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RESUMO

O método classico de elementos finitos denominado de método de Bubnov-Galerkin ou
Método de Galerkin (GFEM) ¢ 6timo para solucao de problemas difusivos, entretanto, para o
caso de problemas com conveccdo dominante como ocorre em muitos problemas de
escoamentos de fluidos, o GFEM produz solugdes oscilantes para altos nimeros de Reynolds.
Diversas técnicas t€ém sido associadas a discretizagdo dos termos convectivos nas equagdes de
Navier-Stokes para remediar a deficiéncia do GFEM. Uma destas técnicas ¢ denominada na
literatura de separacdo baseada na caracteristica (em inglés CBS — Characteristic Based
Split), e tem sido aplicada com sucesso para estabilizagdo das solu¢des de problemas
convectivos usando o GFEM. Neste trabalho, o GFEM associado ao esquema CBS sera
aplicado para simulagdo de casos de escoamentos incompressiveis bidimensionais e

tridimensionais.

Palavras-chave: Escoamento incompressivel. Elementos finitos. CBS.



ABSTRACT

The classical finite element method called the method of Bubnov-Galerkin or Galerkin
Method (GFEM) is optimum for solving diffusion problems, however, in case of problems
with dominant convection as in many problems of fluid flow, the GFEM produces oscillating
solutions for high Reynolds numbers. Several techniques have been associated with the
discretization of the convective terms in the Navier-Stokes equations to remedy the deficiency
of GFEM. One of such techniques is denominated in literature as Characteristic Based Split
(CBS) and has been applied successfully to stabilize the solutions of convective problems
using GFEM. In this work, the GFEM associated with the Characteristic Based Split (CBS)

scheme will be applied to simulate two and three-dimensional incompressible fluid flows.

Keywords: Incompressible flow. Finite elements. CBS.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

O uso de técnicas numéricas para a solu¢ao de problemas complexos da engenharia e da
fisica ¢ hoje realidade, gragas ao grande desenvolvimento de computadores de alta velocidade
e de grande capacidade de armazenamento. Em funcdo dessa disponibilidade computacional,
que cresce exponencialmente, o desenvolvimento de algoritmos para a solu¢do dos mais
diversos problemas tem recebido enorme aten¢do dos analistas numéricos e engenheiros,
fazendo aumentar também em taxas acentuadas, o numero de pesquisadores e usudrios da
simulacdo numérica. Esse crescimento computacional e numérico esta tornando a disciplina
de mecénica dos fluidos computacional um assunto obrigatério também no ensino de
graduacdo e na industria em geral, a exemplo do que ja acontece na pos-graduagdo e na
pesquisa. Além disso, a versatilidade e generalidade dos métodos numéricos para a simulagao
de problemas de engenharia, ¢ a relativa simplicidade de aplicacdo dessas técnicas, sdo outros
fatores motivadores para seu uso (MALISKA, 2012).

A dinamica dos fluidos computacional (CFD) requer o uso de métodos numéricos para
se calcular as grandezas de interesse nos escoamentos, em pontos do dominio fisico,
geralmente, denominados de pontos nodais ou, simplesmente, noés. Os principais métodos
utilizados para simulacdo numérica de escoamentos de fluidos sdo: Métodos de Diferengas
Finitas (FDM - Finite Difference Method); Métodos de Diferencas Finitas baseado em
Volumes de Controle (CVFDM - Control Volume Finite Difference Method); Método de
Volumes Finitos (FVM - Finite Volume Method); Métodos de Elementos Finitos (FEM -
Finite Element Method) e Métodos de Elementos Finitos baseado em Volumes de Controle
(CVFEM - Control Volume-Finite Element Method). Na realidade, todos estes métodos
numéricos podem ser derivados de um tnico método conhecido como Método de Residuos
Ponderados (WRM - Weighted Residual Method), sendo diferenciados matematicamente pela
funcdo de ponderacgdo ou, simplesmente, funcao peso aplicada na anula¢do do residuo (LIMA,
2005).

As ideias e teorias que deram origem ao método de elementos finitos surgiram proximo
dos anos de 1950. Sendo que ndo se atribui a ninguém a autoria deste método, € ndo se sabe a
data precisa em que surgiu. No entanto, Matematicos, Fisicos e Engenheiros trabalham desde

o inicio na elaboragdo e evolucdo do método. Na engenharia, este método foi usado pela
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primeira vez em 1960 por Clough num estudo de problemas de elasticidade plana.
Originalmente, o método foi implementado no estudo de tensdes em aeronaves. A partir do
trabalho de Clough, no inicio dos anos 1960, o método de elementos finitos foi usado
extensivamente para analise de tensdes lineares, deflexdo e vibragdes e em diversas areas das
engenharias, ja que na época comegava a se reconhecer a eficicia do método (PEREIRA,
2005).

O método de elementos finitos de Galerkin (GFEM) gera erros minimos na norma L2
para problemas modelados, matematicamente, por operadores diferenciais auto adjuntos e
resulta em um sistema linear simétrico de equagdes algébricas. No entanto, as principais
equacdes que regem a dinamica de fluidos ndo sdo equagdes auto adjuntas e se o0 GFEM for
utilizado para resolvé-las, sem qualquer estabiliza¢do, resultara em solugdes com varias
oscilagOes. A instabilidade sera devido aos termos de aceleragdo convectiva nao-lineares, o
que torna as equagdes ndo auto adjuntas e leva a um sistema de equagdes algébricas nio-
simétricas (LIU, 2005).

Além disso, no limite incompressivel, se a condicdo de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi
(LBB) nao for satisfeita serd originada instabilidade se fungdes de interpolacdo de ordem
iguais forem usadas para os campos de velocidade e de pressdo. Deste modo, a utilizacao de
elementos lineares simples resulta em solugdes altamente oscilatorias quando os fluxos de
fluidos viscosos incompressiveis sdo resolvidos utilizando interpolagdo de igual ordem. A
viola¢do desta condicdo muitas vezes resulta em oscilagdes numericamente nao-fisicas no
campo de pressao (LIU, 2005).

Uma maneira de solucionar ou reduzir as instabilidades da solucao ¢ aplicar técnicas de
discretiza¢do do tipo upwind para discretizagdo dos termos de inércia, que sdo a principal
fonte de oscilagdes, quando se tenta solucionar este tipo de problema. Para a estabilizacdo
através de formulagdes transientes, existe o esquema Galerkin Caracteristico, (LOHNER et
al., 1984; ZIENKIEWICZ; CODINA, 1995; NITHIARASU et al., 2005; ZIENKIEWICZ et
al.,, 1999; ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000) no qual se insere o esquema de separagdo
baseada na caracteristica (CBS).

A fim de aplicar a abordagem Galerkin Caracteristico as equagdes de quantidade de
movimento, em primeiro lugar, o termo de pressdo geralmente ¢ eliminado na equagdo de
quantidade de movimento, e um sistema de coordenadas mdveis ¢ assumido, como se fosse
uma abordagem da dinamica de fluidos Lagrangeana. Embora, esta abordagem esconda o
termo convectivo (responsavel pela oscilacdo espacial), num primeiro momento, a

complicagdo de um sistema de coordenadas modvel ¢ introduzida. No entanto, uma simples
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expansdo espacial em série de Taylor evita os problemas causados por tal aproximacao, pois
leva a imobilizacdo do sistema de coordenadas. Assim, se ¢ capaz de calcular um campo de
velocidade intermediaria e com isso, a primeira etapa do esquema CBS ¢ finalizada. No
segundo passo, o campo de pressao € calculado a partir de uma equagao de Poisson oriunda da
equacdo da continuidade ou explicitamente, usando uma técnica de compressibilidade
artificial. Entdo, no terceiro passo, as velocidades intermedidrias serdo corrigidas, uma vez
que se tem o termo de pressdo calculado. Com a pressdo e as velocidades corrigidas ja
disponiveis, pode-se calcular todas as varidveis escalares adicionais com a equagdo
governante adequada. Devido a divis@o introduzida nas equagdes, o0 método ¢ referido como a
separagdo baseada na caracteristica, do inglé€s, Characteristic Based Split (CBS), (LEWIS et
al., 2004).

O esquema da separagdo baseada na caracteristica (CBS) para problemas de escoamento
compressiveis e incompressiveis foi introduzido pela primeira vez na literatura de elementos
finitos em 1995 por Zienkiewicz ¢ Codina e outros pesquisadores do grupo de pesquisa.
Desde a sua introducdo para a comunidade de métodos computacionais € numéricos, o
esquema CBS tem recebido grande interesse e tem sido objeto de estudo para varios
pesquisadores para ambos os tipos de escoamentos: compressiveis e incompressiveis (LIU,
2005).

Os primeiros resultados para escoamentos incompressiveis tridimensionais foram
mostrados por Nithiarasu (2003) onde ele apresenta 0 método de compressibilidade artificial
para os dois tipos de resultados, 2D e 3D. Logo no ano seguinte, Nithiarasu et al. (2004) fez
um estudo mais amplo somente para casos tridimensionais onde ¢ utilizado as formas semi-
implicita e totalmente explicita.

A motivagdo principal para este trabalho ¢ o estudo do esquema CBS, com a finalidade
de realizar simulagdes numéricas para casos de escoamentos incompressiveis tridimensionais
de fluidos viscosos. Existe um codigo computacional base disponivel para problemas
bidimensionais, no trabalho de Taylor, Nithiarasu e Seetharamu (2004) que foi utilizado para

o aprendizado da técnica, bem como a base do codigo tridimensional deste trabalho.

1.2 ALGUNS TRABALHOS PREVIOS SOBRE O DESENVOLVIMENTO E APLICACAO
DO ESQUEMA CBS.

Nithiarasu e Zienkiewicz (2000) apresentam o esquema CBS aplicado em conjunto com

uma técnica de refinamento de malha adaptativa, ou seja, a partir de uma malha grosseira o



15

codigo ¢ capaz de realizar o refinamento da malha em regides necessarias do dominio, o que
torna o custo computacional menor, tanto em memoria quanto em processamento. Testes
realizados para escoamentos bidimensionais compressiveis € incompressiveis em regime
permanente e transiente mostraram boa concordancia com a literatura.

Codina (2001) analisou a estabilidade do método de elementos finitos usando passo
fracionado para escoamentos incompressiveis calculando através da solucdo de uma equagao
de Poisson o campo de pressao. Para um método de projecao cldssico de primeira ordem, foi
mostrado que ha um controle da pressao que depende do tamanho do passo de tempo e, além
disso, existe um limite bem menor para este em virtude da estabilidade. A situagdo piora para
o método de segunda ordem em que parte do gradiente de pressdo é englobado na equagdo do
momento linear. A estabilidade da pressao, neste caso, ¢ extremamente fraca. Para superar
estas deficiéncias foi considerado um método de elementos finitos que oferece uma solugao
numérica para problemas de escoamentos em regime nao permanente. Este método tem sido
implementado para resolver escoamentos turbulentos incompressiveis, pela solugdo das
equacdes médias de Reynolds (RANS) para o caso de regime permanente e (URANS) para o
caso de regime ndo permanente. O esquema CBS semi-implicito o qual requer um
procedimento de solucdo de matriz para solu¢do da equagdo de Poisson, foi implementado
usando a técnica de passo fracionado e sua estabilidade foi analisada. A fim de dar suporte aos
resultados teoricos, varios exemplos numéricos de problemas classicos foram apresentados.

Para a solugdo de escoamento compressivel e incompressivel, o esquema CBS foi
inicialmente apresentado por Zienkiewicz e Codina (1995). O esquema CBS tem sido
expandido para investigar outras aplicagdes, por exemplo, dindmica dos so6lidos, escoamento
em aguas rasas € escoamentos nao isotérmicos em meios porosos. Mais, recentemente, tem
sido combinado com método padrio AC (Compressibilidade Artificial) para se obter um
procedimento eficiente do método explicito livre de matriz, segundo Liu (2005).

Embora o algoritmo CBS ja tivesse sido utilizado com sucesso em problemas de
escoamento turbulento e com elevados valores do numero de Reynolds, modelos de
turbuléncia ainda ndo haviam sido testados. Notando-se essa lacuna, Liu (2005) apresentou
um algoritmo utilizando compressibilidade artificial e o algoritmo CBS para fluxos continuos
e com instabilidades de turbuléncia que pode ser aplicado a escoamentos incompressiveis.
Testes realizados pelo autor demonstraram o sucesso da aplicagdo do modelo k—¢,
aumentando assim, a gama de uso de variagdes do algoritmo CBS.

A questao conservativa também foi abordada no trabalho de Nithiarasu e Zienkiewicz

(2006). Neste estudo, foi realizada uma anélise do método explicito para fluidos
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incompressiveis utilizando o algoritmo CBS, empregando tanto a forma conservativa como a
ndo conservativa das equagdes de movimento. A estabilizagdo, convergéncia e aspectos de
conservagao do presente método foram discutidas. Um procedimento para a eliminacao de
erros de primeira ordem no tempo foi proposto. Os resultados foram comparados com
resultados de outros métodos tendo apresentado boa concordancia.

Nesta mesma linha, Massarotti et al. (2006) apresentaram, em seu trabalho, uma
comparagdo dos métodos explicitos e semi-implicitos do algoritmo CBS - AC. O estudo
mostrou que os dois métodos apresentaram bons resultados. Todas as solugdes para o estado
estacionario se mostraram praticamente idénticas, especialmente para problemas de
convecgdo natural. Entretanto, a aplicagdo do método explicito em problemas desta natureza
apresenta alguns problemas de convergéncia e forcas de flutuagdes extremamente altas. Na
solugdo de problemas transientes notam-se algumas diferencas com relagdo ao incremento de
tempo utilizado em cada situagao.

Ainda seguindo a linha de comparacdo entre métodos, Codina et al. (2006) realizaram a
comparac¢do entre os métodos de estabilizacdo CBS e o método Sub-Grid (Sub Grid Scale -
SGS) chegando na conclusdo de que os dois métodos sdo praticamente iguais, quanto a
qualidade de resultados; porém o CBS apresenta uma pequena vantagem em relacao ao custo
computacional.

Morandi-Cecchi e Venturin (2006) mostram uma solucao, utilizando elementos finitos e
a técnica CBS, para problemas de aguas rasas (shallow waters) utilizando como foco do
estudo, a lagoa de Veneza e chegaram a conclusido que os resultados obtidos estavam dentro
do esperado.

Ortiz et al. (2006) apresentam uma extensao da solugdo para o problema de aguas rasas,
aplicando seu estudo a concentracdo de sal em rios e estudrios de modo a fornecer importante
informagao para areas de cultivo de plantas.

Em relacdo a outros métodos de solugdo, Thomas e Nithiarasu (2007) comparam dois
métodos: o método Locally Conservative Galerkin - LCG e o método Global Galerkin - GG.
Ao final do trabalho, pode-se concluir que ambos os métodos sdo praticamente idénticos,
exceto pelo fato do LCG ter taxas de convergéncia maiores.

Ampliando o método LCG, Thomas, Nithiarasu e Bevan (2007) resolveram as equagdes
de Navier-Stokes para escoamento incompressivel. Além da implementagdao do método, dois
exemplos de referéncia foram apresentados para demonstrar a validade do método.

Ainda no ambito bidimensional, Nickaeen e Ashrafizadeh (2010) apresentam em seu

trabalho uma solugdo das equacdes de Navier-Stokes, utilizando o método de volumes finitos
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combinado com a técnica CBS e apresentaram excelentes resultados para alguns dos
exemplos de referéncia que também serdo estudados neste trabalho.

Bevan et al. (2011) fez um estudo sobre uma doenga cardiovascular. O esquema CBS
foi aplicado para a simulagdo de escoamentos de sangue em uma bifurcacao da veia aorta com
0 objetivo de estudar aneurismas. Este trabalho apresenta varias complexidades diferentes
encontradas na simulagdo numérica de escoamentos, tais como fronteiras mdveis como
condig¢des de contorno e escoamento turbulento. O sangue (fluido) ¢ tratado como newtoniano
para evitar a complexidade da simulagdo de fluidos de reologias diferentes.

Nithiarasu et al. (2013) fizeram um estudo comparativo entre o CBS e método
monolitico e concluiram que, para problemas em regime permanente, os dois métodos sio
parecidos excetuando apenas nos parametros de estabilizacdo. Para problemas transientes,
apesar de apresentar algumas pequenas desvantagens, o CBS ¢ mais adequado, uma vez que,
ao utilizar passo de tempo duplo e a compressibilidade artificial, ndo existe o armazenamento
de matriz para a solugdo, tornando o procedimento de solu¢do muito mais simples.

E possivel observar que o principal centro de desenvolvimento e aplicagio do esquema
CBS ¢ a Universidade de Swansea, Pais de Gales, no Reino Unido. Todos os trabalhos citados
acima e muitos outros que nao foram citados neste trabalho e que foram desenvolvidos em
Swansea contribuiram para o desenvolvimento do livro Zienkiewicz et al. (2014), livro este
que trata de maneira mais generalizada possivel o desenvolvimento e aplicagao de um codigo
computacional da técnica CBS para escoamentos tridimensionais. Fato este que torna este

livro uma das principais referéncias para este trabalho.

1.3 OBJETIVOS

O presente trabalho tem os seguintes objetivos gerais:

a) continuar estudos e aprendizado do esquema CBS na estabilizagdo do método de

elementos finitos de Galerkin, iniciados em trabalhos anteriores;
b) entender aspectos de implementagdo computacional do esquema CBS;

c) aplicar um codigo computacional baseado no GFEM-CBS para simulagdo de
escoamentos de fluidos com e sem transferéncia de calor, em dominios

bidimensionais, com o intuito de testar seu desempenho.

O objetivo especifico é:
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a) o desenvolvimento e extensdo de um codigo computacional, tendo como base o
codigo bidimensional ja disponivel, para simulagdes de casos de escoamentos
tridimensionais.
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2 EQUACOES GOVERNANTES
As equagdes governantes para representar, matematicamente, escoamentos de fluidos
sdo as equagdes da continuidade, de balango da quantidade de movimento e de conservagao

da energia acrescidas de equacdes constitutivas. Essas equagdes sdo escritas a seguir.

Conservaciao da Massa:

op o(pu
p_ olpw) _, "
ot Ox,

1

Para escoamentos com compressibilidade pequena, tem-se que a variagao temporal de p

pode ser expressa como (ZIENKIEWICZ et. al., 2014):

op_1op
ot ¢ ot @
onde c ¢ a velocidade do som.
Balanco de Quantidade de Movimento:
e 2 (wU )+ —L Ly pg
o ox, () ox, ox, 1% 9

onde, U = pu; e 7; representa os componentes do tensor de tensoes para fluidos newtonianos,

dada por:

“i ; 4
ox, ox, 37 ox, ®
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Conservacao de Energia Térmica (eq. de entalpia):

ou
o) __ 0 (ypy-2a. e, O

=~ Y i 5
o ox o DV ex (%2)
Conservacao de Energia Térmica (na temperatura):
oT oT 0 oT Dp ou,
p”[at ’ﬁxl) 8xl.[ Gxi] v (5b)

onde u; sdo as componentes de velocidade, p é a massa especifica, pg; representa as forgas de
campo e outros termos fonte, p é a pressdo, u ¢ a viscosidade dinamica do fluido, 4 é a
entalpia especifica, g; ¢ o fluxo de calor, 7 ¢ a temperatura, ¢, € o calor especifico a pressdo

constante, k € a condutividade térmica, f € o coeficiente de expansdo térmica e J; € o delta de

Kronecker.
Genericamente, equacdes similares as Eqs. (5a, 5b), denominadas de equagdes de

transporte de uma grandeza escalar, podem ser escritas como

ot ox. ox "’ ox

op o O 0

—tu,——=—|y,— |+, (5¢)
1 1 1

As equacdes governantes sdo, geralmente, escritas na forma adimensional, e os grupos

adimensionais usados para tal finalidade variam dependendo da natureza do escoamento.

Serdo descritos os grupos adimensionais que sdo usados com mais frequéncia em mecanica

dos fluidos computacional.

uizi;xl :ﬁ,t :ﬁ,p :ﬁ;/u :ﬁ; - pZ’ a _i’

(6)
«_ Yy .¢*_¢—¢w
Topul’ 4,-9,
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onde as quantidades adimensionais estdo sinalizadas pelo asterisco. O subscrito o representa
uma quantidade de referéncia e L ¢ um comprimento caracteristico que depende do problema
a ser estudado.

Aplicando os grupos adimensionais definidos na Equagao (6) nas equagdes governantes

e rearranjando se obtém as suas formas adimensionais.

Conservaciao da Massa:

*
l

ox, )

1

1 op _Op
c? ot

U,

¥ =

ot

Balanco de Quantidade de Movimento:

Ut a .. 10(7) o 1 ..
T *(”fo)+Re éxf)_ﬁif”rFrng" ®)

1

. | ouw +8uj. 2 s ou,

*

’ G_Xj ox, 3 7 ox, 2

1

* . . r
onde Re ¢ nimero de Reynolds, g, ¢ o termo das forcas de campo adimensional, Fr ¢ o

numero de Froude e Pr ¢ o nimero de Prandtl, os quais sdo definidos como

L x ,
Re=£elem, g B prr=le; prat (10)
M, g gL a
Equacao de transporte de um escalar:
0 .0 1 PV O +04 | s
ot ox, Re u,6 Oox Oox;
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Na Equagado (11), o coeficiente de difusao 7; depende de qual grandeza escalar esta

sendo considerada. Por exemplo, se ¢ ¢é a temperatura, a Equagio (11) toma a forma

*

oT
ot

+u*a_T*—Lii a_T* +Q*
"ox, ReProx | ox (12)
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3 O ESQUEMA DA SEPARACAO BASEADA NA CARACTERISTICA - CBS

Para se obter uma solucdo para as equagdes de Navier-Stokes e equacdo de transporte,
usando o esquema CBS, se desenvolve a discretizagdo em quatro passos. No primeiro passo,
se faz a discretizacao das equacdes de quantidade de movimento sem o do termo de pressao,
similar ao uso de métodos de projecdo. No segundo passo, se obtém uma equacdo de Poisson
para o campo de pressdo ou se resolve a pressdo explicitamente usando compressibilidade
artificial; com esta ultima técnica sendo mais conveniente para problemas tridimensionais. No
terceiro passo se corrige o campo de velocidade usando o principio de conservacdo da massa.
No quarto passo pode-se resolver a equacdo de transporte para qualquer variavel escalar. Um

resumo de todos os passos pode ser descrito da seguinte maneira:

1. Calculo do campo de velocidade intermediaria.

2 Calculo do campo de pressao.

3. Correc¢do do campo de velocidade.

4 Célculo de alguma varidvel escalar de interesse utilizando a equacdo

governante adequada. (Exemplo: temperatura, concentragao, etc.)

3.1 O GALERKIN CARACTERISTICO

Existem muitas variantes possiveis para esse método, entretanto todos os métodos
propostos anteriormente sdo complexos para a programacdo e exigem muito tempo
computacional. Por esta razdo, uma alternativa mais simples foi desenvolvida em que as
dificuldades sdo evitadas, causando uma estabilidade condicional. Este método foi
apresentado pela primeira vez em 1984 e ¢ descrito em varias publica¢des, (ZIENKIEWICZ
etal., 2014).

Para maior facilidade de manipulacdao matemadtica e de interpretagdo do método, a
equacdo de conveccdo de um escalar unidimensional na forma ndo conservativa serd

considerada:

%@’GL%

+u———
? ox

—0=0
ot ox Ox J ©=0. (13)
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Figura 1- Caracteristica no dominio tempo-espaco.
¢I.I‘?I +1

 —

=
- |

o PRETET

Ax=nAt

X
Fonte: Adaptado de Zienkiewicz et al. (2014)

Vamos considerar a caracteristica do escoamento, mostrada na Figura 1, no dominio do

espaco e do tempo. O passo de tempo de escoamento ¢ A¢ a partir do instante n até o instante
n+1, e a distancia percorrida durante esse periodo de tempo ¢ Ax, isto &, de (x—Ax) até x.
Ao assumirmos um sistema de coordenadas modveis ao longo do caminho da caracteristica
com velocidade u, o termo convectivo desaparece, como se fosse em uma abordagem de

mecanica dos fluidos Lagrangeana, (LEWIS, 2004) enquanto o termo de difusdo e o termo

fonte sdo quantidades médias ao longo da caracteristica. A Equagdo (13) se torna, entdo,

o¢ 0 o¢
—(x'(t),t)— y,— |-0(x")=0 14
at( ()) 6xr(¢axr () ( )

Aqui, o operador de segunda ordem na equacdo ¢ auto adjunto, tornando a discretizacao
espacial pelo método de Galerkin como a melhor opgdo. Mas, embora, o termo de convecgao,
que ¢ responsavel pela oscilagdo espacial, tenha desaparecido, a complicacdo de um sistema
movel de coordenadas foi introduzida no problema. Discretizando o termo de tempo na

Equacao (14) obtém-se a sua forma semi-discreta:

¢n+l |x _¢n |(X_Ax) - a %j_ n+l B a ( a¢j_ n
At B 9{5){ (7¢ ox' Q) +1-9) o\ o Q| sy (1)

Na Equacao (15) foi usado um parametro 6 para definir o esquema de discretizagdo no

tempo, que pode ser desde um esquema totalmente implicito para & =1 até um totalmente

explicito para € =0. Neste ponto, adotar-se-a um valor de 0 igual a 0 para simplicidade no
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desenvolvimento e se desprezara o termo fonte Q, uma vez que, os fenomenos fisicos que tal
termo representa na equagdo, nao serao abordados neste trabalho.

Com referéncia a Figura 1, pode-se desenvolver os termos que estdo avaliados na
posicao (x—Ax) usando expansdes em série de Taylor e entdo escrevé-los de modo que
fiquem em funcao apenas da posi¢do x . Desta forma, se tem, por exemplo,
_09" Ax 0 A

¢ oo 11 oax?t 2!

=9 +O(Ax) (16)

A expansdo do termo difusivo ¢ feita da seguinte forma:

0 o¢ ! _g % ! 0| 0 % ! )
§(7/¢&j xAx_ax(}/;ﬁ axj l: (7 j :|AX+O(AX ) (17)

x| ax\"? ox
Nas duas expansdes acima, Equagdes (16) e (17), os termos de segunda ou mais alta

ordens sdo desprezados. Substituindo as Equacdes (16) e (17) na Equagao (15), se obtém:

At At Ox  2At ox*  Ox

n+l_ n n 2 2 qn n
Py Ao T 3, ) "

ax ? ox

Neste caso, todos os termos sdo avaliados na posicdo Xx. Se a velocidade do
escoamento ¢ u, seguindo Lewis, Nithiarasu e Seetharamu (2004), pode-se escrever

Ax =uAt . Portanto, a forma semi-discreta da Equagao (18) pode ser reescrita como

At ox, 2 o’ ox

§ -y _ua¢"+uzgaz¢"+a( %j” (19)

N ? ox

Através da realizacdo de expansdes em séries de Taylor, o termo convectivo reaparece
na equagdo, juntamente com um termo de segunda ordem adicional. Os termos de segunda
ordem sdao de natureza difusiva e atuam como um operador de suavizagcdo que reduz as
oscilagdes decorrentes da discretizagcdo espacial dos termos de convecgao.

A extensdo do esquema caracteristico de Galerkin para uma equacdo de convecgdo-
difusdo multidimensional de escalares ¢ simples. A equacdo tridimensional de conveccao-

difusdo ¢ escrita, como segue:
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%_Fu%_ib/ %J_Q (20a)

o oax, ox |7 ox,

As condigdes de contorno para o problema definido pela Equagdo (20), podem ser

colocadas na seguinte forma geral:

_ 0
+7/¢£nj +Ap=q

J

(20b)

Por exemplo, n =0, A=1oun =1, A =0 se recuperam as condigdes de contorno de
primeiro ou de segundo tipos respectivamente.

Como demonstrado em Pereira (2010), o uso do esquema GC leva a forma

semi-discreta seguinte:
Ap=¢"" (x,,t)—¢" (x,,1) =

Op| x;,t 0 op(x,,t '
A{‘”f (x_faf)%+—(7¢ LJ_Q(%Z)} +

S Ox. Ox

i

AtY 5 op(x,.t))|" (21a)
Jr%{ui(xi,t)g(uj(xj,t)M } +

At)’ oo op(x.0))] o0(x,.1)|’
%{_”/(xﬂt)gj{a_xi(% é;i )J +u, (x,.1) ng )}

Desprezando os termos de terceira ordem e o termo fonte, na Equacgdo (21a), em

coordenadas cartesianas resulta
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¢n+1 _¢n B a¢n ) a¢n 6¢n

o( ogY of op) of op)
t— Vs |t Ve | v e | Tt
ox ox oy oy Oz 0z

+uﬂi u%+v%+w% + (21b)
2 Ox| Ox oy Oz |

tv——|u—+v—+w—| +
20y Ox 0Oy Oz |

swt9),00,,9,,9%
2 0z| Ox Oy 0z

Esta forma ¢ dita semi-discreta, pois ela contempla apenas a discretizacdo temporal,
faltando ainda a discretizagdo espacial para. Assim, se obter a forma totalmente discreta. Para

isso, entdo, realizar-se-a a discretizagdo espacial, assumindo uma variagdo linear de ¢ dentro

de um elemento tetraédrico, tal como mostrado na Figura 2.

Figura 2 - Elemento tetraédrico linear.

2

Fonte: Proprio autor.

A interpolagdo de uma variavel escalar ¢ para um elemento tetraédrico linear ¢ dada por:

$(x,,1) =N, (x,) D, (2)+ N, (x,) D, (£)+ N, (x,)D, (1) + N, (x,) D, (7)

= 3N, (x)®, (1) =[V]{o}

Jj=1

(22)
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com [N]=[M N, N, N4] representando as  fungdes de interpolagio e

{@}=[®, ®, ®, ®,] osvalores nodais da variavel ¢. Em coordenadas cartesianas, as

fungdes de interpolagdo podem ser escritas na seguinte forma geral:

Nl.:é(ai+bix+ciy+diz); i=1,2,3,4 (23)

Definindo uma matriz, cujos coeficientes dependam das coordenadas nodais do elemento,

I x » z
1
[A] _ Xy M 4 (24)
I x; y; oz
I x, y, 2z

onde x,y e z sdo as coordenadas dos nds do tetraedro; o volume V de cada elemento pode ser

determinado da seguinte forma:
6V=sinal(det[A])det[A] =a,+a,+a,+a, (25)

As derivadas parciais da funcdo de interpolacdo sdo necessarias nos calculos e podem

ser avaliadas como:

oN, 1

o 6V

oL, 26)
oy oV

oN, 1

0z 6V

Os coeficientes nas funcdes de interpolagdo podem, por sua vez, serem calculados como

apresentado a seguir.

- os coeficientes a,:

27)

- os coeficientes b, :

b = YysZas — VisZoss by = V3124 — YarZais by = V2o — Vo215 by = V125 — V3122 (28)
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- os coeficientes ¢,
Cl = XppZyy = XypZ3y 5 €y = X231 = X312415 C3 = X124 = Xg1Zp15 C4 = X312y — Xy 123 (29)
- os coeficientes d,

A, =XV =Xy Vaps Gy =XV =Xy V15 dy = X400 =X V15 dy = X3 V31— X310 (30)

A notagdo x; e y,usada nas Equagdes (28) a (30) significa x; =x,,, —x,; ; e

Vi = Yusi — Vas.; - E iIMportante observar que todos os coeficientes dependem somente das

coordenadas dos 4 nds de cada elemento tetraédrico, bem como do volume de cada elemento.
Aplicando o método de residuos ponderados de Galerkin, descrito no Apéndice A, para

resolver a Equagdo (21b) se obtém a seguinte equagao:

j[N]T "W ¢" j[N] ¢ Laa- J.[N] ‘i - [wINT ¢ Laa+

Q Q

r O, 94 r 9, 99" rof 0¢"
+i[N] a[”EJdQ+£[N] 5@ o JdQ+£[N] GZLM — JdQ+

At r 0 0¢" r0[ 09" r 0 04"
+= ﬂu[N] ax(u ~ )dQ+£u[N] ﬁx(v o de+£u[N] ﬁx[w ~ de}+

afr 0 0" o o rof o
+7{jv[zv] [ » ]dQ+£V[N] 8y(v o de+Jv[N] 8y[w ~ de}Jr

n oy n

At .0 04" By r 0 o¢"
+2ﬂw[N] a[ ~ ]dQ+I WNT" 82( @J Q+jw[N] 6Z(W ~ ]dQ} a1)

Q

Agora se faz uma linearizagdo dos termos convectivos de segunda ordem, na Equacdo
(31), ou seja, retira-se os componentes de velocidade para fora das integrais como valores

médios a serem definidos. Resulta a equacao:



- _ju[N]’ %dQ—Iv[N]T %d@—jw[zv]’ aa%d9+

" o( o4 04"
o dQ+j[N G‘y{ Gyjdgnj[zv] ( 6ZJdQ+

Aty r 0 04" rof, o4 rof, o¢
+2< >{£[N] 6x[ xde+£[[N] Ox[ o ]dQ+£[N] 6x[ de}Jr

Oz
At rof, of og" og"
+= @){i[zv] o s JdQ+J.[N] 6y( o de+I[N] P dQ}+
At ;0 o¢" o¢" og"
+7<w>{£[N] g( ~ JdQ+I[N] 62( - de+J[N] v dQ}
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(32)

Em seguida, se obtém a forma fraca da Equagdo (32) por integracdo por partes e se usa

o Teorema de Green para transformar integrais de volume em integrais de superficie,

resultando:

j[N]T "W ¢nd f [NT ¢ P an- j[N] ¢ P an- IM{N] ¢ P a0+

Q

oNT (. o¢ oINT (. o¢" oNT (. o¢"
_;[ Ox (7¢ 6x] j oy {W GyJ Q- '[ oz [7/¢ oz JdQ+

Q Q

r, (0¢" . 0¢"  0¢
+[ﬂ_[N] }/¢[ ™ n, + o n,+ . n, |dl’

+<u>ﬂ —f ANy W20,
2 Ox ox Oy

Q

ox Oy 0z

Oy z

w o¢" de + [ﬂ[N]T [u o' +v o’ +w of" andl“}
oz Oox Oy oz

Reagrupando os termos de contorno, chega-se na equagdo seguinte:

w8¢n JdQ+m_[N]T (u o¢" +va¢n +Wa¢n ]nxdF}Jr
Oz

o 04" 04" 04"
w— de+m_[N]( W Jnydl“}+

(33)
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r ¢ =" r 09" r 0¢" r 09"
ﬁN]——XT—sz—jMN]—a;dQ—iﬂN]—57dQ—£WMH-a;dQ+

Q Q

Ay [7 a¢"JdQ_I6[g]T (n%]dﬂ—

0 —
eb}
e
=
VR
N
¥
N——
QU
(O]
+

_<u>ﬂ{_‘- ANT (u o9 +v o’ + W8¢” JdQ}+
2 0; Ox Ox oy 0z

ox oy oz

_<W>%{j ANy [u % +v o¢" +wa¢n de}+

04" 04" og"
+m_[N]T7¢( o n + o n, + - nzjdl"+ ”

+<u>%m[N]T (u 65: +v6§}n +wa¢znjnxdl"+

At r[ 09" 09" 0"
+<v> 5 Djr[N] (u ~ +v o +w & )nydl“+

+<w>%m_[N]T(u a@i +va§} +waai )nzdl“

Agora, substituindo a varidvel interpolada, como definida na Equacdo (22), exceto nos

termos de contorno, resulta a equacdo algébrica seguinte:
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o) n+1_ ® n )
I[N]T[N]dﬂ%;{jwf(ua[ai”w&[&]yvhwa[af]jdg}{@} +

[ paNT (L AN gy, (ANT () ONDY iy, pOINT (O] :
j P (% . jdgui . [% o deJri ~ (% ~ de}{CD} +

Q

- g<u>JAa[N]T ua[N]—i-v@[N]era[N] dQ {(D}n—
Ox ox oy Oz

Q i

AN ( ANT, ANT, O[N]

—_?<v>j oy Ox oy oz ae {CD}”_

- £<W>J. aANT (u AN] +v AN] +w 6[N]ja’Q}{(D}" +
2 oz ox oy 0z

Q

+[ﬂ_[N] 7/¢(8¢ n, ;} n},+a;Z nzdeJr

[ﬂ_[N] ( 9 o L9 Jnxdl“+

ax oy oz

(35)

At r( 09" 09" 0"
<v>[ﬁ_[N] (u . +v o +w % Jnyle—

At ( op o  of
+?<W>D.1-[N] [u ox Y oy v 0z andf

Os termos que apareceram denotados pelo dominio /" representam a contribui¢do dos

contornos do dominio Q. Observamos, também, nos termos de contorno, o aparecimento do
termo n;, que representam os cossenos diretores e devem sempre apontar para fora do dominio

Q.

A fim de se obter a forma matricial da Equag¢do (35), se definem as seguintes matrizes:

A Matriz Massa:

= [[N] [V]de

(36)

A Matriz Convectiva:

c ]=£[N]T{ua[N]+v6[N]+wa[N]de

ox oy oz

(37)
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A Matriz Difusiva;

K,]- M(a[N o[N]  o[N] o[N] (?[JV]Tﬁ[N]JdQ

ox  Ox oy Oy 0z Oz

(38)

A Matriz Estabilizante:

[Kee]=%<u>lju%%d9+-[va[]vr Md(ﬂjwa[]v] oLv] dQ]+

(39)

le J.[N] 7’¢(a¢ ¢ n +a¢n nZ\JdF

8 o ¥ oz a0

O vetor for¢a devido ao termo estabilizante:

{/o} =%<u>[ﬁr[N]T (u 8641)5: +va§; +wagin jnxdl"+

A [ o¢"  0¢" o0¢"
—t<v>[ﬂ_[N] (u ai +v aﬁ +w ;Z jnyle— (41)

At [ o0¢"  Og" o¢"
+7<W>[[L[N] (u . +v o +w > ]nzdl“

A partir das definicoes (36) a (41), podemos escrever Equagdo (35) na forma matricial

como sendo:

v ) e+ (K KL L] + AT
At

(42)
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3.2  PROCEDIMENTO DE SEPARACAO — CBS PARA O CASO DE ESCOAMENTOS
DE FLUIDOS

A fim de mostrar todo o esquema CBS, se utiliza, agora, o conjunto de equagdes que
regem escoamentos incompressiveis tridimensionais para uma melhor visualizagdo e
compreensdo do esquema. As equagdes governantes para o escoamento sao descritas logo em

seguida.

Equacao da Continuidade

ou oOv ow

—+—+—=0
ox oy oz )

Equagao da Quantidade de Movimento em x

ou ou  Ou ou _l@_p+£(82u+62u équ

—tuU—+V—+w—= + 44
ot ox Oy 0z pox plox® o o 4
Equacao da Quantidade de Movimento em y
2 2 2
@+u@+v@+w@=—la—p £ a‘2}+a‘2}+8‘2} (45)
o ox oy Oz poy plox™ oy oz
Equagdo da Quantidade de Movimento em z
2 2 2
@+u8_w+v8_w+W@:_l8_p+ﬁ 82‘}+avf+avf (46)
ot ox oy Oz poz p\ox~ oy Oz

Equagdo de Transporte de Energia Térmica, em que a varidvel é a temperatura, ¢=7, € 0
coeficiente difusdo ¢ a difusividade térmica, y, =« . Assim a equagdo de transporte fica na

forma:

2 2 2
or , or .  or WaT_O{aT o*T GTJ 7

o, TU——TV—— P st ot
ot ox oz ox~ oy oz

Através das aplicagdes das etapas seguintes, sera possivel a obten¢do da solucao para as

equacdes de Navier-Stokes e para a equagao de transferéncia de calor por convecgao-difusao.

Passo 1: Campo de Velocidades Intermediarias
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Neste passo ¢ realizada a remog¢ao dos termos de pressdo das Equacdes (44) a (46). Tal
procedimento nos permite aplicar o Galerkin Caracteristico e assim calcular o campo de
velocidades intermediarias. As Equacdes (44) a (46), apds remogao do termo de pressao, na
forma semi-discreta, sdo escritas da seguinte forma:

Equacdo da Quantidade de Movimento Intermediario em x

u—u" ou” ou” ou” _V(ézu o’u  0O’u ]n

tU—+Vv—+w +—+ 48
A o ey e a8t o %)
Equacdo da Quantidade de Movimento Intermediario em y
Fov v e v (v v v
tU—FV—FW—=V| S+ —+— (49)
At ox oy oz ox~ oy° Oz
Equacdo da Quantidade de Movimento Intermediario em z
w—w'  ow'  ow' aw'  (&w &w w)
+u +v +w =V| Sttt (50)
At ox oy oz ox~ oy° oz

onde i, Vv e W so varidveis do campo de velocidades intermediarias.

Pode-se aplicar, agora, o método do Galerkin Caracteristico nas Equacdes (48) a (50),

obtendo, a forma semi-discreta das mesmas, como a seguir:

Equacao da Quantidade de Movimento Intermediério em x.

u—u" ou" ou" ou" u u u)
u w 14 B + 3 + 2
ox~ oy° 0Oz

n

At 0| ou ou  oul
— | +

+—u—|u—+v—+w
2 ox| Ox Oy oz
N N (51)
At 0| Ou ou ou
t—V—|U—+v—tw— | +

2 oy| ox 0Oy Oz |

At a[au ou au}”
+—w—|U—+v—+w—

2 0z| ox Oy 0z

Equagao da Quantidade de Movimento Intermediario em j.



Equacdo da Quantidade de Movimento Intermediario em z.

w 2 + 2 + 2
At ox oy 0z ox~ oy° Oz

n

At 0] ow ow  ow]
+—Uu—|u—+v—+w— | +
2 ox| Ox oy Oz |

W o' ow'  ow' (82w *w asz"
+v +
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(52)

(33)

E importante notar que nas Equagdes (51) a (53), os termos difusivos foram tratados

explicitamente, ou seja, sem se considerar os termos de estabilizacdo oriundos da expansao

em série de Taylor.

Passo 2: Calculo da Pressao

O campo de pressao pode ser calculado a partir de uma equagdo de Poisson. A equagdo

¢ derivada porque as velocidades intermediarias do primeiro passo precisam ser corrigidas

para satisfazer a conservagdo da massa. Se as corregdes de pressdao ndo forem removidas na

equagdao da quantidade de movimento, as velocidades corretas sdo obtidas, porém, com a

perda de algumas vantagens. A forma semi-discreta das equacdes da quantidade de

movimento, sem a remog¢ao dos termos de pressao (Equacdes de Navier-Stokes) sdo:

- Forma Semi-Discreta da Equacdo da Quantidade de Movimento em x.
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u™ —u" ou" ou" ou" (62u o’u ﬁzujn 1 op”
+v - +

2 + 2 +
At ox oy oz ox~ oy° oz p Ox
At 0| ou" ou" ou" 1 op”
2" Ty e p o
: (54)
At 0| ou" ou" ou" 1 op”
—v—|u +v +w +—
2 oy| ox oy 0z p Ox
At 0| ou" ou" ou" 1 op"
—w—|u +v +w +—
2 0z| Ox oy oz p Ox
- Forma Semi-Discreta da Equagao da Quantidade de Movimento em y.
Vi o' o ov" v v o) 1 op"
=—UuU -V —-W +v —— + ~— + ~— | —— +
At ox oy oz ox~ oy° 0Oz p Oy
At 0| o' o' o' 1 op”
' Ty e p o
X
Y pP oy (55)
At 0| o' o o' 1 op”
—v—|u +V—FtWw—F—
2 Oy| Oox oy oz p Oy
At o0 o' o' o' 1 op”
—w—|u +V—+Ww—+—
2 0z| Ox oy 0z p Oy
- Forma Semi-Discreta da Equagdo da Quantidade de Movimento em x3.
W - ow"  ow" ow" w w w) 1 ap"
=—u —V——w—rV 2+ | ———+
At ox oy 0z ox~ oy 0Oz p Oz
At 0| ow' ow' w” 1"
—u—-/|u +v +w
2 ox| oOx oy 0z ,0 0z (56)
At 0| ow" ow' w" 1 8p
—v—|u +v +w
oy| Ox oy oz
At 0| ow" ow' w” 1 8p
—w—|u +v +w
oz| Ox oy 0z p 0z

Subtraindo das Equagdes (54) a (56) as Equagdes (51) a (53) respectivamente, resultara

no conjunto de equacdes escritas na sequéncia:
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ntl o~ n " !

wo—u_ 1ot A oflop) At Oflaopy A 0f10p (57)
At p ox 2 ox\pox 2 oy\ pox 2 oz\ pox

ntl =~ n " " !

vV 1opt A O(1dp) A o(lap) A a(1dp (58)
At pody 2 ox\pdy 2 oylpody 2 oz\poy

ntl o~ n " " !

whow_ 19" A o(1op) A of1p) A O(1dp (59)
At p oz 2 ox\poz 2 oy\poz 2 Oz\poz

Uma vez obtidas as velocidades intermediarias do primeiro passo € o campo de pressao,
as velocidades finais podem ser obtidas utilizando as Equagdes (57) a (59). Segundo Liu
(2005), termos de ordem superior podem ser excluidos, visto que, esses termos pouco

influenciam sobre a correcdo da velocidade. Apds se desprezar tais termos e derivar cada
membro da Equacdo (57) em relacdo a X,, da Equacdo (58) em relacdo a X, e da Equacao

(59) em relacdo a X; e somar as equacgdes resultantes, (LEWIS, 2004), chega-se a

ou™ ot ew™) (e ov ow) At(dp 'p p)
+ + —| =ttt || Sttt 5 (60)
ox oy oz ox 0Oy Oz p\Ox” oy 0Oz

Podemos definir, pela equacdo da continuidade, que:

n+l n+l n+l
U VL 61)
ox oy oz

Substituindo a Equacao (61) na Equacao (60), se obtém a equacao da pressao, como

representada na Equagao (62):

2 2 2 n ~ ~ ~
8120+8129+8;29 _r 8_u+@+a_w (62)
ox~ oy° oz At\ox oy Oz

Note que, ndo existe condigdes transientes ou convecgdo na Equacdo (62) e esta € uma
equagao do tipo Poisson. Aqui um método de solucdo de sistemas lineares de equacdes sera

necessario, a fim de se obter uma solugao, (Lewis, 2004).
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Passo 3: Correcao da Velocidade

A correcao da velocidade ¢ feita utilizando as Equagdes (54) a (56) demonstradas no
passo anterior. Uma vez que o campo das velocidades intermedidrias foi calculado pelas

Equacdes (47) a (49) e o campo de pressdo pela Equacao (58), a corregdo € possivel.

Passo 4: Calculo da Temperatura

Aplicando o procedimento de Galerkin Caracteristico para a equagdo de transporte de

energia, Equacdo (43), resulta a equagao:

T -T" 8T oT" T (T T 8T
=—u -V -w ta| —+t—5+— |+
At ox oy oz ox° oy° oz
At o[ or or or]
+—Uu—|u—+v—+w— | +
2 ox| oOx oy oz
- .y (63)
At 0| oTr oT oT
+—v—|u—+v—F+w—| +
2 oy| ox oy Oz |
At ol or or  or|
+—w—|u—+v—Fw—
2 0z| ox oy 0z
Todas as quatro etapas anteriores sdo resumidas a seguir.
Passo 1: Campo de Velocidade Intermediaria
Equacao da Quantidade de Movimento Intermediério em x.
u—u" ou"  ou" ou" u u u)
=-u -V -w V| S+t —S+— | +
At ox oy 0z ox~ oy~ oz
At o ou ou bul
—u—|u—+v—+w— | +
2 ox| ox oy oz
- . (51)
At 0| Ou Ou ou
+—v—|u—+v—+w— | +
2 oyl ox Oy oz
At 0| Ou Ou oul
—wW—|u—+v—Fw—
2 0z| ox Oy 0z



Equagao da Quantidade de Movimento Intermediario em x;.

)+

v—y" o' o' o' o’v o'v v
=—u —— W V| —F—F+—
At ox oy 0z
At o v ov ov]
—Uu—|u—+v—Fw—| +
2 oOx| oOx Oy 0z |
At o v ov  av]
—vVv—|Uu—+v—aFw— +
2 oyl ox oy 0z |
At 0| ov ov ov |
—W—|U—+v—tw—
2 0z| Ox Oy oz

Equacdo da Quantidade de Movimento Intermediario em x3.

w—w" onw'"

+—4+
ox Oy Oz

v -w
oy 0z
ow ow  ow
UtV —FW—
| Ox oy Oz |
Cow ow ow
U—Fv—+w—
ox oy oz
ow ow ow
U—F+v—+w—
ox oy 0z

n

Passo 2: Soluciao do Campo de Pressao

2 2 2 " ~ ~ ~
[a p,op 0 pJ _ﬁ[a_qua_v o

o o &

un+1_iz _l%

At p Ox

vn+]_‘—; _l%

At p Oy

ox oy oz

A

|

Passo 3: Correciao da Velocidade (Eqs. 57 a 59)
At o(1aop) A

+—u—| —=— | +—v—
2 ox\pox 2

At of1op) M
+—u—|—— | +—v—
2 ox\poy 2

onw'" ow'" o*w O*w  O*w
+Vv 2 + 2 + 2
ox~ oy Oz

40

(52)

(53)

(62)

(57)

(58)
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n+l_ ~ n n n n
At p oz 2 ox\poz 2 oy\poz 2 Oz\poz

Passo 4: Calculo da Temperatura

T T oT" oT"  oT” o’T &T oT)
=—u - b ——t— | +
At ox oy 0z ox~ oy Oz

_ ‘ (63)

At ol or or ot
+ —|u—+v—+w
2 0z| ox oy 0z

Pode-se, ainda, reescrever os quatro passos resumidos acima utilizando nota¢ao indicial:

Primeiro Passo

4, —u; =—u Ou; +v ou n+£u 9 u o, " (64)
At / ox; Ox0x, 2 Fox, j@xj

Segundo Passo
op | _pfai
oxox, | Al ox, (65)

Terceiro Passo

Wog 1" At o (16p)
i p ( pj o

At pox, 2 'ox; pox

Quarto Passo (Equacio da Energia)

AT =T""' —T" = At —u, or +i aa—T +£ui uia—T (67)
ox, Ox, | Ox, 2 ox; o
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Uma vez explicado os quatro passos que compde o esquema, fica concluida a
explicagdo da teoria dentro do esquema. Todo o procedimento da separagdo explicado aqui
resulta na discretizagdo temporal de nosso problema. E importante dizer que, devido a
separacao do calculo da velocidade no primeiro passo ¢ do calculo da pressdao no segundo
passo, o esquema CBS atende a condi¢do de Ladyzhenskaya, Babuska e Brezzi ou condi¢ao

LBB, ou ainda a condi¢do limite de compressibilidade.

3.3 CALCULO DO PASSO DE TEMPO

O passo de tempo local em cada né ¢ calculado como se segue (LEWIS, 2004):
At =min(Az,,At,) (68)

onde At. e At; sdo os passos de tempo baseados nos processos de conveccao e difusdo.

O passo de tempo de convecgao At é escrito como:
h
e “
2

onde ||u||2 ¢ a norma da velocidade e 4 ¢ um tamanho caracteristico do elemento. Ja o passo

de tempo difusivo ¢ definido como:

h2

At, =
‘" 2a

(70)

O passo de tempo difusivo contém duas partes. A primeira estd relacionada com a
difusdo de quantidade de movimento e ¢ uma funcdo da viscosidade cinematica e a segunda
esta relacionada com a difusdo térmica e ¢ uma fung¢ao da difusividade térmica do fluido. O

passo de tempo de difusdo pode ser expresso como:

2 2
At, :min(h— h—j (71)

2v 2a
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onde v ¢ a viscosidade cinemdtica e & a difusividade térmica. De modo que, se o quarto
passo do esquema CBS nao for de interesse e a equacao da energia ndo for calculada, o passo
de tempo difusivo serd aquele em fun¢do da viscosidade cinematica do fluido.

O tamanho do elemento % ¢ calculado para cada n6 e depende dos elementos que estdo
ligados a este n6. A Figura 3 ajuda a se entender melhor como ¢ feito o calculo para o

exemplo de um escoamento bidimensional com elementos triangulares.

Figura 3 - Um n6 compartilhado por varios elementos.

Fonte: Adaptado de Lewis et al. (2004).

O procedimento para calcular o tamanho caracteristico de elemento em duas dimensoes ¢€:

h = min (ZA%J; —1, Ne (72)

i

onde, Ne ¢ igual ao numero de elementos compartilhado por um né, Area, é a drea dos

elementos ligados ao né e /; é o comprimento dos lados opostos como mostrado na Figura 3.

Para o caso tridimensional a relacdo equivalente a Equacgao (72) é:

.| 3Volume, :
h = min| 2221 ,1 =1, namero de elementos ligados ao n6d (73)

op i

onde o termo A4,, ; representa a drea da face oposta ao n6 que esta sendo avaliado e Volume,

1

¢ 0 volume do elemento.
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3.4 COMPRESSIBILIDADE ARTIFICIAL - AC

Quando a compressibilidade real do fluido ¢ pequena, ¢ comum assumir que este fluido
¢ incompressivel conforme a velocidade do som se aproxima do infinito. Mesmo que a
velocidade do som seja finita, o seu valor deve ser grande e assim uma severa limitagdo no
passo de tempo aparece. Entretanto, o método da compressibilidade artificial pode ser
aplicado a fim de eliminar tal restricdo causada pelo valor da velocidade do som no passo 2 do
esquema CBS, assumindo um valor artificial para a velocidade do som suficientemente baixa.
Isto, porém s6 ¢ possivel se a condicdo de regime permanente existir € com isso, naquele
limite, o termo transiente desaparece. Entdo, o passo 2 do esquema CBS, em sua forma semi-

discreta, deve ser reescrito como:

1 n 1 n
Ap=|—| Ap=|— | A
o= aoe( 5]
ouU!  OAU; o’ p" o’A 7
= At 19 g | S 9, C 5P
ox, o, Ox,0x, Ox,0x,

1

onde f ¢ o pardmetro de compressibilidade artificial com dimensdo de velocidade. Este
parametro deve ser dado como uma constante ou baseado nas restrigdes do passo de tempo
convectiva e difusiva. Em termos locais, o valor de B deve ser avaliado conforme a seguinte

relagdo:

.B = max(COJ Uconv, Udiff ) (75)
onde o valor de ¢y € uma constante, entre 0.1 ¢ 0.5 (LEWIS, 2004) e os outros dois pardmetros
sdo respectivamente a velocidade convectiva e a difusiva, que sdo dadas por:

Ucony = |u| =AU (76)

|4

onde % ¢ o tamanho caracteristico do elemento, calculado pela Equagdo (72) ou Equacdo (73)

dependendo do numero de dimensdes do problema, e v ¢ a viscosidade cinematica. As duas
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relacdes anteriores serdo escritas agora em relagdo aos grupos adimensionais utilizados

previamente nas equagdes governantes, e se tem segundo Nithiarasu et.al., 2004 que

Ucony = |u| = Ul (78}

v

Usr = Z (79)

Os outros 3 passos do CBS seguem inalterados. Entretanto a limitacdo de passo de
tempo para a compressibilidade artificial deve ser reescrita, a partir da Equacdo (69), da

seguinte forma:

h
At =—— 80
uconv + ﬁ ( )
E importante lembrar neste ponto que, o método da compressibilidade artificial
mostrado nesta secdo, ¢ valido somente para escoamentos em regime permanente. Mas, ¢

possivel obter uma solu¢do transiente utilizando o método do passo de tempo duplo que sera

mostrado mais adiante.

3.5 0 AC-CBS

Primeiramente, para se calcular o campo de velocidades intermediarias (Passo 1), o
termo de pressdo da equacdo de Navier-Stokes foi removido, o que produz uma equacao
convectiva-difusiva para a quantidade de movimento. Agora, a equagdo encontra-se numa
forma possivel de se aplicar o procedimento do Galerkin Caracteristico descrito
anteriormente. E importante notar que o termo difusivo da equacio de Navier-Stokes, aqui é

descrito em fung@o do tensor de tensdes 7;; .

n

—(wu)) (81)

. ot
AU =t - () + S AL, O O
ox, o, 2 " ox | ox,

J
Pode-se observar que a Equacao (81) ¢ resolvida de modo totalmente explicito e assim
permite uma solu¢do completa. Para se obter a velocidade corrigida, procede-se da seguinte

forma:
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AU =AU +AU” (82)
onde:

AU — UIH—I _ U}’l

AU =U-U" (83)
AU" =U"™' -U

Fazendo as devidas substituicdes, obtém-se a Equagdo (84) que, uma vez calculado o
campo de pressao, faz a corre¢ao do campo de velocidades intermediarias. Este processo € na

verdade o terceiro passo do esquema CBS.

. + u
’ l l ox, 2 Fox | ox 34)

1

n+6, 2 n
- 0 At 8[8}?]

O segundo passo tem origem na equagdo da continuidade e a partir dele, o campo de

pressao sera calculado da seguinte forma:

n n+6,
D

Ox.,

1

Fazendo U™ = 491U,~"+1 + (1 -6 )U " e substituindo na Equacdo (85):

14 1

Y, oU. ou”
4 6rreso o]

c ox, ox,
0 op""! op" At 0O [op” 50
AP0 —| 0, L —+(1-0,)L =y | P
ox, ox, ox, 2 " ox, |\ ox

Desprezando os termos de ordem superior, chega-se na Equacao (87):

X, X, ox;

i i i i i

Y oo ou, ou” o |  op op"
(—QJ (p'-p )=—A{6’16—+(1—Hl) 5 }Aﬁaa—{@ D +(1—92)£J (87)
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A partir deste ponto, o campo de pressdo foi calculado e o campo de velocidades ja foi

corrigido. Em resumo, se tem os trés primeiros passos do esquema AC-CBS:

1. Campo de velocidade intermediaria. Equacao (81)
2. Campo de pressao. Equacao (87)
3. Corre¢do do campo de velocidade. Equagao (84)

De posse da velocidade e da pressao, o quarto e ultimo passo do esquema ¢ o célculo de
qualquer outro pardmetro escalar, uma vez que a sua equacdo governante adequada seja

utilizada.

3.6 PASSO DE TEMPO DUPLO (DUAL TIME-STEPPING)

Uma vez que o esquema AC-CBS tem natureza explicita e envolve a compressibilidade
artificial, a condicdo de incompressibilidade somente ¢ satisfeita no regime permanente.
Entdo, para obter uma solugdo real transiente, solugdes instantaneas em regime permanente
que, aproximadamente, satisfazem a condi¢do de incompressibilidade serdo integradas na
solugdo. Nesta abordagem, um termo de passo de tempo real ¢ adicionado na equagdo de
quantidade de movimento e o passo de tempo usando anteriormente atua como um
mecanismo iterativo dentro de cada passo de tempo real. Uma vez que a solucdo € iterada
dentro de cada passo de tempo real, o método do passo duplo ¢ implicito e livre de matriz por
natureza, € ndo apresenta nenhuma restricio em relacdo ao passo de tempo real. Embora o
passo iterativo usado dentro de cada passo de tempo real seja restrito pelo limite de
estabilidade explicito, ele ndo tem nenhuma influéncia sobre o valor do passo de tempo real.
O passo iterativo dentro de cada passo de tempo real também lineariza a convecgdo e, mesmo
que o passo de tempo real seja de natureza implicita, nenhum procedimento adicional de
solugdo de matriz ¢ requerido, (NITHIARASU et. al., 2003).

A principal diferenca entre a formulacao do CBS para a do AC-CBS ¢ que o passo de
tempo ¢ tratado como um pseudo passo de tempo iterativo para alcangar o regime permanente
instantaneo dentro do passo de tempo real, (ZIENKIEWICS et. al., 2014). A do campo de

velocidades, neste caso, ¢ da forma:
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' l T ; At Ox,
A 0| 0 w07 n AU
+—u, —|—(u U ) +—L+(pg ) ——— |+ 88
5 kaxk{ o (1) 5.0 (o) AT} (88)
VAN (i
2 Fox | ox

onde AU;" ¢é a variagdo real da variavel U,. Este termo ¢é aproximado dependendo da precisdo
transiente requerida. Uma precisdo de segunda ordem ¢ obtida com a seguinte aproximacao:
(NITHIARASU et. al, 2003); (ZIENKIEWICZ et. al, 2014) e¢ (NICKAEEN e
ASHRAFIZADEH, 2010)

U -4U" +U
2

(89)

A Uim —

Aqui o indice sobrescrito m se refere a variagdo do tempo real.
Incorporando as modificagdes, oriundas da técnica do passo duplo, dentro da formulacao

do CBS, os trés passos serdo reescritos em sua forma semi-discreta como:

Passol:

AU = At _%(ujU,.)+ZTTf + pg, +%uk %(%(%Ui)— ‘2% ‘Pg,ﬂn "

Passo 2:

Ap = % Ap =—At agx% = —A{ﬁa(f +6, agx(ij" j 91)

Passo 3:

AU = op"* AU AP " O’p' | A° " (AUZ.’” j o)
ox, At 2 “oxox, 2 At
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Substituindo AU, por AU, +AU."", rearranjando e desprezando os termos maiores do

que segunda ordem, obtém-se a forma final do passo 2.

" ¥ 2 n 2 m
_%Ap:_AlaU;+@6AQ %y@ o' p +026Ap _le AU! o)
s ox, ox, Ox,0x, Ox,0x, ox, | At

3.7 DISCRETIZACAO ESPACIAL

Neste trabalho serao utilizados elementos tetraédricos para a discretizagdo espacial do

dominio de escoamento. As variaveis velocidade e pressdo sdo interpoladas num elemento

linear com quatro nés como:

u(x,y,2,t) =N, (x,9,2)u, (t)+ N, (x,y,z)u, (1) +
+ N, (x,y,z)u3 (t)+N4 (x,y,z)u4 (t)

v(x,p,2,t)=N,(x,3,2)v,(t)+ N, (x,,2)v, (¢)+
+ N, (x,y,z)v3 (t)+ N, (x,y,z)v4 (t)

(94)

(
p(x,y,z,t) =N,p, (z‘)JrN2 (x,y,z)p2 (t)+
+ N, (x,y,z)p3 (

A seguir, se utiliza o esquema AC-CBS descrito no Item 3.5 (Eqs.(90)-(92)) para aplicar

o procedimento de discretizacdo de Galerkin em cada passo.

1° passo

Multiplicando pela funcdo peso, integrando no dominio £ e substituindo a variavel de
interesse pela aproximacao, a Equagao (90), fica na forma:



[LIN] AU dQ = At[j v - (4,

2| . Olu, !
+A2 {J‘Q ( 5)[:[] )(_aij (ule)+(pgl.)JdQ

Oox ;

n

+A(f [N] 7yn,dT

Pode-se reescrever a Equagao (3.83) numa forma matricial e se obtém:

[C iU+ &, J{u ,,}+[K2,.J]{uj}-{]:}-}”

(AU} =-ae[M] 1_7([ KU+ 1)

onde as matrizes da Equacao (3.84) sdo definidas a seguir:

[c.1=], N [—a(ua/x[N])}dQ

J

(K. ]= j B]'[BldQ; [K,, = j { JdQ

K ]- qa@k [N])W% [ND]dg

ox, ox;

{fi}= J.Q[N]T pgidQ+m_[N]T tdl; t, =1,n,

Na Equacao (97¢), a matriz [B ] ¢ definida como

T
U,) dQ+j N] 7,dQ~ j[N (pg,)dQ |+

50

(95)

(96)

(97a)

(97b)

(97¢)

(97d)

(97e)

(976)



[B]=F[N ]} (98)

2° passo

Fazendo o mesmo procedimento anterior, agora para a Equacao (74) se obtém:

[L[N] Apd=-acf [N] d {U" +OAU; — A6, (‘Z’ oAp HdQ -

ox, X, ox,
T n+l n
= At ol U+ AU - a0 6, P +(1-0 )ap dQ -
el Ox, ox, ox,

n+l

~adfl [[N]] {U +OAU; — A6, (92 ag +(1-6,) zp : H ndl
xl'

i
X

1

+1 r +1
rp" 2 6[N] op” 2 r Op _
jg([N] ey 4919{ o } o JdQ—At 0,6,(f [N] ~—ndl' =

= [N]’p dQ+Atj{ v ]} { ;’+01AU,.*Ar@(l@z)@pnﬂm
—adf) [[N]] l:U,.” +6,AU; - A6, (1-6, )(aai Hn,.dr

Substituindo as interpolagdes das varidveis na equagao anterior
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L[t ieacon 21 [

-AC66, ] [NT {@} ndl |

Xi

{p}n+1 _

ARSI
{erenelior s ol [ el
sat-a{ (] [

~adf [[V]] {U[” +OAU" — A6, (1—92)[% :ln,.dl“

Oox,
(99)
Reescrevendo também na forma matricial, a Equagado (99) € escrita como:
[[M]+ar60,[H]-a260,[ G | [{p}" =[M]){p}" -
o ., (100)
~af[Glv o [GHav} - e (1-0)[H)(p) |- {1,)
onde as matrizes da Equacao (100) sdo as definidas a seguir:
[Mm]=] {%[N]T [N]}dQ (101a)
el ¢
EIRE
[H]—J‘Q{ » } { » }dQ (101b)
611 | ] Va0 (1010)
o O,

(G ]=1fNT {ag:]}nidr (101d)
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X .

1

S} =g [[V]] | U7 +6AU; - A, (1 —02)(21’ : ]Jnidr (101¢)

3° passo

Mais uma vez o procedimento de Galerkin ¢ aplicado, agora na correcdo das

velocidades, Equacao (84), e o resultado é:

[IN] AU dQ = j "AUdQ - j " AUdO

Q
_ —AtJ. (6]9 ‘o, OAp Qa4 A [N] ‘. i(apn de
Oox; 2 ox; \ Ox,

- (Zea 52 QA;ZJ[“E[N”T(?”}M
+A7t [u,[N]] (?Jndl"

X,

Substituindo as interpolagdes na equacdo anterior, desconsiderando o termo de

contorno, resulta

[[N] [N]a{au;} j[N] [N]dQ{aU,} j[N] [N]do{au;}

=—Ae[[N] {@}m({ P} +6,{ap})-

Q 'xi

G ﬂa(uéx[]{v]q {agz]}dg{p}”

A equagdo anterior na forma matricial pode ser escrita como:

. * ; [G]T{{p}"+92{Ap}}+
(AU} = (AU —{AU] | =—[M] At (102)
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A matriz que ainda ndo foi definida ¢ a matriz [Z ] que tem a forma:

o

J

4° passo

Para o quarto passo, simplesmente, se reescreve a Equacao (21b), obtida anteriormente

P — " . o¢" _v5¢n _Wa¢n +§(y¢%jn+i(y %J + 0 [y¢%jn+
X

At ox oy oz ox) ao\Pa) a\"!a
gui u%+v%+w% +£vi u%+v%+w% +
2 ox| ox oy oz 2 oyl ox oy 0z

$ 2, 01,92,,00,,2
2 0z| ox oy 0z

e substituindo o escalar ¢ pela temperatura 7, como ja foi mostrado anteriormente na

Equacdo (42), a forma matricial sera:

[Me]{%} =—[[C]+[Ke ]+ [KJUTY + 4] +[ oo (104)

As matrizes na Equagdo (104) sdo as mesmas descritas, anteriormente, na se¢ao do
Galerkin Caracteristico, tomando o cuidado de substituir o escalar ¢ pelo escalar 7 da

temperatura (Equagoes (36) a (41)).

3.8 A MATRIZ DE MASSA CONCENTRADA

As matrizes de massa, que aparecem nos passos do esquema CBS, devem ser
concentradas de modo a facilitar o procedimento da solugdo. Isto ¢ uma aproximagao
vantajosa na questdo de tempo computacional, pois ela elimina a necessidade de uma técnica
de solucdo para a inversdo das matrizes consistentes. A matriz massa concentrada ¢ construida
a partir da soma das colunas e colocando o resultado da soma nas diagonais. A matriz massa
original € a matriz massa concentrada do elemento tetraédrico linear serdo agora

desenvolvidas. A defini¢do da matriz de massa ¢:
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[.]-] (V] [N]d© (105)

Desenvolvendo e fazendo a multiplicag¢do entre as fungdes interpolantes, tem-se:

e
N2
[M,]=] N [N, N, N, N,]dQ
Q 3
_N4_
N} NN, NN, NN, (106)
[Me]:j. N2N1 sz N2];[3 N2N4 40
Q N3N1 N3N2 N3 N3N4
_N4Nl N4N2 N4N3 Nj _

A equacdo agora precisa ser integrada e para isso se utiliza a seguinte formula de
integragao:
alblc!d!

NCNINENCAY = 6V
i R T (v brcrd +3), (107)

Como descrito, anteriormente, as colunas da matriz ap6s a integragdo serdo somadas e o

valor da soma ¢ substituido na diagonal da matriz.

2 1 11 5000 1000

/|1 2 1 1| e/|0 5 0 0] y[0O 1 00
[M,]=— N =— (108)

5001 1 2 1| 5110 0 50 40010

11 1 2] 0005 |00 0 1]

Se o procedimento da matriz massa concentrada for introduzido no esquema CBS,
pequenos erros irdo ocorrer na solucao transiente. Entretanto, € possivel observar que, para a
solucdo em regime permanente, nenhum erro sera introduzido na solugdo. Ainda para a
solucdo transiente, com o refinamento apropriado da malha, pode-se conseguir resultados

bastante precisos, (LEWIS et al., 2004).
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

A seguir serdo apresentados os resultados de simulagdes de escoamentos
tridimensionais obtidos com o cdédigo desenvolvido. Tais resultados sdo comumente
estudados quando se quer verificar se o codigo gera resultados coerentes com a literatura.

Como um dos objetivos deste trabalho era a o entendimento do método CBS através de
literaturas especializadas e pelo cédigo 2D existente, alguns dos exemplos abaixo também
foram estudados na versdo bidimensional e estdo apresentados no Apéndice C, e no Apéndice
D encontra-se os dados tabelados de alguns dos resultados obtidos neste trabalho.

O gerador de malha Gmsh, que se trata de um gerador de malhas tridimensionais para
elementos finitos e também se trata de um software livre (GEUZAINE e REMACLE, 2009),

foi utilizado em todos os exemplos analisados neste trabalho, inclusive os bidimensionais.

4.1 ESCOAMENTO NUMA CAVIDADE CUBICA COM TAMPA DESLIZANTE

O escoamento numa cavidade ¢ um problema amplamente analisado a fim de validar
resultados de cddigos computacionais. Apesar da geometria mais simples, a cavidade pode
apresentar fendmenos complexos de um escoamento tais como recirculagdes. (BOTELLA;
PEYRET, 1998; CHIANG; SHEU, 1997, FERREIRA, 2006; MANSOUR ET. AL., 2014;
WANG; WAN, 2011; WONG; BAKER, 2002).

A geometria considerada para o presente estudo ¢ um cubo com comprimento das
arestas unitarios e as suas condi¢cdes de contorno estdo apresentadas na Figura 4.

A Figura 5 mostra a malha ndo estruturada gerada, composta de 137313 nos e 786432
elementos tetraédricos, utilizada para a analise.

Resultados foram obtidos para nimeros de Reynolds iguais a 100, 400 e 1000 e estes
sdo comparados com os resultados obtidos no trabalho de Wong e Baker (2002), onde ¢
utilizado um algoritmo contendo a formulacdo velocidade-vorticidade para a resolugdo de
escoamentos laminares incompressiveis tridimensionais.

Para cada um dos valores do nimero de Reynolds, os resultados sao apresentados da
seguinte maneira: o perfil da componente da velocidade na dire¢do x ao longo do eixo y, no

centro da cavidade (x = z = (,5) como esta ilustrado na Figura 6.
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Figura 4 - Condigdes de Contorno da cavidade.

u=1 s
v=0

. w=0 S

=
|
>
b
L
oee

=

Fonte: Proprio autor.

Figura 5 - Malha da cavidade com elementos tetraédricos.

Fonte: Proprio autor.

O tempo de simulagdo, no caso, ainda ¢ limitado pela capacidade computacional
disponivel. Todos os resultados foram obtidos em microcomputadores ou notebooks com
limitada capacidade de memoria e processamento. A versao do cddigo usada para simulagao,
e que foi adaptada de uma versdo para simulagdes bidimensionais, ainda nao foi preparada
para processamento paralelo, o que poderia reduzir o tempo computacional, mesmo para
malhas bem refinadas.

Nas Figuras 7 a 9 sdo apresentados resultados para a componente u da velocidade,
respectivamente ara os numeros de Reynolds 100, 400 e 1000. Ou seja, para casos de

escoamentos laminares.



Figura 7 - Componente da velocidade na dirego x, no centro da cavidade para Re=100.

Figura 6 - Perfil de velocidade no centro da cavidade no plano xy.
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Figura 8 - Componente da velocidade na dire¢ao x, no centro da cavidade para Re=400.
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Figura 9 - Componente da velocidade na dire¢do x, no centro da cavidade para Re=1000.
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Pela andlise dos resultados, pode-se ver que existe uma boa concordancia dos
resultados, comparados com os resultados de Wong e Baker (2002), exceto, no caso de
numero de Reynolds igual a 1000, na parte inferior da cavidade.

Uma representacdo de possiveis “trajetorias” ¢ mostrada na Figura 10. Aqui se
denomina tais linhas de trajetoria, por se tratar de escoamento tridimensional, para os quais,
embora, o conceito de linha de corrente exista, ndo é uma tarefa muito facil se fazer uma

visualiza¢dao das mesmas.

Figura 10 - Linhas de trajetoria do escoamento no para a cavidade tridimensional.

Fonte: Proprio autor.

Nas Figuras 11 até 13 sdo apresentados resultados obtidos para as linhas de trajetoria do
escoamento para o caso tridimensional. Neles podemos observar o aparecimento das
recirculacdes nos cantos inferiores e superior da cavidade, conforme o aumento do numero de

Reynolds.



Figura 11 - Linhas de trajetéria do escoamento no plano x-y para Re=100.
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Figura 12. Linhas de trajetoria do escoamento no plano x-y para Re=400.

Fonte: Proprio autor.

1

08

0.6

04

0.2

04 X 06

Fonte: Proprio autor.

61



62

Figura 13 - linhas de trajetoria do escoamento no plano x-y para Re=1000.
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Fonte: Proprio autor.

Com os resultados obtidos acima, pode-se concluir que o codigo computacional

funciona como o esperado e gera resultados satisfatorios, desde que o nlimero de Reynolds

esteja na faixa de escoamentos laminares, pois nenhuma modelagem de turbuléncia foi ainda

acrescentada ao codigo computacional.

4.2 ESCOAMENTO DE HAGEN-POISEUILLE

Este tipo de escoamento ¢ caracterizado pelo escoamento incompressivel laminar,

completamente desenvolvido no interior de um tubo. Este possui solugdo exata e ¢ talvez a

solugdo exata mais util das equacdes de Navier-Stokes e foi estudado experimentalmente pela

primeira vez por G. Hagen em 1839 e por J. L. Poiseuille em 1840 (WHITE, 2011).

A geometria e condi¢des de contorno sdo ilustradas na Figura 14, onde D ¢ o didmetro

do tubo.
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Figura 14 - Dimensdes e Condigdes de contorno do tubo.

u=v=w=10

8D

Fonte: Proprio autor.

O perfil de velocidades deste escoamento ¢ de natureza parabolica com valor maximo
no centro do tubo, definido como uy.x. Tal perfil parabolico é obtido aplicando as devidas

hipdteses nas equacdes que governam o escoamento e ¢ dada pela seguinte equagao:

2
%

= 1— —
U(r) = Uy R (109)

A Equacdo (109) ¢ baseada em coordenadas cilindricas e sua demonstragdo € bem

simples e direta. Para mais detalhes desta equagdo e de sua obtencdo, consultar o Apéndice B.

Para realizar a simulagdo foi gerada uma malha contendo 5185 nos e 23423 elementos
(Figura 15). Aparentemente uma malha grosseira, mas ¢ o suficiente levando em conta a
simplicidade da geometria e serd simulado um escoamento laminar, com numero de Reynolds

igual a 100.

Figura 15 - Malha do tubo de diametro D e largura 8D.

Fonte: Proprio autor.
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A seguir sdo mostrados resultados obtidos pela simulag¢do. A Figura 16 mostra o perfil
de velocidades na saida do tubo. E possivel observar pelos vetores, o perfil parabolico da

velocidade de saida.

Figura 16 - Perfil parabolico na saida do tubo para Re=100.

Fonte: Proprio autor.

Na Figura 17, temos o mesmo resultado anterior agora comparado com a solucdo exata,
Equacdo (4.1) deste problema e, como era de se esperar, os resultados apresentam uma

excelente concordancia entre as duas curvas plotadas.

Figura 17 - Comparagdo entre as solu¢des exata e simulada. (Re=100)
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Fonte: Proprio autor.




4.3 ESCOAMENTO AO REDOR DE UMA ESFERA

Desde que a solucdo tedrica para escoamento com baixos numeros de Reynolds
(creeping flow) ao redor de uma esfera foi apresentada por Stokes, o escoamento viscoso ao
redor de uma esfera tem sido assunto de um grande nimero de estudos, seja teorico,

experimental ou numérico (LEE, 2000). Este tipo de problema ¢ de carater tridimensional por

motivos Obvios.

Nas Figuras 18 e 19, as condi¢cdes de contorno e a malha s3o ilustradas,

respectivamente. A malha contém 252310 nos e 1424614 elementos.

6D

Figura 18 - Dimensdes e condi¢des de contorno da esfera.
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Fonte: Proprio autor.

Figura 19. Malha do dominio da esfera.

Fonte: Proprio autor.
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Como resultados, sao mostrados nas Figuras 20 e 21, o campo de velocidade e o campo

de pressdo para os valores de nimeros de Reynolds simulados.

Figura 20. Campo de pressdo ¢ magnitude da velocidade. (Re = 100)

Fonte: Proprio autor.

Figura 21.Campo de pressdo e magnitude da velocidade. (Re = 200)

Fonte: Proprio autor.

Nas Figuras 23 e 24 sdo mostradas as linhas de trajetéria do escoamento para o caso do
nimero de Reynolds igual a 100. A inten¢do neste primeiro momento ¢ ilustrar a bolha de

recirculacdo formada na parte posterior da esfera.

Figura 22. Comprimento da Bolha de Recirculagio.
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Fonte: Proprio autor.
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Figura 23. Linhas de trajetorias do escoamento para Re = 100.

Fonte: Proprio autor.

Figura 24. Detalhe da zona de recirculagdo atras da esfera.

Fonte: Proprio autor.

Agora ¢ possivel analisar o tamanho da bolha de recirculacdo, de modo a comparar
com resultados disponiveis na literatura. Na Tabela (1), os resultados obtidos neste trabalho
sao comparados com os resultados mostrados por Campregher, (2009). Os valores obtidos no
presente trabalho e os da Tabela (1) sdo adimensionalisados com a seguinte relagdo, Cy/D,
onde Cj, ¢ o comprimento da bolha e D ¢ o didmetro da esfera. Tal relagdo ¢ mostrada com

mais clareza na Figura 22.
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Tabela 1. Comprimento da bolha de recircula¢do adimensional.

RESULTADOS Re =100 Re =200
Presente Trabalho 0,862 1,47
Fornberg(1988) 0,87 1,43
Johnson e Patel (1999) 0,88 1,45
Tomboulides e Orszag (2000) 0,87 1,43
Gilmanov et al. (2003) 0,85 1,44
Campregher et al. (2009) 0,94 1,40

Fonte: Adaptado de Campregher et al. (2009).

Para escoamentos em regime laminar, espera-se que a pressdo na superficie da esfera
seja simétrica, ou seja, apresente valores semelhantes para dois planos diferentes. Na Figura
26 e na Figura 27, sdo apresentados os valores da pressdo adimensional medidos na superficie
da esfera entre os planos xy e xz, com niimeros de Reynolds de 100 e 200 respectivamente.

Apos a inspecdo das figuras citadas, pode-se observar uma boa concordancia entre os

resultados, lembrando que o angulo 7, ¢ avaliado assim como mostrado na Figura 25.

Figura 25. Esquema da varia¢do do angulo #.
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Fonte: Proprio autor.
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Figura 26. Pressdo adimensional na superficie da esfera. (Re = 100)
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Figura 27. Pressdo adimensional na superficie da esfera. (Re = 200)
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Fonte: Proprio autor.

A seguir, nas Figuras 28 e 29, sdo apresentados os valores do coeficiente de pressao,
C, = 2p*, encontrado na superficie da esfera para Re = 100 e Re = 200 respectivamente.
Alguns resultados da literatura também estdo presentes nas figuras, para que sejam

comparados. Entre eles e assim como para o problema do cilindro, estd o valor tedrico para o

escoamento potencial ao redor de uma esfera, na forma C, =1 —%senze. (PANTON, 1933)



Figura 28. Comparag@o dos resultados para C, para Re = 100.
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Figura 29. Comparag@o dos resultados para C, para Re = 200.
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4.4 BANCO DE TUBOS

71

Neste caso ¢ estudado o escoamento ao redor de um arranjo de tubos. Aqui o objetivo ¢

apenas mostrar o resultado ilustrativo do problema, de modo que nenhuma andlise mais

aprofundada dos resultados serd feita. Este exemplo apresenta uma geometria bastante

complexa e necessita de um dominio de andlise bastante grande para garantir bons resultados

e isto leva a um grande custo computacional.

A geometria feita para este exemplo tem a profundidade, no eixo z, igual a 1,0. Foi

adotada condi¢do de ndo escorregamento em todas as paredes do dominio, exceto na entrada e

saida (Figura 30). A malha gerada contém 141222 nos e 737984 elementos (Figura 31) e o

resultado obtido ¢ para numero de Reynolds igual a 100.

Figura 30 - Geometria e condigdes de contorno.
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Fonte: Proprio autor.

Figura 31 - Malha do arranjo de tubos.

Fonte: Proprio autor.
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As Figuras 32 e 33 contém os resultados da componente da velocidade na diregdo x e a
componente da velocidade na direcdo y, respectivamente em um plano xy para o valor de z =
0,5. Na Figura 32, ¢ possivel ver a formagao das regides de recirculagdo representada pelas

regides azuis imediatamente atras de cada tubo.

Figura 32 - Componente da velocidade na direggo x.

Fonte: Proprio autor.

Figura 33 - Componente da velocidade na direcdo y.

Fonte: Proprio autor.

Este estudo mostra como poderia ser a aplicagdo da simulagdo numérica para a analise

de um trocador de calor, que ¢ um equipamento bastante utilizado em vérias areas industriais.
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4.5 DIFUSOR RADIAL

O difusor radial tem sido usado como uma geometria basica para estudar varios tipos de
dispositivos mecanicos, como por exemplo, valvulas cardiacas artificiais e valvulas de
compressores de refrigeracdo. Na Figura 34, ¢ mostrado o esquema de um difusor radial. Este
¢ composto por dois discos paralelos concéntricos, na qual um ¢ o disco frontal e o outro ¢ o
disco anterior com o orificio concéntrico. Quando usado para modelar uma valvula de
compressor, o disco frontal representa a palheta da valvula e o disco anterior representa o
assento da valvula. O fluido escoa axialmente através do orificio alimentador que possui o
diametro d, e ¢ defletido pelo disco frontal que possui didmetro D, ¢ entdo ele escoa
radialmente através da abertura formada entre o disco frontal e o disco anterior. Esta abertura,

que tem altura s, € conhecida como difusor radial. (GASCHE et. al, 2015)

Figura 34. Esquema de um difusor radial.
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Fonte: Adaptado de Gasche (1992).

Se assumir que o escoamento ¢ incompressivel e plenamente desenvolvido, a equacao do
movimento na direcdo » pode ser integrada para fornecer o seguinte perfil de pressdo na

regido do difusor como (GASCHE, 1992):
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p'(R)= (2)3 RLeln[O,S(%)%} (110)

onde:

p*(R) — pressao adimensional na posi¢ao R;

s/d — afastamento adimensional entre a palheta e o assento;

Rep — niimero de Reynolds no orificio de passagem (pwd /u);

D/d — relagdo entre o didmetro da palheta e o diametro do orificio de passagem,;
R — Posi¢do radial adimensional (#/d);

w — velocidade média do escoamento no orificio de passagem.

Dadas as defini¢cdes acima, trata-se agora da parte de simulagdo. Primeiramente, sdo
definidas as condi¢des de contorno para o problema e isto ¢ mostrado na Figura 35. A malha

tridimensional gerada contém 158047 nds e 846908 elementos tetraédricos.

Figura 35. Malha 3D e condig¢des de contorno do difusor radial.
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Fonte: Proprio autor.
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Na Figura 36, ¢ mostrado resultados dos valores relacionados a pressdo na superficie da
palheta. Este resultado foi obtido com as relagdes D/d=1,5, s/d=0,06 ¢ Re=1000. A pressao
adimensional ¢ da forma definida anteriormente na Equacao (6).

A divergéncia dos resultados na entrada da regido do difusor pode ser explicada pela
presenca do chanfro na geometria do dominio da simulagdo, o qual ndo existe no estudo

analitico.

Figura 36 - Coeficiente de pressdo na parede da palheta.

Analitico

@ Presente Trabalho

Pressao Adimensional

0 T T T T
0,5 0,55 0,6 s/d 0,65 0,7 0,75

Fonte: Proprio autor.
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5 CONCLUSOES SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho foi estudado um método de estabilizacdo do método de elementos finitos
de Galerkin; o qual ¢ denominado esquema de separacdo baseada na caracteristica (CBS). Foi
feita a extensdo de um codigo computacional para simulacao de escoamentos bidimensionais
para escoamentos tridimensionais. As equag¢des de Navier-Stokes e uma equagdo de
transporte para uma varidvel escalar, para casos de escoamentos incompressiveis, foram
tomadas como o modelo matematico.

Alguns casos de escoamentos bidimensionais também foram simulados, considerando
um esquema semi-implicito, em que uma equacao de Poisson ¢ resolvida para o campo de
pressao; enquanto que para escoamentos tridimensionais, a forma totalmente explicita foi
utilizada, com uso de compressibilidade artificial (AC-CBS).

Nos casos de escoamentos tridimensionais simulados, foram considerados baixos
nimeros de Reynolds, ou seja, apenas casos de escoamentos laminares. Entretanto, nesta
etapa do trabalho, o objetivo principal foi a constru¢do do coédigo 3D e ndo foi, ainda,
acrescido nenhum modelo de turbuléncia a0 mesmo.

Os resultados obtidos com o cddigo 3D tiveram boa concordancia com resultados da
literatura e foram considerados satisfatorios para verificagdo e validacdo do codigo
computacional.

Como uma sugestdo para trabalhos futuros, no ambito do grupo de pesquisa, estdo
implementagdes de modelos de turbuléncia para que seja possivel simulacdes para altos
numeros de Reynolds com o AC-CBS.

Devido a grande dificuldade encontrada em relacdo ao tempo computacional, outra boa
proposta ¢ o desenvolvimento da paralelizagdo do cddigo visando reducdo de tempos, mesmo
que se aumente o refino das malhas.

Mais uma sugestdo seria simular exemplos de geometrias de aplicagdo na engenharia e
analisar como os resultados se comportam.

Como comentario final, ressalta-se que agora se dispde de um codigo base, com boa

estabilizacao e que podera ser melhorado para aplicagdo em projetos de engenharia.
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APENDICE - A -Métodos dos Residuos Ponderados de Galerkin e Formulacao Fraca

Vamos considerar, por exemplo, uma equagdo diferencial escrita na forma compacta

comao:
L(g)-S=0 (111)

Com condi¢des de contorno apropriadas. Na Equacdo (111), .S ¢ a solugdo exata e L ¢ um

operador diferencial e, por exemplo, pode ser igual a:

0 0 0
L()=a()+uj§(j—5 F¢g(i (112)

Se substituirmos o valor de @ por uma aproximacio @, tal que:

n

¢ = Z N, i¢l~ (113)
i=l1

onde N; sdo fungdes de interpolagdo, teremos entdo, a partir da Equacdo (111), que:

R=L($)-S+0 (114)

onde R representa o residuo. Se a fungdo de aproximagdo representar exatamente o valor

exato da solucdo da funcdo procurada, entdo o residuo dever ser nulo.

As equacdes discretizadas podem ser obtidas for¢ando o produto interno entre o residuo

e uma fung¢do de ponderacado, no espago de fungdes, ser nulo:

IWRdeO (115)
14
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O numero de fungdes de ponderagdo W deve ser igual ao numero de variaveis @;
desconhecidas, de modo a obter um sistema algébrico de dimensdo N por N. A integracdo por
partes da equacdo integral do residuo e a substituicdo das fun¢des de interpolagdao dentro da

equagao resultante conduz a obtengao das equagdes discretizadas.

A grande variedade dos métodos de residuos ponderados se diferencia na maneira em

que a funcdo ponderante W; ¢ tratada. Em seguida, o método de Galerkin serd demonstrado.

Meétodo de Galerkin

No método de Galerkin, a fungdo peso ¢ substituida pela mesma fungao de interpolagao.
No caso de elementos finitos, as fungdes de interpolagdo N; sdo definidas para cada elemento
(triangular, quadrilateral, etc.).

Fazendo a substituicao citada acima, temos:

> j N,L(N )p,dV — j N.SdV =0 (116)
Vv |4

Formulac¢ao Fraca

Para comegar o procedimento da formulagdo fraca, vamos primeiro considerar a

seguinte equagdo de transporte:

%W-W—?'(’%WF% em Q) (117)

Sujeita a condigdo inicial e a estas condig¢des de contorno (I' = T'; UT,):
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#(%,0) = ¢, (X)

P=4¢ sobre I', (118)
0
k, 825 ¢, sobrel’,

Esta formulagdo apresentada pelo conjunto das Equagdes (117) a (118) é conhecida

como formulagao forte (strong form) em elementos finitos.

Vamos aplicar agora o método de residuos ponderados na equagdo (117), multiplicando

pela fun¢do ponderante W; e integrando no dominio £2.

6¢ . =
le‘a_ + [Wii eV pdQ— [ WV o (k¥ p)dp = jWS dQ (119)
Q Q Q

O terceiro termo da equagdo acima pode ser avaliado da seguinte forma:
VeWk,N$)=VW ek Np+WV e (k,V ) (120)
Fazendo a substituicdo da equacgdo (120) dentro da equacdo (119), temos:
IVKS¢dQ j dQ+quov¢dQ+IVW-k VdQ - W Wik,V $)dQ
) 0
(121)

O ultimo termo da equagdo (121) pode ainda ser reescrito utilizando o teorema de

Green, na forma:

j Ve (Wk,V $)dQ = [[|7i Wik ,V $dT

ky

= =k
S|

ii oV pdTl

I

(122)

wk, 2 ar+ [k, 9 gr
on : on

T
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Em contornos nos quais a variavel @ ¢ especificada, a funcdo ponderante W, deve ser

nula. Desta forma, a equacao fica:

jWi%dm
-

0 —
N

ﬁ-%dmﬁW,.-kﬁ¢d9=jW,.S¢dQ+jm@?dr (123)
n
Q Q T,

A Equagdo (123) ¢ denominada de forma fraca (weak form), pois as derivadas de mais
alta ordem desapareceram no processo de integracdo por partes. As derivadas foram
redistribuidas entre as fungdes @ e W;. A integral do ultimo termo da equagdo ¢ uma integral
de contorno que surge naturalmente quando se obtém a forma fraca. Por essa razdo, a segunda
condi¢do de contorno da Equacgao (118) ¢ denominada de condi¢do de contorno natural, em
elementos finitos. As condi¢des de contorno essenciais devem ser impostas durante o
processo de solugdo. Ao substituir as condigdes de contorno na forma fraca da equacdo, nos

obtemos:

jW dQ+qu-v¢dQ+jVW-k VdQ = jWS dQ+ [ Wgdr (124)

I,

A forma fraca da equacdo, além de ser equivalente a forma forte, faz com que a ordem
de continuidade das func¢des seja mais baixa e também permite a introducdo natural das

condig¢des de contorno de segundo e terceiro tipos.
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APENDICE B - O Escoamento de Hagen-Poiseuille

Este tipo de escoamento ocorre dentro de tubos circulares e por essa razdao o
desenvolvimento matematico parte das equagdes de Navier-Stokes em coordenadas
cilindricas. A forma do perfil de velocidade pode ser prontamente determinada para um
escoamento laminar de um fluido incompressivel com propriedades constantes na regiao
hidrodinamicamente desenvolvido. Uma caracteristica importante das condi¢des
hidrodinamicas da regido desenvolvida é que tanto a componente radial de velocidade e o
gradiente da componente de velocidade axial s3o nulos em qualquer posi¢ao. (INCROPERA e

DEWITT, 2003)

ou, _, (125)

Por totalmente desenvolvido entendemos que a regido estudada esta suficientemente
distante da entrada, de modo que o escoamento ¢ puramente axial, enquanto que V, e V, sdo

iguais a zero. Assim sendo, a componente de velocidade axial depende apenas de r,
u(x,r)=u(r).
O escoamento prossegue pelo tubo sem movimento radial. A equagdo da quantidade de

movimento em r ¢ simplificada ficando op/or = 0, ou p = p(z) apenas. A equacdo da

quantidade de movimento em z, se reduz a

ﬁi(,, dv, j = % = constante < 0 (126)

A equagdo B.2 ¢ linear e pode ser integrada duas vezes, e o resultado das integragdes ¢

_dpr

A4 E‘FCI 1n(r)-|—C2 (127)

z

dz



86

onde C,; e C, sdo as constantes da integracdo. Ao adotarmos as condi¢des de contorno de nao

escorregamento nas paredes do tubo e de velocidade maxima no centro do tubo, podemos

entdo determinar o valor das constantes da integracao.

2
r=R: v.=0=PR  cmm+c,
dz 4u
i (128)
r=0: v, =v = dp O —+C,In(0)+C,
dz 4u

E possivel observar que, para evitar uma singularidade logaritmica, a constante C, deve

assumir o valor de zero. Entdo, da condi¢do de ndo escorregamento, encontramos o valor de

C..

C, =0

(129)
dp R’

- dz 4u

2

Fazendo a substituicdo dos valores das constantes descritas na Equacao (129), obtemos

a solucdo final e muito conhecida para o escoamento de Hagen-Poiseuille como sendo

dp) 1
v, = (—d—Z)E(RZ ~r?) (130)

O perfil de velocidade ¢ um paraboldide com o méaximo na linha de centro. Como ja

mostrado anteriormente, podemos definir o valor da velocidade maxima apenas por substituir

o valor de r por zero na Equagao (130).

L =v.(r=0)= ( dijz

i (131)
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E importante lembrar que, todo este desenvolvimento somente é vélido para
escoamentos laminares. Pode-se observar também que, a Equacdao (130) ndo depende da
densidade e o motivo ¢ que a aceleragao convectiva desse tipo de escoamento ¢ zero.

Por ultimo, vamos desenvolver a relagdo mostrada na Equagao (109), e para isto basta

dividir a Equacdo (130) pela Equacao (131).

Voo (arpjlk2 R (132)

R _ 2 2
V. = Vi u = Vi 1‘(%) (133)

Para uma demonstragdo mais completa e detalhada do escoamento de Hagen-Poiseuille,
indico ao leitor que procure os livros de introdugdo a mecanica dos fluidos e fendmenos de
transporte, tais como (WHITE, 2011), (BIRD, et al, 1924), (FOX et. al, 2006) e
(INCROPERA ¢ DEWITT, 2003).
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APENDICE C - Alguns Resultados Bidimensionais

Como parte dos objetivos, a andlise e o entendimento do codigo 2D foi proposto como
uma ferramenta de aprendizagem do método CBS. Durante este periodo alguns casos de
carater de validacao computacional foram estudados. Alguns dados destes resultados também

estao disponiveis no Apéndice D.

Escoamento numa Cavidade Quadrada com tampa deslizante.

A Figura C-1 mostra geometria ¢ a malha gerada é composta de 87301 nés e 173576
elementos triangulares, utilizada para a andlise.

Resultados foram obtidos para diferentes niimeros de Reynolds. Os resultados sdo
comparados com os obtidos por GHIA et al. (1982) em seu estudo numérico bidimensional
utilizando o método multigrid. Para cada valor do nimero de Reynolds, sdo apresentados 2
resultados, onde o primeiro mostra o perfil de velocidade na dire¢do x, no centro da cavidade
(»=0,5) e o segundo o perfil de velocidades na direcdo y, também no centro da cavidade
(x=0,5).

Figura 37. Geometria e condi¢des de contorno da cavidade.

1 u=1;v=0

08

06
u=0 : u=0
v=0>- | v=0

04

02F

0—\..|...|,..|.\\|..\

0 02 04 x 06 08 1

u=0 ; v=0

Fonte: Proprio autor.
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E possivel observar, a excelente concordancia dos resultados comparados nas Figuras

38 até 41 para os numeros de Reynolds igual a 100, 400, 1000 e 3200, respectivamente.

Figura 38. Resultados para Re = 100.
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Figura 39. Resultados para Re = 400.
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Figura 40. Resultados para Re = 1000.
1,00 . ® 0,50
®
000
090 .' 0,40 ‘
3 3 *te “
g 0,80 .‘ =, 030 .
- o .
I ® 1 .
0,20
: 0,70 3Y 2 . ®s
& * = *
5] ¢ = 010 s
& 060 . = 3 *
> 2y 2o0@ °, + ®
W 050 =
T ¢ ] ‘e
4 { 4 g0 .
= * S . .
; 0,40 . = Q.
£ o Z-020 ., °
.g 030 ¢ < . PY
' =-030 ‘
& g T . ®
2 020 g 3
2 [ 4 A 040 . ®
0' ®Ghiaetal, (1982) ®Ghiaetal, (1982) o, .
0,10
0y #CBS2D 00 #CBS2D $
.
r
0,00 . : . T - . T r ! 060 ; . ; . . . . . )
050 035 020 005 010 025 040 055 070 085 100 000 010 02 030 040 050 050 070 080 080 100
Perfil de velocidade na direcaox Distancia na direcdox, paray =0,5.

Fonte: Proprio autor.



Figura 41. Resultados para Re = 3200.
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Este também ¢ um caso bastante estudado para a validacdao de codigos computacionais.

Porém, este deve ser o caso mais estudado quando se quer analisar a resposta transiente do

problema. E possivel encontrar na literatura varios estudos computacionais, como também

experimentais.

Aqui serdo apresentados alguns estudos a respeito deste caso. Na Figura 42, logo

abaixo, ¢ mostrado o esquema do dominio do problema e as condi¢des de contorno utilizadas.

A malha gerada para este problema apresenta 41916 nos e 83073 elementos triangulares. Na

Figura 43, tem-se um detalhe do refinamento da malha préximo ao cilindro.

Figura 42. Dimensao do dominio do cilindro e suas condi¢des de contorno.
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Fonte: Proprio autor.



Figura 43. Detalhe da malha 2D do problema do cilindro.
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Como ¢ possivel observar na Figura 42, uma sonda foi posicionada a uma distancia de

12D da centro do cilindro. A partir dela, a velocidade adimensional na dire¢do y foi medida ao

longo do tempo adimensional da simula¢do, como ¢ mostrado na Figura 44. A oscilacdo da

magnitude e dire¢do da velocidade ¢ devido a emissdo de vortices alternados uma vez que o

escoamento se desestabiliza conforme a evolu¢ao no tempo. Este fendmeno € comum e deve

estar presente nos resultados numéricos.

Figura 44. Velocidade na direcdo y medida pela sonda com Re = 100.
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Fonte: Proprio autor.
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E possivel calcular agora o nimero de Strouhal, Equagdo (134), a partir da freqiiéncia

de emissao dos vortices f.

= (134)

O numero de Strouhal encontrado para o exemplo acima foi de 0,1676. Este valor ¢
bem préximo ao encontrado na literatura que ¢ de 0,1666.
Na Figura C-9, sdo apresentadas imagens dos campos de velocidade, pressao e temperatura do
escoamento em andlise em diferentes instantes do tempo de simulagdo. E possivel observar o
inicio da formacao da bolha de recirculagdo, até a sua desestabiliza¢do ¢ o inicio da emissao

de vortices.

Figura 45. Resposta transiente para velocidade, pressdo e temperatura.
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Fonte: Proprio autor.
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A seguir, um novo caso bidimensional sera estudado a fim de comparar resultados para
valores de coeficiente de pressdo, C,, para um escoamento com nimero de Reynolds igual a
40. Para este novo caso sera utilizado uma malha com as dimensdes e condigdes de contorno
ilustradas na Figura 46. A nova malha contém 80304 nds e 159744 elementos.

Este caso foi estudado com a finalidade de comparar os resultados com os
apresentados por SILVA, (1998) e por CHENG e ARMFIELD, (1995). Portanto as mesmas

condig¢des de contorno e dimensdes foram aqui reproduzidas.

Figura 46. Dimensdes do dominio do cilindro e suas condi¢gdes de contorno.

30D

U=1.V=0

10D

U=1

10D

[

5 { U=1V=0

Fonte: Adaptado de Silva (1998).

’

E importante lembrar que a pressdo ¢ adimensionalizada da seguinte forma, (ver a
Equagao (6)):

P =" (135)

e que o coeficiente de pressao ¢ calculado da seguinte maneira (Zdravkovich, 1997):

_ P~ Dy
g 0

onde, u., ¢ a velocidade do fluxo ndo perturbado pelo cilindro e ps, € a pressao de estagnagao
medida na frente do cilindro.

Foram medidas as pressdes adimensionais na superficie do cilindro a cada 10°, onde 0°
¢ frente do cilindro, ou seja, utilizando a mesma variacdo do angulo #, como mostrado

anteriormente na Figura 25.
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Os resultados s3o apresentados na Figura 47, na seguinte forma:
C,=1+2(R-P,) (137)

onde, P; ¢ a tomada de pressdao adimensional medida na superficie do cilindro, P, ¢ a pressao

adimensional de estagna¢ao, medida na frente do cilindro. Na Figura 47, também esta
mostrado o resultado do escoamento ideal dado por C, =1— 4sen*6 (WHITE, 2011).

E possivel observar que o resultado obtido neste trabalho concorda com os resultados da

literatura utilizada.

Figura 47. Coeficiente de pressdo na superficie do cilindro.
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Fonte: Proprio autor.
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APENDICE D - Tabelas de alguns dos resultados deste trabalho.

Neste apéndice ¢ disponibilizado os valores calculados de alguns dos resultados
apresentados neste trabalho. A intengdo ¢ disponibilizar dados para outros pesquisadores

possam utilizar como fonte de comparagao entre diferentes métodos com o método CBS.

Tabela 2. Resultados do cdédigo 3D referente as Figuras 7, 8 € 9.

Cavidade| Re 100 Cavidade| Re 400 Cavidade| Re 1000
y u y u y u
1,00 1,000000 1,00 1,000000 1,00 1,000000
0,98 0,896579 0,98 0,812984 0,98 |0,782291
0,95 0,741317 0,96 0,626103 0,96 |0,564717
0,90 0,468222 0,95 0,532662 0,95 0,455930
0,85 0,262643 0,94 0,452348 0,94 |0,364579
0,80 0,132178 0,93 0,392647 0,93 0,299740
0,75 0,001660 0,92 0,333741 0,92 |0,236250
0,70 -0,063998 0,91 0,286362 0,91 0,195678
0,65 -0,129906 0,90 0,240264 0,90 |0,158091
0,60 -0,173595 0,85 0,142523 0,85 0,135724
0,55 -0,203284 0,80 0,109328 0,80 |0,120227
0,50 -0,223460 0,75 0,087442 0,75 0,092503
0,45 -0,219276 0,70 0,065591 0,70 |0,072370
0,40 -0,209867 0,60 0,018647 0,60 |0,031051
0,35 -0,191151 0,50 -0,042296 0,50 |-0,004567
0,30 -0,175613 0,40 -0,129052 0,40 |-0,045484
0,25 -0,159992 0,35 -0,177138 0,35 |[-0,075760
0,20 -0,131968 0,30 -0,219694 0,30 |[-0,122188
0,15 -0,103676 0,25 -0,251619 0,25 [-0,185017
0,10 -0,071588 0,20 -0,257328 0,20 [-0,266429
0,05 -0,035168 0,15 -0,238594 0,15 [-0,334022
0,02 -0,014044 0,10 -0,192355 0,10 [-0,336075
0,00 0,000000 0,05 -0,117636 0,05 [-0,248272
0,02 -0,047054 0,02 [-0,099309
0,01 -0,023527 0,01 [-0,049654
0,00 0,000000 0,00 | 0,000000

Fonte: Proprio autor.
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Tabela 3. Resultados do cdodigo 3D referente as Figuras 28 e 29.

Esfera Re 100 Re 200

n 4 o4

0 1,1513 1,093286
10 1,08254 | 1,028664
20 0,91046 | 0,850928
30 0,65474 0,58704
40 0,35616 | 0,295138
50 0,02849 | -0,03775
60 -0,238 -0,28641
70 -0,4579 -0,49259
80 -0,5704 -0,56926
90 -0,5951 -0,54818
100 -0,5568 -0,47759
110 -0,4758 -0,38076
120 -0,3915 -0,30353
130 -0,3195 -0,25291
140 -0,2657 -0,22928
150 -0,2256 -0,21383
160 -0,1891 -0,17918
170 -0,1606 -0,13417
180 -0,1495 -0,11273

Fonte: Proprio autor.

Tabela 4. Resultados do codigo 2D referente as Figuras 38 e 39.

Re 100 Re 400
y u X v y u X v
0,00000 | 0,00000 0,00000 | 0,00000 0,00000 | 0,00000 0,00000 | 0,00000
0,00873 | -0,00604 0,03113 0,04723 0,06000 | -0,08093 0,00492 | 0,01802
0,04624 | -0,03002 0,06758 | 0,09013 0,08563 | -0,11269 0,02951 0,09446
0,08375 | -0,05107 0,10403 0,12139 0,11126 | -0,14451 0,05409 | 0,15038
0,12126 | -0,07028 0,14048 | 0,14285 0,13690 | -0,17677 0,07867 | 0,19018
0,15877 | -0,08848 0,17694 | 0,15629 0,16253 | -0,20900 0,10326 | 0,21853
0,19628 | -0,10608 0,21339 | 0,16284 0,18817 | -0,23973 0,12784 | 0,23943
0,23379 | -0,12344 0,24984 | 0,16423 0,21380 | -0,26675 0,15242 | 0,25531
0,27130 | -0,14042 0,28629 | 0,16085 0,23943 | -0,28769 0,17701 0,26718
0,30882 | -0,15658 0,32274 | 0,15317 0,26507 | -0,30045 0,20159 | 0,27508
0,34633 | -0,17112 0,35919 | 0,14144 0,29070 | -0,30367 0,22617 | 0,27861
0,38384 | -0,18306 0,39564 | 0,12557 0,31634 | -0,29728 0,25076 | 0,27729
0,42135 | -0,19111 0,43210 | 0,10527 0,34197 | -0,28223 0,27534 | 0,27089
0,45886 | -0,19390 0,46855 0,08057 0,36761 | -0,26040 0,29992 | 0,25945
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0,49637 | -0,19018 0,50500 | 0,05131 0,39324 | -0,23392 0,32451 0,24331
0,53388 | -0,17889 || 0,54145 | 0,01755 0,41887 | -0,20486 || 0,34909 | 0,22304
0,57139 | -0,15968 0,57790 | -0,02039 0,44451 | -0,17477 || 0,37368 | 0,19944
0,60890 | -0,13259 0,61435 | -0,06144 0,47014 | -0,14466 0,39826 | 0,17336
0,64642 | -0,09818 0,65081 | -0,10429 0,49578 | -0,11502 0,42284 | 0,14560
0,68393 | -0,05731 0,68726 | -0,14666 0,52141 | -0,08593 0,44743 | 0,11688
0,72144 | -0,00991 0,72371 | -0,18519 0,54704 | -0,05726 || 0,47201 | 0,08775
0,75895 0,04442 0,76016 | -0,21564 0,57268 | -0,02877 0,49659 | 0,05859
0,79646 | 0,10897 0,79661 | -0,23236 0,59831 | -0,00025 0,52118 | 0,02960
0,83397 | 0,19053 0,83306 | -0,23153 0,62395 | 0,02850 0,54576 | 0,00087
0,87148 | 0,30008 0,86951 | -0,20993 0,64958 | 0,05751 0,57034 | -0,02768
0,90899 | 0,45145 0,90597 | -0,16797 0,67521 0,08675 0,59493 | -0,05616
0,94651 0,65211 0,94242 | -0,10869 0,70085 0,11606 0,61951 | -0,08487
0,98402 | 0,89351 0,97887 | -0,04047 0,72648 | 0,14519 0,64409 | -0,11420
1,00000 1,00000 1,00000 | 0,00000 0,75212 | 0,17374 0,66868 | -0,14473
0,77775 0,20132 0,69326 | -0,17727
0,80339 | 0,22749 0,71784 | -0,21271
0,82902 | 0,25212 0,74243 | -0,25183
0,85465 | 0,27607 0,76701 | -0,29475
0,88029 | 0,30352 0,79160 | -0,33974
0,90592 | 0,34609 0,81618 | -0,38221
0,93156 | 0,42804 0,84076 | -0,41361
0,95719 | 0,58130 0,86535 | -0,42236
0,98282 | 0,81845 0,88993 | -0,39771
1,00000 1,00000 0,91451 | -0,33560
0,93910 | -0,24327
0,96368 | -0,13800
0,98826 | -0,03974
1,00000 | 0,00000
Fonte: Proprio autor.
Tabela 5. Resultados do codigo 2D referente as Figuras 40 e 41.
Re 1000 Re 3200
y u X v y u X v
0,00000 | 0,00000 0,00000 | 0,00000 0,00000 | 0,00000 0,00000 | 0,00000
0,00463 | -0,01699 0,00902 | 0,05677 0,00668 | -0,06098 0,00287 | 0,03395
0,03005 | -0,09891 0,03455 | 0,17712 0,03210 | -0,22337 0,02872 | 0,24541
0,05548 | -0,16643 0,06008 | 0,24828 0,05753 | -0,32836 0,05456 | 0,33307
0,08090 | -0,22701 0,08561 0,29171 0,08295 | -0,38887 0,08041 0,37923
0,10633 | -0,28260 0,11114 | 0,32150 0,10837 | -0,39087 0,10625 0,38936
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0,13175 | -0,32761 0,13666 | 0,34045 0,13380 | -0,36018 0,13209 | 0,37161
0,15717 | -0,35441 0,16219 | 0,34721 0,15922 | -0,32752 0,15794 | 0,34235
0,18260 | -0,35970 | 0,18772 | 0,34153 0,18465 | -0,30161 0,18378 | 0,31264
0,20802 | -0,34624 || 0,21325 | 0,32524 0,21007 | -0,27920 || 0,20963 | 0,28535
0,23345 | -0,32081 0,23878 | 0,30145 0,23549 | -0,25735 0,23547 | 0,25960
0,25887 | -0,29079 | 0,26431 | 0,27358 0,26092 | -0,23534 || 0,26132 | 0,23446
0,28429 | -0,26101 0,28984 | 0,24437 0,28634 | -0,21333 0,28716 | 0,20963
0,30972 | -0,23349 || 0,31537 | 0,21547 0,31177 | -0,19145 0,31300 | 0,18511
0,33514 | -0,20821 0,34090 | 0,18755 0,33719 | -0,16974 || 0,33885 | 0,16090
0,36057 | -0,18441 0,36643 | 0,16062 0,36261 | -0,14815 0,36469 | 0,13696
0,38599 | -0,16128 0,39196 | 0,13441 0,38804 | -0,12666 0,39054 | 0,11326
0,41141 | -0,13832 || 0,41748 | 0,10864 0,41346 | -0,10523 0,41638 | 0,08973
0,43684 | -0,11529 || 0,44301 | 0,08307 0,43889 | -0,08381 0,44223 | 0,06634
0,46226 | -0,09210 || 0,46854 | 0,05756 0,46431 | -0,06236 0,46807 | 0,04302
0,48769 | -0,06874 | 0,49407 | 0,03203 0,48973 | -0,04085 0,49391 0,01973
0,51311 | -0,04519 || 0,51960 | 0,00644 0,51516 | -0,01922 0,51976 | -0,00359
0,53853 | -0,02143 0,54513 | -0,01928 0,54058 | 0,00258 0,54560 | -0,02701
0,56396 | 0,00258 0,57066 | -0,04518 0,56601 0,02461 0,57145 | -0,05057
0,58938 | 0,02692 0,59619 | -0,07133 0,59143 | 0,04696 0,59729 | -0,07437
0,61481 0,05167 0,62172 | -0,09778 0,61685 | 0,06968 0,62314 | -0,09844
0,64023 | 0,07696 0,64725 | -0,12456 0,64228 | 0,09288 0,64898 | -0,12288
0,66565 | 0,10293 0,67278 | -0,15164 0,66770 | 0,11663 0,67482 | -0,14774
0,69108 | 0,12975 0,69830 | -0,17890 0,69313 | 0,14104 0,70067 | -0,17311
0,71650 | 0,15759 0,72383 | -0,20622 0,71855 | 0,16624 0,72651 | -0,19906
0,74193 | 0,18653 0,74936 | -0,23360 0,74398 | 0,19231 0,75236 | -0,22571
0,76735 | 0,21652 0,77489 | -0,26169 0,76940 | 0,21940 0,77820 | -0,25317
0,79277 | 0,24717 0,80042 | -0,29278 0,79482 | 0,24768 0,80404 | -0,28148
0,81820 | 0,27764 0,82595 | -0,33179 0,82025 | 0,27743 0,82989 | -0,31022
0,84362 | 0,30656 0,85148 | -0,38431 0,84567 | 0,30910 0,85573 | -0,33815
0,86905 | 0,33210 0,87701 | -0,44718 0,87110 | 0,34271 0,88158 | -0,36592
0,89447 | 0,35260 0,90254 | -0,49065 0,89652 | 0,37614 0,90742 | -0,41032
0,91989 | 0,37119 0,92807 | -0,45888 0,92194 | 0,40310 0,93327 | -0,49556
0,94532 | 0,41771 0,95359 | -0,32202 0,94737 | 0,41416 0,94500 | -0,52009
0,97074 | 0,58583 0,97912 | -0,13128 0,97279 | 0,46401 0,95000 | -0,51653
0,99617 | 0,93990 1,00000 | 0,00000 0,99822 | 0,95054 0,95500 | -0,50167
1,00000 1,00000 1,00000 | 1,00000 0,95911 | -0,47980

0,98495 | -0,17399

1,00000 | 0,00000

Fonte: Proprio autor.




Tabela 6. Resultados do codigo 2D referente a Figura 47.

angulo p* ¢ Silva, 1998 Cheng fg‘;gmﬁeld’
0 0,645164 1 1 1
10 0,618208 | 0,946088 | 0,912 0,92
20 0,498537 | 0,706746 | 0,683 0,7
30 0,320795 | 0351262 | 0,364 0,36
40 0,109758 | -0,070812| 0,0196 0,02
50 | -0,0785057 |-0,4473394| -0,525 -0,42
60 | -0,251575 |-0,793478 | -1,01 -0,72
70 | -0,383656 | -1,05764 | -1,263 -0,98
80 | -0,460661 | -1,21165 | -1,366 1,1
90 -0,48516 | -1,260648 | -1,339 ~1,09
100 | 0466928 |-1224184 | -1,254 -1,06
110 | 0428564 |-1,147456 | -1,147 -1,03
120 | -0,383575 |-1,057478 | -1,05 -0,97
130 | -0,341535 |-0,973398 | -0,967 -0,91
140 | 0310621 | -0,91157 | -0,905 0,85
150 | -0,28433 |-0,858988 | -0,862 0,8
160 | -0,262806 | -0,81594 | -0,824 0,75
170 | -0,247765 |-0,785858 | -0,798 0,72
180 | -0,24182 |-0,773968 | -0,788 0,7

Fonte: Proprio autor.
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