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Lista de Figuras

A imagem da esquerda € de Jano obtida pela sonda Vovager 2 em
25 de Agosto de 1981. E a imagem disponivel em maior resolugao.
A direita vemos a imagem de mais alta resolucio de Epimeten
obtida pelas sondas espaciais Vovager. A Vovager | obteve esta
foto em 11 de Novembro de 1980. Nesta imagem. o anel F de Sat-
urno projeta uma sombra sobre a superficie de Epimeteu. Copy-

right 1999 Calvin J. Hamilton

Particula P no espaco: o plano S representa um plano de re-
ferencia. enquanto o plano S é o plano de drbita de £, sendo i a
inclinacao do plano da drbita e 2 a longitude do nodo ascendente.

Tres massas Mg. M e My, no espaco em relacio a um referencial
inercial X. Y, Z, e seus respectivos raios vetores R. R| e Rj.

Posi¢io do ponto lagrangiano L, em relacao ao planeta. em funcao
da relacao de massa entre os satélites. Consideramos a distancia
entre o planeta e o satélite principal como unitaria. o grafico mostra
que quanto malor for a relagao de massa. culminando para massas
ignais (M3 /M,— > 1). mais este ponto de equilibrio se aproxima
do satélite principal. Para M3/)M, = 0. temos a localizacao de L,
no caso restrito. . .

Posicao do ponto lagrangiano L, em relagao ao planeta, em funcao
da relacao de massa entre os satélites. Consideramos a distancia
entre o planeta e o satélite principal como unitaria. o grafico mostra
que quanto maior for a relagao de massa. culminando para massas
iguais (Ms/M;— > 1). mais este ponto de equilibrio se aproxima
do satélite principal. Para M;/M, = 0. temos a localizacao de Ly
no caso restrito. . .

Evolucao orbital para as massas de Jano e Epimeten com A =
1/3. ou seja. os satélites estao defasados de 60 graus entre si. e
permanecem estaticos no sistema girante durante toda integragao.
Distancias radiais de Jano e Epimeten referente a Satnrno contra
o tempo para A = 1/3. Os graficos estao sobrepostos. de modo
que eles nao alteram a distancia radial entre si.




3.7 Posicav angular de Jano e Epimetei. que se mantém a distancia
de 60" entre si ao longo do tempo para os pontos Lagrangeanos
para A = 1/3. .

Evolucao de Janou e Epimeten para /1 = . 3. Neste caso us satelites
esbocaram numa drbita do tipo girino. librando apenas em um ponto
de equilibrio s 5 s

Distancia radial de Jano e Epimeten referente a Saturno contra o
tempo para A = 0,3. Eles trocam de pusicao simultaneamente, e
quando nm esta abaixo do semi-eixo médio (r = 1) o outro esta
acima. .

Posicao angular de Jano e Epimeteu contra o tempo para A = 0, 3.
A minima aproximacao € de cerca de 41 graus. . C e e
Orbita no eixo girante de Jano e Epimeteo para A = 0,2. Aqui
temous um exemplo de uma drbita separatriz girino-ferradura. .
Distancias radiais de Jano e Epimeten em relacao a Saturno contra
o tempo para /1 = 0,2. Como nos casos anteriores. temos uma
uscilacao radial periddica .

Posicao angular de Jano e Epimeteu no tempo para /1 = 0,2.
Podemos ver como os satélites tem nma minima apruximaqﬁu e se
distanciam angularmente.

Orbita no sistema girante de Jano e Epimeten para A = U Uﬁ
Neste caso temos nma orbita do tipo ferradura que envolve os dois
pontos de equilibrio de cada satélite.

Distancias radiais de Jano e Epimeten contra o tempo para A =
0.06. A amplitude de vscilagao radial anmenta signiﬁrati\’amente
em relacao a drbita girino . v %% R

Posicao angular de Jano e Epimeten no tempo para /A = 0. 06 '3;
minima aproximacao é de cerca de 24 grans. e

Periodo de oscilagao de um sistema coorbital Satlunu—.]anu—Eplmeren
para diferentes condicbes iniciais. indicadas pela minima aprox-
imagao angular dos satélites (&, ). 1w

Evolucao da ferradura para A = 0.06. Observa-se aqui a estabili-
dade deste sistema. pois os satélites mantém a mesma evolugao no
sistema girante mesmo apos 80 encontros sucessivos. .

Raio orbital em funcao do tempo para o caso ferradura (A = 0.06)
para o tempo de integracao 10 \'ezes.snperiur aos esbocados ante-
riormente. &

Posicao angular dos satélites em funqau do tempo para o caso fer-
radura por um periodo de integracao 10 vezes superior avs esbocados
anteriormente

Exemplos de érbitas: (a) girino: (b)separatriz: (c) ferradura .
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A figira mostra as posicoes relativas de dois satélites coorbirais
genericus em relacao av planeta Saturno. Os angnlos = e ~y 1ep-
resentam a maxima libracaov angular de cada nm dos satélites. aléem
dissu. cunsideramos como referencia angular a linha tracejada. . . 62
A defasagem angular dos pontos estaveis de um par de sarélites
coourbirais em funcao do achatamento (.J,) do planeta. Quanto
maior o achatamento, os pontos se aproximam angularmente . . . 78
O grafico mostra a influencia do achatamento do planeta na minima
aproximacao angnlar entre satélites coorbitais para drbitas de transicao
girino-ferradura (Opax = 180 graus). Quanto maior o parametro

que representa v achatamento do planeta (.J,) mais us satélites se
aproximam angularmente para este tipo de drbita. . . . .. . ... 79
Evolucao dos satélites no eixo girante submetidos a 0.1'%4 do achata-
mentoreal de Saturno. . . ... ... ... ... .. ... 80
Angulos dos satélites em funcao do tempo para o caso ferradura

sob 0.1% do achatamento real de Saturno. . . . .. ... ... .. 80
Distancia radial de Jano e Epimeten a Saturno sob 0.1 do achata-

43T 41 - 1
Ampliaciao do grafico da distancia radial contra o tempo para Sl.

em uma peqiena regiao.

Evolucao dos satélites no eixo girante submetldus a 17( do achata-
mento real de Saturno.

—.\ngnlu dos satélites em funcao do tempo para o caso ferradura

sob 17 do achatamento real de Saturno.

Distancia radial para os satélites Jano e Epimeten sob 17 du
achatamento de Saturno. Houve um aumento de amplitnde na
uscilacao radial de curto periodo. além da queda do semi-eixo medio

Evolicao dos satélites Jano e Epimetein no eixo girante submeridos
a 10% do achatamento real de Saturno. .

Angulo dos satélites Jano e Epimeten em funcio do tempo para o
caso ferradura sob 10% do achatamento real de Saturno.
Evolugao radial de Jano e Epimeteu a Saturno sob 10% do achata-
mento em S. Ocorren o aumento da oscilagav radial de enrto
periodo. o que o que justifica o espessamento das linhas e a diminnicao
do semi-eixo medio. eles nao oscilam mais ao redor de 1.
Evolucio da distancia de Epimeten a Saturno contra o tempo para
o achatamento real de Saturno.

Angulos dos satélites S e S3 para o achatamento de Saturno.
Evolucao para Jano e Epimeten com o achatamento de Saturno.
Este grafico esta em escala real. de modo nao podemos visnalizar
a oscilacao radial da ferradura. .
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Excentricidade pelo tempo. para os satélites Jano e Epimeten onde
Saturno nao possui achatamento. Os valores dos dois satélites
estao sobrepostos. .

Excentricidade pelo tempo para os satélites Jano e Epimeten.
corpo principal com 0.1% do achatamento de Saturno.

Excentricidade pelo tempo para os satélites Jano e Epimeten.
corpo principal com 17 do achatamento de Saturno.

Excentricidade pelo tempo para os satélites Jano e Epimeten.
corpo principal com 10% do achatamento de Saturno.

Excentricidade pelo tempo para os satélites Jano e Epimeten.
corpo principal com achatamento real de Saturno.

Valores das excentricidades osculadoras de um sistema coorbital
do tipo Saturno - Jano - Epimeteu em funcao do parametro .J,.
que representa o achatamento de Saturno. Conforme o valor de
Jy cresce. as excentricidades maximas alcancam valores cada vez
maiores.

Evolucao no eixo girante para dois satélites de massas iguais. Os
dois satélites possuem evolucao simétrica. como era esperado. pois
as forcas envolvidas sao simétricas .

Grafico da distancia radial contra o tempo para dois satélites de
massas iguais no caso da separatriz. observamos a simetria entre
no comportamento dos dois satélites

Evolucao dos satélites para My = 0,0751/,. Observamos que S;
praticamente permanece estatico e 5; perfaz longas excursoes

Evolucao radial para razao de massa My = 0.0750,. O satélite
S). praticamente nao apresenta movimento radial. . . .

Posicao angnlar para razao de massa Mz = 0.0751/,. O satélie S,
praticamente nao apresenta alteracao angular no eixo girante.

Evolucao de nm sistema de satélites coorbitais na regiao de sep-
aratriz girino-ferradura para diferentes razdes de massa entre os
satélites. Observamos que quanto maior massa de nm dos satélites
menos este satélite oscila. enquanto o outro satélite apresenta movi-
mentos de amplitudes crescentes.

O gréifico mostra o deslocamento angular em graus em relacao ao
eixo da media libracao angular de S| de um dos pontos de equilibrio
de S; para a razao de massa My /M.

O grafico mostra o deslocamento do ponto de equilibrio de S} em
graus para a relacao de massa A3 /M, uma ampliacao do grafico
anterior ao redor de My = M. .
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3.9 Dinamica da evolucao dos pontus de equilibrio de satélites coor-
bitais com relacav a razao de massa dos satélites: (a)- caso restrito
com My =U: (b)- caso nao restrito para My > My (¢)- massas
iguais. simetria na localizacao dos pontos: (d)- caso nao restrito
para My > AMy; (e)- caso restrito com My = 0. A defasagem entre
os pontos de equilibrio correspondentes permanece constante: 6()
graus .

Minima aproximacao em graus pela variacao de massa para Mj.
A razao de massa nao influi na minima aproximacao dos satélites
para 1m mesimo _’1.

Distancias radiais maximas e minimas para S; e S3. Para M, =
M; percebe-se que os raios maximos ou minimos dos satélites sao
iguais. As curvas de cada um dos satélites se tocam quando as
massas sao iguais, mostrando que também ha simetria radial em
satélites coorbitais de mesma massa.

Amplitude de oscilagao radial dos satélites S, e S3 para variacao
da razao de massa dos satélites na condicav de drbita separatriz. .

Maxima amplitude da oscilagao angnlar de S| e S3 em graus na

condicao de érbita separatriz em fungao da razao de massa entre
os satelites.

A figura a mostra a evolugao de dois satélites coorbitais quando
a massa do planeta é igual a dos satélites para o caso transigao
girino-ferradura (o, = 180 graus). os satélites nao mantem mais
a estrutura coorbital. . .

Distancia radial no tempo para orbita de transicao girino-ferradura
(dmax = 180 graus). quando para massa do planeta igual a dos
satélites. O sistema coorbital nao fol mantido, sendo que um dos
satélites se afaston dosistema. . . . . .. ... .. ... ...... 103
Evolucao angular no tempo para drbita de transigao girino-ferradura
(Omax = 180 graus). quando para massa do planeta igual a dos
satélites. O sistema coorbital nao foi mantido. . . . . . .. .. .. 103

A figura a e b mostram respectivamente a evolucao radial e angular

para dois satélites courbitais de massa ignais. tendo como condicao
inicial a drbita separatriz (¢, = 180 graus) com Mg = 20000 /5.

Os satélites permanecem apenas por alguns instantes coorbitais.

A figura superior é a evolucao radial para satélites coorbitais em

um exemplo drbita do tipo girino (¢,,;,, = 46 graus). para massa

do planeta é 2000 vezes a massa dos satélites. Constata-se que os
satélites mantiveram oscilando em um tipico movimento coorbital
durante toda a integracao, isto é visualizado pela figura inferior.

que é um “zoom” SUPErior . . . .. ... . weaeow e . 10D

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



6.6 A figura superior € a evolugao angular para satélites coorbitais em
nm exemplo drbita do tipo girino (¢,,, = 46 grans). para massa

do planeta é 2000 vezes a massa dos satélites. Constata-se que

us satelites mantiveram librando em movimento coorbital durante
toda a integracao. isto € visualizado pela figura inferior. que é um
“zoom' superior.

O valor de Z = 1 determina se os satélites sao ininterruptamente
coorbitais por 8000 periodos orbitais. caso contrario. 7 = —1. O
grafico acima mostra o valor de 7 em funcao da relacao de massa
planeta-satélite (Mg /M)3) para Op;, = 46 graus. A estrutura coor-
bital s6 é mantida durante todo este periodo somente se a massa
do planeta for aproximadamente 500 vezes a massa dos satélites

Os valores das minimas e maximas (representados pelo indice max
e min) distancias radiais para um par satélites (representados pe-
los indices 1 e 3) em funcao da relagao de massa satélite-planeta.
tendo como condigav inicial ¢,,;, = 46 grans. Para massas do plan-
eta aproximadamente menores que 500 vezes a massa dos satélites,
us valores de maximos e minimos radiais adquirem nm comporta-
mentou nao courbital.

Valores da minima aproximacao angular entre dois satélites em
funcao da relagao de massa satélite-planeta. Como condicao inicial
os satelites sao coorbitais, tendo @, = 46 grans. Para massas
do planeta aproximadamente menores que 500 vezes a massa dos
satélites. os valores de minima aproximacao nao obedecem mais a
condicao inicial coorbital . . .

Tempo que um par de satélites lancado em condigdes coorbitais.
cOM Omin = 46 graus. permanecem oscilando coorbitalmente em
funcao da relacao de massa planeta-satélite. A medida que an-
mentamos esta relacao de massa. anmentamos o tempo em quie os
satélites permanecem coorbitais. A integragao foi interrompida em
8000 periodos orbitais.

O valor de Z = 1 determina se os satélites sao ininterruptamente
coorbitais por 8000 periodos orbitais. caso contrario. 7 = —1. O
grafico acima mostra o valor de Z em funcao da relacao de massa
planeta-satélite (Mg/M3) para dpa = 180 grans. A estrutura
coorbital s é mantida durante todo este periodo somente se a
massa do planeta for aproximadamente 4000 vezes a massa dos
satélites
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6.12 Valores das minimas e maximas (representados pelo indice max e
min) distancias radiais para nm par satelites (representadus pe-
los indices 1 e 3) em funcao da relacao de massa satelite-planeta.
tendo como condicao inicial . = 180 grans. Para massas do
planeta aproximadamente menores que 4000 vezes a massa dos
satélites. us valores de maximos e minimos radiais adguirem nm
comportamento nao coorbital. . . .. ...

Valores da minima aproximacao angular entre dois satélites em
fiincao da relacao de massa satélite-planera. Cumo condicao inicial
os satélites sao coorbitais. tendo @y, = 180 grans. Para massas
do planeta aproximadamente menores que 4000 vezes a massa dos
satélites, us valores de minima aproximacao nao obedecem mais a
condicio/inicial.coorbitaly: s uw s v wmw s s s

Tempo que um par de satélites lancado em condigoes coorbitais.
com Qpax = 180 grans. permanecem oscilando coorbitalmente em
funcav da relacav de massa planeta-satélite. A medida que au-
mentamos esta relacav de massa. anumentamos o tempo em que os
satélites permanecem coorbitais. A integracao foi interrompida em
8000 perfodous orbitais. . . . . . ... Lo

O valor de Z = 1 determina se os satélites sao ininterruptamente
coorbitais por 8000 periodos orbitais. caso contrario. /Z = —1. O

grafico acima mostra o valor de Z em funcao da relacao de massa
planeta-satélite (Ms/V13) para Opax = 6,88 graus. A estrutura
coorbital sé é mantida durante todo este periodo somente se a
massa do planeta for aproximadamente 10.000 vezes a massa dos
satelites

Valores das minimas e maximas (representados pelo indice max e
min) distancias radiais para um par satélites (representados pe-
los indices 1 e 3) em funcao da relacao de massa satélite-planeta,
tendo como condicao inicial ¢, = 6.88 graus. Para massas do
planeta aproximadamente menores que 10.000 vezes a massa dus
satélites. us valores de maximos e minimos radiais adquirem num
comportamento nao coorbital.

-

Valores da minima aproximacao angular entre dois satélites em
funcao da relagao de massa satélite-planeta. Como condicao inicial
os satélites sao coorbitais. tendo ¢y, = 6,88 graus. Para massas
do planeta aproximadamente menores que 10.000 vezes a massa dos
satélites. us valores de minima aproximacao nao obedecem mais a
condicao inicial coorbital. . . . .. ... .00 oo 119




6.18 Tempo que num par de satélites lancado em condicoes coorbitais.
COM Oyin = 6. 88 graus. permanecem oscilando coorbitalmente em
funcao da relacao de massa planeta-satélite. A medida que an-
mentamos esta relacao de massa. aumentamos o tempo em que os
satélites permanecem coorbitais. A inregraqfw fol interrompida em
8000 periodos urbitais. . C
Grafico da minima aproximacgao que sarehres mo:b)tms pudem ter
para permanecerem estaveis por cerca de 8000 periodos orbitais
em funcao da relacao de massa planeta-satélite. Quanto maior esta
relacao de massa. mais us satélites podem se apruximar mantendo-
se coorbitais durante toda a integragao ‘ :
Niimero percentual de drbitas girinos obtidas para mda lado em
funcao da posicao de saida de Ss. ) ) .
Niimero percentual de drbitas girinos ubndas para rada ladu em
funcao da posicio de saida de Sj. ; : TE
Niimero percentual de Orbitas girinos ubndas para r‘ada ladu em
funcao da posicao de saida de Sj. ) .
Niimero percentnal de girinos obtidas para ("lda }adu em f11nqau
da posicao de saida de 53, usamos a relacao de massa My = 1/2)M/,.
Niimero percentual de girinos obtidas para cada lado em funcao
da posicao de saida de S3, nsamos a relagao de massa My = 1/3M,.
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Lista de simbolos

primeiro satélite (Jano)
segundo satélite (Epimeteo)
massa do planeta (Saturno)
massa de S,

massa do satélite

distancia radial de S, ao planeta
distancia radial de S, ao planeta
posicdo angular de S,

posigdo angular de S,
dwotavyta de X a X,

constante de gravitagdo universal
achatamento do planeta

amplitude angular de libragdo de S,

amplitude angular de libragdo de S,

distancia angular entre os satélites

minima aproximagao angular dos satélites
maxima distancia angular entre os satélites

L, Lye Ls- pontos de equilibrio Langrangianos

meédia do movimento médio sem o achatamento

movimento médio com o achatamento

lagrangiana
energia cinética
energia potencial
momento angular
semi-eixo médio
(x. y, z) - referencial cartesiano centrado no planeta

I inclinagao




longitude do nodo ascendente

excentricidade
anomalia verdadeira

argumento do pericentro
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Mourao. D. C. Estudo da Estrutura Dindmica de Satélites Coorbitais. Caso
Ndo-Restrito. Guaratinguetd, 2001, p. Dissertagao (Mestrado em Fisica) -
Faculdade de Engenharia. Campus de Guaratinguetd. Universidade Estadual
Paulista.

Resumo

Jano e Epimeteo sido dois satélites coorbitais que foram descobertos ao redor de
Saturno. Epimeteo ndo libra apenas ao redor de um dos pontos de equilibrio
lagrangianos estaveis (L, ou L), mas sobre uma larga faixa que incluem os
pontos lagrangianos L,. L e L.. Este sistema possui também uma libragdo para o
sat€lite Jano. de maior massa. de modo a surgir dois novos pontos de equilibrio
para este sistema. A localizagdo dos pontos lagrangianos L, e L. para Epimeteo
passam a depender da localizagdo destes novos pontos. Isto ocorre devido ao fato
da massa de Epimeteo ser considerdvel em relag¢do a de Jano (a massa de Jano é
aproximadamente cinco vezes a de Epimeteo), o que se faz necessdrio abandonar
o problema restrito para este caso. e considerar as massas dos trés corpos
envolvidos. Neste trabalho realizou-se simula¢Ges numéricas através do
problema de trés corpos. no qual também apresentamos um desenvolvimento
analitico. no caso ndo restrito para as massas de Saturno. Jano e Epimeteo e os
respectivos semi-eixos orbitais dos satélites. Escolhendo-se diversas condi¢Ges
iniciais, em fung¢io da minima aproximagio entre os satélites, obteve-se as virias
possibilidades de 6rbitas. desde orbitas do tipo girino até as érbitas do tipo
ferradura. Considerou-se ainda casos com a presenca do achatamento de Saturno.
A inclus@o do achatamento foi feita considerando varios casos com fragoes
crescentes da intensidade real do achatamento de Saturno. de maneira a se
identificar seu efeito na dinamica deste sistema. Os resultados indicaram que o
achatamento provoca uma libragdo radial na 6rbita dos satélites coorbitais € uma
queda nos seus respectivos semi-eixos orbitais médios. causando um aumento na
média dos movimentos médios. Em uma outra etapa realizou-se um conjunto de
integragOes numeéricas para casos distintos de razao de massa entre os satélites,
sem a presenca do achatamento, no intuito de se explorar a dependéncia desta
razao de massas sobre a estrutura dos pontos de equilibrio e parametros que
determinam o formato da drbita girino-ferradura. Através de sucessivas
integragdes numéricas para diferentes razées de massa planeta-satélite buscamos
casos limites desta relacdo que permite a manutengao do sistema coorbital por
um certo periodo. Finalmente. verificou-se a estabilidade do sistema em pontos
préximos ao limite girino-ferradura para diferentes razées de massa.

PALAVRAS CHAVE: Satélites Coorbitais: Pontos de Equilibrio Lagrangianos:
Ressondncia; Achatamento: Jano-Epimeteo.
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Mourao, D. C. Studv of the Dynamical Structure of the Coorbital Satellites.
Non-Restricte Case. Guaratinguetd, 2001, p. Dissertagdo (Mestrado em Fisica) -
Faculdade de Engenharia. Campus de Guaratinguetd. Universidade Estadual
Paulista.

ABSTRACT

Janus and Epimetheus are two coorbital satellites which were discovered around
Saturn. Epimetheus do not librate about just one of the lagrangian stable points
(L4 or LS), but on a wide strip that include the lagrangian points L4,L5 and L3.
This system also shows an oscillation for the satellite Janus, in such a way that
appear two new equilibrium points for this system. That happens due to the fact
that Epimetheus mass is not negligible in comparison to the mass of Janus (the
mass of Janus is approximately five times Epimetheus mass), what makes it
necessary to abandon the restricted problem for this case, and to consider the
masses of the three considered bodies. In the present work we performed numeric
simulations adopting the three-body problem, we also present some analytic
development. for the non-restricted case considering the masses of Saturn, Janus
and Epimetheus, and their respective semi-major axes. Choosing several initial
conditions. depending on the minimum approximation among the satellites, it was
obtained the whole range of possible orbits, from tadpole orbits to horseshoe
orbits. It was also considered cases with the presence of the oblatness of Saturn.
The inclusion of the oblatness was made considering a set of cases with growing
fractions of the real intensity of Saturn’s oblatness. in order to allow the
identification of its effect in the dynamics of this system. The results indicated
that the oblatness provokes a radial oscillation in the orbit of the coorbital
satellites and a decrease in its respective mean semi-major axes, causing an
increase in the average of the mean motion. In another stage we performed
numerical integrations for different satellite-satellite mass ratios. without
oblatness, to explore the mass dependence on the structure of the equilibrium
points and others parameters that define the shape of tadpole-horsehoe orbits.
Through successive numeric integrations for different planet-satellite mass ratios
looking for limiting cases of this relationship that allows the stability of the
coorbital system for a certain period of time. Finally the stability of the system in
the case of orbits close to the limit of tadpole-horseshoe orbits for different
satellites mass ratios was estimated.

KEYWORDS: Coorbital Satellites: Lagrang{an Equilibrium Points: Resonance:
Janus-Ephimetheus.
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1 Introducgao

Brown (1911) demonstron a possibilidade de drbitas coorbitais do tipo girino para
particulas ao redor do pontos triangulares estaveis (L4 e Ls), objetos que libram
ao redor dos pontos Lg, Ly e Ly perfazem érbitas denominadas como ferradura.

Em 1980, foi descoberto no sistema de Saturno, através de observacoes, como
mostrou Synnott el al (1981), um par de satélites coorbitais, Jano-Epimeteu,
que apresenta uma evolugao orbital peculiar em funcao de suas massas serem
comparaveis. Eles descrevem, num sistema de coordenadas girantes, trajetorias
onde nao somente o satélite de massa menor (Epimeteu) perfaz um longo arco.
envolvendo os pontos Lagrangianos Ly, Lz e Ls, desenvolvendo uma érbita do
tipo ferradura, mas Jano também descreve uma oscilacao do mesmo tipo , porém
de amplitude menor.

As massas destes satélites foi calculada, indiretamente através dos seus respec-
tivos movimentos médios, com maior precisao através das observagoes terrestres
e dados orinndos apds o voo das sondas Pionner e Voyager I e I1. Estes resultados
sao utilizados também para o calculo do volume e densidade de cada um dos
satélites, eles sao efetnados através de suas respectivas médias. Isto é mostrado
com cada vez maior precisao nos respectivos trabalhos de Dermott & Murray
(1981b ), Yoder et al (1983), Yoder et al (1989) e Nicholson et al (1992)

Harrington el al (1981) analisaram a estabilidade deste sistema com simu-
lagbes numéricas levando em conta a perturbagao miitua entre os satélites, o
achatamento real de Saturno e os seus oito maiores satélites. Neste trabalho,
observa-se que mesmo integrando este sistema e considerando os fatores citados
por cerca de 200 anos, nao ha significativas alterages no tipo de rbita ferradura
de Jano e Epimeteu.

Dermott & Murray (198la) analisaram os casos de satélites coorbitais via
problema plano, circular, restrito de trés corpos (planeta-satélite-particula) e en-
contraram uma relacao da largura de oscilagao radial e a curva de velocidade zero
da particula. Aplicando os resultados ao caso Saturno-Jano-Epimeteu, Dermott
& Murray (1981b) concluem que a razao das larguras radiais das rbitas e a razao
das amplitudes de oscila¢ao sao iguais a razao das massas dos satélites.

Posteriormente Yoder ef al (1983) demonstraram as diversas possibilidades de
Orbitas girino e ferradura para sistemas do tipo Saturno-Jano-Epimeteu, e dentre
outras relacoes eles derivaram uma expressao aproximada que permite calcular a
minima aproximacao dos satélites, incluindo para o caso de transicao de girino
para ferradura. Neste trabalho Yoder ef al também analisaram outros efeitos
perturbativos nas ¢rbitas de Jano e Epimeteu, concluindo que o achatamento
e os principais satélites de Saturno nao acarretam alteragdes significativas na
dinamica destes satélites. Conclusao semelhante € vista também por Lissauer ef
al (1985), que por sna vez considera os efeitos de torques devido ao anel A de
Saturno.

Resumindo os dados destes satélites, podemos dizer que “Jano é o sexto
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satélite conhecido de Satwrno. Foi descoberto por Audounin Dollfus em 1966 e
receben o nome mitologico do dens das portas e das entradas. representado por
duas faces viradas para direcoes opostas. Jano tem uma forma irregular com 196
por 192 por 150 guilometros de diametro. Esta intensamente crivado de crateras.
tendo algumas com 30 quilometros de diametro. Na figura (1.1), a esquerda. é
mostrada a imagem de Jano obtida pela sonda Voyager 2 em 25 de Agosto de
1981. E a imagem disponivel em maior resolucio.

Epimeteu é o quinto satélite de Saturno. Foi descoberto por R. Walker em
1980. Pela mitologia Epimeten era filho de Japeto e irmao de Prometen e Atlas.
Epimeteu significa vista posterior em grego. Tem uma forma irregular com uma
dimensio de 144x108x98 quilometros de diametro. E atravessado por diversos
vales e sulcos, grandes e pequenos. Podem ser vistas na superficie diversas cra-
teras com mais de 30 km. Epimeten e Jano partilham a mesma Orbita a 151.472
quilometros do centro de Saturno on 91.000 quilometros acima dos topos das
nuvens. Estao separados radialmente por cerca de 50 quilometros. Quando estes
dois satélites se aproximam um do outro trocam um pequeno momento e mudam
de Orbita: o satélite de dentro passa para fora e o de fora é movido para a posicao
de dentro. Esta troca ocorre cerca de uma vez em cada quatro anos. A figura

(1.1) mostra a direita a imagem de mais alta resolucao de Epimeten obtida pelas
sondas espaciais Voyager. A Voyager 1 obteve esta foto em 11 de Novembro de
1980. Nesta imagem, o anel F de Saturno projeta uma sombra sobre a superficie
de Epimeten 7 Copyright 1999 Calvin J. Hamilton - http://www.solarviews.com.

Figura 1.1: A imagem da esquerda é de Jano obtida pela sonda Voyager
2 em 25 de Agosto de 1981. E a imagem disponivel em maior resolugao.
A direita vemos a imagem de mais alta resolugao de Epimeteu obtida
pelas sondas espaciais Voyager. A Voyager 1 obteve esta foto em 11
de Novembro de 1980. Nesta imagem, o anel F de Saturno projeta
uma sombra sobre a superficie de Epimeteu. Copyright 1999 Calvin J.
Hamilton

AV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unespw.l 12: 13 34 15 16 T7 18



2 Desenvolvimento

Fizemos um estudo detalhado das analises apresentadas em Yoder et al (1989) e
dos seus resultados que sao definidos pelo parametro A. o qual gera o angulo de
minima aproximacao dos satélites (¢min). Para isto usamos um modelo geral das
equagoes do movimento, porém nesta primeira etapa nao consideramos o efeito do
achatamento indicado pelo parametro .J,. Para todos os valores de A analisados.
a configuragao de coorbitais permanece mesmo apds 80 aproximacoes sucessivas
dos satélites.

Uma peculiaridade deste sistema é que se atribuirmos como condicao inicial
do sistema o seu valor de A > 0.2, os dois satélites perfazem drbitas do tipo
girino librando apenas ao redor dos seus pontos de equilibrio estdveis Ly ou
Ls. Para A < 0.2 as drbitas sao do tipo ferradura abarcando todos os pontos
estaveis L, e Ly e o0 ponto instavel L3 de ambos os satélites. Porém se A = 0, 2,
indicando que a maxima distancia angular dos satélites (@max) € de 180°, ou seja o
exato ponto Ly, temos uma regiao de instabilidade, pois ha uma indefinicao entre
Orbitas ferraduras e girino. Para mapear a largura desta regiao, posteriormente
fizemos diversas simulagoes nas proximidades de ¢, = 180°, o resultado é que
as regioes instaveis comecam a aparecer quando ¢pa. ~ 179,98, de modo que
podemos concluir que a separatriz entre as drbitas dos tipo girino e ferradura é
consideravelmente estreita.

Conferimos o real efeito do achatamento em coorbitais. para isso fizemos di-
versos experimentos numéricos com o aumento gradual do achatamento em cada
simulacao, partindo de .J, = 1,628 x 107> (0.1% do valor de .J, para o planeta
Saturno) até J, = 1,628 x 102 (achatamento real de Saturno). Observamos
numericamente que o aumento deste parametro provoca o aumento da média do
movimento médio, Roy (1988), o que implica também em um menor valor para
0 semi-eixo maior médio. Notamos porém qiie a minima aproximagao angular se
mantém, de modo que a distancia de minima aproximagao dos satélites diminui
quanto mais achatado for o corpo principal. Além disso percebemos uma os-
cilacao radial de curto perfodo, sendo que, a amplitude desta oscilacao bem como
a excentricidade média da Orbita de ambos os satélites aumenta com o valor de
Jy, E por fim, em uma analise analitica encontramos relacoes similares as obtidas
por Yoder ef al (1989), porém aqui consideramos a inclusao do parametro .Js.

Em seguida realizamos ensaios variando a massa do satélite “Epimeteu” e
observamos as conseqiiencias deste procedimento nos elementos deste sistema
coorbital, entre eles: os pontos de equilibrio e as amplitudes de oscilacao radiais
e angulares. Quanto maior for a massa de “Epimeten” (M3), mais os seus pontos
de equilibrio L, e Ls (que passaremos a chamar respectivamente de Ljg3 e Lss3)
aproximam-se angularmente, além de diminuir a oscilacao radial e angular deste
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satélite. O inverso ocorre para “Jano”, ou seja, com o aumento da massa de
“Epimeten” os pontos de equilibrio Ly e Ly de ”Jano” (que passaremos a chamar
respectivamente de Lyg e Lsg;) distanciam-se angularmente mantendo uma se-
paracao angular de 60° dos respectivos Lys3 e Lsgs, além de aumentar a amplitude
de oscilacao radial e angular de “Jano”.

Uma conclusao interessante é que conforme aumentamos M; mais o satélite
“Epimeten 7 tende a se estacionar nas proximidades de seu ponto de equilibrio
instavel Lj (que passaremos a chamar de Lzg3). de modo que Lyg3 e Lygs vao se
aproximando de Ljzg3. Com valores suficientemente grandes de M3z, Ljss e Lsgs
convergem para Lzgs e “Epimeten ” passa a ficar estatico no ponto onde outrora
era L3g3. Nesta configuragao podemos dizer que estamos tratando do problema
restrito de 3 corpos, com Satiurno como corpo principal, “Epimeten” o secundério
e “Jano” a particula.

Em uma outra etapa 1iltimo periodo, variamos a massa do corpo principal,
para encontrarmos a sua relevancia na estabilidade deste satélites para um inter-
ralo de tempo fixado. Constatamos que se a massa deste corpo for menor que
um valor determinado pela minima aproximacao angular dos satélites, o satélites
deixam de ser coorbitais durante o intervalo de tempo considerado.

Apresentamos como resultados inéditos:

As equacoes e graficos que determinam os pontos de equilibrio para o proble-
ma de tres corpos no caso nao restrito, e sua concordancia quando nos

dirigimos ao caso restrito variando numa das massas.

A inclusao gradual da intensidade do achatamento no sistema em simulacoes
numeéricas visando verificar o sen efeito no sistema coorbital. O efeito do
achatamento na posicao dos pontos de equilibrio.

O estudo para diferentes relactes de massa dos satélites tendo em vista o
seu efeito nos elementos dinamicos do sistema e na posicao dos pontos de
equilibrio dos satélites.

Simulacoes numeéricas para diferentes relacoes de massa planeta-satélites.
visando encontrar casos limites desta relacao que permite a manutencao
estavel do sistema coorbital por um certo periodo.
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3 Resultados para o Sistema Saturno-Jano-Epimeteu

3.1 Introdugao

O problema de 3 corpos no espago. apesar de nao possuir uma solugao analitica.,
é muito famoso e estudado em Mecanica Celeste. No seu ambito restrito, no
qual é negligenciada a massa de um dos corpos denominada particula, obtemos
no sistema girante, 5 pontos de equilibrio para a particula. conhecidos como
pontos Lagrangianos. Os pontos de equilibrio sao divididos em: estaveis se a
particula tender a permanecer librando na vizinhanga do ponto uma vez deslocada
ligeiramente dele on instaveis no caso contrario. O problema restrito apresenta 3
pontos de equilibrio instaveis (L, Ly e L3), os quais se encontram todos alinhados
com os dois corpos massivos. Além disso, se a razao de massa entre os dois
corpos for menor que 0, 04, entao temos também dois pontos de equilibrio estaveis
(Ls e Ls) que formam triangulos equilateros com as duas massas (Blanco &
McCuskey (1983)). Isto se refere exclusivamente ao caso restrito de trés corpos,
nossa motivacao neste trabalho é a busca de relagoes e resultados que considerem
as massas de todos os corpos envolvidos, em especial para o caso observado no
sistema Saturno-Jano-Epimeteu, que talvez, ilustram a relevancia deste trabalho,
tendo em vista que se referem a casos reais.

O primeiro passo nesta questao, que sera desenvolvido neste capitulo, € en-
contrar as equacoes do movimento da dinamica de num sistema coorbital Planeta-
Satélite-Satélite. o qual posteriormente aplicaremos ao caso Saturno-Jano-Epimeten,
e faremos, a partir de entao, algumas analises e algumas aproximacoes para o
movimento destes satélites almejando encontrar expressoes que nos mostrem as
caracteristicas dinamicas deste sistema, tais como a minima aproximacao dos
satélites e a amplitude de oscilacao radial e angnlar e os pontos de equilibrio.

Para realizar as andlises analiticas deste problema mostrou-se mais conve-
niente trabalhar com as equacoes do movimento em coordenadas polares (r,0),
como feito na literatura em trabalhos como de Yoder ef al (1983). Primeira-
mente encontramos expressoes gerais na secao [3.2] através de uma Lagrangiana
que esta em nma funcao de um potencial U7, o qual é desenvolvido na secao [3.3].
Esta Lagrangiana nos permite encontrar as equacoes do movimento mostradas na
secao [3.4] para a integragio do sistema para diversas condigdes iniciais na segao
[3.7].

Este capitulo consiste em uma reprodincao mais detalhada do estudo apre-
sentado em Yoder el al (1981). acrescentando-se novas analises sobre os pontos
de equilibrio em satélites coorbitais para o caso nao restrito na secao [3.5], em
especial de como a massa do terceiro corpo influencia na posicao dos pontos de
equilibrio.
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Figura 3.1: Particula I’ no espago: o plano S representa um plano
de referéncia, enquanto o plano S é o plano de 6rbita de P, sendo i a
inclinagao do plano da orbita e 2 a longitude do nodo ascendente.

3.2 Equagoes Gerais do Movimento

Inicialmente vamos supor um corpo qualquer no espaco, no intuito de consider-
armos uma solucao geral para a descricao de sen movimento. Em seguida re-
stringiremos este problema para o caso plano e com um dos corpos de massa pre-
dominante em relacao aos demais. no caso o planeta. Isto nos permite uma simpli-
ficacao significativa no problema, que pode, dentro destas devidas restricoes, ser
aplicado no sistema real Saturno-Jano-Epimeteu nos resultados tendo em vista
a baixa inclinacao de Jano e Epimeten (< 0, 34°) e da relacao de massa entre os
satélite e o planeta (< 5,8 x 107%), como mostra Synnott et al (1981) e Yoder ef
al (1989). Lembramos que as massas entre os satélites, no caso Jano e Epimeteu,
permanecem ao longo de todos os desenvolvimentos analiticos de mesma ordem.

Seguindo Brown & Shook (1964), faremos o equacionamento do movimento
de uma particula > que se move em uma drbita em dado plano S, comparado a
um sistema inercial que contém um outro plano chamado S’, como é mostrado
na figura 3.1.

Definimos a variavel I como inclinagao do plano de drbita S ao plano de
referéncia S, e Q como a longitude do nodo ascendente em relagao a uma linha
O de referéncia no plano fixo.

Podemos decompor o momento angular nodal (d2/dt) em dois vetores, sendo
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um perpendicular ao plano S, valendo d€2/dl cos(I) e outro contido no plano S
como dQ)/dl sen([)

Definamos agora a varidvel 7, que representa a posigao angular angular /” ao
longo dos planos de S e S" como:

T=Q+w+f

sendo w o argumento do pericentro e [ a anomalia verdadeira. entao v — () sera
a longitude de I” com a linha dos nodos.

Para I’ se manter na orbita dada no plano S entao o torque do momento da
inclinagao e do momento angular da linha nodal decompostos na linha que une
o centro de orbita ao ponto I? deve se anular, ou seja:

{ 19
{—i sen(y — 1) = i sen(/) cos(y — Q) (3.1)
dl dl

A velocidade angular de P’ é dada pela velocidade angular /> no plano ',
somado a velocidade de d2/dt. decomposta em nm vetor perpendicular ao plano
S’, oun seja:

d dQ d-y L dQ
{E( - Q)+ o cos(l) = — — F(W

J ol )

= (1 - cos(]))

Seja r a distancia da particula I” ao sistema de referencia, e no plano da érbita
de S’ a velocidade ao quadrado sera:

dr 2,47 dQ

KT @y L@y
r!'f.) ! dl dl

“:(

sendo ' a massa de /' e 1" a energia cinética do sistema.

A energia cinética sera, portanto:
1 dr .. o d7 VN
-!.- - I gl 2 2 SEL N 1" 2
2" [(m) welm T !
definindo:

dv  dn dQ

dt — dl :F

e utilizando a formulacao Lagrangiana:
L=T_V d (0L) 0L
- ' dt\dq) g

sendo ¢ uma das coordenadas generalizadas do sistema e:
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1| (ar\® . [dv)®
E=2|[2E) 42 2] | =0 3.
2 (fu.) * (m) { (3.8)

e U é a energia potencial do sistema por unidade de massa m'. temos entao 4
graus de liberdade: r,7,Q e I', e temos como equagoes do movimento, aplicando
a formulagao Lagrangiana nestas varfaveis:

oUu

“ar
f)“,
a0
“ou
or

Se nos limitarmos ao caso plano, ao qual se refere o sistema Saturno-Jano-
Epimeteu, teremos I'(/) = 1; e Q = 0 e chamando 7 de 6 ficamos com:
. . ou i
F—rf? = ——— (3.18)
or
([( 20) l'()('
Ealli e ) VN
dt o0
0 proximo passo agora € encontrar o potencial U para o caso de satélites coor-
bitais, que faremos na préxima secao.

(3.14)

3.3 O potencial U

Consideremos uma massa M como a massa de um planeta, que adotaremos como
Saturno, e dois satélites coorbitais de massa M; e M3 que adotaremos como
as massas respectivas de Jano e Epimeteu. Definimos também um referencial
inercial, onde R é o raio vetor de Saturno. R, é o raio vetor de Jano e ]Ei.;; é o
raio vetor de Epimeteu. Declaremos como r| o raio vetor de Jano em relagao a
Saturno, ry o raio vetor de Epimeten em relagao a Saturno, A o raio vetor de
Epimeteu em relacao a Jano, e G a constante de gravitacao universal. Isto pode
ser visualizado na figura (3.2). Diante disto temos como equacoes do movimento
para os tres corpos no referencial adotado:

se 111’,‘1[ i .'I'lqulif: T
MR, = g{ ik ‘rg}

1 rs




A

X

Figura 3.2: Trés massas Mg, M, e M3, no espago em relagao a um
referencial inercial X, Y, Z, e seus respectivos raios vetores R, R, e Rs.

(3.16)

f'”]l?l.q — Q’{

.-.'J|;‘l!;; + ‘U’,‘U’] S
A3 = = I

& MMy - MM, _
MsRs = @ {“‘*i_;'iA - .,.'; : 1-3} (3.17)
'y

Subtraindo as equacoes (3.16) e (3.17) de (3.15) obtemos os movimentos dos
satélites em relacao a Saturno:

N M,+M, . Ms. Ms. .
ry = g {—(%)ul 4 (,_;'“IA — —‘;u;)} (-5‘18)
rs A (I

i ."l)‘fx -+ .'"l)‘f: _ .‘ln" : .‘ln" i »
fy=G {—(f‘)ux — (Slida + Tﬁul)} (3.19)

onde U, us e Up sao os vetores unitarios de ry, r; e A, respectivamente. Con-
siderando M = M, + M, temos que a equacao de movimento de Jano no sistema
de coordenadas cartesiano (i, 1, z) centrado em Saturno sera dado por:




Ty or
LMy, Ol
— g i Ay,
Mz oF:
T O i
()Cl

3
ré

Se considerarmos [/} como a energia potencial de Jano; entao: 3 = pr LU

) M .
('I == "’g?‘ - }‘1:1 (3-26)
1

e simetricamente, o potencial de Epimeten Uj é:

M
= ¥/ = 1f':n

r's

A Mg + M;

. 1 Iy T
Iy = GM, (S i :.3 1)
: 1

E nesta parte consegnimos determinar o U para o sistema de satélites coor-
bitais, agora podemos obter as equacoes do movimento.

3.4 Equagoes do movimento

Substituindo U; da equacao (3.26) na variavel U das equacoes (3.13) e (3.14)
obtemos para Jano

Ol
0,
g"‘h‘|r % ()f' 13

el

f'.l l;_)f'|




e pudemos reescrever:

2 1 ry cos(0); — 0.
!‘l.'i - g:'\.":; [3 -— %;s)l ;
: 3

A = \,f;r"f + 12 — 2ryr3 cos(0; — 03);

e simetricamente, para Epimeten:

P 32
L2 o
a3 %) a0,

d? o, GM' Oy
g2 (a(}:a) ==

."3 (.)?'I‘;
e pudemus reescrever palra Epime?ell:

. 1 Is ("US(”;; e 0]) s
Fs. =M, |- — ———|; 3.36
31 =GM, [ A 2 (3.36)
Desmembrando as expressoes (3.30) e (3.31) encontramos as equacoes do
movimento para Jano:

i QM (3.37)
™
+GMs; {-3_3?1 + A%y cos(0) — 03)
a 2:",01 GMsry 1 1
b6 = - sen(ty —0s) | — 73 + 3

e similarmente para Epimeteu, através das equacoes (3.34) e (3.35):

("US(().I ou (};)]

1 %

(;\J_c; -+ f‘l.‘f_';)
G——s—

rs

raly —

+GM, [-A%rs + A% cos(l3 — 0y) —

3

('US(O:; e (}l)
'i]

2-'::; l';):; n giulf'}

rs s

I();; = SGI‘I(();; = 01) (—5 -+ %) (13-10)
1

As equagoes (3.37), (3.38), (3.39) e (3.40) sao as equagoes que descrevem o
movimento de um par de satélites coorbitais coplanares de massas comparaveis
que orbitam um planeta central, estao dispostas em coordenadas polares r e
0. Estas equagoes podem ser integradas numericamente e assim fornecer uma
descricao do movimento de Jano e Epimeten em relacao a Saturno, de acordo
com as condicoes iniciais impostas. Mostraremos mais adiante que estas condigoes

iniciais sao determinadas através da minima aproximacao angular dos satélites.
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3.5 Os Pontos de Equilibrio

Nesta secao buscamos encontrar os pontos de equilibrio para satélites coorbitais
de massas comparaveis. Por pontos de equilibrio entendemos como, a posicao na
qual podemos, hipoteticamente, colocar os satélites e eles permanecerem nele ao
longo do tempo em um sistema referéncia girante tendo o planeta como ponto
fixo.

Os pontos de equilibrio tem como caracteristica o potencial ter um valor
extremo de minimo ou maximo, que implica neste ponto a forca atuante ser nula.
O que esperamos para condigao dos satélites estarem em seus respectivos pontos
de equilibrio é para cada um dos satélites: i#; = 0,7; =0 e 0; = 0. E além disso,
nestas condicoes, o valor para 0; representa a velocidade angular do sistema de
referencia girante. e se os satélites estao estaticos em relacao a este sistema de
referencia, entao 0, = 0s.

No momento que as equagoes que determinam as aceleracoes no movimento de
cada um dos satélites forem nulas esperamos encontrar os pontos de equilibrio, on
seja, quando um satélite nao mais influir no movimento do outro. Diante disto,
comparando estas informacoes com as equagoes (3.38) e (3.40), podemos dizer
que estamos tratando de um ponto de equilibrio quando:

1 1
- 3

__2?"|(}1 n GM3zrs
"l Ty
_2?“303 n GMr,

3 rs

(}] —

f;j:s s

: 1 1 s
sen(fs — 0,) (-—F -+ r_‘) =0 (3.42)
' 1

Como as velocidades radiais devem ser nulas nos ponto de equilibrio (7; = 0),
podemos dizer que:

1
A

LM"UH sen(, — 03) (_

1

1
% 7) (3.43)
'y
Mir 1 1
g—‘.ﬁ sen(t’)_—; = 0[) (——"“ + 3
1

s A3 ) (3.44)

Chamando 0, — 03 de ¢. e lembrando que A = v-”r‘f + 13 — 2ryrzcos(0; — 03),

temos:

sen(¢) (— = 5 (3.45)

sen(¢) (—. : . (3.46)




Uma possibilidade de satisfazer simultaneamente as equacoes acima. e assim

obter o primeiro ponto de equilibrio, é ignalar sen ¢ = 0. Para tanto podemos ter
duas solucoes para ¢:

= (°
= 180°

Tomando o valor ¢/, que substituindo nas equacoes (3.37) e (3.39):

(Mg + M)

s

3

: . 1
+G M | =A% + A7 — _]

(r"ln"j-,' . _-"}";g)

! f

. . 1
+g..'-1’| f’—A_'sf';; + A_'i?'] s —}

= -":i(};; =
i

Nas condicoes de equilibrio, ¢ = 0, logo 0, = 05. que passaremos a denominar
0. O valor de A é definido como V;'Pf + 13 — 2rirzcos(¢), que em ¢ = 0 fica

\;"’r'f + 1§ — 2rr3. As equacoes (3.49) e (3.50) entao ficam:

(Mg + M,)
ps

, 5 _3/2
+G M, [— (-’f + ?}2 - '-3?'|F'3) il

.. Mg + M.
oy — g(Ms + o)

sy

'{Jl"z-"l ~G

Mg+ M
( ..2'-_I_) “:_ g‘.)’,;

1
(Mg + Ms)
2

rs

= 6% -G

i3 = 0%r3—G

£ | MU .
! { (

para r3 > ry, on as equagoes (3.51) e (3.52) tornam-se:
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” Mg+ M

0%, — gﬁ-—( “‘t ) 4
i

!()2?':1 - g(”b _: Ui)

+GM, {7

Iy 3= f'l)

sery >rnra
Pelas condigoes de ponto de equilibrio sabemos que 7, = i3 = 0. logo as
equacoes (3.53) e (3.54) que sao vélidas somente para r3 > r| ficam:

" Mg+ M 1
G%ry — g(i*;" + G M [7
r (r3 —m11)
1
+ GM, [—43

{,}2}.3 B g(:\f,q —i; Msy) .
; ry — 1)

3
e as equacoes (3.55) e (3.56) que sao referentes a r; > ry:
i, Mg+ M,
= Brp— g(“iz') + GMs {_7_2

Ms) 1

s — 11

= '(.}2»*':; - g—“—“‘“‘“ + G M, [—“—

1

(Mg + M,)
(?':i i "'I)z

5 + Gl [

L

(}2!] = g

ou ainda:

v :'I; ;"l}‘-,' l
P’(rs—1)+G— —G— —G(My+ M3) ——— =0
T Iy (r3 — ?'1)

[gualando as equagoes (3.59) e (3.60) encontramos para 1y > rj:

(a‘”:‘; + M

3
rs

My fee——
+G [(_

(s

0*r, — G = Pr3—¢

g == *"I):Z !

Mg+ M 1 1
(411 +GMy | —mm— — —
"'f 3




ou ainda:

N Ms A
Py —13) —~G—t g—"i‘ _G(My+ My) —— =0 (3.64)

T (r3 — ?'l)z

A solugao das equacoes (3.62) e (3.64) em 1, e r3 representa a posicao dos
pontos de equilibrio, para um par de satélites coorbitais de massa M, e Mz que
orbitam um corpo central de massa Mg. Estes pontos sao colineares e os raios
vetores que une estes pontos ao corpo central estao defasados de 0 graus entre si.

Ainda na equacao (3.64), se adotarmos Mz como nulo, temos:

., \ M 1
0%(ry — r3) — g—“ g—i - GM———— =0 (3.65)
r3 (rs —m1)
Como Mj; aqui é nulo, pudemus dizer que M, se relaciona a Mg através do
problema de dois corpos, de maneira que:

r30% = G(Mg + M,) (3.66)
E normalizando 1, = 1 e § = 1, assim encontramos na expressao (3.63):

1 =
G(Ms + M) (1 —r3) gm+g—— —Q'lh( l)z =0 (3.67)
3 — 1
Como adotamos que 7y > r3, entao teremos A = 1 —r3, 0 que torna a equacao
(3.67) como:

d

que pode ser reescrita como:

G Mg (—(—_l_\—)ﬁl ) GM, (—$+_\) (3.69)

esta € a equacao encontrada em Murray & Dermott (1999) para o ponto La-
grangiano [ no caso restrito.

Ainda supondo que M3, mas desta vez com 13 > 1y, entao tomamos a equacao
(3.62):

M M 1 .
rff(;;—;1)+g-—i -G— —GM——— =0 (3.70)
] r3 (rs —71)

Normalizando novamente que ry = le ) = 1, o que implica se negligenciarmos
U; que 77 0’3 = G(Mgs + M,;) = 1; e definindo A = r3 — 1, temos que a equacao
(3.70) ﬁca.

Mg

Mg+ M)A+GMs —G—-—= —GA™*M; =0 3.71
g( 4 1) g k ( -1-_3) g 1 ( [ )
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que pode ser reescrita como:

1 _ , Lo ooaX e

esta é a equacgao encontrada em Murray & Dermott (1999) para o ponto La-
grangiano Ly no caso restrito.

Tomando novamente a equacao (3.64). Mas desta vez para M, = M3 que
denotaremos por M3, temos que o ponto L, é dado por:

-y “'l! .-:‘;)’ y L l
02(-"| i) = g—; < g—; = ng.'”!i:iﬁ
i1 T3 rs —T1)

e para o ponto Ly tomamos a equacao (3.62) e obtemos:

Plrs =) + G5 — G ~ 26 Myy——— =0 (3.74)
i r3 (r3 — 1)

As equagoes (3.73) e (3.74) nos mostram a posicao dos pontos de equilibrio
instaveis L e L, para um par de satélites de massa comparaveis. Numericamente.
se adotarmos 1, = 1, vemos que os pontos L, e Ly de M, tendem a se distaciarem
cada vez mais da massa M;. conforme consideramos o aumento da massa de Mj,
isto é mostrado nas figuras (3.3) e (3.4), para um sistema de massas da ordem
de Saturno e Epimeten.

Adotando agora para a solucao do sistema dado pelas equagoes (3.45) e (3.48)
o valor de ¢ = 180°, implicando que A = r| + r3. temos que as equacoes (3.37)
e (3.39) ficam:

(.'l)"q -+ .-'”1 )
¥

g = l
+G M, [‘ (rot o) Fn—1ry £ ’*‘*Tz}

3

?'10;'3 —Q'

‘. 4". ."c.; ‘l .‘f
ra02 — g%
3

1 . _:; . . . -—-:; . l
+g!\f| !i—(?|—1—?3) ?;;_(;‘|+?3) ?]+E}
Como estamos tratando de um ponto de equilibrio, entao 7 = 73 = 0.
equagoes acima ficam se adotarmos ¢, = 03 = 0:

(Ms + M)

3

r6? -G

- g 1
+G M [_ (ro+78) v = (r1+75) g + ?'_2}
3




Posicéo de L,

Figura 3.3: Posicao do ponto lagrangiano ., em relacao ao planeta,
em funcao da relacao de massa entre os satélites. Consideramos a
distancia entre o planeta e o satélite principal como unitaria, o grafico
mostra que quanto maior for a relagao de massa, culminando para
massas iguais (M3/M,— > 1), mais este ponto de equilibrio se aproxima
do satélite principal. Para M;/M; = 0, temos a localizagao de I, no
caso restrito.

(Mg + Msy)

J i

= -":s()2 -G
—|—g‘”1 — (}'1 1
on ainda:

A 9
}7“) + GM; [_ (ri+73) 72 + ;

Ms3)

+GM, [~ (r+713) 7" + =




de L,

Posicédo

Figura 3.4: Posicao do ponto lagrangiano [, em relagao ao planeta,
em fungao da relagao de massa entre os satélites. Consideramos a
distancia entre o planeta e o satélite principal como unitdria, o gréafico
mostra que quanto maior for a relagao de massa, culminando para
massas iguais (Ms/M;— > 1), mais este ponto de equilibrio se aproxima
do satélite principal. Para A3;/M; = 0, temos a localizagao de L, no
caso restrito.
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Somando as equacoes (3.79) e (3.80), e simplificando:

Mg _

cuja solugao representa a posicao dos pontos equilibrio quando os satélites estao
opostos,

Se considerarmos M3 = 0, o que significa que estamos tratando do caso res-
trito, entao:

0=0%(r1+13) — =5 — Z5= — GMy (1 +713) ™ (3.82)

e normalizando as unidades de tempo e espaco de forma que e ry = 1 e ) = 1,
temos:

02 = G(Mg + M) = 1 (3.83)

entao a equacao (3.82):

GMs P
(1+73)G(Ms + M) = GMs — Z5% — GMy (1 +15) ™ = 0

3

on reescrevendo:

1 1
OMi| ~=ips) 2B | = B Tobms | =D (3.85)
T (1+1r3)

3

Esta é a equacao encontrada em Murray & Dermott (1999) para o ponto
Lagrangiano L3 no caso restrito.

Observamos nma sensivel variagao da localizacao do ponto Lz em um sistema
Saturno-Jano, com a o aumento da relacao de massa entre os satélite. O raio
vetor de Saturno ao ponto L3 tende a aumentar em mddulo com o aumento da
relacao de massa entre os satélites. de modo a culminar para massas iguais, em
modulo, ao mesmo valor do raio vetor de Saturno - Jano.

O que as equagoes (3.69). (3.72) e (3.85) nos mostram é que as equacoes que
determinam os pontos de equilibrio instaveis para o caso nao restrito convergem
para o caso restrito quando uma das massas é despreziveis.

Retornando as equacoes (3.45) e (3.46). uma outra possibilidade de solucao

seria:
l )
=3
I
1
7




Esta solucao so6 é possivel se adotarmos A = ry = r3. E podemos reescrever a
equacao (3.86) como:

= e : , (3.88)
f"l

V-'.f'f + 1?2 — 2r? cos(¢)

e encontramos, isolando cos ¢:

cCOsS () = ._

isolando ¢ :

b = 60° (3.90)

E os satélites devem estar a mesma distancia do planeta, defasados de 60
graus. Isto nos lembra os pontos de equilibrio Lagrangianos L, e L; do problema
de tres corpos restrito, onde a particula forma um triangulo equilatero o corpo
primario e secundario. Substituindo o valor ¢ = 60, r; = r3 = 1 nas equacdes
(3.37) e (3.39), temos:

Fi o= 62 —G(Mg+ M) —GM, (3.91)
'y = (}f = g(uw -+ ."”:;) — G M, (392)

No ponto de equilibrio, devemos ter que #*; = '3 = 0, e normalizando a unidade
de tempo, de maneira que GMg = 1, as equacoes acima ficam na forma:

= 02—-1-GM, —GM; (3.93)
= 02-1-GM;—GM, (3.94)

E podemos determinar a nova velocidade angular de cada satélite como:

V1+G(M, + Ms) (3.95)
0y 1+ G(M,; + Ms) (3.96)
v

que determina, portanto, a velocidade angular do eixo de referéncia girante, onde
colocados os satélites de maneira a formarem um triangulo equildtero com o
planeta, eles permanecam estaticos relativos a este eixo.
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3.6 Consideragoes analiticas

As forcas entre Jano e Epimeten nao sao simétricas devido ao segundo fator das
equacoes (3.32) e (3.36). onde deve-se trocar os indices de 1 por 3, e também os
indices 3 por 1. Se [}3 = 0, entao voltariamos ao problema de 2-corpos para Jano
e Saturno, e se [3; = 0 , a reciproca é verdadeira e encontrariamos o problema
de 2-corpos para Epimeteu e Saturno.
Suponhamos que Jano faca uma drbita circular de periodo ng e raio ag, logo:
.. = (3.97)
dl J'(]

onde T} seria o periodo de Jano. a 3° Lei de Kepler diz que:
T2 = yad (3.98)

4n? ) 5 Bl
) 3 ¢ —-1/2 —3/2 ‘
—5 = pag == ng = 2w~ ' “ay (3.99)
ng
Desta forma a variacao angular de Jano (0;) € o préprio ng. Porém, vamos
agora considerar que a presenca de Epimeten provoca uma variacao neste movi-
mento médio én; orinnda da influencia de Epimeten, de modo que:

do;

dt

Derivando ng em relacao a ag. encontramos a variacao da distancia radial (dag)

deste satélite em relacao a Saturno devido a uma perturbacao no sen movimento

médio (dn). Assim podemos escrever que 7y é dado por aq acrescido desta per-

turbacao de Epimeten no movimento médio de Jano somada a uma perturbacao
radial:

= ng + on; (3.100)

: 3 —5/92 2 {.'L"H(]
' 7?;1_""2(—3){.1” da = dag = —= ——%m
- 3 2np—1/2a,"

i ap + dag + 61y

Assim sendo:

I Sl e ) -+ r‘}r,
Ve gy = 1/2 472/
27 ay

2 dn
3

on ainda:

2 dn
' =ag— <y

— + or
327 - l

~1/2, -6/
gy

no /2w

AV
cm 1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17 18



E finalmente a distancia radial de Jano em relacao a Saturno é considerada

COMmMo:

(3.105)

Vamos agora substituir a equacao (3.100) e a equacao (3.105) nas equagoes
(3.30) e (3.31), porém sempre desprezando os termos de segunda ordem em ér
e 6ny. Derivando a equacao (3.100) e lembrando que ny é uma constante temos
para o satélite Jano:

(fl{}l

di
(!.'201 d
iz dl

= ng+ 6ny (3.106)
—(6ny) (3.107)

Substituindo as equagoes (3.106) e (3.107) em (3.30) e (3.31), chegamos a:

!’f sz{} ff f]f“,;g . )
dl ( Al ) al ( *(no +én.)) =70, (3.108)

2 2o . M Ol
i’f'| = ¥ (i()l) = i!'[ = ."'[(H(] -+ (.‘»;H[)z = —g_}f + : (3109)

di? dt di? ré or

tomando a equacao (3.103):

! " . s ol
—] + 2(1[](5?'| + O(é!fé!ﬂf)

e multiplicando por (ng + én;):

; ; 1y j .
2 _ 2 2 p S 2 ¢ 2
ri(ne + ény) = agng — guﬂf‘}f.’] + 2agngéry + O(6ry, 6ny)

Substituindo (3.111) em (3.108):

d [ ,d0 d 1 5. _ dF-
;E (?f'&}—l) ~ '}-" (I’IUH[] 5!’1.[2](‘”!1 -+ 2{1.()!!(]($F'|) = (')()II{

como ag e ng sao constantes:

d [ ,d0 1L wid ;. _ g Iy
a (FfT’l) ~ —Erzﬁa(ém) + 2”{]?!(];&((&?']) — (')Ulli

e finalmente:

1 (()I";
_A—;aﬂ{ (6ny) + founnf (6ry) = 00]:
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Derivando a equagao (3.105) obtemos:

dry 2ag d d
— s, .8 I =
dl 3 rrl,rf!({nl)+ dl (0r1)

assim sendo:

d?*r, _ .
di2  3ngdi? e T

(120 + én,)? = uf, + 2npdn, (3:117)

tomando 7, da equagao (3.105) e multiplicando por (ng+46n;)? da equacao acima:

ri(ng + 6ny)? = (uunfl + T;”n”né”l - Br‘.‘r,n(‘;) + 36rng + O(6r3, (ﬁn‘f) (3.118)

[

Multiplicando o termo entre parenteses da equagao (3.118) por r7/r? temos
lembrando da equacao (3.110):

; s 4 ; y : y
ri(ne + ong)? = [(u[,nf‘ - §tr(,33(,érf| — Eﬁr'mé) + .'iérinf, — O(érf, hnf)

2
r

9 _ 4,28 T Yy
[au — 30022 4 2a96r) + O(675, én,)]

; 4 . o s o i
o |iiae 3 ¢ O DT o R TS ‘
— [u{,n” - 3Gon00n1 — 20ringagy + 36r ngag (3.119)

4 ., ,6n 55,8 ; . 1

3,20M | 5 2 2 2

—3%M + 2agngér, + O(ory, 6ny) 5
. 0 1

que pode ser simplificada lembrando que agni = GM na forma:

f'i(N[] —I— (5“] )2 =

GM  3éringa

2 2
" "

+ O(6r7,6n%)
e ainda admitindo que r? & aj, chegamos:

o M ;
ri(ng + é6ny)* =~ g?z— + 3ngor, (3.121)
i

Substituindo as equagoes (3.116) e (3.121) na equacao (3.122) temos:

————(6ny) + —(611) — (3.122)

d p i ol 2 ag d? d?
: N :5 ”“(‘frg ”’!2




M .
o (g!—f + Iir:f,ér,)

g‘h‘: ) (‘)".L';

> "y

2 ag d? d? L
e (6n1) + m(é!';) — 3ndér, =

:i T I"E

Reescrevendo a equacao (3.114) e (3.123):

f')f"lzs
(')f'l

1

, d 2 (I' ()]
—f—;aﬁm(ém) - ‘z_’-u“nna(érl) i

f‘)()l
2 ay d? d? . OF3
—=——(6ny) + —(6r1) — —3n2ér '
3 () ”w.‘!( ]) d!Z( I) . l (()?']
temos as novas equacoes do movimento, que considerando as devidas aproxi-
macoes, similares da equacoes (3.30) e (3.108).

Olhando agora somente para os termos da equacgao (3.124) , vamos negli-
genciar os termos relativos a éry, de maneira que [3(r;,r3,0, — 03) torna-se
Fi3(ag, ag, 0y — 03). Reescrevendo desta forma a distancia entre os dois satélites
(A). definindo 0; — 03 = ¢ como a separacao angular entre os dois satélites, fica:

A? = a} + al — 2agag cos ¢ = 2a5(1 — cos ¢) (3.126)
sabendo que
2 (sen (¢/2))° =1 — cos ¢ (3.127)
obtemos:

A? = 4a2 (sen (0/2))” (3.128)

e a equacao (3.32) sera dada por:

(3.129)

(3.130)

[‘2|sen(w,’2)

Substituindo a equacao (3.129) na equacao (3.124) e sabendo pela equacao
(3.100) que:
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d%¢ B d*(0; — 0,)

diz dt?

e que M, Fi3 = M3l chegamos em:

7 y {:(\h +M3) 1
2 4
_luzd o a [2|.-u-|:(-_'=,-'2]}

Y i :
3 Do

— COS (,'JJ[

an

o ainda
24 / = i ‘} % — COsS Q@
1d%¢ N g (‘UI + ‘“’{) [2|:-'.v|1(<,':..-'2}| ¢
3 dt? n uﬁ OO

chamando ¢ = (Msz + M,/Mg)"/? :

9 — ‘.I).'I '+‘ .'"1"_'{
Mg

(

multiplicando por nj

o o Mz+ M .
(ZHF; — _-_“‘h!‘_‘ H(Z;

Aplicando a equacao (3.99) temos:

g "l K Y
(g”(g] = g—( ;';j— UI]
ay

Substituindo a equacao (3.136) na equagao (3.133):
1d%¢ 5 .5 O K
——— = €Ny | ——= — cos ¢
3dez ~ ° 9 |2 |sen(¢/2)] b
Multiplicando a equacao (3.136) por d¢/dt, e rearranjando

do
——e S COE | —
2 |sen(¢/2)| dt

Integrando a equacao (3.138) chegamos a:

D)
1 (do o 1
C=—-—{—| =&t |——c—cosd
(u’.’ ) . l‘z |sen(¢/2)| ]

sendo C numa constante de integracao. chamando:

1 do d?o 2 9 0 [ 1

€ Thn—=
3 dt di? Y96

e por relagao trigonometrica:
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cosd=1—2sen’(¢/2) =1— 2
que substituindo na equacao (3.139):

e 1 ff(_’) 2
' 6

Definindo 17 = C + ¢?n}. temos:

L\ 2 2.2
E = .. (d—(‘:) e [l + 4;:-3} (3.143)
6 \ di 20 ]

A constante [ é definida como negativa. pois como trabalhamos com o médulo
de r no segnundo termo e o segundo termo da soma deve ser sempre negativo
e o primeiro termo, equivalente a energia cinética também é uma quantidade
negativa.

Rearranjando a equacao (3.143):

o (rh,‘))
% (1 + 429 dt

Definindo

R(z) =z — A1+ 42°]

A=—nl/2E

integrando a equacao (3.144) obtemos:

oo\ 172
(t — to)(—6E)"/? = / do (R'(""r)) (3.147)

que representa a evolucao angnlar de nm par de satélites coorbitais no tempo
para uma dada constante F.
Isolando d¢/dt na equacao (3.144) temos:

d¢ ~— [R(z)

— = /=61y
di \ o

Se d¢/dt = 0 temos a minima aproximacao angular (¢,,). o1 a maxima

distancia angular (¢,,.«) entre dois satélites coorbitais. Pela equacao (3.148),

esta condicao se dd quando f?(x) é nulo., ou seja, na raiz do polinomio R(x)

(3.148)

encontramos os valores de r que nos permitem encontrar a maxima e minima
separacao angular entre dois satélites coorbitais para um dado valor da constante

A.
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Definindo

sena = (3A)*? (3.149)

Entao para R(x;) = 0 encontramos:

sen(%) S
Ty = - 3.150
"= kA wil2)

E portanto a separacao minima angular é lembrando da equagao (3.140):

@min = 2 al‘(‘SE’I‘}(.‘I.") (!5151)
Havendo mais duas raizes ainda tal que:

sen(§ + 120°)
. S S

’ VvV 3A
sen(§ — 120°)
T e il 4

3 ,_._';‘1_

A estabilidade (i.e. d?¢/dl? = 0,d¢/dl = 0) corresponde derivando a equacio
(3.143):

(3.152)

(3.153)

d iﬁ' 1+ 423 '
(5 ) da =0 (3.154)
dx do

D

c“nyg

(3.155)

isto implica que:

(3.156)

de onde encontramos a A = { x; = sen 30°, ou seja ¢ = +60°, que sao os pontos
Lagrangianos L, e L.
Outro ponto interessante corresponde a transicao girino ferradura, onde ¢ = 7
(o que implica que 2 = 1) e d¢/dt = 0, substituindo estes valores na equacao
(3.143):
)
Fim it 0 (3.157)
2
e A = 0,2 mas a condigao d¢/dl = 0 também é valida para a minima aproximacao
Omin. de modo que para esta mesma constante de [2 (transigao girino-ferradura):

g 2.9
B2 ~S2 [1+40”] (3.158)




3 & Q 1x
4" —5x+1=0 (3.159)
0 qual encontramos como raizes: {x =1}, {{ =14 —;\/Z} , {! = —% - %\/E}
0 primeiro valor equivale a maxima separacao angular ¢,,.« = 7, 0 terceiro nos
levaria a um ¢ = 2arcsen (—1,2071) que pode fisicamente ser descartado, porém
o segundo nos leva a minima aproximacao dos satélites. pois estabelecemos como

condicao d¢/dl = 0, assim para a separatriz girino ferradura: A = 0,2 e ¢, =
2 arcsen (—7'3 + i\/,_}!) = 23,906 graus.

3.7 Resultados numéricos
Introdugao

Nesta parte realizamos as integragoes das equacoes (3.37) até (3.40) para um
problema plano relativo aos dados do sistema de satélite coorbitais Jano-Epimeten
relativo a Saturno como corpo central, para as mais diversas condicdes iniciais
definidas pelo valor de A definido na equacao (3.146), de modo a variarmos como
condicao inicial o angulo de menor aproximacao entre os satélites Gnin, que ape-
sar de derivar de uma equacao que é obtida atraves de algumas aproximacoes.
€ integrado usando as equacoes exatas de movimento. Apresentamos para cada
uma das condicgoes iniciais os respectivo graficos da evolugao orbital no sistema
girante, a evolucao das distancias radiais no tempo e a evolucao da posicoes
angulares para cada um dos satélites.

Alguns dados importantes utilizados aqui. foram obtidos de Nicholson et al
(1992) e Yoder et al (1983), sao eles:

massa de Saturno: M, = 568, 8- 10%! kg

massa de Jano: M; = 1,98 10™ kg

massa de Epimeten: M; = 5,510 kg

semi-eixo maior médio: ag = 151450 km

média do movimento médio: ng = 516, 8188258197442 9 /dia

Para efetuar o estudo deste sistema, estabelece-se um sistema girante centrado
em Satwrno. Este sistema possue a mesma velocidade angular que a média do
movimento médio dos satélites Jano-Epimeten (ng). Usaremos neste novo sistema
as coordenadas polares (r;,¢;), onde o indice i = 1 se refere a Jano, e parai =3
refere-se a Epimeten.

Tipos de 6rbita e andlise do movimento

A primeira integracao feita foi para os satélites fixos nos pontos Lagrangianos,
na qual A =1/3, e ¢nin = 60°, observamos que os satélites permanecem fixos no
sistema girante, mantendo a distancia angular de 60° a (figura 3.5), e também
nao alterando sna distancia radial (figura 3.6).
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Cumpre lembrar que em todos os graficos aqui apresentados, a escala de tempo

seguin a normalizacao da média do movimento médio como sendo unitario., e o

semi-eixo maior médio também unitario para a escala de distancia.

Se tomarmos. como mero exemplo, A = 0,3 obtem-se que O, = 41,294°, e
integrando-se para este valor obtemos que a evolucao para estes satélites no sis-
tema girante, ou seja, o sistema que acompanha o movimento médio dos satélites,
obedece o tipo de drbita girino para ambos satélite (figura 3.8), observamos
também que eles trocam de posicao simultaneamente, ou seja, enquanto um esta
percorrendo a parte inferior da drbita girino o outro se encontra na superior,
(figura 3.9), e finalmente que estes satélites nunca se cruzam (figura 3.10) e
possiiem uma minima aproximagao quando se encontram em sen semi-eixo maior
meédio.

Colocando agora A = 0,2, que como vimos na secao anterior representa que
os satélites tem ¢.c = 180 graus, ou seja estao na transicao entre girino e fer-
radura. isto implica que 0,,;, = 23. 906, e integrando-se para este valor obteve-se
a evolugao para estes satélites no sistema girante mostrada na figura 3.11, radial-
mente eles permanecem trocando posigao entre si (figura 3.12) e angularmente
pode-se observar melhor a libracao simultanea (figura 3.13) do que no caso an-
terior.

E se tomarmos agora a minima aproximacao observada para Jano-Epimeten
(Omin = 6,8°), que resultaria em A = 0,06, e integrando-se para este valor
obtemos nma drbita do tipo ferradura para estes satélites no sistema girante
(figura 3.14), com sua devida oscilacao radial (figura 3.15) e angular (figura
3.16).

Estabilidade

Deve-se ressaltar que o periodo de libracao anmenta com o aumento da largura
angular da drbita girino, chegando a seu apice na transicao girino-ferradura e
volta a retroagir na orbita ferradura. como mostrado na figura (3.17). Isto ocorre
devido ao fato de conforme se diminue o valor de A. a partir de uma érbita girino,
tendendo a regiao de transicao girino-ferradura. os satélites vao se aproximando
cada vez mais do ponto de equilibrio instavel em que ¢ = 180 graus, de maneira
que eles tendem a permanecer por um longo tempo nesta configuracao.

Para verificar a estabilidade deste tipo de drbita integrou-se estas equacoes
por um periodo dez vezes maior na qual percebemos que os satélites aproximam-
se cerca de 80 vezes (figura 3.18.3.19 e 3.20). como cada periodo de encontro é de
cerca de oito anos (Nicholson (1992)), podemos dizer que estes satélites podem
permanecer neste tipo de orbita por mais de 320 anos.

Resumindo esta secao, mostramos as Orbitas que podem ser possiveis em
satélites coorbitais para o caso nao restrito em funcao das condicoes iniciais do
problema:
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* Jano
4 Epimeteu

Figura 3.5: Evolucao orbital para as massas de Jano e Epimeteu com
A = 1/3, ou seja, os satélites estao defasados de 60 graus entre si, e
permanecem estaticos no sistema girante durante toda integragao.

Figura 3.6: Distancias radiais de Jano e Epimeteu referente a Saturno
contra o tempo para A = 1/3. Os graficos estao sobrepostos, de modo
que eles nao alteram a distancia radial entre si.




Figura 3.7: Posicao angular de Jano e Epimeteu, que se mantém
a distancia de 60" entre si ao longo do tempo para os pontos La-
grangeanos para A =1/3.

— Jano
Epimeteu

Figura 3.8: Evolugao de Jano e Epimeteu para A = 0,3. Neste caso os
satélites esbogaram uma érbita do tipo girino, librando apenas em um
ponto de equilibrio
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Figura 3.9: Distancia radial de Jano e Epimeteu referente a Saturno
contra o tempo para A = 0, 3. Eles trocam de posigao simultaneamente,
e quando um esta abaixo do semi-eixo médio (r = 1) o outro esta acima.

lar (graus)

posigédo angu

tempo (periodo orbital)

Figura 3.10: Posicao angular de Jano e Epimeteu contra o tempo para
A =0,3. A minima aproximagao é de cerca de 41 graus.




Jano
Epimeteu

Figura 3.11: Orbita no eixo girante de Jano e Epimeteo para A = 0, 2.
Aqui temos um exemplo de uma 6rbita separatriz girino-ferradura.

L 1 i 1
am 4000 o

termpo (periodo orttd)

Figura 3.12: Distancias radiais de Jano e Epimeteu em relagao a Sat-
urno contra o tempo para /A = (,2. Como nos casos anteriores, temos
uma oscilagao radial peridédica
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Figura 3.13: Posigao angular de Jano e Epimeteu no tempo para A =
0.2. Podemos ver como os satélites tem uma minima aproximacgao e se
distanciam angularmente.

| = Jano
Epimeteu

Figura 3.14: Orbita no sistema girante de Jano e Epimeteu para A =
0,06. Neste caso temos uma 6rbita do tipo ferradura que envolve os
dois pontos de equilibrio de cada satélite.




Figura 3.15: Distancias radiais de Jano e Epimeteu contra o tempo
para A = 0,06. A amplitude de oscilagao radial aumenta significativa-
mente em relagao a orbita girino

g

i +  Jano ]
+  Epimeteu

NS

Posicao anguar (graus)
s 8 &8 8 8

o
L

00 00 &0
tempo (periodo orbital)

Figura 3.16: Posicao angular de Jano e Epimeteu no tempo para A =
0,06. A minima aproximagao € de cerca de 24 graus.




periodo de oscilagao (periodo orbital)

30
¢ (graus)

Figura 3.17: Periodo de oscilagcao de um sistema coorbital Saturno-
Jano-Epimeteu para diferentes condigoes iniciais, indicadas pela
minima aproximacao angular dos satélites (¢, )-

Os satélites se mantém nos pontos de equilibrio, como mostram as figuras

(3.5), (3.6) e 3.7, para isto eles deve estar defasados de 60 graus, ter a
mesma distancia radial e mesma velocidade angular

girino, em uma curta de libracao ao redor de um dos pontos de equilibrio,
como mostram as figuras (3.8), (3.9) e (3.10).

ferradura, na qual cada um dos satélites abarcam dois pontos de equilibrio

estaveis, ilustrados nas figuras (3.14). (3.16) e (3.15):

separatriz, que definimos como a transicao da érbita girino para a ferradura,
conforme as figuras (3.11), (3.12) e (3.13).

Concluimos também que os satélites mantém a configuracao atual observada
por mais de 320 anos (figuras (3.18), (3.19) e (3.20)). E para encerrar este
capitulo temos no figura (3.21) uma visao geral de todas as drbitas obtidas para
diferentes condicoes iniciais.
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Jano
Epimeteu

Figura 3.18: Evolugao da ferradura para A = 0.06. Observa-se aqui a
estabilidade deste sistema, pois os satélites mantém a mesma evolucao
no sistema girante mesmo apés 80 encontros sucessivos.

| ,1 nn F iliilihsly H wliliks q ks q ~
S T

terrpo (periodo orbital)

Figura 3.19: Raio orbital em funcao do tempo para o caso ferradura
(A =0.06) para o tempo de integracao 10 vezes superior aos esbocados
anteriormente.
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Posi¢ao angular (graus)

tempo (periodo orbital)

Figura 3.20: Posigao angular dos satélites em funcao do tempo para
o caso ferradura por um periodo de integracao 10 vezes superior aos
esbogados anteriormente

Figura 3.21: Exemplos de d6rbitas: (a) girino; (b)separatriz; (c) fer-
radura
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3.8 A cinematica de satélites coorbitais

Seguindo Lissauer ef al (1985), vemos na figura 3.22 um diagrama esquemaético
das drbitas de Jano e Epimeteu no sistema de referencia centrado em Saturno com
velocidade angular igual a velocidade angular média dos satélites 7. Os satélites
perturbam-se mutuamente quando se aproximam um do outro, o que provoca
a alteracao nas suas respectivas Orbitas. Supondo-se que esta perturbacao se
da em um curto perfiodo de tempo comparado a libragao completa dos satélites
coorbitais (Dermott & Murray (1981b)), podemos aproximar as longitudes dos
satélites no sistema inercial como:

0, = at+unt—mxm (3160)
0 nt — vl +7 + 3 (3.161)

para 0 S ﬂM‘,d('_r') S '1/2 e

= nt—ut —m (3.162)
03 = Mt+ut+7—1y (3.163)

para T/2 < IMoa(ry < T', e onde T' é o periodo de libragao dos satélites, os
angulos 7, e 73 sao definidos na figura (3.22) e

2m 4

= — = — 3.1
" T2~ T (3.164)
2vs 4y

TE=T (3.165)

7]

O momento angular aproximado deste sistema é dado por

L= J"lf]?‘;(?’](}” + f‘l!;;?';; (3'_‘;03) (3166)

Usando as equagoes (3.160) e (3.161) encontramos o momento angular descrito
como:

L= f‘l!]f"f (?_I g V|) b I‘f;;?'g (I_? = V3) (3167)
para 0 < tyoqery < T/2 e pelas equagdes (3.162) e (3.163)

L = Myri (i — 1n) + Mar2 (i + 13) (3.168)
para 79/2 < !'Mud(’f‘) =




Figura 3.22: A figura mostra as posigoes relativas de dois satélites
coorbitais genéricos em relacao ao planeta Saturno. Os angulos v, e 3
representam a maxima libragao angular de cada um dos satélites, além
disso, consideramos como referéncia angular a linha tracejada.

Se tomarmos um instante tal que { = 7/2 — € e um outro t = T/2 + ¢,
para € muito pequenos, temos que pela figura (3.22) r; = r3, além disso, pela
conservagao do momento angular, podemos igualar as equagoes (3.167) e (3.168)
de maneira que:

Myr? (i + 1)) + Mar2 (7 — v3) = Myr? (2 — vy) + Mar (7 + vs)

que simplificando para ry = r3
Myvy — Mavs = — Myvy + Msus
ou ainda:
M, = i13M;
e lembrando das equagoes (3.164) e (3.165) concluimos que
Y1 My = 3 M;

A conclusao importante aqui é que a as amplitudes de libracao angular sao
inversamente proporcionais as massa de seus respectivos satélites.
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4 A influéncia do achatamento na dinamica de
satélites coorbitais

4.1 Introdugao

Inicialmente encontramos as equagoes do movimento para dois satélites coorbitais
considerando efeito achatamento e fizemos alguns calculos analogos ao capitulo
anterior.

Para verificar a real influencia do achatamento de Saturno neste sistema,
fizemos algumas simulacbes numéricas considerando este efeito, de forma que
em cada uma delas inserimos valores crescentes do parametro .J, de Saturno e
monitoramos a evolucao orbital, radial e angular dos satélites. Partimos de ./,
como 1 % do valor observado para este planeta até o seu valor real. Um ponto
a ser ressaltado € o aumento da excentricidade média do sistema com o aumento
deste parametro.

4.2 Equacgoes do movimento com o achatamento

Buscamos aqui encontrar as equagoes do movimento para 3 corpos, sendo um
considerado como corpo principal de massa M, e serda usado como sistema de
referencia para outros dois (M, e M3) que orbitam ao redor do primeiro e se
perturbam mutuamente, o que difere aqui da secao 3.4, é que queremos a inclusao
do achatamento de M nas equagoes do movimento de M; e M.

Seja uma particula qualquer a uma distancia r de uma massa M com achata-
mento J; e raio equatorial R, vamos supor que a particula perfaz um angulo ©
com o plano equatorial de M. O potencial desta é descrito na obra de Roy (1988)

U= g l —Jy (H) (3 — senO)l (4.1)

considerando que todos os corpos que envolveremos estao no plano equatorial de

M, entao © = 0, logo:
M 1 R\E
Ur) = g+ {1 + 57, (—) } (4.2)
= %

ou ainda

Ufr) = gi‘—’ -gi"l-" JoR? (4.3)

A forca gravitacional é calculada como:
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Uy M M.,
ar gr g vl

e portanto

M
= e —g— JoR°Y (4.5)

Diante disto podemos equacionar o seguinte problema: em um dado sistema
de referencia seja um corpo principal de massa M, em uma posi¢ao R,, com um
achatamento definido por .Jy e raio equatorial R. Orbitando este corpo temos
duas massas, uma de massa M;, localizada em R] distante de 1y da massa M e
outra de massa M3, localizada no sistema de referencia na posicao R'; e distante 13
do corpo M. As equagoes do movimento para estes trés corpos neste referencial,
considerando as sua mituas perturbacoes gravitacionais sao dadas por:

MR, gu‘,gu.  + M3 g— LR, + GM,Ms 2 =
r3

3 'lf
1‘“’;2 H“r;

- — U
I.”r|R| gf‘h’l f\!;;% = gfh(] Ph’«.,— = 11’] : Hzr, (-17)

13—1]

= ) — T Vi
Miit, = MMy =T gy, w;— - ufg SRR (4.8)

(BT ;l s 27 13
Admitindo que M, é muito superior de M; e M3, vamos colocar um novo
centro de coordenadas inercial centrado em Mg, de modo que o movimento de

M; e Mj em relagao as estas novas coordenadas serdo dados pelas equagoes (4.10)
para M, e (4.12) para Ms;.

M
—) G \L,— kT
3,1 o rs 3,1
—ga\h?—]‘ = ‘-'h'ligr—?.fzﬁzrl —_— gi‘.];H — ;U;;Qg?::.ﬁszzr;;

G Ms;

] ; M. Ms S T T
7') e (A—;A—Tgrg) - Zg 5 JoRYF) — n;lzgg.lzzfﬁr,

S
—ﬂlgig——,;.lgh’zr}; (4.10)
3
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R;—R«,—

|’l“7;l

)(‘l)zr'; (411)

—gﬂlh —; — ﬂl!]égirjghﬂr’[ e gﬁ.f;—z = ,':lfgégijgj'z?r';;
F"l 2 ?..I} g 2 I‘;

3

4 M, + M) .. My, M.\ 3, M, _,. 3 A
e = - e —— q — A 3 —— ,...- —.‘. ——J:
r3 g ( ]: ) rs g (/_\‘ +— "l r]) 5 I; R rs .(12gr1]l Ig]f r
3

w J. i
—M3=G—Jo RT3 (4.12)
277y

X assim para este problema podemos generalizar o seguinte potencial U em coor-
denadas polares (r,#), sendo r o raio e f o angulo em relagao a um dos eixos de
referéncia:

()'1!5 + J'U'l')
e Wbty

T

(Ms + My

z'

U; =— = -QLH*’ —gfeh’z M- J (4.13)

1 r;'T;
M;|——-—
g’)(a )

gh’ 1 Ts COS(G,; —gJ) (4 14)
=i \/r'f + 1% — 2r;1; cos(0; — 0;) r; .

para A = \/r;‘-* + 1% — 2rirjcos(0; — 0;), e i e j variando entre 1 e 3 e i £j.
Portanto

Ms + M;
gMs + Ms)

'y

G ri cos(0; — 0;) (4.15)
—Yivl; - ; 19
4 \/r +r3 r; cos(6; — 0;) r}

A oe(0i—0;
( .’c,+M) " g]Hz” ri CUS(O,; 0;)
=

t' J

Uy =

1 .
—=GJ,R?
2ng

E através das equagoes (3.13) e (3.14), podemos escrever:
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Ms + M;)
g{ 9 (M i
2. : )I g i

1

L =vl:— 1 —11‘3—%

r; cos(0; —

! (\/rz + 1% — 2r;r; cos(0; — 6;)
(Ms + M,

i

+= g J,R? g.;r.gff'*’-fuj :

e portanto para a variavel 0; :

d (oc oL
dt \ag,)] 00

0

r; cos(6; — 0;)

|
s

(4.17)

Mg + J”z)

—g I, R? ( g.;z R*M;

i

rir;sen(0; —

GM;
e

T; CUS[{}Z' — {)J)
i
J

0 risen(0; —
) | rusen

2

T ("US((),_‘ — I()J))

(4.18)

GM,; (—

3 3
A rs

rir; sen(Dz- — OJ)

oj)) (4.19)

?f(}z 4+ 2r7 0; = gM; (_ - A3

3 risen(0; — 0;)
+gg.12;uj—m-?_d—1

J
isolando (),

r;sen(0; — 0;)

2

U

T sen(f; — GJ))

i /s,

ri Ti

2.'-'3' - g!"u'
bt —r (— A3
+§Q.fgﬂ!}- SE‘]’I(O,; = OJ)

: A
8.7 r

E analogamente para a variavel r; :

i oL oL
dt \ or;

(r)?'g

1 2 3 4 5 6

0; — 6;
., sen( : J))
r..'

AVAYAY
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(r') ]. 242 ('”5—{—1.11(,)
re (2.?19! +4g =

+GM; ( 1 —ricoslfi=0; ))

\/rf + 1% — 2r;rj cos(0; — 0;) r;

e (Mt My g 0,
+—g.f21f2(‘r“’7f’ G LRAM, ’“’S(—i) (4.23)

2 T 8 rd
?.i(};;_gw

7?2

+G M, [—.-ﬁ r; + A3 ;5 cos(0; — 0;) — M
?"j
Ms+ M :
SgnpMatiy g, gy olo0)
r i

!'- J

portanto

(Ms + M)

2
i

0; - 0,

+GM; | —A=3r; + A™3r; cos(6; — 0;) — “’s(?izi
T,

cos(0; — 0;)

M M,
(‘r";_l g}zﬁiﬂj ,
T3

t' J

——Q S H:

Assim temos finalmente como equacoes de movimento para este problema
Para a massa M,

(\L,+U)

== I]()f
£ |

(‘US(OI — 03 )
i

+GM3 | —A%r; + A %r3 cos(0; — 03) —

A !
( ftg—l— ![) Q}Hz U;CUS(O 0';)
."l }3
2!']0] gf.l){'gf'_'; SE'n(():g = 0]) l l
= + Az e

——gf R?

ry US|
: ), — O
"Ft—:g-le'”:sw

rry

e para a massa Mj

(;’1)’5 + f‘l)';)

P s

= -":i(};:f - g
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A 0’ e
"I“gf‘][ —A_3'1’3 r A_gl'] ("US(D;; — 01) — L
(i’l[g + I‘!’g}

r3

4

1
2% 0 £ GM,ry sen(03 — 0,) (_ L l{)

=

cos(03 — 0y)

- gg.,w? - gg.ﬂsz‘*;1!1

s s AS 1
sen(0s — 0;)

I';;I‘J}

+;—§ G.Jy M,
As equacoes (4.26), (4.27), (4.28) e (4.29) sao as equagdes que descrevem o
movimento de um par de satélites coorbitais coplanares de massas comparaveis
que orbitam um planeta central que possui um achatamento .Jy, estao dispostas
em coordenadas polares 1 e ). Estas equagoes podem ser integradas numerica-
mente e assim fornecer uma descricao do movimento de Jano e Epimeten em
relacao a Saturno, de acordo com as condigoes iniciais impostas. O que diferen-
cia estas equagbes, das obtidas anteriormentes sem o achatamento (3.37), (3.38),
(3.39) e (3.40), sao alguns termos que aparecem a mais, porém se adotarmos
Jo = 0, retornamos a mesma, mostrando a covergencia das relagoes obtidas.

4.3 Consideragoes analiticas com o achatamento

Faremos nesta parte do trabalho célculos similares aos realizados na secao 3.6.
Porém os destacamos como resultados inéditos, devido a considerarmos o efeito
do achatamento definido por .J,.

O movimento médio i para um corpo que érbita um outro corpo principal
achatado no plano equatorial deste, é dado segundo Roy (1988) por:

f 3. LR/ 2\1/2 :
n = ngy [1 + E pz (l — ) (4-30)
onde ng seria o seu movimento médio se o corpo principal fosse esférico e p =
ag (1 — €?). Se tratarmos de problemas de pequena excentricidade temos:

(4.31)

3 .}21?2)

= no (.T. + 5 ﬂ2
0

Assim sendo, sabendo que:
2
f[?

onde T’ seria o periodo orbital sem a presenca do achatamento, encontramos:

(4.32)

np =

47 : 9 —3/2 -
— = ;m.g = ng = 2?.*,:1._1-’;2(.1." / (4.33)
AT
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e portanto:

‘ 2
: —1/2, —3/2 3. LR .
a=2mp~ e " (14— (4.34)
208
Consideraremos novamente que Jano faz uma érbita circular, com semi eixo maior
ag e movimento médio ng, que perturbado pelo achatamento de Saturno se torna
7fi. Ele também é perturbado por Epimeteu na direcao angular e radial, de modo
que:

(1'01
dt
.‘"] flp —I“ (‘jf'l

n + (S'” 1

Substituindo a equagao (4.34) na equacao (4.35), ficamos com:

10 3hR2\ . .
e (1+ 3/ )+ém (4.37)

dt 2 af
Derivando 7 em relacao a ag, encontramos a variacao da distancia radial (dag)
de Jano em relacao a Saturno devido a uma perturbagao no seu movimento médio
(dn). Assim podemos escrever que 1, € dado por ag acrescido desta perturbacao
de Epimeteu no movimento médio de Jano (da,) somada a perturbagao radial
(6r1), ou seja:

ry = ag + dag + 6ry (4.38)

Derivando n em relacao a ag :

3 242+ 7JoR?
dn = —é”L(zg'd(ln (—139)

> Vi (va)
podemos encontrar dag como
9
2 Vi (Va)

lag ——= . dn
dag 37 (208 + 7!]232)‘ n

e purtant-o onr reescrito como:

2 Vi (va)

™ =ay—

37 (2a3 + 7J,R?)

dn + éry

e isolando ayg

e (S.?']

1.2 Jiag” ’
— = : —bn
37 (2a% +7LR2)




E usando a equacgao (4.33) na equagao (4.42) temos:

2 §
™ = Qp 1-— = _”'l 7 2 O 6?' (4.43)
3no (1+ §5R%5")

Vamos agora substituir a equagao (4.37) e a equacao (4.43) nas equacoes (4.18)
e (4.24) parai = 1 e j = 3, assim as equagdes (4.18) e (4.24) ficam reescritas

. 1 ry cos(fy — 03)
Ul) . ‘){) GM, [ 2 2 : ; - 2
1 \/r] + 1.3 e 21'[?'3 (‘US(O[ o=t 03) 13

1 o(Ms+ M 3 . ; 0, — 0
+;g.f-gff-*(i—‘% - gg,ﬁmﬂuf{%ﬁ) (4.44)
- | 3

01 (l,.z{jf + g(f”s‘ + M)
('31'1

+GM, — l a
\/rf + ;r',f — 2]"1?'3 CUS(OI P 03)

p 1

Ms+ M) 3.
- gf ffz(L—‘L:;‘r—) = gngR"M

1

ry cos(0,

Definindo o termo (73 como o potencial perturbador de Epimeteu e do achata-
mento de Saturno em Jano de modo que:

Gz = GM 1 rqy cos(0y — 03)
13 = Y3 : : B “
3+ 13— 2r1mg cos(0; — 05)

(s + My _ KN O VALl ) S

"1 rs

—gf H

as equacoes (4.44) e (4.45) ficam:

{ D .
;!( 0):‘5;?](113

(J"u"r + I'h(|) + (r)
r ory

e ainda podemos reescrever a equagao (4.47) como sendo:

';:I i "'"l():2 = _g (}l;;
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?'f{}i + 2?']1"[0| = % ((l[;;) (449)

Derivando a equagao (4.37), e como ng, Jo, R e ag sao constantes, temos:

0, = %(5;;1 ) (4.50)

Substituindo as equagdes (4.37) e (4.50) em (4.47) e (4.48), chegamos:
d 2 ! d 2 : 3 ]2.”2 “ _ 8(:13 -
a (? |0|) = d_f (:“ (H(] (l + E ”.(2] + (‘)Hl — 801 (-1-01)

;' 3 LR *  GM 3Gy _
Fp— Ty (ﬂl)z =i - l‘”n (l + — 2.2 ) + e’JniJ =——+ Lo (4.52)

2 aj ri ory

mas tomando a equacgao (4.43):

2
; 2 8 |
J'f = |ag 1 — = _HI SR + (‘)?'l (—153)
3ng (1+ JhR2ag)

negligenciado-se os termos com segunda ordem de én; e ér, e abrindo a expressao:

2 én,y

2
s 4 aén, » 3

ag — = - — +a; | = — (4.54)
3 ng (l -+ é.ﬁz!{zaaz) ¥ i (1 + %J»),Rzn.az)

2 on _ 2
+2a9 |1 — = — | ory + (or
0 ( 3 g (1 4. 5_121{2”62)) 1+ (6r1)

ag — 54

3 + 2(!(]61'] (455)

no (1+ 312 R2%g5?)

e usando a equagao (4.37) e (4.55), negligenciando-se os termos com segunda
ordem de ény e 6ry:

o s 4 . on . 3 LR?
20 a2 — -a? : — + 2a46r ln (l -+ —2—) + én l
vs v ng (l + %th"zﬂﬁ)') ik ° 2 af l

; 3 LR? ) 4 . é
ag [no |1+ = 22 +éni| — sag— ?”] —
2 aj 3 Tng (l + 5.1'-2]1’2(10 )

3 LR?
+2ag0r 119 (l +5 22 )

& ”;]




que desmembrando:

. ; 3 LR? _ 4 ) 3 LR?
J'f01 ﬂ[z) (}"I(] (J_ + = 22 ) e (‘)'H]} e r—(i'(zl 2 ey (1 + = 2 B}
2 ag 3 T ne (l + £ )Tg.Hzﬂn ) 2 ag

2
+2(I-[]{5?']Hu (1 + - j )Tz.f )

1.. ”.u

3 )rzh)z 4\ 1+ :Z-)T:Z‘A{")-.z}”'l;2
ﬂ(}”[] ( - 5 HU ) + t‘lu nq (l (3) 1 s TEJ?‘H.ZQ'(]E + 2

. 3 LR?
{.I()é?'li.’(] (1 o+ = = 2 )

2 af

Substituindo a equagao (4.56) na (4.51):

, 1 3 JLR? ; 4\ 1+ J,R%a5?
30 — 9 14222 2 _ (_) 2 0
dt ( ) dt ano {1+ 2 af Foenill 3/ 1+ g-bh’za-a

. 3 J,R?
+2(IU(SN'1'H{} (l + = 2 )] (-1-57)
2 a}

o0,

Como ag, R, J5 e ny sao constantes temos finalmente que a equacgao (4.47)
torna-se:

; 41— 2hR%g"\ d :
( ( 3{)) = g (1_ _—zi.ﬂ) —(6ny) + 2a9ng (1 8 dalt ) 1(6 1)

31— %.)T-szzﬂ(] dt 2 ay ) dt
0G 13

0,
Derivando a equagao (4.43):

(4.58)

(4.59)

(i?'i 2 fly d d ;
i —v =, (6n1) + —(6m1)
a3 ne (1 B fzjgza ) dt dt

d?ry 2 ap d?

o e n
dit? 3 ng ( + 17 fzfgza‘ ) d!z( )+ 2'1'2
Sabendo da equagao (4.42):

i 3 J,R? :
!(}]2 = noll+ = 2 =T + ény
2 aj

3 JoR? " :
ng (l g : ) + 2npdn, (1 + g bfj ) + (6ny)* (4.62)

2 a% Qg

(c‘nl)
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multiplicando a equagao acima por r; dado pela equagao (4.43) e negligenciando-
se os termos com segunda ordem de én; e ér;:

% [ 9 S _
ri67 agp | 1 - m + 61
| ‘3H0 (l + Ty R%aq )
[ o BREFYE . . 3 JoR? ‘
ng (l + 5 ié ) + 2ng6n, (l - 5 flf} ) + (6”1)1

3 mf) 2 agdny ( 3 LR ) ;
agna (14 = e ol l b=
. ( 2 af 3 (1 +5 }'21? ag ) 2 2 af

3.LR? 3 o R?
+or m(, (l + = 2 ) + 2ngagdn, (l Lo=olt )

2
2 aj 2 ag

2
3 o1 3 L1 14 38
i (13 s (1 3280 ()
0 21 5

2
+érnd (1 + j I“‘f ) (4.63)

Un

Analisando as equacoes (4.61) e (4.63) podemos reescrever a equagao (4.52)
na forma:

2 ag d? d?

T = P 6 + — (53'
37,0 (1 - %'}2132051) rf{_2( 1) ( 1)

dt?
: 3 JoR?\’
—ui,nf, (1 = : )
= 0

; 2y 2
) 3. Rz 1 — .‘_iJ-;H
—2agnebn, |1 — =22 ( 2 _ao )

2 a0 3(1-3hR%yg")

ALz 3 LR?
—éryng (1 ~3 i‘n )

(; .'"\ 1’ f](; 13

2
™

, (4.64)
ory

Olhando agora somente para os termos da equagao (4.59) , vamos negli-
genciar os termos relativos a 6r;, de maneira que Gi3(ry,73,0; — 03) torna-se
(i13(ag, ag, 0; — 03). Reescrevendo desta forma a distancia entre os dois satélites
(A) é, se definirmos 0; — 03 = ¢ (separagao angular entre os dois satélites):

A? = al + a? — 2agag cos ¢ = 2a3(1 — cos ¢) (4.65)
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sabendo que

2 (ser1(<,-‘;/:2))2 =1-cos¢

temos:
A? = 4a? (sen(6/2))”

e a equacao (4.46) sera dada por:

Giys = GM; I_l— - CUS(U)
v’-lufi sen?(¢/2) ao

1 o(Ms+ M
il ;g‘_}zjgiw

G H%uf“’s(“)

g ”u

| 1 COS(C)
GM;y (2”{’ |sel’1(‘fl"/2)! agp )

1G.JoR?
3l GJy
2 ”[]

3
(Ms + My = 4 My cos(n‘}))

e similarmente para Epimeten:

Gy = gf\f.(. Sy —"“’s(“’”)

2”" 159)‘1 C)/') g
g jz

2 ag

(u - fau, rus(c;))

Como definimos ¢ = 0, — 03, entao:
(iz(“) .- o
0=, —f
dt? I =

e lembrando da equagao (4.59) negligenciando-se 61y (pois tomamos 1y = ag) e
sabendo que ela é equivalente para Epimeteu se trocarmos os indices 1 por 3 e 3

por 1:

1

cos(¢)

" -1 l + )T_gllgzﬂu 32 f‘)
2 1_( )w = = (g[M + M. -
””( 3) 1t LRt ) az®) 5 \ G M1 + M a0 |sen(d/2)]|

1GLR? r 3 ‘
+§ e (—1 rus(u))

ou ainda
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(1 . (4) 14 f—:.ﬁzH?aﬁz) d%¢ G(M; + M)
3

Bileme | T S uggm e 4.
1+%-}2ﬁ)2ﬂ.[‘]—2 dt? (13 ( 69)

9] 1 1 3 JoR? (6)
e | e e o = r cOos|@
¢ | 2 |sen(¢pp/2)| 8 a}

Definindo ¢ = (M3 + M, /M)"/? :

2 _ I’n":; -+ ;"l)'|
M

€
e multiplicando por n}

(.2.”3 kA g(.";’;; -i— J‘l)’])
(li]

Substituindo a equagao (4.70) na equacao (4.69):

ALt 3 hR*g*\ d% ., , 0 1 3 JoR? )
———te | — =Ny | ———— — | 1 = =—— ] cos({
31+ LLR%5°) de? 996 | 2sen(e/2) 8 a2 )W

(4.71)
Multiplicando a equagao (4.71) por d¢/dt, e rearranjando

314 IJ,R%g5?

1 . 3 LR __
e 1 — Fo— (‘US(({))
2sen(¢/2) 8 a3

podemos entéao integrar a equagao (4.72):

o - L, 41+ 3 1R%g?\ (do\*
2 31+ 1J,R%g%) \ dt
- 1 3.4, R?
) 2 ;
—¢ln = = : {
eng {2 m—ryoy ( 3 a2 )(‘us(u)]

sendo C' uma constante de integracao, chamando:

dt di?

1 41+ %.1211’2(152) do d*¢

¢
T = |sen —

2

e pela relacao trigonométrica:




cos¢p =1 — 2sen’(¢/2) = 1 — 2x?

que substituindo na equagao (4.74) chegamos:

s - 1, 41+ 3J,R%g?\ (d¢\*
2 31+ LJR%5% ) \ dt

1 3}1{2
_(an[;—l 2% — S (122 )]

Definindo F = C — ¢2 ng — ‘—2{"— temos:

1 41+ 3 1,R%52\ (do\® nd . 3LR .
E == 1____3._..._.—_ o i ] ::.; J _",'; i
2 ( 31+ g.ﬁzh’zaaz dt 2 1+4z" + 2 a2 e (4.77)

agp

Assim como no caso sem achatamento constante I é definida como negativa,
pois como trabalhamos com o médulo de 2 no segundo termo o segundo termo da
expressao acima deve ser sempre negativo, e o primeiro termo, que é o equivalente
a energia cinética, também é uma quantidade negativa.

Rearranjando a equagao (4.77):

1 1+2J2 R2%a

o)
2F = ( 31+LJ3R?%a, (i(ﬂ)

e2n? . g 2 Ja 2
1+ %fl [l + 43 + %Jﬁ%ﬁ:l:"l dt

ou ainda:

2 1/2 =
\/ﬁz(l 4l+ )ngl)a(]) J T

Definindo:

€2n? 3 LR?\ .
1 _ = “_.‘]
e) = I—'_{! [l (4+2 “‘U)I]

R S Y
A= —€'ng/2E
chegamos a:

. o —9y 1/2 ;
VoF — (1 4 l“ ke %Jgj?zauz) / oz (_,)
dt

31+ 1hLR%5?) |\ R(z)
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integrando:

e 41+ 2 JR%a5? 12 s x i
b=t ) (AR (1= STy don f P (R 1.82

Vemos pela equagao (4.81) que para a raiz de (), entao teremos o ponto de
minimo ¢, ou seja a menor separacao entre os satélites para uma orbita ferradura,
ou a maxima ou minima separa¢ao para uma 6rbita do tipo girino. Como R(x)
é uma equacao ciibica encontramos 3 raizes de acordo com o valor de .J, que nos
fornecerao o seno da metade do angulo de menor aproximacao entre os satélites
(equacao 4.74).

A estabilidade (i.e. d?¢/dt? = 0,d¢/dl = 0) corresponde derivando a equacgao
(4.77):

2o 2

d ('__E"JJ [l - 422 -+ E—;J'ﬂffz ;1?2]) dr

r 0

=0 (4.83)

dx do
1 9 9 1 . .)7211’2 dx
[E( ng [——1—; +8x+3 2 226 = 0
isto implica que:

1 _JR?
= +8r+3 5— = ()
e

ag

cuja solugao é:

”2 1/3
= 4.86
; (8aﬁ+:'5,!21?2) \:50)

de modo que a defasagem entre os pontos de estabilidade de cada um dos satélites
passa a depender do valor de .J,, e é dado por

92 1/3
al
8ad + 3.J, (1{2))

Pmin = 2 arcsen (

para .Jo = 0, encontramos ¢, = 60 graus, que sao os pontos Lagrangianos no
caso sem achatamento. A figura (4.1) mostra a defasagem dos pontos de esta-
bilidade de um sistema coorbital da razao de massa da ordem de Saturno-Jano-
Epimeteu, em fungao do achatamento do planeta, considerado pelo parametro .J,.
Observa-se que quanto maior o parametro .J,, estes pontos tendem a se aproximar
entre si, tendo uma suave queda, de cerca de 0,02 graus para o .J; real de Saturno.
Um ponto interessante corresponde a transicao girino ferradura, onde ¢pax =

(o que implica que z = 1) e d¢/dt = 0, substituindo estes valores na equagao

(4.77):
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defasagem dos pontos estaveis

Figura 4.1: A defasagem angular dos pontos estaveis de um par de
satélites coorbitais em funcao do achatamento (.J,) do planeta. Quanto
maior o achatamento, os pontos se aproximam angularmente

- 22 3 J,R?
!-,‘:—(;“ (5+3 2 ) (4.87)

ay

o~ 5¢2ng | 3 LR2 = y - 4 .

= —e’n3/ (*3( E“ﬁﬁ“)) mas a condi¢ao d¢/dt = 0 também pode-
ria eqm\alei para a minima aproximacao ¢,. de modo que para esta mesma
constante de I (transicao girino-ferradura):

= 2n? 3R 2n? 3 LR .
B 0 (S (02 S STy 2ozt o3
= (a+ 2 a2 ) o 14 42> + 3 a2 r

Fa s

que pode ser reescrita como:

- 3 Izh’z 3 IJ_HJ 3
== J. = b g 't .b‘
2 (O 2 {1[2) ) (4 2 (Iﬁ :

A solucao para = na equagao acima, fornece o seno da metade do angulo
de menor aproximacao entre os satélites (equagao 4.74) para o caso transicao
girino-ferradura, porém considerando o efeito do achatamento do planeta. A
figura (4.2) mostra a relacao entre o achatamento do planeta .J, e a minima
para Orbitas do tipo transicao girino ferradura. Para .J, = 0, retornamos ao caso
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sem achatamento, em que ¢, = 23,906 graus, mostrando a convergencia dos
resultados. A medida que aumentamos o efeito de .J,, os satélites neste tipo de
Orbita tem uma menor aproximacao angular.

¢, Na orbita girino-ferradura

Figura 4.2: O grafico mostra a influéncia do achatamento do plan-
eta na minima aproximagao angular entre satélites coorbitais para
orbitas de transigao girino-ferradura (¢., = 180 graus). Quanto maior
o parametro que representa o achatamento do planeta (.;) mais os
satélites se aproximam angularmente para este tipo de érbita.

4.4 Resultados numéricos

Integramos as equacoes (4.26), (4.27), (4.28) e (4.29) simultaneamente para o
sistema Saturno-Jano-Epimeteu. Para se verificar a real influencia do achata-
mento de Saturno neste sistema, aumentou-se gradativamente o valor de .J, para
as mesmas condigoes iniciais que geraram a figura 3.14, passando por 0.1%, 1%,
10% e 100% do valor real de .J, de Saturno, ou seja 0,01628.

Tomando-se 0.1% do achatamento real de Saturno, 0,01628x 10, e integrando-
se com este valor temos a evolucao de Jano (S;) e Epimeteu (S3) no eixo girante
mostrada pelas figura 4.3, 4.4 e 4.5

Percebe-se pela figura 4.5 que as linhas ficam mais espessas em relacao a
quando nao ha achatamento, e de fato se ampliarmos uma regiao dessas linhas
para qualquer um dos satélites vemos uma oscilagao de curto periodo como a
mostrada pela figura 4.6. Esta oscilagao é de cerca de 4 periodos orbitais.
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Figura 4.3: Evolugao dos satélites no eixo girante submetidos a 0.1%
do achatamento real de Saturno.
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Figura 4.4: Angulos dos satélites em fun¢ao do tempo para o caso
ferradura sob 0.1% do achatamento real de Saturno.
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Figura 4.5: Distancia radial de Jano e Epimeteu a Saturno sob 0.1%
do achatamento.
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Figura 4.6: Ampliacao do grafico da distancia radial contra o tempo
para S1, em uma pequena regiao.




Aumentando o achatamento para 1% do achatamento real de Saturno. obte-
mos a evolucao orbital mostrada pela figura 4.7.

O que se nota primordialmente pela figura 4.7 e mais ainda pela figura 4.9 é
que ha um aumento na amplitude da oscilacao devida ao achatamento. percebe-
se ainda pela figura 4.7 que hd uma redugao do semi-eixo médio em relacao
ao caso sem achatamento, isto pode ser explicado pelo aumento do movimento
médio, como previsto por Roy (1988). e apesar disto como pode ser observado na
figura 4.8 nao honve qualquer alteragao no periodo em que os satélites perfazem
a ferradura bem como no angulo de minima aproximacao (¢min = 6, 9°).

Anmentando o achatamento para 10% do achatamento real. vé-se os segnintes
resultados de evolucao, oscilagao radial e angular mostrados pelas respectivas
figuras 4.10. 4.12 e 4.11.

Observamos inicialmente que nao houve aparentemente qualquer alteracao na
figura 4.11 em relacao ao periodo de libracao da ferradura bem como da minima
aproxXimagao ¢mi, = 6.9°. Entretanto houve um aumento significativo da ampli-
tude da oscilacao devida ao achatamento torna a érbita ferradura irreconhecivel,
acompanhada de uma nova queda do semi-eixo.

Na figura 4.15 vemos a distancia radial de Jano e Epimeteu contra o tempo
para o achatamento de Saturno (.J, = 0.016)

Para este gran de achatamento, a amplitude da oscilacao radial de curto
periodo se destaca. de modo a nao ser mais possivel visualizar a ferradura original
no grafico que representa a distancia radial dos satélites a Saturno no tempo
(figura ). Entretanto, eles continnam perfazendo um sistema coorbital. onde um
satélite nunca ultrapassa o outro angularmente, como mostra a figura 4.14.

Cumpre destacar que todas as figuras que mostram a evolucao orbital dos
satélites estao ampliadas. Colocando-as em escala real, nao é possivel visualizar
a largura radial da ferradura nem a oscilacao de curto perfodo devida ao achata-
mento. mas somente uma Orbita circular em forma de um anel falhado para cada
um dos satélites. como mostra a figura 4.15 da 6rbita dos satélites Jano e Epime-
ten em escala real com o achatamento de Saturno.

A oscilacao radial de eurto periodo pode ser explicado pelo fato de ter sido
detectada também um aumento do valor maximo da excentricidade e com o
aumento do achatamento, como mostram as figuras 4.16, 4.17, 4.18, 4.19 e 4.20.

nas quais vemos a variacao da excentricidade com o tempo para diferentes valores

de .J,.

O aumento dos valores maximos que as excentricidades osculadoras podem
assumir em um sistema coorbital do tipo Saturno - Jano - Epimeteu em funcao
do parametro .J,, que representa o achatamento, é mostrado na figura (4.21)
Conforme o valor de .J, cresce, as excentricidades méaximas alcancam valores
cada vez maiores.

Vimos neste capitulo a influencia do achatamento em satélites coorbitais,
concluindo que o achatamento do corpo principal provoca oscilagoes radiais de
curto periodo na Orbita dos satélites e o aumento da excentricidade osculadora.
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Figura 4.7: Evolugao dos satélites no eixo girante submetidos a 1% do
achatamento real de Saturno.
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Figura 4.8: Angulo dos satélites em funcao do tempo para o caso
ferradura sob 1% do achatamento real de Saturno.
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Figura 4.9: Distancia radial para os satélites Jano e Epimeteu sob
1% do achatamento de Saturno. Houve um aumento de amplitude na
oscilagao radial de curto periodo, além da queda do semi-eixo médio
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Figura 4.10: Evolugao dos satélites Jano e Epimeteu no eixo girante
submetidos a 10% do achatamento real de Saturno.
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Figura 4.11: Angulo dos satélites Jano e Epimeteu em funcao do tempo
para o caso ferradura sob 10% do achatamento real de Saturno.
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Figura 4.12: Evolugao radial de Jano e Epimeteu a Saturno sob 10%
do achatamento em S. Ocorreu o aumento da oscilagao radial de curto
periodo, o que o que justifica o espessamento das linhas e a diminuigao
do semi-eixo médio, eles nao oscilam mais ao redor de 1.
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Figura 4.13: Evolugao da distancia de Epimeteu a Saturno contra o
tempo para o achatamento real de Saturno.
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Figura 4.14: Angulos dos satélites S, e S; para o achatamento de Sat-
urno.
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Figura 4.15: Evolugao para Jano e Epimeteu com o achatamento de
Saturno. Este grafico esta em escala real, de modo nao podemos visu-
alizar a oscilacao radial da ferradura.
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Figura 4.16: Excentricidade pelo tempo, para os satélites Jano e
Epimeteu onde Saturno nao possui achatamento. Os valores dos dois
satélites estao sobrepostos.
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Figura 4.17: Excentricidade pelo tempo para os satélites Jano e Epime-
teu, o corpo principal com 0.1% do achatamento de Saturno.
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Figura 4.18: Excentricidade pelo tempo para os satélites Jano e Epime-
teu, o corpo principal com 1% do achatamento de Saturno.
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Figura 4.19: Excentricidade pelo tempo para os satélites Jano e Epime-
teu, o corpo principal com 10% do achatamento de Saturno.
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Figura 4.20: Excentricidade pelo tempo para os satélites Jano e Epime-
teu, o corpo principal com achatamento real de Saturno.
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Figura 4.21: Valores das excentricidades osculadoras de um sistema
coorbital do tipo Saturno - Jano - Epimeteu em fungao do parametro
Jy, que representa o achatamento de Saturno. Conforme o valor de .J,

cresce, as excentricidades maximas alcangam valores cada vez maiores.
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5 A razao de massa entre os satélites

5.1 Introdugao

Nesta parte busca-se verificar o que ocorre com um sistema coorbital composto de
dois satélites genéricos Sy e S3 com a variacao da massa de um dos satélites. Para
tanto, nos referiremos unicamente as condigoes iniciais de A = 0,2 (separatriz).
Para massas ignais M; = Mj, observa-se a simetria tanto na evolugao (figura
5.1) bem como na posicao radial (figura 5.2). Isto era esperado. pois as forcas
envolvidas neste sistema sao simétricas para cada um dos satélites.

90
S L

120 -

Figura 5.1: Evolugao no eixo girante para dois satélites de massas
iguais. Os dois satélites possuem evolugao simétrica, como era esper-
ado, pois as forgas envolvidas sao simétricas

Tomando como exemplo Mz = 0,075M,, obtém-se os graficos de evolugao
orbital. radial e angular, pelas respectivas figuras (5.3), (5.4) e (5.5). Observa-se
que neste caso S; permanece praticamente estatico em relacao ao sistema girante,
enquanto Sz perfaz grandes excursoes. Este caso pode ser quase considerado como
o restrito, pois uma das massas (no caso Mj), praticamente, nao interfere na outra
(My).

A evolugao para diversos valores da razao Mj /M, é mostrada simultaneamente
pela figura 5.6. de modo. que partimos do caso restrito para Mz, passamos pela
simetria de massas e chegamos ao caso restrito de M.
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Figura 5.2: Grafico da distancia radial contra o tempo para dois

satélites de massas iguais no caso da separatriz, observamos a sime-
tria entre no comportamento dos dois satélites

Figura 5.3: Evolugao dos satélites para Mz = 0,075M,. Observamos que
Sy praticamente permanece estatico e S, perfaz longas excursoes
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Figura 5.4: Evolugao radial para razao de massa M; = 0,075M,. O
satélite 5|, praticamente nao apresenta movimento radial.

Posigao angular (graus)

1 1 1
200000 300000 400000

tempo

Figura 5.5: Posicao angular para razao de massa M3 = 0.075M,. O
satélie S| praticamente nao apresenta alteragao angular no eixo girante.
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Figura 5.6: Evolucao de um sistema de satélites coorbitais na regiao
de separatriz girino-ferradura para diferentes razoes de massa entre
os satélites. Observamos que quanto maior massa de um dos satélites
menos este satélite oscila, enquanto o outro satélite apresenta movi-
mentos de amplitudes crescentes.
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5.2 Os pontos de equilibrio com a variagao da razao de

massa

Fazendo a variacao da massa de S3. observamos que as posicoes angulares dos
dois pontos estabilidade de S;. tendem a ficar cada vez mais deslocados entre si.
A figura (5.7) mostra a variagao angular de um destes pontos (Lss) com a razao
de massa Mj3/M; medida em relacao a um eixo que corta a amplitude média da
libracao angular de .S;.

Um ponto a ser ressaltado na figura (5.8), que é uma ampliacao da figura
(5.7) na regiao de Mz = M,, é o fato de que para massas ignais (M, = Mj), o
ponto de estabilidade Lagrangiano Lsg; se desloca a 60 graus em relacao ao eixo
que passa pela posicao angular média de S| no eixo girante. Isto justifica a sime-
tria observada na figura (5.1). pois o proximo ponto conjugado de estabilidade
Lsss deve estar 60 graus de Lsgsy, logo todos os 4 pontos de estabilidade (tanto
da girino do lado esquerdo quanto os do lado direito). Portanto, para satélites
de massas iguais. os 6 pontos de equilibrio do sistema (contando os 2 instaveis)
se localizam distribuidos simetricamente, distanciados de 60 graus entre si.

O limite superior da posicao deste ponto deve estar em 120 graus, que corres-
ponderia ao caso restrito onde M, seria desprezivel em relacao ao Ms, e o inferior
em 0 graus onde M; é muito maior que M;

O que se percebe essencialmente é que a medida que vamos aumentando a
massa de Sy, os pontos de equilibrio deste satélite tendem a se aproximarem entre
si. convergindo para o ponto instavel Lssz enquanto os de S; a se distanciam
mutuamente. Portanto para Mz >> M, os dois pontos de equilibrio de Si:
Lis3 e Lygy se sobrepoe, surgem os pontos Lagrangianos de instabilidade Ly, L,,
portanto estamos tratando agora do caso restrito de tres corpos. A analise inversa
para S| também é verdadeira. Esta dinamica dos pontos de equilibrio € ilustrado
na figura (5.9).

5.3 Dinamica do sistema com a variagao da razao de massa
dos satélites

Monitoramos também ontros elementos dinamicos deste sistema com a variacao
de massa de M; como as oscilagoes radiais e angulares de ambos os satélites.
Primeiramente nao foi detectado anumento da minima distancia angular entre
os dois satélites com o aumento da massa, como ilustra a figura (5.10).
Quanto maior a massa de S3 implica que maior sera a amplitude de oscilacao
radial e angular para S| e menor a de S3. Isto é mostrado radialmente nas figuras
(5.11) e (5.12) e angularmente na figura (5.13). Lembrando que o limite do
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Figura 5.7: O grafico mostra o deslocamento angular em graus em
relagao ao eixo da média libragao angular de S; de um dos pontos de
equilibrio de S, para a razao de massa M;/M,.
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Figura 5.8: O grafico mostra o deslocamento do ponto de equilibrio de
S| em graus para a relagao de massa M5 /M, uma ampliagao do grafico
anterior ao redor de M, = M,.




Figura 5.9: Dinamica da evolugao dos pontos de equilibrio de satélites
coorbitais com relagao a razao de massa dos satélites: (a)- caso restrito
com M; =0; (b)- caso nao restrito para M, > Mj; (¢)- massas iguais,
simetria na localizagao dos pontos; (d)- caso nao restrito para M; > M;
(e)- caso restrito com M, = (. A defasagem entre os pontos de equilibrio
correspondentes permanece constante: 60 graus




Minima aproximacéo
angular (graus)

Figura 5.10: Minima aproximagao em graus pela variacao de massa
para Ms;. A razao de massa nao influi na minima aproximagao dos
satélites para um mesmo A.

ultimo nao devera ultrapassar de 180 graus, por se tratar da intersecao de girino
para ferradura.

Outro ponto interessante é aquele quando os satélites estao nos seus pontos
de minimos e maximos radiais. Independente da proporcao de massa, eles estao
distantes angularmente um do outro de 60 graus. Este resultado é o esperado,

pois fazendo simulagbes mimericas colocando como condigao inicial os satélites

dafasados de 60 graus, ¢, = 60°. percebemos que eles nao apresentam variagoes
de amplitudes radiais e angulares independente da razao de massa. De modo que
esta distancia angular representa pontos estaveis que nos lembra os Lagrangianos.
A conclusao é que nao ha qualquer alteracao na distancia angular entre os mesmos
pontos de equilibrio de diferentes satélites (Lys; e Lyss, ou entao, Lsg; e Lsssz)
com a variacao da razao de massa entre os satélites.
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Distancias radiais minimas e maximas

Figura 5.11: Distancias radiais maximas e minimas para S; e S;. Para
M, = M; percebe-se que os raios maximos ou minimos dos satélites sao
iguais. As curvas de cada um dos satélites se tocam quando as mas-
sas sao iguais, mostrando que também ha simetria radial em satélites
coorbitais de mesma massa.
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Figura 5.12: Amplitude de oscilagao radial dos satélites S, e S; para
variagao da razao de massa dos satélites na condigao de 6rbita separa-

triz.




Amplitude de libragdo angular

Figura 5.13: Maxima amplitude da oscilagao angular de S, e S; em
graus na condigao de orbita separatriz em fungao da razao de massa
entre os satélites.
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6 A relacao de massa planeta-satélite

6.1 Introducao

Se a massa de um determinado planeta for muito pequena em relacao aos satélites
coorbitais por ele envolvidos, € 16gico de se supor que a estrutura nao se mantenha
por muito tempo, tendo em vista que as massas dos satélites passam a influenciar
o planeta, e nao temos nenhum corpo dominante no conjunto.

Nesta etapa do trabalho. buscamos encontrar o efeito da variacao da relacao
de massa planeta-satélite na estrutura de satélites coorbitais. Para tanto, fizemos
simulacoes numéricas. e em cada nma alterando unicamente o valor da massa do
planeta, para diversas condicoes iniciais determinadas pela minima aproximacao
dos satélites (Pmin). O valor de massa de cada um dos satélites foram mantidos
constantes, e para fins de normalizacao da unidade de tempo, ignalamos a massa
de um satélite ao outro, de modo que M, = Mz = 1,98 x 10! g.

Notamos primordialmente, que para baixos valores desta relacao de massa,
a estrutura coorbital é destruida, o que nos levou a nos perguntar qual o valor
limite para a massa de num planeta que permita a existencia de satélites coor-
bitais. Percebemos que este limite é influenciado pela condigoes iniciais dadas
aos satélites determinadas por ¢,,;,, de maneira que. quanto mais os satélites se
aproximam um do outro, maior deve ser a massa do planeta para manter este
sistema coorbital por nm certo tempo.

Nos sistemas que percebemos a estrutura coorbital nao foi mantida, obser-
vamos que quando anmentamos massa do planeta, acarreta nm maior tempo de
manutencao do sistema coorbital.

O critério ntilizado para determinar se a estrutura coorbital é mantida ou nao
€ o monitoramento das posicoes angulares dos satélites, de maneira que se um
dos satélites nltrapassar angularmente o outro. o sistema coorbital foi quebrado.
Além disso acompanhamos também a minima aproximacao entre os satélites e a
distancia radial dos satélites ao planeta de forma a interromper a integracao em
caso de colisao.

6.2 Resultados
Resultados preliminares

Se a relacao de massa entre os planeta e os satélites for inferior a um valor, que
depende do quanto os satélites se aproximam angularmente entre si, temos que a
estrutura coorbital é destruida, conforme mostram a figuras (6.1). (6.2) e (6.3),
onde tomamos um exemplo em que Mg = M; = M;, e simulamos uma drbita
do tipo de transicao girino-ferradura para a massa do planeta igual a massa dos
satélites. Nesta simulacao, verificamos que um dos satélites tende a se distanciar
do centro de referencia. no qual esta sitnado um dos corpos. enquanto o outro
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Figura 6.1: A figura a mostra a evolugao de dois satélites coorbitais
quando a massa do planeta € igual a dos satélites para o caso transigao
girino-ferradura (¢, = 180 graus), os satélites nao mantém mais a
estrutura coorbital.

permanece na proximadade deste. Como as massas sao iguails, e posicionadas
inicialmente em condicoes simétricas, nao ha preferencia para qual dos corpos
se distanciara e qual se mantera em Orbita ao redor do corpo central. Isto foi
verificado. refazendo esta simulacao numérica repetidas vezes, havendo inclusive
casos em qiie ambos os corpos se distanciam do centro de referéncia, no qual esta
posicionado o corpo central.

Conforme fizemos outras simmlacoes com valores crescentes de Mg, notamos
que surgiram casos em que a estrutura coorbital € mantido por alguns instantes.
Como exemplo deste caso temos a figura (6.4). onde a massa do planeta é
cerca de 2000 vezes maior que a dos satélites e estipulamos como condicao ini-
cial ¢max = 180 graus, que implica que ¢nin = 23,9 graus, ou seja estamos
tratando da transicao de Orbitas girino-ferradura. Entretanto, se integrarmos
para esta relacao de massa novamente alterando como condicao inicial ¢,;, = 46

graus, tratando portanto de érbita do tipo girino, a estrutura coorbital é mantida
por todo intervalo de integracao, conforme mostram as figura (6.5) e (6.6). A
primeira é a evolucao radial no tempo e uma ampliacao onde podemos visualizar
melhor a oscilagao coorbital radial e a segunda é a evolugao angular no tempo e
uma ampliacao para se visualizar a libracao angular coorbital.

Concluimos com isto, que o fato de os satélites se manterem coorbitais nao
depende unicamente da massa do corpo principal, mas também do quanto os
satélites podem se aproximar um do outro determinada pela condicao inicial que
adotamos na simulacao.
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Figura 6.2: Distancia radial no tempo para érbita de transigao girino-
ferradura (¢,..« = 180 graus), quando para massa do planeta igual a
dos satélites. O sistema coorbital nao foi mantido, sendo que um dos
satélites se afastou do sistema.
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Figura 6.3: Evolugao angular no tempo para érbita de transigao girino-
ferradura (o,,.x = 180 graus), quando para massa do planeta igual a dos
satélites. O sistema coorbital nao foi mantido.
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Figura 6.4: A figura a e b mostram respectivamente a evolugao radial
e angular para dois satélites coorbitais de massa iguais, tendo como
condigao inicial a érbita separatriz (¢,.« = 180 graus) com Mg = 20000 ;.
Os satélites permanecem apenas por alguns instantes coorbitais.




distancia radial

T T
40000 50000

distancia radial

tempo

Figura 6.5: A figura superior é a evolugao radial para satélites coor-
bitais em um exemplo 6rbita do tipo girino (¢,;, = 46 graus), para
massa do planeta é 2000 vezes a massa dos satélites. Constata-se que
os satélites mantiveram oscilando em um tipico movimento coorbital
durante toda a integragao, isto é visualizado pela figura inferior, que é
um ”zoom” superior
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Figura 6.6: A figura superior € a evolugao angular para satélites coor-
bitais em um exemplo 6rbita do tipo girino (¢, = 46 graus), para
massa do planeta é 2000 vezes a massa dos satélites. Constata-se que
os satélites mantiveram librando em movimento coorbital durante toda
a integragao, isto é visualizado pela figura inferior, que é um ”zoom”

superior.




Prossegnindo este estudo. vamos a seguir analisar o efeito da relacao de massa
planeta-satélites para tres exemplos distintos: (a) girino, onde tomamos generi-
camente ¢, = 46 graus. (b) transicao girino ferradura ¢, = 180 graus e (c)
ferradura. onde escolhemos ¢,,;, = 6,88 graus. que representa o valor observado
em Jano-Epimeteun.

Resultados numeéricos: girino

Realizamos diversas integracoes numeéricas. sempre adotando como condicao ini-
cial ¢min = 46 graus, que representa uma orbita girino. Em cada uma das inte-
gragoes anumentamos a massa do corpo principal, mantendo a massa dos satélites
constantes. Adotaremos uma nova variavel chamada de 7. que recebe valor 1 se
os satélites se mantiverem coorbitais por aproximadamente 8000 periodos orbitais
dos satélites, e valor -1 se durante este intervalo de tempo a estrutura coorbital
for destruida, on seja, se ocorrer alguma colisao on um dos satélites ultrapasson
o outro angularmente.

Plotamos o grafico de Z contra a relacao de massa planeta satélite (Mg/M;3),
mostrado na figura (6.7). Nesta figura, observamos que para esta condicao inicial
(¢)min = 46 graus) a massa do planeta deve ser aproximadamente 50 vezes a massa
satélites para a existéncia de coorbitais durante este periodo. Isto é confirmado
pelo monitoramento das minimas e maximas distancias radiais dos satélites ao
planeta. esbocado na figura (6.8). em que para Mg/M;; < 500, o sistema fica

absolutamente imprevisivel. Onutro fator que confirma este resultado é o grafico
da minima aproximagao apresentada durante a integracao contra a relacao de
massa planeta satélite, visto na figura (6.9). em que para Mg/M3 < 500 vemos

um resultado incompativel com as condicoes iniciais dadas.

Como dissemos na introducao deste capitulo, conforme aumentamos o valor
de Mg /M3, anmentamos o periodo em quie os satélites se apresentam como coor-
bital. Para tanto, construimos nimericamente a curva do tempo em que o sistema
se mantém coorbital contra Mg /M3, tendo como limite de tempo 8000 periodos
orbitais. esta curva € vista na figura (6.10)

Resultados numéricos: transigao girino-ferradura

Realizamos diversas integracoes numéricas, sempre adotando como condicao ini-
cial ¢pax = 180 graus. que representa uma orbita de transicao girino-ferradura.
Em cada uma das integracoes aumentamos a massa do corpo principal, mantendo
a massa dos satélites constantes. Adotaremos uma nova variavel chamada de 7.
que recebe valor 1 se os satélites se mantiverem coorbitais por aproximadamente
8000 periodos orbitais dos satélites, e valor -1 se durante este intervalo de tempo
a estrutura coorbital for destruida, on seja, ocorrer alguma colisao o um dos
satélites ultrapassar o outro angularmente.

Plotamos o gréfico de 7/ contra a relacao de massa planeta satélite (Mg /M3).
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Figura 6.7: O valor de 7 = 1 determina se os satélites sao ininterrup-
tamente coorbitais por 8000 periodos orbitais, caso contrario, 7 = —1.
O grafico acima mostra o valor de 7 em fungao da relagao de massa
planeta-satélite (Mg/M,3) para ¢,,;, = 46 graus. A estrutura coorbital
s6 é mantida durante todo este periodo somente se a massa do planeta
for aproximadamente 500 vezes a massa dos satélites
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DISTANCIA RADIAL

Figura 6.8: Os valores das minimas e maximas (representados pelo
indice max e min) distancias radiais para um par satélites (representa-
dos pelos indices 1 e 3) em fungao da relagao de massa satélite-planeta,
tendo como condigao inicial ¢,,;, = 46 graus. Para massas do planeta
aproximadamente menores que 500 vezes a massa dos satélites, os val-
ores de maximos e minimos radiais adquirem um comportamento nao
coorbital.
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Figura 6.9: Valores da minima aproximagao angular entre dois satélites
em fungao da relagao de massa satélite-planeta. Como condigao inicial
os satélites sao coorbitais, tendo ¢,,;, = 46 graus. Para massas do plan-
eta aproximadamente menores que 500 vezes a massa dos satélites, os
valores de minima aproximagao nao obedecem mais a condigao inicial
coorbital
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tempo (periodo orbital)

Figura 6.10: Tempo que um par de satélites langado em condigoes
coorbitais, com ¢,,;, = 46 graus, permanecem oscilando coorbitalmente
em funcao da relagao de massa planeta-satélite. A medida que au-
mentamos esta relagao de massa, aumentamos o tempo em que os
satélites permanecem coorbitais. A integracgao foi interrompida em
8000 periodos orbitais.




mostrado na figura (6.11). Nesta figura. observamos que para esta condigao ini-
cial (dax = 180 graus) a massa do planeta deve ser aproximadamente 4000 vezes
a massa dos satélites para a existencia de coorbitais durante este periodo. Isto
é confirmado pelo monitoramento das minimas e maximas distancias radiais dos
satélites ao planeta, esbocado na figura (6.12), em que para Mg/M;3 < 4000,
o sistema fica absolutamente imprevisivel. Outro fator que confirma este resul-
tado € o grafico da minima aproximacao apresentada durante a integragao con-
tra a relacao de massa planeta satélite, visto na figura (6.13), em que para
Ms /M3 < 4000 vemos nm resultado incompativel com as condigoes iniciais

dadas.

Como dissemos na introdncao deste capitulo, conforme aumentamos o valor
de Mg /M3, anumentamos o periodo em que os satélites se apresentam como coor-
bital. Para tanto, construimos numericamente a curva do tempo em que o sistema
se mantém coorbital contra Mg/M;3. tendo como limite de tempo 8000 periodos
orbitais, esta curva é vista na figura (6.14)

Resultados numéricos: ferradura

Realizamos diversas integracoes numeéricas, sempre adotando como condicao ini-
cial i = 6, 88 graus, que representa uma érbita ferradura. Em cada uma das in-
tegragoes anmentamos a massa do corpo principal, mantendo a massa dos satélites
constantes. Adotaremos uma nova variavel chamada de 7. que recebe valor 1 se
os satélites se mantiverem coorbitais por aproximadamente 8000 periodos orbitais
dos satélites, e valor -1 se durante este intervalo de tempo a estrutura coorbital
for destrnida, ou seja, ocorrer algnma colisao on nm dos satélites ultrapassar o
outro angularmente.

Plotamos o grafico de 7/ contra a relacao de massa planeta satélite (Mg/M;3).
mostrado na figura (6.15). Nesta figura, observamos que para esta condicao
inicial (¢min = 6,88 graus) a massa do planeta deve ser aproximadamente 10.000
vezes a massa satélites para a existencia de coorbitais durante este periodo. Isto
é confirmado pelo monitoramento das minimas e maximas distancias radiais dos
satélites ao planeta, esbocado na figura (6.16), em que para Mg /M3 < 10.000, o
sistema fica absolutamente imprevisivel. Outro fator que confirma este resultado
é o grafico da minima aproximagao apresentada durante a integracao contra a

relacao de massa planeta satélite, visto na figura (6.17), em que para Mg/M;3 <
10.000 vemos nm resultado incompativel com as condigoes iniciais dadas.

Como dissemos na introducao deste capitulo, conforme aumentamos o valor
de Mg /M3, aumentamos o periodo em que os satélites se apresentam como coor-
bital. Para tanto. construimos numericamente a curva do tempo em que o sistema
se mantém coorbital contra Mg /M3, tendo como limite de tempo 8000 periodos
orbitais, esta curva é vista na figura (6.18).
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Figura 6.11: O valor de 7/ = 1 determina se os satélites sao ininterrup-
tamente coorbitais por 8000 periodos orbitais, caso contrario, 7 = —1.
O grafico acima mostra o valor de 7 em funcgao da relagcao de massa
planeta-satélite (Ms/M;3) para ¢,., = 180 graus. A estrutura coorbital
s6 é mantida durante todo este periodo somente se a massa do planeta
for aproximadamente 4000 vezes a massa dos satélites




distancia radial

Figura 6.12: Valores das minimas e maximas (representados pelo indice
max e min) distancias radiais para um par satélites (representados
pelos indices 1 e 3) em fungao da relagao de massa satélite-planeta,
tendo como condigao inicial ¢,,,x = 180 graus. Para massas do planeta
aproximadamente menores que 4000 vezes a massa dos satélites, os

valores de maximos e minimos radiais adquirem um comportamento
nao coorbital.
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Figura 6.13: Valores da minima aproximacao angular entre dois
satélites em funcao da relagao de massa satélite-planeta. Como
condigao inicial os satélites sao coorbitais, tendo ¢,,,, = 180 graus. Para
massas do planeta aproximadamente menores que 4000 vezes a massa
dos satélites, os valores de minima aproximagao nao obedecem mais a
condigao inicial coorbital.
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tempo (periodo orbital)

Figura 6.14: Tempo que um par de satélites lancado em condigoes
coorbitais, com ¢,.. = 180 graus, permanecem oscilando coorbital-
mente em funcao da relagao de massa planeta-satélite. A medida que
aumentamos esta relagcao de massa, aumentamos o tempo em que os

satélites permanecem coorbitais. A integragao foi interrompida em
8000 periodos orbitais.
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Figura 6.15: O valor de 7/ = | determina se os satélites sao ininterrup-
tamente coorbitais por 8000 periodos orbitais, caso contrario, 7 = —1.
O grafico acima mostra o valor de 7 em funcao da relacao de massa
planeta-satélite (Mg/M;3) para ¢,.c = 6,88 graus. A estrutura coorbital
s6 é mantida durante todo este periodo somente se a massa do planeta
for aproximadamente 10.000 vezes a massa dos satélites




distancia radial

2.0x10° 4.0x10° 6.0x10°  8.0x10° 1.0x10°
MJM

13

Figura 6.16: Valores das minimas e maximas (representados pelo indice
max e min) distancias radiais para um par satélites (representados
pelos indices 1 e 3) em fungao da relacao de massa satélite-planeta,
tendo como condigao inicial ¢,,;, = 6, 88 graus. Para massas do planeta
aproximadamente menores que 10.000 vezes a massa dos satélites, os
valores de maximos e minimos radiais adquirem um comportamento
nao coorbital.
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Figura 6.17: Valores da minima aproximagao angular entre dois
satélites em funcao da relagao de massa satélite-planeta. Como
condig¢ao inicial os satélites sao coorbitais, tendo ¢,;, = 6,88 graus.
Para massas do planeta aproximadamente menores que 10.000 vezes a
massa dos satélites, os valores de minima aproximacao nao obedecem
mais a condigao inicial coorbital.
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Figura 6.18: Tempo que um par de satélites langado em condigoes
coorbitais, com ¢,,;, = 6,88 graus, permanecem oscilando coorbital-
mente em funcao da relagao de massa planeta-satélite. A medida que
aumentamos esta relagao de massa, aumentamos o tempo em que os
satélites permanecem coorbitais. A integragao foi interrompida em
8000 periodos orbitais.




6.3 Conclusao e resultados finais

Neste capitulo estudamos a relevancia do valor da massa do planeta em relacao
a massa dos satélites para tres exemplos érbitas: girino, ferradura e transicao
girino-ferradura. Para isto mantivemos a relacao de massa entre os satélites
sempre constantes e alteramos a massa do planeta em sucessivas integracoes
Para cada um dos tipos orbita obtivemos graficamente o valor limite da relacao
de massa. planeta-satélite que permite os satélites permanecerem coorbitais inin-
terruptamente por cerca de 8000 periodos orbitais. Como os sistemas coorbitais
podem ser classificados pela minima aproximacgao angular (¢mi.). podemos le-
vantar a curva do limite da relacao de massa planeta-satélite contra a minima

aproximacao angular que permite a existencia de coorbitais por 8000 periodos
orbitais. Esta curva é mostrada na figura (6.19)

No caso ferradura estudado (i, = 6, 88 graus). estamos tratando da condigao
observada para Jano-Epimeteu. O valor da relacao da massa entre Saturno e Jano
(o satélite de maior massa do par) é aproximadamente 3 x 10%, muito maior por-
tando do valor minimo constatado para este tipo de Orbita permanecer estavel
pelo intervalo de tempo sugerido (Mg/M,;3 = 10%).

minima aproximagao angular

Figura 6.19: Grafico da minima aproximagao que satélites coorbitais
podem ter para permanecerem estaveis por cerca de 8000 periodos
orbitais em fungao da relagao de massa planeta-satélite. Quanto maior
esta relagcao de massa, mais os satélites podem se aproximar mantendo-
se coorbitais durante toda a integragao
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7 Mapeamento da separatriz girino-ferradura

Nesta etapa colocou-se os satélites gradativamente cada vez mais proximos da
regiao de transicao girino-ferradura (separatriz L3) e observou-se o tipo de rbitas
(girino ou ferradura) e direcao possiveis (sob qual dos pontos estaveis os satélites
se encontram librando).
Lembrando-se da figura (3.21). definimos como libracao "esquerda ™ aquela
que ocorre ao redor do ponto Ly, e como “direita 7 que ocorre ao redor de Ls.
Desta forma trabalhamos com 3 possibilidades:

sempre ocorrer girinos do lado direito ( e atribuimos direita=100%)
sempre ocorrer girinos do lado esquerdo (e atribuimos esquerda=100%)

ocorrer girinos duplas intermitentes (quase ferradura), onde verificaremos
qual a porcentagem de drbitas girinos do lado direito e do lado esquerdo.

Sendo assim, vamos fixar como condicaos inicial de S; em 03 = 270° e variar
(), nas proximidades de 90°, de modo a termos como condigao inicial ¢ ~ 180
graus, que corresponde a esta regiao de transicao. A figura (7.1) mostra o
mimero de érbitas obtidas do lado esquerdo e direito dependendo do 0, inicial.
Para ¢, menor que 90 graus., somente ocorreram Orbitas do lado direito, e para
0, inicial maior que 90 graus, temos girinos unicamente do lado esquerdo. neste
caso M, = Mjz. Ampliando-se de saida de 5 inicial, obtemos na figura (7.2).
Nesta se observa que ao redor de 90 grans para 5 inicial se tem uma indefinicao
sob qual dos pontos as drbitas irao se fechar (L4 on Ls). Abrindo-se ainda mais
a escala na regiao de 90 graus para 3 inicial, ve-se que esta indefinicao comeca
a ocorrer aproximadamente a 89.97 graus. como vemos na figura (7.3).

Pode-se dizer entao, que esta regiao de transicao é consideravelmente pequena.
ou seja a separatriz é estreita, o que queremos dizer é que as Orbitas tendem para a
esquerda se Gpax > 90° e para direita se ¢pax < 90°. € hd uma certa instabilidade
para Qpax = 90°

Consideron-se ainda casos para Mz = 2M1, mostrado pela figura (7.4); e
para Mz = 1/3M; na figura (7.5). e mesmo assim a separatriz se mostrou rela-
tivamente estreita, por volta de 0.02 graus.
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Figura 7.1: Numero percentual de drbitas girinos obtidas para cada
lado em fungao da posigao de saida de S;.
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Figura 7.2: Numero percentual de dérbitas girinos obtidas para cada
lado em fungao da posigao de saida de S;.
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Figura 7.3: Numero percentual de drbitas girinos obtidas para cada
lado em fungao da posicao de saida de 5;.
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Figura 7.4: Numero percentual de girinos obtidas para cada lado em
fungao da posigao de saida de S3;. usamos a relagao de massa M; =
1/2M,.
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Figura 7.5: Numero percentual de girinos obtidas para cada lado em
funcao da posicao de saida de S3, usamos a relagao de massa AM; =
ifx"f:g;\llf].
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8 Sumario e sugestao para trabalhos futuros

No presente trabalho estudamos o problema de trés corpos no caso nao restrito,
que é caracterizado pela relevancia de todos os corpos envolvidos. Tivemos no
trabalho sempre em mente o sistema Saturno-Jano-Epimeteu, que devido a massa
dos satélites serem da mesma ordem de grandeza, o problema restrito de trés
corpos nao é satisfatério para explicar o seu comportamento dinamico.

Para tanto, encontramos as equacoes do movimento para dois satélites que
se perturbam mutuamente e orbitam um corpo central. Com estas equagoes em
maos, realizamos integracoes numéricas e mostramos exemplos de diversas pos-
sibilidades de 6rbitas: girino, ferradura, transi¢ao girino-ferradura e os satélites
estdticos em seus pontos de equilibrio. Para cada uma das érbitas apresentamos a
evolugao orbital e graficos que mostram a oscilagao radial e angular dos satélites.
As equacgoes de movimento também possibilitaram encontrar as equagoes que de-
terminam o pontos de equilibrio dos satélites, e sua convergencia para o caso
restrito quando uma das massas é nula. Realizamos também algumas analise
analiticas que determinaram constantes de movimento para este sistema.

Vimos também a influéencia do achatamento em satélites coorbitais, con-
cluindo que o achatamento do corpo principal provoca oscilagoes radiais de curto
periodo na érbita dos satélites e 0 aumento da excentricidade osculadora. Entre-
tanto nao constatamos casos em que os satélites deixam de ser coorbitais devido
ao achatamento.

Em seguida verificamos a influéncia da razao de massa entre os satélites na
dinamica de satélites coorbitais. Destacamos como principal resultado a analise
dos pontos de equilibrio com esta razao de massa, verificando que para difer-
entes simulagoes numéricas, com valores crescentes da massa de um dos satélites,
seus respectivos pontos de equilibrio estdveis tendem a coalescerem entre si.
Esbocamos também o comportamento de outros elementos dinamicos para difer-
entes valores de razao de massa entre os satélites, observando que quanto maior
a massa de um dos satélites, menores serao suas oscilagoes angulares e radiais.

A relagao de massa entre o corpo principal e os satélites também foi abordada.
Nesta etapa, basicamente nos preocupamos em encontrar qual o valor minimo
desta relacao para que seja possivel a existencia de érbitas estaveis de satélites
coorbitais. Consideramos como conclusao importante deste estudo que este valor
minimo depende essencialmente do quanto os satélites se aproximam entre si.

Por fim analisamos o comportamento de 6rbitas préximas a regiao de transicao
girino-ferradura no intuito de verificar a largura a regiao de instabilidade. Cons-
tatamos apds refinamentos cada vez maiores que ela é consideravelmente estreita.

Como sugestao para trabalhos futuros, encaramos como ponto de suma im-
portancia estudar as condigoes que determinam a origem de satélites coorbitais,
em especial a formacao do par Jano-Epimeteu. Existe a possibilidade de Jano e
Epimeteu terem sido formados a partir da quebra de um tnico satélite-pai, para
formar dois satélites coorbitais. Se for este o caso, a quebra pode ter acontecido
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muito cedo na histdria do sistema solar, tendo em vista as marcantes crateras em
ambos os satélites e sabendo da estabilidade deste sistema. Um dos fatos que nao
devemos nos esquivar durante a abordagem deste problema sao as provaveis mi-
gracoes nas Orbitas dos satélites de Saturno ocorridas nos primérdios do sistema
solar.

O efeito do arrasto gasoso logo apds as primeiras etapas de formagao dos
planetas é outro ponto de interesse a ser considerado em etapas futuras. Murray
(1994) estudou a evolugao dos pontos de equilibrio do problema restrito con-
siderando vaérios tipos de arrasto. Um estudo interessante seria refaze-lo para o
caso nao restrito. Kary & Lissauer (1995) estudaram a captura destes corpos no
estagio de formacgao do sistema solar e Peale (95) analisou o efeito do gas sobre
os troianos primordias.

Ademais, ha outros fatos ainda nao explicados em sistemas saturnianos, como
os levantados por Fleming & Hamilton (2000), por exemplo, o motivo pelo qual
dentre os seis maiores satélites de Saturno, somente Tetis e Dione apresentarem
trés troianos, enquanto os outros, Mimas, Enceladus, Rea e Tita, nao possuirem
nenhum. Esta ocorréncia é curiosa porque nao hé aparentemente qualquer motivo
para Tetis e Dione terem algum privilégio na captura de troianos. Os autores
apontam, pelo contrario, que os satélites que durante a formagao do sistema
saturniano migraram para fora, tém maior facilidade em capturar troianos. O
estudo desta questao pode sugerir algo sobre a origem de satélites coorbitais
internos, como é o caso de Jano-Epimeteu.
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Apéndice: Equacgoes do movimento em coorde-
nadas retangulares

Iremos aqui buscar as equagoes de movimento para um par de satélites coorbitais
de massas comparéveis, levando em consideracao o achatamento (.J;), do mesmo
modo que fizemos na secao 4.2, a diferenca é que desta vez usaremos coordenadas
as cartesianas (z,y), e nao mais as coordenadas polares (r, ).

Partindo do potencial com achatamento e recordando a equagao (4.13) :

(1’1!5, + J"hft)

i

1, ., (Ms+ M;
s e lg,}ﬂglw
92 .j..i

Fi -
: 5
1

3 ;
Ui=-G + gg.lgffzn'fj . (1)
d

Ro= o, (5 -2 ®

J

para A = \/rf + 7% — 2r;r;j cos(0; — 0;). Vamos nos limitar ao caso plano, e por-
tanto nao usaremos a coordenada z, as equagoes do movimento ficam:
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e portanto:

oU; Mg + M,;
C = G Mg + -z,

(D)
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3 Mg + M,; 3 =
+5GJ, (R?) —————: + 5672 (B*) M; ;
2o )( (‘?’*2‘”‘?))5T ° e J( (ﬁﬂﬁ))ﬁ

e finalmente:

ou, My + M,
_ = g 3 xTr;
ox; ( (=2 + ?}3))

:I,'j — i

+GM; ((\ﬁiﬁ — )" + (45— ""’*')2)‘

:_g'}-‘ R2 I’Hg + ﬁ/!t z;
) ey

GgJ (h’.?) M; Ty

(/)

s
2
8
8

e ainda

oU; Ms + M;

=g 3Yi

% (V=2 +92)




1
—gM; | - 5 (—2y; + 2y:)

2 (\[(1 — 2225 + af + Y7 — 23y + ?fz?)

Yj

(Ve +)

3 . Mg + M;
—GgJ (R? -
el (@2 + 7))

Yj

1!(3?? - ?}f))

5

o ggJ2 (R*) M

simplificando:

oU; Ms+M;
: = 7Y
(‘}y" ( (;;:f + yf ))

Vi@ — ) + (5 — v) ) ( (2 + ?f?))
)'.H(S + ﬁ'i!’i

5Yi
(V@2 +3)

Yj

(1+9))
1 J

+gg~fz (7

3

+3597> (B*) M;

e finalmente:

oU; g Mg+ M;

Yi —Yi Yi
GM, “’2 — -
(\/(:rj—:ri) +(yj—3}s)) ( (T?*‘z )
flff, + A’f,’
' — 5Yi
(V@2 +3)
3 A
5G4 (R?) M, {y" =
(.‘L‘f + yf))

Comparando as equagbes (5) com as equagdes (7) e (10) chegamos a:

. gg.12 (R?)
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Mg + M;
= 3Li

(@2 +12))

XK= Z;

+GM; . 3| @
(\ﬁrj — ;)" + (y; — %) ) ( (a2 +43)
Ms + M;

G

(J@+2)

—%gb(ﬁﬂ

Ty

—%gh(ﬁﬂng

-G

M s + !'"l-‘f?;
3Yi

(V@)

?,_’!l.
GM, Y g

(\/(-'ffj —z;)’ + (y; — ?}:‘)2)3 ( (ﬂ-"f + ’Uf))
M s+ J"."fi
(@2 +2))
—20J; (R*) M——

—ggh(ﬂﬂ

5?)':‘

3

E assim para a massa M;:

J'I'l'f_‘a' + J'.\!|

(@ + )’

I3 — X T
+GM; i _— d

(\/(‘”3 U 3}1)2)3 _ (Vs +s))

J{,'l'fj-,' -+ ﬂ-‘(I 3 2 4 L3
—_— ) — -GgJo (R M: -~ —5
( & +y1))' 1T 2( ) ; ($3+y3))5

3

—%gh(ﬁﬂ




gﬂ/f:; Ys — 5 — '3)'3
(\/(Ti —z)° + (’Us ?}1)2) ( (73 + ?)3))
Ms + M, Y
—— —gf ¢ . —
( (1 + ?}1)) i 2 ( ) 3( (z3 + 93))5

3

- gg.fz (1{'—‘)

E para a massa Mj :

_g Mg + mu

Jri"f‘{d"-}

1 — &3 I

(1’1 o I*a) + (11 — y3) ) ( (x4 +y;))3
Mg + M,

(Vs )

M‘, i M;

+G M, (15)

|

——gf -
2( (21 +J1))

—— iy — —Q Jr (R?) My

33
Ii"‘lj;

GM, Y1~ Ys Y

zy — 23)° + (Y1 — u3)’ )3 ( (2 +?}l))3

3 Mg + M- n
——GJy 1?2 e _._g] M— 9
2 ey 8 O ey

E temos as mesmas equagoes do movimento para Jano e Epimeteu visto na
secao 4.2, porém desta vez em coordenadas cartesianas.
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