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Resumo
Este trabalho foi desenvolvido a partir do estudo dos modelos matemáti
os tradi
ionaisque des
revem a epidemiologia de doenças infe

iosas de transmissão direta e indireta.Fizemos a abordagem 
lássi
a da bus
a de soluções de equilíbrio, a análise de estabilidadedestas analiti
amente ou via soluções numéri
as.Após, apli
amos estas té
ni
as num modelo 
ompartimental para transmissão da Den-gue que 
onsidera a população de mosquitos (vetor sus
etível VS e infe
tado VI), humana(sus
etível S, infe
tado I e re
uperadoR) e um úni
o sorotipo 
ir
ulando nesta população.En
ontramos as soluções de equilíbrio e a partir da análise destas foi possível en
ontrar ataxa de reprodução basal da doença a qual de�ne quando a doença se tornará endêmi
ana população.Em seguida utilizamos a abordagem feita em [1℄ para estudar a in�uên
ia da sazonali-dade na transmissão do vírus, quando esta atua apenas sobre uma das taxas rela
ionadas
om o vetor. Por último, �zemos a modelagem levando em 
onta a periodi
idade de to-das as taxas, 
riando assim, um modelo 
om dependên
ia temporal, no qual foi possívelestudar a periodi
idade de transmissão através da abordagem de ressonân
ia paramétri
ae algoritmo genéti
o.
Palavras-
have: sazonalidade; ressonân
ia paramétri
a; algoritmo genéti
o.



Abstra
t
This work was developed starting the study of traditionals mathemati
al models thatdes
ribe the epidemiology of infe
tious diseases by dire
t or indire
t transmission. We didthe 
lassi
al approa
h of equilibrium solutions sear
h, its analysis of stability analyti
allyand by numeri
al solutions.After, we applied these te
hniques in a 
ompartimental model of Dengue transmissionthat 
onsider the mosquito population (sus
eptible ve
tor VS and infe
ted ve
tor VI),human population (sus
eptible humans S, infe
ted humans I and re
overed humans R)and just one sorotype �oating in this population. We found the equilibrium solutions andfrom their analises, it was possible �nd the reprodution rate of disease and whi
h de�neif the disease will be endemi
 or not in the population.Next, we used the method des
ribed at [1℄ to study the in�uen
e of seasonality atvirus transmission, when it just a
ts on one of rates related with the ve
tor. Lastly, wemade de modeling 
onsidering the periodi
ity of all rates, thereby building, a model withtemporal dependen
e that permits to study periodi
ity of transmission through of theapproa
h of parametri
al ressonan
e and geneti
 algorithm.
Key-words: seasonality; parametri
 ressonan
e, geneti
 algorithm.
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91 IntroduçãoA epidemiologia matemáti
a se baseia em hipóteses que des
revam a disseminação dedoenças e fen�menos biológi
os, rela
ionados a epidemias. Assim a epidemiologia 
ami-nhará sempre junta 
om os 
onhe
imentos biológi
os sobre as doenças e seus respe
tivos
ausadores. Deste modo não existe um modelo matemáti
o de�nitivo e absoluto, sendosempre ne
essário a interação entre o 
onhe
imento biológi
o e a modelagem. É pre
isoes
olher qual o melhor modelo a ser adotado, quais fen�menos interferem no pro
essoestudado, e quais são insigni�
antes.Por �m, o objetivo prin
ipal da epidemiologia matemáti
a é forne
er informações sobrea força da infe
ção e a razão de reprodutibilidade basal (R0), sendo que estas signi�
am,respe
tivamente, a in
idên
ia per 
apita de uma doença (por unidade de tempo), e onúmero de 
asos se
undários que um indivíduo infe
tado primário é 
apaz de produzirnuma população inteira de sus
etíveis.A Dengue é uma doença transmitida através de um vetor, sendo o mosquito Aedesaegypti o prin
ipal deles, já que se adapta muito bem as 
ondições do ambiente e de
ontrole, visto que o 
lima brasileiro é muito favorável ao seu desenvolvimento, e o usoindis
riminado de inseti
ida tem promovido o desenvolvimento de resistên
ia por partedo inseto.Na Améri
a do Sul e do Norte há a o
orrên
ia de todos os sorotipos do vírus da Dengue.Em parti
ular, no Brasil já existem os quatro sorotipos, e somos responsáveis por 60% dos
asos de Dengue no mundo, e 80% na Améri
a do Sul. Sendo assim, o Brasil parti
ipado Programa de Combate à Dengue. Infelizmente, muitos fatores levam o programaa não ser tão e�
az, por exemplo, a 
apa
idade adaptativa do vetor, a insu�
iên
ia dete
nologia para 
ontrole, a força de transmissão do vírus, a existên
ia de quatro sorotipos,o desenvolvimento de resistên
ia por parte do vetor e outros [2℄.Uma 
ara
terísti
a interessante da Dengue é que, o 
ontrole, a imunidade e o ambientepodem atuar sobre a disseminação da doença. O verão no Brasil, por exemplo, é umaestação muito 
huvosa e quente, o que favore
e o a
úmulo de água parada, o 
i
lo de vidado vetor e, portanto, o desenvolvimento do mosquito [3℄.Neste trabalho foi usado um modelo simples de epidemiologia, envolvendo um vetore a população humana [4℄. Considerou-se a 
ir
ulação de um úni
o sorotipo e efeitos de



10sazonalidade sobre os parâmetros do modelo. Numa primeira abordagem, 
onsiderou-seque os parâmetros não dependiam do tempo e os pontos de equilíbrio do modelo, bem
omo a estabilidade destes foram estudados. Numa segunda abordagem, 
onsiderou-setrês situações distintas: quando a sazonalidade afeta a taxa de oviposição do mosquito,quando afeta a taxa de mortalidade e quando afeta a taxa de 
ontato entre mosquito ehumano. Por �m 
onsiderou-se a in�uên
ia da sazonalidade em todos estes parâmetros.Esta monogra�a des
reve o trabalho de ini
iação 
ientí�
a realizado de março de 2010a dezembro de 2012 pelo aluno Thomas Nogueira Vil
hes no Departamento de Bioesta-tísti
a, 
om a Profa. Dra. Claudia Pio Ferreira, no tema de modelagem matemáti
a.Durante o estágio o aluno se familiarizou 
om o ambiente Linux, aprimorando seus 
onhe-
imentos em Linguagem de Programação C, pro
essador de texto latex e outros pa
otesdo Linux, 
omo por exemplo, os pa
otes grá�
os xmgra
e e gnuplot. Foi bolsista FA-PESP de Junho de 2010 à Dezembro de 2012 sob responsabilidade da Profa Dra ClaudiaPio Ferreira. Resultados par
iais do trabalho foram apresentados em 
ongressos, 
omoo CONFIAM- Congresso de Físi
a Apli
ada a Medi
ina - em 2010 e 2011 (Botu
atu -SP), ERMAC - En
ontro Regional de Matemáti
a Apli
ada e Computa
ional - em 2012(Botu
atu) e SIICUSP-Simpósio Interna
ional de Ini
iação Cientí�
a-USP-em 2011 (SãoCarlos).2 ObjetivoEste trabalho tem 
omo objetivo estudar a transmissão da Dengue numa populaçãode humanos e vetor quando há a 
ir
ulação de um úni
o sorotipo do vírus. Obtidosos limiares que dividem o espaço de soluções em ausên
ia do vetor, presença do vetorsem transmissão da doença e presença do vetor 
om transmissão da doença, estuda-se ain�uên
ia do 
lima sobre a dinâmi
a da transmissão da doença. Resultados numéri
osmostram que o maior efeito é obtido quando modela-se os efeitos de sazonalidade atuandosobre a taxa de 
ontato entre as populações de humanos e do vetor.



113 Modelo de TransmissãoO modelo proposto é des
rito pelo 
onjunto de equações diferen
iais mostrado em (1),baseado na suposição de que os indivíduos infe
tados se re
uperam, mas os vetores não, eno fato dos indivíduos sus
etíveis se infe
tarem quando pi
ados por um vetor infe
tado, eum vetor sus
etível se infe
tar quando pi
ar um indivíduo infe
tado. Estas suposições sãoválidas e 
ondizem 
om o que é proposto para a dengue. As variáveis S, I, R, VS, e VI sãorespe
tivamente a população de indíviduos humanos sus
etíveis, infe
tados, re
uperados,população de vetores sus
etíveis e de vetores infe
tados. Logo,
dS

dt
= µ− (λVIS)− µS,

dI

dt
= λVIS − (µ+ γ)I,

dR

dt
= γI − µR, (1)

dVS

dt
= φ− (δIVS)− (µm + α)Vs,

dVI

dt
= δIVS − (µm + α)VI ,sendo o signi�
ado e os valores dos parâmetros biológi
os apresentados na Tabela 1. Naprimeira equação, os indíviduos são renovados a uma taxa 
ontante µ e se infe
tam a umataxa λ. Indivíduos (humanos) de qualquer 
lasse morrem a uma taxa µ. Na segundaequação, os indivíduos que são infe
tados na primeira 
lasse passam à esta 
lasse, sere
uperam a uma taxa γ e morrem a uma taxa µ. Para a ter
eira equação, os indivíduosre
uperados morrem a uma taxa µ.As duas últimas equações do sistema des
revem a dinâmi
a temporal da população devetor, na quarta equação os vetores sus
etíveis são renovados à uma taxa φ, infe
tados àuma taxa δ, e morrem à uma taxa µm. Na última equação os vetores infe
tados morremà uma taxa µm. É importante ressaltar o parâmetro α que representa o 
ontrole feito no
ombate ao vetor, o qual está rela
ionado ao uso de inseti
ida. Foi utilizada a lei de açãodas massas para modelar a transmissão da doença entre as populações.



12Tabela 1: Parâmetros utilizados no modelo, signi�
ado e intervalo de valores [2℄.Parâmetro Signi�
ado Valores
µ taxa de natalidade/mortalidade humana 10

−4
− 10

−5 dia−1

λ taxa de transmissão entre o vetor VI e os humanos S 0,70-1 dia−1

γ taxa de re
uperação dos humanos 0,080-0,25 dia−1

φ taxa de reposição do vetor 0,01-11,2 dia−1

δ taxa de transmissão entre o vetor Vs e humano I 0,6-0,9 dia−1

µm taxa de mortalidade do vetor 0,02-0,09 dia−1

α taxa de 
ontrole 0-1 dia−14 Equilíbrio e Estabilidade4.1 Pontos de EquilíbrioNo equilíbrio, não há mudança no estado do sistema, ou seja, não há mais variaçãoentre as 
lasses. Para en
ontrar estes pontos, basta igualar 
ada uma das equações di-feren
iais mostradas em (1) a zero. Há dois pontos que são óbvios, o equilíbrio em quehá ausên
ia do vetor e da doença e o que há presença do vetor e ausên
ia da doença. Oter
eiro 
orresponde a 
oexistên
ia das populações, assim temos:
E1 = (1, 0, 0, 0, 0), E2 = (1, 0, 0,

φ

µm + α
, 0) e E3 = (S∗, I∗, R∗, V ∗

S , V
∗

I ),sendo
S∗ =

µ(ML+M2Gλ)

λδL− λMGµ + µ (ML+M2Gλ)
,

I∗ =
λµδL−MGµ2λ

GλδL−MG2λµ+ µ (ML+M2Gλ)
,

R∗ =
λδL−MGµλ

GλδL−MG2λµ+ µ (ML+M2Gλ)
,

V ∗

s =
GφδLλ−MG2φλµ+ µGφ(ML+M2Gλ)

λδ2Lµ−MGδλµ2 +MGλδL−M2G2µλ+MGµ (ML+M2Gλ)
,

V ∗

I =
δL−MGµ

ML −M2Gλ
,e

M = µm + α, G = µ+ γ e L = φλµ.



13Após en
ontrar os pontos de equilíbrio, foi feito o estudo da estabilidade lo
al de 
adaum.4.2 Estabilidade dos Pontos de EquilíbrioO estudo da estabilidade lo
al é feito através da análise das raízes do polin�mio 
a-ra
terísti
o, obtido a partir do Ja
obiano do sistema (1), J , 
al
ulado em 
ada pontode equilíbrio. As raízes deste polin�mio são os autovalores da matriz ja
obiana, 
ujaestrutura é
J =























−(λVI + µ) 0 0 0 −λS

λVI −(µ + γ) 0 0 λS

0 γ −µ 0 0

0 −δVS 0 −(δI + µm + α) 0

0 δVS 0 δI −(µm + α)























.

Se todos os autovalores desta matriz são negativos, o ponto de equilíbrio é estável, masse houver pelo menos um positivo, o ponto de equilíbrio é dito instável. Assim,1. no primeiro ponto, (1, 0, 0, 0, 0), o polin�mio 
ara
terísti
o P (η) é dado por:
(η + µ)2(η + µm + α)2(η + µ+ γ) = 0
ujos autovalores são

η1 = −µ, η2 = −(µ+ γ) e η3 = −(µm + α).Considerando que os parâmetros do modelo são todos positivos, todos os autovaloressão negativos, o que indi
a um equilíbrio estável, ressaltando que esta estabilidadedepende da inexistên
ia do vetor, e quando este apare
e, o ponto se torna instável.2. no segundo ponto, (1, 0, 0, φ

µm+α
, 0) o polin�mio 
ara
terísti
o P (η) é dado por:

(η + µ)2(η + µm + α)

[

(η + µ+ γ)(η + µm + α)−
λδφ

µm + α

]

= 0,
ujos autovalores são
η1 = −µ, η2 = −(µm + α)



14e as raízes do polin�mio de segundo grau
η2 + ((µm + α) + (µ+ γ)) η + (µm + α)(µ+ γ)−

λδφ

µm + α
= 0,sendo M = (µm + α), G = (µ+ γ) temos que:

η3 =
−(M +G) +

√

(M +G)2 − 4(MG−
λδφ

M
)

2
e

η4 =
−(M +G)−

√

(M +G)2 − 4(MG−
λδφ

M
)

2
,e a 
ondição de estabilidade (obtida a partir de η3) é dada por:

R0 =
λδφ

M2G
< 1.Pode-se notar que se tivéssemos um R0 apenas para a população humana este seria

R0h = λ
µ+γ

, e se tivessemos um para o vetor este seria R0v =
δφ

(µm+α)2
, é natural queo R0 do sistema seja a multipli
ação dos dois, que foi o resultado obtido.3. no ter
eiro Ponto, (S∗, I∗, R∗, V ∗

S , V
∗

I ), seria muito difí
il obter analiti
amente 
on-dições de estabilidade, logo a análise foi feita numéri
amente utilizando o métodode Runge-Kutta de quarta ordem para resolver o sistema de equações diferen
iaisordinárias des
rito em (1), 
om diferentes 
ondições ini
iais (S > 0 e VS > 0), dife-rentes 
onjuntos de parâmetros (todos satisfazendo a 
ondição R0 > 1) e sujeito aperturbações. Observou-se que, se R0 > 1 este ponto é estável.4.3 Análise Numéri
a de E3Figura 1 mostra a evolução temporal da população de vetores infe
tados e humanosinfe
tados dada a 
ondição ini
ial (S, I, R, Vs, VI) = (0, 9; 0, 1; 0; 0, 5; 0, 5) e o 
onjunto deparâmetros λ = 0, 75 dias−1, δ = 0, 6 dias−1, µm = 0, 0302 dias−1, γ = 0, 125 dias−1,
α = 0 dias−1 e φ = 0, 8 dias−1. Após o transiente 
hega-se ao valor de equilíbrio endêmi
odado por

(S∗, I∗, R∗, V ∗

S , V
∗

I ) = (0, 108937; 0, 000288; 0, 890775; 1, 428131; 0.000440). (2)
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Figura 1: Evolução temporal das populações de infe
tados humano e vetor. Caso em quea doença é endêmi
a (R0 > 1).Mudamos a 
ondição ini
ial, por exemplo (S, I, R, Vs, VI) = (0, 9; 0, 01; 0; 0, 5; 0), edeixamos o sistema evoluir de novo e observamos que o mesmo 
onverge sempre parao mesmo ponto de equilíbrio, i.e., E3. Perturbamos a solução de equilíbrio, (VS, VI) =

(0, 9; 0.001), e o sistema voltou para o equilíbrio. Fizemos modi�
ações sistemáti
as no
onjunto de parâmetros, (lembrando que a es
olha deve ser tal que garanta R0 > 1) enas 
ondições ini
iais e observamos que o sistema 
onverge sempre para o mesmo pontode equilíbrio. Portanto, se R0 > 1 o equilíbrio endêmi
o (
oexistên
ia das populações) éestável.5 O Modelo SIR 
om In�uên
ia Climáti
aA sazonalidade vista 
omo uma repetição (
om alguma pequena variação) das 
on-dições 
limáti
as anualmente, é um exemplo de uma força externa atuando sobre umsistema [6℄. Para entender 
omo a sazonalidade muda a dinâmi
a do sistema, vamos ana-lisar um modelo SIR simples, e após essa análise, apli
aremos a idéia em um modelo detransmissão da Dengue.Seja S, I, R a densidade de indivíduos sus
etíveis, infe
tados e removidos (supondoque a população se mantenha 
onstante no tempo, i.e. S + I + R = 1). O sistema deequações diferen
iais ordinárias dado em (3) des
reve 
omo essas populações evoluem no



16tempo:
dS

dt
= µ− βSI − µS,

dI

dt
= βSI − γI − µI, (3)

dR

dt
= γI − µR,sendo os parâmetros µ, β, γ são, respe
tivamente, a taxa de natalidade (ou mortalidadevisto que a população é 
onstante), as taxas de 
ontato entre os indivíduos infe
tadose saudáveis e a taxa de re
uperação dos indivíduos infe
tados (todas 
om unidade detempo−1). As soluções de equilíbrio de (3) são:

(S∗, I∗, R∗) = (1, 0, 0) e (S∗, I∗, R∗) = (
1

R0
,
µ

β
(R0 − 1), 1−

1

R0
−

µ

β
(R0 − 1)),sendo R0 =

β

µ+γ
. Se R0 > 1 a doença tende ao su
esso (equilíbrio endêmi
o), se não, elatende ao fra
asso (equilíbrio livre da doença). Note que (Figura 2), quando R0 > 1 osistema se aproxima ao equilíbrio endêmi
o 
om os
ilações amorte
idas.Supondo que a sazonalidade afeta a transmissão da doença e, portanto, modi�
a ataxa de 
ontato β, podemos supor, no 
aso mais simples, que

β = β0(1 + σ cos(2πt/T )), (4)sendo σ a força externa que atua no sistema, β0 a taxa de 
ontato média e T o períododa força externa [5℄ . Note que quando a força externa é igual a zero, β é uma 
onstante
β = β0. Figura 3 mostra 
omo a sazonalidade atua na dinâmi
a do sistema, mantendo asos
ilações que antes eram amorte
idas.6 O Modelo de Transmissão de Dengue 
om dependên-
ia temporalVimos que para o modelo (1), o qual des
reve a transmissão da Dengue numa popu-lação de humanos, mosquito e um sorotipo de vírus, dado R0 > 1, o sistema se aproximada solução endêmi
a 
om os
ilações amorte
idas. A idéia é supor que alguns parâmetros



17

0 10050
Tempo (anos)

0

0,2

0,4

0,6

0,8

D
en

si
da

de
 P

op
ul

ac
io

na
l

S
I
R

Figura 2: Evolução temporal do modelo SIR sem sazonalidade, i.e., β = 1, 428, µ =

0, 1428, γ = 0, 1428, 
om todos os parâmetros em dias−1, e σ = 0, resultando em R0 = 5.
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Figura 3: Evolução temporal do modelo SIR 
om sazonalidade, β0 = 1, 428 dias−1, σ = 0, 3e T = 365. Os demais parâmetros são os mesmos da Figura 2.
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Figura 4: Densidade de indivíduos infe
tados versus tempo supondo que a sazonalidadeatua na taxa de oviposição do vetor. Em (a)densidade de humanos infe
tados e em (b)densidade de mosquitos infe
tados.do modelo (1) dependem do tempo (dependên
ia do tipo mostrado em 4). Es
olheu-semodelar a in�uên
ia sazonal na taxa de nas
imento, na taxa de mortalidade e na taxa de
ontato [7, 8℄, assim:1. para o primeiro 
aso vamos supor que a sazonalidade in�uen
ia a taxa de nas
imentodo vetor. O 
onjunto de parâmetros é o mesmo apresentados nas seções anteriorese σ = 0, 3. Figura 4 mostra 
omo seria a evolução temporal as populações dado que
φ = 0.8

(

1 + 0, 3 sin

(

2πt

365

))

.Por uma questão de es
ala, mostraremos nas Figuras apenas as densidades de huma-nos infe
tados e de vetores infe
tados. As diferentes populações variam no tempo,aumentando ou diminuido, de a
ordo 
om as os
ilações senoidais de φ.2. neste segundo 
aso 
onsideraremos que a sazonalidade in�uen
ia na taxa de mor-talidade do vetor. Figura 5 mostra 
omo seria a evolução temporal das populaçõesdado que
µm = 0, 0302

(

1 + 0, 3 sin

(

2πt

365

))

.3. no ter
eiro 
aso 
onsideramos que a in�uên
ia da sazonalidade atua sobre a taxa de
ontato entre vetor e indivíduos. Figura 6 mostra 
omo seria a evolução temporal
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Figura 5: Indivíduos infe
tados versus tempo supondo que a sazonalidade atua sobre ataxa de mortalidade do vetor. Em (a) humanos infe
tados e em (b) mosquitos infe
tados.das populações dado que
λ = 0, 75

(

1 + 0, 3 sin

(

2πt

365

)) e δ = 0, 6

(

1 + 0, 3 sin

(

2πt

365

))

.Observe que a in�uên
ia deste parâmetro sobre a dinâmi
a da doença, neste 
aso émais forte.Logi
amente que a in�uên
ia da sazonalidade não a
onte
e individualmente para 
adaparâmetro, e sim atua no 
onjunto todo. A Figura 7 mostra o equilíbrio os
ilatório dadoo 
onjunto de parâmetros µ = 10−5; λ = 0, 75; δ = 0, 6; γ = 0, 08; φ = 0, 8 e µm = 0, 0302;sendo todas as unidades em dias−1, e a força sazonal 
om o valor de 0,3.7 O Caso de Ressonân
ia Paramétri
aComo visto, a sazonalidade pode ser representada 
omo uma função senoidal no nossosistema, e tem o efeito de manter as os
ilações naturais e amorte
idas observadas no tempotransiente para o equilíbrio E3. O período de os
ilação da função que modela o efeito desazonalidade nos parâmetros do modelo in�uen
ia a dinâmi
a temporal observada nonúmero de infe
tados humanos, e expli
a o padrão temporal de pi
os epidêmi
os maisintensos em intervalos de 3 a 5 anos.Uma análise profunda e mais simples, pode ser feita 
om a transformação do modelo
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Figura 6: Indivíduos infe
tados versus tempo supondo que a sazonalidade atua na taxade 
ontato entre as populações de humanos e mosquitos. Em (a) humanos infe
tados eem (b) mosquitos infe
tados.
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Figura 7: Densidade de humanos infe
tados dado o 
onjunto de parâmetros: µ = 10−5;
λ = 0, 75; δ = 0, 6; γ = 0, 08; φ = 0, 8; α = 0 e µm = 0, 0302; sendo todas as unidades em
dias−1, e a força sazonal 
omσ = 0, 3.



21proposto em um modelo que leve em 
onsideração a existên
ia de ressonân
ia. Um os-
ilador paramétri
o é aquele 
ujos parâmetros mudam 
om o tempo, 
omo por exemploum pêndulo 
ujo o �o é uma mola. A ressonân
ia paramétri
a a
onte
e entre o sistemaos
ilador e o parâmetro que os
ila, e diferentemente da ressonân
ia que o
orre 
om umaforça periódi
a (os
ilador harm�ni
o forçado) onde é ne
essário que a frequên
ia de os
i-lação do sistema seja exatamente a mesma da força externa, a ressonân
ia paramétri
aa
onte
e dentro de um intervalo (em torno da frequên
ia natural do sistema), logo, é amais 
omum na natureza.7.1 Apli
ação em um Modelo SIRPrimeiramente, 
omo exemplo, vamos analisar o modelo SIR sujeito a efeitos sazonais.Seja S, I, R a densidade de indivíduos sus
etíveis, infe
tados e removidos (supondo que apopulação se mantenha 
onstante no tempo, i.e. S + I +R = 1). O sistema de equaçõesdiferen
iais ordinárias dado em (3) des
reve 
omo essas populações evoluem no tempo,
omo anteriormente 
itado.Supondo que a sazonalidade afeta a transmissão da doença e, portanto, modi�
a ataxa de 
ontato β, temos que:
β = β0(1 + σ cos(2πt/p)), (5)sendo σ a força externa que atua no sistema, β0 a taxa de 
ontato média e p o período doforçante [5℄.Assim, a abordagem de ressonân
ia proposta em [1℄ é feita 
om a transformação dosparâmetros, µ′ = µ/p, γ′ = γ/p, β ′ = β/p e t′ = tp [1℄ [6℄, logo:

dS

dt′
= µ′

− β ′SI − µ′S, (6)
dI

dt′
= β ′SI − (µ′ + γ′)I,

dR

dt′
= γ′I − µ′R,

β ′ = β ′

0(1 + σ sin(2πt′/p).Na Figura 8 está representado um diagrama de ressonân
ia (o pro
edimento paraobtenção deste está des
rito na seção 8.2, junto à expli
ação do algoritmo genéti
o) dado
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Figura 8: Número de infe
tados máximo versus período de os
ilação, dado o 
onjunto deparâmetros µ = 0.01 ano−1, γ = 40 ano−1, β = 500 ano−1 e σ = 0, 025.
µ = 0.01 ano−1,γ = 40 ano−1, β = 500 ano−1 e σ = 0, 025, no qual podemos veri�
arque o período de os
ilação da força externa in�uen
ia nos pi
os de epidemia, também épossível veri�
ar que os maiores pi
os estão rela
ionados 
om um período próximo de 4,5anos. Quanto aos outros pi
os, é esperado que a não-linearidade do sistema 
ause pi
osem T/2 e 2T (sub-harm�ni
os)[1℄.7.2 Apli
ação no Modelo de DengueUtilizando a mesma abordagem de ressonân
ia [1℄, podemos estudar o sistema detransmissão da Dengue, anteriormente apresentado de�nindo os parâmetros µ′ = µ/p,
λ′ = λ/p, δ′ = δ/p, γ′ = γ/p, φ′ = φ/p, α′ = α/p, µ′

m = µm/p e t′ = tp. O sistema deequações �
a 
omo apresentado em (7)
dS

dt′
= µ′

− (λ′VIS)− µ′S,

dI

dt′
= λ′VIS − (µ′ + γ′)I,

dR

dt′
= γ′I − µ′R, (7)

dVS

dt′
= φ′

− (δ′IVS)− (µ′

m + α′)Vs,
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dVI

dt′
= δ′IVS − (µ′

m + α)VI .Lembrando que os parâmetros λ′, δ′, µ′

m e φ′ são funções senoidais que dependem dasazonalidade. Assim é possível 
onstruir um grá�
o análogo à Figura 8, que representao máximo dos indivíduos infe
tados pelo período da força externa 
onsiderado, este estárepresentado na Figura 9.
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Figura 9: Variação dos máximos de infe
tados em função do período da força sazonaldados o 
onjunto de parâmetros: µ = 10−5; λ = 0, 75; δ = 0, 6; γ = 0, 08; φ = 0, 8 e
µm = 0, 0302; sendo todas as unidades em dias−1, e a força sazonal 
om o valor de 0,3
8 Problema de OtimizaçãoNa Figura 9 podemos notar que o maior pi
o epidêmi
o se dá num período entre 1,6e 2,0 anos. Mas 
omo já dito anteriormente, é possível observar um padrão de maiorintensidade a 
ada três e 
in
o anos, o que não o
orreu para a simulação feita.A 
on
lusão é que o 
onjunto de parâmetros utilizado não é satisfatório, por isso éne
essário fazer uma otimização do 
onjunto. Para isso utilizou-se um algoritmo genéti
oque bus
a qual o 
onjunto de parâmetros que faz 
om que o maior pi
o esteja entre trêse 
in
o anos. O pro
edimento utilizado é expli
ado a seguir.



248.1 Uma Breve IntroduçãoEm meados da dé
ada se 70, John H. Holland prop�s a té
ni
a de algoritmo genéti
o,baseada nas teorias darwinianas. Darwin 
on
luiu, em suas pesquisas, que os indivíduosmais propensos à sobrevivên
ia são aqueles mais adaptados ao ambiente em que vive,logo, estes teriam maior 
han
e de se reproduzir e deixar des
endentes que a
umulam as
ara
terísti
as favoráveis. Assim 
om o passar do tempo, as 
ara
terísti
as desfavoráveistendem a extinção. Mas o objetivo de Holland não era a 
on
epção de um algoritmo pararesolver problemas espe
í�
os, e sim simular 
omputa
ionalmente a adaptação naturaldos indivíduos. Deste estudo surgiu a publi
ação �Adaptation in Natural and Arti�
ialSystems�.Existem três 
omponentes bási
os de um AG [9℄: a 
odi�
ação do problema, o espaçode bus
a (onde são 
onsideradas todas as possibilidades de solução) e a função de avaliação,que é uma maneira de avaliar os membros do espaço de bus
a.Ini
ialmente é gerada uma população de n indivíduos sendo que 
ada indivíduo é umapoten
ial solução para o problema, em geral essa sequên
ia de valores pode ser binária,inteira ou real, de a
ordo 
om o problema (no nosso 
aso, 
ada indivíduo é um 
onjuntode parâmetros que será utilizado para simular a evolução temporal do sistema).Com a população 
riada, 
al
ulamos os valores de aptidão para 
ada indivíduo (quãoboa é essa solução para o problema). Com isso, só uma por
entagem dos indivíduos, os queforem melhores, é mantida (idéia de seleção natural), o resto é des
artado. Os indivíduosque �sobreviveram� se reproduzem, e após a reprodução formamos pares 
om os indivíduos(
omo se fossem 
romossomos) e neste ponto pode haver 
rossing over (
ruzamento) oumutação. Todo pro
esso é novamente exe
utado até que um dos indivíduos satisfaça o
ritério de parada (ver Figura 10).Em alguns 
asos, é desejado manter inta
tos os melhores indivíduos, este pro
esso é
hamado de elitismo e é utilizado para melhorar o tempo 
omputa
ional. Sua vantagemé que evita-se a destruição de indivíduos que já são 
onsiderados boas soluções, mas aomesmo tempo pode reduzir a variabilidade genéti
a da população e 
ausar uma paradanão programada do algoritmo.Embora pareça simples do ponto de vista biológi
o, o AG é 
omplexo o su�
iente paraforne
er resultados relativamente rápidos, robustos e 
on�áveis.
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o.
8.2 Apli
ação ao Modelo de Transmissão da DengueIni
ialmente, geramos os 
onjuntos de parâmetros (
romossomos) utilizando o gera-dor de números aleatórios. Os valores es
olhidos para λ, δ, γ, µm e φ, estão dentro dosintervalos apresentados na Tabela 1; µ e σ foram �xados, respe
tivamente, em 0,00004dias−1 e 0,3. Os testes foram feitos 
onsiderando uma população de dezesseis indivíduos(
romossomos). Dado o 
onjunto de parâmetros que 
ara
teriza um indivíduo na po-pulação, utilizamos este 
onjunto para fazer a pontuação segundo o seguinte algoritmo:�zemos a evolução temporal do sistema 7 (utilizando o Runge-Kutta de quarta ordem) emedimos, após o transiente, a densidade de infe
tados humanos máxima para 
ada valorde p. Veri�
amos se a �gura relativa ao diagrama de ressonân
ia tem seu máximo nointervalo entre [3, 5]. Se sim, a simulação termina, se não, pontuamos este 
onjunto deparâmetros (indivíduo) segundo o seguinte 
ritério: quanto mais longe do intervalo [3, 5]menor a pontuação, 
aso esteja no intervalo a pontuação é máxima.Tiramos a média de todas as pontuações, todos os indivíduos que estivessem a
imadesta média seriam sele
ionados e o resto des
artado, para 
ompletar a população repro-duzimos os 
romossomos que foram sele
ionados. O lo
al da quebra para o 
ruzamento éaleatório sendo que pode ou não haver 
ruzamento dependendo do lo
al (
aso seja sele-
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Figura 11: Máximo dos infe
tados em função do período de os
ilação da força externa,para os parâmetros µ = 0, 00004 dias−1, λ = 0, 728890 dias−1, δ = 0, 714141 dias−1,
γ = 0, 230799 dias−1, µm = 0, 040679 dias−1, φ = 0, 032695 dias−1 e σ = 0, 3.
ionado um lo
al depois do último gene, não há 
ruzamento. Se for sele
ionado antes doprimeiro gene, tro
a-se todos os genes, o que não 
ausa alteração no genótipo. Já a o
or-rên
ia ou não da mutação era determinada 
om uma probabilidade de 10% de o
orrên
ia,testada para 
ada gene, se o
orresse o valor do gene era substituído por um novo dentrodo seu respe
tivo intervalo. Assim a nova população era testada e pontuada novamente,e se não fosse en
ontrada a solução esperada, outra nova população era gerada e testada.Após a utilização do algoritmo genéti
o 
onseguimos en
ontrar um 
onjunto de parâ-metros que satisfaz os dados da literatura, 
omo mostrado na Figura 11, esta foi 
ons-truída utilizando os seguintes parâmetros: µ = 0, 00004 dias−1, λ = 0, 728890 dias−1,
δ = 0, 714141 dias−1, γ = 0, 230799 dias−1, µm = 0, 040679 dias−1, φ = 0, 032695 dias−1e σ = 0, 3. Como é possível veri�
ar os maiores pi
os se en
ontram entre o intervalo detrês a 
in
o anos, 
omo o esperado.É fato que não existe apenas um 
onjunto de parâmetros que 
onsegue de�nir o pi
omáximo rela
ionado 
om um período entre três e 
in
o anos, assim é interessante fazeruma análise de vários 
onjuntos de parâmetros e 
al
ular a média e o desvio padrão para
ada um deles, pois 
om isso saberemos qual parâmetro prati
amente não varia e qualmuda bastante. Podemos inferir que se o parâmetro quase não muda ele é de importân
ia,
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aso mude bastante, sua variação não é tão signi�
ante.Utilizando o algoritmo genéti
o pudemos des
obrir 100 
onjuntos ideais, e então 
omo programa R 
al
ular a média e o desvio padrão para 
ada parâmetro. Os resultadosestão na Tabela 2.Tabela 2: Média e Desvio Padrão de 
ada parâmetro, para a amostragem a
ima 
itada.Parâmetro Média (dias−1) Desvio Padrão
λ 0,8600 0,09203
δ 0,7432 0.092405
µm 0,07016 0,01549
φ 0,2619 0,28233
γ 0,1656 0,04667

9 Con
lusãoAtravés do estudo da dinâmi
a de transmissão da Dengue, é possível notar que o efeitosazonal sobre os parâmetros pode expli
ar a periodi
idade dos pi
os epidêmi
os. Variando
p no sistema 7, pudemos mostrar através de análise do diagrama de ressonân
ia qual operíodo intrínse
o de os
ilação do sistema para 
ada 
onjunto de parâmetros utilizado,pois o maior pi
o de densidade de infe
tados se en
ontra quando p ∼ p0, sendo p0 o períodointrínse
o de os
ilação do sistema. Futuramente queremos estudar 
omo a periodi
idadedo 
ontrole afeta a dinâmi
a temporal do sistema.Também 
onseguimos veri�
ar a e�
iên
ia de um algoritmo genéti
o na bus
a dos
onjuntos de parâmetros que maximizam o número de infe
tados, possibilitando assim,uma análise mais detalhada sobre a in�uên
ia de 
ada parâmetro sobre o período intrínse
ode os
ilação do sistema.Deste modo, analisando os parâmetros notamos que os de menor variação são osrelativos ao 
ontato entre os humanos e mosquitos, portanto podemos inferir que estes temmaior in�uên
ia no período intrínse
o de os
ilação do sistema, e os não tão signi�
antessão os relativos a demogra�a do mosquito (taxa de reposição e mortalidade), pois estestem maior variação (em espe
ial a taxa de reposição).
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