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“Mesmo que a fonte seja

descorhecida ainds cssim

o rezate flui”

H. Poincaré
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A representagdo de objetos geométricos é um assunto de considerdvel interesse e
importdncia para ndo poucas dreas que lidam com computagdo geométrica tais como
arquitetura, engenharias mecdnica e civil, bem como para a Fisica, quando ao tratar-se
numericamente as equagdes diferenciais parciais da Fisica-Matemdtica, tais como as
equagdes cldssicas do eletromagnetismo e as equagdes de Einstein do campo
gravitacional, impée-se como etapa prévia a construgdo dos dominios geométricos de
interesse. Como em todo processamento, a representagdo/estrutura de dados determina

o algoritmo que serd necessdrio para prover as operagdes associadas de um certo

dominio semdntico. Esta dissertagdo objetiva descrever e apresentar alguns algoritmos

do esquema de representagdo de sélidos geométricos baseados em “BSP tree (Binary

Space Partitioning Trees)” usando operadores Booleanos.

A
AVAYAY

VA
2 3 4 5 6 7 unespw 11 12 4% 14 15 16 i



Abstract

Methods for representing geometric objects is an issue of considerable interest
and importance to disciplines dealing with geometric computation such as architecture,
mechanical and civil engineering as well as all the theoretical physics on topics of great
interest such as geometric computation of eletromagnetic fields and numerical treatment
of Einstein field equations (in both cases is required a priori the construction of
geometrical domains). As in all computation, the data representation/structure
determines the algorithms that are needed to provide the operations associated with a

semantic domain. In this paper we describe the state of art, goals and some algorithms

of the representation scheme for rigid solids, based on the dimensionless approach of

Binary Space Partitioning Trees by Using the Boolean Operators.
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INTRODUCAO

A modelagem geomética computacional abstrata desempenha um importante e
crescente papel na representagdo de objetos fisicos. O aparecimento do esquema de
representagio “Binary Space Partitioning” (BSP) tree na literatura deveu-se sobretudo a
Shumacker et al [9]. Este método (BSP), como originalmente proposto, envolvia o
desenho da simulagio de um cendrio geométrico particionando manualmente
“agrupamentos” tais como prédios, arvores, montanhas, de tal forma que planos
poderiam ser colocados entre os agrupamentos para variadas extensdes. Cada
agrupamento correspondia a um né édrea. Apos revisdo do trabalho de Schumacker,
Sutherland et al [8] elaboraram para cada drea uma pré-computagdo e armazenaram-se
os agrupamentos sequencialmente. Desde que o método de Sutherland requeria espago
de armazenamento da ordem de m’ (onde m ¢ niimero de agrupamentos), néo ficou claro
que esta aplicagdo apresentava vantagens. A aplicagdo de BSP trees introduzida por
Fuchs, Kedem e Naylor [7], em muitos casos complementa o que foi apresentado por
Sutherland, descreve um novo algoritmo para gerar mais rapidamente imagens
realisticas em cenas 3-D compostas de poligonos, e certamente, apresenta quase todos os
fundamentos tedricos da 4rea, presentes em desenvolvimentos recentes. Uma solugéo foi
apresentada entfio para um problema de superficie, e que aparentemente era mais
eficiente do que as solugdes anteriores, qual seja a de que muitas imagens eram geradas
para algum ambiente estatico. Pela aplicagdo de Fuchs et al, um algoritmo € facilmente
implementado desde que ambas as fases, a de pré-processamento ¢ a de geragdo de
imagens, possam cada uma, serem declaradas em uma pequena rotina recursiva. Um
provavel problema desse novo método, a saber, um grande aumento do nimero a partir
de poligonos iniciais na base de dados para o nimero de BSP trees, o qual apareceu na
aplicagio de Sutherland, ndo ocorre em quaisquer dos ambientes encontrados.

Recentemente uma nova aplicagdo foi proposta por Langstrof e Weiland [14]

para descrever o esquema de representagdo para solidos que estd baseado em dimensdes
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menores de BSP trees. Este método para modelagem de estruturas complexas é a
combinagdo de objetos primitivos como esferas ou cubos por meio de operagdes
booleanas. Em uma Geometria So6lido Construtiva (CSG), um objeto ¢ armazenado
como uma arvore, com operadores para os nos internos, e primitivos simples para as
folhas. Alguns operadores podem ser operadores booleanos. Nesta tese nos
concentraremos no calculo de problemas da forma, g ®¢@ nos quais 4 and ¢ s@o
“polytopes” e ® representa o operador unido, intersec¢ao, ou diferenga.

Fazemos uma comparagdo entre a simplicidade dos algoritmos propostos com os

outros propostos anteriormente. O novo esquema de representagdo € ndo ambiguo,

eficiente, e prové um dominio de representagdo maior, e mais adequado, para descrever

um conjunto de objetos fisicos.
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INTRODUCTION

Abstract geometric computational modeling plays an important and increasing
role in representing physical objects. The appearance of a “Binary Space Partitioning”
(BSP) tree representation scheme in the literature was due to Schumacker et al [9]. This
method (BSP), as originally proposed, involved the designer of a simulation scene
manually positioning “clusters” such as buildings, trees, mountains, so that vertical
dividing planes could be placed between the clusters to varying extents. Each cluster
corresponded to an area node. After reviewing the work of Schumacker, Sutherland et al
[8] made for each area a pre-computing and storing ordering on the clusters (as the

dividing planes were not part of the scene they need through this approach not be

included in the ordering). Since, Sutherland’s method requires m’ storage space (where

m is the number of clusters), it was not clear whether this approach was advantageous.
The application of BSP trees introduced by Fuchs, Kedem and Naylor [7], in many ways
a complement to that presented by Sutherland, describes a new algorithm to more
rapidly generate realistic images of 3-D scenes composed of polygons and certainly all
presents the development of almost all theoretical foundations of the area. A solution has
been presented to the visible surface problem which appears to be more efficient than
those previous solutions whenever many images are to be generated of the same static
environment. Through the approach of Fuchs et all the algorithm is easy to implement
since both phases, the pre-processing and the image generation, can each be stated in a
short recursive procedure. The major potential weakness, a large increase from the
number of original polygons in the data base to the number in the BSP tree, which
appeared in Sutherland’s approach, has not occurred in any environment encountered.
Recently a new approach has been proposed by Langstrof and Weiland [14] in
order to describe a representation scheme for rigid solids that is based on the
dimensionless of BSP trees. This method for modeling complex structures is the
combination of primitive objects like spheres or boxes by means of booleans operations.

In Constructive Solid Geometry (CSG), an object is stored as a tree with operators at the
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internal nodes and simple primitives at the leaves. Some of the operators may be boolean

operators. In this thesis we concentrate on the evaluation of problems of the form x ® ¢

, where u and ¢ are polytopes and ® represents one of the boolean operators union,

intersection or difference.

We make a comparison between the simplicity of algorithms proposed through
this approach, with the others proposed earlier. This new representation scheme is
unambiguous, efficient and provide a domain of representation which is large enough to

describe an adequate set of physical objects.
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CAPITULO I:

ALGEBRA BOOLEANA E OPERADORES

:cm 1 2 3 4 5 6 7unespm Ll A2 43 44 15 16 i



1.1 O conceito de conjunto

A nogdo de conjunto ou classe ou simplesmente uma cole¢do de objetos é
geralmente considerada como o mais fundamental conceito da matematica. E também
um conceito familiar, assim como a expressao “um conjunto de livros”, “um rebanho de
ovelhas”, “uma colegdo de selos” e assim por diante. Os objetos de um conjunto sdo
chamados de membros ou elementos.

Em muitos casos, a forma mais simples de definir um conjunto seria listar todos
os seus elementos, por exemplo, “o conjunto consistindo dos inteiros positivos 2, 3, 5,
7”. Para decidir se um objeto pertence ou ndo ao conjunto em questdo, basta examinar a
lista.

Um conjunto pode também ser definido por algumas propriedades ou uma
combinacgdo de propriedades pelas quais n6s podemos testar se um objeto pertence ou
ndo ao conjunto, ou seja, os membros de todo conjunto exibem todas as propriedades em
questdo, mas ndo sdo verdadeiros para alguns objetos do conjunto. Assim, o conjunto
cujos elementos sdo 2, 3, 5, 7 pode ser definido como “o conjunto de todos os niimeros
primos menores que 10,

Quando os elementos de um conjunto sdo muitos, o que € verdade no caso do
conjunto dos nimeros primos € impossivel listar todos os elementos do conjunto.
Entretanto, a frase “o conjunto de todos os nimeros primos” define o conjunto
completamente. Por outro lado, o conjunto consistindo da “Estrela Norte”, do nome
Cleopatra, e do nimero 13 ndo pode prontamente ser definido a ndo ser na forma de
listar seus trés elementos, pois € dificil definir alguma propriedade ou uma combinagio
de propriedades, que possam caracterizar uma correspondéncia entre seus elementos.

Quando um conjunto é definido por uma propriedade, a propriedade pode ser
formulada com a ajuda do que chamamos de “sentenca aberta”, isto €, o resultado de
excluir cada exemplo de um certo nimero de substantivos ou nomes de uma sentenga ou
inserir simbolos para variaveis em seus lugares. Por exemplo, consideremos a sentenga
aberta “x € um assincrono, computador digital”, onde a variavel x pode ser substituida
pelo nome de algum objeto correspondente. Se, por algum nome especifico, este tornar a

sentenca verdadeira, o objeto correspondente pertence ao conjunto de computadores
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digitais assincronos. Se a sentenga é falsa, o objeto ndo pertence a classe. Um outro
exemplo, a sentenga aberta “x € branco e x é uma rosa”, define certamente um conjunto
de flores. Para decidir se tais declaragdes sdo ou ndo verdadeiras para determinadas
substituicdes de variaveis, nés devemos poder determinar se as propriedades estio ou
ndo definindo o objeto em questdo (de ser assincrono um computador digital, uma rosa
ser branca e assim por diante). As vezes, este problema é ndo trivial, por exemplo,
quando classificagdes biologicas estdo sendo feitas.

E interessante observar que os elementos de um conjunto podem ser conjuntos.

Podemos listar a medida dos trés angulos de um tridngulo da forma (a,b,c)onde

a+ b+ c=180. Denotemos o conjunto de todas as triplas de 4. Entdo cada membro de
A € uma tripla de nimeros reais positivos € uma determinada tripla de numeros reais
positivos pertence a A se e somente se a soma de todos os trés nimeros sio 180. Assim a
tripla (10, 15, 155) é membro de A, mas também € um conjunto cujos elementos sdo 10,
15 e 155.

O simbolo habitual para a propriedade pertencer a um conjunto € €. Assim, nos
expressamos o fato que um elemento a pertence ao conjunto 4 da forma a € 4. Se o
elemento b ndo pertence a 4, nos escrevemos da forma beg A.

A expressdo “o conjunto consiste de” € habitualmente denotada como reforgo.
Assim {2, 3, 5, 7} denota o subconjunto consistindo dos inteiros 2, 3, 5, 7. A propriedade
que define um conjunto pode também ser colocada para reforgar a escrita, por exemplo:

e {(a b c)|a b creal: a+b+c=180} significa “o conjunto de todas as triplas, (a,
b, ¢) de numeros reais cuja soma seja 180" (a barra vertical significa “tais que” e os

parénteses significam para “o conjunto todo™)

{ (x,») | y=x*; x, y real }, significa “o conjunto de todos os pares ordenados (x, )

de numeros reais tais que y=x*”
{ x| x primo, x < 10 }, significa que: “o conjunto de todos os nimeros x tais que x é
um numero primo menor que 107, ou seja, o conjunto {2, 3, 5, 7}.
E possivel para propriedades diferentes definir um mesmo conjunto. Assim, “o
conjunto de todos os multiplos inteiros de um primo” e “o conjunto de todas as
diferengas de dois inteiros distintos” sdo de fato um mesmo conjunto, isto €, o conjunto

de todos os inteiros. Nos consideraremos a propriedade equivalente para este caso.

15
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Consideremos dois conjuntos iguais (escreveremos como =) se € somente se eles
contém exatamente os mesmos elementos.

Quando uma propriedade € tal que possua nenhum elemento, ¢ chamada de
propriedade nula e noés definimos como conjunto nulo ou conjunto zero ou conjunto
vazio. Desde que dois conjuntos vazios contém exatamente os mesmos elementos (isto
¢, nada) ambos sdo conjuntos vazios, entretanto considerados iguais. Na algebra dos
conjuntos, o conceito de conjunto vazio é analogo ao aplicado a fungdo nula na algebra
tradicional.

Se nds indagamos se ou nao os elementos de um determinado conjunto possuem
alguma propriedade adicional, nds somos conduzidos ao conceito de um subconjunto de
um determinado conjunto. Quando todos os elementos do conjunto 4 também sdo
elementos de conjunto B, entdo nos dizemos que A € um subconjunto de B e que B € um

supraconjunto de 4. Nos representamos esta relagao escrevendo A < B que pode ser

lida por “A é um subconjunto de B”, ou “A4 estd contido em B”. E conveniente

considerar um conjunto como um subconjunto dele mesmo, o que estaria de acordo com
a definicdo. O conjunto vazio € um subconjunto de todo conjunto, novamente pela
defini¢do. Um caso especialmente importante € o caso no qual 4 é um subconjunto nao
vazio e distinto de B, e ainda, B contém um elemento que ndo pertence a A. Entdo A4 ¢
chamado de um subconjunto proprio de B. Se 4 € um subconjunto proprio de B, nds
escrevemos A ¢ B.

Alguns outros conceitos basicos podem ser encontrados em A. Ambrose e M.

Lazerowitz [1].

1.2 Operagoes sobre Conjuntos

Vamos supor que nds desejamos considerar exclusivamente os subconjuntos de
algum “superset” fixo S. NoOs entdo chamaremos S de conjunto universo e o
denotaremos pelo simbolo U. O conjunto vazio sera denotado por 0. Subconjuntos
proprios de U serao denotados pelas letras maitsculas A4, B,

E conveniente representar o conjunto universal por meio de ilustragdes, por um

retangulo plano, e representar seus subconjuntos por um oval ou por regides
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amolduradas dentro do retangulo. Tais diagramas sdo chamados de diagrama de Venn.
Diagrama de Venn auxiliam-nos na visualizagdo de nog¢des fundamentais relativas a
conjuntos, mas desde que muitos conjuntos ndo sejam regides planas, tais diagramas nio
contém provas de teoremas sobre conjuntos em geral. Eles podem, entretanto, provar

contra-exemplos para provar declaragoes falsas.

O complemento A deum conjunto A contido em U é um conjunto de todos os

elementos de U que ndo pertencem a A. A unido A U B de dois subconjuntos 4 e B de
U € um subconjunto de U que consiste precisamente dos elementos que pertencem a A
ou a B ou de ambos. A intersecgdo A N B de A e B é um subconjunto de U que
consiste de todos os elementos pertencentes simultaneamente a 4 ¢ B. Este conceito ¢
ilustrado pela regido hachurada. Por conveniéncia os simbolos U e N sdo

freqiientemente chamados de “cup” e “cap” respectivamente.
q p p

ANB
Figura 1 — Complemento, Unifo e Intersec¢io de Conjuntos

Seja U o conjunto de todos os humanos vivos, A denota o subconjunto de todas
as pessoas que sao marinheiros, ¢ B denota o subconjunto de todas as pessoas que ja
foram naufragas. Entdo 4 U B representa o conjunto de todas as pessoas vivas que sdo
marinheiras ou que tenham sido naufragas ou ambas, e A N B representa o conjunto de
todos os marinheiros que tenham sidos naufragos. Este exemplo pode ser interpretado

pelo diagrama de Venn (Figura 2).

[(ANB)NCIND

Figura 2 — Exemplo de Complemento e Intersecgio
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Combinagdes mais complicadas podem também ser representadas por um outro
Diagrama de Venn. Neste caso, o conjunto D ¢ indicado como ndo tendo elementos em
comum com B ou C. Consequentemente, neste caso, nés temos que BN D=B N D
= @ . Quando a intersec¢@o de dois conjuntos € um conjunto vazio, entdo dizemos que
s3o0 disjuntos.

Como a definig@o e os exemplos anteriores demonstram, a unido € analoga para o
conectivo ou seja, se um elemento pertence a A U B significa que o elemento esta em A
ou em B ou em ambos. Similarmente, a intersec¢do € analoga ao conectivo ou seja, se

um elemento pertence a A N B, significa que ele esta em ambos os conjuntos 4 ¢ B.

Assim, a expressao ((A N B ) N C )N D significa que os elementos estdao em A4 e fora

deB,CeD.

Como ilustrag@o adicional a estes conceitos, observe que no caso de fungdes de
trés variaveis, as oito possiveis combinagdes de valores destas variaveis podem ser
representadas como vértices de um cubo (Figura 3). Vamos tratar este conjunto de oito

vértices como o conjunto universal U.

001

100

110

Figura 3 — Vértices do cubo como conjunto Universal
Entdo uma determinada fung¢do pode ser representada como um subconjunto de
U, ou seja, como um conjunto de vértices correspondendo as combinagdes de quando a

fungao assume valor 1. Por exemplo, a fungio:

F =X,V X,%, %, V X, %: %4
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corresponde ao conjunto de vértices V', onde:
V,={101, 011, 110}

Estes vértices estdo negritados na figura 3. O complemento ? € representado

pelos vértices restantes do cubo, que seria V_f vejamos entao:
V. = V , = {000, 001, 010, 100, 111}

Vamos considerar, como um segundo exemplo, a fungao:

E=X X X VEX X, VX XX VX XX,

V, = {101, 011, 000, 111}

Estes vértices estdo circundados na figura 3.

Agora o conjunto de vértices correspondente a f v g € facilmente descrito para
ser V, UV, :

vV

fveg

=V,uV, ={101, 011, 110, 000, 111}

E o conjunto de vértices correspondentes a fg € encontrado para ser:

V,=V,V, ={101,011}

As trés regras ilustradas neste exemplo, V? =Vys, V, =V, UV, e

V,e=V,nV,, siotomadas para fungdes arbitrarias f e g de trés variaveis.
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A interpretagdo geomeétrica e as trés regras estendem-se a dimensdes mais altas.
Uma fungdo de n variaveis correspondente para um subconjunto de vértices de um cubo
n-dimensional. Esta ¢ uma interpretagdo util desde que haja um certo conhecimento
sobre geometria (especialmente sobre propriedades simétricas) de um n-cube, e todos
estes conhecimentos podem ser trazidos para influenciar o estudo de fungdes. De fato, é
exaustivamente usado em pesquisas tedricas.

Outras operagoes basicas sobre conjuntos podem ser encontrados em A. A.

Bennett e C. A. Bayliss [2].

1.3 Teoremas basicos relativos a Igualdade e Inclusao

Desde que a equagdo A=B significa que os conjuntos A e B sdo de fato um

mesmo conjunto, nds temos imediatamente que:

Se A = B, entdo para todos os conjuntos C,AUC=BuC e AnC=BnC,
SeA=BeC=Dentio AvC=BuDe AnC=BnD

Se A = B entéo, A=Be reciprocamente,

para cada equagdo, ambos os elementos representam na verdade o mesmo conjunto. Isto
€, um pode unir iguais com iguais, interseccionar iguais com iguais e complementar

iguais para obter iguais.

Por outro lado, da equagio AUC=BuC ou AnC=BnC ndo

necessariamente segue que A = B, por exemplo, seja:

A={l,2, 3}, B={l,2, 4}, C=83435 D={l,2, 5}

Entao:

AuC=BuC ={1, 2, 3, 4, 5}, mas A+ B, também para AnD=BnD,
mas novamente 4 # B. A implicagdo destes exemplos é que ndo ha uma lei geral de
cancelamento para unido e intersecg@o.

Vamos examinar algumas propriedades da relag¢ao de inclusdo. Maiores detalhes

e outras propriedades sdo encontradas em P. R. Halmos [3] e R. Sikorski [4].

20
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Desde que o vazio ndo contém elementos, é correto dizer que todo elemento de

um conjunto vazio ¢ um elemento do conjunto A4, e desde que todo elemento de um

conjunto A de U é um elemento de U, nds temos a “propriedade de fronteira universal”.

Para todo subconjunto A de um conjunto universal U,

OcAcU

Desde que todo conjunto A4 € um subconjunto dele mesmo, temos entio a

propriedade reflexiva:
Ac A
Se todo elemento de 4 pertence a B e todo elemento de B pertence a A, entdo A e
B contém precisamente os mesmos elementos. Esta formalizada a propriedade anti-
simétrica.
SeAc Be Bc Aentio A=B
A propriedade anti-simétrica é freqiientemente usada para provar que dois
conjuntos sdo iguais: NOs, somente temos que mostrar que cada conjunto € um
subconjunto de outro, assim provaremos que eles sdo de fato um mesmo conjunto.
Se todo elemento de A pertence a B e todo elemento de B pertence a C, entdo
todo elemento de 4 pertence a C. Esta € conhecida como propriedade transitiva:
SeAc Be BcCentio AcC
As proximas duas leis ddo-nos o principio da consisténcia:

Ac B seesomentese AuB=B

AcC B seesomentese AnB=A
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Para provar a primeira destas, note que se todo elemento de 4 ¢ também um
elemento de B, entdo o conjunto AU B contém todos os elementos de B mas nao
contém elementos que n3o esteam em B. ConsequentementeAuU B=5B.
Reciprocamente, Se AU B = B, entdo a unido de A e B ndo contém elementos que ndo
estejam em B, e que todo elemento de 4 pertence a B. Consequentemente A — B.

No caso 2, se todo elemento de A pertence a B, entdo o conjunto de elementos
comuns a A4 e B é justamente A. Isto ¢, AN B=A. Reciprocamente, se AnNB=A4,
entdo o conjunto de elementos comuns a A e B € justamente 4, tal que A B.

Estes testes para inclusdo sdo claramente visualizados pelo diagrama de Venn

(Figura 4).

©

Figura 4 — Principio da Consisténcia

1.4 Teoremas basicos relativos a Uniao e Interseccao

As Leis Comutativas de unido e intersecgdo sdo validas para todos os

subconjuntos de 4 e B de U, isto €:

AuB=BuA

AnB=Bn A

Desde que, pela definigdo de U e N, em cada equagdo ambos os elementos

contém exatamente os mesmos elementos.
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Seja AUBUC e An BN C respectivamente, denotamos o conjunto de

elementos pertencentes a pelo menos um dos conjuntos A, B e C (unido de 4, Be C)eo
conjunto de elementos pertencentes simultaneamente a todos os trés conjuntos 4, B, e C
(a intersecgdo de 4, B e (). Entdo para todo subconjunto 4, B e C de U, nos temos as

Leis Associativas para uniao e intersecgao:
AuBUC=(AuB)UC=Au(BuU()
ANBNnC=(AnB)nC=An(BNnC)

De fato, todo elemento de 4w Bu C pertence a (AU B)u C desde que cada

elemento pertenga a pelo menos um subconjunto A, B ou C. Analogamente, todo

elemento de (4 B)u C pertence a alguém de AU Bou C, consequentemente a pelo

menos um subconjunto A, B ou C o que implica que pertengaa AU Bu C . Entéo, por

AuBUCc(AuB)UC

(AuB)uCc AuBUC

AuBuUC=(AuB)uC
As equagdes restantes sao provadas de forma analoga.

Consideremos os elementos de 4 (B u C). Eles pertencem a 4 e a alguém de

B e C, ou seja, pertence a AnBou a AnCou a ambos. Entdo,

An(BuC)c(AnB)u(AnC(), reciprocamente, todo elemento de
(AN B)u (AN C) pertence a alguém de An B ou An C, consequentemente para A,
B ou A, C Isto ¢ pertence a A e a BUC, ou seja, a An(BuC). Assim,

(AN B)u (AN C)c An(Bu C), que nada mais é do que a primeira Lei Distributiva:

23
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Para todo subconjunto 4, Be Cde U,

ANn(BuC)=(AnB)u(ANnC)

Au(BNnC)=(AuB)n (AU )

A Figura 5 exemplifica tal contexto:

ANBUANCQC

C

(AUB)N( UC)

Figura 5 — Ilustragdes referenciadas aos Teoremas de Uniio e Intersecgio

As Leis Idempotentes, sdo validas para todo subconjunto 4 de U, tal que:

Auv A=A

AnA=A4

segue imediatamente da defini¢do de unido e intersecgao.
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Analogamente, as defini¢des de U,N,J e U implicam nas leis de operagdes com
De U:
AuD=A,
AnU=A,
AvU=A,
Al =4,

U=0.

De fato, € imediato, que em cada igualdade, o conjunto equiparado tem
precisamente 0s mesmos elementos.

Vale ressaltar, que J atua como 0 na adig¢@o: a + 0 = a, enquanto o U atua como
I na multiplicagdo a. I = a. Ou seja, @ € o elemento identidade com respeito a unido
enquanto U € o elemento identidade com respeito a intersec¢ao

No segundo par destas leis, & atua como 0 na multiplicagido: a. 0 = 0. Dizemos
que U e J sdo elementos dominantes com respeito as operagdes de unido e intersecgao,

respectivamente.

Desde que todo elemento de U pertence a A ou para Z, onde A ¢ algum

subconjunto de U, e desde que A e A tenham por definicio nenhum elemento em

comum, temos entdo a Lei da Complementagdo:

Para um subconjunto 4 de U, temos que:

Leis de DeMorgan:

Para todo subconjunto A e B de U,
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Consideremos a primeira equagdo. Ela simplesmente diz que se um elemento de
U néo pertence a um conjunto 4 ou B, entdo ele ndo pertence a A e também ndo pertence
a B, e reciprocamente. A segunda lei diz que se um elemento ndo pertence a ambos A4 e
B, entio ele nio pode pertencer a qualquer um dos dois e reciprocamente. E util
aprendermos as formas verbais para estas leis: O complemento da unido € a intersecgao
dos complementos separados e o complemento da intersec¢do € a unido dos

complementos separados.

Lei da Involugao:

Paratodo Ac U, (A)=A.

Ou seja, todo elemento de U, que ndo pertence ao complemento de 4, pertence

ao proprio A.

1.5 A Algebra de subconjuntos de U como uma Algebra Booleana

Nos definimos a Algebra Booleana como um conjunto B para o qual sio
definidas as relagdes =,< (aqui C), e as trés operagdes v,O,_ , (aqui u,n,*) que
contém dois elementos distintos 0 e I, (aqui & e U), e que satisfazem certas leis
basicas. Com as trocas de notagdo indicadas aqui, estas mesmas leis sdo validas para o
conjunto de subconjuntos de um conjunto universal. Ou seja, a algebra de subconjuntos
de um conjunto universal é uma Algebra Booleana, da mesma maneira o conjunto {0,1}

e o conjunto de fungGes de n variaveis.

1.6 O Principio da Dualidade; algumas identidades uteis

Tem-se uma lista de leis bastante solidas de forma que € possivel manipular
expressdes até certo ponto semelhantes aos da algebra ordinaria e assim provar uteis €
interessantes identidades em seu mais puro e formal estado. Um exemplo ¢ a Lei de

Absorgdo.
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Para todo subconjunto 4 e B de U:

AU(ANB)=A

An(AUuB)=A

A primeira equag@o pode ser provada como:

Au(AnB)=(AnU)u (AN B),
=An(Un B),

= Al

= A,

A segunda pode ser provada analogamente:

ANn(AuB)=(Au)n (AU B),
=AU(@NB),

=Aud,

=A.

Note que essas leis, exceto a “Lei da Involugdo”, ocorrem em pares e que cada lei

de um par € obtida em recorréncia da outra,

1. Permuta da unido e intersec¢do, e

2. Permutade @ e U

O simbolo de complemento permanece intacto. Esta situagdo € descrita

afirmando que as leis aparecem em pares duais. Porque ndo envolve unido nem

intersec¢do, nem & nem U. Quando as permutas descritas sdo feitas, entdo permanece-

se inalterado. Isto € descrito dizendo que é um auto-dual.
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Supomos que podemos provar um teorema pela aplicagdo de certas leis (Lei
Comutativa), pela Lei de Involugdo. Entdo se em cada passo nés usamos as leis duais em
seu lugar, a conclusdo tem que ser um teorema dual para aquele que nés provamos no
principio. Ou seja, para todo teorema que nés provemos, nés saberemos imediatamente
se o teorema dual esta correto, sem que nenhuma outra prova adicional seja necessaria.
Esta dupla e efetiva prova € conhecida como Principio da Dualidade. Desde que
An(AuB)=A ¢é um teorema dual de Au(An B)=A, sua prova implica em
ANn(AuB)=A sem maiores consideragdes. Notemos que sobre estas provas
empregamos dois passos duais.

De AuU(An B)=A podemos esperar que AUV(ANB)=A=AUD o que
deve implicar em AN B=0. Entretanto, em muitos casos ANB#J.
Consequentemente, nos ndo podemos efetuar cancelamentos arbitrarios no caso da
operagdo unido. De maneira analoga, An(AuU B)=A=AnNU, que deve implicar em
Au B =U, mas novamente, alguns exemplos simples nos mostram que AUB# U .
Logo, ndo podemos efetuar cancelamentos arbitrarios no caso da operagao intersecgao.

QOutra identidade util e seu dual é:

Au(AnB)=AUB
e

An(AuB)=AUB

Prova:

AU(AN B)=(AuU A)n (AU B),
=Un(Av B),

=(Au B)nU,

=AuU B.

Um par final de identidade dual é:

(AUB)N (AU C)N(BUC)=(AU B)n (AU C),

28
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Prova:

(AU B)N (AU C)n (BUC)= (AU B)n (AU C)~(4n A)U BUC)
=(AUB)N(AUC)N(AUBULC)N (AU BUC)
=(AUB)N(AUBUC)N(AUC)A (AU BUC)

=(AUB)N(AUC)

Sendo o seu dual:
(ANB)U(ANC)U(BAC)=(AnB)U(ANC),

com prova analoga

1.7 Mais algumas importantes propriedades da Relagao de
Inclusao

Da definig¢do de intersec¢do, nos temos:

AnBc A, e AnBc B.

temos entdo que: AU (AN B)=A,

Da defini¢do de unido, temos:
Ac AUB, e Bc AuB.
temos entdo que: AN (AU B)=A4

Os quais podemos visualizar pelo diagrama de Venn (Figura 6):

AU(ANB)=A

AN(AUB)=A

Figura 6 — Relagiio de Inclusdo
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Provemos entio que:

Se A c B, entdo, para todo C, AuCgBQC, e AnCc BnC.

Como, A c B, nos temos que AUB=B e (AuB)uC=BuC, usando as
Leis Comutativas e Associativas temos:

(AuC)u(BuC)=(BuC(), consequentemente AUCc BuUC.

DeAc B, nbs temos que ANnB=A ¢ (AnB)NnC=AnC, utilizando-se
das Leis Associativas e Comutativas, nos obtemos (ANC)N(BNC)=AnC,

Consequentemente, AnCc BN C.

Outro importante resultado é facilmente provado para:
Ac B, seesomentese ANB=0Q0

Prova:

Seja A C B, entdo A = An B, interseccionando ambos os lados com B temos:
AnNB=(ANB)"nB=An(BNB)=AnD =3, ouseja, AnB=0
(volta)

Digamos que A B = @, entdo temos as equagdes:

A=ANU=An(BUB)=(AnB)U(ANB)=(AnB)UD = AN B,
consequentemente A c B (Figura 7)

Figura 7 — Inclusio, Intersec¢io, Complemento e Vazio
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Como exemplo final, provemos
Se Ac Bc C, entdo (An B)u(EmC) =AnC,

Prova:

De Ac B, temos que An B=A, consequentemente AN B = A , Ou seja,

AuB=4 , analogamente, se B c C, temos que BN C = B, vejamos entio:

(ANB)U(BNC)=[An(BAC)]U(BNC)
=[(AnB)n C)]u (BN C)

=[(AnB)UB)InC =(AUu B)nC = AN C (Figura 8)

ACBCC
ANBUMBNC=4ANC

Figura 8 — Complemento, Intersec¢io e Uniio

Os teoremas e exemplos deste capitulo ilustram alguns tipos de operacdes e

argumentos que sao uteis e naturais para a Algebra Booleana.
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1.8 Operagdes Basicas da Algebra Booleana

Resumidamente, apresentaremos agora e nas segdes que se seguem (até finalizar
o capitulo 1) um tratamento abstrato da Algebra Booleana, enfatizando-se que a Algebra
¢ de fato uma estrutura matematica completamente independente de suas aplicagdes.

Seja B um conjunto de elementos para os quais, a igualdade ( = ) significa
identidade, ou seja, se a e b sdo elementos de B, entdo a = b se e somente se a e b sdo de
fato os mesmos elementos de B. Isto ndo implica, € claro, de se excluir a possibilidade
de que um elemento de B pode ter mais que uma representagao, uma que pode ser mais
util para um dado outro proposito. Para todo a, b, ¢ pertencente a B, a igualdade ¢
reflexiva, ou seja, a = a; a igualdade € simétrica, se a = b entdo b = a, e a igualdade €
transitiva,sea=be b =centaoa =c.

Assumimos que existem duas operagdes binarias, denotadas por v e A, e
chamadas de unido e encontro, respectivamente, e que cada qual possa ser aplicada para
algum par ordenado de elementos de B e produzir novamente um elemento de B. O fato
de que a unido e o encontro de dois elementos de B produzirem novamente elementos de
B € descrito dizendo que B é fechado com respeito a estas duas operagdes. Nos diremos
a v b como “a une a b” ou como “a unido de @ € b” € “a A b” como “a encontra b” ou
como “o encontro de a e b”. A estas operagdes exige-se que sejam satisfeitas, para todos

os elementos a, b, c de B, as propriedades seguintes:

Lei Comutativa:
av b=bv a

anb=bn a

Lei Associativa:
av(bvc)=(av b)vec,

an(bnc)=(an b) g

Lei Distributiva:

an(bvcec)=(an b)v(@anco,
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av(banc)=(av b)Ar(avo;

Lei Idempotente:
av a=a,

ana=a

Assumimos que B contém dois elementos especiais distintos, “0” (zero) e o “I”

(um) que para todo elemento a de B, satisfaz:

av 0=a,
anl=a,
ano=0,

av 0=a

Observe, que no primeiro par acima, o elemento a sempre sobrevive de forma
que 0 e I sio os elementos identidade com respeito a unido e encontro, respectivamente.

Definimos em B uma unica operagdo chamada complementagdo, denotada por

13

”, que define para cada elemento @ de B um complemento, @, também um membro

de B, que satisfaz:

Leis de Complementagdo:
a=0,
a=1,

Leis de DeMorgan:

avb:EAE
anb:E;E

e finalmente, a Lei da Involugdo:
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Antes de demonstrarmos alguns teoremas basicos, devemos definir que:

Para todo a, b, ¢ pertencentes a B, se a = b, entdo a= 5,

avc=bvec
e

an c=bn c.

Primeiro notemos que defini¢do implica em:

6:1 el=0.

De fato, temos:

Outro fato relevante € que alguns postulados sdo listados em pares. Cada membro
de um par pode ser obtido de outro, permutando-se as operagdes v € A e os simbolos 0
e 1. O simbolo de complemento, entretanto resta inalterado. Assim, ao longo da lista de
postulados, as operagdes v e A e os simbolos 0 e I, desfrutam de uma certa igualdade
de tratamento. Esta simetria pode ser chamada de principio de dualidade, e os
postulados sdo apresentados para aparecerem em pares duais. A Lei de Involugdo, é
chamada de auto-dual. A importancia do principio da dualidade é que nos permite
concluir imediatamente, da prova de uma determinada identidade, a verdadeira
identidade dual, sem que seja necessaria uma prova em separado.

Mostraremos que cada elemento a de B tem um unico complemento. De fato, a

tem, por hipotese, pelo menos um complemento, a. Entdio a A @ =0, a v a = 1.

Supomos que x € um complemento de a de forma que nés também temos a A x =0, a

vx=1 Entdo x=xv 0=xvVv (a n E)=(xva) A(xvV E)=(avx) A(x v

;)=IA(xv E)=(av E)A (xv a_)=(av E)A (va)=5v(a/\x)=

av 0=a. Assim, x = a, de forma que a é somente um complemento de a entdo o

teorema € provado.
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Aplicaremos agora o fato que sea A x =0 e a v x = 1, x é necessariamente a,

temos entao:
(anb)n(avb)=[(anb)ral]v[(anb)ab]=
=[(ana)rb]v[an(ba b)]=0
€
(anb)v(avb)=[(arnb)va]vb=[av (arnb)]Vv b
[(ava)n(avb)]vb=[1IA(avb)]vb=(avh)vb
Ev(bv 5)=EVI=I

O que mostra que o unico complemento de (@ A b) € ( av b )

1.9 Ainda sobre a Relagao de Inclusao

Definimos, para elementos de B, a relagao binaria € que é chamada de inclusao.
A expressdo a C bé verbalizada da forma, “a estd incluso em b”, e pode ser definida

assim:
agb<:>a/\5=0

Definimos entdo os seguintes teoremas que atuam para todos os elementos a, b, ¢

pertencentes a B:
Propriedade de Encapsulamento:

0Ocacl,
Prova:
O/\E:EAO:O, como 0c a, desde que i=0, temos que a/\i:a/\{):l], entao

acl.
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Lei Reflexiva:

Lei Anti-Simétrica:

Seacbebca,entioa=b

Lei Transitiva:

Seachbebcc,entdioacc

Principio da Consisténcia:

ac b seesomentese anb=a

ach seesomentese avb=»>b
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CAPITULO 2:

MODELOS MATEMATICOS PARA SOLIDOS ABSTRATOS
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2.1 Soélidos Abstratos

Poucos subconjuntos do espago Euclidiano representam modelos convenientes
para objetos fisicos. Requicha [5] introduz a nogdo de solidos abstratos que devem
possuir as seguintes propriedades, e prover entdo o espago de um modelador

adequado:

Rigidez: Um solido abstrato tem que ter uma forma invariante, que seja independente de

sua localizagdo ou orientagéo.

Dimensionalidade Homogénea: Um solido abstrato tem que ter um interior bem definido

e bordas que nd3o tenham nenhum ponto isolado ou porgdes oscilantes.

“Finiteness”: Um solido abstrato tem que ocupar um volume finito.

Fechamento: A aplicagdo de um movimento rigido' e um conjunto de operagdes

booleanas para um solido abstrato tém que ter como resultante um solido abstrato.

Descrig¢do Finita: Um solido abstrato tem que ter uma descrigao finita, por exemplo, um

numero finito de poligonos de fronteira.

Determinagdo de Fronteira: A fronteira de um solido abstrato tem que ser semi-
analitica, 0 que permite que o interior e o exterior do solido sejam determinados sem

ambigiiidades.

Em Requicha [5] € argumentado que modelos convenientes para solidos sdo
limitados, fechados, e s3o subconjuntos semi-analiticos e regulares do Espago
Euclidiano. Um conjunto € fechado se seu contorno bd é parte do proprio conjunto. Um

conjunto regular S, é um conjunto que é idéntico ao fechamento (c/) do seu interior

' Movimento Rigido: Translagdo ou Rotagio
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(int): § = cl( int (S) ). Do ponto de vista geométrico isto significa que as bordas do

solido ndo contém pontos isolados ou porgdes oscilantes.

2.2 Estruturas de Representagao

Estruturas de representagdo para um solido podem ser vistas como um sistema
que produz estruturas simbolicas — os objetos fisicos representados — pela aplicagdo
sintética de regras definidas por algumas regras gramaticais ou simbolos do alfabeto.
Estes simbolos sdo solidos abstratos e o conjunto de todos os objetos representaveis — o
alfabeto — € um espago modelador M da estrutura de representagdo. A colegdo de todas
as estruturas simbolicas produzidas pela estrutura de representagdo ¢ chamada de espago
de representagdo R.

Matematicamente falando, uma estrutura de representagdo € uma relagdo
f: M->R, que estabelece uma correspondéncia entre o espago modelador M no qual os
elementos sdo solidos abstratos e a representagdo do espaco R que contém todas as
representagdes sintaticas corretas. Note que M pode conter objetos que ndo sdo
representaveis por f e que cada elemento de R ndo € necessariamente a imagem de um
elemento de M (figura 9). O conjunto de elementos de R que € representavel por f €
chamado dominio D da estrutura de representagdo e sua imagem em R € a area W

daquela representacao.

R: espago representagéo de
todas as representagdes
corretas

representa¢do

Imagem de f

Figura 9 - Estrutura de Representagio sio relacdes entre o espago
Modelador M e o espago R de toda representagio sintitica
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2.3 Conjunto de Operacdes Regularizadas

O conjunto de operagdes Booleanas é um dos mais populares e intuitivos

metodos para a combinagdo de objetos [Capitulo 1 desta dissertagdo]. Com as trés

operagdes basicas Unido (u), Intersecgdo (n) e Diferenca (_), objetos de

complexibilidade arbitrarias podem ser construidos a partir de primitivos simples como
esferas, cubos ou cilindros. Como visto anteriormente, a aplicagdo do conjunto de
operagdes booleanas para um solido abstrato resulta em um sélido abstrato
(fechamento), o que assegura a validade do objetos geométricos quando estes sdo
manipulados.

A figura 10, mostra o uso do conjunto de operagdes booleanas padrdo para
combinar dois objetos. Dependendo de sua posigdo, o resultado pode ser um conjunto
regular valido (figura 10a), um poligono bidimensional (figura 10b), uma linha (figura
10c) ou simplesmente um ponto (figura 10d). Para obter fechamento algébrico de um

conjunto regular, operagdes booleanas regularizadas, sdo usadas. Elas sdo denotadas

como U, " e . Em contraste aos operadores padrdes, o conjunto de operadores

2

regularizados sdo definidos para retornar ao fechamento o interior do objeto resultante:

A®" B =cl(int(A® B)),

na qual ® é um operador padrio U, N ou e ®" ¢ sua versdo regularizada. O

conjunto de operagdes booleanas regularizadas produz somente conjuntos regulares

quando aplicado a conjuntos regulares.
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solido

(a)

poligono

(b)

Figura 10 - Conjunto de Operagdes Booleanas padrio. O operador intersec¢iio é aplicado a dois
cubos. Dependendo de sua posigio relativa, esta operagio produz um sélido (a), um poligono (b),
uma linha (c) ou um ponto (d)

2.4 Geometria Solido Construtiva (CSG)

Modelos de decomposi¢do descrevem solidos como uma combinagdo de
pequenos blocos colocados juntos, como bem enfatizado por M. Mantyla [6].

Os tipos de objetos fundamentais usados € 0 modo como a combinagdo destes €
realizada leva a variagdes no esquema de representagdo do solido. Todos CSM
(Constructive Solid Models) consideram solidos como pontos ou melhor, conjuntos de
pontos em E®. A idéia basica ¢ comegar a partir de um conjunto de pontos
suficientemente simples que possam ser diretamente representados, e modelar a partir
dai outros conjuntos de pontos em termos de uma combinagio geral daqueles primeiros.

Os entao chamados “half-space” aplicam-se a este procedimento.
“Half-Space”:

Cada conjunto de pontos A pode ser pensado como tendo uma fungdo
caracteristica g,(x): x — {0,1}, para a qual afirma-se se o ponto x ¢ um membro de 4
ou nao:

g.(x)=1>xe A

g.(x)=0=>x¢ A
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Para fungdes analiticas todos os pontos x, tais que f(x)=0, pertenceriam ao

conjunto 4, enquanto f(x) < 0define o seu complemento. Portanto f(x)=0 divide

todo o espago em 2 subconjuntos de pontos definidos por f(x)>0 e f(x)<0,

conhecidos como “Half-spaces”.
Representagdo do Modelo CSG

CSG adota a “construgido de blocos” aplicado ao solido modelador em sua mais
pura forma. O usuario de um modelador CSG opera somente sobre exemplos
parametrizados de solidos primitivos e operagdes booleanas. Cada primitivo, em troca, é
definido como uma combinagdo de “half-spaces”;, o usuario, porém, nio tem acesso
direto aos “half-spaces” individuais. Por exemplo, o usuario pode criar “half-spaces”
planares e cilindricos por meio de um primitivo cilindrico, mas ele nio pode manipula-lo
diretamente. Consequentemente o espago modelador matematico do modelo CSG ¢
exatamente o mesmo que o modelo “half-space” original, exceto que somente conjuntos
de pontos finitos estao incluidos.

A forma mais natural de representar um modelo CSG ¢ também chamada de

“CSG-tree”, que pode ser definida como segue:

<CSGtree>::= < primitive >|
< CSG tree > < conjunto de operagdes > < CSG tree >|

<CSG tree > < movimento rigido >

< primitive > é um exemplo de um sélido primitivo, representado através de um tipo de

identificador primitivo e uma seqiiéncia de parametros de dimensao.

< movimento rigido > € uma transla¢ao ou uma rotagao.

< conjunto de operagdes > € U ou N ou
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Consequentemente, primitivos s3o representados como “folhas” de uma “CSG
tree”, enquanto os nods interiores sdo marcados com operagdes Booleanas ou com um
movimento rigido (figura 11). Deste modo, o conjunto de operagdes e movimentos sao
interpretados como operadores sobre “CSG trees”. Isto nos leva naturalmente a criagao
de “CSG trees” que modela subconjuntos de um desenho, o qual depois da
transformagao apropriada € usado diversas vezes em uma “CSG tree” representando o
desenho construido. Neste caso a arvore binaria de fato se torna um grafico aciclico

direto.

Figura 11 - Uma " CSG tree"

Cada primitivo ¢ escolhido para definir um ponto limitado do conjunto de E°.

Como o conjunto de operagdes disponiveis ndo pode destruir as fronteiras, modelos CSG
devem definir conjuntos limitados. A facilidade de uso de um modelador CSG depende
muito da cole¢do de primitivos disponiveis. Por exemplo, a figura 12 descreve duas
colegdes de primitivos CSG. Note como a colegdo (a) inclui varias cunhas para auxiliar
no arredondamento de suas arestas, freqiientemente necessarias em partes mecanicas.
Observe que todo primitivo da figura 12 pode ser expressado como uma combinagdo

Booleana do simples “half-space” (no caso, planos e cilindros).
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Figura 12 - Duas cole¢des de primitivos CSG

O dominio atual de um modelador CSG depende da variedade de “half-spaces”
disponiveis em seus primitivos, na disponibilidade de movimentos rigidos, e na

disponibilidade do conjunto de operagGes. Note que as duas colegdes da figura 12 tém o

mesmo dominio, apesar de primitivos diferentes, porque a cole¢do de “half-spaces”

disponivel ¢ a mesma em ambos os casos (um modelador CSG com somente um

primitivo cilindrico tem exatamente o mesmo dominio).
Operagies em um conjunto regular

Algumas combinagdes de primitivos CSG (ou “half-spaces”) ndo satisfazem
totalmente nossa no¢do de “Solidez”. Consideremos, por exemplo, o caso descrito na
figura 13. De acordo com a defini¢do de operagdes de um conjunto de pontos, a
intersec¢@o de dois objetos consiste de um objeto retangular mais um segmento de linha
pendente (b). Este efeito é indesejavel, por exemplo, se um conjunto de operagdes €
usado para testar a validade de um objeto gerado pela intersec¢do de todos os seus
componentes e checando se o resultado € um objeto vazio. Neste caso, nds prefeririamos

que a intersec¢dao de meramente tocar componentes fosse vazia.
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Figura 13 - Um conjunto de operagdes nio regulares

Levando em conta a caracteriza¢do da solidez do conjunto-ponto, o problema do
objeto resultante é que ele ndo seja regular: “linhas que sobram” violam a defini¢do de
regularidade.

O conceito de regularidade € introduzida em CSG considerando-se seu conjunto
de operagdes ter a regularidade preservada variando das usuais operagdes conjunto-
ponto definidas abaixo.

O conjunto de operagdes regularizadas unido”, intersecgdo” e conjunto
diferenca ", denotados por U", N" e \" sdo definidos como:

AU" B=cl(int(Au B))

AN B =cl(int(A B))

A\" B = cl(int(4\ B))

onde, U, N e\ denotam o conjunto de operagdes usuais.

Se primitivos CSG sdo escolhidos para serem conjuntos regulares limitados,
conjuntos de operagdes regulares tém a propriedade desejavel de ser algebricamente
fechada em sua classe de conjuntos regulares fechados. Ou seja, todo “CSG tree” €

garantido para definir um conjunto regular limitado.
Algoritmos para modelos CSG

O “CSG tree” pode ser visto como uma descrigdo implicita da geometria de
solidos modelados que deve ser “calculado” da mesma forma e ordem para criar graficos

ou executar calculos.
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As varias estruturas de uma “CSG tree” sugerem o uso de poderosos e gerais

“divida-e-conquiste” aplicado ao desenho de algoritmos para “CSG trees”. A idéia

basica de dividir e conquistar € para dividir o problema de certa forma em duas partes,

recursivamente soluciona-se cada parte, e junta-se as solugdes parciais para se obter a
solugdo total. A recursdo termina quando o problema tiver sido subdivido em suas partes
primitivas que permitem uma solugdo direta.

Quando aplicada a “CSG trees”, a forma natural para subdividir o problema é
processar duas subtrees para cada no interior, denotando um conjunto de operagdes
Booleanas de uma arvore separadamente. A recursdo termina nas folhas da arvore, na
qual o problema € resolvido para um primitivo. Solugdes de subproblemas sdo
combinados enquanto obtendo-se o conjunto de operagdes ao nd em respeito.

Divide e conquista molda para um algoritmo eficiente, se a combinagdo de
subsolugdes € simples e o problema pode sempre ser dividido em partes de
aproximadamente o mesmo tamanho. Infelizmente, “CSG trees” estdo normalmente
longe de serem estabilizadas. O Programa 1 nos da um algoritmo genérico divida e
conquiste para processamento de “CSG trees”. As seg¢des seguintes nos ddo exemplos

especificos deste esquema.

/* Calculo da propriedade P de uma CSG tree */
P =Tree P(S, args) /* onde S é o sdlido primitivo */
CSG_Tree *S; /* onde *S & a CSG tree */
{
if (S->op==<primitive>)
return(Primitive P(S, args)); /* ndo had mais recurséao
*/
return (Combine P(Tree P(S->Left, args),
Tree P(S->Right, args),
S->0p));
/* aplica o operador booleano para cada “ramo” da arvore */
}
/* Calculo de P para um primitivo */
P =Primitive P(S, args)

{

}

/* Combinac¢do de dois cilculos de P (esquerdo e direito) com seu
respectivo operador */

P =Combine P(Left P, Right P, Op)

{

}

Programa 1 - Divide e conquiste para uma CSG Tree
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Classifica¢do Conjunto Sociedade

O algoritmo chamado classificagdo conjunto sociedade ¢é uma classe util de

algoritmos baseados na aplicagdo divida e conquista. Em geral, um algoritmo

classificagdo conjunto sociedade trabalha sobre dois conjuntos de pontos, isto €, o

conjunto candidato C e o conjunto referéncia R. O algoritmo € esperado para classificar
C junto a R pela formagdo de trés conjuntos CinR, ConR e CoutR representando as
partes de C, interna, de fronteira e externa de R.

A especificagdo do “propodsito” e a representagdo dos conjuntos envolvidos (C,
R, CinR, ConR, CoutR) definem um algoritmo particular de classificagdo conjunto
sociedade. Por exemplo, o algoritmo para classificar um segmento de linha finito
(“aresta”) junto a uma “CSG tree” é¢ moldado dentro de uma estrutura geral pela escolha

dos conjuntos que segue:

e (C: Uma aresta E dada em termos de uma par ordenado de coordenadas triplas;

e R: Uma “CSG tree” S,

e CinR, ConR, CoutR: Conjuntos EinS, EonS, EoutS, cada um sendo um conjunto de
subsegmentos ndo vazios de E tal que EinS U EonS U EoutS = E, e seus
elementos sdo internos, de fronteira ou externos a §, respectivamente.

O algoritmo resultante do Programa 2 bem se ajusta na aplicagdo geral do programa

1. A “propriedade” calculada é agora a tripla M = (EinS, EonS, EoutS). Precisamos

prover um algoritmo para classificar uma aresta junto ao primitivo (Prim_M no

Programa 2), e um algoritmo para combinar duas classificagdes (Combine_M)

/* Conjunto classificacdo sociedade de uma aresta vs. uma CSG tree */
M =Tree M(S, E) /* onde S é o sélido primitivo e E sua aresta S
CSG_Tree *S;
Edge *E;
{
if (S->Op==<primitive>)
return(Prim M(S, E));
else return(Combine M(Tree M(S->Left, E},
Tree M(S->Right, E),
5->0p) ) ;
}
/* classificacdo da aresta (E) junto ao primitivo */
M =Prim M(S, E)
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{

}

/* Combinacdo de duas classificacdes das arestas E (direita e
esquerda) */

M =Combine M(Left M, Right M, Op)

{

)
Programa 2 - Classificagdo Aresta-Solido

Classificagdo junto ao Primitivo

Para executar esta tarefa, a rotina Prim M tem que calcular a intersec¢do (se
existir) entre E e o primitivo, e subdividir E adequadamente. Por exemplo, no caso da

Figura 14 o resultado desejado do primitivo de classificagdo € a tripla:

M = <{(p2,p3)), (EinS)
{} (EonS)
{(p1,p2),(p3,p4)}> (EoutS)

Como todo primitivo CSG € uma combinagao de “half-spaces”, a tarefa basica

necessaria a ser empreendida € a classificagdo de E junto ao “half-space”. Esta €

relativamente uma operagao direta.

Figura 14 - Aresta versus Primitivo de bloco
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Por exemplo, supomos que necessitamos classificar uma aresta E junto a um

cilindro “half-space”. Pela transformagdo E adequada, ndés podemos organizar as

“coisas” de forma que o cilindro seja da forma:
x*+y*-r? =0,
e que E seja representado pela equagdo paramétrica:
E@) = p, +1(p, — p,), t=[0,1]
onde p; =(x;,y,;,z;) €o ponto final de E, e ¢ ¢ uma linha parametrizada.

Resultam as trés equagdes:

x*+y*-r*=0,
X =x, +#(x, - x,)

y =y, +t4(y,-y,)

Pela substituicdo da segunda e terceira equagdo na primeira, nds obtemos uma
equacdo de segunda ordem em £. Se a equagdo nio tem solugio real, E ndo intersecciona
o cilindro como todo, se uma raiz dupla ocorre, E é tangente ao cilindro, caso contrario,
o valor dos dois pontos da intersecg@o é fornecido. O que resta € checar se a intersecgdo
ocorre dentro da aresta, isto €, se o valor esta dentro de 0 e 1. No caso mais complicado,
0 toro, uma rotina similar fornece um polindmio de quarta ordem em ¢, isto €, ainda que

algumas coisas possam ser resolvidas com técnicas padrao.

Combinagdo de Classificagdo. Cada resultado da classificagdo da aresta-primitivo
(EinS, EonS, EoutS) consiste de uma seqiiéncia de segmentos de arestas. Organizando
estas seqiiéncias de forma que os segmentos aparegam classificados em ordem ao longo
de E, a combinagdo de classificagdes pode ser reduzida fundindo-se os conjuntos de
segmentos de linha. A tarefa anterior desta operagdo € a combinagdo de dois segmentos
de arestas por um conjunto de operagdes Booleanas Op. Para EinS e EoutS isto é

moldado para regras de combinagio ilustradas na figura 15.
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Ein Sleft
Ein Sright

U

m

\

Figura 15 - Regras de Combinagio

Oportunamente, as regras para combinagio de segmentos de “esquerdos” Eon$S

com os “direitos” EonS ndo sdo simplesmente isso. Como a figura 16 ilustra, as regras

de combinacdo para estes “on-on” levam em conta a orientacio de suas respectivas
p

superficies.

EonA
EonB

E out (A UB)
Ein(AuUB)

Figura 16 - Combinacio de regras para casos "on-on"

Geragdo de Armacgdo de arame

Como um exemplo sobre o uso de classificagdio de aresta-solido, vamos

considerar o seguinte problema:
Dado uma “CSG tree” 8, determine um conjunto de “Wire Frame” de segmentos

de linhas que formam a figura “wire frame” de §.




Baseado na classificag@o aresta-solido, a gerag@o do algoritmo da armagdo de arame

pode ser combinada dos seguintes passos:

1. Geragdo: Gerar o conjunto de todas as tentativas de arestas pelo calculo do conjunto
das intersecgdes dos pares de curvas de todo “half-space” apresentados em S.
Classificagdo: Classificar cada tentativa de aresta junto a S, e junta-lo ao componente

EonsS resultante.

WireFrameGen (S)
CSGTree S;

{
/* Etapas de Geracdo: */
Tentative list= empty;
for each half-space G of S
{
for each half-space H of S
{

Tentative list= union(Tentative list, Intersec(gG,

}

/* Etapas de classificagdo */
Wireframe = empty;
for each edge E of Tentative list

{
<EinS, EonS, EoutsS> = Tree M(3, E);
WireFrame = union(WireFrame, EonS);

Programa 3 - Algoritmo de gerag¢do da armacio de arame

Calculo de Borda

A geragdo de imagens com linhas ocultas removidas, requer um algoritmo mais
complicado que calcule as faces do solido modelado via “CSG tree”. Este processo €
chamado de calculo de borda. Ordinariamente, calculo de borda € baseado sobre

classificagdo conjunto sociedade entre faces primitivos (faces derivadas de um primitivo

CSG) e “CSG trees”. E claro, que a capacidade de calculo de intersecgdes de superficies

quadraticas € necessaria.
Modeladores CSG podem construir um modelo de borda a partir de um modelo
CSG, o que permite, obviamente, utilizar algoritmos para modelos de borda sempre que

parecam mais apropriados que os métodos autocontidos para modelos CSG.
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“Ray Casting”

“Ray Casting” € uma aproximagdo natural; ao invés de exatamente calcular uma

“CSG tree”, a arvore € testada ao longo de um numero finito de linhas,

consequentemente reduzindo o calculo do conjunto de operagdes tridimensionais para

uma unidimensional (Figura 17).

Figura 17 - O paradigma ray casting

O termo origina do problema de geragdo de imagem de um modelo CSG para um
terminal colorido. Um “view ray” (raio de visualiza¢do) € enviado da localizagdo do
examinador através de cada pixel da imagem. Baseada na localizagdo onde o raio
primeiramente “acerta” o objeto visualizado, a sombra e intensidade do pixel €
calculada. Enviando raios secundarios da localizagdo “acertada”, efeitos visuais
especiais tais como sombreamentos, transparéncias, espelhamentos podem ser criados.
Este processo ¢ chamado de “Ray Tracing.”

A aplicagdo “ray casting” € atualmente uma variagdo de uma classificagdo
aresta-solido, onde ao invés de uma aresta finita, um raio semi-infinito € classificado por
uma rotina de classificagdo ray. Como uma das duas formas de classificagdo “in-out” é

suficiente, e como pode ser assumido que a localizagdo do “olho” € externo ao sélido, a
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rotina de classificagdo ray pode ter o resultado representado por meio de uma seqiiéncia

de pontos de intersecgdo entre o “ray” e o solido.

Uma representagdao adequada é ter duas ordens:

W) 42 3 49
s()  s(2) sB) s

onde os f(i) sio dados como valores da intersec¢do dos pontos em classificagdo
crescente, e os s(i) identidades dos “half-spaces” interseccionados com estes pontos. Os
segmentos “ray” [0, #(1)], [t(2), t(3)], sao considerados para que ocorram fora do solido,
e os segmentos [t(1), t(2)], [t(3), t(4)] interiores ao solido.

A implementagdo de uma rotina de classificagdo “ray” segue linhas similares como ao
da classificagdo aresta-solido, sendo ainda mais simples. O esbogo do algoritmo dado
no Programa 4 indica os testes de intersec¢do necessarios entre o raio € os primitivos

“half-spaces”.

Classification
RayCast (S, R)
CSGTree *5S;
Ray *R;
{
if (5->0p == <set operation>)
{
LeftClassification = RayCast(S->Left, R);
RightClassification = RayCast (S->Right, R);
return (Combine (LeftClassification,
RightClassification,
S->0p);

switch (5->0p)
{
case "block"
do 6 ray-plane intersection tests
case "sphere"
do 1 ray-quadratic intersection test
case "cylinder"
do 2 ray-plane and 1 ray-quadratic

"cone"

do 1 ray-plane and 1 ray-quadratic test
"torus"

do 1 ray-quartic intersection test
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Classification = results of tests
return(Classification);

Programa 4 - Algoritmo classificagio ray

O algoritmo de geragdo de imagens pode agora simplesmente selecionar a
primeira intersecgdo da seqiiéncia, e calcular a cor baseada nas informagdes de seu vetor
normal, e a cor da superficie interseccionada e a localizag@o de fontes de luzes.

“Ray casting” € 1util ndao somente para a geragdo de imagens coloridas, mas
também para calculo de desenho de linhas e propriedades integradas de solidos. O

problema € que os requisitos computacionais s3o enormes: para calcular uma imagem de

1000% de resolugdo, um milhdo de classificagdo “ray” sdo necessarias. Como cada

classificagdo € um algoritmo recursivo, provavelmente, solu¢des numéricas de
polindmios de quarta ordem estdo envolvidas, a velocidade de um algoritmo de “ray

casting” € muito distante da interag@o.
Propriedades Integrais

O calculo aproximado de propriedades de integrais (tais como volume) de um
modelo CSG ¢ baseado sobre a conversao de algoritmos que (implicitamente) constroem
um modelo de decomposi¢do, aproximando-se de um solido. A avaliagio da
propriedade, entdo reduz o calculo da contribuigdo de cada célula da decomposi¢do para
o resultado total.

O algoritmo de conversdo € geralmente baseado sobre o conjunto classificagao
sociedade e a aplicagdo “ray casting”. Varias alternativas de arranjos de células s@o
possiveis, cada, correspondendo a um algoritmo de conjunto classificagdo sociedade em
particular (Figura 18).

Por exemplo, o caso da “coluna de decomposi¢do” corresponde com o “ray
casting”. Uma coluna é determinada pelo envio de um raio ao longo de seu centro, onde
o raio incide sobre o solido, uma coluna sélido é criada. Este algoritmo € usado em

modeladores de solido empregando a aplicagdo “ray casting”.
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Figura 18 - Conversio para células CSG

O caso mais simples, a enumeragdo exaustiva, € baseada sobre a classificagdo
ponto-solido: dado um ponto P (o ponto central da célula), determine se P € interno, na
fronteira ou externo ao solido. CSG é diretamente util para responder este tipo de

questdo, como classificagdo, com respeito a quantia de primitivos para substituir P, para

definir a fungdo de cada “half-space”. Para duas formas de classificagdo, as regras de

combinagdo s3o simples e direta. Este método € usado em TIPS (Technical Information

Processing System for computer-aided design).
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Primitivos CSG generalizados

Para aplicar o conjunto classificagdo sociedade e a aplicagdo “ray casting” para

algoritmos CSG para um modelo particular de CSG, a tarefa essencial seria reduzir a

escrita das rotinas que executam as operagdes de base destes algoritmos. Qualquer

primitivo para as quais tais rotinas podem ser escritas, podem potencialmente ser
incluidas em um modelador CSG. Em particular, ndo ha necessidade de restringir
primitivos CSG para ser simplesmente cole¢Ges de “half-spaces”.

Alguns sistemas baseados em CSG seguem esta aplicagdo, e permitem a inclusio
de primitivos CSG generalizados de varios tipos em seus modelos CSG. Por exemplo,
primitivos poliédricos podem ser adicionados em um modelador “ray casting”
oferecendo condigdes suficientes para sua criagdo, e um algoritmo “ray casting” para
um poliedro arbitrario. Esta aplicagdo lida como um hibrido de CSG e aplicagdes de
modelamento de fronteira.

Outra potencialmente util adigdo, € a inclusio de primitivos “sweeping”
(varredura). Um primitivo de translagdo “sweeping” é definido por um conjunto base,
um subconjunto limitado de um plano, e uma diregdo “sweeping”: informalmente, o
primitivo consiste de um conjunto de pontos “swept” pelo conjunto base como se
movesse ao longo da dire¢do “sweeping”. Um primitivo rotacional “sweeping” é
definido pelo conjunto base e pelo eixo de rotagdo, e consiste de um conjunto de pontos
varridos pelo conjunto base resultante de sua rotagdo ao redor do eixo. Obviamente,
restrigdes admissiveis sobre o conjunto base devem ser apresentadas como garantia para

que o objeto resultante seja um solido valido (figura 19)

Figura 19 - Primitivos Sweeping
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No contexto, o fato essencial € que estes sdo algoritmos, por exemplo, para o
“ray casting” de translagdo e rotagdo primitivos “sweeping” ¢ direto (sem a conversio
para alguma outra representagdo). Consequentemente, eles podem ser incluidos no
dominio de um modelador “ray casting”. Além disso, modelos de ‘“duas-e-meia-
dimensdes” gerados por “sweeping” simples consistindo de linhas e arcos ao longo de

um eixo normal, podem ser convertidos diretamente para modelos CSG.

Propriedades dos modelos CSG

Poder expressivo: Depende da classe de “half-spaces™ disponivel, ndo pode facilmente

ser estendida para superficies de cobertura.

Validade: Toda “CSG tree” ¢ garantida para modelar um objeto solido valido, desde que

seus primitivos sejam validos (isto €, conjunto regular limitado)

Unicidade e singularidade: Toda “CSG tree” modela um solido ndo ambiguo. Eles ndo

sS40 Unicos.

Linguagem de codificagdo: Normalmente codificagio textual. E possivel a inclusdo de

interface grafica em um modelador CSG.

Concisdo: “CSG trees” sdo em principio, relativamente concisas.

Operagoes fechadas: Conjunto de operagdes sdo algébricamente fechadas para uma
“CSG tree”.

Aplicagdo computacional: O poder computacional de alguns importantes algoritmos
CSG (tais como avaliagdo de borda) € pobre. Entretanto, como seus passos basicos sao
muito simples, eles sd3o os primeiros candidatos para uma implementagdo VLSI (Very
Large Scale Integration). No caso, tais como o ponto de classificagdo para conversao

para um modelo de decomposigdo, a aplicagdo divida e conquiste geralmente lida com
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algoritmos eficientes, embora sua eficiéncia deteriore, se a “CSG tree” esta ma
balanceada.
Modelos CSG estdo baseados sobre rigorosos conhecimentos matematicos, bem

como familias de algoritmos disponiveis a eles, entretanto tém aplicagdes para muitos

problemas. Dentre essas e outras razdes, alguns modeladores CSG comerciais estdo

disponiveis e sao amplamente usados.
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CAPITULO 3:

ESQUEMA DE REPRESENTACAO BSP (Binary Space
Partitioning Tree)

:cm 1 2 3 4 5 6 7unespm Ll A2 43 44 15 16 i



3.1 Definicao

Uma “Binary Space Partitioning tree (BSP tree)” € uma arvore binaria,
representando recursiva e hierarquicamente parti¢gdes de um espago d-dimensional por
meio de hiperplanos (d - / )-dimensionais. A representacdo computacional de objetos
fisicos por “BSP trees” prové uma estrutura de busca para classificagdo de pontos € uma

representagao da geometria.

Cada no interno v de uma “BSP tree” B ¢ associado a um hiperplano &(v) e uma

regiao R(v) do espago. Para um hiperplano:
H = {(x,y.yx,) | @, %, + ...+ a,x, +a,,, =0},
H' ={(X,y0eesX,) | @, %, + et @yx, +a,,, >0},
o half-space (direito) positivo frontal do hiperplano particionado H e
H™ ={(x, penX,) |8, + ot 0%, + @, <0},

o “half-space” (esquerdo) negativo posterior do hiperplano particionado H.
A cada no v, H(v) divide R(v) em dois “half-spaces”:

HS(v,v.right)= R(v)n H" (v),

que ¢€ associado a aresta de v com seu “filho” direito v.right, e
HS(v,v.left)= R(v)n H (v),
que € associado a aresta de v com seu “filho” esquerdo v./eft.
R(v)~ H(v), define um sub-hiperplano sH(v) que € parte da fronteira de
R(v.right) e R(v.left).
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Seja E(v) o conjunto de todas as arestas sobre o “path” das raizes das arvores do
no v. R(v) € entdo definido como a intersecgdo de todos os “half-spaces” abertos nos

“paths” das raizes das arvores de v:

R()=  HS(e),

ecE(v)
Para o no raiz, R(raiz) ¢ definido para representar todo d-space.
As folhas de uma “BSP tree” estdo associadas com a regido ndo particionavel do
d-space (células), no qual qualquer uma ou pertence completamente ao interior (in-cells)

ou ao exterior (out-cells) do objeto representado.

Construgio de uma “BSP tree”

A construgao de uma “BSP tree” para um dado poliedro foi apresentada por
Fuchs, Kedem e Naylor [7]. Dada uma representagdo de borda (B-rep) de um poliedro d-
dimensional, converté-lo para uma representacao valida tipo “BSP tree” seria particionar
seu conjunto de faces (d-1)-dimensional recursivamente por hiperplanos. Seja

F ={f,,f,sf,} 0 conjunto de todas as faces de fronteira. Iniciando-se com um no
BSP vazio, alguns poligonos f; € F sdo escolhidos para determinar o hiperplano

correspondentes

particionado. F € entdo dividido em trés conjuntos: F,,.,F,.,,F,

in?

respectivamente aos trés subespagos H ,H' e H. Qualquer face que cruza o hiperplano

particionado € dividida e suas partes sdo colocadas em seu proprio conjunto.

O conjunto F,, € retido ao n6 BSP enquanto F,,, e F,,, sdo posteriormente

particionados pelo processo de repetigdes recursivas com os “filhos” esquerdo e direito
do n6 BSP respectivo. O fragmento a seguir do pseudo-code ilustra a constru¢ao de uma

“BSP tree”.

function Build BSP (f: set of faces) -> BSP _node
v::=new BSP node;

F s F foonss F 22 = conjunto de faces vazias;

AYA
AVAVAY

2 3 4 5 6 ’t’u'1espm i A2 43 44 15 16

17



Escolha alguns hiperplanos H que tenham uma face de F;

(Foack s F fones ) = particdo F em relagdo a H;
Adiciona F,, a lista de faces de v,

se F,,., € vazio entdo

v’s left son=IN_CELL,
senao

v’s left son = Build_BSP(F,,,);

se F,,, €vazio entdo

v’s right son = OUT_CELL,;

sendo

v’s right son = Build_BSP (F,,);
return v,

end function

A figura 20 (a) mostra um objeto bidimensional e uma das diversas parti¢des

possiveis. A figura 20 (b) mostra a resultante de uma “BSP tree”.

d/a\b
/NN

e out c out

AVEVA

in out in out

Figura 20 - Uma representagio BSP tree de um objeto em 2-D. (a) A fronteira do poligono é
impressa em linhas pretas, o hiperplano particionador (linhas) é vermelho e o interior do
objeto estd hachurado (b) O resultado de uma BSP tree

62

AYA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7unespw Ll A2 43 44 15 16 i



Note que a sele¢do de um hiperplano particionado tem uma forte influéncia na
forma da “BSP tree”. Enquanto qualquer permutagdo da ordem de sele¢do resultara em
uma “BSP tree” que representara o mesmo conjunto regular, a ordem da selegdo pode
produzir arvores mais convenientes. Dependendo do uso adicional, qualquer ordem que
resulte arvores balanceadas ou a ordem que produza arvores com poucas divisdes de
faces sdo mais desejaveis. A heuristica pode ser usada para encontrar o “melhor”
hiperplano: a partir de um subconjunto de F (randomicamente escolhido) encontre a face
que maximiza o que € heuristicamente argumentado. O tipo concreto de argumento ira
variar, dependendo do uso adicional da “BSP tree”. Poder-se-ia levar em conta o

numero de poligonos divididos, o grau de balanceamento ou uma combinagdo de ambos.

3.2 Desenvolvimento Formal

Vamos agora examinar a natureza de uma “BSP tree” mais profundamente. A

construgdo pode ser feita, de maneira idéntica, para qualquer dimensdo; todavia, a

tridimensional € a mais interessante para o nosso trabalho. Entretanto, € facil explicar
sua natureza ao nivel bidimensional, da mesma maneira que varias estruturas
geométricas emergentes podem ser claramente esbogadas; assim a discussdo das trés
propriedades sera apresentada assumindo o universo bidimensional. Precisamos definir

algumas terminologias:

Segmento: um subconjunto orientado convexo e fechado ou uma linha, ou seja, um

segmento finito, um raio ou uma linha, com uma diregao associada a ele.

Regido: um conjunto de pontos convexos e fechados de um plano (Uma regido €

normalmente definida como um conjunto conectado aberto)

Extensdo de um segmento em uma regido: dado um segmento s e uma regido R,

definimos a extensdo de s em R como sendo a intersecg¢do da linha sobre a qual s esta
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situado sobre a regido R, obtendo o segmento s, . Assumindo s, a diregdo induzida por

s (indicamos pelo ponteiro da seta a direita) .

Notemos que uma regido pode ser ilimitada (um plano), parcialmente limitada
(um semi-plano), ou completamente limitada (um poligono finito). A motivagdo para
definir regiGes e segmentos esta na maneira de como eles sdo, ndo temos interesse em
fazer distingdo entre conjuntos limitados, parcialmente limitados e ilimitados. Em
analogia, segmentos e regides tridimensionais sdo poligonos (ou alternadamente,
regides) e segdes (ou volumes) respectivamente. A orientagio dos poligonos
correspondentes para uma notagdo usual de face frontal ou posterior. Vamos examinar

um algoritmo geral para a construgdo da chamada “BSP tree”:

Algoritmo I: Construgdo de uma “BSP tree” bidimensional:

Input: uma regido R e um conjunto de segmentos 2. sobre R

Output: Uma “BSP tree”

Method - chamamos a fungdo BSPT, com R e 3. como parametros e 2. < ¢

Procedure: BSPT (R:regidao;, conjunto de segmentos no)

Seja Y= (a, b, ¢) e R um quadrado, como na figura 21 abaixo.

5

Figura 21 — A regiiio R e seus segmentos 2, = (a,b,c)

Se (a) é escolhido primeiro, chegaremos entdo a figura 22 (a seguir), que gera a

figura 23.
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N o

Figura 22 - O segmento (a) é escolhido primeiro Figura 23 — Criagio da regiio R,

Se, a seguir, bR_ € escolhido antes de c, o resultado final aparecera como na

figura 24:

Figura 24 — A “tessellation” criada pelos segmentos Y, =(a, b, c)

A

Consideremos agora o conjunto 2, de segmentos, que esta completamente dentro
de R. E facil ver que a particdo R € uma regido convexa (poligono). Cada regido,
juntamente com sua borda, estara referenciando-se a uma area (volume para um espago

tridimensional). O conjunto de todas as areas criadas pelo algoritmo estara
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referenciando-se como uma “tessellation”. As areas podem ser pensadas como

intersec¢do de semi-planos (“half-spaces” no caso tridimensional) criados pelas linhas

sobre as quais permanecem os elementos de £ ou 2. O proposito da orientagdo dos
segmentos, € para efetuar a distingdo entre dois semi-planos. O subscrito de cada regido,
gerado pelo algoritmo indica o semi-planos cuja intersec¢dao forma a regido. Como
exemplo, vejamos a figura 25 que é uma “BSP tree” para a “tessellation” da figura 24

onde parénteses sdo usados para indicar regides subscritas.

“n

o

bR(a)

/ R(a)

R(a(b)) R(a(b)) R(a(b)) R(a(b))
4

R(a(b(t:))) R(a(b(c)))

Figura 25 — A “BSP tree” para a “tessellation” da figura 24

3.3 Caracteristicas de uma “BSP tree”

Deveria estar claro até agora que o algoritmo executa um particionamento
recursivo do plano em segmentos. Entretanto, observemos que dado um conjunto de
segmentos, mais que uma “tessellation” pode ser gerada pelo algoritmo, dependendo em
que seqiiéncia os segmentos s3o selecionados. Observemos nas figuras 21,22 e 23, que
tivesse a ordem de selegdo sido ¢, b, @, a figura 26 produzida, teria quatro areas, em
oposigdo as 5 areas da figura 24. Desde que uma “tessellation” ¢ formada por segmentos
estendidos, e o comprimento do segmento estendido é dependente do tamanho da regido

contida no momento em que ele ¢ estendido, selecionando segmentos em diferentes

? «tessellation”: arranjo de poligonos numa dada area sem espagamentos entre si e sem

sobreposigdes.
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ordens, regioes diferentes sdo produzidas, e assim ha dependéncia da “tessellation” sobre

a ordem da selegao.

Figura 26 - "Tessellation" criada a partir da escolha dos segmentos ¢, b, a

E também possivel ter, para um dado conjunto de segmentos, mais que uma
arvore que descreve a mesma “tessellation”. Assumimos 0 mesmo estagio de construgao
de uma arvore, estamos examinando a regidao R, e o conjunto de segmentos associados:

Eﬂl =(8s 85008 )

m m "

Se \Us; =\USs;, com respeito a R,, entdo cada permutagdo 7z sobre

i=1 i=1

i =1,2,..,m, resultara em uma “subtree” diferente, na qual a “subtree” € gerada pela
selegdo de segmentos na ordem S, s, zysesS,(m - 10davia, cada “subtree” descrevera
a mesma “tessellation” de R, . Consequentemente, ha arvores distintas que descrevem a

mesma “tessellation” de uma regido R. Por exemplo, na figura 27, qualquer arvore

especifica a mesma “tessellation”.

a(R) b(R)

D |

b(R(a)) b(R(a)) a(R(b)) a(R(b))

el Al

3

Figura 27 — Duas drvores que especificam a mesma “tessellation”

67

AYA
AVAVAY

2 3 4 5 6 ’t’u'1espm i A2 43 44 15 16

17



Um caso importante ocorre quando o conjunto inicial de segmentos é equivalente

A A A

ao conjunto estendido, isto €, U{s|seZ}=uU{s|seZ}. Se em extensdo a regiio

inicial é um plano, todos os elementos de X seriam linhas. Desde que a extensdo ndo
tenha efeito, a “tessellation” ¢ fixada antes que o algoritmo € iniciado. N6s chamamos
tal “tessellation” como “tessellation” maxima, porque qualquer conjunto de segmentos
permanecendo sobre o mesmo conjunto de linhas pode produzir somente “tessellation”,
cujas areas sdo a unido de areas de “tessellation” méaximas, como pode ser visto pela
comparagdo das figuras 24 e 26 com a figura 28. Segue que qualquer conjunto de
segmentos tem um correspondente de “tesselation” maxima cuja cardinalidade é o
nimero maximo de areas produzidas por qualquer “tessellation” resultante do conjunto.
Em geral, o nimero de “tesselattions” diferentes que podem ser derivadas do conjunto
2, € de certa forma, o complemento do nimero de arvores distintas que descrevem as
mesmas “tessellations”.

Uma “BSP tree” construida pelo algoritmo I contém nds relacionados a
segmentos e nos relacionados com areas. Os nos segmentos s3o exatamente 0s nos
interiores da arvore e os nos “areas” sao as folhas. O algoritmo pode ser pensado como
um primeiro gerador de uma arvore binaria composta somente de nos segmentos. Havera
entao, nos segmentos que tém um ou dois filhos vazios. (Cada n6 de uma arvore binaria
tem potencialmente dois filhos, esquerdo e direito. Se um né ndo tem um ou ambos os
filhos, nos os referenciamos como filhos vazios). A cada filho vazio, um né area €
adicionado. A arvore resultante, é tal que, todo n6 segmento tem ambos, um filho
esquerdo e um filho direito, cada um dos quais poderia ser outro n6 segmento ou um no6
area. Desde que, arvores binarias de n nos tém n + I filhos vazios, segue que o
numero de nds area € um numero maior que o nimero de nds segmentos, assim uma

arvore de 2n - I noOs € necessaria para representar uma “tessellation” contendo n areas.
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Figura 28 — A “tessellation” maxima para a figura 24

Cada ““subtree” de uma “BSP tree” representa a mesma regido R, de forma que a
unido de todas as areas representadas pelas folhas de R; sdo iguais a R,(os segmentos
representados pelos nos segmentos de R, sdo assim, também incluidos nesta unido).
Para proposito de notacgao, designaremos a regido representada pela arvore inteira como
R,. E 6bvio, que é a regido original de onde a “tessellation” ¢ formada. A extensdo do
segmento s representado pela raiz ¢ de uma “subtree” particionada da regido R;, e a

regido representada pelas duas “subtrees” de g sd@o dois “half-spaces” formados de R;

A

por s. Se, em atravessando uma arvore alcangamos ¢, entdo tomando as ramificagdes
direita e esquerda de ¢, teriamos a geometria correspondente a sele¢do de um destes dois
“half-spaces”. Um atalho na arvore, entdo, reflete uma sucessiva sele¢do de porgdes

menores de R, . De fato, a regido representada pela “subtree” € a intersec¢éo dos “half-
spaces” com o respectivo R, , formado pela extensdo dos segmentos que estdo sobre o

atalho para a raiz da “subtree” g (mas ndo incluindo ¢). Segue de imediato que a area
que ¢ “adicionada” a cada filho vazio € exatamente a intersec¢do de “half-spaces” com

respeito a R,, formado pela extensdo de segmentos cujos nds estdo sobre o caminho

para o filho.

E facil ver como uma “BSP tree” pode ser usada para localizar em que area da

“tessellation” um ponto repousa. Comegando pela raiz, determinamos sobre qual lado do
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segmento o ponto repousa € indo em dire¢do ao filho representando o “half-space”
correspondente ao lado escolhido (pontos sobre a linha s3o nomeados arbitrariamente
para um dos dois “half-spaces™). A repeti¢ao do processo ira gerar um caminho para um
no6 folha, que representa a area em que o ponto repousa, assim definindo o que podemos

chamar de “problema de localizagdo” com respeito a “tessellation”.

3.4 “BSP tree” usada para sequenciamento prioritario

A importancia de uma “BSP tree” ser usada para a geragdo de um
sequenciamento prioritario esta baseada no principio que, dado em qual “half-space”
repousa o ponto para o qual o sequenciamento € relativo (usualmente pensado como o
“olho”, ou posigdo observatoria), todos os pontos deste mesmo “half-space” terdo
prioridade sobre todos os pontos de outro “half-space”. Embora este fato, seja
razoavelmente evidente para “half-spaces”, é também verdadeiro para quaisquer duas
regides convexas.

Para obter um sequenciamento prioritario de uma arvove, um cruzamento
irregular € executado. A escolha de tomar a ramificag@o direita ou esquerda de um no ¢
representando o segmento s € sempre feito em favor da “subtree” que representa a regido

em que esta contida o mesmo “half-space” que a posigdo observatoria esta, este “half-

space” tendo sido formado por s com relagdo a R, . E facil ver que tal politica resultara
no primeiro nod area a ser alcangado, sendo um, o qual a posi¢dao observatoria repousa,
isto €, a solugd@o para o problema de localizag@o € antecipada.

Assim, para cada no ¢, todos os nos escolhidos de uma “subtree” recebem a mais
alta prioridade do que ¢, e analogamente, todos os nés de uma “subtree” continuam a
obter uma prioridade menor que q. O cruzamento total das arvores produzira entao, um
sequenciamento total de nos, e isto € precisamente a prioridade visivel dos elementos

representados pelos nos. Note que ele € requisitado quando R, seja convexo para

garantir esta propriedade. Desde que a partigdo de um objeto convexo produz dois

objetos convexos, a convexidade de R, implica na mesma propriedade para toda

subseqiiéncia de refinamentos de R, durante a construgdo da arvore. Assim todas as
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areas sdo convexas, o que € suficiente para garantir a existéncia de um sequenciamento

prioritario de areas.

3.5 Comparagao do uso de “BSP tree”

A primeira aparigdo implicita de uma “BSP tree” na literatura ocorreu num artigo
de Sutherland et al (1974) [8], revisando o trabalho de Schumacker et al (1969) [9], nos
quais a arvore ndao foi mencionada nem tampouco suas propriedades gerais
desenvolvidas. A aplicagdo apresentada era a de que a invisivel “divisdo de planos”
fosse introduzida para uma base de dados. O método envolveu o desenho de uma
simulagdo de cena manualmente particionada “em agrupamentos”, tais como prédios,
arvores, montanhas, etc..., de forma que dividindo-os com planos verticais poderiam ser
ocupados nestes intervalos por agrupamentos para as mais variadas extensdes. Este
resultado, em termos de uma “BSP tree”, seria a geragdo de uma “tessellation” de uma
superficie por uma divisdo representada por nds segmentos, e cada agrupamento era
contido completamente dentro de uma area. Assim, cada agrupamento correspondia a
um nd area. Um sequenciamento prioritario poderia entdo ser obtido sobre os
agrupamentos.

Em se considerando a “tessellation” como uma “tesselattion” maxima, € possivel
computar off-line o sequenciamento prioritario para cada caso da posi¢do observatoria
estando em areas diferentes. Segue, do fato que desde que, as areas sdo formadas por
uma “tessellation” maxima, nio € possivel para dois pontos diferentes numa mesma area

estarem em lados diferentes da extensdo de um segmento com respeito a R, (desde que

numa “tessellation” maxima todos os segmentos sdo iguais as suas extensdes com

relagio a R,) Assim para cada area o cruzamento de arvore ¢ fixado. Sutherland,

apresentou sugestdo usando a vantagem da pré-computacdo e armazenando para cada
area seu sequenciamento prioritario inerente sobre os agrupamentos (desde que a divisao
dos planos ndo sejam parte da cena, eles necessariamente ndao seriam incluidos no
sequenciamento). Foi entdo o suficiente para solucionar o problema de localizagdo na

ordem para obter o sequenciamento prioritario. Desde que este método requer um espago

n’ de armazenamento (onde n é o niimero de agrupamentos) e o cruzamento de arvores ¢
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O(n), ndo € claro se esta aplica¢do seja vantajosa. Também desde que uma “tessellation”
maxima € requerida, a arvore sera a maior possivel para um dado conjunto de
agrupamentos.

A aplicagio de uma “BSP tree”, introduzida nesta dissertagdo ¢ algo
complementar ao apresentado por Sutherland. Nesta, esses objetos representados por um
né segmento (ou poligono) constituem os dados visiveis enquanto as areas de
“tessellattion” ndo tém importancia. De fato, a fungdo “make tree” apresentada no

programa 5 produz somente o n6 segmento. O n6 area somente esta implicado pelos

filhos vazios. Também, “make tree” forma uma “BSP tree” para trés dimensdes,

enquanto o método anterior, embora trabalhando-se em 3-D, forma uma “BSP tree” para
duas dimensdes. Obviamente a “BSP tree” pode ser usada em divisGes de planos para
dividir volumes tridimensionais, € um hibrido de poligonos e divisdes de planos
poderiam também ser desenvolvidos. Por exemplo, cada n0 area de uma arvore
construida com divisdes de planos poderia ser substituida por uma “BSP tree” construida

de poligonos para agrupamentos contidos na area.

PROC Make tree (pl:polygon list): tree;

BEGIN

K=Select polygon (pl);
pos_list?=null;
neg_list:=null;

/* pos refere-se a parte positiva
neg refere-se a parte negativa */

FOR i:=1 to Size of(pl) DO
BEGIN
IF i <> k THEN
BEGIN
Split_polygon(pl(i], pl[k],pos_parts,neg_parts);
Add (pos_parts, pos_list);
Add (neg-parts, neg_ list)
END
END;
RETURN Combine tree(Make tree(pos_list),pl(k),Make tree(neg list))
END;

Programa 5 - Fungio Make-tree
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3.6 Combinagoes de “BSP trees”

Examinaremos agora o tamanho de uma “BSP tree”. Derivaremos algumas
formulas, ambas para 2-D e 3-D “BSP trees”. Embora estamos mais interessados no caso
3-D, 2-D € importante em especial para o caso 3-D, no qual todo objeto que esta
acomodado sobre a base pode ser separado por planos verticais. Isto € equivalente a 2-D
“BSP tree” correspondente a um cenario em 2-D obtido, projetando-se os objetos e
planos, e os separando sobre uma base plana.

Como previamente observado, uma “BSP tree” pode ser criada por ambos os
objetos finitos e infinitos. Os objetos infinitos sdo planos para o caso 3-D e sdo linhas
para o caso 2-D. Os objetos finitos sdo segmentos e poligonos convexos nao
interseccionaveis.

Uma d-dimensional “BSP tree” particiona o espago d-dimensional em objetos (d

- 1) dimensdes. Assim, examinaremos primeiro, qual € o nimero maximo f,(n) de

volumes de um espago d-dimensional que pode ser criado por planos de n (d -1 ) -
dimensdaes.
No caso 2-D, que tinhamos considerado, isto corresponde a “tessellation”

maxima do plano usando linhas.

A formula geral é:

d n
fim)=3()

Como a correspondéncia € um-a-um entre os volumes e as folhas de uma “BSP

tree”, o nimero de nés de uma “BSP tree” ¢ 2 f,(n)—1

Quantas regides de ( d - 1 ) - dimensées foram criadas a partir de planos de
mesma dimensdo sob a suposi¢do de que 3 planos ndo se interseccionam ao longo de
uma linha de (d- 2) - dimensées?

Pode ser mostrado que o niimero é:

3i()

i=0 U

AVA
AVAVAY

2 3 1 5 6 7unespw 11 12 13 314 15 1H

17



No caso extremo, onde o objeto dado € um poligono convexo den (d-1) -
dimensdes, examinemos 0 caso pior, isto €, computemos o nimero maximo de regides (
d - 1) - dimensdes que sdo obtidas a partir dos poligonos pela intersecgdo de planos n (

d - 1) - dimensionais sobre os quais eles repousam. Pode ser mostrado que o nimero é€:

()+n

I

Resumimos entdo os resultados na Tabela 1 para dois casos interessantesd = 2ed = 3

Volume Objetos Ilimitados Objetos Limitados

n’+n n®+n
+1
2 2

n’® +5n n® +3n* +2n
i Ty | e S T I i,
6 2 6

Tabela 1 - Quantidade méixima possivel de nés em uma “BSP tree”

3.7 “BSP trees” e Conjuntos Regulares

Com a classificagdo das folhas de uma “BSP tree” como células interiores ou
exteriores, “BSP trees” sdo capazes de representar conjuntos regulares. Por construgéo,
cada célula é aberta e nio vazia e consequentemente tem interior. Um conjunto regular §
representado pela arvore B é entdo definido como fechamento da unido de todas as

células interiores (in-cells):

S =c(VC,;),VYC,; € {in - cells}
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A fronteira de .S consiste de todos os pontos que repousam entre o interior € o
exterior de §' e todos os pontos que repousam sobre sub-hiperplanos dos nds internos de
B. Como sub-hiperplanos separam células internas (in-cells) de células externas (out-
cells), a fronteira de § pode ser descrita como a unido das intersecgdes de todas as

células internas e externas (in-and-out-cells):

bd(S) =(c(C;)n cl(C))),VC, € {in—cells},YC,;  {out — cells}
LJ

Classificagdo de Pontos

Um dos problemas mais comuns que temos que resolver em geometria
computacional € o problema de ponto de classificagdo. dado um solido S e um ponto p,
determine se p repousa no interior de S, fora de § ou na fronteira de S. “BSP trees”
provéem uma eficiente forma de resolver este problema. Assumindo que Bs seja uma
representagdo “BSP tree” de um solido S, nés resolvemos o problema de ponto
classificagdo observando a vizinhanga de p: Se ela é homogénea, entdo p repousa no
interior ou exterior de §. Se a vizinhanga de p é ndo homogénea, ¢ conhecido que p
repousa sobre a borda de S. A figura 29 mostra um pseudo-codigo que determina a
posi¢do de p com relagdo a §. Naylor [10] relatou que o problema de ponto de
classificagdo foi solucionado para o caso tridimensional em O(n) para uma
representagdo de fronteira com n faces. Se a “BSP tree” esta balanceada (o que pode ou
ndo pode ser possivel) o problema pode ser resolvido em O(log n).

O mesmo algoritmo pode ser usado para produzir a visibilidade do
sequenciamento prioritario sobre as faces relativas ao ponto de visdo como segue em

Schumacher et al [9], Fuchs et al [7], Naylor [10] e Naylor et al [11].
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function Classify_Point ( p: point, B: BSP.Tree )
— {in, out or on}

if B is a leaf then return B's value;

dp = Dot_Product (p, B’s hyperplane);
if dp < 0 then

return Classify_Point (p, B’s left son);
else if dp > 0 then

return Classify_Point (p, B’s right son);
else

| = Classify_Point (p, B’s left son);

r = Classify_Point (p, B’s right son);

if | equals r return |;

else return on;
fi

end function

Figura 29 - Implementagio do algoritmo do Pseudo-Codigo para solu¢io do problema de
classificaciio de pontos

Cada n¢ interno de uma arvore testa o ponto de visdo contra o plano particionado
associado com o nd. Primeiro, € efetuada a recursao sobre o subespago distante e entdo a
recursao sobre o subespag¢o mais proximo. Isto nos da uma seqiiéncia que pode ser usada

para guiarmos o algoritmo de ponteiros.

Complexidade do espago de uma “BSP tree”

Peterson e Yao [12], desenvolveram formulas mostrando a complexidade do

espago de uma “BSP tree” bidimensional, construida a partir de n poligonos iniciais, ou

seja O(n log n), e a complexidade do espago “BSP tree” tridimensional O(n?) para n

faces planas.

3.8 Usando “BSP trees” para Conjuntos de Operagdes sobre
Poliedros

Thibault e Naylor [13] apresentaram um algoritmo para calcular expressdes
booleanas na forma BSP tree <op> B-rep -> BSP tree. Eles o chamaram de conjunto de

operagdo incrementado, devido a forma resultante em que a BSP é construida.

76
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Uma aplicagdo diferente € apresentada em [11]: o algoritmo de fusdao de arvores
como que apreende duas “BSP trees” e as fundem de acordo com o operador Booleano
especifico. Naylor, Amanatides e Thibault [11] descrevem o uso desta técnica em um
sistema modelador interativo.

Esta e as proximas duas segdes descrevem a teoria e implementagdo do algoritmo
conjunto de operagdo incrementado, desenolvido por Thibault e Naylor [13] e de uma
extensdo obtida por Langstrof e Weiland [14]. Dado o fato, de que solidos primitivos
sdo usados para construir objetos complexos, que por sua vez sao gerados como listas de
faces (B-reps), esta técnica parece-nos superior, uma vez que ndés ndo precisamos
converté-los para uma “BSP tree” primeiro. Para aumentar a eficiéncia do algoritmo, nos
temos que modifica-lo para considerar informagdes de caixas fechadas de dois

operadores.

Conjunto de operagoes Incrementado

Para calcular operadores booleanos, o algoritmo particiona o espago em regides,
de forma que ao menos um operante € homogéneo em cada regido. Se tal
particionamento é encontrado, a operagdo booleana para cada regido pode ser calculada
aplicando-se as regras de simplificagdo mostradas na tabela 2, na qual S é um conjunto
arbitrariamente regular, e n*, U* e —* sdo os operadores booleanos regularizados e
~* é 0 operador complemento. O complemento de uma determinada “BSP tree” pode ser
formado revertendo-se a orientagdo de todas as faces limites e hiperplanos e valores de
células de complementagao.

Consideremos o seguinte exemplo: dada a expressdo S, U*S,, um tem que

encontrar uma partigdo do espago na regido R, tal que R, c int(S;) ou R; c ext(S;)

para je {1,2}. Se temos determinado que, para alguma regido R; na qual R, c S,,

podemos simplificar a expressdo de R; para §, .
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left operand

S
S

exterior
S
S
snterior
exterior
S
S
interior
exterior

Tabela 2 - Regras de Simplificacio

O algoritmo para calcular operagdes booleanas em “BSP tree” € similar ao usado
para construir “BSP trees”. dada uma representagio “BSP tree” B de operandos
esquerdos e uma representacio B-rep F de operandos direitos, o algoritmo comega pela

inser¢ao coletiva de faces de F em B. Quando em algum noé v de B, nenhuma parte de B

¢ encontrada repousando sobre um lado do hiperplano H | (exemplo, v.left), entdo este

lado tem que ser homogéneo em relagdo a B. Neste caso, a “subtree” raiz do lado oposto
(v.right) de H, é ou uma esquerda intacta ou € substituida pela célula, dependendo da
regra particular de simplificagdo utilizada. Para determinar se a regidao repousa sobre
int(B) ou ext(B), um raio poligonal testa contra as faces se o lado ndo homogéneo pode
ser usado. Uma folha ser alcangada por algum subconjunto F; de F significa que F; foi
classificado em relagdo a B. Desde que as folhas representem regides homogéneas, as
operagdes booleanas podem entdo ser calculadas. Dependendo em particular, da regra de
simplificagdo utilizada, ou as folhas sdo esquerdas intactas ou substituidas por uma

“subtree”, construida das faces de F;.

ATAVA

AVA
2 3 4 5 6 7unespw 11 12 13 14 15 16

17



if op = —* then
B := Negate B-rep( B)
op:= N*

procedure Incremental_Set_op
( op : set_operation ; v : BSPTreeNode ;
B : set of Face ) returns BSPTreeNode
if v is a leaf then
case op of
U* : case v.value of
in :returnv
out : return Build_BSPT( B )
N* : case v.value of
in : return Build BSPT( B )
out : return v
R L
<B_left, B_right, B_coincident> := partition B with H,
if B_left has no faces then
status := Test_in/out(H,, B_coincident, B_right)
case op of
U* : case status of
in : discard BSPT( v.left )
v.left := new "in" leaf
out : do nothing
N* : case status of
in : do nothing
out : discard BSPT( v.left )
v.left := new "out" leaf
else
vleft := Incremental_Set_op( op, v.left, B_left )

if B_right has no faces then

(* similar to above *)
else

v.right : = Incremental_Set_op(op, v.right, B_right)
return v

end Incremental_Set _op ;

Figura 30 - Pseudo code para o algoritmo de cilculo do Conjunto de operagdes incrementado

O processo de inser¢ao resulta em F sendo distribuido entre os sub-hiperplanos
ou células de B. A fig. 31 mostra a aplicagdo do algoritmo conjunto de operagdes

incrementado sobre a expressio § =0, —-*0, . A fig. 31a mostra a geometria inicial
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dos dois operandos, fig. 31b mostra a “BSP tree” depois da classificagio de (uv, vw, wu)

e a fig. 31c mostra a arvore resultante depois da aplicagdo das regras de simplificagdo.

K out
Geometriainicialdos b
: out
dois operandos
out

L)

BSP tree apos a classificagdo

de (uv,vw,wu)

A
A d IE /K out
/K out Nout /K out

out ~out ot
e out

/d{tm out arvore resultante .9

_ apos asregrasde  in /&
1 1 ' !
inu'v,w')  out ~(u'u,uw, wv') simplificagdo LN

Figura 31 - Calculando a diferenca de dois conjuntos regulares

A

O algoritmo acima descrito produz uma representagdo “BSP tree” genérica S de

um conjunto regular § que resulta da operagao booleana sobre dois conjuntos regulares.
Entretanto, os nos internos de .§ agora podem conter faces que ndo pertencem a borda

de § (face d na fig. 31c). Regerar as bordas de S, requer que para cada né vde S, a
intersec¢do das bordas de § com o sub-hiperplano associado com v (bd(S)u sH(v))
necessitaria ser gerada. Isto pode ser feito inserindo as faces armazenadas a v dentro das
“subtrees” v. Faces, ou parte das faces que pertencem a bd(S) tém que repousar entre o
interior e o exterior das células (in-and-out-cells). Elas alcangardo as células internas
esquerdas v’s e as células direitas v’s ou vice-versa, e deveriam armazenar v como uma

nova borda.
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Usando Informagaoes de Caixas Limitadas

As “BSP trees” discutidas anteriormente derivam do particionamento de
hiperplanos a partir de faces de so6lidos limitados. Isto implica, que cada né interno esta
associado a borda da face. Se permitirmos o uso de hiperplanos que ndo sdo coplanares a
qualquer face da borda, e entdo permitirmos pontos internos sem faces associadas,
podemos aumentar a eficiéncia do algoritmo de calculo booleano.

Consideremos o caso da operagdo unido sobre dois solidos disjuntos O, e O,. Ao

invés de inserir todas as faces de O, dentro da “BSP tree” representada por O,,

encontraremos um hiperplano & que particiona o espago em duas regides R, e R, de tal
forma que cada regido contenha O, ou 0,. A “BSP tree” resultante ¢ entdo construida
pela simples criag@o do no raiz v, que esta associado a h. A representagdo “BSP tree”
de O,e O, esta entdo inserida como uma “subtree” esquerda e direita de v,

dependendo da orientag@o de h.

Decomposigdo do espago
em regides (R;.... Ry)

.IIIIIII‘
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A arvore resultante

Figura 32 - Operagdes booleanas otimizadas. A Fig. mostra uma operagio unido otimizada
sobrepondo objetos O, e O,. Fig (a) mostra a geometria inicial. Fig (b) mostra a decomposi¢io do

espago em regides (R, ...R4) que estiio aninhadas com a intersegcio das caixas limitadas dos objetos

0l e 0,. A operagio booleana é calculada somente na regiio R4. Fig. (c) mostra a drvore
resultante. Os nés internos contém os hiperplanos usados para a decomposigio.

Uma técnica similar pode ser usada sobrepondo operandos como mostra a figura

32a. No primeiro passo, a intersecgdo B, da caixa limitada de operandos é computada.
O espago € entdo particionado em regides R, por hiperplanos h; que sdo coplanares as
faces de borda B, ’s (veja fig. 32(b)). A operagdo booleana € entdo calculada somente na
regidao que contém B, (regido R4 na fig. 32(b)). As regides “BSP tree” restantes R1, R2

e R3 sdo construidas com o algoritmo BSP descrito na se¢do anterior. Note que somente
no caso do operador booleano unido, todas as arvores restantes necessarias serao
construidas. O operador diferenga requer somente as arvores da regido do primeiro
operando, e no caso do operador booleano intersecgdo todas as regides restantes podem
ser descartadas.

A “BSP tree” que representa o resultado final da operagdo € entao construida pela

simples concatenacgdo de “subtrees” como mostra a fig. 32(c).
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CAPITULO 4:

CONCLUSAO

A descrig@o de objetos fisicos através de modelos computacionais geométricos €
um dos temas de maior relevancia em computagdo grafica. Ao considerarmos o
tratamento numérico das equagdes diferenciais parciais da Fisica-Matematica, qualquer
que seja o método utilizado, impde-se como etapa prévia a construgdo dos dominios
geométricos de interesse. Notadamente para o caso de problemas tridimensionais com
dominios geométricos mais complexos, a modelagem de volumes e sua posterior
discretizagdo constitui topico de interesse para os que se dedicam a simulagdo
computacional de equagdes diferenciais parciais. Uma das maneiras possiveis de
construgao de dominios geométricos nao triviais € a aplicagdo de operagdes Booleanas a
solidos mais simples, normalmente regulares e simplesmente conexos. Nesta dissertagdo
mostra-se como “BSP trees” (Binary Space Partitioning Trees) podem ser usadas para
representar poliedros. Uma “BSP tree” € uma arvore binaria representando um
particionamento recursivo de um espago d-dimensional por hiperplanos.

Modelar objetos fisicos requer uma adequada base estrutural de dados e de
algoritmos, que proverdo um esquema de representagdo ndo ambiguo e eficiente. Esta
dissertagdo espera prover o leitor de uma descrigao do esquema representativo BSP, a
partir de versdes de Naylor [10] e de Thibault et al [11], e de uma extensdo formulada
por Langstrof e Weiland, [14] que basearem-se no conceito de dimensdo implicita
independente, ou de como é melhor chamada, de adimensionalidade da arvore binaria. A
técnica de Langstrof, aqui dissertada, permite converter representagdes de contorno de
poliedros regulares para “BSP trees” e para avaliar o conjunto de expressdes Booleanas
na representagdo de poliedros.

Espero que os algoritmos aqui produzidos sejam, em futuro proximo
implementados, em continuagdo a presente tratativa, e apresentados em um futuro
trabalho através do software Mathematica, mais elegante, e de melhor defini¢do grafica

e concisdo de dados.
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