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Garcia, M. G. Espalhamento coulombiano relativ́ıstico próximo das condições

de simetria de spin e pseudospin. 2015. 79 f. Tese (Doutorado em F́ısica) - Fa-

culdade de Engenharia do Campus de Guaratinguetá, Universidade Estadual Paulista,

Guaratinguetá, SP 2015

RESUMO

O espalhamento relativ́ıstico de bósons de spin 0 e de férmions de spin 1/2 por po-

tenciais coulombianos esfericamente simétricos é analisado em detalhes com uma mistura

arbitrária de acoplamentos escalar e vetorial. Mostra-se que a série de ondas parciais,

seja para bósons ou férmions, se reduz à amplitude de espalhamento de Rutherford exata

quando os potenciais escalar e vetorial têm a mesma magnitude. O mesmo acontece na

aproximação de potenciais fracos. O comportamento da amplitude de espalhamento pró-

ximo das condições que fornecem a forma fechada é também discutido. A partir dos polos

complexos da amplitude de onda parcial, soluções exatas de estados ligados para part́ı-

culas e antipart́ıculas em diferentes circunstâncias são obtidas. A quebra perturbativa da

degenerescência acidental aparecendo em um par de casos especiais é relacionado com a

não conservação do vetor de Runge-Lenz. No caso de férmions, as amplitudes de ondas

parciais têm formas fechadas não apenas para as simetrias de spin e pseudospin mas tam-

bém quando há uma ligeira quebra das mesmas. Mostra-se que no limite não relativ́ıstico,

a seção de choque diferencial obtida se reduz para a seção de choque de Rutherford para

simetrias de spin e pseudospin exatas e para a seção de choque de Mott quando a simetria

é suavemente quebrada.

Palavras Chave: Espalhamento. Estados ligados. Simetria de spin. Simetria de

pseudospin. Quebra de simetria. Klein-Gordon. Dirac. Coulomb. Runge-Lenz.



Garcia, M. G. Relativistic coulomb scattering near the conditions of spin and

pseudospin symmetry. 2015. 79 f. Thesis (Doctorate in Physics) - Faculdade de En-

genharia do Campus de Guaratinguetá, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetá,

SP 2015

ABSTRACT

The relativistic scattering of spin-0 bosons and spin-1/2 fermions by spherically

symmetric Coulomb potentials is analyzed in detail with an arbitrary mixing of vector

and scalar couplings. It is shown that the partial wave series for both bosons and fermions

reduces the scattering amplitude to that one resulting in the Rutherford formula exactly

when the vector and scalar potentials have the same magnitude. The same happen in

the approximation for weak potentials. The behavior of the scattering amplitude near

the conditions that furnish its closed form is also discussed. From the complex poles of

the partial scattering amplitude for bosons the exact closed form of bound-state solutions

for both particles and antiparticles with different scenarios for the coupling constants are

obtained. Perturbative breaking of the accidental degeneracy appearing in a pair of special

cases is related to the nonconservation of the Runge-Lenz vector. In the case of fermions,

the closed form for the partial wave series occurs not only for the spin and pseudospin

symmetries but also when there is a slight breaking of the same. It is shown that in the

non-relativistic limit, the differential cross section obtained reduces to Rutherford’s cross

section when there are spin and pseudospin symmetries and to Mott differential cross

section when the symmetry is slightly broken.

Keywords: Scattering. Bound states. Spin symmetry. Pseudospin symmetry.

Breaking symmetry. Klein-Gordon. Dirac. Coulomb. Runge-Lenz.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Interações nucleares têm sido investigadas em termos da troca de mésons mediadores desde

o trabalho pioneiro de Hideki Yukawa de 1935 [1]. Muitos modelos nucleares contêm

combinações de potenciais vetorial repulsivo (gerado pelo méson vetorial ω) e escalar

atrativo (gerado pelo méson escalar σ). Os potenciais vetorial e escalar têm quase a

mesma magnitude de forma que o potencial atrativo resultante é relativamente fraco.

Entretanto, tal combinação de potenciais fortes produz efeitos relativ́ısticos consideráveis

mesmo em baixas energias.

No âmbito de teorias relativ́ısticas denomina-se potencial veorial aquele que acopla

com a carga da part́ıcula e é introduzido na teoria pela substituição p̂µ → p̂µ + V µ, onde

p̂µ é o operador quadrimomento e V µ =
(
V 0, ~V

)
é o potencial vetorial, com componente

temporal V 0 e componente espacial ~V . Essa prescrição mı́nima é a mesma que ocorre

na introdução da interação da carga elétrica com o campo eletromagnético (mediada por

fótons), e serve para modelar o acoplamento de outras espécies de cargas com interações

mediadas por bósons vetoriais, tal como a interação nuclear mediada pelo méson ω. Por

outro lado, o potencial escalar é aquele que acopla com a massa da part́ıcula e é introduzido

por meio da substituição m→ m+VS/c
2, servindo para modelar interações mediadas por

mésons escalares, tal como a interação nuclear mediada pelo méson σ.

Experimentos de espalhamento elástico de um núcleon ou elétron por núcleos atômi-

cos são de grande importância pois podem fornecer detalhes das distribuições de corrente

e carga dentro do núcleo por meio do desvio entre a medição do espalhamento real e aquele

devido a um núcleo pontual. A solução quântica não relativ́ıstica para o espalhamento

elástico de part́ıculas em um potencial coulombiano fornece a amplitude de espalhamento

14
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clássica de Rutherford. Este resultado foi primeiramente obtido por Gordon [2] por meio

da separação de variáveis em coordenadas parabólicas. Então, Mott encontrou a série de

ondas parciais em termos dos deslocamentos de fase usando a equação de Schrödinger [3]

bem como a equação de Dirac com o potencial coulombiano como a componente temporal

de um vetor de Lorentz [4]. Neste último caso, contudo, a amplitude de espalhamento

não é conhecida em uma forma fechada.

O espalhamento elástico de uma part́ıcula sem spin como um ṕıon ou um káon por

um núcleo pontual é também de fundamental importância e este problema tem recebido

alguma atenção na literatura. Kang e Brown [5] abordaram a amplitude de espalhamento

usando a equação de Klein-Gordon (KG) com a componente temporal de um potencial

coulombiano e encontraram uma expansão perturbativa na constante de acoplamento até

terceira ordem, enquanto Hetherington [6] analisou questões relacionadas à convergência

das séries de ondas parciais, e Rawitscher [7] examinou desvios das soluções de KG em

relação às soluções de Schrödinger para espalhamento em baixas velocidades. A supressão

de um termo envolvendo o quadrado do potencial na equação de KG tem ocorrido muitas

vezes [8], [9], [10], [11], e em outra publicação a contribuição desse termo somente aparece

em termos de mais baixa ordem da série de ondas parciais [12]. Posteriormente, Cooper,

Jeppesen e Johnson [13] completaram essa lacuna com uma expressão anaĺıtica aproxi-

mada levando em conta momentos angulares arbitrariamente altos. Dados experimentais

de espalhamento de káons por núcleos foram analisados por Hill, Hetherington and Rave-

nhall [14] usando a equação de KG com um potencial vetorial mais um potencial escalar

do tipo Woods-Saxon. Jansen, Pusch e Soff [15] investigaram as soluções do continuum

da equação de KG com acoplamentos escalar e vetorial para vários potenciais, incluindo

o potencial coulombiano, mas tal investigação não estava diretamente relacionada com

o problema da amplitude de espalhamento. Realmente, soluções de estados ligados já

tinham recebido atenção anteriormente [16] (veja também Ref. [17]). A mistura escalar-

vetorial foi abordada para o potencial coulombiano em dimensões arbitrárias com especial

atenção aos estados ligados [18], [19], e posteriormente aos estados de espalhamentos e

seu deslocamento de fase [20]. Apesar disso, os autores da Ref. [20] não examinaram

minuciosamente as posśıveis consequências da amplitude de espalhamento e por essa ra-

zão perderam a oportunidade de explorar algumas implicações f́ısicas. Em aplicações, o

espalhamento de mésons por um núcleo é descrito por um potencial de curto alcance e um
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adicional potencial coulombiano vetorial Vv = ~cZα/r agindo fora da região da matéria

nuclear (Z é o produto das cargas nuclear e mesônica, e α é a constante de estrutura

fina). A adição de um potencial escalar de curto alcance, relacionado com a troca de

bósons mediadores com massa, é importante não somente para estados de espalhamento

mas também para descrever o espectro de um méson imerso em um meio nuclear.

Sistemas f́ısicos com férmions sujeitos a potenciais escalar e vetorial não são inco-

muns na literatura. A equação de Dirac com potenciais escalar e vetorial foi usada origi-

nalmente na tentativa de descrever a dinâmica entre um quark e antiquark para calcular

massas de mésons [21]. Posteriormente, a mistura vetor-escalar foi usada para investigar

as implicações de uma pequena contribuição de um potencial escalar coulombiano para

a espectroscopia atômica [22]. Em 1969, baseados na observação experimental de quase

degenerescência, em núcleos esféricos, para estados de núcleon com números quânticos

(n, l, j = l + 1/2) e (n− 1, l + 2, j = l + 3/2) 1, Arima, Harvey e Shimizu [23] e paralela-

mente Hecht e Adler [24], introduziram o conceito de pseudospin expressando esses dois

estados com uma estrutura de dubleto, inserindo os números quânticos “pseudo”momento

angular orbital l̃ = l + 1, que é a média entre os momentos angulares orbitais desses dois

estados, e um “pseudo” spin s̃ = 1/2. Por exemplo os estados
[
ns1/2, (n− 1) d3/2

]
têm

l̃ = 1, os estados
[
np3/2, (n− 1) f5/2

]
têm l̃ = 2 e assim por diante, estes estados são

quase degenerados com respeito ao pseudospin s̃ visto que j = l̃ ± s̃ para os dois estados

no dubleto [25]. Essa simetria obteve grande sucesso ao explicar diferentes fenômenos na

estrutura nuclear envolvendo por exemplo deformação [26], superdeformação [27] e bandas

idênticas [28], mas, apesar do grande sucesso nenhuma pista da origem dessa simetria era

encontrada na abordagem não relativ́ıstica. Foi apenas em 1997 que Ginocchio [25] notou

que l̃ nada mais é do que o número quântico momento angular orbital do componente

inferior do espinor de Dirac e que a quase degenerescência daqueles dois estados poderia

ser explicada por uma pequena quebra de simetria de pseudospin, a qual é uma simetria

exata para a hamiltoniana de Dirac com um potencial escalar Vs atrativo e um potencial

vetorial Vv repulsivo, quando esses potenciais são iguais em magnitude Vs + Vv = 0. Esta

situação em que os potenciais escalar e vetorial são iguais em magnitude mas com sinais

diferentes é uma caracteŕıstica das teorias de campo médio relativ́ısticas. A hamiltoni-

ana de Dirac com potenciais escalar e vetorial com acoplamentos de mesma magnitude é

1Onde n, l e j são os números quânticos radial, momento angular orbital e momento angular total,
respectivamente.
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invariante sob uma álgebra su(2) [29]. O espalhamento núcleon-núcleo vem sendo muito

bem descrito com fortes potenciais vetoriais repulsivos e escalares atrativos desde a dé-

cada de 80 (veja por exemplo [30] e referências inclusas). Potenciais vetorial e escalar

com aproximadamente a mesma magnitude vêm sendo usados como potenciais de campo

médio [31] (relacionado à simetria de pseudospin), no modelo de quark [32], bem como

para considerar a possibilidade de antiférmions no núcleo [33], [34] (relacionado à sime-

tria de spin). De fato, muitos estudos das simetrias de spin e pseudospin são limitados a

estados ligados, e parece que os dados experimentais sobre espalhamento núcleon-núcleo

não exibem caracteŕısticas de simetria de pseudospin aproximada [31], [35], [36]. Os au-

tores da Ref. [36] sugerem que a natureza de longo alcance do potencial coulombiano é

responsável por quebrar a simetria de pseudospin. Ainda assim, a realização aproximada

dessa simetria foi encontrada por outros autores usando diferentes tipos de análises [37],

[38], [39], [40], [41]. Recentemente, a natureza perturbativa de ambas as simetrias com

potenciais coulombianos foi discutida na Ref. [42] quanto a estados ligados. Foi mos-

trado também que, para potenciais de qualquer forma, as condições sobre as constantes

de acoplamento que originam as simetrias de spin e pseudospin fazem com que part́ıculas

de spin 1/2 e spin 0 tenham o mesmo espectro de energia devido ao desaparecimento do

acoplamento spin-órbita e termos de Darwin do componente superior (simetria de spin) ou

do componente inferior (simetria de pseudospin) do espinor de Dirac [43]. É a ausência do

termo spin-órbita para um dos componentes do espinor de Dirac que explica a existência

de dubletos de pseudospin quase degenerados em determinados núcleos, e a existência de

dubletos de spin quase degenerados em mésons constitúıdos de um quark pesado e um

quark leve [32].

O propósito deste trabalho é a análise da abordagem de ondas parciais para o es-

palhamento elástico de bósons de spin 0 e de férmions de spin 1/2 por um potencial

coulombiano com uma mistura de acoplamentos vetorial e escalar próximos da condição

de simetrias de spin e pseudospin. A análise unificada da equação de KG, bem como

da equação de Dirac, com potenciais escalar e vetorial nos habilita a encontrar resul-

tados relevantes em forma fechada tanto para espalhamento como para estados ligados.

A adição de um acoplamento escalar ao usual acoplamento vetorial torna o problema

mais interessante visto que as séries de ondas parciais podem ser somadas exatamente

quando os acoplamentos vetorial e escalar têm a mesma magnitude, além do mais, como
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dito anteriormente, neste limite férmions e bósons compartilham o mesmo espectro. A

fórmula de Rutherford pode também ser usada como uma aproximação para constantes

de acoplamento muito pequenas, como acontece no limite não relativ́ıstico da teoria. As

soluções das equações de KG e Dirac são expressadas em termos das funções de Whitta-

ker, e a amplitude de espalhamento para pequenos acoplamentos vetorial e escalar, bem

como para pequenos desvios da fórmula exata com acoplamentos vetorial e escalar de

igual magnitude, é calculada na forma perturbativa para as soluções da equação de KG e

como uma pequena quebra de simetria para as soluções da equação de Dirac. As soluções

exatas de estados ligados para uma faixa restrita das constantes de acoplamento são ob-

tidas dos polos complexos da amplitude de onda parcial tanto para bósons quanto para

férmions. Para tais estados ligados as autoenergias são expressadas em termos da solução

de uma equação algébrica de segundo grau e as autofunções expressadas em termos dos

polinômios de Laguerre generalizados. Para ambos os tipos de estados estacionários apre-

sentamos um estudo detalhado de alguns casos particulares interessantes. Além do mais,

para o caso de bósons, mostramos que a degenerescência acidental para estados ligados

aparecendo no limite não relativ́ıstico e quando os acoplamentos escalar e vetorial têm a

mesma magnitude, relacionados com a conservação do vetor de Runge-Lenz, é quebrada

perturbativamente. Para o caso de férmions, fórmulas fechadas para as séries de ondas

parciais das amplitudes de espalhamento, bem como para a seção de choque diferencial,

são encontradas não somente quando há exata simetria de spin e pseudospin mas também

para uma ligeira quebra dessas simetrias. Mostramos que não apenas no limite não relati-

v́ıstico, a seção de choque diferencial obtida se reduz para a seção de choque de Rutherford

para simetrias de spin e pseudospin exatas e para a seção de choque de Mott quando há

ligeira quebra dessas simetrias. Mostramos um detalhado estudo sobre a influência das

partes escalar e vetorial do potencial sobre as amplitude de espalhamento.

Esta tese está dividida em cinco caṕıtulos. No caṕıtulo 1 consta a presente intro-

dução. No caṕıtulo 2 apresentamos uma breve revisão sobre a teoria não relativ́ıstica do

espalhamento, no que concerne à abordagem de ondas parciais, por meio da equação de

Schrödinger. Mostramos como obter a amplitude de espalhamento e o deslocamento de

fase diretamente do comportamento assintótico da função de onda. Mostramos o caso

coulombiano não relativ́ıstico com sua conhecida forma fechada e a amplitude de Ruther-

ford, para a série de ondas parciais. Indicamos também que os estados ligados podem
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ser obtidos dos polos da amplitude de espalhamento. No caṕıtulo 3 estendemos o estudo

de espalhamento e estados ligados para o caso relativ́ıstico, especificamente para bósons

sujeitos a um potencial coulombiano por meio da equação de Klein-Gordon para uma mis-

tura de potenciais escalar e vetorial. Mostramos que a amplitude de espalhamento, assim

como no caso não relativ́ıstico se reduz à amplitude de espalhamento de Rutherford, mas

apenas quando as magnitudes dos acoplamentos escalar e vetorial são iguais. Fazemos

expansões em torno das condições que geram essa forma fechada e também encontramos

os estados ligados por meio da análise dos polos da amplitude de espalhamento. No caṕı-

tulo 4 introduzimos a equação relativ́ıstica para férmions de spin 1/2, a equação de Dirac.

Mostramos suas soluções para o caso de potenciais esfericamente simétricos e a equiva-

lência do espectro de energia entre férmions e bósons sob simetrias de spin e pseudospin.

Introduzimos um breve resumo sobre as condições que geram as simetriais de spin e pseu-

dospin. Mostramos também como obter a seção de choque diferencial e as amplitudes de

espalhamento. Resolvemos o problema para uma mistura de potenciais escalar e vetorial

coulombianos encontrando o deslocamento de fase e as amplitude de espalhamento cor-

respondentes e mostramos um estudo das situações relevantes. Aqui também a amplitude

de espalhamento se reduz à formula de Rutherford sob condições de simetrias de spin e

pseudospin. Estudamos o caso em que há uma ligeira quebra dessas simetrias e também

encontramos fórmulas fechadas para as séries de ondas parciais. Encontramos os estados

ligados por meio da analise dos polos da amplitude de espalhamento e comparamos com

as soluções obtidas na equação de KG. Por fim no caṕıtulo 5 apresentamos as conclusões.

O que este trabalho traz de novo está contido no caṕıtulo 3 sobre as soluções de es-

palhamento e estados ligados para potenciais coulombianos na equação de KG juntamente

com as soluções de estados de espalhamento para potenciais coulombianos na equação de

Dirac tratadas no caṕıtulo 4. O trabalho relacionado ao caṕıtulo 3 gerou um artigo publi-

cado na revista Physical Review C [44] e o trabalho referente ao caṕıtulo 4 será submetido

em revista de mesmo porte.



Caṕıtulo 2

A equação de Schrödinger

Neste caṕıtulo começamos com uma abordagem não relativ́ıstica dos estudos de espalha-

mento e estados ligados. Nos experimentos de espalhamento um feixe de part́ıculas incide

sobre um alvo que por sua vez espalha as part́ıculas, um detector é colocado a grandes

distâncias do centro espalhador de forma a detectar essas part́ıculas. Seguindo o argu-

mento de Joachain [45] o feixe incidente não deve ser tão intenso a ponto de considerar a

interação entre as part́ıculas do feixe, nem tão fraco a ponto de não conseguirmos observar

um número razoável de eventos. Além disso, o alvo contém um grande número de centros

espalhadores e consideramos que as distâncias entre esses centros espalhadores são, em

geral, muito grandes comparadas com o comprimento de onda de de Broglie das part́ıculas

incidentes e assim podemos negligenciar os efeitos de coerência entre as ondas espalhadas

por cada um desses centros. Por fim, se o alvo é muito fino podemos negligenciar su-

cessivos espalhamentos por esses centros espalhadores e assim podemos assumir como se

cada espalhador atuasse sozinho e tratar o problema t́ıpico de colisão entre uma part́ıcula

incidente e uma part́ıcula alvo [45]. Para este tratamento vamos considerar uma onda

plana incidente para representar a part́ıcula incidente, em vez de um pacote de ondas,

visto que o resultado encontrado (a amplitude de espalhamento) é o mesmo em qualquer

dos dois casos [46], [47]. Isso torna os cálculos muito mais simples e mais apresentáveis.

Vamos nos limitar também ao estudo do espalhamento elástico, i.e. as part́ıculas são

espalhadas sem qualquer mudança em sua estrutura interna. No referencial do centro de

massa, o problema de dois corpos pode ser mapeado em um problema de uma part́ıcula

com massa µ, que é a massa reduzida das duas part́ıculas, sob a influência de um potencial

que depende apenas da distância relativa entre as duas part́ıculas [45]. É este o problema

20
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que vamos tratar, para começar introduzimos a equação de Schrödinger dependente do

tempo

iℏ∂tΨ (~r, t) = ĤΨ (~r, t) , (2.1)

onde Ĥ é o operador hamiltoniano dado por

Ĥ = −ℏ
2∇2

2µ
+ V (~r) . (2.2)

A equação (2.1) descreve o movimento de uma part́ıcula de massa µ sob a influência de um

potencial V (~r). Para o que segue vamos considerar que V (~r) é real. Multiplicando (2.1)

por Ψ∗ pela esquerda, e o complexo conjugado de (2.1) por Ψ pela direita e subtraindo,

encontramos

iℏ∂t (Ψ
∗Ψ) = − ℏ2

2µ
[Ψ∗∇2Ψ− (∇2Ψ∗) Ψ]

= −~∇· ℏ2
2µ

[
Ψ∗~∇Ψ−

(
~∇Ψ∗

)
Ψ
]
,

(2.3)

se definimos a densidade de probabilidade por

ρ = Ψ∗Ψ, (2.4)

e a densidade de corrente de probabilidade por

~j =
ℏ

µ
Im

(
Ψ∗~∇Ψ

)
, (2.5)

então (2.3) pode ser escrita como

∂tρ+ ~∇·~j = 0, (2.6)

que é a conhecida equação da continuidade e expressa a conservação da probabilidade.

Fazendo Ψ (~r, t) = exp (−iEt/ℏ)ψ (~r) em (2.1) encontramos a equação de Schrödinger

independente do tempo:

[
−ℏ

2∇2

2µ
+ V (~r)

]
ψ (~r) = Eψ (~r) , (2.7)

onde E é a energia da part́ıcula e ψ (~r) é autofunção do operador hamiltoniano Ĥ. Vamos

assumir que o potencial é real e de curto alcance, indo a zero mais rápido do que r−1 em
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grandes distâncias e também menos singular do que r−2 na origem. Isso exclui o potencial

coulombiano que é de longo alcance e será tratado neste mesmo caṕıtulo na seção 2.3.

Definindo

k =

√
2µE

ℏ
, (2.8)

podemos escrever a equação de autovalor (2.7) como:

[
∇2 − U (~r)

]
ψ (~r) = −k2ψ (~r) , (2.9)

onde

U (~r) = 2µV (~r) /ℏ2, (2.10)

é o “potencial reduzido”. A autofunção que representa a part́ıcula espalhada a grandes

distâncias do centro espalhador é composta de duas partes, uma corresponde à onda plana

incidente que está presente mesmo quando não há centro espalhador, e a outra corresponde

a uma onda esférica emergente que se origina no centro espalhador, assim a autofunção

espalhada tem o seguinte comportamento assintótico

ψ (~r) ≃ A (k)

[
eikz + f (k, θ, φ)

eikr

r

]
, kr ≫ 1. (2.11)

A amplitude de espalhamento f (k, θ, φ) é independente do ângulo φ para potenciais esfe-

ricamente simétricos, enquanto o coeficiente A (k) é uma constante de normalização que

é independente de r. Doravante consideraremos potenciais esfericamente simétricos. Va-

mos definir aqui a nomenclatura que usaremos ao longo desta tese no que diz respeito aos

termos “curto alcance” ou “longo alcance”. Um potencial de alcance estritamente finito

é o potencial que é identicamente nulo para r maior que um determinado r0, chamado

de alcance do potencial. Um potencial de “curto alcance” significa um potencial que é

despreźıvel depois de um determinado r0 e se aproxima de zero mais rapidamente do que

r−1 em grandes distâncias, caso contrário será chamado de potencial de longo alcance.

2.1 Seção de choque

Nesta seção seguimos o procedimento da Ref. [47]. Chamamos de Fi o fluxo de part́ıculas

do feixe incidente, isto é, o número de part́ıculas por unidade de tempo que atravessam
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Figura 2.1: Ilustração das coordenadas usadas no texto. Fonte: Ref. [45]

uma unidade de superf́ıcie perpendicular ao eixo Oz. O detector é colocado a grandes

distâncias do centro espalhador, longe da influência do potencial, e na direção fixada pelos

ângulos polares θ e φ, subentendida pelo ângulo sólido dΩ como pode ser visto na Fig.

2.1. O número de part́ıculas dn espalhadas por unidade de tempo dentro do angulo sólido

dΩ em torno da direção (θ, φ) é proporcional a dΩ e a Fi, ou seja

dn =

(
dσ

dΩ

)
FidΩ, (2.12)

a constante de proporcionalidade dσ/dΩ tem dimensão de área e é chamada de seção de

choque diferencial de espalhamento.

A corrente incidente ~ji é obtida substituindo ψ (~r) de (2.11) em (2.5), considerando

apenas a parte relacionada à onda plana incidente (eikz). Seu módulo é dado por

∣∣∣~ji
∣∣∣ =

ℏk

µ
. (2.13)

Usando ~∇ em coordendas esféricas temos

~∇=êr
∂

∂r
+ êθ

1

r

∂

∂θ
+ êφ

1

r sin θ

∂

∂φ
, (2.14)

e substituindo ψ (~r) pela função f (k, θ, φ) eikr/r em (2.5), encontramos para a corrente

espalhada

(
~je

)
r

=
ℏk

µ

1

r2
|f (k, θ, φ)|2 ,

(
~je

)
θ

=
ℏ

µ

1

r3
Re

[
1

i
f ∗ (k, θ, φ)

∂

∂θ
f (k, θ, φ)

]
,

(
~je

)
φ

=
ℏ

µ

1

r3 sin θ
Re

[
1

i
f ∗ (k, θ, φ)

∂

∂φ
f (k, θ, φ)

]
, (2.15)

uma vez que r é grande
(
~je

)
θ
e
(
~je

)
φ
podem ser desprezados em comparação com

(
~je

)
r

e a corrente espalhada é aproximadamente radial. A corrente total é composta de uma
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parte incidente ji, uma parte espalhada je e uma parte de interferência jint, esta última

contendo a interferência entre os termos de onda plana e onda espalhada. Para θ 6= 0, o

qual é o caso de interesse nesta tese, os termos de interferência podem ser negligenciados1.

O fluxo incidente Fi é proporcional ao fluxo
∣∣∣~ji

∣∣∣ cruzando esta superf́ıcie, ou seja

Fi = C
∣∣∣~ji

∣∣∣ = C
ℏk

µ
. (2.16)

O número dn de part́ıculas que alcançam a abertura do detector por unidade de tempo é

proporcional ao fluxo
∣∣∣~je

∣∣∣ cruzando a superf́ıcie dS dessa abertura

dn = C~je · d~S = C
(
~je

)

r
r2dΩ

= C
ℏk

µ
|f (k, θ, φ)|2 dΩ. (2.17)

Substituindo (2.17) e (2.16) em (2.12) encontramos para a seção de choque diferencial

dσ

dΩ
= |f (k, θ, φ)|2 . (2.18)

A seção de choque total é obtida de (2.18) integrando sobre todos os ângulos de espalha-

mento, i.e.

σtot =

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

dθ sin θ |f (k, θ)|2 . (2.19)

2.2 Análise de ondas parciais

Nesta seção seguimos de perto como guia a Ref. [45], citamos aqui apenas alguns pontos

essenciais para o entendimento do texto. Para maiores detalhes sobre as contas veja a

referência supracitada. Considerando o espalhamento de part́ıculas sob a influência de

um potencial esfericamente simétrico V (~r) = V (r), em coordenadas esféricas o operador

hamiltoniano pode ser escrito como

H = − ℏ
2

2µ

[
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
− L2

ℏ2r2

]
+ V (r) , (2.20)

1Para uma prova, veja por exemplo [47], página 915.
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onde

~L = ~r × ~p=~r ×
(
−iℏ~∇

)
, (2.21)

é o operador momento angular orbital, de tal forma que

[
H,L2

]
= [H,Lz] =

[
L2, Lz

]
= 0, (2.22)

com

L2 = −ℏ
2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

]
. (2.23)

Os operadores L2 e Lz também satisfazem

L2Ylml
(θ, φ) = l (l + 1) ℏ2Ylml

(θ, φ)

LzYlml
(θ, φ) = mlℏYlml

(θ, φ) ,

(2.24)

onde Ylml
(θ, φ) são os harmônicos esféricos.

Haja vista (2.22), vamos procurar por autofunções que sejam autofunções simultâ-

neas dos operadores H , L2 e Lz. Além do mais, devido à simetria ciĺındrica do problema,

as autofunções ψ (~r) não devem depender de φ. Levando em conta que

Pl (cos θ) =

(
4π

2l + 1

)1/2

Yl0 (θ) , (2.25)

onde Pl (cos θ) são os polinômios de Legendre, podemos expandir as autofunções ψ (~r)

como

ψ (~r) =
∞∑

l=0

cl (k)Rl (r)Pl (cos θ) . (2.26)

Fazendo uso da expansão acima em (2.20) e com a ajuda de (2.23) e (2.24) obtemos para

cada autofunção radial

− ℏ
2

2µ

[
1

r2
d

dr

(
r2
d

dr

)
− l (l + 1)

r2

]
Rl + V (r)Rl = ERl. (2.27)

Fazendo Rl (r) = ul (r) /r em (2.27) encontramos

(
− ℏ

2

2µ

d2

dr2
+

ℏ
2l (l + 1)

2µr2
+ V (r)−E

)
ul (r) = 0. (2.28)
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Assumimos que r2V (r) → 0 quando r → 0, assim

(
− ℏ

2

2µ

d2

dr2
+

ℏ
2l (l + 1)

2µr2

)
ul (r) = 0, r → 0 (2.29)

as soluções são

ul (r) ∼ rl+1, ul (r) ∼ r−l, (2.30)

para l 6= 0, a solução ul (r) ∼ r−l diverge muito rapidamente em r = 0 para ser normalizá-

vel, e a única solução f́ısica é ul (r) ∼ rl+1. Para l = 0 implica que Rl (r) ∼ 1/r e portanto

ψ (r) ∼ 1/r e como ∇2 (1/r) = −4πδ (r) a menos que o potencial contenha uma função

delta na origem a equação de Schrödinger não pode ser satisfeita em r = 0. Portanto

devemos ter ul (0) = 0 [48].

Para a part́ıcula livre, V (r) = 0, e com a mudança de variáveis ρ = kr a equação

acima torna-se [
d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ
+

(
1− l (l + 1)

ρ2

)]
Rl (ρ) = 0, (2.31)

e é conhecida como equação esférica de Bessel. Ela admite como soluções

Rl (ρ) = aljl (ρ) + blnl (ρ) , (2.32)

onde jl (ρ) e nl (ρ) são as funções esféricas de Bessel de primeira e segunda espécie, res-

pectivamente. Elas satisfazem o seguinte comportamento assintótico quando ρ→ 0

jl (ρ) ≃ ρl, nl (ρ) ≃
1

ρl+1
. (2.33)

Por outro lado, quando ρ→ ∞ as funções têm o seguinte comportamento assintótico

jl (ρ) ≃
sin (ρ− lπ/2)

ρ
, nl (ρ) ≃ −cos (ρ− lπ/2)

ρ
. (2.34)

Fazendo Rl (r) = ul (r) /r em (2.27) encontramos

(
d2

dr2
+ k2 − l (l + 1)

r2
− U (r)

)
ul (r) = 0, (2.35)

onde U (r) é o potencial reduzido dado por (2.10). Note que nesta equação o poten-

cial efetivo é a soma do potencial reduzido com o termo de barreira centŕıfuga repulsivo
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l (l + 1) /r2.

2.2.1 Deslocamento de fase

Para grandes distâncias do centro espalhador, kr ≫ 1, o potencial reduzido em (2.35) tende

a zero. Visto que nesse limite a equação para ul/r é uma equação esférica de Bessel, po-

demos assumir que as soluções de (2.35) podem ser escritas como

ul (ρ) = ρ [Al (k) jl (ρ) +Bl (k)nl (ρ)] . (2.36)

Note que para ρ→ ∞ temos

ul (ρ) ≃ Cl (k) sin [ρ− lπ/2 + δl (k)] , (2.37)

onde

tan δl (k) = −B (k) /A (k) , (2.38)

e

Cl (k) =

√
A (k)2 +B (k)2. (2.39)

A quantidade δl (k) representa a influência da interação, é a mudança que o potencial

V (r) provoca na função de onda (para ρ → ∞ e para um dado l) em relação à ausência

de interação (ul ≃ sin (ρ− lπ/2)), e é chamada de deslocamento de fase. Dessa forma

(2.36) torna-se

ul (ρ) = Al (k) ρ [jl (ρ)− tan δl (k)nl (ρ)] , (2.40)

e

Rl (ρ) = Ãl (k) [jl (ρ)− tan δl (k)nl (ρ)] , (2.41)

onde Ãl (k) = kAl (k).

2.2.2 Amplitude de espalhamento

Vamos determinar agora a amplitude de espalhamento. Lembrando da condição assintó-

tica (2.11)

ψ (~r) ≃ A (k)

[
eikz + f (k, θ)

eikr

r

]
, kr ≫ 1 (2.42)
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e com o uso da expansão em ondas parciais para a amplitude incidente [45]

eikz =
∞∑

l=0

(2l + 1) iljl (kr)Pl (cos θ) , (2.43)

encontramos

ψ (~r) ≃ A (k)

[
∞∑

l=0

(2l + 1) il
sin

(
kr − lπ

2

)

kr
Pl (cos θ) + f (k, θ)

eikr

r

]
, kr ≫ 1. (2.44)

A expressão acima deve ser comparada com (2.26) nesse limite assintótico. Usando (2.37)

em (2.26) enconcontramos

ψ (~r) ≃
∞∑

l=0

cl (k)Al (k)
1

r
sin

[
kr − lπ

2
+ δl (k)

]
Pl (cos θ) , kr ≫ 1. (2.45)

Comparando as exponenciais e−ikr em (2.44) e (2.45) encontramos

cl (k) =
A (k) (2l + 1) ileiδl(k)

kAl (k)
, (2.46)

comparando da mesma forma mas agora com as exponenciais eikr obtemos a amplitude

de espalhamento

f (k, θ) =

∞∑

l=0

(2l + 1)
Sl − 1

2ik
Pl (cos θ) =

1

k

∞∑

l=0

(2l + 1) eiδl(k) sin δl (k)Pl (cos θ) , (2.47)

onde

Sl (k) = e2iδl(k). (2.48)

Dessa forma, a autofunção é escrita como

ψ (~r) = A (k)

∞∑

l=0

(2l + 1) ileiδl(k)

kAl (k)
Rl (r)Pl (cos θ) . (2.49)

A seção de choque diferencial (2.18) torna-se

dσ
dΩ

(k, θ) = |f (k, θ)|2 = 1
k2

∞∑
l=0

∞∑
l′=0

(2l + 1) (2l′ + 1) ei[δl(k)−δl′ (k)]

× sin δl (k) sin δl′ (k)Pl (cos θ)Pl′ (cos θ) .

(2.50)
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Usando (2.18) e a relação de ortogonalidade dos polinômios de Legendre

∫ +1

−1

Pl (x)Pl′ (x) dx =
2

2l + 1
δll′ , (2.51)

em (2.19), encontramos a seção de choque total

σtot (k) =
4π

k2

∞∑

l=0

(2l + 1) sin2 δl (k) . (2.52)

Percebe-se que para encontrar as quantidades relevantes para o problema de espalhamento

basta conhecer o deslocamento de fase δl (k).

2.3 O potencial coulombiano não relativ́ıstico

O potencial coulombiano é comumente abordado em livros-texto no sistema de coordena-

das parabólicas [45], [46], [47], [48], [49], [50]. Neste sistema de coordenadas encontra-se

o seguinte comportamento assintótico para a função de onda

ψc ≃ A

[
ei[kz−η lnkr(1−cos θ)] + fc (k, θ)

ei(kr−η ln 2kr)

r

]
, kr >> 1 (2.53)

com

fc (k, θ) =
Γ (1 + iη)

Γ (−iη)
exp

[
−iη ln sin2 θ/2

]

2ik sin2 θ/2
, (2.54)

onde

η =
µZ1Z2e

2

ℏ2k
, (2.55)

e Γ (x) é a função gama. Veja que tanto o termo referente à onda plana como o termo

referente à onda emergente são modificados em relação à equação (2.11), essa perturbação

é devida ao longo alcance da interação coulombiana em contraposição aos potenciais de

curto alcance que vimos até agora. Uma vez que o potencial coulombiano é esfericamente

simétrico, o problema pode também ser abordado pelo método de ondas parciais que

vimos nas seções anteriores. Para o potencial coulombiano

V (r) =
Z1Z2e

2

r
, (2.56)
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juntamente com a mudança de variáveis ρ = kr encontra-se para a Eq. (2.35)

(
d2

dρ2
+ 1− 2ηk

ρ
− l (l + 1)

ρ2

)
ul (ρ) = 0, (2.57)

onde k é dado por (2.8). O espectro apresenta uma degenerescência de ordem 2l+ 1 com

respeito ao número quântico ml devido à simetria esférica do potencial. Como ∇2 (1/r) =

−4πδ (−→r ), a menos que o potencial contenha uma função delta na origem, devemos impor

a condição de Dirichlet homogênea ul(0) = 0 [48]. Por outro lado, como o potencial vai

a zero em grandes distâncias a solução ul tem o comportamento assintótico eikr conforme

kr → ∞. Assim, estados de espalhamento somente ocorrem se E > 0 (k ∈ R) enquanto

estados ligados ocorrem somente se E < 0 (k = i|k|). A solução regular na origem é dada

por [51]

ul (ρ) = Cl (η) ρ
l+1e+iρM (l + 1 + iη, 2l + 2,−2iρ) , (2.58)

onde

M (a, b, z) =

∞∑

j=0

Γ (a+ j) Γ (b)

Γ (b+ j) Γ (a)

zj

j!
(2.59)

é a função hipergeométrica confluente. Para ρ → ∞, a solução (2.58) tem o comporta-

mento assintótico dado por [51]

ul (ρ) ≃ sin

[
ρ− lπ

2
− η ln (2ρ) + σl (η)

]
, (2.60)

onde

σl (η) = arg Γ (l + 1 + iη) , (2.61)

é o deslocamento de fase coulombiano. O termo logaŕıtmico no argumento da função seno

é inerente ao pontencial coulombiano e é devido ao longo alcance do potencial. Neste

caso, a amplitude de espalhamento é dada por

f (k, θ) =
1

2ik

∞∑

l=0

(2l + 1) (Sl − 1)Pl (cos θ) , (2.62)

onde

Sl = e2iσl(η) =
Γ (l + 1 + iη)

Γ (l + 1− iη)
. (2.63)
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É muito dif́ıcil encontrar livros-texto que mostrem a fórmula exata para a série acima.

Na verdade existe muita discussão sobre a convergência dessa série e de fato a série é

divergente para θ = 0. No entanto, existem pelo menos dois artigos [3], [52] que realizam

esta obra para θ 6= 0. Lin [52], realiza um tratamento muito simples e didático para

obter a fórmula fechada para a amplitude de espalhamento para θ 6= 0, naturalmente ele

encontra

f (k, θ) =
Γ (1 + iη)

Γ (−iη)
exp

[
−iη ln sin2 θ/2

]

2ik sin2 θ/2
= fc (k, θ) , θ 6= 0. (2.64)

2.3.1 Estados ligados para o potencial coulombiano

Se k = i|k| (E = − |E|), a amplitude de onda parcial torna-se infinita quando l + 1 +

iη = −N , onde N = 0, 1, 2, . . ., devido aos polos da função gama no numerador de

(2.63). A solução (2.58) comporta-se assintoticamente como e−|k|r quando r aumenta pois

M(−N, 2l+2, 2|k|r) é proporcional a L(2l+1)
N (2|k|r), o polinômio de Laguerre generalizado

de ordem N . Assim as autofunções são escritas como [46]

u (r) = Arle−|k|rL
(2l+1)
N (2|k|r) ,

onde A é uma constante. A condição l + 1 + iη = −N fornece o espectro usual para o

potencial coulombiano:

En = −µZ
2
1Z

2
2e

4

2ℏ2n2
, n = N + l + 1. (2.65)

O procedimento de encontrar a amplitude de espalhamento e posteriormente analisar os

polos da amplitude de espalhamento para encontrar os estados ligados, será também o

método utilizado para o problema coulombiano relativ́ıstico.



Caṕıtulo 3

A equação de Klein-Gordon

3.1 Acoplamentos vetorial e escalar na equação de

Klein-Gordon

A equação de Klein-Gordon independente do tempo para uma part́ıcula sem spin com

massa m e energia E sob a influência de potenciais vetorial (Vv) e escalar (Vs) é dada por

[44] [
(~c)2∇2 + (E − Vv)

2 −
(
mc2 + Vs

)2]
ϕ = 0. (3.1)

Note que, como foi dito na introdução, o potencial vetorial Vv é a componente temporal

do quadrivetor V µ =
(
Vv,~V

)
, escolhemos ~V = ~0 para este problema, e o potencial escalar

é acoplado com a massa de acordo com a substituição m → m + Vs/c
2. Essa prescrição

permite a análise de um acoplamento escalar repulsivo ou atrativo no mesmo problema e

fornece o limite não relativ́ıstico correto da equação de Klein-Gordon (potenciais pequenos

comparados com mc2 e E ≃ mc2, e um potencial efetivo Vv + Vs), em contraste com a

regra m2 → m2 + V 2
s /c

4 empregada nas Ref. [15], [16], [17]. Se considerarmos potenciais

esfericamente simétricos ϕ (−→r ) pode ser fatorizada como

ϕνlml
(−→r ) = uν (r)

r
Ylml

(θ, φ) , (3.2)

32
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onde Ylml
(θ, φ) é o usual harmônico esférico, ν denota o número quântico principal, e

uν (r) obedece a equação radial

d2uν
dr2

+

[
V 2
v − V 2

s − 2 (EVv +mc2Vs)

(~c)2
− l (l + 1)

r2
+ k2

]
uν = 0 (3.3)

na qual ~ck =
√
E2 −m2c4. Pode ser útil notar que o espectro troca de sinal se Vv troca,

e é simétrico em torno de E = 0 se Vv = 0. Note também que o espectro apresenta uma

degenerescência de ordem 2l+1 com respeito aml devido à simetria esférica dos potenciais.

Como ∇2 (1/r) = −4πδ (−→r ), a menos que os potenciais contenham uma função delta na

origem, devemos impor a condição de Dirichlet homogênea uν(0) = 0 [48]. Por outro

lado, se ambos os potenciais forem a zero em grandes distâncias a solução apropriada uν

tem o comportamento assintótico eikr conforme r → ∞. Assim, estados de espalhamento

somente ocorrem se |E| > mc2 (k ∈ R) enquanto estados ligados ocorrem somente se

|E| < mc2 (k = i|k|).

3.2 Potenciais coulombianos

Quando os potenciais escalar e vetorial são do tipo coulombiano, i.e., são da forma Vv =

~cgv/r e Vs = ~cgs/r, o uso das abreviações

γ
l
=

√
(l + 1/2)2 + g2s − g2v , η =

Egv +mc2gs
~ck

(3.4)

e a mudança de variável ζ = −2ikr nos permite escrever a equação de Klein-Gordon radial

na forma da equação de Whittaker

d2uν
dζ2

+

(
−1

4
− iη

ζ
+

1/4− γ2
l

ζ2

)
uν = 0, (3.5)

com soluções linearmente independentes M−iη,γ
l
(ζ) e W−iη,γ

l
(ζ) se comportando como

ζ1/2+γ
l e ζ1/2−γ

l perto da origem, respectivamente [53]. Como uν(0) = 0, devemos consi-

derar a solução uν proporcional a [53]

M−iη,γ
l
(ζ) = e−ζ/2ζ1/2+γ

lM(1/2 + γ
l
+ iη, 1 + 2γ

l
, ζ) (3.6)
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Aqui, a condição de contorno na origem implica que γl deve ser real e positivo o que nos

dá a seguinte condição:

|gv| <
√

1/4 + g2s , (3.7)

e M(a, b, z) é a função hipergeométrica confluente (2.59). Usando a condição de contorno

assintótica de M(a, b, z) para |z| grande e −3π
2
< arg z ≤ −π

2
[53],

M(a, b, z) ≃ Γ (b)

Γ (b− a)
e−iπaz−a +

Γ (b)

Γ (a)
ezza−b, (3.8)

pode-se mostrar que para r muito grande (|k|r >> 1)

uν (r) ≃ sin(kr − lπ/2 + δl), (3.9)

com o deslocamento de fase relativ́ıstico δl = δl (η) dado por

δl =
π

2
(l + 1/2− γ

l
) + arg Γ (1/2 + γ

l
+ iη) . (3.10)

É instrutivo notar que o termo V 2
v − V 2

s na equação de KG (3.1) gera um termo r−2

de curto alcance atrativo (repulsivo) se usarmos o potencial coulombiano com |Vv| < |Vs|
(|Vv| > |Vs|). Note também que este termo de curto alcance não existe se os potenciais

vetorial e escalar têm a mesma magnitude e perde sua importância no limite em que as

constantes de acoplamento são pequenas. Somente na ausência do termo de curto alcance

o vetor de Runge-Lenz é uma constante de movimento [54], [55], [56], [57].

3.2.1 Espalhamento

Para estados de espalhamento, a solução da equação de KG (3.1) tem a forma assintótica

ϕ (−→r ) ≃ eikr cos θ + f(θ, φ)
eikr

r
, (3.11)

onde o primeiro termo corresponde a uma onda plana movendo-se na direção θ = 0 rumo

ao centro espalhador, e o segundo corresponde a uma onda esférica emergente. Para

espalhadores esfericamente simétricos, ambos os termos exibem simetria ciĺındrica em

torno da direção de incidência de tal forma que ϕ e f são independentes de φ. A conexão

entre as formas (3.2) e (3.11) nos permite escrever a amplitude de espalhamento como
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uma série de ondas parciais

f (θ) =
∞∑

l=0

(2l + 1) flPl (cos θ) , (3.12)

onde Pl é o polinômio de Legendre de ordem l e a amplitude de espalhamento parcial

é fl =
(
e2iδl − 1

)
/ (2ik). Com o deslocamento de fase (3.10), a menos de uma fase

logaŕıtmica inerente ao potencial coulombiano, encontramos

2ikfl = −1 + eiπ(l+1/2−γ
l) Γ (1/2 + γ

l
+ iη)

Γ (1/2 + γ
l
− iη)

. (3.13)

A série (3.12) pode ser somada quando γ
l
= l + 1/2, a forma fechada sendo [3] (veja

também [52])

f (θ) = −ηΓ (1 + iη)

Γ (1− iη)

exp
(
−iη ln sin2 θ/2

)

2k sin2 θ/2
, θ 6= 0 (3.14)

que leva à fórmula de espalhamento de Rutherford para a seção de choque diferencial em

mecânica clássica e quântica não relativ́ıstica. É útil notar que esta última equação é

exata se consideramos |gv| = |gs|. Também, é apropriada como uma aproximação para

constantes de acoplamentos pequenas.

Para estudar o comportamento da amplitude de espalhamento próximo das condições

que fornecem essa forma fechada, expandimos (3.12) para gv e gs pequenos, conveniente

para explorar o limite não relativ́ıstico. A expansão próximo da condição |gv| = |gs| é
feita mais facilmente se definimos g∆ e gΣ:

g∆ = gv − gs, gΣ = gv + gs. (3.15)

As expansões da série (3.12) até a ordem seguinte ao termo ĺıder podem ser feitas usando

um par de propriedades da função gama [53]: Γ (1 + z) = zΓ (z) e 1/Γ (z) ≃ zeγez

para z ≃ 0, onde γe é a constante de Euler. Em adição, usamos algumas identidades
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matemáticas tomadas da referência [5], viz.

∞∑

l=0

Pl (cos θ) =
1

2 sin θ/2

∞∑

l=0

(2l + 1)Pl (cos θ) = 0, θ 6= 0

∞∑

l=0

(2l + 1)Pl (cos θ)ψ (l + 1) = − 1

2 sin2 θ/2
(3.16)

∞∑

l=0

(2l + 1)Pl (cos θ)ψ
2 (l + 1) =

ln sin θ/2 + γe
sin2 θ/2

∞∑

l=0

(2l + 1)Pl (cos θ)
[
ψ(2) (l + 1) + 4ψ3 (l + 1)

]
= −6

(
ln sin θ/2 + γe

sin θ/2

)2

onde ψ (z) = d ln Γ (z) /dz é a função digama e ψ(n) (z) = dnψ (z) /dzn. Com tais iden-

tidades, comparações da expansão de (3.14) e (3.12) com fl dada por (3.13) fornecem as

desejadas expansões.

As expansões para |gv| << 1 e |gs| << 1 são dadas por

f (θ) =





− gvE
2ℏck2 sin2 θ/2

e−i 2gvE(ln sin θ/2+γe)
ℏck fv, gs = 0,

− gsmc2

2ℏck2 sin2 θ/2
e−i 2gsmc2(ln sin θ/2+γe)

ℏck fs, gv = 0,

(3.17)

com

fv = 1− gvπℏck sin θ/2
2E

+O (g2v) ,

fs = 1 + gsπℏck sin θ/2
2mc2

+O (g2s) .

(3.18)

Os termos ĺıderes em ambas as expansões são consistentes com o limite não relativ́ıstico

com |E| ≃ mc2, e a ordem seguinte ao termo ĺıder contribui para mudar a distribuição

angular. Diferenças entre os acoplamentos vetorial e escalar aparecem mesmo nos termos

de mais baixa ordem. Uma notável diferença entre a natureza dos acoplamentos escalar

e vetorial aparece na ordem seguinte ao termo ĺıder: o acoplamento escalar puro sempre

contribui para aumentar (diminuir) |f (θ) | quando o potencial escalar é repulsivo (atra-

tivo), para o acoplamento vetorial puro, contudo, |f (θ) | aumenta ou diminui dependendo
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do sinal de gvE.

Próximo da condição |gv| = |gs|, com g∆ e gΣ definidos em (3.15), obtemos as

seguintes aproximações perturbativas

f (θ) =





− gΣ(E+mc2)
4ℏck2 sin2 θ/2

e−i
gΣ(E+mc2)(ln sin θ/2+γe)

ℏck fΣ, g∆ ≃ 0,

− g∆(E−mc2)
4ℏck2 sin2 θ/2

e−i
g∆(E−mc2)(ln sin θ/2+γe)

ℏck f∆, gΣ ≃ 0,

(3.19)

com

fΣ = 1− 1
2

[
gΣ(E+mc2)(ln sin θ/2+γe)

ℏck

]2
+O (g3Σ) ,

f∆ = 1− 1
2

[
g∆(E−mc2)(ln sin θ/2+γe)

ℏck

]2
+O (g3∆) .

(3.20)

Os termos ĺıderes destas últimas expansões, para g∆ = 0 (gΣ = 0), revelam consistência

com o limite não relativ́ıstico com E ≃ +mc2 (E ≃ −mc2). Os termos de ordem seguinte

ao termo ĺıder distorcem a distribuição angular e sempre contribuem para diminuir |f (θ)|.

3.2.2 Estados ligados

Se k = i|k| (|E| < mc2), a amplitude de onda parcial torna-se infinita quando 1/2 + γ
l
−

Im (η) = −N , onde N = 0, 1, 2, . . ., devido aos polos da função gama no numerador de

(3.13). Uma vez que Im (η) > 0, além da condição (3.7) temos gs < |gv|. Lembrando

o comportamento assintótico da função hipergeométrica confluente dado por (3.8), ve-

mos que a função de Whittaker MIm(η),γ
l
(2|k|r) comporta-se assintoticamente como e−|k|r

quando r aumenta pois M(−N, 1+ 2γ
l
, 2|k|r) é proporcional a L(2γl)N (2|k|r), o polinômio

de Laguerre generalizado de ordem N . Assim, o par caracteŕıstico (Eν , uν) representa um

estado espacialmente localizado dado explicitamente por

Eν = mc2
−gvgs

ν2
±

(
1 + g2v−g2s

ν2

)1/2

1 +
(
gv
ν

)2 , (3.21)

uν = Aνr
1/2+γ

le−|k|rL
(2γl)
ν−1/2−γ

l
(2|k|r) , (3.22)
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onde o número quântico ν satisfaz

ν = Im (η) = N + 1/2 + γ
l
> 1/2 (3.23)

e Aν é uma constante de normalização. Os ńıveis de energia vindos do continuum para a

região de estados ligados (|E| < mc2) vem do continuum superior (relacionado a estados

de part́ıculas) ou do continuum inferior (relacionado a estados de antipart́ıculas).

Podemos verificar que o limite não relativ́ıstico é correto. De fato, se |gv| ≪ 1 e

|gs| ≪ 1, encontramos

En

mc2
≃ ±

[
1− (gs ± gv)

2

2n2

]
, gs ± gv < 0, (3.24)

na qual n é um inteiro positivo dado por n = N + l + 1 = 1, 2, 3, . . . com l ≤ n − 1.

Além da degenerescência devido à simetria rotacional, uma distingúıvel degenerescência

com respeito a l resulta em um espectro com grau de degenerescência igual a n2.

Para gv = εgs (gs < 0), a expansão de (3.21) até a ordem seguinte ao termo ĺıder

em ε fornece

Eν

mc2
= ±

[
1− (gs/ν)

2]1/2 − ε (gs/ν)
2 +O

(
ε2
)
, (3.25)

ν = N + 1/2 +

√
(l + 1/2)2 + g2s + νε, (3.26)

com

νε = −ε2 g2s

2
√
(l + 1/2)2 + g2s

+O
(
ε3
)
, (3.27)

de tal forma que o espectro é simétrico em torno de E = 0 no caso de um acoplamento

escalar puro (o termo de zeroésima ordem), como esperado. A adição de um pequeno

acoplamento vetorial aumenta o limite superior sobre |gs|, quebrando a simetria do espec-

tro e tornando os estados de part́ıculas (antipart́ıculas) mais fortemente ligados do que os

estados de antipart́ıculas (part́ıculas) se o acoplamento vetorial for atrativo (repulsivo).

Por outro lado, para gs = εgv encontramos

Eν

mc2
= − sgn(gv)

[
1 + (gv/ν)

2]1/2 − ε
(gv/ν)

2

1 + (gv/ν)
2 +O

(
ε2
)

(3.28)
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ν = N + 1/2 +

√
(l + 1/2)2 − g2v + νε (3.29)

com

νε = ε2
g2v

2
√
(l + 1)2 − g2v

+O
(
ε3
)

(3.30)

Neste último caso, os ńıveis de energia positiva (negativa) são exclúıdos do espectro se

o potencial vetorial for repulsivo (atrativo) quando ε = 0, e a energia com menor valor

absoluto tende à −mc2sgn(gv)/
√
2 quando |gv| tende ao seu valor limite 1/2 de tal forma

que part́ıculas (antipart́ıculas) são sempre associadas com ńıveis de energia positiva (ne-

gativa). A adição de um contaminante escalar aumenta o limite superior imposto sobre

|gv| e aumenta (diminui) a energia de ligação se ε < 0 (ε > 0).

Para estudar o espectro próximo da condição |gv| = |gs|, necessariamente com gs < 0,

expandimos (3.21) e (3.23) para g∆ e gΣ pequenos, definidos em (3.15). A dependência

de g∆ e gΣ em ν vem através de g∆gΣ e assim a expansão para ν é dada por

ν = N + l + 1− g∆gΣ
2l + 1

+O
(
g2∆g

2
Σ

)
. (3.31)

Para pequeno g∆ encontramos

E
(+)
ν

mc2
= 1− 2 (gΣ/2ν)

2

1 + (gΣ/2ν)
2 + ε∆, (3.32)

E
(−)
ν

mc2
= −1 + g2∆

1

2ν2
+O

(
g3∆

)
, (3.33)

com

ε∆ = g∆
2 (gΣ/2ν)

3

ν
[
1 + (gΣ/2ν)

2]2 +O
(
g2∆

)
, (3.34)

enquanto para pequeno gΣ temos

E
(+)
ν

mc2
= 1− g2Σ

1

2ν2
+O

(
g3Σ

)
, (3.35)

E
(−)
ν

mc2
= −1 +

2 (g∆/2ν)
2

1 + (g∆/2ν)
2 + εΣ, (3.36)
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com

εΣ = −gΣ
2 (g∆/2ν)

3

ν
[
1 + (g∆/2ν)

2]2 +O
(
g2Σ

)
. (3.37)

Aqui, a degenerescência acidental já observada no limite não relativ́ıstico também vem

à tona na zeroésima ordem das expansões em g∆ para E
(+)
ν , e gΣ para E

(−)
ν . Nesta or-

dem particular, não há limite superior na constante de acoplamento e para um potencial

atrativo (repulsivo) os ńıveis de energia vêm do continuum superior (inferior) para peque-

nos acoplamentos e tendem assintoticamente para o continuum inferior (superior) para

grandes acoplamentos. A degenerescência acidental no problema coulombiano não relati-

v́ıstico é relacionada com a conservação do vetor de Runge-Lenz [54], [55], [56], [57]. O

termo V 2
v − V 2

s na equação de KG (3.1), devido ao termo r−2 que o acompanha, viola

a conservação do vetor de Runge-Lenz. E
(+)
ν em (3.32) e E

(−)
ν em (3.36) revelam que

a quebra da degenerescência acidental é perturbativa. Isto pode ser percebido pelo fato

que g∆ e gΣ atuam como parâmetros perturbativos nas equações acima, assim pode-se

passar continuamente de um estado ligado sem degenerescência acidental para um estado

ligado com degenerescência acidental (o estado não perturbado) conforme esses parâme-

tros anulem-se. Isto não acontece para E
(−)
ν em (3.33) nem para E

(+)
ν em (3.35) devido

à inexistência de estados ligados na zeroésima ordem. Relacionado com a quebra pertur-

bativa da degenerescência acidental, uma útil investigação usando o vetor de Runge-Lenz

como um método perturbativo para o espalhamento clássico em um potencial coulombiano

perturbado pode ser encontrado na Ref. [58].



Caṕıtulo 4

A equação de Dirac

Em 1928, P. M. Dirac [59] procurou por uma equação na forma da equação de Schrödinger

iℏ∂tΨ (~x, t) = HDΨ (~x, t) , (4.1)

que fosse linear tanto na derivada temporal quanto na espacial, que obedecesse à relação

de dispersão relativ́ıstica E2 = p2c2 +m2c4 e que fosse covariante sob transformações de

Lorentz. A equação encontrada, ficou conhecida como a equação de Dirac. Para uma

part́ıcula livre de massa m essa equação é escrita por meio da hamiltoniana de part́ıcula

livre HD = c~α·~p+ βmc2 como:

iℏ∂tΨ (~x, t) =
(
c~α·~p+ βmc2

)
Ψ (~x, t) , (4.2)

onde ~p = −iℏ~∇ é o operador momento, Ψ é um vetor coluna, chamado de espinor

Ψ (~x, t) =




Ψ1 (~x, t)

Ψ2 (~x, t)

.

.

.

ΨN (~x, t)




, (4.3)

e αi e β com i = 1, 2, 3 são matrizes que devem ser determinadas. Para satisfazer a

relação entre energia E e o momento ~p da part́ıcula, cada um dos componentes de Ψ deve

41
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satisfazer à equação de Klein-Gordon [60]

−ℏ
2∂2tΨi =

(
−ℏ

2c2∇2 +m2c4
)
Ψi,

para que isso ocorra as seguintes condições para as matrizes αi e β devem ser satisfeitas

αiαk + αkαi = 2δikĨ , βαi + αiβ = 0, α2
i = β2 = Ĩ , (4.4)

onde Ĩ é a matriz identidade N ×N . Para que a hamiltoniana de Dirac seja hermitiana,

devemos ter α†
i = αi, β

† = β. As exigências (4.4) ditam que a menor dimensão posśıvel

para as matrizes αi e β é N = 4 [60]. Usamos a representação usual para as matrizes αi

e β na forma

~α =


 0 ~σ

~σ 0


 , β =


 I 0

0 −I


 , (4.5)

onde I é a matriz identidade 2× 2 e σi são as matrizes de Pauli 2× 2

σx = σ1 =


 0 1

1 0


 , σy = σ2 =


 0 −i

i 0


 , σz = σ3 =


 1 0

0 −1


 . (4.6)

Para encontrar a equação da continuidade seguimos o procedimento padrão, multiplicando

(4.2) por Ψ† = (Ψ∗
1,Ψ

∗
2,Ψ

∗
3,Ψ

∗
4 ) pela esquerda e posteriormente pegando o conjugado

hermitiano de (4.2) e multiplicando por Ψ pela direita e finalmente subtraindo um termo

do outro obtemos

∂tρ+ ~∇ ·~j = 0, (4.7)

onde a densidade de probabilidade ρ e a densidade de corrente de probabilidade ~j são

definidas como

ρ = Ψ†Ψ =

4∑

i=1

|Ψi|2 , (4.8)

~j = cΨ†~αΨ. (4.9)

Com a ajuda das seguintes definições

~α=γ0~γ, β = γ0 = γ0,
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onde

γi =


 0 σi

−σi 0


 , i = 1, 2, 3 (4.10)

as relações (4.4) podem ser escritas como [61]:

γµγν + γνγµ = 2gµν Ĩ , onde µ = 0, 1, 2, 3 (4.11)

com o quadrado das matrizes γµ dado por

(
γ1
)2

=
(
γ2
)2

=
(
γ3
)2

= −Ĩ ,
(
γ0
)2

= Ĩ. (4.12)

A matriz γ0 é hermitiana enquanto as outras matrizes γi são anti-hermitianas, i.e.

γ0† = γ0, γi† = −γi, (4.13)

e também

γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =



 0 I

I 0



 . (4.14)

Se introduzimos o quadrivetor densidade de corrente jµ =
(
cρ,~j

)
, a equação da conti-

nuidade (4.7) pode ser escrita na forma covariante

∂µj
µ = 0, (4.15)

com o quadrivetor densidade de corrente representado por

jµ = cΨγµΨ, (4.16)

onde Ψ = Ψ†γ0 é o espinor adjunto e a equação de Dirac, na forma covariante, pode ser

escrita como:

(iℏγµ∂µ −mc) Ψ = 0. (4.17)
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4.1 A equação de Dirac para potenciais esfericamente

simétricos

A equação de Dirac independente do tempo para uma part́ıcula sob a influência de um

potencial escalar Vs (r) e um potencial vetorial Vv (r) , esfericamente simétricos, é dada

por [43]

HDψ (~r) =
[
c~α·~p+ β

(
mc2 + Vs

)
+ Vv

]
ψ (~r) = Eψ (~r) . (4.18)

O operador paridade é defindo como P̂ = e−iφβP̂0, onde P̂0 é o operador que faz a

transformação P̂0ψ (~r) = ψ (−~r). Definindo o momento angular total ~J como

~J = ~L+ ~s = ~r×~pI + ℏ

2
~σ, (4.19)

onde ~L é o operador momento angular orbital e ~s o operador de spin, podemos constatar

que os harmônicos esféricos espinoriais Yjlm (r̂, ~σ)

Yjlm (r̂, ~σ) =
∑

ml,ms

〈
l, ml;

1

2
, ms |j,m

〉
Ylml

(θ, ϕ)χ 1
2
ms

(σ) , (4.20)

são autofunções simultâneas dos operadores P̂0, ~L
2, ~s2, ~J2 e Jz [60] com autovalores (−1)l,

l (l + 1) ℏ2, 3ℏ2/4, j (j + 1) ℏ2, ℏm respectivamente. Aqui Ylml
(θ, ϕ) são os harmônicos

esféricos com l = 0, 1, 2, ... e ml = −l,−l + 1, ...,+l. As matrizes χ 1
2
ms

são as funções de

spin (autofunções simultâneas do operador ~s2 e sz com ms = −s,−s+ 1, ...,+s), escritas

explicitamente como

χ 1
2
, 1
2
=



 1

0



 , χ 1
2
,− 1

2
=



 0

1



 ,

e
〈
l, ml;

1
2
, ms |j,m

〉
são os coeficientes de Clebsch-Gordan [61]. A paridade dos harmôni-

cos esféricos espinoriais vêm da parte relacionada aos harmônicos esféricos

P̂0Yjlm (r̂, ~σ) = (−1)l Yjlm (r̂, ~σ) . (4.21)

Escrevendo ψ como

ψjm =


 ϕjlm

χjl̃m


 , (4.22)
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e substituindo α e β (4.5) em (4.18) encontramos

c~σ·~pχ = (E −mc2 − Σ)ϕ,

c~σ·~pϕ = (E +mc2 −∆)χ,

(4.23)

onde

Σ = Vv + Vs e ∆ = Vv − Vs. (4.24)

Percebe-se de (4.23) que ϕ e χ têm paridade opostas e portanto

P̂ψjm = e−iφ


 P̂0ϕjlm

−P̂0χjl̃m


 = λψjm, λ = ±1 (4.25)

e portanto o espinor ψjm é autofunção do operador paridade. Podemos supor que os

componentes do espinor (4.22) são proporcionais aos harmônicos esféricos espinoriais,

com o ansatz

ϕjlm = iG (r)Yjlm (~n) ,

χjl̃m = −F (r)Yjl̃m (~n) ,

(4.26)

onde n̂ é um vetor unitário na direção de ~r. O número quântico momento angular é

diferente para os componentes superior e inferior do espinor pois o operador ~L2 não comuta

com a hamiltoniana (4.18) [43]. Uma vez que P̂0Yjl̃m (r̂, ~σ) = (−1)l̃ Yjl̃m (r̂, ~σ) e que a

paridade do componente inferior do espinor é contrária à paridade do componente superior

do espinor ψjlm conclúımos que l̃ = l ± 1. Levando em conta que l̃ pode apenas ser igual

a j ± 1/2 [61] obtemos

l̃ = l + 1 = j + 1/2, para j = l + 1/2,

l̃ = l − 1 = j − 1/2, para j = l − 1/2.

(4.27)

Dessa forma, para o componente superior de (4.23) com ϕjlm dado por (4.26), encontramos

~σ·~pϕjlm = ℏ
dG

dr
~σ·n̂Yjlm (n̂) + iG~σ·~pYjlm (n̂) . (4.28)
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Usando o fato [60]

~σ·n̂Yjlm (n̂) = −Yjl̃m (n̂) , (4.29)

e ainda a propriedade:

(
~σ· ~A

)(
~σ· ~B

)
= ~A· ~B + i~σ·

(
~A× ~B

)
, (4.30)

obtemos

−~σ·~pYjlm (n̂) = − i

r

(
2ℏ+ ~L·~σ

)
Yjl̃m (n̂) . (4.31)

O lado direito da equação acima pode ser avaliado lembrando que

ℏ~L·~σYjl̃m (n̂) = 2~L·~sYjl̃m (n̂) =
[
~J2 − ~L2 −

(
ℏ

2
~σ
)2]Yjl̃m (n̂)

=
[
j (j + 1)− l̃

(
l̃ + 1

)
− 3

4

]
ℏ
2Yjl̃m (n̂) .

(4.32)

Definindo o número quântico κ = j (j + 1)− l̃
(
l̃ + 1

)
+ 1/4, ou seja

κ =






− (l + 1) , j = l + 1/2,

l, j = l − 1/2,

(4.33)

e substituindo-o em (4.32) e este último em (4.31) encontramos

−~σ·~pYjlm (n̂) = − i

r
(κ + 1) ℏYjl̃m (n̂) . (4.34)

Inserindo a equação acima e (4.29) em (4.28) obtemos

~σ·~pϕjlm = −ℏYjl̃m

(
d

dr
+
κ+ 1

r

)
G. (4.35)

Com o mesmo procedimento, encontramos também:

~σ·~pχjlm = −iℏYjlm

(
d

dr
− κ− 1

r

)
F. (4.36)
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Substituindo as duas últimas equações em (4.23) encontramos finalmente:

dFκ

dr
− κ− 1

r
Fκ +

(
E −mc2 − Σ

ℏc

)
Gκ = 0,

(4.37)

dGκ

dr
+
κ+ 1

r
Gκ −

(
E −mc2 −∆

ℏc

)
Fκ = 0.

Fazendo Gκ = gκ/r e Fκ = fκ/r nas equações acima, obtemos

dfκ̃
dr

− κ

r
fκ̃ +

(
E −mc2 − Σ

ℏc

)
gκ = 0,

(4.38)

dgκ
dr

+
κ

r
gκ −

(
E −mc2 −∆

ℏc

)
fκ̃ = 0,

e por fim, eliminando uma das funções em termos da outra não é dif́ıcil encontrar as

equações de segunda ordem para gκ e fκ̃:

[
1
r2

d
dr

(
r2 d

dr

)
− κ(κ+1)

r2
+ ∆′

E+mc2−∆(r)

(
d
dr

+ 1+κ
r

)]
gκ
r
= − [E+mc2−∆(r)][E−mc2−Σ(r)]

(ℏc)2
gκ
r
,

[
1
r2

d
dr

(
r2 d

dr

)
− κ(κ−1)

r2
+ Σ′

E−mc2−Σ(r)

(
d
dr

+ 1−κ
r

)] fκ̃,
r

= − [E+mc2−∆(r)][E−mc2−Σ(r)]
(ℏc)2

fκ̃,
r
,

(4.39)

onde ∆′ = d∆/dr e Σ′ = dΣ/dr.

4.2 Simetria de spin

A hamiltoniana de Dirac com potenciais escalar e vetorial pode ainda ser escrita em termos

da soma Σ e da subtração ∆ dos potenciais [62]

HD = c~α·~p+ βmc2 + P+Σ + P−∆, (4.40)

onde P± =
(
Ĩ ± β

)
/2 é o operador projeção. Projetando o espinor ψ em seus compo-

nentes ψ± = P±ψ [29]

ψ+ =



 ϕ

0



 , ψ− =



 0

χ



 , (4.41)
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e aplicando-o na equação (4.40) obtemos

c~α·~pψ− = (E −mc2 − Σ)ψ+,

c~α·~pψ+ = (E +mc2 −∆)ψ−.

(4.42)

Para ∆ = 0 (Vv = Vs) desaparece o termo de spin-órbita, então a componente inferior se

relaciona com a componente superior por

ψ− =
c~α·~p

ε+ 2mc2
ψ+, (4.43)

com ε = E−mc2, e a componente superior do espinor obedece à equação tipo Schrödinger

(
~p2

2M
+ Σ

)
ψ+ = εψ+, (4.44)

onde Mc2 = mc2 + ε/2. A equação acima é invariante sob a transformação [29]

ψ′
+ = ψ+ + δψ+ =

(
1− i

ℏ
~ǫ·~S

)
ψ+ (4.45)

onde ~S=ℏ
−→̃
σ /2 e

δψ+ =
~ǫ·−→̃σ
2i

ψ+,
−→̃
σ =



 ~σ 0

0 ~σ



 . (4.46)

Da equação (4.43) encontramos

δψ− =
c~α·~p

E +mc2
δψ+ =

c~α·~p
E +mc2

~ǫ·−→̃σ
2i

ψ+ (4.47)

e também

~α·~pψ− =
c

E +mc2
~p2ψ+ =

cp2

E +mc2
ψ+, (4.48)

de tal forma que

ψ+ =
(
E +mc2

) ~α·~p
cp2

ψ−. (4.49)

Substituindo (4.49) em (4.47) finalmente encontramos

δψ− =
1

2i
~ǫ·
(
~α·~p
p

−→̃
σ
~α·~p
p

)
ψ−. (4.50)
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Definindo

δψ = − i

ℏ
~ǫ· ~Sψ, (4.51)

os geradores dessa simetria são dados por [32]

~S = ~SP+ +
~α·~p
p
~S
~α·~p
p
P− =



 ~s 0

0
−→̃
s



 , (4.52)

onde

~s=
ℏ

2
~σ,

−→̃
s =Up~sUp, Up =

~σ·~p
p
. (4.53)

Esses geradores obedecem uma álgebra su(2), i.e.,
[
~Si, ~Sj

]
= 2iεijk ~Sk e são conhecidos

como os geradores da simetria de spin [63]. De forma semelhante, podemos constatar

que quando os potenciais são esfericamente simétricos, existe ainda uma outra simetria,

também su(2), mas desta vez relacionada com o momento angular orbital cujos geradores

são ~L = ~LP+ + ~α·~p
p
~L ~α·~p

p
P− de tal forma que temos ~L2ψ = ℏ

2l (l + 1)ψ [63], onde l é o

momento angular orbital do componente superior. O operador Casimir ~L2 comuta com a

hamiltoniana e portanto l é um bom número quântico, apesar de os componentes superior

e inferior do espinor terem diferentes números quânticos momento angular orbital [43].

4.3 Simetria de pseudospin

Para Σ = 0 (Vv = −Vs), desaparece o termo de pseudospin-órbita e de (4.42) temos que

o componente superior em termos do componente inferior é dado por

ψ+ =
c

ε
~α·~pψ−, (4.54)

e portanto o componente inferior satisfaz uma equação tipo Schrödinger

(
~p2

2M
+

ε∆

ε+ 2mc2

)
ψ− = εψ−, (4.55)

a equação acima é invariante sob a transformação [29]

ψ′
− = ψ− + δψ− =

(
1− i

ℏ
~ǫ·~S

)
ψ−, (4.56)



50

com

δψ− =
~ǫ·−→̃σ
2i

ψ−. (4.57)

Da equação (4.54) e (4.57) temos

δψ+ =
c~α·~p
ε
δψ− =

c~α·~p
ε

~ǫ·−→̃σ
2i

ψ−. (4.58)

Novamente a equação (4.54) fornece

~α·~pψ+ =
c

ε
~p2ψ− =

cp2

ε
ψ−, (4.59)

ou ainda

ψ− =
ε

c

~α·~p
p2
ψ+, (4.60)

substituindo a relação acima em (4.58) encontramos finalmente

δψ+ =
~α·~p
p

~ǫ·−→̃σ
2i

~α·~p
p
ψ+. (4.61)

Definindo

δψ = − i

ℏ
~ǫ·
−→̃
S ψ, (4.62)

os geradores dessa simetria são expressados como

−→̃
S = ~SP− +

~α·~p
p
~S
~α·~p
p
P+ =




−→̃
s 0

0 ~s



 . (4.63)

Esses geradores satisfazem uma álgebra su(2), i.e.,

[−→̃
S i,

−→̃
S j

]
= 2iεijk

−→̃
S k, e são conhecidos

como geradores da simetria de pseudospin. Como notado por Ginocchio [64] os gerado-

res das simetrias de spin e pseudospin são relacionados pela transformação
−→̃
S =γ5 ~Sγ5.

Novamente, para potenciais esfericamente simétricos, existe uma outra simetria, também

SU(2), cujos geradores são [63]
−→̃
L = ~LP− + ~α·~p ~L

p2
~α·~pP+ = γ5 ~Lγ5, e dessa forma o opera-

dor Casimir
−→̃
L 2 satisfaz

−→̃
L 2ψ = ℏ

2 l̃
(
l̃ + 1

)
ψ. Esse operador comuta com a hamiltoniana

e portanto desta vez, l̃ é um bom número quântico [43].
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4.4 Equivalência de espectro entre férmions e bósons

Podemos reescrever a primeira equação de (4.39) da seguinte forma

[
d2

dr2
+
V 2
v − V 2

s − 2 (EVv +mc2Vs)

(ℏc)2
− l (l + 1)

r2
+ k2

]
gκ = −

[
∆′

(
d
dr

+ 1+κ
r

)

E +mc2 −∆(r)

]
gκ,

(4.64)

onde ℏck =
√
E2 −m2c4 e usamos o fato que κ (κ + 1) = l (l + 1) para qualquer valor1

de κ. Para ∆′ = 0, ou seja, Vv = Vs + C∆ onde C∆ é uma constante2, a equação para o

componente superior torna-se

d2gl
dr2

+

[
V 2
v − V 2

s − 2 (EVv +mc2Vs)

(~c)2
− l (l + 1)

r2
+ k2

]
gl = 0, (4.65)

note que a equação acima é invariante para estados com j = l ± 1/2, ou seja ńıveis com

números quânticos (n, l, j = l − 1/2) e (n, l, j = l + 1/2) são degenerados. Seguindo o

mesmo procedimento, podemos reescrever a equação para o componente inferior fκ para

encontrar


 d2

dr2
+
V 2
v − V 2

s − 2 (EVv +mc2Vs)

(ℏc)2
−
l̃
(
l̃ + 1

)

r2
+ k2


 fκ̃ = −

[
Σ′

(
d
dr

+ 1−κ
r

)

E −mc2 − Σ (r)

]
fκ̃,

(4.66)

onde usamos o fato que κ (κ− 1) = l̃
(
l̃ + 1

)
para qualquer valor3 de κ. Para Σ′ = 0 ou

seja, Vv = −Vs + CΣ, onde CΣ é uma constante4, encontramos

d2fl̃
dr2

+


V

2
v − V 2

s − 2 (EVv +mc2Vs)

(~c)2
−
l̃
(
l̃ + 1

)

r2
+ k2


 fl̃ = 0, (4.67)

assim como no caso anterior, a equação acima é invariante para estados com j = l±1/2 o

que significa dizer que ńıveis com números quânticos (n, l, j = l + 1/2) e (n′, l + 2, j = l + 3/2)

são degenerados (ńıveis de estados quânticos relativ́ısticos são sempre nomeados de acordo

com os números quânticos do componente superior do espinor). No núcleo n′ = n − 1 e

foi a observação da quase degenerescência de tais ńıveis que levou ao conceito de pseu-

dospin [63]. No núcleo o potencial Σ = Vv + Vs atua como um potencial ligante e quando

1Veja (4.33).
2Se os potenciais forem a zero no infinito essa constante será igual a zero.
3Veja (4.27) e (4.33).
4Se os potenciais forem a zero no infinito essa constante será igual a zero.
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Σ′ = 0 não há estados ligados, então na realidade a simetria de pseudospin deve ser li-

geiramente quebrada, isto é, devemos ter Σ′ ≃ 0 em casos reaĺısticos [25]. Portanto, é a

ausência do termo spin-órbita5 para um dos componentes do espinor de Dirac que explica

a existência de dubletos de pseudospin quase degenerados em determinados núcleos, e a

existência de dubletos de spin quase degenerados em mésons constitúıdos de um quark

pesado e um quark leve [32]. Como vimos na seção anterior as condições ∆′ = 0 e Σ′ = 0

estão relacionadas com as simetria de spin e simetria de pseudospin, respectivamente.

As equações (4.65) e (4.67) têm a mesma forma que a equação de Klein-Gordon (3.3)

e apesar do resultado ter sido obtido levando em conta apenas potenciais esfericamente

simétricos, a equivalência é válida mesmo que não seja esse o caso, como mostram Castro

e Alberto [43], os autores chamam a atenção para o fato que quando há simetria de spin

ou de pseudospin, ora para o componente superior ora para o inferior, bósons de spin 0 e

férmions de mesma massa m compartilham o mesmo espectro, desde que estejam sob a

influência dos mesmos potenciais vetorial Vv e escalar Vs com |Vv| = |Vs|, ou até mesmo

quando6 tenham massas diferentes porém estejam sob a influência do mesmo potencial

vetorial Vv e possuam mesma massa efetiva m∗ = m+ Vs/c
2.

4.5 Seção de choque diferencial

Para esta seção seguiremos o procedimento padrão descrito nas referências [49], [50], [65].

Escrevendo ψ na forma de um espinor de dois componentes como

ψ =


 ψA

ψB


 , (4.68)

5Veja (4.39), (4.32), (4.31).
6A equação (4.65) também pode ser escrita como

d2gl

dr2
+

[
(E − Vv)

2 −
(
mc2 + Vs

)2

(~c)
2

− l (l + 1)

r2

]
gl = 0.
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para obter a seção de choque é necessário apenas tratar do componente superior do espinor

(veja, e.g. [49], [65]) assim

ψms
A ∼ χ 1

2
ms
eikz + Fms (θ, ϕ)

eikr

r
, ms = ±1

2

Fms (θ, ϕ) =

1
2∑

m′

s=− 1
2

χ 1
2
m′

s
(σ)Mm′

sms (θ, ϕ) .

(4.69)

Aqui, assumimos que o potencial é de curto alcance, indo a zero mais rápido do que r−1

em grandes distâncias, no final desta seção indicamos o procedimento para o caso do

potencial coulombiano. Para determinar a seção de choque, expandimos ψA em termos

dos harmônicos esféricos espinoriais Yjlm (r̂, ~σ), escrevemos

ψA =

∞∑

l=0

l+1/2∑

j=l−1/2

Blj (k)
glj (r)

r
Yjlm (r̂, ~σ) , (4.70)

aqui glj (r) tem a seguinte forma assintótica

glj (r) ∼ sin

[
kr − lπ

2
+ δlj (k)

]
, kr → ∞, j = l ± 1

2
, (4.71)

portanto, a forma assintótica de (4.70) é dada por

ψA ∼
∞∑

l=0

l+1/2∑

j=l−1/2

Blj (k)
sin

[
kr − lπ

2
+ δlj (k)

]

r
Yjlm (r̂, ~σ) . (4.72)

A amplitude de espalhamento e a seção de choque podem ser obtidas igualando as formas

assintóticas (4.69) e (4.72). Primeiro expressamos o termo de onda plana incidente em

(4.69) em termos dos harmônicos esféricos espinoriais Yjlm (r̂, ~σ). Para isso, notamos que

χ 1
2
ms

(σ) eikz = χ 1
2
ms

(σ)
∞∑

l=0

(2l + 1) iljl (kr)Pl (cos θ) . (4.73)

Adotando a seguinte convenção

〈j1, j1; j2, j2 |j1 + j2, j1 + j2 〉 = 1, (4.74)
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temos que os coeficientes Clebsch-Gordan são reais e satisfazem às relações de ortogona-

lidade [66]
∑

m1m2

〈j1, m1; j2, m2 |jm〉 〈j1, m1; j2, m2 |j′m′ 〉 = δjj′δmm′ (4.75)

e
∑

jm

〈j1, m1; j2, m2 |jm〉 〈j1, m′
1; j2, m

′
2 |jm〉 = δjj′δm1m′

1
, (4.76)

com m = m1 +m2. Com a ajuda das relações acima podemos inverter (4.20) para obter

Ylml
(θ, ϕ)χ 1

2
ms

(σ) =

l+ 1
2∑

j=l− 1
2

〈
l, ml;

1

2
, ms |j,ml +ms

〉
Yjlml+ms (r̂, ~σ) . (4.77)

Usando a relação

Pl (cos θ) =

(
4π

2l + 1

)1/2

Yl0 (θ, ϕ) , (4.78)

e também (4.77) em (4.73) obtemos

χ 1
2
ms

(σ) eikz =

∞∑

l=0

l+ 1
2∑

j=l− 1
2

[4π (2l + 1)]1/2 iljl (kr)

〈
l, 0;

1

2
, ms |j,ms

〉
Yjlms (r̂, ~σ) , (4.79)

e quando kr → ∞

χ 1
2
ms

(σ) eikz ∼
∞∑
l=0

l+ 1
2∑

j=l− 1
2

[4π (2l + 1)]1/2 il sin
(
kr − lπ

2
+ δlj

)

×
〈
l, 0; 1

2
, ms |j,ms

〉
Yjlms (r̂, ~σ) ,

(4.80)

O coeficiente Blj (k) em (4.70) é determinado igualando os termos contendo exp (−ikr)
em (4.70) e (4.80) encontrando

Blj (k) = k−1 [4π (2l + 1)]1/2 ileiδlj
〈
l, 0;

1

2
, ms |j,ms

〉
.
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O segundo termo do lado direito de (4.69) pode ser obtido subtraindo (4.80) de (4.72).

Chamando este termo de ψsc encontramos

ψsc (~r) ∼
1

2ik

∞∑

l=0

l+ 1
2∑

j=l− 1
2

[4π (2l + 1)]1/2
(
e2iδlj − 1

)〈
l, 0;

1

2
, ms |j,ms

〉
Yjlms (r̂, ~σ)

eikr

r
.

(4.81)

Para encontrar Mm′

sms (θ, ϕ) basta substituir os harmônicos esféricos espinoriais de (4.20)

e comparar com (4.69) encontrando assim

Mm′

sms (θ, ϕ) =
1
2ik

∞∑
l=0

l+1/2∑
j=l−1/2

[4π (2l + 1)]1/2
(
e2iδlj − 1

)

×
〈
l, 0; 1

2
, ms |j,ms

〉 〈
l, ms −m′

s;
1
2
, m′

s |j,ms

〉
Yl,ms−m′

s
(θ, ϕ) .

(4.82)

Os coeficientes de Clebsch-Gordan são dados por

〈
l, ms −m′

s;
1
2
, m′

s |j,ms

〉
= (−1)Θ(κ)Θ(m′

s)
√

j+Θ(κ)−sgn(m′

s)sgn(κ)ms

2j+2Θ(κ)

= (−1)Θ(κ)Θ(m′

s)
√

l+1/2−sgn(m′

s)sgn(κ)ms

2l+1
,

(4.83)

onde Θ (x) é a função de Heaviside e sgn (x) a função sinal. Da relação acima pode-se

encontrar também

〈
l, 0; 1

2
, ms |j,ms

〉
= (−1)Θ(κ)Θ(ms)

√
j+Θ(κ)−sgn(ms)sgn(κ)ms

2j+2Θ(κ)

= (−1)Θ(κ)Θ(ms)
√

l+1/2−sgn(ms)sgn(κ)ms

2l+1

. (4.84)

Multiplicando os fatores das duas últimas equações, encontramos

〈
l, 0; 1

2
, ms |j,ms

〉 〈
l, ms −m′

s;
1
2
, m′

s |j,ms

〉
= (−1)Θ(κ)[Θ(m′

s)+Θ(ms)]

×
√

(l+1/2)2−[sgn(ms)+sgn(m′

s)]sgn(κ)ms(l+1/2)+sgn(m′

s)sgn(ms)m2
s

2l+1
.

(4.85)
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Com a ajuda das relações

Yl,ms−m′

s
(θ, ϕ) = (−1)ms−m′

s

[
(2l+1)(l−ms+m′

s)!
4π(l+ms−m′

s)!

]1/2

×Pms−m′

s
l (cos θ) exp [i (ms −m′

s)ϕ] , ms −m′
s ≥ 0

(4.86)

e

Y ∗
l,m (θ, ϕ) = (−1)m Yl−m (θ, ϕ) , (4.87)

escrevemos

Yl,ms−m′

s
(θ, ϕ) = [−sgn (ms)]

Θ(−m′

sms)

[
(2l + 1)

4πl (l + 1)

]1/2
P

(Θ(−m′

sms))
l (cos θ) esgn(ms)iϕΘ(−m′

sms),

(4.88)

e ainda 〈
l, 0; 1

2
, ms |j,ms

〉 〈
l, ms −m′

s;
1
2
, m′

s |j,ms

〉
Yl,ms−m′

s
(θ, ϕ)

=

[
sgn(ms)

Θ(−m′

sms)
]
sgn(κ)κΘ(m′

sms)P
(Θ(−m′

sms))
l (cos θ)esgn(ms)iϕΘ(−m′

sms)

√
4π(2l+1)

.

(4.89)

Substituindo (4.89) em (4.82) encontramos finalmente

Mm′

sms (θ, ϕ) =
1
2ik

∞∑
l=0

l∑
κ=−l−1

(
e2iδκ − 1

) [
sgn (ms)

Θ(−m′

sms)
]

×sgn (κ) κΘ(m′

sms)P
(Θ(−m′

sms))
l (cos θ) esgn(ms)iϕΘ(−m′

sms)

(4.90)

Para a situação em que o número quântico de spin inicial é igual ao final, ou seja ms = m′
s

encontramos a chamada amplitude direta M 1
2
, 1
2
=M− 1

2
,− 1

2
≡ A (k, θ), onde

A (k, θ) = 1
2ik

∞∑
l=0

l∑
κ=−l−1

(
e2iδκ − 1

)
|κ|Pl (cos θ)

= 1
2ik

∞∑
l=0

[
(l + 1)

(
e2iδ−l−1 − 1

)
+
(
e2iδl − 1

)
l
]
Pl (cos θ) ,

(4.91)

por outro lado, para o caso em que o número quântico de spin final é diferente do inicial,

ou sejams 6= m′
s, as amplitudes advindas dessa situação são chamadas de amplitudes spin-

flip e são dadas por M 1
2
,− 1

2
= h (k, θ) e−iϕ e M− 1

2
, 1
2
= −h (k, θ) eiϕ. Definindo B (k, θ) ≡

ih (k, θ) e por estarem relacionadas, doravante chamaremos a amplitude B de amplitude
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spin-flip, dada por

B (k, θ) = − 1
2k

∞∑
l=1

l∑
κ=−l−1

(
e2iδκ − 1

)
sgn (κ)P

(1)
l (cos θ)

= 1
2k

∞∑
l=1

(
e2iδ−l−1 − e2iδl

)
P

(1)
l (cos θ) .

(4.92)

Esses resultados podem ser condensados em uma forma matricial com

Mm′

sms (θ, ϕ) =
〈
χ 1

2
m′

s
|M (θ, ϕ)|χ 1

2
ms

〉
, (4.93)

onde

M (θ, ϕ) =



 M 1
2
, 1
2

M 1
2
,− 1

2

M− 1
2
, 1
2

M− 1
2
,− 1

2



 =



 A (k, θ) −iB (k, θ) e−iϕ

iB (k, θ) eiϕ A (k, θ)



 . (4.94)

Essa expressão pode ser simplificada se definimos o plano (x, z) como sendo o plano de

espalhamento, com o eixo z sendo a direção do feixe incidente, dessa forma ϕ = 0 e

obtemos

M = A (k, θ) I +B (k, θ)~σ · n̂, (4.95)

onde introduzimos o vetor unitário n̂ perpendicular ao plano de espalhamento definido

pelos vetores incidente e espalhado ~ki e ~kf respectivamente, ou seja [49]

n̂=
~ki × ~kf∣∣∣~ki × ~kf

∣∣∣
. (4.96)

Por outro lado, quando o potencial vai a zero como r−1 para kr → ∞ temos o caso

coulombiano e devemos ter o seguinte comportamento assintótico [65]

ψA ∼ χ 1
2
ms
eikz−iν ln k(r−z) + Fms

eikr−iν ln 2kr

r
, ms = ±1

2
, (4.97)

com o comportamento assintótico da função glj dado por

glj ∼ sin

(
kr − lπ

2
+ ν ln 2kr + δlj

)
, (4.98)
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quando considerado dessa forma e adotando o procedimento para encontrar a seção de

choque diferencial descrito nesta seção encontra-se que a equação (4.82) permanece a

mesma bem como todos os resultados obtidos posteriormente.

4.6 Amplitudes de espalhamento

Quando a orientação do spin não é medida no estado final, fémions não polarizados com

momento ~k espalhados por um alvo de spin zero, apresentam uma seção de choque

diferencial, correspondente a uma onda plana movendo-se ao longo de θ = 0 e uma onda

esférica espalhada na direção θ, expressada por [67]

dσ

dΩ
= |A|2 + |B|2 , (4.99)

onde as amplitude direta A e spin-flip B encontradas na seção anterior, são expressadas

em termos das séries de ondas parciais:

A = 1
2ik

∞∑
l=0

[
(l + 1)

(
e2iδ−l−1 − 1

)
+ l

(
e2iδl − 1

)]
Pl (cos θ) ,

B = 1
2k

∞∑
l=1

(
e2iδ−l−1 − e2iδl

)
P

(1)
l (cos θ) .

(4.100)

De acordo com Ginocchio [37], as amplitudes em termos das ondas parciais para o com-

ponente inferior do espinor envolvendo l̃ podem ser relacionadas com aquelas envolvendo

l por meio da transformação unitária

A = Ã cos θ − iB̃ sin θ, B = B̃ cos θ − iÃ sin θ , (4.101)

de tal forma que
dσ

dΩ
=

∣∣∣Ã
∣∣∣
2

+
∣∣∣B̃

∣∣∣
2

. (4.102)

As fases δ−l−1 = δ−l̃ e δl = δl̃+1 nas amplitudes representam a contribuição dos estados

j = l + 1/2 = l̃ − 1/2 e j = l − 1/2 = l̃ + 1/2 para o espalhamento, respectivamente.

Note que na ausência do acoplamento spin-órbita δl = δ−l−1 então B = 0. Também, na

ausência do acoplamento pseudospin-órbita δ−l̃ = δl̃+1 então B̃ = 0. Nesses casos onde o
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espalhamento é independente de spin temos que

A = Ã =
1

2ik

∞∑

l=0

(2l + 1)
(
e2iδl − 1

)
Pl (cos θ) , (4.103)

e assim as amplitudes reduzem-se para a forma usual de Schrödinger e Klein-Gordon.

4.7 Potenciais coulombianos vetorial e escalar esferi-

camente simétricos

As funções radiais dos componentes superior e inferior do espinor de Dirac, gκ e fκ̃ respec-

tivamente, para um férmion sob a influência de potenciais escalar e vetorial esfericamente

simétricos e independentes do tempo, Vv and Vs respectivamente, são escritos como

dgκ
dr

= −κgκ
r
+ E+mc2−∆

~c
fκ̃,

dfκ̃
dr

= −κ̃fκ̃
r
− E−mc2−Σ

~c
gκ,

(4.104)

onde κ = (−1)j+l+1/2 (j + 1/2) e κ̃ = −κ, com Σ = Vv + Vs e ∆ = Vv − Vs. Os

números quânticos momento angular orbital e total podem ser obtidos de κ por l =

|κ|+ (sgn κ− 1) /2 e j = |κ| − 1/2.

Para potenciais que se anulam no infinito, gκ e fκ̃ comportam-se como eikr para

grandes valores de r. Aqui ~ck =
√
E2 −m2c4, então estados de espalhamento demandam

|E| > mc2. As funções gκ e fκ̃ no caso de part́ıcula livre anulam-se na origem e têm formas

assintóticas para kr >> 1 expressadas por

gl ∼ A1 sin (kr − lπ/2) , fl̃ ∼ Ã1 sin
(
kr − l̃π/2

)
, (4.105)

onde l é o momento angular do componente superior e l̃ = l−sgnκ.

4.8 O deslocamento de fase coulombiano

Para potenciais coulombianos, temos Vv = −~cαv/r e Vs = −~cαs/r logo Σ = −~cαΣ/r

e ∆ = −~cα∆/r, com αΣ = αv + αs e α∆ = αv − αs. Os estados de espalhamento
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para férmions sujeitos a um potencial vetorial puro podem ser encontrado na literatura

(veja, por exemplo [60], [65], [68]). Nesta tese, adotamos o procedimento padrão com as

modificações pertinentes para incluir o potencial escalar. Procuramos soluções na forma

gκ =
√
ε (E +mc2) (φ1 + φ2) ,

fκ̃ = iε
√
ε (E −mc2) (φ1 − φ2) ,

(4.106)

com ε = ±1 e εE > mc2. Tal como gκ e fκ̃, φ1 e φ2 são funções que anulam-se na origem,

pelo menos no limite de part́ıcula livre (αΣ = α∆ = 0). Definindo

ν =
αΣ(E+mc2)+α∆(E−mc2)

2~ck
,

ν ′ =
αΣ(E+mc2)−α∆(E−mc2)

2~ck
,

(4.107)

e substituindo (4.106) em (4.104) encontramos

dφ1

dx
=

(
1
2
+ iν

x

)
φ1 +

(
−κ

x
+ iν′

x

)
φ2,

dφ2

dx
= −

(
1
2
+ iν

x

)
φ2 −

(
κ
x
+ iν′

x

)
φ1,

(4.108)

onde x = 2ikr, e nota-se que φ2 = φ∗
1. Se φ2 é eliminada do par de equações (4.108),

obtemos
d2φ1

dx2
+

1

x

dφ1

dx
−

[
1

4
+

(
1

2
+ iν

)
1

x
+
γ2κ
x2

]
φ1 = 0, (4.109)

com γ2κ = κ2 − αΣα∆. Escrevendo φ1 = x−1/2v, onde v deve se comportar próximo da

origem como xα com α > 1/2, podemos ver que v satisfaz a equação de Whittaker [53]

d2v

dx2
+

(
−1

4
+
µ

x
+

1/4− γ2κ
x2

)
v = 0, (4.110)
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com µ = − (1/2 + iν). A solução geral de (4.110) pode ser escrita como uma combinação

linear das soluções linearmente independentes

Mµ,γκ = e−x/2x1/2+γκM (1/2 + γκ − µ, 1 + 2γκ, x) ,

Wµ,γκ = Γ(−2γκ)
Γ(1/2−γκ−µ)

Mµ,γκ (x) +
Γ(+2γκ)

Γ(1/2+γκ−µ)
Mµ,−γκ (x) ,

(4.111)

ondeM (a, b, x) é a função hipergeométrica confluente regular na origem. Assim, a solução

que anula-se na origem é escrita como

φ1 = N (γκ + iν) e−i(kr−ηκ) (2kr)γκ M (γκ + 1 + iν, 1 + 2γκ, 2ikr) , (4.112)

onde N ∈ R, e γκ =
√
κ2 − αΣα∆ ∈ R. A fase ηκ pode ser determinada substituindo

(4.112) em (4.108) com φ2 = φ∗
1, resultando em

e2iηκ =
−κ + iν ′

γκ + iν
. (4.113)

Dessa forma, escrevemos

gκ = 2
√
ε (E +mc2)Reφ1,

fκ̃ = −2ε
√
ε (E −mc2) Imφ1.

(4.114)

Usando a relação

(2ikr)iν = e−(1+4ñ)πν/2+iν ln 2kr, ñ ∈ Z, (4.115)

junto com as propriedades da função hipergeométrica confluente e seu comportamento

assintótico (3.8), escrevemos (veja [65], [68])

gκ ∼ A1 sin (kr + ν ln 2kr − lπ/2 + δκ) ,

fκ̃ ∼ Ã1 sin
(
kr + ν ln 2kr − l̃π/2 + δκ

)
,

(4.116)

para kr >> 1. Deve ser mencionado que os diversos ramos em (4.115) não ameaçam

a unicidade das soluções porque os fatores reais e−(1+4ñ)πν/2 podem ser absorvidos nas

constantes de normalização A1 e Ã1. Comparando (4.116) e (4.105), exceto por um termo
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logaŕıtmico caracteŕıstico de um potencial coulombiano, encontramos o deslocamento de

fase

δκ = arg Γ (γκ − iν) + ηκ +
π

2
(l + 1− γκ) . (4.117)

Note que o deslocamento de fase distingue o espalhamento de férmions e antiférmions

devido à presença do potencial vetorial. É também instrutivo notar que o deslocamento

de fase se reduz ao obtido na equação de Klein-Gordon para simetrias de spin e pseudospin

exatas [44], e aquele obtido na equação de Schrödinger no extremo limite não relativ́ıstico.

4.9 Resultados exatos

Usando o deslocamento de fase (4.117) junto com (4.113), escrevemos

e2iδκ = (−1)γκ−l κ− iν ′

γκ + iν

Γ (γκ − iν)

Γ (γκ + iν)
, (4.118)

e encontramos tanto para simetrias de spin e pseudospin exatas bem como para uma

aproximação no limite não relativ́ıstico extremo o seguinte

e2iδ−l−1 = e2iδl =
Γ (l + 1− iν)

Γ (l + 1 + iν)
. (4.119)

Podemos ver de (4.100) que a amplitude spin-flip se reduz para B = 0 no caso de simetria

de spin exata, e também para B̃ = 0 no caso de simetria de pseudospin exata. Por

outro lado, as amplitudes diretas A e Ã reduzem-se para a forma familiar obtida tanto na

equação de Klein-Gordon como nos casos não relativ́ısticos extremos. Para θ 6= 0 (veja,

e.g. [52])

∞∑

l=0

(2l + 1)
Γ (l + 1− iν)

Γ (l + 1 + iν)
Pl (cos θ) =

iν

sin2 θ/2
eiν ln sin2 θ/2Γ (1− iν)

Γ (1 + iν)
, (4.120)

de tal forma que as expressões anaĺıticas exatas são dadas por

A = Ã = Arh = ν
Γ (1− iν)

Γ (1 + iν)

exp
(
iν ln sin2 θ/2

)

2k sin2 θ/2
, para θ 6= 0, (4.121)
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que resulta na bem conhecida fórmula de espalhamento de Rutherford:

dσrh
dΩ

=
ν2

4k2 sin4 θ/2
. (4.122)

É importante enfatizar que (4.121) e (4.122) não implicam qualquer tipo de aproximação

sob condições de simetrias de spin e pseudospin exatas.

4.10 Resultados aproximados

No limite não relativ́ıstico e próximo das condições que fornecem as simetrias de spin e

pseudospin podemos aproximar γκ por |κ|. Neste caso, notando que [69]

(l + 1) Γ(l+1−iν)
Γ(l+2+iν)

− l Γ(l−iν)
Γ(l+1+iν)

= −iν (2l + 1) Γ(l−iν)
Γ(l+2+iν)

,

Γ(l+1−iν)
Γ(l+2+iν)

+ Γ(l−iν)
Γ(l+1+iν)

= (2l + 1) Γ(l−iν)
Γ(l+2+iν)

,

(4.123)

as amplitudes (4.100) podem ser escritas como

A = Arh − ν(ν−ν′)
2ik

∞∑
l=0

(2l + 1) Γ(l−iν)
Γ(l+2+iν)

Pl (cos θ) ,

B = i(ν′−ν)
2k

∞∑
l=0

(2l + 1) Γ(l−iν)
Γ(l+2+iν)

P
(1)
l (cos θ) .

(4.124)

A soma em (4.124) pode ser avaliada exatamente fazendo iν → iν +1 em (4.120) e assim

encontramos [69]

∞∑

l=0

(2l + 1)
Γ (l − iν)

Γ (l + 2 + iν)
Pl (cos θ) = 2kiArh

sin2 θ/2

ν2
, (4.125)

usando a relação

P
(1)
l (cos θ) = sin θ

dPl (cos θ)

d cos θ
, (4.126)

juntamente com (4.125) encontramos

∞∑

l=0

(2l + 1)
Γ (l − iν)

Γ (l + 2 + iν)
P

(1)
l (cos θ) =

k

ν
Arh sin θ. (4.127)
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Finalmente (4.124) torna-se

A = Arh

(
1− ν−ν′

ν
sin2 θ/2

)
,

B = Arh

(
− i

2
ν−ν′

ν
sin θ

)
.

(4.128)

Usando o procedimento de Ginocchio [37] obtemos

Ã = Arh

(
1− ν+ν′

ν
sin2 θ/2

)
,

B̃ = Arh

(
i
2
ν+ν′

ν
sin θ

)
.

(4.129)

Este conjunto de amplitudes leva à seção de choque diferencial com mesma forma que a

fórmula de Mott:
dσ

dΩ
=
dσrh
dΩ

(
1− ν2 − ν ′2

ν2
sin2 θ/2

)
. (4.130)

Para o acoplamento puramente vetorial, i.e. αs = 0, a fórmula acima se reduz para

dσ

dΩ
=
dσrh
dΩ

(
1− v2

c2
sin2 θ/2

)
, (4.131)

e quando o acoplamento é puramente escalar, ou seja αv = 0 a fórmula se reduz para

dσ

dΩ
=
dσrh
dΩ

(
1 +

v2

c2
γ2 sin2 θ/2

)
, γ2 =

(
1− v2/c2

)−1
, (4.132)

e no limite não relativ́ıstico as duas últimas fórmulas diferem apenas por um sinal. Uma

vez que (ν2 − ν ′2) /ν2 ≃ 2 (ν ∓ ν ′) /ν para ν ′ ≃ ±ν, é óbvio que a amplitude spin-flip não

contribui para a seção de choque diferencial em uma aproximação de primeira ordem. São

úteis as seguintes relações: ν2 − ν ′2 = αΣα∆,

ν + ν ′

ν
= 2

αΣ (E +mc2)

α∆ (E −mc2)

[
1 +

αΣ (E +mc2)

α∆ (E −mc2)

]−1

,

(4.133)

ν − ν ′

ν
= 2

α∆ (E −mc2)

αΣ (E +mc2)

[
1 +

α∆ (E −mc2)

αΣ (E +mc2)

]−1

,
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4.10.1 Simetria de spin quase exata

Quando α∆/αΣ ≃ 0 e é conveniente usar as amplitudes A e B porque (ν − ν ′) /ν é

proporcional à α∆/αΣ. Portanto,

A = Arh

(
1− 2α∆

αΣ

E−mc2

E+mc2
sin2 θ/2

)
,

B = Arh

(
−iα∆

αΣ

E−mc2

E+mc2
sin θ

)
,

(4.134)

com

Arh =
αΣ (E +mc2)

4ℏck2 sin2 θ/2

Γ (1− iνΣ)

Γ (1 + iνΣ)
ei

αΣ(E+mc2)
ℏck

ln sin θ/2, νΣ = αΣ
E +mc2

2ℏck
(4.135)

e
dσ

dΩ
=
dσrh
dΩ

(
1− 4

α∆

αΣ

E −mc2

E +mc2
sin2 θ/2

)
, (4.136)

com
dσrh
dΩ

=
(~cαΣ)

2

16 (E −mc2)2 sin4 θ/2
. (4.137)

4.10.2 Simetria de pseudospin quase exata

Quando αΣ/α∆ ≃ 0 temos (ν + ν ′) /ν proporcional à αΣ/α∆, então é conveniente usar as

amplitudes Ã e B̃. Portanto,

Ã = Arh

(
1− 2αΣ

α∆

E+mc2

E−mc2
sin2 θ/2

)
,

B̃ = Arh

(
iαΣ

α∆

E+mc2

E−mc2
sin θ

)
,

(4.138)

com

Arh =
α∆ (E −mc2)

4ℏck2 sin2 θ/2

Γ (1− iν∆)

Γ (1 + iν∆)
ei

α∆(E−mc2)
ℏck

ln sin θ/2, ν∆ =
α∆ (E −mc2)

2ℏck
(4.139)

e
dσ

dΩ
=
dσrh
dΩ

(
1− 4

αΣ

α∆

E +mc2

E −mc2
sin2 θ/2

)
, (4.140)

com
dσrh
dΩ

=
(~cα∆)

2

16 (E +mc2)2 sin4 θ/2
. (4.141)
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4.10.3 Discussão sobre os resultados de simetrias quase exatas

Em relação às equações (4.134), (4.136) para a simetria de spin quase exata e (4.138),

(4.140) para a simetria de pseudospin quase exata podemos dizer que são consistentes com

o limite não relativ́ıstico com E ≃ ±mc2 respectivamente, o termo seguinte ao termo ĺıder

nessas equações contribui para mudar a distribuição angular. Diferenças entre os acopla-

mentos vetorial e escalar aparecem mesmo nos termos de mais baixa ordem. Uma diferença

notável entre a natureza dos acoplamentos escalar e vetorial e inclusive entre férmions e

bósons aparece na ordem seguinte ao termo ĺıder: Visto que (E +mc2) / (E −mc2) é sem-

pre positivo para εE > mc2 com ε = ±1, o acoplamento escalar puro sempre contribui

para aumentar |A| e dσ/dΩ, enquanto que o acoplamento vetorial puro sempre contribui

para diminuir |A| e dσ/dΩ, independentemente dos potenciais serem atrativos ou repul-

sivos como acontece no caso dos bósons. Quando há uma mistura de potenciais, então

|A| e dσ/dΩ aumentam (diminuem) se |αv| < |αs| (|αv| > |αs|). Como vimos, quando

há simetria de spin e pseudospin as amplitudes de espalhamento para bósons de spin 0 e

férmions são iguais, porém a semelhança desaparece já no termo seguinte ao termo ĺıder

quando consideramos ligeira quebra das simetrias.

4.10.4 Limite não relativ́ıstico

No limite não relativ́ıstico αv ≃ αs ≃ 0 e a fase arg Γ (1− iν) em (4.121) pode ser

aproximada usando um par de propriedades da função gama [53]: Γ (1 + z) = zΓ (z) e

1/Γ (z) ≃ zeγe z para z ≃ 0, onde γe é a constante de Euler. Então, para ν ≃ 0 escrevemos

arg Γ (1− iν) = +γeν. Com E ≃ +mc2, encontramos

A = Arh

(
1 +

αs − αv

αs + αv

|E −mc2|
mc2

sin2 θ/2

)
,

(4.142)

B = Arh

(
i

2

αs − αv

αs + αv

|E −mc2|
mc2

sin θ

)
,
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e com E ≃ −mc2

Ã = Arh

(
1 +

αs + αv

αs − αv

|E +mc2|
mc2

sin2 θ/2

)
,

(4.143)

B̃ = Arh

(
− i

2

αs + αv

αs − αv

|E +mc2|
mc2

sin θ

)
.

Então, com E ≃ ±mc2 encontramos

dσ

dΩ
=

dσrh
dΩ

(
1 + 2

αs ∓ αv

αs ± αv

|E ∓mc2|
mc2

sin2 θ/2

)
(4.144)

=
dσrh
dΩ

(
1 +

αs ∓ αv

αs ± αv

v2

c2
sin2 θ/2

)
,

onde v é a velocidade da part́ıcula e com

Arh =
~c (αs ± αv)

4|E ∓mc2| sin2 θ/2
eiφnr ,

φnr =
√
2 (αs ± αv)

√
mc2

|E ∓mc2| (ln sin θ/2 + γe) , (4.145)

dσrh
dΩ

=
(~c)2 (αs ± αv)

2

16|E ∓mc2| sin4 θ/2
.

Não há distinção no sinal da seção de choque diferencial dσrh/dΩ para acoplamento escalar

ou vetorial puros, porém, como vimos, de (4.131) e (4.132) e agora de (4.144) a seção de

choque diferencial para o acoplamento vetorial (escalar) puro, é dada respectivamente por

dσ

dΩ
=
dσrh
dΩ

(
1∓ v2

c2
sin2 θ/2

)
,

e portanto a distinção entre os potenciais escalar e vetorial aparece na ordem seguinte ao

termo ĺıder. Desta forma, o acoplamento vetorial (escalar) puro sempre tende a diminuir

(aumentar) |A| e dσ/dΩ. Assim, no limite não relativ́ıstico, a seção de choque tende para

a seção de choque de Rutherford para simetria de spin e pseudospin exata e tende para a

seção de choque de Mott quando há ligeira quebra de simetrias.

Uma quantidade relacionada com o acoplamento spin(pseudospin)-órbita e conse-
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quentemente fornecendo uma medida da quebra de simetria é dada pela razão das ampli-

tudes spin-flip e direta |Rs|2 = |B|2 / |A|2 (|Rps|2 =
∣∣∣B̃

∣∣∣
2

/
∣∣∣Ã

∣∣∣
2

) [37] com

Rs = −i sin θ
(
cos θ +

ν + ν ′

ν − ν ′

)−1

, Rps = +i sin θ

(
cos θ +

ν − ν ′

ν + ν ′

)−1

. (4.146)

Para α∆ ≃ 0 temos

Rs =
B

A
= −i sin θ

[
cos θ +

αΣ (E +mc2)

α∆ (E −mc2)

]−1

, (4.147)

e para αΣ ≃ 0 encontramos

Rps = i sin θ

[
cos θ +

α∆ (E −mc2)

αΣ (E +mc2)

]−1

. (4.148)

4.11 Estados ligados

O problema de estados ligados para uma mistura de potenciais escalar e vetorial já foi

abordado na literatura [42], [60]. Vamos mostrar os resultados conhecidos por motivo

de comparação com os resultados obtidos na equação de KG. Novamente, com o mesmo

procedimento padrão podemos obter os estados ligados analisando os polos da amplitude

de espalhamento. Agora, como faremos k → i |k| não é mais verdade que φ∗
1 = φ2 e sim

que φ∗
1 = φ1 e φ2 = φ∗

2, fazendo k = iλ = i
√
m2c4 − E2/ℏc, Ñ = Ai−γκeiηκ com A real e

ainda iν → η1 e iν ′ → η2 e ρ = 2λr, temos

η1 =
αΣ(E+mc2)+α∆(E−mc2)

2ℏcλ
,

η2 =
αΣ(E+mc2)−α∆(E−mc2)

2ℏcλ
,

(4.149)

e de (4.112) encontramos

φ1 (r) = −Aργκ (κ− η2) e
−ρ/2M (γκ − η1, 1 + 2γκ; ρ)

φ2 (r) = Aργκ (γκ − η1) e
−ρ/2M (1 + γκ − η1, 1 + 2γκ; ρ) .

(4.150)

A partir do deslocamento de fase (4.117) encontramos
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e2iδκ = (κ− η2)
Γ (γκ − η1)

Γ (1 + γκ + η1)
eiπ(l+1−γκ), (4.151)

com κ− η2 6= 0, percebe-se que os polos ocorrem para

γκ − η1 = −nr, (4.152)

onde nr = 0, 1, 2, .... Partindo da equação acima e definindo ξ = γκ + nr é fácil encontrar

[42]

E±
nr,κ = mc2

α2
∆ − α2

Σ ± 4ξ
√
ξ2 + αΣα∆

(αΣ + α∆)
2 + 4ξ2

, (4.153)

ou mais explicitamente

E±
nr,κ = mc2

−αvαs

ξ2
±

[
1 + α2

v−α2
s

ξ2

]1/2

1 +
(

αv

ξ

)2 , (4.154)

veja que a equação acima tem a mesma forma de (3.21), mesmo para αv 6= αs, a diferença

principal residindo entre ξ e (3.23). As funções radiais tornam-se [42]

gκ = −A
√
mc2 + Eργκe−ρ/2

[
(κ− η2)L

(2γκ)
nr (ρ) + nrL

(2γκ)
nr−1 (ρ)

]

fκ̃ = A
√
mc2 − Eργκe−ρ/2

[
(κ− η2)L

(2γκ)
nr (ρ)− nrL

(2γκ)
nr−1 (ρ)

]
,

(4.155)

onde L
(2γκ)
nr (ρ) = M (−nr, 1 + 2γκ; ρ) são os polinômios de Laguerre generalizados. Um

estudo detalhado das soluções acima pode ser encontrado na Ref. [42].



Caṕıtulo 5

Conclusões

A análise de ondas parciais para o espalhamento elástico de bósons de spin 0 e de férmions

de spin 1/2 por um potencial coulombiano com uma mistura geral de acoplamentos escalar

e vetorial foi feita em detalhes. A série de ondas parciais se reduz à fórmula de Rutherford

não só no limite não relativ́ıstico da teoria mas também quando os potenciais escalar

e vetorial têm a mesma magnitude, seja para férmions ou para bósons. Calculamos a

amplitude de espalhamento para acoplamentos vetorial e escalar pequenos, bem como

para desvios da fórmula exata para acoplamentos vetorial e escalar com mesma magnitude

em uma forma perturbativa. Tanto para o caso de férmions quanto de bósons, os polos

complexos da amplitude de espalhamento parcial fornecem as soluções exatas para estados

ligados. As energias de tais estados ligados são soluções de uma equação algébrica de

segundo grau, e as correspondentes autofunções são expressas em termos dos polinômios

de Laguerre generalizados. Para a equação de KG apresentamos um estudo detalhado de

alguns casos particulares interessantes de estados estacionários com atenção especial às

diferenças entre os acoplamentos vetorial e escalar. A análise das energias para gv ≃ −gs
e gv ≃ +gs mostrou que a degenerescência acidental vista nos casos gv = −gs e gv = +gs

é quebrada perturbativamente e que esta quebra é relacionada com a não conservação

do vetor de Runge-Lenz. Mostramos que as soluções obtidas para os estados ligados de

férmions apresentam a mesma forma da obtida na equação de KG. A presença de um

potencial escalar atrativo em adição a um potencial vetorial nos habilita abordar também

a espectroscopia de átomos mesônicos com um número atômico Z muito grande, e este

fato nos dá esperança de abordar a espectroscopia de átomos mesônicos com potenciais

mais reaĺısticos com os acoplamentos escalar e vetorial.
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A análise de onda parcial para o espalhamento elástico de férmions por um po-

tencial coulombiano com uma mistura geral de acoplamentos escalar e vetorial fornece

também uma forma fechada, a fórmula de Rutherford, para a amplitude de onda parcial

sob condições de simetria de spin e de pseudospin, levando à seção de choque diferencial de

Rutherford. Por meio do estudo de uma ligeira quebra de simetria, tanto para spin como

para pseudospin, obtemos também fórmulas fechadas para as amplitude de espalhamento

levando à seção de choque diferencial de mesma forma que a seção de choque diferencial

de Mott, e exatamente para esta quando αs = 0 ou αv = 0. Neste último caso a diferença

entre os potenciais escalar e vetorial tornam-se evidentes, e de modo geral o acoplamento

escalar sempre contribui para aumentar a seção de choque diferencial e o acoplamento

vetorial o contrário. Mostramos também que no limite não relativ́ıstico essas formas são

reduzidas para essas duas seções de choque supracitadas. Diferenças marcantes aparecem

entre os acoplamentos escalar e vetorial e também entre férmions e bósons nas aproxima-

ções em torno das condições que geram as simetrias de spin e pseudospin. Para bósons, o

aumento ou a diminuição do módulo da amplitude de espalhamento, numa aproximação

de primeira ordem, para um acoplamento vetorial puro ou escalar puro depende desses

potenciais serem atrativos ou repulsivos. Já no caso de férmions, o acoplamento veto-

rial (escalar) puro sempre contribui para diminuir (aumentar) o módulo da amplitude

de espalhamento e da seção de choque independente dos potenciais serem atrativos ou

repulsivos. O potencial coulombiano é o único potencial que fornece solução exata para

a amplitude de espalhamento e também é um dos poucos potenciais que fornece soluções

anaĺıticas para estados ligados. A adição de um acoplamento escalar possibilita encontrar

uma forma fechada para o caso relativ́ıstico tanto para férmions quanto para bósons, sob

determinadas condições e sendo assim o potencial coulombiano constitui um excelente

laboratório para o estudo de soluções anaĺıticas seja para estados de espalhamento ou

para estados ligados. Além disso pela facilidade dos cálculos é uma boa introdução para

o estudo das simetrias de spin e pseudospin.
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