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Resumo

O método de segunda quantização é utilizado para construir o operador espa-

lhamento Ŝ no espaço de Fock, no contexto de Thermofield Dynamics (TFD), para

o campo de Dirac sujeito a um potencial eletromagnético externo dependente do

tempo. Esta descrição é baseada na abordagem construtiva do espaço de Fock, a

qual é aplicada ao sistema original e a seu dual. Seguindo a prescrição de TFD, o

operador Ŝ é utilizado para avaliar o processo de produção de pares elétron-pósitron

à temperatura finita, e uma análise do limiar de produção é feita a partir do cálculo

da probabilidade total de transição.

Palavras Chaves: espaço de Fock; operador espalhamento; Thermofield Dynamics;

produção de pares; tansformações de Bogoliubov; campo fermiônico.

Áreas do conhecimento: 1.05.03.00-5
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Abstract

The second quantization method is used to build the scattering operator Ŝ in

Fock space, in the context of Thermofield Dynamics (TFD), for the Dirac field

subject to an external time-dependent electromagnetic potential. This description

is based on the constructive approach to the Fock space, which is applied to the

original system and to its dual. Following TFD prescription, the operator Ŝ is used

to estimate the process of electron-positron pair production at finite temperature,

and an analysis of the production threshold is done based on the calculation of the

total transition probability.

Key-words: Fock space, scattering operator, Thermofield Dynamics, pair produc-

tion, Bogoliubov transformations, fermion field.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O entendimento das propriedades dos sistemas quânticos possuindo infinitos graus

de liberdade tem sido alvo de atenção em várias áreas da f́ısica teórica. Neste sentido,

o conceito de campos quânticos tem sido usado para tratar problemas de muitos cor-

pos em f́ısica do estado sólido, f́ısica nuclear, f́ısica de altas energias, f́ısica da matéria

condensada, cosmologia etc. A manifesta ção de efeitos térmicos nas diversas áreas

em que são aplicados os métodos de teoria de campos levou ao estabelecimento de

vários formalismos [1]-[19] para tratar campos quânticos à temperatura finita. Um de-

les foi proposto por Matsubara [1], o qual foi constrúıdo a partir da sua observação

acerca da semelhança entre as propriedades da média estat́ıstica e do valor esperado

no vácuo em teoria quântica de campos (TQC), possibilitando-o interpretar o tempo

como uma quantidadeimaginária inversamente proporcional à temperatura. Nesta

abordagem, que foi chamada de formalismo de tempo imaginário, as propriedades

f́ısicas podem ser calculadas com o uso das regras de Feynman. No entanto, algu-

mas dificuldades se apresentaram no desenvolvimento deste formalismo, especial-

mente nas diversas situações em que se fazia necessário o tratamento de processos

dependentes do tempo e da temperatura simultaneamente, ou seja, na descrição de

processos fora do equiĺıbrio.

Tentativas foram feitas no sentido de se construir um formalismo de tempo real.

Uma das que obteve grande êxito foi o formalismo estabelecido por Schwinger e

Keldysh [3, 4] . Demonstrou-se sua equivalência com o formalismo de Matsubara,

mas algumas dificuldades que este último apresentava se mantiveram, a exemplo

do tratamento da quebra espontânea de simetria. Apesar do formalismo de tempo

real estar sendo aplicado a situações de não equiĺıbrio, ele tem se mostrado mais

conveniente para tratar estados estacionários.

Em 1975, Takahashi e Umezawa [13] , motivados pelo trabalho de Matsubara [1],

apresentaram um formalismo de operadores, que foi intitulado “Thermofield Dy-

namics” (TFD), onde a operação de traço realizada no cálculo da média estat́ıstica
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foi substitúıda pelo valor esperado em um vácuo térmico (estado puro). Nesta abor-

dagem, os efeitos de temperatura são introduzidos a partir do conceito de estado

térmico. Estes estados são criados por transformações de Bogoliubov e são represen-

tados por vetores de estado que formam um espaço vetorial, e a cada vetor (estado

térmico) deste espaço corresponde uma situação térmica (temperatura). Para esta

construção foi necessário introduzir a duplicação do espaço de Hilbert do sistema,

mas diferente da duplicação que foi introduzida no formalismo de Schwinger-Keldysh

[13, 27]. O formalismo de TFD estendeu todas as propriedades de operadores em TQC

a T = 0, mas agora para um sistema com graus de liberdade dobrados. Assim, as

relações básicas da TQC à temperatura zero (as equações de movimento de Heisen-

berg e as relações de comutação canônicas para os operadores de campo) continuam

valendo em TFD [23], acrescidas de uma condição subsidiária para o estado de vácuo

térmico [24, 25], estabelecida pelos operadores de criação e aniquilação de part́ıculas

f́ısicas. Com isso, os cálculos perturbativos são análogos aos cálculos à temperatura

zero, sendo posśıvel estabelecer uma fórmula de Wick [26] para o ordenamento nor-

mal de operadores, e as regras diagramáticas de Feynman [14, 24], [28]-[31] também são

aplicáveis. No entanto, vários desenvolvimentos da TQC à temperatura zero ainda

não foram abordados no contexto de TFD, a exemplo do formalismo de operador

espalhamento no espaço de Fock, o qual será nosso objeto de estudo.

Alguns aspectos das relações entre TFD e outras abordagens da TQC à tempe-

ratura finita têm sido analisados e já são melhor entendidos [12]-[19],[23, 32]. Além

disso, muitos outros avanços foram obtidos e aplicações têm sido objeto de estudo

desde que o formalismo de TFD foi proposto, em 1975. A equivalência entre TFD

e a abordagem via álgebra-C* da mecânica estat́ıstica [15] inaugurou uma linha de

pesquisa sobre seus aspectos algébricos e suas consequências [33]-[36]. Foram também

apresentados outros desenvolvimentos, dentre eles: teoria de renormalização [38, 39,

40]; teorema de equivalência e extensão às teorias de gauge [15, 39]; comportamento a

baixas temperaturas [41]; formulação na representação de interação [17, 42]; formulação

fora do equiĺıbrio e sistemas dissipativos [25], [43]-[47]; perturbativo [37, 48, 49]; método

funcional [50, 51] etc. Com isso, suas aplicações têm atingido diversas áreas da f́ısica:

relatividade geral e cosmologia, f́ısica nuclear, matéria condensada, óptica quântica,

cromodinâmica quântica etc.

Neste trabalho, construiremos o operador espalhamento no espaço de Fock para

TFD através do método de segunda quantização, o qual permite escrever uma teo-

ria de muitas part́ıculas (no espaço de Fock) a partir da teoria de uma part́ıcula

(no espaço de Hilbert). Para tanto, inicialmente descreveremos aspectos gerais do

método de segunda quantização estendido ao formalismo de TFD, o qual requer um

espaço de Fock duplicado. Esta descrição será baseada na abordagem construtiva
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do espaço de Fock, apresentada por Scharf et al [56], a qual foi usada na construção

do operador espalhamento na formulação de segunda quantização [56]-[58] e aplicada

no estudo de diversos aspectos nos problemas de campo externo em eletrodinâmica

quântica [59]-[63]. Em seguida, aplicaremos este método ao campo de Dirac duplicado

(campo original e seu dual) sujeito a um campo eletromagnético externo. Con-

siderando campos externos dependentes do tempo, construiremos explicitamente

o operador espalhamento no espaço de Fock de TFD a partir do operador espa-

lhamento no espaço de Hilbert duplicado, o qual é definido a menos de uma fase, que

está associada à transição vácuo térmico-vácuo térmico. Como aplicação, avaliare-

mos a produção de pares elétron-pósitron num campo eletromagnético, calculando a

probabilidade total de transição do estado de vácuo térmico para o estado de pares

à temperatura finita.

Este texto está organizado da seguinte forma. Uma breve revisão de “Ther-

mofield Dynamics” será feita no Caṕıtulo 1, onde apresentaremos seus elementos

essenciais para os desenvolvimentos subseqüentes. O método de segunda quantização

e a construção do operador espalhamento para o campo original e seu dual num

campo eletromagnético externo serão apresentados separadamente nos Caṕıtulos 2

e 3. A construção do operador espalhamento no espaço de Fock duplicado e e

sua aplicação ao processo deprodução de pares elétron-pósitron num campo eletro-

magnético externo à temperatura finita comporão o Caṕıtulo 4. Nas Considerações

Finais, comentaremos sucintamente os pontos abordados no desenvolvimento deste

trabalho e apresentaremos algumas novas questões que poderão ser tratadas em estu-

dos futuros. Algumas discussões e demonstrações adicionais compõem os Apêndices,

de forma a não comprometer a continuidade do texto apresentado.
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Caṕıtulo 2

“Thermofield Dynamics”

Neste caṕıtulo apresentaremos um resumo de TFD contendo os principais elementos

que faremos uso nos caṕıtulos subseqüentes. Na Seção 1.2, apresentaremos consi-

derações gerais e os elementos básicos para a construção do formalismo; na Seção

1.3 aplicaremos a idéia desenvolvida na seção anterior, para os osciladores bosônico

e fermiônico. A extensão para os campos bosônico e fermiônico livres é feita na

Seção 1.4, onde apresentamos como exemplo o cálculo da função de Green de dois

pontos à temperatura finita para o campo bosônico.

2.1 Considerações Gerais

O formalismo de TFD [13] foi constrúıdo de forma que as médias estat́ısticas sejam

expressas como valores esperados em um vácuo |0(β)〉 dependente da temperatura,

ou seja,

〈〈F 〉〉 =
1

Z(β)
Tr [e−βHF] = 〈0(β)|F |0(β)〉 , (2.1)

onde 〈〈〉〉 denota a média estat́ıstica, H é o hamiltoniano do sistema e Z(β) é a

função de partição

Z(β) = Tr [e−βH ] , (2.2)

com β = (kBT )−1. Sendo assim, podemos escrever

〈0(β)|F |0(β)〉 =
1

Z(β)

∑
n

〈n|F |n〉 e−βEn , (2.3)

onde

H |n〉 = En |n〉 (2.4)

〈m|n〉 = δmn . (2.5)

Se adotamos a expansão do estado |0(β)〉 em termos dos autoestados de energia |n〉,

|0(β)〉 =
∑

n

fn(β) |n〉 , (2.6)

4



como é feito na teoria quântica usual, vemos que a igualdade (2.3) será satisfeita se

os coeficientes fn(β) possuirem a propriedade de ortogonalidade

f ∗n(β) fm(β) =
1

Z(β)
e−βEn δmn . (2.7)

Então, os fn(β) não podem ser números, mas devem ser vetores. Assim, o estado

|0(β)〉 é um vetor de um espaço que é expandido pelo produto dos vetores |n〉 e

fn(β). Isto significa que o espaço de Fock original é inadequado para tratar sistemas

térmicos na representação de TFD.

Para construir essa representação, vamos introduzir um sistema adicional “idênti-

co” ao sistema dinâmico original, que chamaremos de sistema dual, de forma que

os vetores fn(β) pertenç am ao espaço que é gerado pelos autoestados do operador

hamiltoniano deste novo sistema∗. Este sistema é caracterizado pelo hamiltoniano

H̃ e seus autoestados |ñ〉, tal que

H̃ |ñ〉 = En |ñ〉 (2.8)

〈m̃|ñ〉 = δmn . (2.9)

Os autovalores de energia En que aparecem na equação acima são, por definição,

iguais àqueles da equação de autovalores para o sistema original, (2.4).

A equação (2.7) nos permite propor que os vetores fn(β) sejam definidos como

fn(β) =
1

Z(β)
1
2

e−βEn/2 |ñ〉 , (2.10)

de modo que a expansão (2.6) para o estado |0(β)〉 fica dada por

|0(β)〉 =
1

Z(β)
1
2

∑
n

e−βEn/2 |n, ñ〉 , (2.11)

onde

|n, m̃〉=̂|n〉 ⊗ |m̃〉 ≡ |n〉 ⊗ 〈m| . (2.12)

Note que os vetores que expandem o estado |0(β)〉 são aqueles que resultam do

produto direto de vetores com os mesmos autovalores de energia e, portanto, existe

um estado formado pelo produto direto dos vácuos |0〉 e |0̃〉,

|0〉〉=̂|0, 0̃〉 = |0〉 ⊗ |0̃〉 = |0〉 ⊗ 〈0| , (2.13)

que chamaremos de vácuo duplicado. Para que a igualdade (2.3) seja satisfeita, o

operador F deve agir somente no seu espaço correspondente, ou seja,

〈m̃′, n′|F |n, m̃〉 = 〈n′|F |n〉 〈m̃′|m̃〉
= 〈n′|F |n〉 δm′m , (2.14)

∗Todas as quantidades associadas ao sistema dual serão escritas com “til”.
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o que caracteriza a independência dos dois sistemas. Com esta motivação, podemos

introduzir os operadores F̃ associados ao sistema dual, de forma que

〈m̃′, n′|F̃ |n, m̃〉 = 〈n′|n〉 〈m̃′|F̃ |m̃〉
= 〈m̃′|F̃ |m̃〉 δn′n . (2.15)

Assim, podemos definir a ação dos operadores F , F̃ sobre um estado arbitrário |ψ〉
do espaço estendido, ao qual pertence |0(β)〉, como

F |ψ〉 = F |φ, φ̃〉 = [F |φ〉]⊗ |φ̃〉 = [F |φ〉]⊗ 〈φ| , (2.16)

F̃ |ψ〉 = F̃ |φ, φ̃〉 = |φ〉 ⊗
[
F̃ |φ̃〉

]
= |φ〉 ⊗

[
〈φ|F †] , (2.17)

o que corresponde a escrever

F =̂ F ⊗ 1 = FR ⊗ 1 , (2.18)

F̃ =̂ 1⊗ F̃ = 1⊗ F †
L , (2.19)

onde R significa que o operador age à direita e L à esquerda. Portanto, os operadores

til estão associados a uma representação antiunitária.

A seguir, apresentaremos o estudo de sistemas de osciladores bosônico e fermiônico

no contexto de TFD. Apesar da simplicidade dos sistemas, tais resultados serão úteis

no tratamento de campos à temperatura finita.

2.2 Osciladores Harmônicos em TFD

Nesta seção aplicaremos o formalismo de TFD a osciladores bosônico e fermiônico.

Este estudo mostrará que o processo de termalização é implementado por uma trans-

formação de Bogoliubov dependente da temperatura. No que segue, apresentaremos

simultaneamente os dois casos.

Um oscilador de freqüência ω é descrito pelo hamiltoniano

H = ω a†a , (~ = 1) (2.20)

sendo a† o operador de criação e a o operador de aniquilação, os quais satisfazem a

álgebra

[a, a†]± = 1 ,

[a, a]± = 0 , (2.21)
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onde (+) significa anticomutação, para o caso de férmions, e (−) comutação, para

bósons. O estado de vácuo |0〉 do sistema é definido de forma que

a |0〉 = 0 ,

(a†)n |0〉 = (n!)
1
2 |n〉 , (2.22)

a |n〉 = n
1
2 |n− 1〉 .

Além disto, devido ao prinćıpio de exclusão de Pauli para férmions, temos

(a†)2 |0〉 = a† |1〉 = 0 , (2.23)

o que próıbe a existência de estados com n ≥ 2. Portanto, deveremos ter

n = 0, 1 para férmions,

n = 0, 1, 2, ... para bósons. (2.24)

Os estados |n〉 são ortonormalizados , isto é,

〈m|n〉 = δmn , (2.25)

e podemos definir o operador hermitiano

N = a†a , (2.26)

tal que

N |n〉 = n |n〉 . (2.27)

Este operador é interpretado como operador número e seus autovalores são números

inteiros não negativos, os quais determinam os ńıveis de energia (nω) do oscilador.

Se, por exemplo, os operadores a† e a descrevem férmions, como no caso do campo

de Dirac, |n〉 é um estado de n férmions. Assim,

H |n〉 = En |n〉 = nω |n〉 . (2.28)

Como vimos na seção anterior, para que possamos construir o estado térmico

|0(β)〉 e implementar a proposta do formalismo TFD, devemos introduzir um sistema

dual (til). Tal sistema é obtido seguindo as regras de conjugação til

˜(cA+B) = c∗Ã+ B̃ ,

ÃB = Ã B̃ ,

Ã† = (Ã)† , (2.29)

(̃Ã) = A ,

|̃0〉〉 = |0〉〉 .
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A primeira regra estabelece uma mapeamento antilinear do espaço original no espaço

dual; a segunda garante que o mapeamento de operadores compostos seja feito um-

a-um, como, por exemplo, o operador número N = a†a→ Ñ = ã†ã. Sendo assim, o

sistema dual (til) fica descrito pelo hamiltoniano

H̃ = ω ã†ã , (~ = 1) (2.30)

onde os autovalores de energia ω são idênticos àqueles do sistema original, e cujos

operadores de criação e aniquilação satisfazem a mesma álgebra

[ã, ã†]± = 1 ,

[ã, ã]± = 0 . (2.31)

Além disso, a independência dos sistemas original e seu dual é expressa pelas relações

[13]

[a, ã]± = [a, ã†]± = 0 . (2.32)

Analogamente ao sistema original, o vácuo |0̃〉 é tal que

ã |0̃〉 = 0 ,

(ã†)n |0̃〉 = (n!)
1
2 |ñ〉 , (2.33)

ã |ñ〉 = n
1
2 |ñ− 1〉 ,

e

(ã†)2 |0̃〉 = ã† |1̃〉 = 0 (férmions) , (2.34)

e definimos o operador número como

Ñ = ã†ã ,

Ñ |ñ〉 = n |ñ〉 , (2.35)

cujos autovalores n são idênticos aos autovalores do operador N .

As definições (2.18), (2.19) estão em acordo com o fato dos operadores a e ã

anularem o vácuo duplicado, ou seja,

a |0, 0̃〉 = [a |0〉]⊗ |0̃〉 = [a |0〉]⊗ 〈0| = 0 ,

ã |0, 0̃〉 = |0〉 ⊗
[
ã |0̃〉

]
= |0〉 ⊗

[
〈0| a†

]
= 0 , (2.36)

Os vetores |n, ñ〉 que expandem o estado térmico |0(β)〉, de acordo com (2.22) e

(2.33), podem ser escritos como

|n, ñ〉 = |n〉 ⊗ |ñ〉 = (n!)−
1
2 (a†)n |0〉 ⊗ (n!)−

1
2 (ã†)n |0̃〉

=
1

n!
(a†)n (ã†)n|0〉〉 (2.37)
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e um estado genérico |n, m̃〉 seria

|n, m̃〉 =
1√
n!m!

(a†)n (ã†)m|0〉〉 , (2.38)

onde |0〉〉 é definido por (2.13). Assim, podemos escrever o estado |0(β)〉, represen-

tado em (2.11 ), como

|0(β)〉 =
1√
Z(β)

∑
n

e−βEn/2|n, ñ〉

=
1√
Z(β)

∑
n

e−βnω/2 1

n!
(a†)n(ã†)n|0〉〉 . (2.39)

Para o caso fermiônico (n = 0, 1), esta expressão se reduz a

|0(β)〉F =
1√
ZF (β)

[|0, 0̃〉+ e−βω/2|1, 1̃〉]

=
1√
ZF (β)

[1 + e−βω/2 a† ã†] |0〉〉 . (2.40)

Exigindo a ortonormalidade deste estado, teremos

1 =F 〈0(β)|0(β)〉F =
1

ZF (β)
[1 + e−βω] , (2.41)

ou seja, a função de partição para férmions resulta em

ZF (β) = 1 + e−βω . (2.42)

A expressão (2.39) determina o estado |0(β)〉 para bósons, com n = 0, 1, 2, ..., isto

é,

|0(β)〉B =
1√
ZB(β)

∞∑
n=0

e−βnω/2 1

n!
(a†)n(ã†)n|0〉〉 . (2.43)

Assim, da propriedade de ortonormalidade obtemos

1 = B〈0(β)|0(β)〉B =
1

ZB(β)

∞∑
m,n=0

〈m̃,m|e−βω(m+n)/2|n, ñ〉

=
1

ZB(β)

∞∑
n=0

e−βωn .

Usando a soma da série geométrica

∞∑
n=0

xn =
1

1− x
, (2.44)
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teremos para a função de partição bosônica

ZB(β) =
1

1− e−βω
. (2.45)

As médias estat́ısticas do operador número N ,

〈〈N〉〉 = 〈0(β)| a†a |0(β)〉 , (2.46)

podem ser calculadas usando os estados |0(β)〉 para os sitemas fermiônico (2.40) e

bosônico (2.43), resultando em

〈〈N〉〉F =
1

eβω + 1
=̂fF (ω) , (2.47)

〈〈N〉〉B =
1

eβω − 1
=̂fB(ω) , (2.48)

onde fF (ω) e fB(ω) são, respectivamente, as distribuições de Fermi-Dirac e Bose-

Einstein.

Uma outra forma de obtermos o estado |0(β)〉, (2.39), é realizar uma trans-

formação unitária U sobre o vácuo duplicado |0〉〉,

|0(β)〉 = U(β) |0〉〉=̂ei G(β) |0〉〉 , (2.49)

onde†

G(β) = i θ(β) (ãa− a†ã†) , (2.50)

e, portanto,

U(β)† = U(β)−1 . (2.51)

Tomando a transformação (2.49) como a definição do estado |0(β)〉 e expandindo a

exponencial, podemos mostrar que ‡

|0(β)〉F = [uF (β) + vF (β) a†ã†] |0〉〉 , (2.52)

|0(β)〉B = [uB(β)]−1 exp{tB(β) a†ã†} |0〉〉 , (2.53)

com

uF (β) = cos θ(β) = (1 + e−βω)−
1
2 ,

vF (β) = sin θ(β) = (1 + eβω)−
1
2 , (2.54)

tF (β) = tan θ(β) = e−βω/2 ,

†Transformações canônicas lineares de dois modos podem ser produzidas por 10 geradores in-
dependentes [54]. No entanto, quatro deles acrescentam um fator de fase à invariância do vácuo;
outros quatro são, na verdade, geradores de estados comprimidos de um modo; os dois restantes
possuem uma forma similar. Dentre estes últimos, fizemos a mesma escolha que Takahashi e
Umezawa [16], a qual é expressa em (2.50). O outro gerador é G′ = θ(β)[ã a + a†ã†].

‡Esta demonstração está apresentada no Apêndice A1.

10



u2
F (β) + v2

F (β) = 1 , (2.55)

e

uB(β) = cosh θ(β) = (1− e−βω)−
1
2 ,

vB(β) = sinh θ(β) = (eβω − 1)−
1
2 , (2.56)

tB(β) = tanh θ(β) = e−βω/2 ,

u2
B(β)− v2

B(β) = 1 . (2.57)

Das definições (2.54) e (2.56), podemos ver que v2
F (β) e v2

B(β) são respectivamente,

as distribuições fermiônica fF (ω), (2.47), e bosônica fB(ω), (2.48).

Usando a transformação U(β), podemos introduzir os operadores de criação e

aniquilação dependentes da temperatura§

a(β) = U(β) aU(β)† = u(β) a− v(β) ã† , (a)

a†(β) = U(β) a† U(β)† = u(β) a† − v(β) ã , (b)

ã(β) = U(β) ã U(β)† = u(β) ã− σ v(β) a† , (c)

ã†(β) = U(β) ã† U(β)† = u(β) ã† − σ v(β) a , (d) (2.58)

as quais tem como inversas as expressões

a = U(β) a(β)U(β)† = u(β) a(β) + v(β) ã†(β) ,

a† = U(β) a†(β)U(β)† = u(β) a†(β) + v(β) ã(β) ,

ã = U(β) ã(β)U(β)† = u(β) ã(β) + σ v(β) a†(β) ,

ã† = U(β) ã†(β)U(β)† = u(β) ã†(β) + σ v(β) a(β) , (2.59)

onde estamos usando σ = −1 para férmions e σ = 1 para bósons. O conjunto

de expressões (2.58) define a conhecida transformação de Bogoliubov térmica, e o

conjunto (2.59) a sua inversa. Devido à unitariedade da tranformação U(β), a

estrutura algébrica dos operadores a, a† do sistema original é preservada, ou seja,

os operadores termalizados satisfazem a mesma álgebra

[a(β), a†(β)]± = 1 ,

[ã(β), ã†(β)]± = 1 , (2.60)

com os demais comutadores nulos.

§A demonstração da segunda igualdade das expressões (2.58) é feita no Apêndice A2.
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O estado |0(β)〉 desempenha o papel de vácuo, já que é anulado pelos operadores

de destruição dependentes da temperatura. De fato,

a(β)|0(β)〉 = U(β)aU(β)† U(β)|0〉〉 = U(β)a |0〉〉
= U(β)[a |0〉 ⊗ |0̃〉] = 0 , (2.61)

ã(β)|0(β)〉 = U(β)ãU(β)† U(β)|0〉〉 = U(β)ã |0〉〉
= U(β)[|0〉 ⊗ ã |0̃〉] = 0 . (2.62)

Entretanto, tal estado não é anulado pelos operadores a e ã, pois é uma combinação

de estados multipares (aã), como mostra a equação (2.39). Neste sentido, |0(β)〉 é

um estado térmico para os operadores a e ã . Para os operadores térmicos, ele é um

estado puro, e por isto é chamado de vácuo térmico. Outros estados térmicos podem

ser constrúıdos a partir da atuação sucessiva dos operadores de criação a†(β), ã†(β)

sobre o vácuo térmico |0(β)〉, ou seja,

|0(β)〉 , a†(β)|0(β)〉 , ã†(β)|0(β)〉 , ..., [a†(β)]n[ã†(β)]m|0(β)〉 , ... (2.63)

com n,m dados por (2.24). Estes estados não são autoestados do hamiltoniano

H do sistema f́ısico. No entanto, podemos introduzir o hamiltoniano total Ĥ, que

descreve o sistema duplicado,

Ĥ = H − H̃ = H ⊗ 1− 1⊗ H̃

= ω (a†a− ã†ã) , (2.64)

cujos autovalores são

Ĥ|0(β)〉 = 0 ,

Ĥ[a†(β)]m[ã†(β)]n|0(β)〉 = (m− n)ω [a†(β)]m[ã†(β)]n|0(β)〉 . (2.65)

A transformação de Bogoliubov inversa (2.59) é útil pois as médias a serem cal-

culadas no vácuo térmico envolverão combinações dos operadores a e a†, por se

tratarem de observáveis do sistema f́ısico. Um exemplo disso é o operador número

N . Sua média estat́ıstica é dada por

n(β) = 〈〈N〉〉 = 〈0(β)| a†a |0(β)〉
= 〈0(β)| [u(β) a†(β) + v(β) ã(β)] [u(β) a(β) + v(β) ã†(β)] |0(β)〉
= v2(β) . (2.66)

A transformação de Bogoliubov (2.58) pode ser escrita na forma matricial se

introduzimos uma notação de dubleto,

Aa =

(
A1

A2

)
=

(
A

Ã†

)
,

Āa =
(
Ā1 Ā2

)
=
(
A −σÃ†

)
, (2.67)
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é que é a forma mais adequada para tratar sistemas com infinitos graus de liberdade,

onde σ é definido como em (2.59). Assim, as equações (2.58a) e (2.58d) podem ser

resumidas em (
a(β)

ã†(β)

)
= B(β)

(
a

ã†

)
, (2.68)

onde B(β) é a matriz de Bogoliubov, definida como

B(β) =

(
u(β) −v(β)

−σ v(β) u(β)

)
, (2.69)

de forma que sua inversa é

B−1(β) =

(
u(β) v(β)

σ v(β) u(β)

)
, (2.70)

e B†(β) = Bt(β), onde t denota a operação de transposição matricial.

O dubleto conjugado de (2.67) tem sido definido por alguns autores de formas

diferentes. Na construção que apresentaremos mais adiante, usaremos requisitos

f́ısicos para estabelecer sua definição.

Na próxima seção trataremos campos livres no contexto de TFD, seguindo o

formalismo apresentado nas duas últimas seções.

2.3 Campos Livres

Os campos livres admitem soluções expandidas em termos dos operadores de criação

a† e de aniquilação a, ou seja, admitem a decomposição dos operadores de campo em

partes de freqüência negativa e positiva. Então, é razoável pensar que o tratamento

de campos térmicos possa ser feito seguindo o formalismo constrúıdo anteriormente.

Sendo assim, devemos introduzir campos associados (duais) aos campos originais

e os efeitos de temperatura seriam incorporados através de uma transformação de

Bogoliubov entre os campos original e seu dual. Além disso, os exemplos que foram

apresentados sugerem que é posśıvel construir o formalismo lagrangiano e hamiltoni-

ano da teoria. Seguindo essa idéia, apresentaremos a seguir elementos de TFD para

o campo de Dirac, que serão necessários para a construção que faremos em caṕıtulos

posteriores, e para o campo de Klein-Gordon, que usaremos como um exemplo de

aplicação desse formalismo.
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2.3.1 Campo Escalar Complexo

Seja um sistema f́ısico descrito pelo operador densidade lagrangiana L(x), função

dos operadores de campo ϕ(x) e ϕ†(x), e suas derivadas ∂µϕ(x) e ∂µϕ
†(x)

L(x) = L(ϕ†(x), ϕ(x)) . (2.71)

Para que os efeitos de temperatura possam ser levados em conta, devemos introduzir

um campo ϕ̃(x) dual a ϕ(x), seguindo as regras de conjugação til apresentadas em

(2.29). Estas regras estabelecem que o operador densidade lagrangiana L̃(x) para o

campo dual ϕ̃(x) fica dado por

L̃(x) = ˜L(ϕ†(x), ϕ(x)) = L∗(ϕ̃†(x)∗, ϕ̃(x)∗) . (2.72)

A descrição do sistema duplicado, composto pelo sistema original e seu dual, é

determinada pelo operador densidade lagrangiana total

L̂(x) = L(x)− L̃(x) , (2.73)

e, em acordo com esta definição, sua evolução é estabelecida pelo hamiltoniano total

Ĥ = H − H̃ , (2.74)

que corresponde a (2.64) em ńıvel de operadores de criação e aniquilação.

Suponhamos que o campo original seja o operador campo escalar (bosônico)

φ(x), descrito pelo operador densidade lagrangiana

Lφ(x) = ∂µφ(x) ∂µφ(x)−m2φ2(x) , (2.75)

então sua dinâmica é determinada pela equação de Klein-Gordon

(∂µ∂
µ +m2)φ(x) = 0 , (2.76)

que tem como solução o operador de campo

φ(x) =
1

(2π)3/2

∫
d3p√
2Ep

[a(p) e−ip·x + a†(p) eip·x]

=̂ φ+(x) + φ−(x) , (2.77)

onde Ep = +(p2 +m2)1/2, e a†(p) e a(p) são conjuntos de operadores de criação e

aniquilação que satisfazem às relações de comutação

[a(p), a†(p′)]− = δ(p− p′) ,

[a(p), a(p′)]− = [a†(p), a†(p′)]− = 0 , (2.78)
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Seguindo a prescrição de TFD, devemos introduzir o campo dual

φ̃(x) =
1

(2π)3/2

∫
d3p√
2Ep

[ã(p) eip·x + ã†(p) e−ip·x]

=̂ φ̃−(x) + φ̃+(x) , (2.79)

de forma que os operadores de criação ã†(p) e aniquilação ã(p) satisfaçam as mesmas

relações de comutação (2.78), ou seja,

[ã(p), ã†(p′)]− = δ(p− p′) ,

[ã(p), ã(p′)]− = [ã†(p), ã†(p′)]− = 0 , (2.80)

e

[a(p), ã†(p′)]− = 0 . (2.81)

As relações (2.78) e (2.80) levam os operadores de campo a satisfazerem as relações

algébricas dadas por

[φ(x), φ†(x′)]− = δ(x− x′) ,

[φ̃(x), φ̃†(x′)]− = δ(x− x′) , (2.82)

[φ(x), φ̃†(x′)]− = 0 ,

com demais comutadores nulos.

No contexto de teoria quântica de campos usual (à temperatura zero), quanti-

dades f́ısicas podem ser calculadas tomando-se o valor esperado no vácuo (do sistema

f́ısico) dos operadores que as representam. Quando desejamos tratar com campos

térmicos, devemos tomar o valor esperado dos mesmos operadores (ou seja, aqueles

associados ao sistema f́ısico à temperatura zero), mas agora no vácuo térmico |0(β)〉,
o que corresponderia a calcular sua média estat́ıstica. Sendo assim, tal cálculo deverá

envolver a transformação de Bogoliubov inversa, de forma análoga àquele realizado

para o operador número N , (2.66). No entanto, para o caso de campos, o valor es-

perado é determinado de forma mais apropriada se escrevemos essas transformações

na forma matricial, estendendo a notação de dubleto, definida em (2.67), para os

campos φ(x) e φ̃(x). Então, para o campo de Klein-Gordon teremos o dubleto

Φ(x) =̂ φµ(x) =

(
φ1(x)

φ2(x)

)
=

(
φ(x)

φ̃†(x)

)
=

=
1

(2π)3/2

∫
d3p√
2Ep

[(
a(p)

ã†(p)

)
e−ip·x +

(
a†(p)

ã(p)

)
eip·x

]
. (2.83)
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O dubleto conjugado a Φ(x) será

[Φ‡(x)]t =̂

(
φ†(x)

−φ̃(x)

)
=

(
φ(x)

−φ̃†(x)

)
=

=
1

(2π)3/2

∫
d3p√
2ωp

[(
a(p)

−ã†(p)

)
e−ip·x +

(
a†(p)

−ã(p)

)
eip·x

]
(2.84)

onde definimos

Φ‡ =̂ (φ† , σφ̃) , (2.85)

e adotamos σ = −1.

Como os campos envolvem infinitos modos, a transformação unitária U(β) que

produz o vácuo térmico |0(β)〉 a partir do vácuo duplicado |0〉〉,

|0(β)〉 = UB(β) |0〉〉 = eiGB(β) |0〉〉 , (2.86)

será determinada pelo gerador

GB(β) = i

∫
d3p θp(β) [ã(p)a(p)− a†(p)ã†(p)] , (2.87)

que dará origem à transformação de Bogoliubov

a(p; β) = eiGB(β) a(p) e−iGB(β) = cosh θp(β) a(p)− senhθp(β) ã†(p) ,

a†(p; β) = eiGB(β) a†(p) e−iGB(β) = cosh θp(β) a†(p)− senhθp(β) ã(p) ,

ã(p; β) = eiGB(β) ã(p) e−iGB(β) = cosh θp(β) ã(p)− senhθp(β) a†(p) ,

ã†(p; β) = eiGB(β) ã†(p) e−iGB(β) = cosh θp(β) ã†(p)− senhθp(β) a(p) ,(2.88)

que na forma matricial pode ser escrita como(
a(p; β)

ã†(p; β)

)
= Bp(β)

(
a(p)

ã†(p)

)
, (2.89)

onde

Bp(β) =

(
cosh θp(β) −senhθp(β)

−senhθp(β) cosh θp(β)

)
. (2.90)

Como um exemplo de aplicação de TFD ao campo de Klein-Gordon, apresentare-

mos a função de Green de dois pontos à temperatura finita, definida por

∆µν
β (x− y) = 〈0(β)|T{Φ(x)Φ‡(y)}|0(β)〉 , (2.91)

onde Φ e Φ‡ são os dubletos dados, respectivamente, por (2.83) e (2.85). A trans-

formada de Fourier desta função de Green térmica é definida como

∆µν
β (x− y) =

1

(2π)4

∫
d4p e−ip·(x−y) ∆µν

β (p)

=
1

(2π)4

∫
d4p e−ip·(x−y) [B−1

p (β) ∆0(p)Bp(β)]µν . (2.92)
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A função de Green correspondente ao dubleto à temperatura zero, ou seja, calculada

no vácuo duplicado |0〉〉, é escrita como

∆µν
0 (x− y) = 〈〈0|T{Φ(x)Φ‡(y)}|0〉〉

= 〈〈0|

[
T{φ(x)φ(y)} −T{φ(x)φ̃(y)}
T{φ̃(x)φ(y)} −T{φ̃(x)φ̃(y)}

]
|0〉〉

= 〈〈0|

[
T{φ(x)φ(y)} 0

0 −T{φ̃(x)φ̃(y)}

]
|0〉〉

=

[
〈0|T{φ(x)φ(y)}|0〉 0

0 −〈0̃|T{φ̃(x)φ̃(y)}|0̃〉

]
. (2.93)

Os elementos da diagonal secundária se anulam pois os operadores do campo dual e

do campo original comutam, fazendo com que os operadores de aniquilação anulem

no vácuo à direita e os de criação no vácuo à esquerda. Assim,

∆µν
0 (x− y) =

1

(2π)4

∫
d4p e−ip·(x−y)

[
i

p2−m2+iε
0

0 −i
p2−m2−iε

]
(2.94)

e, portanto,

∆µν
β (p) = B−1

p (β)

[
i

p2−m2+iε
0

0 −i
p2−m2−iε

]
Bp(β) . (2.95)

Como pode ser visto na expressão (2.94), ∆22
0 (p) é a função de Green avançada à

temperatura zero. Usando a definição (2.90) para a matriz de Bogoliubov Bp(β) ,

as componentes ∆µν
β (p) serão

∆11
β (p) =

i

p2 −m2 + iε
+ 2π n(p) δ(p2 −m2) ,

∆22
β (p) =

−i
p2 −m2 − iε

+ 2π n(p) δ(p2 −m2) ,

∆12
β (p) = ∆21

β (p) = 2π [n(p) + n2(p)]1/2 δ(p2 −m2) . (2.96)

A função de Green que deve ser usada para tratar as propriedades do sistema

bosônico térmico é a componente ∆11
β (p), já que os operadores til não descrevem

variáveis f́ısicas. Os elementos da diagonal formam a função de Green introduzida

no formalismo de Schwinger-Keldysh.

2.3.2 Campo de Dirac

Consideremos, agora, o campo fermiônico ψ(x), que satisfaz a equação de Dirac

[i γµ∂µ −m] ψ(x) = 0 , (2.97)
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onde γ0 = β e γi = βαi (i = 1, 2, 3) são as matrizes 4x4 de Dirac. A solução desta

equação, escrita em termos dos operadores de criação e aniquilação, é dada por

ψ(x) =
1

(2π)3/2

∑
s

∫
d3p

(
m

Ep

)1/2

[bs(p)us(p) e−ip·x + d†s(p) vs(p) eip·x] , (2.98)

onde us(p) e vs(p) são os espinores de Dirac, p é o trimomento dos modos criados

por b†s(p) e d†s(p), e a soma é realizada sobre os estados de spin. Os operadores

bs(p), b†s(p), associados ao espectro de freqüência positiva, correspondem à part́ıcula

e ds(p), d†s(p), associados ao espectro de freqüência negativa, à antipart́ıcula.

O operador de campo conjugado a ψ(x) é

ψ†(x) =
1

(2π)3/2

∑
s

∫
d3p

(
m

Ep

)1/2

[b†s(p)u†s(p) eip·x + ds(p) v†s(p) e−ip·x] . (2.99)

Com o objetivo de aplicar o formalismo de TFD [55], introduzimos os campos

duais ψ̃(x) e ψ̃†(x), definidos por

ψ̃(x) =
1

(2π)3/2

∑
s

∫
d3p

(
m

Ep

)1/2

[b̃s(p)u†s(p) eip·x + d̃†s(p) v†s(p) e−ip·x] , (2.100)

e

ψ̃†(x) =
1

(2π)3/2

∑
s

∫
d3p

(
m

Ep

)1/2

[b̃†s(p)us(p) e−ip·x + d̃s(p) vs(p) eip·x] . (2.101)

Os operadores de campo e seus duais satisfazem as relações de anticomutação [13][
ψ(x), ψ†(x′)

]
+

= δ(x− x′) ,[
ψ̃(x), ψ̃†(x′)

]
+

= δ(x− x′) ,[
ψ(x), ψ̃†(x′)

]
+

= 0 , (2.102)

desde que os operadores de criação e aniquilação de part́ıcula e antipart́ıcula sa-

tisfaçam a [
bs(p), b†s′(p

′)
]

+
= [ds(p), d†s′(p

′)]+ = δss′ δ(p− p′) ,[
b̃s(p), b̃†s′(p

′)
]

+
= [d̃s(p), d̃†s′(p

′)]+ = δss′ δ(p− p′) , (2.103)

com os demais anticomutadores nulos.

O vácuo duplicado |0〉〉 é anulado pelos operadores de aniquilação bs(p), ds(p)

b̃s(p), d̃s(p). A partir da transformação unitária

UF (β) = eiGF (β) = ei[G(+)(β)+G(−)(β)] , (2.104)
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onde

G(+)(β) = i
∑

s

∫
d3p θ(+)

p (β) [b̃s(p)bs(p)− b†s(p)b̃†s(p)] , (2.105)

G(−)(β) = i
∑

s

∫
d3p θ(−)

p (β) [d̃s(p)ds(p)− d†s(p)d̃†s(p)] , (2.106)

construimos o vácuo térmico

|0(β)〉 = eiGF (β) |0〉〉 , (2.107)

e as transformações de Bogoliubov

bs(p; β) = eiGF (β) bs(p) e−iGF (β) = eiG(+)(β) bs(p) e−iG(+)(β)

= cos θ(+)
p (β) a(p)− senθ(+)

p (β) ã†(p)

ds(p; β) = eiGF (β) ds(p) e−iGF (β) = eiG(−)(β) ds(p) e−iG(−)(β)

= cos θ(−)
p (β) a†(p)− senθ(−)

p (β) ã(p)

b̃s(p; β) = eiGF (β) b̃s(p) e−iGF (β) = eiG(+)(β) b̃s(p) e−iG(+)(β)

= cos θ(+)
p (β) ã(p) + senθ(+)

p (β) a†(p)

d̃s(p; β) = eiGF (β) d̃s(p) e−iGF (β) = eiG(−)(β) d̃s(p) e−iG(−)(β)

= cos θ(−)
p (β) ã†(p) + senθ(−)

p (β) a(p , (2.108)

podem ser escritas como(
bs(p; β)

σF b̃
†
s(p; β)

)
= B(+)

p (β)

(
bs(p)

σF b̃
†
s(p)

)
, (2.109)(

ds(p; β)

σF d̃
†
s(p; β)

)
= B(−)

p (β)

(
ds(p)

σF d̃
†
s(p)

)
, (2.110)

onde as matrizes de Bogoliubov

B(±)
p (β) =

(
cos θ

(±)
p (β) −senθ

(±)
p (β)

senθ
(±)
p (β) cos θ

(±)
p (β)

)
(2.111)

dependem da energia positiva Ep = +(p2 +m2)1/2. Como vimos anteriormente, os

parâmentros θ
(+)
p (β) e θ

(−)
p (β) são determinados de forma que as médias estat́ısticas

dos operadores número

N (+)
s (p) = b†s(p) bs(p) e N (−)

s (p) = d†s(p) ds(p) (2.112)

resultem, respectivamente, nas distribuições de Fermi-Dirac para part́ıcula e an-

tipart́ıcula. Assim,

senθ(±)
p (β) =

√
n(±)(p) = [eβ(Ep∓µ) + 1]1/2 ,

cos θ(±)
p (β) =

√
1− n(±)(p) = [e−β(Ep∓µ) + 1]1/2 , (2.113)
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onde µ é o potencial qúımico.

Voltamos a chamar a atenção com relação à conjugação dos dubletos (às vezes

chamada de transposição til). O fator σ que aparece na definição dos dubletos

bosônico, (2.85), e fermiônico, (2.109) e (2.110), tem sido escolhido por alguns au-

tores [24, 31] como sendo σB = −1, σF = 1 e por outros [15, 52] σB = 1, σF = i. Na

construção da matriz de espalhamento para o campo de Dirac sujeito a um campo

externo à temperatura finita que apresentaremos em caṕıtulos posteriores, não as-

sumiremos nenhum dos valores acima para σF , investigando-o a partir de exigências

f́ısicas.
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Caṕıtulo 3

O Campo de Dirac em Segunda Quantização

A seguir apresentaremos uma revisão da construção do espaço de Fock e do operador

espalhamento na formulação de segunda quantização, propostas por Scharf et al [56].

3.1 Segunda Quantização no Espaço de Fock

Um sistema f́ısico de uma part́ıcula sem spin tem seus estados representados por

funções ϕ1(x) de quadro integrável (L2(R3)) pertencentes ao espaço de Hilbert H1.

O estado de duas part́ıculas é descrito pela função ϕ2(x1,x2), tal que

ϕ2(x1,x2) ∈ H2 =̂H1 ⊗H1 . (3.1)

Assim, um conjunto de n part́ıculas tem seu estado dado por um elemento ϕn do

espaço de Hilbert H⊗n, definido por

ϕn(x1, ...,xn) ∈ H⊗n=̂H1 ⊗H1 ⊗ ...⊗H1︸ ︷︷ ︸
n vezes

. (3.2)

Como part́ıculas idênticas obedecem à estat́ıstica de Bose-Einstein ou Fermi-Dirac,

as funções que representam estados f́ısicos devem ser simetrizadas

S+
n ϕn =

1

n!

∑
r

ϕn(xr1 , ...,xrn) , (3.3)

quando se tratar de bósons, ou antissimetrizadas

S−n ϕn =
1

n!

∑
r

(−1)r ϕn(xr1 , ...,xrn) , (3.4)

se forem férmions. As somas em (3.3) e (3.4) são realizadas nas r permutações das

n part́ıculas. Os operadores de (anti)simetrização S±n possuem as propriedades

(S±n )2 = S±n ,

(ψn, S
±
n ϕn) = (S±n ψn, ϕn) , (3.5)
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ou seja, são operadores de projeção no espaço de Hilbert de n part́ıculas. As-

sim, os espaços f́ısicos de n part́ıculas serão representados pelos espaços de Hilbert

(anti)simetrizados

H±
n = S±n H⊗n . (3.6)

O espaço de Fock contrúıdo a partir dos espaços de Hilbert H±
n ,

F± =̂ ⊕∞
n=0H±

n

= (H0)⊕ (H1)⊕ (H1 ⊗H1)
±
2 ⊕ ...⊕ (H⊕n)±n ⊕ ... , (3.7)

descreve todos os estados de muitas part́ıculas simultaneamente, onde

H0 = {αΩ} , (α ∈ C) (3.8)

é um espaço unidimensional que contém o vácuo Ω. Cada elemento do espaço de

Fock F é denotado por

Φ = (ϕ0, ϕ1, ϕ2, ...) ∈ F , (3.9)

com

ϕ0 = αΩ ∈ H0 , ϕn ∈ H±
n . (3.10)

O espaço de Fock F é o espaço de todos os estados de muitas part́ıculas com norma

finita, ou seja,

‖ Φ ‖2 =̂(Φ,Φ) =
∑

n

‖ ϕ ‖2
n<∞ , (3.11)

onde definimos o produto escalar de dois elementos desse espaço como

(Φ,Ψ) =
∞∑

n=0

(ϕn, ψn)n (3.12)

sendo ( , )n é o produto escalar de vetores de Hn.

O conjunto de operadores que atuam no espaço de Fock é constitúıdo de ope-

radores que conservam o número de part́ıculas do estado, ou seja, o vetor de estado

se mantém no mesmo setor do espaço de Fock, e também de operadores que mudam

o número de part́ıculas, passando o vetor de estado de um setor de Fock para

outro. Podemos introduzir os operadores de criação (emissão) a†(h) e aniquilação

(absorção) a(h) que atuam no espaço F mudando o número de part́ıculas. Os

operadores de criação a†(h), definidos por

a†(h) Ω = h , (3.13)(
a†(h)Φ

)
n

=
√
nS±n (h⊗ ϕn−1) , (n = 0, 1, 2, ...) . (3.14)
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criam part́ıculas com “função de onda” h ∈ H1. O fator
√
n faz com que os ope-

radores de criação sejam não limitados para bósons. No entanto, para férmions estes

são limitados,

‖ a†(h)Φ ‖2
n≤‖ h ‖2

1 ‖ Φ ‖2, (3.15)

e definidos sobre todo F−, já que h são funções de quadro integrável e ‖ Φ ‖2<∞.

Associados aos operadores de criação, podemos definir os funcionais a valores de

operadores a†(x), chamados de operadores de campo, que realizam o mapeamento

h→ a†(h), expresso por

a†(h) =

∫
d3x a†(x)h(x) . (3.16)

No espaço dos momentos temos os operadores de campo, tais que

a†(h) =

∫
d3k â†(k) ĥ(k) , (3.17)

onde o “chapéu” denota a transformada de Fourier.

Se consideramos os vetores hj que formam uma base ortonormal completa de H1,

e h∗j seus conjugados, então as defini ções (3.16) e (3.17) podem ser escritas como o

produto escalar complexo formal

a†(hj) = (h∗j(x) , a†(x)) = (ĥ∗j(k) , â†(k)) . (3.18)

Como estas expressões têm a mesma forma de coeficientes de Fourier, podemos

representar os operadores de campo pelas somas formais

a†(x) =
∑

j

a†(hj)h
∗
j(x) =

∑
j

a†(h∗j)hj(x) , (3.19)

â†(k) =
∑

j

â†(ĥj) ĥ
∗
j(k) =

∑
j

â†(ĥ∗j) ĥj(k) , (3.20)

as quais são independentes da base hj.

O operador de aniquilação a(h), definido como

(a(h)Φ)n (x1, ...,xn) =
√
n+ 1

∫
d3x h∗(x)ϕn+1(x,x1, ...,xn) , (3.21)

(n = 0, 1, 2, ...)

destrói uma part́ıcula de função de onda h, onde estamos assumindo que H1 =

L2(R3). Sobre o vácuo definimos

a(h)Ω = 0 , ∀h ∈ H1 . (3.22)

Pela expressão (3.21), vemos que a(h) é antilinear em h. Usando as definições para

os operadores de criação (3.14) e de destruição(3.21) podemos mostrar que

(Ψ , a(h)Φ) =
(
a†(h) Ψ ,Φ

)
, (3.23)
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ou seja, o operador de criação a†(h) é o adjunto do operador de aniquilação a(h).

Assim, os operadores de campo correspondentes ao operador de aniquilação (3.21)

são tais que

a(h) =

∫
d3xh∗(x) a(x) =

∫
d3k ĥ∗(k) â(k) , (3.24)

a(x) =
∑

j

hj(x) a(hj) =
∑

j

h∗j(x) a(h∗j) , (3.25)

â(k) =
∑

j

ĥj(k) â(ĥj) =
∑

j

ĥ∗j(k) â(ĥ∗j) . (3.26)

A propriedade de irredutibilidade da representação de Fock permite que qualquer

operador (limitado) que atua no espaço de Fock F possa ser expresso em termos dos

operadores de criação e aniquilação definidos acima. Podemos definir o operador N

em termos dos operadores de criação e aniquilação,

N =

∫
d3x a†(x) a(x) =

∑
j

a†(hj) a(hj) , (3.27)

que atuando num estado de Fock,

(NΦ)n = nS±n ϕn(x1, ...,xn) = n (Φ)n , (3.28)

não muda seu número de part́ıculas. Em (3.28), ( )n representa a n-ésima com-

ponente de um vetor no espaço de Fock. Por ter a propriedade de determinar o

número de part́ıculas do estado é chamado de operador número. Ele é um operador

autoadjunto positivo não limitado, com domı́nio

D(N) = {Φ ∈ F |
∑

n

n2 ‖ϕn‖2
n = ‖NΦ‖2 <∞} , (3.29)

e todos os operadores A que comutam com ele, não mudam o número de part́ıculas

dos estados.

De forma análoga, qualquer operador A(x) de uma part́ıcula, limitado no espaço

de Hilbert H1, é promovido a operador no espaço de Fock segundo a fórmula

A =

∫
d3x a†(x)A(x) a(x)

=̂
∑
jk

(hj , A(x)hk) a
†(hj) a(hk) , (3.30)

tal que

(AΦ)n = nS±n A(x1)ϕn(x1, ...,xn)

=
n∑

m=1

A(xm)ϕn(x1, ...,xn) , (3.31)
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Supondo que o operador A(x) seja limitado sobre H1 , então

‖ (AΦ)n ‖n≤
n∑

m=1

‖ A ‖1‖ ϕn ‖n= n ‖ A ‖1 ‖ ϕn ‖n (3.32)

e

‖AΦ‖2
n = ‖ AΦ ‖n ‖ AΦ ‖n≤

∑
n

n2 ‖ A ‖2
1 ‖ ϕn ‖2

n=

= ‖ A ‖2
1

∑
n

n2 ‖ ϕn ‖2
n

= ‖ A ‖2
1 ‖ NΦ ‖2 .

Portanto, o domı́nio de A contém o domı́nio do operador número de part́ıculas,

D (A) ⊇ D (N) , (3.33)

que é um conjunto denso. Isto significa que A é um operador compacto, ou seja,

está na classe de Hilbert-Schmidt.

Estas definições podem ser estendidas a operadores de muitas part́ıculas. Por

exemplo, um operador de duas part́ıculas fica definido como

V =

∫
d3x d3x′ a†(x′) a†(x)V (x,x′) a(x) a(x′)

=̂
∑
jkj′k′

(hjhk , V (x)hk′hj′) a
†(hj) a

†(hk) a(hk′) a(hj′) . (3.34)

As expressões (3.30) e (3.34) são formalmente semelhantes aos elementos de matriz

da mecânica quântica e se apresentam na forma normalmente ordenada, na qual os

operadores de aniquilação aparecem à direita dos operadores de criação. Portanto,

o valor esperado no vácuo dos operadores A e V é zero.

Os operadores de criação e aniquilação possuem a propriedade de satisfazerem a

álgebra (anti)comutante. A partir das definições (3.14) e (3.21), obtemos as relações

de comutação

[a(h1) , a
†(h2)] Φ = (h1, h2)1Φ ,

[a†(h1) , a
†(h2)] Φ = 0 = [a(h1) , a(h2)] Φ , (3.35)

para o caso de bósons, e de anticomutação

{a(h1) , a
†(h2)}Φ = (h1, h2)1Φ ,

{a†(h1) , a
†(h2)}Φ = 0 = {a(h1) , a(h2)}Φ , (3.36)

para férmions, onde Φ deve estar no domı́nio do lado esquerdo das equações (3.35)

e (3.36). Podemos ver da expressão (3.36) que não é posśıvel criar duas part́ıculas
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fermiônicas num mesmo estado, ou seja, férmions obedecem ao prinćıpio de Pauli.

As equações (3.35) e (3.36) são equivalentes às relações

[a(x1) , a
†(x2)]± = δ(x1 − x2) ,

[â(k1) , â
†(k2)]± = δ(k1 − k2) , (3.37)

para os operadores de campo. É importante mencionar que qualquer representação

irredut́ıvel de (3.35) e (3.36), com o vácuo definido por (3.22), é equivalente à re-

presentação de Fock constrúıda acima, ou seja, assumindo a irredutibilidade da

representação de Fock, podemos mostrar que existe uma equivalência unitária entre

o espaço dos vetores Hn e o setor de n part́ıculas do espaço de Fock F . De fato, se

consideramos o vácuo Ω, (3.22), o espaço de Fock é gerado pela base

F0 =

{
1√
n!

n∏
j=1

a†(hj) Ω | ∀n, hj

}
, (3.38)

onde o conjunto {hj} forma uma base do espaço de Hilbert de uma part́ıcula, H1.

O setor de uma part́ıcula ( Φ)1 do espaço de Fock pode ser gerado por

1√
1!
a†(h) Ω , h ∈ H1 . (3.39)

Como (
a†(h1) Ω , a†(h2) Ω

)
=

(
Ω , a(h1) a

†(h2) Ω
)

=
(
Ω , [(h1, h2)± a†(h2) a(h1)] Ω

)
= (h1, h2) , (3.40)

então o vetor do espaço de Fock a†(h) Ω, (3.39), é unitariamente equivalente ao vetor

h do espaço de Hilbert H1. De forma análoga,

1

2!

(
a†(h1) a

†(h2) Ω , a†(h′1) a
†(h′2) Ω

)
=

1

2!

(
S±2 (h1 ⊗ h2) , S

±
2 (h′1 ⊗ h′2)

)
= (ϕ2, ϕ

′
2) (3.41)

descreve a equivalência unitária para o setor de duas part́ıculas, onde ϕ2, ϕ
′
2 ∈ H2 .

Mais genericamente, os vetores(
a†(h)Φ

)
n

correspondem a
√
nS±2 (h⊗ ϕn−1) . (3.42)

Esta equivalência nos permitirá descrever a evolução temporal no espaço de Fock a

partir da dinâmica de uma part́ıcula no espaço de Hilbert H1, como apresentaremos

a seguir.
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3.2 Evolução Temporal no Espaço de Fock

A dinâmica de uma part́ıcula no espaço de Hilbert H1 é dada pela equação de

Schrödinger

i
dh

dt
= H h , (~ = 1) , (3.43)

cuja solução é a transformação unitária

h(t) = e−iHth(0) =̂U h , (3.44)

onde h ∈ H1. Tomando as funções dependentes do tempo h(t) para funções teste

dos operadores no espaço de Fock, teremos

a†(h(t))Φ = a†(Uh)Φ ,

a(h(t))Φ = a(Uh)Φ . (3.45)

Como o espaço de Fock é composto por todos os espaços de Hilbert de n part́ıculas,

é conveniente definir o operador unitário U, tal que

(UΦ)n =̂ (⊗n
j=1U)ϕn

= S±n (Uh1 ⊗ Uh2 ⊗ ...⊗ Uhn) , (3.46)

onde

ϕn=̂S±n (h1 ⊗ ...⊗ hn) , (3.47)

o qual mantém o vácuo invariante

UΩ = Ω . (3.48)

Desta forma, a evolução temporal dos operadores de Fock fica escrita como

a†(h(t)) = a†(Uh) = U a†(h)U−1 = a†t(h) , (3.49)

a(h(t)) = a(Uh) = U a(h)U−1 = at(h) . (3.50)

O operador U no espaço de Fock é conhecido como a segunda quantização do

operador U no espaço de Hilbert. Derivando a equação (3.46) com relação ao tempo

obtemos

i
d

dt
U = HU = UH , (3.51)

onde H é tal que

(HΦ)n =
n∑

j=1

(1⊗ ...⊗H(j) ⊗ ...⊗ 1)ϕn

=
n∑

j=1

H(xj)ϕn(x1, ...,xn) . (3.52)
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De acordo com (3.30), o operador H pode ser escrito como

H =̂
∑
jk

(hj , H(x)hk) a
†(hj) a(hk) . (3.53)

Esta é a representação em segunda quantização do operador hamiltoniano H(x),

que se apresenta como um produto normal. Assim, o valor esperado no vácuo do

operador hamiltoniano H é zero. Isto significa que a energia do vácuo Ω não está

sendo considerada.

A solução da equação (3.51) é a transformação unitária

U = e−iHt , (3.54)

que leva as equações de evolução (3.49) e (3.50) a

a†t(h) = e−iHt a†(h) eiHt ,

at(h)r = e−iHt a(h) eiHt . (3.55)

As equações de movimento para os operadores a†t(h) são obtidas pela diferen-

ciação da equação (3.49) em relação ao tempo, resultando em

i
d

dt
a†t(h) = [H , a†t(h)]− , (3.56)

que são conhecidas como equações de Heisenberg. Neste caso, os estados (espaço de

Fock) se mantém constantes e as observáveis (operadores de Fock) evoluem com o

tempo.

Neste formalismo, os processos f́ısicos são avaliados através do valor esperado

dos operadores (observáveis) no espaço de Fock, ou seja,

〈A〉Φ = (Φ,AΦ) . (3.57)

Seguindo no propósito de descrever a dinâmica do campo de Dirac na formulação

de matriz espalhamento no espaço de Fock, na próxima seção apresentaremos o

método de segunda quantização, descrito acima, aplicado ao campo de Dirac.

3.3 Campo de Dirac

O campo de Dirac∗ descreve part́ıculas fermiônicas, que são representadas pela

função de onda espinorial

h =


h1

h2

h3

h4

 ∈ H1 , (3.58)

∗Vide Apêndice B1.
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com o espaço de Hilbert H1 = (L2(R3))4, sobre o qual definimos o produto escalar

(h, h′) =
∑

r

∫
d3xh∗r(x)h′r(x) (r = 1, ..., 4)

= (h′†, h†) . (3.59)

Os operadores de aniquilação, de acordo com (3.24), são dados por

a(h) =

∫
d3xh†(x) a(x) , (3.60)

sendo o operador de campo espinorial a(x) uma matriz coluna 4× 1. Os operadores

de criação (3.16) são

a†(h) =

∫
d3x a†(x)h(x) . (3.61)

Como podemos ver, a†(h) é linear em h, enquanto a(h) é antilinear.

A dinâmica de uma part́ıcula em um campo eletromagnético externo indepen-

dente do tempo é dada pela equação de movimento (3.43) com o operador hamilto-

niano no espaço das coordenadas definido por

H = H0 +H1

= (βm− i ~α · ∇) + e(V − ~α ·A)(x) ,

onde adotamos ~ = c = 1. Este operador possui um espectro cujo domı́nio é

(−∞,+∞), e pode ser decomposto em um subespaço de energia positiva e outro de

energia negativa. A projeção em cada subespaço pode ser realizada pelos operadores

de projeção P±, que possuem as propriedades

(P+) + (P−) = 1 , (3.62)

(P+) (P−) = 0 . (3.63)

Assim, o espaço de Hilbert dos estados de uma part́ıcula poderá ser decomposto nos

subespaços H+ e H−, tal que

H1 = P+H1 ⊕ P−H1

= H+ ⊕H− . (3.64)

Esta decomposição espectral pode ser levada aos operadores de criação e aniquilação,

resultando em

a†(h) = b†(P+h) + d†(P−h) = b†(h+) + d†(h−) ,

a(h) = b(P+h) + d(P−h) = b(h+) + d(h−) , (3.65)
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estando b e b† associados ao espectro positivo de H, e d e d† ao espectro negativo,

onde estamos assumindo

b(h−) = 0 = d(h+) (3.66)

e denotando h± = P±h ∈ H±. Como H± são subespaços invariantes com respeito a

H, o operador hamiltoniano no espaço de Fock (3.53) corresponderá a

H′ =
∑
jk

[(fj , H fk) b
†(fj) b(fk) + (gj , H gk) d

†(gj) d(gk)] , (3.67)

onde fj é uma base em H+ e gj uma base em H−. No entanto, tal prescrição leva

a um operador hamiltoniano H′ no espaço Fock não limitado por baixo, uma vez

que o operador hamiltoniano para o setor de uma part́ıcula (H)1 coincide com H

em H1. Para escrever operadores hamiltonianos limitados, trocamos os papéis dos

operadores d† e d, trocando simultaneamente a dependência em h, ou seja,

d†(h−) → d(h†−) ,

d(h−) → d†(h†−) , (3.68)

garantindo que a linearidade de a†(h) e a antilinearidade de a(h) com respeito a h

sejam mantidas. Portanto, pelas definições (3.60) e (3.61), teremos

d†(h†−) =

∫
d3xh†−(x) d†(x) ,

d(h†−) =

∫
d3xh−(x) d(x) , (3.69)

ou seja, d† passa a ser antilinear em h e d torna-se linear. Os operadores b, b† ficam

definidos como em (3.60) e (3.61), ou seja,

b(h) =

∫
d3xh†(x) b(x) ,

b†(h) =

∫
d3x b†(x)h(x) . (3.70)

Após implementar tal substituição, as expressões (3.65 ) ficam reescritas como

ψ†(h) = b†(h+) + d(h−) ,

ψ(h) = b(h+) + d†(h−) . (3.71)

Nesta nova notação, por simplicidade, omitiremos o adjunto na função teste h dos

operadores d e d†, deixando impĺıcita a dependência antilinear de d† com relação a

h e a dependência linear de d com h. Estas últimas expressões definem o campo de
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Dirac na formulação de segunda quantização. Em concordância com as relações de

anticomutação (3.36), os operadores ψ, ψ† obedecem às relações

{ψ(h) , ψ†(h′)} = (h, h′) ,

{ψ(h) , ψ(h′)} = 0 , (3.72)

e, consequentemente, os operadores de Fermi devem satisfazer as relações de anti-

comutação

{b(h) , b†(h′)} = (h+ , h
′
+) , {b(h) , b(h′)} = 0 ,

{d(h) , d†(h′)} = (h′− , h−) , {d(h) , d(h′)} = 0 , (3.73)

e as demais nulas. Analogamente a (3.60) e (3.61), podemos introduzir os operadores

de campo

ψ(h) =

∫
d3xh†(x)ψ(x) ,

ψ†(h) =

∫
d3xψ†(x)h(x) , (3.74)

cuja evolução temporal, conforme (3.55), é dada por

ψ†t (h) =̂ψ†(eiHth) = eiHt ψ†(h) e−iHt , (3.75)

onde agora tomamos como funções teste h(−t), o que corresponde a permutar os

rótulos de part́ıcula e antipart́ıcula na densidade lagrangiana simetrizada, a qual é

invariante CPT.

Trocando as definições (3.65) por (3.71), o operador hamiltoniano no espaço de

Fock fica reescrito como

H =
∑
jk

[
(fj, H(x)fk)b

†(fj)b(fk)− (g†j , H(x)g†k)d
†(gk)d(gj)

]
, (3.76)

a menos de uma constante aditiva c ∈ C, que não contribuirá na evolução de ψ†t (h),

(3.75). Já que

H | P+H1 = H |P+H1≥ 0 ,

H | P−H1 = −H |P−H1≥ 0 , (3.77)

o hamiltoniano (3.76) é limitado inferiormente. Ele se apresenta na forma de um

produto normalmente ordenado

H =

∫
d3x :ψ†(x)H(x)ψ(x): (3.78)
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que estamos denotando por : :.

Apesar da mudança (3.68) não modificar a estrutura algébrica da teoria, o vácuo

que foi definido por

b(h) Ω = 0 , d(h) Ω = 0 , ∀h ∈ H1 (3.79)

será modificado. O vácuo passa a ser definido por

HΩ = 0 . (3.80)

Derivando a expressão (3.75) com relação ao tempo, obtemos a equação de movi-

mento de Heisenberg

i
d

dt
ψ†t (h) = [ψ†t (h) , H] . (3.81)

Devido a esta equação, os operadores ψt(h) são chamados de operadores de campo

de Heisenberg.

A interpretação de part́ıcula e antipart́ıcula poderá ser obtida pela investigação

da carga associada aos operadores b e d . O operador de carga no espaço de Fock é

definido por

Q = e

∫
d3x :ψ†(x)ψ(x):

= e
∑

j

[b†(fj)b(fj)− d†(gj)d(gj)] .

O sinal menos no segundo termo desta expressão indica que os operadores d†, d

estão associados às antipart́ıculas. Portanto, nos referimos a b† e b como operadores,

respectivamente, de criação e aniquilação de elétrons, e a d† e d como operadores de

criação e aniquilação de pósitrons.

Segundo a definição dos operadores de campo no espaço das coordenadas, (3.25),

e a decomposição (3.71), o campo de Dirac livre fica escrito como

ψ(x) =
∑

j

[ψ(fj) fj(x) + ψ(gj) gj(x)]

=
∑

j

[b(fj) fj(x) + d†(gj) gj(x)] , (3.82)

com

fj = P+ hj ∈ H+ , gj = P− fj ∈ H− , (3.83)

sendo hj = {fj, gj} um conjunto ortonormal completo que forma uma base de H1 =

H+ ⊕H−.
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Considerando o caso particular da dinâmica do campo de Dirac livre†, temos, de

acordo com (B.28), que a função de onda de uma part́ıcula é

h(x) = (2π)−3/2
∑

s

∫
d3p [hs+(p)us(p) eip·x + hs−(p) vs(p) e−ip·x] , (3.84)

onde definimos

hs+(p) =
1

2
u†s(p) ĥ(p) ≡ fs(p) ,

hs−(p) =
1

2
v†s(p) ĥ(−p) ≡ gs(p) . (3.85)

O circunflexo denota a transformada de Fourier ordinária

hj(x) = (2π)−3/2

∫
d3p ĥj(p) eip·x , (3.86)

e os espinores us(p) e vs(−p) satisfazem as relações de ortogonalidade

u†s(p)us(p) = 1 = v†s(−p)vs(−p)

u†s(p)vs(−p) = 0 .

Usando as definições (3.85), podemos introduzir os operadores de campo na repre-

sentação dos momentos∑
j

fjs(p) b(fj) =
∑

j

1

2
u†s(p) fj(p) b(fj) =̂u†s(p) b̂(p)

=̂ bs(p) ,∑
j

d†(gj) gjs(p) =
∑

j

d†(gj)
1

2
v†s(p) gj(−p) =̂ v†s(p) d̂†(−p)

=̂ d†s(p) , (3.87)

que satisfazem as relações de anticomutação

{bs(p) , b†s′(p
′)} =

∑
j

(fj, fk) fjs(p) f †ks′(p
′)

= δ3(p− p′) δss′ ,

{ds(p) , d†s′(p
′)} = δ3(p− p′) δss′ . (3.88)

O campo de Dirac livre, descrito pelo operador hamiltoniano

H ≡ H0 = βm− i ~α · ∇ , (3.89)

†Vide Apêndice B1.
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tem sua evolução temporal dada pelo operador de campo dependente do tempo

ψ(x)=̂ψt(x). De (3.75) segue que

ψ(x) =̂ ψ(−)(x) + ψ(+)(x)

=
∑

j

[ψt(fj) fj(x) + ψt(gj) gj(x)]

=
∑

j

[bt(fj) fj(x) + d†t(gj) gj(x)]

=
∑

j

[b(P+eiH0tfj) fj(x) + d†(P−eiH0tgj) gj(x)]

=
∑

s

∑
j

∫
d3p [(P+eiH0tfj)

†
s(p) bs(p) fj(x) +

+(P− eiH0t gj)
†
s(p) d†s(p) gj(x)]

= (2π)−3/2
∑

s

∫
d3p [us(p) bs(p) e−ip·x + vs(p) d†s(p) eip·x] , (3.90)

onde usamos as definições (3.69), (3.70) para os operadores d†(h), b(h) e a transfor-

mada de Fourier (3.86). A expressão (3.90) tem a mesma forma da solução geral da

equação de Dirac, com o primeiro termo ψ(−)(x) contendo o operador de aniquilação

de elétron e o segundo termo, ψ(+)(x), o operador de criação de pósitron. O campo

adjunto de Dirac é obtido de (3.90) como

ψ(x) =̂ ψ†(x) γ0 = ψ
(+)

(x) + ψ
(−)

(x)

= (2π)−3/2
∑

s

∫
d3p [b†s(p)us(p) eip·x + ds(p) vs(p) e−ip·x] , (3.91)

onde denotamos u(p) = u†(p)γ0 e v(p) = v†(p)γ0.

As relações de anticomutação básicas para o campo de Dirac livre para tempos

arbitrários podem ser calculadas a partir das expressões (3.90) e (3.91) para os

campos ψ(x) e ψ(x), respectivamente, usando as relações de anticomutação (3.88),

resultando em‡

{ψ(x) , ψ(y)} = {ψ(+)(x) , ψ
(−)

(y)}+ {ψ(−)(x) , ψ
(+)

(y)}
= [−i S(−)(x− y)] + [−i S(+)(x− y)]

=̂ −i S(x− y) , (3.92)

com

{ψ(+)(x) , ψ
(−)

(y)} = (2π)−3

∫
d3p

2E
e−ip·(x−y) (6 p−m)

=̂ −i S(−)(x− y) , (3.93)

‡Vide Apêndice B1.
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{ψ(−)(x) , ψ
(+)

(y)} = (2π)−3

∫
d3p

2E
e−ip·(x−y) (6 p+m)

=̂ −i S(+)(x− y) , (3.94)

onde as integrais

{ψ(+)
a (x) , ψ

(−)

b (y)} = (2π)−3
∑

s

∫
d3p eip·(x−y) vsa(p) vsb(p) (3.95)

e

{ψ(−)
a (x) , ψ

(+)

b (y)} = (2π)−3
∑

s

∫
d3p e−ip·(x−y) usa(p)usb(p) (3.96)

são entendidas como transformadas de Fourier distribucionais. Os demais antico-

mutadores são nulos. As distribuições S(+), S(−) e S são invariantes de Lorentz.

3.4 Operador Espalhamento no Espaço de Fock

Na Seção 2.2 construimos a evolução temporal no espaço de Fock a partir da

dinâmica no espaço de Hilbert de uma part́ıcula. Por um procedimento análogo,

introduziremos o operador espalhamento S no espaço de Fock, a partir do operador

espalhamento S no espaço de Hilbert.

A dinâmica de uma part́ıcula é descrita pela equação de movimento (3.43)

i
dh

dt
= H h , (~ = 1) . (3.97)

Se a part́ıcula está sujeita a um potencial dependente do tempo, o operador hamil-

toniano pode ser definido como

H(t) = H0 +H1(t) , (3.98)

sendo

H0 = βm− i ~α · ∇ (3.99)

o operador hamiltoniano livre e

H1(t) = e [V (x)− ~α ·A(x)] (3.100)

o operador hamiltoniano de interação. A evolução temporal do estado h ∈ H1 é

dada pela transformação unitária

h(t) = U(t, s)h(s) , (3.101)

onde

U(t, s) = e−iH(t−s) (3.102)
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tem como propriedades

U †(t, s) = U(s, t) ,

U(t, s)U(s, r) = U(t, r) . (3.103)

Assumindo que a interação H1(t) seja de alcance limitado, isto é, os potenciais

se anulam para t→ ±∞, os operadores de onda

W in
out

=
(forte)

lim
t→±∞

U(0, t) e−iH0t

=
(forte)

lim
t→±∞

eiHt e−iH0t , (3.104)

existem como limites fortes em H1, e podemos definir o operador (matriz) espa-

lhamento S no espaço de Hilbert

S = W †
outWin

=
(forte)

lim
s→−∞
t→+∞

eiH0t U(t, s) e−iH0s

=
(forte)

lim
s→−∞
t→+∞

eiH0t e−iH(t−s) e−iH0s , (3.105)

que estabelece a transição de um estado assintótico inicial normalizado a um estado

assintótico final normalizado espalhado. Como, por hipótese, para t→ ±∞ temos a

dinâmica livre, a formulação de segunda quantização para o operador espalhamento

é constrúıda com base na representação de Fock do campo livre.

O campo livre de Dirac, na formulação de segunda quantização é representado

pelo operador no espaço de Fock

ψ(h) = b(P 0
+h) + d†(P 0

−h)=̂b(f) + d†(g) , (3.106)

com o vácuo de Fock, Ω, definido pelas relações

b(h) Ω = ψ(f) Ω = 0 ,

d(h) Ω = ψ(g) Ω = 0 , (3.107)

∀h ∈ H1 ,

onde denotamos

f = P 0
+h ∈ H+ , g = P 0

−h ∈ H− , (3.108)

sendo P 0
+ e P 0

−, respectivamente, os operadores de projeção sobre os subespaços

espectrais positivo e negativo do hamiltoniano H0 (3.99). No que segue, omitiremos

o ı́ndice zero dos operadores de projeção.
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A matriz S em segunda quantização, se existe, corresponde ao operador S no

espaço de Fock, definido por

ψ(S†h) = S−1 ψ(h)S ,

ψ†(S†h) = S−1 ψ†(h)S . (3.109)

Segue das definições acima que a matriz S é unitária e determinada univocamente a

menos de uma fase eiλ. Contudo, como λ depende do potencial externo Aµ(x), esta

fase possui um significado f́ısico e não pode ser negligenciada. Ela é fixada ao se

exigir que o operador S satisfaça a condição de causalidade local, que está discutida

no Apêndice D.

A função teste que aparece no lado esquerdo das equações (3.109), usando a

propriedade (3.62), pode ser decomposta como

S†h = P+ S
† h+ P− S

† h

= P+S
†P+ h+ P+S

†P− h+ P−S
†P+ h+ P−S

†P− h

= S†++ h+ S†+− h+ S†−+ h+ S†−− h , (3.110)

onde

S†±± =̂P± S
† P± ,

S†+−=̂ (S−+)† . (3.111)

Se separamos o conjunto h nos subconjuntos

f = P+ h ∈ H+ e g = P− h ∈ H− , (3.112)

a decomposição (3.110) se divide em

S†f = S†++ f + S†−+ f ,

S†g = S†+− g + S†−− g ,

que junto com a definição (3.66), levam as expressões (3.109) a serem reescritas

como

b(f)S = S [b(S†++f) + d†(S†−+f)] , (3.113)

d†(g)S = S [b(S†+−g) + d†(S†−−g)] , (3.114)

b†(f)S = S [b†(S†++f) + d(S†−+f)] , (3.115)

d(g)S = S [b†(S†+−g) + d(S†−−g)] . (3.116)

A matriz S no espaço de Hilbert, (3.105), deve descrever os processos de espa-

lhamento fisicamente posśıveis de part́ıculas e antipart́ıculas descritas pelo campo de
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Dirac. Portanto, S em sua formulação no espaço de Fock deverá conter um termo

envolvendo os operadores b†, d†, que corresponderá à produção de pares elétron-

pósitron; outro contendo b†, b, que descreverá o espalhamento de elétrons pelo campo

externo e um com d†, d para o espalhamento de pósitrons e, finalmente, um termo en-

volvendo os operadores d, b, associado à destruição de pares elétron-pósitron. Sendo

assim, a matriz S é proposta como

S =̂C eA1b†d† :eĀ2b†b: :eĀ3dd† : eA4db , (3.117)

onde C é o fator de normalização, que depende do campo externo Aµ(x), que será

discutido mais adiante. As exponenciais dão conta de qualquer número de processos

de espalhamento acontecendo simultaneamente no sistema. Os fatores A1, ..., A4 são

determinados de forma a respeitarem as relações de comutação entre os operadores

b, b†, d, d† e a matriz S, estabelecidas através de (3.113)-(3.116). A seguir, calculare-

mos estas relações de comutação usando a definição (3.117) para a matriz S. Para

tanto, determinaremos, num primeiro momento, as relações de comutação desses

operadores com cada fator exponencial de (3.117) e, em seguida, apresentaremos as

relações de comutação de cada operador com a matriz S.

Com o objetivo de calcular explicitamente as relações de comutação a partir de

(3.113)-(3.116), definimos os operadores

A1b
†d† =̂

∑
jk

(fj, A1 gk) b
†(fj) d

†(gk) , (3.118)

Ā2 b
†b =̂

∑
jk

(fj, Ā2 fk) b
†(fj) b(fk) , (3.119)

Ā3d
†d =̂

∑
jk

(gj, Ā3 gk) d
†(gj) d(gk) , (3.120)

onde A é um operador limitado em H1, (, ) denota o produto escalar em H1, fj é

uma base em H+ e gk uma base em H−. Tais expressões estão em acordo com as

definições dos operadores b’s e d’s. Assim, as exponenciais que aparecem na matriz

S ficam dadas por

eA1b†d† =
∞∑

n=0

1

n!
(A1b

†d†)n

=
∞∑

n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

(fj1 , A1 gk1)...(fjn , A1 gkn) b†(fj1)d
†(gk1) ·

...b†(fjn)d†(gkn)

=
∞∑

n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

(fj1 , A1 gk1)...(fjn , A1 gkn) b†(fj1)...b
†(fjn) ·
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·d†(gkn)...d†(gk1) , (3.121)

Esta expressão não muda de sinal devido ao número par de transposições realizadas

no reordenamento dos operadores b† e d†. Analogamente, teremos

:eĀ2b†b: =
∞∑

n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

(fj1 , Ā2 fk1)...(fjn , Ā2 fkn) b†(fj1)...b
†(fjn) ·

·b(fkn)...b(fk1) , (3.122)

:eĀ3dd† : =
∞∑

n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

(gj1 , Ā3 gk1)...(gjn , Ā3 gkn) d†(gj1)...d
†(gjn) ·

·d(gkn)...d(gk1) (−)n . (3.123)

No que segue, usaremos a notação simplificada

(A)i = (hji
, A h′ki

) ,

bk1 = b(fk1) , (3.124)

dk1 = d(gk1) .

No cálculo das relações de comutação dos operadores de criação e aniquilação de

part́ıcula e antipart́ıcula com cada exponencial, são realizadas sucessivas antico-

mutações, para as quais substituimos as correspondentes relações (3.73).

No caso do comutador entre b(h) e a exponencial (3.121) teremos

b(h) eA1b†d† =
∞∑

n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

(A1)1...(A1)n b(h) b
†
j1
...b†jn

d†kn
...d†k1

= eA1b†d† b(h) +
∞∑

n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

(A1)1...(A1)n

n∑
m=0

(−)m−1(h+, fjm) ·

·b†j1 ... 6b
†
jm
...b†jn

d†kn
...d†km

...d†k1

= eA1b†d† b(h) +
∞∑

n=0

1

n!

n∑
m=0

∑
j1...(jm)...jn
k1...(km)...kn

(A1)1...(6A1)m...(A1)n ·

·b†j1 ... 6b
†
jm
...b†jn

d†kn
... 6d†km

...d†k1

∑
jm,km

(A1)m(h+, fjm)d†km
, (3.125)

onde 6b†jm
, 6d†km

, ( 6A1)m denotam fatores que não aparecem no produto e (jm), (km) as

somas que não estão sendo realizadas. Note que para que o operador 6d†km
seja levado
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à última posição à direita, deveremos realizar (m − 1) anticomutações, aparecendo

mais um fator (−)m−1. A última soma em (3.125) resulta em∑
jm,km

(fjm , A1 gkm)(P+h, fjm) d†km
=

∑
km

(P+h,A1 gkm) d†(gkm)

= d†(A†
1P+h) . (3.126)

Como existem n destes termos, já que m = 1, ..., n, então o fator 1/n! será mudado

para 1/(n − 1)!. Portanto, a série exponencial é recuperada no segundo termo de

(3.125), e a relação de comutação fica

b(h) eA1b†d† = eA1b†d† [b(h) + d†(A†
1 P+h)] . (3.127)

Da mesma forma, encontramos

d(h) eA1b†d† = eA1b†d† [d(h)− b†(A1 P−h)] . (3.128)

As relações de comutação entre os operadores b†(h) e d†(h) e a última exponencial

de (3.117) são obtidas pela conjugação hermitiana, respectivamente, das expressões

(3.127) e (3.128), para as quais obtemos

b†(h) eA4db = eA4db[b†(h)− d(A4 P+h)] , (3.129)

e

d†(h) eA4db = eA4db[d†(h) + b(A†
4 P−h)] . (3.130)

Seguindo o mesmo procedimento, o comutador entre b(h) e a exponencial (3.122)

fica dado por

b(h):eĀ2b†b: = :eĀ2b†b: [b(h) + b(Ā†
2P+h)] = :eĀ2b†b: b([1 + Ā†

2]P+h) . (3.131)

Substituindo 1 + Ā2 = A2, esta expressão pode ser escrita como

b(h):e(A2−1)b†b: = :e(A2−1)b†b: b(A†
2 P+h) . (3.132)

Similarmente, podemos mostrar que

d(h):e(1−A3)dd† : = :e(1−A3)3dd† : d(A3 P−h) . (3.133)

Tomando o hermitiano conjugado destas expressões, obtemos as duas relações que

faltam

b†(h):e(A2−1)b†b: = :e(A2−1)b†b: b†(A−1
2++ h) , (3.134)

e

d†(h):e(1−A3)dd† : = :e(1−A3)3dd† : d†(A†−1
3−− h) , (3.135)
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onde substituimos

P+A2P+h = h′ ou h = (A2++)−1h′ ,

P−A3P−h = h′′ ou h = (A3−−)−1h′′ ,

e definimos

(A++)−1 = A−1
++ ,

(A−−)−1 = A−1
−− ,

Assumindo a decomposição (3.112) e usando as propriedades (3.66), as relações

de comutação (3.127)-(3.135 ) são transformadas em

b(f) eA1b†d† = eA1b†d† [b(f) + d†(A†
1−+ f)] , (3.136)

d(g) eA1b†d† = eA1b†d† [d(g)− b†(A1+− g)] , (3.137)

b(f):e(A2−1)b†b: = :e(A2−1)b†b: b(A†
2++ f) , (3.138)

b†(f):e(A2−1)b†b: = :e(A2−1)b†b: b†(A−1
2++ f) , (3.139)

d(g):e(1−A3)dd† : = :e(1−A3)dd† : d(A3−− g) , (3.140)

d†(g):e(1−A3)dd† : = :e(1−A3)dd† : d†(A†−1
3−− g) , (3.141)

b†(f) eA4db = eA4db[b†(f)− d(A4−+ f)] , (3.142)

d†(g) eA4db = eA4db[d†(g) + b(A†
4+− g)] . (3.143)

Voltando ao cálculo das relações de comutação entre os operadores b, b†, d, d† e a

matriz S, teremos

d†(g)S = d†(g)C eA1b†d† :eĀ2b†b: :eĀ3dd† : eA4db

= C eA1b†d† :eĀ2b†b: d†(g) :eĀ3dd† :︸ ︷︷ ︸ eA4db

= C eA1b†d† :eĀ2b†b: :eĀ3dd† : d†(A†−1
3−− g) eA4db︸ ︷︷ ︸

= C eA1b†d† :eĀ2b†b: :eĀ3dd† : eA4db [d†(A†−1
3−− g) + b(A†

4+−A
†−1
3−− g)]

= S [d†(A†−1
3−− g) + b(A†

4+−A
†−1
3−− g)] , (3.144)

onde foram usadas, respectivamente, as expressões (3.141) e (3.143). Além disto,

quando o operador d† passa pela primeira exponencial, aparece o fator (−1)2n, já que

anticomuta com os 2n operadores que comparecem no expoente. O mesmo ocorre
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com a segunda exponencial. Comparando o resultado (3.144) com (3.114), vemos

que

A3 = S−1
−− (3.145)

e

A4 = S−1
−− S−+ . (3.146)

Os ı́ndices (±±) em Ai serão omitidos por simplicidade de notação.

Por um procedimento análogo, usando (3.139) e (3.142), obtemos

b†(f)S = S [b†(A−1
2++f)− d(A4−+A

−1
2++f)]

= S [b†(S†++f) + d(S†−+f)] , (3.147)

então

A2 = S†−1
++ , (3.148)

A4 = −S†−+ S
−1†
++ , (3.149)

onde a última linha de (3.147) é a expressão (3.115 ). Usando as relações de co-

mutação (3.136), (3.138), (3.141), (3.143) e (3.113), obtemos

b(f)S = S [b(A−1
2++f) + d†(A†−1

3−−A
†
1−+f) + b(A†

4+−A
†−1
3−−A

†
1−+f)]

= S [b(S†++f) + d†(S†−+f)] ,

então

A1 = S+−S
−1
−− . (3.150)

A relação (3.116), com (3.136), (3.139), (3.140) e (3.142) leva a outra definição para

A1,

A1 = −S†−1
++ S

†
+− . (3.151)

Se escrevemos S e S† na forma matricial

S =

(
S++ S+−

S−+ S−−

)
, S† =

(
S†++ S†+−
S†−+ S†−−

)
, (3.152)

podemos mostrar, a partir da relação de unitariedade SS† = S†S = 1, expressas

pelas relações entre os elementos de matriz

S++ S
†
++ + S+− S

†
−+ = S†++ S++ + S†+− S−+ = 1 , (3.153)

S++ S
†
+− + S+− S

†
−− = S†++ S+− + S†+− S−− = 0 , (3.154)

S−+ S
†
++ + S−− S

†
−+ = S†−+ S++ + S†−− S−+ = 0 , (3.155)

S−+ S
†
+− + S−− S

†
−− = S†−+ S+− + S†−− S−− = 1 , (3.156)
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que os resultados (3.146) e (3.149) estão em acordo, assim como (3.150) e (3.151).

Portanto, com os resultados encontrados para os fatores A1, ..., A4, a matriz S no

espaço de Fock fica dada por

S =̂C eS+−S−1
−−b†d† :e(S†−1

++ −1)b†b: :e(1−S−1
−−)dd† : eS−1

−− S−+db . (3.157)

O fator de normalização C permanece indeterminado. Como S é um operador

unitário em F , temos

1 = (Ω,S†SΩ) = (SΩ,SΩ) =| C |2 (eA1b†d†Ω, eA1b†d†Ω) . (3.158)

Não é óbvio que o produto escalar no lado direito de (3.158) seja finito. Fazer tal

exigência levará a restrições sobre S, e conseqüentemente sobre os potenciais, já

que A1 depende de Aµ(x). Podemos calcular C escrevendo o operador A1 na sua

representação espectral. Desta forma, a constante C fica dada por

|C|2 =
1

det(1 + A†
1A1)

. (3.159)

Para que esta constante de normalização seja finita, o operador autoadjunto positivo

|A1| deve possuir um espectro discreto, fazendo com que o determinante infinito em

(3.159) seja bem definido. Esta condição é equivalente à exigência de que A1 seja

um operador convergente na norma de Hilbert-Schmidt. O operador A1 é definido

por

A1 = S+−S
−1
−− = −S†−1

++ S
†
+− . (3.160)

Pela expressão (3.157), vemos que S−1
−− está associado à exponencial de dd†, que

comuta com o operador N e, portanto, é um operador que está na classe de Hilbert-

Schmidt. Então, a condição de Hilbert-Schmidt recai sobre o operador S+− =

P+ S P−. Se esta exigência não é satisfeita, o vetor

eA1b†d†Ω /∈ F (3.161)

não está no espaço de Fock. Isto significa que a produção de pares pelo campo

externo não é controlada. Portanto, os potenciais que não satisfazem a condição de

Hilbert-Schmidt não são fisicamente admisśıveis.

A demonstração de que S+− é um operador de Hilbert-Schmidt e, portanto, da

existência da matriz S, está apresentada no Apêndice C.

3.5 Teoria de Perturbação

Uma questão que aparece no estudo dos processos de espalhamento é a necessidade

de obtenção da série perturbativa para a matriz S de uma part́ıcula, já que, de
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forma geral, os potenciais são dependentes do tempo. Este será o objetivo central

desta seção.

O estado de uma part́ıcula h(t) para o campo de Dirac sujeito a uma interação de-

pendente do tempo H1(t), (3.100), tem sua evolução dada pelo propagador unitário

(3.102) tal que

h(t) = U(t, s)h(s) = e−iH(t−s) h(s) (3.162)

é a solução da equação de Schrödinger (3.97), com H(t) = H0 +H1(t). Tal estado

pode ser levado à representação de interação pela transformação

hI(t) = e−iH0t h(t) , (3.163)

o qual satisfaz a equação de movimento

i
d

dt
hI(t) = H

(I)
1 (t)h(t) , (3.164)

sendo

H
(I)
1 (t) = eiH0tH1(t)e

−iH0t (3.165)

o operador hamiltoniano na representação de interação com

H1 = e [V (x)− ~α ·A(x)] . (3.166)

Se o operador H1(t) é limitado, a solução da equação (3.164) pode ser obtida de

forma iterativa, levando à série de Dyson

hI(t) =

[
1 +

∞∑
n=1

(−i)n

∫ t

s

dt1

∫ t1

s

dt2...

∫ tn−1

s

dtnH
(I)
1 (t1)H

(I)
1 (t2)...H

(I)
1 (tn)

]
hI(s)

=̂ U (I)(t, s)hI(s) , (3.167)

que é convergente no sentido da norma de operadores. Na última igualdade as-

sumimos a série de Dyson como definição do propagador unitário U (I)(t, s), que é o

operador evolução temporal na descrição de interação. De acordo com (3.165), este

operador é definido por

U (I)(t, s) =̂ eiH0t U(t, s) e−iH0s

= eiH0t e−iH(t−s) e−iH0s . (3.168)

Comparando esta expressão com a definição da matriz S, (3.105), podemos notar

que S é o limite do operador U (I)

S = lim
s→−∞
t→+∞

U (I)(t, s) . (3.169)
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Então, a definição da matriz S pode ser expressa pela série de Dyson

S = lim
s→−∞
t→+∞

[
1 +

∞∑
n=1

(−i)n

∫ t

s

dt1

∫ t1

s

dt2...

∫ tn−1

s

dtnH
(I)
1 (t1)H

(I)
1 (t2)...H

(I)
1 (tn)

]

=
∞∑

n=0

(−i)n

∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...

∫ tn−1

−∞
dtnH

(I)
1 (t1)H

(I)
1 (t2)...H

(I)
1 (tn)

=̂
∞∑

n=0

S(n) , (3.170)

com S(0) = 1. Os fatores do integrando estão temporalmente ordenados, isto é,

t1 > t2 > ... > tn. As integrais em (3.170) poderão ser estendidas de −∞ a +∞
com a ajuda das distribuições Θ de Heaviside. Entretanto, como os fatores H

(I)
1 (tj)

não comutam, o ordenamento temporal deverá ser mantido.

Como estamos assumindo que os potenciais se anulam para t→ ±∞, então∫ ∞

−∞
dτ
∥∥∥H(I)

1 (τ)
∥∥∥ <∞ , (3.171)

faz com que a série (3.170) também seja convergente na norma. Então ela define

um operador unitário em H1, e, consequentemente, fica garantida a completeza dos

estados assintóticos.

A matriz S no espaço dos momentos é obtida escrevendo os operadores hamilto-

niano livre H0 e de interação H1(t) no espaço dos momentos, sendo que o primeiro

é o operador

H0(p) = βm+ ~α · p (3.172)

e o segundo uma convolução

[H1(t) f ](p) =
1

(2π)−3/2

∫
d3p′H1(t;p− p′) f(p′) . (3.173)

Portanto, a n-ésima ordem da série (3.170), S(n), no espaço dos momentos fica dada

por

S(n)(p,q) =
(−i)n

(2π)3n/2

∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...

∫ tn−1

−∞
dtn

∫
d3p1...d

3pn−1 ·

·eit1H0(p)H1(t1;p− p1) e−i(t1−t2)H0(p1)H1(t2;p1 − p2)...

...e−i(tn−1−tn)H0(pn−1)H1(tn;pn−1 − q) e−itnH0(q) . (3.174)

A matriz espalhamento S no espaço de Fock, (3.157), é escrita em termos dos

elementos de matriz S±± = P±SP±, os quais serão apresentados a seguir.
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O elemento de matriz S
(n)
+− = P+S

(n)P− é obtido a partir dos operadores de

projeção no espaço dos momentos§

P+(p) =
1

2E
(E + ~α · p + βm) ,

P−(p) =
1

2E
(E − ~α · p− βm) , (3.175)

resultando em

S
(n)
+−(p,q) = P+(p)

(−i)n

(2π)3n/2

∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...

∫ tn−1

−∞
dtn

∫
d3p1...d

3pn−1 ·

·eit1H0(p)H1(t1;p− p1) e−i(t1−t2)H0(p1)H1(t2;p1 − p2)...

...e−i(tn−1−tn)H0(pn−1)H1(tn;pn−1 − q) e−itnH0(q)P−(q) .

=
(−i)n

(2π)3n/2

∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...

∫ tn−1

−∞
dtn eit1E(p)+itnE(q)

∫
d3p1...d

3pn−1 ·

·P+(p)H1(t1;p− p1) e−i(t1−t2)H0(p1)H1(t2;p1 − p2)...

...e−i(tn−1−tn)H0(pn−1)H1(tn;pn−1 − q)P−(q) , (3.176)

onde usamos

P±(p)H0(p) = ±E(p)P±(p) = H0(p)P±(p) , (3.177)

P±(p) e−itH0(p) = e−itH0(p) P±(p) = e±itE(p) P±(p) , (3.178)

e estamos denotando p0 = ±E(p) e q0 = ±E(q).

Como já foi dito anteriormente, para que S exista devemos ter a convergência

na norma de Hilbert-Schmidt da série perturbativa S+−[A]. A demonstração de que

tal exigência é satisfeita está apresentada no Apêndice C.

As integrais em t na expressão (3.176) podem ser estendidas de −∞ a +∞ se

usamos a função retardada

SR(tj−1 − tj;p) =̂ Θ(tj−1 − tj) e−i(tj−1−tj)H0(p) , (3.179)

que garante o ordenamento temporal no termo S(n) da série de Dyson para a matriz

S, já que

Θ(tj−1 − tj) =

{
1 , para tj−1 > tj ,

0 , para tj−1 < tj .
(3.180)

Portanto, teremos

S
(n)
+−(p,q) =

(−i)n

(2π)3n/2

∫ ∞

−∞
dt1

∫ ∞

−∞
dt2...

∫ ∞

−∞
dtn eit1E(p)+itnE(q)

∫
d3p1...d

3pn−1 ·

·P+(p)H1(t1;p− p1) Θ(t1 − t2) e−i(t1−t2)H0(p1)︸ ︷︷ ︸H1(t2;p1 − p2)...

...Θ(tn−1 − tn) e−i(tn−1−tn)H0(pn−1)︸ ︷︷ ︸H1(tn;pn−1 − q)P−(q) . (3.181)

§Vide Apêndice B1.
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Podemos calcular as integrais temporais com a ajuda da transformada de Fourier

distribucional

ŜR(p0,p) =
1√
2π

lim
ε→0+

∫ ∞

0

dt eip0t−εt e−itH0(p) , (3.182)

sendo que

SR(t;p) =
1√
2π

∫
dp0 ŜR(p0,p) e−ip0t . (3.183)

A propriedade (3.62) dos operadores de projeção P±, leva a definição (3.182) a ser

escrita como

ŜR(p0,p) = (P+ + P−) ŜR(p0,p)

=
1√
2π

lim
ε→0+

∫ ∞

0

dt [P+(p)eip0t−εt e−itH0(p) +

+P−(p)eip0t−εt e−itH0(p)]

=
i√
2π

[
P+

p0 − E(p) + i0
+

P−
p0 + E(p) + i0

]
=

i√
2π

[
p0γ

0 − ~γ · p +m

p2
0 − E2(p) + ip00

]
γ0 , (3.184)

onde usamos as expressões (B.31) e (B.32) para P+ e P−, com ~α = γ0~γ. Fazendo as

substituições

p0 = E(p) , p2 = p2
0 − p2 , 6p = γ0p0 − ~γ · p , (3.185)

a equação (3.184) pode ser escrita na forma covariante

ŜR(p) =
i√
2π

[
6p+m

p2 −m2 + ip00

]
γ0

=
i√
2π
Sret(p) γ0 , (3.186)

sendo que estamos denotando p = (p0,p). Note que as funções Sret(p) diferem das

transformadas de Fourier Ŝret(p) , (B.57), nas potências de (2π). Com o resultado

(3.186 ), a expressão (3.183) fica

SR(t;p) =
i

2π

∫
dp0 S

ret(p) e−ip0t γ0 , (3.187)

e o elemento de matriz S
(n)
+−, (3.181), pode ser escrito como

S
(n)
+−(p,q) =

(−i)
(2π)5n/2−1

∫ ∞

−∞
dt1...dtn

∫
d3p1...d

3pn−1

∫
dp0

1...dp
0
n−1 eit1E(p)+itnE(q) ·

·P+(p)H1(t1;p− p1)S
ret(p1) e−i(t1−t2)(p1)0 γ0H1(t2;p1 − p2)...

...Sret(pn−1) e−i(tn−1−tn)(pn−1)0 γ0H1(tn;pn−1 − q)P−(q)
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=
(−i)

(2π)5n/2−1

∫
d4p1...d

4pn−1

∫ ∞

−∞
dt1...dtn eit1E(p)+itnE(q) ·

·P+(p)H1(t1;p− p1)S
ret(p1) e−i(t1−t2)(p1)0 γ0H1(t2;p1 − p2)...

...Sret(pn−1) e−i(tn−1−tn)(pn−1)0 γ0H1(tn;pn−1 − q)P−(q) . (3.188)

Usando a expressão covariante

γ0H1(tj;pj−1 − pj) = e (γ0V − ~γ ·A)(tj;pj−1 − pj)

= e 6A(tj;pj−1 − pj) (3.189)

e a transformada de Fourier do campo eletromagnético externo

6A(tj;pj−1 − pj) =
1√
2π

∫
dkj 6A(kj;pj−1 − pj) e−ikjtj , (3.190)

podemos facilmente realizar as integrações em t1, ..., tn e depois em k1, ..., kn, de

forma que o elemento S
(n)
+−(p,q) resulta em

S
(n)
+−(p,q) =

(−i)
(2π)2n−1

en

∫
d4p1...d

4pn−1 P+(p) γ0 6A(p− p1)S
ret(p1) ·

· 6A(p1 − p2)S
ret(p2)... S

ret(pn−1) 6A(pn−1 − q)P−(q) . (3.191)

Por um procedimento análogo, obtemos as outras três projeções

S
(n)
++(p,q) = P+(p)S(n)(p,q)P+(q) , (3.192)

S
(n)
−+(p,q) = P−(p)S(n)(p,q)P+(q) , (3.193)

S
(n)
−−(p,q) = P−(p)S(n)(p,q)P−(q) . (3.194)

As quatro projeções podem ser resumidas na expressão

S
(n)
±±(p,q) =

(−i)
(2π)2n−1

en

∫
d4p1...d

4pn−1 P±(p) γ0 6A(p− p1)S
ret(p1) ·

· 6A(p1 − p2)S
ret(p2)... S

ret(pn−1) 6A(pn−1 − q)P±(q) . (3.195)

Os processos de espalhamento são avaliados pela probabilidade de transição entre

os estados assintóticos Φ e Ψ no espaço de Fock, definida por

Pfi = |Sfi|2 = |(Φ,SΨ)|2 . (3.196)

O cálculo do elemento de matriz Sfi envolverá as projeções S±±, cujo termo de n -

ésima ordem é dado pela expressão (3.195). Por exemplo, o espalhamento de elétrons

no campo externo descrito pela segunda exponencial de (3.157), está associado à

projeção S++; a produção de pares elétron-pósitron, representada pela primeira

exponencial de (3.157), envolve as projeções S++ e S−+. Como veremos mais adiante,

no cálculo da produção de pares elétron-pósitron a uma temperatura diferente de

zero, haverá a necessidade de se calcular o processo de produção destes pares à

temperatura zero, obtida a partir da expressão (3.195).
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Caṕıtulo 4

O Campo de Dirac Dual em Segunda Quantização

O objetivo central deste trabalho é construir a representação de Fock para o forma-

lismo de matriz espalhamento para tratar processos de espalhamento à temperatura

finita para o campo de Dirac. A temperatura será introduzida no formalismo de

matriz S através do método de TFD. Neste formalismo os efeitos de temperatura são

introduzidos através de uma transformação de Bogoliubov térmica realizada sobre

o espaço correspondente a um sistema duplicado, composto pelo sistema original

(à temperatura zero) e seu dual, que é constrúıdo seguindo as regras de conjugação

dual (til). Portanto, para que seja aplicada esta abordagem ao formalismo de matriz

espalhamento, deveremos definir todos os elementos apresentados no Caṕıtulo 2

para o sistema dual (til), e com isto construir a teoria de espalhamento para o

sistema duplicado e introduzir os efeitos de temperatura através da transformação

de Bogoliubov.

Neste caṕıtulo apresentaremos a construção da matriz espalhamento no espaço

de Fock para o campo de Dirac dual sob a ação do campo eletromagnético externo

Aµ(x). Apesar da semelhança entre o sistema dual e o original, optamos por apre-

sentar a construção para o sistema dual à imagem daquela para o sistema original

(Caṕıtulo 2 ) para deixar claro seus detalhes e, principalmente, para destacar suas

peculiaridades.

No Caṕıtulo 1 apresentamos os elementos de TFD numa notação diferente da

usada na construção da matriz S para o campo de Dirac (Caṕıtulo 2 ). No que

segue, adaptaremos a notação de TFD de forma a ficar próxima daquela usada na

construção da matriz espalhamento.

Como vimos, o sistema dual é obtido a partir de um mapeamento antilinear do

espaço direto, o qual é explicitado pelas definições (2.16), (2.17)

F |ψ〉 = F |φ, φ̃〉 = [F |φ〉]⊗ |φ̃〉 = [F |φ〉]⊗ 〈φ| ,
F̃ |ψ〉 = F̃ |φ, φ̃〉 = |φ〉 ⊗

[
F̃ |φ̃〉

]
= |φ〉 ⊗

[
〈φ|F †] . (4.1)
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Apesar de todos os elementos do sistema dual serem diferenciados dos seus cor-

respondentes no sistema original apenas pelo til, eles escondem o comportamento as-

sociado a um sistema conjugado, como mostram as definições (4.1). Melhor dizendo,

quando escrevemos que uma “part́ıcula” de função de onda h̃ é criada como resultado

da atuação do operador de criação ã†(h̃) no vácuo |0̃〉, isto corresponde a

h̃ = ã†(h̃) |0̃〉 = 〈0| a(h) = h† , (4.2)

ou seja, na verdade este operador cria uma “part́ıcula” com função de onda∗ h†.

Na notação que adotaremos usaremos o “til” para representar todos os elemen-

tos correspondentes ao sistema dual, a qual não deixará expĺıcitas as propriedades

dos espaços conjugados. No entanto, em pontos deste desenvolvimento que se faça

necessário, voltaremos a destacar esta caracteŕıstica do sistema dual.

4.1 Segunda Quantização no Espaço de Fock Dual

O espaço de Fock é definido como a soma direta de todos os espaços de Hilbert de

muitas part́ıculas. O espaço de Hilbert dual de uma “part́ıcula”†, H̃, é o conjunto de

todos os estados de uma part́ıcula ϕ̃1(x) de quadrado integrável (L2(R3)). Definimos

o estado de n part́ıculas como

ϕ̃n(x) ∈ H̃n =̂ H̃1 ⊗ ...⊗ H̃1︸ ︷︷ ︸
n fatores

. (4.3)

Os estados que representam muitas part́ıculas idênticas devem ser simetrizados

ou antissimetrizados. Se definimos o operador de (anti)simetrização S±n , teremos o

estado simetrizado

S+
n ϕ̃n =

1

n!

∑
π

ϕ̃n(xπ1 , ...,xπn) (4.4)

para as part́ıculas que obedecem à estat́ıstica de Bose, e o estado antissimetrizado

S−n ϕ̃n =
1

n!

∑
π

(−1)π ϕ̃n(xπ1 , ...,xπn) (4.5)

para as part́ıculas que obedecem à estat́ıstica de Fermi. Esses operadores S±n são

os mesmos operadores de projeção definidos pelas expressões (3.5). Sendo assim, os

espaços duais de n part́ıculas são os espaços de Hilbert (anti)simetrizados

H̃±
n =̂S±n H̃n , (4.6)

∗Como h̃ denota a função de onda de uma part́ıcula dual, a função conjugada deveria ser
representada por h̃∗. No entanto, antecipando a notação apropriada para o tratamento de
quadriespinores, estamos adotando h̃†.

†Para o sistema dual escrevemos “part́ıcula” (entre aspas) já que não se trata de part́ıcula f́ısica.
No entanto, no que segue omitiremos as aspas por simplicidade.
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e o espaço de Fock correspondente a sistemas duais de muitas part́ıculas é definido

como

F̃± =̂ ⊕∞
n=0 H̃±

n = H̃0 ⊕ H̃1 ⊕ (H̃1 ⊗ H̃1)
±
2 ⊕ ...⊕ H̃±

n ⊕ ... , (4.7)

onde

H̃0 =̂ α̃ Ω̃ , (α̃ ∈ C) (4.8)

é o espaço unidimensional que constitui o vácuo do sistema dual‡.

Um elemento do espaço de Fock F̃ é dado por

Φ̃± =
(
ϕ̃0 , ϕ̃1 , ϕ̃

±
2 , ...

)
∈ F̃± (4.9)

onde

ϕ̃±n ∈ H̃±
n (4.10)

e

ϕ̃0 = α̃ Ω̃ ∈ H̃0 (4.11)

são os estados (anti)simetrizados de n part́ıculas. A partir deste ponto usaremos a

notação simplificada na qual omitiremos o sinal± nas quantidades (anti)simetrizadas.

O produto escalar entre dois elementos do espaço de Fock dual é definido como

(Φ̃ , Ψ̃) =
∞∑

n=0

(ϕ̃n , ψ̃n)n (4.12)

onde ( , )n é o produto escalar em H̃n. A independência entre os sistemas original e

dual leva a

(Φ , Ψ̃) = 0 , (4.13)

sendo Φ um vetor do espaço de Fock F do sistema original e Ψ̃ um vetor do espaço

de Fock F̃ do sistema dual.

O espaço de Fock F̃ é o espaço composto por todos os estados de muitas

part́ıculas de norma finita,

‖ Φ̃ ‖2 =̂(Φ̃ , Φ̃) =
∞∑

n=0

‖ϕ̃‖2
n <∞ . (4.14)

Podemos definir operadores de criação e operadores de aniquilação, que mu-

dam o número de part́ıculas do sistema. Os operadores de criação ã†(h̃), que cri-

ampart́ıculas de função de onda h̃ ∈ H̃1, são tais que

ã†(h̃) Ω̃ = h̃ , (4.15)

‡Na notação de TFD, o vácuo normalizado Ω̃ é representado por |0̃〉.
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onde h̃ ∈ H̃1. Sua ação sobre o espaço de Fock dual muda o estado do sistema de

um setor de (n− 1) part́ıculas para o setor de n part́ıculas, ou seja,

(ã†(h̃) Φ̃)n =
√
nS±n (h̃⊗ ϕ̃n−1)n . (4.16)

O fator
√
n torna estes operadores não limitados para bósons. No entanto, para

férmions, os mesmos são limitados

‖ ã†(h̃) Φ̃ ‖2
n≤‖ h̃ ‖2

1 ‖ Φ̃ ‖2 (4.17)

e definidos sobre todo F̃−. Os operadores de criação ã†(h̃) podem ser escritos em

termos de funcionais a valores de operadores ã†(x) e ã†(k), que são geralmente

chamados, respectivamente, de operadores de campo no espaço das coordenadas e

operadores de campo no espaço dos momentos. Estes funcionais definem o mapea-

mento h̃→ ã†(h̃)

ã†(h̃) =

∫
d3x ã†(x) h̃(x)

=

∫
d3k ã†(k) h̃(k) , (4.18)

que expressa a linearidade de ã† com respeito a h̃. Na definição acima, h̃(k) é a

transformada de Fourier de h̃(x).

Seja o conjunto {h̃j} dos vetores que formam uma base ortonormal em H̃1, e

{h̃†j} seus conjugados. As definições (4.18) podem ser escritas como um produto

escalar complexo formal

ã†(h̃j) = (h̃†j , ã
†(x)) , (4.19)

onde definimos

(h̃, h̃′) =

∫
d3x h̃†(x) h̃′(x) =

∑
j

∫
d3x h̃†j(x) h̃′j(x) . (4.20)

Motivados pela semelhança entre a expressão (4.19) e a definição dos coeficientes de

Fourier, podemos escrever os operadores de campo como

ã†(x) =
∑

j

ã†(h̃j) h̃
†
j(x) =

∑
j

ã†(h̃†j) h̃j(x) , (4.21)

ã†(k) =
∑

j

ã†(h̃j) h̃
†
j(k) =

∑
j

ã†(h̃†j) h̃j(k) . (4.22)

Os operadores de aniquilação ã(h̃) eliminam part́ıculas de função de onda h̃,

reduzindo o número de part́ıculas do sistema. Eles são definidos como

(ã(h̃) Φ̃)n(x1, ...,xn) =
√
n+ 1

∫
d3x h̃†(x) ϕ̃n+1(x,x1, ...,xn) (4.23)

ã(h̃) Ω̃ = 0 , ∀ h̃ ∈ H̃1 . (4.24)
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A expressão (4.23) mostra a dependência antilinear de ã(h̃) com respeito h̃, e vale a

relação

(ã†(h̃) Ψ̃, Φ̃) = (Ψ̃, ã(h̃) Φ̃) . (4.25)

Portanto, os operadores de criação, definidos em (4.16), são os adjuntos dos ope-

radores de aniquilação (4.23). Da mesma forma que para os operadores de criação,

podemos definir os operadores de campo no espaço das coordenadas, ã(x), e dos

momentos, ã(k), tais que

ã(h̃) =

∫
d3x h̃†(x) ã(x)

=

∫
d3k h̃†(k) ã(k) , (4.26)

e

ã(x) =
∑

j

h̃j(x) ã(h̃j) =
∑

j

h̃†j(x) ã(h̃†j) , (4.27)

ã(k) =
∑

j

h̃j(k) ã(h̃j) =
∑

j

h̃†j(k) ã(h̃†j) . (4.28)

O conjunto dos operadores que atuam no espaço de Fock F̃ é formado pelos

operadores que mantém o número de part́ıculas constante e pelos operadores que

mudam o número de part́ıculas do estado dual, como os de criação e de aniquilação.

Podemos definir o operador número de part́ıculas

Ñ =
∑

j

ã†(h̃j) ã(h̃j) =

∫
d3x ã†(x) ã(x) , (4.29)

que não muda o número de part́ıculas do estado. De fato, sua atuação num estado

de Fock resulta em

(Ñ Φ̃)n =
∑

j

(ã†(h̃j) ã(h̃j) Φ̃)n

= nS±n ϕ̃n(x1, ...,xn)

= n(Φ̃)n , (4.30)

onde ( )n representa a n-ésima componente do espaço de Fock. O resultado (4.30)

mostra que o operador Ñ tem a propriedade de determinar o número n de part́ıculas

do estado. Este é um operador autoadjunto positivo, e todos os operadores Ã que

comutam com ele não mudam o número de part́ıculas do sistema.

A qualquer operador (limitado) Ã(x) de uma part́ıcula, que atua no espaço de

Hilbert H̃1, pode ser associado um operador Ã que atua no espaço de Fock, definido
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como

Ã =

∫
d3x ã†(x) Ã(x) ã(x)

=
∑
jk

(h̃j , Ã(x)h̃k) ã
†(h̃j) ã(h̃k) , (4.31)

tal que

(ÃΦ̃)n =
∑
jk

[
(h̃j , Ã(x) h̃k) ã

†(h̃j) ã(h̃k) Φ̃
]

n

=
n∑

m=1

Ã(xm) ϕ̃n(x1, ...,xn) . (4.32)

Os operadores de criação e aniquilação devem satisfazer a ágebra comutante (−),

no caso de sistemas bosônicos, ou anticomutante (+), para sistemas fermiônicos,

cujas relações básicas são [
ã(h̃1) , ã

†(h̃2)
]
∓

= (h̃1 , h̃2) , (4.33)

sendo as demais nulas. Estas relações de (anti)comutação podem ser obtidas a

partir das definições dos operadores de criação, (4.16), e de aniquilação, (4.23). A

independência do sistema original e seu dual (til) faz com que todas as relações de

(anti)comutação entre operadores dos dois sistemas se anulem.

Como no caso do sitema original (Seção 2.1 ), a irredutibilidade do espaço de

Fock e as relações de (anti)comutação (4.33) levam a uma equivalência entre os

vetores h̃†n do espaço de Hilbert H̃n, e o setor de n part́ıculas do espaço de Fock F̃ .

Podemos mostrar esta propriedade considerando que o setor de uma part́ıcula (Φ̃)1

do espaço de Fock possa sergerado pelo vetor

1√
1!
ã†(h̃) Ω̃ , (4.34)

e então

(ã†(h̃1) Ω̃ , ã†(h̃2) Ω̃) = (Ω̃ , ã(h̃1) ã
†(h̃2) Ω̃)

= (Ω̃ , [(h̃1, h̃2)± ã†(h̃2) ã(h̃1)] Ω̃)

= (h̃1, h̃2) , (4.35)

ou seja, o vetor do espaço de Fock ã†(h̃) Ω̃, (4.34), é unitariamente equivalente ao

vetor h̃ do espaço de Hilbert H̃1. A extensão para o setor de n part́ıculas leva à

correspondência entre os vetores

(ã†(h̃) Φ̃)n e
√
nS±n (h̃⊗ ϕ̃n−1)n . (4.36)

Esta equivalência permite-nos definir a evolução temporal dos vetores no espaço de

Fock a partir da dinâmica de uma part́ıcula definida sobre o espaço de Hilbert H̃1.
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4.2 Evolução Temporal no Espaço de Fock Dual

O formalismo de TFD estabelece que os operadores, estados e equações associados ao

sistema dual devem ser obtidos do sistema original, através das regras de conjugação

dual (til) (2.29). Portanto, a um sistema cuja dinâmica de uma part́ıcula é regida

pela equação tipo Schrödinger

i
dh

dt
= H h , (4.37)

corresponderá um sistema dual com a dinâmica dada pela equação

i
dh̃

dt
= − H̃ h̃ , (4.38)

que tem como solução a transformação unitária

h̃(t) = eiH̃t h̃(0) = Ũ h̃ , (4.39)

onde H̃ é o operador hamiltoniano do sistema dual, e Ũ o operador de evolução

temporal. Comparando a expressão (4.39) com aquela para o sistema original, (3.44),

vemos que a evolução temporal de h̃ se dá no sentido inverso da evolução de h.

Se, no lugar de h̃, tomamos as funções h̃(t) como funções teste dos operadores

no espaço de Fock, teremos

ã†(h̃(t)) Φ̃ = ã†(Ũ h̃) Φ̃ . (4.40)

Podemos introduzir o operador evolução temporal Ũ no espaço de Fock tal que este

mantenha o vácuo invariante,

Ũ Ω̃ = Ω̃ , (4.41)

e seja definido por

(Ũ Φ̃)n =̂ (⊗n
j=1Ũ)ϕ̃n

= S±n (Ũ h̃1 ⊗ Ũ h̃2 ⊗ ...⊗ Ũ h̃n) , (4.42)

onde ϕ̃n é um estado de n part́ıculas

ϕ̃n = S±n (h̃1 ⊗ h̃2 ⊗ ...⊗ h̃n) . (4.43)

O operador Ũ é unitário, portanto, existe o operador Ũ
−1

, tal que ŨŨ
†
= ŨŨ

−1
=

1, de forma que podemos escrever

(Ũã†(h̃) Φ̃)n = (Ũ ã†(h̃) Ũ
−1

Ũ Φ̃)n

= (Ũ ã†(h̃) Ũ
−1

Ψ̃)n . (4.44)
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onde definimos Ψ̃ = Ũ Φ̃. Por outro lado, usando a definição (4.43) temos

(Ũã†(h̃) Φ̃)n = (⊗n
j=1Ũ)

√
nS±n (h̃⊗ ϕ̃n−1)

=
√
nS±n (Ũ h̃⊗ (⊗n−1

j=1 Ũ)ϕ̃n−1)

=
√
nS±n (Ũ h̃⊗ ψ̃n−1)

= (ã†(Ũ h̃) Ψ̃)n , (4.45)

Comparando os resultados (4.44) e (4.45), vemos que o operador de criação depen-

dente do tempo pode ser escrito como

ã†(h̃(t)) = ã†(Ũ h̃) = Ũ ã†(h̃) Ũ
−1

=̂ã†t(h̃) , (4.46)

e seu conjugado

ã(h̃(t)) = ã(Ũ h̃) = Ũ ã(h̃) Ũ
−1

=̂ãt(h̃) . (4.47)

Se derivamos a equação (4.42) com relação ao tempo,

d

dt
(Ũ Φ̃)n =

d

dt
(⊗n

j=1Ũ) ϕ̃n =
d

dt
S±n (Ũ h̃1 ⊗ Ũ h̃2 ⊗ ...⊗ Ũ h̃n)

= i
n∑

j=1

(1⊗ ...⊗ H̃(j) ⊗ ...⊗ 1) (Ũ Φ̃)n

= i
[
H̃(Ũ Φ̃)n

]
, (4.48)

obtemos a equação de evolução para o operador Ũ

i
d

dt
Ũ = −H̃ Ũ = −Ũ H̃ , (4.49)

onde definimos o operador hamiltoniano H̃ no espaço de Fock como

H̃ =̂
n∑

j=1

(1⊗ ...⊗ H̃(j) ⊗ ...⊗ 1) . (4.50)

Nesta expressão o ı́ndice (j) significa que o operador H̃ ocupa a posição j no produto

direto. A solução da equação (4.49) é a transformação unitária

Ũ = eiH̃t . (4.51)

Na expressão (4.31), estabelecemos a relação entre operadores no espaço de

Hilbert e seu correspondente no espaço de Fock. De acordo com esta definição,

podemos escrever

H̃ =
∑
jk

(h̃j , H̃(x) h̃k) ã
†(h̃j) ã(h̃k)

=

∫
d3x ã†(x) H̃(x) ã(x) , (4.52)
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e sua atuação num estado de Fock fica dada por

(HΦ)n =
n∑

j=1

(1⊗ ...⊗ H̃(j) ⊗ ...⊗ 1) ϕ̃n

=
n∑

j=1

H̃(xj) ϕ̃n(x1, ..,xn) . (4.53)

Os operadores de criação ã†t(h̃) e de aniquilação ãt(h̃) têm sua evolução temporal

dada pela equação de Heisenberg,

d

dt
ã†t(h̃) = i [H̃ , ã†t(h̃)]− , (4.54)

que pode ser obtida diferenciando a expressão (4.46) com relação ao tempo e levando

em conta a definição (4.51).

Para o sistema dual, várias quantidades associadas aos observáveis do sistema

original são calculadas como valores esperados dos correspondentes operadores no

estado de Fock, a saber

〈Ã〉Φ̃ = (Φ̃, Ã Φ̃) . (4.55)

Na próxima seção iremos aplicar o método de segunda quantização, apresentado

nesta seção, ao campo de Dirac dual sujeito ao campo eletromagnético externo

independente do tempo Aµ(x).

4.3 Campo de Dirac Dual

O campo de Dirac dual tem seu espaço de Hilbert de uma part́ıcula H̃1 = (L2(R3))4

formado pelas funções de onda espinoriais§

h̃ =
(
h̃1 h̃2 h̃3 h̃4

)
, (4.56)

e dotado do produto escalar

(h̃, h̃′) = (h̃′†, h̃†) =

∫
d3x h̃′(x) h̃†(x)

=
∑

r

∫
d3x h̃′r(x) h̃†r(x) , (4.57)

onde r = 1, 2, 3, 4 e h̃† é o quadriespinor

h̃† =


h̃†1
h̃†2
h̃†3
h̃†4

 . (4.58)

§Como podemos notar, o vetor h̃ pertence ao espaço formado pelos vetores de estado usualmente
representados por 〈h̃|.
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A dinâmica do campo de Dirac dual num campo eletromagnético externo inde-

pendente do tempo, em H̃1, é dada pelo operador hamiltoniano

H̃ = H̃0 +H1 , (4.59)

onde

H1 = e (V − ~α ·A)(x) , (4.60)

e fizemos ~ = c = 1. O hamiltoniano H̃ possui um espectro formado por um

subespaço de energia positiva e outro de energia negativa. A projeção em cada

subespaço é realizada pelos mesmos operadores de projeção P±, definidos em (B.31)

e (B.32), com as propriedades (3.62) e (3.63). Portanto, o espaço de Hilbert H̃ pode

ser decomposto em

H̃± = P±H̃1 , (4.61)

tal que

H̃1 = P+H̃1 ⊕ P−H̃1 . (4.62)

Os operadores de campo também podem ser decompostos em partes correspon-

dentes à energia positiva (d̃) e energia negativa (b̃), como

ã(h̃) = b̃(P−h̃) + d̃(P+h̃) , (4.63)

ã†(h̃) = b̃†(P−h̃) + d̃†(P+h̃) , (4.64)

onde estamos assumindo

b̃(P+h̃) = 0 = d̃(P−h̃) . (4.65)

Assim, a definição do vácuo Ω̃, (4.24 ), torna-se

b̃(P−h̃) Ω̃ = 0 = d̃(P+h̃) Ω̃ . (4.66)

O operador hamiltoniano no espaço de Fock foi definido em (4.52) como

H̃
′
=
∑
jk

(h̃j , H̃(x) h̃k) ã
†(h̃j) ã(h̃k) , (4.67)

onde h̃i é a base de H̃ = H̃+ ⊕ H̃− e escrevemos o lado esquerdo de uma forma

ligeiramente diferente, adequada aos nossos propósitos mais adiante. Se separarmos

o conjunto {h̃i} em f̃i e g̃i, de forma que f̃i seja base de H̃+ e g̃i base de H̃−, o

hamiltoniano (4.67) pode ser escrito em função dos operadores de campo b̃, b̃†, d̃, d̃†

como

H̃
′
=
∑
jk

[
(g̃j , H̃ g̃k) b̃

†(g̃j) b̃(g̃k) + (f̃j , H̃ f̃k) d̃
†(f̃j) d̃(f̃k)

]
. (4.68)
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Assim como o hamiltoniano H̃ no espaço de Hilbert, o operador (4.68) no espaço de

Fock não é limitado. No caso do sistema dual, enquanto H do sistema f́ısico deve

ser limitado inferiormente, H̃ deve ser limitado superiormente. Para contornar este

inconveniente, trocamos os papéis dos operadores d̃† e d̃ , levando a definição (4.63)

a

ψ̃(h̃) = b̃(h̃−) + d̃†(h̃†+) , (4.69)

onde h̃±=̂P±h̃. O adjunto na função teste de d̃† é necessário para não alterar a

linearidade de ψ̃ com respeito a h̃. Com objetivo de simplificar a notação, omitiremos

o adjunto e assumiremos, daqui em diante, a convenção de que d̃†(h̃) é linear em h̃

já que ψ̃(h̃) é um operador de aniquilação, e d̃(h̃) é antilinear. Portanto, teremos os

operadores de Dirac

ψ̃(h̃) =̂ b̃(h̃−) + d̃†(h̃+) ,

ψ̃†(h̃) =̂ b̃†(h̃−) + d̃(h̃+) , (4.70)

que, de acordo com (4.33), satisfazem a relação de anticomutação

{ψ̃(h̃1) , ψ̃
†(h̃2)} = (h̃1 , h̃2) , (4.71)

e, conseqüentemente, os operadores que correspondem aos subespaços H̃− e H̃+

satisfazem a mesma álgebra,

{b̃(h̃1) , b̃
†(h̃2)} = (P−h̃1 , P−h̃2) ,

{d̃(h̃1) , d̃
†(h̃2)} = (P+h̃

†
1 , P+h̃

†
2) = (P+h̃2 , P+h̃1) . (4.72)

Assim como para o sistema original, os operadores b̃,b̃† estão associados à part́ıcula

dual e os operadores d̃,d̃† à antipart́ıcula.

Os operadores de campo, de acordo com (4.18), (4.21), (4.26) e (4.27), ficam

dados por

ψ̃†(h̃) =

∫
d3x ψ̃†(x) h̃(x) ,

ψ̃(h̃) =

∫
d3x h̃†(x) ψ̃(x) , (4.73)

e

ψ̃†(x) =
∑

j

ψ̃†(h̃j) h̃
†
j(x) =

∑
j

ψ̃†(h̃†j) h̃j(x) ,

ψ̃(x) =
∑

j

h̃(x) ψ̃(h̃j) =
∑

j

h̃†(x) ψ̃(h̃†j) . (4.74)
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Se usamos a separação {h̃i} = {f̃i, g̃i} dos vetores da base de H̃, estas expressões

tornam-se

ψ̃†(x) =
∑

j

[
ψ̃†(g̃j) g̃

†
j(x) + ψ̃†(f̃j) f̃

†
j (x)

]
=

∑
j

[
b̃†(g̃j) g̃

†
j(x) + d̃(f̃j) f̃

†
j (x)

]
=

∑
j

[
b̃†(g̃†j) g̃j(x) + d̃(f̃ †j ) f̃j(x)

]
, (4.75)

ψ̃(x) =
∑

j

[
ψ̃(g̃j) g̃j(x) + ψ̃(f̃j) f̃j(x)

]
=

∑
j

[
b̃(g̃j) g̃j(x) + d̃†(f̃j) f̃j(x)

]
=

∑
j

[
b̃(g̃†j) g̃

†
j(x) + d̃†(f̃ †j ) f̃ †j (x)

]
, (4.76)

onde os vetores f̃j ∈ H̃+ e g̃j ∈ H̃− formam uma base ortonormal de H̃1. Das

expressões (4.73) temos que

b̃†(h̃) =

∫
d3x b̃†(x) h̃(x) =

∫
d3p b̃†(p) h̃(p) ,

b̃(h̃) =

∫
d3x h̃†(x) b̃(x) =

∫
d3p h̃†(p) b̃(p) , (4.77)

d̃†(h̃) =

∫
d3x d̃†(x) h̃†(x) =

∫
d3p d̃†(p) h̃†(p) ,

d̃(h̃) =

∫
d3x h̃(x) d̃(x) =

∫
d3p h̃(p) d̃(p) , (4.78)

e, de (4.74), obtemos

b̃†(x) =
∑

j

b̃†(h̃j) h̃
†
j(x) =

∑
j

b̃†(h̃†j) h̃j(x) ,

b̃(x) =
∑

j

b̃(h̃j) h̃j(x) =
∑

j

b̃(h̃†j) h̃
†
j(x) , (4.79)

d̃†(x) =
∑

j

d̃†(h̃j) h̃j(x) =
∑

j

d̃†(h̃†j) h̃
†
j(x) ,

d̃(x) =
∑

j

d̃(h̃j) h̃
†
j(x) =

∑
j

d̃(h̃†j) h̃j(x) . (4.80)
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O operador hamiltoniano no espaço de Fock, (4.68), com a redefinição (4.69) dos

operadores de campo, fica escrito como

H̃ =
∑
jk

[
(g̃j , H̃g̃k) b̃

†(g̃j) b̃(g̃k) + (f̃j , H̃f̃k) d̃(f̃j) d̃
†(f̃k)

]
=

∑
jk

[
(g̃j , H̃g̃k) b̃

†(g̃j) b̃(g̃k)− (f̃j , H̃f̃k) d̃
†(f̃k) d̃(f̃j) + c

]
, (4.81)

o qual é limitado superiormente, já que b̃†, b̃ correspondem ao espectro negativo e

d̃†, d̃ ao espectro positivo. Os operadores b̃, b̃† estão associados à part́ıcula dual de

e d̃, d̃† à antipart́ıcula dual, as quais correpondem aos espectros de energia invertidos

com relação ao sistema original. Portanto, o operador hamiltoniano H̃ admite um

máximo correspondendo ao vácuo. Como c ∈ C não contribuirá para a dinâmica

dos campos ψ̃, não será considerado no que segue. Fazer isto é o mesmo que tomar

como definição do operador H̃, o produto normalmente ordenado

H̃ =

∫
dx3 :ψ̃†(x) H̃(x) ψ̃(x): . (4.82)

Com a nova definição (4.70) para os operadores de campo, o vácuo Ω̃ não pode

mais ser definido por (4.66). O novo vácuo deverá ser tal que

H̃ Ω̃ = 0 . (4.83)

Assim como em (3.75), podemos introduzir os operadores de campo dependentes

do tempo

ψ̃†t (h̃) =̂ ψ̃†(e−iH̃th̃) = e−iH̃t ψ̃†(h̃) eiH̃t, (4.84)

cuja evolução temporal é dada pela equação de Heisenberg

d

dt
ψ̃†t (h̃) = i [ψ̃†t (h̃) , H̃]− . (4.85)

Aqui, assim como em (3.75), em (4.84) estamos tomando como funções teste h̃(−t),
o que corresponde a trocar part́ıcula por antipart́ıcula duais.

Associado ao operador dependente do tempo ψ̃†t (h̃), teremos o operador de campo

no espaço das coordenadas ψ̃†t (x)=̂ψ̃†(x), definido de forma análoga a (4.75),

ψ̃†(x) =
∑

j

[
ψ̃†t (g̃j) g̃

†
j(x) + ψ̃†t (f̃j) f̃

†
j (x)

]
=

∑
j

[
ψ̃†(e−iH̃0tg̃j) g̃

†
j(x) + ψ̃†(e−iH̃0tf̃j) f̃

†
j (x)

]
=

∑
j

[
b̃†(e−iH̃0tg̃j) g̃

†
j(x) + d̃(e−iH̃0tf̃j) f̃

†
j (x)

]
=̂ ψ̃†(x)(−) + ψ̃†(x)(+) , (4.86)
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onde substituimos (4.84). Os ı́ndices (+) e (−) nas expressões acima significam que

as quantidades estão associadas, respectivamente, ao subespaço positivo e negativo

do espectro de H̃0.

Considerando o caso particular da dinâmica do campo de Dirac dual livre, temos,

de acordo com (B.73), que a função de onda de uma part́ıcula é

h̃†(x) = (2π)−3/2
∑

s

∫
d3p
[
h̃†s+(p)us(p) eip·x + h̃†s−(p) vs(p) e−ip·x

]
, (4.87)

onde definimos

h̃†s−(p) = u†s(p) h̃†(p) ,

h̃†s+(p) = v†s(p) h̃†(−p) , (4.88)

e sua conjugada é dada por

h̃(x) = (2π)−3/2
∑

s

∫
d3p
[
u†s(p) h̃s+(p) e−ip·x + v†s(p) h̃s−(p) eip·x

]
. (4.89)

Se usamos (4.88) e as definições dos operadores de campo, (4.77) e (4.78), os

operadores d̃ e b̃†, que aparecem na expressão (4.86), podem ser escritos como

d̃(e−iH̃0tf̃j) =
∑

s

∫
d3p d̃s(p) (e−iH̃0t f̃j)s(p)

=
∑

s

∫
d3p d̃s(p) e−iH̃0t vs(p) f̃j(−p)

=
∑

s

∫
d3p eiEpt vs(p) f̃j(−p) d̃s(p) (4.90)

e

b̃†(e−iH̃0tg̃j) =
∑

s

∫
d3p b̃†s(p) (e−iH̃0t g̃j)s(p)

=
∑

s

∫
d3p b̃†s(p) e−iH̃0t us(p) g̃j(p)

=
∑

s

∫
d3p e−iEpt us(p) g̃j(p) b̃†s(p) . (4.91)

Assim, o operador de campo ψ̃†(x) pode ser escrito como

ψ̃†(x) =
∑

j

∑
s

∫
d3p
[
eiEpt vs(p) f̃j(−p) d̃s(p) f̃ †j (x)+

+ e−iEpt us(p) g̃j(p) b̃†s(p) g̃†j(x)
]

= (2π)−3/2
∑

s

∫
d3p

[
d̃s(p) vs(p) eip·x + b̃†s(p)us(p) e−ip·x

]
= ψ̃†(x)(+) + ψ̃†(x)(−) , (4.92)
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onde usamos a definição de transformada de Fourier

h̃†j(x) = (2π)−3/2

∫
d3p′ h̃†j(p

′) eip′·x , (4.93)

e

δ(p− p′) =
∑

j

h̃j(p) h̃†j(p
′) , (4.94)

lembrando que os ı́ndices (+) e (−) referem-se aos subespaços espectrais, conforme

a equação (4.86). Obtemos o operador adjunto, ψ̃(x), multiplicando o hermitiano

conjugado de (4.92) por γ0, resultando em

ψ̃(x) = ψ̃(x) γ0 =

= (2π)−3/2
∑

s

∫
d3p

[
d̃†s(p) vs(p) e−ip·x + b̃s(p)us(p) eip·x

]
= ψ̃(x)(−) + ψ̃(x)(+) , (4.95)

onde

us(p) =̂u†s(p) γ0 , vs(p) =̂ v†s(p) γ0 . (4.96)

As relações de anticomutação entre os operadores de campo (livre) para tempos

arbitrários resultam em funções que serão úteis na construção da teoria de espa-

lhamento. Elas são definidas como

{ψ̃†(x), ψ̃(y)} = {ψ̃†(x)(−), ψ̃(y)(+)}+ {ψ̃†(x)(+), ψ̃(y)(−)} , (4.97)

cujos campos são dados pelas expressões (4.92) e (4.95). Os outros dois anticomu-

tadores são nulos pois envolvem os operadores b̃ e d̃. Para as parcelas de (4.97)

teremos¶

{ψ̃†(x)(+), ψ̃(y)(−)} = (2π)−3

∫
d3p

(6p−m)

2Ep

eip·(x−y)

=̂ −i S(−)(x− y) , (4.98)

e

{ψ̃†(x)(−), ψ̃(y)(+)} = (2π)−3

∫
d3p

(6p+m)

2Ep

e−ip·(x−y)

=̂ −i S(+)(x− y) , (4.99)

e então,

{ψ̃†(x), ψ̃(y)} = −i S(+)(x− y)− i S(−)(x− y)

= −i S(x− y) , (4.100)

¶Vide Apêndice B1.
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que são as mesmas funções (3.92)-(3.94) definidas para o sistema original. Portanto,

a distribuição retardada Sret(p), (B.57), a distribuição avançada Sav(p), (B.58), e o

propagador de Feynman SF (p), (B.61), serão também utilizados na construção da

matriz espalhamento para o sistema dual.

4.4 Operador Espalhamento no Espaço de Fock Dual

Nesta seção construiremos o operador espalhamento (matriz S̃) no espaço de Fock

dual, que estabelece a transição entre estados de um sistema que é descrito pelo

operador hamiltoniano H̃(t) dependente do tempo. O operador S̃ pode ser escrito em

termos da matriz S̃ de uma part́ıcula, definida sobre o espaço de Hilbert H̃1. Sendo

assim, partiremos da dinâmica de uma part́ıcula descrita pelo operador hamiltoniano

dependente do tempo

H̃(t) = H̃0 +H1(t) (4.101)

com

H1(t) = e (V (t,x)− ~α ·A)(t,x) , (4.102)

cuja a evolução temporal é dada, de acordo com (4.39), pela transformação unitária

h̃(t) = Ũ(t, s) h̃ = eiH̃(t−s) h̃(s) , (4.103)

onde

Ũ †(t, s) = Ũ(s, t) ,

Ũ(t, s) Ũ(s, r) = Ũ(t, r) , (4.104)

e Aµ(x)=̂(V (x),A(x)) é um potencial real. Para sistemas cuja interação é de alcance

finito, ou seja, para potenciais que se anulam para t→ ±∞, existem os operadores

de onda

W̃ in
out

=
(forte)

lim
t→∓∞

Ũ(0, t) eiH̃0t

=
(forte)

lim
t→∓∞

e−iH̃t eiH̃0t (4.105)

e a matriz espalhamento S̃

S̃ = W̃ †
out W̃in

=
(forte)

lim
s→−∞
t→+∞

e−iH̃0tŨ(t, 0)Ũ(0, s) eiH̃0s

=
(forte)

lim
s→−∞
t→+∞

e−iH̃0tŨ(t, s) eiH̃0s
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=
(forte)

lim
s→−∞
t→+∞

e−iH̃0teiH̃(t−s) eiH̃0s (4.106)

como limites fortes em H̃1, a qual é um operador unitário.

Na seção anterior discutimos, na abordagem de segunda quantização, o campo

de Dirac submetido a um campo eletromagnético externo, Aµ(x), independente do

tempo. O espaço de Fock F̃ foi constrúıdo a partir do vácuo definido pelas relações

b̃(h̃) Ω̃ = 0 = ψ̃(P−h̃) Ω̃ ,

d̃(h̃) Ω̃ = 0 = ψ̃(P+h̃) Ω̃ , (4.107)

∀ h̃ ∈ H̃1 ,

onde P± são, respectivamente, os operadores de projeção nos subespaços espectrais

positivo e negativo do operador hamiltoniano de uma part́ıcula, H̃(x). Assumindo

que os potenciais Aµ(x) se anulam para t→ ±∞, nestes limites teremos a dinâmica

livre. Portanto, esta hipótese nos permitirá descrever a evolução temporal do sistema

a partir da representação de Fock do campo de Dirac dual livre.

O campo de Dirac dual livre, no formalismo de segunda quantização, é represen-

tado pelo operador no espaço de Fock

ψ̃(h̃) = b̃(P 0
−h̃) + d̃†(P 0

+h̃)

= b̃(h̃−) + d̃†(h̃+) , (4.108)

sendo P 0
± os operadores de projeção correspondentes ao operador hamiltoniano livre

H̃0. No que segue usaremos a notação P± para os projetores associados ao hamilto-

niano livre H̃0.

O operador espalhamento S̃ no espaço de Fock, se existe, é definido como

ψ̃(S̃† h̃) = S̃
−1
ψ̃(h̃) S̃ (∀ h̃ ∈ H̃1) (4.109)

e, portanto,

ψ̃†(S̃† h̃) = S̃
−1
ψ̃†(h̃) S̃ . (4.110)

As definições (4.109) e (4.110) estabelecem que S̃ é um operador unitário e pode ser

determinado a menos de uma fase, que depende do campo externo Aµ(x). Esta fase

está associada à amplitude vácuo-vácuo dual, e será discutida mais adiante.

Das definições acima para o operador S̃ temos que

ψ̃(h̃) S̃ = S̃ ψ̃(S̃† h̃) ,

ψ̃†(h̃) S̃ = S̃ ψ̃†(S̃† h̃) . (4.111)
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Se consideramos a separação das funções h̃ ∈ H̃1 nos subconjuntos f̃ ∈ H̃+ e g̃ ∈ H̃−,

ou seja,

h̃ = P+h̃+ P−h̃ = f̃ + g̃ , (4.112)

e escrevemos os operadores de campo ψ̃, ψ̃† usando a decomposição (4.70), as ex-

pressões (4.111) resultam em

S̃ ψ̃(S̃† f̃) = ψ̃(f̃) S̃

S̃
[
b̃(S̃† f̃) + d̃†(S̃† f̃)

]
=

[
b̃(f̃) + d̃†(f̃)

]
S̃

= d̃†(f̃) S̃ , (4.113)

S̃ ψ̃(S̃† g̃) = ψ̃(g̃) S̃

S̃
[
b̃(S̃† g̃) + d̃†(S̃† g̃)

]
=

[
b̃(g̃) + d̃†(g̃)

]
S̃

= b̃(g̃) S̃ , (4.114)

e

S̃ ψ̃†(S̃† f̃) = ψ̃†(f̃) S̃

S̃
[
b̃†(S̃† f̃) + d̃(S̃† f̃)

]
=

[
b̃†(f̃) + d̃(f̃)

]
S̃

= d̃(f̃) S̃ , (4.115)

S̃ ψ̃†(S̃† g̃) = ψ̃†(g̃) S̃

S̃
[
b̃†(S̃† g̃) + d̃(S̃† g̃)

]
=

[
b̃†(g̃) + d̃(g̃)

]
S̃

= b̃†(g̃) S̃ , (4.116)

onde subtituimos (4.65). Usando a mesma decomposição (4.112) para S̃† f̃ e S̃† g̃,

obtemos

S̃† f̃ = P+ S̃
† f̃ + P− S̃

† f̃ = P+S̃
†P+ f̃ + P−S̃

†P+ f̃ ,

S̃† g̃ = P+ S̃
† g̃ + P− S̃

† g̃ = P+S̃
†P− g̃ + P−S̃

†P− g̃ , (4.117)

já que f̃ = P+ f̃ e g̃ = P− g̃. Então as expressões (4.113)-(4.116) ficam escritas como

d̃†(f̃) S̃ = S̃
[
b̃(S̃†−+ f̃) + d̃†(S̃†++ f̃)

]
, (4.118)

b̃(g̃) S̃ = S̃
[
b̃(S̃†−− g̃) + d̃†(S̃†+− g̃)

]
, (4.119)

d̃(f̃) S̃ = S̃
[
b̃†(S̃†−+ f̃) + d̃(S̃†++ f̃)

]
, (4.120)

b̃†(g̃) S̃ = S̃
[
b̃†(S̃†−− g̃) + d̃(S̃†+− g̃)

]
, (4.121)
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onde definimos S̃†±± = P± S̃
† P±.

A seguir, construiremos explicitamente a matriz espalhamento no espaço de Fock

dual. Este operador deverá descrever todos os processos de espalhamento envolvendo

o campo de Dirac dual e o campo eletromagnético externo, que são: aniquilação

de pares elétron-pósitron, espalhamento de elétrons, espalhamento de pósitrons, e

criação de pares elétron-pósitron. Além disso, a matriz espalhamento deverá levar

em conta os processos envolvendo quaisquer números de part́ıculas e antipart́ıculas

duais. Assim, a matriz S̃ no espaço de Fock é proposta ser da forma

S̃ = C̃ eÃ1b̃d̃ :eÃ2b̃b̃† : :eÃ3d̃†d̃: eÃ4d̃†b̃† , (4.122)

onde : : denota o ordenamento normal dos operadores, e a dependência dos potenciais

Aµ(x) está nos coeficientes Ãi e no fator de normalização C̃. Para determinarmos

os coeficientes Ãi, calcularemos as relações de comutação (4.118)-(4.121) usando a

definição (4.122) para a matriz S̃. Desenvolveremos este cálculo em duas etapas:

primeiro estabeleceremos as relações de comutação entre os operadores b̃†, b̃, d̃†, d̃

e cada uma das exponenciais que aparecem em (4.122), e depois comporemos as

relações de comutação desses operadores com a expressão completa de S̃.

Podemos definir o produto de operadores da primeira exponencial de (4.122)

como

Ã1b̃d̃ =̂
∑
jk

(f̃k , Ã1g̃j)b̃(g̃j) d̃(f̃k) . (4.123)

De fato, usando a definição do produto escalar, (4.57), e as expressões (4.79) e (4.80),

teremos∑
jk

(f̃k , Ã1g̃j) b̃(g̃j) d̃(f̃k) =
∑
jk

∫
d3x f̃ †k(x) Ã1(x) g̃j(x) b̃(g̃j) d̃(f̃k)

=

∫
d3x Ã1(x)

∑
j

g̃j(x) b̃(g̃j)
∑

k

f̃ †k(x) d̃(f̃k)

=

∫
d3x Ã1(x) b̃(x) d̃(x)

= Ã1b̃d̃ .

Analogamente, ˜̄A2b̃b̃
† =̂
∑
jk

(g̃k ,
˜̄A2g̃j) b̃(g̃j) b̃

†(g̃k) , (4.124)

˜̄A3d̃
†d̃ =̂

∑
jk

(f̃k ,
˜̄A3f̃j) d̃

†(f̃j) d̃(f̃k) . (4.125)
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Assim,

eÃ1b̃d̃ =
∞∑

n=0

1

n!
(Ã1b̃d̃)

n

=
∞∑

n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

(Ã1)1...(Ã1)n b̃j1 d̃k1 ...b̃jn d̃kn

=
∞∑

n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

(Ã1)1...(Ã1)n b̃j1 ...b̃jn d̃kn ...d̃k1

=
∞∑

n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

(Ã1)1...(Ã1)n d̃k1 ...d̃kn b̃jn ...b̃j1(−)n (4.126)

:e
˜̄A2b̃b̃† : = :

∞∑
n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

( ˜̄A2b̃b̃
†)n:

=
∞∑

n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

(−)n( ˜̄A2)1...(
˜̄A2)n b̃

†
k1
...b̃†kn

b̃jn ...b̃j1 , (4.127)

:e
˜̄A3d̃†d̃: = :

∞∑
n=0

1

n!
( ˜̄A3d̃

†d̃)n:

=
∞∑

n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

( ˜̄A3)1...(
˜̄A3)n d̃

†
j1
...d̃†jn

d̃kn ...d̃k1 , (4.128)

onde estamos denotando

(Ã1)i = (f̃ki
, Ã1g̃ji

) ,

( ˜̄A2)i = (g̃ki
, ˜̄A2g̃ji

) ,

( ˜̄A3)i = (f̃ki
, ˜̄A3f̃ji

) , (4.129)

b̃ji
= b̃(g̃ji

) ,

d̃ki
= d̃(f̃ki

) .

As relações que envolvem a última exponencial de (4.122) serão obtidas tomando o

hermitiano conjugado das relações correspondentes à primeira exponencial.

Os operadores b̃, d̃ comutam com eÃ1b̃d̃, os operadores b̃, b̃† comutam com :e
˜̄A3d̃†d̃: e

os operadores d̃, d̃† comutam com :e
˜̄A2b̃b̃† :, já que todas estas situações correspondem

a números pares de anticomutação. Para calcular os demais comutadores utilizare-

mos as relações de comutação (4.72) e as definições (4.77)-(4.80).
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A relação de comutação entre a exponencial (4.126) e o operador b̃†(h̃) fica

b̃†(h̃) eÃ1b̃d̃ = b̃†(h̃)
∞∑

n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

(Ã1)1...(Ã1)n b̃j1 ...b̃jn d̃kn ...d̃k1

= eÃ1b̃d̃ b̃†(h̃) +

+
∞∑

n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

(Ã1)1...(Ã1)n

n∑
m=1

(−)m−1(g̃jm , h̃−) ·

·b̃j1 ...˜6bjm
...b̃jn d̃kn ...d̃k1

= eÃ1b̃d̃ b̃†(h̃) +

+
∞∑

n=0

1

n!

n∑
m=1

∑
j1...(jm)...jn
k1...(km)...kn

(Ã1)1...(˜6A1)m...(Ã1)n b̃j1 ...
˜6bjm

...b̃jn ·

·d̃kn ...˜6dkm
...d̃k1

∑
jm,km

(Ã1)m (g̃jm , h̃−) d̃km . (4.130)

Mas, ∑
jm,km

(Ã1)m (g̃jm , h̃−) d̃km =
∑

jm,km

(f̃km , Ã1g̃jm) (g̃jm , h̃−) d̃(f̃km)

= d̃(Ã1+− h̃) ,

então

b̃†(h̃) eÃ1b̃d̃ = eÃ1b̃d̃ b̃†(h̃) +

+
∞∑

n=0

1

n!

n∑
m=1

∑
j1...(jm)...jn
k1...(km)...kn

(Ã1)1...(˜6A1)m...(Ã1)n b̃j1 ...
˜6bjm

...b̃jn ·

·d̃kn ...˜6dkm
...d̃k1 d̃(Ã1+− h̃)

= eÃ1b̃d̃ b̃†(h̃) +
∞∑

n=0

1

n!
n
∑

j1...jn−1
k1...kn−1

(Ã1)1...(Ã1)n−1 b̃j1 ...b̃jn−1 ·

·d̃kn−1 ...d̃k1 d̃(Ã1+− h̃) , (4.131)

onde denotamos Ã1+− = P+Ã1P− e estamos usando ˜6bkm
, ˜6dkm

e (˜6A1)m para re-

presentar os fatores que não aparecem no produto e (jm), (km) para as somas que

não estão sendo realizadas. No segundo termo de (4.131) a série exponencial é

recuperada, resultando em

b̃†(h̃) eÃ1b̃d̃ = eÃ1b̃d̃
[
b̃†(h̃) + d̃(Ã1+− h̃)

]
. (4.132)
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Para a mesma exponencial (4.126) e o operador d̃†(h̃) obtemos

d̃†(h̃) eÃ1b̃d̃ = d̃†(h̃)
∞∑

n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

(−)n(Ã1)1...(Ã1)n d̃k1 ...d̃kn b̃jn ...b̃j1

=
∞∑

n=0

1

n!

n∑
m=1

∑
j1...(jm)...jn
k1...(km)...kn

(−)n(Ã1)1...(˜6A1)m...(Ã1)n d̃k1 ...
˜6dkm

...d̃kn ·

·b̃jn ...˜6bjm
...b̃j1

∑
jm,km

(Ã1)m (h̃+, f̃km) b̃jm + eÃ1b̃d̃ d̃†(h̃) (4.133)

Para a última soma do primeiro termo temos∑
jm,km

(Ã1)m (h̃+, f̃km) b̃jm =
∑

jm,km

(f̃km , Ã1g̃jm) (h̃+, f̃km) b̃(g̃jm)

=
∑
jm

(h̃+, Ã1g̃jm) b̃(g̃jm)

=

∫
d3x (Ã†

1h̃+)†(x) b̃(x) = b̃(Ã†
1−+ h̃) ,

e, portanto,

d̃†(h̃) eÃ1b̃d̃ = eÃ1b̃d̃ d̃†(h̃) +
∞∑

n=0

1

n!
n

∑
j1...(jm)...jn
k1...(km)...kn

(−)n(Ã1)1...(˜6A1)m...(Ã1)n ·

·d̃k1 ...
˜6dkm

...d̃kn b̃jn ...˜6bjm
...b̃j1 b̃(Ã

†
1−+ h̃)

= eÃ1b̃d̃ d̃†(h̃)− eÃ1b̃d̃ b̃(Ã†
1−+ h̃)

= eÃ1b̃d̃
[
d̃†(h̃)− b̃(Ã†

1−+ h̃)
]
. (4.134)

Uma relação para a exponencial (4.127) é

b̃(h̃):e
˜̄A2b̃b̃† : = b̃(h̃)

∞∑
n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

(−)n( ˜̄A2)1...(
˜̄A2)n b̃

†
k1
...b̃†kn

b̃jn ...b̃j1

= :e
˜̄A2b̃b̃† : b̃(h̃) +

∞∑
n=0

1

n!

n∑
m=1

∑
j1..(jm)...jn

k1...(km)...kn

(−)n( ˜̄A2)1...(
˜̄6A2)m...(

˜̄A2)n ·

·b̃†k1
...˜6b†km

...b̃†kn
b̃jn ...˜6bjm

...b̃j1
∑

jm,km

( ˜̄A2)m(h̃−, g̃km) b̃jm .

O primeiro termo tem a exponencial recuperada, e para o segundo termo calculamos∑
jm,km

( ˜̄A2)m(h̃−, g̃km) b̃jm =
∑

jm,km

(g̃km ,
˜̄A2 g̃jm) (h̃−, g̃km) b̃(g̃jm)

=
∑
jm

(h̃−,
˜̄A2 g̃jm) b̃(g̃jm)

=

∫
d3x ( ˜̄A†

2−−h̃)
†(x) b̃(x) = b̃( ˜̄A†

2−−h̃) .
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Assim,

b̃(h̃) : e
˜̄A2b̃b̃† : = :e

˜̄A2b̃b̃† :b̃(h̃) +
∞∑

n=0

1

n!

n∑
m=1

∑
j1..(jm)...jn

k1...(km)...kn

(−)n( ˜̄A2)1...(
˜̄6A2)m...

...( ˜̄A2)n b̃
†
k1
...˜6b†km

...b̃†kn
b̃jn ...˜6bjm

...b̃j1 b̃(
˜̄A†

2−−h̃)

= :e
˜̄A2b̃b̃† : b̃(h̃)− :e

˜̄A2b̃b̃† : b̃( ˜̄A†
2−−h̃)

= :e
˜̄A2b̃b̃† :

[
b̃(h̃)− b̃( ˜̄A†

2−−h̃)

]
= :e

˜̄A2b̃b̃† : b̃([1− ˜̄A†
2−−]h̃) .

Fazendo a substituição (1− ˜̄A2) = Ã2, a expressão acima fica escrita como

b̃(h̃):e(1−Ã2)b̃b̃† : = :e(1−Ã2)b̃b̃† : b̃(Ã†
2−−h̃) . (4.135)

Tomando o hermitiano conjugado desta última expressão, obtemos a relação entre

a exponencial (4.127) e b̃†(h̃). Como[
b̃(h̃):e(1−B̃)b̃b̃† :

]†
=

[
:e(1−B̃)b̃b̃† : b̃(B̃†

−−h̃)
]†
,

:e(1−B̃†)b̃b̃† : b̃†(h̃) = b̃†(B̃†
−−h̃) :e(1−B̃†)b̃b̃† : ,

então

b̃†(Ã2−−h̃) :e(1−Ã2)b̃b̃† : = :e(1−Ã2)b̃b̃† : b̃†(h̃) . (4.136)

Escrevendo

Ã2−− h̃ = h̃′ → h̃ = Ã−1
2−− h̃

′ , (4.137)

a expressão (4.136) fica

b̃†(h̃) :e(1−Ã2)b̃b̃† : = :e(1−Ã2)b̃b̃† : b̃†(Ã−1
2−−h̃) . (4.138)

O comutador entre a exponencial (4.128) e d̃(h̃) fica

d̃(h̃):e
˜̄A3d̃†d̃: =

∞∑
n=0

1

n!

∑
j1...jn
k1...kn

( ˜̄A3)1...(
˜̄A3)n d̃(h̃) d̃

†
j1︸ ︷︷ ︸ ...d̃†jn

d̃kn ...d̃k1

= :e
˜̄A3d̃†d̃: d̃(h̃) +

∞∑
n=0

1

n!

n∑
m=1

∑
j1..(jm)...jn

k1...(km)...kn

( ˜̄A3)1...(
˜̄A3)m...(

˜̄A3)n ·

·d̃†j1 ...˜6d
†
jm
...d̃†jn

d̃kn ...˜6dkm
...d̃k1

∑
jm,km

( ˜̄A3)m(f̃jm , h̃+) d̃km .
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Mas ∑
jm,km

( ˜̄A3)m(f̃jm , h̃+) d̃km =
∑

jm,km

(f̃km ,
˜̄A3f̃jm) (f̃jm , h̃+) d̃(f̃km)

=
∑
km

(f̃km ,
˜̄A3h̃+) d̃(f̃km)

=

∫
d3x ( ˜̄A3h̃+)(x) d̃(x) = d̃( ˜̄A3++ h̃) ,

portanto,

d̃(h̃) : e
˜̄A3d̃†d̃: = :e

˜̄A3d̃†d̃: d̃(h̃) +
∞∑

n=0

1

n!

n∑
m=1

∑
j1...(jm)...jn
k1...(km)...kn

( ˜̄A3)1...(
˜̄6A3)m...

...( ˜̄A3)n d̃
†
j1
...˜6d†jm

...d̃†jn
d̃kn ...˜6dkm

...d̃k1 d̃(
˜̄A3++ h̃)

= :e
˜̄A3d̃†d̃: d̃(h̃) + :e

˜̄A3d̃†d̃: d̃( ˜̄A3++ h̃)

= :e
˜̄A3d̃†d̃:

[
d̃(h̃) + d̃( ˜̄A3++ h̃)

]
= :e

˜̄A3d̃†d̃: d̃([1 + ˜̄A3++] h̃) ,

que, com a substituição (1 + ˜̄A3) = Ã3, resulta em

d̃(h̃):e(Ã3−1)d̃†d̃: = :e(Ã3−1)d̃†d̃: d̃(Ã3++ h̃) . (4.139)

A relação desta mesma exponencial com d̃†(h̃) é obtida pelo hermitiano conjugado

da expressão acima,[
d̃(h̃):e(D̃−1)d̃†d̃:

]†
=
[
:e(D̃−1)d̃†d̃: d̃(D̃++ h̃)

]†
:e(D̃†−1)d̃†d̃: d̃†(h̃) = d̃†(D̃++ h̃) :e(D̃†−1)d̃†d̃: ,

ou seja,

:e(Ã3−1)d̃†d̃: d̃†(h̃) = d̃†(Ã†
3++ h̃) :e(Ã3−1)d̃†d̃: , (4.140)

que pode ser reescrita como

d̃†(h̃) :e(Ã3−1)d̃†d̃: = :e(Ã3−1)d̃†d̃: d̃†(Ã†−1
3++h̃) , (4.141)

se definimos

Ã†
3++ h̃ = h̃′ ⇒ h̃ = Ã†−1

3++ h̃
′ . (4.142)

As relações de comutação para a última exponencial de (4.122) são as hermitianas

conjugadas da expressão (4.132),[
b̃†(h̃) eÃb̃d̃

]†
=

[
eÃb̃d̃ (b̃†(h̃) + d̃(Ã+− h̃))

]†
eÃ†d̃†b̃† b̃(h̃) =

[
b̃(h̃) + d̃†(Ã+− h̃)

]
eÃ†d̃†b̃†

= b̃(h̃) eÃ†d̃†b̃† + eÃ†d̃†b̃† d̃†(Ã+− h̃) ,
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e da expressão (4.134),[
d̃†(h̃) eÃb̃d̃

]†
=

[
eÃb̃d̃ (d̃†(h̃)− b̃(Ã†

−+ h̃))
]†

eÃ†d̃†b̃† d̃(h̃) =
[
d̃(h̃)− b̃†(Ã†

−+ h̃)
]

eÃ†d̃†b̃†

= d̃(h̃) eÃ†d̃†b̃† − eÃ†d̃†b̃† b̃†(Ã†
−+ h̃) ,

ou, respectivamente,

b̃(h̃) eÃ4d̃†b̃† = eÃ4d̃†b̃†
[
b̃(h̃)− d̃†(Ã†

4+− h̃)
]
, (4.143)

d̃(h̃) eÃ4d̃†b̃† = eÃ4d̃†b̃†
[
d̃(h̃) + b̃†(Ã4−+ h̃)

]
. (4.144)

Levando em conta as novas definições das exponenciais que correspondem ao

espalhamento de part́ıculas, (4.135), e de antipart́ıculas, (4.139), a expressão para a

matriz espalhamento, definida em (4.122), fica escrita como

S̃ = C̃ eÃ1b̃d̃ :e(1−Ã2)b̃b̃† : :e(Ã3−1)d̃†d̃: eÃ4d̃†b̃† . (4.145)

A relação de comutação entre o operador b̃ e a matriz S̃ resulta em

b̃(g̃) S̃ = C̃ b̃(g̃) eÃ1b̃d̃︸ ︷︷ ︸ :e(1−Ã2)b̃b̃† : :e(Ã3−1)d̃†d̃: eÃ4d̃†b̃†

= C̃ eÃ1b̃d̃ b̃(g̃) :e(1−Ã2)b̃b̃† :︸ ︷︷ ︸ :e(Ã3−1)d̃†d̃: eÃ4d̃†b̃†

= C̃ eÃ1b̃d̃ :e(1−Ã2)b̃b̃† : b̃(Ã†
2−−g̃) :e(Ã3−1)d̃†d̃:︸ ︷︷ ︸ eÃ4d̃†b̃†

= C̃ eÃ1b̃d̃ :e(1−Ã2)b̃b̃† : :e(Ã3−1)d̃†d̃: b̃(Ã†
2−−g̃) eÃ4d̃†b̃†︸ ︷︷ ︸

= C̃ eÃ1b̃d̃ :e(1−Ã2)b̃b̃† : :e(Ã3−1)d̃†d̃: eÃ4d̃†b̃†
[
b̃(Ã†

2−−g̃)− d̃†(Ã†
4+−Ã

†
2−−g̃)

]
= S̃

[
b̃(Ã†

2−−g̃) + d̃†(−Ã†
4+−Ã

†
2−−g̃)

]
= S̃

[
b̃(S̃†−− g̃) + d̃†(S̃†+− g̃)

]
, (4.146)

onde substituimos (4.135), (4.143) e (4.119). Usando os resultados (4.139), (4.144)

e (4.120) teremos

d̃(f̃) S̃ = C̃ d̃(f̃) eÃ1b̃d̃︸ ︷︷ ︸ :e(1−Ã2)b̃b̃† : :e(Ã3−1)d̃†d̃: eÃ4d̃†b̃†

= C̃ eÃ1b̃d̃ d̃(f̃) :e(1−Ã2)b̃b̃† :︸ ︷︷ ︸ :e(Ã3−1)d̃†d̃: eÃ4d̃†b̃†

= C̃ eÃ1b̃d̃ :e(1−Ã2)b̃b̃† : d̃(f̃) :e(Ã3−1)d̃†d̃:︸ ︷︷ ︸ eÃ4d̃†b̃†

= C̃ eÃ1b̃d̃ :e(1−Ã2)b̃b̃† : :e(Ã3−1)d̃†d̃: d̃(Ã3++f̃) eÃ4d̃†b̃†︸ ︷︷ ︸
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= C̃ eÃ1b̃d̃ :e(1−Ã2)b̃b̃† : :e(Ã3−1)d̃†d̃: eÃ4d̃†b̃†
[
d̃(Ã3++f̃) + b̃†(Ã4−+Ã3++f̃)

]
= S̃

[
d̃(Ã3++f̃) + b̃†(Ã4−+Ã3++f̃)

]
= S̃

[
d̃(S̃†++ f̃) + b̃†(S̃†−+ f̃)

]
. (4.147)

Para as relações entre os operadores b† e d† e S̃ , obtemos

b̃†(g̃) S̃ = C̃ b̃†(g̃) eÃ1b̃d̃︸ ︷︷ ︸ :e(1−Ã2)b̃b̃† : :e(Ã3−1)d̃†d̃: eÃ4d̃†b̃†

= C̃ eÃ1b̃d̃
[
b̃†(g̃) + d̃(Ã1+−g̃)

]
:e(1−Ã2)b̃b̃† :︸ ︷︷ ︸ :e(Ã3−1)d̃†d̃: eÃ4d̃†b̃†

= C̃ eÃ1b̃d̃ :e(1−Ã2)b̃b̃† :
[
b̃†(Ã−1

2−−g̃) + d̃(Ã1+−g̃)
]

:e(Ã3−1)d̃†d̃:︸ ︷︷ ︸ eÃ4d̃†b̃†

= C̃ eÃ1b̃d̃ :e(1−Ã2)b̃b̃† : :e(Ã3−1)d̃†d̃:
[
b̃†(Ã−1

2−−g̃) + d̃(Ã3++Ã1+−g̃)
]

eÃ4d̃†b̃†︸ ︷︷ ︸
= C̃ eÃ1b̃d̃ :e(1−Ã2)b̃b̃† : :e(Ã3−1)d̃†d̃: eÃ4d̃†b̃†

[
b̃†(Ã−1

2−−g̃) + d̃(Ã3++Ã1+−g̃)+

+b̃†(Ã4−+Ã3++Ã1+−g̃)
]

= S̃
[
b̃†([Ã−1

2−− + Ã4−+Ã3++Ã1+−]g̃) + d̃(Ã3++Ã1+−g̃)
]

= S̃
[
b̃†(S̃†−− g̃) + d̃(S̃†+− g̃)

]
, (4.148)

e

d̃†(f̃) S̃ = C̃ d̃†(f̃) eÃ1b̃d̃︸ ︷︷ ︸ :e(1−Ã2)b̃b̃† : :e(Ã3−1)d̃†d̃: eÃ4d̃†b̃†

= C̃ eÃ1b̃d̃
[
d̃†(f̃)− b̃(Ã†

1−+f̃)
]

:e(1−Ã2)b̃b̃† :︸ ︷︷ ︸ :e(Ã3−1)d̃†d̃: eÃ4d̃†b̃†

= C̃ eÃ1b̃d̃ :e(1−Ã2)b̃b̃† :
[
d̃†(f̃)− b̃(Ã†

2−−Ã
†
1−+f̃)

]
:e(Ã3−1)d̃†d̃:︸ ︷︷ ︸ eÃ4d̃†b̃†

= C̃ eÃ1b̃d̃ :e(1−Ã2)b̃b̃† : :e(Ã3−1)d̃†d̃:
[
d̃†(Ã†−1

3++f̃)− b̃(Ã†
2−−Ã

†
1−+f̃)

]
eÃ4d̃†b̃†︸ ︷︷ ︸

= C̃ eÃ1b̃d̃ :e(1−Ã2)b̃b̃† : :e(Ã3−1)d̃†d̃: eÃ4d̃†b̃†
[
d̃†(Ã†−1

3++f̃)− b̃(Ã†
2−−Ã

†
1−+f̃)+

+d̃†(Ã†
4+−Ã

†
2−−Ã

†
1−+f̃)

]
= S̃

[
b̃(−Ã†

2−−Ã
†
1−+f̃) + d̃†([Ã†−1

3++ + Ã†
4+−Ã

†
2−−Ã

†
1−+]f̃)

]
= S̃

[
b̃(S̃†−+ f̃) + d̃†(S̃†++ f̃)

]
, (4.149)

onde usamos, respectivamente, as relações de comutação (4.132), (4.138) (4.139),

(4.144), (4.121) e (4.134), (4.135), (4.141), (4.143), (4.118). Comparando as duas

últimas linhas de (4.146), concluimos que

Ã2 = S̃−− (4.150)
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e

Ã4 = −S̃−1
−− S̃−+ , (4.151)

com

(S̃−+)† = (P−S̃P+)† = P+S̃
†P− = S̃†+− . (4.152)

De (4.147) obtemos

Ã3 = S̃†++ (4.153)

e

Ã4 = S̃†−+ S̃
†−1
++ . (4.154)

As expressões (4.148) e (4.149) levam, respectivamente, a

Ã1 = S̃†−1
++ S̃†+− (4.155)

e

Ã1 = −S̃+− S̃
−1
−− , (4.156)

onde substituimos (4.150) e (4.153).

Se escrevemos o operador espalhamento S̃ na forma matricial

S̃=̂

(
S̃++ S̃+−

S̃−+ S̃−−

)
, S̃†=̂

(
S̃†++ S̃†+−
S̃†−+ S̃†−−

)
, (4.157)

a propriedade de unitariedade S̃S̃† = S̃†S̃ = 1 estabelece as relações

S̃++ S̃
†
++ + S̃+− S̃

†
−+ = S̃†++ S̃++ + S̃†+− S̃−+ = 1 , (4.158)

S̃++ S̃
†
+− + S̃+− S̃

†
−− = S̃†++ S̃+− + S̃†+− S̃−− = 0 , (4.159)

S̃−+ S̃
†
++ + S̃−− S̃

†
−+ = S̃†−+ S̃++ + S̃†−− S̃−+ = 0 , (4.160)

S̃−+ S̃
†
+− + S̃−− S̃

†
−− = S̃†−+ S̃+− + S̃†−− S̃−− = 1 , (4.161)

entre seus elementos de matriz. Com as expressões (4.159) e (4.160) podemos

mostrar que as definições (4.151) para Ã4 e (4.156) para Ã1 estão em acordo,

respectivamente, com (4.154) e (4.155).

A matriz S̃, definida em (4.145), com os coeficientes Ãi dados por (4.150), (4.153),

(4.151) e (4.156), fica

S̃ = C̃ e−S̃+− S̃−1
−−b̃d̃ :e(1−S̃−−)b̃b̃† : :e(S̃†++−1)d̃†d̃: e−S̃−1

−− S̃−+d̃†b̃† . (4.162)

O fator de normalização C̃ comporá a definição da constante normalização Ĉ do

operador duplicado S̃.
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4.5 Teoria de Perturbação

O operador espalhamento no espaço de Fock, S̃, constrúıdo na seção anterior, é

escrito em termos dos elementos da matriz espalhamento no espaço de Hilbert,

S̃±±. Portanto, qualquer processo de espalhamento descrito pelo operador S̃ terá

suas quantidades “f́ısicas” dependentes das projeções S̃±±. Sendo assim, deveremos

determinar explicitamente estes elementos de matriz para o campo de Dirac dual

sob a ação de um campo eletromagnético externo dependente do tempo Aµ(x).

O campo de Dirac dual sujeito a uma interação dependente do tempo H1(t), na

representação de Schrödinger, tem sua dinâmica dada pela equação

i
d

dt
h̃(t) = −[H̃0 +H1(t)] h̃(t) . (4.163)

Para o sistema que desejamos tratar, o operador hamiltoniano de interação no espaço

das coordenadas é o potencial real

H1(t) = e (V − ~α ·A)(t,x) . (4.164)

Podemos passar da representação de Schrödinger para a representação de in-

teração fazendo a substituição

h̃(t) = eiH̃0t h̃I(t) , (4.165)

o que levará à equação de movimento (4.163) a ser escrita como

i
d

dt
h̃I(t) = − H̃(I)

1 (t) h̃I(t) , (4.166)

onde

H̃
(I)
1 (t) = e−iH̃0tH1(t) eiH̃0t . (4.167)

O ı́ndice (I) nas equações acima significa que as quantidades estão definidas na

representação de interação.

Pela expressão (4.167), o operador evolução temporal na representação de in-

teração é dado por

Ũ (I)(t, s) = e−iH̃0t Ũ(t, s) eiH̃0s , (4.168)

e, portanto, podemos escrever a definição da matriz S̃, (4.106), como o limite forte

sobre H̃1 de Ũ (I)(t, s),

S̃ =
(forte)

lim
s→−∞
t→+∞

Ũ (I)(t, s)

=
(forte)

lim
s→−∞
t→+∞

e−iH̃0teiH̃(t−s) eiH̃0s

= lim
s→+∞
t→−∞

eiH̃0te−iH̃(t−s) e−iH̃0s , (4.169)
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sendo que na última linha fizemos as substituições t → −t e s → −s e redefinimos

os limites assintóticos. Comparando (4.169) com a definição da matriz S para o

sistema original, (3.105), vemos que as expressões são análogas e que para o sistema

dual a evolução temporal se apresenta em sentido invertido com relação a evolução

do sistema original. Portanto, a série de Dyson para a matriz S̃ será a mesma que

aquela para S, (3.170), mas com os limites de integração temporal invertidos, ou

seja, t → −∞ e s → +∞, e com H, H0 substituidos por H̃ , H̃0. Assim, o termo

de n-ésima ordem S̃(n) no espaço dos momentos, correspondente a S(n) (3.174), fica

dado por

S̃(n)(p,q) =
(i)n

(2π)3n/2

∫ −∞

+∞
dt1

∫ t1

+∞
dt2...

∫ tn−1

+∞
dtn

∫
d3p1...

∫
d3pn−1 ·

·eit1H̃0(p)H1(t1;p− p1) e−i(t1−t2)H̃0(p1)H1(t2;p1 − p2)...

...e−i(tn−1−tn)H̃0(pn−1)H1(tn;pn−1 − q) e−itnH̃0(q) , (4.170)

com S̃(0) = 1. Comparando as expressões (3.174) e (4.170), vemos que nesta última

existe um fator (−)n que não aparece em (3.174). Ele é consequência do sinal (−)

na equação de movimento (4.166), o qual não existe na equação (3.164). Desta ex-

pressão geral para S̃(n), podemos encontrar S̃
(n)
±± aplicando os operadores de projeção

P±. Assim,

S̃
(n)
+−(p,q) = P+ S̃

(n)(p,q)P−

= P+(p)
(i)n

(2π)3n/2

∫ −∞

+∞
dt1

∫ t1

+∞
dt2...

∫ tn−1

+∞
dtn

∫
d3p1...

...

∫
d3pn−1e

it1H̃0(p)H1(t1;p− p1) e−i(t1−t2)H̃0(p1) ·

·H1(t2;p1 − p2)...e
−i(tn−1−tn)H̃0(pn−1)H1(tn;pn−1 − q) ·

·e−itnH̃0(q)P−(q)

=
(i)n

(2π)3n/2

∫ −∞

+∞
dt1

∫ t1

+∞
dt2...

∫ tn−1

+∞
dtn

∫
d3p1... ·

...

∫
d3pn−1P+(p) eit1H̃0(p)H1(t1;p− p1) e−i(t1−t2)H̃0(p1) ·

·H1(t2;p1 − p2)...e
−i(tn−1−tn)H̃0(pn−1)H1(tn;pn−1 − q) ·

·e−itnH̃0(q) P−(q) (4.171)

As integrais em tj com limites entre +∞ e tj−1 podem ser transfomadas em integrais

com limites entre +∞ e −∞, se usamos a função

S̃A(tj−1 − tj;p) = Θ(tj − tj−1) e−i(tj−1−tj)H̃0(p)

= Θ(−(tj−1 − tj)) e−i(tj−1−tj)H̃0(p) . (4.172)
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De fato,∫ −∞

+∞
dtj Θ(tj − tj−1) e−i(tj−1−tj)H̃0(p) =

∫ tj−1

+∞
dtj e−i(tj−1−tj)H̃0(p) , (4.173)

já que

Θ(tj − tj−1) =

{
1 , para tj > tj−1 ,

0 , para tj < tj−1 .
(4.174)

Portanto, a matriz S̃ tem os fatores do integrando dispostos na ordem antitemporal,

ou seja, tn > tn−1 > ... > t2 > t1 [42]. Então, o elemento de matriz S̃
(n)
+−(p,q), dado

por (4.171), pode ser escrito como

S̃
(n)
+−(p,q) =

(i)n

(2π)3n/2

∫ −∞

+∞
dt1...dtn

∫
d3p1...d

3pn−1 P+(p) eit1H̃0(p) ·

·H1(t1;p− p1) Θ(t2 − t1) e−i(t1−t2)H̃0(p1)H1(t2;p1 − p2)...

...Θ(tn − tn−1) e−i(tn−1−tn)H̃0(pn−1)H1(tn;pn−1 − q) ·
·e−itnH̃0(q) P−(q)

=
(−i)n

(2π)3n/2

∫ +∞

−∞
dt1...dtn

∫
d3p1...d

3pn−1 P+(p) eit1H̃0(p) ·

·H1(t1;p− p1) Θ(t2 − t1) e−i(t1−t2)H̃0(p1)H1(t2;p1 − p2)...

...Θ(tn − tn−1) e−i(tn−1−tn)H̃0(pn−1)H1(tn;pn−1 − q) ·
·e−itnH̃0(q) P−(q) . (4.175)

onde o fator (−1)n vem da inversão de limites das integrações temporais. De acordo

com (B.31) e (B.32), os operadores de projeção são definidos por

P+(p) H̃0(p) = Ep P+(p) = H̃0(p)P+(p) ,

P−(p) H̃0(p) = −Ep P−(p) = H̃0(p)P−(p) , (4.176)

e, portanto,

P±(p) e−itH̃0(p) = e−it[±E(p)] P±(p) = e−itH̃0(p) P±(p) . (4.177)

Substituindo este resultado na equação (4.175), obtemos

S̃
(n)
+−(p,q) =

(−i)n

(2π)3n/2

∫ +∞

−∞
dt1...dtn

∫
d3p1...d

3pn−1 ei[t1E(p)+tnE(q)] ·

·P+(p) H̃1(t1;p− p1) Θ(t2 − t1) e−i(t1−t2)H̃0(p1) ·
·H̃1(t2;p1 − p2)...Θ(tn − tn−1) e−i(tn−1−tn)H̃0(pn−1)

·H̃1(tn;pn−1 − q)P−(q) (4.178)

78



As integrais em t nesta última expressão poderão ser calculadas com a ajuda da

transformada de Fourier distribucional de

S̃A(p0;p) = Θ(−t) e−itH̃0(p) , (4.179)

definida por

S̃A(p0;p) = lim
ε→0+

1

(2π)
1
2

∫ 0

−∞
dt e−itH̃0(p) eit(p0−iε) . (4.180)

Introduzindo a decomposição nos subespaços espectrais de H̃0,

P+ + P− = 1 , (4.181)

a expressão (4.180) fica escrita como

S̃A(p0;p) = (P+ + P−) S̃A(p0;p)

= lim
ε→0+

1

(2π)
1
2

∫ 0

−∞
dt eit(p0−iε)

[
P+ e−itH̃0(p) + P− e−itH̃0(p)

]
= lim

ε→0+

1

(2π)
1
2

∫ 0

−∞
dt eit(p0−iε)

[
P+ e−itEp + P− eitEp

]
= lim

ε→0+

1

(2π)
1
2

∫ 0

−∞
dt
[
P+ e[i(p0−Ep)+ε]t + P− e[i(p0+Ep)+ε]t

]
=

1

(2π)
1
2

lim
ε→0+

[
P+ e[i(p0−Ep)+ε]t

i(p0 − Ep − iε)
+
P− e[i(p0+Ep)+ε]t

i(p0 + Ep − iε)

]0

−∞

=
1

(2π)
1
2

lim
ε→0+

[
P+

i(p0 − Ep − iε)
+

P−
i(p0 + Ep − iε)

]
=

(−i)
(2π)

1
2

[
P+

p0 − Ep − i0
+

P−
p0 + Ep − i0

]
. (4.182)

Usando as definições dos operadores de projeção P+, (B.31), e P−, (B.32), e

αj = γ0γj , β = γ0 , (αj)2 = β2 = 1 , (4.183)

a expressão (4.182) resulta em

S̃A(p0;p) =
(−i)
(2π)

1
2

1

2Ep

[
(Ep + ~α · p + βm)

p0 − Ep − i0
+

(Ep − ~α · p− βm)

p0 + Ep − i0

]
=

(−i)
(2π)

1
2

1

2Ep

[
Epγ

0 − ~γ · p +m

p0 − Ep − i0
+
Epγ

0 + ~γ · p−m

p0 + Ep − i0

]
γ0(4.184)

=
(−i)
(2π)

1
2

1

2Ep

1

(p0 − Ep − i0)(p0 + Ep − i0)
·
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·
{
(Epγ

0 − ~γ · p +m)(p0 + Ep − i0)+

+(Epγ
0 + ~γ · p−m)(p0 − Ep − i0)

}
γ0

=
(−i)
(2π)

1
2

[
p0γ

0 − ~γ · p +m

p2
0 − E2

p − ip00

]
γ0 . (4.185)

Podemos escrever esta expressão na forma covariante introduzindo

p0 = Ep , p2 = p2
0 − p2 , 6p = γ0p0 − ~γ · p , E2 = p2 +m2 , (4.186)

para a qual obtemos

S̃A(p0;p) =
−i√
2π

[
6p+m

p2
0 − (p2 +m2)− ip00

]
γ0

=
−i√
2π

[
6p+m

p2 −m2 − ip00

]
γ0

=̂
−i√
2π
Sav(p) γ0 , (4.187)

que tem como transformada inversa

S̃A(t;p) =̂
1√
2π

∫
dp0 S̃A(p0;p) e−ip0t

=
1√
2π

∫
dp0 (−i)√

2π
Sav(p) γ0 e−ip0t

=
(−i)
2π

∫
dp0 Sav(p) e−ip0t γ0 . (4.188)

De volta ao termo S̃(n) da matriz espalhamento, (4.178), substituimos (4.172) e

(4.188), obtendo

S̃
(n)
+−(p,q) =

(−i)n

(2π)3n/2

∫ +∞

−∞
dt1...dtn

∫
d3p1...d

3pn−1 ei[t1E(p)+tnE(q)] ·

·P+(p)H1(t1;p− p1)

︷ ︸︸ ︷
Θ(t2 − t1) e−i(t1−t2)H̃0(p1) ·

·H1(t2;p1 − p2)...

︷ ︸︸ ︷
Θ(tn − tn−1) e−i(tn−1−tn)H̃0(pn−1) ·

·H1(tn;pn−1 − q)P−(q)

=
(−i)n

(2π)3n/2

∫ +∞

−∞
dt1...dtn

∫
d3p1...d

3pn−1 ei[t1E(p)+tnE(q)] ·

·P+(p)H1(t1;p− p1) S̃A(t1 − t2;p1)H1(t2;p1 − p2)...

...S̃A(tn−1 − tn;pn−1)H1(tn;pn−1 − q)P−(q)

=
(−i)n

(2π)3n/2

∫ +∞

−∞
dt1...dtn

∫
d3p1...d

3pn−1 ei[t1E(p)+tnE(q)] ·
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·P+(p)H1(t1;p− p1)
(−i)
2π

∫
dp0

1 S
av(p1) e−ip0

1(t1−t2) ·

·γ0H1(t2;p1 − p2)...
(−i)
2π

∫
dp0

n−1 S
av(pn−1) ·

·e−ip0
n−1(tn−1−tn) γ0H1(tn;pn−1 − q)P−(q)

=
(−)n i

(2π)5n/2−1

∫ +∞

−∞
dt1...dtn

∫
d4p1...d

4pn−1 ·

·ei[t1E(p)+tnE(q)] P+(p) γ0H1(t1;p− p1)S
av(p1) ·

·e−ip0
1(t1−t2) γ0H1(t2;p1 − p2)...S

av(pn−1) ·
·e−ip0

n−1(tn−1−tn) γ0H1(tn;pn−1 − q)P−(q) . (4.189)

Pela definição de H1(t), (4.164), temos que

γ0H1(tj;pj−1 − pj) = e γ0(V − ~α ·A)(tj;pj−1 − pj)

=̂ e 6A(tj;pj−1 − pj) , (4.190)

e podemos reescrever (4.189) como

S̃
(n)
+−(p,q) =

(−)n i

(2π)5n/2−1

∫ +∞

−∞
dt1...dtn

∫
d4p1...d

4pn−1 ei[t1E(p)+tnE(q)]P+(p) γ0 ·

· γ0H1(t1;p− p1)︸ ︷︷ ︸ Sav(p1) e−ip0
1(t1−t2) γ0H1(t2;p1 − p2)︸ ︷︷ ︸ ...

...Sav(pn−1) e−ip0
n−1(tn−1−tn) γ0H1(tn;pn−1 − q)︸ ︷︷ ︸ P−(q)

=
i (−e)n

(2π)5n/2−1

∫ +∞

−∞
dt1...dtn

∫
d4p1...d

4pn−1 ei[t1E(p)+tnE(q)]P+(p) γ0 ·

· 6A(t1;p− p1)S
av(p1) e−ip0

1(t1−t2) 6A(t2;p1 − p2)...

...Sav(pn−1) e−ip0
n−1(tn−1−tn) 6A(tn;pn−1 − q)P−(q) . (4.191)

Introduzindo a transformada de Fourier na coordenada temporal dos potenciais

6A(t1;p− p1) =
1

(2π)1/2

∫
dk1 6A(k1;p− p1) e−ik1t1 , (4.192)

a expressão (4.191) torna-se

S̃
(n)
+−(p,q) =

i (−e)n

(2π)5n/2−1

∫
d4p1...d

4pn−1

∫ +∞

−∞
dt1...dtn ei[t1E(p)+tnE(q)]P+(p) γ0 ·

· 1

(2π)1/2

∫
dk1 6A(k1;p− p1) e−ik1t1 Sav(p1) e−ip0

1(t1−t2) ·

· 1

(2π)1/2

∫
dk2 6A(k2;p1 − p2) e−ik2t2 ...Sav(pn−1) e−ip0

n−1(tn−1−tn) ·

· 1

(2π)1/2

∫
dkn 6A(kn;pn−1 − q) e−ikntn P−(q)
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=
i (−e)n

(2π)3n−1

∫
d4p1...d

4pn−1

∫
dk1...dkn P+(p) γ0 ·

·
∫ +∞

−∞
dt1 eit1p0

e−ik1t1e−ip0
1t1 6A(k1;p− p1)S

av(p1)...

...

∫ +∞

−∞
dtn e−itnq0

e−ikntneip0
n−1tn 6A(kn;pn−1 − q)P−(q) , (4.193)

onde usamos as definições

p0 = ±E(p) , q0 = ±E(q) . (4.194)

Mas ∫ +∞

−∞
dt1 ei(p0−p0

1−k1)t1 = 2π δ(p0 − p0
1 − k1) ,

... (4.195)∫ +∞

−∞
dtn ei(p0

n−1−q0−kn)tn = 2π δ(p0
n−1 − q0 − kn) ,

então,

S̃
(n)
+−(p,q) =

i (−e)n

(2π)3n−1

∫
d4p1...d

4pn−1

∫
dk1...dkn P+(p) γ0 ·

·2π δ(p0 − p0
1 − k1) 6A(k1;p− p1)S

av(p1)...

...2π δ(p0
n−1 − q0 − kn) 6A(kn;pn−1 − q)P−(q)

=
i (−e)n

(2π)2n−1

∫
d4p1...d

4pn−1 P+(p) γ0 6A(p− p1)S
av(p1)...

...Sav(pn−1) 6A(pn−1 − q)P−(q) . (4.196)

Podemos obter os outros elementos de matriz

S̃
(n)
++(p,q) = P+(p) S̃(n)(p,q)P+(q) ,

S̃
(n)
−+(p,q) = P−(p) S̃(n)(p,q)P+(q) , (4.197)

S̃
(n)
−−(p,q) = P−(p) S̃(n)(p,q)P−(q) ,

pelo mesmo procedimento adotado no cálculo de S̃
(n)
+−(p,q), (4.196). Para este caso,

na expressão (4.193) substitutimos p0 = E(p) e q0 = −E(q). Para S̃
(n)
++(p,q)

deveremos usar p0 = E(p) e q0 = E(q), resultando na expressão

S̃
(n)
++(p,q) =

i (−e)n

(2π)2n−1

∫
d4p1...d

4pn−1 P+(p) γ0 6A(p− p1)

Sav(p1)...S
av(pn−1) 6A(pn−1 − q)P+(q) ,
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e de forma análoga para S̃
(n)
−+(p,q) e S̃

(n)
−−(p,q). Assim, as quatro expressões podem

ser resumidas em

S̃
(n)
±±(p,q) =

i (−e)n

(2π)2n−1
P±(p) γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 6A(p− p1)S
av(p1) ·

· 6A(p1 − p2)S
av(p2)...S

av(pn−1) 6A(pn−1 − q)P±(q) . (4.198)

Estas expressões, junto com aquelas S
(n)
±±(p,q) para o sistema original, (3.195), com-

porão a descrição dinâmica do sistema duplicado (Ŝ = S S̃), possibilitando o cálculo

de processos de espalhamento levando em conta os efeitos de temperatura. Como

aplicação, trataremos da produção de pares elétron-pósitron num campo eletro-

magnético externo a temperatura finita.
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Caṕıtulo 5

Operador Espalhamento à Temperatura Finita

5.1 Espaço de Fock Duplicado

O formalismo de TFD estabelece que a introdução dos efeitos de temperatura a

sistemas de campos quânticos é feita através de uma transformação de Bogoliubov

sobre operadores que descrevem observáveis, definidos num espaço de Fock dupli-

cado. Este espaço duplicado é formado pela soma direta do espaço de Fock do

sistema original e seu dual, este último obtido a partir das regras de conjugação

dual (til) (2.29). Assim, para descrevermos sistemas a T 6= 0, devemos sair dos

espaços de Hilbert originais (H±
n ) e construir os espaços de Hilbert estendidos

Ĥ±
n = H±

n ⊗ H̃±
n , (5.1)

correspondentes aos sistemas duplicados. A partir destes, construimos o espaço de

Fock duplicado

F̂± =̂ F± ⊕ F̃±

=
(
H±

n ⊗ H̃±
n

)
=

[
H0 ⊗ H̃0

]
⊕
[
H1 ⊗ H̃1

]
⊕
[
H±

2 ⊗ H̃±
2

]
⊕ ...⊕

[
H±

n ⊗ H̃±
n

]
⊕ ... ,(5.2)

onde os vetores do espaço de Hilbert estendido são definidos como

(α̂Ω Ω̃) ∈
(
H0 ⊗ H̃0

)
(5.3)

e

(ϕ̃)n = (ϕ ϕ̃)n = (ϕ(x1, ...,xn)⊗ ϕ̃(x1, ...,xn)) ∈
(
H±

n ⊗ H̃±
n

)
. (5.4)

Desta forma, os vetores no espaço de Fock duplicado serão

(Φ̂)n=̂(Φ Φ̃)n = (ϕ̂0, ϕ̂1, ϕ̂2, ...) ∈ F̂± (5.5)
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Como vimos no Caṕıtulo 2, os vetores de estado do espaço duplicado que expan-

dem o vácuo térmico |O(β)〉 possuem os mesmos autovalores de energia, ou seja,

|n, ñ〉. Assim, os vetores do espaço de Fock de TFD serão compostos por produtos

de mesmo número de part́ıculas, ou seja,

ϕ̂0 = α̂Ω Ω̃, ϕ̂1 = ϕ1 ⊗ ϕ̃1, ..., ϕ̂n = ϕn ⊗ ϕ̃n (5.6)

Podemos definir o operador unitário Û no espaço de Fock,

Û = UŨ = ⊗n
j=1Û = ⊗n

j=1UŨ, (5.7)

que dá a evolução temporal do sistema duplicado livre, de forma que(
ÛΦ̂
)

n
=

(
⊗n

j=1Û
)

(ϕ ϕ̃)n =
(
⊗n

j=1U
)
ϕn ⊗

(
⊗n

j=1Ũ
)
ϕ̃n

= S±n (Uh1 ⊗ ...⊗ Uhn)⊗ S±n

(
Ũ h̃1 ⊗ ...⊗ Ũ h̃n

)
, (5.8)

onde U e Ũ foram definidos, respectivamente, em (4.38) e (4.42). Derivando a

expressão (5.8) com respeito ao tempo, teremos

d

dt

(
Û Φ̂

)
n

=
d

dt

(
⊗n

j=1Û
)

(ϕ̂)n

=
d

dt

[
S±n (U f1 ⊗ ...⊗ U fn)⊗ S±n

(
Ũ f̃ 1 ⊗ ...⊗ Ũ f̃n

)]
= −i

n∑
j=1

(
1⊗ ...⊗H(j) ⊗ ...⊗ 1

)
S±n (U f1 ⊗ ...⊗ U fn)⊗

⊗S±n
(
Ũ f̃ 1 ⊗ ...⊗ Ũ f̃n

)
+ S±n (U f1 ⊗ ...⊗ U fn)⊗

⊗i
n∑

j=1

(
1⊗ ...⊗ H̃(j) ⊗ ...⊗ 1

)
S±n

(
Ũ f̃1 ⊗ ...⊗ Ũ f̃n

)
= −i

[(
H⊗ 1− 1⊗ H̃

)(
Û Φ̂

)]
n

= −i
(
Ĥ Û Φ̂

)
n
, (5.9)

ou seja, o operador Û satisfaz a equação de evolução

i
d

dt
Û = Ĥ Û = Û Ĥ , (5.10)

onde definimos o operador hamiltoniano Ĥ como

Ĥ =
(
H⊗ 1− 1⊗ H̃

)
. (5.11)

A propriedade de comutação entre os operadores Û e Ĥ,[
Û , Ĥ

]
−

= 0 , (5.12)
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decorre das relações de comutação

[U ,H]− = 0 (5.13)

para o sistema original e [
Ũ , H̃

]
−

= 0 (5.14)

para o sistema dual, que são conseqüências, respectivamente, das definições U =

e−iHt e Ũ = eiH̃t.

A solução da equação de movimento (5.10) é a transformação unitária

Û = e−iĤt . (5.15)

O operador hamiltoniano no espaço de Fock duplicado, de acordo com (3.52) e

(4.52), é escrito em termos dos operadores de criação e aniquilação como

Ĥ =
(
H⊗ 1− 1⊗ H̃

)
=

∑
jk

[
(hj , H(x)hk) a

†(hj) a(hk)−
(
h̃j H̃(x)h̃k

)
ã†(h̃j) ã(h̃k)

]
(5.16)

de forma que

(
Ĥ Φ̂

)
n

=
n∑

j=1

[(
1⊗ ...⊗H(j) ⊗ ...⊗ 1

)
ϕn ⊗ (1)ϕ̃n

]
+

−
n∑

j=1

[
(1)ϕn ⊗

(
1⊗ ...⊗ H̃(j) ⊗ ...⊗ 1

)
ϕ̃n

]
=

n∑
j=1

[
H(xj)ϕn(x1, ...,xn)⊗ 1− 1⊗ H̃(xj)ϕ̃n(x1, ...,xn)

]
.

Algumas quantidades f́ısicas de sistemas a T 6= 0 poderão ser calculadas como o

valor esperado no espaço de Fock térmico, por exemplo∗,〈
Â
〉

Φ̂β

=̂
(
Φ̂β, ÂΦ̂β

)
. (5.17)

onde os vetores Φ̂β são obtidos pela transformação de Bogoliubov sobre o espaço

duplicado dos vetores Φ̂, (5.5).

∗Aqui manteremos a notação usada nos Caṕıtulos 1 e 3. Na notação de TFD, a expressão
(5.17) seria escrita como

〈
Â
〉

Φ̂β

=̂
〈
Φ̂β

∣∣∣ Â ∣∣∣Φ̂β

〉
.

86



5.2 Operador Espalhamento Ŝ no Espaço de Fock Duplicado

O operador espalhamento no espaço de Fock F̂ pode ser definido, analogamente ao

operador de evolução temporal U, como

Ŝ = S S̃ . (5.18)

A unitariedade dos operadores S e S̃ garante a unitariedade de Ŝ. Este operador

fará a transição entre os estados de Fock duplicados Φ̂ e Ψ̂, que são criados pela

atuação dos dubletos de criação e aniquilação sobre o vácuo Ω̂, definidos, de acordo

com (2.67), por

B =

(
b

σb̃†

)
, D =

(
d

σd̃†

)
,

B† =
(
b† σ∗b̃

)
, D† =

(
d† σ∗d̃

)
,

B̄ =
(
b σb̃†

)
, D̄ =

(
d σd̃†

)
,

B̄† =

(
b†

σ∗b̃

)
, D̄† =

(
d†

σ∗d̃

)
,

(5.19)

com σ ∈ C. Usando esta notação, podemos escrever o operador hamiltoniano (5.16)

como

Ĥ =
∑
jk

A†HA

=
∑
jk

[
(hj, H(x)hk) a

†(hj) a(hk)± |σ|−2(h̃k, H̃(x)h̃j) ã(h̃j) ã
†(h̃k)

]
=

∑
jk

[
(hj, H(x)hk) a

†(hj) a(hk)− |σ|−2(h̃k, H̃(x)h̃j) ã
†(h̃k) ã(h̃j)

]
(5.20)

a menos de uma constante aditiva, onde usamos as relações de (anti)comutação e

definimos

H =̂

(
(hj, H(x)hk) 0

0 ±|σ|−2(h̃k, H̃(x)h̃j)

)
, (5.21)

sendo o sinal (+) para o caso de férmions e (−) para bósons.

Nos Caṕıtulos 1 e 3 apresentamos a construção das matrizes espalhamento para

o campo de Dirac num campo externo dependente do tempo Aµ(x) no espaço de

Fock original, dada pela expressão (3.157)

S = C e(S+−S−1
−−)b†d† :e(S†−1

++ −1)b†b: :e(1−S−1
−−)dd† : e(S−1

−−S−+)db , (5.22)
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e no espaço dual

S̃ = C̃ e−(S̃+−S̃−1
−−)b̃d̃ :e−(S̃−−−1)b̃b̃† : :e−(1−S̃†++)d̃†d̃: e−(S̃−1

−−S̃−+)d̃†b̃† , (5.23)

definida em (4.162). Motivados por esta estrutura e usando a notação de dubleto

(5.19), propomos uma definição para o operador espalhamento Ŝ no espaço de Fock

duplicado na forma matricial

Ŝ = ĈeB†A1D̄†
:eB†(A2−λ)B: :eD̄(γ−A3)D̄†

: eD̄A4B

= CC̃eb†A1d†+b̃(σ∗)2Ã1d̃ :eb†(A2−λ11)b+b̃|σ|2(Ã2−λ22)b̃† : ·
· :ed(γ11−A3)d†+d̃†|σ|2(γ22−Ã3)d̃: edA4b+d̃†σ2Ã4b̃† , (5.24)

onde definimos

A =

(
A 0

0 Ã

)
, λ =

(
λ11 0

0 λ22

)
, γ =

(
γ11 0

0 γ22

)
. (5.25)

Por outro lado, pelas expressões (5.18), (5.22) e (5.23 ), o operador Ŝ pode ser escrito

como

Ŝ = S S̃

= Ĉ eb†(S+−S−1
−−)d†−b̃(S̃+−S̃−1

−−)d̃ :eb†(S†−1
++ −1)b−b̃(S̃−−−1)b̃† : ·

·:ed(1−S−1
−−)d†−d̃†(1−S̃†++)d̃: ed(S−1

−−S−+)b−d̃†(S̃−1
−−S̃−+)b̃† , (5.26)

onde usamos o fato de que as exponenciais em (5.23) comutam com aquelas em

(5.22). Comparando (5.24) com (5.26), vemos que

A1 =

(
S+−S

−1
−− 0

0 −(σ∗)−2 S̃+−S̃
−1
−−

)

=

(
S+− 0

0 S̃+−

)(
S−1
−− 0

0 −(σ∗)−2 S̃−1
−−

)
=̂ Ŝ+− Ŝ

−1

−− (5.27)

=

(
−S†−1

++ S̃
†
+− 0

0 (σ∗)−2 S̃†−1
++ S̃

†
+−

)

= −

(
S†−1

++ 0

0 −(σ∗)−2 S̃†−1
++

)(
S̃†+− 0

0 S̃†+−

)
= −Ŝ

†−1

++ Ŝ
†
+− (5.28)

A2 =

(
S†−1

++ 0

0 −|σ|−2 S̃−−

)
, (5.29)

A3 =

(
S−1
−− 0

0 −|σ|−2 S̃†++

)
(5.30)
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A4 =

(
S−1
−−S−+ 0

0 −σ−2 S̃−1
−−S̃−+

)

=

(
S−1
−− 0

0 −σ−2 S̃−1
−−

)(
S−+ 0

0 S̃−+

)
=̂ Ŝ

−1

−− Ŝ−+ (5.31)

=

(
−S†−+S

†−1
++ 0

0 σ−2 S̃†−+S̃
†−1
++

)

= −

(
S†−+ 0

0 S̃†−+

)(
S†−1

++ 0

0 −σ−2 S̃†−1
++

)
=̂− Ŝ

†
−+ Ŝ

†−1

++ (5.32)

e

λ = γ =

(
1 0

0 −|σ|−2

)
. (5.33)

Pelas definições (5.27) e (5.31) vemos que

Ŝ
−1

−− =

(
S−1
−− 0

0 −(σ∗)−2 S̃−1
−−

)
=

(
S−1
−− 0

0 −σ−2 S̃−1
−−

)
, (5.34)

e de (5.28) e (5.32), obtemos

Ŝ
†−1

++ =

(
S†−1

++ 0

0 −(σ∗)−2 S̃†−1
++

)
=

(
S†−1

++ 0

0 −σ−2 S̃†−1
++

)
. (5.35)

Como σ ∈ C, então, escrevendo σ=̂a+ bi, teremos

(a2 − b2)− 2abi = (a2 − b2) + 2abi , (5.36)

então,

a = 0 ou b = 0 , (5.37)

ou seja,

σ ∈ Re ou σ ∈ Im , (5.38)

Portanto, os elementos de matriz Ŝ±± definidos em (5.27), (5.28), (5.31) e (5.32),

ficam escritos como

Ŝ
−1

−− =

(
S−1
−− 0

0 −σ−2 S̃−1
−−

)
, (5.39)

Ŝ
†−1

++ =

(
S†−1

++ 0

0 −σ−2 S̃†−1
++

)
, (5.40)

Ŝ+− =

(
S+− 0

0 S̃+−

)
, (5.41)
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Ŝ
†
+− =

(
S†+− 0

0 S̃†+−

)
, (5.42)

Ŝ−+ =

(
S−+ 0

0 S̃−+

)
, (5.43)

Ŝ
†
−+ =

(
S†−+ 0

0 S̃†−+

)
. (5.44)

Estas definições devem satisfazer as condições de unitariedade da matriz Ŝ,

Ŝ
†
Ŝ = Ŝ Ŝ

†
= 1 , (5.45)

onde

Ŝ =̂

(
Ŝ++ Ŝ+−

Ŝ−+ Ŝ−−

)
; Ŝ

†
=̂

(
Ŝ
†
++ Ŝ

†
+−

Ŝ
†
−+ Ŝ

†
−−

)
. (5.46)

ou seja,

Ŝ
†
++Ŝ++ + Ŝ

†
+−Ŝ−+ = Ŝ++Ŝ

†
++ + Ŝ+−Ŝ

†
−+ = 1 , (5.47)

Ŝ
†
++Ŝ+− + Ŝ

†
+−Ŝ−− = Ŝ++Ŝ

†
+− + Ŝ+−Ŝ

†
−− = 0 , (5.48)

Ŝ
†
−+Ŝ++ + Ŝ

†
−−Ŝ−+ = Ŝ−+Ŝ

†
++ + Ŝ−−Ŝ

†
−+ = 0 , (5.49)

Ŝ
†
−+Ŝ+− + Ŝ

†
−−Ŝ−− = Ŝ−+Ŝ

†
+− + Ŝ−−Ŝ

†
−− = 1 . (5.50)

Para verificar esta propriedade, substituimos as definições (5.39)-(5.43) nas relações

acima. Da relação (5.48) temos que

Ŝ
†
++ Ŝ+− = −Ŝ

†
+− Ŝ−−

Ŝ
†−1

++ Ŝ
†
++ Ŝ+− = −Ŝ

†−1

++ Ŝ
†
+− Ŝ−−

Ŝ+− Ŝ
−1

−− = −Ŝ
†−1

++ Ŝ
†
+− Ŝ−− Ŝ

−1

−−

Ŝ+− Ŝ
−1

−− = −Ŝ
†−1

++ Ŝ
†
+− , (5.51)

que, usando (5.39)-(5.42), ficam(
S+− 0

0 S̃+−

)(
S−1
−− 0

0 −σ−2S̃−1
−−

)
= −

(
S†−1

++ 0

0 −σ−2S̃†−1
++

)(
S†+− 0

0 S̃†+−

)
(
S+−S

−1
−− 0

0 −σ−2S̃+− S̃
−1
−−

)
=

(
−S†−1

++ S
†
+− 0

0 σ−2S̃†−1
++ S̃

†
+−

)
. (5.52)

Então,

S+−S
−1
−− = −S†−1

++ S
†
+−

S+−S
−1
−−S−− = −S†−1

++ S
†
+−S−−

S†++S+− = −S†++S
†−1
++ S

†
+−S−−

S†++S+− + S†+−S−− = 0 , (5.53)
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que é a relação de unitariedade (3.154), e

S̃+−S̃
−1
−− = −S̃†−1

++ S̃
†
+−

S̃+−S̃
−1
−−S̃−− = −S̃†−1

++ S̃
†
+−S̃−−

S̃†++S̃+− = −S̃†++S̃
†−1
++ S̃−+S̃−−

S̃†++S̃+− + S̃†+−S̃−− = 0 , (5.54)

que concorda com (4.159).

A partir da relação (5.49), obtemos

Ŝ
†
−+Ŝ++ = − Ŝ

†
−−Ŝ−+

Ŝ−+Ŝ
†
++Ŝ

†−1

++ = − Ŝ−−Ŝ
†
−+Ŝ

†−1

++

Ŝ
−1

−−Ŝ−+ = − Ŝ
−1

−−Ŝ−−Ŝ
†
−+Ŝ

†−1

++

Ŝ
−1

−−Ŝ−+ = − Ŝ
†
−+Ŝ

†−1

++ , (5.55)

então, de (5.39), (5.40), (5.43) e (5.44), esta relação fica escrita como(
S−1
−− 0

0 −σ−2S̃−1
−−

)(
S−+ 0

0 S̃−+

)
= −

(
S†−+ 0

0 S̃†−+

)(
S†−1

++ 0

0 −σ−2S̃†−1
++

)
(
S−1
−−S−+ 0

0 −σ−2S̃−1
−−S̃−+

)
=

(
−S†−+S

†−1
++ 0

0 −σ−2S̃†−+S̃
†−1
++

)
(5.56)

S−1
−−S−+ = −S†−+S

†−1
++

S−−S
−1
−−S−+ = −S−−S†−+S

†−1
++

S−+S
†
++ = −S−−S†−+S

†−1
++ S

†
++

S−+S
†
++ + S−−S

†
−+ = 0 , (5.57)

que é idêntica a (3.155), e

S̃−1
−−S̃−+ = − S̃†−+S̃

†−1
++

S̃−−S̃
−1
−−S̃−+ = − S̃−−S̃†−+S̃

†−1
++

S̃−+S̃
†
++ = − S̃−−S̃†−+S̃

†−1
++ S̃

†
++

S̃−+S̃
†
++ + S̃−−S̃

†
−+ = 0 , (5.58)

que corresponde a (4.160).

A relação (5.47) pode ser escrita como

Ŝ++Ŝ
†
++ + Ŝ+−Ŝ

†
−+ = 1

Ŝ++ Ŝ
†
++ Ŝ

†−1

++ + Ŝ+− Ŝ
†
−+ Ŝ

†−1

++ = Ŝ
†−1

++

Ŝ++ Ŝ
−1

++ + Ŝ+− Ŝ
†
−+ Ŝ

†−1

++ Ŝ
−1

++ = Ŝ
†−1

++ Ŝ
−1

++

Ŝ
†−1

++ Ŝ
−1

++ − Ŝ+− Ŝ
†
−+ Ŝ

†−1

++ Ŝ
−1

++ = 1 . (5.59)
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Substituindo (5.40), (5.41) e (5.44), a equação acima fica(
1 0

0 1

)
=

(
S†−1

++ 0

0 −σ−2S̃†−1
++

)(
S−1

++ 0

0 −σ−2S̃−1
++

)
+

−

(
S+− 0

0 S̃+−

)(
S†−+ 0

0 S̃†−+

)
·

·

(
S−1†

++ 0

0 −σ−2S̃†−1
++

)(
S−1

++ 0

0 −σ−2S̃−1
++

)

=

(
S†−1

++ S
−1
++ 0

0 σ−4S̃†−1
++ S̃

−1
++

)
+

−

(
S+−S

†
−+S

−1†
++ S

−1
++ 0

0 σ−4S̃+−S̃
†
−+S̃

†−1
++ S̃

−1
++

)
, (5.60)

então

S†−1
++ S

−1
++ − S+−S

†
−+S

−1†
++ S

−1
++ = 1

S†−1
++ S

−1
++S++ − S+−S

†
−+S

−1†
++ S

−1
++S++ = S++

S++S
†
++ + S+−S

†
−+ = 1 , (5.61)

e

S̃†−1
++ S̃

−1
++ − S̃+−S̃

†
−+S̃

†−1
++ S̃

−1
++ = σ4

S̃†−1
++ S̃

−1
++S̃++ − S̃+−S̃

†
−+S̃

†−1
++ S̃

−1
++S̃++ = σ4S̃++

S̃†−1
++ S̃

†
++ − S̃+−S̃

†
−+S̃

†−1
++ S̃

†
++ = σ4S̃++S̃

†
++

S̃+−S̃
†
−+ + σ4S̃++S̃

†
++ = 1 . (5.62)

Estamos assumindo que a matriz Ŝ
−1

++, que usamos na expressão (5.60), seja obtida

pela conjugação

Ŝ
−1

++ =
(
Ŝ
−1

++

)†
, (5.63)

devido ao fato de que conectam estados definidos no mesmo espaço espectral.

A expressão (5.61) é a relação (3.153). Pela relação de unitariedade (4.158) da

matriz S̃ devemos ter

σ4 = 1 , (5.64)

e, pela condição (5.38), concluimos que

σ =

{
± i ,
± 1 .

(5.65)
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A expressão (5.20) para o operador hamiltoniano Ĥ, com os valores de σ dados

por(5.65), fica escrita como

Ĥ =
∑
jk

[
(hj, H(x)hk) a

†(hj) a(hk) + (h̃k, H̃(x)h̃j) ã
†(h̃k) ã(h̃j)

]
, (5.66)

que é a definição (5.16).

Finalmente, de (5.50) obtemos

Ŝ−+ Ŝ
†
+− + Ŝ−− Ŝ

†
−− = 1

Ŝ−+ Ŝ
†
+− Ŝ

†−1

−− + Ŝ−− Ŝ
†
−− Ŝ

†−1

−− = Ŝ
†−1

−−

Ŝ−+ Ŝ
†
+− Ŝ

†−1

−− Ŝ
−1

−− + 1 = Ŝ
†−1

−− Ŝ
−1

−− , (5.67)

(
S−+ 0

0 S̃−+

)(
S†+− 0

0 S̃†+−

)(
S−1†
−− 0

0 −σ−2S̃†−1
−−

)(
S−1
−− 0

0 −σ−2S̃−1
−−

)

=

(
S−1†
−− 0

0 −σ−2S̃†−1
−−

)(
S−1
−− 0

0 −σ−2S̃−1
−−

)
−

(
1 0

0 1

)
,

(
S−+S

†
+−S

−1†
−− S

−1
−− 0

0 σ−4S̃−+S̃
†
+−S̃

†−1
−− S̃

−1
−−

)

=

(
S−1†
−− S

−1
−− − 1 0

0 σ−4S̃†−1
−− S̃

−1
−− − 1

)
, (5.68)

onde substituimos (5.39), (5.42) e (5.43). Na expressão (5.67), em analogia a (5.63),

adotamos a definição

S−1†
−− =

(
S−1
−−
)†
. (5.69)

Assim,

S−+S
†
+−S

−1†
−− S

−1
−− + 1 = S−1†

−− S
−1
−−

S−+S
†
+−S

−1†
−− + S−− = S−1†

−−

S−+S
†
+−S

−1†
−− S

†
−− + S−−S

†
−− = S−1†

−− S
†
−−

S−+S
†
+− + S−−S

†
−− = 1 , (5.70)

que é a condição (3.156), e

S̃−+S̃
†
+−S̃

†−1
−− S̃

−1
−− = S̃†−1

−− S̃
−1
−− − σ4

S̃−+S̃
†
+−S̃

†−1
−− S̃

−1
−−S̃−− = S̃†−1

−− S̃
−1
−−S̃−− − σ4S̃−−

S̃−+S̃
†
+−S̃

†−1
−− S̃

†
−− = S̃†−1

−− S̃
†
−− − σ4 S̃−−S̃

†
−−

S̃−+S̃
†
+− + σ4 S̃−−S̃

†
−− = 1 , (5.71)
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que, com (5.65), fica

S̃−+S̃
†
+− + S̃−−S̃

†
−− = 1 . (5.72)

Esta é a expressão (4.161).

Substituindo a condição (5.65) nas definições (5.39) -(5.44) e (5.33), teremos

Ŝ+− =

(
S+− 0

0 S̃+−

)
; Ŝ−+ =

(
S−+ 0

0 S̃−+

)
, (5.73)

Ŝ
−1

−− =

(
S−1
−− 0

0 ±S̃−1
−−

)
, Ŝ

†−1

++ =

(
S†−1

++ 0

0 ±S̃†−1
++

)
, (5.74)

Ŝ
†
−+ =

(
S†−+ 0

0 S̃†−+

)
, Ŝ

†
+− =

(
S†+− 0

0 S̃†+−

)
. (5.75)

e

λ = γ =

(
1 0

0 −1

)
≡ τ3. (5.76)

As definições de A2 e A3, respectivamente (5.29) e (5.30), com a substituição da

condição (5.65), ficam

A2 =

(
S†−1

++ 0

0 − S̃−−

)
, (5.77)

A3 =

(
S−1
−− 0

0 − S̃†++

)
. (5.78)

Se adotamos a mesma convenção que nas matrizes A1 e A4, ou seja, definir a matriz

no espaço duplicado Ŝ
†−1

++ associada à matriz S†−1
++ , teremos

Ŝ
†−1

++ =

(
S†−1

++ 0

0 − S̃−−

)
(5.79)

e

Ŝ
−1

−− =

(
S−1
−− 0

0 − S̃†++

)
, (5.80)

que, comparadas com (5.74), nos levam a concluir que

S̃−1
−− = ± S̃†++ . (5.81)

Como aplicação do formalismo de matriz espalhamento à temperatura finita,

avaliaremos o processo de produção de pares elétron-pósitron por um campo eletro-

magnético externo dependente do tempo, Aµ(x), calculando o valor esperado da

matriz espalhamento constrúıda para o sistema duplicado,

Ŝ = ĈeB†A1D̄†
:eB†(A2−τ3)B: :eD̄(τ3−A3)D̄†

: eD̄A4B , (5.82)

entre o estado inicial de vácuo térmico e o estado final de pares elétron-pósitron

criados a partir do vácuo térmico.
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5.3 Produção de Par à Temperatura Finita

Como aplicação do formalismo constrúıdo na seção anterior, estudaremos a produção

de pares elétron-pósitron (e−e+) à temperatura finita.

A produção de pares elétron-pósitron (e−e+) por campos eletromagnéticos exter-

nos dependentes do tempo à temperatura zero é descrita pelo operador espalhamento

S, que conecta o estado assintótico inicial de vácuo ao estado assintótico final de

pares elétron-pósitron. Este processo é avaliado através do cálculo do elemento de

matriz

Sfi = 〈e−, e+|S |0〉 = 〈0| d bS |0〉 = C 〈0| d b eb†A1d† |0〉 . (5.83)

onde b e d são os operadores de Fock correspondentes, respectivamente, à part́ıcula

e à antipart́ıcula e S é o operador espalhamento no espaço de Fock do sistema f́ısico,

que foi constrúıdo no Caṕıtulo 2. Para o processo de produção de pares e−e+ à

temperatura finita, devemos calcular o elemento de matriz Ŝfi no vácuo térmico

Ŝfi(β) = 〈0(β)| D̄ B Ŝ |0(β)〉
= Ĉ 〈0(β)| D̄ B eB†A1D̄† |0(β)〉 , (5.84)

onde Ŝ é o operador espalhamento no espa ço de Fock duplicado, definidos por

(5.82), e D̄, B os dubletos definidos segundo a prescrição de TFD (5.19). Com a

notação condensada

b† =̂ b†(Φ) ; d† =̂ d†(Ψ) ; b̃ =̂ b†(Φ̃) ; d̃ =̂ d†(Ψ̃) , (5.85)

denotamos os dubletos D e B̄ por

D̄ =̂
(
d σd̃†

)
; B =̂

(
b

σb̃†

)
, (5.86)

e seus conjugados

D̄† =̂

(
d†

σ∗d̃

)
; B† =̂

(
b† σ∗b̃

)
. (5.87)

O vácuo térmico |0(β)〉 para o campo de Dirac é obtido a partir do vácuo dupli-

cado |0〉〉 =̂
∣∣0⊗ 0̃

〉
, (2.13), pela transformação unitária [55]

|0(β)〉 = eiG(θ) |0〉〉 , (5.88)

com o gerador G(θ) definido por

G(θ) = G+(θ) +G−(θ) , (5.89)
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G+(θ) = i
∑

s

∫
d3p θ+

p

[
bpsb̃ps − b̃†psb

†
ps

]
, (5.90)

G−(θ) = i
∑

s

∫
d3p θ−p

[
dpsd̃ps − d̃†psd

†
ps

]
, (5.91)

conforme as equações (2.104)-(2.107), onde θ±p = θ±p (β) são parâmetros determina-

dos de forma que a média estat́ıstica dos operadores número part́ıcula n−(p) e de

antipart́ıcula n+(p) sejam dados por

n±p (β) = sen2θ±p (β) =
[
eβ(Ep∓µ) + 1

]−1
, (5.92)

e, portanto,

cos2 θ±p =
[
e−β(Ep∓µ) + 1

]−1
. (5.93)

Os operadores de criação e aniquilação satisfazem as relações de comutação (3.73)

ou (4.72).

Os operadores de criação e aniquilação dependentes da temperatura bps(β),

b̃ps(β), dps(β), d̃ps(β), são definidos pelas transformações de Bogoliubov (2.108).

Para o que segue, assumiremos o potencial qúımico µ = 0.

O valor esperado (5.84), com a definição (5.88), fica escrito como

Ŝfi(β) = Ĉ 〈0(β)| D̄ B eB†A1D̄†|0(β)〉
= Ĉ 〈〈0|e−iG(θ) D̄ B eB†A1D̄†

eiG(θ)|0〉〉
= Ĉ 〈〈0|e−iG(θ)D̄ eiG(θ) e−iG(θ)B eiG(θ) e−iG(θ) eB†A1D̄†

eiG(θ)|0〉〉 . (5.94)

A seguir, calcularemos as transformações de Bogoliubov para cada operador no valor

esperado acima. Para o dubleto D̄ temos

e−iG(θ)D̄ eiG(θ) = e−iG(θ)
(
d(Ψ) σd̃†(Ψ̃)

)
eiG(θ)

=

∫
d3p

(
eiG−(−θ)dpe−iG−(−θ)Ψp

σ eiG−(−θ)d̃†pe−iG−(−θ)Ψ̃†
p

)t

=

∫
d3p

(
cos θp(β) dp Ψp + senθp(β) d̃†p Ψp

σ [cos θp(β) d̃†p Ψ̃†
p − senθp(β) dp Ψ̃†

p]

)t

=

(
d(cos θΨ) + d̃†(senθΨ)

σ [d̃†(cos θΨ̃)− d(senθΨ̃†)]

)t

, (5.95)

onde usamos as transformações de Bogoliubov (2.108) e as definições (3.69), (3.70)

para os operadores de aniquilação e criação. No que segue, usaremos a notação

dp = d(p) , dp = d(p) , Ψp = Ψ(p) , Ψ̃†
p = Ψ̃†(p) , (5.96)
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e omitiremos o ı́ndice de spin. Como a função de onda Ψ da antipart́ıcula está

associada ao espectro negativo, e a funç ão de onda Ψ̃ da antipart́ıcula dual ao

espectro positivo, então, de acordo com (3.66) (4.65), temos

d(senθΨ̃†) = 0 = d̃†(cos θΨ) . (5.97)

Assim, a transformação (5.95) se reduz a

e−iG(θ)D̄ eiG(θ) =

(
d(cos θΨ)

σ d̃†(cos θΨ̃)

)t

=
(
dθ σ d̃†θ

)
=̂ D̄θ . (5.98)

Analogamente, teremos para a transformação de Bogoliubov de B̄1

e−iG(θ)B eiG(θ) = e−iG(θ)

(
b

σb̃†

)
eiG(θ)

=

(
b(cos θΦ)

σ b̃†(cos θΦ̃)

)

=

(
bθ

σ b̃†θ

)
=̂ B̄θ . (5.99)

Para calcular a última transformação que aparece em (5.94),

e−iG(θ)eB†A1D̄†
eiG(θ) = e−iG(θ)eb†A1d†eiG(θ)e−iG(θ)eb̃ Ã1d̃eiG(θ) , (5.100)

primeiro determinaremos a transformação dos expoentes. Assim,

e−iG(θ)b†A1d
†eiG(θ) =

∫
d3peiG(−θ)b†pe−iG(−θ)A1(p) e−iG(θ)d†peiG(θ)

=

∫
d3p [cos θb

p b
†
p + senθb̃

p b̃p]A1(p) [cos θd
p d

†
p + senθd̃

p d̃p]

=

∫
d3p cos θb

p b
†
pA1(p) d†p cos θd

p +

+

∫
d3p cos θb

p b
†
pA1(p) senθd̃

p d̃p +

+

∫
d3p senθb̃

p b̃pA1(p) cos θd
p d

†
p +

+

∫
d3p senθb̃

p b̃pA1(p) d̃psenθd̃
p .

Como cada uma destas parcelas pode ser escrita como um produto escalar entre as

funções de onda correspondentes aos operadores que aparecem no produto, como
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definido em (3.118) e (4.123), a independência entre espaços do sistema direto e do

dual, conforme (4.13), faz com que a segunda e a terceira parcelas da soma acima

sejam zero. Então,

e−iG(θ)b†A1d
†eiG(θ) =

∫
d3p [cos θb

p b
†
pA1(p) d†p cos θd

p +

+senθb̃
p b̃pA1(p) d̃psenθd̃

p]

= b† (A1)θ1 d
† + b̃(A1)θ̃2

d̃. (5.101)

O ı́ndice b nas equações acima significa que θ está associada ao operador b†, portanto

deverá ter o mesmo ı́ndice de momento que a função de onda do elétron. O ı́ndice

b̃ corresponde ao elétron dual, os ı́ndices d e d̃, correspondem, respectivamente, ao

pósitron e ao pósitron dual.

Para o outro expoente teremos

e−iG(θ)b̃ Ã1d̃e
iG(θ) =

∫
d3peiG(−θ)b̃pe−iG(−θ) Ã1(p) eiG(−θ)d̃pe−iG(−θ)

=

∫
d3p[cos θb̃

p b̃p − senθb
p b

†
p] Ã1(p) [cos θd̃

p d̃p − senθd
p d

†
p]

=

∫
d3p[b̃p cos θb̃

p Ã1(p) cos θd̃
p d̃p +

+b†psenθb
p Ã1(p)senθd

p d
†
p]

= b̃ (Ã1)θ̃1
d̃+ b†(Ã1)θ2 d

† . (5.102)

Nas expressões (5.101) e (5.102) denotamos

(A1)θ1 =̂ cos θbA1 cos θd,

(A1)θ2 =̂ senθbA1senθ
d,

(Ã1)θ̃1
= cos θb̃Ã1 cos θd̃,

(Ã1)θ̃2
= senθb̃Ã1senθ

d̃.

Portanto, usando (5.101) e (5.102), a transformação da exponencial em (5.94)

fica dada

e−iG(θ)eB†A1D̄†
eiG(θ) = eb†(A1)θ1

d†e
b̃(A1)

θ̃2
d̃
e
b̃(Ã1)

θ̃1
d̃
eb†(Ã1)θ2

d†

= eb†[(A1)θ1
+(Ã1)θ2

]d†e
b̃[(A1)

θ̃2
+(Ã1)

θ̃1
]d̃

=̂ eb†Aθd†eb̃A
θ̃
d̃ , (5.103)

com

Aθ = (A1)θ1 + (Ã1)θ2

Aθ̃ = (A1)θ̃2
+ (Ã1)θ̃1

(5.104)
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Substituindo os resultados (5.98), (5.99) e (5.103) na expressão (5.94), obteremos

Ŝfi(β) = Ĉ 〈〈0|D̄θ Bθ eb†Aθd†eb̃A
θ̃
d̃|0〉〉

= Ĉ 〈〈0|D̄θ B̄θ eb†Aθd†|0〉〉

= Ĉ 〈〈0|
(
dθ σd̃†θ

)( bθ

σb̃†θ

)
eb†Aθd†|0〉〉

= Ĉ 〈〈0|
(
dθbθ + σdθb̃

†
θ + σd̃†θbθ + σ2d̃†θb̃

†
θ

)
eb†Aθd†|0〉〉

= Ĉ 〈0|dθbθe
b†Aθd†|0〉 . (5.105)

Este valor esperado pode ser calculado como

Ŝfi(β) = Ĉ 〈0| dθe
b†Aθd† [bθ + d†(A†θ cos θbΦ)] |0〉

= Ĉ 〈0| eb†Aθd† [dθ − b†(Aθ cos θbΨ)][bθ + d†(A†θ cos θbΦ)] |0〉
= Ĉ 〈0| d(cos θbΨ)d†(A†θ cos θbΦ) |0〉
= Ĉ

(
(cos θdΨ)†, (A†θ cos θbΦ)†

)
= Ĉ

(
Φ, (cos θdAθ cos θbΨ

)
, (5.106)

onde usamos as relações de comutação (3.127) e (3.128). Substituindo a função de

onda do elétron

Φ(x) = (2π)−3/2
∑

s

∫
d3pΦs(p)us(p)eip·x ∈ H+ , (5.107)

e a função de onda do pósitron

Ψ(x) = (2π)−3/2
∑

s

∫
d3pΨs(p)vs(p)e−ip·x ∈ H− , (5.108)

o valor esperado (5.106) fica escrito como

Ŝfi(β) = Ĉ

∫
d3xΦ†(x) [cos θdAθ cos θb](x) Ψ(x)

=

∫
d3pd3qΦ∗

s(p)S†ss′(β;p,−q) Ψs′(q) , (5.109)

onde definimos

S†ss′(p,q) = Ĉ u†s(p) Λ(β;p,−q) vs′(q) (5.110)

e, usando (5.104), o fator Λ dependente da temperatura é dado por

Λ(β;p,−q) = cos2 θpA1(p,−q) cos2 θq +

+ cos θpsenθpÃ1(p,−q)senθq cosθq , (5.111)
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com A1 dado pela expressão (3.151) e Ã1 por ( 4.155).

A probabilidade total de transição P(β) entre o estado inicial (vácuo térmico) e

o estado final (pares elétron-pósitron a T 6= 0) é dada pela soma sobre os estados

finais f da probabilidade de transição Πfi(p), definida por

Πfi(β) =
∣∣∣Ŝfi(β)

∣∣∣2
=

∫
d3pd3qd3p′d3q′ Φ∗

s1
(p)S†s1s′1

(β;p,−q) Ψs′1
(q) ·

·Ψ∗
s2

(q′)Ss2s′2
(β;p′,−q′) Φs2(p

′) . (5.112)

Então,

P(β) =̂
∑

f

Πfi(β)

=
∑
ss′

∫
d3pd3q |S†ss′(β;p,−q)|2

= |Ĉ|2
∑
ss′

∫
d3pd3q |u†s(p) Λ(β;p,−q) vs′(q)|2 (5.113)

onde usamos a relação de completeza dos estados finais∑
f

Φ∗f
s1

(p) Φf
s2

(p′) = δs1s2δ(p− p′) ,∑
f

Ψf
s′1

(q) Ψ∗f
s′2

(q′) = δs′1s′2
δ(q− q′) . (5.114)

Para dar continuidade ao cálculo da probabilidade total de transição P, deve-

remos determinar A1 e Ã1, que aparecem na função Λ. De acordo com (3.151) e

(4.155), temos, respectivamente,

A1 = −S−1†
++ S†+− (5.115)

e

Ã1 = S̃−1†
++ S̃

†
+− =

(
S̃−+S̃

−1
++

)†
. (5.116)

Como estas duas definições envolvem as mesmas projeções dos respectivos ope-

radores espalhamento, e seus cálculos são análogos, determinaremos somente Ã1.

O termo de n-ésima ordem do elemento de matriz S̃++, de acordo com (4.198), é

(S̃++)n(p,q) = 2πi(2π)−2n(−e)nP+(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 ·

· 6A(p− p1)S
av(p1) 6A(p1 − p2)S

av(p2)... ·
...Sav(pn−1) 6A(pn−1 − q)P+(q) , (5.117)
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onde

Sav(p)=̂
6p+m

p2 −m2 − ip00
. (5.118)

Em teoria de perturbação, o inverso da expressão série S̃++ pode ser determinado

pela expansão

S̃−1 =

(
1 +

∞∑
n=1

S̃n

)−1

= 1 +
∞∑

n=1

 ∑
n1+...+nj=n

(−1)j+1S̃n1S̃n2 ...S̃nj

 , (5.119)

com termo de n-ésima ordem dado por

(S̃−1)n = −S̃n − S̃n−1S̃1 + S̃n−2(S̃2 − S̃1S̃1) +

+S̃n−3(S̃3 − S̃2S̃1 − S̃1S̃2 + S̃1S̃1S̃1) + ...

=̂ S̃1
n + S̃2

n + S̃3
n + S̃4

n + ... . (5.120)

O primeiro termo S̃1
n é dado pela expressão (5.117). O segundo termo será

S̃2
n =̂ (S̃n−1S̃1)++(p,q) =

∫
d3q′(S̃++)n−1(p,q

′)(S̃++)1(q
′,q)

= 2πi(2π)−2n(−e)nP+(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 6 A(p− p1)S
av(p1) ·

· 6 A(p1 − p2)S
av(p2)...S

av(pn−2) 6 A(pn−2 − pn−1) ·
·
[
2πiP+(pn−1)γ

0δ(p0
n−1 − Epn−1)

]
6 A(pn−1 − q)P+(q) (5.121)

Somando os dois primeiros termos de (5.120), dados, respectivamente, por (5.117) e

(5.121), teremos

S̃1
n + S̃2

n = −
(
S̃n − S̃n−1S̃1

)
++

(p,q)

= −2πi(2π)−2n(−e)nP+(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 ·

· 6A(p− p1)S
av(p1)...S

av(pn−2) 6A(pn−2 − pn−1) ·
·
[
Sav(pn−1)− 2πiP+(pn−1)γ

0δ(p0
n−1 − Epn−1)

]
·

· 6A(pn−1 − q)P+(q) . (5.122)

A expressão entre colchetes nesta equação resultará em

[...] =

[(
1

p0 − Ep − i0
− 2πiδ(p0 − Ep)

)
P+(p) +

P−(p)

p0 + Ep − i0

]
γ0

=

[(
V P

1

p0 − Ep

− πiδ(p0 − Ep)

)
P+(p) +

P−(p)

p0 + Ep − i0

]
γ0
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=

[
Epγ

0 − p · ~γ +m

p0 − Ep + i0
+
Epγ

0 + p · ~γ −m

p0 + Ep − i0

]
1

2Ep

=
p0γ

0 − p · ~γ +m

p2 −m2 + i0
=

6p+m

p2 −m2 + i0
=̂SF (p) , (5.123)

onde substituimos (4.184). Assim, (5.122) fica

S̃1
n + S̃2

n = −2πi(2π)−2n(−e)nP+(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 ·

· 6A(p− p1)S
av(p1)...S

av(pn−2) 6A(pn−2 − pn−1) ·
·SF (pn−1) 6A(pn−1 − q)P+(q) . (5.124)

O terceiro termo da expansão (5.120) será

S̃3
n =̂ [S̃n−2(S̃2 − S̃1S̃1)]++(p,q) = 2πi(2π)−2n(−e)nP+(p)γ0 ·

·
∫
d4p1...d

4pn−1 6A(p− p1)S
av(p1)...S

av(pn−3) ·

· 6A(pn−3 − pn−2) [2πiP+(pn−2)γ
0δ(p0

n−2 − Epn−2)] ·
· 6A(pn−2 − pn−1)S

F (pn−1) 6A(pn−1 − q)P+(q) . (5.125)

Somando este resultado com a soma dos dois primeiros termos, (5.124), obtemos

S̃1
n + S̃2

n + S̃3
n = [−S̃n + S̃n−1S̃1 + S̃n−2(S̃2 − S̃1S̃1)](p,q)

= −2πi(2π)−2n(−e)nP+(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 6A(p− p1) ·

·Sav(p1)... 6A(pn−3 − pn−2)[S
av(pn−2)− 2πiP+(pn−2)γ

0 ·
·δ(p0

n−2 − Epn−2)] 6A(pn−2 − pn−1)S
F (pn−1) 6A(pn−1 − q)P+(q)

= −2πi(2π)−2n(−e)nP+(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 6A(p− p1) ·

·Sav(p1)...S
av(pn−3) 6A(pn−3 − pn−2)S

F (pn−2) ·
· 6A(pn−2 − pn−1)S

F (pn−1) 6A(pn−1 − q)P+(q) . (5.126)

Seguindo o mesmo procedimento acima, e somando todos os termos da expansão

(5.120), todas as funções Sav serão transformadas em SF e a expressão final para o

termo de n -ésima ordem da inversa (S̃−1
++)n, (5.120), fica

(S̃−1
++)n(p,q) = −2πi(2π)−2n(−e)nP+(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 ·

· 6A(p− p1)S
F (p1)...S

F (pn−1) 6A(pn−1 − q)P+(q) . (5.127)

O outro elemento de matriz que usaremos para compor Ã1 é

(S̃−+)n(p,q) = 2πi (−e)n(2π)2nP−(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 6A(p− p1) ·

·Sav(p1)...S
av(pn−1) 6A(pn−1 − q)P+(q) , (5.128)
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A n-ésima ordem do produto (5.116) será dada por†

(Ã†
1)n = (S̃−+S̃

−1
++)n(p,q)

=

∫
d3q′ [(S̃−+)n(p,q′)(S̃−1

++)(q′,q) + (S̃−+)n−1(p,q
′) ·

·(S̃−1
++)1(q

′,q) + ...+ (S̃−+)1(p,q)(S̃−1
++)n−1(p,q)] . (5.129)

Os dois primeiros termos desta expansão, de acordo com (5.127) e ( 5.128), são

(Ã†
1)

1
n = [(S̃−+)n(S̃−1

++)0](p,q)

= 2πi(2π)−2n(−e)nP−(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 6A(p− p1) ·

·Sav(p1)...S
av(pn−1) 6A(pn−1 − q)P+(q) . (5.130)

e

(Ã†
1)

2
n = [(S̃−+)n−1(S̃

−1
++)1](p,q)

=

∫
d3q′ [2πi(2π)−2(n−1)(−e)(n−1)P−(p)γ0

∫
d4p2...d

4pn−2 ·

· 6A(p− p1)S
av(p1)...S

av(pn−2) 6A(pn−2 − q′)P+(q′)] ·
·[−2πi(2π)−2(−e)P+(q′)γ0 6A(q′ − q)P+(q)

= 2πi(2π)−2n(−e)nP−(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 6A(p− p1) ·

·Sav(p1)...S
av(pn−2) 6A(pn−2 − pn−1)[−2πi P+(pn−1)γ

0 ·
·δ(pn−1 − Epn−1)] 6A(pn−1 − q)P−(q) , (5.131)

que somados resultam em

(Ã†
1)

1
n + (Ã†

1)
2
n = [(S̃−+)n(S̃−1

++)0 + (S̃−+)n−1(S̃
−1
++)1](p,q)

= 2πi(2π)−2n(−e)nP−(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 6A(p− p1) ·

·Sav(p1)...S
av(pn−2) 6A(pn−2 − pn−1)[S

av(pn−1) +

−2πi P+(pn−1)γ
0δ(pn−1 − Epn−1)] 6A(pn−1 − q)P+(q)

= 2πi(2π)−2n(−e)nP−(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 6A(p− p1) ·

·Sav(p1)...S
av(pn−2) 6A(pn−2 − pn−1)S

F (pn−1) ·
· 6A(pn−1 − q)P+(q) (5.132)

Como pode ser visto na expressão acima, com os termos somados até a ordem (n−1)

de (S̃−+), a última função Sav(pn−1) foi transformada em SF (pn−1). Se somarmos

†O último termo da expansão (5.129) não é (S̃−+)0(S̃−1
++)n, pois este seria um termo (++)e não

(−+) já que (S̃−+)0 = 1.
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até a primeira ordem em (S̃−+), todas as funções Sav terão sido convertidas em SF .

Portanto, a expressão final para (S̃−+S̃
−1
++)n será

(S̃−+S̃
−1
++)n(p,q) = i(2π)−2n+1(−e)nP−(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 6A(p− p1) ·

·SF (p1)...S
F (pn−1) 6A(pn−1 − q)P+(q) . (5.133)

Tomando a adjunta desta expressão, teremos

(S̃−1†
++ S̃

†
+−)n(p,q) = −2πi(2π)−2n(−e)nP+(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 ·

· 6A(p− p1)S
AF (p1)...S

AF (pn−1) ·
· 6A(pn−1 − q)P−(q) , (5.134)

onde definimos

γ0[SF (p)]† =
p+m

p2 −m2 − i0
γ0 = SAF (p)γ0 , (5.135)

e usamos o fato do potencial ser real, ou seja, A†(p) = A(−p).
Por um procedimento análogo podemos obter a expansão (5.115), cujo termo de

n-ésima é dado por [56]

(S−1†
++ S

†
+−)n(p,q) = i(2π)−2n+1enP+(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 6A(p− p1) ·

·SF (p1)...S
F (pn−1) 6A(pn−1 − q)P−(q) . (5.136)

As expressões (5.134) e (5.136) levam as séries (5.115) e (5.116) a serem escritas,

respectivamente, como

A1(p,q) = −2πi
∞∑

n=1

(2π)−2nenP+(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 6 A(p− p1) ·

·SF (p1)...S
F (pn−1) 6A(pn−1 − q)P−(q) (5.137)

e

Ã1(p,q) = −2πi
∞∑

n=1

(2π)−2n(−e)nP+(p)γ0

∫
d4p1...d

4pn−1 ·

· 6A(p− p1)S
F (p1)...S

F (pn−1) 6A(pn−1 − q)P+(q) , (5.138)

que em mais baixa ordem (n = 1) são dadas por

A1(p,q) = −2πi(2π)−2eP+(p)γ0 6A(p− q)P−(q) (5.139)

e

Ã1(p,q) = −2πi (2π)−2(−e)P+(p)γ0 6A(p− q)P+(q) . (5.140)
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Como podemos ver pelas expressões (5.139) e (5.140), Ã1 = −A1. Assim, a função

Λ definida em (5.111) torna-se

Λ(β;p,−q) = [cos2 θp cos2 θq +

− cos θpsenθpsenθq cos θq]A1(p,−q)

= A1(p,−q){1− [nq(β) + np(β)(1− nq(β)) +

+
√
np(β)(1− np(β))

√
nq(β)(1− nq(β))]}

= [1− Γp,q(β)]A1(p,−q) , (5.141)

onde

Γp,q(β) =̂ nq(β) + np(β)(1− nq(β)) +

+
√
np(β)(1− np(β))

√
nq(β)(1− nq(β)) . (5.142)

e usamos (5.92), com o potencial qúımico µ = 0.

Para a probabilidade total de transição, (5.113), obtemos

P(β) = |Ĉ|2
∑
ss′

∫
d3pd3q |u†s(p) [1− Γp,q(β)]A1(p,−q) vs′(q)|2

=
|Ĉ|2

(2π)2

∑
ss′

∫
d3pd3q [u†s(p)P+(p)γ0e 6A(p+ q)P−(−q) vs′(q)] ·

·[u†s(p)P+(p)γ0e 6A(p+ q)P−(−q) vs′(q)]† [1− Γp,q(β)]2 . (5.143)

Mas, o primeiro fator entre colchetes é

[...] = u†s(p)
∑

σ

uσ(p)u†σ(p)γ0γµeAµ(p+ q)
∑

σ

vσ′(q)v†σ′(q)vs′(q)

= [ūs(p)γµvs′(q)] eAµ(p+ q) , (5.144)

então a expressão (5.143) fica

P(β) = |Ĉ|2
∑
ss′

∫
d3pd3q [ūs(p)γµvs′(q)v̄s′(q)γνus(p)] ·

·eAµ(p+ q) eAν(−p− q) [1− Γp,q(β)]2

=
|Ĉ|2

(2π)2

∫
d3pd3q

[
6p+m

2Ep

]λσ [
γµ 6q −m

2Eq

γν

]
σλ

·

·eAµ(p+ q) eAν(−p− q) [1− Γp,q(β)]2

=
|Ĉ|2

(2π)2

∫
d3p

2Ep

d3q

2Eq

Tr[( 6p+m)γµ(6q −m)γν ] ·

·eAµ(p+ q) eAν(−p− q) [1− Γp,q(β)]2 . (5.145)
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Definindo como uma nova variável de integração, o resultado (5.145) pode ser escrito

como

P(β) =
|Ĉ|2

(2π)2

∫
d4k

∫
d3p

2Ep

d3q

2Eq

Tr[( 6p+m)γµ(6q −m)γν ] ·

· δ4(p+ q − k) [1− Γp,q(β)]2 eAµ(k) eAν(−k)

= (2π)−2

∫
d4k T µν

β (k) eAµ(k) eAν(−k) , (5.146)

onde

T µν
β (k) = |Ĉ|2

∫
d3p

2Ep

d3q

2Eq

δ4(p+ q − k) ·

·Tr[( 6p+m)γµ(6q −m)γν ][1− Γp,q(β)]2 . (5.147)

O tensor dependente da temperatura T µν
β (k) pode ser reescrito sob outra forma

se as integrais tridimensionais são substitúıdas pelas integrais no quadriespaço de

Minkowski com a medida invariante de Lorentz∫
d3p

2Ep

... =

∫
d4pδ(p2 −m2) Θ(p0)... . (5.148)

A função Θ limita o intervalo de integração paea E > 0. Assim, o tensor (5.147)

fica dado por

T µν
β (k) = |Ĉ|2

∫
d4p δ(p2 −m2) Θ(p0) δ([k − p]2 −m2) Θ(k0 − p0) ·

·Tr [(6p+m)γµ(6k− 6p−m)γν ] [1− Γp0,k0−p0(β)]2 , (5.149)

onde realizamos a integração no quadrimomento q.

O tensor dependente da temperatura pode ser escrito como

T µν
β (k) = T µν

0 (k) + δT µν
β (k) , (5.150)

sendo

T µν
0 (k) = |Ĉ|2

∫
d4p δ(p2 −m2) Θ(p0) δ([k − p]2 −m2) Θ(k0 − p0) ·

·Tr [(6p+m)γµ(6k− 6p−m)γν ] (5.151)

o tensor à temperatura zero, e

δT µν
β (k) = −|Ĉ|2

∫
d3p

2Ep

δ([k − p]2 −m2) Θ(k0 − p0) ·

·Tr[( 6p+m)γµ(6k− 6p−m)γν ] [2− Γp,q(β)] Γp,q(β) (5.152)

a correção de temperatura.
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Para o tensor T µν
0 (k) à temperatura zero, o traço e a integração no trimomento

podem ser calculados, como veremos a seguir.

O traço que aparece nas expressões (5.151) e (5.152) é

Tr[...] = Tr{(kβ − pβ)γβ +m)γµ(pαγ
α −m)γν}

= Tr
{
(kβ − pβ)γβγµpαγ

αγν +mγµpαγ
αγν)γµ +

− m2γµγν
}
. (5.153)

O segundo e o terceiro termo não contribuem, já que o traço de um produto de um

número ı́mpar de matrizes γ é nulo. Para o primeiro e último termos, usaremos,

respectivamente, as identidades

Tr[γβγµγαγν ] = 4(gβµgαν + gµαgνβ − gβαgµν) (5.154)

e

Tr[γµγν ] = 4gµν , (5.155)

onde gµν denota o tensor métrico de Minkowski. Portanto,

Tr[...] = Tr
{
(kβ − pβ)γβγµpαγ

αγν −m2γµγν
}

= 4{(kµ − pµ)pν + (kν − pν)pµ − (kβ − pβ)pβgµν −m2gµν}
= 4{kµpν + kνpµ − 2pµpν − k · pgµν} . (5.156)

No último termo, a parcela (p2 −m2) foi eliminada pois T µν , (5.151), contém uma

δ(p2 −m2). Substituindo o resultado (5.156) no tensor T µν
0 (k), obtemos

T µν
0 (k) = |Ĉ|2

∫
d4p δ(p2 −m2) Θ(p0) δ((k − p)2 −m2) Θ(k0 − p0) ·

·4[kµpν + kνpµ − 2pµpν − k · pgµν ] , (5.157)

a qual é explicitamente covariante (tensor de Lorentz). A invariância de gauge de

T µν
0 é expressa pela propriedade

kµT
µν
0 (k) = 0 , (5.158)

conhecida como identidade de Ward, que pode ser verificada facilmente. A in-

variância de gauge do tensor T µν
0 leva à invariância de gauge da probabilidade total

de transição P0 do estado inicial de vácuo para o estado final de pares elétron

pósitron, à temperatura zero, dada por

P0 = (2π)−2

∫
d4k T µν

0 (k) eAµ(k) eAν(−k) . (5.159)
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O tensor T µν
0 , (5.157), depende somente de k, já que está sendo realizada a

integração no quadrimomento p. Assim, de forma geral, ele pode ser escrito como

T µν
0 (k) = A(k2)gµν +B(k2)kµkν , (5.160)

onde A e B são constrúıdas de forma que seja invariantes de Lorentz, por isto sua

dependência somente em k2. Usando a identidade de Ward, teremos

kµT
µν
0 (k) = A(k2)kν +B(k2)k2kν = 0 , (5.161)

ou seja,

A(k2) = −k2B(k2) . (5.162)

Assim,

T µν
0 (k) = −k2B(k2)gµν +B(k2)kµkν

= (kµkν − k2gµν)B(k2) . (5.163)

Para obtermos a forma expĺıcita de B(k2), calculemos ΣµT
µ
µ. De (5.162) temos que∑

µ

T µ
0 µ(k) =

∑
µ

(kµkµ − k2gµ
µ)B(k2)

= (k2 − 4k2)B(k2)

= −3k2B(k2) . (5.164)

Por outro lado, de (5.157) vem∑
µ

T µ
0 µ(k) = |Ĉ|2

∫
d4p δ(p2 −m2) ·

·Θ(p0) δ((k − p)2 −m2) Θ(k0 − p0)4[−2k · p− 2p2] .

Comparando esta com (5.164), vemos que

B(k2) =
4

3
|Ĉ|2

∫
d4p δ(p2 −m2) Θ(p0) δ((k − p)2 −m2) Θ(k0 − p0) ·

· 1

k2
[2k · p+ 2p2]

=
4

3
|Ĉ|2

∫
d4p δ(p2 −m2) Θ(p0) δ(k2 − 2k · p) Θ(k0 − p0) ·

· 1

k2
[k2 + 2m2]

=
4

3
|Ĉ|2[1 +

2m2

k2
]

∫
d4p δ(p2 −m2) Θ(p0) δ(k2 − 2k · p) ·

·Θ(k0 − p0) . (5.165)
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Como p e q são vetores tipo tempo, o mesmo acontece com k = p + q. Portanto,

existe um sistema de referência tal que k = (k0,0). Neste referencial de Lorentz, o

fator B(k2) assume uma forma mais simples

B(k2
0) =

4

3
|Ĉ|2

[
1 +

2m2

k2

] ∫
d4p δ(p2 −m2) Θ(p0) δ(k2

0 − 2k0p
0) Θ(k0 − p0)

=
4

3
|Ĉ|2

[
1 +

2m2

k2
0

] ∫
d3p

2Ep

δ(k2
0 − 2k0Ep) Θ(k0 − Ep) . (5.166)

Aqui fizemos a substituição inversa de (5.148) e p0 = Ep. Escrevendo a integração

no triespaço dos momentos em coordenadas esféricas,∫
d3p→

∫ ∞

0

d|p|p2

∫ π

0

dθsenθ

∫ 2π

0

dϕ = 4π

∫ ∞

0

d|p|p2 (5.167)

teremos

B(k2
0) =

4

3
|Ĉ|2

[
1 +

2m2

k2
0

]
4π

∫ ∞

0

d|p|
2Ep

p2 δ(k2
0 − 2k0Ep) Θ(k0 − Ep) . (5.168)

Mas, a função δ no integrando estabelece a condição k2
0 − 2k0p

0 = 0, então

k0

2
= Ep =

√
p2 +m2 (5.169)

e

|p| =
√
k0

4
−m2 . (5.170)

Desta expressão temos que

k2
0 > 4m2 , (5.171)

então introduzimos Θ(k2
0 − 4m2) em (5.168), resultando em

B(k2
0) =

2

3
|Ĉ|2

[
1 +

2m2

k2

]
4πΘ(k2

0 − 4m2)

∫ ∞

0

d|p|
2Ep

p2 δ(k0/2− Ep)

2k0

Θ(k0 − Ep) ,

(5.172)

para k0 > 0. Trocando a integração em |p| pela integração em Ep, e fazendo a

substituição

p2 = E2
p −m2 ⇒ d|p| = Ep

|p|
dEp , (5.173)

a expressão (5.172) fica escrita como

B(k2
0) =

2

3
|Ĉ|2

[
1 +

2m2

k2
0

]
4πΘ(k2

0 − 4m2)

∫ ∞

m

dEp |p|
δ(k0/2− Ep)

2k0

Θ(k0 − Ep)

=
2π

3
|Ĉ|2

[
1 +

2m2

k2
0

]√
1− 4m2

k2
0

Θ(k2
0 − 4m2) Θ(k0/2) ,
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com as condições Ep > m e k0 > 0, que são garantidas pelas funções Θ. Como B

depende somente de k2
0, é um invariante de Lorentz. Portanto, pode ser escrito em

um referencial inercial qualquer como

B(k2) =
2π

3
|Ĉ|2

[
1 +

2m2

k2

]√
1− 4m2

k2
Θ(k2 − 4m2) Θ(k0) . (5.174)

Substituindo (5.174) em (5.163), teremos

T µν
0 (k) =

2π

3
|Ĉ|2

[
1 +

2m2

k2

]√
1− 4m2

k2
Θ(k2 − 4m2) Θ(k0) (kµkν − k2gµν) (5.175)

e este resultado na equação (5.159), a probabilidade total de produção de pares à

temperatura zero fica dada por

P0 = |Ĉ|2 1

(2π)2

∫
d4k

2π

3

[
1 +

2m2

k2

]√
1− 4m2

k2
Θ(k2 − 4m2) Θ(k0) e

2 ·

·(kµkν − k2gµν)Aµ(k)A∗
ν(k) . (5.176)

Nesta expressão ainda permanece a condição k0 > 0, expressa pela função Θ(k0).

No entanto, esta equação é par em relação a k, e portanto a k0. Assim, podemos

estender a integral em k0 para (−∞,+∞) e dividir a expressão por dois. Então,

(5.159) fica escrita como

P0 = |Ĉ|2
( e

2π

)2 π

3

∫
d4k

[
1 +

2m2

k2

]√
1− 4m2

k2
Θ(k2 − 4m2) ·

·(kµkν − k2gµν)Aµ(k)A∗
ν(k) . (5.177)

A função Θ, na expressão acima, impõe que a integração se dê sobre os momentos

em que k2 > 4m2. Fisicamente isto significa que a energia mı́nima que deve ser

fornecida pelo campo externo para a produção de pares à temperatura finita é 2m.

A avaliação do comportamento da probabilidade total de criação de pares elétron-

pósitron por um campo eletromagnético externo dependente do tempo, em função da

temperatura, pode ser feita pela análise dos limites das baixas e altas temperaturas

do fator Γp,q(β). Podemos avaliar o fator Γp,q(β) para os limites de T → 0 e T →∞,

em primeira aproximação.

A distribuição média de part́ıculas com momento p, de acordo com (5.92), é

dada por

np(β) = sen2θp(β) =
1

eβEp + 1
. (5.178)

Se consideramos o limite de T → 0, ou β → ∞ , teremos np(β → ∞) → 0 e, de

acordo com (5.152), Γp,q(β →∞) → 0. Então, T µν
β→∞(k) → T µν

0 (k) e P(β →∞) →
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P0, recuperando a descrição para T = 0. Para temperaturas muito altas, Γp,q(β)

tende a 1 e a probabilidade total P(β), dada por (5.146), tende a zero. Portanto,

quanto maior a temperatura a que o campo está submetido, menor é a taxa de

produção, o que evidencia a competição entre o campo eletromagnético externo e o

banho térmico, a qual tende a inibir a produção de pares, à medida que T aumenta,

tornando inacesśıveis estados menos energéticos, que já se encontram ocupados.
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Caṕıtulo 6

Considerações Finais

Neste trabalho foi constrúıdo o espaço de Fock para o campo de Dirac e o operador

espalhamento Ŝ em segunda quantização num campo eletromagnético externo, no

contexto de “Thermofield Dynamics” (TFD). Como foi mostrado, este operador fica

definido a menos de uma fase, que está associada à amplitude de transição vácuo

térmico-vácuo térmico, na presenç a de um campo eletromagnético externo.

Segundo a prescrição de TFD, os efeitos de temperatura são introduzidos através

das transformações de Bogoliubov realizadas sobre vetores que geram um espaço

vetorial duplicado. Portanto, o espaço de Fock de TFD é aquele formado pelo

produto direto dos espaços de Fock do sistema f́ısico e o do sistema dual, os quais

foram constrúıdos a partir dos respectivos espaços de Hilbert através do método de

segunda quantização. Apesar da semelhança entre o espaço dual e o espaço de Fock

original, o primeiro guarda algumas diferenças que merecem ser destacadas.

Pelas regras de conjugação til, da equação de movimento para o campo de Dirac

ψ(x), obtém-se a equação para o campo dual ψ̃(x), a qual é idêntica àquela para o

campo adjunto ψ(x). Portanto, os operadores b̃†, b̃ associados à part́ıcula dual e d̃†, d̃

correspondentes à antipart́ıcula dual são definidos, respectivamente, nos subespaços

espectrais de energia negativa e positiva, inversamente ao que acontece para o sis-

tema f́ısico original. Como conseqüência, o operador hamiltoniano no espaço de Fock

dual é limitado superiormente, ao contrário do operador hamiltoniano do sistema

f́ısico, limitado inferiormente. Isto possibilita definir um operador hamiltoniano to-

tal, cujo valor esperado no vácuo térmico é zero. Partindo da dinâmica livre de uma

part́ıcula dual no espaço de Hilbert, foi obtida a série perturbativa (de Dyson) para

o operador espalhamento S̃, para o campo de Dirac sujeito a um potencial externo

dependente do tempo, a qual se apresentou na forma de um produto temporalmente

antiordenado, em contraste com a série de Dyson S para o sistema original. A partir

dos operadores S e S̃ foram definidos os respectivos operadores S e S̃ na formulação

de segunda quantização. O operador espalhamento Ŝ no espaço de Fock duplicado
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foi constrúıdo como o produto direto dos operadores S e S̃.

Como uma aplicação do formalismo desenvolvido, o processo de produção de

pares elétron-pósitron à temperatura finita, na presença de um campo eletromagnéti-

co externo, foi avaliado. Foi mostrado que a probabilidade total de produção de pares

pelo campo externo à temperatura finita decresce com o aumento da temperatura.

Isto significa que o limiar de energia para a produção de pares cresce com o aumento

da temperatura.

O formalismo de TFD estabelece que sistemas à temperatura finita têm suas

quantidades f́ısicas calculadas como valores esperados no vácuo térmico de produtos

de operadores. No entanto, estas quantidades são usualmente calculadas como o

valor esperado no vácuo duplicado (à temperatura zero) dos mesmos operadores,

mas agora termalizados através das transformações de Bogoliubov. A equivalência

desses dois procedimentos ainda não foi mostrada para uma situaç ão geral. Usando

a construção rigorosa para os espaços de Fock original e seu dual, apresentada neste

trabalho, foi posśıvel mostrar esta equivalência na descrição do processo de produção

de pares elétron-pósitron à temperatura finita.

Finalmente, como uma primeira proposta para estudos futuros, coloca-se a ques-

tão da análise detalhada do comportamento do termo de correção de temperatura na

probabilidade total de produção de pares elétron-pósitron. Fica colocada também

a possibilidade do estudo de sistemas bosônicos, levando em conta o problema da

unitariedade do operador espalhamento [68]. Outros desafios se propõem no sen-

tido da continuidade dos desenvolvimentos aqui apresentados, como por exemplo, a

construção do formalismo de operador espalhamento no espaço de Fock duplicado

para o campo eletromagnético quantizado, e a investigação da equivalência entre os

dois procedimentos de cálculo do valor esperado de operadores em TFD, usando as

propriedades dos espaços de Fock aqui apresentadas.
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Apêndice A

Expressões de “Thermofield Dynamics”

A.1 Expansão do Vácuo Térmico

O estado de vácuo da “Thermofield Dynamics”, |0(β)〉 , pode ser obtido da trans-

formação unitária

|0(β)〉 = e−i G(β) |0〉〉 , (A.1)

onde

G(β)=̂− i θ(β) (ãa− a†ã†) (A.2)

e

|0〉〉 = |0〉 ⊗ |0̃〉 = |0〉 〈0| . (A.3)

Vamos mostrar a seguir que, expandindo a exponencial, podemos escrever a

definição (A.1) como

|0(β)〉F =
[
cos θ(β) + senθ(β) a†ã†

]
|0〉〉 (A.4)

para férmions e

|0(β)〉B =
1

cosh θ(β)
exp

[
tanh θ(β) a†ã†

]
|0〉〉 (A.5)

para bósons. Estas expressões têm a vantagem de tornar mais simples alguns cálculos

dos valores esperados no vácuo térmico.

Para o caso fermiônico, teremos

|0(β)〉F =
∞∑

n=0

1

n!
[−iGF (β)]n |0〉〉

=
∞∑

n=0

1

n!
[−θ(β) (ãa− a†ã†)]n |0〉〉

= {1− 1

1!
θ(β)(ãa− a†ã†) +

1

2!
θ(β)2(ãa− a†ã†)2 +
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− 1

3!
θ(β)3(ãa− a†ã†)3 +

1

4!
θ(β)4(ãa− a†ã†)4 +

− 1

5!
θ(β)5(ãa− a†ã†)5 +

1

6!
θ(β)6(ãa− a†ã†)6 + ...}|0〉〉 . (A.6)

Mas, usando as relações de anticomutação [13]

[a, a†]+ = 1 , [a, a]+ = 0

[ã, ã†]+ = 1 , [ã, ã]+ = 0 (A.7)

[a, ã]+ = [a, ã†]+ = 0

e que

(a†)n |0〉〉 = 0 = (ã†)n |0〉〉 (A.8)

para n ≥ 2, os termos de (A.6) resultarão em

(ãa− a†ã†) |0〉〉 = −a†ã† |0〉〉 (A.9)

(ãa− a†ã†)2 |0〉〉 = (ãa− a†ã†)(ãa− a†ã†)|0〉〉 = − (ãa− a†ã†) a†ã† |0〉〉
= − ãa a†ã† |0〉〉 = − ãã†aa† |0〉〉 = − ãã† |0〉〉 =

= − |0〉〉 (A.10)

(ãa− a†ã†)3 |0〉〉 = (ãa− a†ã†) (ãa− a†ã†)2 |0〉〉︸ ︷︷ ︸ = −(ãa− a†ã†) |0〉〉

= a†ã† |0〉〉 (A.11)

(ãa− a†ã†)4 |0〉〉 = (ãa− a†ã†) (ãa− a†ã†)3 |0〉〉︸ ︷︷ ︸ = (ãa− a†ã†)a†ã† |0〉〉

= ãaa†ã† |0〉〉 = |0〉〉 (A.12)

(ãa− a†ã†)5 |0〉〉 = (ãa− a†ã†) (ãa− a†ã†)4 |0〉〉︸ ︷︷ ︸ = (ãa− a†ã†) |0〉〉

= −a†ã† |0〉〉 (A.13)

(ãa− a†ã†)6 |0〉〉 = (ãa− a†ã†) (ãa− a†ã†)5 |0〉〉︸ ︷︷ ︸ = −(ãa− a†ã†) a†ã† |0〉〉

= − |0〉〉 (A.14)
...
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levando o vácuo térmico a ser escrito como

|0(β)〉F =

{
1 +

1

1!
θ(β)a†ã† − 1

2!
θ(β)2 − 1

3!
θ(β)3a†ã†+

+
1

4!
θ(β)4 +

1

5!
θ(β)5a†ã† − 1

6!
θ(β)6 + ...

}
|0〉〉

=

{[
1− 1

2!
θ(β)2 +

1

4!
θ(β)4 − 1

6!
θ(β)6 + ...

]
+

+

[
1

1!
θ(β)a†ã† − 1

3!
θ(β)3a†ã† +

1

5!
θ(β)5a†ã† − ...

]}
|0〉〉

=
[
cos θ(β) + senθ(β) a†ã†

]
|0〉〉 . (A.15)

Por outro lado, vimos que o vácuo |0(β)〉F para o oscilador fermiônico, (2.40), é

dado por

|0(β)〉F =
1

(1 + e−βω)
1
2

[1 + e−βω/2 a†ã†] |0〉〉

=
[
(1 + e−βω)−

1
2 + (eβω + 1)

1
2 a†ã†

]
|0〉〉 . (A.16)

Comparando esta expressão com (A.15)

cos θ(β) = (1 + e−βω)−
1
2 ,

senθ(β) = (1 + eβω)−
1
2 , (A.17)

então

sen2θ(β) =
1

1 + eβω
, (A.18)

que é a distribuição de Fermi-Dirac, e vale a relação

cos2 θ(β) + sen2θ(β) =
eβω

eβω + 1
+

1

1 + eβω
= 1 , (A.19)

e portanto todas as relações trigonométricas podem ser usadas.

Ao oscilador bosônico é permitida a existência de todos os estados |n〉, com

n = 0, 1, 2, ... . Portanto, não vale a restrição (A.8), o que leva a expansão da

exponencial adquirir uma forma mais complicada. Para contornar esta dificuldade

iremos escrever a exponencial da soma

|0(β)〉B = e−i GB(β) |0〉〉
= eθ(β) (−ãa+a†ã†) |0〉〉
= eθ (A+B) |0〉〉 (A.20)
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num produto de exponenciais, onde usamos a notação simplificada θ = θ(β). Como

o comutador C = [A,B] dos operadores

A = −ãa
B = a†ã† (A.21)

não é um número, não poderemos usar a fórmula de Campbell-Baker-Hausdorff [64].

No entanto, os operadores A, B e C formam uma álgebra fechada, ou seja, satisfazem

a identidade de Jacobi

[[A,B], C] + [[B,C], A] + [[C,A], B] = 0 . (A.22)

De fato,

[A,B] = [−ãa, a†ã†] = −ã[a, a†ã†]− [ã, a†ã†]a

= −ã [a, a†] ã† − a† [ã, ã†] a

= −ãã† − a†a = C , (A.23)

[B,C] = [a†ã†,−ãã† − a†a] = −[a†ã†, ãã† + a†a]

= −[a†ã†, ãã†]− [a†ã†, a†a] = −a†[ã†, ã]ã† − a†[a†, a]ã†

= a†ã† + a†ã† = 2a†ã† = 2B , (A.24)

[C,A] = [−ãã† − a†a,−ãa] = [ãã† + a†a, ãa]

= [ãã†, ãa] + [a†a, ãa] = ã[ã†, ã]a+ ã[a†, a]a

= −ãa− ãa = −2ãa = 2A , (A.25)

então

[C,C] + [2B,A] + [2A,B] = 2[B,A]− 2[B,A] ≡ 0 . (A.26)

Essa propriedade nos permite propor a fatoração

E(θ) = eθ (A+B) = eα(θ)B eρ(θ)C eγ(θ)A , (A.27)

cujos coeficientes α, ρ e γ poderão ser encontrados a partir da solução da equação

diferencial
dE(θ)

dθ
= (A+B) eθ (A+B) =

d

dθ
[eα(θ)B eρ(θ)C eγ(θ)A] , (A.28)

sujeita à condição de contorno

E(0) = 1 ⇒ α(0) = p(0) = γ(0) = 0 , (A.29)
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ou

dρ

dθ
C eρ(θ)C + eρ(θ)C dγ

dθ
A = [e−α(θ)B A eα(θ)B] eρ(θ)C +

+(1− dα

dθ
) [e−α(θ)BB eα(θ)B] eρ(θ)C . (A.30)

Os fatores entre colchêtes nesta expressão podem ser obtidos pela fórmula

e−αBO eαB = O − α

1!
[B,O] +

α2

2!
[B, [B,O]]− α3

3!
[B, [B, [B,O]]] + ... , (A.31)

resultando em

e−αBB eαB = B − α

1!
[B,B] +

α2

2!
[B, [B,B]]− α3

3!
[B, [B, [B,B]]] + ...

= B , (A.32)

e−αBA eαB = A− α

1!
[B,A] +

α2

2!
[B, [B,A]]− α3

3!
[B, [B, [B,A]]] + ...

= A+
α

1!
C − α2

2!
[B,C] +

α3

3!
[B, [B,C]] + ...

= A+
α

1!
C − α2

2!
2B +

α3

3!
[B, 2B] + ...

= A+ αC − α2B , (A.33)

onde substituimos (A.23) e (A.24). Portanto, a equação (A.30) fica

[A+ αC − α2B] eρ(θ)C + (1− dα

dθ
)B eρ(θ)C − dρ

dθ
C eρ(θ)C − eρ(θ)C dγ

dθ
A = 0 (A.34)

ou ainda

A− dγ

dθ
[eρ(θ)C A e−ρ(θ)C ] + (1− α2 − dα

dθ
)B + (α− dρ

dθ
)C = 0 . (A.35)

Usando a fórmula (A.31), o fator entre colchêtes que aparece nesta expressão fica

dado por

eρCAe−ρC = A+
ρ

1!
[C,A] +

ρ2

2!
[C, [C,A]] +

ρ3

3!
[C, [C, [C,A]]] + ...

= A+
ρ

1!
2A+

ρ2

2!
[C, 2A] +

ρ3

3!
2 [C, 2A] +

ρ4

4!
22 [C, 2A] + ...

= A+
ρ

1!
2A+

ρ2

2!
22A+

ρ3

3!
23A+

ρ4

4!
24A+ ...

= e2ρA . (A.36)

Portanto, de (A.35) e (A.36), obtemos

(1− dγ

dθ
e2ρ)A+ (1− α2 − dα

dθ
)B + (α− dρ

dθ
)C = 0 . (A.37)
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Como os operadores A, B e C são linearmente independentes, para que a expressão

acima seja identicamente nula deveremos ter

1− dγ

dθ
e2ρ = 0 (A.38)

1− α2 − dα

dθ
= 0 (A.39)

α− dρ

dθ
= 0 (A.40)

Da equação diferencial (A.39) obtemos

dθ =
dα

1− α2
⇒ θ + C =

∫
dα

1− α2
, (A.41)

a qual tem como soluções [65]

θ = arctanhα , para |α| < 1 , (A.42)

ou seja,

α(θ) = tanh θ , (A.43)

onde usamos as condições de contorno (A.29). Substituindo este resultado na

equação (A.40), obtemos

ρ =

∫
tanh θ dθ = [ln cosh θ] + C (A.44)

e com as condições de contorno (A.29) resulta em

ρ(θ) = ln cosh θ (A.45)

Pela equação (A.38),
dγ

dθ
= e−2ρ , (A.46)

ou

γ + C =

∫
e−2ρ dθ =

∫
e−2 ln cosh θ dθ =

∫
eln(cosh θ)−2

dθ

=

∫
1

(cosh θ)2
dθ = tanh θ , (A.47)

portanto

γ(θ) = tanh θ , (A.48)

onde substituimos o resultado (A.44) e as condições de contorno (A.29). Portanto,

por (A.43), (A.45), (A.47) e usando as definições

a |0〉〉 = 0 = ã |0〉〉 , (A.49)
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a expressão (A.20) resulta em

|0(β)〉B = eθ(β) (−ãa+a†ã†) |0〉〉
= eα(θ)B eρ(θ)C eγ(θ)A

= ea†ã† tanh θ e−(ãã†+a†a) ln cosh θ e−ãa tanh θ |0〉〉
= ea†ã† tanh θ e−(ãã†+a†a) ln cosh θ (1− ãa tanh θ + ...) |0〉〉
= ea†ã† tanh θ e−(ãã†+a†a) ln cosh θ |0〉〉
= ea†ã† tanh θ e−(1+ã†ã) ln cosh θ |0〉〉
= ea†ã† tanh θ e− ln cosh θ |0〉〉
= ea†ã† tanh θ eln(cosh θ)−1 |0〉〉

=
1

cosh θ(β)
ea†ã† tanh θ(β) |0〉〉 , (A.50)

que é exatamente a expressão (A.5).

A.2 Transformações de Bogoliubov

Os operadores de criação e aniquilação dependentes da temperatura (a(β), a†(β),

ã(β), ã†(β)), no formalismo de “Thermofield Dynamics”, foram definidos a partir

dos operadores correspondentes ao sistema f́ısico (a, a†) e ao sistema dual (ã, ã†)

através da transformação unitária

a(β) = e−i G(β) a ei G(β) (A.51)

a†(β) = e−i G(β) a† ei G(β)

ã(β) = e−i G(β) ã ei G(β) (A.52)

ã†(β) = e−i G(β) ã† ei G(β)

onde

G(β) = −i θ(β) (ãa− a†ã†) . (A.53)

Usando a fórmula de expansão de operadores (A.31), as definições (A.51) e (A.52)

podem ser escritas como

a(β) = a− (i)

1!
[G, a] +

(i)2

2!
[G, [G, a]]− (i)3

3!
[G, [G, [G, a]]] + ... (A.54)

e

ã(β) = ã− (i)

1!
[G, ã] +

(i)2

2!
[G, [G, ã]]− (i)3

3!
[G, [G, [G, ã]]] + ... , (A.55)

onde [ , ] representa o comutador.
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Se os operadores a, a†, ã, ã† estão associados a um sistema fermiônico, satisfazem

às relações de anticomutação [13]

[a, a†]+ = [ã, ã†]+ = 1 ,

[a, a]+ = [ã, ã]+ = [a, ã†]+ = 0 . (A.56)

e possuem a restrição

(a†)n|0〉〉 = (ã†)n|0〉〉 = 0 , para n ≥ 2 . (A.57)

Usando as relações (A.56) e (A.57), calculamos cada termo das expressões (A.54) e

(A.55), ou seja,

[GF , a] = (−i θ) [(ãa− a†ã†), a] = (−i θ)
{
[ãa, a]− [a†ã†, a]

}
= −(−i θ) [a†ã†, a] = −(−i θ)(a†ã†a− aa†ã†)

= (−i θ)(a†aã† + aa†ã†) = (−i θ) ã†

[GF , [GF , a]] = (−i θ) [GF , ã
†] = (−i θ)2 [(ãa− a†ã†), ã†]

= (−i θ)2
{
[ãa, ã†]− [a†ã†, ã†]

}
= (−i θ)2 [ãa, ã†]

= (−i θ)2 (ãaã† − ã†ãa) = (−i θ)2 (−ãã†a− ã†ãa)

= −(−i θ)2 a

[GF , [GF , [GF , a]]] = −(−i θ)2 [GF , a] = −(−i θ)3 ã†

[GF , [GF , [GF , [GF , a]]]] = −(−i θ)3 [GF , ã
†] = (−iθ)4 a

[GF , [GF , [GF , [GF , [GF , a]]]]] = (−i θ)4 [GF , a] = (−iθ)5 ã†

...

e

[GF , ã] = (−i θ) [(ãa− a†ã†), ã] = (−i θ)
{
[ãa, ã]− [a†ã†, ã]

}
= −(−i θ) [a†ã†, ã] = −(−i θ)(a†ã†ã− ãa†ã†)

= −(−i θ)(a†ã†ã+ a†ãã†) = −(−i θ) a†

[GF , [GF , ã]] = −(−i θ) [GF , a
†] = −(−i θ)2 [(ãa− a†ã†), a†]

= −(−i θ)2
{
[ãa, a†]− [a†ã†, a†]

}
= −(−i θ)2 [ãa, a†]

= −(−i θ)2 (ãaa† − a†ãa) = −(−i θ)2 (ãaa† + ãa†a)

= −(−i θ)2 ã
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[GF , [GF , [GF , ã]]] = −(−i θ)2 [GF , ã] = (−i θ)3 a†

[GF , [GF , [GF , [GF , ã]]]] = (−i θ)3 [GF , a
†] = (−iθ)4 ã

[GF , [GF , [GF , [GF , [GF , ã]]]]] = (−i θ)4 [GF , ã] = −(−iθ)5 a†

...

levando a

aF (β) = a− 1

1!
θ(β)ã† − 1

2!
θ(β)2a+

1

3!
θ(β)3ã† +

1

4!
θ(β)4a− 1

5!
θ(β)5ã† + ...

= a

[
1− 1

2!
θ(β)2 +

1

4!
θ(β)4 − ...

]
− ã†

[
1

1!
θ(β)− 1

3!
θ(β)3 +

1

5!
θ(β)5 − ...

]
= a cos θ(β)− ã†senθ(β) , (A.58)

e

ãF (β) = ã+
1

1!
θ(β)a† − 1

2!
θ(β)2ã− 1

3!
θ(β)3a† +

1

4!
θ(β)4ã+

1

5!
θ(β)5a† + ...

= ã

[
1− 1

2!
θ(β)2 +

1

4!
θ(β)4 + ...

]
+ a†

[
1

1!
θ(β)− 1

3!
θ(β)3 +

1

5!
θ(β)5 + ...

]
= ã cos θ(β) + a†senθ(β) . (A.59)

Para o caso bosônico valem as relações de comutação [13]

[a, a†]− = [ã, ã†]− = 1 ,

[a, a]− = [ã, ã]− = [a, ã†]− = 0 , (A.60)

as quais levam os comutadores que aparecem nas expressões (A.54) e ( A.55) a serem

dados por

[GB , a] = (−i θ) [(ãa− a†ã†), a] = (−i θ)
{
[ãa, a]− [a†ã†, a]

}
= −(−i θ) [a†ã†, a] = −(−i θ) [a†, a]ã† = (−i θ) ã†

[GB , [GB , a]] = (−i θ) [GB , ã
†] = (−i θ)2 [(ãa− a†ã†), ã†]

= (−i θ)2
{
[ãa, ã†]− [a†ã†, ã†]

}
= (−i θ)2 [ãa, ã†]

= (−i θ)2 [ã, ã†]a = (−i θ)2 a

[GB , [GB , [GB , a]]] = (−i θ)2 [GB , a] = (−i θ)3 ã†

[GB , [GB , [GB , [GB , a]]]] = (−i θ)3 [GB , ã
†] = (−i θ)4 a

[GB , [GB , [GB , [GB , [GB , a]]]]] = (−i θ)4 [GB , a] = (−i θ)5 ã†

...
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e

[GB , ã] = (−i θ) [(ãa− a†ã†), ã] = (−i θ)
{
[ãa, ã]− [a†ã†, ã]

}
= −(−i θ) [a†ã†, ã] = −(−i θ) a†[ã†, ã] = (−i θ) a†

[GB , [GB , ã]] = (−i θ) [GB , a
†] = (−i θ)2 [(ãa− a†ã†), a†]

= (−i θ)2
{
[ãa, a†]− [a†ã†, a†]

}
= (−i θ)2 [ãa, a†]

= (−i θ)2 ã[a, a†] = (−i θ)2 ã

[GB , [GB , [GB , ã]]] = (−i θ)2 [GB , ã] = (−i θ)3 a†

[GB , [GB , [GB , [GB , ã]]]] = (−i θ)3 [GB , a
†] = (−i θ)4 ã

[GB , [GB , [GB , [GB , [GB , ã]]]]] = (−i θ)4 [GB , ã] = (−i θ)5 a†

...

Portanto, as expressões para o sistema de bósons, correspondentes a ( A.58) e (A.59),

serão

aB(β) = a− 1

1!
θ(β)ã† +

1

2!
θ(β)2a− 1

3!
θ(β)3ã† +

1

4!
θ(β)4a− 1

5!
θ(β)5ã† + ...

= a

[
1 +

1

2!
θ(β)2 +

1

4!
θ(β)4 + ...

]
− ã†

[
1

1!
θ(β) +

1

3!
θ(β)3 +

1

5!
θ(β)5 + ...

]
= a cosh θ(β)− ã†senhθ(β) , (A.61)

e

ãB(β) = ã− 1

1!
θ(β)a† +

1

2!
θ(β)2ã− 1

3!
θ(β)3a† +

1

4!
θ(β)4ã− 1

5!
θ(β)5a† + ...

= ã

[
1 +

1

2!
θ(β)2 +

1

4!
θ(β)4 + ...

]
− a†

[
1

1!
θ(β) +

1

3!
θ(β)3 +

1

5!
θ(β)5 + ...

]
= ã cosh θ(β)− a†senhθ(β) . (A.62)

Os operadores conjugados a†(β) e ã†(β) podem ser obtidos de forma análoga, ou

simplesmente substituindo cada operador por seu conjugado nas expressões (A.58),

(A.59), (A.61) e (A.62).
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Apêndice B

O Campo de Dirac

B.1 Equação de Dirac Livre

As part́ıculas livres de spin 1/2 (férmions) são descritas pela densidade lagrangiana

L(x) = ψ(x)
[
iγµ

↔
∂µ −m

]
ψ(x) , (B.1)

onde m é a massa da part́ıcula,

∂µ =
∂

∂xµ
, xµ = (t,x) , (B.2)

assumindo que ~ = c = 1, com métrica do espaço de Minkowski diag (+−−−). As

matrizes γµ satisfazem as relações de anticomutação

[γµ, γν ]+ = 2gµν , (B.3)

e as condições de hermiticidade

[γµ]+ = γ0γµγ0 , (B.4)

e são definidas na representação de Dirac-Pauli como

γ0 = β =

(
1 0

0 −1

)
, γj = βαj =

(
0 σj

−σj 0

)
(B.5)

sendo

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(B.6)

as matrizes de Pauli.

A equação de Dirac, que estabelece a dinâmica de férmions livres, pode ser obtida

da densidade lagrangiana (B.1) através da equação de movimento de Euler-Lagrange.
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Assim, a “função de onda” de uma part́ıcula

ψ(x) =


ψ1(x)

ψ2(x)

ψ3(x)

ψ4(x)

 (B.7)

e sua adjunta

ψ(x) =̂ψ†(x) γ0 , (B.8)

com

ψ†(x) =
(
ψ∗1(x) ψ∗2(x) ψ∗3(x) ψ∗4(x)

)
, (B.9)

satisfazem, respectivamente, as equações

(i∂µγ
µ −m) ψ(x) = 0 (B.10)

e

(iγµ∂µ +m) ψ(x) = 0 . (B.11)

A equação (B.10), na forma hamiltoniana, é escrita como

i
∂ψ(x)

∂t
= [mβ − i~α · ∇] ψ(x)

=̂ H0(x)ψ(x) ; (B.12)

onde o operador hamiltonianoH0 é autoadjunto no espaço de HilbertH = (L2(R3))4,

de elementos ψ(x), definidos por (B.7). A solução da equação de Dirac ( B.12) é

dada pela transformação unitária

ψ(t,x) = e−iH0tψ(0,x) , (B.13)

a qual torna o produto escalar invariante∫
d3xψ†(t,x)ψ(t,x) =

∫
d3xψ†(0,x)ψ(0,x) . (B.14)

O operador hamiltoniano H0 no espaço dos momentos é dado por

H0(p) = βm+ ~α · p , (B.15)

de forma que

H0(p)ψ(p) = E(p)ψ(p) , (B.16)

sendo

ψ(p) = (2π)−3/2

∫
d3xψ(x) e−ip·x (B.17)
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a transformada de Fourier em H, onde E(p) corresponde à relação de dispersão para

uma part́ıcula relativ́ıstica

E(p) = ±
√

p2 +m2 . (B.18)

A equação (B.12) possui quatro soluções na forma de ondas planas, sendo duas

de energia positiva

us(p)
e−ip·x

(2π)3/2
(B.19)

e duas de energia negativa

vs(p)
eip·x

(2π)3/2
, (B.20)

onde

us(p) =

√
E +m

2E

(
χs

~σ·p
E+m

χs

)
(B.21)

vs(−p) =

√
E +m

2E

(
− ~σ·p

E+m
χs

χs

)
(B.22)

com

χs =



(
1

0

)
para s = 1(

0

1

)
para s = −1

(B.23)

Os estados de energia positiva e de energia negativa são normalizados

u†s(p)us′(p) = δss′

v†s(−p) vs′(−p) = δss′ (B.24)

e ortogonais

u†s(p) vs′(−p) = 0 , (B.25)

e satisfazem as equações de autovalores

H0(p)us(p) = E(p)us(p) , (B.26)

H0(p) vs(−p) = −E(p) vs(−p) .

A solução geral da equação de Dirac é a função de onda composta pela super-

posição das soluções (B.19) e (B.20),

ψ(x) = (2π)−3/2
∑

s

∫
d3p

[
ψs+(p)us(p) e−ip·x+

+ψs−(p) vs(p) eip·x] , (B.27)

126



onde os ı́ndices (+) e (−) correpondem, respectivamente, às solu ções de energia

positiva e negativa. A solução para t = 0

ψ(x) = (2π)−3/2
∑

s

∫
d3p

[
ψs+(p)us(p) eip·x + ψs−(p) vs(p) e−ip·x] (B.28)

pode ser escrita como uma transformada de Fourier ordinária

ψ(x) = (2π)−3/2

∫
d3pψ(p) e−ip·x (B.29)

se definimos

ψs+(p) =
1

2
u†s(p)ψ(p) ,

ψs−(p) =
1

2
v†s(p)ψ(−p) , (B.30)

e usamos a ortogonalidade dos espinores de Dirac, (B.24).

Podemos definir os operadores de projeção

P+(p) =
∑

s

us(p)u†s(p)

=
1

2E
(E + ~α · p + βm) (B.31)

e

P−(p) =
∑

s

vs(−p)v†s(−p)

=
1

2E
(E − ~α · p−mβ) , (B.32)

que têm a propriedade de selecionar, respectivamente, as soluç ões de energia positiva

e negativa da combinação linear (B.27), expressas por,

P+(p)us(p) = us(p) ,

P−(p) vs(−p) = vs(−p) , (B.33)

e

P+(p) vs(−p) = 0 = P−(p)us(p) . (B.34)

A partir das definições (B.31) e (B.32), é fácil mostrar que os operadores de

projeção são ortogonais, e satisfazem

P+(p) + P−(p) = 1

P+(p)P−(p) = 0

[P±(p)]2 = P±(p)

[P±(p)]† = P±(p) . (B.35)
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Eles podem ser expressos na forma covariante se multiplicamos (B.31) e (B.32) por

γ0, ou seja, ∑
s

us(p) ūs(p) =
6p+m

2E
,

∑
s

vs(p) v̄s(p) =
6p−m

2E
, (B.36)

onde denotamos

6p = p0 γ
0 − p · ~γ = pµγ

µ . (B.37)

A solução geral da equação de Dirac, (B.27), pode ser escrita na formulação

de segunda quantização, na qual os coeficientes ψs±(p) e ψ†s±(p) são os operadores

de aniquilação bs(p) , ds(p) e de criação d†s(p), b†s(p), que satisfazem relações de

anticomuta ção.

B.1.1 Funções Comutação

O campo de Dirac livre ψ(x) na formulação de segunda quantização é dado pela

expansão em ondas planas

ψ(x) = (2π)−3/2
∑

s

∫
d3p
[
bs(p)us(p) e−ip·x + d†s(p) vs(p) eip·x] ,

=̂ ψ†(x) + ψ(−)(x) , (B.38)

onde bs(p) é o operador de aniquilação de part́ıcula e d†s(p) o operador de criação

de antipart́ıcula. O campo adjunto é obtido de (B.38) como

ψ(x) = ψ†(x) γ0

= (2π)−3/2
∑

s

∫
d3p
[
b†s(p) ūs(p) eip·x + ds(p) v̄s(p) e−ip·x]

=̂ ψ(x) + ψ
†
(x) . (B.39)

Os sinais (+) e (−) significam que as quantidades estão associadas, respectiva-

mente, às soluções de energia positiva e de energia negativa.

Os operadores b′s e d′s satisfazem as relações de anticomutação

{bs(p) , b†s′(p
′)} = δ(p− p′) δss′ ,

{ds(p) , d†s′(p
′)} = δ(p− p′) δss′ , (B.40)

sendo as demais nulas.
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As relações de anticomutação para o campo de Dirac livre, para tempos ar-

bitrários, são quantidades importantes na sua descrição. Das expressões (B.39) e

(B.40) encontramos

{ψ(x) , ψ(x)} = {ψ(+)(x) , ψ
(−)

(y)}+ {ψ(−)(x) ,
ψ

(+)(y)} ,

=̂ − iS+(x− y)− iS−(x− y) . (B.41)

A função S(+)(x) é definida como a transformada de Fourier distribucional

S(+)(x) =̂
i

(2π)3

∫
d3p

2E
(6p+m) e−ip·x

=
i

(2π)3
(i 6∂x +m)

∫
d3p

2E
e−ip·x

=̂ (i 6∂x +m)D(+)(x) . (B.42)

A função D(+)(x) pode ser escrita na forma invariante pela introdução da função δ

δ(p2 −m2) =
δ(p0 − E)

2E
+
δ(p0 + E)

2E
. (B.43)

Como p0 = E > 0, pois p = (p0,p) é um quadrivetor tipo tempo, para que o segundo

termo seja eliminado, devemos introduzir a funç ão Θ(p0). Assim,

D(+)(x) =
i

(2π)3

∫
d4p δ(p2 −m2) Θ(p0) e−ip·x , (B.44)

a qual é um escalar de Lorentz.

De forma análoga, para S(−)(x) temos

S(−)(x) =̂
i

(2π)3

∫
d3p

2E
(6p−m) eip·x

= − i

(2π)3
(i 6∂x +m)

∫
d3p

2E
eip·x

=̂ (i 6∂x +m)D(−)(x) , (B.45)

e D(−)(x) pode ser escrita na forma invariante como

D(−)(x) = − i

(2π)3

∫
d4p δ(p2 −m2) Θ(p0) eip·x

= − i

(2π)3

∫
d4p δ(p2 −m2) Θ(−p0) e−ip·x . (B.46)

O anticomutador (B.41) para o campo de Dirac fica dado por

S(x) = S(+)(x) + S(−)(x)

=̂ (i 6∂x +m)D(x) , (B.47)
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sendo

D(x) = D(−)(x) +D(+)(x)

=
i

(2π)3

∫
d4p δ(p2 −m2) sgn(p0) e−ip·x , (B.48)

a função de Pauli-Jordan, a qual admite a decomposição causal em funções retardada

e avançada

D(x) = Dret(x)−Dav(x) , (B.49)

com

Dret(x) = Θ(x0)D(x)

Dav(x) = −Θ(−x0)D(x) . (B.50)

A representação de Fourier destas funções é

Dret(x) =
−1

(2π)4

∫
d4p

e−ip·x

p2 −m2 + ip00
(B.51)

e

Dav(x) =
− 1

(2π)4

∫
d4p

e−ip·x

p2 −m2 − ip00
, (B.52)

cujas transformadas de Fourier são

Dret(p) =
−1

(2π)2

1

p2 −m2 + ip00
, (B.53)

e

Dav(p) =
− 1

(2π)2

1

p2 −m2 − ip00
. (B.54)

A partir da definição (B.47), podemos introduzir as distribui ções retardada e

avançada para o campo de Dirac

Sret(x) =̂ (i 6∂x +m)Dret(x)

= − 1

(2π)4

∫
d4p

6p+m

p2 −m2 + ip00
e−ip·x , (B.55)

Sav(x) =̂ (i 6∂x +m)Dav(x)

= − 1

(2π)4

∫
d4p

6p+m

p2 −m2 − ip00
e−ip·x , (B.56)

que no espaço dos momentos são dadas por

Sret(p) = − 1

(2π)2

6p+m

p2 −m2 + ip00
, (B.57)
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Sav(p) = − 1

(2π)2

6p+m

p2 −m2 − ip00
. (B.58)

Os propagadores de Feynmam são definidos como

SF (x) = Θ(x0)S
(+)(x)−Θ(−x0)S

−(x)

=
1

(2π)4

∫
d4p

6p+m

p2 −m2 + i0
e−ip·x (B.59)

DF (x) = Θ(x0)D(+)(x)−Θ(−x0)D(−)(x)

=
− 1

(2π)4

∫
d4p

e−ip·x

p2 −m2 + i0
, (B.60)

com sua representação no espaço dos momentos dada por

SF (p) =
1

(2π)2

6p+m

p2 −m2 + i0
, (B.61)

DF (p) = − 1

(2π)2

1

p2 −m2 + i0
. (B.62)

B.2 Campo de Dirac Dual

O formalismo de “Thermofield Dynamics” estabelece que o campo dual é obtido a

partir do campo original através das regras de conjugação til (2.29). Desta forma,

o operador densidade lagrangiana que caracteriza o campo de Dirac dual livre fica

dada por

L̃(x) = ψ̃(x)
[
iγµ

↔
∂µ −m

]
ψ̃†(x) (B.63)

a qual leva à equação de movimento

(iγµ∂µ −m) ψ̃†(x) = 0 (B.64)

e sua adjunta

(iγµ∂µ +m) ψ̃(x) = 0 , (B.65)

onde

ψ̃†(x) =


ψ̃∗1(x)

ψ̃∗2(x)

ψ̃∗3(x)

ψ̃∗4(x)

 , (B.66)

ψ̃(x) =
(
ψ̃1(x) ψ̃2(x) ψ̃3(x) ψ̃4(x)

)
, (B.67)

e

ψ̃(x) =̂ ψ̃(x) γ0 . (B.68)
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A equação de Dirac para o campo dual livre, (B.64), na formula ção hamiltoniana

fica escrita como

i
∂ψ̃†(x)

∂t
= [mβ − i~α · ∇] ψ̃†(x)

=̂ H̃0(x) ψ̃
†(x) , (B.69)

onde H̃0 é um operador autoadjunto no espaço de Hilbert H̃ = (L2(R3)4, cujos

elementos são as funções de onda duais ψ̃†(x), (B.66).

O operador hamiltoniano H̃0 no espaço dos momentos é dado por

H̃0(p) = βm+ ~α · p , (B.70)

e ψ̃† satisfaz a equação de autovalores

H̃0(p) ψ̃†(p) = E(p) ψ̃†(p) , (B.71)

onde

ψ̃†(p) = (2π)−3

∫
d3x ψ̃†(x) e−ip·x . (B.72)

A equação (B.71) é resolvida de forma análoga à equação (B.12) para o sistema

original, cuja solução é a função de onda dual

ψ̃†(x) = (2π)−3/2
∑

s

∫
d3p
[
ψ̃†s+(p)us(p) e−ip·x + ψ̃†s−(p) vs(p) eip·x

]
=̂ ψ̃†(x)(+) + ψ̃†(x)(−) (B.73)

e sua conjugada é

ψ̃(x) = (2π)−3/2
∑

s

∫
d3p
[
ψ̃s−(p)u†s(p) eip·x + ψ̃s+(p) v†s(p) e−ip·x

]
=̂ ψ̃(x)(−) + ψ̃(x)(+) . (B.74)

onde mantivemos a convenção das quantidades correspondentes à solução de energia

positiva serem denotadas com (+) e as associadas à solução de energia negativa com

(−).

As equações (B.10), (B.12) e (B.16) para o campo original ψ(x) são idênticas às

equações (B.64), (B.69) e (B.71) para o campo dual ψ̃†(x). Portanto, as definições

dos espinores us(p) e vs(p), dos operadores de projeção P+(p) e P−(p) e todas as

suas relações são aplicáveis ao campo de Dirac dual, bem como a estrutura algébrica

das matrizes γµ de Dirac.
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Apêndice C

Condição de Hilbert-Schmidt

No Caṕıtulo 2 apresentamos a construção da matriz S no espaço de Fock para

o campo de Dirac sujeito a um potencial eletromagnético externo dependente do

tempo, Aµ(x) . No entanto, para que S exista, o elemento de matriz S+− = P+SP−

deve ser um operador de Hilbert-Schimidt [56], onde S é dada pela série perturbativa

(de Dyson) (3.170) definida sobre o espaço de Hilbert H1.

A n-ésima ordem de S(n) da série S, (3.174), é escrita no espaço dos momentos

como

S(n)(p,q) =
(−i)n

(2π)3n/2

∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...

∫ tn−1

−∞
dtn

∫
d3p1...d

3pn−1 ·

·eit1H0(p)H1(t1,p− p1) e−i(t1−t2)H0(p1)H1(t2,p1 − p2)...

...e−i(tn−1−tn)H0(pn−1)H1(tn,pn−1 − q) e−itnH0(q). (C.1)

Com os operadores de projeção P+(p) e P−(p), definidos, respectivamente, em

(B.31) e (B.32), escrevemos o elemento de matriz P+S
(n)P− na forma

P+(p)S(n)(p,q)P−(q) =
(−i)n

(2π)3n/2

∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...

∫ tn−1

−∞
dtn eit1E(p)+itnE(q) ·

·
∫
d3p1...d

3pn−1P+(p)H1(t1,p− p1) e−i(t1−t2)H0(p1)...

...e−i(tn−1−tn)H0(pn−1)H1(tn,pn−1 − q)P−(q) , (C.2)

dada pela equação (3.176), onde usamos

P±(p) eitH0(p) = e±itE(p)P±(p) . (C.3)

Para avaliar este operador integral, introduzimos as novas coordenadas temporais

sj, definidas por

s1 =
1

n
(t1 + t2 + ...+ tn) , −∞ < s1 <∞

sj = tj − tj−1 , (j = 2, 3, ..., n) , −∞ < sj ≤ 0 , (C.4)
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cuja transformação inversa é

t1 = s1 −
1

n

n∑
j=2

(n− j + 1) sj ,

tn = s1 +
1

n

n∑
j=2

(j − 1) sj ,

tk = s1 +
1

n

k∑
j=2

(j − 1) sj −
1

n

n∑
j=k+1

(n− j + 1) sj , (C.5)

onde 2 ≤ k ≤ n− 1. Como o jacobiano da transformação é

det

(
∂sj

∂tk

)
= 1 , (C.6)

podemos escrever a equação (C.2) como

S
(n)
+−(p,q) =

(−i)n

(2π)3n/2

∫ ∞

−∞
ds1

∫ 0

−∞
ds2...

∫ 0

−∞
dsn ·

· exp

{
i

[
s1 −

1

n

n∑
j=2

(n− j + 1) sj

]
E(p)

}

· exp

{
i

[
s1 +

1

n

n∑
j=2

(j − 1) sj

]
E(q)

}
·

·
∫
d3p1...

∫
d3pn−1Fn(s1, ..., sn;p,p1, ...,pn−1,q)

=

∫ ∞

−∞
ds1

∫ 0

−∞
ds2...

∫ 0

−∞
dsn eis1[E(p)+E(q)] ·

· exp

{
− i

n

n∑
j=2

sj [(n− j + 1)E(p)− (j − 1)E(q)]

}
·

·Tn(s1, ..., sn;p,q) , (C.7)

onde

Tn(s1, ..., sn;p,q) =̂
(−i)n

(2π)3n/2

∫
d3p1...d

3pn−1Fn(s1, ..., sn;p,p1, ...,pn−1,q) . (C.8)

Realizando duas vezes integração por partes com respeito a s1, a expressão (C.7)

torna-se

S
(n)
+−(p,q) = −

∫ ∞

−∞
ds1

∫ 0

−∞
ds2...

∫ 0

−∞
dsn

eis1[E(p)+E(q)]

[E(p) + E(q)]2
exp

{
− i

n

n∑
j=2

s1 [...]

}
·

· ∂
2

∂s2
1

Tn(s1, ..., sn;p,q) . (C.9)
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Os termos limites resultantes das integrações por partes são zero, pois H1 se anula

para s1 = ±∞. Como

tk+1 − tk = sk+1 , (C.10)

as exponenciais

e−i(t1−t2)H0(p1)...e−i(tn−1−tn)H0(pn−1) , (C.11)

ficam

eis2H0(p1)...eisnH0(pn−1) , (C.12)

e, portanto, a dependência de Tn em s1 é somente nos potenciais H1. Sendo assim,

somente os potenciais deverão ser diferenciados. Reescrevemos a expressão (C.9)

nas variáveis originais t1, ..., tn, usando

∂

∂s1

=
n∑

k=1

∂tk
∂s1

∂

∂tk
=

n∑
k=1

∂

∂tk
,

∂2

∂s1

=
n∑

k=1

∂

∂tk

n∑
m=1

∂

∂tm
=

n∑
k,m=1

∂2

∂tk∂tm
, (C.13)

a qual fica

S
(n)
+−(p,q) =

∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...

∫ tn−1

−∞
dtn

eit1E(p)+itnE(q)

[E(p) + E(q)]2
∂2Tn(t1, ..., tn;p,q) ,

(C.14)

onde ∂2Tn(t1, ..., tn;p,q) é obtida como segue. Das expressões (C.9) e (C.12), temos

que ∂2Tn/∂s
2
1 se reduz a

∂2

∂s2
1

[
H1

1 ...H
n
1

]
=̂
∂2

∂s2
1

[
H1

1 (s1, ..., sn;p,q)...Hn
1 (s1, ..., sn;p,q)

]
, (C.15)

onde o ı́ndice j em Hj
1 significa que o potencial teve origem em H1(tj;pj−1,pj).

Mas, ∂2[H1
1 ...H

n
1 ]/∂s2

1 pode ser obtida pela fórmula geral da derivada do produto

∂n

∂sn
[F1...Fm] =

n∑
k1=0

n−k1∑
k2=0

...

n−Σm−2
j=1 kj∑

km−1=0

(
n

k1

)(
n− k1

k2

)
...

(
n−

∑m−2
j=1 kj

km−1

)
·

·F (k1)
1 F

(k2)
2 ...F (km)

m , (C.16)

onde

km = n−
m−1∑
j=1

kj , (C.17)
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resultando em

∂2

∂s2
1

[H1
1 ...H

n
1 ] =

2∑
k1=0

2−k1∑
k2=0

...

2−Σn−2
j=1 kj∑

kn−1=0

2!

k1!...kn−1!

1

(2− (k1 + ...+ kn−1))!
·

·H1(k1)
1 H

2(k2)
1 ...H

n(kn)
1

=
2∑

k1=0

2−k1∑
k2=0

...

n−Σn−2
j=1 kj∑

kn−1=0

α(k1, ..., kn−1)H
1(k1)
1 ...H

n(kn)
1 , (C.18)

onde

kn = 2−
n−1∑
j=1

kj ⇒
n∑

j=1

kj = 2 . (C.19)

Voltaremos às variáveis originais

∂2

∂s2
1

Tn → ∂2Tn =̂T (2)
n . (C.20)

Como
∂2

∂s2
1

[H1
1 ...H

n
1 ] =

∑
k1...kn−1

α(k1, ..., kn−1)H
1(k1)
1 ...H

n(kn)
1 (C.21)

e
∂2

∂s2
1

=
n∑

a,b=1

∂

∂ta

∂

∂tb
, (C.22)

então, de (C.18), temos

∂2

∂s2
1

[H1
1 ...H

n
1 ] =

∑
j1...jn−1

α(k1, ..., kn−1)H
(j1)
1 (t1, ...)...H

(jn)
1 (tn, ...) , (C.23)

onde o ı́ndice jr = 0, 1, 2 denota a derivada de Hr
1 com relaç ão a tr, uma vez que

Hr
1 só depende de tr. Assim,

∂2

∂s2
1

[H1
1 ...H

n
1 ] =

2∑
j1=0

...

2−Σn−2
i=1 ji∑

jn−1=0

2!

j1!...jn−1!

1

[2− (j1 + ...+ jn−1)]!
·

·H(j1)
1 (t1, ...)...H

(jn)
1 (tn, ...) (C.24)

com 2 =
n∑

i=1

ji .

Portanto, T
(2)
n = ∂2Tn fica expressa por

T (2)
n = − (−i)n

(2π)3n/2

2∑
j1=0

2−j1∑
j2=0

2−Σn−2
j=1 kj∑

jn−1=0

2!

j1!...jn−1!

1

[2− (j1 + ...+ jn−1)]!
·

·
∫
d3p1...

∫
d3pn−1 P+(p)Hj1

1 (t1,p− p1) e−i(t1−t2)H0(p1)...

...e−i(tn−1−tn)H0(pn−1)Hjn
1 (tn,pn−1−q) P−(q) . (C.25)
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Na expressão (C.24) existem n termos em segundas derivadas; (n − 1) termos com

primeira derivada em H1(t1, ...), multiplicados pelo fator 2; (n − 2) termos com

primeira derivada em H1(t2, ...), com fator 2; ...; 2 termos com primeira derivada

em H1(tn−2, ...), com fator 2; e 1 termo com primeira derivada em H1(tn−1, ...), com

fator 2. Então teremos N termos, onde

N = n+ 2(n− 1) + 2(n− 2) + ...+ 2(2) + 2(1)

= 2

[
n(n+ 1)

2

]
− n = n2 .

Seguindo na avaliação de S
(n)
+−, primeiro estimamos a matriz “kernel” de (C.25)

na norma C4, a qual denotamos | |. Como os operadores de projeção obedecem

|P±| ≤ 1, (C.26)

temos∣∣∣∣ eit1E(p)+itnE(q)

[E(p) + E(q)]2
T 2

n

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ eit1E(p)+itnE(q)

[E(p) + E(q)]2

∣∣∣∣ ∣∣T 2
n

∣∣ =

=
1

| [E(p) + E(q)]2 |
∣∣T 2

n

∣∣ ≤ 1

E2(p)

∣∣T 2
n

∣∣ =

≤ 1

E2(p)

∣∣∣∣ −in

(2π)3n/2

∣∣∣∣ ∑
j1...jn

∫
d3p1...d

3pn−1|P+(p)| ·

·|Hj1
1 (t1,p− p1)| · |e−i(t1−t2)H0(p1)|...|e−i(tn−1−tn)H0(pn−1)| ·

·|Hjn

1 (tn,pn−1 − q)||P−(q)|

≤ 1

(2π)3n/2E2(p)

∑
j1...jn

∫
d3p1...d

3pn−1 |Hj1
1 (t1,p− p1)| ·

·|Hj2
1 (t2,p1 − p2)|...|Hjn

1 (tn,pn−1 − q)| . (C.27)

Introduzindo novas variáveis de integração

ki = pi − q ⇒ pi = ki + q , (C.28)

a equação (C.27) pode ser escrita como∣∣∣∣ ei(t1E(p)+t2E(q)

[E(p) + E(q)]2
T 2

n

∣∣∣∣ ≤ 1

(2π)3n/2E2(p)

∑
j1...jn

∫
d3k1...d

3kn−1 ·

·|Hj1
1 (t1,p− q− k1)| · |Hj2

1 (t2,k1 − k2)|...
...|Hjn

1 (tn,kn−1)|

=
1

(2π)3n/2E2(p)

∑
j1...jn

∫
d3k1...d

3kn−2 ·
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·|Hj1
1 (t1,p− q− k1)| · |Hj2

1 (t2,k1 − k2)|...

...

∫
d3kn−1|Hjn−1

1 (t,kn−1 − kn−2)||Hjn

1 (tn,kn−1)|

=
1

(2π)3n/2E2(p)

∑
j1...jn

∫
d3k1...d

3kn−2 ·

|Hj1
1 (t1,p− q− k1)| · |Hj2

1 (t2,k1 − k2)|...
...
(
|Hjn−1

1 (t1)| ∗ |Hjn

1 (tn)|
)

(k3)

...

=
1

(2π)3n/2E2(p)

∑
j1...jn

(
|Hj1

1 (t1)| ∗ |Hj2
1 (t2)|∗ ...

... ∗|Hjn

1 (tn)|
)
(p− q) , (C.29)

onde os asteriscos significam convoluções. Denotando o operador integral (C.14)

pela forma sintética

S
(n)
+−(p,q) =

∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...

∫ tn−1

−∞
dtn

[
S(2)

n

]
, (C.30)

podemos estimar a norma de Hilbert-Schmidt de S
(2)
n∥∥S(2)

n

∥∥2

HS
=̂

∫
d3p

∫
d3q
∣∣S(2)

n (p,q)
∣∣2 ≤

≤
∫
d3pd3q

∣∣∣∣∣ 1

(2π)3n/2E2(p)

∑
j1...jn

(
|Hj1

1 (t1)| ∗ ... ∗ |Hjn

1 (tn)|
)
(p,q)

∣∣∣∣∣
2

=

=
1

(2π)3n

∫
d3p

E4(p)
d3q′

∣∣∣∣∣∑
j1...jn

(
|Hj1

1 (t1)| ∗ ... ∗ |Hjn

1 (tn)|
)
(q′)

∣∣∣∣∣
2

, (C.31)

onde usamos (C.29). A integral∫
d3p

E4(p)
= 4π

∫ ∞

0

dp
p2

(p2 +m2)2 , (C.32)

pode ser calculada usando a fórmula [65]∫ ∞

0

xµ−1dx

(qxν + p)n+1 =
1

νpn+1

(
p

q

)µ/ν
Γ (µ/ν) Γ (1 + n− µ/ν)

Γ(1 + n)
(n+ 1 > µ/ν > 0) ,

(C.33)

resultando no valor finito ∫
d3p

E4(p)
=
π2

m
. (C.34)

O segundo fator em (C.31) é uma norma L2∥∥∥∥∥∑
j1...jn

|Hj1
1 | ∗ |H

j2
1 | ∗ ... ∗ |H

jn

1 |

∥∥∥∥∥
2

≤
∑

j1...jn

∥∥|Hj1
1 | ∗ |H

j2
1 | ∗ ... ∗ |H

jn

1 |
∥∥

2
, (C.35)
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na qual as convoluções são estimadas pela desigualdade de Young

‖f ∗ g‖2 ≤ ‖f‖1 ‖g‖2 (C.36)

em termos das normas L2 e L1, resultando em∥∥∥∥∥∑
j1...jn

|Hj1
1 | ∗ ... ∗ |H

jn

1 |

∥∥∥∥∥
2

≤
∑

j1...jn

‖ Hj1
1 ‖1

∥∥∥∥∥∑
j1...jn

|Hj1
1 | ∗ ... ∗ |H

jn

1 |

∥∥∥∥∥
2

≤ ...

≤
∑

j1...jn

‖ Hj1
1 ‖1 ... ‖ Hjn−1

1 ‖1‖ Hjn

1 ‖2 . (C.37)

Assumindo que o potencial é de alcance finito

H1 = e(V − ~α ·A)(t,p) (C.38)

é duas vezes diferenciável em t, e

‖ Hj
1 ‖p≤ F (t) , para p = 1, 2 , (C.39)

onde j = 0, 1, 2 indicam derivadas temporais, então F (t) decresce a zero para t →
±∞, tal que ∫ ∞

−∞
F (t) dt = b <∞ . (C.40)

Portanto, de (C.31), (C.37) e (C.39), temos

∥∥S(2)
n (t1, ....., tn)

∥∥2

HS
≤ 1

(2π)3n

π2

m

[
n2F (t1)F (t2)...F (tn)

]2
. (C.41)

Com o resultado (C.41), a norma de Hilbert-Schmidt de (C.14) fica

∥∥Sn
+−
∥∥

HS
≤

∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...

∫ tn−1

−∞
dtn
∥∥S(2)

n (t1, ....., tn)
∥∥

HS

≤ 1

(2π)3n/2

π√
m
n2

∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...

∫ tn−1

−∞
dtnF (t1).F (t2)...F (tn) =

=
1

(2π)3n/2

π√
m
n2

∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...F (t1)F (t2)...

∫ tn−1

−∞
dtnF (tn)

=
1

(2π)3n/2

π√
m
n2

∫ ∞

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2...F (t1)F (t2)...F (tn−1)F (tn)|tn−1

−∞

=
1

(2π)3n/2

π

m1/2
n2

∫ ∞

−∞
dt1F (t1)

∫ t1

−∞
dt2F (t2)...

∫ tn−2

−∞
dtn−1F

2(tn−1)

=
1

(2π)3n/2

π

m1/2
n2

∫ ∞

−∞
dt1F (t1)

∫ t1

−∞
dt2F (t2)...

∫ t−n−3

−∞
dtn−2F

3(tn−2)
1

2
...
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=
1

(2π)3n/2

π

m1/2
n2

∫ ∞

−∞
dt1F

n(t1)
1

(n− 1)!

≤ 1

(2π)3n/2

π

m1/2
n2 1

(n− 1)!

bn

n

=
1

(2π)3n/2

π

m1/2
n2 b

n

n!
. (C.42)

Devido ao fatorial, a soma sobre n converge para qualquer valor de b, então, para a

norma de Hilbert-Schmidt da série perturbativa (C.30) obtemos

‖S+−‖HS =

∥∥∥∥∥
∞∑

n=0

S
(n)
+−

∥∥∥∥∥
HS

≤
∞∑

n=0

∥∥∥S(n)
+−

∥∥∥
HS

≤ π

m1/2

∞∑
n=0

(
b

(2π)3/2

)n
n2

n!
<∞ . (C.43)

Portanto, supondo o potencial Aµ(t,p) duas vezes diferenciável em t e∥∥∥∥ ∂j

∂tj
Aµ(t,p)

∥∥∥∥
q

≤ F (t) (C.44)

para j = 0, 1, 2 e q = 1, 2 com ∫ ∞

−∞
F (t) dt <∞ , (C.45)

S+− [A] é um operador de Hilbert-Schmidt e a série perturbativa para S+− converge

na norma de Hilbert-Schmidt.

A mesma demontração vale para potenciais cont́ınuos e duas vezes diferenciáveis

parcialmente, sendo que a primeira derivada pode ter um número finito de descon-

tinuidades.
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Apêndice D

Condições de Causalidade e a Fase Causal

O prinćıpio de causalidade, aquele que diz que todo efeito tem uma causa, é um dos

prinćıpios básicos que norteiam o estabelecimento das teorias f́ısicas. Sua definição

se baseia na idéia de que os fenômenos f́ısicos são interdependentes e que esta inter-

dependência pode ser apresentada na forma de leis f́ısicas, as quais estabelecem um

ordenamento espaço-temporal dos eventos. Isto significa que é posśıvel localizar e

destinguir espaço-temporalmente a causa e o efeito, e que existe uma conexão entre

eles (interação) no espaço-tempo, a qual pode ser chamada de condição de interação

local. Este prinćıpio leva ao estabelecimento das condições de causalidade para cada

problema, as quais são matematicamente bem definidas para cada caso. Apesar do

prinćıpio de causalidade localizar temporalmente a causa e o efeito, as condições

de causalidade podem ser formuladas tanto para sistemas que contêm uma direção

preferida no tempo, quanto para aqueles que são invariantes sob reversão temporal.

As condições de causalidade são expressas por uma relação de dispersão, que

é uma relação integral entre a parte real e a parte imaginária de uma quantidade

dependente da freqüência (ou da energia). Estas relações são muito gerais e não

dependem dos detalhes de cada problema espećıfico. Portanto, para derivar uma

relação de dispersão não é necessário conhecer os detalhes da interação, pois ela

expressa somente suas propriedades mais gerais. Por exemplo, a relação de dispersão

para a amplitude de espalhamento é equivalente a afirmar que uma onda espa-

lhada não sai do centro espalhador antes da onda incidente atinǵı-lo; ou, no caso da

suscetibilidade magnética, ela nos diz que a magnetização de uma parte do material

magnético não aparece antes que o campo magnético seja aplicado.

A condição de causalidade para os processos de espalhamento, à temperatura

zero, descritos pelo operador S no espaço de Hilbert H1, pode ser expressa pela

fatoração

S [A] = S2 S1 , Sj =̂S [Aj] , (D.1)
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onde consideramos o potencial eletromagnético externo

Aµ(x) = Aµ
1(x) + Aµ

2(x) , (D.2)

tal que

suppA1 ⊂ (−∞, r] ,

suppA2 ⊂ [r,+∞) . (D.3)

As definições (D.2), (D.3) significam que a interação é inicialmente estabelecida pelo

potencial A1, e o potencial A2 passa a ser diferente de zero a partir do momento em

que A1 deixa de agir.

O operador espalhamento S no espaço de Fock, devido a (3.109) admite uma

fatoração análoga à (D.1), que leva à condição de causalidade global

(Ω , SΩ) = (Ω , S2 S1Ω) , (D.4)

a qual implica na condição sobre o operador espalhamento

S [A1 + A2] = S[A1]S[A2] . (D.5)

Desta condição podemos derivar a condição de causalidade local [66, 67]

δ

δAν(y)

(
SΩ,

δS

δAµ(x)
Ω

)
= 0 , para x0 < y0 . (D.6)

No Caṕıtulo 2 definimos o operador espalhamento S no espaço de Fock, a menos

de uma fase eiϕ[A] dependente do potencial eletromagnético externo Aµ(x). Para que

a condição (D.6) seja satisfeita, o potencial A deverá ser escolhido convenientemente.

Escrevendo

S = eiϕS , (D.7)

onde S é o operador unitário definido em (3.117), a condição de causalidade local

(D.6 ) resulta na equação que define a fase causal ϕ

δ2ϕ

δAµ(y)δAν(x)
= i

δ

δAµ(y)

(
SΩ,

δS

δAν(x)
Ω

)
. (D.8)

Em mais baixa ordem em teoria de pertubação, esta fase causal fica dada por

ϕ[A] = −
( e

4π

)2
∫
d4k A∗

µ(k)

(
kµkν

k2
− gµν

)
Q(k)Aν(k) , (D.9)

com

Q(k) =̂− 2

3
k4 P

∫ ∞

4m2

ds
s+ 2m2

s2(s− k2)

√
1− 4m2

s
, (D.10)
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a qual é real. Na expressão acima, P indica que deve ser tomado o valor principal

da integral. Então, o operador S no espaço de Fock, definido por (3.117) e (D.7)

fica completamente determinado.

A amplitude vácuo-vácuo é obtida através do valor esperado

(Ω,SΩ) = C eiϕ(Ω, eA1b†d†Ω)

= C eiϕ , (D.11)

cujo quadrado do valor absoluto,

|(Ω,SΩ)|2 = C2 = 1− P , (D.12)

deve ser igual à unidade menos a probabilidade de produção de pares. Escrevendo

a constante C como uma exponencial, podemos combiná-la com a fase causal (D.9),

resultando em

C eiϕ = exp

{
−i
( e

4π

)2
∫
d4kA∗

µ(k)

(
kµkν

k2
− gµν

)
Π(k)Aν(k) +O(A4)

}
,

(D.13)

onde o Π(k) está relacionado com o tensor de polarização do vácuo [56].

Para os processos de espalhamento à temperatura finita, descritos pelo operador

Ŝ, teremos a condição de causalidade global dada por∗

(Ω(β) , ŜΩ(β)) = (Ω(β) , Ŝ2 Ŝ1Ω(β)) . (D.14)

Analogamente a (D.6), para a condição de causalidade local à temperatura finita

obtemos

δ

δAν(y)

(
ŜΩ(β) ,

δŜ

δAµ(x)
Ω(β)

)
= 0 , para x0 < y0 , (D.15)

e, portanto, a fase causal térmica† ϕ fica definida por

δ2ϕ

δAµ(y)δAν(x)
= i

δ

δAµ(y)

(
ŜΩ(β) ,

δŜ

δAν(x)
Ω(β)

)
, (D.16)

com

S = eiϕŜ = CC̃ eiϕ eB†A1D̄†
: eB†(A2−τ3)B: : eD̄(τ3−A3)D̄†

: eD̄A4B , (D.17)

onde Ŝ é o operador unitário (5.82). Assim como à temperatura zero, a fase causal ϕ

estará associada à amplitude vácuo térmico-vácuo térmico, através do valor esperado

(Ω(β) , ŜΩ(β)) . (D.18)

∗Estamos usando Ω(β) = |0(β) > para denotar o vácuo térmico.
†A expressão térmica significa apenas que a fase causal ϕ está associada a processos à tempe-

ratura finita.
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