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Resumo

O método de segunda quantizagao ¢é utilizado para construir o operador espa-
lhamento S no espaco de Fock, no contexto de Thermofield Dynamics (TFD), para
o campo de Dirac sujeito a um potencial eletromagnético externo dependente do
tempo. Esta descricao é baseada na abordagem construtiva do espaco de Fock, a
qual é aplicada ao sistema original e a seu dual. Seguindo a prescricao de TFD, o
operador S ¢ utilizado para avaliar o processo de producao de pares elétron-positron
a temperatura finita, e uma analise do limiar de producao é feita a partir do calculo
da probabilidade total de transicao.

Palavras Chaves: espaco de Fock; operador espalhamento; Thermofield Dynamics;

producao de pares; tansformacgoes de Bogoliubov; campo fermionico.

Areas do conhecimento: 1.05.03.00-5
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Abstract

The second quantization method is used to build the scattering operator S in
Fock space, in the context of Thermofield Dynamics (TFD), for the Dirac field
subject to an external time-dependent electromagnetic potential. This description
is based on the constructive approach to the Fock space, which is applied to the
original system and to its dual. Following TFD prescription, the operator S is used
to estimate the process of electron-positron pair production at finite temperature,
and an analysis of the production threshold is done based on the calculation of the

total transition probability.

Key-words: Fock space, scattering operator, Thermofield Dynamics, pair produc-

tion, Bogoliubov transformations, fermion field.

111



Indice

1 Introducao

2 “Thermofield Dynamics”
2.1 Consideragoes Gerais . . . . . . .. .. ... Lo
2.2 Osciladores Harmonicos em TFD . . . . . ... ... ... ... ...
2.3 Campos Livres . . . . . . . .
2.3.1 Campo Escalar Complexo . . . ... ... ... ... .....
2.3.2 CampodeDirac. . . . . .. ... .. ... .

3 O Campo de Dirac em Segunda Quantizacao
3.1 Segunda Quantizacao no Espaco de Fock . . . . . ... ... ... ..
3.2  Evolugao Temporal no Espaco de Fock . . . . . ... ... ... ...
3.3 CampodeDirac. . . . . .. . ...
3.4  Operador Espalhamento no Espago de Fock . . . ... .. ... ...
3.5 Teoria de Perturbacao . . . . . . . .. . ... L.

4 O Campo de Dirac Dual em Segunda Quantizacao
4.1 Segunda Quantizacao no Espaco de Fock Dual . . . . . ... ... ..
4.2 Evolucao Temporal no Espaco de Fock Dual . . . . .. ... ... ..
4.3 Campo de Dirac Dual . . . .. ... ... ... ... ... ... ...
4.4 Operador Espalhamento no Espaco de Fock Dual . . . . ... .. ..

4.5 Teoria de Perturbacao . . . . . . .. .. ... oL

5 Operador Espalhamento a Temperatura Finita
5.1 Espaco de Fock Duplicado . . . . . . . .. .. .. ... ... .....
5.2  Operador Espalhamento S no Espaco de Fock Duplicado . . . . . ..

5.3 Producao de Par a Temperatura Finita . . . . . ... ... ... ...

6 Consideragoes Finais

v

13
14
17

21
21
27
28
35
43

49
20
95
o7
64
76

84
84
87
95

112



A Expressoes de “Thermofield Dynamics”
A.1 Expansao do Vacuo Térmico . . . . . . . . .. .. .. ... ... ...

A.2 Transformagoes de Bogoliubov . . . . . . . . ... ...

B O Campo de Dirac
B.1 Equacao de Dirac Livre . . . . . . . . . . . ... ... ..

B.1.1 Funcoes Comutacao . . . . . . . . ... ... .. ... .. ...
B.2 Campo de Dirac Dual . . . .. ... ... ... 0.

C Condicao de Hilbert-Schmidt
D Condigoes de Causalidade e a Fase Causal

Referéncias

114
114
120

124
124
128
131

133

141

144



Capitulo 1

Introducao

O entendimento das propriedades dos sistemas quanticos possuindo infinitos graus
de liberdade tem sido alvo de atencao em varias dreas da fisica tedrica. Neste sentido,
o conceito de campos quanticos tem sido usado para tratar problemas de muitos cor-
pos em fisica do estado solido, fisica nuclear, fisica de altas energias, fisica da matéria
condensada, cosmologia etc. A manifesta ¢ao de efeitos térmicos nas diversas areas
em que sao aplicados os métodos de teoria de campos levou ao estabelecimento de
varios formalismos [1]-[19] para tratar campos quanticos a temperatura finita. Um de-
les foi proposto por Matsubara 1], o qual foi construido a partir da sua observacao
acerca da semelhanca entre as propriedades da média estatistica e do valor esperado
no vacuo em teoria quantica de campos (TQC), possibilitando-o interpretar o tempo
como uma quantidadeimagindria inversamente proporcional a temperatura. Nesta
abordagem, que foi chamada de formalismo de tempo imagindrio, as propriedades
fisicas podem ser calculadas com o uso das regras de Feynman. No entanto, algu-
mas dificuldades se apresentaram no desenvolvimento deste formalismo, especial-
mente nas diversas situagoes em que se fazia necessario o tratamento de processos
dependentes do tempo e da temperatura simultaneamente, ou seja, na descri¢ao de

processos fora do equilibrio.

Tentativas foram feitas no sentido de se construir um formalismo de tempo real.
Uma das que obteve grande éxito foi o formalismo estabelecido por Schwinger e
Keldysh [3, 4 . Demonstrou-se sua equivaléncia com o formalismo de Matsubara,
mas algumas dificuldades que este tltimo apresentava se mantiveram, a exemplo
do tratamento da quebra espontanea de simetria. Apesar do formalismo de tempo
real estar sendo aplicado a situagoes de nao equilibrio, ele tem se mostrado mais

conveniente para tratar estados estacionarios.
Em 1975, Takahashi e Umezawa [13] , motivados pelo trabalho de Matsubara [1],

apresentaram um formalismo de operadores, que foi intitulado “Thermofield Dy-

namics” (TFD), onde a operagao de trago realizada no célculo da média estatistica



foi substituida pelo valor esperado em um vécuo térmico (estado puro). Nesta abor-
dagem, os efeitos de temperatura sao introduzidos a partir do conceito de estado
térmico. Estes estados sao criados por transformacoes de Bogoliubov e sao represen-
tados por vetores de estado que formam um espago vetorial, e a cada vetor (estado
térmico) deste espago corresponde uma situagao térmica (temperatura). Para esta
construcao foi necessario introduzir a duplicagao do espaco de Hilbert do sistema,
mas diferente da duplicacao que foi introduzida no formalismo de Schwinger-Keldysh
(13,27]. O formalismo de TFD estendeu todas as propriedades de operadores em TQC
a T = 0, mas agora para um sistema com graus de liberdade dobrados. Assim, as
relagoes basicas da TQC a temperatura zero (as equagoes de movimento de Heisen-
berg e as relagoes de comutagao canonicas para os operadores de campo) continuam
valendo em TFD [23], acrescidas de uma condicao subsididria para o estado de vacuo
térmico [24, 25], estabelecida pelos operadores de criagao e aniquilagao de particulas
fisicas. Com isso, os calculos perturbativos sao analogos aos cédlculos a temperatura
zero, sendo possivel estabelecer uma férmula de Wick [26] para o ordenamento nor-
mal de operadores, e as regras diagramaticas de Feynman [14, 24], [28]-[31] também sao
aplicaveis. No entanto, varios desenvolvimentos da TQC a temperatura zero ainda
nao foram abordados no contexto de TFD, a exemplo do formalismo de operador
espalhamento no espaco de Fock, o qual sera nosso objeto de estudo.

Alguns aspectos das relagoes entre TFD e outras abordagens da TQC a tempe-
ratura finita tém sido analisados e ja sao melhor entendidos [12]-[19],[23, 32]. Além
disso, muitos outros avancos foram obtidos e aplicagoes tém sido objeto de estudo
desde que o formalismo de TFD foi proposto, em 1975. A equivaléncia entre TFD
e a abordagem via dlgebra-C* da mecanica estatistica [15] inaugurou uma linha de
pesquisa sobre seus aspectos algébricos e suas consequéncias [33)-[36]. Foram também
apresentados outros desenvolvimentos, dentre eles: teoria de renormalizacao (38, 39,
40]; teorema de equivaléncia e extensao as teorias de gauge [15, 39]; comportamento a
baixas temperaturas [41]; formulacao na representacao de interacao [17, 42]; formulagao
fora do equilibrio e sistemas dissipativos [25], [43]-[47]; perturbativo [37, 48, 49]; método
funcional [50, 51] etc. Com isso, suas aplicagoes tém atingido diversas areas da fisica:
relatividade geral e cosmologia, fisica nuclear, matéria condensada, 6ptica quantica,
cromodinamica quantica etc.

Neste trabalho, construiremos o operador espalhamento no espago de Fock para
TFD através do método de segunda quantizagao, o qual permite escrever uma teo-
ria de muitas particulas (no espago de Fock) a partir da teoria de uma particula
(no espaco de Hilbert). Para tanto, inicialmente descreveremos aspectos gerais do
método de segunda quantizagao estendido ao formalismo de TFD, o qual requer um

espago de Fock duplicado. Esta descricao sera baseada na abordagem construtiva



do espacgo de Fock, apresentada por Scharf et al [s6], a qual foi usada na construgao
do operador espalhamento na formulacao de segunda quantizacao [56]-[58] € aplicada
no estudo de diversos aspectos nos problemas de campo externo em eletrodinamica
quantica [59)-[63]. Em seguida, aplicaremos este método ao campo de Dirac duplicado
(campo original e seu dual) sujeito a um campo eletromagnético externo. Con-
siderando campos externos dependentes do tempo, construiremos explicitamente
o operador espalhamento no espaco de Fock de TFD a partir do operador espa-
lhamento no espaco de Hilbert duplicado, o qual é definido a menos de uma fase, que
esta associada a transicao vacuo térmico-vacuo térmico. Como aplicacao, avaliare-
mos a producao de pares elétron-pésitron num campo eletromagnético, calculando a
probabilidade total de transicao do estado de vacuo térmico para o estado de pares
a temperatura finita.

Este texto estd organizado da seguinte forma. Uma breve revisao de “Ther-
mofield Dynamics” sera feita no Capitulo 1, onde apresentaremos seus elementos
essenciais para os desenvolvimentos subseqiientes. O método de segunda quantizagao
e a construcao do operador espalhamento para o campo original e seu dual num
campo eletromagnético externo serao apresentados separadamente nos Capitulos 2
e 3. A construgao do operador espalhamento no espaco de Fock duplicado e e
sua aplicacao ao processo deproducao de pares elétron-poésitron num campo eletro-
magnético externo a temperatura finita comporao o Capitulo 4. Nas Consideracoes
Finais, comentaremos sucintamente os pontos abordados no desenvolvimento deste
trabalho e apresentaremos algumas novas questoes que poderao ser tratadas em estu-
dos futuros. Algumas discussoes e demonstragoes adicionais compoem os Apéndices,

de forma a nao comprometer a continuidade do texto apresentado.



Capitulo 2

“Thermofield Dynamics”

Neste capitulo apresentaremos um resumo de TFD contendo os principais elementos
que faremos uso nos capitulos subseqiientes. Na Secdo 1.2, apresentaremos consi-
deracoes gerais e os elementos basicos para a construcao do formalismo; na Sec¢do
1.8 aplicaremos a idéia desenvolvida na secao anterior, para os osciladores bosonico
e fermionico. A extensdao para os campos bosonico e fermionico livres é feita na
Secao 1.4, onde apresentamos como exemplo o calculo da fungao de Green de dois

pontos a temperatura finita para o campo bosonico.

2.1 Consideragoes Gerais

O formalismo de TFD [13] foi construido de forma que as médias estatisticas sejam
expressas como valores esperados em um vdcuo |0(3)) dependente da temperatura,

ou seja,
(F) =55

onde (()) denota a média estatistica, H é o hamiltoniano do sistema e Z(f3) é a

Tr [e™™F] = (0(B)| F [0()) , (2.1)

funcao de partigao

2(8) = Trle™™) (2.2)
com 3 = (kgT)~!. Sendo assim, podemos escrever
O FI0(8) = 75 Sl )75, (23)
onde
Hln) = E,|n) (2.4)
(m|n) = dpn - (2.5)

Se adotamos a expansao do estado |0(3)) em termos dos autoestados de energia |n),

003)) = fa(B) ), (2.6)



como ¢ feito na teoria quantica usual, vemos que a igualdade (2.3) sera satisfeita se

os coeficientes f, () possuirem a propriedade de ortogonalidade

L) 1) = 055 b

Entao, os f,() nao podem ser nimeros, mas devem ser vetores. Assim, o estado

(2.7)

|0(3)) é um vetor de um espago que é expandido pelo produto dos vetores |n) e
fa(B). Isto significa que o espago de Fock original é inadequado para tratar sistemas
térmicos na representagao de TFD.

Para construir essa representacao, vamos introduzir um sistema adicional “idénti-
co” ao sistema dinamico original, que chamaremos de sistema dual, de forma que
os vetores f, (/) perteng am ao espago que é gerado pelos autoestados do operador
hamiltoniano deste novo sistema*. Este sistema ¢ caracterizado pelo hamiltoniano

H e seus autoestados |7), tal que

T

i

(m]

) = Enln) (2.8)
> = Omn - (2.9)

3

Os autovalores de energia F, que aparecem na equagao acima sao, por definicao,
iguais aqueles da equagao de autovalores para o sistema original, (2.4).
A equagao (2.7) nos permite propor que os vetores f,(/3) sejam definidos como
1

— —BEn/2 |5
) = e ) (210)
de modo que a expansao (2.6) para o estado |0(/3)) fica dada por
_ BB/ |y i
0@ = g1 2 (211)
onde
In,m)=|n) @ |m) = |n) @ (m| . (2.12)

Note que os vetores que expandem o estado |0(/3)) sdo aqueles que resultam do
produto direto de vetores com os mesmos autovalores de energia e, portanto, existe

um estado formado pelo produto direto dos vacuos |0) e |0),
0)=10,0) = 10) ® |0) = 10) ® (0] , (2.13)

que chamaremos de vdcuo duplicado. Para que a igualdade (2.3) seja satisfeita, o

operador F' deve agir somente no seu espago correspondente, ou seja,

(', 0| Fln,m) = (0|[Fln) (' |m)

= (0'|F|n) Opmim , (2.14)

*Todas as quantidades associadas ao sistema dual serao escritas com “til”.



o que caracteriza a independéncia dos dois sistemas. Com esta motivagao, podemos

introduzir os operadores F' associados ao sistema dual, de forma que

(0 |[Flnym) = (n'|n) (| Flin)

n/
= (W/|F|m) Gy - (2.15)

Assim, podemos definir a acdo dos operadores F, F sobre um estado arbitrério |1)

do espago estendido, ao qual pertence |0(/3)), como

Flg) = Fl6,0)=[Fle)l 1d) = [Fle)l @ (@], (2.16)
Flgy = Flo,d)=lo)o [F16)] =1o) @ [(9] F'] | (2.17)

O que Corresponde a escrever

F = Fel=FFp®1, (2.18)
F 1@ F=1QF] | (2.19)

>

onde R significa que o operador age a direita e L a esquerda. Portanto, os operadores
til estao associados a uma representacao antiunitaria.

A seguir, apresentaremos o estudo de sistemas de osciladores bosonico e fermionico
no contexto de TFD. Apesar da simplicidade dos sistemas, tais resultados serao tteis

no tratamento de campos a temperatura finita.

2.2 Osciladores Harmonicos em TFD

Nesta secao aplicaremos o formalismo de TFD a osciladores bosonico e fermionico.
Este estudo mostrara que o processo de termalizacao é implementado por uma trans-
formacao de Bogoliubov dependente da temperatura. No que segue, apresentaremos
simultaneamente os dois casos.

Um oscilador de freqiiéncia w é descrito pelo hamiltoniano
H=wa'a, (h=1) (2.20)
sendo a' o operador de criacdo e a o operador de aniquilacdo, os quais satisfazem a

algebra

[a,als = 0, (2.21)



onde (+) significa anticomutagao, para o caso de férmions, e (—) comutacao, para

bésons. O estado de vacuo |0) do sistema ¢ definido de forma que

al0) = 0,
(ah)"0)y = (n)2 |n) | (2.22)
aln) = n: In—1) .

Além disto, devido ao principio de exclusao de Pauli para férmions, temos
(ah)?]0) =a'[1) =0, (2.23)
o que proibe a existéncia de estados com n > 2. Portanto, deveremos ter
n = 0,1 para férmions,
n = 0,1,2,... parabdsons. (2.24)
Os estados |n) sao ortonormalizados , isto é,
(m|n) = Gmn , (2.25)
e podemos definir o operador hermitiano
N =d'a, (2.26)

tal que
Nn) =n|n) . (2.27)

Este operador é interpretado como operador niimero e seus autovalores sao niimeros
inteiros nao negativos, os quais determinam os niveis de energia (nw) do oscilador.
Se, por exemplo, os operadores a' e a descrevem férmions, como no caso do campo

de Dirac, |n) é um estado de n férmions. Assim,
Hn) = E, |n) =nw|n) . (2.28)

Como vimos na secao anterior, para que possamos construir o estado térmico
|0(3)) e implementar a proposta do formalismo TFD, devemos introduzir um sistema

dual (til). Tal sistema é obtido seguindo as regras de conjugacdo til

(cm) = A+ B,
AB = AB,
Al = (A, (2.29)
(A) = 4,



A primeira regra estabelece uma mapeamento antilinear do espaco original no espaco
dual; a segunda garante que o mapeamento de operadores compostos seja feito um-
a-um, como, por exemplo, o operador nimero N = a'a — N = a'a. Sendo assim, o

sistema dual (til) fica descrito pelo hamiltoniano
H=wa'a, (h=1) (2.30)

onde os autovalores de energia w sao idénticos aqueles do sistema original, e cujos

operadores de criacao e aniquilacao satisfazem a mesma algebra

@.ale = 1,
la,aly = 0. (2.31)
Além disso, a independéncia dos sistemas original e seu dual é expressa pelas relacoes
(13]
[(I, Ez]i [ 4+ = (232)

'l
Analogamente ao sistema original, o vacuo |0) é tal que

aloy = o,
@0y = (a2, (233)
1
aln) = n2ln—1),
e
(@H?0y=a'|1) =0  (férmions) , (2.34)
e definimos o operador niimero como
N = a'a,
]\7|ﬁ> = njn), (2.35)

cujos autovalores n sao idénticos aos autovalores do operador V.
As definigoes (2.18), (2.19) estao em acordo com o fato dos operadores a e a

anularem o vacuo duplicado, ou seja,
al0,0) = [a]0)]®0) =[al0)]® (0] =0,
al0,0) = [0)® [al0)] =[0)® [(0]a'] =0, (2.36)

Os vetores |n,n) que expandem o estado térmico |0((3)), de acordo com (2.22) e

(2.33), podem ser escritos como

i) = |ny® |R) = (n)"2(a’)" |0) @ (n!)~=(a")" |0)
= () @) (2.37)



e um estado genérico |n,m) seria

i) = ———(a)" (@")"[0) | (2.38)

nlm!

onde |0)) é definido por (2.13). Assim, podemos escrever o estado |0(3)), represen-
tado em (2.11 ), como

0 _ —BEn/2 -
0(8)) \/— > e

— \/_Z *ﬁ“wﬂ Hr@hm|oy) . (2.39)

Para o caso fermionico (n = 0,1), esta expressao se reduz a

0(B))r = T@[|076>+6_6w/2|17i>]

_ %(ﬁ)[l e/ 4t 1] |0)) . (2.40)

Exigindo a ortonormalidade deste estado, teremos

1
1 =7#(0(8)|0 = 1+e ™ 2.41
F(0(B)|0(5)) F Zp(ﬁ)[ I (2.41)
ou seja, a funcao de particao para férmions resulta em
Zp(B)=1+e ", (2.42)
A expressao (2.39) determina o estado |0(3)) para bésons, com n = 0, 1,2, ..., isto

€,

008)) B = ‘ﬁ”‘”/z fr@hro) - (2.43)

Tg Z
Assim, da propriedade de ortonormalidade obtemos

o0

1 = p(0(8)0(8)s = 0 > (i, mle R g )
IR T - o—fn
IRz

Usando a soma da série geométrica

(2.44)



teremos para a funcao de particao bosonica

B 1
1B

Z5(B) (2.45)

As médias estatisticas do operador ntimero N,

(V) = (0(B)|aalo()) , (2.46)

podem ser calculadas usando os estados |0(/3)) para os sitemas fermionico (2.40) e

bosonico (2.43), resultando em

(N)r = eﬂwlﬂéfF(w), (2.47)
(Vs = e folw) (2.45)

onde fr(w) e fp(w) sdo, respectivamente, as distribuigdes de Fermi-Dirac e Bose-
Einstein.
Uma outra forma de obtermos o estado |0(5)), (2.39), é realizar uma trans-

formacao unitéria U sobre o vacuo duplicado |0)),

0(8)) = U(B) [oh=e"“P o), (2.49)
onde!
G(B) =i6(B) (aa — a'a’) , (2.50)
e, portanto,
Ut =u(p). (2.51)

Tomando a transformagcao (2.49) como a defini¢ao do estado |0(3)) e expandindo a

exponencial, podemos mostrar que *
00B)r = [ur(B) +vr(B)a'a'l|o) (2.52)
0B)s = [up(B)] " exp{ts(8)a'a’} [0} . (2.53)
up(B) = cosf(B) = (1+e7%)72,
vr(B) = sinf(B) = (1+ ™)z, (2.54)
te(8) = tanf(B) = o2,

tTransformacoes canoénicas lineares de dois modos podem ser produzidas por 10 geradores in-

dependentes [54]. No entanto, quatro deles acrescentam um fator de fase a invariancia do vacuo;
outros quatro sao, na verdade, geradores de estados comprimidos de um modo; os dois restantes
possuem uma forma similar. Dentre estes tltimos, fizemos a mesma escolha que Takahashi e
Umezawa [16], a qual é expressa em (2.50). O outro gerador é G’ = 0(3)[aa + a'al].

'Esta demonstracao estd apresentada no Apéndice Al.
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up(B) +vp(8) =1, (2.55)

) = cosh@(B)=(1— efﬁwy% :
vp(B) = sinh@(8) = (™ —1)77, (2.56)
tp(B) = tanho(B) =e /2,

=)

UB(

=)

WB(8) — v(8) = 1. (2.57)

Das definigoes (2.54) e (2.56), podemos ver que v%(f3) e v4(3) sao respectivamente,
as distribuigdes fermionica fr(w), (2.47), e bosonica fp(w), (2.48).
Usando a transformagao U(/3), podemos introduzir os operadores de criagao e

aniquilacdo dependentes da temperatura’

a(f) = U@B)aU@)' =u(B)a—uv(@)a, (a)
df(B) = UP) U@ =u(B)a' —v(B)a,  (b)
() = U@aU@) =u@)a-ov(@)a", (o)
a'(p) = UE)a U@ =up)a’ —ov(Ba, (d) (2.58)

a = UB)aB)UB) =u(B)a(B)+uv(B)a(B) .

at = U@ a(B)UPB) =uB)a'(B)+v(B)aB)

a = UB)aB)U(B)" =u(B)a(B) +ov(B)a'(8),

at = UP)a'(B)UPB) =u(B)al(8) +ov(B)a(f) (2.59)
onde estamos usando ¢ = —1 para férmions e ¢ = 1 para bésons. O conjunto

de expressoes (2.58) define a conhecida transformagao de Bogoliubov térmica, e o
conjunto (2.59) a sua inversa. Devido a unitariedade da tranformagao U(f), a
estrutura algébrica dos operadores a, a! do sistema original é preservada, ou seja,

os operadores termalizados satisfazem a mesma algebra

a(p),a' (@)l = 1, (2.60)

com os demais comutadores nulos.

$A demonstragio da segunda igualdade das expressoes (2.58) é feita no Apéndice A2.
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O estado |0(3)) desempenha o papel de vacuo, ja que é anulado pelos operadores

de destruicao dependentes da temperatura. De fato,

a@)0(3)) = UBaUB) U(B)0) = U(B)al0)

= U(B)al0) @ [0)] =0, (2.61)
a(B)lo(B)) = UB)aU(B)'U(B)|o) = U(B)alo)
= U0 ®alo)] =0. (2.62)

Entretanto, tal estado nao é anulado pelos operadores a e a, pois € uma combinagao
de estados multipares (aa), como mostra a equagao (2.39). Neste sentido, |0(3)) é
um estado térmico para os operadores a e a . Para os operadores térmicos, ele é um
estado puro, e por isto é chamado de vacuo térmico. Outros estados térmicos podem
ser construfdos a partir da atuacao sucessiva dos operadores de criacao af(3), a'(3)

sobre o vécuo térmico |0(3)), ou seja,

0(8)), a'(B)0(8)), a'(8)I0(B)) .., [a"(B)]"[a"(B)]™[0(3)), .. (2.63)

com n,m dados por (2.24). Estes estados nao sdo autoestados do hamiltoniano
H do sistema fisico. No entanto, podemos introduzir o hamiltoniano total H , que

descreve o sistema duplicado,

~

H = H-H=H®l-19H
= w(d'a—a'a), (2.64)

cujos autovalores sao

~

H10()) = 0,
Hla"(B)]" @ (B)]"[0(3)) = (m —n)w[a(B)]"@"(B)]"0(8) . (2.65)
A transformacao de Bogoliubov inversa (2.59) é 1til pois as médias a serem cal-
culadas no vacuo térmico envolverdao combinacoes dos operadores a e af, por se

tratarem de observaveis do sistema fisico. Um exemplo disso é o operador ntiimero

N. Sua média estatistica é dada por
n(B) = (N)=(0(8)]a'al0(8))
= (0(8)] [u(B) a"(B) + v(B) a(B)] [w(B) a(B) + v(B) @' (8)] [0(3))
= v%(p) . (2.66)

A transformacao de Bogoliubov (2.58) pode ser escrita na forma matricial se

introduzimos uma notacao de dubleto,

- (5)-1)

A = (Al A2):<A —aAT>, (2.67)
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¢é que ¢ a forma mais adequada para tratar sistemas com infinitos graus de liberdade,

onde o ¢ definido como em (2.59). Assim, as equagdes (2.58a) e (2.58d) podem ser

a() a
(20 ) (2 oo

B(f) = < _u(ﬁ) —(b) ) , (2.69)

resumidas em

B_l(ﬁ) — ( u ﬁ) UEﬂ) ) 7 (270)

e BY(B) = BY(3), onde t denota a operacao de transposi¢ao matricial.

O dubleto conjugado de (2.67) tem sido definido por alguns autores de formas
diferentes. Na construcao que apresentaremos mais adiante, usaremos requisitos

fisicos para estabelecer sua definicao.

Na préxima segao trataremos campos livres no contexto de TFD, seguindo o

formalismo apresentado nas duas ultimas segoes.

2.3 Campos Livres

Os campos livres admitem solugoes expandidas em termos dos operadores de criagao
a' e de aniquilacdo a, ou seja, admitem a decomposicao dos operadores de campo em
partes de freqiiéncia negativa e positiva. Entao, é razoavel pensar que o tratamento
de campos térmicos possa ser feito seguindo o formalismo construido anteriormente.
Sendo assim, devemos introduzir campos associados (duais) aos campos originais
e os efeitos de temperatura seriam incorporados através de uma transformacao de
Bogoliubov entre os campos original e seu dual. Além disso, os exemplos que foram
apresentados sugerem que € possivel construir o formalismo lagrangiano e hamiltoni-
ano da teoria. Seguindo essa idéia, apresentaremos a seguir elementos de TFD para
o campo de Dirac, que serao necessarios para a construcao que faremos em capitulos
posteriores, e para o campo de Klein-Gordon, que usaremos como um exemplo de

aplicagao desse formalismo.
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2.3.1 Campo Escalar Complexo

Seja um sistema fisico descrito pelo operador densidade lagrangiana L£(z), funcdo

dos operadores de campo () e ¢f(z), e suas derivadas d,¢(z) e 9,¢'(z)

L(z) = L(p'(2), p(2)) - (2.71)

Para que os efeitos de temperatura possam ser levados em conta, devemos introduzir
um campo @(z) dual a ¢(x), seguindo as regras de conjugacao til apresentadas em
(2.29). Estas regras estabelecem que o operador densidade lagrangiana £ () para o
campo dual ¢(x) fica dado por

P

L(z) = L(¢"(x), o(x)) = L1(F(2)", B(2)") - (2.72)

A descrigao do sistema duplicado, composto pelo sistema original e seu dual, é

determinada pelo operador densidade lagrangiana total
L(z) = L(z) — L(z) (2.73)
e, em acordo com esta defini¢ao, sua evolucao é estabelecida pelo hamiltoniano total
H=H-H, (2.74)

que corresponde a (2.64) em nivel de operadores de criagao e aniquilagao.
Suponhamos que o campo original seja o operador campo escalar (bosonico)

¢(x), descrito pelo operador densidade lagrangiana
Lo(2) = 0,6(x) P 9(x) — m?¢X(x) | (2.75)
entao sua dinamica é determinada pela equacao de Klein-Gordon
(0,0" +m*) ¢(z) =0, (2.76)

que tem como solugao o operador de campo

1 dgp —ip-x ip-T
o) = Gy | e @)+l @)e

= (@) +o(a) | (2.77)

onde E, = +(p% +m?)Y2 e af(p) e a(p) sdo conjuntos de operadores de criagio e

aniquilagao que satisfazem as relagdes de comutagao

[a(p),d'(p)]- = d(p-D),
[a(p),a(p)]l- = lal(p),d'(p)]- =0, (2.78)
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Seguindo a prescri¢ao de TFD, devemos introduzir o campo dual

dx) = 13/2 \jg_ a(p) e”* + a'(p) e "]
= $;<x>-+(¢+<x>, (2.79)

de forma que os operadores de criacdo a'(p) e aniquilacio a(p) satisfacam as mesmas

relagoes de comutagao (2.78), ou seja,

[a(p),a'(p')]l- = d(p—-p),
[a(p),a(p’)]l- = lal(p),a'(p)]-=0, (2.80)
la(p),a'(p")]- =0 (2.81)

As relagoes (2.78) e (2.80) levam os operadores de campo a satisfazerem as relagoes

algébricas dadas por

[f(w)ﬂf(w’)]— = d(x—x),
[sb(x),ef(x’)]f = d(x—x), (2.82)
[p(x),0"(a)]- = 0,

com demais comutadores nulos.

No contexto de teoria quantica de campos usual (a temperatura zero), quanti-
dades fisicas podem ser calculadas tomando-se o valor esperado no vacuo (do sistema
fisico) dos operadores que as representam. Quando desejamos tratar com campos
térmicos, devemos tomar o valor esperado dos mesmos operadores (ou seja, aqueles
associados ao sistema fisico a temperatura zero), mas agora no vacuo térmico |0(53)),
o que corresponderia a calcular sua média estatistica. Sendo assim, tal cdlculo devera
envolver a transformagao de Bogoliubov inversa, de forma analoga aquele realizado
para o operador nimero N, (2.66). No entanto, para o caso de campos, o valor es-
perado ¢é determinado de forma mais apropriada se escrevemos essas transformacoes
na forma matricial, estendendo a notagdo de dubleto, definida em (2.67), para os

campos ¢(z) e ¢(x). Entdo, para o campo de Klein-Gordon teremos o dubleto
- (@) [ e ) _
¢@“WM‘<wm>_<$m)‘

1 d*p ( a(p) ) o ( a'(p) ) ez’w] . (2.83)
a(p)

3/2 \/_
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O dubleto conjugado a ®(z) serd

)
Yot = ¢1($) = ¢~(.%'> =
) ( () ) ( Fi(a

onde definimos
o= (¢, 04) (2.85)
e adotamos o = —1.

Como os campos envolvem infinitos modos, a transformagao unitéria U(3) que

produz o vacuo térmico |0((3)) a partir do vacuo duplicado |0)),

0(8)) = Us(B) [0} = > o) , (2.86)
sera determinada pelo gerador
Gal®) =i [ #98,(9) a(p)a(p) - a'(p)a! ()] 287

que dard origem a transformacao de Bogoliubov

a(p; B) = P a(p)e " = cosh6,(5) a(p) — senhby(5) al(p) |
al(p;B) = 98P ¢l (p)e 8 = cosh ,(3) al (p) — senhb,(B) a(p) ,
a(p; f) = 2P a(p)e 9 = cosh () a(p) — senhbp(8) a' (p) ,
al(p;f) = e al(p) e = coshp(5) a'(p) — senhfp(3) a(p) ,(2:88)

que na forma matricial pode ser escrita como

a(p; f) '\ _ a(p)
( ' (p; ) ) B ( a'(p) > ’ (25

cosh 6,(5) —Senhep(ﬁ)> _

onde

G ( —senhf,(3)  cosh,(5) (2.90)

Como um exemplo de aplicacao de TFD ao campo de Klein-Gordon, apresentare-

mos a funcao de Green de dois pontos a temperatura finita, definida por

AR (z = y) = (0(0)|T{2(2) D (y)}0(5)) , (2.91)

onde ® e ®* sao os dubletos dados, respectivamente, por (2.83) e (2.85). A trans-
formada de Fourier desta funcao de Green térmica é definida como

v 1 4 —ip-(x— v
Az —y) = (2ﬂ)4/dpe Pe=u) AR (p)
1

— (27T)4 /d4pe—z’p'(w—y) [BI:1<5) Ao(p) Bp(ﬁ)]m/' (2'92)
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A funcao de Green correspondente ao dubleto a temperatura zero, ou seja, calculada

no vacuo duplicado |0)), ¢ escrita como

Af(@—y) = (OIT{2(x)®*(y)}0))

| T{6(@)0(y)} —~T{d()d(y)} |
| T{o@)em)} 0 '
SO gy |
_ | OT{e@ewioy 0 ] (299
0 —(OIT{6(x)d(y)}[0)

Os elementos da diagonal secundaria se anulam pois os operadores do campo dual e
do campo original comutam, fazendo com que os operadores de aniquilacao anulem

no vacuo a direita e os de criagdo no vacuo a esquerda. Assim,

1 . S — 0
AP (1 — _ /d4 e—zp-(m—y) p2—m?2+ie ‘ 2.94
0 ( y) (27T)4 b 0 pZ_T_né_is ( )
e, portanto,
v - —ni i€ 0
N () = B;(5) [ e L ). (2.5)
pZ—m2—ic

Como pode ser visto na expressao (2.94), A%*(p) é a fungao de Green avangada &
temperatura zero. Usando a defini¢ao (2.90) para a matriz de Bogoliubov B,(f) ,

as componentes A%”(p) serdo

l

Aél(p) m +2mn(p) d(p® —m?)
AR() = S+ 2mn(p) St — )
AR(p) = A2p) =2n[n(p) + ()] 2007 —m?) . (296)

A funcao de Green que deve ser usada para tratar as propriedades do sistema
bosonico térmico é a componente A}gl (p), j& que os operadores til ndo descrevem
variaveis fisicas. Os elementos da diagonal formam a funcao de Green introduzida
no formalismo de Schwinger-Keldysh.

2.3.2 Campo de Dirac

Consideremos, agora, o campo fermionico 1 (z), que satisfaz a equacao de Dirac

179, — m] d(x) =0 , (2.97)
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onde Y = B e ' = Ba’ (i = 1,2,3) sdo as matrizes 4x4 de Dirac. A solugio desta

equacao, escrita em termos dos operadores de criagao e aniquilacao, é dada por

m\ 12 . ‘
w<x>=W§ [ (5) B utple™ ey nmer], (20)

onde u4(p) e vs(p) sao os espinores de Dirac, p é o trimomento dos modos criados
por bi(p) e di(p), e a soma ¢ realizada sobre os estados de spin. Os operadores
bs(p), bi(p), associados ao espectro de freqiiéncia positiva, correspondem a particula
e dy(p), dl(p), associados ao espectro de freqiiéncia negativa, & antiparticula.

O operador de campo conjugado a ¥ (x) é

m\ /2 ‘ ‘
V') = G 2 [ () b)) + o) olip)e ] (299

Com o objetivo de aplicar o formalismo de TFD [55), introduzimos os campos
duais ¥ (z) e 1'(z), definidos por

~ m\ 2 _ . ~ ‘
5 = g [0 (F) BEdm)er - de)dee, @)

B m\ Y2 ' . '
70 = G 2 [ (5) B e+ dm)nmer] . e

Os operadores de campo e seus duais satisfazem as relacoes de anticomutacao [13]

W), 0l@)], = dx—x),
@), 0|, = sx-x),

[¢(x), {ﬁ(x’)] L= 0 (2.102)

desde que os operadores de criacao e aniquilacao de particula e antiparticula sa-

tisfacam a
[bs(p), bi/(p')} = [dy(p),d(P)]+ = 6w d(p— D)
D), 8L (0| = [d,(p). dL(B)]s = b b(p — B) | (2.103)

com os demais anticomutadores nulos.
O vécuo duplicado |0)) é anulado pelos operadores de aniquilagao bs(p), ds(p)

bs(p), ds(p). A partir da transformacio unitéria

Up(3) = oiGr(B) _ GilGH (B)+G ) (B)] , (2.104)
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onde

GH(@E) = iy / dp6S(8) bs(p)bs(p) — Bi(P)EI(P)] ,  (2.105)
GOPp) =iy, / &p6s)(8) [dy(p)ds(p) — di(p)di(p)] ,  (2.106)

construimos o vacuo térmico
0(9)) = “r P |0)) (2.107)
e as transformacoes de Bogoliubov

bi(p:B) = @by (p) e = T b (p) O

QL
w0
—~
<
@
N—
|
(DN
@
3
=
=¥
v
P
T
@
1
Q
B!
S
Q
=
QU
'y
T
N—
1
Q
L
=

— + ~ + t
= cos0,(8) a(p) + send"(8) ol (p
—iGr(B) = i@ B) G (p) e iCTB)

= cos 9;”(6)& (p) —i—sen@( (B)a(p , (2.108)

(an* ) = B{Y(p) (011356(33(;)) : (2.109)

BS)(8) ( ajséf(i)) ) , (2.110)

onde as matrizes de Bogohubov

cos 05 —Senﬁéi) (B)
(+) (2.111)
sen& cos Oy ' (B)
dependem da energla positiva £, = 2+ m?)'/2. Como vimos anteriormente, os

paramentros 65" (3) e 657 (3) sdo determlnados de forma que as médias estatisticas

dos operadores ntimero

NP(p) =bi(p)bs(p) e N{(p)=di(p)ds(p) (2.112)

S S

resultem, respectivamente, nas distribui¢oes de Fermi-Dirac para particula e an-

tiparticula. Assim,

Seneéi (ﬁ) — / B(EpFu) + 1]1/2 ,
é:l:)(ﬁ) - J1= n(j: B(EpFu) 4 1]1/2 (2.113)
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onde u é o potencial quimico.

Voltamos a chamar a atencdo com relacao a conjugacao dos dubletos (as vezes
chamada de transposicao til). O fator o que aparece na definicdo dos dubletos
bosonico, (2.85), e fermionico, (2.109) e (2.110), tem sido escolhido por alguns au-
tores [24, 31] como sendo og = —1, op = 1 e por outros [15,52 op = 1, op = i. Na
construcao da matriz de espalhamento para o campo de Dirac sujeito a um campo
externo a temperatura finita que apresentaremos em capitulos posteriores, nao as-
sumiremos nenhum dos valores acima para op, investigando-o a partir de exigéncias

fisicas.
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Capitulo 3

O Campo de Dirac em Segunda Quantizacao

A seguir apresentaremos uma revisao da construcao do espaco de Fock e do operador

espalhamento na formulagao de segunda quantizacao, propostas por Scharf et al [56].

3.1 Segunda Quantizacao no Espaco de Fock

Um sistema fisico de uma particula sem spin tem seus estados representados por
fungoes ;1 (x) de quadro integravel (L?(R3)) pertencentes ao espaco de Hilbert H;.

O estado de duas particulas é descrito pela fungao pq(x1, Xs), tal que
P2(x1,%2) € Ho=H1 @ Hy . (3.1)

Assim, um conjunto de n particulas tem seu estado dado por um elemento ¢, do
espaco de Hilbert H®", definido por

QOn(Xl, .‘.,Xn) € H®R£Z'{1 QHI®..® HL . (32)

NnvezeEs

Como particulas idénticas obedecem a estatistica de Bose-Einstein ou Fermi-Dirac,

as fungoes que representam estados fisicos devem ser simetrizadas
. 1
ST on = o E On(Xpys s Xy, ) (3.3)
’ T
quando se tratar de bdsons, ou antissimetrizadas

_ 1 ,
Supn=— > (=1 on(Xey,s X1, (3.4)

se forem férmions. As somas em (3.3) e (3.4) s@o realizadas nas r permutagoes das

n particulas. Os operadores de (anti)simetrizacio S+ possuem as propriedades
(Sp)?* = Su,
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ou seja, sao operadores de projecio no espaco de Hilbert de n particulas. As-
sim, os espacos fisicos de n particulas serao representados pelos espacos de Hilbert

(anti)simetrizados
HE = SEHE™. (3.6)

O espago de Fock contruido a partir dos espacos de Hilbert H,

FE = o HE
= (H) @ (H) D (Hi@H)F @ ..o (K" ..., (3.7)

descreve todos os estados de muitas particulas simultaneamente, onde
Ho={aQ}, (aeC) (3.8)

¢ um espacgo unidimensional que contém o vacuo ). Cada elemento do espaco de
Fock F é denotado por

¢ = (@0;‘,017@27 ) S F ) (39)

com

po=0eHy, ¢n€H, . (3.10)

O espaco de Fock F é o espago de todos os estados de muitas particulas com norma

finita, ou seja,

I |2=(@,®) =) l¢li<oo, (3.11)

onde definimos o produto escalar de dois elementos desse espago como

o0

(®,9) = (¢n, Un)n (3.12)

n=0

sendo (, ), é o produto escalar de vetores de H,,.

O conjunto de operadores que atuam no espaco de Fock é constituido de ope-
radores que conservam o numero de particulas do estado, ou seja, o vetor de estado
se mantém no mesmo setor do espaco de Fock, e também de operadores que mudam
o numero de particulas, passando o vetor de estado de um setor de Fock para
outro. Podemos introduzir os operadores de criacio (emissdo) a'(h) e aniquilagao
(absorgao) a(h) que atuam no espago F mudando o numero de particulas. Os

operadores de criagao a'(h), definidos por

a(h)Q = h, (3.13)
(al(h)@) = VnSi(h®¢,—1), (n=0,1,2,..). (3.14)
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criam particulas com “func¢ao de onda” h € H;. O fator y/n faz com que os ope-
radores de criagao sejam nao limitados para bosons. No entanto, para férmions estes

sao limitados,
laf ()@ 2 <[l h 7] @ (3.15)

e definidos sobre todo F~, j& que h sao fungoes de quadro integrdvel e || @ ||?< oo.
Associados aos operadores de criacao, podemos definir os funcionais a valores de
operadores af(x), chamados de operadores de campo, que realizam o mapeamento

h— a'(h), expresso por
a'(h) = /de al(x) h(x) . (3.16)

No espaco dos momentos temos os operadores de campo, tais que
at(h) = /d3k af (k) h(k) | (3.17)

onde o “chapéu” denota a transformada de Fourier.
Se consideramos os vetores h; que formam uma base ortonormal completa de H;,
e h} seus conjugados, entdo as defini ¢oes (3.16) e (3.17) podem ser escritas como o

produto escalar complexo formal
al (b)) = (h;(x), a' (x)) = (I} (k) , a'(K)) . (3.18)

Como estas expressoes tém a mesma forma de coeficientes de Fourier, podemos

representar os operadores de campo pelas somas formais

) = a0 = 3 al () () (3.19)

~

k) = Yl () byl = 3l () (k) (3.20)

as quais sao independentes da base h;.

O operador de aniquilagdo a(h), definido como
(a(R)®), (x1,....%,) = Vn+1 / P B (X) Pni1(X, X1, %) 5, (3.21)
(n = 0,1,2,...)

destréi uma particula de funcao de onda h, onde estamos assumindo que H; =

L*(R3). Sobre o vdcuo definimos
ah)=0, VheH,;. (3.22)

Pela expressao (3.21), vemos que a(h) é antilinear em h. Usando as defini¢oes para

os operadores de criacao (3.14) e de destrui¢ao(3.21) podemos mostrar que

(U, a(h)®) = (a'(h) T, @) , (3.23)
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ou seja, o operador de criacao a'(h) é o adjunto do operador de aniquilacao a(h).
Assim, os operadores de campo correspondentes ao operador de aniquilagao (3.21)

sao tais que
a(h) = / Bz h* (%) a(x) = / b (k) k) | (3.24)
a(x) = Zhj(x) a(hy) = Zh;(x) a(h}) , (3.25)

a(k) = Z h;(k) a(hy) = Z hi(k)a(hy) . (3.26)

A propriedade de irredutibilidade da representacao de Fock permite que qualquer
operador (limitado) que atua no espago de Fock F possa ser expresso em termos dos
operadores de criacao e aniquilagao definidos acima. Podemos definir o operador N

em termos dos operadores de criacao e aniquilacao,

N-= /dgx a'(x)a(x) = ZaT(hj)a(hj) : (3.27)

que atuando num estado de Fock,

(N®), =nS; pu(X1, ..., Xn) =1 (P) (3.28)

n

nao muda seu numero de particulas. Em (3.28), ( ), representa a n-ésima com-
ponente de um vetor no espaco de Fock. Por ter a propriedade de determinar o
numero de particulas do estado é chamado de operador nimero. Ele é um operador

autoadjunto positivo nao limitado, com dominio

DIN) ={® e F |Y n*lpal, = IN®|* < oo} , (3.29)

e todos os operadores A que comutam com ele, nao mudam o niimero de particulas
dos estados.
De forma analoga, qualquer operador A(x) de uma particula, limitado no espago

de Hilbert H;, é promovido a operador no espago de Fock segundo a férmula
A = /d?’x a'(x) A(x) a(x)

> (hy, A(x) hy) al(hy) a(hy) | (3.30)

jk

II>

tal que
(Ad), = n Sf A(x1) on(X1, .y Xp)

= Z A(Xm) @n(X1y .y Xp) (3.31)
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Supondo que o operador A(x) seja limitado sobre H; , entao

1A <D A alla=n 1 Al ] @nlln (3.32)
m=1
e
JARIY = [[A® | A <) o | AlF] enlli=
=AY »* | enll;
= [AFINe|* .

Portanto, o dominio de A contém o dominio do operador niimero de particulas,

D(A) D D(N) , (3.33)

que é um conjunto denso. Isto significa que A é um operador compacto, ou seja,
esta na classe de Hilbert-Schmidt.
Estas definicoes podem ser estendidas a operadores de muitas particulas. Por

exemplo, um operador de duas particulas fica definido como

vV - / Bz dr ol () at (x) V(x, ¥') a(x) a(x)

>

Z (hjhy , V(x) hwhj) a'(h;) a'(hy) a(h) a(hy) (3.34)

As expressoes (3.30) e (3.34) sao formalmente semelhantes aos elementos de matriz
da mecanica quantica e se apresentam na forma normalmente ordenada, na qual os
operadores de aniquilagao aparecem a direita dos operadores de criacao. Portanto,
o valor esperado no vacuo dos operadores A e V é zero.

Os operadores de criacao e aniquilagao possuem a propriedade de satisfazerem a
algebra (anti)comutante. A partir das defini¢oes (3.14) e (3.21), obtemos as relagoes

de comutacao

(), a(ha)] @ = (h1, ho)1®
[a'(h1), a'(hy)] @ = 0=[a(h), a(hy)]® , (3.35)

para o caso de bdsons, e de anticomutagao

{a(h), a'(he)} @ = (M, ho)1 @,
{af(h)), a’(ha)} @ = 0= {a(h), a(hy)}® , (3.36)

para férmions, onde ® deve estar no dominio do lado esquerdo das equagdes (3.35)

e (3.36). Podemos ver da expressao (3.36) que nao é possivel criar duas particulas
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fermionicas num mesmo estado, ou seja, férmions obedecem ao principio de Pauli.

As equagdes (3.35) e (3.36) sdo equivalentes as relagoes

[a(x1), al(x2)]x = 6(x1 —x2),
la(ky), a'(ko)]: = (ki — ko), (3.37)

para os operadores de campo. E importante mencionar que qualquer representacao
irredutivel de (3.35) e (3.36), com o véacuo definido por (3.22), é equivalente a re-
presentacao de Fock construida acima, ou seja, assumindo a irredutibilidade da
representacao de Fock, podemos mostrar que existe uma equivaléncia unitaria entre
o espaco dos vetores H,, e o setor de n particulas do espago de Fock F. De fato, se

consideramos o vacuo €2, (3.22), o espaco de Fock é gerado pela base

Fo= {ﬁjﬂlcﬁ(hjm | Vn, hj} , (3.38)

onde o conjunto {h;} forma uma base do espaco de Hilbert de uma particula, H;.

O setor de uma particula (), do espaco de Fock pode ser gerado por
—d'(R)Q, heH . (3.39)

Como

(a'(h1) Q, al(h) Q) = (2, a(hi)a’(hy) Q)
= (2, [(h1, ha) £ a'(hs) a(hy)] Q)
= (hy,hs) , (3.40)

entdo o vetor do espaco de Fock a'(h) €, (3.39), é unitariamente equivalente ao vetor
h do espago de Hilbert H;. De forma andaloga,

%(aT(hl)aT(h2)97aT(hDaT(h/z)Q) = %(S;E(m@m),s;(h;@h;))

= (o2 ) (3.41)

descreve a equivaléncia unitaria para o setor de duas particulas, onde s, @}, € Hs .

Mais genericamente, os vetores
(aT(h)(ID)n correspondem a /1S5 (h ® p,_1) . (3.42)

Esta equivaléncia nos permitira descrever a evolugao temporal no espago de Fock a
partir da dinamica de uma particula no espaco de Hilbert H;, como apresentaremos

a seguir.
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3.2 Evolugao Temporal no Espaco de Fock
A dinamica de uma particula no espaco de Hilbert H; é dada pela equacao de
(3.43)

Schrodinger
dh
— =Hh h=1
at ’ ( )
cuja solucao ¢ a transformacao unitaria
h(t) = e "'h(0)=Uh , (3.44)
onde h € H;. Tomando as fungdes dependentes do tempo h(t) para fungoes teste
dos operadores no espaco de Fock, teremos
a'(h(t)® = d'(Uh)® ,
a(h(t))® = a(Uh)® . (3.45)
Como o espago de Fock é composto por todos os espagos de Hilbert de n particulas,
é conveniente definir o operador unitario U, tal que
(Hq)>n = <®;L:1U) Pn
= SFUM®Uhy®..0Uh,), (3.46)
onde
on=SE(h ®...® hy), (3.47)
o qual mantém o vacuo invariante
uaQ=0. (3.48)
Desta forma, a evolugao temporal dos operadores de Fock fica escrita como
a'(h(t)) = a'(Uh)=Uadl(h)U™" =af(h), (3.49)
a(h(t)) = a(Uh)=Ua(h)U ' =a;(h) . (3.50)
O operador U no espago de Fock é conhecido como a segunda quantizacao do
operador U no espago de Hilbert. Derivando a equacao (3.46) com relagdo ao tempo
obtemos p
i=U=HU=UH, (3.51)
onde H é tal que
H®), = > 19.0H;®..®1)¢,
j=1
(3.52)

ZH(xj) On (X1, 0y Xp)

j=1
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De acordo com (3.30), o operador H pode ser escrito como

H=) (b, H(x)hy)a'(hy) a(hy) . (3.53)

Esta é a representagdo em segunda quantizacdo do operador hamiltoniano H(x),
que se apresenta como um produto normal. Assim, o valor esperado no vacuo do
operador hamiltoniano H é zero. Isto significa que a energia do vacuo {2 nao estd
sendo considerada.

A solucao da equagao (3.51) é a transformagao unitaria
U = H (3.54)
que leva as equagoes de evolugao (3.49) e (3.50) a
af(h) = o Hdl(n)eH,
a;(R)yr = e Biqg(h)e™ (3.55)

As equacbes de movimento para os operadores a;r(h) sao obtidas pela diferen-

ciagao da equacgao (3.49) em relagdo ao tempo, resultando em
. d
i Sal(h) = [H, af(h)] (3.56)
que sao conhecidas como equagoes de Heisenberg. Neste caso, os estados (espaco de
Fock) se mantém constantes e as observéveis (operadores de Fock) evoluem com o
tempo.
Neste formalismo, os processos fisicos sao avaliados através do valor esperado

dos operadores (observaveis) no espago de Fock, ou seja,
(Ao = (2,A Q). (3.57)

Seguindo no proposito de descrever a dinamica do campo de Dirac na formulacao
de matriz espalhamento no espago de Fock, na proxima segao apresentaremos o

método de segunda quantizacao, descrito acima, aplicado ao campo de Dirac.

3.3 Campo de Dirac

O campo de Dirac* descreve particulas fermionicas, que sao representadas pela
funcao de onda espinorial
hi
h
h=| 7 | eHs, (3.58)
hs

hy

*Vide Apéndice B1.
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com o espago de Hilbert H; = (L?(R?®))*, sobre o qual definimos o produto escalar

(h 1) = Z/d%h:(x)h;(x) (r=1,..4)
= (R'T,R1) . (3.59)

Os operadores de aniquilagao, de acordo com (3.24), sao dados por

a(h) = /d?’m hi(x) a(x) , (3.60)

sendo o operador de campo espinorial a(x) uma matriz coluna 4 x 1. Os operadores
de criacao (3.16) sao
ot () = / &z al () h(x) (3.61)
Como podemos ver, a'(h) é linear em h, enquanto a(h) ¢ antilinear.
A dinamica de uma particula em um campo eletromagnético externo indepen-

dente do tempo é dada pela equagao de movimento (3.43) com o operador hamilto-

niano no espago das coordenadas definido por
H — HO + Hl
= (Pm—id-V)+e(V—-a A)x),
onde adotamos h = ¢ = 1. Este operador possui um espectro cujo dominio é
(—00,+00), e pode ser decomposto em um subespago de energia positiva e outro de

energia negativa. A projecao em cada subespaco pode ser realizada pelos operadores

de projecao Py, que possuem as propriedades

(P)+(P) = 1, (3.62)
(P)(P.) = 0. (3.63)

Assim, o espaco de Hilbert dos estados de uma particula podera ser decomposto nos

subespacgos Hy e H_, tal que

Hi = P/Hi® P-Hy

Esta decomposicao espectral pode ser levada aos operadores de criacao e aniquilagao,

resultando em

a'(h) = b(P.h)+d(P_h) =b'(hy) +d'(h.),
a(h) = b(Pyh)+d(P_h) =b(hy)+d(h_), (3.65)
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estando b e bl associados ao espectro positivo de H, e d e d' ao espectro negativo,

onde estamos assumindo

b(h_) =0 = d(h.,) (3.66)

e denotando hy = Prh € H4. Como H4 sao subespacos invariantes com respeito a

H, o operador hamiltoniano no espago de Fock (3.53) correspondera a

H' =Y [(fi, H )0 (f;) b(fx) + (9 H gi) d'(g;) d(gn)] , (3.67)

ik

onde f; é uma base em Hy e g; uma base em H_. No entanto, tal prescrigao leva
a um operador hamiltoniano H' no espaco Fock nao limitado por baixo, uma vez
que o operador hamiltoniano para o setor de uma particula (H), coincide com H
em H,. Para escrever operadores hamiltonianos limitados, trocamos os papéis dos

operadores d' e d, trocando simultaneamente a dependéncia em h, ou seja,

di(h.) — d(n),
dh_) — di(nl), (3.68)

garantindo que a linearidade de a(h) e a antilinearidade de a(h) com respeito a h

sejam mantidas. Portanto, pelas defini¢oes (3.60) e (3.61), teremos

di(ht) = / Bz’ (x)d(x)
dht) = / P h (x)d(x) | (3.69)

ou seja, d' passa a ser antilinear em h e d torna-se linear. Os operadores b, b ficam

definidos como em (3.60) e (3.61), ou seja,

b(h) = / Pz h'(x) b(x) ,
bi(h) = / >z b (x) h(x) . (3.70)
Apés implementar tal substituigao, as expressoes (3.65 ) ficam reescritas como

Ui(h) = bi(hy) +d(h-),
Y(h) = bhy) +d'(h.). (3.71)

Nesta nova notacao, por simplicidade, omitiremos o adjunto na funcao teste h dos
operadores d e d', deixando implicita a dependéncia antilinear de d' com relacdo a

h e a dependéncia linear de d com h. Estas tltimas expressoes definem o campo de
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Dirac na formulagao de segunda quantizacao. Em concordancia com as relagoes de

anticomutacio (3.36), os operadores 9, ¥ obedecem as relacoes
{w(h), v"(1)} = (b1,
{&(h), ¥(h)} = 0, (3.72)

e, consequentemente, os operadores de Fermi devem satisfazer as relacoes de anti-

comutacao
{o(h), bYW} = (e, BL) L {b(R), B(R)} =0,
{d(h), dT(h')} = (W ,h.), {dh),dn")}=0, (3.73)

e as demais nulas. Analogamente a (3.60) e (3.61), podemos introduzir os operadores

de campo
v = [ ol uix)
wi() = [ ol hee . (3.74)
cuja evolugio temporal, conforme (3.55), ¢ dada por
vi(h) = 9T (e'h) = e yT(h) e, (3.75)

onde agora tomamos como fungoes teste h(—t), o que corresponde a permutar os
rotulos de particula e antiparticula na densidade lagrangiana simetrizada, a qual é
invariante CPT.

Trocando as defini¢oes (3.65) por (3.71), o operador hamiltoniano no espago de

Fock fica reescrito como

H =" (/5 HE) SOV b) — (o), Hghd (gi)dlg)| . (3.76)

ik

a menos de uma constante aditiva ¢ € C, que nao contribuira na evolucao de w;r (h),
(3.75). J& que

| PiHy — H |P+H1Z 0 )
| Py =—H|p >0, (3.77)

[nsgigias

o hamiltoniano (3.76) é limitado inferiormente. Ele se apresenta na forma de um

produto normalmente ordenado

H-= / d*x T (x) H(x) ¥(x): (3.78)
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que estamos denotando por : :.
Apesar da mudanca (3.68) nao modificar a estrutura algébrica da teoria, o vacuo

que foi definido por
b(h)Q=0, dh)Q2=0, VheH (3.79)
sera modificado. O vacuo passa a ser definido por
HQ=0. (3.80)

Derivando a expressao (3.75) com relagao ao tempo, obtemos a equagao de movi-

mento de Heisenberg
d
Zaﬁbz(h) = [v{(n), H] . (3.81)

Devido a esta equagao, os operadores 1;(h) sao chamados de operadores de campo
de Heisenberg.

A interpretacao de particula e antiparticula podera ser obtida pela investigacao
da carga associada aos operadores b e d . O operador de carga no espaco de Fock é

definido por

Q = ¢ / &’z M (2)(2):
= e [bI(f)b(f;) — d(g;)d(g))] -

J

O sinal menos no segundo termo desta expressao indica que os operadores df,d
estdo associados as antiparticulas. Portanto, nos referimos a b' e b como operadores,
respectivamente, de criacdo e aniquilacao de elétrons, e a df e d como operadores de
criacao e aniquilagao de pésitrons.

Segundo a defini¢ao dos operadores de campo no espago das coordenadas, (3.25),

e a decomposigao (3.71), o campo de Dirac livre fica escrito como

Wx) = Y W) fi(0) + (g) g5(x)]

J

= D () fi(0) +d'(g5) 95(x)] (3.82)

J

com

fi=PyhjeH,, g =P fieH_, (3.83)

sendo h; = {f;, g;} um conjunto ortonormal completo que forma uma base de H; =
H,y®&H_.
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Considerando o caso particular da dinamica do campo de Dirac livref, temos, de

acordo com (B.28), que a fungao de onda de uma particula é
h(x) = (2m) / d°p [hey () us(p) € + he_(p) vs(p) e P>, (3.84)

onde definimos

hei(p) = Sul(p)h(p) = £.(p)
he-(p) = 0l(p) (D) = 01(p) (3.85)

O circunflexo denota a transformada de Fourier ordindria
o) = 2n) 7 [ @pin(p)er, (3.56)
e os espinores us(p) e vs(—p) satisfazem as relagdes de ortogonalidade
ul(p)us(p) = 1=vl(~p)vs(-p)
ul(p)us(-p) = 0.

Usando as definigoes (3.85), podemos introduzir os operadores de campo na repre-

sentagao dos momentos

S F@)M) = 3 Sule) i) b) = ul(p) ip)
= bs(p),
S di(g) 0p) = S dl(gy) 3010 g5(—p) = 0l(p) ' ()

di(p) , (3.87)

>

que satisfazem as relagoes de anticomutacao

{b:(p), bL (PN} = D (f5: f) Fis(P) Filo ()

= 53(1) - p/> 555’ y
{ds(p> ) dl’(p/)} = 63<p - pl> 533’ . (388)

O campo de Dirac livre, descrito pelo operador hamiltoniano

H=Hy=pm—id -V, (3.89)

"Vide Apéndice B1.

33



tem sua evolugao temporal dada pelo operador de campo dependente do tempo
Y(x)=(x). De (3.75) segue que

() = O (z)+ P (2)
= D [ f5) £(%) + ilg5) g5(x)]

J

= > () £(x) + dl(g5) 9;(x)]

J

= DR f) f(0) 4 d! (P, g ()]

= ZZ/d3P [(Pre™ £)1(p) bs(p) f(x) +

+(P_ e g)(p) di(p) g;(x)]
= (@2m) 2y / d®p [us(p) bs(p) €™ + vy(p) di(p) e”*],  (3.90)

onde usamos as definicoes (3.69), (3.70) para os operadores df(h), b(h) e a transfor-
mada de Fourier (3.86). A expressao (3.90) tem a mesma forma da solugao geral da
equacao de Dirac, com o primeiro termo () (x) contendo o operador de aniquilagao
de elétron e o segundo termo, 1)+ (x), o operador de criagao de pésitron. O campo
adjunto de Dirac ¢ obtido de (3.90) como

B(x) = i)y =0 @) + 97 (@)
= (2m) )y / d*p [b}(p) Us(p) €®” + di(p) Va(p) e 7], (3.91)

onde denotamos u(p) = uf(p)y° e v(p) = vi(p)7°.

As relagoes de anticomutacao béasicas para o campo de Dirac livre para tempos
arbitrarios podem ser calculadas a partir das expressoes (3.90) e (3.91) para os
campos 9 (z) e ¥(z), respectivamente, usando as relagdes de anticomutagdo (3.88),
resultando em?

(W), W)} = D), 57w+ O, 5 w)
— [—iST (@ —y)]+ =i 8D (@ — y)]
= —iS(x—vy), (3.92)

com

W), Ty = 0 [ R (pom)

= —iS(z—y), (3.93)

'Vide Apéndice B1.
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WO, 7w = @0 [ SRt (pm
= i SH(z—y), (3.94)

onde as integrais

W) 3 W = 00 Y [P ) male) (399

W), 6 )} = @m)7° Z/d3p e 1o (p) Ut (P) (3.96)

sao entendidas como transformadas de Fourier distribucionais. Os demais antico-

mutadores sao nulos. As distribuicdes S, S(-) e S sdo invariantes de Lorentz.

3.4 Operador Espalhamento no Espaco de Fock

Na Secdo 2.2 construimos a evolucao temporal no espaco de Fock a partir da
dinamica no espago de Hilbert de uma particula. Por um procedimento analogo,
introduziremos o operador espalhamento S no espaco de Fock, a partir do operador
espalhamento S no espaco de Hilbert.

A dinamica de uma particula é descrita pela equacao de movimento (3.43)

dh
iz =Hh . (h=1). (3.97)

Se a particula estd sujeita a um potencial dependente do tempo, o operador hamil-

toniano pode ser definido como
H(t) = Ho+ Hi(1) , (3.98)

sendo
Hy=pm—ia-V (3.99)

o operador hamiltoniano livre e
Hi(t)=e[V(z) —a-A(x)] (3.100)

o operador hamiltoniano de interacao. A evolugao temporal do estado h € H; é

dada pela transformagao unitaria
h(t) = U(t,s) h(s) , (3.101)

onde
Ult,s) = e tHE= (3.102)



tem como propriedades

Ul(t,s) = U(s,t),
U(t,s)U(s,r) = Ult,r). (3.103)

Assumindo que a interagao H;(t) seja de alcance limitado, isto é, os potenciais

se anulam para t — 400, os operadores de onda

(forte) -
Wi = lim U(0,t)e "
out t—+oo
(forte)

= tlirin ettt gmitot (3.104)

existem como limites fortes em H;, e podemos definir o operador (matriz) espa-

lhamento S no espago de Hilbert

S = W, Wi

(forte) .
= lim ™' U(t,s)e Ho*

s——00
t——+oo

(forte)
= lim e

S— — 00

t——+oo

iHot —iH(t—s) e—iHos

e , (3.105)
que estabelece a transicao de um estado assintotico inicial normalizado a um estado
assintético final normalizado espalhado. Como, por hipdtese, para t — £oo temos a
dinamica livre, a formulagao de segunda quantizacao para o operador espalhamento
é construida com base na representacao de Fock do campo livre.

O campo livre de Dirac, na formulacao de segunda quantizacao é representado

pelo operador no espaco de Fock
w(h) = b(PYh) +dT (P°h)=b(f) +d'(g) , (3.106)
com o vacuo de Fock, €2, definido pelas relacoes

Q= w(fQ=0,

dh)Q = Y(g)Q2=0, (3.107)
Vh € Hi,
onde denotamos
f=PheH,, g=PheH_, (3.108)

sendo Pﬂ e PY respectivamente, os operadores de projecao sobre os subespacos
espectrais positivo e negativo do hamiltoniano Hy (3.99). No que segue, omitiremos

o indice zero dos operadores de projecao.
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A matriz S em segunda quantizacao, se existe, corresponde ao operador S no

espago de Fock, definido por

Y(s'h) =

Gi(STh) = sT'i(n)S. (3.109)

Segue das defini¢oes acima que a matriz S é unitaria e determinada univocamente a
menos de uma fase e**. Contudo, como A\ depende do potencial externo A (z), esta
fase possui um significado fisico e nao pode ser negligenciada. Ela é fixada ao se
exigir que o operador S satisfaca a condicao de causalidade local, que esta discutida
no Apéndice D.

A fungao teste que aparece no lado esquerdo das equagoes (3.109), usando a

propriedade (3.62), pode ser decomposta como

Sth = P.STh+P_S'h
= P.S'"P,h+P.S'P_h+P S'P.h+P.SP_h
= St,h+ S h+ST h+S_h, (3.110)

onde

Sy =P STPy
St =(s_f. (3.111)

Se separamos o conjunto h nos subconjuntos
f=P,heH, e g=P_heH_, (3.112)
a decomposicao (3.110) se divide em

sty = st f+58t. 1,
Stg = Sl g+5" g,

que junto com a definigdo (3.66), levam as expressoes (3.109) a serem reescritas

b(f)S = Sb(SL f)+d(SLf)], (3.113)
d'(g)s = S[b(st_g)+d(st_g) . (3.114)
b(f)S = SISt f)+dST,f)], (3.115)
d(g)S = S[b'(ST_g)+d(S'_g)] . (3.116)

A matriz S no espago de Hilbert, (3.105), deve descrever os processos de espa-

lhamento fisicamente possiveis de particulas e antiparticulas descritas pelo campo de
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Dirac. Portanto, S em sua formulagao no espaco de Fock devera conter um termo
envolvendo os operadores b',d", que corresponderd & producao de pares elétron-
positron; outro contendo b, b, que descrevera o espalhamento de elétrons pelo campo
externo e um com df, d para o espalhamento de pésitrons e, finalmente, um termo en-
volvendo os operadores d, b, associado a destruicao de pares elétron-positron. Sendo

assim, a matriz S é proposta como
- tat | Agbtb. . Asddt
S = C eMbldl oAbl o Asddl, gAadh (3.117)

onde C' é o fator de normalizacdo, que depende do campo externo A*(x), que sera
discutido mais adiante. As exponenciais dao conta de qualquer niimero de processos
de espalhamento acontecendo simultaneamente no sistema. Os fatores Ay, ..., A4 sdo
determinados de forma a respeitarem as relacoes de comutacao entre os operadores
b,bt,d,d" e a matriz S, estabelecidas através de (3.113)-(3.116). A seguir, calculare-
mos estas relagbes de comutagao usando a defini¢ao (3.117) para a matriz S. Para
tanto, determinaremos, num primeiro momento, as relacoes de comutacao desses
operadores com cada fator exponencial de (3.117) e, em seguida, apresentaremos as
relagoes de comutacao de cada operador com a matriz S.

Com o objetivo de calcular explicitamente as relagoes de comutagao a partir de
(3.113)-(3.116), definimos os operadores

Abtdt = N (f5, Avgr) b () d(ge) (3.118)
ik

Ay b = Z(fﬁAka)bT(fj)b(fk)a (3.119)
Tk

Asd'd = Z(gj,/_lagk)dT(Qj)d(gk)> (3.120)
ik

onde A é um operador limitado em H;, (,) denota o produto escalar em Hy, f; é
uma base em Hy e g, uma base em H_. Tais expressoes estao em acordo com as
defini¢oes dos operadores b’s e d’s. Assim, as exponenciais que aparecem na matriz

S ficam dadas por

o0

1
edrbldh Zﬁ(fhbwf)n
n=0

- Z% Z (fjnAlgk1)"'<fjn7Algk") bT(fjl)dT(gkl).
n=0

J1---dn
ki...kn

b (f5)d (gr,)

J1--dn
ki...kn
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Esta expressao nao muda de sinal devido ao niimero par de transposicoes realizadas

no reordenamento dos operadores b’ e df. Analogamente, teremos

Als, Zn. S B Az fi) o (Fj Az Fie ) BT (S)-T()

J1---Jn
ki...kn

:eA3ddT: = Z n Z gj17A3 gkl (gjn,A;; gk‘n) dT(le)‘“dT(gjn) ’

J1---dn
ky...kn

d(gr,,)---d(gr,) (=)™ . (3.123)

No que segue, usaremos a notacao simplificada
b, < ), (3.124)

No célculo das relagoes de comutacao dos operadores de criacao e aniquilacao de
particula e antiparticula com cada exponencial, sao realizadas sucessivas antico-
mutagoes, para as quais substituimos as correspondentes relagoes (3.73).

No caso do comutador entre b(h) e a exponencial (3.121) teremos

b(h) eV = va > (A D b(R)BEbE dl d
w
= Mt p( Z D A (A D (=) M f) -
n! J1--dn m=0
k1...kn

of Lyt Lo dl Ll Ll

_ Mgy +anz Z (A1 (AD) e (A1)

m=0 ji.. ~dn
ky.. (km) kn,

%]m ;n dTn dl";?mdlt/’l Z (Al)m(h'“rJ f]m)d]t;m 9 (3125)

j'rmkm

onde VT , dT , (A1)m denotam fatores que nao aparecem no produto e (j,,), (kn) as
Jm km

somas que nao estao sendo realizadas. Note que para que o operador d,tm seja levado
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a tultima posigao a direita, deveremos realizar (m — 1) anticomutagoes, aparecendo

mais um fator (—)"!. A tltima soma em (3.125) resulta em

> i Ar o) (Pihs fr) d = (Peh, Ay gi,,) di(gi,,)

jm,km km

= di(AlP.n) . (3.126)

Como existem n destes termos, ja que m = 1,...,n, entao o fator 1/n! serd mudado
para 1/(n — 1)!. Portanto, a série exponencial é recuperada no segundo termo de

(3.125), e a relacao de comutagao fica

b(h) e = MV p(p) 4 df (AT PLR)] (3.127)
Da mesma forma, encontramos

d(h) et = AV () — b(A, P_R)] . (3.128)

As relacoes de comutacao entre os operadores bf(h) e d'(h) e a dltima exponencial
de (3.117) s@o obtidas pela conjugacao hermitiana, respectivamente, das expressoes

(3.127) e (3.128), para as quais obtemos

bi(h) e = BT (h) — d(Ay Pyh)] , (3.129)

df(h) eM® = e[ (h) + b(Al P_h)] . (3.130)

Seguindo o mesmo procedimento, o comutador entre b(h) e a exponencial (3.122)

fica dado por
b(h):e2': = A2 [h(p) 4 (AL PR = eV b([1 4 AL Poh) (3.131)
Substituindo 1 + Ay = A, esta expressdao pode ser escrita como
b(h):e(A2= b — (A=, p AT P p) (3.132)

Similarmente, podemos mostrar que

d(h):e(=A)ddT. — . o(1=As)sdd'. g A, p ) (3.133)
Tomando o hermitiano conjugado destas expressoes, obtemos as duas relagoes que
faltam

bT(h):e(Arl)bTb: = 1p(A2- 101, b'(AylL h), (3.134)
e

df (h):et=A9)dd", — (- As)add!. gt AT1 by (3.135)
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onde substituimos

P, AyP,h = B ou h=(Ayy ) MW,
P AsP_.h = K ou h=(As__)"'h",

e definimos

Assumindo a decomposigao (3.112) e usando as propriedades (3.66), as relagoes

de comutagao (3.127)-(3.135 ) s@o transformadas em

b(f) e = M (f) +df (Al f)] (3.136)
d(g) e = M d(g) b (A1 g)] | (3.137)
b(f):eA2- Db, — ;<A2*1>b*b-b(AT++ ), (3.138)
bT(f):e(Az_l)bTb: = el (AL f) (3.139)
d(g):e A9, = o(1-A)ddl g, g) (3.140)
di(g):e(t=49)4d", = o(1-43) ddT:dT(A;lf ), (3.141)
O (f)et® = eMPPI(f) —d(Asy )], (3.142)
di(g)e® = eMP[dl(g) + b(AL_g)] - (3.143)

Voltando ao célculo das relacdes de comutacao entre os operadores b, b', d,d' e a

matriz S, teremos

d'(g)S = di(g)CeMtd oAblh, Asdal, A

Tqt T T
OeAlb d :eAQb b: d’i‘<g) :eAgdd : eA4db

tat . Asbth. . Asddt -1
O eAibldt  (Aablb. . Asddt, dT(Ag__ ) eadh

-~

= Ot oAbt o Asddl (Audb [t AT gy 4 p(ALL AL g)]
= S[d'(AlZL g) +b(Al, ATl g)] (3.144)
onde foram usadas, respectivamente, as expressoes (3.141) e (3.143). Além disto,

quando o operador df passa pela primeira exponencial, aparece o fator (—1)%*, ja que

anticomuta com os 2n operadores que comparecem no expoente. O mesmo ocorre
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com a segunda exponencial. Comparando o resultado (3.144) com (3.114), vemos
que

Az =S8"" (3.145)

Ay=S"15 . (3.146)

Os indices (£4) em A; serdo omitidos por simplicidade de notagao.

Por um procedimento andlogo, usando (3.139) e (3.142), obtemos

b()S = SPbI(AL,f) —d(As AL, f)]
S

= SPI(SLf)+d(ST )], (3.147)

entao
Ay =St (3.148)
Ay=—ST, s (3.149)

onde a ultima linha de (3.147) é a expressao (3.115 ). Usando as relagoes de co-
mutacao (3.136), (3.138), (3.141), (3.143) e (3.113), obtemos
b()S = S[b(Axi.f) +d (AILAL L f) +b(A},_ALLAL /)]
= S[b(Shef) +d'(SLA]
entao
A =8,.5"". (3.150)

A relagao (3.116), com (3.136), (3.139), (3.140) e (3.142) leva a outra defini¢ao para
A17
Ay =-s5itst (3.151)

Se escrevemos S e ST na forma matricial

T T
I . St= Sﬁ Sf‘ , (3.152)
S, S__ st st

podemos mostrar, a partir da relacdo de unitariedade SST = STS = 1, expressas

pelas relacoes entre os elementos de matriz

Sy st +8, 8, =S5, +5 5, =1, (3.153)
S St 48,8t = st.s. 5.5 =0, (3.154)
S st +s s, =S5, +5 5, =0, (3.155)
S st +s st = s.s5 5.5 =1, (3.156)
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que os resultados (3.146) e (3.149) estao em acordo, assim como (3.150) e (3.151).
Portanto, com os resultados encontrados para os fatores Ay, ..., A4, a matriz S no

espaco de Fock fica dada por
e, oSe-SThetdt . (s1t-1pte. . (1-5T1)ddt. (STLS_jdb (3.157)

O fator de normalizacao C' permanece indeterminado. Como S é um operador

unitario em F, temos
1= (Q,8'80) = (82,80Q) =| C [* (™" 0, M) . (3.158)

Nao é ébvio que o produto escalar no lado direito de (3.158) seja finito. Fazer tal
exigéncia levara a restricoes sobre S, e conseqilentemente sobre os potenciais, ja
que A; depende de A,(z). Podemos calcular C' escrevendo o operador A; na sua

representacao espectral. Desta forma, a constante C' fica dada por

|C)? = ! : (3.159)
det(1+ AT A))

Para que esta constante de normalizacao seja finita, o operador autoadjunto positivo

|A1] deve possuir um espectro discreto, fazendo com que o determinante infinito em

(3.159) seja bem definido. Esta condicao é equivalente a exigéncia de que A; seja

um operador convergente na norma de Hilbert-Schmidt. O operador A; é definido
por

A=8, §1t=_gitst . (3.160)

Pela expressao (3.157), vemos que S~—! estd associado & exponencial de dd', que
comuta com o operador N e, portanto, é um operador que esta na classe de Hilbert-
Schmidt. Entao, a condicao de Hilbert-Schmidt recai sobre o operador S, =

P, S P_. Se esta exigéncia nao ¢ satisfeita, o vetor
M ¢ (3.161)

nao esta no espago de Fock. Isto significa que a producao de pares pelo campo
externo nao é controlada. Portanto, os potenciais que nao satisfazem a condicao de
Hilbert-Schmidt nao sao fisicamente admissiveis.

A demonstracao de que S, é um operador de Hilbert-Schmidt e, portanto, da

existéncia da matriz S, esta apresentada no Apéndice C.

3.5 Teoria de Perturbacao

Uma questao que aparece no estudo dos processos de espalhamento é a necessidade

de obtencao da série perturbativa para a matriz S de uma particula, ja que, de

43



forma geral, os potenciais sao dependentes do tempo. Este serd o objetivo central
desta secao.

O estado de uma particula h(t) para o campo de Dirac sujeito a uma interacao de-
pendente do tempo Hi(t), (3.100), tem sua evolugao dada pelo propagador unitario
(3.102) tal que

h(t) = U(t,s) h(s) = e =) p(s) (3.162)

é a solugao da equagao de Schrodinger (3.97), com H(t) = Hy + H;(t). Tal estado

pode ser levado a representacao de interacao pela transformacao
hi(t) = e ot p(t) | (3.163)

o qual satisfaz a equacao de movimento

d
i—chi(t) = HD(0) h(1) . (3.164)
sendo
H (1) = et (1)e~Ho! (3.165)

o operador hamiltoniano na representacao de interacao com
H =elV(x)—a-Ax)] . (3.166)

Se o operador H;(t) é limitado, a solugao da equagao (3.164) pode ser obtida de

forma iterativa, levando a série de Dyson

1+Z /dtl/ dts. / ity HO(0) HO (). HO (8) | B(s)

h](t) = —Z
= UU)(t s)h, : (3.167)

que ¢é convergente no sentido da norma de operadores. Na tultima igualdade as-
sumimos a série de Dyson como definicio do propagador unitario U (¢, s), que é o
operador evolugao temporal na descrigao de interacao. De acordo com (3.165), este

operador é definido por

UD(t,s) = eyt s)e iHos
oiHot o—iH(t=s) (~iHos (3.168)

Comparando esta expressao com a definicdo da matriz S, (3.105), podemos notar

que S é o limite do operador U()

S = lim UD(t,s) . (3.169)

S— — 00
t——+o0
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Entao, a definicao da matriz S pode ser expressa pela série de Dyson
S = lim

t t1 th—1
1+Z / dt, / dts... / dt, H () HD (t,).. HD (t,,)
t~>+oo
n—1
= Y (=) / dtl/ dts.. / dt, HD (1) HO (8).. HO (,,)

= Z (3.170)

n=0

com S© = 1. Os fatores do integrando estdo temporalmente ordenados, isto é,
ty >ty > ... > t,. As integrais em (3.170) poderao ser estendidas de —oo a 400
com a ajuda das distribui¢oes © de Heaviside. Entretanto, como os fatores H 1(1) (t))
nao comutam, o ordenamento temporal deverd ser mantido.

Como estamos assumindo que os potenciais se anulam para t — +oo, entao
/ ar ||HO)|| < oo (3.171)

faz com que a série (3.170) também seja convergente na norma. Entao ela define
um operador unitario em H;y, e, consequentemente, fica garantida a completeza dos
estados assintoticos.

A matriz S no espago dos momentos é obtida escrevendo os operadores hamilto-
niano livre Hy e de interagao H;(t) no espago dos momentos, sendo que o primeiro
é o operador

Ho(p) = Bm+a-p (3.172)

Portanto, a n-ésima ordem da série (3.170), S no espaco dos momentos fica dada

S (p,q) = W / dt, / .. / it [ o1y

mHO PV (t;p — p1) e (20D I (15 p) — py)...
et Hoeo) (4 - p ) — ) e M Ho(@) (3.174)

por

A matriz espalhamento S no espaco de Fock, (3.157), é escrita em termos dos

elementos de matriz S14+ = PLSP., 0s quais serao apresentados a seguir.
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O elemento de matriz Ssrn_) = P.S™P_ é obtido a partir dos operadores de

projecdo no espaco dos momentos?

P(p) = e(E+d-p+om),
P.(p) = Se(E—d-p—pm), (3.175)

resultando em

tn—1
SOp.a) = Peb) g [ dn / oo [ty [ Ppreips

e2t1H0( )Hl(tl p— pl) i(t1—t2)Ho(p1) Hl(t2 p1 — pz)
tn—1—tn)Ho(Pn— 1)]_]1 n’pn . _q)e itn Ho(q )P (q>

tn 1
- (2 3n/2/ dtl/ diy.. / eI E(P) +Zt"E(q)/d pr...d’pp_1 -

P+()H1(t1;p pl) it tzHO(pl)Hl(% P1 — p2)

e o=t Hoent) f7, (¢, p,, | — q) P_(q) , (3.176)

onde usamos
P.(p) Ho(p) = £E(p)Ps(p) = Ho(p) Ps(p) , (3.177)
Po(p) e 1P = ~i1HID) P (p) = HEP) P (p) (3.178)

e estamos denotando p° = +FE(p) e ¢° = +F(q).

Como ja foi dito anteriormente, para que S exista devemos ter a convergéncia
na norma de Hilbert-Schmidt da série perturbativa S;_[A]. A demonstragao de que
tal exigéncia é satisfeita estd apresentada no Apéndice C.

As integrais em ¢ na expressao (3.176) podem ser estendidas de —oo a +00 se

usamos a funcao retardada
Sr(ti-1 — ;) = O(t;1 — 1;) e =P (3.179)

que garante o ordenamento temporal no termo S™ da série de Dyson para a matriz
S, ja que
1, para t;,_1>t;,
O,y —t;) = pata tj-1 =1 (3.180)
0, para t;_; <t;.

Portanto, teremos

Ss_n_)(p,q> = 3>n/2/ dtl/ dtg / dt e”lE p)titn 2 q)/d3p1...d3pn1'

'P+(P) Hi(ty;p— P1)9(t1 — ty) e i tQ)HO(pliHl(t% P1 — P2)...

g

L O(ty_y — t,) e W=t Holen) [ (- p,  — q) P_(q) . (3.181)

-~

$Vide Apéndice B1.
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Podemos calcular as integrais temporais com a ajuda da transformada de Fourier

distribucional ) ) .
Sr(po, p) = \/ﬂgli%i 0 dt eiPot=et g=itHo(p) (3.182)
sendo que
Sr(t;p) = \/%/dpo Sr(po,p)e ™" . (3.183)

A propriedade (3.62) dos operadores de projecao Py, leva a definigao (3.182) a ser

escrita como

~

Sr(po,p) = (Py+ P-)Sk(po.p)
1 o0 . .
= lim dt [Py (p)ePot—st e~itHo(p) 4.

V21 e—0t Jy

—|—P, <p)eip0t75t efitHo(p)]

1 P, P

o \/ﬂ{po—E(p)+iO+po+E(p)+i0}
i [pwo—i-erm} 0
V2r | pg — B*(p) +ipo0]

onde usamos as expressoes (B.31) e (B.32) para P, e P_, com @ = 7. Fazendo as

(3.184)

substituicoes

p=Ep), p=pi-p°, F=7"P0—-7P, (3.185)
a equagao (3.184) pode ser escrita na forma covariante

T o P =m0

?
= —=5"p)"", 3.186
Vo (3.186)

sendo que estamos denotando p = (p°, p). Note que as fungoes S™(p) diferem das

transformadas de Fourier $7¢(p) , (B.57), nas poténcias de (27). Com o resultado
(3.186 ), a expressao (3.183) fica
l

Sr(t;p) = o

/ dpy S (p) o7 40 (3.187)
e o elemento de matriz Ssrn_), (3.181), pode ser escrito como

n —1 o i i
S-(‘r—)(p7 q) = (275)571/)2—1 / dty...dt, /d3p1-~d3pn—1 /dp?---dp21 el F@)FinEla) .
-Po(p) Hi(ti;p — p1) S (p1) e 200 A0 1, (15 py — o).

ST (pg) @m0 s O (£, p, 4 — @) P(q)
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= —<_Z) /d4p1...d4pn1 /OO dtldtn eitlE(p)+itnE(q) :

(27T)5n/2—1 -
Py (p) Hi(ti;p — p1) S™ (p1) e 720000 10 (15, py — po)...
ST () et Pe)o N0 (3 op 1 — ) Po(q) . (3.188)

Usando a expressao covariante

VY H(t;;pj1 —p;) = e(V —=7-A)t;;pj-1 — Pj)

= e A(tj;pj-1 — Pj) (3.189)
e a transformada de Fourier do campo eletromagnético externo
1 ikt
Atj;pj—1 —pj) = Nor: /dkj Alkjipja —py)e ™Mb (3.190)

podemos facilmente realizar as integracoes em tq,...,t, e depois em kq,...,k,, de

forma que o elemento SS:L_) (p,q) resulta em
n —1 n re
S (p,a) = # e /d“pl--.d“pnl Pr(p)7" Alp—p1) S (p1) -

- A(p1 — p2) Sret(m)m Sret(]?n—l) Alpn1—q) P_(q) . (3.191)

Por um procedimento analogo, obtemos as outras trés projecoes

S (p,a) = Pi(p)S™(p,q) Pi(q) , (3.192)
S"(p,q) = P_(p)S™(p,q) Pi(q) . (3.193)
S™(p,a) = P-(p)S™(p,q)P-(q) . (3.194)

As quatro projegoes podem ser resumidas na expressao

S¢(p,a) = %en/d“pl---d“ml P:(p)7* Alp —p1) S (p1) -

- A(pr — p2) S (p2)-. 5" (Pn—1) A(pn—1 —q) Pe(q) . (3.195)

Os processos de espalhamento sao avaliados pela probabilidade de transicao entre

os estados assintéticos ¢ e U no espago de Fock, definida por
Py = [Ss)* = |(@,89)[* . (3.196)

O célculo do elemento de matriz S;; envolverd as projegoes Si+, cujo termo de n -
ésima ordem é dado pela expressao (3.195). Por exemplo, o espalhamento de elétrons
no campo externo descrito pela segunda exponencial de (3.157), estd associado a
projecao S,,; a producao de pares elétron-positron, representada pela primeira
exponencial de (3.157), envolve as projegoes S, e S_,. Como veremos mais adiante,
no calculo da producao de pares elétron-pésitron a uma temperatura diferente de
zero, havera a necessidade de se calcular o processo de producao destes pares a

temperatura zero, obtida a partir da expressao (3.195).

48



Capitulo 4

O Campo de Dirac Dual em Segunda Quantizacao

O objetivo central deste trabalho é construir a representacao de Fock para o forma-
lismo de matriz espalhamento para tratar processos de espalhamento a temperatura
finita para o campo de Dirac. A temperatura serd introduzida no formalismo de
matriz S através do método de TFD. Neste formalismo os efeitos de temperatura sao
introduzidos através de uma transformacao de Bogoliubov térmica realizada sobre
o espaco correspondente a um sistema duplicado, composto pelo sistema original
(a temperatura zero) e seu dual, que é construido seguindo as regras de conjugagao
dual (til). Portanto, para que seja aplicada esta abordagem ao formalismo de matriz
espalhamento, deveremos definir todos os elementos apresentados no Capitulo 2
para o sistema dual (til), e com isto construir a teoria de espalhamento para o
sistema duplicado e introduzir os efeitos de temperatura através da transformacgao
de Bogoliubov.

Neste capitulo apresentaremos a construcao da matriz espalhamento no espago
de Fock para o campo de Dirac dual sob a acao do campo eletromagnético externo
AH(x). Apesar da semelhanca entre o sistema dual e o original, optamos por apre-
sentar a construcao para o sistema dual a imagem daquela para o sistema original
(Capitulo 2) para deixar claro seus detalhes e, principalmente, para destacar suas
peculiaridades.

No Capitulo 1 apresentamos os elementos de TFD numa notacao diferente da
usada na constru¢do da matriz S para o campo de Dirac (Capitulo 2). No que
segue, adaptaremos a notagao de TFD de forma a ficar proxima daquela usada na
construcao da matriz espalhamento.

Como vimos, o sistema dual é obtido a partir de um mapeamento antilinear do

espaco direto, o qual é explicitado pelas defini¢oes (2.16), (2.17)

Plu) = Flo.d)=[Flo)]|®1d) = [Flo)l @ a]
Fly)y = Flo,6) =10) @ |F16)] = Io) @ [(6] FT] . (4.1)
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Apesar de todos os elementos do sistema dual serem diferenciados dos seus cor-
respondentes no sistema original apenas pelo til, eles escondem o comportamento as-
sociado a um sistema conjugado, como mostram as defini¢oes (4.1). Melhor dizendo,
quando escrevemos que uma “particula” de funcao de onda h é criada como resultado

da atuaciio do operador de criacio af(h) no vacuo |0), isto corresponde a

h=a'(h)|0) = (0|a(h) = A, (4.2)
ou seja, na verdade este operador cria uma “particula” com funciao de onda* Af.
Na notacao que adotaremos usaremos o “til” para representar todos os elemen-
tos correspondentes ao sistema dual, a qual nao deixard explicitas as propriedades
dos espacos conjugados. No entanto, em pontos deste desenvolvimento que se faca

necessario, voltaremos a destacar esta caracteristica do sistema dual.

4.1 Segunda Quantizacao no Espaco de Fock Dual

O espaco de Fock é definido como a soma direta de todos os espagos de Hilbert de
muitas particulas. O espaco de Hilbert dual de uma “particula”f, ﬁ, ¢ o conjunto de
todos os estados de uma particula @ (x) de quadrado integravel (L?(R?)). Definimos

o estado de n particulas como

Pu(x) EHa = H1® ... @ H, . (4.3)
Os estados que representam muitas particulas idénticas devem ser simetrizados
ou antissimetrizados. Se definimos o operador de (anti)simetrizacio S, teremos o

estado simetrizado

- 1 -
Ston = EZgon(xm,...,xﬂn) (4.4)
para as particulas que obedecem a estatistica de Bose, e o estado antissimetrizado
o~ 1 o~
Sn Pn = E Z(_l) SOH(XWN "'7X7rn) (45>

para as particulas que obedecem i estatistica de Fermi. Esses operadores ST sdo
os mesmos operadores de projecao definidos pelas expressoes (3.5). Sendo assim, os

espacgos duais de n particulas sdo os espagos de Hilbert (anti)simetrizados

HE=SEH, (4.6)

*Como h denota a funcao de onda de uma particula dual, a funcao conjugada deveria ser
representada por h*. No entanto, antecipando a notacao apropriada para o tratamento de

quadriespinores, estamos adotando hf.
TPara o sistema dual escrevemos “particula” (entre aspas) j& que ndo se trata de particula fisica.

No entanto, no que segue omitiremos as aspas por simplicidade.
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e o espago de Fock correspondente a sistemas duais de muitas particulas é definido

como
FrrelX Hi=HooHi®(HioH)i&..aoH:e .., (4.7)

onde
Ho=aQ , (aeC) (4.8)

é o espaco unidimensional que constitui o vacuo do sistema dual®.

Um elemento do espaco de Fock F ¢ dado por

q)i: (9507@/17@/;7“') Efi (49>
onde
P e HE (4.10)
(§]
Po=a0 € Hy (4.11)

sao os estados (anti)simetrizados de n particulas. A partir deste ponto usaremos a
notacao simplificada na qual omitiremos o sinal + nas quantidades (anti)simetrizadas.

O produto escalar entre dois elementos do espaco de Fock dual é definido como

[e.9]

(E) ) EI) = Z(@n ) {pvn)n (4.12)

n=0

onde (), é o produto escalar em ﬁn A independeéncia entre os sistemas original e
dual leva a
(®,0)=0, (4.13)

sendo ® um vetor do espago de Fock F do sistema original e ¥ um vetor do espagco
de Fock F do sistema dual.
O espaco de Fock Féo espaco composto por todos os estados de muitas

particulas de norma finita,
|| =(@,0) = [I§]2 < oo (4.14)
n=0

Podemos definir operadores de criacao e operadores de aniquilagao, que mu-
dam o ntimero de particulas do sistema. Os operadores de criacio a'(h), que cri-

amparticulas de fungao de onda he 7'Nfl, sao tais que

al(h)Q=h, (4.15)

fNa notacéo de TFD, o vacuo normalizado Q ¢ representado por |0).
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onde h € H;. Sua acao sobre o espaco de Fock dual muda o estado do sistema de

um setor de (n — 1) particulas para o setor de n particulas, ou seja,
(@ () @), = vV SE(h & But)n - (4.16)

O fator y/n torna estes operadores nao limitados para bésons. No entanto, para

férmions, os mesmos sao limitados
ta'(my@ 1z <l r ]| (4.17)

e definidos sobre todo F~. Os operadores de criagao ELT(iL) podem ser escritos em
termos de funcionais a valores de operadores a'(x) e a'(k), que sdo geralmente
chamados, respectivamente, de operadores de campo no espaco das coordenadas e
operadores de campo no espaco dos momentos. Estes funcionais definem o mapea-

mento h — af(h)
at(h) = /dgx&T(X) h(x)
= / d*kal (k) h(k) , (4.18)

que expressa a linearidade de a' com respeito a h. Na definicao acima, iL(k) é a
transformada de Fourier de h(x).

Seja o conjunto {71]} dos vetores que formam uma base ortonormal em Hj, e
{izj} seus conjugados. As definigoes (4.18) podem ser escritas como um produto

escalar complexo formal
af(hy) = (h},d'(x)) , (4.19)

onde definimos
(h, W) = / bt (x) W (x) = Z / &z hi(x) 1) (x) . (4.20)

Motivados pela semelhanca entre a expressao (4.19) e a defini¢ao dos coeficientes de

Fourier, podemos escrever os operadores de campo como

il (x) = 3l (hy) B o0) = 0l (R]) ) (421)

a'(k) =Y _al(hy) hi(k) = al(hl) hy(k) . (4.22)

Os operadores de aniquilagcao d(ﬁ) eliminam particulas de funcao de onda iL,

reduzindo o nimero de particulas do sistema. Eles sao definidos como

(@(R) B)(x1, %) = VAT / B R (%) Grst (5, %1, %) (4.23)
a(h)Q = 0, YheH . (4.24)
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A expressao (4.23) mostra a dependéncia antilinear de 5(5) com respeito h, e vale a
relagao
(@'(h) U, ®) = (T, a(h) D) . (4.25)

Portanto, os operadores de criagao, definidos em (4.16), sdo os adjuntos dos ope-
radores de aniquilagdo (4.23). Da mesma forma que para os operadores de criagao,
podemos definir os operadores de campo no espago das coordenadas, a(x), e dos
momentos, a(k), tais que

ath) = /d?’xiﬂ(x)d(x)

= / &k ht(k) alk) (4.26)

a(x) = Z h;(x)a(h;) = Z hi(x)a(hl) (4.27)

a(k) = Z h;(k) a(hy) = Z hi(k)a(hl) . (4.28)

O conjunto dos operadores que atuam no espaco de Fock F é formado pelos
operadores que mantém o numero de particulas constante e pelos operadores que
mudam o nimero de particulas do estado dual, como os de criagao e de aniquilagao.

Podemos definir o operador niimero de particulas

N =Y al(i)ath) = [ draltoat) . (4.20)
J
que nao muda o nimero de particulas do estado. De fato, sua atuacao num estado

de Fock resulta em

(N®), = ) (@'(hy)a(hy) ®)n

= (@), , (4.30)

onde (), representa a n-ésima componente do espago de Fock. O resultado (4.30)
mostra que o operador ﬁ tem a propriedade de determinar o niimero n de particulas
do estado. Este é um operador autoadjunto positivo, e todos os operadores A que
comutam com ele nao mudam o nimero de particulas do sistema.

A qualquer operador (limitado) AV(X) de uma particula, que atua no espaco de

Hilbert ﬁl, pode ser associado um operador A que atua no espaco de Fock, definido
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como

= > (b, A)hy) @' (hy) alhe) | (4.31)
tal que

A8), = Y |y, A h)al () alhn) @]

> A(Xp) Bolx1, 00, %,) - (4.32)

Os operadores de criagao e aniquilacao devem satisfazer a dgebra comutante (—),
no caso de sistemas bosonicos, ou anticomutante (+), para sistemas fermionicos,
cujas relacoes basicas sao

a(h) a&T(;Q)LF = (h1,ha) (4.33)

sendo as demais nulas. Estas relagoes de (anti)comutacao podem ser obtidas a
partir das defini¢oes dos operadores de criacao, (4.16), e de aniquilagao, (4.23). A
independéncia do sistema original e seu dual (til) faz com que todas as relagoes de
(anti)comutagao entre operadores dos dois sistemas se anulem.

Como no caso do sitema original (Se¢do 2.1), a irredutibilidade do espago de
Fock e as relagdes de (anti)comutagao (4.33) levam a uma equivaléncia entre os
vetores EL do espago de Hilbert ﬁn, e o setor de n particulas do espaco de Fock F.
Podemos mostrar esta propriedade considerando que o setor de uma particula (213)1

do espacgo de Fock possa sergerado pelo vetor

ﬁaT(h) Q, (4.34)
e entao
(@' () Q, a'(ha) Q) = (2, d(ha)al(h) Q)
= (Q, [(h1, o) £ @ (hs) a(h1)] Q)
= (hy,h) (4.35)

ou seja, o vetor do espaco de Fock aT(h) Q, (4.34), é unitariamente equivalente ao
vetor h do espago de Hilbert H1 A extensao para o setor de n particulas leva a

COI’I‘GSpOIldGIlCla entre os vetores

@R @), e VnSEHh® Fai)n - (4.36)

Esta equivaléncia permite-nos definir a evolugao temporal dos vetores no espaco de

Fock a partir da dinamica de uma particula definida sobre o espaco de Hilbert ﬁl.
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4.2 Evolugao Temporal no Espaco de Fock Dual

O formalismo de TFD estabelece que os operadores, estados e equagoes associados ao
sistema dual devem ser obtidos do sistema original, através das regras de conjugacao
dual (#il) (2.29). Portanto, a um sistema cuja dinamica de uma particula é regida
pela equagao tipo Schrodinger "

—=Hh 4.37
o=, (437)

correspondera um sistema dual com a dinamica dada pela equacao

dh

— ——Hh 4.38
at ’ (4.38)
que tem como solucao a transformacao unitaria

h(t) = h(0) =T h | (4.39)

onde H é o operador hamiltoniano do sistema dual, e U o operador de evolucao
temporal. Comparando a expressao (4.39) com aquela para o sistema original, (3.44),
vemos que a evolucao temporal de h se d4 no sentido inverso da evolucao de h.

Se, no lugar de iL, tomamos as funcoes fz(t) como fungoes teste dos operadores

no espaco de Fock, teremos

al(h(t))® = al(Uh) & . (4.40)

Podemos introduzir o operador evolucao temporal ﬁ no espago de Fock tal que este

mantenha o vacuo invariante,

uQ=0, (4.41)

e seja definido por

(U, = (@0)5n
= SEUh@Uhy® ... Uhy) , (4.42)

onde ©,, é um estado de n particulas
Fn =S @ hy ® ... ® hy) . (4.43)

O operador ﬁ ¢ unitario, portanto, existe o operador ﬁ_l, tal que ijNJT = fjfj_l =
1, de forma que podemos escrever
(Ual(h) @), = (Ua'(h)U Ue),
= (Ual(hyU W), . (4.44)



onde definimos ¥ = U ®. Por outro lado, usando a definigao (4.43) temos

(Ta'(h) @), = (@7, U)VnSE(h® Gps)
= VS (Uh @ (@)Z1U)@n)
= @'wonv),, (4.45)
Comparando os resultados (4.44) e (4.45), vemos que o operador de cria¢do depen-

dente do tempo pode ser escrito como

al(h(t) = a'(Uh) = Tal () T =af(h) , (4.46)
e seu conjugado
a(h(t) = a(h) = Va(h) T =a,(h) . (4.47)
Se derivamos a equagao (4.42) com relagao ao tempo,
i(f}&")) = i(@” U) @, = iSi(fNNL ® Uhy @ ... ® Uh,,)
e T
= i) 1®.®HHe..©1)(U),
j=1
- i |[AUd),] (4.48)

obtemos a equacao de evolugao para o operador U

d ~ o -
i—U=-HU--UH, (4.49)

onde definimos o operador hamiltoniano E no espago de Fock como

H=) (19.0H)2..®1). (4.50)

J=1

Nesta expressao o indice (j) significa que o operador H ocupa a posi¢ao j no produto

direto. A solugao da equagao (4.49) é a transformagao unitéria

= oHt (4.51)

Ich

Na expressao (4.31), estabelecemos a relagdo entre operadores no espago de
Hilbert e seu correspondente no espaco de Fock. De acordo com esta definigao,

podemos escrever

H = > (b, H(x)hi)al(hy) a(hy)

ik

_ / Pl (x) B(x)alx) , (4.52)



e sua atuacao num estado de Fock fica dada por

n

H?), = Y (10.0H)®..01)F,
j=1

= Y H(x)) Pulx1, %) - (4.53)

j=1
Os operadores de criacao dT(ﬁ) e de aniquilacao dt(fl) tém sua evolucao temporal

dada pela equacao de Heisenberg,

—aj(h)y=i[H, a(h)- (4.54)

que pode ser obtida diferenciando a expressao (4.46) com relagao ao tempo e levando
em conta a defini¢ao (4.51).

Para o sistema dual, varias quantidades associadas aos observaveis do sistema
original sao calculadas como valores esperados dos correspondentes operadores no
estado de Fock, a saber

(A)y = (B,A8) . (4.55)

Na préxima secao iremos aplicar o método de segunda quantizacao, apresentado
nesta se¢ao, ao campo de Dirac dual sujeito ao campo eletromagnético externo
independente do tempo A*(x).

4.3 Campo de Dirac Dual

O campo de Dirac dual tem seu espaco de Hilbert de uma particula H; = (L2(R?))*

formado pelas funcoes de onda espinoriais®
h=( I hy by ha) (4.56)
e dotado do produto escalar
() = @iﬁ):/ﬁ%ﬁ@ﬁwm
= > / d*z hl(x) hi(x) | (4.57)

onde r=1,2,3,4 ehf é0 quadriespinor

- Lt
pt=1| 22 | . (4.58)

$Como podemos notar, o vetor h pertence ao espaco formado pelos vetores de estado usualmente
representados por <B|
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A dinamica do campo de Dirac dual num campo eletromagnético externo inde-

pendente do tempo, em 7'~ll, ¢ dada pelo operador hamiltoniano

H=Hy+ H, , (4.59)

onde
Hi=e(V-a -Ax), (4.60)
e fizemos h = ¢ = 1. O hamiltoniano H possui um espectro formado por um

subespaco de energia positiva e outro de energia negativa. A projecao em cada
subespaco é realizada pelos mesmos operadores de projegao Py, definidos em (B.31)
e (B.32), com as propriedades (3.62) e (3.63). Portanto, o espaco de Hilbert H pode
ser decomposto em
Hy = PuH, | (4.61)
tal que
Hy= P, H,® P_H, . (4.62)

Os operadores de campo também podem ser decompostos em partes correspon-

dentes a energia positiva (d) e energia negativa (b), como

a(h) = b(P_h)+d(Pyh) , (4.63)
at(h) = bo'(P_h)+d'(P.h), (4.64)

onde estamos assumindo
b(P.h)=0=d(P_h) . (4.65)

Assim, a definicao do vécuo Q, (4.24 ), torna-se

b(P_h) Q=0=d(P.h) Q. (4.66)

O operador hamiltoniano no espago de Fock foi definido em (4.52) como

H = "(hy, Hx) hi)al (hy) alh) | (4.67)

jk

onde h; é a base de H = ﬁ+ @ H_ e escrevemos o lado esquerdo de uma forma
ligeiramente diferente, adequada aos nossos propositos mais adiante. Se separarmos
o conjunto {h;} em f; e §;, de forma que f; seja base de H. e §; base de H_, o
hamiltoniano (4.67) pode ser escrito em func¢ao dos operadores de campo b, bt d, df

como

H =[5, 7 a0)0(55) bw) + (1 fo)d(F)d(f)] - (4.68)

ik
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Assim como o hamiltoniano H no espago de Hilbert, o operador (4.68) no espaco de
Fock nao é limitado. No caso do sistema dual, enquanto H do sistema fisico deve
ser limitado inferiormente, E deve ser limitado superiormente. Para contornar este
inconveniente, trocamos os papéis dos operadores ded , levando a definigao (4.63)

w(h) = b(h_) +d'(hl) , (4.69)

onde hy=Pih. O adjunto na funcao teste de d’ é necessdrio para nao alterar a
linearidade de @Z com respeito a h. Com objetivo de simplificar a notacéo, omitiremos
o adjunto e assumiremos, daqui em diante, a convencao de que aﬁ(ﬁ) é linear em h
ja que J(ﬁ) ¢ um operador de aniquilacao, e J(ﬁ) é antilinear. Portanto, teremos os

operadores de Dirac

(h-) +d(hy) , (4.70)
que, de acordo com (4.33), satisfazem a relagao de anticomutacao
{12(}31) JZT(;@)} = (711 ) il2) ) (4.71)

e, conseqiientemente, os operadores que correspondem aos subespacos H_ e H.

satisfazem a mesma algebra,

{b(h) ,bY(he)} = (P-ha,P-hs)
{d(ih) ’JT(%)} - (PJjLI ) PJE;) = (P+i12 ) Plel) : (4.72)

Assim como para o sistema original, os operadores l;,l;T estao associados a particula
dual e os operadores d,d" & antiparticula.

Os operadores de campo, de acordo com (4.18), (4.21), (4.26) e (4.27), ficam
dados por

G = [ Erdihe .
0 = [ il i (4.73)

e = DOl R0 = 3 R hyx)
) = DR dlhy) = SR x) D) (4.74)
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Se usamos a separacao {h;} = {f, §;} dos vetores da base de H, estas expressoes

tornam-se
D S A ERTANHE]
51(3;) 3 (0) + d( ;) £ ()]

513 d5(x) + d(F) fi()] (4.75)

0(35) 3 %) + 9(F;) fx)]

2
= " [0@) 300 +d'(7)) J )|
2

= [a) a0 + ') i) (4.76)

onde os vetores fj € 7:2+ e g; € H_ formam uma base ortonormal de H;. Das

expressoes (4.73) temos que

bi(h) = / P2 bt (x) h(x) = / d*pb'(p) h(p)

i) = [ bl ebex) = [ Eiie)ie). (4.77)
d'(h) = / &z di(x) b (x) = / d*pd'(p) h'(p)
i) = [ i = [ @pite)dp), (4.78)

) = 3 bk hi(x) = S bR R, (4.79)

di(x) = > d'(hy)hi(x) =Y _d'(hl) hf(x),
d(x) = Zd(ﬁj)/}}(x)zzci(/}})ﬁj(x). (4.80)

60



O operador hamiltoniano no espago de Fock, (4.68), com a redefini¢ao (4.69) dos

operadores de campo, fica escrito como

H = >[5, H30b'(6) 060 + (5 B d(f;) d'(f)

ik
= > |@ Ha B @) b - (£, BHR)d'(F)dF) +e] . (481)

jk
o qual é limitado superiormente, j& que bf,b correspondem ao espectro negativo e
CZT, d ao espectro positivo. Os operadores l;, b estao associados & particula dual de
e J, dr a antiparticula dual, as quais correpondem aos espectros de energia invertidos
com relagao ao sistema original. Portanto, o operador hamiltoniano E admite um
maximo correspondendo ao vacuo. Como ¢ € C nao contribuira para a dinamica
dos campos 1, nao serd considerado no que segue. Fazer isto é o mesmo que tomar

como defini¢ao do operador E, o produto normalmente ordenado

H-= / da® 2t (x) H(x) §(x): . (4.82)

Com a nova defini¢ao (4.70) para os operadores de campo, o vacuo Q ndo pode

mais ser definido por (4.66). O novo véacuo devera ser tal que
HQ=0. (4.83)

Assim como em (3.75), podemos introduzir os operadores de campo dependentes

do tempo
Ul (h) =9 (e MMh) = e P (h) ™, (4.84)
cuja evolucao temporal é dada pela equacao de Heisenberg
d =7y iy
Ewt (h) =it (h), H] . (4.85)

Aqui, assim como em (3.75), em (4.84) estamos tomando como funcoes teste h(—t),
o que corresponde a trocar particula por antiparticula duais.

Associado ao operador dependente do tempo &j (iz), teremos o operador de campo
no espaco das coordenadas 1) (x)=¢1(z), definido de forma andloga a (4.75),

Py = 7 [l 360 + o) F )]

= Z JT( —zHotgj)gj( )+JT(e—iﬁotfj)ﬁ(X)}

= 3 [P ;) g () + d(e™ ) F )
= Pi ) + Pt (@)D, (4.86)
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onde substituimos (4.84). Os indices (+) e (—) nas expressoes acima significam que
as quantidades estao associadas, respectivamente, ao subespacgo positivo e negativo
do espectro de f[o.

Considerando o caso particular da dinamica do campo de Dirac dual livre, temos,

de acordo com (B.73), que a funcao de onda de uma particula é
R (x) = (2m) %) / d'p [ AL (p) us(p) P + B (p) v(p) e PX| |, (4.87)

onde definimos

>
v

+
T
S~—
Il
<
» —
Z
>
i
|
CJ

(4.88)

e sua conjugada é dada por
h(x) = (2m) %) / d’p [@(p) her(p) e P>+ vi(p) ho_(p) €™ . (4.89)

Se usamos (4.88) e as defini¢bes dos operadores de campo, (4.77) e (4.78), os

operadores d e b, que aparecem na expressio (4.86), podem ser escritos como

i ™) = Y [ dpdm) ) m)
= Y [ @) ™ o) i-p)
= Y [ #pem) - dto) (1.90)

) = % [ i) ).
= 3 [ @imre ™ m) )
= > [ e ) ) ) (1.91)
Assim, o operador de campo ¥ (z ) pode ser escrito como
AR [ (e 0. (0) Fi(-p) o) F )+
o7t u (p) () Bl(p) 7 (x )]

= (2m) 3/22/ @*p [d,(p) ve(p) ¥ + B} (p) uy(p) e~
= 1@+ M), (4.92)
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onde usamos a definicao de transformada de Fourier

hl(x) = (27) 7 / P () e (4.93)

S(p—p) = Z hy(p) h(p') . (4.94)

lembrando que os indices (+) e (—) referem-se aos subespagos espectrais, conforme
a equacdo (4.86). Obtemos o operador adjunto, ¢ (z), multiplicando o hermitiano
conjugado de (4.92) por 7°, resultando em

@) = Pla)y° =
= @09y / d'p |dl(p) T(p) €7 + by(p) Wy (p) €7

= P(2)) +P(z) ) (4.95)

onde
u(p) = ul(p)?’,  T(p)Z=0l(p)y” (4.96)
As relagoes de anticomutagao entre os operadores de campo (livre) para tempos

arbitrarios resultam em fungoes que serao tuteis na construcao da teoria de espa-

lhamento. Elas sao definidas como
{$1@), 0@} = FT @O, 2@} + {FT@)D, 0w}, (497)

cujos campos sao dados pelas expressoes (4.92) e (4.95). Os outros dois anticomu-

tadores sao nulos pois envolvem os operadores bed Para as parcelas de (4.97)

teremos’
{JT(x)(Jr)ai(y)(_)} = (27T)_3/d3p%eip'(x—}’)
= —iSO(z—y), (4.98)
e
{F1@)O 0D}y = (@2n)* / d3pw2;$e-ip«x-y>
= —iSP(@—y), (4.99)
e entao,

(W), by} = —iSPD@—y)—iS(z—y)
= —iS(x—y), (4.100)

TVide Apéndice B1.
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que sao as mesmas fungoes (3.92)-(3.94) definidas para o sistema original. Portanto,
a distribui¢ao retardada S™(p), (B.57), a distribui¢ao avangada S*(p), (B.58), e o
propagador de Feynman S¥(p), (B.61), serdo também utilizados na construgio da

matriz espalhamento para o sistema dual.

4.4 Operador Espalhamento no Espaco de Fock Dual

Nesta se¢ao construiremos o operador espalhamento (matriz S) no espaco de Fock
dual, que estabelece a transicao entre estados de um sistema que é descrito pelo
operador hamiltoniano H (t) dependente do tempo. O operador S pode ser escrito em
termos da matriz S de uma particula, definida sobre o espaco de Hilbert H;. Sendo
assim, partiremos da dinamica de uma particula descrita pelo operador hamiltoniano

dependente do tempo
H(t) = Hy + Hy(t) (4.101)
com
Hi(t)=e(V(t,x) —ad-A)(t,x), (4.102)

cuja a evolugao temporal é dada, de acordo com (4.39), pela transformagao unitéria

h(t) = U(t,s) h =) fy(s) | (4.103)
onde

Ul(ts) = Uls,t),
Ut,s)U(s,r) = U(t,r), (4.104)
e A*(x)=(V(z), A(z)) é um potencial real. Para sistemas cuja interacao é de alcance

finito, ou seja, para potenciais que se anulam para t — 400, existem os operadores

de onda
. (forte) _ -
Wi = lim U(0,t)eHo!
out t—Foo
(f?rte) bt iHot
= lim e *"'e'0 (4.105)
t—F oo
e a matriz espalhamento S
g = Wj’ut /—W/l
(forte) o ~ ~ 5
= lim e *7°'U(t,0)U(0, s) e"'0*
= oo
(forte) ~ o~
= lim e "'U(t, 5) 08
t— oo
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(f(.”"te) ot i (¢ i
= lim e "% (t=3) gitos (4.106)
t— oo

como limites fortes em Hi, a qual é um operador unitario.
Na se¢ao anterior discutimos, na abordagem de segunda quantizagao, o campo
de Dirac submetido a um campo eletromagnético externo, A*(x), independente do

tempo. O espago de Fock F foi construido a partir do vacuo definido pelas relagoes

§

b(h)Q2 = 0=9(P-h)Q,
dh)Q = 0=y(P.h)Q, (4.107)
V}Nl S 7"21,

onde Py sao, respectivamente, os operadores de projecao nos subespacos espectrais
positivo e negativo do operador hamiltoniano de uma particula, H (). Assumindo
que os potenciais A*(z) se anulam para t — F00, nestes limites teremos a dinamica
livre. Portanto, esta hipotese nos permitira descrever a evolugao temporal do sistema
a partir da representacao de Fock do campo de Dirac dual livre.

O campo de Dirac dual livre, no formalismo de segunda quantizagao, é represen-

tado pelo operador no espaco de Fock

w(h) = b(P°h)+d'(P)h)
)

b
b(h_)+d'(hy) | (4.108)
sendo P? os operadores de projegao correspondentes ao operador hamiltoniano livre
Hy. No que segue usaremos a notacao P, para os projetores associados ao hamilto-
niano livre Hy.

O operador espalhamento S no espaco de Fock, se existe, é definido como

(SR =8 98 (Vh € Hy) (4.109)

e, portanto,

Ji(STh) =8 (RS (4.110)
As definigoes (4.109) e (4.110) estabelecem que S é um operador unitério e pode ser
determinado a menos de uma fase, que depende do campo externo A*(x). Esta fase

esta associada a amplitude vacuo-vacuo dual, e sera discutida mais adiante.

Das definicoes acima para o operador S temos que

= S4(5'h),
= S¢f(STh) . (4.111)

= =
lwat [wae

v
o
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Se consideramos a separacao das funcdes h € H; nos subconjuntos f € ﬁ+ ege ﬁ_,

ou seja,

h=Ph+Ph=f+7,

(4.112)

e escrevemos os operadores de campo 1,1 usando a decomposicio (4.70), as ex-

pressoes (4.111) resultam em

Su(S"f)
S [HS" )+ (S )

Syi(st
S [§1(5"9) +d(59)]

SIS )
S [5'(3" ) +d(3" f)]

9)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

onde subtituimos (4.65). Usando a mesma decomposicio (4.112) para ST f e ST g,

obtemos

Stf = pStf+pP Stf=PStP. f+P StP.
Stg = P.S'G+P §Gg=PSP g+PSP g,

(4.117)

jaque f = P, fe§=P_§. Entdo as expressoes (4.113)-(4.116) ficam escritas como

- s

= S

e
e

S [b'(ST,
S |b'(5T )+
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onde definimos §li =P, STP,.

A seguir, construiremos explicitamente a matriz espalhamento no espaco de Fock
dual. Este operador devera descrever todos os processos de espalhamento envolvendo
o campo de Dirac dual e o campo eletromagnético externo, que sao: aniquilagao
de pares elétron-pésitron, espalhamento de elétrons, espalhamento de pésitrons, e
criacao de pares elétron-pésitron. Além disso, a matriz espalhamento deverd levar
em conta os processos envolvendo quaisquer numeros de particulas e antiparticulas
duais. Assim, a matriz S no espaco de Fock é proposta ser da forma

S=C eArbd :eiwz :ei‘*‘mz pAad'®! , (4.122)
onde : : denota o ordenamento normal dos operadores, e a dependéncia dos potenciais
Ar(z) esté nos coeficientes A; e no fator de normalizacao C. Para determinarmos
os coeficientes A;, calcularemos as relagoes de comutagao (4.118)-(4.121) usando a
definigao (4.122) para a matriz S Desenvolveremos este calculo em duas etapas:
primeiro estabeleceremos as relacoes de comutagao entre os operadores BT,B, dt,d
e cada uma das exponenciais que aparecem em (4.122), e depois comporemos as
relagoes de comutacao desses operadores com a expressao completa de S

Podemos definir o produto de operadores da primeira exponencial de (4.122)

como

Arbd = (i, Arg)b(g;) d(fr) - (4.123)
ik
De fato, usando a definigao do produto escalar, (4.57), e as expressoes (4.79) e (4.80),

teremos

S D) Mg d(h) = 3 [ Fio0 A (0 63 )

gk gk

== Albd
Analogamente,
Dbt = 5" (G, Asgy) b(35) B ) (4.124)
jk
Asdtd =37 (Fu, ) di(F) d(fe) - (4.125)
jk
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Assim,

=1
= Z_ Z (Al)l"'(Al)nbjldkil"'bjndkn
=0 jl In
oo 1 _ _ ) o )
= Z_ Z (A1)1~--(A1)nbj1...bjn dkn---dkl
-0 ;

ky . kn
(e.) 1 ~
= S = S (A (A iy edi, By By () (4126)
nik

:eEQBBT: = i% Z (Egi)y)":

n=0 J1---In
kq...kn
=1 s ~ . .~ N
= Zg > () (A1 (Ag)n b BE by by, (4127)
L
~ . e 1 ~ - -
pAsdid, :ZH(A?’de)
n=0
o0 1 -
= > Z (As)roo(Ag)y .l dy, ., | (4.128)
n=0 - i
onde estamos denotando
(%1% = ( 1931)7
(AQ)Z = ( AQg]L)v
(A3); = ( Ai’)f]z)u (4.129)
= b(g;)

bi, 7
di, = d(fi,) -
As relagoes que envolvem a tltima exponencial de (4.122) serao obtidas tomando o

hermitiano conjugado das relagoes correspondentes a primeira exponencial.
S o o -
Os operadores b, d comutam com e41%?, os operadores b, b' comutam com :e43'?:

Abe

e
os operadores d, d' comutam com :e ;, j& que todas estas situagoes correspondem
a numeros pares de anticomutacao. Para calcular os demais comutadores utilizare-

mos as relagoes de comutagao (4.72) e as definigdes (4.77)-(4.80).
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A relaciio de comutaciio entre a exponencial (4.126) e o operador bf(h) fica

BT(iL) egli’d = Z Z Al 'Bjn (ikn~-'d~k1
won
— M 6*(%) +

31 Jn
ki...kn

-Ejl...?/jm
= hbd 6*(%) +

+§:m§: S A A (A by, oy, -

b di.

.

m=1 j1...(Jm)..-Jn
k1...(km)...kn

il > (A (G50r B d, -

j77l7km
Mas,
> (A)m (Gjr ) di, > (e A1G,) (Gjus =) d( i)
jm,km ]mykm
d(As_h) ,
entao
BT(E) eAibd  — eglbdl;T() +
00 1 n N _ N ~ ~
+§:Ei > (A1 A (A by
n=0 " m=1 ji...(Gm)--in
ky...(bm)...kn
dy -, - JMﬂZH_m
= eAlBligT( Z Z Al b "l;jn—l .
=0
Aoy AR T
onde denotamos A, = P,A;P_ e estamos usando ?/km, ;l,Cm e (J;Xl)m

(4.131)

para re-

presentar os fatores que nao aparecem no produto e (j,,), (k) para as somas que

nao estao sendo realizadas.

recuperada, resultando em

Z;Jr(il) eﬁﬁd _

oAb E@y+ﬂﬁH_m].
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Para a mesma exponencial (4 126) e o operador df(h) obtemos

di(h) b = Z DS A dyydy, by, D,

]1 Jn
ki...kn

S Y Y A (B oy

m=1 ji...(Gm).--dn
kpee(km)---kn

Bjee Wy S (A (i, fi) by, + 19 dF () (4.133)
jmykm
Para a tltima soma do primeiro termo temos

> (A (B o) Ui = D (s A1) (s fi) 0(G5,)

jmykrn ]mykm

= Y (b Aig,) b(Gs,)

Jm

- / do (AR ) B(x) = DAL, F) |

e, portanto,
U e 1 ~ ~ ~
dt(h) et = eAlbddT(h)+Zmn > ()M AD A (A
n=0 J1---(Gm)---dn

kpee(km)..-kn

dk dk‘n Jn* %m6]16(211-7+ h)
_ eAlbd dT(h) . eA1bd b(AJ{7+ h)
_ b [JT(FL) —b(Al_, ﬁ)} . (4.134)

Uma relagao para a exponencial (4.127) é

~ o~ = ""T ~
b<h):eA2bb: = an Z AQ) bLl bznbjn b

J1---Jn
ki...kn

+Z 5 Z (=) (A2) 1 (Ao) e (A2 -

! m=1 ji.. .dn
k.. (km) kn

~ ~—'~ ~ ~ - ~
O, W B D Wb > (A2)in (B, k) by -
Jm km
O primeiro termo tem a exponencial recuperada, e para o segundo termo calculamos

D ol G bin = 3 (G A> ) (e ) (5)
= Y (he A2y, (Gs)
_ / B (AR (x)b(x) = b(AL__h) .
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t f 1 ns =
b(h) : e/ et b(h)+zm > (M(A)r (Ao
n=0 m=1 j1--Gm)---Jn
kq-..(km)...kn
~ 7t ~t i ~ ~ ~ ~F ~
(A B W B By by (A )

Fazendo a substituicao (1 — ;ig) = Ay, a expressao acima fica escrita como
b(R):e0— A2, — o(=ABT O qY Ry (4.135)

Tomando o hermitiano conjugado desta ltima expressao, obtemos a relacao entre
a exponencial (4.127) e bf(h). Como

[5(,3):6(1_3)553}* _ [e(l B (B "

:e(l_énw:y(ﬁ) = (B _h) e(1-BNT,

entao

bt (As__) el AT, o (1-Aa)biT, b(h) . (4.136)

Escrevendo

Ay _h=N — h=A'_N, (4.137)
a expressao (4.136) fica
b (R) eI ADBT . — o= A)BT G A1 fy (4.138)

O comutador entre a exponencial (4.128) e d(h) fica

d(h):cd'd, = Z S (A Vo d(R)dE .dt dy,...dy
| J1 In n 1
" L '
1- n

Al (i) +Z Z S (A (Ao (As)n

. m=1 ]1 (]m) -Jn
k1...(km)...kn

~ ~~I— ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
dl ol ol iy iy Y (As)m(f s ) d,

Jmykm
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Mas
S Al h)die =Y s Asin) (Fior s 1s) d(fi)

jmvkm jTVL7k:77L

portanto,

Aodtd Fodtd /7 1 ~ =
d(h) eAsdld. — .oAsdld. d(h) + Z ] | Z | (Az)1--(A3)m-.
n=0 =L mean

que, com a substituicao (1 + ;_13) = Aj, resulta em
J(ﬁ):e(’%_l)‘ﬁd: = oA Dd'd, d(As 4 h) . (4.139)

A relacao desta mesma exponencial com cﬁ(ﬁ) ¢é obtida pelo hermitiano conjugado

da expressao acima,
o et Y
[d(h):e(D_l)de:} = [:e(D_l)de: d(D, h)}

a(Df-1)d"d. JT(E) _ cﬁ(f)++ 71) o(DT=1)d1d. 7

ou seja, ) B o
eAs=Dd'd. gt (py = g (AL, , h)e(As=Ddd, (4.140)
que pode ser reescrita como
dt () :eWs= DA, — o(As=Ddd gr AL Fy (4.141)
se definimos
AL h=N = h=A'N. (4.142)

As relagoes de comutagcao para a ultima exponencial de (4.122) sdo as hermitianas

conjugadas da expressao (4.132),
oot
B ()| =

|
AING(R) = [B(R) + dl (A, R)] ATV
b
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e da expressao (4.134),
e ki
[d*(h) eAbd] [
MRy = |d(R) - B(AL, B)| MMV
T7 AT dtpt ATdtot 7+, T 7
d(h) eI — AT REAT )

()~ BALL )]

ou, respectivamente,
b(h) eAad't! = (Asd'H! [E(ﬁ) —df(Al, E)} , (4.143)

d(R) eMadV = oAad'd! {J(ﬁ)+5*(ﬁ4,+ ;3)] . (4.144)
Levando em conta as novas definicoes das exponenciais que correspondem ao

espalhamento de particulas, (4.135), e de antiparticulas, (4.139), a expressao para a

matriz espalhamento, definida em (4.122), fica escrita como

S = Mibd oAbt o (As—1)dld, (Audlb! (4.145)

A relagao de comutacao entre o operador b e a matriz S resulta em

( )egliﬂi ,e(l—gg)ggT, ,e(gg—l)(ﬁcz, eg4tﬁgt
N——
_ C Albd b( ) (1 Ag)bbT e(g[;fl)(ﬂd‘, eg4d~1‘8T

b(g)S =

Q

— 5 eAleZ (1 A2 bbJr b(AT__g) (Agfl)cﬁci: eg4cﬁgf

— C eAll;J :e(lfAQ)bbT: :e(Agfl)de: b(ggiig) eg4JTBT

J/

-

— (M (1A (A—1)dTd, (Asdldf [5(1@——@ — JT(ZL_}E——@]
— 8 |b(AL__g) +di(~AL,_ AL _g)]
= S |8 _g)+d'(Sl_g)| , (4.146)

onde substituimos (4.135), (4.143) e (4.119). Usando os resultados (4.139), (4.144)
e (4.120) teremos

C &(f) Aibd (1= A2)bbf . . (A3—1)dd. Aud!bf
~—
— (O oMibd j(]?) o(1=A2bbt. . (A3-1)dld. Aud!bf

d(f)

[
I

T (—ANB . 5/ A (As—D)dtd.  AldtBt
— O Aibd . (1—A2)bT. d(f) o(As=1)dTd.  Audfh

=~ Aibd  (1—ANibt oDdtd. 7% A AldtBt
— O Aibd L (1-AR)BbT. . (A3—1)dld. d(Ass . f) oAadth

4

v~
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5 eglgd :6(1722)&?: :e(ggil)(ﬁd: egéldﬁrl;]L [J(AV3++‘]?) + ET(AV47+12{3++J,E)
S [J(Z3++f) + BT(Z4—+Z3++f)]
S |d(St f+8(St, D) - (4.147)

Para as relacdes entre os operadores bf e d e S, obtemos

V()8 =

C BT(E’) eAJ)J :e(l—ﬁz)%f: :e<g3_1)d~4fd~: eguﬁ?ff
——
C egﬁd [bT( )+ d<A1+ g)] o1- AQ)bbT (A~371)JTJ: eA4JT5T

-~

O ehibd . o(1-A2)b". [bT(A )—l—d(AH )} o(As—Ddld, (Audibf

J/

-~

O eAibd o(1-A0)Bbt, . (As—1)d'd, [BT(/T;},g) + J(Z;HJFZH_Q)] eAad'bf

.

C engdN :e(l_’%)giﬁ: :e(AB_l)JT‘i: e’a‘“ﬂgT [ET(EZ__I_Q) + d(ﬁg++ﬁl+_§)+
+BT(E4—+K3++E1+—§)}
S [B(A1 + Auy Ay Ay 19) + d(Ayyy vy 9)|

S [b*(sT g) +d(St_ g)} , (4.148)

N Aibd . (1-A bbT As—1)dtd. Asdibt
C d(f) et o(tma2bl, (A= l)dld; oAs

C etitd [Cﬁ(f) — B(/ﬂ—Jrf)] :e(l_’%)?’y: :e<g3_1)ﬁd~: e;““mT

7

-~

G oMbl A (1)~ DAL AL f)] el 0 (Al

4

~~

b (1—AEBt Ao 1Vdtd o e = AL dt
O Arbd . (1-A2)bbt . . (A—1)dld. [dT(A;THif) _ b(AE__AI_J)] oAadibt

J/

-~

5 egli’d :e(l"ZQ)i’BT: :e(AS’l)de Aud'B! [dT(AzT),+£r ) - ZN)(Z;__EI—H;)—F

(AL AL_ALJ)]
S [b-ap AL+ dA + AL AL A7)

S (oSt H+d'(SL ) (4.149)

onde usamos, respectivamente, as relagoes de comutacao (4.132), (4.138) (4.139),
(4.144), (4.121) e (4.134), (4.135), (4.141), (4.143), (4.118). Comparando as duas
ultimas linhas de (4.146), concluimos que

Ay=5__ (4.150)
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Ay=-515 | (4.151)
com
(S_)t=(p.sp) =p.StP =5 (4.152)
De (4.147) obtemos
Ay = ST, (4.153)
€
A, =St st (4.154)

As expressoes (4.148) e (4.149) levam, respectivamente, a

Ay =SSt (4.155)

A =-8,._ 87", (4.156)

onde substituimos (4.150) e (4.153).

Se escrevemos o operador espalhamento S na forma matricial

_ < < N ot ot
Go [ T+ - , Sf= ‘Sﬁ %f , (4.157)
S, S._ st st

a propriedade de unitariedade 5SSt = STS =1 estabelece as relacoes

S S 48,8, = 8,8, +5_5,=1, (4.158)
S S _4+5,.8_ = §.85 +58_5 =0, (4.159)
S S .+5 8§, = 5.5,+5_5,=0, (4.160)
S St 45 8t = & S, 48§ =1, (4.161)

entre seus elementos de matriz. Com as expressoes (4.159) e (4.160) podemos
mostrar que as definicdes (4.151) para A, ¢ (4.156) para A; estdo em acordo,
respectivamente, com (4.154) e (4.155).

A matriz S, definida em (4.145), com os coeficientes A; dados por (4.150), (4.153),
(4.151) e (4.156), fica

g — ~ efg_»,__ g:lBJ :e(lfg__)l;i)fz :e(§L+—1)JTJ: e,g:l_ §_+JTBT ) (4162)

O fator de normalizagao C compora a definicao da constante normalizacao C do

operador duplicado S
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4.5 Teoria de Perturbacao

O operador espalhamento no espaco de Fock, S, construido na secao anterior, €
escrito em termos dos elementos da matriz espalhamento no espaco de Hilbert,
gii. Portanto, qualquer processo de espalhamento descrito pelo operador S tera
suas quantidades “fisicas” dependentes das projecoes gii. Sendo assim, deveremos
determinar explicitamente estes elementos de matriz para o campo de Dirac dual
sob a ac¢ao de um campo eletromagnético externo dependente do tempo A*(x).

O campo de Dirac dual sujeito a uma interagdo dependente do tempo H;(t), na
representacao de Schrodinger, tem sua dinamica dada pela equacao
z’%ﬁ(t) — —[Hy + Hy(t)] h(t) . (4.163)
Para o sistema que desejamos tratar, o operador hamiltoniano de interacao no espago

das coordenadas é o potencial real
Hi(t)=e(V —a-A)(t,x) . (4.164)

Podemos passar da representacao de Schrodinger para a representacao de in-

teracao fazendo a substitui¢ao

h(t) = ot fp(t) | (4.165)
o que levarad a equagao de movimento (4.163) a ser escrita como
i %fz;(t) = —HO () hi(t) | (4.166)
onde . )
HO (1) = e Mot Hy (¢) eot (4.167)

O indice (I) nas equagdes acima significa que as quantidades estdo definidas na
representacao de interacao.
Pela expressao (4.167), o operador evolugao temporal na representaciao de in-
teracao é dado por
UD(t,s) = eiHot Ul(t, s) eiflos (4.168)
e, portanto, podemos escrever a definicao da matriz S , (4.106), como o limite forte
sobre Hy de UD(t, s),

. (forte) _
S = lim UD(¢s)

S§——00
t——+oo

(forte)
_ lim e—zHotezH(t—s) ezHos
§——00
t——+oo

— hIJ}'l eiﬁlotefiﬁ(tfs) efiﬁfos 7 (4169)
t——o0
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sendo que na tultima linha fizemos as substitui¢oes t — —t ¢ s — —s e redefinimos
os limites assint6ticos. Comparando (4.169) com a definigdo da matriz S para o
sistema original, (3.105), vemos que as expressoes sao anilogas e que para o sistema
dual a evolugao temporal se apresenta em sentido invertido com relacao a evolucao
do sistema original. Portanto, a série de Dyson para a matriz S serd a mesma que
aquela para S, (3.170), mas com os limites de integracdo temporal invertidos, ou
seja, t — —oo0 e § — 400, e com H, H, substituidos por H , f[o. Assim, o termo
de n-ésima ordem S™ no espaco dos momentos, correspondente a S (3.174), fica
dado por

5" (p,q) = / / dm/ dt, /dp1 /dpnl
27T 3n/2 +o00 400 400

it Ho(p PV (t;p — pr) e (71 JHo(p1) Hi(tz; p1 — p2).
..e” (t"‘lft”)HO(p"‘l)Hl( tn; Pn-1 — Q) e~ itntlo(a) , (4.170)

com S© = 1. Comparando as expressdes (3.174) e (4.170), vemos que nesta tltima
existe um fator (—)" que nao aparece em (3.174). Ele é consequéncia do sinal (—)
na equagao de movimento (4.166), o qual nao existe na equagao (3.164). Desta ex-
pressao geral para S (") podemos encontrar §ini) aplicando os operadores de projecao
P.. Assim,

S¢(p,a) = P S"(p,q)P-
(,L)n —0o0 t1 tn—1 5
_p (p)—/ dtl/ dtg.../ dtn/d Pi..
! (27r)3n/2 +00 +o0 +00
”/d3pn_1eit1ﬁo(P)Hl(tl;p_pl)e—i(tl—m)ﬁo(m).

Hy(ty; p1 — pz)---efi(t"_rt”)HO(p"_l)Hl(tm Pn-1—d) -
e_ZthO(q)P (

tn—1
= dts.. / dtn / d*p
27T 3n/2 / [i-oo —+00 :

) /d3p"_1p+(l)) ot Ho®) (t;P — P1) g it1=t2)Ho(p1) .

Hy(ty; p1 — pz)~-~efi(t"_17t")H°(p"_l)H1(tn; Pn-1—d) -
el p_(q) (4.171)

As integrais em ¢; com limites entre 4+-00 e t;_; podem ser transfomadas em integrais

com limites entre 400 e —o0, se usamos a funcao

gA(tj—l —t;p) = O(t; —tj_1) o~ iti—1—t;) Ho(p)
O (ty 1 — ) e R (1179)
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De fato,

—o0 ' _ tj—1
/ dt; @( ti_ 1)e*l(tj71*tj)H0(P) :/ dt;e” i(tj—1— t)Ho(p)’ (4.173)
+0o0 “+oo
ja que
1, ti>ti 1,
Ot; —t;_1) = pata tj = ti1 (4.174)
0, para t; <tj_;.

Portanto, a matriz S tem os fatores do integrando dispostos na ordem antitemporal,
ou seja, t, > t,_1 > ... >ty > t; [42]. Entao, o elemento de matriz Si"_)(p, q), dado
por (4.171), pode ser escrito como

S"(p,q) = (2;))% 3 /+ dt,...dt, / Ppr...d*po_1 Py (p) e Ho®) .
Hi(t1;p — p1) O(t2 — t1) efi(tlftQ)HO(pl)Hl(tz; P1 — DP2)...
O (ty — ty ) e Mt oo py (4 p, ) — q) -
e~ itnHo(q) P_(q)

—2\" “+oo .
= ﬁ/_w dtl"‘dt”/d3p1...d3pn_1 P.(p) ittHo(p) .

Hi(ti;p — p1) Oty — ty) e PV (15 py — po)..
@(tn _ tnfl) ef’i(tn—lftn)HO(pn—l)Hl (tn, Prn-1— q) .
et Fo@) p_(q) | (4.175)

onde o fator (—1)" vem da inversao de limites das integracoes temporais. De acordo

com (B.31) e (B.32), os operadores de projegao sao definidos por

P.(p)Ho(p) = EpPi(p)= Hy(p)P:(p) .
P_(p) Hy(p) = —EyP-(p) = Ho(p) P-(p) , (4.176)

e, portanto,
Py (p) o~ itHo(p) _ o—it[£E(p)] P.(p) = o~ itHo(p) Pi(p) . (4.177)

Substituindo este resultado na equagao (4.175), obtemos

§£rn—)(p>(1) = (2:;3);2 /+OO dtl...dtn/d3p1_,_d3pn_1ei[tlE(P)-l-tnE(q)}‘
-Py(p) Hy(t;;p —p1) O(ta — t1) o~ ilti=t2)Ho(p1)
Hy(ba; p1 — 2).O(ty — ty_1) o~ itn-1=tn) Ho(Pn—1)
Hi(tn Pr-1 — @) P-(q) (4.178)
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As integrais em t nesta ultima expressao poderao ser calculadas com a ajuda da

transformada de Fourier distribucional de

Sa(po; p) = O(—t) e itHo®) (4.179)
definida por
0
S (rn) — T —itHo(p) it(po—ic)
Sa(po;p) = lim ) /_ . dte e : (4.180)

Introduzindo a decomposi¢ao nos subespacos espectrais de f]o,
P.+P =1, (4.181)
a expressao (4.180) fica escrita como

Sa(po;p) = (Py+P-)Sa(po:p)

0
= lim ! / dt [P+ elilpo—Ep)telt 4 p e[i(po+Ep)+s]t]

N {er olio—Ep)+elt N P e[i(po+Ep)+£}t} 0
= m = : - :
(2m)2 =0t i(po — Ep —ic)  ipo + Ep —ie) | _
| P, P
= lim |- — + - .
(27)2 =—0* L(po —Ep,—ie)  i(po+ Ep — 26)]

P P
— : { t 4 : } . (4.182)
(2m)2 [po — Ep —10  po+ Ep — 10
Usando as defini¢oes dos operadores de projecao P, (B.31), e P_, (B.32), e

0

ol =% p=4", () =p=1, (4.183)

a expressao (4.182) resulta em

Gpin) = O 1 [(Bp+d-p+fm) (B,—d-p—pm)
A(p07p) - 1 . -
(2m)2 2Ep po — Lp — 10 po + Ep — 10
) 1 [EAY—~. EA L+ ~5.p—
_ 2)1 { p’’ =T ptm By’ 7 p- m} 20(4.184)
(27)2 2E, po — Ep — 10 po + Ep — 10
(=) 1 1

(2m)2 2Ep (po — Ep — i0)(po + Ep — i0)
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A (B’ =7 -p+m)(po + Ep — i0)+
+HEpY’ +7 P —m)(po — Ep —i0)} 1°
(=) [Py’ =7 -Pp+m] ,

_ | , . 4.185
(2m)z | g — E% —ipe0 7 ( )

Podemos escrever esta expressao na forma covariante introduzindo
p=E, 1p=p-p", ¥="m-7p, E=p+m’, (41806

para a qual obtemos

gA(po;P) = ~ ptm ]70

V2r {Pg — (p? +m?) — ipo0
_ [ p+m ]70

V2r [p? —m? —ip0
~ —1 av
= 27TS (p) 70 , (4187)
que tem como transformada inversa
Saltip) = = [ @ Satpipye
v 2
1 (—1) .0
d 0 Sav 0 e P t
or / P (p) v
— —<2_7:) /dpo S (p) o Pt A0 (4.188)

De volta ao termo S™ da matriz espalhamento, (4.178), substituimos (4.172) e
(4.188), obtendo

~(n —)" +00 '
S¢(p.a) = (2(70—3),1/2 / dty...dt,, / Ppy...dp,_; ME@ @]
-P+<p) H, (tl; pP— pl) @<t2 _ tl) e*i(tI*tQ)ﬁO(Pl) .

7 ~N

Hi(ta; p1 — P2)... O(tn — tn1) g iltn-1=tn) Ho(Pn-1)
Hl(tnv Pn—1 — q) P—(Q)

—7)" +o00 |
B (2(7r)3>n/2 /OO dtl---dtn/dgpl...dSpn_le@[tlE(p)thnE(q)]_

Py (p) Hi(t1;p — p1) §A(t1 — to;p1) Hi(t2; P1 — P2)-.-
~-'§A(tn—1 - tn; pn—l) Hl(tn; Prn—-1 — q) P—(q)

—7)" +o00 |
B (2(7r)—3)”/2/OO dtl"'dtn/d3p1...d3pn_1ez[tlE(P)ﬁ‘tnE(q)}‘
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-PL(p)H1(t1;p — P1)

/dpl Sav zp(l)(tlftg) .

D [t 570

'e_ip%_l(tn 1=tn) OHI mpn 1—q )P (q)

(=) ‘pr...d!
— W d P1-- d Pn—-1-
B )] P.(p)7" Hy(ti;p — p1) S (p1) -

-e_ip?(tl_tQ) 70 H, (752; P1— p2)...5“”(pn_1) )
e~ =) SO FT (4D — q) P_(q) - (4.189)

v:}

~° Hy(to; p1 —

Pela definigao de H;(t), (4.164), temos que

VHi(t;pj—py) = e7’(V—d-A)t;ipi1—py)
= e Alt;ipj-1 — Pj) (4.190)
e podemos reescrever (4.189) como

~n g +oo ;
S"(p,a) = (2;)5% /_ _ dty..dt, / d'pr...d pp_y EEITEQ@IP, (p)40.

A Hy(t;p — Plz S*(p1) e Pih—t) Y H,(t2; p1 — P2) -

S (py) €7 0T O H (i Py — @) P-(a)

i(—e)” +o0 ;
(275)5% /_ dty..dt,, / d*pr...d'py_y EEITEQ@IP, (p)40.

At p —p1) S™(p1) G A(ta; p1 — P2)---
S (pp_y) e Proaltni=tn) A o —q) P(q) . (4.191)

Introduzindo a transformada de Fourier na coordenada temporal dos potenciais

1 —i
Alti;p—p1) = W/dkl Alky;p—p1)e ™0, (4.192)
a expressao (4.191) torna-se
3o A Gl Y TR T e dt O EEE@] P ()0
(p q) - (27’(‘)5"/2_1 P1...4 " Pn—1 1.-.0lp € +(p) Y

dky A(ky;p —p1) e Fi S (p)) o (ti—t2) .

)72 dhky A(kz; p1 — o) €722 S (p,,_y) e Pmr(tnm1=te).

1
(2m)1/2

S|
— — —

dkn A(kp; a1 — q) e *nin P_(q)
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i(—e)”

(2m)nT1

+oo
. / dt1 eitlpoe*ikltle*ip(l)tl A(lﬁ; p— p1) Sav(pl)...

o0

/d4p1...d4pn1/dk1...dkn P, (p)7"-

+oo
/ dt, et okt st (o ip,  —q) P(q),  (4.193)

e}

onde usamos as defini¢oes

P’ =+E(p), ¢ ==Eq). (4.194)
Mas
oo (0 0
/ dt, PPkt — on §(p° —p — k),
(4.195)
oo : (0 0
/ dt, Prn1=C—kn)tn — om 50— — k),
entao,
~(n 1(—e)"”
5™ (p,q) (2;)% / d*py...d*pn_1 / dk;...dk, Py (p)7" -
21 0(p° — pt — k1) Ak p —p1) S (p1)-
21 8(ph = ¢° = kn) A(kn;Par — q) P-(q)
1(—e)”
(2;)% / d'py...d pny Pi(p) 7 Alp —p1) S”(p1)---
"'Sav(pnfl) A(pnfl - Q) P*(q) : (4196)

Podemos obter os outros elementos de matriz

U (p,a) = P.(p)S™(p.q) Pi(q) .
S (p.a) = P-(p)S™(p,q)Pi(q) . (4.197)
S™(p,a) = P_(p)S™(p,q)P_(q),

pelo mesmo procedimento adotado no calculo de gsrn,) (p,q), (4.196). Para este caso,
na expressao (4.193) substitutimos p° = F(p) e ¢ = —F(q). Para §§2(p, q)
deveremos usar p° = F(p) e ¢" = E(q), resultando na expressao

S (pq) = %/d“pl---d%n-l Pi(p)7° Alp —p1)

S (P1)...S(pn-1) APn—1 —q) Pi(q) ,
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e de forma andloga para g(_nl(p, q)e §£n_)(p, q). Assim, as quatro expressoes podem

ser resumidas em

S (p,a) = %mpw / d'pr...d"pay Alp —p1) S”(p1) -

- A(pr — p2) S (p2)---S* (Pn-1) AlPn-1—q) Pe(q) . (4.198)

Estas expressoes, junto com aquelas Si"j)t(p, q) para o sistema original, (3.195), com-
porao a descri¢ao dinamica do sistema duplicado (S = §S), possibilitando o cédlculo
de processos de espalhamento levando em conta os efeitos de temperatura. Como
aplicacao, trataremos da producao de pares elétron-poésitron num campo eletro-

magnético externo a temperatura finita.
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Capitulo 5

Operador Espalhamento a Temperatura Finita

5.1 Espaco de Fock Duplicado

O formalismo de TFD estabelece que a introducao dos efeitos de temperatura a
sistemas de campos quanticos ¢ feita através de uma transformacao de Bogoliubov
sobre operadores que descrevem observaveis, definidos num espago de Fock dupli-
cado. Este espaco duplicado é formado pela soma direta do espaco de Fock do
sistema original e seu dual, este ultimo obtido a partir das regras de conjugacao
dual (til) (2.29). Assim, para descrevermos sistemas a 1" # 0, devemos sair dos

espacos de Hilbert originais (H ) e construir os espacos de Hilbert estendidos
HE=HEoH: (5.1)

correspondentes aos sistemas duplicados. A partir destes, construimos o espaco de

Fock duplicado

Fr o= FreFt
= (Hremny)
— [H()@ﬁo} D [Hl ®ﬁ1] o) [H;t ®7—~(§t] P®...P [Hff ®7Tlﬂ @ ... (5.2)

onde os vetores do espaco de Hilbert estendido sao definidos como

@29) € (Ho @ Ho) (5.3)

(@) = (9 = (p0x1, %) © B, x0) € (HERTE) . (54)

Desta forma, os vetores no espago de Fock duplicado serao

(2)n=(® D), = (B0, 1. P2, ..) € FE (5.5)
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Como vimos no Capitulo 2, os vetores de estado do espago duplicado que expan-
dem o vécuo térmico |O(f3)) possuem os mesmos autovalores de energia, ou seja,
In,n). Assim, os vetores do espago de Fock de TFD serdo compostos por produtos

de mesmo numero de particulas, ou seja,
Po=a0Q, PL=P1QP1, s Pn = Pn ® Py (5.6)
Podemos definir o operador unitério ﬁ no espaco de Fock,
U=UU=w},U=e),U0, (5.7)
que da a evolucao temporal do sistema duplicado livre, de forma que
(0%) = (90) (09, = (8j-1V) 90 ® (2517 ) B
— STUh®..0Uh,)®S* ((7}31 9.0 Ffﬁn> , (5.8)

onde Ue U foram definidos, respectivamente, em (4.38) e (4.42). Derivando a
expressao (5.8) com respeito ao tempo, teremos
d (=~ d ([ . =\, ~
&%), = Glenl)@.
d ~ . ~
- Slsswne.evn)est (U000 1))

n

= iy 1®.0H)®..01)SEUHR..0Uf)®

=1

®S,;—“(l7f1®...®ﬁfn)+S§(Uf1®...®Ufn)®

@iy (1e.0lye.e1)st((fie..o0))

Jj=1

i—~U=HU=UH, (5.10)

onde definimos o operador hamiltoniano H como

A~

H:(ﬂ@l—l@ﬁ). (5.11)

A propriedade de comutacao entre os operadores ﬂe ﬂ,

[ﬁ, ﬁ], ~0, (5.12)
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decorre das relagoes de comutacao
U, H]_ =0 (5.13)

para o sistema original e

[ﬁ,ﬁ]_ ~0 (5.14)

para o sistema dual, que sao conseqiiéncias, respectivamente, das definicoes U =
o—iHt o [J — ifit,

A solugao da equagao de movimento (5.10) é a transformagao unitéria

= o Bl (5.15)

(@

O operador hamiltoniano no espago de Fock duplicado, de acordo com (3.52) e

(4.52), é escrito em termos dos operadores de criagao e aniquila¢do como

[}
I

<E®1—1®E)

= > (s HG) () alhe) = (s Hohe) al(hy) i) (5.16)

de forma que

n

(ﬁ@))n =Y [(1®..®H)®..01) ¢, ® (1)5,] +

J=1
n

_ Z [(1)% ® (1 ®.QHH®...O 1) {o’n]

= i [H(xj)gpn(xl, e Xp)®1—-1® ﬁ(xj)@n(xb '-'7Xn)] -

J=1

Algumas quantidades fisicas de sistemas a T' # 0 poderao ser calculadas como o

valor esperado no espaco de Fock térmico, por exemplo*,
<A>A = <<T>5,A<T>g) . (5.17)
®p

onde os vetores </135 sao obtidos pela transformacao de Bogoliubov sobre o espaco
duplicado dos vetores ®, (5.5).

*Aqui manteremos a notagado usada nos Capitulos 1 e 3. Na notacdo de TFD, a expressao

(5.17) seria escrita como <A\>&> = <</135‘ A ’:Isg> .
B
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5.2 Operador Espalhamento S no Espaco de Fock Duplicado

O operador espalhamento no espaco de Fock F pode ser definido, analogamente ao

operador de evolucao temporal U, como

~

—SS. (5.18)

1]

A unitariedade dos operadores S e S garante a unitariedade de S Este operador
fara a transicao entre os estados de Fock duplicados d e \/I\/, que sao criados pela
atuacao dos dubletos de criacao e aniquilacao sobre o vacuo Q, definidos, de acordo

com (2.67), por

B=(voit ). D=(d o), o

com o € C. Usando esta nota¢ao, podemos escrever o operador hamiltoniano (5.16)

como

fu=)

- ZATHA
ik

= 3 [y HOOM) ' () alhn) = lo| 2, H(x)R) alhy) ' ()|
ik

— " (b H) al () alhy) = o2, HEOR,) @ () alhs)| (5.20)

jk
a menos de uma constante aditiva, onde usamos as relagoes de (anti)comutagao e

H= < (h]7H(X)hk) B ~0 N ~ ) : (521)
0 o |72 (A, H(x)h;)

definimos

sendo o sinal (4) para o caso de férmions e (—) para bdsons.
Nos Capitulos 1 e 3 apresentamos a construcao das matrizes espalhamento para
o campo de Dirac num campo externo dependente do tempo A*(x) no espago de

Fock original, dada pela expressao (3.157)

S = ( S+-s-Lpldl (ST =1ty (1-571)dd!, e(S:iS,gdb’ (5.22)

87



e no espago dual

S — (e (5+-571bd .o ~(S———1bbt . .~ (1-51 )dd. ,—(ST1S_1)dTb! (5.23)
definida em (4.162). Motivados por esta estrutura e usando a notacdo de dubleto
(5.19), propomos uma definigdo para o operador espalhamento S no espaco de Fock

duplicado na forma matricial

5eBTA1DT ‘eBT(ArA)B :

Ao
..aD(y—-A3)D!. \DA4B

[U2)
|

CéebfAlde—i-E(a*)thJ :ebJr(.42—)\11)b-i-l~7|t7|2(142—)\22)5]L

d(y11—Asz)dt+dF |U|2("/22—1‘13)d~: edA4b+JTa2A4ET ’ (5.24)

- e

onde definimos

A
A= L I G B (5.25)
0 A 0 Ao 0 722

Por outro lado, pelas expressoes (5.18), (5.22) e (5.23 ), o operador S pode ser escrito

como

SS

A LS ST d =BS5S~ )d . bt(stTt—1)p—b(S__—1)bt .
C’e —+ + e 4+ .

|w2)
I

':ed(1_s:£)df—df(1—§1+)ci: ed(s:is,+)b—df(§:i§,+)ﬁ ’ (5.26)

onde usamos o fato de que as exponenciais em (5.23) comutam com aquelas em
(5.22). Comparando (5.24) com (5.26), vemos que

S, S~t 0
A = ’ 238 a-1
0 —(0'*) S—F—S**
-1
. o (1~_1 £§+,§:1_ (5.27)
0 S, 0 —(o*) 25!
I i 0
B 0 (0*)~2 8118t

T—1 ot PUTEEN
_ [ SE * (32 " Si- N? N
i 0
A, — ( ++ > , (5.29)

—1
A, = 5-- _02 = (5.30)
0 —lo[5%,
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(st St 0 o _ g g
0 St 0 —o287 o

Pelas definigoes (5.27) e (5.31) vemos que

-1
o o
0 —(o%)25-1

e de (5.28) e (5.32), obtemos

s _ [ SH 0 i,
=l o0 —em2st ) o

Como o € C, entao, escrevendo o=a + bi, teremos

0
—o251 )

(a® — b*) — 2abi = (a® — b*) + 2abi ,

entao,
a=0 ou b=0,

ou seja,

c€Re ou o€lm,

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

Portanto, os elementos de matriz S . definidos em (5.27), (5.28), (5.31) e (5.32),

ficam escritos como

~1

E:i = 5= 5-1 )
0 —o0o 285

‘/S\Tfl o Si:rl 0

=+ T _0__2 Sjr;l )

(5.39)

(5.40)

(5.41)



S, = . ) 5.42
=4 0 Sj;__ ( )
~ S_ 0
So=("" s |, (5.43)
0 S
S = ~ . 5.44
2y 0 SLF (5.44)
Estas defini¢oes devem satisfazer as condigoes de unitariedade da matriz S,
s's=88'=1. (5.45)
onde R R SO
S=( 2 2 ). s 5 5 (5.46)
5.5 SN
ou seja,
St o 5 & & o
S, S, +8, 8, = 8,85 ,+8, 5 =1, (5.47)
S:+S+ + SL—S—— = § §1 +S+ 5 =0 ; (5.48)
$5.+8 8, =-5.8.+58 8 -o, (5.49)
$. 5, +585 -5.8 4538 -1 (5.50)

Para verificar esta propriedade, substituimos as defini¢oes (5.39)-(5.43) nas relagoes

acima. Da relagao (5.48) temos que

§.5 - -8 5
§,8.,5 = -85 5

s, 5! - -8)s8 5 5!

5, 5" = 87§ | (5.51)

que, usando (5.39)-(5.42), ficam

S, 0 S7t 0 (s 0 st 0
0 S, 0 —o287' ) 0 —o2817! 0 S

S,_S7t 0 [ =SSt 0 (5.52)
0 —o25,_ 5t | 0 o251tst ) T

Entao,
S, 857t = —sittsh
S, S7ts = —sitst s
SLLSJr— = —SLSESLS——
st s, +s8t.5 =0, (5.53)
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que ¢ a relagao de unitariedade (3.154), e

S,_S7t = -si'st
§, 815 - 518§
S1+§+7 = —§1+§1_+1§7+§77
St,S,_+8. .5 _ = o0, (5.54)

que concorda com (4.159).

A partir da relagao (5.49), obtemos

ST—+S++ - = ST——S—+
5 ot ot s ot ot
S 89Sy = -8 5.5,
a1 a S lg of ot
§__§_+ = - §_ S S_+§++
1 ~t -1
S5 = =88, (5.55)

entdo, de (5.39), (5.40), (5.43) e (5.44), esta relagao fica escrita como

S-t 0 S+ 0 (S0 sttt 0
0 —o2571 0o S, ) 0 ST, 0 —o2517

S71S 0 —st, sttt 0
0 02513, ) T 0 o2t gty ) B0
——P— — P44

S7ts., = —st gt
S__S7's., = —§_ 5 gt
S—+Si+ - —5——51+511151+
S St.o+s5 5. =0, (5.57)
que ¢ idéntica a (3.155), e
S7's., = —st gt
S _§'5, = —§ 5t gt
§—+§1+ = —5——§1+§111§L
S8t +5 .8 = o0, (5.58)

que corresponde a (4.160).

A relagao (5.47) pode ser escrita como

§++§1++§ §T—+ =1
st oo st ottt at-1
S+ S++ "’S S +94 = Sy
+8,. 8,808 = 85,

~f—1 A1

S,
S,
st -5, 8§ §'s) = 1. (5.59)

S
S
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Substituindo (5.40), (5.41) e (5.44), a equagao acima fica
1o\ st 0 STt 0 .
01/ 0 —o28T! 0 —o 2571
(S 0 st 0
0 S 0o S,
S G
0 —o28T! 0 —o 257!
_ [ SEsm 0 Y
0 oSl

S, st s itst 0
_ = s omasa | (5:60)

entao
Sitsrl — sy st spte = 1
Sitsts -8 St s isils,, = S,y
S_A,_J,_SI_J’_ + S+_ST_+ — 1 ; (561)
e
SIS - 5§ 85 - o
gj_j}§;}~_§++ — §+7§T_+§1;1§;_1i_§++ = 0'4§++
§111§1+_§+—§i+§111§i+ = U4§++§i+
S, St, 408,81, = 1. (5.62)

. .51 - . .
Estamos assumindo que a matriz S, |, que usamos na expressao (5.60), seja obtida

pela conjugagao

~—1 ~—1\ T

Sy = <§++> ) (5.63)
devido ao fato de que conectam estados definidos no mesmo espaco espectral.

A expressao (5.61) é a relagao (3.153). Pela relagdo de unitariedade (4.158) da
matriz S devemos ter

ot=1, (5.64)

+i,
o= (5.65)
+1.



A expressao (5.20) para o operador hamiltoniano ﬁ, com os valores de o dados

por(5.65), fica escrita como
H= Z [ h;, H(x)hy) af (b)) a(hg) + (he, H(x)h;) at (he) a(hy)| (5.66)

que ¢ a definicao (5.16).
Finalmente, de (5.50) obtemos

.8 +5 58 =1
~ -1 -1
.8 §'+5 § g = §-
s .8 575" v = 375 (5.67)

~+ S o _
A S| St 0 (10
a 0 —o25! 0 —o29°! 01])"
S_ .8t sMe-t 0
O 0’74§_+§1_§i__1§:l

el | 0

onde substituimos (5.39), (5.42) e (5.43). Na expressao (5.67), em analogia a (5.63),
adotamos a definicao

s = (s21)', (5.69)

Assim,

S 8t st 41 = §7Mgt

S.yStostys = g7f
S_,St_s7Mst 49 st = goligl
S_.St o ys.st =1, (5.70)

que ¢é a condigao (3.156), e

S .S st'st = SiTigTt gt

5.8t §lstg . = §lglg  _gts
S8t §tst = SIS 1S ST
S St 40'5__5t = 1, (5.71)
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que, com (5.65), fica
S_.St 485 .8 —1. (5.72)

Esta é a expressao (4.161).
Substituindo a condigao (5.65) nas definigoes (5.39) -(5.44) e (5.33), teremos

S\Jri _ S+_ ~O : SiJr _ S_+ ~O 7 (573)
0 S 0 S5

~1 St 0 St-1 st 0

S = o1 Sy = N St=1 | (5.74)
0 +£5°° 0 5.7

St st. o0 ~f st 0
0 SL. 0 Si_

)\:7:<(1) _01>ET3. (5.76)

As definigoes de Ay e Ag, respectivamente (5.29) e (5.30), com a substituigao da

si=t 0
A, = t ~ 5.77
2 ( O . S,, ) 9 ( )

—1
A, = ( 0 ) | (5.78)
0 =5

Se adotamos a mesma convengao que nas matrizes A; e Ay, ou seja, definir a matriz

condicao (5.65), ficam

. ~1—1 . . . 1
no espaco duplicado S, | associada a matriz Si +, teremos

~t-1 sit 0

S = T ~ 5.79

S ( A ) (579)
e

~m sztooo

G B ~ , (5.80)

0 =5
que, comparadas com (5.74), nos levam a concluir que
STt=x5, . (5.81)

Como aplicagao do formalismo de matriz espalhamento a temperatura finita,
avaliaremos o processo de producao de pares elétron-pdsitron por um campo eletro-
magnético externo dependente do tempo, A*(z), calculando o valor esperado da
matriz espalhamento construida para o sistema duplicado,

S — (OeB'AIDT . BT (As—73)B. . D(r3—As3)D'. \DA4B : (5.82)

entre o estado inicial de vacuo térmico e o estado final de pares elétron-positron

criados a partir do vacuo térmico.
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5.3 Producgao de Par a Temperatura Finita

Como aplicacao do formalismo construido na se¢ao anterior, estudaremos a producgao
de pares elétron-pésitron (e"et) & temperatura finita.

A produgao de pares elétron-pésitron (e~e™) por campos eletromagnéticos exter-
nos dependentes do tempo a temperatura zero é descrita pelo operador espalhamento
S, que conecta o estado assintotico inicial de vacuo ao estado assintotico final de
pares elétron-positron. Este processo é avaliado através do calculo do elemento de
matriz

S; = (e, e"|S10) = (0]dbS|0) = C (0] dbe’ 41" |0) . (5.83)

onde b e d sao os operadores de Fock correspondentes, respectivamente, a particula
e a antiparticula e S é o operador espalhamento no espaco de Fock do sistema fisico,
que foi construido no Capitulo 2. Para o processo de producgao de pares e"et &

temperatura finita, devemos calcular o elemento de matriz S;; no vécuo térmico

A~ —

Sn(8) = (0(5)| DBSI0(B)
(0(8)| D BeP™P 0(3)) (5.84)

O)

onde S ¢ o operador espalhamento no espa ¢o de Fock duplicado, definidos por
(5.82), e D, B os dubletos definidos segundo a prescricio de TFD (5.19). Com a

notagao condensada

pt=ot(@);  df=df(v); b=bl(@): d=df(V), (5.85)

denotamos os dubletos D e B por

_ ~ b
= i), B= -
D (d od ) B (dﬂ) , (5.86)
e seus conjugados
_ dt .
t= .| Bf= too*bh ). _
D (mz)’B (b ab) (5.87)

O véacuo térmico |0(3)) para o campo de Dirac é obtido a partir do vacuo dupli-
cado |0)) =

0® 0), (2.13), pela transformacio unitéria (53
0(8)) = e o), (5.88)
com o gerador G(#) definido por

G(0) = GT(0) + G (0), (5.89)
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) =iy / @p Oy |bpsbs — Bh.h| - (5.90)

=iy / dp b [dpsdps dLdeS] , (5.91)

conforme as equagoes (2.104)-(2.107), onde 65 = 6=(3) sdo parametros determina-
dos de forma que a média estatistica dos operadores nimero particula n=(p) e de

antiparticula n*(p) sejam dados por

ngy (B) = sen’d; (B) = [eﬂ(Eﬁ“) + 1]_1 : (5.92)

e, portanto,
—1

cos® O = [ PERTI) 4 1] (5.93)

Os operadores de criagao e aniquilagao satisfazem as relagdes de comutagao (3.73)
u (4.72).

Os operadores de criacdo e aniquilagdo dependentes da temperatura bps(3),
Bps(ﬁ), dps (), czps(ﬁ), sao definidos pelas transformagoes de Bogoliubov (2.108).
Para o que segue, assumiremos o potencial quimico y = 0.

O valor esperado (5.84), com a defini¢ao (5.88), fica escrito como

(0(3)] D B 4P 0(3))
<<0|e—zG(6 DBe BYA,Df zG(G) |0>>
<<0‘e—zG(6’ D oiG0) o=iG(0) B iG(0) o —iG(0) eBTA1DTe¢G(9)|0>> . (5'94)

Sfi(ﬁ) =

I
Q) Q@

A seguir, calcularemos as transformagoes de Bogoliubov para cada operador no valor

esperado acima. Para o dubleto D temos

0—iG0) P giGO) _  —iG(0) ( d(0) JJT(\TI) )eiG(G)
_ / ddp eiG_(—G)dEe—iG_(—G)\PﬂP
0 lC (Ol o=1C (=0T
~ t
_ /dgp cos 0, () dE’ \IINP—i-senH (g )dL
o [cos Op(B) df, Wi, — senfy, (6) dp ¥ ]

_ d(cos 0F) + d' (senf ) t
- ( [J (COSQ\II) —d(sen@qﬁ)] ) ) (5.95)

onde usamos as transformagoes de Bogoliubov (2.108) e as definigdes (3.69), (3.70)

para os operadores de aniquilacao e criagao. No que segue, usaremos a notacao

dp=d(p), dp=dp). Yp=¥(p), U,=Vi(p), (5.96)



e omitiremos o indice de spin. Como a funcao de onda ¥ da antiparticula esta
associada ao espectro negativo, e a fun¢ ao de onda ¥ da antiparticula dual ao

espectro positivo, entao, de acordo com (3.66) (4.65), temos
d(senfUt) = 0 = df (cos ) . (5.97)

Assim, a transformagao (5.95) se reduz a

t
o—iG(0) ) (iGO)  _ dfCOS Q‘I’l
od'(cos )
- ( dy od ) = D,. (5.98)

Analogamente, teremos para a transformacido de Bogoliubov de B

0iGO) B oiGO) _  ,—iG() b~ QiG ()
ob’
b(cos 09)
o bf (cos 0D)

by _
= s = By. 5.99
(ab; > ? ( )

Para calcular a ultima transformagao que aparece em (5.94),

o—iG(0) eBTAlDT oiG(0) _ —iG(0) ebTAldT oG () ,—iG(0) eB Ard oiG(0) : (5.100)

primeiro determinaremos a transformacao dos expoentes. Assim,

GOt 4 J1eiGO)  — / e @O0 A (p) o100 gf GO
= / d®p [cos 91;, bL + sean) bp] A1(p) [cos 0‘; dI, + seneg dy)
= / d*p cos 9;’, bL Ai(p) leD cos 9?, +
+ / d®p cos 62 bY Ay (p) senﬁg dy +
+ / d*p sené’f, bp A1(p) cos 6’;1, dL +

+/d3psen9 by A1 (p) czpseHQg.

T S

Como cada uma destas parcelas pode ser escrita como um produto escalar entre as

funcoes de onda correspondentes aos operadores que aparecem no produto, como
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definido em (3.118) e (4.123), a independéncia entre espacos do sistema direto e do
dual, conforme (4.13), faz com que a segunda e a terceira parcelas da soma acima

sejam zero. Entao,
e TGO A, dTe O = /d3p [cos 6% b1 Ay (p) di, cos 62 +
—l—sen@i’,i) Ay (p) Jpsenei]
= b (Ay)g, d' + b(Ay)g, d. (5.101)

O indice b nas equacoes acima significa que 6 estd associada ao operador bf, portanto
devera ter o mesmo indice de momento que a funcao de onda do elétron. O indice
b corresponde ao elétron dual, os indices d e d, correspondem, respectivamente, ao
positron e ao poésitron dual.

Para o outro expoente teremos
o iG(0 51;1 deiG _ /d:spez‘c( 0) g —iG(—0) A1(p) eiG(—Q)Jpe—z‘G(—G)
= / d*p[cos Qi’, bp — senﬁg pr] Ay (p) [cos Qg dy — sen@‘é dTp]

= / d>p[by, cos Gg A, (p) cos Gg dy +
—i—bLsenGg Al(p)senﬁz dL]
= b(A)z d+b(A)g,d . (5.102)

Nas expressoes (5.101) e (5.102) denotamos

N

1)gy = COS 0° A, cos 0,

(A1)
(A))g, = senb’®A;send?,
(A1)
(A1)

o

1), = CO8 6° A, cos 0,

s Y

)5, = senf® A;senf?.

N

Portanto, usando (5.101) e (5.102), a transformagdo da exponencial em (5.94)
fica dada

e—ic(e)erAlDTeiG(e) _ ebT(Al) dt b(A1)9 d b(Al) d bf(A1)92dT

ebT[(Al)el+(A1)agld*eb[(fh)g2 (A 1)§I]d

>

eV Ao DAl (5.103)
com

Ay = (A1)01+(A1)02
A; = (An)g, + (A, (5.104)



Substituindo os resultados (5.98), (5.99) e (5.103) na expressao (5.94), obteremos

~

S;i(8) = C(0]|Dg By Aod" M)

(0| Dy By e o' |0))
Gl (o ody ) ( :ZT )ebmedf,()»

(o (dgbg + odgb} + odby + a%zgég) ethodt |0y
= C (0|dgbge % |0) . (5.105)

Qy

I
Q)

I
Q)

Este valor esperado pode ser calculado como

~

Su(B8) = C(0]dge’ % [by + dt (A] cos 9°®)] |0)

C
C (0] ™9 [dy — bT(Ag cos 0°T)][by + d (A cos 6°®)] |0)
—  C{0] d(cos 0"W)d" (A} cos °®) |0)
C ((cos Hd\IJ)T, (Ag coS 9b<I>)T>
C (@, (cos 0/Ag cos 0" W) (5.106)

onde usamos as relagoes de comutagao (3.127) e (3.128). Substituindo a fungao de

onda do elétron
O(x) = (2m) / d’p @,(p)us(p)e™ € Hy | (5.107)
e a funcao de onda do pdsitron

U(x) = (2m) ) / Ep U, (p)vs(p)e P> € H_ | (5.108)

o valor esperado (5.106) fica escrito como

~ -~

S;(B) = C / d3x BT (x) [cos Ay cos 0°](x) U(x)
— [ g m) S5 -a) V@), (5109

onde definimos
Sly(p,q) = Cul(p) A(B; p, —q) va(q) (5.110)

e, usando (5.104), o fator A dependente da temperatura é dado por

AB;p,—q) = cos?0,4:(p, —q) cos® Oy +
+ cos fpsenf, A, (p, —q)senfy cosby (5.111)
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com A; dado pela expressao (3.151) e A; por ( 4.155).
A probabilidade total de transi¢cdo P((3) entre o estado inicial (vacuo térmico) e
o estado final (pares elétron-pésitron a 7' # 0) é dada pela soma sobre os estados

finais f da probabilidade de transicao Ily;(p), definida por

2

H(0) = |Su(B)
- / d’pd*qd’p'd*q 7, (p) ST, (5;p, —a) Wy (q) -
WL, (d) Seye, (859", —d) @4, (P') - (5.112)

Entao,

P(B) = > Hpu(p)
f
= 3 [ @ISt (5p.-a)?
= [CFY [ #pdald®)AGp - u@P  (5.113)
onde usamos a relacao de completeza dos estados finais

> 2 (p)@L(p) = dauilp—D).
f

Y (@) = d44d(a—d). (5.114)
f

Para dar continuidade ao calculo da probabilidade total de transicao P, deve-

remos determinar A; e A;, que aparecem na funcio A. De acordo com (3.151) e

(4.155), temos, respectivamente,

Ay =-S71st (5.115)
¢ T
A =SS = (S8 (5.116)

Como estas duas definicoes envolvem as mesmas projecoes dos respectivos ope-
radores espalhamento, e seus cédlculos sao analogos, determinaremos somente A;.

O termo de n-ésima ordem do elemento de matriz §++, de acordo com (4.198), é

(Beu(prq) = 2mi(2m) 2" (—e)" Py (p)’ / Ipyd'poy -
: A(p - pl)Sav(pl) A(pl - pQ)Sav(]b)--- :
"'Sav(pn—l) A(pn—l - Q)P-i-(q) ’ (5117)
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onde
p+m

p2 —m2— ipOO ’

5% (p)= (5.118)

Em teoria de perturbacao, o inverso da expressao série S, , pode ser determinado

pela expansao
0o ~1
1 - <1+z§n>
n=1
= 1y | Y (F TS S, | (5.119)

n=1 [ni+..+n;=n

com termo de n-ésima ordem dado por

(S_l)n = _gn - gn—lgl + §n—2(§2 - §1§1) +
+§n_3(§3 — §2§1 — §1§2 + §1§1§1) +
= Sl 424 P45 (5.120)

O primeiro termo g}L é dado pela expressao (5.117). O segundo termo serd

2 = (§15)(pa) = / 3 (B ) (0, 4) (5 )1 ()

= 27ri(27r)_2"(—e)”P+(p)70/d4p1---d4pn—1 Ap —p1)S* (1) -
- Ap1 — p2)S* (p2)-.5* (Pn-2) APn—2 — Pn-1) -
: [27”-P+<pn71)706(p?1—1 - Epn—l)] Apn—1 — q)Py(a) (5.121)

Somando os dois primeiros termos de (5.120), dados, respectivamente, por (5.117) e
(5.121), teremos

Si+3 = —(§n—§n,1§1)+ (p.q)

= —2mi(27)"*( VO/ d*py..d*pn_y -
- Alp —p1)S™(p ) “(pn—2) APn—2—Pn-1)-
: [Sav(pn—l) - 27TZP+(pn_1)705(p -1 Epn 1)} :
- Apn-1 — @) Pi(a) - (5.122)

A expressao entre colchetes nesta equacao resultara em
1 . P_(p)
o= — 2mis(p° — E,) | P B

- Kvppo _1 B mid(p® — Ep)> P.(p) + ]%1 ~°
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Epyo—p-i—i-m_i_Epvo—kp-?—m] 1

P — Ep +1i0 P+ E,—i0 |2E,
0 —
P’ —p-F+m p+m g
= =S 5.123
p? —m?+1i0 p? —m?+1i0 (b) ( )
onde substituimos (4.184). Assim, (5.122) fica
Sp+ Sy = —2mi(2m) " (=e)"Py(p)Y" / d'pr...d"pa_s -
- Alp = p1) S (p1)-.S* (Pn—2) AlPn—2 — Pn—1) -
'SF(pn—l) A(pn—l - Q>P+(q) : (5124)

O terceiro termo da expansao (5.120) serd
S = [Bua(S2 = 518)]r(po@) = 2mi(2m) " (—e)" Pr(p)r”
-/d4p1---d4pn—1 Al = p1)S™ (p1)...5" (Pa-3)

Ao = Pn—2) 2T Py (Pr—2)7"0(Pn_y — Ep, )] -
- A(pn—2 — pn—l)SF(pn—l) A(pn-1 — @) Pr(q) . (5.125)

Somando este resultado com a soma dos dois primeiros termos, (5.124), obtemos
SL4 8248 = [=8,4 S, 151 + Sn2(S — $15)](p, q)

— ~2mi(2n) (=" P’ [ d'prdipas Ao pr)-
SY(p1).s Alpn-3 = Pn-2)[S” (Pn-2) — 2mi Py (Pn-2)” -
0(Py—9 = Epu)l Alpn—2 = Pu1)S" (Pn-1) Alpn-1 — @) P1(q)

= —27”'(27T)_2”(—6)”P+(p)7°/d“plmd‘lpn_l Alp —p1) -
-SU(p1)-S™ (pn-3) APn—3 — pn—z)SF(Pn—z) :
s Aoz — Pa-1)5" (Pn-1) APu-1 — @) Pi(q). (5.126)

Seguindo o mesmo procedimento acima, e somando todos os termos da expansao

(5.120), todas as fungoes S serdo transformadas em S e a expressao final para o

termo de n -ésima ordem da inversa (S7 3 )n, (5.120), fica

(Sin(pa) = —2mi(21) " (—e)" Py (p)7" / d'py..d'pp s -
AP —p1)S" (1) .S (Pn-1) Alpn—1 — @) Pr(q) - (5.127)

O outro elemento de matriz que usaremos para compor A; é

(B )ulprq) = 2 (—e)"(2m)"P_(p)° / 'pr.d'po s Alp—p1) -
S (1) S (pur) Alps — )Py () (5.128)
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A n-ésima ordem do produto (5.116) serd dada por!

(A, = (5-+57)u(p )
_ / ' 130, ) (571 ) + (B—t)ur (D) -

(S, @) F e+ (S0, ) (ST )i (p@)] - (5.129)

Os dois primeiros termos desta expansao, de acordo com (5.127) e ( 5.128), sao

(ADy = [(S-)n(STHl(P, @)
= 27ri(27r)_2”(—e)”P_(p)70/d4p1---d4pn—1 Alp —p1) -
-S%(p1).- S (pn-1) APn—1 — ) Pi(a) - (5.130)

(A2 = [(S-s)na (ST (@)
= / d*q' [2mi(2m) 2D (—e) "V P_(p)y” / d*p...d'py_s
AP = p1)S™(p1) S (Pa-2) APn-2 — ¢ )Pr(d)] -
[=2mi(2m) (=€) P (d)y" A(d' — @) Pi(q)
= 2mi(2m) 7" (—e)"P_(p)y" / d'py...d'poy Alp —p1) -
5% (p1)..S" (Pn-2) AlPn—2 — pn1)[=27i P (pn-1)7" -
0(pn—1 — By, )] Apn—1 — @) P-(q) , (5.131)

que somados resultam em

(ADL+ (AD2 = [(S-)nlS71)o+ (S-)na(S7il(p, @)
= 2ri(2m) (e P-(p)” [ dipred'pns Ay~ )
S (p1). S (Pus) AlPa2 — Pa1)[S™ (puor) +
—27i P (Pn-1)7"8(pn-1 — Ep,_,)] Alpn—1 — @) Ps(q)

= 27m'(27r)2"(—6)"P_(p)70/d4p1--~d4pn—1 Alp —p1) -
'Sav(pl).--sav(pan) A(pnf2 - pn71>SF(pn*1) :
- A(pn-1 — @) Py(q) (5.132)

Como pode ser visto na expressao acima, com os termos somados até a ordem (n—1)

de (5_.), a tltima funcdo S®(p,_1) foi transformada em ST (p,_1). Se somarmos

O tltimo termo da expansio (5.129) nio é (§,+)0(§;}r)n, pois este seria um termo (++)e nao

(—+) ja que (S_4)o = 1.
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até a primeira ordem em (S_, ), todas as fungoes S® terao sido convertidas em S*'.

Portanto, a expressio final para (S_,S71), serd

(B 8 )upoa) = i(2n) 2" (—e) P (p)y" / 'p1.d'pu s Alp—p1)
’SF(pl)---SF(pn—l) A(pn—l - Q)P+(Q) . (5‘133)

Tomando a adjunta desta expressao, teremos

(S7HST )ulp,a) = —2mi(2m) " (—e)" s (p)7° / d*py...d*p,_1 -
: A(P - pl)SAF(Pl)---SAF<pn—1) )
- A(pp—1 — q@)P-(q) , (5.134)

onde definimos

R L)) — T 0 gAF ()0 (5.135)

p? —m?2 —i0
e usamos o fato do potencial ser real, ou seja, Af(p) = A(—p).
Por um procedimento andlogo podemos obter a expansao (5.115), cujo termo de

n-ésima ¢ dado por [56]

(S:rTSif)n(PaQ) = i(QW)_2n+1€nP+(P)70/d4pl---d4pn—1 A(p_pl)'

ST (p1)... 8" (Pa-1) Alpn-1 — @) P-(a) - (5.136)

As expressoes (5.134) e (5.136) levam as séries (5.115) e (5.116) a serem escritas,

respectivamente, como

[e.9]

Mpea) = =273 (2n) P Pp) [ o' Al p)-
S (1) (pu-s) Alpas — ) P_(a) (5.137)
Ai(p,q) = —2mi Y (2m) " (—e)"Pp(p)y’ / d'py..d*pn 1 -

A= p)ST01) S  (pur) Alps — )P (@) . (5.138)

que em mais baixa ordem (n = 1) sdo dadas por

Ai(p,q) = —2mi(2m) 2ePy (p)y° Alp — q)P-(q) (5.139)

Ay(p.q) = —2mi (27) 2(=¢) P (P Alp — 9)P-(q) - (5.140)
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Como podemos ver pelas expressoes (5.139) e (5.140), A; = — A;. Assim, a funcio
A definida em (5.111) torna-se

A(B;p,—q) = [cos®O,cos® O +
— cos fpsenfpsendy cos 4] A1 (p, —q)
= AP, —a){1 = [nq(B) + 1p(B) (1 — ng(B)) +
+/mp()(1 = 1p()y/na(B) (1 = nq(B))]}
= [1=Tpq(B)] Ai(p,—q) , (5.141)

onde

[pa(B) = nq(B) +np(B)(1 —ng(B)) +
+/me(D)(1 — np(D)\/na(B) (1 —na(8) . (5.142)

e usamos (5.92), com o potencial quimico pu = 0.

Para a probabilidade total de transigao, (5.113), obtemos

P(3) = @FZ / Epd’q |l (D) [1 — Tp.a(8)] Ar(p, —q) v (1)

_ |C'2 5> [ gl ®)P ) e A+ OP-(~a)vaa)

[ s( )P+( e Alp+ a)P-(—a) v ()] [L = Tpq(B)*.  (5.143)

Mas, o primeiro fator entre colchetes é

Z o (P)uf (P)Y " eAu(p + @) Y vor(@)vh (@)vy (q)

g

= [ﬂs(p)v“vs( ) eAu(p+q) (5.144)

entdo a expressao (5.143) fica

P(B) = ICPY / d*pd’q [iis(p)y" v (@) ()7 s ()]
eAu(p+ q) eA,(—p — q) [1 = Tpq(B))?
_ P2 s [Prm]Y pd=m
a (27T)2/dpdq{2Ep] {7 2Eq7]0>\‘
eA,(p+q) ed(—p —q) [1 — Tpq(B)]?

|2 3 3
= (‘267;’)2 / QdEp Qqu Tr[(¢ + m)y"(d — m)y"] -

eAu(p+ ) eAu(—p — ) [ — Tpa(B)) . (5.145)
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Definindo como uma nova variavel de integracao, o resultado (5.145) pode ser escrito

p8) = (8 [k [ 2 Py g mn)
54(p+q— [1—Tpq(0)]? eAu(k) eA,(—k)
= (2m)72 / d'E TS (k) eAu(k) eA,(—k) | (5.146)
onde

2E, 2F,
Te[(# +m)y"(d — m)y"][L = Tp.a(B))° (5.147)

) [ B g
130 = (CF [ 523+ a- k)

O tensor dependente da temperatura T’ 5 (k) pode ser reescrito sob outra forma
se as integrais tridimensionais sao substituidas pelas integrais no quadriespaco de

Minkowski com a medida invariante de Lorentz
d3p

T = / d'ps(p* —m?) O)... . (5.148)

A funcao © limita o intervalo de integracdo paea E > 0. Assim, o tensor (5.147)
fica dado por

T () = | / d'p8(5 — m?) O°) 6([k — p? — m?) O(K" — ) -
Te[(f+ my (k= f—m3’] - Tpopo (B, (5.149)

onde realizamos a integra¢ao no quadrimomento q.

O tensor dependente da temperatura pode ser escrito como
Té“’(k) =T (k) + (5T[;V(k) , (5.150)
sendo

T = (O [ dps — m?) 0 5(k - 5l - m?) B~ 4°)-
T [(§+ m)y" (K= §— m) (.151)

o tensor a temperatura zero, e

W) = -ICP [ S ok - it - ) O - 47

Tr[(g+m)y"(f— p—m)V"][2 — Fp,q(ﬂ)] Fp,q(ﬁ) (5.152)

a correcao de temperatura.
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Para o tensor T3 (k) & temperatura zero, o trago e a integra¢ao no trimomento
podem ser calculados, como veremos a seguir.

O traco que aparece nas expressoes (5.151) e (5.152) é

T[] = Te{(ks — pa)y” +m)y" (pay™ — m)y"}
= Tr{(ks — )77 Pa¥ V" + MY Pay* ¥ )V +
—mPyyY} (5.153)

O segundo e o terceiro termo nao contribuem, ja que o trago de um produto de um
nimero impar de matrizes v é nulo. Para o primeiro e ultimo termos, usaremos,

respectivamente, as identidades

Te[y7y"y°9"] = 4(g™' g™ + g"*9"" — g"*g") (5.154)

Tr[y*y"] = 49", (5.155)

onde g" denota o tensor métrico de Minkowski. Portanto,

Tr[...] = Tr {(kﬂ _ pﬁ),yﬁ,yupa,ya,yu . mQ’YM'YV}
= B —p")p" + (K = p" )" — (ks — ps)p’g™ — m*g"}
= 4k + kP = 20" — k- pg"} (5.156)

No tltimo termo, a parcela (p? — m?) foi eliminada pois 7", (5.151), contém uma
§(p* —m?). Substituindo o resultado (5.156) no tensor 73" (k), obtemos

T (k) = |OF / Ip6(p* — m?) 0" 5((k — p)? — m?) O — ) -
AlkFp” 4+ K'pt — 2pMp" — k- pgt”] (5.157)

a qual é explicitamente covariante (tensor de Lorentz). A invariancia de gauge de

T3 é expressa pela propriedade
kT (k) =0, (5.158)

conhecida como identidade de Ward, que pode ser verificada facilmente. A in-
variancia de gauge do tensor T} leva a invariancia de gauge da probabilidade total
de transicao Py do estado inicial de vacuo para o estado final de pares elétron

positron, a temperatura zero, dada por

Py = (27)2 / AR T (k) e Ay (k) e Ay (—F) (5.159)
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O tensor 73", (5.157), depende somente de k, ji que estd sendo realizada a

integracao no quadrimomento p. Assim, de forma geral, ele pode ser escrito como
T8 (k) = A(k*)g" + B(K*)k"E” | (5.160)

onde A e B sao construidas de forma que seja invariantes de Lorentz, por isto sua

dependéncia somente em k2. Usando a identidade de Ward, teremos

kuTy" (k) = A(K*)K” + B(k*)k*k” =0, (5.161)
ou seja,
A(k*) = —k*B(K?) . (5.162)
Assim,
(k) = —k*B(K*)g" + B(k*)k"k”
= (K'k = K*¢")B(k?) . (5.163)

Para obtermos a forma explicita de B(k?), calculemos X, T*%. De (5.162) temos que

DTk = Y (Kk, — k) B(R?)

= (k* —4K*)B(k?)
= —3k*B(k?) . (5.164)

Por outro lado, de (5.157) vem
S TE) = 1OF [ a'ps? - )
M O(p°) d((k —p)* —m?) O(K® — p°)4[—2k - p — 2p*] .
Comparando esta com (5.164), vemos que
BO#) = 3IOP [ d'pa? - m?) 0G1) 8((k — )~ m?) O - 1)
‘%[% - p+ 2p°]
= SICP [P - m?) 0 507 - 2k p) O ~ 1)

108



Como p e ¢ sao vetores tipo tempo, o mesmo acontece com k = p + ¢q. Portanto,
existe um sistema de referéncia tal que k = (ko,0). Neste referencial de Lorentz, o

fator B(k?) assume uma forma mais simples

2

B(k;) = %@2 [1 + 21} /d4p5(p2 —m?) O(p") 8(k2 — 2kop®) O(K° — p°)

k2
4 ~ 2m d3p
— g\cﬁ {1 + ?] /2E S(k§ — 2koEp) O(K — E,) . (5.166)
0

Aqui fizemos a substituicao inversa de (5.148) e pg = Ep. Escrevendo a integracao

no triespago dos momentos em coordenadas esféricas,

[e'e) T 2T [e'e)
/d3p—>/ d\p\pz/ dﬁsene/ dg0:47r/ d|p| p* (5.167)
0 0 0 0

2

4 ~ 2m
B(k) = g|C|2 {1+?] 47r/0 2’5’ 25(ki — 2koEy) O (ko — Ep) . (5.168)
0

teremos

Mas, a fungdo § no integrando estabelece a condi¢ao k2 — 2kop® = 0, entao

k
0By =P+ m? (5.169)

2
e
Ip| = % —m? . (5.170)
Desta expressao temos que
k3 > 4m?* | (5.171)

entao introduzimos O (kZ — 4m?) em (5.168), resultando em

m2 o0

B = 310 [1+ 2| areus - am) [~ TR 2 =B ok, - )

(5.172)

para ky > 0. Trocando a integracdo em |p| pela integracdo em E,, e fazendo a
substituicao

p’=E-m* = dp|= pdE (5.173)

a expressao (5.172) fica escrita como

2\ 2m’ > d(ko/2 — E
2 2?2 Am?2

= iR |1 2| 1= Trens - amt) et/
3 k2 k2
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com as condicoes £, > m e ko > 0, que sao garantidas pelas funcoes ©. Como B
depende somente de k2, é um invariante de Lorentz. Portanto, pode ser escrito em

um referencial inercial qualquer como

27~ 2m? 4m?
B = ICE 1+ | (1= e - o). (5am)

Substituindo (5.174) em (5.163), teremos

2T~ 2m? 4m?
T (k) = ?7T|0|2 {1 + k—";} (1 - k—”;‘@@? — 4m?) O (k) (K"K — K2g™) (5.175)

e este resultado na equacao (5.159), a probabilidade total de produgao de pares a

temperatura zero fica dada por

~o 1 2m 2m? 4m?
Py = \C|2(27T)2 /d4k 5 [1 + ?] 1— ?@(lﬁ — 4m?*) O(k) €* -

(KR — K2 A (k) A (k) (5.176)

Nesta expressao ainda permanece a condigao kg > 0, expressa pela funcao O (ko).
No entanto, esta equacao é par em relacao a k, e portanto a ky. Assim, podemos
estender a integral em ko para (—oo,+00) e dividir a expressdo por dois. Entao,

(5.159) fica escrita como

~19 eN2T 4 2m2 / 4m2 2 2

(KR — K2 A (k) A (k) (5.177)

A funcao O, na expressao acima, impoe que a integracao se dé sobre os momentos
em que k* > 4m?. Fisicamente isto significa que a energia minima que deve ser
fornecida pelo campo externo para a producao de pares a temperatura finita é 2m.

A avaliacao do comportamento da probabilidade total de criacao de pares elétron-
positron por um campo eletromagnético externo dependente do tempo, em func¢ao da
temperatura, pode ser feita pela andlise dos limites das baixas e altas temperaturas
do fator I'p (). Podemos avaliar o fator I'y, o (3) para os limitesde T' — 0 e T' — oo,
em primeira aproximagao.

A distribuigao média de particulas com momento p, de acordo com (5.92), é

dada por
1
np(0) = sen’6p(6) = G-

Se consideramos o limite de T — 0, ou 8 — oo , teremos ny(3 — o00) — 0 e, de
acordo com (5.152), I'p (8 — o0) — 0. Entao, 75" (k) — 13" (k) e P(8 — o0) —

B—00

(5.178)
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Py, recuperando a descrigdo para 7" = 0. Para temperaturas muito altas, I'p 4(3)
tende a 1 e a probabilidade total P(/3), dada por (5.146), tende a zero. Portanto,
quanto maior a temperatura a que o campo esta submetido, menor é a taxa de
producao, o que evidencia a competicao entre o campo eletromagnético externo e o
banho térmico, a qual tende a inibir a produgao de pares, a medida que 7" aumenta,

tornando inacessiveis estados menos energéticos, que ja se encontram ocupados.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho foi construido o espaco de Fock para o campo de Dirac e o operador
espalhamento S em segunda quantizacao num campo eletromagnético externo, no
contexto de “Thermofield Dynamics” (TFD). Como foi mostrado, este operador fica
definido a menos de uma fase, que esta associada a amplitude de transicao vacuo

térmico-vacuo térmico, na presenc a de um campo eletromagnético externo.

Segundo a prescricao de TFD, os efeitos de temperatura sao introduzidos através
das transformacoes de Bogoliubov realizadas sobre vetores que geram um espaco
vetorial duplicado. Portanto, o espaco de Fock de TFD é aquele formado pelo
produto direto dos espacos de Fock do sistema fisico e o do sistema dual, os quais
foram construidos a partir dos respectivos espacos de Hilbert através do método de
segunda quantizagao. Apesar da semelhanca entre o espaco dual e o espago de Fock

original, o primeiro guarda algumas diferencas que merecem ser destacadas.

Pelas regras de conjugacao til, da equacao de movimento para o campo de Dirac
¥ (x), obtém-se a equacao para o campo dual i[:(x), a qual é idéntica aquela para o
campo adjunto 1 (z). Portanto, os operadores b, b associados & particula dual e d', d
correspondentes a antiparticula dual sao definidos, respectivamente, nos subespacos
espectrais de energia negativa e positiva, inversamente ao que acontece para o sis-
tema fisico original. Como conseqiiéncia, o operador hamiltoniano no espago de Fock
dual é limitado superiormente, ao contrario do operador hamiltoniano do sistema
fisico, limitado inferiormente. Isto possibilita definir um operador hamiltoniano to-
tal, cujo valor esperado no vacuo térmico é zero. Partindo da dinamica livre de uma
particula dual no espago de Hilbert, foi obtida a série perturbativa (de Dyson) para
o operador espalhamento S , para o campo de Dirac sujeito a um potencial externo
dependente do tempo, a qual se apresentou na forma de um produto temporalmente
antiordenado, em contraste com a série de Dyson S para o sistema original. A partir
dos operadores S e S foram definidos os respectivos operadores S e S na formulagao

de segunda quantizagao. O operador espalhamento S no espacgo de Fock duplicado
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foi construido como o produto direto dos operadores S e S

Como uma aplicagao do formalismo desenvolvido, o processo de producao de
pares elétron-pésitron a temperatura finita, na presenca de um campo eletromagnéti-
co externo, foi avaliado. Foi mostrado que a probabilidade total de producao de pares
pelo campo externo a temperatura finita decresce com o aumento da temperatura.
Isto significa que o limiar de energia para a producao de pares cresce com o aumento
da temperatura.

O formalismo de TFD estabelece que sistemas a temperatura finita tém suas
quantidades fisicas calculadas como valores esperados no vacuo térmico de produtos
de operadores. No entanto, estas quantidades sao usualmente calculadas como o
valor esperado no vacuo duplicado (& temperatura zero) dos mesmos operadores,
mas agora termalizados através das transformacoes de Bogoliubov. A equivaléncia
desses dois procedimentos ainda nao foi mostrada para uma situag ao geral. Usando
a construcao rigorosa para os espacos de Fock original e seu dual, apresentada neste
trabalho, foi possivel mostrar esta equivaléncia na descri¢ao do processo de producao
de pares elétron-pésitron a temperatura finita.

Finalmente, como uma primeira proposta para estudos futuros, coloca-se a ques-
tao da andlise detalhada do comportamento do termo de correcao de temperatura na
probabilidade total de producao de pares elétron-pésitron. Fica colocada também
a possibilidade do estudo de sistemas bosonicos, levando em conta o problema da
unitariedade do operador espalhamento [6s8]. Outros desafios se propoem no sen-
tido da continuidade dos desenvolvimentos aqui apresentados, como por exemplo, a
construcao do formalismo de operador espalhamento no espaco de Fock duplicado
para o campo eletromagnético quantizado, e a investigacao da equivaléncia entre os
dois procedimentos de calculo do valor esperado de operadores em TFD, usando as

propriedades dos espacos de Fock aqui apresentadas.
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Apéndice A

Expressoes de “Thermofield Dynamics”

A.1 Expansao do Vacuo Térmico

O estado de vacuo da “Thermofield Dynamics”, |0(3)) , pode ser obtido da trans-

formacao unitaria

0(8)) = e Do) (A1)

onde
G(B)= —i0(B) (aa — a'a') (A.2)
10)) = 10) ® [0) = [0) (0] . (A.3)

Vamos mostrar a seguir que, expandindo a exponencial, podemos escrever a

defini¢ao (A.1) como

108))F = [cos 0(B) + send(3) a'al] |0)) (A.4)
para férmions e
0035 = gy ex» [1anho(8) la'] o) (A5)

para bosons. Estas expressoes tém a vantagem de tornar mais simples alguns calculos
dos valores esperados no vacuo térmico.

Para o caso fermionico, teremos

0N r = 3 -iGR() 10}

= 3 [-0(8) (aa — a'ah) 10}
1 1 2(~ ~1\2
= {1- ﬂG(ﬁ)(aa —a'a’) + 59(5) (aa — a'a’)? +
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—%H(ﬁ) (aa —a'a")® + = 9(ﬁ)4(da —alah)t +

—20(3)° 0 — a1 + O(5) G0 — ald)® + 0 (A)

Mas, usando as relagoes de anticomutacao [13]

[CL a’T]+ = 17 [CL a’]Jr:O
[@,a'ly = 1, J[a,aly=0 (A7)
a,d)y = la,a']y =
e que
(a')™[0) = 0= (a")" |o) (A.8)

para n > 2, os termos de (A.6) resultardo em

(aa — a'a’) |0) = —a'al|0)) (A.9)
(aa —a'a’)?|0) = (aa —a'a')(aa —a'a")|0)) = — (aa — a'a") a'a' |0))
= —aadal 0) = —aa faal |0) = — aal 0)) =
— —[0) (A.10)

(aa —a'a)®|0) = (aa— aTdT)\(da —a'a")?|0) = —(aa — a'a’) |0))

-~

= afa’|o) (A.11)

(aa —a'a")*|0)) = (aa—a'a’) (aa —a'a’)’|0)) = (aa — ala")a’a’ |0)

= aad'a'|0) =

g

|0)) (A.12)

(aa —a'a’)®|0) = (aa — aT&T)Eda —a'a"*|0) = (aa — a'al) |0)

-~

= —a'a'|0)) (A.13)
(aa —a'a"b|0) = (aa — CLTELUEdCL — aidT)E’ |0)) = —(aa — ata) ata’ |0)

= —10) (A.14)
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levando o vacuo térmico a ser escrito como

0(8)r = {1 + %Q(B)cﬂd* — %9(5)? — %e(ﬂ)wau

F00)" + 03 alal — S 0(5) + } 0)

1 1 1
= { {1 — 5e(ﬁ)2 + 59(5)4 — a9(5)6 + 1 +
4 [%9(@)&@* - %0(5)3aTdT + é@(ﬁ)%*a* - } } 10)
= [cosO(B3) + send(B) a'a'] |0)) . (A.15)
Por outro lado, vimos que o vécuo |0(3))r para o oscilador fermionico, (2.40), é

dado por

_ 1 o= 0/2 gt
10(8)) Trom) 1+ 110)

= [(1+e ™) 2 4 (™ +1)24ld"| |0) . (A.16)

Comparando esta expressao com (A.15)

cosO(fB) = (1—|—e’6‘”)’%,

senf() = (1+ eﬁ“’)_% : (A.17)
entao
1
Sel’l29<ﬁ) = m 3 (A18)

que ¢ a distribuicao de Fermi-Dirac, e vale a relacao

Bw
© L (A.19)

2 2 _
cos” 0(3) + sen*6(3) = N T 1 4 eBw ’

e portanto todas as relacoes trigonométricas podem ser usadas.

Ao oscilador bosonico é permitida a existéncia de todos os estados |n), com
n = 0,1,2,... . Portanto, ndo vale a restrigdo (A.8), o que leva a expansao da
exponencial adquirir uma forma mais complicada. Para contornar esta dificuldade

iremos escrever a exponencial da soma

08)g = e 95D |0)
o eG(B)(—&a—i—aT&T) |0>>

f (A+B) |0y (A.20)
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num produto de exponenciais, onde usamos a notagao simplificada § = 6(3). Como

o comutador C' = [A, B| dos operadores

A = —aa
B = da (A.21)
nao ¢ um numero, nao poderemos usar a formula de Campbell-Baker-Hausdorff [64].

No entanto, os operadores A, B e C formam uma algebra fechada, ou seja, satisfazem
a identidade de Jacobi

[A, B],Cl+ [[B,C], Al + [[C, A], B] = 0 . (A.22)
De fato,
[A,B] = [—aa,d'a’] = —afa,a'a’] — [@,d'dl]a
= —ala,d'la’ —a'[a,d'a
= —ad' —ala=C, (A.23)
B,C] = [a'a', —aa' —a'a] = —[a'al, ad" + a'd]
= —[a'a',aa'] — [a'al, a'a] = —a'[al, ala’ — a'la’, a)a’
= d'a' +d'a’ =2d'at = 2B, (A.24)
[C,A] = [~aa' —a'a, —ad] = [aa’ + a'a, ad]
= [aa',aa] + [a'a,aa] = ala’, aa + ala’, ala
= —aa—aa = —2aa =2A , (A.25)
entao
[C,C] + 2B, A] + 24, B| = 2[B, A] — 2[B, A] = 0 . (A.26)

Essa propriedade nos permite propor a fatoragao
E(e) _ 80 (A+B) _ ea(G)B ep(G)C’ e'y(@)A’ (A27)

cujos coeficientes a, p e v poderao ser encontrados a partir da solugao da equagao

diferencial JE(0 y
dé ) _ (A + B) e@ (A+B) _ @[ea(O)B ep(H)C e'y(@)A] 7 (A28>
sujeita a condicao de contorno
E0)=1= «(0)=p(0) =~(0)=0, (A.29)
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ou

D o1 p0)C L 00 T 4 —a)B 4 00)B] pO)C
dQC’e +e d@A = [e Ae Je +
+(1 - C;_z) [e_a(g)BB ea(Q)B] PO (A.30)
Os fatores entre colchétes nesta expressao podem ser obtidos pela formula
o2 o
e PO =0 — [B O] + 51 —I[B,[B,0]] — 37 —I[B,[B,[B,0]]] + ... , (A.31)
resultando em
o2 o
e PBe*® = B - T Y1B,B] + 5[3 (B, B]] - 5[3, (B, [B, B]]] + ...
= B, (A.32)
a? ad
e BheP = A-— T QB A + o —[B,[B, A]] - 5[3, [B,[B, A]]] + ...
a? .
= A—l——C— [BC’] 3[ ,[B,Cl] +
a? '
= A+ — C——QB—F?[B,ZB]‘F
= A+aC—a B, (A.33)

onde substituimos (A.23) e (A.24). Portanto, a equagao (A.30) fica

[A+aC —a?B]e’®¢ 4+ (1 - Coii_g) Ber¢ % C P00 _ erOC z—g A=0 (A.34)
ou ainda
A— zg[eW)CA _"G)C]+(1—a2—2—3)3+( %)Czo. (A.35)
Usando a férmula (A.31), o fator entre colchétes que aparece nesta expressao fica
dado por
Pz o
A = A+ [O Al + [C [C, A]] + o Lieie, e, Al +

= A+ 2A+ [CQA] —2[C2A] 4—22[02/1]

= A+ 2A+—22A+ 23A+ 24A+
= 2PA. (A.36)

Portanto, de (A.35) e (A.36), obtemos

1-TeA+r(1-a?- Y By(a-Lyc=0. (A.37)



Como os operadores A, B e C sao linearmente independentes, para que a expressao

acima seja identicamente nula deveremos ter

d7 20 _
L——5e =0 (A.38)
do
R A.
of — 0 (A.39)
dp

Da equagao diferencial (A.39) obtemos

g =2 - 9+O=/d—0‘ (A.41)

1 —a? 1—a?’

a qual tem como solugoes [65]
¢ = arctanha para |a] <1, (A.42)

ou seja,
a(f) = tanh @ | (A.43)

onde usamos as condigoes de contorno (A.29). Substituindo este resultado na

equagao (A.40), obtemos
p= /tanhﬁd& = [Incoshf] + C (A.44)

e com as condigoes de contorno (A.29) resulta em

p(0) = Incosh @ (A.45)
Pela equacao (A.38),
dy —2p
@ =e s (A46>
ou
")/—i-O — /e—Qp do = /e—ZlncoshO do = /eln(coshe)2 46
1
= ——df = tanh 6 A 47
/ (cosh 6)? anho, ( )
portanto
~v(0) = tanh 6, (A.48)

onde substituimos o resultado (A.44) e as condigoes de contorno (A.29). Portanto,
por (A.43), (A.45), (A.47) e usando as definigoes

al0) =0=alo) (A.49)
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a expressao (A.20) resulta em

03))5 = 9o o)

—  eO0)B p(0)C (0)A

eaTaT tanh @ e—(aaT+aTa) Incosh® ,—aatanh ¢ |O>>

_ eaTaT tanh 6 ef(ddTJrafa) In cosh @ (1 _ Gatanh + ) |O>>
eaTaT tanh @ e—(aahra*a) In cosh 6 ’0»

eaTaT tanh 6 e—(1+aTa) In cosh @ |O>>

eaTaT tanh 6 ,—Incosh ¢ |0))

a’al tanh 6 eln(cosh 01 ’0»

1 ~
— eaTaT tanh 6(3) |O>> ’

cosh 6(3)

= €

que ¢ exatamente a expressao (A.5).

A.2 Transformagoes de Bogoliubov

(A.50)

Os operadores de criacdo e aniquilacdo dependentes da temperatura (a(3),af(3),

a(B3),a'(3)), no formalismo de “Thermofield Dynamics”, foram definidos a partir

dos operadores correspondentes ao sistema fisico (a,a’) e ao sistema dual (a,a’)

através da transformacao unitéria

d(B) = e iCO) gt (i GO
al (ﬁ) — o iGB) gt 1GB)

onde

G(B) = —i0(B) (aa —d'a') .

Usando a férmula de expansao de operadores (A.31), as definigdes (A.51) e

podem ser escritas como

a(f) =a— Q[G,a] + @[G, |G, a]] — @[G, G, [G,al]]] + ...

a(f) =a— %[G, al + %[G, G, a]] — Q[G, G,[G,a]]] + ...,

onde [,] representa o comutador.
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Se os operadores a, al, @, a' estdo associados a um sistema fermionico, satisfazem

as relacoes de anticomutagao [13]

[a,a'ly = [a,a'] =1,
[CL> a’]Jr = [&7&]+ = [CL?&T]+ =0. (A56)
e possuem a restricao
(aH™0) = (aH"|0) =0, paran>2. (A.57)

Usando as relagoes (A.56) e (A.57), calculamos cada termo das expressoes (A.54) e
(A.55), ou seja,
Gp,a] = (—if)[(aa — aTELT),a] =(—10) {[da,a] — [CLTELT,CL]}
= —(—if)[a'a’,a] = —(—if)(a'd'a — aa’al)
= (—if)(a'aa’ + aa’a’) = (—if)al

(G, [Gr,d]] = (=i0)[Gp,al] = (=i0)* [(aa — a'a’), al)
= (—i0)? {[aa a] [T f T]} (—i0)?[aa, a]

= (—i0)*(aaa’ —a'aa) = (—i0)? (—aa'a — a'aa)
= —(—if)?a
G, [Gr.[Gr.d]] = —(=i0)*[Gp,a] = —(~i0)*d]
[GFv [GF’ [GF7 [GF ) am] = _(_i 0)3 [GFa &T] = (_i9)4 a

[GFJ [GF7 [GFv [GF7 [GF ) a]m] = (_i ‘9)4 [GF’ a’] = (_i8>5 aT

(Gr.a] = (—i0)|(@aa—a'd'),a) = (—i0) {[aa,a] — [a'a’, @]}
= —(—if)[a'a",a] = —(—if)(a'a'a — aa'al)
= —(—if)(a'a'a + d'aa’) = —(-i0)al

Gr,[Gr.a]] = —(=i0)[Gp,a'] = —(~i0)? [(aa—@T T) T]
= —(—i0)* {[aa,d'] — [d'al,a']} = —(— [aa,al]
= —(—i0)? (aaa’ — a'aa) = —(—i0)? (aaa + aa'a)
= —(—if)*a
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[GF’ [GF’ [GF ) d”] = _(_i 0)2 [GF7 d] = (_i 0)3aT
(Gr. [Gr. [Gr, [GrLadll]] = (=i0)[Gr,al] = (—i0)"a
[Gr. [Gr, [Gr, [Gr, [Gr,alll]] = (—i0)'[Gr,a] = —(=if)"a'

levando a
— a—Lama — Lorara+ Loarra + Loiava — Logyat
ar(B) = a—=0(3)at — 030+ 6B + 0(8)'a — O(3Val + .
1 1 1 1 1
= a {1 — 59(@2 + Ie(ﬁf — } —al {FH(B) — 50(5)3 + 50(5)5 — 1
= acosf(B) — a'send(p) , (A.58)
e
ar(8) = a+ OO — 00V — OB al + £6(0)'a+ Z0(B)al +
1! 2! 31 Al 5
= 1= 0P+ 0 ] |00 - 20+ S0 + ]
= acosf(B) +a'send() . (A.59)
Para o caso bosonico valem as relagoes de comutacgao [13)
[a,a']. = [a,a']_=1,
[a,a]- = [a,a]-=[a,a']l_ =0, (A.60)

as quais levam os comutadores que aparecem nas expressoes (A.54) e ( A.55) a serem
dados por

Gg,a] = (—i6)[(aa — aT&T),a] =(—10) {[da,a] — [aTdT,a]}
= —(—if)[a'a’,a] = —(—ih) [a',ala’ = (—if)al

[Gp,[Gp,a]] = (—i0)[Gp,ad'] = (—i0)?[(aa — a'a’),a']

[Gp.[G,[Gp.al]] = (—i6)*[Gp,a] = (—if)*ad"
[Gg,[Gr,[GB,[Gr.dll] = (-i6)’[Gp,a']=(=if)"a
[GB ) [GB ) [GB ) [GB ) [GB ) a’m“ = (_i 9)4 [GB 7a] = (_i 0)5 dT
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(Gp.,a) = (—i0)[(aa—a'd"),a] = (—i0) {[aa,a) — [a'd', a]}
= —(—if)[a'a’,a] = —(—if)d'[a’,a) = (—if)a

(Gp.[Gp.d]] = (=i0)[Gp,a'] = (=i0)*[(aa — a'a"), a']
= (-i0)* {[aa,a'] — [a'd’, a']} = (—i0)* [aq, a']
= (—if)*ala,a'] = (—i6)*a

[Gp.[G,[Gp.al]] = (i6)*[Gp,a] = (i)’ d
[GB ) [GB ) [GB ) [GB ’a]m = (_i 9)3 [GB 7aT] = (_i 9)4 a

G5,(G5.[GB.[GB, G dll]] = (=i0)'[Gp,a] = (—i0)"d’

Portanto, as expressoes para o sistema de bésons, correspondentes a ( A.58) e (A.59),

serao

ap(f) = a— %ﬂﬁ)af + %0(5)% — le(ﬁ)%ﬁ + 19(5)% —~ le(g)%* + ..

3! 4l 5!

E— {1 + %0(5)2 - %Q(ﬁ)‘* - } —al [%e(ﬁ) - %9(5)3 - %9(5)5 - }
— acoshf(B) — a'senhd(3) , (A.61)

€

in(8) = - —0(A)al + 0(3)% — 0(8)"a’ + —0()'a — =0(3)al +

b ! 2! 3! A1 !

_ g [1 + %9(5)2 + %9(5)4 + } _df [%9([3) + %9(5)3 + ée(ﬁf + }
= acoshf(B) — a'senhd(3) . (A.62)

Os operadores conjugados a'(3) e a'(3) podem ser obtidos de forma analoga, ou
simplesmente substituindo cada operador por seu conjugado nas expressoes (A.58),
(A.59), (A.61) e (A.62).
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Apéndice B

O Campo de Dirac

B.1 Equacao de Dirac Livre

As particulas livres de spin 1/2 (férmions) sao descritas pela densidade lagrangiana

L{w) = B(x) |7 9y —m| (@) . (B.1)
onde m € a massa da particula,
0
[ @ ) ot = (t,X) ) (B2)
assumindo que i = ¢ = 1, com métrica do espago de Minkowski diag (+ — ——). As

matrizes v satisfazem as relagoes de anticomutagao

V], = 29", (B.3)

e as condigoes de hermiticidade
[T =" (B.4)

e sao definidas na representagao de Dirac-Pauli como

0 __ na__ ]_O P o 0 O'j
pere(10) veman(03) e
(00 (1) (i) e

as matrizes de Pauli.

sendo

A equacao de Dirac, que estabelece a dinamica de férmions livres, pode ser obtida

da densidade lagrangiana (B.1) através da equacao de movimento de Euler-Lagrange.
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Assim, a “funcao de onda” de uma particula

e sua adjunta

i) = (0ie) w50 vi@) i) ) |

satisfazem, respectivamente, as equagoes

(107" —m) P(x) = 0
(", + m) B(z) = 0.
A equagao (B.10), na forma hamiltoniana, é escrita como

281/1_(95) = [mp —ia- V] ¢(x)

ot
= Ho(x)9¥(x) ;

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

onde o operador hamiltoniano Hy é autoadjunto no espago de Hilbert H = (L*(R3))*

de elementos ¥ (z), definidos por (B.7). A solucao da equacao de Dirac ( B.12) é

dada pela transformagao unitéaria

W(t,x) = e (0,x)

a qual torna o produto escalar invariante

/d3x¢T(t,X)1/)(t,x) = /dgwa(O,x)w(O,x) .

O operador hamiltoniano Hy no espaco dos momentos ¢ dado por

de forma que

sendo

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)



a transformada de Fourier em H, onde E(p) corresponde a relagao de dispersao para

uma particula relativistica

Bp) = /o7 i

(B.18)

A equagao (B.12) possui quatro solugdes na forma de ondas planas, sendo duas

de energia positiva
e—ip~;t

Us (p> (271')3/2

e duas de energia negativa

onde
(p) E+m ( Xs )
Us = 5
2K o Xs
E+m [ —22 Xs
vs(—p) = Fm
28 ( Xs
com
1 1
ara S =
Xs = 0 1
ara s = —
1 p

Os estados de energia positiva e de energia negativa sao normalizados
Ui (p) Us (p) = 555’
UZ(_p) US/(_p) = 655’
e ortogonais
Ui(p) /Us’(_p> =0 )
e satisfazem as equacoes de autovalores

Hy(p)us(p) = E(p)us(p) ,
Ho(p)vs(—p) = —E(p)vs(—p) .

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

A solugao geral da equagao de Dirac é a funcao de onda composta pela super-

posicao das solugoes (B.19) e (B.20),

¢<«T) = (27‘()3/22/d3p [ws+(p) Us(p) efip-:p_k

+1s—(p) vs(P) eip.ﬂ )
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onde os indices (+) e (—) correpondem, respectivamente, as solu ¢des de energia

positiva e negativa. A solugao para t =0
Y(x) = (2m) 7> / &p [thsr(P) us(p) €®* + s (p) vs(p) e P*]  (B.28)

pode ser escrita como uma transformada de Fourier ordinaria

wx) = (2m) 0 [ dpuip)e e (B.29)
se definimos
Verlp) = 5ullD) V() .
Ve (o) = Sul®) (D), (B.30)

e usamos a ortogonalidade dos espinores de Dirac, (B.24).

Podemos definir os operadores de projecao

P.(p) = Y u(p)ul(p)

1 "
= ﬁ(E—l—oz-p—kﬁm) (B.31)

= ﬁ(E—&~p—mﬁ), (B.32)

que tém a propriedade de selecionar, respectivamente, as solug oes de energia positiva

e negativa da combinacao linear (B.27), expressas por,

P—i—(p)us(p) = us(p)7
P_(p)vs(=p) = vs(-P), (B.33)

Py (p)vs(—=p) = 0= P_(p) us(p) - (B.34)
A partir das definigoes (B.31) e (B.32), é facil mostrar que os operadores de

projecao sao ortogonais, e satisfazem

Pi(p)+P-(p) = 1
Pi(p)P-(p) = 0
[P:(p)]” = Pw(p)
[P.(p)]" = Pi(p). (B.35)



Eles podem ser expressos na forma covariante se multiplicamos (B.31) e (B.32) por

7%, ou seja,

zg:us(p)us(p) = S5
> u(p)vi(p) = YR (B.36)

onde denotamos
P=pY’ —p-7 =" (B.37)

A solugao geral da equagado de Dirac, (B.27), pode ser escrita na formulacao
de segunda quantizagao, na qual os coeficientes ¥4 (p) e 1/Jli(p) sa0 os operadores
de aniquilacdo by(p) , ds(p) e de criacao di(p), bl(p), que satisfazem relacoes de

anticomuta ¢ao.

B.1.1 Funcgoes Comutagao

O campo de Dirac livre ¥ (x) na formula¢do de segunda quantizagao é dado pela

expansao em ondas planas

bla) = 2mT )] / dp [bs(p) us(p) e + dl(p) vs(p) €] |
= V@) + @) (B.38)

onde by(p) é o operador de aniquilagao de particula e df(p) o operador de criagao

de antiparticula. O campo adjunto é obtido de (B.38) como

U(z) = ¥i(z)y"
= (@m)7P) ] / d*p [bL(p) s(p) € + dy(p) Ts(p) €]

D(2) + 9 () . (B.39)

II>

Os sinais (+) e (—) significam que as quantidades estdo associadas, respectiva-
mente, as solucoes de energia positiva e de energia negativa.

Os operadores b's e d's satisfazem as relagoes de anticomutagao

{bs(p)vb’(p/)} = 5(p_p/)5ss’7
p)} = d(p-—

t
l’( ,) ( p,) 635’ 5 (B40)

—~
QL
V)
S
T
S—
=N

sendo as demais nulas.
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As relagoes de anticomutacao para o campo de Dirac livre, para tempos ar-
bitrarios, sdo quantidades importantes na sua descrigao. Das expressoes (B.39) e
(B.40) encontramos

(@), B2)} = D@, W)} + (@), R

= —iSt(x—y)—iS (z—y). (B.41)

A fungdo S™)(x) é definida como a transformada de Fourier distribucional
. d*p i
S(+)(l‘) = W/ﬁ(}é—i—m)e P
i Bp
— (s _ 4 ATtpw
(27r)3(l D +m)/ 5F ©
= (i @ +m)DP(x). (B.42)

A funcdo D) (x) pode ser escrita na forma invariante pela introducdo da funcdo &

§(p* —m?) = 5(19025—] E) + 5(]902; E) : (B.43)

Como pg = E > 0, pois p = (po, p) é um quadrivetor tipo tempo, para que o segundo

termo seja eliminado, devemos introduzir a fung ao ©(p®). Assim,

DM (z) =

s [t - mt) ) e (B.44)

a qual é um escalar de Lorentz.

De forma andloga, para S(7)(z) temos

S(_)<:E) = (27T)3/2_E]?< _m)eip.x

= (i . +m)D(z), (B.45)

e D) (z) pode ser escrita na forma invariante como

D(_)(;E) _ _(2;—)3/d4p5(p2_m2)6(p0)eip‘x
IRCLE /d4p5(p2 —m?) O(—p’) e P (B.46)

O anticomutador (B.41) para o campo de Dirac fica dado por

S(x) = SW(x)+ 57 (x)
(i @»+m)D(x) , (B.47)

>
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sendo

D(z) = D9)(z)+ DM (z)

]

s [ Ot =) san(s") e
e avancada

(B.48)
a funcao de Pauli-Jordan, a qual admite a decomposicao causal em fungoes retardada

com

D(z) = D™ (x) — D™ () ,

(B.49)
D™ (z) = ©O(2°) D(x)
D(z) = —O(-2")D(x) (B.50)
A representacao de Fourier destas fungoes é
—1 e—ip-x
D (z) = d* B.51
(z) (2m)* / pp2 —m? +ip°0 ( )
e :
av _ /d4 e Pr B 52)
(l’) - (27’(’)4 pr —m2— poO ) ( :
cujas transformadas de Fourier sao

—1 1
Dret —
() (2m)2 p? — m?2 + ipY0

Y

(B.53)
D (p) = !

(2m)2 p? —m? — ip°0

(B.54)
A partir da defini¢ao (B.47), podemos introduzir as distribui ¢oes retardada e
avancada para o campo de Dirac

Sa) = (i Py +m) D x)
- _(271r)4/ v —]fnt:? ot (B.55)
S(z) = (i Pp+m) D™ ()
- G |

p2 —m2— ipo() ’
que no espaco dos momentos sao dadas por

(B.56)

Sret(p) - _ 1 ﬁ_l_ m

(27)2 p?2 — m? +ipY0

(B.57)
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av _ 1 i‘+ m
5%(p) = @m0 (B.58)

Os propagadores de Feynmam sao definidos como

SF(x) = O(x) S () — O(—z0) S~ ()

1 p+m ,
_ P LT ipa B.59
(2m)4 / pp2 —mEti0 " ( )

Df(z) = O(2°) D (z) — O(—2°) D) ()

_ - / iy (B.60)
 (2n)t pp2 —m2 40’ '

com sua representacao no espago dos momentos dada por

1 p+m

F _
Sl e e

(B.61)

1 1

D¥(p) = — :
Q (2m)2 p? —m2 +i0

(B.62)

B.2 Campo de Dirac Dual

O formalismo de “Thermofield Dynamics” estabelece que o campo dual é obtido a
partir do campo original através das regras de conjugacao til (2.29). Desta forma,

o operador densidade lagrangiana que caracteriza o campo de Dirac dual livre fica

dada por N N = N
L(w) = () [i" 8, —m] &'(@) (B.63)
a qual leva a equacao de movimento
(70, —m) T'(x) = 0 (B.64)
e sua adjunta B
(iv"0,, +m) Y(z) =0, (B.65)
onde _
Ji(a)
J(w) = %E; , (B.66)
Vi(z)
0@) = (@) ha@) ds@) @) ) | (B.67)
Do) = 9(@) " (B.68)



A equagao de Dirac para o campo dual livre, (B.64), na formula ¢ao hamiltoniana

fica escrita como

2@ s v B

ot e
Hy(z) ¥ (z) , (B.69)

II>

onde Hy é um operador autoadjunto no espaco de Hilbert H = (L2(R3)*, cujos
clementos sdo as funcdes de onda duais ' (z), (B.66).

O operador hamiltoniano f[o no espaco dos momentos é dado por
Hy(p) =pm+d-p, (B.70)
e ?ZT satisfaz a equacao de autovalores

Hy(p)¥'(p) = E(p) ¥ (p) (B.71)

onde

J(p) = (2m) / & 1 (x) e (B.72)

A equagao (B.71) é resolvida de forma anédloga & equagao (B.12) para o sistema

original, cuja solugao é a funcao de onda dual

@) = @Y [ @[ @) up)e ™ + L (0o p)e

Pl (@) + 41 () (B.73)

>

e sua conjugada é

Jw) = @Y [ [l o) ule) e 4 D () vl(p) e
= (@) + @) . (B.74)

onde mantivemos a convencao das quantidades correspondentes a solugao de energia
positiva serem denotadas com (+) e as associadas a solugao de energia negativa com
(=).

As equagdes (B.10), (B.12) e (B.16) para o campo original ¢(z) sao idénticas as
equacoes (B.64), (B.69) e (B.71) para o campo dual ¢/'(z). Portanto, as definicdes
dos espinores us(p) e vs(p), dos operadores de projecao P, (p) e P_(p) e todas as
suas relacoes sao aplicaveis ao campo de Dirac dual, bem como a estrutura algébrica
das matrizes v* de Dirac.
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Apéndice C

Condicao de Hilbert-Schmidt

No Capitulo 2 apresentamos a construcao da matriz S no espaco de Fock para
o campo de Dirac sujeito a um potencial eletromagnético externo dependente do
tempo, A#(x) . No entanto, para que S exista, o elemento de matriz S, = P, SP_
deve ser um operador de Hilbert-Schimidt [56], onde S é dada pela série perturbativa
(de Dyson) (3.170) definida sobre o espago de Hilbert H;.

A n-ésima ordem de S™ da série S, (3.174), é escrita no espaco dos momentos

S(n)(p’q) = 27T 3n/2/ dtl/ dtQ / dt /d3p1 d3pn 1-

MH® T (4, p — py) e TRIHOPU L (1, py — py)...
Tt Hoeo-D) (¢ p | — q) et Ho(@), (C.1)

como

Com os operadores de projecao P,(p) e P_(p), definidos, respectivamente, em

(B.31) e (B.32), escrevemos o elemento de matriz P,.S™ P_ na forma

P.(p) S™(p,q)P-(q) = 27r 3n/2 / dtl/ dts.. / i1 E(p)+itn E(q) |
' /d3p1---d3pn_1P+(p)H1(t1, p—pi)e (e
o =t 0@, (1, oy — @) Po(a) . (C2)
dada pela equagao (3.176), onde usamos
Py (p)ettoP) — (EFtEP® P (p) (C.3)

Para avaliar este operador integral, introduzimos as novas coordenadas temporais

sj, definidas por

1
s1 = —(t1+ta+...+1t,), —00 < 81 < 00
n

s; = tj—tjq, (] = 2,3, ...771), —00 < §; <0, (04)
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cuja transformagao inversa é

1 .
th = s1—— (n—jg+1)s;,
n <
Jj=2
¢ +1i<' 0
n 1 n 4 J S]’
7j=2
1< 1<
t = NG —1)s— - i+ 1)s;, C.5
. S1+n;(] )5, nj:;H(n j+1)s; (C.5)

onde 2 < k <n —1. Como o jacobiano da transformacao é

det (‘;TSZ) —1, (C.6)

podemos escrever a equagao (C.2) como
A\ e8] 0 0
() _ (=9
SiZ(pa) = o /_OO ds, /_OO dSQ.../_OO dsy, -
R TV
~exp{2 sl—ﬁZ(n—j—i—l)sj E(p)}
i =2
1o 1S,
.exp{z sl—i—EZ(j—l)sj E(q)}
i =2

'/d3p1---/d3pn—an(317---)Sn;p7p1"”7pn—17q)

/ dsl/ ds,.. / ds,, e E@P+E@]

exp{——zsg (n—j+1)E(p) - (J—l)E(CI)]}‘

7j=2

‘Tn(sla"'vsn;paq) ) <C7>

onde

L (=9)"
Tn(sla"'78n;p7q):(2(71_)—3)71/2/d3p1-"d3pn—1Fn(817"'7Sn;p7p17‘“7pn—17q) . (C8)

Realizando duas vezes integragdo por partes com respeito a s;, a expressao (C.7)

torna-se

eis1[E(p)+E(q)]
S(n) <p q) = / dsl/ dSQ / + E( { Z 51 } .

(317 e Sns Py q) (09)

051
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Os termos limites resultantes das integracoes por partes sao zero, pois H; se anula

para s; = +co0. Como

tk+1 — 1 = Sk+1 (Cl())
as exponenciais
e~ i(ti—t2)Ho(p1)  o=i(tn—1—tn)Ho(Pn—1) 7 (C.11)
ficam
eiSQHo(pl)‘”eiSnHO(pnfl) , (012)

e, portanto, a dependéncia de 7T,, em s; é somente nos potenciais H;. Sendo assim,
somente os potenciais deverdo ser diferenciados. Reescrevemos a expressao (C.9)

nas variaveis originais ty, ..., t,,, usando

R, A, B,
8_81 B Z&slﬁtk ;(‘%k’

o2 0
o C.13
s Z Oty £ Z Oty o~ OOty (C1
a qual fica
) 00 t1 tn—1 eitlE(p)-i-itnE( Q) 2
S (p,q) = dt dts... dt,, FTo(tr; -, t; P, 4)
U= [ an [ | Bp) + Bt d
(C.14)

onde 9T}, (t1, ..., t,; P, q) é obtida como segue. Das expressoes (C.9) e (C.12), temos
que 0°T,,/0s? se reduz a

62
0st

82

57 -4 =

[H{(s1, ., 83 P, ). H (51, .-, 503 P, 4)] (C.15)

onde o indice j em Hf significa que o potencial teve origem em H;(t;; p;j—1,Pj)-
Mas, 9*[H{...H}]/0s% pode ser obtida pela férmula geral da derivada do produto

o A R n n—k n—ZT:_IZk:j
LTSI Sh O S <k>< y )( EF )

k?l OkQ 0 m 1= 0
FEO I plen) (C.16)
onde
m—1
b =n—Y ki, (C.17)
j=1



resultando em

2
2 92k 2— E" 1 kj
02 1 1

832[ H] = > ) - Z kol k1! (2 — (k1 + oo+ k1))

k1=0 k2=0 kn—1=0

H{ " H? <’“2>...H?<k”)

2 ok nEiilk
= > > . Z (ki oo k) HY D HPE (€ 18)
k1=0 ko=0 kn_1=0
onde ,
o =2= ki = > k=2, (C.19)
j=1 j=1

Voltaremos as varidveis originais

82

—T, — 0*T,=T? . C.20
i (C.20)
Como o
a—S%[Hl HY = Y alky, o k) Y™ (C.21)
ki...kn—1
¢ 2
9 L9 9
— = — C.22
052 Zl Oty Oty (C-22)
entao, de (C.18), temos
02 n A1 ‘n
@[H}...Hl] = Y alky, k) HP (b, ) HI (L, ) (C.23)
1 jl---jn—l

onde o indice j, = 0,1,2 denota a derivada de H com rela¢ ao a t,, uma vez que

H7 s6 depende de t,.. Assim,

P " .
881[[_] Hl] B Z Z ] ]n 1 [2_(]1+ +]n 1)]

com 2 = Z]z

Portanto, TT(LQ) = 0°T,, fica expressa por

2
2]122n kj

(2 _— ! ’
Tn - ,n.?m/QZ Z Z R 2—(]1+ ot Jn- 1)]

J1=0 j2=0 jn—1=0

/d3p1.,_ d*po1 Py (p) H (t1,p — p1) e (-2 Holer)

e itn— ~tn)Ho(Prn—1)H{" (tn,pn-1—q) P_(q) - (C.25)
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Na expressao (C.24) existem n termos em segundas derivadas; (n — 1) termos com
primeira derivada em Hi(ty,...), multiplicados pelo fator 2; (n — 2) termos com
primeira derivada em Hi(ts,...), com fator 2;...; 2 termos com primeira derivada
em H;(t,_s,...), com fator 2; e 1 termo com primeira derivada em Hi(t,_1,...), com

fator 2. Entao teremos N termos, onde

N = n+2n—1)+2(n—2)+...+2(2) + 2(1)

— 2{@} —n=n?.

Seguindo na avaliacao de S(ﬁ, primeiro estimamos a matriz “kernel” de (C.25)

na norma C*, a qual denotamos | |. Como os operadores de projecao obedecem
|Py| <1, (C.26)
temos
eit1E(p)+itnE(q) ) eit1E(p)+itnE(q) ‘ ‘
T’fl = n =
[E(p) + E(a)]” [E(p) + E(a)]”
1 1
= — |12 < == |T7| =
|[E(p) + E(q)]" | E?(p)
1 —i"
< &Epr..dpn_1|P .
< 5 [ p> | E-psipite)

.’Hfl (thp _ Pl)‘ ) ‘e—i(tl—tz)Ho(Pl)’___‘e—i(tn—l—tn)Ho(pn—l)‘ .

|H{" (tns Pu1 — q)| [ P-(q)]

1 3 3 J
< my; /d pr--d’poy [H{' (t1,p — P1)] -
1-Jn
'|H{2(t2,p1 - p2)|...|H{"<tmpn_1 - q)| . (027)

Introduzindo novas variaveis de integracao
ki=pi—q = pi=ki+q, (C.28)

a equacao (C.27) pode ser escrita como

et E(p)+t2E(q) ) 1

[E(p)+E(q)]2T” = (2m)3/2E2(p) 2

|H{1(t1,p —q— k1)| . |H{2(t2,k1 — k2)|
o JHI (b, k)|

1 3 3
= m Z /d kld k’n,Q'

k... d’ ke, -
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|H{1(t1,p —q— k1)| . |H{2(t2,k1 — k2)|

/ oy [ (1K1 — o) || H" (£, k)|

| o
= 2P RE(p) Z/d ko e -

J1---Jn

\HI (t1,p — q — k)| - |[HP (t2, k1 — ko)|...
(|H{"—1(t1)| * |H{"(tn)|> (ks)
- m Z (‘H{1<t1)‘ * |Hf2(t2)|*

B E)) (- a) (C.29)

onde os asteriscos significam convolugoes. Denotando o operador integral (C.14)

pela forma sintética
) t1 tn—1
S (p,q) = / dt, / dts... / dt, [SP] (C.30)

podemos estimar a norma de Hilbert-Schmidt de S

(B /d3p/d3q|55f) (p,q)|" <

3., 73 1 J1 Jn 2_
< /dpd | R ) j;n(ml (t)| ... % |HI"()]) (p,q)| =
— 1 dgp 3 1 J1 % % |HIm / i
- (Qﬁ)sn/E4(p)d q j1§...j:n (L (t0)] o [H(t0)]) (d)] 5 (C.31)

onde usamos (C.29). A integral

d3p /oo p2
2P _y dp—L2 C.32
/ E4(p) " 0 p(p2 + mQ)2 ( )

pode ser calculada usando a férmula [65]

/000( otz 1 (g)“/yf(u/V)F(1+"_F‘/V)

q¥ +p q I'(1+n)

(n+1>p/v>0),
(C.33)

d3p _7r_2
/ iy = (C.34)

O segundo fator em (C.31) é uma norma L?

)n+1 - Vpn—i-l

resultando no valor finito

D H] e [HP ok [ HY

Jie-dn

<O H s« | HE| x| H|, . (C.35)

o diedn
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na qual as convolugoes sao estimadas pela desigualdade de Young

17 glly < W1 f1l Nlglly (C.36)

em termos das normas L? e L!, resultando em

Do HP e 1< H

Z |HI| % ...ox |HI"|

jl ]n

2 Ji--Jn 2
< > NH e [ HE W HE . (C37)
]1 ]'n
Assumindo que o potencial é de alcance finito
Hy=¢e(V—-a-A)t,p) (C.38)
¢é duas vezes diferenciavel em ¢, e
| B |,< F(t), para p=1,2 . (C.39)

onde 7 = 0,1,2 indicam derivadas temporais, entao F(t) decresce a zero para t —

+00, tal que
/ Flt)dt=b < o . (C.40)

—00

Portanto, de (C.31), (C.37) e (C.39), temos
1 2

to)|| s < o [n2F(t)) F(ty)...F(t)]” . (C.41)

Com o resultado (C.41), a norma de Hilbert-Schmidt de (C.14) fica

It s < [ / T B T
1
em / it / .. / dtaF(h).F(ts) ... F(t,) —

_ (%13 v / dt; / " b F(ty) F(ty).. / At F(ty)
_ —n / dt, /tl dty. F(t) F(ts)..F(tn_1) F(t)|"2

IN

(27 )3
1 m 2 tn—2 )
= onprmr | " dnF(n) - " P (). |t (t)
1 T 2 00 t1 t_n_gd , 1
= (27T)3n/2 m1/2 . dt1F(t1) N dtQF(tQ)... N ty—okF (tn_2)§
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P . 1
(27)3n/2 m1/2n /_ dinF (tl)(n— 1)!

[e.e]

1
)
1 7, 1
)
1
)

(27)3n/2 m1/2 " (n—1!'n
™ ,b"
(27)37/2 /2 n nl

IN

(C.42)

Devido ao fatorial, a soma sobre n converge para qualquer valor de b, entao, para a

norma de Hilbert-Schmidt da série perturbativa (C.30) obtemos

1Si-llas = |28 <D0||s
n=0 HS n=0
T — b " n?
< m (o) S
Portanto, supondo o potencial A#(¢,p) duas vezes diferenciavel em ¢ e
aj A* F
— AM(t, < F(t
|gren)] < Fo)

para j =0,1,2e qg=1,2 com

/_OOF(t)dt<oo ,

o0

(C.43)

(C.44)

(C.45)

Si_ [A] é um operador de Hilbert-Schmidt e a série perturbativa para S, _ converge

na norma de Hilbert-Schmidt.

A mesma demontracao vale para potenciais continuos e duas vezes diferencidveis

parcialmente, sendo que a primeira derivada pode ter um numero finito de descon-

tinuidades.
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Apéndice D

Condicoes de Causalidade e a Fase Causal

O principio de causalidade, aquele que diz que todo efeito tem uma causa, € um dos
principios basicos que norteiam o estabelecimento das teorias fisicas. Sua definicao
se baseia na idéia de que os fenomenos fisicos sao interdependentes e que esta inter-
dependéncia pode ser apresentada na forma de leis fisicas, as quais estabelecem um
ordenamento espaco-temporal dos eventos. Isto significa que é possivel localizar e
destinguir espaco-temporalmente a causa e o efeito, e que existe uma conexao entre
eles (interagao) no espago-tempo, a qual pode ser chamada de condi¢ao de interagao
local. Este principio leva ao estabelecimento das condicoes de causalidade para cada
problema, as quais sao matematicamente bem definidas para cada caso. Apesar do
principio de causalidade localizar temporalmente a causa e o efeito, as condicoes
de causalidade podem ser formuladas tanto para sistemas que contém uma dire¢ao

preferida no tempo, quanto para aqueles que sao invariantes sob reversao temporal.

As condicoes de causalidade sao expressas por uma relacao de dispersao, que
¢ uma relagao integral entre a parte real e a parte imaginaria de uma quantidade
dependente da freqiiéncia (ou da energia). Estas relagoes sao muito gerais e nao
dependem dos detalhes de cada problema especifico. Portanto, para derivar uma
relacao de dispersao nao é necessario conhecer os detalhes da interacao, pois ela
expressa somente suas propriedades mais gerais. Por exemplo, a relagao de dispersao
para a amplitude de espalhamento é equivalente a afirmar que uma onda espa-
lhada nao sai do centro espalhador antes da onda incidente atingi-lo; ou, no caso da
suscetibilidade magnética, ela nos diz que a magnetizacao de uma parte do material

magnético nao aparece antes que o campo magnético seja aplicado.

A condicao de causalidade para os processos de espalhamento, a temperatura
zero, descritos pelo operador S no espaco de Hilbert H;, pode ser expressa pela

fatoracao

S[A] =S8, S;=S[A;], (D.1)
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onde consideramos o potencial eletromagnético externo
Af(z) = Af(z) + A5 (z) | (D.2)
tal que

SuppAl - (—OO,'I"],
suppAy C [r,+00) . (D.3)

As definigoes (D.2), (D.3) significam que a interagao ¢ inicialmente estabelecida pelo
potencial A;, e o potencial A, passa a ser diferente de zero a partir do momento em
que A; deixa de agir.

O operador espalhamento S no espago de Fock, devido a (3.109) admite uma

fatoragao andloga a (D.1), que leva & condi¢ao de causalidade global
(€2,80) = (2, 8,5,9), (D.4)
a qual implica na condigao sobre o operador espalhamento
S[A; + Ao] = S[A] S[As] . (D.5)

Desta condicao podemos derivar a condicao de causalidade local [66, 67)

) ( 0S )
SQ,——Q| =0, para 2’ < y° . (D.6)
A, (y) 0A,(x)

No Capitulo 2 definimos o operador espalhamento S no espago de Fock, a menos
de uma fase e*?ll dependente do potencial eletromagnético externo A* (x). Para que
a condigao (D.6) seja satisfeita, o potencial A deverd ser escolhido convenientemente.

Escrevendo

S = ¢S | (D.7)

onde S é o operador unitario definido em (3.117), a condicdo de causalidade local

(D.6 ) resulta na equagao que define a fase causal ¢

Po .6 (go 08
54,5, (1) 5ALy) (59’ My(x)Q) '

(D.8)

Em mais baixa ordem em teoria de pertubacao, esta fase causal fica dada por

== (1) [aram (55 - o) ewam . 9
Qk)= — §k4 P/4:2 dssj(;r—fm];) 1- 477”2 , (D.10)
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a qual é real. Na expressao acima, P indica que deve ser tomado o valor principal
da integral. Entao, o operador S no espago de Fock, definido por (3.117) e (D.7)
fica completamente determinado.

A amplitude vacuo-vacuo é obtida através do valor esperado
(,8Q) = Ce¥(Q,eM'Q)
= Ce¥, (D.11)
cujo quadrado do valor absoluto,
(Q,8Q))*=C*=1-P, (D.12)

deve ser igual a unidade menos a probabilidade de producgao de pares. Escrevendo
a constante C' como uma exponencial, podemos combiné-la com a fase causal (D.9),

resultando em

6% — exp {_i (2) / PRA" (k) (k;’; - guv) (k) A, (k) + O(A“)} ,
(D.13)

onde o II(k) estd relacionado com o tensor de polariza¢ao do vacuo [56].

Para os processos de espalhamento a temperatura finita, descritos pelo operador

~

S, teremos a condi¢ao de causalidade global dada por*

(Q(B), SQB)) = (UP), S,5,9(9)) . (D.14)

Analogamente a (D.6), para a condi¢ao de causalidade local & temperatura finita

obtemos
PN JS
SQ(3), —QpB) ] =0, para 2° <, D.15
A, ( O @™ >> (D-13)
e, portanto, a fase causal térmica’ ¢ fica definida por
520 5 (= 5S
=1 SQ(F), —QB) | , D.16
SO IA) ( B 51w >) (D-10)
com
§ — eigog — Cé ei(p eBTAlb]L :eBT(AQ—’Tg)B: :eD(Tg—Ag)DT: eDA4B , (Dl?)

onde S é o operador unitario (5.82). Assim como a temperatura zero, a fase causal ¢

estara associada a amplitude vacuo térmico-vacuo térmico, através do valor esperado

(QB), SB)) - (D.18)

*Estamos usando (8) = |0(8) > para denotar o vdcuo térmico.
TA expressao térmica significa apenas que a fase causal ¢ estd associada a processos & tempe-

ratura finita.
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