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Resumo

O objetivo deste trabalho ¢é estudar a¢oes de semigrupos em variedades flag com énfase
nos conjuntos controlaveis efetivos para tais acoes. Inicialmente, apresentamos algumas
preliminares sobre a teoria de Lie. Em seguida, estudamos a estrutura dos grupos de
Lie semi-simples reais. E, na sequéncia, estudamos os conjuntos controlaveis D,,, bem
como, os conjuntos controldveis invariantes para acoes de semigrupos agindo em espa-
¢os homogéneos de grupos de Lie, em especial, nas variedades flag. Estudamos diversos
resultados, tais como, a existéncia e unicidade do conjunto controlavel invariante numa
variedade flag, suas propriedades, entre outros. E, também, estudamos os conjuntos con-
trolaveis DO para semigrupos agindo nas outras variedades G/ P, em especial, analisamos
o nimero de conjuntos controlaveis em G/Pg, bem como, alguns exemplos de aplicagdes.

Palavras-Chave: Conjuntos Controldaveis, Acoes de Semigrupos, Grupos de Lie semi-
sitmples, Teoria de Lie.






Abstract

The objective of this work is to study semigroup actions in flag manifolds with empha-
sis on effective control sets for such actions. Initially, we present some preliminaries about
Lie theory. Next, we study the structure of real semi-simple Lie groups. In the sequence,
we study the control sets D,,, as well as the invariant control sets for actions of semigroups
in homogeneous spaces of Lie groups, specially in the flag manifolds. We study several
results, such as the existence and uniqueness of the invariant control set in flag manifolds,
their properties, among other results. Also, we study the control sets D9 for semigroups
acting on the other flag manifolds G/ Pg, specially on the number of control sets in G/ Pg,
as well as some examples of applications.

Keywords: Control Sets, Semigroup action, Semisimple Lie Groups, Lie Theory.
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Introducao

No presente trabalho, fizemos um estudo sobre a teoria de a¢des de subsemigrupos de
grupos de Lie, em especial, sobre os conjuntos controlaveis para acoes de semigrupos em
variedades flag. Isto foi feito com base no artigo de San Martin e Tonelli [26].

O trabalho esta organizado do seguinte modo:

No capitulo 1, introduzimos algumas preliminares necesséarias para o desenvolvimento
deste trabalho, tais como: nocoes e resultados basicos da teoria de Lie e variedades
diferenciaveis, com énfase em grupos de Lie e suas algebras de Lie, algebras de Lie semi-
simples reais, e no estudo dos grupos de Weyl. No caso das algebras de Lie semi-simples
reais, estamos interessados na teoria que da suporte as decomposicoes de Cartan e Iwasawa
da algebra de Lie. Os grupos de Weyl e camaras de Weyl, sao de fundamental importancia
na teoria de classificagao das algebras de Lie semi-simples.

No capitulo 2, estudamos aspectos importantes das decomposigoes globais de Cartan
e Iwasawa dos grupos de Lie semi-simples reais, os quais sao obtidos a partir das decom-
posicoes das dlgebras de Lie. Além disso, outros aspectos dos grupos de Lie semi-simples
reais foram explorados, com énfase especial em caracteristicas da estrutura e da geometria
desses grupos, tais como, um estudo dos subgrupos parabdlicos, e das decomposicoes de
Bruhat e de Langlands.

No capitulo 3, estudamos os conjuntos controlaveis para agoes de semigrupos em vari-
edades diferenciaveis. Exibimos alguns resultados e propriedades, como por exemplo, que
tais conjuntos contém um conjunto aberto e denso, em que o semigrupo age transitiva-
mente, e o comportamento dos conjuntos controlaveis através de uma fibracao equivari-
ante.

E, no capitulo 4, estudamos os conjuntos controlaveis invariantes para semigrupos
de um grupo de Lie semi-simples G nao compacto e conexo agindo em variedades flag
maximais de G, isto é, em espacos homogéneos GG/ P em que P é um subgrupo parabolico
minimal de G. Sob algumas hipo6teses, mostramos alguns resultados, tais como, que existe
um Unico conjunto controlavel invariante, e este é caracterizado em termos da camara de
Weyl positiva. E, em seguida, realizamos um estudo sobre os conjuntos controlaveis
efetivos D,, na variedade flag maximal, na qual, mostramos que é possivel estabelecer
uma relagao w +— D,, entre os elementos do grupo de Weyl W e tais conjuntos, o que nos
permite classificar os conjuntos controlaveis efetivos em termos do grupo de Weyl.

E, no altimo capitulo, realizamos um estudo sobre os conjuntos controlaveis nas outras
variedades flag, ou seja, nos espacos homogéneos do tipo G/Pg, onde Py um subgrupo
parabdlico de G. Além disso, mostramos alguns resultados, tais como, que a projecao
do conjunto controlavel invariante de G/P ¢ o conjunto controlavel invariante de G/ Peg,
bem como, a imagem inversa do conjunto controlével invariante de GG/Pg pela aplicacao
e : G/P — G/Pg é o conjunto controlavel invariante em G/P. E, também, estuda-
mos os conjuntos controlaveis na fibra Wél(&)) da projecao mg, que pode ser vista como
uma variedade flag maximal, bem como, caracterizamos o conjunto de transitividade do
conjunto controlavel invariante em tal fibra. Na sequéncia, dado um semigrupo S com
interior nao vazio em G, estudamos o subgrupo W(S) = {w € W : D,, = D} de W, que
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nos permite estabelecer uma bijec¢do entre W (S)w — D,, entre as classes laterais a direita
de W(S) em W e os conjuntos controlaveis efetivos D,,, a qual nos permite determinar o
niumero de conjuntos controlaveis em G/P. Em seguida, passamos ao estudo dos conjun-
tos controlaveis efetivos em G/Pg. Mostramos que o nimero de conjuntos controlaveis
em G/Pg ¢ dado pela ordem das classes do espaco quociente duplo W(S)\W/Wg. Para
isso, exibimos uma bijecado W (S)\W/Wg e os conjuntos controlaveis efetivos em G/ Pe,
em que Wg é o subgrupo do grupo de Weyl gerado pelas reflexdes relacionadas a elemen-
tos de ©, e © é um subconjunto do sistema simples de raizes da algebra de Lie de G.
E, como consequéncia, determinamos um limitante superior para o nimero de conjuntos
controlaveis efetivos pela ordem de W/Wg. E, também, apresentamos alguns exemplos
de aplicagoes.



CAPITULO

1

Preliminares

No capitulo de preliminares serao apresentados resultados basicos da teoria de Lie e
defini¢oes sobre variedades diferenciaveis e fibracoes, que sao fundamentais para o entendi-
mento de alguns topicos deste estudo, tais como, os grupos e algebras de Lie semi-simples,
e as variedades flag. Para os leitores mais familiarizados com a teoria de Lie, este capitulo

¢ dispensavel. Caso contrario, mais esclarecimentos podem ser obtidos nas referéncias
1151, [23], [541,  [11].

1.1 Grupos de Lie

O objetivo desta secao é fazer um estudo sobre grupos de Lie no qual sao expostas as
nocoes fundamentais de variedades diferenciaveis, grupos topolégicos e suas acoes, espagos
homogéneos, e alguns resultados necessarios para o estudo dos proximos capitulos.

Variedades diferenciaveis

As variedades diferencidveis sao estruturas que, em certo sentido, se assemelham a
espacos euclidianos. Num primeiro momento vamos estabelecer as bases teéricas em que
se assenta a teoria.

Seja n > 1 um numero inteiro. Entao, o espaco euclidiano de dimensao n é R™. Dado
r = (x1, -+ ,x,) € R", para cada i entre 1 e n defina ¢; : R" — R dada por ¢;(x) = x5,
essa serd chamada i-ésima funcao coordenada canonica de R™. Cada funcao coordenada
é uma aplicacao de classe C*.

Se U C R", uma funcio f : U — R é de classe C* se todas as derivadas parciais
existem e sao continuas em U. J4 uma aplicacdo f : U — R" é de classe C* quando
todas as funcoes componentes f; = f o ¢; sdo de classe C*.

Quando M é um espago topologico de Hausdorff no qual cada ponto possui uma
vizinhanca homeomorfa a um conjunto aberto de um espago euclidiano R", dizemos que
M & um espaco localmente euclidiano de dimensao n.

Definicao 1 Sejam M um espago localmente euclidiano de dimensao n, e U C M um
subconjunto aberto e conexo. Se ¢ é um homeomorfismo de U em um aberto de R", entao
chamamos ¢ de sistema de coordenadas local, ou carta local em M, e denotamos esse
sistema por (U, p)

17



1. Preliminares 18

A uma colecao de sistemas de coordenadas locais @;, com i € I (I denota um con-
junto de indices abstrato), cuja unido dos dominios de @; cobrem M chamamos de atlas.
Denotamos essa cole¢ao por {(Us, ¢;) 11 € I}.

Dados dois sistemas de coordenadas locais @1 : U — R™ e (o5 : V' — R™ num espaco
topologico M tais que UNV # (), em cada ponto z € UNV a composigao ®;; = p; 0 %—1
define um homeomorfismo de ¢;(UNV') em ¢,;(UNV'). Esse homeomorfismo ®;; é chamado
mudanca de coordenadas.

Um atlas é dito de classe C* quando todas as mudancas de coordenada sdo aplicacdes
diferenciaveis de classe C*.

Agora, estamos em posicao de definir a estrutura de variedade diferenciavel.

Definicao 2 Seja M um espaco localmente euclidiano. Uma estrutura diferencidvel F
de classe C* em M ¢é um atlas {(Us, ;) - i € I} em que p; 0 ;" € de classe C* para
todo i,j € I, e que € mazimal com essa propriedade, isto €, se (U, ) € tal que p o gpi_l e
@i 09t sio de classe C* para todo i € I, entao (U, p) € F.

Alternativamente, podemos dizer que a estrutura diferencidvel 7 em M é um atlas
de classe C* maximal. Observe ainda, que pela condicao de maximalidade da definicdo
acima, essa estrutura, quando existe é tnica. E por isso, faz sentido definir o seguinte.

Definicao 3 Uma variedade diferencidvel de dimensio n e de classe C* é formado de
um espago topologico de Hausdorff M com base enumerdvel e uma estrutura diferencidvel
F de classe C* e dimensdo n.

Por simplicidade, a partir deste ponto consideraremos somente variedades de classe
C°, e uma variedade diferenciavel sera chamada simplesmente de variedade.

Uma vez bem colocado o que se entende por variedade, é possivel discutir as aplicacoes
entre esses objetos.

Definicao 4 Sejam M e N variedades de dimensao m e n respectivamente. Uma aplica-
cao f: M — N é dita diferencidvel no ponto x € M se existirem sistemas de coordenadas
o1:U—R"de M epy:V —R" de N comxz €U e f(x) €V tais que a composta
wao foit i o(U) — oo(V) € diferencidvel no ponto ¢q(x).

Definicao 5 Sejam M e N wvariedades de dimensdao m e n respectivamente.

e Uma imersao é uma aplicacao diferencidvel v : M — N que, para todo ponto
x € M se a deriwada dip, € injetiva para cada x € M.

e O par (M,v) é uma subvariedade de N quando ¢ € uma imersao injetora.

e Quando ¢ for uma imersao e um homeomorfismo de M sobre o subespago f(M) C
N, a aplicacdo ¢ € dita um mergulho. Caso 1 seja injetiva, e ¥~ é de classe O,
v € um difeomorfismo.

Grupos de Lie
Comecemos com o conceito de grupos topologicos, ou seja:

Definicao 6 Um grupo topolégico é um grupo G cujo conjunto subjacente estd munido
de uma topologia compativel com o produto do grupo, isto €, que satisfaz:
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1. o produto p: G x G — G, dado por p(g,h) = gh, € uma aplica¢io continua quando
se considera, em G X G, a topologia produto.

1

2. a aplicacao i : G — G dada por i(g) = g~ ' € continua, e portanto, um homeomor-

fismo, jd que i~! = 1.

Equivalentemente, essas duas condi¢oes podem ser tomadas como uma tnica, consi-
derando a aplicacao

qg: GxG — G
(g,h) = gh!

e exigindo que esta seja continua com a topologia produto em G x G.
Pelas propriedades de grupo podemos identificar a cada elemento as seguintes aplica-
coes:

e Translacao a esquerda:

e
= Q
Tl

e Translacao a direita:

e Conjugacao:
c,: G — (G
h +—  Cyh) =ghg™ "

Segue diretamente das defini¢oes que
EjoE, v =FE;10E;=Dg10Dy;=DgoDy1 =1
em que 1 denota a aplicacao identidade em G. E ainda,
Cy=FEg0Dyg1=Dy10E,

o que significa que as trés aplicagoes definidas acima sao bijecoes de G.

Quando olhadas no contexto de grupos topologicos essas bijecoes sao também conti-
nuas. Mais do que isso, sao homeomorfismos.

Visto que, localmente, cada grupo de Lie ¢ homeomorfo & um espaco R", entao o
primeiro principio da enumerabilidade é satisfeito. Logo, Grupos de Lie sao metrizaveis.
Apesar disso é importante enfatizar que existe uma meétrica invariante a esquerda, e
outra a direita, nao necessariamente métricas bi-invariantes. Alguns exemplos de métricas
invariantes sdo dados pela métrica usual do espaco R"™ (que alids é bi-invariante), e suas
métricas sao equivalentes.

Definicao 7 Um grupo de Lie é um grupo topoldgico G cujo conjunto subjacente tem
estrutura de variedade diferencidvel de forma que a aplicacao produto

p: GxG — (G
(g.h) == g-h

seja diferencidvel.
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Sem perda de generalidade, assumimos que tanto a variedade G quanto a aplicacao p
sao de classe C*°, permitindo que sejam tomadas derivadas de qualquer ordem.

Dado g € G, pelo fato do produto ser diferencidvel, as translacoes a direita D, e a
esquerda F,, bem como a conjugacao C, sao diferenciveis.

Seja G um grupo topoldgico e H um subgrupo de G. Pela topologia induzida no
subespaco, H também é grupo topologico.

Definicao 8 Um subgrupo H C G com a topologia induzida € denominado subgrupo
topologico de G.

Proposicao 1 Denote por Gy a componente conexa do elemento neutro. Entao, Gy é um
subgrupo fechado e normal de G. Qualquer outra componente conexa € uma classe lateral
gGo = Gog. Reciprocamente, toda classe lateral gGo = Gog € uma componente conexa de

G.

Em geral, a componente conexa da identidade nao ¢ um subgrupo aberto. Por exem-
plo, em (R,+) o subgrupo Q C R com a topologia induzida, a componente conexa da
identidade é {0}, que nao é aberto em Q visto como subespaco topologico de R.

Uma condicao suficiente para que a componente conexa da identidade seja um sub-
grupo aberto é que o grupo seja localmente conexo, isto ¢, cada ponto possui uma vizi-
nhanca aberta e conexa.

Quando tomamos como objeto de estudo os grupos de Lie, estes tém componentes
conexas abertas, uma vez que cada grupo de Lie é localmente homeomorfo a um espago
euclidiano, a sua algebra de Lie.

Acoes de Grupos de Lie

Uma acao de grupos em geral é uma relacao que associa a cada elemento de um grupo
abstrato um endomorfismo sobre um determinado conjunto. No contexto deste trabalho,
trataremos somente de acoes de grupos de Lie. A definicao é dada abaixo.

Definicao 9 Sejam G um grupo de Lie, e M uma variedade diferencidvel. Entdo, uma
acao a esquerda de G em M € uma aplicacao ¢ : G x M — M de classe C* que satisfaz:

1. o(l,z) =2, YV € M.
2. ¢(gh,x) = o(g,0(h,x)), Vg heGeVreM.

Equivalentemente, uma acao a esquerda de G em M pode ser definida também pelas
aplicagOes parciais, ¢, : M — M, g € G, que satisfazem: ¢1(z) =z, Vo € M e ¢y, =
¢g 0 ¢, V g,h € G. Analogamente, podemos definir uma acao & direita, simplesmente
substituindo a segunda condigao na definicao anterior por: ¢g, = ¢, o ¢g. Apesar da
possibilidade de definir-se uma acao a direita propriamente, por vezes é mais conveniente
observar que, considerando as aplicagoes dadas pelas relagoes ¢ (z) = ¢,-17 e ¢, (z) =
Pn-1(z), tem-se ¢, (1) = Pp-14-1(2) = Pp-1 0 pg-1(x) = ¢}, 0 ¢ (7), e portanto, uma agao
a direita pode ser vista como uma acdo & esquerda e vice-versa. Se ¢4(x) = gz é uma
agdo & esquerda, entdo ¢y (r) = ¢y-1(7) é uma agao a direita.

Quando G é um grupo topologico, observe que essas propriedades, por si, ja garantem
que ¢, ¢ uma bijecao, afinal, ¢,-1 0 ¢y = ¢y 0 Pg-1 = P = idy1.

Por simplicidade, usaremos a seguinte notagao: ¢(g,x) = g-x, ou somente ¢(g, ) = gz,
VgeGeVurelX.
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Definicao 10 Seja G um grupo, e X um conjunto para o qual estd definida uma acdao de
G em X. Dado x € X o conjunto

G-x={é(g,x)=g-x€ X :g€G}

€ chamado drbita de x por G.
Notacao: Gx =G - x.

Definindo a relagao de equivaléncia
r~y <= dgelG :y=gx

fica evidente que cada o6rbita ¢ uma classe de equivaléncia por essa relacao, por isso duas
orbitas sao disjuntas ou coincidem.

Definicao 11 Seja G um grupo agindo no conjunto X. Seja B C X, entao B ¢é dito
G-invariante se gB C B,V g € G.

Um exemplo natural de conjunto invariante sao as orbitas de x por GG. Além disso,
visto que as orbitas determinam classes de equivaléncia, entao cada conjunto invariante
deve ser a uniao de orbitas por G.

No caso especifico das orbitas, a restricao da acao de G em X para os conjuntos do
tipo Gr também define uma acao ag, : G — Gz, e podemos dizer que se um grupo G
age em X, este por sua vez age em suas Orbitas.

Outro importante objeto de estudo das agoes de grupo é o subgrupo de isotropia,
definido logo abaixo.

Definicao 12 O conjunto dos elementos g € G que fizam um dado v € X, isto €, que
satisfacam gx = x € chamado subgrupo de isotropia, ou estabilizador de x.
Denotamos,

G, ={9€G:gr=u}

Para o nome "subgrupo de isotropia"vejamos que, de fato, G, é um subgrupo. Supo-
nha g e h que fixam z € X, tem-se

(gh)(z) = g(hx) = gz =

e ainda, se gr =, entdo g 'x = g 'g(x) = z.
E, observando que cada subgrupo de isotropia, a principio, é determinado pela escolha
do elemento z € X, é conveniente buscar uma relacao entre esses subgrupos.

1

Proposigdo 2 Dados x,y € X, suponha y = gz, com g € G. Entao, G, = gG,g~ ', onde
Gy e Gy sao subgrupos de isotropia.

As ac¢bes de um grupo G sao usualmente distinguidas de acordo com as propriedades
das suas orbitas e seus grupos de isotropia. A seguinte classificacao constitui as bases do
estudo das agoes de grupos:

Definicao 13 Seja ¢ uma acao de um grupo G em um conjunto X. Entao, a acdao é
dita efetiva somente quando gr = x para todo x € X tmplica em g = 1. F ac¢ao € dita
transitiva quando X € uma orbita de de G, ou seja,

Ve,ye X ; dgeG : gr=y.

Note que a restricao de uma acao a um conjunto para uma o6rbita é G-invariante, afinal
a transitividade segue diretamente da definicao de 6rbita por um ponto.
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A acao natural

Um caso particular de agao de grupos se da nos espagos quocientes.

Definicao 14 Seja H C G um subgrupo e G/H o conjunto das classes laterais gH, com
g € G. Entao, a aplicagcao

a: G — G/H
(9, H) — (991)H

define naturalmente uma a¢do & esquerda em G/H.
Essa acao é a chamada agdo natural de G em G/H.

Denotando por 7 : G — G/H a projecao candnica que faz g — gH, entdo, podemos
escrever a acao como

9(m(g1)) = 7(gq1)-

Além disso, para cada par g1 H,g.H € G/H, g = gog; ' faz

9(91H) = (9297 '91)H = goH,

ou seja, a agdo de G em G/H é transitiva. Mais do que isso, cada agdo transitiva se
identifica, ou estd em bijecao, com um espaco quociente.

Proposicao 3 Seja G uma acao transitiva em X, e x € X. FEntao, a aplicacdo

& G/IGy — X
9G, — g

é uma bijecao entre G/G, e X. A aplicacio &, equivariante, ou seja,
ggw(glG:c) = 5((991)Gl‘>7 v 9,01 € G.

Dito de outra forma, &, comuta com as agoes de G em G/G, e X, respectivamente, e
portanto, se y = gx, tem-se §, = &, o D,,.

A aplicagao &, estd associada com a aplicacao parcial ¢, da seguinte forma
¢

G —— X

| =7

G/H

Variedades Homogéneas

Assim, através da identificacao acima podemos ver espagos homogéneos como grupos
quocientes.

Definicao 15 Um espaco topoldgico X no qual existe uma ag¢ao continua e transitiva de
um grupo G é denominado espago homogéneo.

O ponto x € X escolhido para estabelecer a identificagao entre M e G/G,, é chamado
de origem, ou base do espago homogéneo X.
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Proposicao 4 Numa acao transitiva os subgrupos de isotropia sao conjugados entre si.

Lembrando que as acoes a direita podem ser tomadas como agoes a esquerda, e vice-
versa, a discussao feita anteriormente também pode ser estendida ao conjunto H\G, das
classes laterais Hg, g € G.

Note ainda que, na presenca de uma acdo transitiva, as agoes livres em G/H sao
exatamente aquelas em que o subgrupo de isotropia de H é {1}. Isto é, se

Gn={9eG: gl =H}={1},

entao gH = H, se, e somente se, g = 1. E portanto, o espago homogéneo se identifica a
G.

Seja G um grupo topologico. Uma agao de G em um espago topolégico X ¢ continua
caso a aplicacao

Pp:GXx X —X
(9,7) — ¢(g,2) = gx

seja continua na topologia produto.
E claro que, se H C G é um subgrupo, entao, a restricao a H da acao de G em X é
também uma continua, considerando a topologia induzida no subespaco.

Proposicao 5 Seja G uma acao continua de G em X e que X seja um espago de Haus-
dorff. Entao, qualquer subgrupo de isotropia G, v € X, € fechado.

Proposicao 6 Seja G x X — X uma acdao continua e transitiva de G em X . Fizando
x € G considere a bijecio &, : G/G, — X dada por £,(9G.) = gx. Entao, &, é continua
em relagao a topologia quociente de G/G,.

Teorema 1 Sejam G um grupo de Lie, H C G um subgrupo fechado e m : G — G/H
a projecao candnica. Entao, eriste uma unica estrutura diferencidvel em G/H compativel
com a topologia quociente tal que m € C*, e existem segoes de G/H de classe C> em
cada ponto, isto é, para todo gH € G/H, ezistem vizinhancas U de gH, V C G, e uma
aplicacao 7 : U — V de classe C* modo que mo 1 = id.

Definicao 16 Sejam G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado. O espago
quociente G/H munido da estrutura diferencidvel do Teorema |1| € dito uma variedade
homogénea.

Portanto, toda variedade homogénea tem um grupo de difeomorfismos associado que
age transitivamente, bem como, toda variedade M que tem um grupo de difeomorfismos
que age transitivamente é difeomorfa a uma variedade homogénea.

Em particular, pela Proposigao 3] a acao natural de G em G /G, é transitiva, o que faz
de &, uma bijecao. Visto que o subgrupo de isotropia é fechado, G/G, é uma variedade
homogénea, e &, é na realidade um difeomorfismo. Ou seja, o grupo de difeomorfismos
que caracteriza G/G, como espaco homogéneo esta completamente determinado.

Mais adiante veremos que as variedades flag sao um caso particular de espaco homo-
géneo que ocorre justamente quando consideramos o quociente de G por um subgrupo de
isotropia.
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Grupos de Lie e suas algebras de Lie

O objetivo desta secao é introduzir conceitos sobre grupos de Lie e a ligacao desses
grupos com as suas algebras de Lie.

Seja G um grupo de Lie. Entao, sua algebra de Lie g pode ser definida como o espago
dos campos invariantes (tanto a esquerda, quanto a direita) com o colchete de Lie dado
pelo colchete usual de campos de vetores.

A ligacao entre o grupo e a algebra de Lie é feita, principalmente, através da aplicacao
exponencial exp : g — G e das representacoes adjuntas, que serao tratadas a seguir em
seus aspectos mais essenciais.

De modo mais geral, considerando um ntimero finito de grupos de Lie Gy, --- , Gy,
indutivamente, o produto G X - - - X GG}, define um grupo de Lie com a topologia produto,
e a multiplicacao dada pelo produto das entradas no cartesiano.

Exemplo 1 Seja GL(n,R) grupo das transformacées lineares invertiveis em R", que é
1somorfo ao grupo das matrizes quadradas de ordem n invertiveis. FEsse grupo € o sub-
conjunto do espago vetorial das matrizes M, (R) de determinante nao nulo, e portanto é
uma variedade diferencidvel. O produto no grupo GL(n,R) corresponde ao produto usual
de matrizes. Se x = (x;;) e y = (yij) entdo xy = z = (z;;) € tal que

n
Zij = E Tik Yrj
k=1

ou seja, cada entrada do produto é um polindmio nas varidveis x;; ou y;;, 0 que faz com
que o produto seja diferencidvel. Logo, GL(n,R) é um grupo de Lie.

De modo geral, se V' é um espago vetorial real de dimensao finita, e GL(V') € o grupo
dos operadores lineares invertiveis de V.. Entao, GL(V) é um grupo de Lie. De fato,
fizando uma base B de V' € possivel definir um isomorfismo entre GL(V') e GL(n,R) dado
por

v: GL(V) — GL(n,R)
h — [h]ﬁ
onde [h]; denota a matriz de h com relagdo a base fizada, e por isso, GL(V') € um grupo
de Lie.

Algebra de Lie de um grupo de Lie

Seja G um grupo de Lie. Entao, sua algebra de Lie associada ¢ o espaco vetorial
tangente T1G. Baseado no estudo dos campos invariantes é possivel estabelecer essa
relacao entre grupo e algebra de Lie, como sera visto adiante.
Campos invariantes e colchete de Lie
Definicao 17 Sejam G um grupo de Lie e X uma campo de vetores em G.

1. O campo X € dito invariante & esquerda se, d(E,)n(X(h)) = X(gh),Vg,h € G;

2. O campo X € dito invariante & direita se, d(Dy)n(X (h)) = X (hg),Vg,h € G.

Em particular, quando um campo de vetores for invariante a esquerda (ou a direita),
em 1 € G, temos
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o que significa que os campos invariantes a esquerda (ou a direita) sdo determinados
pelos seus valores no elemento neutro do grupo de Lie. Dito de outra forma, temos uma
aplicagao que associa cada elemento do espaco tangente & um vetor do campo invariante
a esquerda (do mesmo modo como existe tal ligagdo com os campos invariantes a direita).
Mais do que isso, podemos definir uma bijecao entre os campos invariante a esquerda e a
direita, e o espago tangente T1G.

Dada A € T)G, denote por A? o campo invariante & direita que satisfaz

A%(1) = A,
entao,
A'(g) = d(Dy (A).

E do mesmo modo, denote A° um campo invariante a esquerda tal que A°(1) = A, e
assim,

A(g) = d(E,)i(A).

Seja Inv? o conjunto dos campos invariantes & direita. Este conjunto define um subes-
paco vetorial do espaco vetorial real de todos os campos de vetores em G.

Visto que (D,).((Ey).) é uma aplicagao linear sobre campos de vetores, as aplicagoes
abaixo

TG — Inv¢
A — Ad

TG — Inv®
A —  A°

definem isomorfismos entre Inv? e Inv®, e TG, com inversas dadas por

IHVe’d — TlG
X — X(1).

Dessa forma, a algebra de Lie de um grupo de Lie pode ser definida como Inv? ou Inv®
munido do colchete de Lie dos campos de vetores.

Lema 1 Sejam X e Y campos invariantes a direita em um grupo de Lie G. Entdao, o
colchete de Lie ¢ invariante a direita. Uma afirmacao andloga € verdadeira para campos
mvariantes a esquerda.

O Lema 1 mostra que as translacoes se comportam bem com relacao ao colchete nos
campos invariantes, e essa ¢ a garantia necessaria para afirmar que tanto Inv? quanto Inv®
sao subalgebras de Lie da algebra de Lie dos campos de vetores em G.

Além disso, cabe observar que Inv? e Inv® sdo isomorfos a T1G, e por meio desses
isomorfismos ¢é possivel induzir colchetes [-, -]z e [+, -]c em T1G,

[A> B]d = [Ad>Bd](1> € [Av B]e = [AG>B€](1>‘

Ambos fazem de TG um grupo de Lie.
Uma vez garantido o isomorfismo entre as algebras de Lie induzidas por Inv? e Inv®,
é possivel definir a &lgebra de Lie de um grupo de Lie da seguinte forma.

Defini¢ao 18 (dlgebra de Lie de um grupo de Lie)
A dlgebra de lie de um grupo de Lie G, denotada por g ou L(G), é qualquer uma das
dlgebras de Lie isomorfas: Tnv®, Inv®, (T\G), [, -]a), (TiG), [, ]e)-
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A aplicacao exponencial

A aplicacdo exponencial exp : ¢ — G é o principal instrumento para transferir as
propriedades da algebra de Lie g para o grupo de Lie G que a define.

O isomorfismo entre os campos invariantes de G e o espaco tangente 177G € o elo de
ligagao entre a exponencial de matrizes e a exponencial dos campos vetoriais.

Por definigdo, os elementos de G sdo equagoes diferenciais ordinarias em G (campos
vetoriais invariantes), que possuem fluxos, que por sua vez sao formados por difeomorfis-
mos locais de G. As imagens pelos fluxos podem ser vistas como elementos de GG, o que
permite determinar o subgrupo a l-parametro a partir de cada ponto X € g. Essa é a
base para a construcao da aplicacao exp : g — G.

Seja X um campo invariante (& direita, ou a esquerda) em G, e X; seu fluxo. A
principio X; é um fluxo local , isto é, fixado ¢ o dominio domX; é o subconjunto aberto
das condicoes iniciais cujas solucoes se prolongam até t.

Definicao 19 Seja X € T1G, a exponencial de X € definida como

exp: g — G
X — exp(X).

onde

exp(X) = (X)i=a(1) = (X)=a (1)

Como € usual, exp(X) também é denotado por e*.

A aplicagao exponencial estd bem definida pois os campos invariantes sao completos,
e assim a solugdo de ¢’ = X(g) que passa pelo elemento neutro em ¢ = 0 se estende a
t=1.

Considerando o grupo aditivo (R, +), a propriedade acima faz da aplicacao

t—exp(tX), X €g
um homomorfismo de grupos, isto €,
exp((t + s)X) = exp(tX) exp(sX) = exp(sX) exp(tX)

onde a imagem {exp(tX) : t € R} é um subgrupo de G. Esse ¢ o chamado subgrupo a
1-parametro gerado por X € g.

Com base na discussao acima, podem ser formalizadas as seguintes propriedades da
aplicacao exponencial.

Proposicao 7 .
1. Se X € Inv", entdo X; = Eexpix)s ou seja, Xi(g) = exp(tX)g.
2. Se X € Inv®, entdo X; = Dexpux), ou seja, Xi(g) = gexp(tX).
3. exp0=1.

4. Sen €Z, entao (exp X)" = exp(nX), e em particular, (exp X)™! = exp(—X).
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Exemplo 2 Tomando G = GL(n,R), 0s campos invariantes & direita sao da forma
X(g9) = Ag, A€ M,(R).
A equacao diferencial associada a X € o sistema linear

dg

A

at ~ Y
no espaco das matrizes nao singulares. A solucdo fundamental desta equacao € dada pela
exponencial de matrizes, isto é,

1
g=exp(d) =) A"

k>0

e portanto, a exponencial de matrizes neste caso coincide com a exponencial da dlgebra
no grupo de Lie, exp : gl(n,R) — GL(n,R).

Se A for uma dlgebra associativa, entao a exponencial do grupo de Lie G(A) é dada
por

1
exp(A) = Z HAk

k>0

da mesma forma como em gl(n,R), com o produto para o qual o comutador define um
colchete de Lie.

Mais que uma aplicacao que preserva as propriedades algébricas do dominio, a expo-
nencial em um grupo de Lie também é diferenciavel.

A fim de verificar esse fato, observe que a aplicacao exponencial foi definida através
da solucao sa equacao diferencial

dg
dt
onde X é um campo invariante, e assim o conjunto das equacoes definidas pelos campos

invariantes & direita pode ser posto em uma tnica equacao dependente do parametro
A € T1G da seguinte forma

X(g)

dg

onde f: TG x G — TG é dada por
f(A;g) = (dDg):(A),

e quando G e o produto p sao de classe C? ao menos, f deve ser de classe C'!, ao minimo.
Isso significa que as solugoes de (1.1)) dependem continuamente do parametro A, em
particular, exp : ¢ — G é diferenciavel.

Proposicao 8 (dexp)y = id.
Corolario 1 FEristem uma vizinhanca U de 0 € g e uma vizinhanca V de 1 € G, tais que
expy U —V

¢ um difeomorfismo.
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Corolario 2 Seja G um grupo de Lie conexo e g € G. Entao, eristem Xi,--- X5 € g
tais que

g = exp(Xy)---exp(X;).

O Corolério [2| garante que todo grupo de Lie conexo é gerado pela imagem da apli-
cagao exponencial sobre a algebra de Lie correspondente. Uma outra observagao sobre
os Corolarios [T e [2, é que nem sempre a exponencial é uma bije¢ao com relagdo a um
grupo, ainda que o grupo seja conexo, no geral & necessario produtos de exponenciais de
diferentes X; € g para obter um elemento qualquer.

Ainda, de acordo com o Corolario [I} a aplicacao

log:=exp ' :V — U

¢ um difeomorfismo entre um aberto de G e um aberto de um espacgo vetorial, portanto
a aplicacao log pode ser considerada uma carta, ou sistema de coordenadas local de G.
Essa carta é chamada sistema de coordenadas de primeira espécie.

Um outro tipo de sistema de coordenadas nas vizinhancas do elemento neutro pode
ser obtida por meio de exponenciais. Tome uma base § = {X;,---, Xn} de g e considere
a aplicacao

(I R"™ — G
(tl, <o ,tn) —> exp(thl) eXp(thQ) oo exp(tan)

Segue que ¥(0) = 1, e ainda

A d

d¢0(€i> = %(O) = E (07 RN A 7O>\ti:0 = Xz

em cada e; da base canénica de RY, logo diyy = id. Sendo di)y um isomorfismo, deve
existir uma vizinhanca de 0 € RV, para a qual ¥ ¢ um difeomorfismo. Essa aplicacao é
chamada de sistema de coordenadas de segunda espécie.

Homomorfismos de grupos de Lie

Como grupos de Lie sao objetos que consideram estruturas diferenciaveis, entao o
homomorfismo entre grupos de Lie é definido da seguinte forma :

Definicao 20 Sejam G e H grupos de Lie, e ¢ : G — H um homomorfismo de grupos.
Se ¢ € diferencidvel, chamamos ¢ de homomorfismo de grupos de Lie.

Do mesmo modo, cada automorfismo, ou isomorfismo, de grupos que é diferencidvel é
chamado automorfismo, ou isomorfismo de grupos de Lie.

Considerando g e h 4lgebras de Lie dos grupos de Lie G e H respectivamente, entao,
uma transformagao linear 6 : g — b que satisfaz 0[X, Y| = [0 X, Y], para todo X, Y € g
é chamado de homomorfismo de algebras de Lie. Os homomorfismos de algebras de Lie e
os de grupos de Lie estao relacionados pela diferencial do campo de vetores na identidade.

Para verificar se um homomorfismo ¢ : G — H é diferenciavel basta verificar a
diferenciabilidade em um ponto, usualmente na identidade. Esse fato decorre das seguintes
igualdades

¢poDy=Dygod e ¢oky=Eyg oo
pois, a partir delas, obtém-se
¢ = Dy(g) © ¢ 0 Dy-1 = Ey(g) 0§ 0 Eg

e portanto, se ¢ é diferencidvel em 1 € G, entao ¢ é diferenciavel em g € G.
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Proposicao 9 Sejam G e H grupos de Lie com respectivas dlgebras de Lie g e h. Seja
¢ : G — H um homomorfismo diferencidvel e X € g, entao

¢(exp(X)) = exp(dg (X)).

Quando dois campos sao ¢-relacionados, isto é, quando existe um homomorfismo de
grupos de Lie entre eles, seus colchetes de Lie também sao ¢-relacionados, e temos também
o seguinte resultado.

Proposicao 10 Sejam G e H grupos de Lie com respectivas dlgebras de Lie g e b, e
¢ : G — H um homomorfismo diferencidvel. Entao, d¢, : g — b € homomorfismo de
dlgebras de Lie, 1sto ¢,

doy [ X, Y] = [doy (X), doy (Y]
com colchete de Lie dados pelos campos invariantes a esquerda, ou a direita.

O fato importante sobre a Proposicao é que homomorfismos de grupos de Lie
induzem homomorfismos de algebras de Lie. O homomorfismo d¢; entre as algebras de
Lie induzido por ¢ é dito homomorfismo infinitesimal associado a ¢. Quanto a situacao
inversa, onde um homomorfismo de &lgebras de Lie induz um homomorfismo de grupos
de Lie, isso nem sempre ocorre.

Representacoes

As representacoes de grupos de Lie sao um caso particular de homomorfismos de grupos
de Lie onde o contra-dominio é o grupo GL(V) das transformagoes lineares invertiveis
sobre o espaco vetorial V. O espaco V' é chamado espaco de representacao.

Seja p uma representagdo de G em V' de dimensao finita e diferenciavel, entao gl(V)
denota a algebra de Lie de GL(V'). Este espaco vetorial pode ser visto como o espago
de todas as transformacoes lineares em V' com o colchete de Lie dado pelo comutador.
Como visto anteriormente, o homomorfismo de grupos de Lie induz um homomorfismo
de algebras de Lie dp; : g — gl(V'). Esse homomorfismo é dito uma representagao de
algebras de Lie, também chamada de representacao infinitesimal associada a p.

Por praticidade, é comum denotar a diferencial de p na identidade simplesmente por
dp; = p. E a formula que relaciona as duas representagoes ¢ dada pela Proposicao [9)

plexp(X)) = exp(dp1(X)) (1.2)

onde a exponencial do termo & esquerda é a exponencial em G, e a exponencial & direita
é a do grupo linear.

Representagoes adjuntas

Seja G um grupo de Lie, entao a propria estrutura de GG permite definir uma represen-
tacao natural na sua algebra de Lie, a chamada representacao adjunta. Essa representacao
é construida da seguinte forma: cada elemento g € GG define um automorfismo interno, a
conjugacao

Cy(x) = gzg™".

Uma vez que C,(1) = 1, a diferencial d(C,); é uma aplicacdo linear de g, e portanto,

dados g, h € G,

Cyo Ch(x) = glhah™")g™" = (gh)z(gh™) = Cgn()
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e assim,
d(Cy)1 0 d(Cp)1(x) = d(Cyn)1
o que faz da aplicagdo g — d(C}); uma representacao de G em g.
Definicao 21 A representacdao adjunta
Ad: G — GL(g)
de G em sua dlgebra de Lie g € definida por
Ad(g) = d(Co)

Formas equivalentes sao dadas por: Ad(g) = d(Cy)1 = d(EgoDy-1); = d(Dy-10E,), =
d(Eg)g-10d(Dy-1)1 = d(Dy-1)4 0 d(Eg)1.

A representacao Ad é diferenciavel. Esse fato pode ser notado da seguinte forma. Pela
Proposicao [I0 para cada g € G,

Ad(g)_l = d<Cg)1
¢ um homomorfismo de g. Observando que a inversa de Ad(g) é
Ad(g)™ = Ad(g™)

concluimos que, mais do que um homomorfismo de g, Ad(g) é um automorfismo, e assim
a imagem Ad(G) esta contida no grupo de Lie dos automorfismos de g, Aut(g).

Uma féormula bastante tutil que sera usada adiante para determinar certos resultados
¢ obtida pela aplicagao da Proposicao [9a ¢ = Cy, isto &,

Cy(exp X) = exp(d(Cy)1 (X))
que é 0 mesmo que
gexp(X)g ' =exp(Ad(g)(X)) VgeG,VXcg. (1.3)

Sendo Ad uma representacao diferencidvel, ela admite uma representagao infinitesimal
g — gl(g). Essa representacdo coincide com a representagao adjunta da algebra de Lie
g que sera definida a seguir.

Definicao 22 Seja g uma dlgebra de Lie. Sua representacdo adjunta € a aplicacao
ad : g — gl(g)
definida por
ad(X)(Y)=[X,Y], VX,Y eg.

A identidade de Jacobi garante que ad é de fato um homomorfismo de algebras de Lie
em gl(g), com o colchete dado pelo comutador.

Ainda pela identidade de Jacobi, as aplicagoes ad(X), X € g, sdo derivagbes em g,
isto é, aplicacoes D : g — g tais que

D[X.,Y] = [DX,Y]+ [X,DY]
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Proposicao 11 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g onde o colchete é dado
pelos campos de vetores invariantes a esquerda. Fntao,

d(Ad);(X) =ade(X) VX e€g
e além disso,
Ad(exp(X)) = exp(ad.(X)) VX €g.

Observacao 1 A demonstracio da Proposicao foi realizada com base nos campos
mvariantes a esquerda, mas poderia ter sido feita em campos invariantes a direita, o

menos do fato de que a igualdade [X,Y]. = —[X,Y]4, implica em ad.(X) = ady(X),
X € g, o que acrescenta um sinal "—"na formula
Ad(exp(tX)(Y)) = (X x, (Y (X(1). (1.4)

Conforme dito anteriormente, essas féormulas constituem meios de transferir certas
propriedades a partir do grupo de Lie na algebra de Lie, e vice-versa. A exemplo disso
considere o caso do exemplo abaixo.

Exemplo 3 Seja G um grupo de Lie abeliano. FEntao, a sua dlgebra de lie é também
abeliana. Isso pode ser verificado da segquinte forma.

Pela formula (1.2),
exp(tAd(g)(X) = g exp(tX)g~" = exp(tX) (15)

para todo g€ G, X €geteR.
Derivando a expressao (1.5) em t =0, obtém-se

Ad(g)(X)=X, VXeg, VgeQq,

ou seja, Ad(g) = id, para todo g € G.
Pela Proposi¢ao seY € g, entao

id = Ad(exptY) = exp(t ade Y),
e derivando essa ultima 1qualdade com relagao a t, em t =0 tem-se
ade(Y) =0, VY €g,

isto €, [X,Y]. =0, VX,Y € g, e portanto, g € abeliana.
Reciprocamente, se G for um grupo conexo, supondo g dlgebra abeliana € possivel
mostrar que G € também abeliano.

Sequndo a Proposicao
Ad(exptY) = exp(tad.(Y))
comY € g. Visto que g € suposta abeliana, ad.(Y) =0 , e portanto
Ad(exptY) = 1.
Por meio da igualdade (1.3), em t =1,
exp(Y)exp(X)exp(=Y) =exp(X) VX, Y eg
ou seja,
exp(Y)exp(X) =exp(X)exp(Y) VX, YV eg
Uma vez que G € conexo, G € gerado por exponenciais, e portanto, dados
g=expXi---expX,, e h=expY;---expY,

em G , eles comutam afinal, dois a dois quaisquer exponenciais comutam.
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Para cada g € G, Ad(g) é um automorfismo de g, isto é, Ad(g) € Aut(g),V g € G.
Como Aut(g) é um grupos de Lie, entdo, é possivel considerar Ad um homomorfismo de
grupo de Lie, de G em Aut (g). A imagem de G por Ad é um subgrupo de Lie de Aut (g),
e o nicleo Ker(Ad) é um subgrupo fechado de G, pois Ad é diferenciavel, em particular,
continua (imagem inversa de conjunto unitario).

A seguir serao formalizadas ideias que ajudam a entender a estrutura dos grupos de
Lie.

Definicao 23 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Definimos
Za(H)={ge€G:Yhe Hgh=hg} e NgH)={9€G:VhecHghg'cH)}.
Assim, Zg(H) € dito centralizador de H em G, Ng(H) € dito normalizador de H em G.

Definicao 24 O conjunto
Z(G)={g9 € G:VheGqG,gh=hg}
¢ chamado de centro de G.
Proposicao 12 Seja Go a componente conexa da identidade do grupo de Lie G, entao
Ker(Ad) = Z(G)).
Corolario 3 Z(G) C Ker(Ad), e ambos coincidem se G € conezo.

O centro Z(G) de um grupo G é um subgrupo abeliano, entdo, quando G é conexo
Ker(Ad) é grupo abeliano.

Quando consideramos um centralizador de um subconjunto na algebra de Lie g e o
centro de g, as defini¢oes e resultados sobre Z(G) estao em concordancia, isto é, o centro
de g

3(0)={Xeg:VY eg,[X,Y] =0}

é exatamente o nucleo da representacao adjunta da algebra. Alem disso, é possivel mostrar
que a algebra de Lie de Z(G) ¢é 3(g).

Exemplo 4 Sejo G = GL(n,R). Entao, Ad(g) coincide com a conjugacio C,, isto é,
dados A € gl(n,R) e g € GL(n,R)

Ad(9)A = gAg™. (1.6)

O centro de GL(n,R) € o subgrupo das matrizes escalares (mailtiplas da identidade,
al com a € R). Vale observar que a expressao (1.6) garante que Z(G) = Ker(Ad), ainda
que GL(n,R) seja a unido de duas componentes conezras.

1.2 Fibrados

Nesta secao, definiremos o conceito de fibrado principal que seré importante para o
estudo das fibracoes equivariantes entre grupos de Lie que sao ferramentas muito impor-
tantes para esse estudo.
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Definicao 25 (fibrado principal)

Sejam P e M espacos topoldgico e G um grupo. Dizemos que P(M,G) é um fibrado
principal com espago total P, de base M e com grupo estrutural G quando satisfeitas as
sequintes condicoes:

1. A acao de G a direita em P, dada por

D: PxG — P
(p.g) — pg

¢ livre, 1sto é, se pg = p para algum p € P, entao g =1
2. Existe uma aplicagao sobrejetora.

T: P— M

tal que as orbitas de G sio o0s conjuntos n{x}, v € M. Ou seja, M = {pG : p €
P}.

3. P ¢ localmente trivial, isto €, para todo x € M existe uma vizinhanca U de x e uma
aplicacao bijetora

v U} — UxG
p — (p) = (7(p), 9(p))

onde ¢ : 7 H{U} — G € tal que

o(pg) = ¢(p)g, Vpen {U}, Vged.

O fibrado P(M,G) € dito topoldgico quando as aplicag¢ées envolvidas na defini¢ao sao
continuas. O fibrado é dito diferencidvel de classe C* quando os espagos envolvidos sdo
variedades diferencidveis de classe C* e as aplicacoes sio de classe C*, em particular, G
deve ser um grupo de Lie, e m : P — M uma submersao.

1.3 Algebras de Lie

Nesta se¢ao, estudaremos alguns topicos das algebras de Lie semi-simples reais neces-
sarios para o entendimento deste texto. Uma &algebra de Lie, num sentido abstrato, é
definida da seguinte forma:

Definicao 26 Uma dlgebra de Lie € um espago vetorial g munido de um produto
[+ ]raxg—0
chamado colchete, que satisfaz o sequinte:
1. E bilinear.
2. E antissimétrico.
3. Atende a identidade de Jacobi, isto €,

(X, [V, Z)|+ Y, [Z,X]|+ [Z,[X,Y]] =0, VXY, Z¢€g.
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Uma subdlgebra de Lie é qualquer subespaco vetorial de g que € fechado para o colchete.

Dado um espaco vetorial qualquer munido de um produto bilinear e simétrico, natu-
ralmente uma estrutura de algebra de Lie é definida pelo comutador desse produto, por
isso, também chamamos o colchete de comutador.

Uma vez bem entendido o que é uma subdalgebra de Lie, podemos definir, tanto o
centralizador, bem como o comutador em um grupo de Lie em termos das algebras de Lie
associadas, como na defini¢ao a seguir.

Definicao 27 Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g, e b uma subdlgebra de g.
O centralizador e normalizador de b em G sao definidos respectivamente, por:

Zeh) ={r e G:Ad(x)H =H, VH €} e Ng(h) ={r e G:Ad(x)h=h}.

Uma classe especial de algebras de Lie em Teoria de Lie é das algebras semi-simples.
Uma algebra de Lie g é semi-simples se seu radical (ideal solivel maximal) é a subalgebra
trivial nula, isto é, v(g) = {0}, o que equivale a dizer que g nao tem outro ideal soltivel
alem de {0}.

O estudo das algebras de Lie semi-simples é feito com base no estudo das algebras
complexas. A partir de uma &algebra semi-simples complexa gc é possivel tomar algebras
cuja complexificada é gc, que sao tinicas a menos de um isomorfismo, o que fornece uma
identificacao entre algebras semi-simples reais e complexas, e por meio dessa identificagao
é possivel realizar a classificacdo das algebras semi-simples reais de modo anilogo ao das
algebras sobre C, por sistemas de raizes e diagramas. Para outros detalhes nos referimos
a [22], [10] e [14].

Algebras semi-simples Reais

Uma &lgebra de Lie real cuja complexificada é g ¢ uma forma real de g. As formas reais
compactas sao uma classe especial de formas reais de algebras de Lie, isto é, aquelas onde
a forma de Cartan-Killing é negativa definida. A importancia do seu estudo reside no fato
de existir uma bijecao entre as formas reais compactas e as algebras de Lie semi-simples
complexas, que permite que se descreva as demais formas reais como intersecao com uma
forma real compacta (decomposi¢ao de Cartan).

Definicao 28 Uma dlgebra de Lie sobre R é dita compacta se sua forma de Cartan-
Killing (C-K),

(X,)Y) = Tr(ad(X)ad(Y)),
¢ negativa definida.

Teorema 2 Toda dlgebra semi-simples complexa admite formas reais compactas. Sejam
Uy e Uy sao formas reais compactas de g. Entao, existe um automorfismo ¢ de g tal que
o(uy) = ug, € assim as formas compactas sao isomorfas entre si.

A demonstracao do Teorema [2|depende de varios resultados auxiliares, e portanto sera
omitida, visto que nao é o principal objetivo deste trabalho. Para mais detalhes, ver [22].

Proposicao 13 Sejam g1 e go formas reais de g com conjugacoes o1 € g9 respectivamente
e tais que o109 = 0109 entao go = (g2 N g1) D (g2 Nigy).
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Como consequéncia dessa tltima Proposicao, duas conjugac¢des comutam unicamente
quando as formas reais se mantém fixas em ambas, e além disso segue um critério para
decidir quando duas algebras compactas coincidem, Se u; e u, formas reais compactas
entao elas coincidem se, e s6 se, suas conjugacoes comutam.

Teorema 3 Sejam g, uma dlgebra semi-simples complexa, u uma forma real compacta
de g, e go uma forma real qualquer de g que € obtida pela conjugagcao o. Entao, existe
um automorfismo interno ¢ de g tal que o comuta com a conjugag¢ao em relacdo a forma
real compacta g.

Como consequéncia, concluimos que se 1y e us sao duas formas reais compactas, entao
existe um automorfismo de g tal que ¢(u1) = uo.

Teorema 4 Uma dlgebra complexa g ¢ simples se, e s0 se sua forma real compacta u
¢ simples. Se g é semi-simples e sua decomposi¢cao em ideais simples € dada por g =
g1+ -+ gs, € sendo ug forma compacta de g, k=1,--- s, entdou =11y + -+ Uy €
uma forma real compacta de g.

O Teorema [4] estabelece que algebras compactas simples sao do tipo I (cujo comple-
xificado é uma algebra simples), e o conjunto das classes de equivaléncia das algebras
compactas ¢é identificado com as classes de equivaléncia das algebras complexas semi-
simples.

Se go ¢ uma forma real nao-compacta de g correspondente a o, e u uma forma real
compacta correspondente a 7, entao o Teorema |3 garante a comutatividade entre as
conjugacoes fazendo g, invariante por 7 e por o, dessa forma o Teorema {4 garante que

go = (go Nu) D (go Niu),

0 que caracteriza a decomposicao de Cartan de g,.

Decomposicao de Cartan

Como principais resultados, veremos que algebras de Lie semi-simples reais possuem
decomposicao de Cartan, e bem como, quaisquer duas dessas decomposicoes sao conjuga-
das por certos automorfismos.

Além disso, segundo o critério de Cartan, uma &algebra de Lie é semi-simples se, e
somente se, sua forma C-K for nao degenerada. Por isso, quando consideramos g uma
algebra de Lie semi-simples real, temos sua forma C-K nao degenerada, e como essa forma
C-K na algebra real nada mais é do que a forma C-K do complexificado g¢ de g, ambas sao
simultaneamente nao degeneradas. Em outras palavras, uma algebra de Lie real é semi-
simples se, e somente se, sua algebra complexificada também o for. Mais do que isso, toda
algebra de Lie semi-simples real ¢ uma forma real da sua algebra complexificada. Logo,
faz sentido definirmos a decomposicao de Cartan como segue.

Definicao 29 Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples real, e gc sua complexificada,
suponha u uma forma real compacta de gc. FEntao, podemos escrever g como uma soma
direta da sequinte forma

g=tds

ondet=gNu, es=gnNiu. Esta € a chamada Decomposicao de Cartan de g.
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Observe que a Decomposicao de Cartan nao é uma decomposicao de subalgebras, mas
sim, uma decomposi¢do em uma subalgebra (forma real compacta) e um subespago.

A seguir, veremos a ligacao entre as decomposicoes de Cartan e certas involugoes de
algebras de Lie que sao comumente usadas para caracteriza-las, as involucoes de Cartan.

Como é usual, uma involucao sobre U é simplesmente uma aplicacao 6 : U — U tal que
?(X)=X,VX eU.

Proposicao 14 Seja g uma forma real nao-compacta e uma decomposi¢ao de Cartan
g=tDs. Dado o automorfismo involutivo 6 definido como

X, se X
ox) = % se X et (1.7)
—-X, se X €5

a forma bilinear
BG(Xa Y) = _<X7 0Y>

define um produto interno em g se, e somente se, g =D s € a decomposicao de Cartan
sequndo 0.

Definicao 30 Seja gy uma dlgebra semi-simples real, uma involug¢ao 6 de go, tal que a
forma bilinear By é simétrica positiva definida,

By(X,Y) = —(X,0Y),

¢ chamada de involucao de Cartan.

A involugao de Cartan pode ser vista tanto como automorfismo de g como um au-
tomorfismo da forma real compacta u, na realidade u é o conjunto dos pontos fixos do
automorfismo, pois u = € P is.

Quando trabalhamos com as formas reais, é interessante observar que tanto a forma
bilinear By quanto a forma C-K estao diretamente ligadas a geometria da representacao
adjunta de g, como mostra a seguinte proposicao.

Proposicao 15 Seja go uma forma real compacta, e go = € B s uma decomposicao de
Cartan, e 0 a involucio de Cartan associada. Entdo, ad(X), com X € ¢, é simétrica com
relacio G By, e ad(X) € antissimétrica com relacio o By. Além disso, o0s espagos € e s
sao ortogonais tanto em relacao a C-K quanto a By.

E por fim, convém observar que a decomposicao de Cartan de uma algebra de Lie
semi-simples é tinica a menos de um isomorfismo.

Teorema 5 Seja gy uma dlgebra de Lie semi-simples real. Dadas duas decomposicoes de
Cartan

go=tBs1 e go="t D s
Existe, um automorfismo ¢ de go tal que

p(t) =t e o(s1) = 50
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Decomposicao de Iwasawa

Algebras semi-simples complexas podem ser decompostas em soma direta de espacos
de pesos da representacao adjunta mais a subdlgebra de Cartan. Em corpos que nao sao
algebricamente fechados, os pesos da representacao adjunta, em geral, podem assumir
valores complexos, por isso nao é possivel aplicar a mesma teoria de sistemas simples
de raizes para algebras semi-simples reais. Entretanto, é possivel realizar um estudo
similar a partir das subalgebras abelianas maximais contidas na parte simétrica de uma
decomposicao de Cartan. Seja g uma algebra de Lie semi-simples real, com decomposi¢ao
de Cartan g = £¢®s. Entao, existem subalgebras abelianas em s, por exemplo os subespacos
de dimensao 1, e sob argumentos de maximalidade é possivel afirmar que existe a C s
uma subéalgebra abeliana maximal.

A seguinte proposicao associa as subélgebras abelianas maximais as subalgebras de
Cartan.

Proposicao 16 Seja g = ¢ © s uma decomposicio de Cartan da dlgebra de Lie semi-
simples real g, e a C s uma subdlgebra abeliana mazimal em s. FEntao, eriste uma Su-
bilgebra de Cartan b C g, onde g € forma real de gc, tal que a C h. Além disso, b se
decompée em soma direta como h = (hNE) D a=bh, D a.

Demonstracdo: E claro que toda subalgebra abeliana real pode ser estendida a uma
subalgebra abeliana complexa, e observando que o normalizador de uma subalgebra abe-
liana é maior, ou igual & prépria, é possivel garantir, por argumentos de maximalidade a
existéncia de uma subdlgebra abeliana maximal em h C g, tal que a C b.

Quanto & decomposicao de h em soma direta, isto é consequéncia do fato de b ser inva-
riante pela involucao de Cartan. Seja 6 a involucao de Cartan associada a decomposicao
g=tds, paracada X € h, X — 06X € s, pois

O(X —0X)=0X —0*X =0X — X = —(X — 6X).
e ainda, para cada Y € a, tem-se

(X —6X,Y] =[X,Y] - [0X,Y]
=0 —0[X,0Y]
= 0[X,Y]
= 0(0)
= ()’

e sendo a maximal, entao X — 60X € a, e assim, X € § pois X € h.
E portanto, sendo h invariante por 6, como £ é simétrico em relacao a @, e s é antissi-
métrico, segue que

b= (Nt ®(hns)

com hNs=a.

Sabendo que sobre um corpo algebricamente fechado, uma subalgebra abeliana ma-
ximal é de Cartan se, e somente se, as adjuntas dos seus elementos sao semi-simples, é
possivel concluir que h é de Cartan. De fato, se H € b, entao esse elemento pode ser
decomposto da forma H = Hy + H,, com H, € ¢t e H; € 5. Segue que ad(Hy) é an-
tissimétrica pelo produto derivado da forma de Cartan-Killing, By, enquanto ad(H;) é
simétrica, o que faz desses operadores semi-simples. Visto que sua soma comuta, entao
ad(H) também ¢é semi-simples.

[ ]
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Definicao 31 Considere a representacio adjunta de a em g. Os funcionais o(H) de g
tais que

ad(H)X = a(H)X,

com H € a sao os pesos da representacao adjunta. Os pesos nao nulos sao as chamadas
raizes restritas de g.

Observe que, sendo a C s os elementos de a sao simétricos em relacao ao produto
interno By, e portanto, seus autovalores sao todos reais, o que faz de a um funcional real.
Dessa forma, definindo o espaco de pesos da representacao de a em g como

g ={X €g:ad(H)X =a(H)X,VH € a}

tem-se que a decomposicao em espacos de pesos da representagao adjunta do complexifi-
cado de g é, na realidade, uma decomposicao do proprio g, o que justifica tomar a dessa
forma.

O funcional nulo também é um peso da representacao adjunta de a em g, afinal a C g
é abeliano. O espaco associado ao peso nulo é denotado por m. E assim, g é decomposto
da seguinte forma

g:m@zga

com « percorrendo o conjunto das raizes restritas. Decorre diretamente das definicoes
que m é o centralizador de a em g. Por isso, se fh é a subalgebra de Cartan de g contendo
a,

(X,Y]=0 VXeaVYeh
ou seja, b deve estar contido no centralizador de a em g, e h C m. Desse fato, segue que
a=mnNs,

pois b é abeliana maximal em g¢, e a é abeliano maximal em s.
Para as raizes de uma algebra via subalgebra de Cartan, o conjunto das raizes restritas
possui um nimero finito de funcionais em a. Portanto, é pertinente a seguinte definicao.

Definicao 32 Seja a C a definido como
a={H ca:a(H)#0,Y « raiz restrita}

este € um conjunto aberto e denso em a, e por analogia ao caso complexo, cada elemento
de a € dito ser um elemento regular real, e @ € chamado conjunto dos elementos regulares
de a.

Lema 2 Seja gc uma dlgebra de Lie complexa com decomposicao de Cartan em espagos
de pesos dada por

gc=08 ) fa

Entao, m=gNt eg=mea, e gc se decompoe da sequinte forma

gczm@a@Zga.
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Demonstracao: Seja Z € g, tal que, Z =X +Y onde X € teY € s.
Para cada H € a, como g ¢é centralizador de a em g¢

0=[H, 2] =[H X]+[HY]

com [H,X] € te[HY]E€s, e portanto, [H, X] = [H,Y] =0, e assim, X e m=gnN¢ e
Y € s centraliza a. Visto que a é abeliana maximal, segue que Y € a, e assim,

g=mdda

g@:m@a@EZ%.

[

Como essa decomposicao parte de uma algebra abeliana maximal a em g, é preciso
garantir certa regularidade para que a escolha arbitraria de a nao altere a estrutura
da decomposicao. E, de fato, as algebras abelianas maximais em g possuem a mesma
dimensao e sao conjugadas por certos automorfismos.

Proposicao 17 Seja a C s uma subdlgebra abeliana maximal, entao, para todo X € s,
existe k € Kaq, tal que kX € a, onde K,q = {g € Autog : 090! = g}, e Autog € a
componente conexa do grupo dos automorfismos de g.

De forma sucinta, o seguinte corolario traz a ideia principal implicita na Proposicao

il

Corolario 4 Se aj,a; C s sao subdlgebras abelianas mazimais, entao existe k € K,q tal
que ka; = as.

Demonstracao: Seja X € a, um elemento regular real, e k£ € K,q tal que kX € a;.
Para Y € ay,

k7Y, X] =Y, kX] =0

e portanto, da maximalidade de ap, k=Y € ay, isto é, k~ta; C a,.

De modo anéalogo, existe u € K,q tal que uay C ay.

Portanto, dim a; = dim as, entdo £~ 'a; = as.

[ ]

Com a garantia de que as algebras abelianas maximais sao isomorfas, ¢ possivel definir
o posto real de uma algebra de Lie como a dimensao da subalgebra abeliana maximal a.

A partir daqui ja é possivel definir a decomposi¢ao de Iwasawa, partindo de uma
decomposicao de Cartan previamente fixada.

Teorema 6 (Decomposicao de ITwasawa)
Sejam g uma dlgebra de Lie real com decomposicao de Cartan

g=tds,
a C s uma subdlgebra abeliana maximal, e H € a um elemento regular real. Entao,

g=t®adn

onde n = nj; = g Oa, 18t €, M}, € a soma dos autoespacos ad(H) associados aos
a(H)>0
autovalores estritamente positivos.
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Demonstragao: Tome os espacos £, a e n como acima. Entao, o procedimento é mostrar
que a intersecao entre cada dois desses espagos ¢ trivial, e a sua soma é exatamente g.
Primeiro, €N a = {0}, pois a C s. Além disso, a intersecta qualquer dos g,, a(h) > 0,
somente em 0, afinal a C Ker(ad(H)), ou seja, a N nj; = {0}.
Quanto a €N nj;, denote por

a soma dos autoespacos associados aos autovalores negativos de ad(H). Seja 6 a involucao
de Cartan. Entao, note que, se

ad(H)X = [H, X] = \X
deve ocorrer que 0[X,Y] = 6(AX) = A0X. Porém,
0[H,X]=[0H,0X]| = —[H,0X],

portanto, [H,0X] = (—=\)0X, ou seja, a involugao de Cartan leva autoespacos associados
a valores positivos em autoespacos associados a autovalores negativos, e vice-versa, Logo,
O(ny) =nj;, e O(nf) =ny.

Agora, suponha que €N nj;, entdo 6X = X, pois X € b, e assim

60X = X € nj; Nny = {0},

portanto €N nj; = {0}. Conclui-se que a soma €@ a dn é, de fato, direta.
Por fim, sendo H € a um elemento regular,

Ker(ad(H)) = go = m @ a.
Segue que
I=00® ) ga=n;BMSadn.
A partir disto, basta verificar que

(np®m) C (E®dadn}).
De fato, dado X =Y + Z, com Y € nyg + —, Z € (m), entao

0X =0Y +0
, € portanto
X=X+0X-0X
=X+0Y+7-60X
=Y+Z4+0Y+Z-0Y —-Z
=Y +4+0Y+2)-0Y
como

OY +0Y +2)=Y +0Y + Z
=Y +0*Y +6Z
=Y +Y + 7

0Y +Y + Z € £, e —0Y € n};, concluindo o resultado.
n
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Proposigao 18 A componente n = nj; da decomposi¢io de Iwasawa é uma subdlgebra
nilpotente, e a B n é uma dlgebra soliuvel.

Demonstracao: A demonstracao é feita mostrando a nilpoténcia das adjuntas de n.
Primeiramente, observe que, dados X,Y autovetores de ad(H) correspondentes aos
autovalores A e u, entao, pela identidade de Jacobi,

[H, [X, Y]] = [[H X].Y]+[X,[HY]]
= [ad(H)X,Y] + [X,ad(H)Y]
— (VXY
Uma vez que H é um elemento regular, segue que [X,Y] = 0, ou [X,Y] é autovetor

associado ao autovalor A + pu.
A partir disso, seja g =V, @ --- @ Vi a decomposicdo de g em soma de autoespacos

associados respectivamente aos autovalores Ay, - - -, Ay, ordenados da seguinte forma \; >
-+ > Ay. Note também que, cada autoespaco de ad(H) é uma soma de espagos de pesos.
Tome uma base B = { X1, -+, X1k, - Xn1, -, Xnky b de g que é a unido de bases

dos subespacos V;, mantendo a mesma ordenacao dos autovalores. Se X é um autovetor
de ad(H) associado ao autovalor A, [X, X;] é nulo, ou [X, X;] é um autovetor associado
ao autovalor A + \; > \;, entdao a matriz de ad(X) na base B ¢ estritamente triangular
superior (triangular superior com zeros na diagonal).

Uma vez que nj; ¢ uma soma de subespagos contidos nos V;'s, tomando combinagoes
lineares é possivel mostrar que as matrizes de ad(X) com X € n sdo simultaneamente
triangularizaveis na base B. Entao, ad(n) é nilpotente, pois esta contido em uma algebra
de Lie nilpotente, e portanto, sendo ad injetiva, n é nilpotente.

Quanto a a @ n, observe que, por a normalizar n, [a,n] C n, garantindo que a & n é
fechado pelo colchete, e portanto uma subalgebra. Alem disso, lembrando que, dada uma
algebra de Lie e um ideal dessa algebra, se tanto o ideal como o quociente sao soltuveis,
entao a éalgebra & solivel, note que n é nilpotente, e portanto solavel, e (a @ n)/n~aé
abeliana, decorre que a & n também ¢é solavel.

[ |

A Proposicao [18] completa a caracterizacao dos termos de uma decomposicao de Iwa-

sawa, isto é, se

g=tdadn

¢ uma decomposicao de Iwasawa da algebra real g, entao £ é a componente compacta, a
é a componente abeliana, e n é nilpotente. Além disso, assim como a decomposicao de
Cartan, a decomposicao de Iwasawa é tinica a menos de um isomorfismo.

1.4 Grupos de Weyl e Camaras de Weyl

Nesta secdo, estudaremos uma classe particular de grupos de Coxeter, que sao os
chamados grupos de Weyl. Os grupos de Coxeter sao gerados por reflexdes ortogonais
com relacao a uma forma bilinear mais geral que o produto interno, e seu estudo fornece
informacoes importantes sobre a geometria de espacos euclidianos, e portanto, os grupos
de Weyl desempenham papel similar na teoria de algebras de Lie semi-simples. Para mais
informacoes sobre grupos de Coxeter ver [9] e [22].

Além disso, serd mostrado que existe uma identificacao entre camaras de Weyl e Gru-
pos de Weyl, que caracteriza a geometria das algebras de Lie semi-simples tornando
possivel uma teoria de classificagao das mesmas.
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Grupos de Weyl

Os grupos de Weyl sao objetos fundamentais para a compreensao dos sistemas simples
de raizes da subalgebra de Cartan.

No que segue, serao apresentados sistemas de raizes que representam uma abstracao
das propriedades de um conjunto de raizes obtidos da subalgebra de Cartan, e desta
forma, alcancamos um contexto mais geral que independe da suposicao de uma algebra
de Lie sobre um corpo algebricamente fechado. Sua maior importancia neste momento
estd fundamentada no entendimento dos sistemas simples de raizes das algebras de Lie
semi-simples reais.

Definicao 33 Seja E um espacgo vetorial de dimensao finita sobre R. Dado um elemento
nao nulo o € E, uma reflexao em relacio a o € uma transformacao linear invertivel
ro : E— E que satisfaz:

1. ro(a) = —a.

2. o congunto F,, ={B € E :ro(B) = B} € hiperplano de E.

Observe que F,_, por ser hiperplano, ¢ um subespaco complementar ao gerado de «
denotado por ger{a}.

Definicao 34 Seja E um espago vetorial, um conjunto Il € E é um sistema de raizes se
satisfaz:

1. II € finito, gera E e ndo contém o vetor nulo.
2. Para todo « € 11 existe uma reflexdo r, em relacido a o tal que ro (1) = 1I1.
3. Para todos o, 5 € 11, ro(B) — B € um maltiplo inteiro de .

Os elementos de 11 serao chamados de raizes.

Convém notar que a segunda condi¢ao da definicao |34 garante que se « é raiz entao
—a também o é.

Definicao 35 Um sistema simples de raizes ¥ € uma base de E para a qual cada elemento
de 11 ¢ escrito como uma combinacao linear inteira de termos em Y. Uma raiz em X é
chamada raiz simples.

Proposicao 19 Dado o € 11, a reflexao r, € unica.

As propriedades que definem um sistema de raizes praticamente caracterizam um
conjunto de raizes de uma subalgebra de Cartan de uma algebra de Lie semi-simples
sobre um corpo algebricamente fechado. Uma diferenca essencial é quanto aos possiveis
miltiplos de raizes que também sao raizes.

Definicao 36 Um sistema de raizes 11 € dito reduzido se os unicos miltiplos de o € 11
que Sao raizes $a4o o e —q.

Num sistema nao reduzido pode haver raizes o € II tais que ta € Il com t # 1 ou

t4 1.

Definicao 37 O grupo de Weyl de um sistema de raizes I1 € o grupo gerado pelas reflexoes
ro com a € Il. Este grupo serd denotado por Wi, ou simplesmente W,
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A seguir, veremos algumas propriedades do grupo de Weyl.
Lema 3 O grupo de Weyl é finito.

Demonstracao: W é gerado por transformacoes que deixam Il invariante. Assim, caso
exista w € W tal que wy ¢ a identidade, entdo w ¢ a identidade em F, pois ger(Il) = E.

Seja ¢ uma aplicacao definida por ¢(w) = wn, entao ¢ é homomorfismo injetor, pois,
dados wy, wy € W tais que p(w;) = p(ws), temos wyp = wan que implica em w; = wy,
pois ger(II) = E.

Visto que II é finito, entao o grupo das bije¢cdes em II é finito, e além disso existe uma
homomorfismo injetivo ¢ de W nesse conjunto, e portanto W é finito.

|

Da teoria de representacao de grupos nos apropriamos de um resultado que se faz
importante para a determinacao de um produto interno de mesma propriedade que a
forma de Cartan-Killing.

Proposicao 20 Seja W um grupo finito de transformacgoes lineares invertiveis de um
espaco wvetorial real E. Entao, existe um produto interno (-,-) invariante por W, no
sentido em que todo w € W € uma isometria do produto interno, isto €,

(wa,wp) = (a, B)
para todos o, B € E e todo w € W.

Em vista dessa Proposicao [20] fixa-se de uma vez por todas um produto interno inva-
riante pelo grupo de Weyl.

Tome as reflexoes r,, a € I, entao o hiperplano dos pontos fixos de r, é exatamente
o hiperplano at. Sejam a € Il e 8 € E tal que 7,(8) = 3, entdo

0= (ro(a)+a,f)

Portanto,

(ra(a), ra(P)) = (ra(a), 5) = —{a, B)

Mas, r, é ortogonal com relagdo a (-, ), entdo

<Oé,ﬁ> = —<O./,B>

e assim, (o, 8). Segue que o hiperplano dos pontos fixos de r, esta contido no hiperplano
dos pontos a*, e portanto eles coincidem.

Podemos dizer que, em termos de produto interno invariante por W, as reflexdes r,
sao reflexdes em relagao ao hiperplano at. Uma vez que, 7,(a) = —a, entdo 7, € a
propria reflexao ortogonal

2(8,0)

(@, a)

ro(B) =8 —

Proposicao 21 Dada uma decomposicao de E em subespa¢os W-invariantes (W é o
grupo de Weyl) e irredutiveis por W, isto é,
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com E;, 1 =1,---  k, subespacos W -invariantes, e tais que nao existe subespaco proprio
G C E tal que G € W -invariante.
Seja 1I; = 1IN E;, para © = 1,--- k. Entao, I1; € um sistema de raizes em E; e o

grupo de Weyl de 11; coincide com a restricao de W a E;. Alem do mais

k
= Jm.
i=1
Mostrando que um sistema de raizes se divide em uma uniao de outros sistemas cujas
componentes pertencem a autoespacos ortogonais entre si e irredutiveis, temos motivacao
suficiente para a seguinte definicao.

Definicao 38 Um sistema de raizes é dito irredutivel se ele nao € a unido de dois sub-
conjuntos disjuntos e ortogonais.

Em outras palavras, qualquer sistema de raizes é a uniao de sistemas irredutiveis, e
um sistema ¢ irredutivel se, e somente se, o grupo de Weyl é irredutivel em FE.

Um sistema de raizes reduzido é sempre um conjunto de raizes de alguma subdlgebra
de Cartan de uma algebra de Lie semi-simples sobre um corpo algebricamente fechado.

Além disso, um sistema de raizes num espaco vetorial racional é também um sistema
de raizes num espaco vetorial real e vice-versa. Dessa forma, podemos definir sistemas de
raizes independentemente da escolha do corpo de escalares.

A partir de agora podemos fixar uma ordem lexicografica e restabelecer resultados
comuns no contexto de algebras de Lie semi-simples num corpo algebricamente fechado.

Assim como no caso das algebras sobre o corpo complexo, diz-se que uma raiz o € 11
é simples se esta nao for a soma de outras duas raizes positivas. Denotamos o conjunto
das raizes simples por X.

O estudo que é feito sobre raizes simples obtidas pela subalgebra de Cartan se reproduz
no contexto dos sistemas simples de raizes das algebras de Lie reais, pois esses resultados
sao usualmente obtidos com base na féormula de Killing, que segundo a Proposicao anterior,
também ¢ valida neste caso.

Sistemas de raizes nao reduzidos aparecem, por exemplo, em algebras de Lie semi-
simples reais.

Camaras de Weyl

Definicao 39 Seja I C E um sistema de raizes. O conjunto
E={BcE:{a,B)#0, Vacll}

¢ chamado conjunto dos elementos requlares em E.

Esse nome é dado, pois, quando IT & obtido por uma subalgebra de Cartan E coincide
com o conjunto dos seus elementos regulares dentro da subdlgebra.

Proposicao 22 As componentes conexas em E sdo cones convexos em E.
Definicao 40 Uma cdmara de Weyl é uma componente conexa dos elementos requlares.

Tanto um sistema simples pode ser definido a partir de uma ordem lexicografica em F
através do conjunto das raizes positivas em relacao a essa ordem, quanto podemos definir
uma ordem lexicografica a partir de um dado sistema simples de raizes.

Em outras palavras, ha uma bijecao entre os sistemas simples > e o conjunto das
raizes positivas IIT (em relagdo a alguma ordem lexicografica), e essa bijecao se estende
as camaras de Weyl.
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Proposicao 23 .
1. Seja C' uma cdmara de Weyl e defina
It (C)={ael:{a,B) >0, VaecC}.

Entao, existe uma ordem lexicogrifica tal que IIT(C') € o conjunto das raizes positivas
em relacao a essa ordem.

2. Seja 3(C) o congunto das raizes simples em 1IT(C'). Entao,

C={BeE:{ap)>0,Vac3C)}

3. Sejam C4 e Cy camaras de Weyl. Entao,

Z(Cl) = Z(CQ) = C1 = CQ

A Proposicao 23| nos diz que dada uma camara de Weyl define-se de maneira natural
um sistema simples de raizes em II.

Por outro lado, a partir de um sistema simples de raizes > C II, podemos estabelecer
uma camara de Weyl relativa a esse sistema.

Seja

Cs={8€FE:{(pa) >0, Vae X}

entao C'y é uma camara de Weyl.

Observe que Cy, ¢ um cone convexo (da mesma forma como na Proposicao , contido
no conjunto dos elementos regulares, e por isso deve estar contido em alguma camara de
Weyl C’. Além disso, Cy, nao pode estar contido propriamente em C’. De fato, caso isso
ocorresse, ao menos um elemento da fronteira de Cy; deveria estar em C’, porém, 5 € Cy,
implica em (3, a) = 0, para o € ¥. Logo,  nao seria regular e ndo poderia pertencer a
camara de Weyl alguma, o que é uma contradigao. Portanto, Csy, = C’.

Da forma, como foram definidos, é claro que

CZ](C’) = C, e E(Cz) =3

o que estabelece uma bijecao entre os sistemas simples de raizes e as camaras de Weyl.

Se ¥ é um sistema simples de raizes, e II* é o conjunto das raizes positivas correspon-
dente, entdo w(X) é uma base de E, ¥V w € W, pois os elementos de W deixam o sistema
de raizes invariante, e assim, também temos

I=T1"U 1" = w(I*) Uw(-1I7).

Além disso, os elementos de w(ITT) se escrevem como combinagao dos elementos de
w(X), isto &, w(X) também é um sistema de raizes, e portanto as transformagoes lineares
do grupo de Weyl W agem no conjunto dos sistemas simples de raizes.

Quanto as camaras de Weyl, convém primeiro observar que E (conjunto dos elementos
regulares) é invariante pelos elementos de W, afinal, dado « € II, {a, ) = 0 se, e s0 e,
(w(a),w(B)) = 0, pois o produto interno é invariante pelos elementos de W, o que significa
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que os elementos nao regulares sao invariantes por W, e consequentemente, E também o
é.

Dada uma camara de Weyl C, como w ¢é continua (isomorfismo), entao w(C') também
é conexo, logo esta contido em alguma camara de Weyl C’. De modo analogo, C’ é conexo
e assim w™!(C"’) esta contido numa componente conexa de E. Mas, como w(C) C C'.e
C Cc w™(C"), a componente conexa da qual w=(C") faz parte s6 pode ser C, e portanto
w(C) = C". Segue que o grupo de Weyl também age no conjunto das camaras de Weyl.

Proposicao 24 O grupo de Weyl W age transitivamente no conjunto das cimaras de
Weyl, e portanto nos sistemas simples de raizes.

Proposicao 25 Seja C' uma cimara de Weyl.
1. Sew € W, entao w(C) = C se, e somente se, w = 1.

2. Se B € o elemento do fecho de C' e w € W, entio w(B) pertence ao fecho de C' se,
e so se, w(f) = p.

O primeiro item da Proposicao [25| garante que se § é um elemento da camara de Weyl
C, entao sua orbita

Wﬁz{wﬁszW}

percorre todas as camaras de Weyl, e se w(5) = 3, entdo w = 1.
O subgrupo de isotropia de um elemento regular se reduz, entdao. a identidade. Para
os demais elementos de E esse subgrupo é dado da seguinte forma.

Proposicao 26 Para \ € E, seja Wy = {w € W : w\ = A} o seu subgrupo de isotropia.
Entao, W é gerado pelas reflexées v, com o € 11, tais que (o, \) = 0.

Se w € W é uma reflexao em relacao ao hiperplano F'. Entao, w = r, para alguma
raiz o € II.

Definicao 41 Seja X um sistema simples de raizes correspondente a cimara de Weyl C.
Chamamos a involugao principal de X3 o elemento w € W tal que

Observe que, se w(X) = —3, entdo

e portanto, w? = 1.
Além disso, dado um outro sistema simples >, existe w; € W tal que

X = wl(E)
e assim,
-2 = —un(®) = i (-8) = ww(®) = wiw(w' ) = www™ (5)

E portanto, a involucdo principal de ¥; é dada por wyww; .
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Exemplo 5 (Decomposicio de sl(n) em espacos de pesos e andlise do sistema de raizes)
Seja g = sl(n,C). Entdo, dada uma base [, temos bg, a subdlgebra das matrizes
diagonais em sl(n,C), uma subdlgebra de Cartan. Além disso, toda subdlgebra de Cartan
¢ conjugada pela mudanga de bases.
Seja b uma subdlgebra de matrizes diagonais de tra¢o nulo. Entao, h € a subdlgebra

de Cartan de sl(n).
Dado H € b, podemos escrever

H = dia’g(a’lv e Jan> (18)
Vamos determinar as raizes de §y. Sejam

Ez’,j - (er,s)r,s

Comei;=1ees=0ser#ious#j.
Entao, o conjunto dos elementos

Fijparai#jeF; — Fii1;11,parai=1,---,n—1

¢ uma base de sl(n).
E, portanto,

ad(H)(E;;) = [H, Ej ;]
= HE;; — E;;H
= (ai — CLJ')EL]'.

O que mostra que (a; — a;) sao autovalores para os autovetores E; ;, e assim as raizes de
b sao os funcionais

a;j(H) = (A = Aj)(H)

onde \; € b* € dado pela lei diag(ay, - ,a,) — a;, € 0s espagos correspondentes $ao 0s
autoespagos associados a (a; — a;) gerados por E; ;, i # j.

A partir disto, podemos determinar a forma de Cartan-Killing restrita a by, e assim,
determinar uma expressao para a forma C-K nas raizes.

Se H = diag(ay, - ,a,) € b, com Tr(H) =0, entdo

(H.H) =) (a; — a;)’
i#]

=2 (a;—a)?

1<j

=9 Z(GZZ — 2(1,1'(13‘ + a?—)Q

1<J

= 22(@? +a3)’ — 4Zaiaj.

i<j i<j
Observe, agora, que a soma dos termos da esquerda do sequndo membro da igualdade

840

(-1l
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E, portanto,
(H,H) =2n Z a;
i=1

Temos assim a forma quadrdtica associada a forma bilinear simétrica de Cartan-Killing,
pela formula de polarizacao, seque que

(H+H' H+H')— (H,H)— (H',H")

<Hv H,> = 9
— %ﬂ (i(az—FbZ)Q — iaf — ib?)
i=1 =1 i=1
=n (i (CLZ' + 61)2 - (112 — b,?)
=1

i=1

onde H' = diag(by,--- ,b,) e H = diag(ay,--- ,a,), Tr(H) = Tr(H') = 0.
Dessa maneira, podemos determinar um H,,; € b que representa o funcional. Traba-
lhando em espacos vetoriais com produto interno e de dimensao finita, sabemos que existe

H,,, €1, tal que
<H04ij?H> :Oéij(H), VHGIJ
e portanto, sendo H,,; = diag(by,--- ,bn), devemos ter

<H0li,j7H/> = (/\l - )‘])(H)
= Ai(H) = A;(H)

= a; — a;.
logo
2n(ayby + -+ -+ apby) = a; — a;

seque que b, =0 se k #1 ouk # j, e

aibi + ajb; = a¢2—naj
ou seja,
1 1
b = — by = ——.
2n ¢ 0 2n
Em suma,
1 1
Ha:d s Ty 0 y T o ;
y 1ag (0 o o 0)
1
= o (B — Ej)
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A partir de entao, estamos aptos a calcular a forma de Cartan-Killing nas raizes o,
Qs

<aij7 aTS> = <H04ij7 HOCrs>

= MN—(0:. — i — O .
n n (52 525 537“1'5]5)

1
— _n(él - 51‘5 - 5jr ‘I‘ 5]'5).

em particular,

1 1
17y Qrs =—(1 1)=—
(g, ons) = o~ (141) = —

Como os wvalores dos produtos nos elementos dos espagos de raizes sao miltiplos de
<Eij7Ers>; e

<Ezj7 ) =0 se (r,s) # (j,9),
pelo item (a) do Lema 6.8 em [22] seque que
(Eij, Eji) = 2n
finalmente,

) {0 se(i,J) # (s,7)
(Eij, Ers) = { 2n se(i,j) = (s,r)

Conhecendo a forma geral das raizes de sl(n), é possivel determinar o sistema simples
de raizes da subdlgebra de Cartan. Seja

Y ={ag, 10}
entdo, ¥ € um sistema simples de raizes para sl(n). De fato,
II={a;; =\ — A\j : \i, \j autovalores distintos de ad(X), X € b regular},
e assim, supondo 1 < j, sem perda de generalidade, seque que
Qi = A\j — A

= A=At A = A+ A e = A A =

= Qi1+ Q142+ F Q12 F QG
considerando a ordem lexicogrdifica tem-se

ajj =N — X >0

e a quantidade de elementos em Y € exatamente dimbh = n — 1, mostrando que > € um
conjunto L.I. que gera Il e portanto gera by, logo uma base de elementos positivos. Supondo
Ai < Aj sei < j, numa dada ordem lexicogrdfica, devemos ter

It ={ay; :i<j} e T ={ay :i<j}

e, portanto, existe uma base que diagonaliza b onde n™ € formado pelas matrizes tri-
angulares superiores com zeros na diagonal, e n~ € formado pelas matrizes triangulares
wnferiores com zeros na diagonal.
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Exemplo 6 Decomposi¢io de Twasawa de sl(n,R).

Seja g = sl(n,R) a dlgebra de Lie semi-simples real das matrizes de quadradas de
ordem n com entradas reais e trago nulo. Considere a decomposicao de Cartan de g dada
por

sl(n,R) =so(n)®s

onde so(n) é a subdlgebra das matrizes antissimétricas de trago zero (a dlgebra compacta),
e s o subespaco das matrizes simétricas.
Denote o conjunto das matrizes diagonais de traco zero por

a = {diag(A\1, -+, \n) s A1+ + A\, =0}

Uma vez que as matrizes diagonais comutam entre si, a C § € uma subdlgebra abeliana.

Supondo A € a dada por A = diag(A1, -+, \,), e B € s, entdo A e B comutam
unicamente quando B = (b;;) também € diagonal, afinal, tomando b.; # 0, AB = C =
(cij), e BA =D = (d;;), tem-se ¢ps = bpsAs € drs = Nbys, 0 que faz com que c.s = by
se, e somente se, Ay = A, algo que nao necessariamente acontece. A conclusao € que as
maltrizes diagonais comutam entre si, mas nao existe outra subdlgebra contendo o conjunto
das matrizes diagonais onde todos os seus elementos comutam. Portanto, a € uma dlgebra
abeliana mazximal em s.

As raizes restritas de g em relagdo a a sao so funcionais oy, 1 # j , tais que

De fato, sejam H = diag(A1,---,\,) e X = (z45) € 5, entdo

ad(H)X = [H, X]
=HX - XH
= (Aimij)i — (355) 35
= (N = Aj)wij)ij,

e supondo ad(H)X = o(H)X para algum funcional o, necessariamente a(H) = \;— \; =
a;i(H) para algum par (i, j).

Conhecendo as raizes restritas é possivel caracterizar os elementos requlares de a. Seja
H € a tal que H = diag(A\1,--- ,\,) e N\; = A para algum par (i, 7), entdo

a;j(H)=0

e assim, os elementos requlares de a devem ser todos aqueles que possuem entradas todas
distintas.

A partir disso, o objetivo é determinar as camaras de Weyl (componentes conezxas dos
elementos regulares). Fizamos uma base ordenada de a

{anz, qas, - an_1n ).
Associada a esta base, o sistema positivo de raizes é dado por
I ={a,;; -1 > 5}

que € obtido por somas sucessivas dos elementos da base tomada. A ideia principal é
que, dada uma base ordenada € possivel definir uma nogao de positividade no espaco por
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meio da ordem lexicogrdfica, e assim separar o conjunto das raizes em um sistema posi-
tivo (obtido por elementos positivos sequndo a ordem lexicogrifica), e elementos negativos
(obtidos pelas raizes restritas negativas).

Seque que,

Cl+:{H€ClIA1>/\2"'>/\n}

define uma cimara de Weyl com elementos estritamente positivos, pois € claro que cada
elemento de a € obtido por combinacoes lineares com coeficientes positivos de elementos
da base fizada, logo, todo H € a® ¢ estritamente positivo.

Jd definidas € = so(n), e a = {diag(A1, -+, \n) : DN\ = 0}, € 0o momento de carac-
terizar a parte nilpotente, n = n*. Note que 0s espagos o), onde H é um elemento
reqular de a sao somas de espagos de pesos g, entao € possivel tomar

n:Zga.

a>0
Se a;; € IIT, entao
fay; = {X €5l(n,R) : ad(H)X = a;;X,VH € a}.

Mas esse conjunto é dado pelas matrizes com entrada (i, 7) qualquer e as demais entradas
nulas, pois

(ad(H)X)ij = ((Ai = Aj)Tij)ij

com H = diag(-+- , Ak, -+, N, -+ ), e portanto N\ — N, > 0.
Dessa forma, considerando a varia¢do de a;; em It podemos descrever n como sendo

0 --- 0
o conjunto das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal. E portanto, tem-se
uma caracterizacio completa dos termos da decomposi¢ao de Iwasawa da dlgebra sl(n, R).






CAPITULO

2

Decomposicoes em Grupos de Lie
Semi-simples

Neste capitulo, estudaremos algumas decomposi¢oes globais dos grupos de Lie obtidos
a partir das decomposicoes das algebras de Lie, mais precisamente, a decomposicao de
Cartan e a decomposicao de Iwasawa. Serao estudados também os subgrupos parabdlicos ,
as variedades flag sobre os quais sao discutidos alguns resultados, tais como, as variedades
flag como um espago homogéneo. Os fatos apresentados seguem a linha da referéncia [23].

2.1 Decomposicao global de Cartan

A principio, é conveniente recordar certas propriedades da decomposicao de Cartan.
Seja g = £ @ s uma decomposicao de Cartan da algebra de Lie semi-simples real g.
Os colchetes entre os espagos da decomposicao sao tais que

e ¢ Ccet [ts]Cs, e [s,8Cs.
Os espacos t e s sao ortogonais pela forma C-K de g, afinal, dados X € te Y € s,

(X,Y) = (0X,Y)

= (X, 0Y)
= (X,-Y)
—(X,Y)

—~

ou seja, (X,Y) = 0.

A forma bilinear By, dada por By(X,Y) = —(X,0Y), define um produto interno em
g, pois a forma C-K é negativa definida em £, e positiva definida em s, e esses dois espagos
sao ortogonais por C-K.

O conjunto ¢ é uma algebra de Lie compacta maximal em g. De fato, suponha por
absurdo que exista uma subélgebra compacta [ tal que € C ¢, € # [. Tome z € [\ £, entdo,
existem X € ¢, eY €5, YV #£0, taisque Z = X +Y. Segueque, Y =272 — X €[, e
assim, (Y,Y) > 0, pois Y € s, o que contraria o fato da forma C-K ser negativa definida
em cada subalgebra compacta.

A é&lgebra de Lie g é isomorfa a algebra Der(g) das derivagbes de g. De fato, o
isomorfismo ad : g — Der(g), juntamente com a involu¢ao de Cartan 6, definem um

93
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automorfismo @ de Der(g) segundo o seguinte diagrama comutativo

0
Y - g

|ad |ad

Der(g) LA Der(g)

Para cada ad(X) € Der(g) define-se

f(ad(X)) = ad(0X).
Observe, também, que
[0X,Y] =[0X,007'Y] = 0[X,07'Y]
para cada Y € g, e assim
ad(X) =0oad(X)of!

ou seja, 0 é a conjugacdo por § em Der(g).

A partir destas propriedades é possivel iniciar um estudo sobre o grupo adjunto Autgg,
dos automorfismos internos de g, que da as diretrizes para a decomposicao global de
Cartan.

Seja G um grupo de Lie conexo e Autg o grupo dos automorfismos em G. Entao, cada
¢ € Autg age em g via um isomorfismo Aut(G) — Autg. A algebra de Lie Autog é a
algebra das derivacoes Der g.

Fixe uma decomposicao de Cartan, g = €@ s, com involucao de Cartan 6, e produto
interno By(X,Y) = —(X,0Y), onde (-,-) é a forma C-K em g.

Defina 6y como sendo a conjugacao por 6 em Aut g, isto é,

‘903 Autog — Autog
g — Oo(g) = 0go~L.

Desta forma, 6, é um automorfismo do grupo adjunto Autg g.
Lembrando que

A(ad(X)) = ad(fX) = fad(X)0*

¢ a conjugacao de ad(X) € Der(g) por 6, entdo, 0, pode ser visto como uma extensao
de 0 a Autgg. E, de modo analogo, tem-se a caracterizacao em termos da transposta em
relagao a By, dada por

Oo(g) = (971"

De fato, se g € Autgg e X,Y € g, entao
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Além disso,

Bo)=tls ) = ((T)) =9

para todo g € Autgg, isto significa que 6, ¢ uma involucao, e g” ¢ um automorfismo de g.
Seja

Kad = {g c Autog : 90<g) = g}

Entdo, K,q ¢ um subgrupo fechado cuja algebra de Lie é ad(), afinal ad(¢) é a algebra
dos pontos fixos de 6.
Além de fechado, K, 4 é compacto, pois os elementos em K, 4 sdo tais que

g=("",
ou seja,
Kad = SO(Q? BG) N AUtOg

onde SO(g, By) é o grupo das isometrias de g com relagio a By, que é subgrupo compacto.

E, portanto, o grupo K4 globaliza a parte compacta da decomposicao de Cartan.

Quanto & parte simétrica, se g € Autg g é simétrica positiva definida em relacao a By,
entao, g é diagonalizavel com autovalores reais positivos, e que existe uma transformacao
linear A € gl(g) simétrica em relagdo a By tal que g = exp(A). Dessa forma, definimos
uma derivacao interna A = ad(X) com X € s, de modo que, exp(tA) € Autg g, para todo
t € R. Isso mostra que S = exp(s) é uma subvariedade imersa de Autg g que é difeomorfa
a 5. Denotando o espago tangente a S passando por exp(X) por Tepx)S, X € s, temos
Toxp(x)S = d(exp(X)) o Tx(s). Além disso, T'x(s) ¢ transversal a £, ou seja, se X € s,
entao €N Tx(s) = 0.

Com base nas observagoes feitas acima, ja é possivel descrever a decomposicao global
de Cartan para o grupo adjunto Autgg. Ela é dada através do seguinte difeomorfismo,
¢85 x K,g — Autgg uma aplicagao definida por

o(X, k) = exp(ad(X))k.

Além disso, Autog = SK,q, onde S =exps, e K,y é conexo.
A partir da decomposicao global do grupo adjunto Autyg, obtém-se as decomposicoes
globais para grupos arbitrarios por meio da representagao adjunta.

Teorema 7 Sejam G um grupo de Lie semi-simples conexo com dlgebra de Lie g. Tome
uma decomposicdo de Cartan g = €@ s. Denotando K = (exp()) (grupo gerado pela
imagem dos elementos de € através da exponencial), e S = exp(s), entdo

1. G=SK =KS, etodo g € G € escrito de maneira tinica como g = sk, ou g = ks,
comke KeselS.

2. S ¢é difeomorfa a s pela aplicacao exp : 5 — S.

3. As aplicagoes K x S — G, dadas pelas relagoes (k,s) — ks, e (k,s) — sk sdo
difeomorfismos.

4. O centro de G estd contido em K, isto é, Z(G) C K

5. K =exp(t), e K € compacto se, e sd se, Z(G) € finito.
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Demonstracao: Considere a representagao adjunta Ad : G — Autgg. Esta aplicagao
¢ o recobrimento canonico com nicleo Z(G).

Seja K = Ad™Y(K,q) a imagem inversa de K, por Ad, entdo K é subgrupo fechado
de G com éalgebra de Lie &, e tal que Z(G) C K. Além disso, a decomposicio de Cartan
vale para K.

De fato, seja ¢ : s x K — G, tal que O(X, k) = (exp(Ad X))k, exp e exp,,, respecti-
vamente, as aplicacoes exponenciais de G' e Autgg.

Dado g € G, a decomposi¢ao de Cartan em Autyg garante que

Ad(g) = sk
com s = exp,(Y) € expyq(s), e k € Kyq. Visto que Ad o exp = exp,y,
Ad(g) = Ad(expY)k
e portanto,
Ad((expY)tg) = (AdexpY) g =k € Kuq.

Mas, isto implica em (expY !)g € K, ou seja, existe k; € K, tal que g = (expY)ky,
mostrando a sobrejetividade da aplicagao ¢.
Quanto a injetividade de ¢, essa se verifica da seguinte forma. Seja

g = (exp X1)k1 = (exp Xo)ko
com exp Xi,exp Xo € S e ky, ko € K. Aplicando Ad em g,
expad(Xl)Ad(kl) = expad(Xg)Ad(k;Q),

e portanto, exp,,(X1) = exp,q(X2) e Ad(k1) = Ad(k2) pela decomposi¢ao de Cartan no
grupo adjunto. Segue que X; = X5 pela unicidade da decomposicao, e assim, exp X; =
exp Xs. E novamente, pela unicidade da decomposicao no grupo adjunto, k; = ks. Logo,
¢ é injetiva.

Além disso, a diferencial de ¢ é um isomorfismo em todo ponto. Seja (X, k) € s X K,
Y €se A€t um campo invariante a direita em K, entao

dov,agy) = exp(X) - (Tx(Y) + A)(k)
=exp(X) - (Tx(Y)+ A) - k
= (dBexp(x))1 0 (dDp)1(Tx (V) + A).

Como as translagoes sao difeomorfismos, essa diferencial se anula somente se Tx (Y)+A =
0, isto é, Tx(Y) = —A. Porém, Tx(s) é transversal a ¢, e portanto, Tx(Y) = 0. Uma vez
que X € 5, Tx(Y') é um isomorfismo, e deve ocorrer que Y = 0. Conclui-se que d¢x ) é
um isomorfismo pois o nicleo da aplicacao é trivial.

Por fim, sendo ¢ uma bijecao e um difeomorfismo local, entao ¢ ¢ de fato um difeo-
morfismo.

Agora, aplicando a inversa de ¢ em G obtém-se a decomposicao G = K S e o difeo-
morfismo (X, k) — kexp(AdX). Segue que G/K é difeomorfo a S que é simplesmente
conexo, portanto Ké conexo, e K=K-= (expt) = expt.

Por construcao,

Ko =K/Z(G) = K/Z(G).

Visto que K,4 é compacto, entdao K é compacto se, e somente se Z(G) for finito, comple-
tando a demonstracao do teorema.
|
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2.2 Decomposicao global de Iwasawa

A decomposicao de Iwasawa de um grupo de Lie semi-simples conexo e nao compacto
G permite escrever G como produto de trés subgrupos, G = KAN, onde K = exp(#),
A=-exp(a)e N =exp(t),e g=€tPadn éa decomposi¢ao de Iwasawa da algebra de Lie
g de G. Baseada numa decomposicao de Cartan, elas compartilham a mesma subalgebra
compacta &.

Dessa forma, o subgrupo K ¢ compacto, e fechado quando o centro Z(G) é finito. O
subgrupo abeliano A = exp(a) é fechado, pois, na decomposicdo de Cartan, S = exp(s)
é fechado, a C s é também fechado, e a aplicacao exponencial exp : a — A é um
difeomorfismo. Quanto aos grupo N e AN, estes sao fechados e simplesmente conexos.

Em particular, quando consideramos o grupo adjunto, Autgg, assim como na de-
composicao de Cartan, chamando N,q = (exp(adn)) (grupo gerado pelos elementos em
exp(adn)) e A,q = exp(ad a), tem-se Nyq e A,qNaq fechados e simplesmente conexos, e a
algebra de Lie de A,qN.q ¢ a @ n. A intersecao entre esses grupos é

Kad N AadNad = {1}; € Kad N Nad = {1}

Sendo A,qN.q um subgrupo de Lie fechado, o quociente Autyg assume uma estrutura
de variedade diferenciavel. Esse fato, juntamente com a informacao que a & n é o com-
plemento ortogonal de £, e da compacidade de K,q, permite mostrar que a agao do grupo
K,q em Autgg é transitiva. Isso é feito mostrando que a o6rbita de K,q pelo elemento
neutro do quociente Autog/(A.qNVaq) ¢ exatamente Autog/(AaqNaa)-

Se a acao de K,q é transitiva, entao, para todo g € Autgg, existe k € K,q tal que
gA2a Naq = EAq Nag- O que significa que Autgg = KaqAaqNVag-

No caso geral, para um grupo de Lie semi-simples conexo de dimensao finita qualquer,
é considerada a representacao adjunta, que leva as componentes de G em Autgg.

Teorema 8 (Decomposicdo global de Iwasawa)

Seja G um grupo de Lie semi-simples conexo com dlgebra de Lie g , e uma decomposi-
cao de Twasawa g = tdHadn. Entio, G pode ser decomposto em produto como G = KAN,
onde K = expt, A =-expa, e N =expn. A aplicacio ¢ : K x Ax N — KAN =G
¢ um difeomorfismo, e os grupos A, N, e AN sao simplesmente conezxos e difeomorfos a
espacos euclidianos.

Demonstracao: Seja a representagao adjunta Ad : G — Autpg. Assim como na
decomposicao de Cartan, a aplicacdo Ad leva as componentes de G nas componentes de
Autgg, isto é, Ad(K) = Kaq, Ad(A) = Auq, e Ad(N) = Nuq. E a restricdo de Ad em cada
um desses subgrupos é um recobrimento modulo Z(G).

Uma vez que as restrigoes da representagao adjunta Ad|a,, e Ady,, sao isomorfismos,
A e N sao simplesmente conexos por serem imagem de conexos.

Quanto a aplicagao ¢, dado g € G, entao, pela sobrejetividade da decomposicao de
Iwasawa no grupo adjunto,

Ad(g) = Ad(k)Ad(a)Ad(n)

comk € K,a € A, en & N. Como a adjunta é um recobrimento médulo Z(G), existe
z € Z(@) tal que g = kanz, e observando que Z(G) C K, podemos escrever g = (kz)an,
mostrando a sobrejetividade de ¢.

A injetividade de ¢ se verifica pela injetividade da adjunta. Suponha g = kan =
kiain,, com k. ki € K, a,a; € A, e n,ny € N, entao

Ad(k; k) = Ad(aini(an)™h) € Kuq N AgaNag = {1}
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afinal k; 'k € K eayni(an)™! € AN. Eassim, Ad(a;ni(an)™!) = 1, donde Ad(a;n;)Ad((an)™!) =
1, e portanto, Ad(ain;) = Ad(an). E do mesmo modo como feito anteriormente,

Ad(a;ta) = Ad(n;'n) € AuqNag = {1}.

Logo, Ad(a;) = Ad(a) e Ad(ny) = Ad(n). Pela injetividade de Ad, segue que a; = a, e
ni = n, e conclui-se que k; = k.

Quanto & diferenciabilidade de ¢, tome X € £ um campo invariante a esquerda, Y € a
um campo bi-invariante, e Z € n um campo invariante a direita. Entao,

AP(kan) = k(X +Y + Ad(a)Z)an = (dEk)1 0 (dDgn)1(X +Y + Ad(a)Z),

e dessa forma a diferencial se anula unicamente quando X + Y + Ad(a)Z = 0. Como
Ad(a)Z € n, a decomposicao de Iwasawa da algebra garante que X =Y = Z =0, logo a
diferencial em qualquer ponto é injetora. E por fim, visto que dim(K x A x N) = dim(G),
¢ é difeomorfismo local, o que completa a demonstracao.
[ |

Consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 7 Considere a decomposi¢ao de Iwasawa da dlgebra sl(n,R), dada por
sl(n,R) = s0(n,R) Dadn"

onde a é a subdlgebra abeliana das matrizes diagonais de traco zero, " € a subdlgebra das
matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal.
Ezxponenciando essas dlgebras de Lie obtém-se os sequintes subgrupos

K =50(n,R)={M € GL(n,R) : det(M) =1e Tr(M) = 0}
A:{dlag(/\l, 7)\n))\z >O7 1§z§n, Al)\nzl}
AT = {diag(\1, -, A\) €A A > - >\, )
Nt = ST
0 --- 1
FEsses subgrupos caracterizam a decomposicao de Iwasawa do grupo de Lie conezo SL(n,R)
da sequinte forma:

SL(n,R) = KAN*,

2.3 Decomposicao de Bruhat

A teoria de Tits é a teoria abstrata que descreve o comportamento e as propriedades
dos subgrupos parabolicos de um grupo G qualquer. Em particular, quando consideramos
G um grupo de Lie semi-simples, com algebra de Lie g, com decomposicao de Cartan
g=Etds e K = expt, temos que a terna (G, MAN™, M*) constitui um sistema de
Tits para qualquer decomposicao de Langlands concordando com uma decomposicao de
Iwasawa fixada.

Uma vez mostrada essa relacao dos grupos de Lie semi-simples com a teoria de Tits,
a ligacao entre os subgrupos parabolicos e os subgrupos do grupo de Weyl associado a
tripla (G, MAN™, M*) seguem naturalmente. Essa ligagao sera de vital importancia para
a identificagao entre os conjuntos controlaveis efetivos e elementos do grupo de Weyl,
tanto na flag maximal, quanto nas fibracoes envolvendo as outras flags.
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A seguir, uma breve exposicao da teoria serd apresentada. Para maiores explicagoes,
ver [35] segdo 1.2 .

Seja G um grupo e P, M subgrupos de G, a tripla (G, P, M) ¢ denominada um sistema
de Tits se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. G é gerado por P e M, N = PN M é subgrupo normal de M, e W = M/N admite
um sistema finito de geradores constituidos de elementos involutivos w; # 1, tais

que, w; # w; se i # j;
2. Para todos os elementos geradores w;, w; Pw; ' # P;

3. Para todo w; e para todo w € W,

w; Pw C (PwP) U (PwwP).

O grupo W é chamado grupo de Weyl do sistema de Tits (G, P, M).
A partir deste ponto, fixamos um sistema de Tits (G, P, M) com grupo de Weyl .

Defini¢ao 42 Os grupos conjugados a P em G por algum elemento w € W = M /N sdo
chamados subgrupos parabolicos minimais.

Um subgrupo parabolico de G é qualquer subgrupo de G contendo um subgrupo parabo-
lico minimal.

Adiante, serao considerados as classes laterais duplas da forma
PxP, com z€Q(.

Com M C P, por abuso de notacgao, é possivel escrever PwP como sendo a classe lateral
dupla

PwP =Pm,P, com m, €€ M"

onde m,, ¢ um representante de w € W ~ M*/M.

Se G é gerado por P e M, e W é o quociente M/N, onde N é a parte de M que
intersecta P, entdao a propriedade 3 do sistema de Tits garante que G = PWP. Isso
significa que cada classe lateral dupla PxP com x € G pode ser escrita, como um abuso
de notacao, da seguinte forma PwP com w € W.

Mais que isso, elementos distintos de W estao associados necessariamente a classes
laterais duplas PwP distintas.

Teorema 9 (Lema de Bruhat)
Seja (G, P, M) um sistema de Tits com grupo de Weyl W. Entao, a aplica¢io de W
no conjunto das classes laterais duplas dos elementos PxP, x € G, dada por

w+— PwP, weW

¢ injetiva. Além disso, G € escrito como a unido disjunta

G = U PuwP.

weW
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O objetivo deste estudo é expor uma descri¢ao dos subgrupos parabdlicos de G segundo
a teoria de Tits, o que pode ser interpretado como um estudo de carater algébrico sobre
objetos geométricos envolvendo os subgrupos parabdlicos de um grupo de Lie semi-simples
real. Esse estudo é baseado na anélise de certas propriedades dos geradores de W.

Suponha que os geradores w; de W sdo indexados por ¥ = (1,--- ,1). Para qualquer
subconjunto © C ¥, defina Wg como sendo o subgrupo de W gerado por w; tal que ¢ € ©,
isto é,

Weo = ger{w; :i € O}.

Seguindo essa notacao, Wy = W.

Além disso, defina Pg = PWoP = {piwps : p1,ps € P e w € W}. Entado, Pg é um
subgrupo parabolico de GG, pois, segue da condicao 3 que

(PWeP)(PWoP) = (P(WoPWe)P) C (PWeP).

mostrando que os inversos dos elementos em PWgP também estao em PWgP, isto é,
PWgP é um subgrupo de GG contendo P.

A partir disso, é possivel dizer que o subgrupo Pg é gerado por P e pelos representantes
dos geradores w;, ¢ € ©. Observe que, Py = P e que se © = O U O,, entao Py é gerado
por Po, e Po,.

Corolario 5 Com a mesma notacao acima,
Weo, NWe, = We,ne,-

Sejam Pg, e Po, subgrupos parabolicos de G' contendo o subgrupo paraboélico minimal
P. Entao, existe uma quantidade finita de classes laterais duplas em G modulo Py, X Peg,.

Lema 4 Sejam P, e P, subgrupos parabdlicos de G. Se Py e Py sao conjugados e Py N Py
€ subgrupo parabolico, entao P, = Ps.

Teorema 10 Os subgrupos Po sao os unicos subgrupos de G contendo P. Cada Pg €
distinto do outro, e nenhum deles é conjugado a outro.

2.3.1 Subgrupo parabdlico minimal do grupo de Lie semi-simples

Seja G um grupo de Lie semi-simples conexo com centro finito. Nesta secdo, pretende-
remos estudar um certo tipo de subgrupo fechado de GG, o subgrupo parabdlico minimal.
Fixe uma decomposicao de Iwasawa G = KANT para GG. Uma vez que as definicoes
e 23] concordam, podemos tomar M o centralizador de A em K, isto é,
M ={ueG:uhu'=hVhe A}
={ueG:Ad(u)(H)=0,VH € a}
e o normalizador de A em K dado por
M*={u€G:udu't = A}
={ueG:Ad(u)(a) = a}.
Entao, veremos que um subgrupo parabdlico P minimal pode ser tomado como
P=MANT.

Essa decomposigao é uma decomposicao de Langlands de P, dependendo de uma decom-
posicao de Iwasawa de G.

Essa decomposicao do subgrupo paraboélico minimal P guarda certas propriedades que
relacionam suas componentes. Duas das principais sao apresentadas abaixo.
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Proposicao 27 Seja G grupo de Lie semi-simples conexo com decomposicio de Twasawa
G = KANT. Seja M o centralizador de A em K, entdao

Za(A) = Zg(a) = MA.

Demonstracao: Como M é centralizador de A em K, e A = expa com a abeliano
maximal em s, entdao A esta contido no centralizador de A em G, e portanto, MA C Zg(a).

Por outro lado, se X, € go, como Ad(g) comuta com ad(H) para qualquer H € a,
entao

e portanto, Ad(g) X, € go, mostrando que

Ad(g)ga = ga
para toda raiz a, o que implica em
Ad(g)nt =nt.

Além disso, observe que para todo X € g o centralizador de Ad(g)m é Ad(3(X)) onde
3(X) é o centralizador de X em g, afinal, supondo

[Ad(X),Y] = 0
segue que
Ad(g)[X,Ad(g)"'Y] =0

o que implica em Ad(g)™'Y € 3(X), que leva a Y € Ad(g)3(X).
Uma vez que m @ a estd contido no centralizador de a em g, entao, em particular,
m & a centraliza qualquer elemento regular H € a, e assim

Ad(g)(m@a)=mea

e segue que Ad(g)m C m @ a.

Portanto, o elemento g € Zg(a) normaliza p = m @ a ® n™, mostrando que g € P =
MANT.

Uma vez que, g € P = MANT™ & possivel tomar

g=mhn, meMheAnecN™.
Como visto anteriormente, M A C Zg(a), e assim,
n = (mh) g € Zg(a).

Observando que h = exp X, com X € n™, m+a centralizador de a em g, e (m+a)Nnt =
{0}, entdo h = exp0 = 1, e portanto,

g=hne MA

e assim, Zg(a) C MA.
]
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Proposicao 28 Seja G grupo de Lie semi-simples conexo com decomposicio de ITwasawa
G = KAN™. Seja M* o normalizador de de A em K. Entao,

N(;(A) = NG(CL) = M*A.

Demonstracao: Primeiramente, M* é por definicao ao normalizador de A em K e A
esta claramente contido no normalizador de A em S, entdo M*A C Ng(a).
Para a inclusao reciproca, mostramos primeiro a existéncia de w € M* tal que wg €
MAN*. Tome v = Ad (g)s. Como Ad (g) comuta com ad (H), H € a, temos
ad (H)(Ad (9)(X)) = [H,Ad (g9)X]
= [Ad (9)H, Ad (g9)X]
= Ad (g)[H, X]

= a(H)Ad (9)X

com H € a e X autovetor de ad (H). Entdo, Ad (g) leva autovetores de ad (H) em
autovetores de ad (Ad (¢)(H)) = ad (uH), o que faz de « - u raiz para todo a € II.
Agora, seja X o sistema simples de raizes, segue que

ux C II
também é um sistema de raizes, e portanto existe w € W tal que
w(uX) =n¥
Seja w € M* representante de w € W, entao
w(ullt) =171
e assim,

Ad (wg)nt =nt (: Z 9a>

a€llt

Alem disso, w sendo elemento do normalizador de a em € e g € Ng(a), entao wg €
Ng(a), ou seja,

Ad (wg)a = a.
Lembrando também que o centralizador de a em g é m & a, segue que
Ad (wgmPa=mada
e portanto
Ad (wg)p = Ad (wgmBadn =mdadn’ =p

Conclui-se que wg estd no normalizador de P, isto é, wg =€ P = MAN™T. Agora
escreva

mh € MA C M*A C Ng(a).

Observando que ¢ : N¥ — n™ é um difeomorfismo, entdo n € Ng(a) s6 é possivel
quando n = 1, logo

wg =mh e MA
e portanto,
g=w 'mh e M*A

mostrando a inclusao reciproca.
|
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2.3.2 Decomposicao de Bruhat de Um grupo de Lie Semi-simples

Quando olhamos para um grupo de Lie semi-simples conexo, por meio da estrutura
desse grupo, podemos estabelecer uma decomposicao de Bruhat com relacao ao subgrupo
parabolico minimal P = MAN™T. A acao de P = M AN A esquerda nas classes laterais
wP pode ser parametrizada somente por elementos de N*. Dessa forma é possivel obter
uma decomposigao do mesmo tipo que a do Teorema [J] de modo independente. Tal
decomposicao é dada a seguir.

Teorema 11 Sejam G um grupo de Lie semi-simples conexo com centro finito, G =
KANTY uma decomposicao de Iwasawa de G, e P = MANT™. Entao, a aplicacio w —
PwP, comw € W, de W no duplo quociente de G por P a direita e a esquerda € injetiva,
e portanto

G = U PwP = U NtwP

weW weWw

ambas como uma uniao disjunta.

O Teorema (11| & importante para evidenciar as propriedades que fazem de (G, P, M*)
um sistema de Tits, fundamentando o estudo dos subgrupos parabolicos para grupos de
Lie semi-simples sob um espectro mais geral.

Proposicao 29 (Moore)

Sejam G um grupo de Lie conexo semi-simples com centro finito, G = KAN™T uma
decomposicio de Iwasawa de G, e P = MAN™. Entao, P é o normalizador de Nt em
G. Além disso, existe uma tunica classe lateral dupla PwP cuja dimensao € igual a de P.

Denotando por w’ o elemento de W que leva a camara positiva C na camara oposta
—C ( a palavra de maior tamanho em W), entao a classe lateral dupla Pw'P é exatamente
a Orbita de dimensao maximal.

O Teorema [11| garante que G ¢é gerado por P e M*, além disso, pela propria definicao
de M temos que

M=M"NP

¢ um subgrupo normal de M para o qual M*/M possui um conjunto finito de geradores
involutivos

w; =wy, comi=1---1[
Como pode ser visto em [35], podemos caracterizar a tripla
(G, P,M™)

como um sistema de Tits, com P sendo o subgrupo parabolico minimal.

Sobre o grupo de Weyl, uma observacao importante a ser feita é que a definicao
axiomatica pela teoria de Tits W = M* /M concorda com o grupo de Weyl gerado pelas
reflexoes w,, com a € ¥, ou seja, ambas as definicoes sao equivalentes como estabelece a
seguinte proposicao.

Proposicao 30 FEziste uma bijecao entre o grupo de Weyl W e M*/M o quociente do
normalizador pelo centralizador de A em K.
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Demonstracao: Seja E, € g,, E # (). Dada uma forma real go C g, denote com a barra
o conjugado com relacao a go. Assim é possivel escrever

E, =X, +1Y,

com X,,Y, € go-
Seja 6 a involucao de Cartan com relacao a go, temos entao 0F, € g_,.
Além disso, observe que

2Xo=H,+0H, =X, +1Y, + X, —1Y,

2iY,=H,—0H, =X, +1Y, — X, +1Y,
e portanto, tomando H € a, temos

[(Xo, H| = —[H, X,]

H, +0H
— {Hj%ea}

1
=-3 [H,H, + 0H,|

1 1
— —_[H H,) -~ [H,0H
2[ ) 04] 2[ 70 Ol]

1 1
= —§a(H)Ha + EO./(H) QHa

= —%a(H)(Ha,GHa)

= —%a(H)(QiYa)
= —ia(H)Y,.

Fazendo uso da expressao do colchete entre elementos de espacos de raizes opostas
como um multiplo de um elemento cujo dual é «, temos

E,+0FE, E,—0F,

[Xomya] = , -
2 21
1
= —|E E, E,—0F
47 [ ey +0 as Fa 0 a]
1
- 4_ [QEom Ea] + [QEOM Ea]
1
1
= — 4 EaueEa
5 | ]
1

= ——B(E,,0FE,)H,.
21

onde H, é definido como aquele para o qual

onde (-,-) = —By(-,:) = —B(-,0-), entao

1
5 (E,,0E,)H,.

?

1
[(Xa,Ys] = —?B(Ea7 0E,)H,
l
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Como —(E,,0E,) = B(E,,0F,) < 0, entdo podemos tomar um nimero

. Vor
\/(Of, CY> \/_B(Eav ean)
a partir do qual definimos um elemento g € G para o qual Ad(g) é uma reflexao do tipo

T
De fato, tome

to

g = exploXa,
como X, € go, entao g € G. Além disso, dado um elemento H € a, h4 duas possibilidades:
1. caso a(H)(H,,H) =0, entao

Ad(g)H = Ad(exptoX,)H
= exp(to ad X, )H

th ad® X,
= Z TH

k>0

t’g—z’ozH kX, - 0
g )X 0

k>1

2. Caso contrario, temos (H,, H) = a(H) # 0. E possivel considerar H = H,, e
observar que

22 a(H,)B(E,,0E,)
5(adX,)H, = o H = —n’H,
toladXe) o = = =N B R, 0E) 2 e
pois,
[(Xo, Hy| = —ia(H,) Y
e
(X, —ia(Hy)Ya] = —ia(Hy)[Xa, Y
—1
= —ia(Ha) - B(Ea, 0Es)H,
H
- MB(EQ,QEQ)HQ.
E portanto,

Ad(g)H, = Ad(exptoXa)H
= exp(to ad X, )H

th ad® X,
-y ey

k>0

12k akoX 12k ad®* X,
=2 o Hatr 2 gy He

k>0 k>1 2k+1
k 2k
=5 g o t0 Y e e
k>0 k>0

= (cos W)Ha + tosin(m)[ X, Hy] = —H,.
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Afinal,

—_1)m 2m —_1)m 2m
cos:c:Z—( )x e sinx:Z—( )x

= (2m+1)!

na expansao em série de Taylor.

Conclui-se entdo que Ad(g) fixa um hiperplano e leva « no seu oposto, caracterizando
uma reflexao com relagao a a. Uma vez que, para cada raiz existe um elemento em M* /M
associado, e que o grupo de Weyl é gerado pelas reflexoes se torna explicita a associacao
de cada elemento do grupo de Weyl a um elemento no quociente.

[ ]

2.3.3 Decomposicao de Langlands

A Decomposicao de Langlands de um grupo de Lie semi-simples atua nos subgrupos
parabolicos Pg de modo analogo a Decomposicao de Bruhat sobre o subgrupo parabélico
minimal. Para esse estudo, faremos uso constante de propriedades envolvendo as raizes
do sistema simples do grupo de Lie.

Seja G um grupo de Lie semi-simples conexo com centro finito, e seja P um subgrupo
parabolico minimal de G. Fixe uma decomposicao de Iwasawa

G=KAN™"
que faz com que P se decomponha como
P=MANT

onde M = Zg(A).

Seja X = {\q, -, \;} osistema simples de raizes associado a decomposi¢ao de Iwasawa
fixada (I = dima).

Para qualquer subconjunto © C 3, seja (©) o conjunto dos A € II que sdo combinagoes
lineares (inteiras) de elementos de ©, vamos denotar também (©)* = II* N (O).

Definimos os seguintes conjuntos:

nO)= Y e e 1 (©)=0(n"(©)= > g
Ae(O)t Ae(O)t

e g(©) a subdlgebra de g gerada por n™(0) + n~(0). Entao, g(©) é uma subélgebra
O-estavel.
Lema 5 A dlgebra de Lie g(©) é semi-simples.

Como cada g, com A € (©)" esta em g(©)

a(©) C 9(0)
Denote por ag o complemento ortogonal de a(©) em a relativo a (-, -)g

Lema 6 Com a mesma notagcao acima, temos

com a(©) abeliano mazimal em g(O).
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Por abuso de notagao, nos referiremos a g como o conjunto das raizes do par (g, ag),
afinal, ndo necessariamente o conjunto g constitui um sistema de raizes para ag. Isso
ocorre somente quando existem lg raizes linearmente independentes

01, ,0lgs l@:dima@

tais que, qualquer raiz o € Xg possa ser expressa como uma combinacao linear inteira de

oi,i=1,---lg, e com inteiros de mesma paridade. Segundo o Lema 1.2.4.1 em [35], as
raizes nao nulas de Yo do par (g, ag) sdo exatamente a restri¢do a ag dos elementos em
Y —(O)T.
Defina
po=pdn ()

onde p é a élgebra de Lie de P = MANT. Como a(©) é ortogonal a ag, e n*(0) ¢é
ortogonal a ng com relagao ao produto By, temos

po=(moadn’)®n (O)
=mPag®a(®)dnf&nt(0)dn (O)
=m® (a(0) ent(O)dn (0)) Dap Dng
= (m®g(O)) ® ag ®ng.

Lema 7 O espaco vetorial pe € o normalizador de ng em g, e portanto, pe €, de fato,
uma dlgebra de Lie.

Corolario 6 O normalizador da subdlgebra po € a propria pe. Entao, pe € dlgebra de
Lie.

Lema 8 O centralizador de ag em g é
30(ae) = (m@&n"(O) ®n(6) ® a(O)) & de.

Demonstragao: Por um lado, m & a centraliza a, e assim m @ a(©) @ ag centraliza dae.
Quanto & n™(©) & n~(0), uma vez que tal soma de espagos envolve os ortogonais a ng, e
Nng, 0 colchete com os elementos de ag é nulo, e portanto, (m&n™(O)En~ () a(O))Bae
centraliza ag, ou equivalentemente

(ment(0)dn () a(®)) ®ae C lo.
Por outro lado,

le®nidng =g
= po D ng
=(ment(O)dn (0)®a(0)) ®ae Dnf & ng,

e portanto,
dim lg = dim g — dim(nd ® ng) = dim(m & n*(0) Dn™(O) ® a(0))

de onde segue o resultado.
]
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Definicao 43 Com as mesmas notacoes anteriores, definimos
me=me&n"(0)dn (0)®a(O).
Lema 9 O espaco mg € uma dlgebra de Lie redutivel em g, e
3mo (Me) C mg N ¢,

ou seja, o centro de mg estd contido na sua intersecao com L.

Deduz-se, entao, a seguinte decomposicao de po,

po = me @ ag G ng
que é chamada decomposicao de Langlands de pg. E, segundo a Proposicao [8, o centra-
lizador de ag em g é
me @ ae.

Com o Lema 9] temos as ferramentas necessarias para estudar a situa¢ao dos subgrupos
de Lie associados a essas algebras de Lie.

Sejam

A(©), Ao, NT(©), N (©), N, e Ng
os subgrupos analiticos correspondendo respectivamente a
a(0), ag, n7(O), n7(0), nd, eng
temos as seguintes decomposicoes
A= A(O)Ag
em produto direto, e
NT=NT(O)Ng e N =N (O)Ng

em produto semidireto, pois n™(0) e n™(O) sdo ideais em nt, respectivamente, n.

Uma vez que [ag, ng] C nd, AgNg é um subgrupo de G.

Seja Mg o subgrupo de G com algebra de Lie mg, entdo MgAe, e MoAgNg sao
subgrupos analiticos fechados de GG, afinal, o primeiro é centralizador de ag, e o segundo
¢ normalizador de nd. Por conseguinte, Mg ¢ também subgrupo fechado de G.

Quanto as componentes conexas de Mg, segue uma breve discussao. Seja Lg o cen-
tralizador de ag em G, entdao o centralizador de ag em K é a restricao de Lg a K, dada
por

Mo(K) = Lo N K.
Tome uma decomposicao de M@ da seguinte forma:
Mo = Mo (K)Mo,

visto que Mg ¢é subgrupo conexo, temos que a componente conexa da identidade em Mg
é exatamente Mg. Segue que

E@ = M@A@.
A componente conexa da identidade Lg de E(; ¢ o subgrupo analitico de G com algebra
de Lie lg. Denotando por Mg(K) a componente conexa da identidade de Mg (K), entdo
Mg(K)=LoeNK =MogNK

A conclusao, é dada no seguinte lema.
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Lema 10 Os grupos Mg e MoAeoNg sio subgrupos fechados de G. E, sequndo Cartan,
obtemos as sequintes decomposi¢oes

Mg = Mo(K) exp(meNs) e Mo = Mg(K) exp(me N s)
e portanto, %(K) =Z(A) Mg(K).
Definimos
Po = MgAoNg.
Entdo, Pg & subgrupo parabolico de G contendo P = MAN™, e a algebra de Lie de Pg
é po.

Teorema 12 Sejam G um grupo de Lie semi-simples conexo com centro finito, e G =
KANY uma decomposicio de Iwasawa de G. Fizados P = MANT ¢ © C X, entdo a
aplicacdo ¢ : K X mgNs X Ag X Ng — G definida por:

(k, X, h,n) — kexp(X)hn
¢ um difeomorfismo.

E como consequéncia, temos o seguinte resultado que da estrutura basica dos subgru-
pos parabélicos de G.

Teorema 13 (Bruhat-Moore)
Sejam G um grupo de Lie semi-simples conexo com centro finito, G = KAN™ uma
decomposicao de Twasawa de G, e seja

P=MANT

Entao, para cada subconjunto © C %, Po = Me(K)AN'T = MgAeNg € um subgrupo
parabdlico de G, e além disso, o normalizador de ng (ou N3 ) em G é Peo.

Observe que Pg = Me(K)AN™ & uma decomposi¢ao de Iwasawa de Peg.
Uma vez bem entendida a estrutura de Mg, podemos discorrer sobre o subgrupo Weg
de W gerado elementos relacionados as raizes determinadas por O.

Lema 11 Sejam W o grupo de Weyl do par (g,a), We o subgrupo de W gerado por wy,
A € ©. Entao, o subgrupo Weo C W centraliza ag.

Corolario 7 Com as mesmas notagoes anteriores, (Me(K)NM*)/M = Weg

Seja P o subgrupo parabolico minimal de G. Os 2! subgrupos Pe contendo P sdo
chamados subgrupos parabélicos canénicos com relacao a P e A. E facil ver que

P=P e Py=G

e cada subgrupo parabolico é conjugado a somente um subgrupo paraboélico candnico.
Cada subconjunto © C ¥ esté associado a um subgrupo parabélico Pg de G contendo P.

A decomposicao de Bruhat de G relativa & P, esta pode ser interpretada como uma
decomposicao de G/P em NT-orbitas (ou, P-orbitas). A generalizagdo mencionada an-
teriormente poderéa ser interpretada como uma decomposi¢ao de G/Po em NT-Orbitas
também.

A seguir, apresentamos um resultado ja conhecido na literatura, que é expresso exa-
tamente na forma como em [35], e que serd ferramenta importante para o estudo da
dinamica nas variedades flag.
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Proposicao 31 Sejam G um grupo de Lie semi-simples conexo com centro finito, uma
decomposicio de Iwasawa G = KANT, e P = MAN™. Fize um subconjunto © C X,

entao Ng Po ¢ uma subvariedade aberta e densa em G.

Consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 8 Seja g = sl(5,R) com decomposicio canonica de Twasawa, como nos exem-

plos|[6] e[

As raizes restritas constituem o conjunto
= {ay:i+#j; ij=1,--,5},
as raizes restritas positivas sao dadas por
I ={a; €X:i<j},
o sistema simples de raizes é
Y= {0412, (93, (i34, Qg5 -
Fizando © = {3, ass}, seque que
<@>+ = {3, i34, Q4 }
afinal, se H = diag(A, -+, A\n),
(a3 4+ asa)(H) = Xa — A3+ A3 — Ay = Ay — Ay = an(H).

As demais somas ndao sao raizes restritas positivas.
Defina os espagos

O)= Y e n (@)= g
ac(O)t

ac(O)+

Diretamente da defini¢ao, temos n™(©) Cnt, en (0) Cn~.
Seja (©)” = —(O)T, entao, visto que

—ag(H) = —(Ni = Aj) = Aj — A = a(H),
tem-se que (©)~ = {1, as, 31}

Como cada ga,, € 0 subespago onde a entrada (i, j) nao se anula, podemos caracterizar
nt(0), e n (0©) da seguinte forma

nt(0) =

oo oo o
oo oo o
oo o[]o
oo [][0o
oo oo

:‘I

—~

@

~—

I
o O O O O
o> o oo
o O O O O
o O O O O
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e a subdlgebra parabolica €

po=1n(0)Dp=

S O O O %
O ¥ ¥ % X
O % ¥ *x X

Sequindo em direcao a decomposicao de Langlands,

O ¥ X X X

* K% X X ¥

00 0 0O
1 1 1 01 0 0O
H,,, %(EQQ—E?,:;) 1O(E22—E33) 0 00 -1 00
00 0 00
00 0 0O
000 0 O
1 1 1 000 0 O
Hoqy = 5-(Bss = Bat) = —(Bsg = Eag) = 7= [0 0 1 0 0
000 —-10
000 0 O
Dessa forma, o gerado de {H,yy, Hoy,} €
00000
0 a 000
a(©) = 00b0O0|:a+b+c=0
000 ¢O
00000
e ag = [Huy,, Has,], € dado como
di 0 0 0 O
0 do 0 0 0
g — 0 0O 0 0 O :d1+d2:€1+€2:o
0 0 0 e O
0 0 0 0 e

e assim, a decomposicao de Langlands de pg € caracterizada como

po = (m+a(®©) +n"(0) + 17 (0)) @ (ae ® ng)
(/00 0 0 O d 0 0 0
0 = O0OO0 0 do 0 0O
= 0 A x OO0 © 0O 0 0 O
0O A A % 0 0 0 0 e
L 00 0 0 O 0O 0 0 O
(/0 % % % x\ )
0 00 0 =«
S%) 0 00 0 =
0 00 0 =«
0 00 0O

o O OO

2d1+d2:€1+€2:o
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Ezxponenciando as subdlgebras obtidas da decomposicao, seque

(/00 0 0 0\)

0

Mg = 0%,
0

0

e |
|

O O O O
S ¥ X x
O ¥ X X
S ¥ X %

5

|
coc oo x
oo o % O
cor—~ oo
o x oo O
* O o oo

NG =

O = O %

S O OO =
(ool
O = O O %

=% % % %

J

E portanto, a componente conexa da identidade de Po € dada por

(Po)o = MoAoNg =

O OO O ¥
O ¥ X X x
O % ¥ % ¥
O % X X x
* X X X X

2.3.4 Variedade Flag como uma Variedade Homogénea

Dada uma sequéncia de nimeros naturais s = (ky, -+, k.),com 1 <k <--- <k, <mn,
a variedade flag real F*(s) é o conjunto de todos os flags (sequéncias de subespagos
encaixados)

VicVoaC---CV,

de subespacos de R", tais que dimV; = k;, para j =1,--- ,r.
Naturalmente, definimos uma agao

v : SL(n,R) x F*(s) — F"(s)
do grupo SL(n,R) em F"(s) dada pela seguinte lei
pVicVeC--CV)=(ghrcglaC---CgV)

com g € SL(n,R), eV, C Vo C---CV, € F"(s).

Observe que a aplicacao que faz V; — gV leva cada subespaco de dimensao k; de R™
num subespago também de dimensdo k;. Além disso, caso V; C Vj, entao gV; C gV}, e a
partir disso é possivel mostrar que a acao é transitiva. De fato, seja By = {e1, €2, - ,€,}
a base canonica de R”, definimos o flag canénico como sendo

foo =i C---C V)
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onde Vj = ger{ey, - , e}, para 1 < j <r. Denote um flag arbitrario como
fa=W, CcWyC---CW,).
Fixados os W/s, escolha uma base 5 = {uy, - ,u,} com a mesma orientacdo da base

canonica adaptada a fz no sentido em que
{uh e 7uk1} C Wl? R {uk,,.,ﬁ»l, Uk 4p = u’“} C WT

e o determinante da mudanca de base seja positivo. Em outras palavras, estamos tomando
uma base em que o0s vetores uy, - -+, uy, geram W e que possuem mesma orienta¢ao que
a base candnica. Definimos a aplicagdo linear ¢’ : R” — R" dada por ¢'(e;) = u;, entdo,
claramente

g/(fﬁo) - fﬁ‘

Visto que, ¢’ é na realidade a mudanca de base de (3, para 3, e ambas as bases possuem
mesma orienta¢ao no espaco, segue que

det g’ > 0.

Tomando a transformacao linear

— 1 /

97 [etg)”
¢ verdadeiro que detg = 1, e gfg, = fg. Isto significa que ¢é possivel ligar qualquer flag
ao flag canonico por uma acao de g € SL(n,R), o que implica na transitividade da agao.
Agora, vamos calcular o subgrupo de isotropia no elemento fgz,. Seja g € SL(n,R),

tal que gfs, = f5,, entdo, em Vy, percorrendo a base {ey,--- , e, }, devemos ter
a1 Qa2 - A1k, ** " A1n 1 a11
Q21 Qg2 - A2k, * * * Aap 0 21
ger = N B eV
Qi1 Qg2 Qkykyy " Ak : Q1
an1 an2 e Apky *° ° Apn 0 an1
a;n  aig A1k, ©** A1n 0 a11
@21 Q22 - A2k, * * * A2n 0 21
gen, — : : . Do o : eV
k1 A2 0 Qhgkyst* Qkn 1 gy 1
an1 Ap2 e ankzl s Qpp O an1
ou seja,
n
ger = E ajie; € Vi
Jj=1

gekl = Zajklej - Vi

J=1
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0 que acontece somente quando

(k4115 Aky421,° 7" ;A1 = 0
ak1+1 k17a‘k1+2 kiy """ 7an k1 = 0
o que faz com que o bloco
a’k’l—‘rl 1 e ak}1+1 k1
a/k1+2 1 e ak1+2 k1
. =0
an 1 tre ak1+1 k1

seja uma matriz nula de ordem (n — ky) X k.
Entao, é possivel dizer que a matriz de g na base canonica ¢ da forma

(0 2)

Supondo que em certo V, com 1 <[ < r, tenhamos a matriz de g dada em blocos sob

a seguinte forma

Ay - x %
0 A
0 0 =

entao, para A;, percorrendo os elementos ey, ,,- - , e, de modo andlogo ao caso V; de-

vemos ter

n
9Cki_y = E :ajkl—lej eV
Jj=1

n
g€y, = E ajklej € VZ
Jj=1

0 que acontece unicamente quando

Ay 141 k1) U142 ky—15 """ H An k4

Ak 141 ks Ay _ 142 ks 5 An |y
o que também faz com que o bloco

Ay _14+1ki—1 " Q141K
Ay 142k "7 Q142 K

Qp gy T Qp
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seja uma matriz nula de ordem (n — k;_1) X (k; — k;—1). Isso mostra que, de fato, a matriz
de g é dada em blocos da seguinte forma

Ay * *
0 Ar—l
0 A,

onde A; é uma matriz quadrada de ordem (k; — k;_1) x (k; — kj_1), para 1 < j <r.

Denotando por Ps o subgrupo fechado de SL(n,R) das matrizes da forma como des-
crita acima, surge naturalmente uma bije¢ao o entre a variedade homogénea SL(n,R)/P;
e "(s) definida por o(gP;) = ¢(g, f3), e assim, dotamos F"(s) de uma estrutura de
variedade diferenciavel exigindo que o seja um difeomorfismo local.

Quando a sequéncia s é dada por (1,2,---,n) dizemos que F"(s) é um flag ma-
ximal. Outros casos de variedades flag sdo as Grasmannianas Gri(n) = F"(k), que
sao constituidas somente pelos espacos k-dimensionais de R", e o espago projetivo real
RP" ! = Gry(n), que é o espaco das direcdes em R”.

Como uma particularizacao do que foi discutido anteriormente, o subgrupo de isotropia
da agdo natural de SL(n,R) sobre a variedade flag maximal F"(1,--- n) é o subgrupo
P com elementos triangulares superiores

P = : .o
0 --- x

Uma vez que as matrizes diagonais de traco zero nao comutam com as matrizes antis-
simétricas, o centralizador M tem &lgebra de Lie trivial {0}, e assim, é possivel ver que
os subgrupos de isotropia dessa acao sao os subgrupos paraboélicos minimais, AN e seus
conjugados por uma g-agao.

Uma da propriedades importantes dos subgrupos parabolicos minimais é o fato que
estes sao seus proprios normalizadores, e também sao o normalizador das respectivas
algebras. Além disso, todas as subalgebras parabdlicas minimais sdo conjugadas entre
si. Se P é uma subélgebra parabolica minimal, gPg~! também ¢, e isso significa que,
pela acao adjunta de G, é possivel identificar cada subalgebra parabélica minimal com
uma oOrbita da acao de adjunta de G na Grasmanniana dos subespacos de g com mesma
dimensao que p.

2.3.5 Elementos semi-simples e unipotentes em um grupo de Lie
Redutivel

Nesta secao vamos estudar a decomposicao multiplicativa de Jordan para grupos de
Lie redutiveis, que é dada como o produto de uma parte redutivel com uma outra semi-
simples.

Seja g uma algebra de Lie redutivel sobre R, entdo g = ¢ @ [g, g], onde ¢ é o centro
de g e [g, g] é a subalgebra derivada. Seja # uma involuc¢do de Cartan, e g = £ ® s uma
decomposicao de Cartan relativa a 6, a forma quadratica

(X, X) = B(X,0X) = —tr(ad(X) ad(6X))

é positiva definida em |g, g|.
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Seja G um grupo de Lie conexo com algebra de Lie g, e K um subgrupo analitico de
G com algebra de Lie €. Tome K compacto e um difeomorfismo entre K x s e G dado por

(k,X)— kexp(X), Xes kekK.
Dado x € G, denote por G - x a orbita {yzy~':y € G}.

Definigao 44 Um elemento © € G ¢é dito semi-simples se o automorfismo Ad(x) for
semi-simples.

Teorema 14 Sejam Jy,--- ,J,. a maior cole¢ao de subgrupos de Cartan de G mutuamente
nao conjugados entre si, entao o conjunto G' dos elementos requlares de G € dado por

G = U U x(J;) !

i=1zeqG
onde (J;) = J;NG'.

Como cada elemento em um subgrupo de Cartan é semi-simples, e o conjunto dos
elementos regulares é dado pela uniao das conjugacoes dos subgrupos de Cartan, segue
que cada elemento regular de G é semi-simples.

Seja v um elemento semi-simples em G, defina g, como sendo o centralizador de v em
g, e G, o subgrupo analitico associado a g,. Entao, @7 ¢ a componente conexa de G, o
centralizador de v em G.

Proposicao 32 Fizado um elemento semi-simples v € G, entao centralizador g, de vy
em g € redutivel, em g e posto(g,) = posto(g).

Se o posto de g, coincide com o posto de g, existe uma subdlgebra de Cartan j C g,
e portanto ~ centraliza j, e dessa forma estd em um subgrupo de Cartan de G.

Por conseguinte, obtemos uma caracterizagao dos elementos semi-simples de G como
um elemento em algum subgrupo de Cartan, afinal cada elemento semi-simples de G esté
em um subgrupo de Cartan, bem como cada elemento em um subgrupo de Cartan é
semi-simples.

Definicao 45 Seja N o conjunto dos elementos nilpotentes em g, e
U=exp(N)CG
entao, os elementos em U sao chamados elementos unipotentes de G.

Note que quando u € U, o endomorfismo Ad(u) é unipotente, isto é, possui apenas
1 como autovalor, ou equivalentemente Ad(u) — 1 (1 como aplica¢do identidade) é um
endomorfismo nilpotente de g.

Proposicao 33 Todo v € G pode ser escrito de forma unica como
T = Ty

com x4 semi-simples, e x, unipotente, e de modo que x,x, = x,x,. Se G, € o centralizador
de x em G, entao x, e x, estao no centralizador de G,.

Essa ¢ a versao da decomposicao multiplicativa de Jordan para grupos de Lie reduti-
veis.



CAPITULO

3

Conjuntos Controlaveis para Acoes de
Semigrupos

Neste capitulo, realizamos uma breve introducao aos conjuntos controlaveis para agoes
de semigrupos, bem como, conjuntos controlaveis invariantes agindo numa variedade dife-
rencidvel. Tais conjuntos sao uma generalizacao dos conjuntos controlaveis para semigru-
pos de controle da teoria de controle, bem como sao os conjuntos controlaveis invariantes
para semigrupos. Estudaremos uma ordem parcial entre os conjuntos controléveis. FEs-
tudaremos também os comportamento dos conjuntos controlaveis para fibracdes equiva-
riantes. Para o direcionamento deste trabalho sao assumidas certas hipoteses pertinentes
a questao dos conjuntos controlaveis em variedades flag. Para outros detalhes, ver [28] e
[18].

3.1 Conjuntos Controlaveis

Conjuntos controlaveis para acoes de semigrupos podem ser estudados em contextos
mais gerais que estes, como por exemplo, no caso das agoes de semigrupos em espagos
topologicos. No entanto, visto que o foco deste trabalho estd nas agoes de semigrupos em
um certo tipo de variedade diferenciavel (as variedades flag), por simplicidade, podemos
considerar apenas as acoes de semigrupos em variedades. Além disso, tomamos como
hipotese que S é um subsemigrupo de um grupo de Lie com interior ndo vazio. As moti-
vacoes desse fato se encontram na teoria de controle, e no estudo das equacoes diferenciais
estocasticas.

Sejam G é um grupo de Lie que age numa variedade diferenciavel M e S é um subse-
migrupo de G tal que intS # (. A acdo de G em M sera denotada da seguinte forma:

GxM — M
(9,2) = gx

Dado um subsemigrupo S C G, a agao de S em M é dada pela restricao da agao de
G,

SxM — M
(g.x) +— guz.

Denotamos a 6rbita de S por um elemento x € M por:

Sx={greM:geS}.

7
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Alguns fatos conhecidos sobre a teoria de subsemigrupos em grupos topoldgicos serao
dados a seguir. Para mais informagcoes ver [§].

Proposicao 34 Seja S um subsemigrupo de um grupo topoldgico G. Suponha que int S #
(0. Entao, int S € um ideal de S, isto €,

(int S)S N S(int S) C int S.

Demonstracao: Sejam g € int S, s € S, e U C S uma vizinhanca aberta de g em S.
Como G é grupo topologico, Us é uma vizinhanca aberta de gs. Entao, pela propriedade
de semigrupo Us C S. Logo, gs € int S. De modo analogo, mostra-se que sg € int S.

[

A propriedade de ideal para int S é uma das principais ferramentas para o estudo
dos resultados contidos neste trabalho. Como sera visto adiante, vamos trabalhar com
subsemigrupos em grupos de Lie nao compactos. Essa hipotese faz sentido tendo em vista
a seguinte proposicao.

Proposicao 35 Seja S um subsemigrupo compacto nao vazio de um grupo topoldgico
conexo G. Entao, S é um subgrupo compacto. Além disso, se int S # 0, entao S € um
subgrupo compacto e aberto de G, e portanto S = G.

Esta tltima proposicao justifica o estudo dos subsemigrupos em grupos de Lie com-
pactos nao conexos, pois, sendo o grupo compacto conexo, o inico subsemigrupo nao nulo
serd o proprio G.

Definicao 46 Um conjunto controldvel para S em M € um subconjunto D C M que
satisfaz:

1. intD # ().
2.Vx e D, D cC fe(Sz).

3. D € conjunto maximal com as propriedades 1 e 2.

Observe que, caso Dy e D, sejam conjuntos controlaveis cuja intersegao é nao vazia,
entao a uniao destes também é um conjunto controlavel, e assim, a maximalidade garante
que D; = Dy = Dy U Dy. E, portanto, dois conjuntos controlaveis, ou sao disjuntos, ou
sao idénticos.

A principio, consideramos que S é um semigrupo acessivel, isto é, tal que int (Sx) #
0,Vx € M, e também admita int (S~ z) # ().

Na definicao de conjunto controlavel a principal caracteristica é dada através da con-
dicdo 2, que expressa uma espécie de "quase transitividade". Esse conceito pode ser
melhorado pelo estudo de um subconjunto denso em D onde a transitividade é valida.

Definicao 47 Seja D um conjunto controldvel para S em M. Entao,
Do ={z € D :x €int(Sx) Nint(S 'x)}
€ o chamado conjunto de transitividade em D.

Proposicao 36 Suponha que Dy # (). Entao, valem as sequintes afirmagoes:

1. D C int(Sz), Yz € Dy.
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2. Dy = int(S7'z) Nint(Sz), Yz € Dy.

3. Ya,ye Dy, g€ S tal que gr = y.

4. Do € denso em D.

5. Dy é S-invariante, isto é, se h € S, x € Dy, e hx € D, entao hx € Dy.

Demonstragao: Para provar o item 1,sex € Dyey € D. Como x € D e z € int(S™'x),
entdo, int(S~'z) N D # . Como int(S~'x) # 0, este conjunto ¢ uma vizinhanga de x, e
além disso, y € fe(Sx). Decorre que existe g € S tal que gy € int(S~'z), e portanto

y € g~ tint(S™'x) C int(S ).

Para provar o item 2, sejam x € Dy, e y € int(Sz) Nint(S'z).
Tem-se que y € int(Sz) implica em y € S~'z, ¢ y € int(S~'x) implica em z € Sy,
e portanto S, C Sy e S~z C S~ly. Entao, segue que

y € int(Sz) Nint(S~'z) C int(Sy) Nint(S~'y)

ou seja, y € Dy.

Reciprocamente, tome x,y € Dy, entdo, pelo item 1, z € int(S~'y) e x € int(S™'z),
isto é, existe g € S tal que © = g~'y, equivalentemente gr = y. Mas, z € int(Sz), e
portanto,

y = gx € g(int(sx)) C int(Sx).

Entao, segue que y € int(Sz) Nint(S~'z), e assim Dy C int(Sx) Nint(S ).
Para provar o item 3, sejam x,y € Dy. Pela Propriedade 2 na definigao de conjunto
controlavel

Dy = int(Sz) Nint(S~'z) = int(Sy) Nint(S~'y).

Logo, = € int(S™'x), e portanto, existe g inS tal que ¢g~'y = z, ou seja, gz = y.
Para provar o item 4, fixe x € Dy. Segundo o item 2 desta proposicao

Dy = int(Sz) Nint(S~ '),
ou seja, Dy é a intersecao de dois abertos, e portanto, um conjunto aberto, logo
fe(Dg) = fe(int(Sx)) Nint(S~'z).

Entao, do item 1 desta proposigao, segue que D C int(S~'x), e além disso, D C fe(Sx),
por definicao. Mas,

fe(Sx) C fe(S(int(Sz))) C fe(int(Sx))

e assim, D C fe(Dy), e portanto, Dy é denso em D.

Para provar o item 5, sejam h € S, x € Dy, e suponha hx € D. Pelo item 1 desta
proposigao, h € D C int(S~'z). Além disso, x € Dy implica em x € int(Sx), e portanto,
hz € h(int(Sz)) C int(Sz), o que significa que, de fato,

hz € int(Sx) Nint(S~'z) = Dy

[ ]

Quando consideramos S C G um subsemigrupo de um grupo de Lie tal que int(S) # 0,
a Proposicao nos permite substituir a definicao por uma condicao equivalente:
Definicao
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Proposicao 37 Sejam M uma variedade homogénea e S C G um subsemigrupo do grupo
de Lie G com interior nao vazio. Entio, Dy = {x € D : x € (intS)x}.

Demonstracao: Seja x € (intS)z, entao
r € (intS)x N (intS) 'z.
Mas,
(intS)z N (intS) o C int(Sx) Nint(S~ z),

e portanto x € D.

Por outro lado, se x € Dy, entdao x € int(Sz) Nint(S~'z) com x € D. Como D C
fe(Sx), {x € D : x € (intS)x} é denso em D. Entdo, existe y € {x € D : x € (intS)x},
tal que y € int(S™'x), que é vizinhanga de x, e assim, segue que existe g € S tal que
gy = x. Além disso, existe h € intS tal que hx = y, e portanto,

(gh)z = g(hz) = gy = =,

onde gh € intS, isto é, z € (intS)z.

[

Assim, a definicdo de conjunto de transitividade a que nos referiremos a partir de
agora € a seguinte:

Defini¢do 48 Sejam S C G um subsemigrupo tal que int S # 0, e D um conjunto
controldvel para S em M. O conjunto

Dy={x € D:3gecint S tal que gr =z}
={x € D:x € (intS)z}.
¢ o chamado conjunto de transitividade em D.

Quando um conjunto controlavel tem um conjunto de transitividade nao vazio, temos
boas propriedades topologicas, isto ¢, propriedades que favorecem o estudo das érbitas e
dos conjuntos controlaveis.

Definigao 49 Um conjunto controldvel D para S em M é dito efetivo quando seu con-
gunto de transitividade Dy € nao vazio.

Proposicao 38 Seja D conjunto controldvel efetivo para S em M. Entao,

Demonstracao: Seja x € (intS)D N D, entdo existe g € intS tal que x = gy, y € D, o
que significa que g7'z = y € D, segue que (intS)"'z N D # 0. Como intD # (), decorre
que Sz N D # 0.

Tome z € Sz N D, assim Sz intersecta o interior de D, e portanto, D C fe(Sz) faz
com que

Sz N (intS) "tz # 0.

Conclui-se que g;'z = g,z para centos g; € intS e go € S, logo © = (g1g2)2, com
g192 € intS, mostrando que

z € (intS)z C intD N D.
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Proposicao 39 Sdo vdlidas as sequintes afirmacoes:
1. D € (intS) tx, Vo € Dy, desde que Dy # (.
2. Do = (intS)x N (intS) 'z, Vo € Dy, se Dy # .

3. Dy # 0 caso SD C D, ou S™'D C D. No dltimo caso, também é verdadeiro que
DO - D

Demonstracao: Para mostrarmos o item 1, sejam x € Dy ey € D, entao, existe g € intS
tal que x = g~ 'z, isto &, (intS)'x N D # ). Visto que D C fe(Sz), e (intS)" 'z N D é
vizinhanga de x em D, segue que Sy N (intS) 1z # 0, logo y € S~ (int.S) "'z N (int.S) 'z,
e portanto, D C (intS)'z.

Para mostrarmos o item 2, sejam = € Dy e y € (intS)z N (int.S)~'x. Entdo, existem
h,g € intS tais que y = hx = ¢~ ', em particular, se y = hx, pela maximalidade de D,
temos y € D. Além disso,

y = hx = (hg)y

com hg € intS, e assim, segue que y € D,.
Reciprocamente, tome z,y € Dy. Entao, pelo item anterior desta proposicao, Dy C
(intS) "'z, e Dy C (intS)~'y. Segue que,

y € (intS) "'z N (int.S)z.
Para mostrarmos o item 3, suponha que SD C D. Entao,
Dy D (intS)DNSD = (intS)D

e como intD # (), isto implica em Dy # ().

Caso S™'D C D, para cada x € D, (intS) 'z é uma vizinhanga de x em D, e dessa
forma, segue que S,N(intS) "1z # 0, ou seja, existem g € S e h € intS tais que gz = h ™'z,
ou (hg)z = x com hg € intS. E, portanto, z € (intS) 'z, e assim x € Dy. Donde conclui-
se que Dy = D.

[ ]

Além de evitar patologias, a condicdo de maximalidade para conjuntos controlaveis
torna possivel a existéncia de uma ordem natural entre conjuntos controlaveis, onde o
conjunto S-invariante ¢ maximal, e o conjunto S~ !-invariante ¢ minimal. Sejam D; e D,
conjuntos controlaveis, a relacao dada por

D; < D,y <— dxeD;: fe(Sx) N Dy 7é 0. (31)

define uma relacdo de ordem parcial entre os conjuntos controlaveis. A proposicao se-
guinte nos fornece uma forma alternativa de caracterizar a relacao expressa em que
facilita a verificagao de tal fato.

Proposicao 40 Sejam Dy e Do conjuntos controldveis tais que Dy < Dy sequndo a
relacao [3.1. Entao,

fe(Sx)N Dy #0, Ve Dy.
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Demonstracao: Suponha que D; < D,, entao existe x € D, tal que
fe(Sx) N Dy # 0.

Uma vez que Dy C fe(Sx), ¥V x € Dy, temos que, para toso z € Dy, x € fe(Sz).
Agora, dado y € fe(Sz) N Dy temos

y € fe(Sz) e xefe(Sz)

implicando em y € fe(Sz). De fato, existem sequéncias (g,) e (h,,) de elementos de S tais
que

gt — Yy € hpz—=x

quando m,n — oo. Se V' é uma vizinhanca de y, entao, existe ng € N tal que g,,z € V.
Visto que a acao a esquerda define uma aplicacao continua, e h,,z — x, temos

Inghm?z — gz €V

quando m — o0, e assim z € fe(Sz)
E, portanto, Dy Nfe(S,) # 0, V z € Dy.
u

Proposicao 41 Sejam Dy e Dy conjuntos controldveis, entao a relacao
D1 S D2 <~ dz € D1 : fe(Sm) N D2 7é (Z)
define uma ordem parcial na colecio dos conjuntos controldveis para a acao de S em M.

Demonstracao: Uma relacao de ordem no conjunto dos conjuntos controlaveis de S em
M deve ser uma relacao reflexiva, antissimétrica, e transitiva. E de fato, "<"atende a
essas caracteristicas.

e Reflexividade: Seja D conjunto controlavel, dado qualquer x € D, pela propria
defini¢do, temos D C fe(Sz), isto é, D < D.

e Transitividade: Sejam Dy, Do, e D3 conjuntos controlaveis tais que
Dy <Dy e Dy;<Ds
entao, existem x € Dy e y € D, tais que
fe(Sx)N Dy #0 e fe(Sy) N Dy # 0.
Dado z € fe(Sz) N Dy # (), como z € Dy e Dy < Dy, a preposicao 40| garante que
fe(Sz) N D3 # 0.
Observando que
z € fe(Sz) = fe(Sz) C fe(Sx),

seque que fe(Sx) N D3 D fe(Sz) N D3 # 0, e portanto Dy < Ds.
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e Anti-simetria: Sejam D; e D, conjuntos controlaveis tais que
D, <Dy e Dy<Ds.
Pela Proposicao [40, segue que
fe(St)NDy #0, Ve Dy e fe(Sy)NnDy#0, Vye Ds.

Mostremos que Dy = Dy = D1 UD,. Isso ocorre justamente porque DU Dy também
é conjunto controlavel. Primeiramente, convém observar que Dy U Dy # ().

Para cada x € D; temos
D, C fe(Sx),
e como Dy < Dy, fe(Sx) N Dy # 0. Seja y € fe(Sx) N Dy, segue que
Dy C fe(Sy) C fe(Sx)
afinal, y esta no fecho da orbita de z. Logo,
D, U Dy C fe(Sx).
Analogamente, para todo z € Dy, existe w € fe(Sz) N Dy, e assim
D, C fe(Sw) C fe(Sz).

Logo, D1 U Dy C fe(Sz) para todo z € Ds.

Dessa forma, D; U Dy satisfaz as condigoes suficientes para ser declarado conjunto
controlavel, e assim, pela propriedade da maximalidade, temos Dy = Dy = DU Ds.

[ ]

Sobre a existéncia de conjuntos controlaveis, é claro que nem todo semigrupo admite
conjuntos controlaveis. Por exemplo, um caso simples ocorre quando considera-se o semi-
grupo {p(z) =z +t:t > 0} agindo na reta R. Neste caso, ndo hé conjunto no fecho de
Sx com interior nao vazio, principalmente porque as 6rbitas fogem do ponto inicial. No
caso geral pode-se considerar um exemplo analogo. Entretanto, é conhecido que, quando
M é compacto, os conjuntos controlaveis sempre existem.

3.2 Conjuntos Controlaveis Invariantes

Os conjuntos controlaveis invariantes sao importantes, pois, estes sao maximais pela
ordem dada na Proposi¢ao [{I] Além disso, sob certas hipoteses, obtemos a unicidade do
conjunto controlavel invariante.

Definicao 50 Um conjunto controlavel invariante para S em M € um conjunto contro-
lavel para S em M tal que

feSx="feC, Vazel.

Um subsemigrupo S C G é dito acessivel a partir de x+ € M quando a o6rbita
Sz ={gr € M : g € S} satisfaz int Sz # (), Vo € M. Considerando a a¢do de um semi-
grupo S acessivel, todo conjunto controlavel invariante ¢ um conjunto fechado (ver [13]
e [18]). Além disso, seja C' um conjunto controlavel invariante para S, entao, int C' # (),
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fe(int C') = C, e cada conjunto fechado que satisfaca fe(Sx) C fe(C) = C,Voz € M é um
conjunto controlével invariante para S.

Por essas propriedades apresentadas, quando olhamos para a intersecao dos fechos das
orbitas em cada ponto de M, uma vez garantido que esse conjunto nao vazio, é claro
que obtemos um conjunto controlavel invariante. E, por esse motivo, nao é estranho que
ocorra o que é descrito na seguinte proposicao.

Proposicao 42 Seja C' um conjunto controldvel invariante tal que

C= () fe(Sz) #0.

zeM

Entao, C € o unico controldvel invariante para S em M.

Para mais detalhes ver [I3] e [18].

Uma observacao importante é que conjuntos controlaveis invariantes, em geral, nao
sao conjuntos S-invariantes, isto é, conjuntos C' que satisfazem SC C C. Porém, o
fecho desses conjuntos é, de fato, S-invariante. Em particular, quando o semigrupo é
acessivel, cada conjunto controlével invariante é fechado, e por isso sao também conjuntos
S-invariantes.

A proposicao acarreta ainda resultados sobre a transitividade de S em M, como
serd visto no proximo corolario.

Definicao 51 Seja S um subsemigrupo do grupo G agindo em M. FEntdo, S € dito
transitivo se St = M, Vx € M.

Corolario 8 Seja C' = ﬂ fe(Sxz) # 0 o dnico conjunto controldvel invariante para S em

xeEM
M. Suponha que exista um conjunto C~ que é S~ -invariante e tal que (intC)N(intC'~) #

(0. Entao, S € transitivo em M.

Demonstracao: Se C' é um conjunto invariante, entao Vg € S e Vo € C, gr € C. Em
particular, gz € C, Vg € (intS) e Vo € C, ou seja, o conjunto de transitividade Cy em C
é dado por, Cy = (intS)C' N C = C. Logo, C' é conjunto controlavel efetivo.

Segue que, dado x € Cp, x € (intS) 'z ez € fe(S,), Vy € M, ouseja, x € Sy,Vy € M,
o que significa que Yy € M, dg € S tal que gy = z, ou ainda, = ¢ 'y, portanto
S~y =M.

Uma vez que Cy é denso em C', é possivel tomar

x € (intC~) N Cy

afinal (intC'~) é vizinhanca de algum ponto de Cj.

Como, por hipotese, C~ ¢ S~ l-invariante e S~'x = M, entao M C O, isto é, C~ =
M.

Pela Propriedade 3 da Proposicao [39) S~'C~ c O~ implica em Cy = C~ = M, e
assim,

Sle=M, VYeeCy=M

o que equivale a dizer que S—! é transitiva em M. Além disso, a transitividade de S—!
em M, significa que y € M, existe g € S tal que g~z =y, Vo € M, mas se g 'z = v,
entao x = gy que se reverte em transitividade para S em M.

]
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Definicao 52 Seja G um grupo de Lie agindo em uma variedade M. Dado g € G, um
subconjunto A C M é dito g-invariante quando gA C A.

Outro importante resultado sobre a existéncia de conjuntos controlaveis efetivos, que
deve ser notado é dado na seguinte proposicao, originalmente em [28].

Proposicao 43 Seja g € intS e Q um conjunto minimal para a g-acao em M. FEntao,
existe um conjunto controldvel D para S tal que Q C intD. Em particular, os pontos fixos
da g-acao estao no interior de um conjunto controldvel.

Demonstracao: Seja 2 um conjunto minimal para g € G, em particular, 2 é g¢-
invariante, logo, (intS)Q e (intS™')Q sdo vizinhangas abertas contendo Q. De fato, por
(2 ser g-invariante, temos

gQ C (intS)Q e ¢gQCQCg'QC (intSHQ,

e como {2 é minimal, g€2 = Q.
Agora, definindo

Y = (intS)Q N (intS~)Q

temos Y um aberto em M contendo 2.
Dados x,y € Y e uma vizinhanca U de y em Y, entdo existem h € intS e z € () tais
que

y = hz € (intS)Q.

Como h define uma aplicacao continua, é possivel tomar uma vizinhanca V de z em
Q tal que hV C U.

Por outro lado, x € Y implica na existéncia de h' € intS tal que h'z € Q.

Pela minimalidade de §2, nao pode existir subconjunto de €2 que é fixado por g, logo
existe n > 0 tal que g"h'z € V, e portanto, hg"h'x € hV C U, isto é, y € fe(Sz).

[ ]

Exemplo 9 Neste ezemplo, vamos determinar o conjunto de transitividade de um con-
junto controldvel invariante para a acao de um semigrupo de G = SL(2,R) no espago
projetivo RP!.

Seja G = SL(2,R). O subconjunto S dos elementos de com entradas estritamente

positivas, dado por,
a b
S = . d € SL(2,R) : a,b,c,d >0

¢ um subsemigrupo de interior nao vazio do grupo de Lie G.
Considere a variedade M = RP', e defina a sequinte acio de S em M, dada por

b: SxM — M
(g9,[v]) = [gv]

onde [v] = ger{v} € o espaco gerado por v.
Defina, também,

C = {[(z1,72)] € RP" : 21,29 > 0}.
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Entio, C € conjunto controldvel invariante para S em RP'. De fato, se

g = (Z 2) € SL(2,R) e [z] = [(z1,20)] € RP!

seque que
gl(x1, x0)] = [(axy + bxo, cxy + duo)]

com axy + bxy, cxy + dxy > 0, e portanto glz] € int(C), e fe(S[z]) C fe(C). Por outro
lado, dados z,y € int(C), é possivel encontrar

T1T9 n O)
g = <x1 € SL(2,R)
ny2 \ 0 i—i

tal que

T1T2
Y1Y2

ot = ool = | /22 0 0) | = 0]

e portanto, fe(C) = fe(int C') C fe(S[z]).
Como C ¢ fechado, supondo que exista um subconjunto D de M tal que C C D e
fe(S[z]) = fe(D) para todo [x] € D, em particular, ocorre que, para [x] € C

C C D Cfe(S[x]) =fe(C)=C V[z] € C.

Isto ¢, D = C, e o conjunto C' é maximal, e portanto, o unico conjunto controldvel
invariante em RP!.
Observe que, pela acdo de S™, o conjunto controldvel invariante passa a ser

C™ = {[(x1,22)] € RP' : 21,25 < 0}.
No caso geral, para G = SL(n,R) vale o resultado andlogo, ou seja,
C={l(z1, - ,2,)] ERP" ' : 2y, ,z, >0}
€ conjunto controldvel maximal para a a¢ao de
S ={g € SL(n,R) : com entradas estritamente positivas}

em RP"1.
Quanto ao conjunto de transitividade Cy, sequndo a Proposi¢ao temos Cy =
(int S)C'NC, e por isso, vamos observar apenas que (int S)C C int C.

Sejam
a b
g= (c d> es

e x = (r1,x9) € C. Supondo gr € C —int C, temos
axry +bra =0 ou cxy+dry=0,

0 que nao € possivel, visto que isso acontece somente quando x1 = x9 = 0. Logo, gx €
int C.
E, portanto, Cy = int C.
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3.3 Fibracoes Equivariantes

Na presenca de uma acao transitiva do grupo de Lie G em uma variedade diferenciavel
M, podemos identificar M a um espaco homogéneo dado pelo grupo de Lie quociente
entre G e um subgrupo parabdlico, por isso, é importante entender o comportamento
dos conjuntos controlaveis por certas aplicacoes entre tais espagos. Através do estudo
das fibragoes entre espacos homogéneos podemos utilizar resultados ja conhecidos sobre
conjuntos controlaveis em outras variedades mergulhadas.

Sejam L, C Lo subgrupos fechados de GG, considere os espagos homogéneos

G/L1 e G/L2
Suponha uma aplicacao

7. G/Li — G /Ly
ng — W(ng) :gL2

Entdo, 7 define uma fibragio natural de G/L, em G/Ls.
Uma vez que, L; C Lo, a fibracao definida é equivariante, ou seja,

mog(hLy) = 7m((gh)L1) = (gh)La = g(hLs) = g o w(hL,)

para quaisquer g, h € G.
Considerando esta fibracao é valido o seguinte resultado sobre conjuntos controlaveis.

Proposicao 44 Sejam S C G subsemigrupo de G, Ly C Lo subgrupos fechados de G, e a
aplicagio m : G/Ly — G /Ly como definido acima. Suponha a existéncia de um conjunto
controldvel efetivo D C G/Ly para a a¢ao de S. Denote o conjunto de transitividade de
D por Dy. Entao, existe um conjunto controldvel efetivo E para a S-acdo em G /Ly tal
que (Do) C Ey, onde Eqy € o conjunto de transitividade em E.

Demonstracdo: Tome x € Dy e g € int(S) tais que gr = z. Da equivariancia da
aplicagao 7, segue que

g(mx) = m(gr) = 7(x)

dessa forma, a Proposicao 43| garante a existéncia de um conjunto controlavel efetivo F
tal que 7(x) € int E.

Resta mostrar que 7(Dy) C Ey. Para isso tome y € Dy, da transitividade de intS em
Dy existem go, g2 € int.S, tais que

qy=T € @Go¥r =Yy

Segue que g17(y) = w(g1y) = w(x). Como w(x) € E, a maximalidade de E enquanto
conjunto controlavel garante que w(y) € E. Mais que isso, visto que y € Dy, existe
g € intS tal que gy = y, e portanto,

g7 (y) = 7(gy) = 7(y)

que faz de 7(y) ponto fixo da g-acdo, e assim 7(y) € Ey. Conclui-se que w(Dy) C Ep.

[ ]

Considerando apenas os conjuntos controlaveis invariantes é possivel estabelecer um
refinamento da proposi¢ao acima.
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Proposicao 45 Sejam w: G/L; — G/Ly uma fibracio equivariante, e G/Ly um espa¢o
compacto. Entao, sdo verdadeiras as sequintes afirmacoes:

1. Se Cy C G/Ly € um conjunto controldvel S-invariante, entdo Cy = w(C}) € um
conjunto controldvel S-invariante para G/Ly. Além disso, se, para algum y € Cs,
temos 7 {y} C C, entdo, C; = 71 (Cy).

2. Se Cy C G/Ly é um conjunto controldvel S-invariante, entdo existe um conjunto
controldvel S-invariante Cy C G/ Ly, tal que n(Cy) = Cs.

Demonstracgao: .

Para verificar o item 1, seja C} conjunto controlavel S-invariante em G/L;. A Pro-
posicao [45| garante a existéncia de um conjunto controlavel contendo C5. Ainda, a equi-
variancia de 7 garante a S-invariancia de Cy = 7(C7). De fato, se x € G/Ly e h € S,
hr(x) = w(hz) com hx € Cy, e dessa forma Cy é exatamente esse conjunto controlavel.

Suponha y € Cy tal que 7 {y} C C4, e tome 2z € (Cy)y, entdo, Cy = 7(C}) C
(intS) 1z, ou seja, existe g € intS tal que gy = 2.

Segue que gn'{y} = 7 '{z} de onde se conclui que 7~'{z} C Cy, pois C} é S-
invariante.

Da transitividade de (intS) em (Cy)o, existe h € intS tal que hz = w, para qualquer
w € (Cy)g, e portanto, hr~{z} = 7= {w}, o que faz com que 7~ {w} C Cy, Yw € (Cy)o,
logo 771(Cy) C C.

Uma vez que (Cy)o é denso em Cy e 7 é continua, 7 (Cy)g é denso em Cy e Cy é
fechado entdo C; = 7~ 1Cs.

Para ver o item 2, como G/L; é compacto, entao 7~1(Cy) C G/L; é compacto, e
também S-invariante, pois, da S-invariancia de Cy, para todo x € Cy, gn ! (z) = 77 (gx),
com gz € (5.

Dessa forma, 771(C3) contém um conjunto controlavel invariante efetivo C;. Fixe
x € (1, e portanto,

7(Cy) = n(fe(Sx)) = fe(Sn(z)) = Cs.
u

Exemplo 10 Na proposicao vmmos que a tmagem de um conjunto controldvel inva-
riante através de uma fibracao equivariante € ainda um conjunto controldvel invariante,
mas neste exemplo, veremos que a imagem inversa de um conjunto controldvel invariante
nao necessariamente o é.

Sejam G = SL(2,R) e S C G o subsemigrupo das matrizes com entradas estritamente
positivas, assim como no Exemplo [

Considere a variedade M como sendo a esfera unitdria S' = {x € R? : |z|| = 1}.

Definimos a sequinte acdo transitiva de S em S':

v SxS' — M

g.’E
(9:%)  — g

dada pelo produto de g € S por x, com x visto como vetor coluna.
Podemos entender M como o conjunto dos vetores (cos(a),sin(a)), com 0 < a < 2.
De modo andlogo ao exemplo [9, mostra-se que

Cl = {(331,.1'2) S Sl L X1,T2 2 O}

€ um conjunto controldvel invariante para S.
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Além de C, temos um outro conjunto controldvel invariante para esta acao de S. Seja
02 = {(ml,xg) € Sl L X1,T9 S 0}

Entao, Cy também é conjunto controldvel invariante para S. Observe que, dado g € S,

_f(a b
9=\¢ a)°
e (x1,z2) tal que x1, 29 < 0, temos g(x1, x2) = (ax1+bxy, cx1+dxs), em que axy+bxy, cxi+

cxy <0, e assim fe Sx C fe C. E, por outro lado, dados x = (x1,22),y = (y1,y2) € int Cs,
consideramos o mesmo g € S do caso de (1,

T1T9 n 0)
= @ ) e SL(2,R).
g Y1Y2 (O Z—Q ( )

e obtemos

,/%(yh?h)
g(xbe) =
112
H\/ Ly (ylayl)

donde constatamos que fe (int Cy) = fe Cy C fe Sz. E, como Cy é fechado, a mazimalidade
seque da mesma forma como no exemplo [9

Agora, consideremos o conjunto L = {x,—xz}, com um x € S' qualquer fizado. E
possivel ver o espago projetivo RPY como um espago homogéneo. O quociente S*/L ¢ iso-
morfo ao espaco projetivo RPY, e as suas classes de equivaléncia sio 0s pontos antipodas
em St. Com isso, podemos estudar os conjuntos controldveis em RPY por meio do que
sabemos sobre os conjuntos controldveis em S*.

Definimos a sequinte projecdo:

’ = (y1,92)-

m: S — RP!

Entao, para x,y € S, temos [x] = [y] se, e somente se, y = +.
Essa projecao € uma fibracao equivariante. Denotando por C' o conjunto controldvel
invariante em RP, por essa fibracio temos

w(Cy) =n(Cy) =C
mas,
7 HO) = CLUCy,
em que C1 U Cy ndo € um conjunto controldvel para S em S*.

Exemplo 11 De modo geral, seja G = SL(n,R) e S o subconjunto de G das matrizes
com entradas positivas. Entao, S € subsemigrupo de interior nao vazio em G.

Considere a variedade M = S™' (a esfera em R"). Identifique cada ponto de M a
um vetor unitdrio x € R". A agao de S em M € dada por:

SxM — M

9z _-
(9:7) ¥ par
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Para essa acao, os conjuntos

C* = {x € M : com entradas nio negativas},

C™ ={x € M : com entradas nao positivas}

sao conjuntos controldveis invariantes em M. De fato, sejam © = (xq1,--+ ,x,) € int CT
e g=1(gi;) €S, entao,

1
lg|

(D51 g1, 200 Gnjy)

qgr

onde Z?:1gijxj > 0 para cada i = 1,--- ,n. Claramente, temos que fe Sx C fe C*. E
por outro lado, dados x,y € int CT, temos g € int S dado por

w9 ... 0

1

0 - 0 &

que satisfaz gr =y, e portanto, int CT C int Sz, e Ct = fe(int CT) C fe(Sx).

De modo andlogo, mostra-se que C~ também € conjunto controldavel invariante, com a
diferenca que tomamos —g no lugar de g.

Observe ainda que esses conjuntos controldveis satisfazem C~ = —C™.

Agora, de modo andlogo ao exemplo anterior, podemos estudar os conjuntos controld-
veis em RP™ ! por meio dos conjuntos controldveis em S™ 1.

Considerando os elementos de RP™! as retas em R™, definimos a aplicacdo

T S — Rpr!

onde [z] € o subespago gerado pelo vetor unitdrio v € S"~'. A aplicagio © é uma fibracio
equivariante quando consideramos a a¢ao

S xRP™! — Rpr1
(9,[z]) = [g2]

Com relacdo a essa fibracao, se definirmos
C={z]ecRP" ' :2,--- 1, >0}
seque que
T(CH)=xn(C")=C
¢ 0 unico conjunto controldvel invariante em RP" . Embora,
=~ (C)=CctuC™

nao seja um conjunto controldvel.

Com isso, observamos também que nem sempre a imagem inversa de um conjunto
controldvel por uma fibracao equivariante € um conjunto controldvel, embora a imagem
pela projecao o seja.



CAPITULO

z

Conjuntos Controlaveis em Variedades
Flag Maximais

Neste capitulo, faremos um estudo dos conjuntos controlaveis invariantes em varieda-
des flag maximais, isto é, em espacos homogéneos do tipo G/P, em que G é um grupo de
Lie nao compacto conexo semi-simples e P é um subgrupo parabdélico minimal de G. No
que segue, trataremos da existéncia e unicidade do conjunto controlavel invariante, e da
associagdo dos demais conjuntos controlaveis efetivos em G/P a elementos do grupo de
Weyl (cada conjunto controlavel esta associado a um elemento do grupo de Weyl), o que
nos permite denotar cada um desses conjuntos como D,, com w € W.

4.1 Conjuntos Controlaveis Invariantes em G/P

A seguir, veremos os resultados que levam a conclusdo que numa variedade G/P a
acao de um semigrupo S de interior nao vazio admite exatamente um tnico conjunto
controlavel invariante.

Denote por g a algebra de Lie de G. Entao, a acao de GG depende unicamente da
representacao adjunta de G em g. A imagem de G por essa representacao é um grupo de
Lie com centro trivial (nulo), e assim nao ha perda de generalidade em supor que G tem

centro finito, e portanto, por todo o texto serd considerada essa hipotese sobre o centro
de G.

Lema 12 Eziste uma decomposicio de Twasawa g = €D adnt, e H € a, tais que
h =expH € intS. F além disso, H € a pode ser tomado como um elemento a-regular (
tal que \(H) # 0 para toda raiz do par (g,a) ).

Demonstracao: Na Secao 1.3.4 de [35] é possivel ver que o conjunto dos elementos
regulares g’ em g é a unido disjunta de g(i;), onde

o(i) = | =() (4.1)

zelG

com i’ =1iNg e ié uma subalgebra de Cartan fixada. Ou seja, cada elemento regular de G
é a imagem de um elemento regular na subélgebra de Cartan pela acdo de um elemento
do grupo.

Uma vez que intS # () , intS contém algum elemento regular de G, e portanto, S
intersecta um subgrupo de Cartan. De fato, pela a Proposi¢ao 1.4.1.7 [35] temos que, se

91
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G’ é o conjunto dos elementos regulares em G, entao
S
G = U U o(J) z ™t
k=1zeG

com (Ji) = J, NG

Denote este subgrupo de Cartan por J e seja j a sua algebra de Lie. Entao, J é o
centralizador de j em G, e j é uma subalgebra abeliana de g.

A Proposigao 1.3.1.1 em [35] garante que sempre é possivel tomar uma decomposi¢ao
de Cartan

g=t&ds
de modo que j se decompoe como
j=)Nt®jNs =jp DJs.

Denotando K =expte J, = K N.J, segue que J; é um subgrupo compacto de G, pois G
é suposta com centro finito. Além disso, J pode ser decomposto como

J = Jk expjs = JkJS

segundo 1.4.1.2 em [35].
Seja o o conjunto dos elementos u € J; para os quais existe g € intS N J com g = uh
para algum h € expjs

o={u€ J,:JgeintSNJtal que g =uh, h € expjs}

e, uma vez que na decomposicao g = uh os termos u e h comutam, entao o é um semigrupo
de interior nao vazio em J,. Sendo .J; compacto o deve conter a componente conexa da
identidade em Ji, e assim

SNexpij, =SNJ, #0.
Agora, tome a como sendo a subélgebra abeliana maximal em s contendo j,. Entao,
intS Nexpa D intS Nexpjs # 0,

e como o conjunto dos elementos regulares em a é aberto e denso, existe H € a tal que
expH = h € intS, com H em uma das camaras em a.

[ ]

Quanto ao Lema [12] observe que alterando a escolha de n* é possivel tomar H na
camara positiva definida na decomposicao de Iwasawa, ou seja, A(H) > 0 se H ¢ uma raiz
no sistema positivo que define n™.

Lema 13 Com as mesmas notacoes anteriores, sejam h em uma cdmara de Weyl positiva
AT en € N~. Entdo, h*nh™* — 1 quando n — o.

Demonstragao: Sejam H € at e X € n™ tais que

h=expH e n=expX.
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Entao,

hPnh ™ = (exp kH)(exp X)(exp kH)™*

t

= (expkH) <Z %) (expkH) ™

t>0

B Z (expkH)X'(exp kH)™*
a t!

>0
B Z Ad(exp kH)X"
B t!

£>0
B Z exp(kadH)X"
=y ——

t!
>0

para cada t, X! € n~ e podemos tomar

X' =) (X" com (X'); €9, i=1,,r

=1

e portanto

kadH)X"
hknh—k — Z eXp(

i
. expl(kas (H)) (XY, - - exp(kan, (H))(XY),
55 b explhan (H)X),

Temos «;(H) < 0, e segue que
(ka;(H))(X"); — 0

quando t — oo, e assim limy__,o A*nh =% = 1.
n

Teorema 15 Seja G um grupo de Lie nao compacto conexo, e Po C G um subgrupo
parabdlico de G. Dado um subgrupo S tal que intS # (). Entdo, S tem um 1inico conjunto
controldvel invariante em G/Peg.

Demonstracdo: Seja G = KANT, com K = expt, A = expae Nt = expn™, uma
decomposicao de Iwasawa da forma como o Lema (12| nos permite tomar.

Primeiramente, vamos restringir o estudo aos conjuntos controlaveis na variedade flag
maximal G/P . Isso pode ser feito por meio da fibra¢do equivariante entre G/P e G/Pe.
Seja Pg um subgrupo parabélico de G. Entao, Pg contém algum subgrupo parabolico
minimal P. Considerando a fibragao equivariante dada pela projecao

m:G/P— G/Po

a Proposi¢ao 2.2 (ii) em [I8] garante que a unicidade do conjunto controlavel invariante
em G/P implica na unicidade do conjunto controlavel invariante em G/ Pe.

Seja B = G/P, é necessario apenas garantir a existéncia de um by € B, tal que
by € feSb para todo b € B. De fato, se tal elemento existe, entao a Propriedade (iv) [18]
garante que S tem um tnico conjunto controlavel invariante em B.
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Seja M o centralizador de A em K. Entao, By = MAN™T & o subgrupo parabolico
minimal de G. Como todos os subgrupos parabdlicos minimais sao conjugados entre si
(unicidade da decomposi¢do de Iwasawa a menos de um automorfismo), sem perda de
generalidade, podemos tomar B como G/P,, e by = P, a identidade nesse quociente.

Seja n~ a subalgebra oposta a n™ no sentido em que n~ é a soma dos espacos de pesos
associados a raizes negativas. Tomando H como no Lema [12] um elemento split regular,
e portanto, podemos ver n~ como a soma dos autoespacos associados aos autovalores
negativos de ad(H), onde ad indica a representacao adjunta de g.

Pela decomposicao de Bruhat, o subconjunto

N~ MANT Cc G MANT =B
é aberto e denso em B, e portanto, dado qualquer V' € B existe g € intS tal que
g € NTMANT,

pois, intSby N N~ by # 0.
No entanto, se b € N"MANT, entao b é escrito como

b=nMAN", ne& N~
e a agao adjunta de h em b € G/P como
h*(b) = h*nh " MANT.
Como limy,_,o RFnh™" = 1, para qualquer n € N=, N~ = expn~, segue que
h*(b) — by quando k — oo,

e como h* € intS, V k € N, entdo by € fe(Sb), Vb € S.

]

A seguir, sejam G um grupo de Lie semi-simples nao compacto de centro trivial nulo,
e S um semigrupo em G tal que intS # (), denote por C' o tnico conjunto controlavel
invariante em G/ F.

Seja Cy C int C' o conjunto de transitividade em C'. Entao, é possivel caracterizar C
em termos de elementos semi-simples em int S. Essa relacao é feita da mesma forma como
a associacao entre by e h na demonstragao do Teorema como segue.

Fixe by € B, e uma decomposicao de Langlands

Py= MAN*

do subgrupo parabdlico minimal correspondente, ou seja, o subgrupo de isotropia em by.
Associada a esta decomposicao, tome uma decomposicao de Iwasawa

G =KAN*

com grupo de Weyl W = W (g, a) relativo ao sistema de raizes do par (g, a).

O grupo de Weyl pode ser visto como um subgrupo de GL(a). Se M* é o normalizador
de Aem K, e M o centralizador de A em K, entao, a acao de W em a é dada pela acao
adjunta de M* em a, e W é isomorfo a M*/M, como estabelece a Proposigao .

Uma vez que, para cada w € W, existe um representante de w em M* C K , é possivel
supor fixado esse representante de cada classe e tomar a acdo de K em G/P como uma
acdo de M* em G/P.
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Por causa desse fato, a acdo de W em a é denotada por w(H), com H € a, bem como
denotamos a adjunta Ad(w)(H). Além disso, ao olhar para W como um subconjunto de
K temos um elemento bem definido

w(by) € B=G/P
dado pelo subgrupo paraboélico
whow™! = wPyw ' = wMANTw™ = MAwNTw™.

que no quociente G /P, pode ser visto como wFy, ou wM em K/M.
A fim de explicitar essa relacdo serd necessario uma nova terminologia e a definicao

de certos conjuntos.
Suponha int S N A # (), e defina

Ao ={H € a:exp(tH) € int S, para algum ¢ > 0}.

O conjunto Ag é um cone, pois cAg = Ay, V ¢ € K, e também é conexo. De fato, se
int SN A +# 0, existe H € a tal que exp H € int S, e portanto existe um intervalo (a,b),
b > a >0, tal que

exp(tH) € int S, Vit € (a,b).
Para k € N*
exp(tH) € int S, Vt € (ka,kb).

E, tomando £ suficientemente grande

k b
2 -1
7 < <~ ka<(k—1)b

e portanto, existe tog > 0 tal que, se ¢ > T. Entao,

exp(tH) € int S.

Como A = expa é grupo abeliano, tomando

i 123
t t H H = t1H to H.
exp<(1+ 2)(t1+t2 1+t1+t2 2)) exp(ti Hy + toHs)

=exp(t1Hy) exp(taHy) € int S
e portanto,

t1 ta
1+
t1 + o t1 + o

HQ € Ao.

Fixando t; e tomando t; — oo percorremos o segmento de H; a H,, e vice-versa. De
ambas as formas, todos os pontos no segmento que liga H; a H estao inteiramente
contidos em Ay, logo Ay é convexo.

Agora, defina

A={h € A:3n€ N" tal que hn € int S}
={h € A:3n e N tal que nh € int S}.
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Note que, nao ha ambiguidade na defini¢ao, pois
hn = (hnh™Y)h, com hnh™' € A.
E ainda, uma vez que A normaliza N, entao
(hin1)(hang) = hyihont

para algum 7 € N7, e assim segue que A é um subgrupo aberto em A.
Defina também

A ={H € a:exp(tA) € A para algum t > 0}.

Tomando n =1 € NT ¢é facil ver que Ay C A. E, portanto, é possivel mostrar, do mesmo
modo como em Ay, que A é um cone convexo em 4.
Seja a™ a camara de Weyl positiva determinada pela decomposicao de Iwasawa fixada

G=KANT,

Entao, a demonstracao do Teorema [15| garante que by € fe Sb, V b € B, e pela Proposicao
o0 unico conjunto controlavel invariante é

C= ﬂ fe Sz,

z€B

e, temos que by € Cp, desde que AgNa™ # 0.
Ainda assim, para fins praticos, serd necessario mais um refinamento sobre a discussao
realizada até o presente momento.

Lema 14 Com a mesma notacao descrita acima, seja C' o 1nico conjunto controldvel
invariante para S. Suponha que by € Co e int SNA # ). Sew € W € tal que w(by) € Co,
entdo, w1 (Ag) C A.

Demonstracao: Sejam
b =wby) e N =wNtw'=wN").
Entdo, P* = wPyw™! = MAN* & subgrupo de isotropia da acdo de G no elemento
b* € B=G/P.
Como by, b* € Cy, existem gy, go € int S tais que
qb"=by e gobg=0b".
Seja g1 = uhyn, uma decomposicao de g; com u € K, hy € A e ny € N*. Temos que
by = 910" = (uhyny)b* = ub”.
Como by = wtb*, entdo segue que
uew 'Me K/M=B.

Logo, existe m; € M tal que u = w™'m,.
De modo andlogo, temos g, = vhinl, e

b* = ggbo = (Uh;né)bo = Ub().
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Como wb = b*, e portanto, existe m, € M tal que v = wm), e assim
/NN
com my € M, hl, € A, nl, € N*. Observe que é possivel escrever também

Lw)nb (w™tw)

g2 = wmb(w ™ w)hy(w™
= (wmhw™ ) (whiyw ™) (wnbw ) w
= mghgngw
com my = wmhw™t € M, hy = whjw™ € A, e ny = wnhw™! € N*.
Sejam H € Ag e T' > 0 tais que se t > T', entdo h; = exp(tH) € int S. Considerando
t>T,

g2higs € int S,
pois, int S é um ideal. Temos, portanto,
g1bga = (W myhing ) hy(mahanow)
= w_lmlﬁg(hlhght)mgnzngw
= w_lmlﬁg(hlhght)mgmw
= wilm(hlhght)ﬁw

pois M normaliza A, n € N*, A normaliza N*, e ni,ny € N*.
Defina h; = w™!(hihohs)w. Entdo, temos que
grhega = w™'m(hyhohy)nw
= (w™'mw) (w ™t hihohow) (w™ ' Aw).

1 1

Nomeando w™'nw = ng, w™'mw = myg, temos
glhtg2 = mohtno €int S

com ny € NT.
Agora, fixe t e defina o subconjunto ¢ de M como

c={meM:3keNInec N :mhn € int S}.

Assim, como na demonstra¢ao do Lema [I2] mostra-se que o ¢ um semigrupo com interior
nio vazio em M. De fato, o # (), afinal, g1h;go = mohFny € int S, entdo my € 0. Além
disso, sejam mq, my € 0. Entao, existem ni,ny € N7 tais que,

mlhflnl, mgthnQ € int S.
Logo, temos que,
mlﬁflnlmgﬁfgng :ﬁlmlﬁflmgﬁf2n2
:ﬁlmlmghfﬁkgng
—mymahf ™27 n, € int S.
E ainda, o é aberto. De fato, fixado k € Nen € NT, defina
? ) ?

Yok M — ]\414_1]\7Jr
m +—— mhin
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Entao, podemos reescrever o da seguinte forma

o= U %zi(MANJ“ﬂintS),

kENneN+

e assim, observando que 7;,16 ¢ diferenciavel e MANT Nint S é aberto em P, temos que o
um conjunto aberto, e portanto, um subsemigrupo de interior nao vazio em M.

Uma vez que M ¢é subgrupo compacto e 0 C M ¢ um semigrupo aberto, o deve conter
a componente conexa da identidade de M, e por isso, fixado t, existem k € Nen € Nt
tais que

hfn € int S,
ou seja, denotando H; = exp~! h;, temos
H, € A.
Seja H, = exp~t(h¢hihs). Entao, para cada r € R,
exp(rH;) = exp(r exp —1((exp(tH))hihs)),

e quando t — o0 os termos multiplicados com h; tornam-se insignificantes, isto é,
exp(rﬁt) se aproxima de exp(tH) quando t — oo. E, portanto, os semigrupos de raio
definidos por H, se aproximam do semigrupo definido por H quando ¢ cresce.

Da mesma forma, o semigrupos de raio definidos por

H = w'Huw=w ' (H)
se aproximam do semigrupo definido por
w ' Hw =w™ ' (H).

Com esse argumento, mostramos que existe uma forma de aproximar w'(H) por
elementos H; € A, ou seja,

w(H) € fe(A).
Visto que a escolha inicial de H € I" fora arbitraria, concluimos que
w () C fe(A).
E, observando que I' e A sdo abertos, segue que,
w (') € A.
]

Lema 15 Sejam g € int S, e P = MAN™T uma decomposicao de Langlands do subgrupo
de isotropia em b, tais que

g=hn

comn € Nt e h € exp(a®) = AT, AT € a camara de Weyl positiva em A. Enlao, é
possivel encontrar uma decomposicao de Langlands

P = M()A(]Nar

tal que g € Af.
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Demonstragdo: O Teorema 1.1.4.4 em [35] garante que a aplicagdo £ : Nt — N7
dada por

¢(n) =h 'nhn!

é um difeomorfismo analitico para qualquer h = exp H, onde H é um elemento a-regular.
Logo,se n € Nt e h € AT, existem ng € NT tal que

n = h"'ng hng
ou seja,
hn =ny'hngy <= nohnny' = h.
Logo,
My = ngano, Ay = nalAno e N = nalNJrnO

nos d4 a decomposicio de Langlands requerida, com h € ng'Atng = A{.
[ ]

Teorema 16 Sejam G e S como anteriormente, int S # (). Denote por C' o inico con-
Junto controldvel invariante para S na variedade flag B = G/P. E, seja Cy o conjunto
de transitividade em C. Entao, para que b € Cy C B € necessdrio e suficiente que ezista
g €int S tal que:

e gb=10;

e Se P = MANT ¢ uma decomposicao de Langlands do subgrupo de isotropia em b,
entao

g=hn
comn € NT eexp(at)=h e A", At é a camara de Weyl positiva em A.

Demonstragao: Seja b € (', e suponha que exista g € intS tal que gb = b, e se
P = MANT é uma decomposicao de Langlands, segue que

g=hn

comn € Nt e h € AT = expa'. Entao, escolha uma decomposicao de Iwasawa tal
que H € a, h =expH € int S, e H é a-regular. Dessa forma, assim como no Teorema
by € fe Sb, h = expH € int S, e H, e portanto, by € C. E, visto que h € int .S, da
Proposicao [36], segue que by € Cy.

Por outro lado, supondo by € Cy, existe uma decomposicao de Langlands P = MAN™
tal que ANint S # (.

Fixe essa decomposicao de Langlands e chame a a camara de Weyl positiva. A uniao
dessas camaras de Weyl forma um conjunto aberto e denso em a, e por isso, existe uma
camara a* para a qual a* N Ay # 0.

Seja w € W o tnico elemento do grupo de Weyl que satisfaz w(a™) = watw™! = a*,
e defina

N* = wNTw™!
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e também
P=MAN"*.

Entao, wPw™! = P* e w(b) = b*, sendo b* o elemento em B correspondente a P*.

A camara a* é positiva para a decomposi¢ao P = MAN*, e como a*NAg # 0, b € int C,
e segundo o Lema [14] w™(Ag) C A.

Além disso,

e portanto,
at NA £ 0.

Como A = {h € A:3ne Nt talque hn € intS} e A = {H € a : exp(tH) €
A para algum ¢ > 0}, ent@o segue o resultado.
[ ]
Seja
A={at€eG/MA:a" Nint S # 0}.
Este é o conjunto associado aos elementos em int .S que sao atratores para uma variedade

aberta e densa (célula de Bruhat). Como visto no Teorema 3.5 em [I8], A é nao vazio, e
isso nos permite caracterizar os conjuntos controlaveis invariantes da seguinte forma:

Teorema 17 Sejam C o inico conjunto controldvel invariante para S em B = G/ P, e C
o conjunto de transitividade em C. Se 7 : G/MA — G/MANT € a projecao canonica,
entao

C(] = W(A)

Demonstracao: Seja Cy o conjunto de transitividade em C'. Pelo Teorema [16] segue
que todo elemento b € C é tal que existe g € int.S com gb =10, ¢ g = hn, com h € A" e
n € NT, para uma decomposicao de Langlands de P.

Seja b € (Cy caracterizado como no Teorema Entao, existe g € int S com gb = b,
eg=hn,comhe AT, ne Nt,e P= MANT ¢é o subgrupo de isotropia em b. Entao,
tomando

at=MAeA

com g € AT como no Lema , segue que, Cy C w(A).
Por outro lado, se gM A = o™ € A, entao existe s € gMANint S, e portanto

sgMA = gM A.
Dado b = gMAN™ | temos
m(at) =n(gMA) = gMANT = b
e assim,
sb=st(a") =7w(sgMA) =n(gMA) = gMAN" =0

com s € int S.

Pelo Lema é possivel tomar uma decomposicao de Iwasawa com s € AT, e assim
segue que b € Cj.

|
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4.2 Conjuntos Controlaveis Efetivos em G/P

Considerando a decomposi¢ao de Iwasawa G = KANT, e a decomposicao de Lan-
glands P = M AN, é possivel olhar B = G/P como um K-espago homogéneo K/M por
meio da restrigao da agao de G para um agao de K.

A escolha das subalgebras e subgrupos fixados nao é tunica, porém, nao ha perda de
generalidade em fixar a priori uma certa decomposicao, pois é possivel obter diferentes
decomposicoes a partir das conjugacoes em relagdo a um elemento g € G, isto é,

gPg ' = gMAN*g™?
= (gMg~")(gAg " )(gNTg ).

onde gNTg~! & obtido a partir de gAg~! da mesma forma que NT é obtido por A*.
Uma vez fixado o subgrupo parabdlico minimal P, e uma decomposicao de Langlands
P = MANT, o estudo dos conjuntos controlaveis em B necessita do uso dessas conju-
gacoes por um elemento g € G. Por isso, uma discussao prévia sobre duas fibragoes
equivariantes é importante para o entendimento do trabalho, e faremos isto a seguir.

A Fibragao entre G/MA e G/M*A

Seja Cy = {Ad(g)(a) : g € G} o conjunto das subélgebras split conjugadas a subalgebra
abeliana maximal a. Seja Ad(g)(a) € C,. Entao, definimos C(g) como o conjunto das
camaras de Weyl em Ad(g)(a).

Fixada uma subalgebra abeliana Ad(g)(a), como o grupo de Weyl age transitiva-
mente sobre as camaras (ver [22]) e W ~ M*/M, cada camara em Ad(g)(a) é dada
por Ad(w)(a™) para uma camara a* C Ad(g)(a) fixada, com w € M* representante de
w € W, tal como na demonstracao da Proposigao [30}

Portanto, se

c=|JC

geG

entao, C é conjunto de todas as camaras de Weyl conjugadas a a™.
Definindo uma acao a esquerda de G no conjunto C das camaras de Weyl, por

CxC — C
(9,a%) = Ad(g)a*

temos que o subgrupo de isotropia desta acao em a®t é o subgrupo M A.
De fato,

Ad(g)at =a* <<= ghg'=h, VYhe At <= gh=hg, Yhe AT

e visto que o centralizador de A em G é o subgrupo M A ( ver , entdo Ad(g)at se, e
s6 se, g € MA.
Dessa forma, temos uma bije¢do entre o quociente G/M A e C dada por

gMA — Ad(g)a™

e por isso, podemos realizar G /M A como o conjunto das camaras de Weyl em g conjugadas
aat.
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Uma vez estabelecida tal bijecao, podemos interpretar de modo geométrico a fibragao
canonica
n: G/IMA — G/MANT*
gMA +— gMANT"

Dada uma camara o € G/M A, esta pode ser tomada como
a = Ad(a™)

para algum g € G.

Para o € Ad(g)a temos um sistema simples de raizes positivo do par (g, Ad(a)) que
faz de o sua camara positiva. Com relacao a esse sistema, temos uma decomposicao de
Iwasawa G = KAN™, com subgrupo parabolico minimal

P, = MAN,.
Como a € G/MA, ela é conjugada a uma camara de Weyl /3 do par (g, a), isto é,

a=Ad(g)s, BeC()

e portanto, a fibracao associa cada camara a ao subgrupo parabdlico minimal
P,=g(P)=gPg' € G/MAN™.

Dessa forma é possivel dizer que, dado b € G/MAN™, a é uma camara positiva para
b se, e somente se, m(«a) = b.

Proposigao 46 Sejam by = MANt e : G/MA — G/MANTY a projecio canonica.
Entio, N age transitivamente sobre a fibra 7—{by}.

Demonstragido: Observe que 7 '{by} ¢ o conjunto das camaras de Weyl positivas em
C, e portanto, podemos caracterizar 7~ 1{by} como

7 Hby}t ={a € G/MA: 7(a) = by}
={gMA e G/MA: gMAN" = MAN*}
={gMA e G/MA:ge MAN™"}
— MAN*/MA
~NT,

ou seja, a fibra 77 1{by} & isomorfa a N*. Como um grupo sempre age transitivamente
sobre si, fica claro que N age transitivamente em 7 {bo}.

]

Seja o = AT a camara positiva para by = MANT.

Pertencer a fibra 7—!{by} significa ser uma camara positiva para M AN*. Segundo a
Proposicdo [46] cada camara positiva para by ¢ dada pela agdo de um elementos n € N+
sobre «, isto é, esse elemento é da forma

n(AT) =nAt™n™!, neNT.

De modo geral, cada elemento g(P) € B é identificado com o subgrupo parabolico
gPg!, que pode ser escrito da seguinte forma

gPg = gMANTg = (gMg ") (9Ag ") (gNTg™)
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e portanto, qualquer camara positiva para g(P) = (¢Pg™') é dada através da conjugacao
de uma camara positiva para by, pois a fibragao é equivariante. Entdo, essas camaras
podem ser tomadas da seguinte forma

(gng ") (gATg N (gng™ )" = gnATn"'g7" = gn(A™).

Além disso, podemos interpretar o subgrupo split como um espaco homogéneo, e isso
é feito da seguinte forma.

Sejam by = MANT, e M* o normalizador de A em K. Tanto, M* como A sao
subgrupos fechados de G, e portanto M*A é também um subgrupo fechado. Mais do que
isso, M*A ¢ o normalizador de A em G (ou a em G).

Sendo M* o normalizador de A em K, e M o centralizador de A em K, temos M C M*,
e portanto, MA C M*A, é claro que M A é normal em M*A, e assim, podemos definir a
seguinte fibracao equivariante

G/MA — G/M*A
gMA +— gM*A

que leva cada camara de Weyl numa classe gM* A identificada com o subgrupo split que
a contém como camara positiva.

De fato, seja split(G) o conjunto dos subgrupos split de G. Se A € split(G), A =
exp(a), onde a é uma subalgebra split de g. Logo, definindo uma acao de G em split(G)
por

(9,0) — Ad(g)a

temos M*A como subgrupo de isotropia da agao, pois M*A é o normalizador de a em G.
Assim, segue que a aplicacao

G/(M*A) — split(G)
gM*A  +— Ad(g)a

define uma bije¢ao entre G/M A e o conjunto dos subgrupos split de G, evidenciando a
interpretacao dada no inicio.

Por meio da bijecao definida acima, é possivel estudar uma acao do grupo de Weyl W
em nos subgrupos split.

A seguir vamos esclarecer a fibragdo G/M A — G/M*A que define G/M A como um
fibrado principal sobre o espago base G/M*A com grupo estrutural W (o grupo de Weyl).

Por causa da Propriedade 2 na defini¢ao podemos denotar as fibras do fibrado
principal por P, = n~{z}, z € M, ou P, = 7 '(n(p)), p € P.

No caso estudado neste trabalho, tratamos somente de fibrados diferenciaveis.

Proposicao 47 A terna G/MA(G/M*A, W) é um fibrado principal.
Demonstracao: De fato, sao verificados os seguintes fatos:
1. Lembrando que W ~ M*/M ~ M*A/M A, definimos a seguinte acdo a direita

(G/IMAxG/M*A) — G/MA
(gM A, waMA) +— gwaMA

Temos que gwaM A = gM A se, e somente se,
gwaMAa "o g™ = gM Ag™?

que equivale a waM A(wa)™! = waMA = 1M A, isto &, se waM A & a identidade em
M*A/M A,
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2. Tome a fibra¢do canonica 7 : G/MA — G/M*A. Para gM*A € G/M*A temos

7 gM*A) = {hMA € G/MA: hM*A = gM* A}
={hMA € G/MA:hegMA}
= {gwaMA € G/MA : wa e M*A}.

Por outro lado, se gM A € G/M A , temos

gMAM*A/MA = {(gMA)(waMA) : wa € M*A}
= {(gwaMA) : wa € M*A}.
Ou seja, as 6rbitas de gM* A pelo grupo estrutural W coincidem com 7= {gM*A};

3. Quanto a trivializagao local, seja gM*A € G/M*A e U C G/M*A uma vizinhanca
contendo gM*A. Defina ¢ : 7= {U} — M*A/M A por

o(gwaM A) = waM A
e assim, ¢ : 7 H{U} — U x M*A/M A ¢ dada por

Y(p) = (7(p),¢(p)), € G/MA

e portanto,

o((gwaM A)(wra, M A)) = ¢p(g(waw,a,) M A)
= ﬂ?a&?lalMA
= (waMA)(wya; M A)
= ¢(gwaM A)(wiay M A)

e ¢ é difeomorfismo, pois os conjuntos sao todos grupos de Lie, com aplicacoes definidas
através do produto nesses grupos.
[ ]

Definicao 53 A acdo a direita do grupo de Weyl W sobre G/M A € dada por
(gMA)w = guM A
onde w € M* € um representante de w € W.

Considerando a interpretacao geométrica das fibracdes entre G/MA e G/M*A, e
G/MAe G/MANT, podemos também compreender a a¢ao a direita de W em G/M A de
acordo com tal realizacao.

Seja AT a camara de Weyl positiva para by = P = MANT, e o™ = gM A uma camara
de Weyl qualquer em G/MA e a« = gM*A o subgrupo split de G contendo a™. Entao,
temos que

at =gAtg !t e a=gAg!

Por esse fato, o normalizador de o« = gAg~' em gKg=' é gM*g~'. Logo, dado w € W
e w € W* um de seus representantes, temos

atw = (gMA)w = guMA,
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considerando a acao a direita de W em G /M A.

Observando, novamente, que o grupo de Weyl W é isomorfo ao quociente M*/M, a
conjugacao por g € G define um isomorfismo entre os grupos de Weyl do par (g,a) e o
grupo de Weyl do par (g, @) que associa w a gwg~'. Isto &,

W~ M /M — (gM*g_l)/(gMg_l) ~ W,

M*A/MA —  (gM*Ag™")/(gMAg™")
waMA +—— guwMA.

De forma mais explicita, atw € G/M A é identificado com a camara
guwAT = gw AT (gw)™!

= (gwg ") (gATg ") (gu "¢ ")
= (gwg ") (gA*g™H).

Primeiramente, M A = Z;(a) (centralizador de a em G) é um subgrupo fechado de
P = MANT, e assim, a partir do quociente G/M A definimos a fibragao equivariante

G/MA — G/MAN™
dada pela inclusao
gMA+— gMANT, VgeG.

Observando que M A é o centralizador de A (ou a) em G, entao MA é o subgrupo que
fixa a camara positiva a® (e A1). Isso posto, considerando a identificagao

g(P) +— gPg~" +— Ad(g)p

o quociente G/M A pode ser interpretado como o conjunto das camaras positivas, e a fibra-
cao € a aplicagao que associa cada uma dessas camaras ao subgrupo paraboélico minimal
(ou subélgebra parabolica minimal) que a contém como a camara positiva.

Uma outra importante observacgao reside no fato que M A é o normalizador de N* em
G. Tsto implica que a acao de Nt sobre a fibra em by = MANT é transitiva, e portanto
cada camara positiva em M ANT é da forma

nAtn™!, neNT.

Considerando N* = gN*tg~! e P* = gPT¢g~ !, entao ¢ verdadeiro também que N* age
transitivamente sobre b* = M AN™*, e portanto, as camaras positivas em MAN* sao da
forma

nA*n~!, n & N*
com A* = gATgL.
O produto M*A também define um subgrupo fechado e que contém M A. Tomando a
aplicagao
G/MA — G/M*A

temos uma fibracdo equivariante de G/M A em G/M*A.
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Como M A é o normalizador de A em G é possivel identificar o quociente G/M*A ao
conjunto dos subgrupos split, isto é, os conjuntos gAg~! com g € G, e assim, & possivel
entender essa fibragao como uma aplicacao que associa cada camara de Weyl ao subgrupo
(ou subéalgebra) split que tem essa camara como a camara positiva.

Observando que o centralizador é um subgrupo normal do normalizador, a aplicacao

G/MA — G/M*A
define G/M A como o fibrado principal sobre G/M*A. O grupo associado a esse fibrado é
M*A/MA~ M*/M =W. ( grupo de Weyl)

Portanto, essa fibragao é um recobrimento, e existe uma acao natural a direita de W
em G/MA dada da seguinte forma

(GMA)w =goMA, geG, weW

onde w pode ser tomado com qualquer representante de w em M*.

De modo mais preciso, a fibracao descrita acima pode ser realizada da seguinte ma-
neira: sejam at = gMA € G/MAe a=gMAN' € G/M*A, entao

at=gAtg ! e a=gAg L

O normalizador de o em gK g~ ! é gM*g™!, e dado w € W, com w € M* seu representante,
segue que

atw = (gMA)w
= gwMA
= (gw) M A(gw) ™"
= guwg 'gMg lgAg g lg™!
= (gwg™")(gMg~")(gAg ) (gw g ™)
= (gwg™")(gMg~")(gAg™ ") (gwg™ ")~

A seguir, definimos o conjunto do tipo v(b,w), através do qual caracterizamos os
conjuntos controlaveis do tipo D,,, que, por sua vez serao usados para caracterizar os
conjuntos controlaveis efetivos na variedade flag maximal.

Esses conjuntos, na pratica, sao aqueles que contém as camaras positivas para o sub-
grupo de isotropia em b e que intersectam o interior de S. As camaras que intersectam
o interior de S sao importantes, pois, é através de um elemento que esta no interior de
uma camara e também no interior de S que definimos uma aplicacao que atrai certas
variedades aos pontos do tipo wb € G/P, com w € W.

Lema 16 Dado w € W, para b € Cy definimos
vibyw)=m{aw € G/MA: a e {b} NA}.
e entao, v(b,w) C D(b,w), para algum conjunto controldvel D(b,w) com respeito a S.

Demonstracao: Seja b € Cy. Como os subgrupos parabolicos minimais sao todos
conjugados entre si, sem perda de generalidade, é possivel tomar

b=1by=MANT.
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Sejam ay, a9 € 7 1{by} N A. Defina os seguintes termos
by = m(aw) e by = m(w).

Como a Proposigao garante a existéncia de conjunto controlaveis para g-pontos
fixos, resta mostrar somente que o e @ estao num mesmo conjunto controlavel para S.

Observe que a agao de NT ¢é transitiva em 7 1{by}. De fato, tomando gM A, hM A
tais que m(gMA) = m(hMA), entdo

gMAN'T = hMAN'T = MAN*

implica em g,h € NT, pois M A é o normalizador de N7.

Visto que a; e ay sdo camaras positivas em MANT, e que a acdo de NT ¢é transitiva
na fibra sobre by = MANT, sabemos que as camaras sao conjugadas por um elemento de
NT, ou seja, existe ng € NT tal que

G2 = Noty
Segue que
by = m(aaw) = m(ngayw) = nem(agw) = ngby

pela equivariancia da acao de GG com relacao a m. Ou seja, b; e by estdo numa mesma
NT-orbita.
Como aq,ay € A, é possivel tomar h € a; Nint .S, e para cada inteiro k temos

h™%by = h™"(noby) = (h"hF)by.
Como by pertence ao interior de um conjunto controlavel e
lim hFnoht =1
e, portanto, concluimos que
by € fe(Shy)

o que mostra que b; estd no conjunto controlavel para bs.
De modo analogo, tomamos h € as Nint .S, e revertemos a igualdade para

lilgn h=*p, = lilgn h=*nhkb; = by

e, portanto, os conjuntos controlaveis contendo b; e contendo by coincidem.
[ ]

Lema 17 Sejam by, by € Cy. Entdo, existem o € 7= b} NA e g € int S tais que
gby =0y e gaeA.
Demonstracao: Sejam P; e P, subgrupos de isotropia respectivos a b; e by. Defina
Si=PNintS e Sy=PFPNintS.

Entao, S7 e Sy sao semigrupos com interior nao vazio em P; e P; respectivamente, pois,
PNint S e P, Nint S sao conjuntos abertos e

OO = (lIlt S)b1 == (lIlt S)bg
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ou seja, existem s, So € int .S tais que s1b; = by e Saby = bs.
Agora, devemos garantir a existéncia de g € int S tal que gb; = by e 0s semigrupos em
P27

int(¢S197") e intSo,

intersectam uma mesma camara positiva de P, que serd denominada (. Isso deve ser
feito, pois dessa forma, se o é uma camara positiva em P;, entao

B=g(a)
é a Unica camara positiva em P; tal que
int Sl N« §£ 0

afinal, int(¢gS1g~') N B # O implica que gint(S;)g~* N B # 0, e por isso, segue que
a = int(S;)Ng 1 (B) = int(S;)Ng~1Bg # 0 e, portanto, a € A. Além disso, SNint Sy # 0,
e assim

B=g(a) €A
Observe que se by, by € Cy, e Cy = (int S)C, entao existe § € int S tal que
gby = bs.
Defina o seguinte conjunto:
S1=3S15".

Este ¢ um semigrupo de interior nao vazio em Ps, pois como foi visto anteriormente Sy é
semigrupo de interior nao vazio em P;.
Agora, note também que, para u € S; temos gu € int S (int S é um ideal em S),

gu(by) = g(uby) = g(by) = by

guSi(gu)~" = (qug~") (3515 ") (gu g ")

= (qug~")(gS1g ") (gu'g) "
— hShte s,

com h = guj' € 5. _
Entao, para obtermos o resultado desejado é preciso encontrar h € S; e uma camara
positiva 3 = 7~ 1{by} tais que /3 intersecta

int(hS;) e intS,

simultaneamente.

Note que, pelo Teorema Co = m(A). Entdo, by = m(a) com o € A, e assim Sy

1

intersecta a camara positiva « € P;. Segue que S; = ¢S1g~ " intersecta a camara

que é positiva em Ps.
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Sem perda de generalidade, o fato das decomposicoes de Langlands serem conjugadas
entre si permite que tomemos

B=A" e Po=MANT.
Sejam,
hleﬁﬂint§1 [§] hgeﬁmintgg.

Entao, como a acao de N* é transitiva na fibra sobre by, devem existir A’ € 8, en € N*
tais que

hg = h'n
Assim, dado um inteiro k
hi*hoht = h7*(W'n)Rk = W (h7"nh%) € hi*Sohk.

Como int S; intersecta a camara 31, que contém h’, entao podemos considerar uma
vizinhanca aberta nessa intersecao de modo que seja possivel tomar o seguinte limite,

lim hiFnh =1,

e ver que int S; e int(h;*S,h%) intersectam a mesma cAmara positiva 8y de P, para um
h = h¥ com k suficientemente grande.

|

Uma vez definidos os conjuntos do tipo v(b,w), convém observar que a imagem de
Aw por m é a uniao dos conjuntos v (b, w) com w fixo e b percorrendo o conjunto Cy. E,
portanto, faz sentido olharmos para o conjunto m(Aw) como um indicador de conjunto
controlavel. Como v(b, w) esta contido em um conjunto controlavel, entdo a projecao de
Aw deve estar contida em algum conjunto controlavel em G/P.

Teorema 18 Com as notacoes acima, dado w € W, en : G/IMA — G/MANT q
projecao candénica. Entdo, m(Aw) estd inteiramente contido em um conjunto controldvel
para S.

Demonstracao: Para cada b € () defina
vibyw)=m{aw € G/MA:aer ' {b} NA}.
Entao, podemos descrever o conjunto w(Aw) da seguinte forma

m(Aw) = U v(b,w).

beCy

Assim, o problema pode ser traduzido em mostrar que v (b, w) esta contido em um conjunto
controlavel, que serd nomeado D(b, w), e que dados dois elementos by e by em Cy com
conjuntos controlaveis coincidentes

D(bl,w) = D(bg,w)

entao v(by, w),v(be,w) € D(by,w) = D(by, w).
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Pelo Lema , cada v(b,w) estd contido num conjunto controlavel, que nomeamos
D(b,w).
Quanto a unicidade de tal conjunto, tome by, by € Cy. Pelo Lema [17] existem

act H{b}NA
e g € int S tais que
gaen Hb}lNA
e portanto,
gr(aw) = (gaw) € v(by, w).

Uma vez que m(aw) € v(b;,w), entdo o conjunto controlavel invariante contendo
v(be, w) é acessivel a partir do conjunto controlavel que contém v/(by,w). Considerando a
ordem parcial sobre os conjuntos controlaveis, podemos dizer que

D(bl, ’UJ) < D(bg, w)

Aplicando o Lema trocando b; por by, de modo analogo, obtemos o resultado
simétrico, ou seja, D(by, w) < D(by,w), e portanto, segue a igualdade.

[ ]

A partir deste ponto, estabeleceremos uma nova notacao. Uma vez garantido que,
para cada w € W, m(Aw) esta contido em um conjunto controlavel para S, estabelecemos
uma dependéncia entre w e tal conjunto controlavel, o que nos permite definir o seguinte

D, : conjunto controlavel que contém 7(Aw).

Convém ressaltar que a definicao de D,, depende também da projecao m que é tomada
sobre a escolha de uma camara A" pré-fixada, e uma notacao mais precisa seria

Dy = Dy(A*).

Entretanto, por motivos de simplicidade, uma vez fixado uma decomposicao candnica
MANT e uma camara A™', omitimos a dependéncia em A*.

Note que definindo D,, como acima, definimos também uma aplicacao w — D,, que
associa a um elemento w € W um conjunto controlavel D,. No entanto, mais do que
uma simples aplicacao, a relacao definida é também uma sobrejecao, isto é, cada conjunto
controlavel na variedade flag ¢ um conjunto do tipo D,,, como veremos a seguir.

Proposicao 48 Todo conjunto controlivel D em B = G/P ¢ da forma D,,.

Demonstragao: Pela Proposicao se P é o subgrupo de isotropia em b, entao P N
int S # 0 quando b € Dy. Fixando uma decomposicao de Langlands P = MANT, o
conjunto

o={meM:3hne ANt : mhn € int S}

é um semigrupo de interior nao vazio (ver demonstragao do Teorema .

Como G é suposto suposto de centro finito, entao M é compacto e contém a compo-
nente conexa de M, e pelo Lema existe uma decomposicao de Langlands P = MAN™
tal que ANint S # (), ou seja, existe g € int S tal que

gb=10
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e g€ A, onde A é um subgrupo split.

Logo, b € v(b, w) para algum w € W, e portanto o conjunto controlavel contendo b s6
pode ser D,,.

|

Agora, quanto aos conjuntos controlaveis efetivos, é possivel obter um resultado ana-
logo, como a seguir:

Proposicao 49 Para w € W, sejam (D)o o conjunto de transitividade no conjunto
controldvel D,,, e b € (Dy)o. Entao, existe by € Cy tal que b € v(b, w).

Demonstracao: Seja b € (D). Entao, existe by € int S tal que
hb = b.

Pelo Lema [17] podemos tomar A em um subgrupo split. Como esse tultimo resultado
independe da escolha da camara positiva, podemos arbitrariamente assumir que h € AT,
e que

b = w1by
para algum w € M representante de wy; € W, com
bp = MANT

Como Cy = w(A) e h € int SN AT, a camara positiva A" esta em A, e assim by € Co.
Logo, existe h € int S tal que

iLbo - bo
e assim, b’ = Wby é tal que
hb' = hibby
= Wby
—y

e, portanto, b’ € (Dy,)o.
Com b,V € (Dy)o, podemos dizer que existem g, ¢’ € int S tais que

Além disso, observe que b’ = wby ¢ b = Wby implicam em

(1) = 1wy (b))
= ’U~)1b0
=b

(w7 )b = Wy (W by)
= Wby

=1
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Como
g =b= (Y e ¢gb=V=(ww;")b

é possivel considerar uma decomposicao de Iwasawa de g com respeito & K AN,,, e uma
de ¢’ com respeito & K AN,,, de modo que

g =10 h(no™") e ¢ =y hy(ingiy )
com hi,hy € A, ny,ny € N*. E portanto, para cada inteiro positivo k temos
gh*q’ € int S
e, além disso,

gh*q' = @y by (g™ hF s b (inaiy )

) ng (0 RED) (w07 Rty Y ng iyt

I
&

I
&

h4)n2(w1 Ly ) gy !

I
&

(@

1(h)na (hy) (7 hatiy )iy !
1(h

1A naw

I
&

wl

com hy,hy,h € A, e ' € A,nz,n € NT, onde

B = hshy = (0~ hy) (W~ hFw) (wy ity ).

Como h € A", a medida em que k aumenta @~ 'h*® cresce e faz com que os termos a
direita e a esquerda fiquem insignificantes, isto é, para k suficientemente grande temos

R € tATD
Além disso,, observe que M é o centralizador de A em K, e portanto,

hib' = Py b
= 1wy 'hFb
= Wy b
-y
e assim,
gh¥g'b = ghft = gt/ = b,
o que significa que gh¥g’ esta no subgrupo de isotropia de b, isto é,
gh*q € MAN,,.
Com respeito a essa decomposicao podemos escrever gh*g’ como
gh*q = Wniyt = (W oy (g t) = h'n’
com n' = W, € N, e b’ = w h'o; .

Agora, suponha que n’ = 1. Entdo, gh*¢’ = h”. Da forma como k" foi definido, temos
h" na camara cw,w AT, logo a € A, pois h € int S.
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Considerando a acao a direita de w em « temos

aw = (wyw Hw(ww ) o

= (wyw Hw(ww™ ) ww AT

- QI}1A+?I)1_1.
Note que w, é tal que b = w,by. Entao,
mlaw) = 7 (W AT ) = wiby = b.

e portanto, b = m(aw) € v(by, w), como gostariamos.
Quanto ao caso geral, temos

ghtg' = h'n'.
E, como no Lema [I5, podemos tomar ny € N, tal que
noh/n'ngt = h”
e assim,
nogh*g'ng' = h”
e, observando que
nogh*g'ng* € MAN,,,

que é o subgrupo de isotropia em b, e voltamos ao caso em que n’ = 1.
[ ]






CAPITULO

5

Conjuntos Controlaveis nas Variedades
Flag G/ Pg

De forma analoga ao caso da variedade flag maximal, nas variedades do tipo G/Pg
temos um tinico conjunto controldvel maximal, que é exatamente a projecao do conjunto
controlavel invariante em G/P. A seguir, faremos um estudo sobre os conjuntos contro-
laveis nas fibras da projecao canonica de G/P em G/Pg que serve como preparagao para,
a estudar a ligagao entre conjuntos controlaveis efetivos em G/Pg e certos elementos do
grupo de Weyl W.

Além disso, fixado um subgrupo parabélico minimal P, como mostrado em [26], é
possivel exibir uma bije¢do entre certas classes de semigrupos que agem em G/Pg e um
subgrupo do grupo de Weyl, o subgrupo W (S). Essa relagdo nos permite classificar os
semigrupos que agem em G/Pg através dos seus conjuntos controlaveis efetivos. Para
mais detalhes, ver [20] e [21].

E por fim, a partir da caracterizacao do conjunto de transitividade dos conjuntos
controlaveis efetivos da variedade flag G/Pg e a relagao entre os subgrupos Wg de W e
os subgrupos Pg de GG, veremos que é possivel contar o nimero de conjuntos controléveis
efetivos em G/Pg. Estes estdo em bijecdo com o duplo quociente W (S)\W/Weg, que é
um dos principais resultados de [26].

5.1 Conjuntos Controlaveis nas Fibras

Os conjuntos controlaveis nas outras variedades flag do tipo G/Pg também admitem
uma descrigdo similar aos da flag maximal G/P. Porém, essa descrigdo envolve certos
resultados sobre os subgrupos parabolicos de G.

Primeiro, vamos situar as bases tedricas dessa discussao, e a seguir, veremos como os
conjuntos controlaveis invariantes em G/ P induzem, por meio de fibracoes equivariantes,
conjuntos controlaveis nas demais variedades flag.

Proposicao 50 Sejam X um sistema simples de raizes, e © C ¥ um subconjunto. Con-
siderando a mesma nota¢ao da subseg¢ao defina G(O©) = Me/Z(g(0)). A terna
G/P(G/Ps,G(O)) é um fibrado principal.

Demonstracao: Considere os seguintes fatos:

115
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1. Seja D uma acao a direita de G(0) = Mg /Z(g(©)) em G/ P dada da seguinte forma:

D: G/PxGO©) — G/P
(9P, mZ(g(©))) — gmP

com m € Meg.

Supondo gmP = gP, entdo mP = P implica que m € Z(g(0)) isto é, mZ(g(0)) =
1Z(g(0)), que é a identidade em G(O). Logo, a agio é livre.

2. A projegio mg : G/ P — G/ Pg claramente ¢ uma sobrejedo. Além disso, 75" (9Pe) =
{hP : hPg = gPg} sdo as orbitas da agao a direita. De fato, tome ¢P € G/P, e
considere sua orbita pela acao a direita de G(©),

(9'P)Me/Z(g(©)) = {(¢'P)(mZ(g(O))) : m € Mo}
={¢'mP :m e Mg}.
Para o elemento gmP € (¢'P)Me/Z(g(0©)), temos
Te(gmP) = gmPe = gPe,
logo,
(9P)Me/Z(g(©)) C m5(9Fe)
Por outro lado, considere a decomposigao generalizada de Bruhat
G= |J Nwps
weW/We
Entao, podemos tomar a imagem inversa de um elemento gPg € G/Pg por
7o (gPe) = {nmby € G/P :by =P, n€ N*, w € M*}.
isto é,
To' (9Ps) C {G/P, m € M*}
que é a Orbita de gP pela agao de M*/Z(g(©)) a direita.
3. Quanto a trivializacdo local. Sejam gPg = nowPg € G/Pg, e U uma vizinhanga de
nwPg. Considere a seguinte aplicagdo
¢: 1o {U} — G(O)
nwP +— wZ(g(®))
comn € Nt ew € M* um representante de w € W.
Entdo, ¢ : 75 {U} — U x G(O) é dada por
U(x) = (mo(x),¢(x)), = €mg'{U}CG/P
com ¢ satisfazendo
¢((nwP)(mZ(g(0))) = p(nwmP)
=wmZ(g(0))
)

= (wZ(9(9)))(mZ(8(9)))
= ¢p(nwP)mZ(g(O)

definindo, portanto uma trivializacao local.

E assim, por 1, 2, e 3, segue o resultado.
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[ ]

Um resultado fundamental para esse estudo diz respeito & geometria da variedade flag
maximal. Quando consideramos a a¢ao de um elemento split regular em G/P podemos
indexar os pontos fixos dessa acao por um elemento do grupo de Weyl. Além disso, cada
um desses pontos fixos estd associado a uma regiao de atracao, o que possibilita também a
ordenacao dos conjuntos controlaveis na variedade flag maximal, como serd visto adiante.

Lema 18 Considere a a¢do candnica de G em G/P. Entao, os pontos fixos de um ele-
mento split reqular estao em bijecao com o grupo de Weyl.

Demonstracao: Por um lado, se M* é o normalizador de A em K, dado um u € M*
existe h' € A tal que

h’LLbO = Uh/bo
com by = MAN, e M o centralizador de A em K. Segue que h'by = by, assim
hubg = uh/bo = ubo,

ou seja, cada elemento em Mby é um ponto fixo da acao de um elemento split regular.
Reciprocamente, tome z € GG/P e suponha que z é um ponto fixo para a acdo de h
em G/P, isto é, hx = z.
Considerando a decomposicao de Bruhat
G/P = |J N-wby.
weWw
Entao, existe n € N~ para o qual
T = nwby.
Como h € A, h™Fwby = wh, para todo inteiro k > 0, temos
hnh ™ Wby = h*nwb,
= hfx
= W (ha)
= hF
=z
= n’&?bo
Pelo Lema (13| h*nh™* — 1, quando kK — oo, e assim
Rk~ Wby — why
quando k — oo, e portanto,
nﬁ;bg = {Dbo

mostrando que o ponto fixo nao depende da escolha do n € N~ tomado, pois pode ser
considerado n =1 € N, e assim x depende unicamente da escolha de w € W.

[ ]

Nas outras variedades flag, j4 temos a caracterizacao do conjunto de transitividade
do conjunto controlavel invariante no espago da projecao como a projecao do conjunto de
transitividade do conjunto controlével invariante do espaco base, mas, podemos ainda des-
crever o conjunto de transitividade dos conjuntos controlaveis invariantes nas fibras dessa
projecao. Além disso, podemos descrever a decomposicao de Bruhat para um subgrupo pa-
rabolico do tipo Pg sob argumentos dindmicos por meio das projecoes 7 : G/P — G/ Ps.
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Proposicao 51 Sejam G um grupo de Lie semi-simples conexo de centro finito, G =
KANT uma decomposicio de Twasawa de G e P = MAN™. Fize um subconjunto © C 2
e tome Pg o subgrupo parabdlico correspondente em G. Entao,

G= |J NwPe= |J PuwPs
’UJEW/W@ wEW/W@

como uma uniao disjunta.

Demonstracao: A decomposi¢ao de Bruhat de um subgrupo parabélico Pg pode ser en-
tendida da seguinte forma. Partindo da decomposicao de Bruhat do subgrupo parabdlico
minimal P, através da fibracao canonica 7 : G/P — G/ Py, projetamos as células PwP
(ou NTwP) em PwPg (ou NTwPg) e obtemos

G= U NtwPg = U PwPe.
weWw weW

Contudo, essa nao ¢ uma uniao disjunta. Para ver isto, devemos tomar w € W/Weg.
Seja & = Po € G/Pg e suponha que wi,wy € W sao tais que NTwi&y e NTwyéy se
intersectam. Entao, existe n € Nt tal que

wl&) = nwlfo-

Seja h € AT um elemento regular. Entao, w,& é ponto fixo para a acao de h,

wi&o = W (wi&o) = A" (nwao) — wado

quando k — oo, k € N. E, portanto, w, 'wi&y = &, e assim, os representantes de
wy 'wy estdo em Me N M*, e observando o Corolario [7, concluimos que wy 'w;We, ou
seja, wy € waWe.

|

Observacao 2 Dada uma decomposicio de Bruhat de G

G=|J NtwP,
weW

se wy € W denota o elemento do grupo de Weyl que leva a cdmara positiva a* em a~,
pela acao de wgy, podemos reescrever tal decomposi¢cao como

G =woG = | (@oN Ty ywowP

weW
= U N-w'P
w'eWw
com w' = wow € W, isto €,
G=|J NwP
weW

De forma andloga, a decomposicao
G= |J Nwps
weW/We
também pode ser reescrita como

G = U N-wPq

wEW/W@



5. Conjuntos Controlaveis nas Variedades Flag G/ Pg 119

Isso nos fornece uma importante ferramenta para entender os conjuntos controléveis
numa variedade flag incompleta (ndo maximal).

A seguir, faremos uma pequena discussao a respeito dos semigrupos que agem nas fi-
bras das projecoes entre a variedade flag maximal e as outras variedades flag. A finalidade
desse estudo é analisar a imagem inversa do conjunto controlével Cg pela projecao cand-
nica mg por meio do estudo dos conjuntos controlaveis nas fibras m5'(€) com & € (Ce)o.
Um fato interessante a ser notado ao final dessa secdo, é que essas fibras sao também
variedades flag, o que nos permite aplicar o que ja sabemos sobre conjuntos controlaveis.

Fixe © C X, e os respectivos conjuntos definidos como acima. Seja S C G um
semigrupo de interior nao vazio, e suponha by € C,. Entao, a fibracao equivariante
canodnica é

e : G/P — G/Pe,
e portanto, o inico conjunto controlével invariante em G/Pg para S é
C@ = W@(C).

Definimos {, = Pg € G/ Pg, e dessa forma, seja {y = mg(by). E, portanto, & € (Co)o.
Seja F' o subconjunto da fibra de mg sobre &, dado por

F=mg'{&}NCo
e defina

Se = SN Pe

o qual é um semigrupo com interior nao vazio em Pg. De fato, Sg é a intersecao de um
semigrupo de interior nao vazio com um grupo e Pg ¢é a isotropia em &;, com

& € (C@)o = (iIlt S)C@ N Co.

e ainda, como &, € (Co)o, %F =F.
Seja

Se = Se N (Po)o

onde (Pg)p é a componente conexa da identidade em Pgy. Uma vez que Pg tem uma
quantidade finita de componentes conexas, entao, o interior de §(; intersecta alguma
delas, e portanto, é possivel atingir a componente conexa por meio de translacoes, e assim
Se também é um semigrupo de interior nao vazio.

Proposicao 52 Com as mesmas notagoes acima. Sejam §@ =SNPg e F = Wél{&)}ﬂCo.
Entao, SoF = F.

Demonstragao: Sejam g € Se e z € F. Temos que z € Cy com To(x) = &, e portanto,

Te(gr) = gre(z) = g&o = &o

uma vez que, g € Pg = &.
Como C' é conjunto controlavel invariante, e x € C', temos

Sz C fe(Sz) C fe(C) =C
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e por isso, gxr € Cy. Logo, gx € F, isto é, SEF C F.
Por outro lado, seja x € F. Entao, x € Cy e mg(x) = &.
Visto que x € Cy, existe g € int .S tal que gr = x, e assim, segue que

9é0 = gme(z) = Te(gr) = To(T) = &),
ou seja, g estd no subgrupo de isotropia de &, e em int S. Logo, g € §@, e portanto,
r=gr € §@F

mostrando que §9F =F.
. —~
Além disso, como Sg C Se , temos SgF C F', como sera visto a seguir.

Lema 19 Com as mesmas notagoes acima. Seja Sg = Se N (Po)o, onde (Po)o € a
componente conexa da identidade em Pg. Entdo, Se # 0 e SoF C F.

Demonstracao: Como Py tem uma quantidade finita de componentes conexas, e cada
componente ¢ dada pela agdo de certo g € G sobre (Pg)o, isto é, sdo da forma g(Pg)o,
podemos tomar g € int S N Pg. Assim,

{d"(Po)y : k € N}

é um conjunto finito de classes laterais. Sendo tal conjunto finito, devem existir r, s € N
tais que

9" (Pe)o = g°(Po)o.
Supondo, sem perda de generalidade, que r > s, temos
9" *(Po)o = (Pe)o,

isto é, ¢"* € int S N (Pg)o-
Além disso, visto que SgF = F e Sg C Se, temos que SgF C SoF = F.
[ ]

Proposicdo 53 Com as notagdes acima, sejam S e Se. O fecho de F = w5'{&}NCy é
o unico conjunto controldvel invariante para o semigrupo Sg em Wél{&)}.

Demonstracao: Com a mesma notacao utilizada acima,
be Sgl/, VbbePF.

De fato, como S é um semigrupo de interior nao vazio, podemos tomar h € int .S tal
que

hb="b

com h em algum subgrupo split de G.
Da equivariancia da fibracao mg, segue que

h(&) = hme(b) = me(hb) = me(b) = &

e portanto, h € int SA’(;.
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Considerando uma mudanca de h para h™, para algum inteiro m, podemos considerar
h € (Pg)o, € assim,

h € int Sg.
Agora, para b’ em um subconjunto aberto e denso em Wél(fo), temos
h'Y —s b, quando n — oo
e portanto, b € fe(Sgb’), e como
hb=0b, h € intSg
temos b € Sgb'.
Agora, como (Po)o = MoAeNg e AgNg é subgrupo normal de (Pg)o, pois AeNg
normaliza Me, a agio de AgNg em 7' (&) depende unicamente da agao de
I'e = So/(AeNg)
que é semigrupo de interior nao vazio em

(Po)o/(AeNg) ~ Me.

Sejam Z(g(©)) o centralizador de g(©) em Mg, e mg a dlgebra de Lie de Mg. Como
cada subgrupo normal de um grupo de Lie semi-simples é fechado, e o centralizador
3(9(0©)) & normal, segue que 3(g(©)) é um subgrupo de Lie fechado.

Mais que isso, uma vez que o centralizador do grupo e da &lgebra coincidem, temos
que a algebra de Lie de Z(g(0)) é exatamente g(©)1, complemento ortogonal de g(©)
com relagao ao produto interno referente a forma de Cartan-Killing.

Seja

G(0©) = Me/Z(9(0)).
Temos que a algebra de Lie de G(O) é isomorfa & g(0), pois

9(0) ~ me/g(0)".

Visto que g(©) é semi-simples, G(©) também é semi-simples.
Agora, observe que Z(g(0)) C Mg C M, e portanto,

Z(9(©))bo = b,

e como Z(g(0)) é subgrupo normal, a agdo em 75" (&) é trivial.
Dessa forma, a acao de Sg em 7T61<§0) depende somente da acao do subgrupo

S(©) = Se/Z(8(©))
de interior nao vazio, e portanto,
F=mg'(&%)NCo

¢ conjunto controlavel invariante para S(©).
Além disso, a Proposi¢ao 20 (cap. 6, parte II) em [30] garante que a intersecgao

Mo N P

¢ subgrupo parabolico minimal do grupo ]\A/[/@, e visto que Z(g(©)) C PN ]\A/[/G), segue
que ﬂél(fo) é¢ também uma variedade flag maximal, e portanto, F' é o inico conjunto
controldvel invariante em 75" (&).

|
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5.2 Um Subgrupo do Grupo de Weyl e Tipo Flag de
Semigrupo

Uma vez caracterizados os conjuntos controlaveis na variedade flag maximal como
sendo conjuntos do tipo D,,, é possivel estabelecer uma bijecao entre um subgrupo do
grupo de Weyl e tais conjuntos controlaveis.

A principio, estudaremos quais w € W sao correspondentes ao conjunto controlével
invariante na variedade flag maximal.

Com as mesmas notagoes da se¢ao[1.2] isto ¢, com A = {a™ € G/MA : a™Nint S # 0},
a projecao canonica m : G — G/ P, com subgrupo parabdlico minimal P = MAN™T. Seja

C() = W(A)

Queremos destacar os elementos de W que fazem com que Aw seja projetado no mesmo
conjunto controlavel que A em B. Para isso, defina

W(S) ={w e W : D, é conjunto controlavel invariante para S’}
—{weW:D, =D =C).

De imediato nao é possivel dizer que W (S) é um subgrupo de W, mas de fato, o é,
e isso serd visto mais adiante. O que sabemos sobre W (S) ¢ que, para alguma camara
positiva, os elementos deste conjunto sao tais que 7(Aw) € A. Além disso, a dependéncia
em A na definicdo de W (S) indica uma necessidade de fixarmos a priori uma camara de
Weyl positiva AT, por isso, quando necessério, também indicaremos W (S) por W (S, A*).

Fixado A™, o conjunto W(.S) pode ser descrito como o subconjunto dos w € W, tais
que

acA e wlaw)=mn(gwg tA") € Cy

onde o = gA*, g € G, e w € M* é representante de w € W. Observe que, se AT = gAT,
entao W (S, A) = gW (S, AT)g~ 1.

Proposicao 54 Fize uma decomposicao de Langlands e uma camara positiva A™. Supo-
nha que by = MAN™T € Cy. Entdo, sao equivalentes as sequintes afirmacoes:

e we W(S).
o N+?,lv)b0 C Co, Se A+ € A.

e sc AT € A, wby € Cy, onde w € M* representa w € W.

Demonstracao: Suponha que w € W(S). Como by € Cp, existem h € AT en € Nt
tais que

hn € int S.

Primeiro, supondo que n = 1, temos h € int S, e portanto AT € A. Visto que a acao
a direita de w em AT coincide com a agao a esquerda de qualquer representante de w,
temos

why = wn(AY) = m1(WA") = (AT w),

logo, wby € m(Aw) C Cy.
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Agora, observando que Cj é um conjunto aberto, podemos tomar uma vizinhanca da
identidade U tal que

Uwby C Cy.

Essa vizinhanca nos ajuda a reescrever N de modo a ver cada termo de NTwby como
um elemento de int S agindo em um elemento de Cj.
Dado n € N, temos

h=*nh* — 1  quando k — oo,

e assim, dado U, existe k suficientemente grande para o qual
h=knh* e U,
logo, n € h*Uh™*. Entao, obtemos a seguinte caracterizacio para N7,
Nt = Jnrunt.
n>0
Por outro lado, como M* centraliza A,
(R*UR™)wby = W*Uwh™*by = h*Uwby.
Com isso, h* € int S, Uwby C Cy, e Cy = (int S)Cy implicam em
(R*UN )by € C.

e portanto, N*twby C Cj.

Para o caso geral, tome ng € N* tal que hn = nghn,*. Deste modo, ngA*ny*Nint S #
0.

Lembrando que w é um representante de w no normalizador de AT, entao noﬁngl é
um representante de w no normalizador de ngATng!, segue que

N+n0@n51b0 = (n0N+n61)(nownal)bo = N+11760 S CO

mostrando que, de fato, a primeira condi¢ao implica na segunda.
Perceba também que a reciproca é verdadeira. Suponha que AT € A, e NTwby C Cy.
Entao,

m(nowng ' AT) = nowng 'r(A™)
= nozﬂnglbo
= nowby € Cy
com ngA*tngt Nint S # 0, e portanto, w € W(S).
Temos ainda que, a segunda condicao implica na terceira, trivialmente. E que a

terceira condi¢ao implica na segunda tomando g = 1.
]

Proposicao 55 Com as notacoes acima, W(S) € subgrupo de W.
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Demonstracao: Seja C' o Gnico conjunto controlavel invariante em G/P.

Inicialmente, W(S) # 0 , pois 1 € W(S), uma vez que D; = C.

Agora, fixe uma decomposicao de Langlands P = M AN associada a uma decompo-
sicao de Iwasawa G = KAN™, e uma camara de Weyl positiva A*. Tome by = P € Cj.
Sejam wq, ws € W(S), e tome wy, wy € M* representantes de w; e wy, respectivamente.

Temos que by = m(A™), onde 7 : G/MA — G/MANT é a fibragao canonica, com
At Nint S # 0. Entao, pela Proposicao W1 by, Waby € Cy = w(A). Tomando

a=w A"
pela equivariancia da fibracao canonica, segue que
() = m(w AY) = wiby € C

e assim, o € A.

Além disso,
_ —1
Wy = W W2w; «
_ -1 +
= wiwowy (w A™)
= wywy AT,
isto é,

@ﬂﬁgbg = 7T(?1)1’LU2A+) = ’/T(Oé’LUQ) S ’/T(Awg) - Dw2 = Co,

e novamente pela Proposi¢ao 54} temos wyw, € W(S). Logo, W (S) ¢ subsemigrupo em
um grupo, portanto, um subgrupo de W.
[

Fixado um conjunto canonico de decomposicoes de Cartan e Iwasawa, e supondo
int SN A # ), retomamos a notagao do capitulo [4.1}

o N\g={H €a:exp(tH) € int S, para algum t > 0};
e A={he€ A:3nec NT tal que hn € int S};
e e A={H € a:exp(tA) € A para algum ¢ > 0}.

Temos Ag e A cones convexos com interior nio vazio em a, ey C A.

Uma vez garantido que W () é subgrupo, pelo Lema , se w € W(S), entao, w™Ay C
K, e por isso whAy C A. N

Desta forma, é possivel definir um cone convexo W (S)-invariante contido em A

I =1(S)

como sendo 0 cone convexo gerado por

Neste ponto, temos duas possibilidades: Aé proprio em a, ou A=a.

Teorema 19 Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples sobre um corpo K de caracteristica
zero. Se X # 0 € um elemento nilpotente em g, entao existem H,Y € g tais que

[H,X]=2X, [H)Y]=-2Y, [X,Y]=H.
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Lema 20 Sejam G um grupo de Lie conexo semi-simples de centro finito, e S um semi-
grupo em G. Suponha que exista X € g tal que ad(X) € nilpotente, e exp X € int S, entdo
S=3a.

Demonstragao: Uma vez que GG é suposto conexo, podemos considerar GG o grupo dos
automorfismos internos Int(g). Isso ocorre porque Int(g) é isomorfo ao quociente de G
pelo se centro Z(G), o que faz da projecao

G — G/Z2(Q)

um fibrado principal com grupo compacto, e como consequéncia do Teorema 3 em [24],
temos S = G, sempre que S/Z(G) = G/Z(G).

De fato, uma vez que Ad(X) é nilpotente, entdo o Teorema de Engel garante que X
é nilpotente, e portanto, segue do Teorema [19 que X pertence a uma algebra isomorfa a
s[(2,R), isto é existem H,Y € g tais que

[H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=H.

Seja go a algebra de Lie gerada por X, H e Y, e denote por Gy o subgrupo conexo de
Intg com algebra de Lie go.

Como Gy é subgrupo de Lie de um grupo linear, GGy tem centro finito e portanto, dado
Z € go, 0 subgrupo de 1-parametro

L ={exptZ :t € R} C Gy
é compacto se, e so se,
{exp(t ady,(Z)) : t € R} C Int(g)

é compacto.
Seja € > 0, defina

Z. =X — % e g,.
Entao,
ad(Z.)X = [X — €Y, X]

= —%Y, X]
=e?H

ad(Z.)H = [X — €Y, H]
= [X,Y] - <[V, H]
= —2X —2%Y

ad(Z.)Y = [X — €2V, Y]
= [Xv Y]
=H
Logo, a matriz de ady,(Z) é dada por:
0 -2 0
e 0 1
0 —2% 0
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que tem autovalores 0 e £2¢i, e portanto,

{exp(t ady,(Z)) : t € R}
é compacto, e segue que

{exp(t Z.) : t € R} C Gy

também é compacto, e {exp(t ady,(Z)) : t € R} C Int(g).

Como a exponencial é um difeomorfismo local, é possivel tomar € > 0 suficientemente
pequeno de modo que exp(t Z.) € int S.

Logo, existe um subgrupo compacto L C G tal que L Nint S # (). Agora, observe que
LNint S é um subsemigrupo de interior nao vazio em L.

Seja comp(G) conjunto dos elementos compactos de G. Se S é um subsemigrupo de um
grupo topologico conexo G, entdo, S é proprio em G se, e somente se, comp(G)Nint S # (.
Esse fato pode ser verificado da seguinte forma, suponha que exista a € comp(G) Nint S,
entao tome uma vizinhanga simétrica da identidade U tal que gU C S. Como g € comp(G)
é possivel tomar n € N tal que

gt el
e entdo, 1 € ¢g"U~L, e segue que
¢"'gU C Sint S Cint S.

E, portanto, S contém a componente conexa da identidade de G, e como G é conexo,
segue que G = S.

Reciprocamente, 1 € comp(G), e assim, supondo que S ¢ G, entdo 1 ¢ int .S, logo
S #G.

Como L é subgrupo compacto e L Nint S é subsemigrupo de interior nao vazio, segue
o resultado.

|

Teorema 20 Sejam G um grupo de Lie semi-simples conexo com centro finito e S um
subsemigrupo de G tal que int S # (). Suponha que o conjunto controldvel invariante para
S na variedade flag mazimal B = G/P € o proprio B. Entdo, S = G.

Demonstracao: Sejam b € B e P o subgrupo parabdlico minimal correspondente. En-
tao, pelo Lema [15| existe uma decomposicao

P=MANT
com ANint S # (. Seja p =m +a+nt a algebra de Lie de P, segundo o Lema [16]

w T CA, YweW.

e, portanto, A intercepta qualquer camara em a. Sendo A um cone convexo, entao A=a.
Segue que existem h € A e ny,ny € N tais que

h~' noh € int S
e, portanto,

n = nyny = nohh~'ny € int S,
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ou seja, Nt Nint S # 0, e assim, segue o resultado.

]

Seja G = KANT uma decomposi¢ao de Iwasawa de um grupo de Lie semi-simples G.
Fixe AT uma cAmara positiva no subgrupo split. A acao a esquerda de um elemento split
regular h € AT em G/MANT define um difeomorfismo cujos pontos fixos sdo variedades
da forma

wP = wby, we M.
De fato, seja h € AT, defina o seguinte difeomorfismo

v G/MAN® — G/MAN*
gMANT +— A(gMAN') =hgMANT.

Suponha que gMAN™ é um ponto fixo desse difeomorfismo. Entao,
gMAN*Y = hgMAN™
0 que equivale a dizer que
ghg™' € MAN™.

Note que qualquer conjugacao de um elemento split regular é ainda um elemento split
regular, em particular, ghg~' € A. Logo, existe h’ € A tal que ghg~* = h € A. Mas, por
definicao, isso ocorre quando g pertence ao normalizador de A em G, isto é, g € M*. E,
portanto, ¢ = w é um representante de algum w € W, e assim o ponto fixo para 7y, é da
forma

gMAN™ = @GP = @by, @€ M*.

Em resumo, para cada h € A", tem-se um difeomorfismo 7, cujos pontos fixos sao da
forma wby, w € M*. Por isso a seguinte defini¢ao

Defini¢do 54 Sejam h € AT eby =P = MAN™. Os elementos
wby € G/P, weM*
sao chamados h-pontos-fizos do tipo w.

Cada h-ponto-fixo do tipo w é, na verdade, um atrator para a variedade N~ wby,
isto ¢, a acao a esquerda por um elemento split regular iteradamente converge para o
h-ponto-fixo.

De fato, seja wby h-ponto-fixo do tipo w , tome nwby € N~ wby, segue que

h(nwbgy) = hnwby = (hnwh™)hwby = (hnh™')why
e indutivamente, temos
h*(nwby) = (K*nh=")why.
Pela Proposicao (13, segue que

lim A*nh™% =1,
h—o00
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e, portanto,
h*(nwby) = (h*nh™)wby — why. (5.1)

quando k — oo.

Dessa forma, cada ponto fixo é um atrator para a o6rbita de ~y;, numa variedade N~ wb,
que ¢ dita uma variedade estavel para h, ou uma variedade h-estavel.

Quando A = a, Ad(S) = Ad(G), entao, pelo Teorema S & um semigrupo proprio
de GG somente se G nao tiver centro finito. Este caso nao serd considerado, pois, desde o
principio tomamos G com centro finito. B

Entao, seja A um cone convexo proprio em a. Como I' C A, temos que W(S) é
um grupo que deixa um cone convexo proprio invariante. Visto que W (S) é finito, isso
equivale a dizer que existe H € a nao nulo, tal que

wH=H, YweW(S)

Pelo fato de I' ser um conjunto invariante por W(S) em a, cada ponto fixo pode ser

escrito da forma
H= > wH
weW (S)

com H’ podendo ser qualquer vetor nao nulo em I'. De fato, para ver isso, basta aplicar
qualquer w € W(S) em H escrito como o somatorio acima, para ver que apenas mudamos
a ordem da soma dos seus termos.

Logo, podemos tomar H no fecho de uma camara a™, tal que

at A #£0

(note que H esta na fronteira de a a menos que W(S) = {1}).
O seguinte resultado, ja conhecido na literatura, serd usado no teorema subsequente.

Teorema 21 (Chevalley) Sejam E espago vetorial e F' C E subespaco de E. Dado W
o subgrupo de W que deiza F invariante em cada ponto. Entao, W(F) é gerado pelas
reflezoes wy,, com o; € X, tais que I’ é invariante em cada ponto.

Teorema 22 Fize o conjunto canénico de decomposicoes, isto é, G = KANT ¢ P =
MANT. Tome by € Cy, e AT € A. Entao, W(S, AT) = W, para algum © C X, onde X
€ o sistema simples de raizes restritas associado a decomposicao de ITwasawa determinada
por by.

Demonstracao: Seja H um ponto fixo de W (S) no fecho de uma camara positiva a*
que intercepta A.

Associado a at existe um sistema de raizes Y.

Pelo Teorema de Chevalley, o subgrupo de W que deixa H invariante é da forma Wg
com O C X e Wg o subgrupo gerado pelas raizes em ©. O referido conjunto © é dado
exatamente pelas raizes que se anulam em H, isto é,

©={acX:alH)=0}

Entdo, segue que W (S) C Wg, para um certo © C X.

Agora, escolha H com as mesmas caracteristicas anteriores, e que seja de regularidade
maximal, isto ¢, tal que © tenha a menor quantidade possivel de elementos. Entao, é
possivel mostrar que W (S) = We.
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De fato, seja Pg o subgrupo parabdlico associado a O, e considere a seguinte fibracao
equivariante

e G/P—)G/P@

Denote por C' e Cg 0s respectivos conjuntos controlaveis invariantes para S em G/P
e G/Po. Sejam

b(] € Co € £0 = W@(bo) € (C@>0,
e defina
Cgo = C N Wél(&)).

Pela Proposigao C¢, é o conjunto controlavel invariante para S(0), que é subsemigrupo
de grupo G(O), que por sua vez tem &algebra de Lie

g(©) =nt(0) +a(O) +n (O).

Como visto na demonstracao da Proposicao , a fibra ﬂél(fo) coincide com a flag maxi-
mal de G(0), e W(0O) é o grupo de Weyl de G(O).
Observando que by € Co N 7' (&) C Cg,, entdo

w by € C§0

se w € W(S). Logo, W(S) é subgrupo de W (S5(0)).

Por outro lado, a minimalidade de © garante que nao ha vetores nao nulos invariantes
por W(S) em uma subélgebra split a(©) de g(0). Como W(S) C W(S(0)), concluimos
que W(S(©)) ndo deixa qualquer cone em a(©) invariante. Entdo, utilizando o Teorema
temos que S(0) = G(0), com Cg, = 75" (&)

Assim, segue que wby € C¢, C C', Vw € Wo. E, do Lema , temos que w € W (S),
e, portanto, W (S) = We.

u

Corolario 9 Com as notacoes acima, seja Co o conjunto controldvel invariante para
S(©) em G/Ps. FEntao,

C' =g (Co)
onde mg : G/P — G/Pg € a fibra¢io candnica.

Demonstracao: Uma vez que G/ P é compacto, Cg é um conjunto controlavel invariante
para S em G/Pg, e Cg, = C N 7o' (&) com & € (Cg)o. Entdo, pela Proposigao 45| item
2, temos que C' = 75" (Co).

|

A seguir veremos um resultado que estabelece certas equivaléncias que caracterizam
o fato de um elemento w pertencer a W(S). Para isso, faremos uso da decomposicao
multiplicativa de Jordan, que é explicada abaixo.

Um elemento X € gl(n,R) é chamado semi-simples se, visto como um elemento de
gl(n,C), X for conjugado a uma matriz diagonal. Quando todos os autovalores de X sdo
reais, X é dito ser um elemento semi-simples real. Uma matriz u € gl(n,R) é chamada
unipotente se u — 1 (1 denota a identidade) for uma matriz nilpotente. Uma matriz
g € GL(n,R) é chamada eliptica quando todos os seus autovalores em C tem norma 1, e
hiperbolica se todos os seus autovalores em C' tem médulo maior que 0.
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Lema 21 Cada g € GL(n,R) pode ser escrito de forma inica como
g = ehu

com e, h,u € GL(n,R), e uma matriz eliptica, h hiperbdlica, e u unipotente, e ainda, o0s
trés termos comutam.

Demonstracao: Partindo da decomposicao de Jordan aditiva, temos
g=s+mn
com s semi-simples e n nilpotente, tais que
n=mnys = sn.

Tome n = s 'n; e w =1— s 'ny. Entdo, n é nilpotente e u é unipotente. Isso define
uma decomposicao de Jordan multiplicativa para g,

g = su = us,

e da unicidade da decomposicao aditiva, segue a unicidade desta decomposicao, também.

Visto que s é semi-simples ela é conjugada a uma matriz diagonal. Como, cada matriz
diagonal pode ser decomposta como produto de uma matriz diagonal com elementos de
norma 1 e uma matriz diagonal com elementos nao todos nulos como um produto de
matrizes elementares, temos que s se decompoe de forma tinica como

s—eh = he

com e eliptica, e h hiperbolica.

Como g ¢ fixo pela conjugacao complexa entao o mesmo acontece com e, h, e u. Logo,
e,h,u € GL(n,R).

]

A decomposicao acima é chamada de decomposi¢ao multiplicativa de Jordan completa.

Agora, podemos caracterizar os elementos dessa decomposicao nos termos de uma
decomposicao de Iwasawa, tal como no teorema abaixo.

Teorema 23 Sejam g uma dlgebra de Lie semi-simples sobre R, e G o grupo adjunto
Int(g). Seja G = KAN™T uma decomposicao de Iwasawa de G. Entao, tem-se:

e g € G € eliptica se, e somente se, é conjugada a um elemento em K.
e g € G € hiperbolica se, e somente se, € conjugada a um elemento em A.

e g € G ¢ unipotente se, e somente se, € conjugada a um elemento em NT.

A partir dessa caracterizacao, podemos extrair formas equivalentes ao fato de w per-
tencer a W (S, AJ) que serdo tteis em resultados posteriores.

Corolario 10 Suponha Ay o subgrupo split com uma camara A fivrada. Entdo, sdio
equivalentes as sequintes afirmacoes:

1. we W(S, Af).
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2. Eziste um subgrupo parabolico minimal P = MAN™T e g € PNint S tal que g = hn,
heA ne Nt ewh = h, onde w é um elemento do grupo de Weyl de A que
corresponde a w sob um isomorfismo obtido pela conjugagdo que leva A na cimara
positiva contendo h.

3. Eziste um subgrupo split Ay e a € A;Nint S, tal que w”a = a, com w” um elemento
do grupo de Weyl de Ay que corresponde a w por um isomorfismo obtido por uma
conjugacio que leva A em uma cdmara contendo o elemento a.

Demonstragao:
e (1) = (2)

Seja w € W (S, Al). Entao, existe um elemento H € af tal que H € ANal, e
portanto, h = exp(H) € A} ¢ um elemento fixado por w de modo que hn € PNint S,
com n € NT para uma decomposi¢io P = MAN™T, com Aj uma camara positiva
para A.

e ((2) = (3))
Sejag=hne PNintS,comhe Aene NT, e tal que w'h = h.

Considere a decomposicao multiplicativa de Jordan, isto é,

9 = 9sGu = GuZs

com g, unipotente e g, semi-simples. Como G é um grupo de Lie real, e h € A onde
A é um subgrupo de elementos diagonalizaveis, entao seus autovalores sao todos
reais,o que faz de h um elemento hiperbolico. Considerando a decomposicao de um
elemento semi-simples em produto de um hiperbélico por um eliptico, segue que
gs deve ser também hiperbolico, e assim, pelo Teorema 1.4.3.3 em [35], h e g5 sdo
conjugados, e g, € A; para algum subgrupo split A; de G.

Agora, seja Mg o centralizador de A; em GG. Entao, © é um subconjunto do sistema
simples de raizes associado a uma camara de A; que tem gy em seu fecho. Uma vez
que g5 e g, comutam, temos g, € Meg.

Visto que g, é unipotente, pelo Teorema 23] g, ¢ conjugado a algum N7t de uma
decomposicao de Iwasawa G = KAN™, Logo, g, pode ser tomado da seguinte forma

Ggu = €Xp T
onde X pertence a uma algebra de Lie nilpotente, isto é, ad(X) é nilpotente, e assim
como no Lema é possivel aproximar g, por elementos compactos.
Seja b € M@ um elemento compacto tal que b* = 1 para algum k& € N, e proximo o

suficiente de g, de modo que

gsb € int S.

Tome a = g*, entdo a = g“b* = (g,b)* € int S. Além disso, observe que um elemento
do grupo de Weyl de A; fixa a se, e somente se, este elemento fixa g;.

Uma vez que g, é conjugado a h, existe ug € G tal que ugAug' = Ay, com ughuy' =
gs, € assim, tomando u = u’g, temos

whu™' = a.
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Sendo h e a conjugados por u, a acao deste elemento sobre as camaras de Weyl
deve levar uma camara que tem h no seu bordo, em uma camara que contém a, e
consequentemente, gs no seu fecho.

Note ainda que h € AT NwAT™ se, e 86 se, wh = h, pois a W-orbita de h intersecta
cada camara uma tnica vez. Dessa forma, se w; é um elemento do grupo de Weyl
de A que fixa h, a conjugacao por u leva as camaras w; AT na camara contendo a,
enquanto um wy no grupo de Weyl de A; que fixa a € Af leva a camara AJ na
camara wy AT,

e (B)= (1))

Seja A; um subgrupo split e a € A;Nint S tal que w”a = a para algum w” no grupo
de Weyl de A; correspondendo a w € W (S, AD).

Quando w” = 1, o elemento fixado por w” ndo é necessariamente de fronteira, nada
mais precisa ser demonstrado. Caso contrario, seja A a camara que tem a em seu
bordo. Entao,

w”a =a € int S,
e assim, w” A intercepta int S, e portanto,
IUHAT S Al

onde A; corresponde a A; de modo anélogo a A para A. Assim, temos que w” €
W (S, A7), e entdo, segue que w € W(S, A).

Teorema 24 Os conjuntos controldveis efetivos D, e D, coincidem se, e somente se,

W(S)w, = W(S)ws.
Demonstracao: Fixada uma escolha canonica com by € Cy e AT € A. Suponha que
W (S)w, = W(S)w,.

Sejam wy, ws € M* representantes de wy e wy de W(.S).
Inicialmente, como wy,wy € W(S), temos

@160 € le e ’LTJQb() € Dw2.

Pelo Lema @1[)07{[}21)0 € Co, lOgO lTJQ’LAUll_lbO S C().
Sejam P’ = M'A'N*t e A%’ escolhas canodnicas com relagio a w,w; *. Observe que

wlbo - @1(@51'&721)0)

= (W Wy V) Wo (W, 0y " by)

Como w1by é um h'-ponto fixo e nwby € D,,, podemos tomar um elemento regular
h' € A tal que I/ € int S, e assim

(R*nh= ) by = h*(nwyby) — w1bg

com k —» 00, isto é, wyby € fe(Sx) N D, para x = nwiby. Considerando a ordem entre
conjuntos controlaveis, temos que D,,, < D,,.
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Por outro lado, wyw; by € Cp, e assim, tomando uma escolha canénica de decompo-
sicio de Iwasawa P” = M"A"N"* e camara positiva A” adaptada a wyw; 'by de modo
analogo ao realizado em wyw; *, obtemos as mesmas conclusdes. E, portanto, Do, < D,,.
Conclui-se que D,,, = D,,.

Reciprocamente, suponha que D, = D,,, com by = P = MAN*t e AT € A fixados.
Tome W(S) = W (S, AT) , e considere uma decomposigao de P relativa a wyby, isto é,

P =wyMAN w;' = MAN,,

com N, = woNtwy'. Com relacdo a essa decomposicio, defina os seguintes conjuntos

Ap={heA:3neN,, tal que hn € int S}

Ay ={H ca:exp(tH) € Ay, t >0}

analogos a A e Ay definidos anteriormente. Temos que Ay e Ay sdo cones convexos em
a. Além disso, como AT € A algum elemento de a® é levado pela exponencial em um
elemento de A que intercepta o interior de S, e portanto,

Kgﬂa—i_?é@.

Além disso, Ay N wowy tat # (). De fato, wyby € D,, = D,,, e portanto, dado h €
At Nint S

hiaby = Waby € Dy,

De fato, para verificar isso, note que M™* normaliza A, e assim wyby esta no conjunto de
transitividade de D,,,,

Waby € (D, )o

E ainda, lembrando que os pontos fixos de um elemento regular b’ € wyw; ' At = A
sao dados por

TP = @ (@@, by)
para @' € M*'. Entao, podemos dizer que
e QN e~ ]~ ]
w1 bo (Wawy ) wa(wewy )™ (wewy ~by)

¢ um h'-ponto fixo.
Agora, do mesmo modo que foi feito no Teorema dados um elemento regular
e At ene Nt existe ng € Nt tal que

—_ !
noh'ng = h'n € ngA™'ng,

e, portanto, os pontos fixos nas outras variedades do tipo N~ wby, da decomposicao de
Bruhat, sao da forma

717:(71 bo .
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Uma vez que D,,, contém pontos que sao fixados por um elemento de int.S para ao
/
menos um n € N1, temos

TLFLAUllbo S Dw2~
Entao, pelo Teorema existe b € (Cj tal que
UAJJQb() - l/(b, wl),

onde v(b,w;) = w{aw; € G/MA : a € 7~ '{b} N A}, isto &, existe g € intS tal que
gb = by € Cy, e assim, ga € uma camara positiva para by contendo g de modo que

m((ga)wi) = wigm(e) = wi(gbo) = wib.

ou seja, a imagem de ga pela acdo de w; é uma camara positiva para wbg.
Se g estd em uma camara positiva para wsbg, temos também

g(wabg) = wWaby.
Pelo Teorema (16| essa condicao é equivalente a dizer que g pode ser escrito como
g="hn
com h' € wyw; *A*, e n € N,,, pois,
W Wa; AT = Wy (AT ws.)
Com isso, podemos afirmar que
Ay N Wiy tat #£ 0

pois I/ esta nessa intersecao.

Agora, o objetivo é mostrar que wow; ‘W (S) = W (S). Para isso, vamos verificar que
existe uma sequéncia finita de termos em W (S) que levam w,w; 'a® em a*, e de modo
que, em determinado instante, essa sequéncia retorna para a identidade do grupo.

Pela convexidade de As, podemos tomar Hi,---,H, € a elementos regulares que
satisfazem as seguintes condigoes:

1. H € ﬁgfﬁfla* e H, € a*;

2. Denotando por {H;, H;y1} o segmento que liga H; a H; 1, temos {H;, H;.1} intei-
ramente contido em Ay, paratodoi=1,---k—1;

3. Se osegmento { H;, H; 11} cruza a fronteira de uma camara, isso ocorre com { H;, H; 11}
atravessando um hiperplano que anula uma tnica raiz;

4. Qualquer segmento {H;, H;y1} esta contido na unido de no maximo duas camaras.

Sejam H,;' € {H;, H;11} o elemento que intersecta o hiperplano como descrito no item
3,es; € W tal que s;(H;) = H/, parat = 1,--- ,k — 1. Como os elementos do grupo
de Weyl sao isometrias e agem permutando as camaras, pelo fato de fixar H,’, s; é uma
aplicacao que troca as camaras que contém H; e H; ;. Com isso, podemos dizer que, para
cadai=1,--- ,k—1,

~ ~—]
S§iSi—1 - S1WaWq
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¢ um isomorfismo que leva um elemento split regular h € int SN A" na camara associada
a que contém H;' no seu fecho em a, isto é. Dado W (S, A;") o grupo de Weyl com relagao
a

§iSi—1°"" 51”&521751_114*.

Entao, pelo Lema temos s; € W (S, A), o que significa que por meio de uma conju-
gacao por S;S;_1--- 511'52@;1 de s; temos

(sisi—l tet slﬁgﬁfl)_lsi(sisi_l cee 811’521’171_1) € W(S7 A+) = W(S)

paracadat=1,---k — 1.
Uma vez que, por construcao,

SkSk—1""" 811’1721’171_1&-’_ = a+
segue que s;5;,_1 -+ s1WW; - = 1, e portanto,
(Si—l cee Slﬁgﬁfl)_lsi(sisi_l cee 81{172’[1\)/1_1) = (Si—l s 81@26;1)_1 S W(S),
e entao,

SiSi—1 """ 8112)/2’&7171 S W(S)

paracadat=1,--- ,k— 1.
Agora, supondo que para dado j — 1, sp_(j-1), Sk—(j—2), - , Sk € W(S), defina

~ o~
Wj = Sg—j+1Sk—j "+ S1Wa2Wy = € W(S)

para 2 <5 < k+ 1.
Dessa forma,

SkSk—1 """ Sk—j(Sk—jp18k—j *** S1WeWy ) =1
logo,
Sk—j = (SkSk—1- - sk,jﬂ)’le’l e W(9)
Aplicando o segundo principio de inducao, temos em particular que,
wow; ' € W(S)

isto &, W(S)w, = W(S)ws.
]

Corolario 11 Com as notagoes acima, firada uma camara AT, temos W(S™!, AT) =
W (S, A™).

Demonstragdo: Sem perda de generalidade, podemos supor que AT € A, afinal, isso
pode ser conseguido a menos de uma escolha para a camara positiva, o que implica numa
conjugacao dos subgrupos de W do tipo W (S).

Fixe wy € W de modo que

U)()Cl+ = —Cl+.
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Entao, D,, € o conjunto controlavel minimal para S, e, portanto, o conjunto de tran-
sitividade do conjunto controlavel invariante para S~!. Seja o = AT € A. Entdo, sua
projecao m(a) = by estd em Cp = 7(A).
Como W (S~ AT) é subgrupo de W, s € W(S™1, AT) se, e somente se, swoby € D, .
Visto que by € Cy, supondo s, wy € W(S™ AT), entdo D,,, = Dsy, €, portanto, pelo
Teorema segue que

W(S, AT)swy = W (S, A" )w,
0 que equivale a
W (S, AM)swowy* = W(S, AT)
algo que ocorre somente quando
swowy ' =5 € W(S, A™),

e portanto, W (S~ A*) = W(S, A™).
]

Corolario 12 Suponha que D,, = D, e wowy" nédo tem pontos fizos nio nulos em a.
FEntao, Ad(S) = Ad(G).

Proposicao 56 Seja © um subconjunto do sistema simples de raizes tal que W (S, AT) =
We. Denote por Co o conjunto controldvel invariante para S em G/Pg. Seja {§ = Po, €
suponha & € (Co)o, entdo Cg C N™&.

Demonstracao: Suponha que Cg nao estd inteiramente contido em N~&y, isto é, Cg
intersecta o complementar de N~&. Seja h € AT Nint S. Considerando a decomposicao
de Bruhat generalizada para subgrupos parabdlicos,

G = U NtwPg

wEW/W(_)

onde Wg é o centralizador de ag em W, cada célula é uma variedade h-estavel, e dessa
forma, é possivel dizer que o complementar de uma variedade aberta e densa dada por
N~y é um conjunto fechado (uma unido de variedades estaveis para h). Cada variedade
estavel estd associada a um h-ponto fixo, se um elemento em alguma dessas células per-
tence a Cg. Entao, uma sequencia de termos em int S leva tal elemento no h-ponto fixo
correspondente a célula o que faz com que esse ponto fixo esteja ainda em Cg, isto é,
existe & € Cp tal que h& = &;.
Uma vez que os h-pontos fixos sao da forma w&y, temos

&1 = wéo

para algum w € W — Wg, uma vez que, para qualquer w € Wg temos w&y = &.
Seja by = P. Entdo, por hipotese, mg(by) = &, e entdo, by € mg'{&}. Entdo, temos
que,

Why € g {&} = 1o {W} = 75 {1},

e portanto, como & € Cgo = me(C), temos wby € C. Ainda, visto que & é fixo por
h € int S, temos wby € Cy, e pelo Lema conclui-se que w € W (S, A"), o que contraria
a hipotese de W (S, A*) = We.

[ ]
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5.2.1 Tipo Flag De Semigrupo

Fixado um subgrupo paraboélico minimal P(= Fj) e uma camara de Weyl positiva,
temos uma familia de subgrupos parabélicos Pg, com © C ¥, onde X é um sistema simples
de raizes associado a camara fixada.

Como visto anteriormente, no Teorema [22 o conjunto controlavel invariante para S
em G/Pg é a projegdo do conjunto controlavel invariante C' de G/P. Dessa forma, os
semigrupos em G podem ser distinguidos de acordo com a geometria dos seus conjuntos
controlaveis invariantes. Ainda, pelo o Teorema 22] vimos que o subgrupo

W(S)={weW:D, =D}

¢ um subgrupo de W gerado pelas raizes em ©, para algum © C ¥. Assim sendo, definimos
uma aplicacao que associa a cada semigrupo de interior nao vazio S um subconjunto do
sistema simples de raizes,

S+ 0(S).
Essa aplicacao é uma bijecao como mostra a Proposicao abaixo:

Proposigdo 57 Eziste © C X tal que 7o' (Co) C G/P é um conjunto controldvel in-
variante para S com Cg contido em uma variedade estdvel para algum elemento regular
real se, e somente se, esse © é mazimal satisfazendo a condicio de mg'(Ce) C G/P ser
conjunto controlavel invariante para S.

Com essa proposicao sao estabelecidas as bases para a formalizacao da ideia de tipo
flag (ou parabdlico) de semigrupo, que surgira de diferentes formas em [20], [2I] e [25].
Essa formalizacao pode ser dada como a seguir.

Definicao 55 Denotamos o subconjunto de > que € mazimal com a propriedade de 7161(0@) -
G/ P ser conjunto controldvel invariante para S por ©(S), e dizemos que ©(S) € o tipo
flag de S. Ainda, qualquer semigrupo préprio de interior nao vazio € do tipo flag © para
algum © C X.

5.3 Conjuntos Controlaveis nas outras Variedades Flag

Quanto ao comportamento dos conjuntos controlaveis efetivos sob fibragoes equivarian-
tes, ja é conhecido que conjuntos controlaveis efetivos sao projetados dentro de conjuntos
controlaveis efetivos. Para variedades flag, é possivel explicitar uma relacao ainda mais
precisa, a de que os conjuntos controléaveis efetivos em G/Pg sao projecoes dos conjuntos
controlaveis efetivos em G/P.

Proposicao 58 Sejam B = G/P a variedade flag mazimal e bo = G/Po uma variedade
flag, com Po um subgrupo parabdlico associado a um subconjunto © do sistema simples
de raizes. Considere a fibracdo canonica me : B — Bgo. Se E € um conjunto controldvel
efetivo para S em Be, entao existe w' € W tal que

Te((Dw)o) = Eo

para todo w € w'Weg.
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Demonstracao: Seja £ € Ey e Qo 0 subgrupo de isotropia de £&. Tome b € wél{ﬁ} e b,
o subgrupo de isotropia em b. Para alguma decomposicao de Langlands de P, temos um
elemento split regular h € P, tal que hb = D.

Da equivariancia da fibracao mg, temos

hé = hre(b) = me(hb) = me(b) = €.

Fixe um conjunto canoénico definido por h, isto é, tome A referente a decomposicao
de P, que tem h em sua camara positiva. Temos, pelo Teorema [17] que

be Cy=m(A)

onde 7 : G/MA — G/MANT & a fibracao equivariante que projeta o conjunto das
camaras de Weyl na variedade flag maximal. Além disso, hb = b com h € int S, implica
em b € Cy, com Cy denotando o conjunto de transitividade do conjunto controlavel
invariante C' de G/ P,.

Seja F' = mg{&} a fibra sobre £ em Cy. Entao, os h-ponto-fixos na fibra sdo da forma
wby com w representante de w € W tal que m(wby) = . Isto &, seja w’ € W tal que

w'§y = &,
entao,
wé = w'é
o que implica em
w' ™ wé = &
que ocorre somente quando w' 'w € W, isto é
w € w'We.

Assim sendo, é possivel tomar um elemento we de w'Wg de tal forma que a variedade
h-estéavel para weby em 71'(51{5} ¢ aberta e densa. Seja w = w'w; € w'Weg, entao

T (Why) = mg" (W' by)
= w'w g (bo)
= w'w1 o
= w'é

= &o
Como wby € D, temos £ € mg(D,,), e pelo fato de existir h € int S tal que h{ = &, temos
§ € mo((Duw)o)-
Segue da Proposicao 44| que
¢ € mo(Dy)o C Ep.

Agora, tome 1 € Ej, uma vez que E é o conjunto controlavel efetivo, e n,{ € FEy,
existe g € int S tal que

gn=2¢.
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Com isso, ¢ possivel mostrar que D, < D,,. De fato, se gn = &, temos

976 {n} = 1 {€}.

E além disso, tome w, como elemento do grupo de Weyl tal que w,by é o atrator de uma
variedade aberta e densa em 7g'{¢}. Entao,

Wby € Dy,
e assim,
Wybo € Dy, Nmg' {n} # 0.
Logo,
9Dw, Ngmg'{n} = gDu, Nme'{&} # 0.

Sendo D,,, conjunto controlével efetivo g(D., )o N 7o' {¢} é denso em gD, N7g'{¢} e
portanto, intersecta a variedade aberta e densa em 7@1{5} que ¢é atraida por weby, ou
seja, existe z € D, tal que

hk(gz) — ’(fljgb() S l)w5

quando k — oo, isto é, fe(Sz) N Dy, # 0. E assim, Dy, < Dy,.
Da mesma forma, existe g; € int.S tal que g1 = 7, e com o mesmo argumento é
possivel mostrar que D, < D,, , € assim, conclui-se que D,, = D,
Pelo Teorema segue que

=

e assim, para w € weWe, temos
w e W(S)w,We.

Agora, seja w = wywy,s, com w; € W(S) e s € Weg, entdo D,y = Dy, ,s- Mais que
isso, novamente pelo Teorema vale a seguinte igualdade

W(S)w = W(S)wiw,s = W(S)w,s
ou seja,
Dw - Dw,,s~

Uma vez que w,, é tomado como sendo o elemento do grupo de Weyl para o qual w,by
¢ atrator de uma variedade aberta e densa em 7g'{n}, temos

To(wby) =1
e assim,
N € Te(Duw,s)
E, visto que gn = & € mo(C)), temos também,
N € To((Duw,s)o)-

Logo, n € me(Dy ), mostrando que Ey C mo(Dy)o. Sendo a inclusao contraria garan-
tida pela Proposi¢ao [44] temos

W@(Dw)o =Fky,, YwEe ’UJgW@.
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Corolario 13 Com as notacoes acima, seja D um conjunto controldvel efetivo na varie-
dade flag mazimal G /P, tal que Dy N7g' (Ey) # 0, entdo mo(Dy) = Ej.

Demonstracao: Como cada conjunto controlavel efetivo em G/P é da forma D,,, com
w € W, segue diretamente da Proposicao , que Dy = (Dy)o, para algum w € W, e
assim, g (Do) = Te(Dy)o = Eo.

]

Corolario 14 O nimero de conjuntos controldveis efetivos em G /Pg € igual ao nimero
de elementos no duplo quociente W (S)\W/We, isto é, o nimero de W (S)-drbitas de
W/We.

Demonstracao: Seja Bg = G/Pg uma variedade flag e m¢ : G/P — G/ Py a fibragao
candnica. Denote por DO o conjunto controlavel em G/Pg cujo conjunto de transitivi-
dade é a projegao do conjunto de transitividade de D,, em B = G/P. Assim, como na
Proposicao [58|
Tem-se que, ijl = DSQ se, e somente se,
W(S)U)1W@ = W(S)UJQW@
De fato, por um lado, supondo DS1 = DSQ, temos

71-G)(Dun)O - ﬂ@(Dwz)U

Entao, existe £ € (DS )o = (DY, )o projegao de wyby, tal que w”by estd na mesma fibra
que wiby, e w'by € D,,. Agora, visto que a acado de w; leva fibras em fibras, e pontos
fixos de uma fibra em pontos fixos da outra, podemos dizer que w” é dado da seguinte
forma

/!

w” = ww'

de modo que w'by estd na mesma fibra que by. E, portanto, w' € Wg. Como w"by € D,,,,
segue que

Du, = Dyt = Duppurs
e pelo Teorema [24] temos
W (S)wy = W(S)wiw!,
e, portanto,
W (S waWe = W(S)wiw'We = W(S)w, We.
Reciprocamente, supondo W (S)w;Wg = W (S)wyWe, temos
Wy = W W'
com w; € W(S), e w' € W, entao,
Dy, = Dy
isto é,
W (S wy = W(S)wswrw' = W(S)ww'
e assim, Dy, = Dy, . Observe ainda que
o(Duyw) = Dy, = Dy,

uma vez que w' € Wg, e portanto,

D'L(?Q = W@(Dwz) = W@(lew/) = DSI
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5.4 Exemplos de Aplicacoes

Exemplo 12 Seja G = SL(3,R). Sua dlgebra de Lie g = sl(3,R) se decompée sequndo
ITwasawa como

g=s0(n)®adn’

onde s0(n) € a parte compacta, a € a subdlgebra das matrizes diagonais, e nt € a subdlgebra
das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal. Fizamos a sequinte cdmara
de Weyl positiva

at = {diag(ay,as,a3) € g:a; > ay > az > 0, comay,as, a3 € R}.
Sejam o j 0s funcionais que satisfazem
a;j (H) = Ni(H) — A;(H)

com \i(H) = a; para H € a.
Como visto anteriormente, um sistema positivo de raizes com respeito a escolha de a*t
€ dado por

HJr:{OéZ] Z<]},

que tem sistema simples de raizes dado por

¥ = {ai12, a3}
Seja w,, a reflexao no grupo de Weyl em relagao a . Como sabemos que wq(a) = —a,
e como —a;; = o4, entao, agao do grupo de Weyl sobre um elemento split pode ser

interpretada como a aplicacao que realiza a transposicao das entradas i e j das matrizes
diagonais.

Visto que o grupo gerado pelas transposicoes de termos sucessivos € exatamente o grupo
de permutagoes, existe uma identificacao entre o grupo de Weyl de SL(3,R) e o grupo Ps
de permutacoes de 3 elementos .

Por ssmplicidade, adotaremos

W =Py = {1,(12), (23), (123), (132), (13)},

isto €, tomamos o grupo de Weyl como o grupo das permutacoes entre trés elementos,
escrito sequndo a notacao ciclica.

Agora, os subgrupos parabdlicos de g sao todos conjugados a familia de subgrupos pa-
rabolicos obtidos a partir de X. Uma vez que os tinicos possiveis subconjuntos de ¥ se
resumem a: ©1 =0, Oy = {a12}, O3 = {aas}, e Oy = X, 0s subgrupos nao triviais sao

P@2 = € P@3 =

S ¥ %
O ¥ ¥
* Xk X
S O ¥
* Kk X
* X X

que correspondem as sequintes variedades flag:
G/Po, =F*(2) =Gry(3) e G/Po, =F*(1) =RP>
No espaco projetivo real RP?, note que

We, = {1,(12)},
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e temos o sequinte numero mdrimo de possiveis conjuntos controldveis efetivos:

|[W| 3
We,| 2!

(W/We,| =

Sobre o0s conjuntos controldveis efetivos na variedade flag mazimal G/ P, com

P =

EE I

S O %
S ¥ ¥

sabendo que o numero de conjuntos controldveis efetivos para a acdo de um semigrupo
S de interior nao vazio € a dada pela quantidade de elementos de W(S)\W, existe um
numero limitado de possibilidades para o numero de conjuntos controldveis para acao de
S nessa variedade flag.

Como wvisto na Secao € possivel condicionar a escolha de um semigrupo pela
escolha do subconjunto © C 3. Fora os semigrupos triviais, G e {1}, temos os semigrupos
do tipo ©4 e O3.

Sejam Sy e S3 semigrupos tais que

W(Sg) = W91 € W(Sg) = ng

respectivamente. Entao, dizemos que Sy € semigrupo do tipo Oy, bem como S € semigrupo
do tipo Og.
Para a agdo de Sy em G /P, temos exatamente

3!
WSN\W] =5 =3

conjuntos controldveis efetivos. Esses conjuntos sao indexados pelas classes laterais W (Ss)w,
com w € W, que sao as sequintes:

W(S,) = {L(12)}
W(5,)(23) = {(23),(132)}
W(S2)(123) = {(123),(13)}.

Visto que (13) € a permutacio que leva a camara positiva at em
a” = {diag(ay,as,a3) € g:0 < ay < ay < as, com ay,as,az € R}.

o conjunto controldvel representado por essa classe D(13) € o conjunto minimal, enquanto
Dy é o mazimal. E, portanto, temos a sequinte ordenacao para os conjuntos controldveis
efetivos de uma ac¢ao de Sy em G/P:

D3y < D23y < Ds.

Exemplo 13 Seja G = SL(4,R). Entdo, como visto no Ezxemplo podemos tomar
Y = {aqg, o, 34}, onde a acdo do elemento do grupo de Weyl correspondendo a uma
raiz oy; sobre os elementos de uma matriz A € G € dada pela permutagdo das entradas
e j da diagonal.

Quanto aos subconjuntos de X, seja

E('Laj) = {ar,r+1 i S r S]}
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Assim, chamamos (i, j) um intervalo em 3. Cada intervalo denota um subconjunto de
Y que possui raizes consecutivas. Qualquer subconjunto de 3 pode ser decomposto como
uniao disjunta desses intervalos. Para tal X, temos as segquintes possibilidades para um
subconjunto © C X:

@1 - Q)

@2 == {Ozlg} = E(l, 1)

@3 = {Oégg} = 2(2, 2)

@4 = {Oé34} = 2(3,3)

O5 = {a,am} = %(1,2) (52)
@6 = {0423,@34} = 2(2,3)

@7 = {Oélg,Oé34} = 2(1,1) UE(S,?})

l6s = I - $(1,3)

E, com a mesma notacdo de intervalo, temos também a decomposicio de cada possivel ©
em intervalos tipo X(i, 7).

Por questao de praticidade, visto que o grupo de Weyl de SL(4,R) age como Py, o
subgrupo das permutagoes entre quatro termos, vamos adotar a notacao ciclica para o0s
elementos do grupo de Weyl. Por exemplo, o termo (1243) representa uma permutagdo
que leva o primeiro termo no sequndo, o sequndo no quarto, e o quarto no terceiro, a a¢ao
de (1243) na sequéncia {1,2,3,4} a transforma em {2,4,3,1}. O termo que permanece
estdtico € omitido, como em (124), permutacao que leva o terceiro termo no terceiro termo.

Identificando o grupo de Weyl ao grupo Py, podemos descrever os possiveis subgrupos
do tipo Wo da sequinte forma:

(WGI = {1}
We, = {1,(12)}
We, = {1,(23)}
We, = {1, (34)}

We., = {1,(12),(23),(13),(123), (132)} (53)

Wo, = {1,(23),(34),(24), (234), (243)}
We, = {1,(12),(34), (12)(34)}
Wo, = W

\

Os subgrupos Pg associados podem ser realizados da sequinte forma. Tome [y =
{e1, e9,€3,€e4}, a base canonica de R™. Entdo, temos os sequintes flags canonicos:

f5, =(ger{ei}, ger{er, e}, ger{er, ez, e3})
fgo =(ger{e, ea}, ger{er, eq, €3})
fgo =(ger{e: }, ger{er, ez, €3})
f4, =(ger{e:}, ger{es, e2})
fé’o =(ger{e;, ez, e3})
18, =(ger{e:})

f5, =(ger{er, e2})
fi =({0})
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e 0s subgrupos Pg,, podem ser tomados como a isotropia em fs,, para 1 <1 <8, o que
nos leva a sequinte representacao dos subgrupos parabolicos:

( ) ( ( 3\
x k% ok % x % ok % x % ok %
0 % x =x % ok k% 0 % *x =
Fo, = 0 0 * = » Fo, = 0 0 x x » Foy = 0 % * ’
000 */) L \0 0 0 %/ (\0 0 0 =/ ]
[ [x % % x\ ) (/% % % %\ ) ([x % % x\ )
0 % * % * x ok % 0 * *x x
Fo, = 0 0 % = oy = * ok kX - Fog = 0 * % =x ’
(L \0 0 *x x/ | L \0 0 0 %/ ] L \0 x * x/
x % ok %
x % ok %
P@7= 0 0 % s € P@8—G
0 0 *= =
Para cada ©, temos as seguintes variedades flag:
(G/Ps, = TF4(1,2,3)
G/Ps, = T*2,3)
G/P®3 = ]F4(173)
G/Pe, = TF(1,2)
G/P@5 = F4(3) = G'f’g (4)
G/Poy, = F*(1) = RP?
G/Ps, = F(2) = Gry(4)
\G/P@s = {1}

O ndmero mdzimo de conjuntos controldveis nessas variedades flag ocorre quando
W(S) = {1}, e portanto, em G/Pe,, G/Po,, ¢ em G/Pg, temos, no mdzimo,

41
W/ Wey| = [W/We,| = [W/We,| = 5 = 12

conjuntos controldveis efetivos. Em G/Pe, e G/Peo, temos até

4
W/ W | = W/ W, | = 5 =4

conguntos controldveis. E, em G/Peo, hd um nimero mdzimo de

4

W/ Weg| = 217 =

6
conjuntos controldveis.

Quanto ao estudo dos conjuntos controldveis na variedade flag mazimal, partindo da
wdentificacao que nos permite descrever o tipo parabdlico de semigrupo, seque que 0s pos-
siveis candidatos a W(S) sao exatamente os Wo dados acima. Tomando como exemplo
W(S) = We,, We,, We, € possivel avaliar os possiveis nimeros de conjuntos controldveis
na variedade G/ P.

Fizemos a sequinte notacao:

W(S;,) =We,, i=1,---,8
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Para um semigrupo do tipo Ss, temos no mdrimo

4!
(W(S\W]| =5, =12

conguntos controldveis na variedade flag mazximal. Como visto no Teorema(24, os termos
que estdo numa mesma classe lateral W(S)s, para s € Py, sio aqueles associados ao
mesmo conjunto controldvel Dy. Quando consideramos W (S2) temos o sequinte:

([ W(S)1 = {1,(12)}
W(S)(23) = {(23),(132)}
W (S2)(34) {(34),(12)(34)}
W(Sy)(123) = {(123),(13)}
W(S)(14) = {(14),(124)}
W(S)(24) = {(24),(142)}
W(S2)(234) = {(234),(1342)}
W(S,)(243) = {(243),(1432)}

W(S:)(13)(24) = {(13)(24), (1423)}
W(S)(143) = {(143),(1243)}
W(Sy)(134) = {(134),(1234)}

W(S:)(14)(23) = {(14)(23),(1324)}

Observe que D1 = D12y € o conjunto controldvel mazimal, e D(14y23) = D124y € 0
conjunto controldvel minimal para acdo de Sy, jd que (14)(23) € o elemento de Py que
leva {1,2,3,4} em {4,3,2,1}, ou seja, estd associado ao elemento do grupo de Weyl que
leva a cdmara positiva na negativa.

Da mesma forma, como feita acima, para Sg associado a Og, o numero mdximo de
conjunto controldveis é

4]
W (S| =5 =4

dados pelos representantes das sequintes classes laterais:

W(Se)l = {1,(23),(34),(234), (243), (24)}

W (S6)(12) {(12),(123), (12)(34), (1234), (1243), (124)}

W(S6)(13) = {(13),(132), (134), (1342), (1324), (13)(24)}
(56)(14) {(14), (14)(23), (143), (1423), (1432), (142)}

Neste caso, Dy = D3y = D@34y = Dsay = Dzy = Day € 0 conjunto conlroldvel
maximal, € D(14) = D(14)(23) = D(143) = D(1423) = D(1432) = D(142) éo conjum‘o controldvel
minimal para Sg.

E, quanto a S;, temos no mdzrimo

4!

W(S\W| = 5o =

conjuntos controldveis, e sao estes classificados por

([ W(Sh)1 = {1,(12),(34), (12)(34)}
W(s7)(23) = {(23),(132), (234), (1342)}
W(s7)(123) = {(123), (13), (1234), (134)}
W(SH)(24) = {(24),(142), (243), (1432)}
W(s7)(14) = {(14), (124), (143), (1243)}

(W(57)(13)(24) = {(13)(24), (1423), (1324), (14)(23)}
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Cujos conjuntos controldveis maximal e minimal sao dados, respectivamente por: D =

D2y = Day = D1)34), € Dsyea) = D423y = Dzaay = D14)(23)-
O estudo dos demais subconjuntos © é andlogo a um desses trés casos acima.

Exemplo 14 No caso geral, seja G = SL(n,R). Como visto na Se¢do o grupo de
Weyl pode ser tomado como grupo gerado pelas reflexoes correspondentes a um sistema

simples de raizes.
Em sl(n,R), fixramos

at = {diag(a, - ,a,) 1 a1 >ay > -+ >a, >0}
a camara de Weyl positiva. Considerando os funcionais
iy = A — A
com \i(H) = a;, para H = diag(ay, -+ ,a,), um sistema de raizes positivas é dado por
T ={a; i <j},
e um sistema simples que gera 11T é dado por
Y={aip1:i=1--- ,n—1}

Uma vez que os elementos do grupo de Weyl agem pela permutacao das entradas da
diagonal das matrizes em a, o grupo de Weyl pode ser representado pelo grupo das per-
mutacoes de n termos, o grupo P,. Isto é, a sequinte associacao

w a — a
diag(al, s ,an) — diag(aw(l), s ,aw(n))

onde w denota uma permutacio de {1,---n} associada a w € W, define um isomorfismo
de grupos que identifica W a P,,.

Quanto as variedades flag relativas a SL(n,R) uma realiza¢io dessas estruturas pode
ser feita da seguinte forma. Seja By = {e1,e2,- - ,e,} a base canodnica de R™, entdo
definimos os sequintes subespacos:

E" = ger{e, - -e.}

para 1 <r<n, e

k
E(Til,jl)r“(ik,jk) = ger ({61’ T 67’} - U{eiﬂ o ejz}>
=1

para 1 <i; < 75, <n, el <k <n. E, portanto, escrevemos o flag candénico como

EY E?, ...ph-1  pitl gtz oo

? ’ ’ (11,51)7 7 (i1,51)° ’ ) .

fa = oo gl k1 Jrt2

Bo (11,J1)5 5 (Fk—1,dk—1) (11,91)5 5 (isdn)? 7 (81,51) 5 (k) )
n

’ E(ihjl)v"' 7(ik7jk)

Tomando Pg como o subgrupo de isotropia em fg,, € possivel ver que, na representagao
matricial de um elemento nesse subgrupo, cada intervalo de raizes iy, --- , j; € representado
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por um bloco diagonal quadrado de tamanho 5, — 1+ 2 iniciado na posicao 1i; da diagonal,

( * PR P >|< )
0 (*)ihjl
0 0 *
Po=<10 0 0
0 0 0 0 *
(\o o o 0o o 0 «/]

Uma realizacio de G/Pg como variedade flag é feita da seguinte forma:

G/P@:Fn<172u 7i1_17 Z17/-\7]17]1+17 Jzk_17 Zku/-\mjku .]k+17 7n>
:Fn(LQa 7>il_1ajl+17a"' 7il_17jl+1a"' 7ik_1>jk+177"' 7”)7

onde (a, b/,\c, d) = (a,d) denota a retirada dos termos b e ¢ da sequéncia (a,b,c,d).
Por isso, faz sentido o estudo dos subconjuntos © C X como uniao de intervalos

E(Za]) = {ar,r+1 i< S]}

onde cada intervalo denota um subconjunto de 3 que possui raizes consecutivas. Qualquer
subconjunto de ¥ pode ser decomposto como uniao disjunta desses intervalos.
Seja

O = U (i, 1)

=1

com j; + 1 < i e k <n. Entao, o subgrupo We € aquele gerado pelos elementos de O,
e da forma como tomamos © como unido de intervalos, fica evidente que Wg € o produto
direto dos subgrupos de permutacao gerados por cada intervalo, que sao identificados com
0s grupos permutacdo de

{ilu"' 7jl7.jl + 1}

paral =1, --- k.
Cada subgrupo de permutacao tem ordem

(i +1) —d +1)!

e portanto, a ordem de Wg €

k
Wol =[G —i+2)!

=1

Pelo Coroldrio temos que o numero de conjuntos controldveis para S em Bg =
G/Pg € dado pela ordem de W(S)\W/Wg, ou seja, quanto menor for W(S) mais con-
juntos controldveis hd. Entao, o nimero mdzimo de conjuntos controldveis em Bg para a
acao de um semigrupo S de interior nao vazio € dado exatamente pela ordem de W/We,
18to €,

n!
[T, G =i+ 2)!

(W/We| =
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Corolario 15 O nimero mdzimo de conjuntos controldveis nas variedades flag G/Pg
com G = SL(n,R) é

n!

Hle(jl i+ 2)!'

Em particular, o niumero mdximo de conjuntos controldveis nos espagos projetivos

RP" 1 ¢

n!
(-1 —2+2) "
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