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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar ações de semigrupos em variedades �ag com ênfase
nos conjuntos controláveis efetivos para tais ações. Inicialmente, apresentamos algumas
preliminares sobre a teoria de Lie. Em seguida, estudamos a estrutura dos grupos de
Lie semi-simples reais. E, na sequência, estudamos os conjuntos controláveis Dw, bem
como, os conjuntos controláveis invariantes para ações de semigrupos agindo em espa-
ços homogêneos de grupos de Lie, em especial, nas variedades �ag. Estudamos diversos
resultados, tais como, a existência e unicidade do conjunto controlável invariante numa
variedade �ag, suas propriedades, entre outros. E, também, estudamos os conjuntos con-
troláveisDΘ

w para semigrupos agindo nas outras variedades G/PΘ, em especial, analisamos
o número de conjuntos controláveis em G/PΘ, bem como, alguns exemplos de aplicações.

Palavras-Chave: Conjuntos Controláveis, Ações de Semigrupos, Grupos de Lie semi-
simples, Teoria de Lie.





Abstract

The objective of this work is to study semigroup actions in �ag manifolds with empha-
sis on e�ective control sets for such actions. Initially, we present some preliminaries about
Lie theory. Next, we study the structure of real semi-simple Lie groups. In the sequence,
we study the control sets Dw, as well as the invariant control sets for actions of semigroups
in homogeneous spaces of Lie groups, specially in the �ag manifolds. We study several
results, such as the existence and uniqueness of the invariant control set in �ag manifolds,
their properties, among other results. Also, we study the control sets DΘ

w for semigroups
acting on the other �ag manifolds G/PΘ, specially on the number of control sets in G/PΘ,
as well as some examples of applications.

Keywords: Control Sets, Semigroup action, Semisimple Lie Groups, Lie Theory.
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Introdução

No presente trabalho, �zemos um estudo sobre a teoria de ações de subsemigrupos de
grupos de Lie, em especial, sobre os conjuntos controláveis para ações de semigrupos em
variedades �ag. Isto foi feito com base no artigo de San Martin e Tonelli [26].

O trabalho está organizado do seguinte modo:
No capítulo 1, introduzimos algumas preliminares necessárias para o desenvolvimento

deste trabalho, tais como: noções e resultados básicos da teoria de Lie e variedades
diferenciáveis, com ênfase em grupos de Lie e suas álgebras de Lie, álgebras de Lie semi-
simples reais, e no estudo dos grupos de Weyl. No caso das álgebras de Lie semi-simples
reais, estamos interessados na teoria que dá suporte às decomposições de Cartan e Iwasawa
da álgebra de Lie. Os grupos de Weyl e câmaras de Weyl, são de fundamental importância
na teoria de classi�cação das álgebras de Lie semi-simples.

No capítulo 2, estudamos aspectos importantes das decomposições globais de Cartan
e Iwasawa dos grupos de Lie semi-simples reais, os quais são obtidos a partir das decom-
posições das álgebras de Lie. Além disso, outros aspectos dos grupos de Lie semi-simples
reais foram explorados, com ênfase especial em características da estrutura e da geometria
desses grupos, tais como, um estudo dos subgrupos parabólicos, e das decomposições de
Bruhat e de Langlands.

No capítulo 3, estudamos os conjuntos controláveis para ações de semigrupos em vari-
edades diferenciáveis. Exibimos alguns resultados e propriedades, como por exemplo, que
tais conjuntos contém um conjunto aberto e denso, em que o semigrupo age transitiva-
mente, e o comportamento dos conjuntos controláveis através de uma �bração equivari-
ante.

E, no capítulo 4, estudamos os conjuntos controláveis invariantes para semigrupos
de um grupo de Lie semi-simples G não compacto e conexo agindo em variedades �ag
maximais de G, isto é, em espaços homogêneos G/P em que P é um subgrupo parabólico
minimal de G. Sob algumas hipóteses, mostramos alguns resultados, tais como, que existe
um único conjunto controlável invariante, e este é caracterizado em termos da câmara de
Weyl positiva. E, em seguida, realizamos um estudo sobre os conjuntos controláveis
efetivos Dw na variedade �ag maximal, na qual, mostramos que é possível estabelecer
uma relação w 7→ Dw entre os elementos do grupo de Weyl W e tais conjuntos, o que nos
permite classi�car os conjuntos controláveis efetivos em termos do grupo de Weyl.

E, no último capítulo, realizamos um estudo sobre os conjuntos controláveis nas outras
variedades �ag, ou seja, nos espaços homogêneos do tipo G/PΘ, onde PΘ um subgrupo
parabólico de G. Além disso, mostramos alguns resultados, tais como, que a projeção
do conjunto controlável invariante de G/P é o conjunto controlável invariante de G/PΘ,
bem como, a imagem inversa do conjunto controlável invariante de G/PΘ pela aplicação
πΘ : G/P −→ G/PΘ é o conjunto controlável invariante em G/P . E, também, estuda-
mos os conjuntos controláveis na �bra π−1

Θ (ξ0) da projeção πΘ, que pode ser vista como
uma variedade �ag maximal, bem como, caracterizamos o conjunto de transitividade do
conjunto controlável invariante em tal �bra. Na sequência, dado um semigrupo S com
interior não vazio em G, estudamos o subgrupo W (S) = {w ∈ W : Dw = D1} de W , que
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nos permite estabelecer uma bijeção entreW (S)w 7→ Dw entre as classes laterais à direita
de W (S) em W e os conjuntos controláveis efetivos Dw, a qual nos permite determinar o
número de conjuntos controláveis em G/P . Em seguida, passamos ao estudo dos conjun-
tos controláveis efetivos em G/PΘ. Mostramos que o número de conjuntos controláveis
em G/PΘ é dado pela ordem das classes do espaço quociente duplo W (S)\W/WΘ. Para
isso, exibimos uma bijeção W (S)\W/WΘ e os conjuntos controláveis efetivos em G/PΘ,
em que WΘ é o subgrupo do grupo de Weyl gerado pelas re�exões relacionadas a elemen-
tos de Θ, e Θ é um subconjunto do sistema simples de raízes da álgebra de Lie de G.
E, como consequência, determinamos um limitante superior para o número de conjuntos
controláveis efetivos pela ordem de W/WΘ. E, também, apresentamos alguns exemplos
de aplicações.



Capítulo

1
Preliminares

No capítulo de preliminares serão apresentados resultados básicos da teoria de Lie e
de�nições sobre variedades diferenciáveis e �brações, que são fundamentais para o entendi-
mento de alguns tópicos deste estudo, tais como, os grupos e álgebras de Lie semi-simples,
e as variedades �ag. Para os leitores mais familiarizados com a teoria de Lie, este capítulo
é dispensável. Caso contrário, mais esclarecimentos podem ser obtidos nas referências
[15], [23], [34], e [11].

1.1 Grupos de Lie

O objetivo desta seção é fazer um estudo sobre grupos de Lie no qual são expostas as
noções fundamentais de variedades diferenciáveis, grupos topológicos e suas ações, espaços
homogêneos, e alguns resultados necessários para o estudo dos próximos capítulos.

Variedades diferenciáveis

As variedades diferenciáveis são estruturas que, em certo sentido, se assemelham a
espaços euclidianos. Num primeiro momento vamos estabelecer as bases teóricas em que
se assenta a teoria.

Seja n > 1 um número inteiro. Então, o espaço euclidiano de dimensão n é Rn. Dado
x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, para cada i entre 1 e n de�na ci : Rn −→ R dada por ci(x) = xi,
essa será chamada i-ésima função coordenada canônica de Rn. Cada função coordenada
é uma aplicação de classe C∞.

Se U ⊂ Rn, uma função f : U −→ R é de classe Ck se todas as derivadas parciais
existem e são contínuas em U . Já uma aplicação f : U −→ Rn é de classe Ck quando
todas as funções componentes fi = f ◦ ci são de classe Ck.

Quando M é um espaço topológico de Hausdor� no qual cada ponto possui uma
vizinhança homeomorfa a um conjunto aberto de um espaço euclidiano Rn, dizemos que
M é um espaço localmente euclidiano de dimensão n.

De�nição 1 Sejam M um espaço localmente euclidiano de dimensão n, e U ⊂ M um
subconjunto aberto e conexo. Se ϕ é um homeomor�smo de U em um aberto de Rn, então
chamamos ϕ de sistema de coordenadas local, ou carta local em M , e denotamos esse
sistema por (U,ϕ)

17
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A uma coleção de sistemas de coordenadas locais ϕi, com i ∈ I (I denota um con-
junto de índices abstrato), cuja união dos domínios de ϕi cobrem M chamamos de atlas.
Denotamos essa coleção por {(Ui, ϕi) : i ∈ I}.

Dados dois sistemas de coordenadas locais ϕ1 : U −→ Rn e ϕ2 : V −→ Rn num espaço
topológico M tais que U ∩ V 6= ∅, em cada ponto x ∈ U ∩ V a composição Φij = ϕj ◦ϕ−1

i

de�ne um homeomor�smo de ϕi(U∩V ) em ϕj(U∩V ). Esse homeomor�smo Φij é chamado
mudança de coordenadas.

Um atlas é dito de classe Ck quando todas as mudanças de coordenada são aplicações
diferenciáveis de classe Ck.

Agora, estamos em posição de de�nir a estrutura de variedade diferenciável.

De�nição 2 Seja M um espaço localmente euclidiano. Uma estrutura diferenciável F
de classe Ck em M é um atlas {(Ui, ϕi) : i ∈ I} em que ϕi ◦ ϕ−1

j é de classe Ck para
todo i, j ∈ I, e que é maximal com essa propriedade, isto é, se (U,ϕ) é tal que ϕ ◦ ϕ−1

i e
ϕi ◦ ϕ−1 são de classe Ck para todo i ∈ I, então (U,ϕ) ∈ F .

Alternativamente, podemos dizer que a estrutura diferenciável F em M é um atlas
de classe Ck maximal. Observe ainda, que pela condição de maximalidade da de�nição
acima, essa estrutura, quando existe é única. E por isso, faz sentido de�nir o seguinte.

De�nição 3 Uma variedade diferenciável de dimensão n e de classe Ck é formado de
um espaço topológico de Hausdor� M com base enumerável e uma estrutura diferenciável
F de classe Ck e dimensão n.

Por simplicidade, a partir deste ponto consideraremos somente variedades de classe
C∞, e uma variedade diferenciável será chamada simplesmente de variedade.

Uma vez bem colocado o que se entende por variedade, é possível discutir as aplicações
entre esses objetos.

De�nição 4 Sejam M e N variedades de dimensão m e n respectivamente. Uma aplica-
ção f : M −→ N é dita diferenciável no ponto x ∈M se existirem sistemas de coordenadas
ϕ1 : U −→ Rm de M e ϕ2 : V −→ Rn de N com x ∈ U e f(x) ∈ V tais que a composta
ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1

1 : ϕ1(U) −→ ϕ2(V ) é diferenciável no ponto ϕ1(x).

De�nição 5 Sejam M e N variedades de dimensão m e n respectivamente.

� Uma imersão é uma aplicação diferenciável ψ : M −→ N que, para todo ponto
x ∈M se a derivada dψx é injetiva para cada x ∈M .

� O par (M,ψ) é uma subvariedade de N quando ψ é uma imersão injetora.

� Quando ψ for uma imersão e um homeomor�smo de M sobre o subespaço f(M) ⊂
N , a aplicação ψ é dita um mergulho. Caso ψ seja injetiva, e ψ−1 é de classe C∞,
ψ é um difeomor�smo.

Grupos de Lie

Comecemos com o conceito de grupos topológicos, ou seja:

De�nição 6 Um grupo topológico é um grupo G cujo conjunto subjacente está munido
de uma topologia compatível com o produto do grupo, isto é, que satisfaz:
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1. o produto p : G×G→ G, dado por p(g, h) = gh, é uma aplicação contínua quando
se considera, em G×G, a topologia produto.

2. a aplicação i : G → G dada por i(g) = g−1 é contínua, e portanto, um homeomor-
�smo, já que i−1 = i.

Equivalentemente, essas duas condições podem ser tomadas como uma única, consi-
derando a aplicação

q : G×G −→ G
(g, h) 7→ gh−1

e exigindo que esta seja contínua com a topologia produto em G×G.
Pelas propriedades de grupo podemos identi�car a cada elemento as seguintes aplica-

ções:

� Translação à esquerda:

Eg : G −→ G
h 7→ Eg(h) = gh.

� Translação à direita:

Dg : G −→ G
h 7→ Dg(h) = hg.

� Conjugação:

Cg : G −→ G
h 7→ Cg(h) = ghg−1.

Segue diretamente das de�nições que

Eg ◦ Eg−1 = Eg−1 ◦ Eg = Dg−1 ◦Dg = Dg ◦Dg−1 = 1

em que 1 denota a aplicação identidade em G. E ainda,

Cg = Eg ◦Dg−1 = Dg−1 ◦ Eg

o que signi�ca que as três aplicações de�nidas acima são bijeções de G.
Quando olhadas no contexto de grupos topológicos essas bijeções são também contí-

nuas. Mais do que isso, são homeomor�smos.
Visto que, localmente, cada grupo de Lie é homeomorfo à um espaço Rn, então o

primeiro princípio da enumerabilidade é satisfeito. Logo, Grupos de Lie são metrizáveis.
Apesar disso é importante enfatizar que existe uma métrica invariante à esquerda, e
outra à direita, não necessariamente métricas bi-invariantes. Alguns exemplos de métricas
invariantes são dados pela métrica usual do espaço Rn (que aliás é bi-invariante), e suas
métricas são equivalentes.

De�nição 7 Um grupo de Lie é um grupo topológico G cujo conjunto subjacente tem
estrutura de variedade diferenciável de forma que a aplicação produto

p : G×G −→ G
(g, h) 7−→ g · h

seja diferenciável.
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Sem perda de generalidade, assumimos que tanto a variedade G quanto a aplicação p
são de classe C∞, permitindo que sejam tomadas derivadas de qualquer ordem.

Dado g ∈ G, pelo fato do produto ser diferenciável, as translações à direita Dg e a
esquerda Eg, bem como a conjugação Cg são diferenciáveis.

Seja G um grupo topológico e H um subgrupo de G. Pela topologia induzida no
subespaço, H também é grupo topológico.

De�nição 8 Um subgrupo H ⊂ G com a topologia induzida é denominado subgrupo
topológico de G.

Proposição 1 Denote por G0 a componente conexa do elemento neutro. Então, G0 é um
subgrupo fechado e normal de G. Qualquer outra componente conexa é uma classe lateral
gG0 = G0g. Reciprocamente, toda classe lateral gG0 = G0g é uma componente conexa de
G.

Em geral, a componente conexa da identidade não é um subgrupo aberto. Por exem-
plo, em (R,+) o subgrupo Q ⊂ R com a topologia induzida, a componente conexa da
identidade é {0}, que não é aberto em Q visto como subespaço topológico de R.

Uma condição su�ciente para que a componente conexa da identidade seja um sub-
grupo aberto é que o grupo seja localmente conexo, isto é, cada ponto possui uma vizi-
nhança aberta e conexa.

Quando tomamos como objeto de estudo os grupos de Lie, estes têm componentes
conexas abertas, uma vez que cada grupo de Lie é localmente homeomorfo a um espaço
euclidiano, a sua álgebra de Lie.

Ações de Grupos de Lie

Uma ação de grupos em geral é uma relação que associa a cada elemento de um grupo
abstrato um endomor�smo sobre um determinado conjunto. No contexto deste trabalho,
trataremos somente de ações de grupos de Lie. A de�nição é dada abaixo.

De�nição 9 Sejam G um grupo de Lie, e M uma variedade diferenciável. Então, uma
ação à esquerda de G em M é uma aplicação φ : G×M −→M de classe C∞ que satisfaz:

1. φ(1, x) = x, ∀ x ∈M .

2. φ(gh, x) = φ(g, φ(h, x)), ∀ g, h ∈ G e ∀ x ∈M .

Equivalentemente, uma ação à esquerda de G em M pode ser de�nida também pelas
aplicações parciais, φg : M −→ M , g ∈ G, que satisfazem: φ1(x) = x, ∀x ∈ M e φgh =
φg ◦ φh, ∀ g, h ∈ G. Analogamente, podemos de�nir uma ação à direita, simplesmente
substituindo a segunda condição na de�nição anterior por: φgh = φh ◦ φg. Apesar da
possibilidade de de�nir-se uma ação à direita propriamente, por vezes é mais conveniente
observar que, considerando as aplicações dadas pelas relações φ′g(x) = φg−1x e φ′h(x) =
φh−1(x), tem-se φ′gh(x) = φh−1g−1(x) = φh−1 ◦ φg−1(x) = φ′h ◦ φ′g(x), e portanto, uma ação
à direita pode ser vista como uma ação à esquerda e vice-versa. Se φg(x) = gx é uma
ação à esquerda, então φ′g(x) = φg−1(x) é uma ação à direita.

Quando G é um grupo topológico, observe que essas propriedades, por si, já garantem
que φg é uma bijeção, a�nal, φg−1 ◦ φg = φg ◦ φg−1 = φ1 = idM.

Por simplicidade, usaremos a seguinte notação: φ(g, x) = g·x, ou somente φ(g, x) = gx,
∀ g ∈ G e ∀ x ∈ X.
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De�nição 10 Seja G um grupo, e X um conjunto para o qual está de�nida uma ação de
G em X. Dado x ∈ X o conjunto

G · x = {φ(g, x) = g · x ∈ X : g ∈ G}

é chamado órbita de x por G.
Notação: Gx = G · x.

De�nindo a relação de equivalência

x ∼ y ⇐⇒ ∃ g ∈ G : y = gx

�ca evidente que cada órbita é uma classe de equivalência por essa relação, por isso duas
órbitas são disjuntas ou coincidem.

De�nição 11 Seja G um grupo agindo no conjunto X. Seja B ⊂ X, então B é dito
G-invariante se gB ⊂ B, ∀ g ∈ G.

Um exemplo natural de conjunto invariante são as órbitas de x por G. Além disso,
visto que as órbitas determinam classes de equivalência, então cada conjunto invariante
deve ser a união de órbitas por G.

No caso especí�co das órbitas, a restrição da ação de G em X para os conjuntos do
tipo Gx também de�ne uma ação aGx : G −→ Gx, e podemos dizer que se um grupo G
age em X, este por sua vez age em suas órbitas.

Outro importante objeto de estudo das ações de grupo é o subgrupo de isotropia,
de�nido logo abaixo.

De�nição 12 O conjunto dos elementos g ∈ G que �xam um dado x ∈ X, isto é, que
satisfaçam gx = x é chamado subgrupo de isotropia, ou estabilizador de x.

Denotamos,

Gx = {g ∈ G : gx = x}

Para o nome "subgrupo de isotropia"vejamos que, de fato, Gx é um subgrupo. Supo-
nha g e h que �xam x ∈ X, tem-se

(gh)(x) = g(hx) = gx = x

e ainda, se gx = x, então g−1x = g−1g(x) = x.
E, observando que cada subgrupo de isotropia, a princípio, é determinado pela escolha

do elemento x ∈ X, é conveniente buscar uma relação entre esses subgrupos.

Proposição 2 Dados x, y ∈ X, suponha y = gx, com g ∈ G. Então, Gy = gGxg
−1, onde

Gy e Gx são subgrupos de isotropia.

As ações de um grupo G são usualmente distinguidas de acordo com as propriedades
das suas órbitas e seus grupos de isotropia. A seguinte classi�cação constitui as bases do
estudo das ações de grupos:

De�nição 13 Seja φ uma ação de um grupo G em um conjunto X. Então, a ação é
dita efetiva somente quando gx = x para todo x ∈ X implica em g = 1. E ação é dita
transitiva quando X é uma órbita de de G, ou seja,

∀ x, y ∈ X ; ∃ g ∈ G : gx = y.

Note que a restrição de uma ação a um conjunto para uma órbita é G-invariante, a�nal
a transitividade segue diretamente da de�nição de órbita por um ponto.



1. Preliminares 22

A ação natural

Um caso particular de ação de grupos se dá nos espaços quocientes.

De�nição 14 Seja H ⊂ G um subgrupo e G/H o conjunto das classes laterais gH, com
g ∈ G. Então, a aplicação

a : G −→ G/H
(g, g1H) 7−→ (gg1)H

de�ne naturalmente uma ação à esquerda em G/H.
Essa ação é a chamada ação natural de G em G/H.

Denotando por π : G −→ G/H a projeção canônica que faz g 7→ gH, então, podemos
escrever a ação como

g(π(g1)) = π(gg1).

Além disso, para cada par g1H, g2H ∈ G/H, g = g2g
−1
1 faz

g(g1H) = (g2g
−1
1 g1)H = g2H,

ou seja, a ação de G em G/H é transitiva. Mais do que isso, cada ação transitiva se
identi�ca, ou está em bijeção, com um espaço quociente.

Proposição 3 Seja G uma ação transitiva em X, e x ∈ X. Então, a aplicação

ξx : G/Gx −→ X

gGx 7−→ gx

é uma bijeção entre G/Gx e X. A aplicação ξx equivariante, ou seja,

gξx(g1Gx) = ξ((gg1)Gx), ∀ g, g1 ∈ G.

Dito de outra forma, ξx comuta com as ações de G em G/Gx e X, respectivamente, e
portanto, se y = gx, tem-se ξy = ξx ◦Dg.

A aplicação ξx está associada com a aplicação parcial φx da seguinte forma

G X

G/H

φx

π
ξx

Variedades Homogêneas

Assim, através da identi�cação acima podemos ver espaços homogêneos como grupos
quocientes.

De�nição 15 Um espaço topológico X no qual existe uma ação contínua e transitiva de
um grupo G é denominado espaço homogêneo.

O ponto x ∈ X escolhido para estabelecer a identi�cação entre M e G/Gx é chamado
de origem, ou base do espaço homogêneo X.
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Proposição 4 Numa ação transitiva os subgrupos de isotropia são conjugados entre si.

Lembrando que as ações à direita podem ser tomadas como ações à esquerda, e vice-
versa, a discussão feita anteriormente também pode ser estendida ao conjunto H\G, das
classes laterais Hg, g ∈ G.

Note ainda que, na presença de uma ação transitiva, as ações livres em G/H são
exatamente aquelas em que o subgrupo de isotropia de H é {1}. Isto é, se

GH = {g ∈ G : gH = H} = {1},

então gH = H, se, e somente se, g = 1. E portanto, o espaço homogêneo se identi�ca a
G.

Seja G um grupo topológico. Uma ação de G em um espaço topológico X é contínua
caso a aplicação

φ : G×X −→ X

(g, x) 7−→ φ(g, x) = gx

seja contínua na topologia produto.
É claro que, se H ⊂ G é um subgrupo, então, a restrição a H da ação de G em X é

também uma contínua, considerando a topologia induzida no subespaço.

Proposição 5 Seja G uma ação contínua de G em X e que X seja um espaço de Haus-
dor�. Então, qualquer subgrupo de isotropia Gx, x ∈ X, é fechado.

Proposição 6 Seja G×X −→ X uma ação contínua e transitiva de G em X. Fixando
x ∈ G considere a bijeção ξx : G/Gx −→ X dada por ξx(gGx) = gx. Então, ξx é contínua
em relação à topologia quociente de G/Gx.

Teorema 1 Sejam G um grupo de Lie, H ⊂ G um subgrupo fechado e π : G −→ G/H
a projeção canônica. Então, existe uma única estrutura diferenciável em G/H compatível
com a topologia quociente tal que π ∈ C∞, e existem seções de G/H de classe C∞ em
cada ponto, isto é, para todo gH ∈ G/H, existem vizinhanças U de gH, V ⊂ G, e uma
aplicação τ : U −→ V de classe C∞ modo que π ◦ τ = id.

De�nição 16 Sejam G um grupo de Lie e H ⊂ G um subgrupo fechado. O espaço
quociente G/H munido da estrutura diferenciável do Teorema 1 é dito uma variedade
homogênea.

Portanto, toda variedade homogênea tem um grupo de difeomor�smos associado que
age transitivamente, bem como, toda variedade M que tem um grupo de difeomor�smos
que age transitivamente é difeomorfa a uma variedade homogênea.

Em particular, pela Proposição 3, a ação natural de G em G/Gx é transitiva, o que faz
de ξx uma bijeção. Visto que o subgrupo de isotropia é fechado, G/Gx é uma variedade
homogênea, e ξx é na realidade um difeomor�smo. Ou seja, o grupo de difeomor�smos
que caracteriza G/Gx como espaço homogêneo está completamente determinado.

Mais adiante veremos que as variedades �ag são um caso particular de espaço homo-
gêneo que ocorre justamente quando consideramos o quociente de G por um subgrupo de
isotropia.
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Grupos de Lie e suas álgebras de Lie

O objetivo desta seção é introduzir conceitos sobre grupos de Lie e a ligação desses
grupos com as suas álgebras de Lie.

Seja G um grupo de Lie. Então, sua álgebra de Lie g pode ser de�nida como o espaço
dos campos invariantes (tanto à esquerda, quanto à direita) com o colchete de Lie dado
pelo colchete usual de campos de vetores.

A ligação entre o grupo e a álgebra de Lie é feita, principalmente, através da aplicação
exponencial exp : g −→ G e das representações adjuntas, que serão tratadas a seguir em
seus aspectos mais essenciais.

De modo mais geral, considerando um número �nito de grupos de Lie G1, · · · , Gk,
indutivamente, o produto G1×· · ·×Gk de�ne um grupo de Lie com a topologia produto,
e a multiplicação dada pelo produto das entradas no cartesiano.

Exemplo 1 Seja GL(n,R) grupo das transformações lineares invertíveis em Rn, que é
isomorfo ao grupo das matrizes quadradas de ordem n invertíveis. Esse grupo é o sub-
conjunto do espaço vetorial das matrizes Mn(R) de determinante não nulo, e portanto é
uma variedade diferenciável. O produto no grupo GL(n,R) corresponde ao produto usual
de matrizes. Se x = (xij) e y = (yij) então xy = z = (zij) é tal que

zij =
n∑
k=1

xik ykj

ou seja, cada entrada do produto é um polinômio nas variáveis xij ou yij, o que faz com
que o produto seja diferenciável. Logo, GL(n,R) é um grupo de Lie.

De modo geral, se V é um espaço vetorial real de dimensão �nita, e GL(V ) é o grupo
dos operadores lineares invertíveis de V . Então, GL(V ) é um grupo de Lie. De fato,
�xando uma base β de V é possível de�nir um isomor�smo entre GL(V ) e GL(n,R) dado
por

ψ : GL(V ) −→ GL(n,R)
h 7−→ [h]β

onde [h]β denota a matriz de h com relação a base �xada, e por isso, GL(V ) é um grupo
de Lie.

Álgebra de Lie de um grupo de Lie

Seja G um grupo de Lie. Então, sua álgebra de Lie associada é o espaço vetorial
tangente T1G. Baseado no estudo dos campos invariantes é possível estabelecer essa
relação entre grupo e álgebra de Lie, como será visto adiante.

Campos invariantes e colchete de Lie

De�nição 17 Sejam G um grupo de Lie e X uma campo de vetores em G.

1. O campo X é dito invariante à esquerda se, d(Eg)h(X(h)) = X(gh),∀ g, h ∈ G;

2. O campo X é dito invariante à direita se, d(Dg)h(X(h)) = X(hg),∀ g, h ∈ G.

Em particular, quando um campo de vetores for invariante à esquerda (ou à direita),
em 1 ∈ G, temos

X(g) = d(Eg)1(X(1)),
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o que signi�ca que os campos invariantes à esquerda (ou à direita) são determinados
pelos seus valores no elemento neutro do grupo de Lie. Dito de outra forma, temos uma
aplicação que associa cada elemento do espaço tangente à um vetor do campo invariante
à esquerda (do mesmo modo como existe tal ligação com os campos invariantes à direita).
Mais do que isso, podemos de�nir uma bijeção entre os campos invariante à esquerda e à
direita, e o espaço tangente T1G.

Dada A ∈ T1G, denote por Ad o campo invariante à direita que satisfaz

Ad(1) = A,

então,

Ad(g) = d(Dg)1(A).

E do mesmo modo, denote Ae um campo invariante à esquerda tal que Ae(1) = A, e
assim,

Ae(g) = d(Eg)1(A).

Seja Invd o conjunto dos campos invariantes à direita. Este conjunto de�ne um subes-
paço vetorial do espaço vetorial real de todos os campos de vetores em G.

Visto que (Dg)∗((Eg)∗) é uma aplicação linear sobre campos de vetores, as aplicações
abaixo

T1G −→ Invd

A 7−→ Ad

e

T1G −→ Inve

A 7−→ Ae

de�nem isomor�smos entre Invd e Inve, e T1G, com inversas dadas por

Inve,d −→ T1G
X 7−→ X(1).

Dessa forma, a álgebra de Lie de um grupo de Lie pode ser de�nida como Invd ou Inve

munido do colchete de Lie dos campos de vetores.

Lema 1 Sejam X e Y campos invariantes à direita em um grupo de Lie G. Então, o
colchete de Lie é invariante à direita. Uma a�rmação análoga é verdadeira para campos
invariantes à esquerda.

O Lema 1 mostra que as translações se comportam bem com relação ao colchete nos
campos invariantes, e essa é a garantia necessária para a�rmar que tanto Invd quanto Inve

são subálgebras de Lie da álgebra de Lie dos campos de vetores em G.
Além disso, cabe observar que Invd e Inve são isomorfos a T1G, e por meio desses

isomor�smos é possível induzir colchetes [ · , · ]d e [ · , · ]e em T1G,

[A,B]d = [Ad, Bd](1) e [A,B]e = [Ae, Be](1).

Ambos fazem de T1G um grupo de Lie.
Uma vez garantido o isomor�smo entre as álgebras de Lie induzidas por Invd e Inve,

é possível de�nir a álgebra de Lie de um grupo de Lie da seguinte forma.

De�nição 18 (álgebra de Lie de um grupo de Lie)
A álgebra de lie de um grupo de Lie G, denotada por g ou L(G), é qualquer uma das

álgebras de Lie isomorfas: Invd, Inve, ((T1G), [·, ·]d), ((T1G), [·, ·]e).
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A aplicação exponencial

A aplicação exponencial exp : g −→ G é o principal instrumento para transferir as
propriedades da álgebra de Lie g para o grupo de Lie G que a de�ne.

O isomor�smo entre os campos invariantes de G e o espaço tangente T1G é o elo de
ligação entre a exponencial de matrizes e a exponencial dos campos vetoriais.

Por de�nição, os elementos de G são equações diferenciais ordinárias em G (campos
vetoriais invariantes), que possuem �uxos, que por sua vez são formados por difeomor�s-
mos locais de G. As imagens pelos �uxos podem ser vistas como elementos de G, o que
permite determinar o subgrupo a 1-parâmetro a partir de cada ponto X ∈ g. Essa é a
base para a construção da aplicação exp : g −→ G.

Seja X um campo invariante (à direita, ou à esquerda) em G, e Xt seu �uxo. A
princípio Xt é um �uxo local , isto é, �xado t o domínio domXt é o subconjunto aberto
das condições iniciais cujas soluções se prolongam até t.

De�nição 19 Seja X ∈ T1G, a exponencial de X é de�nida como

exp : g −→ G
X 7−→ exp(X).

onde

exp(X) = (Xd)t=1(1) = (Xe)t=1(1)

Como é usual, exp(X) também é denotado por eX .

A aplicação exponencial está bem de�nida pois os campos invariantes são completos,
e assim a solução de g′ = X(g) que passa pelo elemento neutro em t = 0 se estende a
t = 1.

Considerando o grupo aditivo (R,+), a propriedade acima faz da aplicação

t 7−→ exp(tX), X ∈ g

um homomor�smo de grupos, isto é,

exp((t+ s)X) = exp(tX) exp(sX) = exp(sX) exp(tX)

onde a imagem {exp(tX) : t ∈ R} é um subgrupo de G. Esse é o chamado subgrupo a
1-parâmetro gerado por X ∈ g.

Com base na discussão acima, podem ser formalizadas as seguintes propriedades da
aplicação exponencial.

Proposição 7 .

1. Se X ∈ Invd, então Xt = Eexp(tX), ou seja, Xt(g) = exp(tX)g.

2. Se X ∈ Inve, então Xt = Dexp(tX), ou seja, Xt(g) = g exp(tX).

3. exp 0 = 1.

4. Se n ∈ Z, então (expX)n = exp(nX), e em particular, (expX)−1 = exp(−X).
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Exemplo 2 Tomando G = GL(n,R), os campos invariantes à direita são da forma

X(g) = Ag, A ∈Mn(R).

A equação diferencial associada a X é o sistema linear

dg

dt
= Ag

no espaço das matrizes não singulares. A solução fundamental desta equação é dada pela
exponencial de matrizes, isto é,

g = exp(A) =
∑
k≥0

1

k!
Ak

e portanto, a exponencial de matrizes neste caso coincide com a exponencial da álgebra
no grupo de Lie, exp : gl(n,R) −→ GL(n,R).

Se A for uma álgebra associativa, então a exponencial do grupo de Lie G(A) é dada
por

exp(A) =
∑
k≥0

1

k!
Ak

da mesma forma como em gl(n,R), com o produto para o qual o comutador de�ne um
colchete de Lie.

Mais que uma aplicação que preserva as propriedades algébricas do domínio, a expo-
nencial em um grupo de Lie também é diferenciável.

A �m de veri�car esse fato, observe que a aplicação exponencial foi de�nida através
da solução sa equação diferencial

dg

dt
= X(g)

onde X é um campo invariante, e assim o conjunto das equações de�nidas pelos campos
invariantes à direita pode ser posto em uma única equação dependente do parâmetro
A ∈ T1G da seguinte forma

dg

dt
= f(A, g) (1.1)

onde f : T1G×G −→ TG é dada por

f(A, g) = (dDg)1(A),

e quando G e o produto p são de classe C2 ao menos, f deve ser de classe C1, ao mínimo.
Isso signi�ca que as soluções de (1.1) dependem continuamente do parâmetro A, em
particular, exp : g −→ G é diferenciável.

Proposição 8 (d exp)0 = id.

Corolário 1 Existem uma vizinhança U de 0 ∈ g e uma vizinhança V de 1 ∈ G, tais que

exp|U : U −→ V

é um difeomor�smo.
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Corolário 2 Seja G um grupo de Lie conexo e g ∈ G. Então, existem X1, · · · , Xs ∈ g
tais que

g = exp(X1) · · · exp(Xs).

O Corolário 2 garante que todo grupo de Lie conexo é gerado pela imagem da apli-
cação exponencial sobre a álgebra de Lie correspondente. Uma outra observação sobre
os Corolários 1 e 2, é que nem sempre a exponencial é uma bijeção com relação a um
grupo, ainda que o grupo seja conexo, no geral á necessário produtos de exponenciais de
diferentes Xj ∈ g para obter um elemento qualquer.

Ainda, de acordo com o Corolário 1, a aplicação

log := exp−1 : V −→ U

é um difeomor�smo entre um aberto de G e um aberto de um espaço vetorial, portanto
a aplicação log pode ser considerada uma carta, ou sistema de coordenadas local de G.
Essa carta é chamada sistema de coordenadas de primeira espécie.

Um outro tipo de sistema de coordenadas nas vizinhanças do elemento neutro pode
ser obtida por meio de exponenciais. Tome uma base β = {X1, · · · , XN} de g e considere
a aplicação

ψ : Rn −→ G
(t1, · · · , tn) 7→ exp(t1X1) exp(t2X2) · · · exp(tnXn)

Segue que ψ(0) = 1, e ainda

dψ0(ei) =
∂ψ

∂ti
(0) =

d

dt
ψ(0, · · · , t, · · · , 0)|ti=0 = Xi

em cada ei da base canônica de RN , logo dψ0 = id. Sendo dψ0 um isomor�smo, deve
existir uma vizinhança de 0 ∈ RN , para a qual ψ é um difeomor�smo. Essa aplicação é
chamada de sistema de coordenadas de segunda espécie.

Homomor�smos de grupos de Lie

Como grupos de Lie são objetos que consideram estruturas diferenciáveis, então o
homomor�smo entre grupos de Lie é de�nido da seguinte forma :

De�nição 20 Sejam G e H grupos de Lie, e φ : G −→ H um homomor�smo de grupos.
Se φ é diferenciável, chamamos φ de homomor�smo de grupos de Lie.

Do mesmo modo, cada automor�smo, ou isomor�smo, de grupos que é diferenciável é
chamado automor�smo, ou isomor�smo de grupos de Lie.

Considerando g e h álgebras de Lie dos grupos de Lie G e H respectivamente, então,
uma transformação linear θ : g −→ h que satisfaz θ[X, Y ] = [θX, θY ], para todo X, Y ∈ g
é chamado de homomor�smo de álgebras de Lie. Os homomor�smos de álgebras de Lie e
os de grupos de Lie estão relacionados pela diferencial do campo de vetores na identidade.

Para veri�car se um homomor�smo φ : G −→ H é diferenciável basta veri�car a
diferenciabilidade em um ponto, usualmente na identidade. Esse fato decorre das seguintes
igualdades

φ ◦Dg = Dφ(g) ◦ φ e φ ◦ Eg = Eφ(g) ◦ φ,

pois, a partir delas, obtém-se

φ = Dφ(g) ◦ φ ◦Dg−1 = Eφ(g) ◦ φ ◦ Eg−1

e portanto, se φ é diferenciável em 1 ∈ G, então φ é diferenciável em g ∈ G.
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Proposição 9 Sejam G e H grupos de Lie com respectivas álgebras de Lie g e h. Seja
φ : G −→ H um homomor�smo diferenciável e X ∈ g, então

φ(exp(X)) = exp(dφ1(X)).

Quando dois campos são φ-relacionados, isto é, quando existe um homomor�smo de
grupos de Lie entre eles, seus colchetes de Lie também são φ-relacionados, e temos também
o seguinte resultado.

Proposição 10 Sejam G e H grupos de Lie com respectivas álgebras de Lie g e h, e
φ : G −→ H um homomor�smo diferenciável. Então, dφ1 : g −→ h é homomor�smo de
álgebras de Lie, isto é,

dφ1[X, Y ] = [dφ1(X), dφ1(Y )]

com colchete de Lie dados pelos campos invariantes à esquerda, ou à direita.

O fato importante sobre a Proposição 10 é que homomor�smos de grupos de Lie
induzem homomor�smos de álgebras de Lie. O homomor�smo dφ1 entre as álgebras de
Lie induzido por φ é dito homomor�smo in�nitesimal associado a φ. Quanto a situação
inversa, onde um homomor�smo de álgebras de Lie induz um homomor�smo de grupos
de Lie, isso nem sempre ocorre.

Representações

As representações de grupos de Lie são um caso particular de homomor�smos de grupos
de Lie onde o contra-domínio é o grupo GL(V ) das transformações lineares invertíveis
sobre o espaço vetorial V . O espaço V é chamado espaço de representação.

Seja ρ uma representação de G em V de dimensão �nita e diferenciável, então gl(V )
denota a álgebra de Lie de GL(V ). Este espaço vetorial pode ser visto como o espaço
de todas as transformações lineares em V com o colchete de Lie dado pelo comutador.
Como visto anteriormente, o homomor�smo de grupos de Lie induz um homomor�smo
de álgebras de Lie dρ1 : g −→ gl(V ). Esse homomor�smo é dito uma representação de
álgebras de Lie, também chamada de representação in�nitesimal associada a ρ.

Por praticidade, é comum denotar a diferencial de ρ na identidade simplesmente por
dρ1 = ρ. E a fórmula que relaciona as duas representações é dada pela Proposição 9

ρ(exp(X)) = exp(dρ1(X)) (1.2)

onde a exponencial do termo à esquerda é a exponencial em G, e a exponencial à direita
é a do grupo linear.

Representações adjuntas

Seja G um grupo de Lie, então a própria estrutura de G permite de�nir uma represen-
tação natural na sua álgebra de Lie, a chamada representação adjunta. Essa representação
é construída da seguinte forma: cada elemento g ∈ G de�ne um automor�smo interno, a
conjugação

Cg(x) = gxg−1.

Uma vez que Cg(1) = 1, a diferencial d(Cg)1 é uma aplicação linear de g, e portanto,
dados g, h ∈ G,

Cg ◦ Ch(x) = g(hxh−1)g−1 = (gh)x(gh−1) = Cgh(x)
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e assim,

d(Cg)1 ◦ d(Ch)1(x) = d(Cgh)1

o que faz da aplicação g 7−→ d(Cg)1 uma representação de G em g.

De�nição 21 A representação adjunta

Ad : G −→ GL(g)

de G em sua álgebra de Lie g é de�nida por

Ad(g) = d(Cg)1

Formas equivalentes são dadas por: Ad(g) = d(Cg)1 = d(Eg◦Dg−1)1 = d(Dg−1 ◦Eg)1 =
d(Eg)g−1 ◦ d(Dg−1)1 = d(Dg−1)g ◦ d(Eg)1.

A representação Ad é diferenciável. Esse fato pode ser notado da seguinte forma. Pela
Proposição 10, para cada g ∈ G,

Ad(g)−1 = d(Cg)1

é um homomor�smo de g. Observando que a inversa de Ad(g) é

Ad(g)−1 = Ad(g−1)

concluímos que, mais do que um homomor�smo de g, Ad(g) é um automor�smo, e assim
a imagem Ad(G) está contida no grupo de Lie dos automor�smos de g, Aut(g).

Uma fórmula bastante útil que será usada adiante para determinar certos resultados
é obtida pela aplicação da Proposição 9 a φ = Cg, isto é,

Cg(expX) = exp(d(Cg)1(X))

que é o mesmo que

g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)(X)) ∀ g ∈ G, ∀ X ∈ g. (1.3)

Sendo Ad uma representação diferenciável, ela admite uma representação in�nitesimal
g −→ gl(g). Essa representação coincide com a representação adjunta da álgebra de Lie
g que será de�nida a seguir.

De�nição 22 Seja g uma álgebra de Lie. Sua representação adjunta é a aplicação

ad : g −→ gl(g)

de�nida por

ad(X)(Y ) = [X, Y ], ∀ X, Y ∈ g.

A identidade de Jacobi garante que ad é de fato um homomor�smo de álgebras de Lie
em gl(g), com o colchete dado pelo comutador.

Ainda pela identidade de Jacobi, as aplicações ad(X), X ∈ g, são derivações em g,
isto é, aplicações D : g −→ g tais que

D[X, Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ].
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Proposição 11 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g onde o colchete é dado
pelos campos de vetores invariantes à esquerda. Então,

d(Ad)1(X) = ade(X) ∀ X ∈ g

e além disso,

Ad(exp(X)) = exp(ade(X)) ∀ X ∈ g.

Observação 1 A demonstração da Proposição 11 foi realizada com base nos campos
invariantes à esquerda, mas poderia ter sido feita em campos invariantes à direita, a
menos do fato de que a igualdade [X, Y ]e = −[X, Y ]d, implica em ade(X) = add(X),
X ∈ g, o que acrescenta um sinal "−"na fórmula

Ad(exp(tX)(Y )) = d(X−t)Xt(1)(Y (Xt(1))). (1.4)

Conforme dito anteriormente, essas fórmulas constituem meios de transferir certas
propriedades a partir do grupo de Lie na álgebra de Lie, e vice-versa. A exemplo disso
considere o caso do exemplo abaixo.

Exemplo 3 Seja G um grupo de Lie abeliano. Então, a sua álgebra de lie é também
abeliana. Isso pode ser veri�cado da seguinte forma.

Pela fórmula (1.2),

exp(tAd(g)(X) = g exp(tX)g−1 = exp(tX) (1.5)

para todo g ∈ G, X ∈ g e t ∈ R.
Derivando a expressão (1.5) em t = 0, obtém-se

Ad(g)(X) = X, ∀ X ∈ g, ∀ g ∈ G,

ou seja, Ad(g) = id, para todo g ∈ G.
Pela Proposição 11, se Y ∈ g, então

id = Ad(exp tY) = exp(t ade Y),

e derivando essa última igualdade com relação à t, em t = 0 tem-se

ade(Y ) = 0, ∀ Y ∈ g,

isto é, [X, Y ]e = 0, ∀X, Y ∈ g, e portanto, g é abeliana.
Reciprocamente, se G for um grupo conexo, supondo g álgebra abeliana é possível

mostrar que G é também abeliano.
Segundo a Proposição 11,

Ad(exp tY ) = exp(t ade(Y ))

com Y ∈ g. Visto que g é suposta abeliana, ade(Y ) = 0 , e portanto

Ad(exp tY ) = 1.

Por meio da igualdade (1.3), em t = 1,

exp(Y ) exp(X) exp(−Y ) = exp(X) ∀ X, Y ∈ g

ou seja,

exp(Y ) exp(X) = exp(X) exp(Y ) ∀ X, Y ∈ g

Uma vez que G é conexo, G é gerado por exponenciais, e portanto, dados

g = expX1 · · · expXn e h = expY1 · · · expYn

em G , eles comutam a�nal, dois a dois quaisquer exponenciais comutam.
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Para cada g ∈ G, Ad(g) é um automor�smo de g, isto é, Ad(g) ∈ Aut(g),∀ g ∈ G.
Como Aut(g) é um grupos de Lie, então, é possível considerar Ad um homomor�smo de
grupo de Lie, de G em Aut (g). A imagem de G por Ad é um subgrupo de Lie de Aut (g),
e o núcleo Ker(Ad) é um subgrupo fechado de G, pois Ad é diferenciável, em particular,
contínua (imagem inversa de conjunto unitário).

A seguir serão formalizadas ideias que ajudam a entender a estrutura dos grupos de
Lie.

De�nição 23 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. De�nimos

ZG(H) = {g ∈ G : ∀ h ∈ H, gh = hg} e NG(H) = {g ∈ G : ∀ h ∈ H, ghg−1 ∈ H}.

Assim, ZG(H) é dito centralizador de H em G, NG(H) é dito normalizador de H em G.

De�nição 24 O conjunto

Z(G) = {g ∈ G : ∀h ∈ G, gh = hg}

é chamado de centro de G.

Proposição 12 Seja G0 a componente conexa da identidade do grupo de Lie G , então

Ker(Ad) = Z(G0).

Corolário 3 Z(G) ⊂ Ker(Ad), e ambos coincidem se G é conexo.

O centro Z(G) de um grupo G é um subgrupo abeliano, então, quando G é conexo
Ker(Ad) é grupo abeliano.

Quando consideramos um centralizador de um subconjunto na álgebra de Lie g e o
centro de g, as de�nições e resultados sobre Z(G) estão em concordância, isto é, o centro
de g

z(g) = {X ∈ g : ∀ Y ∈ g, [X, Y ] = 0}

é exatamente o núcleo da representação adjunta da álgebra. Alem disso, é possível mostrar
que a álgebra de Lie de Z(G) é z(g).

Exemplo 4 Seja G = GL(n,R). Então, Ad(g) coincide com a conjugação Cg, isto é,
dados A ∈ gl(n,R) e g ∈ GL(n,R)

Ad(g)A = gAg−1. (1.6)

O centro de GL(n,R) é o subgrupo das matrizes escalares (múltiplas da identidade,
a1 com a ∈ R). Vale observar que a expressão (1.6) garante que Z(G) = Ker(Ad), ainda
que GL(n,R) seja a união de duas componentes conexas.

1.2 Fibrados

Nesta seção, de�niremos o conceito de �brado principal que será importante para o
estudo das �brações equivariantes entre grupos de Lie que são ferramentas muito impor-
tantes para esse estudo.
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De�nição 25 (�brado principal)
Sejam P e M espaços topológico e G um grupo. Dizemos que P (M,G) é um �brado

principal com espaço total P , de base M e com grupo estrutural G quando satisfeitas as
seguintes condições:

1. A ação de G à direita em P , dada por

D : P ×G −→ P
(p, g) 7−→ pg

é livre, isto é, se pg = p para algum p ∈ P , então g = 1

2. Existe uma aplicação sobrejetora.

π : P −→M

tal que as órbitas de G são os conjuntos π−1{x}, x ∈ M . Ou seja, M = {pG : p ∈
P}.

3. P é localmente trivial, isto é, para todo x ∈M existe uma vizinhança U de x e uma
aplicação bijetora

ψ : π−1{U} −→ U ×G
p 7−→ ψ(p) = (π(p), φ(p))

onde φ : π−1{U} −→ G é tal que

φ(pg) = φ(p)g, ∀ p ∈ π−1{U}, ∀ g ∈ G.

O �brado P (M,G) é dito topológico quando as aplicações envolvidas na de�nição são
contínuas. O �brado é dito diferenciável de classe Ck quando os espaços envolvidos são
variedades diferenciáveis de classe Ck e as aplicações são de classe Ck, em particular, G
deve ser um grupo de Lie, e π : P −→M uma submersão.

1.3 Álgebras de Lie

Nesta seção, estudaremos alguns tópicos das álgebras de Lie semi-simples reais neces-
sários para o entendimento deste texto. Uma álgebra de Lie, num sentido abstrato, é
de�nida da seguinte forma:

De�nição 26 Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial g munido de um produto

[ · , · ] : g× g −→ g,

chamado colchete, que satisfaz o seguinte:

1. É bilinear.

2. É antissimétrico.

3. Atende à identidade de Jacobi, isto é,

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0, ∀X, Y, Z ∈ g.
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Uma subálgebra de Lie é qualquer subespaço vetorial de g que é fechado para o colchete.

Dado um espaço vetorial qualquer munido de um produto bilinear e simétrico, natu-
ralmente uma estrutura de álgebra de Lie é de�nida pelo comutador desse produto, por
isso, também chamamos o colchete de comutador.

Uma vez bem entendido o que é uma subálgebra de Lie, podemos de�nir, tanto o
centralizador, bem como o comutador em um grupo de Lie em termos das álgebras de Lie
associadas, como na de�nição a seguir.

De�nição 27 Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g, e h uma subálgebra de g.
O centralizador e normalizador de h em G são de�nidos respectivamente, por:

ZG(h) = {x ∈ G : Ad(x)H = H, ∀H ∈ h} e NG(h) = {x ∈ G : Ad(x)h = h}.

Uma classe especial de álgebras de Lie em Teoria de Lie é das álgebras semi-simples.
Uma álgebra de Lie g é semi-simples se seu radical (ideal solúvel maximal) é a subálgebra
trivial nula, isto é, r(g) = {0}, o que equivale a dizer que g não tem outro ideal solúvel
além de {0}.

O estudo das álgebras de Lie semi-simples é feito com base no estudo das álgebras
complexas. A partir de uma álgebra semi-simples complexa gC é possível tomar álgebras
cuja complexi�cada é gC, que são únicas a menos de um isomor�smo, o que fornece uma
identi�cação entre álgebras semi-simples reais e complexas, e por meio dessa identi�cação
é possível realizar a classi�cação das álgebras semi-simples reais de modo análogo ao das
álgebras sobre C, por sistemas de raízes e diagramas. Para outros detalhes nos referimos
a [22], [10] e [14].

Álgebras semi-simples Reais

Uma álgebra de Lie real cuja complexi�cada é g é uma forma real de g. As formas reais
compactas são uma classe especial de formas reais de álgebras de Lie, isto é, aquelas onde
a forma de Cartan-Killing é negativa de�nida. A importância do seu estudo reside no fato
de existir uma bijeção entre as formas reais compactas e as álgebras de Lie semi-simples
complexas, que permite que se descreva as demais formas reais como interseção com uma
forma real compacta (decomposição de Cartan).

De�nição 28 Uma álgebra de Lie sobre R é dita compacta se sua forma de Cartan-
Killing (C-K),

〈X, Y 〉 = Tr(ad(X)ad(Y )),

é negativa de�nida.

Teorema 2 Toda álgebra semi-simples complexa admite formas reais compactas. Sejam
u1 e u2 são formas reais compactas de g. Então, existe um automor�smo φ de g tal que
φ(u1) = u2, e assim as formas compactas são isomorfas entre si.

A demonstração do Teorema 2 depende de vários resultados auxiliares, e portanto será
omitida, visto que não é o principal objetivo deste trabalho. Para mais detalhes, ver [22].

Proposição 13 Sejam g1 e g2 formas reais de g com conjugações σ1 e σ2 respectivamente
e tais que σ1σ2 = σ1σ2 então g2 = (g2 ∩ g1)⊕ (g2 ∩ ig1).
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Como consequência dessa última Proposição, duas conjugações comutam unicamente
quando as formas reais se mantém �xas em ambas, e além disso segue um critério para
decidir quando duas álgebras compactas coincidem, Se u1 e u2 formas reais compactas
então elas coincidem se, e só se, suas conjugações comutam.

Teorema 3 Sejam g2 uma álgebra semi-simples complexa, u uma forma real compacta
de g, e g0 uma forma real qualquer de g que é obtida pela conjugação σ. Então, existe
um automor�smo interno φ de g tal que σ comuta com a conjugação em relação à forma
real compacta g.

Como consequência, concluímos que se u1 e u2 são duas formas reais compactas, então
existe um automor�smo de g tal que φ(u1) = u2.

Teorema 4 Uma álgebra complexa g é simples se, e só se sua forma real compacta u
é simples. Se g é semi-simples e sua decomposição em ideais simples é dada por g =
g1 + · · · + gs, e sendo uk forma compacta de gk, k = 1, · · · , s, então u = u1 + · · · + us é
uma forma real compacta de g.

O Teorema 4 estabelece que álgebras compactas simples são do tipo I (cujo comple-
xi�cado é uma álgebra simples), e o conjunto das classes de equivalência das álgebras
compactas é identi�cado com as classes de equivalência das álgebras complexas semi-
simples.

Se g0 é uma forma real não-compacta de g correspondente a σ, e u uma forma real
compacta correspondente a η, então o Teorema 3 garante a comutatividade entre as
conjugações fazendo g0 invariante por η e por σ, dessa forma o Teorema 4 garante que

g0 = (g0 ∩ u)⊕ (g0 ∩ iu),

o que caracteriza a decomposição de Cartan de g0.

Decomposição de Cartan

Como principais resultados, veremos que álgebras de Lie semi-simples reais possuem
decomposição de Cartan, e bem como, quaisquer duas dessas decomposições são conjuga-
das por certos automor�smos.

Além disso, segundo o critério de Cartan, uma álgebra de Lie é semi-simples se, e
somente se, sua forma C-K for não degenerada. Por isso, quando consideramos g uma
álgebra de Lie semi-simples real, temos sua forma C-K não degenerada, e como essa forma
C-K na álgebra real nada mais é do que a forma C-K do complexi�cado gC de g, ambas são
simultaneamente não degeneradas. Em outras palavras, uma álgebra de Lie real é semi-
simples se, e somente se, sua álgebra complexi�cada também o for. Mais do que isso, toda
álgebra de Lie semi-simples real é uma forma real da sua álgebra complexi�cada. Logo,
faz sentido de�nirmos a decomposição de Cartan como segue.

De�nição 29 Seja g uma álgebra de Lie semi-simples real, e gC sua complexi�cada,
suponha u uma forma real compacta de gC. Então, podemos escrever g como uma soma
direta da seguinte forma

g = k⊕ s

onde k = g ∩ u, e s = g ∩ iu. Esta é a chamada Decomposição de Cartan de g.
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Observe que a Decomposição de Cartan não é uma decomposição de subálgebras, mas
sim, uma decomposição em uma subálgebra (forma real compacta) e um subespaço.

A seguir, veremos a ligação entre as decomposições de Cartan e certas involuções de
álgebras de Lie que são comumente usadas para caracterizá-las, as involuções de Cartan.
Como é usual, uma involução sobre U é simplesmente uma aplicação θ : U 7−→ U tal que
θ2(X) = X, ∀X ∈ U .

Proposição 14 Seja g uma forma real não-compacta e uma decomposição de Cartan
g = k⊕ s. Dado o automor�smo involutivo θ de�nido como

θ(X) =

{
X, se X ∈ k

−X, se X ∈ s
(1.7)

a forma bilinear

Bθ(X, Y ) = −〈X, θY 〉

de�ne um produto interno em g se, e somente se, g = k⊕ s é a decomposição de Cartan
segundo θ.

De�nição 30 Seja g0 uma álgebra semi-simples real, uma involução θ de g0, tal que a
forma bilinear Bθ é simétrica positiva de�nida,

Bθ(X, Y ) = −〈X, θY 〉,

é chamada de involução de Cartan.

A involução de Cartan pode ser vista tanto como automor�smo de g como um au-
tomor�smo da forma real compacta u, na realidade u é o conjunto dos pontos �xos do
automor�smo, pois u = k⊕ is.

Quando trabalhamos com as formas reais, é interessante observar que tanto a forma
bilinear Bθ quanto a forma C-K estão diretamente ligadas à geometria da representação
adjunta de g, como mostra a seguinte proposição.

Proposição 15 Seja g0 uma forma real compacta, e g0 = k ⊕ s uma decomposição de
Cartan, e θ a involução de Cartan associada. Então, ad(X), com X ∈ k, é simétrica com
relação à Bθ, e ad(X) é antissimétrica com relação à Bθ. Além disso, os espaços k e s
são ortogonais tanto em relação a C-K quanto à Bθ.

E por �m, convém observar que a decomposição de Cartan de uma álgebra de Lie
semi-simples é única a menos de um isomor�smo.

Teorema 5 Seja g0 uma álgebra de Lie semi-simples real. Dadas duas decomposições de
Cartan

g0 = k1 ⊕ s1 e g0 = k2 ⊕ s2.

Existe, um automor�smo φ de g0 tal que

φ(k1) = k2 e φ(s1) = s2.
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Decomposição de Iwasawa

Álgebras semi-simples complexas podem ser decompostas em soma direta de espaços
de pesos da representação adjunta mais a subálgebra de Cartan. Em corpos que não são
algebricamente fechados, os pesos da representação adjunta, em geral, podem assumir
valores complexos, por isso não é possível aplicar a mesma teoria de sistemas simples
de raízes para álgebras semi-simples reais. Entretanto, é possível realizar um estudo
similar a partir das subálgebras abelianas maximais contidas na parte simétrica de uma
decomposição de Cartan. Seja g uma álgebra de Lie semi-simples real, com decomposição
de Cartan g = k⊕s. Então, existem subálgebras abelianas em s, por exemplo os subespaços
de dimensão 1, e sob argumentos de maximalidade é possível a�rmar que existe a ⊂ s
uma subálgebra abeliana maximal.

A seguinte proposição associa as subálgebras abelianas maximais às subálgebras de
Cartan.

Proposição 16 Seja g = k ⊕ s uma decomposição de Cartan da álgebra de Lie semi-
simples real g, e a ⊂ s uma subálgebra abeliana maximal em s. Então, existe uma su-
bálgebra de Cartan h ⊂ g, onde g é forma real de gC, tal que a ⊂ h. Além disso, h se
decompõe em soma direta como h = (h ∩ k)⊕ a = hk ⊕ a.

Demonstração: É claro que toda subálgebra abeliana real pode ser estendida a uma
subálgebra abeliana complexa, e observando que o normalizador de uma subálgebra abe-
liana é maior, ou igual à própria, é possível garantir, por argumentos de maximalidade a
existência de uma subálgebra abeliana maximal em h ⊂ g, tal que a ⊂ h.

Quanto à decomposição de h em soma direta, isto é consequência do fato de h ser inva-
riante pela involução de Cartan. Seja θ a involução de Cartan associada à decomposição
g = k⊕ s, para cada X ∈ h, X − θX ∈ s, pois

θ(X − θX) = θX − θ2X = θX −X = −(X − θX).

e ainda, para cada Y ∈ a, tem-se

[X − θX, Y ] = [X, Y ]− [θX, Y ]

= 0− θ[X, θY ]

= θ[X, Y ]

= θ(0)

= 0,

e sendo a maximal, então X − θX ∈ a, e assim, θX ∈ h pois X ∈ h.
E portanto, sendo h invariante por θ, como k é simétrico em relação a θ, e s é antissi-

métrico, segue que

h = (h ∩ k)⊕ (h ∩ s)

com h ∩ s = a.
Sabendo que sobre um corpo algebricamente fechado, uma subálgebra abeliana ma-

ximal é de Cartan se, e somente se, as adjuntas dos seus elementos são semi-simples, é
possível concluir que h é de Cartan. De fato, se H ∈ h, então esse elemento pode ser
decomposto da forma H = Hk + Hs, com Hk ∈ k e Hs ∈ s. Segue que ad(Hk) é an-
tissimétrica pelo produto derivado da forma de Cartan-Killing, Bθ, enquanto ad(Hs) é
simétrica, o que faz desses operadores semi-simples. Visto que sua soma comuta, então
ad(H) também é semi-simples.



1. Preliminares 38

De�nição 31 Considere a representação adjunta de a em g. Os funcionais α(H) de g
tais que

ad(H)X = α(H)X,

com H ∈ a são os pesos da representação adjunta. Os pesos não nulos são as chamadas
raízes restritas de g.

Observe que, sendo a ⊂ s os elementos de a são simétricos em relação ao produto
interno Bθ, e portanto, seus autovalores são todos reais, o que faz de α um funcional real.

Dessa forma, de�nindo o espaço de pesos da representação de a em g como

gα = {X ∈ g : ad(H)X = α(H)X, ∀H ∈ a}

tem-se que a decomposição em espaços de pesos da representação adjunta do complexi�-
cado de g é, na realidade, uma decomposição do próprio g, o que justi�ca tomar a dessa
forma.

O funcional nulo também é um peso da representação adjunta de a em g, a�nal a ⊂ g
é abeliano. O espaço associado ao peso nulo é denotado por m. E assim, g é decomposto
da seguinte forma

g = m⊕
∑
α

gα

com α percorrendo o conjunto das raízes restritas. Decorre diretamente das de�nições
que m é o centralizador de a em g. Por isso, se h é a subálgebra de Cartan de g contendo
a,

[X, Y ] = 0 ∀ X ∈ a,∀ Y ∈ h

ou seja, h deve estar contido no centralizador de a em g, e h ⊂ m. Desse fato, segue que

a = m ∩ s,

pois h é abeliana maximal em gC, e a é abeliano maximal em s.
Para as raízes de uma álgebra via subálgebra de Cartan, o conjunto das raízes restritas

possui um número �nito de funcionais em a. Portanto, é pertinente a seguinte de�nição.

De�nição 32 Seja a ⊂ a de�nido como

a = {H ∈ a : α(H) 6= 0,∀ α raiz restrita}

este é um conjunto aberto e denso em a, e por analogia ao caso complexo, cada elemento
de a é dito ser um elemento regular real, e a é chamado conjunto dos elementos regulares
de a.

Lema 2 Seja gC uma álgebra de Lie complexa com decomposição de Cartan em espaços
de pesos dada por

gC = g⊕
∑
α

gα.

Então, m = g ∩ k, e g = m⊕ a, e gC se decompõe da seguinte forma

gC = m⊕ a⊕
∑
α

gα.
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Demonstração: Seja Z ∈ g, tal que, Z = X + Y onde X ∈ k e Y ∈ s.
Para cada H ∈ a, como g é centralizador de a em gC

0 = [H,Z] = [H,X] + [H,Y ]

com [H,X] ∈ k e [H,Y ] ∈ s, e portanto, [H,X] = [H, Y ] = 0, e assim, X ∈ m = g ∩ k, e
Y ∈ s centraliza a. Visto que a é abeliana maximal, segue que Y ∈ a, e assim,

g = m⊕ a

e,

gC = m⊕ a⊕
∑
α

gα.

Como essa decomposição parte de uma álgebra abeliana maximal a em g, é preciso
garantir certa regularidade para que a escolha arbitrária de a não altere a estrutura
da decomposição. E, de fato, as álgebras abelianas maximais em g possuem a mesma
dimensão e são conjugadas por certos automor�smos.

Proposição 17 Seja a ⊂ s uma subálgebra abeliana maximal, então, para todo X ∈ s,
existe k ∈ Kad, tal que kX ∈ a, onde Kad = {g ∈ Aut0g : θgθ−1 = g}, e Aut0g é a
componente conexa do grupo dos automor�smos de g.

De forma sucinta, o seguinte corolário traz a ideia principal implícita na Proposição
17.

Corolário 4 Se a1, a2 ⊂ s são subálgebras abelianas maximais, então existe k ∈ Kad tal
que ka1 = a2.

Demonstração: Seja X ∈ a2 um elemento regular real, e k ∈ Kad tal que kX ∈ a1.
Para Y ∈ a1,

[k−1Y,X] = [Y, kX] = 0

e portanto, da maximalidade de a2, k−1Y ∈ a2, isto é, k−1a1 ⊂ a2.
De modo análogo, existe u ∈ Kad tal que ua2 ⊂ a1.
Portanto, dim a1 = dim a2, então k−1a1 = a2.

Com a garantia de que as álgebras abelianas maximais são isomorfas, é possível de�nir
o posto real de uma álgebra de Lie como a dimensão da subálgebra abeliana maximal a.

A partir daqui já é possível de�nir a decomposição de Iwasawa, partindo de uma
decomposição de Cartan previamente �xada.

Teorema 6 (Decomposição de Iwasawa)
Sejam g uma álgebra de Lie real com decomposição de Cartan

g = k⊕ s,

a ⊂ s uma subálgebra abeliana maximal, e H ∈ a um elemento regular real. Então,

g = k⊕ a⊕ n

onde n = n+
H =

∑
α(H)>0

gα, isto é, n+
H é a soma dos autoespaços ad(H) associados aos

autovalores estritamente positivos.
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Demonstração: Tome os espaços k, a e n como acima. Então, o procedimento é mostrar
que a interseção entre cada dois desses espaços é trivial, e a sua soma é exatamente g.

Primeiro, k∩ a = {0}, pois a ⊂ s. Além disso, a intersecta qualquer dos gα, α(h) > 0,
somente em 0, a�nal a ⊂ Ker(ad(H)), ou seja, a ∩ n+

H = {0}.
Quanto à k ∩ n+

H , denote por

n−H =
∑

α(H)<0

gα

a soma dos autoespaços associados aos autovalores negativos de ad(H). Seja θ a involução
de Cartan. Então, note que, se

ad(H)X = [H,X] = λX

deve ocorrer que θ[X, Y ] = θ(λX) = λθX. Porém,

θ[H,X] = [θH, θX] = −[H, θX],

portanto, [H, θX] = (−λ)θX, ou seja, a involução de Cartan leva autoespaços associados
a valores positivos em autoespaços associados a autovalores negativos, e vice-versa, Logo,
θ(n−H) = n+

H , e θ(n
+
H) = n−H .

Agora, suponha que k ∩ n+
H , então θX = X, pois X ∈ h, e assim

θX = X ∈ n+
H ∩ n−H = {0},

portanto k ∩ n+
H = {0}. Conclui-se que a soma k⊕ a⊕ n é, de fato, direta.

Por �m, sendo H ∈ a um elemento regular,

Ker(ad(H)) = g0 = m⊕ a.

Segue que

g = g0 ⊕
∑
α

gα = n−H ⊕m⊕ a⊕ n+
H .

A partir disto, basta veri�car que

(n−H ⊕m) ⊂ (k⊕ a⊕ n+
H).

De fato, dado X = Y + Z, com Y ∈ nH +−, Z ∈ (m), então

θX = θY + θ

, e portanto

X = X + θX − θX
= X + θY + Z − θX
= Y + Z + θY + Z − θY − Z
= (Y + θY + Z)− θY

como

θ(Y + θY + Z) = Y + θY + Z

= θY + θ2Y + θZ

= θY + Y + Z

θY + Y + Z ∈ k, e −θY ∈ n+
H , concluindo o resultado.
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Proposição 18 A componente n = n+
H da decomposição de Iwasawa é uma subálgebra

nilpotente, e a⊕ n é uma álgebra solúvel.

Demonstração: A demonstração é feita mostrando a nilpotência das adjuntas de n.
Primeiramente, observe que, dados X, Y autovetores de ad(H) correspondentes aos

autovalores λ e µ, então, pela identidade de Jacobi,

[H, [X, Y ]] = [[H,X], Y ] + [X, [H, Y ]]

= [ad(H)X, Y ] + [X, ad(H)Y ]

= (λ+ µ)[X, Y ].

Uma vez que H é um elemento regular, segue que [X, Y ] = 0, ou [X, Y ] é autovetor
associado ao autovalor λ+ µ.

A partir disso, seja g = V1 ⊕ · · · ⊕ VN a decomposição de g em soma de autoespaços
associados respectivamente aos autovalores λ1, · · · , λN , ordenados da seguinte forma λ1 >
· · · > λN . Note também que, cada autoespaço de ad(H) é uma soma de espaços de pesos.

Tome uma base B = {X1,1, · · · , X1,k1 , · · ·XN,1, · · · , XN,kN} de g que é a união de bases
dos subespaços Vi, mantendo a mesma ordenação dos autovalores. Se X é um autovetor
de ad(H) associado ao autovalor λ, [X,Xi] é nulo, ou [X,Xi] é um autovetor associado
ao autovalor λ + λi > λi, então a matriz de ad(X) na base B é estritamente triangular
superior (triangular superior com zeros na diagonal).

Uma vez que n+
H é uma soma de subespaços contidos nos V ′i s, tomando combinações

lineares é possível mostrar que as matrizes de ad(X) com X ∈ n são simultaneamente
triangularizáveis na base B. Então, ad(n) é nilpotente, pois está contido em uma álgebra
de Lie nilpotente, e portanto, sendo ad injetiva, n é nilpotente.

Quanto a a ⊕ n, observe que, por a normalizar n, [a, n] ⊂ n, garantindo que a ⊕ n é
fechado pelo colchete, e portanto uma subálgebra. Alem disso, lembrando que, dada uma
álgebra de Lie e um ideal dessa álgebra, se tanto o ideal como o quociente são solúveis,
então a álgebra á solúvel, note que n é nilpotente, e portanto solúvel, e (a ⊕ n)/n ≈ a é
abeliana, decorre que a⊕ n também é solúvel.

A Proposição 18 completa a caracterização dos termos de uma decomposição de Iwa-
sawa, isto é, se

g = k⊕ a⊕ n

é uma decomposição de Iwasawa da álgebra real g, então k é a componente compacta, a
é a componente abeliana, e n é nilpotente. Além disso, assim como a decomposição de
Cartan, a decomposição de Iwasawa é única a menos de um isomor�smo.

1.4 Grupos de Weyl e Câmaras de Weyl

Nesta seção, estudaremos uma classe particular de grupos de Coxeter, que são os
chamados grupos de Weyl. Os grupos de Coxeter são gerados por re�exões ortogonais
com relação a uma forma bilinear mais geral que o produto interno, e seu estudo fornece
informações importantes sobre a geometria de espaços euclidianos, e portanto, os grupos
de Weyl desempenham papel similar na teoria de álgebras de Lie semi-simples. Para mais
informações sobre grupos de Coxeter ver [9] e [22].

Além disso, será mostrado que existe uma identi�cação entre câmaras de Weyl e Gru-
pos de Weyl, que caracteriza a geometria das álgebras de Lie semi-simples tornando
possível uma teoria de classi�cação das mesmas.
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Grupos de Weyl

Os grupos de Weyl são objetos fundamentais para a compreensão dos sistemas simples
de raízes da subálgebra de Cartan.

No que segue, serão apresentados sistemas de raízes que representam uma abstração
das propriedades de um conjunto de raízes obtidos da subálgebra de Cartan, e desta
forma, alcançamos um contexto mais geral que independe da suposição de uma álgebra
de Lie sobre um corpo algebricamente fechado. Sua maior importância neste momento
está fundamentada no entendimento dos sistemas simples de raízes das álgebras de Lie
semi-simples reais.

De�nição 33 Seja E um espaço vetorial de dimensão �nita sobre R. Dado um elemento
não nulo α ∈ E, uma re�exão em relação a α é uma transformação linear invertível
rα : E −→ E que satisfaz:

1. rα(α) = −α.

2. o conjunto Frα = {β ∈ E : rα(β) = β} é hiperplano de E.

Observe que Frα , por ser hiperplano, é um subespaço complementar ao gerado de α,
denotado por ger{α}.

De�nição 34 Seja E um espaço vetorial, um conjunto Π ∈ E é um sistema de raízes se
satisfaz:

1. Π é �nito, gera E e não contém o vetor nulo.

2. Para todo α ∈ Π existe uma re�exão rα em relação a α tal que rα(Π) = Π.

3. Para todos α, β ∈ Π, rα(β)− β é um múltiplo inteiro de α.

Os elementos de Π serão chamados de raízes.

Convém notar que a segunda condição da de�nição 34 garante que se α é raiz então
−α também o é.

De�nição 35 Um sistema simples de raízes Σ é uma base de E para a qual cada elemento
de Π é escrito como uma combinação linear inteira de termos em Σ. Uma raiz em Σ é
chamada raiz simples.

Proposição 19 Dado α ∈ Π, a re�exão rα é única.

As propriedades que de�nem um sistema de raízes praticamente caracterizam um
conjunto de raízes de uma subálgebra de Cartan de uma álgebra de Lie semi-simples
sobre um corpo algebricamente fechado. Uma diferença essencial é quanto aos possíveis
múltiplos de raízes que também são raízes.

De�nição 36 Um sistema de raízes Π é dito reduzido se os únicos múltiplos de α ∈ Π
que são raízes são α e −α.

Num sistema não reduzido pode haver raízes α ∈ Π tais que tα ∈ Π com t 6= 1 ou
t 6= −1.

De�nição 37 O grupo de Weyl de um sistema de raízes Π é o grupo gerado pelas re�exões
rα com α ∈ Π. Este grupo será denotado por WΠ, ou simplesmente W .
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A seguir, veremos algumas propriedades do grupo de Weyl.

Lema 3 O grupo de Weyl é �nito.

Demonstração: W é gerado por transformações que deixam Π invariante. Assim, caso
exista w ∈ W tal que w|Π é a identidade, então w é a identidade em E, pois ger(Π) = E.

Seja ϕ uma aplicação de�nida por ϕ(w) = w|Π, então ϕ é homomor�smo injetor, pois,
dados w1, w2 ∈ W tais que ϕ(w1) = ϕ(w2), temos w1|Π = w2|Π que implica em w1 = w2,
pois ger(Π) = E.

Visto que Π é �nito, então o grupo das bijeções em Π é �nito, e além disso existe uma
homomor�smo injetivo ϕ de W nesse conjunto, e portanto W é �nito.

Da teoria de representação de grupos nos apropriamos de um resultado que se faz
importante para a determinação de um produto interno de mesma propriedade que a
forma de Cartan-Killing.

Proposição 20 Seja W um grupo �nito de transformações lineares invertíveis de um
espaço vetorial real E. Então, existe um produto interno 〈·, ·〉 invariante por W , no
sentido em que todo w ∈ W é uma isometria do produto interno, isto é,

〈wα,wβ〉 = 〈α, β〉

para todos α, β ∈ E e todo w ∈ W .

Em vista dessa Proposição 20 �xa-se de uma vez por todas um produto interno inva-
riante pelo grupo de Weyl.

Tome as re�exões rα, α ∈ Π, então o hiperplano dos pontos �xos de rα é exatamente
o hiperplano α⊥. Sejam α ∈ Π e β ∈ E tal que rα(β) = β, então

0 = 〈rα(α) + α, β〉
= 〈rα(α), β〉+ 〈α, β〉

Portanto,

〈rα(α), rα(β)〉 = 〈rα(α), β〉 = −〈α, β〉

Mas, rα é ortogonal com relação a 〈·, ·〉, então

〈α, β〉 = −〈α, β〉

e assim, 〈α, β〉. Segue que o hiperplano dos pontos �xos de rα está contido no hiperplano
dos pontos α⊥, e portanto eles coincidem.

Podemos dizer que, em termos de produto interno invariante por W , as re�exões rα
são re�exões em relação ao hiperplano α⊥. Uma vez que, rα(α) = −α, então rα é a
própria re�exão ortogonal

rα(β) = β − 2〈β, α〉
〈α, α〉

α.

Proposição 21 Dada uma decomposição de E em subespaços W -invariantes (W é o
grupo de Weyl) e irredutíveis por W , isto é,

E = E1 ⊕ · · · ⊕ Ek
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com Ei, i = 1, · · · , k, subespaços W -invariantes, e tais que não existe subespaço próprio
G ⊂ E tal que G é W -invariante.

Seja Πi = Π ∩ Ei, para i = 1, · · · , k. Então, Πi é um sistema de raízes em Ei e o
grupo de Weyl de Πi coincide com a restrição de W a Ei. Alem do mais

Π =
k⋃
i=1

Πi.

Mostrando que um sistema de raízes se divide em uma união de outros sistemas cujas
componentes pertencem a autoespaços ortogonais entre si e irredutíveis, temos motivação
su�ciente para a seguinte de�nição.

De�nição 38 Um sistema de raízes é dito irredutível se ele não é a união de dois sub-
conjuntos disjuntos e ortogonais.

Em outras palavras, qualquer sistema de raízes é a união de sistemas irredutíveis, e
um sistema é irredutível se, e somente se, o grupo de Weyl é irredutível em E.

Um sistema de raízes reduzido é sempre um conjunto de raízes de alguma subálgebra
de Cartan de uma álgebra de Lie semi-simples sobre um corpo algebricamente fechado.

Além disso, um sistema de raízes num espaço vetorial racional é também um sistema
de raízes num espaço vetorial real e vice-versa. Dessa forma, podemos de�nir sistemas de
raízes independentemente da escolha do corpo de escalares.

A partir de agora podemos �xar uma ordem lexicográ�ca e restabelecer resultados
comuns no contexto de álgebras de Lie semi-simples num corpo algebricamente fechado.

Assim como no caso das álgebras sobre o corpo complexo, diz-se que uma raiz α ∈ Π
é simples se esta não for a soma de outras duas raízes positivas. Denotamos o conjunto
das raízes simples por Σ.

O estudo que é feito sobre raízes simples obtidas pela subálgebra de Cartan se reproduz
no contexto dos sistemas simples de raízes das álgebras de Lie reais, pois esses resultados
são usualmente obtidos com base na fórmula de Killing, que segundo a Proposição anterior,
também é válida neste caso.

Sistemas de raízes não reduzidos aparecem, por exemplo, em álgebras de Lie semi-
simples reais.

Câmaras de Weyl

De�nição 39 Seja Π ⊂ E um sistema de raízes. O conjunto

E = {β ∈ E : 〈α, β〉 6= 0, ∀ α ∈ Π}

é chamado conjunto dos elementos regulares em E.

Esse nome é dado, pois, quando Π é obtido por uma subálgebra de Cartan E coincide
com o conjunto dos seus elementos regulares dentro da subálgebra.

Proposição 22 As componentes conexas em E são cones convexos em E.

De�nição 40 Uma câmara de Weyl é uma componente conexa dos elementos regulares.

Tanto um sistema simples pode ser de�nido a partir de uma ordem lexicográ�ca em E
através do conjunto das raízes positivas em relação a essa ordem, quanto podemos de�nir
uma ordem lexicográ�ca a partir de um dado sistema simples de raízes.

Em outras palavras, há uma bijeção entre os sistemas simples Σ e o conjunto das
raízes positivas Π+ (em relação a alguma ordem lexicográ�ca), e essa bijeção se estende
às câmaras de Weyl.
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Proposição 23 .

1. Seja C uma câmara de Weyl e de�na

Π+(C) = {α ∈ Π : 〈α, β〉 > 0, ∀ α ∈ C}.

Então, existe uma ordem lexicográ�ca tal que Π+(C) é o conjunto das raízes positivas
em relação a essa ordem.

2. Seja Σ(C) o conjunto das raízes simples em Π+(C). Então,

C = {β ∈ E : 〈α, β〉 > 0, ∀ α ∈ Σ(C)}

.

3. Sejam C1 e C2 câmaras de Weyl. Então,

Σ(C1) = Σ(C2) ⇔ C1 = C2

.

A Proposição 23 nos diz que dada uma câmara de Weyl de�ne-se de maneira natural
um sistema simples de raízes em Π.

Por outro lado, a partir de um sistema simples de raízes Σ ⊂ Π, podemos estabelecer
uma câmara de Weyl relativa a esse sistema.

Seja

CΣ = {β ∈ E : 〈β, α〉 > 0, ∀α ∈ Σ},

então CΣ é uma câmara de Weyl.
Observe que CΣ é um cone convexo (da mesma forma como na Proposição 23), contido

no conjunto dos elementos regulares, e por isso deve estar contido em alguma câmara de
Weyl C ′. Além disso, CΣ não pode estar contido propriamente em C ′. De fato, caso isso
ocorresse, ao menos um elemento da fronteira de CΣ deveria estar em C ′, porém, β ∈ CΣ,
implica em 〈β, α〉 = 0, para α ∈ Σ. Logo, β não seria regular e não poderia pertencer a
câmara de Weyl alguma, o que é uma contradição. Portanto, CΣ = C ′.

Da forma, como foram de�nidos, é claro que

CΣ(C) = C, e Σ(CΣ) = Σ

o que estabelece uma bijeção entre os sistemas simples de raízes e as câmaras de Weyl.
Se Σ é um sistema simples de raízes, e Π+ é o conjunto das raízes positivas correspon-

dente, então w(Σ) é uma base de E, ∀ w ∈ W , pois os elementos de W deixam o sistema
de raízes invariante, e assim, também temos

Π = Π+ ∪ −Π+ = w(Π+) ∪ w(−Π+).

Além disso, os elementos de w(Π+) se escrevem como combinação dos elementos de
w(Σ), isto é, w(Σ) também é um sistema de raízes, e portanto as transformações lineares
do grupo de Weyl W agem no conjunto dos sistemas simples de raízes.

Quanto às câmaras de Weyl, convém primeiro observar que E (conjunto dos elementos
regulares) é invariante pelos elementos de W , a�nal, dado α ∈ Π, 〈α, β〉 = 0 se, e só e,
〈w(α), w(β)〉 = 0, pois o produto interno é invariante pelos elementos deW , o que signi�ca
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que os elementos não regulares são invariantes por W , e consequentemente, E também o
é.

Dada uma câmara de Weyl C, como w é contínua (isomor�smo), então w(C) também
é conexo, logo está contido em alguma câmara de Weyl C ′. De modo análogo, C ′ é conexo
e assim w−1(C ′) está contido numa componente conexa de E. Mas, como w(C) ⊂ C ′,e
C ⊂ w−1(C ′), a componente conexa da qual w−1(C ′) faz parte só pode ser C, e portanto
w(C) = C ′. Segue que o grupo de Weyl também age no conjunto das câmaras de Weyl.

Proposição 24 O grupo de Weyl W age transitivamente no conjunto das câmaras de
Weyl, e portanto nos sistemas simples de raízes.

Proposição 25 Seja C uma câmara de Weyl.

1. Se w ∈ W , então w(C) = C se, e somente se, w = 1.

2. Se β é o elemento do fecho de C e w ∈ W , então w(β) pertence ao fecho de C se,
e só se, w(β) = β.

O primeiro item da Proposição 25 garante que se β é um elemento da câmara de Weyl
C, então sua órbita

Wβ = {wβ : w ∈ W}

percorre todas as câmaras de Weyl, e se w(β) = β, então w = 1.
O subgrupo de isotropia de um elemento regular se reduz, então. a identidade. Para

os demais elementos de E esse subgrupo é dado da seguinte forma.

Proposição 26 Para λ ∈ E, seja Wλ = {w ∈ W : wλ = λ} o seu subgrupo de isotropia.
Então, Wλ é gerado pelas re�exões rα com α ∈ Π, tais que 〈α, λ〉 = 0.

Se w ∈ W é uma re�exão em relação ao hiperplano F . Então, w = rα para alguma
raiz α ∈ Π.

De�nição 41 Seja Σ um sistema simples de raízes correspondente à câmara de Weyl C.
Chamamos a involução principal de Σ o elemento w ∈ W tal que

w(Σ) = −Σ.

Observe que, se w(Σ) = −Σ, então

w2(Σ) = Σ

e portanto, w2 = 1.
Além disso, dado um outro sistema simples Σ1, existe w1 ∈ W tal que

Σ1 = w1(Σ)

e assim,

−Σ = −w1(Σ) = w1(−Σ) = w1w(Σ) = w1w(w−1Σ1) = w1ww
−1(Σ1)

E portanto, a involução principal de Σ1 é dada por w1ww
−1
1 .
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Exemplo 5 (Decomposição de sl(n) em espaços de pesos e análise do sistema de raízes)
Seja g = sl(n,C). Então, dada uma base β, temos hβ, a subálgebra das matrizes

diagonais em sl(n,C), uma subálgebra de Cartan. Além disso, toda subálgebra de Cartan
é conjugada pela mudança de bases.

Seja h uma subálgebra de matrizes diagonais de traço nulo. Então, h é a subálgebra
de Cartan de sl(n).

Dado H ∈ h, podemos escrever

H = diag(a1, · · · , an) (1.8)

Vamos determinar as raízes de h. Sejam

Ei,j = (er,s)r,s

Com ei,j = 1 e er,s = 0 se r 6= i ou s 6= j.
Então, o conjunto dos elementos

Ei,j para i 6= j e Ei,i − Ei+1,i+1 , para i = 1, · · · , n− 1

é uma base de sl(n).
E, portanto,

ad(H)(Ei,j) = [H,Ei,j]

= HEi,j − Ei,jH
= (ai − aj)Ei,j.

O que mostra que (ai − aj) são autovalores para os autovetores Ei,j, e assim as raízes de
h são os funcionais

αi,j(H) = (λi − λj)(H)

onde λi ∈ h∗ é dado pela lei diag(a1, · · · , an) 7→ ai, e os espaços correspondentes são os
autoespaços associados a (ai − aj) gerados por Ei,j, i 6= j.

A partir disto, podemos determinar a forma de Cartan-Killing restrita a h, e assim,
determinar uma expressão para a forma C-K nas raízes.

Se H = diag(a1, · · · , an) ∈ h, com Tr(H) = 0, então

〈H,H〉 =
∑
i 6=j

(ai − aj)2

= 2
∑
i<j

(ai − aj)2

= 2
∑
i<j

(a2
i − 2aiaj + a2

j)
2

= 2
∑
i<j

(a2
i + a2

j)
2 − 4

∑
i<j

aiaj.

Observe, agora, que a soma dos termos da esquerda do segundo membro da igualdade
são

(n− 1)
n∑
i=1

a2
i
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E, portanto,

〈H,H〉 = 2n
n∑
i=1

a2
i

Temos assim a forma quadrática associada a forma bilinear simétrica de Cartan-Killing,
pela fórmula de polarização, segue que

〈H,H ′〉 =
〈H +H ′, H +H ′〉 − 〈H,H〉 − 〈H ′, H ′〉

2

=
2n

2

(
n∑
i=1

(ai + bi)
2 −

n∑
i=1

a2
i −

n∑
i=1

b2
i

)

= n

(
n∑
i=1

(ai + bi)
2 − a2

i − b2
i

)

= n

(
n∑
i=1

2(aibi)

)

= 2n

(
n∑
i=1

(aibi)

)
onde H ′ = diag(b1, · · · , bn) e H = diag(a1, · · · , an), Tr(H) = Tr(H ′) = 0.

Dessa maneira, podemos determinar um Hαij ∈ h que representa o funcional. Traba-
lhando em espaços vetoriais com produto interno e de dimensão �nita, sabemos que existe
Hαij ∈ h, tal que

〈Hαij , H〉 = αij(H), ∀H ∈ h

e portanto, sendo Hαij = diag(b1, · · · , bn), devemos ter

〈Hαi,j , H
′〉 = (λi − λj)(H)

= λi(H)− λj(H)

= ai − aj.

logo

2n(a1b1 + · · ·+ anbn) = ai − aj

segue que bk = 0 se k 6= i ou k 6= j, e

aibi + ajbj =
ai − aj

2n

ou seja,

bi =
1

2n
e bj = − 1

2n
.

Em suma,

Hαij = diag

(
0, · · · , 1

2n
, · · · ,− 1

2n
, · · · , 0

)
=

1

2n
(Eii − Ejj)
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A partir de então, estamos aptos a calcular a forma de Cartan-Killing nas raízes αij,
αrs:

〈αij, αrs〉 = 〈Hαij , Hαrs〉

= 2n
n∑
i=1

aibi

= 2n
1

(2n)2
(δir − δis − δjr + δjs)

=
1

2n
(δir − δis − δjr + δjs).

em particular,

〈αij, αrs〉 =
1

2n
(1 + 1) =

1

n

Como os valores dos produtos nos elementos dos espaços de raízes são múltiplos de
〈Eij, Ers〉, e

〈Eij, Ers〉 = 0 se (r, s) 6= (j, i),

pelo item (a) do Lema 6.8 em [22] segue que

〈Eij, Eji〉 = 2n

�nalmente,

〈Eij, Ers〉 =

{
0 se(i, j) 6= (s, r)
2n se(i, j) = (s, r)

Conhecendo a forma geral das raízes de sl(n), é possível determinar o sistema simples
de raízes da subálgebra de Cartan. Seja

Σ = {α12, · · · , αn−1 n}

então, Σ é um sistema simples de raízes para sl(n). De fato,

Π = {αij = λi − λj : λi, λj autovalores distintos de ad(X), X ∈ h regular},

e assim, supondo i < j, sem perda de generalidade, segue que

αij = λi − λj
= λi − λi+1 + λi+1 − λi+2 + · · ·+ λj−2 − λj−1 + λj−1 − λj
= αi i+1 + αi+1 i+2 + · · ·+ αj−1 j−2 + αj−1 j,

considerando a ordem lexicográ�ca tem-se

αij = λi − λj > 0

e a quantidade de elementos em Σ é exatamente dim h = n − 1, mostrando que Σ é um
conjunto L.I. que gera Π e portanto gera h, logo uma base de elementos positivos. Supondo
λi < λj se i < j, numa dada ordem lexicográ�ca, devemos ter

Π+ = {αij : i < j} e Π− = {αji : i < j}

e, portanto, existe uma base que diagonaliza h onde n+ é formado pelas matrizes tri-
angulares superiores com zeros na diagonal, e n− é formado pelas matrizes triangulares
inferiores com zeros na diagonal.
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Exemplo 6 Decomposição de Iwasawa de sl(n,R).
Seja g = sl(n,R) a álgebra de Lie semi-simples real das matrizes de quadradas de

ordem n com entradas reais e traço nulo. Considere a decomposição de Cartan de g dada
por

sl(n,R) = so(n)⊕ s

onde so(n) é a subálgebra das matrizes antissimétricas de traço zero (a álgebra compacta),
e s o subespaço das matrizes simétricas.

Denote o conjunto das matrizes diagonais de traço zero por

a = {diag(λ1, · · · , λn) : λ1 + · · ·+ λn = 0}.

Uma vez que as matrizes diagonais comutam entre si, a ⊂ s é uma subálgebra abeliana.
Supondo A ∈ a dada por A = diag(λ1, · · · , λn), e B ∈ s, então A e B comutam

unicamente quando B = (bij) também é diagonal, a�nal, tomando brs 6= 0, AB = C =
(cij), e BA = D = (dij), tem-se crs = brsλs e drs = λrbrs, o que faz com que crs = brs
se, e somente se, λs = λr, algo que não necessariamente acontece. A conclusão é que as
matrizes diagonais comutam entre si, mas não existe outra subálgebra contendo o conjunto
das matrizes diagonais onde todos os seus elementos comutam. Portanto, a é uma álgebra
abeliana maximal em s.

As raízes restritas de g em relação a a são so funcionais αij, i 6= j , tais que

αij(diag(λ1, · · · , λn)) = λi − λj.

De fato, sejam H = diag(λ1, · · · , λn) e X = (xij) ∈ s, então

ad(H)X = [H,X]

= HX −XH
= (λixij)ij − (xijλj)ij

= ((λi − λj)xij)ij,

e supondo ad(H)X = α(H)X para algum funcional α, necessariamente α(H) = λi−λj =
αij(H) para algum par (i, j).

Conhecendo as raízes restritas é possível caracterizar os elementos regulares de a. Seja
H ∈ a tal que H = diag(λ1, · · · , λn) e λi = λj para algum par (i, j), então

αij(H) = 0

e assim, os elementos regulares de a devem ser todos aqueles que possuem entradas todas
distintas.

A partir disso, o objetivo é determinar as câmaras de Weyl (componentes conexas dos
elementos regulares). Fixamos uma base ordenada de a

{α12, α23, · · · , αn−1 n}.

Associada a esta base, o sistema positivo de raízes é dado por

Π+ = {αij : i > j}

que é obtido por somas sucessivas dos elementos da base tomada. A ideia principal é
que, dada uma base ordenada é possível de�nir uma noção de positividade no espaço por
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meio da ordem lexicográ�ca, e assim separar o conjunto das raízes em um sistema posi-
tivo (obtido por elementos positivos segundo a ordem lexicográ�ca), e elementos negativos
(obtidos pelas raízes restritas negativas).

Segue que,

a+ = {H ∈ a : λ1 > λ2 · · · > λn}

de�ne uma câmara de Weyl com elementos estritamente positivos, pois é claro que cada
elemento de a é obtido por combinações lineares com coe�cientes positivos de elementos
da base �xada, logo, todo H ∈ a+ é estritamente positivo.

Já de�nidas k = so(n), e a = {diag(λ1, · · · , λn) :
∑
λi = 0}, é o momento de carac-

terizar a parte nilpotente, n = n+. Note que os espaços gα(H), onde H é um elemento
regular de a são somas de espaços de pesos gα, então é possível tomar

n =
∑
α>0

gα.

Se αij ∈ Π+, então

gαij = {X ∈ sl(n,R) : ad(H)X = αijX, ∀H ∈ a}.

Mas esse conjunto é dado pelas matrizes com entrada (i, j) qualquer e as demais entradas
nulas, pois

(ad(H)X)ij = ((λi − λj)xij)ij

com H = diag(· · · , λk, · · · , λl, · · · ), e portanto λk − λl > 0.
Dessa forma, considerando a variação de αij em Π+, podemos descrever n como sendo

n =


0 · · · ∗
...

. . .
...

0 · · · 0




o conjunto das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal. E portanto, tem-se
uma caracterização completa dos termos da decomposição de Iwasawa da álgebra sl(n,R).





Capítulo

2
Decomposições em Grupos de Lie

Semi-simples

Neste capítulo, estudaremos algumas decomposições globais dos grupos de Lie obtidos
a partir das decomposições das álgebras de Lie, mais precisamente, a decomposição de
Cartan e a decomposição de Iwasawa. Serão estudados também os subgrupos parabólicos ,
as variedades �ag sobre os quais são discutidos alguns resultados, tais como, as variedades
�ag como um espaço homogêneo. Os fatos apresentados seguem a linha da referência [23].

2.1 Decomposição global de Cartan

A princípio, é conveniente recordar certas propriedades da decomposição de Cartan.
Seja g = k⊕ s uma decomposição de Cartan da álgebra de Lie semi-simples real g.
Os colchetes entre os espaços da decomposição são tais que

[k, k] ⊂ k [k, s] ⊂ s, e [s, s] ⊂ s.

Os espaços k e s são ortogonais pela forma C-K de g, a�nal, dados X ∈ k e Y ∈ s,

〈X, Y 〉 = 〈θX, Y 〉
= 〈X, θY 〉
= 〈X,−Y 〉
= −〈X, Y 〉

ou seja, 〈X, Y 〉 = 0.
A forma bilinear Bθ, dada por Bθ(X, Y ) = −〈X, θY 〉, de�ne um produto interno em

g, pois a forma C-K é negativa de�nida em k, e positiva de�nida em s, e esses dois espaços
são ortogonais por C-K.

O conjunto k é uma álgebra de Lie compacta maximal em g. De fato, suponha por
absurdo que exista uma subálgebra compacta l tal que k ⊂ k, k 6= l. Tome z ∈ l \ k, então,
existem X ∈ k, e Y ∈ s, Y 6= 0, tais que Z = X + Y . Segue que, Y = Z − X ∈ l, e
assim, 〈Y, Y 〉 > 0, pois Y ∈ s, o que contraria o fato da forma C-K ser negativa de�nida
em cada subálgebra compacta.

A álgebra de Lie g é isomorfa à álgebra Der(g) das derivações de g. De fato, o
isomor�smo ad : g −→ Der(g), juntamente com a involução de Cartan θ, de�nem um

53
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automor�smo θ de Der(g) segundo o seguinte diagrama comutativo

g
θ−−−−→ gyad yad

Der(g)
θ̄−−−−→ Der(g)

Para cada ad(X) ∈ Der(g) de�ne-se

θ(ad(X)) = ad(θX).

Observe, também, que

[θX, Y ] = [θX, θθ−1Y ] = θ[X, θ−1Y ]

para cada Y ∈ g, e assim

ad(θX) = θ ◦ ad(X) ◦ θ−1

ou seja, θ é a conjugação por θ em Der(g).
A partir destas propriedades é possível iniciar um estudo sobre o grupo adjunto Aut0g,

dos automor�smos internos de g, que dá as diretrizes para a decomposição global de
Cartan.

Seja G um grupo de Lie conexo e Autg o grupo dos automor�smos em G. Então, cada
ϕ ∈ Autg age em g via um isomor�smo Aut(G) −→ Autg. A álgebra de Lie Aut0g é a
álgebra das derivações Der g.

Fixe uma decomposição de Cartan, g = k ⊕ s, com involução de Cartan θ, e produto
interno Bθ(X, Y ) = −〈X, θY 〉, onde 〈·, ·〉 é a forma C-K em g.

De�na θ0 como sendo a conjugação por θ em Aut0 g, isto é,

θ0 : Aut0g −→ Aut0 g
g 7−→ θ0(g) = θgθ−1.

Desta forma, θ0 é um automor�smo do grupo adjunto Aut0 g.
Lembrando que

θ(ad(X)) = ad(θX) = θ ad(X)θ−1

é a conjugação de ad(X) ∈ Der(g) por θ, então, θ0 pode ser visto como uma extensão
de θ a Aut0 g. E, de modo análogo, tem-se a caracterização em termos da transposta em
relação a Bθ, dada por

θ0(g) = (g−1)T .

De fato, se g ∈ Aut0g e X, Y ∈ g, então

Bθ(gX, Y ) = −〈X, (θθ−1)g−1θY 〉
= −〈X, θ(θ−1g−1θ)Y 〉
= Bθ(X, (θ

−1g−1θ)Y )

= Bθ(X, (θgθ
−1)−1Y )

ou seja, gT = (θgθ−1)−1, e por isso

θ0(g) = θgθ−1 = (g−1)T .
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Além disso,

θ2
0(g) = θ0(g−1)T =

((
(g−1)T

)−1
)T

= g

para todo g ∈ Aut0g, isto signi�ca que θ0 é uma involução, e gT é um automor�smo de g.
Seja

Kad = {g ∈ Aut0g : θ0(g) = g}.

Então, Kad é um subgrupo fechado cuja álgebra de Lie é ad(k), a�nal ad(k) é a álgebra
dos pontos �xos de θ.

Além de fechado, Kad é compacto, pois os elementos em Kad são tais que

g = (g−1)T ,

ou seja,

Kad = SO(g, Bθ) ∩ Aut0g

onde SO(g, Bθ) é o grupo das isometrias de g com relação a Bθ, que é subgrupo compacto.
E, portanto, o grupo Kad globaliza a parte compacta da decomposição de Cartan.
Quanto à parte simétrica, se g ∈ Aut0 g é simétrica positiva de�nida em relação à Bθ,

então, g é diagonalizável com autovalores reais positivos, e que existe uma transformação
linear A ∈ gl(g) simétrica em relação à Bθ tal que g = exp(A). Dessa forma, de�nimos
uma derivação interna A = ad(X) com X ∈ s, de modo que, exp(tA) ∈ Aut0 g, para todo
t ∈ R. Isso mostra que S = exp(s) é uma subvariedade imersa de Aut0 g que é difeomorfa
à s. Denotando o espaço tangente a S passando por exp(X) por Texp(X)S, X ∈ s, temos
Texp(X)S = d(exp(X)) ◦ TX(s). Além disso, TX(s) é transversal a k, ou seja, se X ∈ s,
então k ∩ TX(s) = ∅.

Com base nas observações feitas acima, já é possível descrever a decomposição global
de Cartan para o grupo adjunto Aut0g. Ela é dada através do seguinte difeomor�smo,
φ : s×Kad −→ Aut0g uma aplicação de�nida por

φ(X, k) = exp(ad(X))k.

Além disso, Aut0g = SKad, onde S = exp s, e Kad é conexo.
A partir da decomposição global do grupo adjunto Aut0g, obtém-se as decomposições

globais para grupos arbitrários por meio da representação adjunta.

Teorema 7 Sejam G um grupo de Lie semi-simples conexo com álgebra de Lie g. Tome
uma decomposição de Cartan g = k ⊕ s. Denotando K = 〈exp(k)〉 (grupo gerado pela
imagem dos elementos de k através da exponencial), e S = exp(s), então

1. G = SK = KS, e todo g ∈ G é escrito de maneira única como g = sk, ou g = ks,
com k ∈ K e s ∈ S.

2. S é difeomorfa a s pela aplicação exp : s −→ S.

3. As aplicações K × S −→ G, dadas pelas relações (k, s) 7→ ks, e (k, s) 7→ sk são
difeomor�smos.

4. O centro de G está contido em K, isto é, Z(G) ⊂ K

5. K = exp(k), e K é compacto se, e só se, Z(G) é �nito.
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Demonstração: Considere a representação adjunta Ad : G −→ Aut0 g. Esta aplicação
é o recobrimento canônico com núcleo Z(G).

Seja K̂ = Ad−1(Kad) a imagem inversa de Kad por Ad, então K̂ é subgrupo fechado
de G com álgebra de Lie k, e tal que Z(G) ⊂ K̂. Além disso, a decomposição de Cartan
vale para K̂.

De fato, seja φ : s× K̂ −→ G, tal que φ(X, k) = (exp(AdX))k, exp e expad, respecti-
vamente, as aplicações exponenciais de G e Aut0g.

Dado g ∈ G, a decomposição de Cartan em Aut0g garante que

Ad(g) = sk

com s = expad(Y ) ∈ expad(s), e k ∈ Kad. Visto que Ad ◦ exp = expad,

Ad(g) = Ad(expY )k

e portanto,

Ad((expY )−1g) = (Ad expY )−1g = k ∈ Kad.

Mas, isto implica em (expY −1)g ∈ K, ou seja, existe k1 ∈ K, tal que g = (expY )k1,
mostrando a sobrejetividade da aplicação φ.

Quanto à injetividade de φ, essa se veri�ca da seguinte forma. Seja

g = (expX1)k1 = (expX2)k2

com expX1, expX2 ∈ S e k1, k2 ∈ K. Aplicando Ad em g,

expad(X1)Ad(k1) = expad(X2)Ad(k2),

e portanto, expad(X1) = expad(X2) e Ad(k1) = Ad(k2) pela decomposição de Cartan no
grupo adjunto. Segue que X1 = X2 pela unicidade da decomposição, e assim, expX1 =
expX2. E novamente, pela unicidade da decomposição no grupo adjunto, k1 = k2. Logo,
φ é injetiva.

Além disso, a diferencial de φ é um isomor�smo em todo ponto. Seja (X, k) ∈ s× K̂,
Y ∈ s e A ∈ k um campo invariante à direita em K, então

dφ(Y,A(k)) = exp(X) · (TX(Y ) + A)(k)

= exp(X) · (TX(Y ) + A) · k
= (dEexp(X))1 ◦ (dDk)1(TX(Y ) + A).

Como as translações são difeomor�smos, essa diferencial se anula somente se TX(Y )+A =
0, isto é, TX(Y ) = −A. Porém, TX(s) é transversal à k, e portanto, TX(Y ) = 0. Uma vez
que X ∈ s, TX(Y ) é um isomor�smo, e deve ocorrer que Y = 0. Conclui-se que dφ(X,k) é
um isomor�smo pois o núcleo da aplicação é trivial.

Por �m, sendo φ uma bijeção e um difeomor�smo local, então φ é de fato um difeo-
mor�smo.

Agora, aplicando a inversa de φ em G obtém-se a decomposição G = KS e o difeo-
mor�smo (X, k) 7−→ k exp(AdX). Segue que G/K̂ é difeomorfo a S que é simplesmente
conexo, portanto K̂ é conexo, e K̂ = K = 〈exp k〉 = exp k.

Por construção,

Kad = K̂/Z(G) = K/Z(G).

Visto que Kad é compacto, então K é compacto se, e somente se Z(G) for �nito, comple-
tando a demonstração do teorema.
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2.2 Decomposição global de Iwasawa

A decomposição de Iwasawa de um grupo de Lie semi-simples conexo e não compacto
G permite escrever G como produto de três subgrupos, G = KAN , onde K = exp(k),
A = exp(a) e N = exp(k), e g = k⊕ a⊕ n é a decomposição de Iwasawa da álgebra de Lie
g de G. Baseada numa decomposição de Cartan, elas compartilham a mesma subálgebra
compacta k.

Dessa forma, o subgrupo K é compacto, e fechado quando o centro Z(G) é �nito. O
subgrupo abeliano A = exp(a) é fechado, pois, na decomposição de Cartan, S = exp(s)
é fechado, a ⊂ s é também fechado, e a aplicação exponencial exp : a −→ A é um
difeomor�smo. Quanto aos grupo N e AN , estes são fechados e simplesmente conexos.

Em particular, quando consideramos o grupo adjunto, Aut0 g, assim como na de-
composição de Cartan, chamando Nad = 〈exp(ad n)〉 (grupo gerado pelos elementos em
exp(ad n)) e Aad = exp(ad a), tem-se Nad e AadNad fechados e simplesmente conexos, e a
álgebra de Lie de AadNad é a⊕ n. A interseção entre esses grupos é

Kad ∩ AadNad = {1}, e Kad ∩Nad = {1}.

Sendo AadNad um subgrupo de Lie fechado, o quociente Aut0g assume uma estrutura
de variedade diferenciável. Esse fato, juntamente com a informação que a ⊕ n é o com-
plemento ortogonal de k, e da compacidade de Kad, permite mostrar que a ação do grupo
Kad em Aut0g é transitiva. Isso é feito mostrando que a órbita de Kad pelo elemento
neutro do quociente Aut0g/(AadNad) é exatamente Aut0g/(AadNad).

Se a ação de Kad é transitiva, então, para todo g ∈ Aut0g, existe k ∈ Kad tal que
gAadNad = kAadNad. O que signi�ca que Aut0 g = KadAadNad.

No caso geral, para um grupo de Lie semi-simples conexo de dimensão �nita qualquer,
é considerada a representação adjunta, que leva as componentes de G em Aut0g.

Teorema 8 (Decomposição global de Iwasawa)
Seja G um grupo de Lie semi-simples conexo com álgebra de Lie g , e uma decomposi-

ção de Iwasawa g = k⊕a⊕n. Então, G pode ser decomposto em produto como G = KAN ,
onde K = exp k, A = exp a, e N = exp n. A aplicação φ : K × A × N −→ KAN = G
é um difeomor�smo, e os grupos A, N , e AN são simplesmente conexos e difeomorfos a
espaços euclidianos.

Demonstração: Seja a representação adjunta Ad : G −→ Aut0 g. Assim como na
decomposição de Cartan, a aplicação Ad leva as componentes de G nas componentes de
Aut0g, isto é, Ad(K) = Kad, Ad(A) = Aad, e Ad(N) = Nad. E a restrição de Ad em cada
um desses subgrupos é um recobrimento módulo Z(G).

Uma vez que as restrições da representação adjunta Ad|Aad
e Ad|Nad

são isomor�smos,
A e N são simplesmente conexos por serem imagem de conexos.

Quanto à aplicação φ, dado g ∈ G, então, pela sobrejetividade da decomposição de
Iwasawa no grupo adjunto,

Ad(g) = Ad(k)Ad(a)Ad(n)

com k ∈ K, a ∈ A, e n ∈ N . Como a adjunta é um recobrimento módulo Z(G), existe
z ∈ Z(G) tal que g = kanz, e observando que Z(G) ⊂ K, podemos escrever g = (kz)an,
mostrando a sobrejetividade de φ.

A injetividade de φ se veri�ca pela injetividade da adjunta. Suponha g = kan =
k1a1n1, com k, k1 ∈ K, a, a1 ∈ A, e n, n1 ∈ N , então

Ad(k−1
1 k) = Ad(a1n1(an)−1) ∈ Kad ∩ AadNad = {1}
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a�nal k−1
1 k ∈ K e a1n1(an)−1 ∈ AN . E assim, Ad(a1n1(an)−1) = 1, donde Ad(a1n1)Ad((an)−1) =

1, e portanto, Ad(a1n1) = Ad(an). E do mesmo modo como feito anteriormente,

Ad(a−1
1 a) = Ad(n−1

1 n) ∈ AadNad = {1}.

Logo, Ad(a1) = Ad(a) e Ad(n1) = Ad(n). Pela injetividade de Ad, segue que a1 = a, e
n1 = n, e conclui-se que k1 = k.

Quanto à diferenciabilidade de φ, tome X ∈ k um campo invariante à esquerda, Y ∈ a
um campo bi-invariante, e Z ∈ n um campo invariante à direita. Então,

dφ(k,a,n) = k(X + Y + Ad(a)Z)an = (dEk)1 ◦ (dDan)1(X + Y + Ad(a)Z),

e dessa forma a diferencial se anula unicamente quando X + Y + Ad(a)Z = 0. Como
Ad(a)Z ∈ n, a decomposição de Iwasawa da álgebra garante que X = Y = Z = 0, logo a
diferencial em qualquer ponto é injetora. E por �m, visto que dim(K×A×N) = dim(G),
φ é difeomor�smo local, o que completa a demonstração.

Consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 7 Considere a decomposição de Iwasawa da álgebra sl(n,R), dada por

sl(n,R) = so(n,R)⊕ a⊕ n+

onde a é a subálgebra abeliana das matrizes diagonais de traço zero, n+ é a subálgebra das
matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal.

Exponenciando essas álgebras de Lie obtém-se os seguintes subgrupos

K = SO(n,R) = {M ∈ GL(n,R) : det(M) = 1 e Tr(M) = 0}
A = {diag(λ1, · · · , λn) : λi > 0, 1 ≤ i ≤ n, λ1 · · ·λn = 1}
A+ = {diag(λ1, · · · , λn) ∈ A : λ1 > · · · > λn}

N+ =


1 · · · ∗
...

. . .
...

0 · · · 1


 .

Esses subgrupos caracterizam a decomposição de Iwasawa do grupo de Lie conexo SL(n,R)
da seguinte forma:

SL(n,R) = KAN+.

2.3 Decomposição de Bruhat

A teoria de Tits é a teoria abstrata que descreve o comportamento e as propriedades
dos subgrupos parabólicos de um grupo G qualquer. Em particular, quando consideramos
G um grupo de Lie semi-simples, com álgebra de Lie g, com decomposição de Cartan
g = k ⊕ s, e K = exp k, temos que a terna (G,MAN+,M∗) constitui um sistema de
Tits para qualquer decomposição de Langlands concordando com uma decomposição de
Iwasawa �xada.

Uma vez mostrada essa relação dos grupos de Lie semi-simples com a teoria de Tits,
a ligação entre os subgrupos parabólicos e os subgrupos do grupo de Weyl associado a
tripla (G,MAN+,M∗) seguem naturalmente. Essa ligação será de vital importância para
a identi�cação entre os conjuntos controláveis efetivos e elementos do grupo de Weyl,
tanto na �ag maximal, quanto nas �brações envolvendo as outras �ags.
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A seguir, uma breve exposição da teoria será apresentada. Para maiores explicações,
ver [35] seção 1.2 .

Seja G um grupo e P,M subgrupos de G, a tripla (G,P,M) é denominada um sistema
de Tits se as seguintes condições são satisfeitas:

1. G é gerado por P e M , N = P ∩M é subgrupo normal de M , e W = M/N admite
um sistema �nito de geradores constituídos de elementos involutivos wi 6= 1, tais
que, wi 6= wj se i 6= j;

2. Para todos os elementos geradores wi, wiPw
−1
i 6= P ;

3. Para todo wi e para todo w ∈ W ,

wiPw ⊂ (PwP ) ∪ (PwiwP ).

O grupo W é chamado grupo de Weyl do sistema de Tits (G,P,M).
A partir deste ponto, �xamos um sistema de Tits (G,P,M) com grupo de Weyl W .

De�nição 42 Os grupos conjugados a P em G por algum elemento w ∈ W = M/N são
chamados subgrupos parabólicos minimais.

Um subgrupo parabólico de G é qualquer subgrupo de G contendo um subgrupo parabó-
lico minimal.

Adiante, serão considerados as classes laterais duplas da forma

PxP , com x ∈ G.

Com M ⊂ P , por abuso de notação, é possível escrever PwP como sendo a classe lateral
dupla

PwP = PmwP , com mw ∈M∗

onde mw é um representante de w ∈ W ≈M∗/M .
Se G é gerado por P e M , e W é o quociente M/N , onde N é a parte de M que

intersecta P , então a propriedade 3 do sistema de Tits garante que G = PWP . Isso
signi�ca que cada classe lateral dupla PxP com x ∈ G pode ser escrita, como um abuso
de notação, da seguinte forma PwP com w ∈ W .

Mais que isso, elementos distintos de W estão associados necessariamente a classes
laterais duplas PwP distintas.

Teorema 9 (Lema de Bruhat)
Seja (G,P,M) um sistema de Tits com grupo de Weyl W . Então, a aplicação de W

no conjunto das classes laterais duplas dos elementos PxP , x ∈ G, dada por

w 7−→ PwP, w ∈ W

é injetiva. Além disso, G é escrito como a união disjunta

G =
⋃
w∈W

PwP.
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O objetivo deste estudo é expor uma descrição dos subgrupos parabólicos deG segundo
a teoria de Tits, o que pode ser interpretado como um estudo de caráter algébrico sobre
objetos geométricos envolvendo os subgrupos parabólicos de um grupo de Lie semi-simples
real. Esse estudo é baseado na análise de certas propriedades dos geradores de W .

Suponha que os geradores wi de W são indexados por Ψ = (1, · · · , l). Para qualquer
subconjunto Θ ⊂ Ψ, de�naWΘ como sendo o subgrupo deW gerado por wi tal que i ∈ Θ,
isto é,

WΘ = ger {wi : i ∈ Θ} .

Seguindo essa notação, WΨ = W .
Além disso, de�na PΘ = PWΘP = {p1wp2 : p1, p2 ∈ P e w ∈ W}. Então, PΘ é um

subgrupo parabólico de G, pois, segue da condição 3 que

(PWΘP )(PWΘP ) = (P (WΘPWΘ)P ) ⊂ (PWΘP ).

mostrando que os inversos dos elementos em PWΘP também estão em PWΘP , isto é,
PWΘP é um subgrupo de G contendo P .

A partir disso, é possível dizer que o subgrupo PΘ é gerado por P e pelos representantes
dos geradores wi, i ∈ Θ. Observe que, P∅ = P e que se Θ = Θ1 ∪ Θ2, então PΘ é gerado
por PΘ1 e PΘ2 .

Corolário 5 Com a mesma notação acima,

WΘ1 ∩WΘ2 = WΘ1∩Θ2 .

Sejam PΘ1 e PΘ2 subgrupos parabólicos de G contendo o subgrupo parabólico minimal
P . Então, existe uma quantidade �nita de classes laterais duplas em G módulo PΘ1×PΘ2 .

Lema 4 Sejam P1 e P2 subgrupos parabólicos de G. Se P1 e P2 são conjugados e P1 ∩P2

é subgrupo parabólico, então P1 = P2.

Teorema 10 Os subgrupos PΘ são os únicos subgrupos de G contendo P . Cada PΘ é
distinto do outro, e nenhum deles é conjugado a outro.

2.3.1 Subgrupo parabólico minimal do grupo de Lie semi-simples

Seja G um grupo de Lie semi-simples conexo com centro �nito. Nesta seção, pretende-
remos estudar um certo tipo de subgrupo fechado de G, o subgrupo parabólico minimal.

Fixe uma decomposição de Iwasawa G = KAN+ para G. Uma vez que as de�nições
27 e 23 concordam, podemos tomar M o centralizador de A em K, isto é,

M = {u ∈ G : uhu−1 = h,∀h ∈ A}
= {u ∈ G : Ad(u)(H) = 0, ∀H ∈ a}

e o normalizador de A em K dado por

M∗ = {u ∈ G : uAu−1 = A}
= {u ∈ G : Ad(u)(a) = a}.

Então, veremos que um subgrupo parabólico P minimal pode ser tomado como

P = MAN+.

Essa decomposição é uma decomposição de Langlands de P , dependendo de uma decom-
posição de Iwasawa de G.

Essa decomposição do subgrupo parabólico minimal P guarda certas propriedades que
relacionam suas componentes. Duas das principais são apresentadas abaixo.
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Proposição 27 Seja G grupo de Lie semi-simples conexo com decomposição de Iwasawa
G = KAN+. Seja M o centralizador de A em K, então

ZG(A) = ZG(a) = MA.

Demonstração: Como M é centralizador de A em K, e A = exp a com a abeliano
maximal em s, então A está contido no centralizador de A em G, e portanto,MA ⊂ ZG(a).

Por outro lado, se Xα ∈ gα, como Ad(g) comuta com ad(H) para qualquer H ∈ a,
então

ad(H)(Ad(g)Xα) = Ad(g)(ad(H)Xα)

= Ad(g)(α(H)Xα)

= α(H)Ad(g)(Xα)

e portanto, Ad(g)Xα ∈ gα, mostrando que

Ad(g)gα = gα

para toda raiz α, o que implica em

Ad(g)n+ = n+.

Além disso, observe que para todo X ∈ g o centralizador de Ad(g)m é Ad(z(X)) onde
z(X) é o centralizador de X em g, a�nal, supondo

[Ad(X), Y ] = 0

segue que

Ad(g)[X,Ad(g)−1Y ] = 0

o que implica em Ad(g)−1Y ∈ z(X), que leva à Y ∈ Ad(g)z(X).
Uma vez que m ⊕ a está contido no centralizador de a em g, então, em particular,

m⊕ a centraliza qualquer elemento regular H ∈ a, e assim

Ad(g)(m⊕ a) = m⊕ a

e segue que Ad(g)m ⊂ m⊕ a.
Portanto, o elemento g ∈ ZG(a) normaliza p = m ⊕ a ⊕ n+, mostrando que g ∈ P =

MAN+.
Uma vez que, g ∈ P = MAN+ é possível tomar

g = mhn, m ∈M h ∈ A n ∈ N+.

Como visto anteriormente, MA ⊂ ZG(a), e assim,

n = (mh)−1g ∈ ZG(a).

Observando que h = expX, comX ∈ n+, m+a centralizador de a em g, e (m+a)∩n+ =
{0}, então h = exp 0 = 1, e portanto,

g = hn ∈MA

e assim, ZG(a) ⊂MA.
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Proposição 28 Seja G grupo de Lie semi-simples conexo com decomposição de Iwasawa
G = KAN+. Seja M∗ o normalizador de de A em K. Então,

NG(A) = NG(a) = M∗A.

Demonstração: Primeiramente, M∗ é por de�nição ao normalizador de A em K e A
está claramente contido no normalizador de A em S, então M∗A ⊂ NG(a).

Para a inclusão recíproca, mostramos primeiro a existência de w̄ ∈ M∗ tal que w̄g ∈
MAN+. Tome u = Ad (g)|a. Como Ad (g) comuta com ad (H), H ∈ a, temos

ad (H)(Ad (g)(X)) = [H,Ad (g)X]

= [Ad (g)H̄,Ad (g)X]

= Ad (g)[H̄,X]

= α(H̄)Ad (g)X

com H̄ ∈ a e X autovetor de ad (H). Então, Ad (g) leva autovetores de ad (H) em
autovetores de ad (Ad (g)(H)) = ad (uH), o que faz de α · u raiz para todo α ∈ Π.

Agora, seja Σ o sistema simples de raízes, segue que

uΣ ⊂ Π

também é um sistema de raízes, e portanto existe w ∈ W tal que

w(uΣ) = nΣ

Seja w̄ ∈M∗ representante de w ∈ W , então

w(uΠ+) = Π+

e assim,

Ad (w̄g)n+ = n+

(
=
∑
α∈Π+

gα

)
Alem disso, w̄ sendo elemento do normalizador de a em k e g ∈ NG(a), então w̄g ∈

NG(a), ou seja,

Ad (w̄g)a = a.

Lembrando também que o centralizador de a em g é m⊕ a, segue que

Ad (w̄g)m⊕ a = m⊕ a

e portanto

Ad (w̄g)p = Ad (w̄g)m⊕ a⊕ n+ = m⊕ a⊕ n+ = p

Conclui-se que w̄g está no normalizador de P , isto é, w̄g =∈ P = MAN+. Agora
escreva

mh ∈MA ⊂M∗A ⊂ NG(a).

Observando que ϕ : N+ −→ n+ é um difeomor�smo, então n ∈ NG(a) só é possível
quando n = 1, logo

w̄g = mh ∈MA

e portanto,

g = w̄−1mh ∈M∗A

mostrando a inclusão recíproca.
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2.3.2 Decomposição de Bruhat de Um grupo de Lie Semi-simples

Quando olhamos para um grupo de Lie semi-simples conexo, por meio da estrutura
desse grupo, podemos estabelecer uma decomposição de Bruhat com relação ao subgrupo
parabólico minimal P = MAN+. A ação de P = MAN+ à esquerda nas classes laterais
wP pode ser parametrizada somente por elementos de N+. Dessa forma é possível obter
uma decomposição do mesmo tipo que a do Teorema 9 de modo independente. Tal
decomposição é dada a seguir.

Teorema 11 Sejam G um grupo de Lie semi-simples conexo com centro �nito, G =
KAN+ uma decomposição de Iwasawa de G, e P = MAN+. Então, a aplicação w 7−→
PwP , com w ∈ W , de W no duplo quociente de G por P à direita e à esquerda é injetiva,
e portanto

G =
⋃
w∈W

PwP =
⋃
w∈W

N+wP

ambas como uma união disjunta.

O Teorema 11 é importante para evidenciar as propriedades que fazem de (G,P,M∗)
um sistema de Tits, fundamentando o estudo dos subgrupos parabólicos para grupos de
Lie semi-simples sob um espectro mais geral.

Proposição 29 (Moore)
Sejam G um grupo de Lie conexo semi-simples com centro �nito, G = KAN+ uma

decomposição de Iwasawa de G, e P = MAN+. Então, P é o normalizador de N+ em
G. Além disso, existe uma única classe lateral dupla PwP cuja dimensão é igual a de P .

Denotando por w′ o elemento de W que leva a câmara positiva C na câmara oposta
−C ( a palavra de maior tamanho emW ), então a classe lateral dupla Pw′P é exatamente
a órbita de dimensão maximal.

O Teorema 11 garante que G é gerado por P e M∗, além disso, pela própria de�nição
de M temos que

M = M∗ ∩ P

é um subgrupo normal de M para o qual M∗/M possui um conjunto �nito de geradores
involutivos

wi = wλi , com i = 1, · · · , l.

Como pode ser visto em [35], podemos caracterizar a tripla

(G,P,M∗)

como um sistema de Tits, com P sendo o subgrupo parabólico minimal.
Sobre o grupo de Weyl, uma observação importante a ser feita é que a de�nição

axiomática pela teoria de Tits W = M∗/M concorda com o grupo de Weyl gerado pelas
re�exões wα, com α ∈ Σ, ou seja, ambas as de�nições são equivalentes como estabelece a
seguinte proposição.

Proposição 30 Existe uma bijeção entre o grupo de Weyl W e M∗/M o quociente do
normalizador pelo centralizador de A em K.



2. Decomposições em Grupos de Lie Semi-simples 64

Demonstração: Seja Eα ∈ gα, E 6= ∅. Dada uma forma real g0 ⊂ g, denote com a barra
o conjugado com relação à g0. Assim é possível escrever

Eα = Xα + iYα

com Xα, Yα ∈ g0.
Seja θ a involução de Cartan com relação à g0, temos então θEα ∈ g−α.
Além disso, observe que

2Xα = Hα + θHα = Xα + iYα +Xα − iYα

e

2iYα = Hα − θHα = Xα + iYα −Xα + iYα

e portanto, tomando H ∈ a, temos

[Xα, H] = −[H,Xα]

=

[
H,

Hα + θHα

2

]
= −1

2
[H,Hα + θHα]

= −1

2
[H,Hα]− 1

2
[H, θHα]

= −1

2
α(H)Hα +

1

2
α(H) θHα

= −1

2
α(H)(Hα, θHα)

= −1

2
α(H)(2iYα)

= −iα(H)Yα.

Fazendo uso da expressão do colchete entre elementos de espaços de raízes opostas
como um múltiplo de um elemento cujo dual é α, temos

[Xα, Yα] =

[
Eα + θEα

2
,
Eα − θEα

2i

]
=

1

4i
[Eα + θEα, Eα − θEα]

=
1

4i
[θEα, Eα] + [θEα, Eα]

= − 1

2i
[Eα, θEα]

= − 1

2i
B(Eα, θEα)Hα.

onde Hα é de�nido como aquele para o qual

α(·) = 〈Hα, ·〉

onde 〈·, ·〉 = −Bθ(·, ·) = −B(·, θ·), então

[Xα, Yα] = − 1

2i
B(Eα, θEα)Hα =

1

2i
〈Eα, θEα〉Hα.
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Como −〈Eα, θEα〉 = B(Eα, θEα) < 0, então podemos tomar um número

t0 =

√
2π√

〈α, α〉
√
−B(Eα, θEα)

a partir do qual de�nimos um elemento g ∈ G para o qual Ad(g) é uma re�exão do tipo
rα.

De fato, tome

g = exp t0Xα,

comoXα ∈ g0, então g ∈ G. Além disso, dado um elementoH ∈ a, há duas possibilidades:

1. caso α(H)〈Hα, H〉 = 0 , então

Ad(g)H = Ad(exp t0Xα)H

= exp(t0 adXα)H

=
∑
k≥0

tk0 adkXα

k!
H

=
∑
k≥1

tk0(−iα(H))kXα · 0

k!
= H.

2. Caso contrário, temos 〈Hα, H〉 = α(H) 6= 0. É possível considerar H = Hα, e
observar que

t20(adXα)2Hα =
2π2

−〈α, α〉B(Eα, θEα)

α(Hα)B(Eα, θEα)

2
H = −π2Hα

pois,

[Xα, Hα] = −iα(Hα)Yα

e

[Xα,−iα(Hα)Yα] = −iα(Hα)[Xα, Yα]

= −iα(Hα)
−1

2i
B(Eα, θEα)Hα

=
α(Hα)

2
B(Eα, θEα)Hα.

E portanto,

Ad(g)Hα = Ad(exp t0Xα)H

= exp(t0 adXα)H

=
∑
k≥0

tk0 adkXα

k!
Hα

=
∑
k≥0

t2k0 ad2kXα

(2k)!
Hα + r

∑
k≥1

t2k0 ad2kXα

(2k + 1)!
Hα

=
∑
k≥0

(−1)kπ2k

(2k)!
Hα + t0

∑
k≥0

(−1)kπ2k

(2k + 1)!
[Xα, Hα]

= (cosπ)Hα + t0 sin(π)[Xα, Hα] = −Hα.
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A�nal,

cosx =
∑
m≥0

(−1)mx2m

(2m)!
e sinx =

∑
m≥0

(−1)mx2m

(2m+ 1)!

na expansão em série de Taylor.

Conclui-se então que Ad(g) �xa um hiperplano e leva α no seu oposto, caracterizando
uma re�exão com relação a α. Uma vez que, para cada raiz existe um elemento emM∗/M
associado, e que o grupo de Weyl é gerado pelas re�exões se torna explícita a associação
de cada elemento do grupo de Weyl a um elemento no quociente.

2.3.3 Decomposição de Langlands

A Decomposição de Langlands de um grupo de Lie semi-simples atua nos subgrupos
parabólicos PΘ de modo análogo a Decomposição de Bruhat sobre o subgrupo parabólico
minimal. Para esse estudo, faremos uso constante de propriedades envolvendo as raízes
do sistema simples do grupo de Lie.

Seja G um grupo de Lie semi-simples conexo com centro �nito, e seja P um subgrupo
parabólico minimal de G. Fixe uma decomposição de Iwasawa

G = KAN+

que faz com que P se decomponha como

P = MAN+

onde M = ZK(A).
Seja Σ = {λ1, · · · , λl} o sistema simples de raízes associado a decomposição de Iwasawa

�xada (l = dim a).
Para qualquer subconjunto Θ ⊂ Σ, seja 〈Θ〉 o conjunto dos λ ∈ Π que são combinações

lineares (inteiras) de elementos de Θ, vamos denotar também 〈Θ〉± = Π± ∩ 〈Θ〉.
De�nimos os seguintes conjuntos:

n+(Θ) =
∑

λ∈〈Θ〉+
gλ e n−(Θ) = θ

(
n+(Θ)

)
=
∑

λ∈〈Θ〉+
g−λ,

e g(Θ) a subálgebra de g gerada por n+(Θ) + n−(Θ). Então, g(Θ) é uma subálgebra
θ-estável.

Lema 5 A álgebra de Lie g(Θ) é semi-simples.

Como cada gλ com λ ∈ 〈Θ〉+ está em g(Θ)

a(Θ) ⊂ g(Θ)

Denote por aΘ o complemento ortogonal de a(Θ) em a relativo a 〈·, ·〉θ

Lema 6 Com a mesma notação acima, temos

a(Θ) = g(Θ) ∩ a

com a(Θ) abeliano maximal em g(Θ).
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Por abuso de notação, nos referiremos a ΣΘ como o conjunto das raízes do par (g, aΘ),
a�nal, não necessariamente o conjunto ΣΘ constitui um sistema de raízes para a∨Θ. Isso
ocorre somente quando existem lΘ raízes linearmente independentes

σ1, · · · , σlΘ , lΘ = dim aΘ

tais que, qualquer raiz σ ∈ ΣΘ possa ser expressa como uma combinação linear inteira de
σi, i = 1, · · · , lΘ, e com inteiros de mesma paridade. Segundo o Lema 1.2.4.1 em [35], as
raízes não nulas de ΣΘ do par (g, aΘ) são exatamente a restrição a aΘ dos elementos em
Σ− 〈Θ〉+.

De�na

pΘ = p⊕ n−(Θ)

onde p é a álgebra de Lie de P = MAN+. Como a(Θ) é ortogonal à aΘ, e n±(Θ) é
ortogonal à n±Θ com relação ao produto Bθ, temos

pΘ = (m⊕ a⊕ n+)⊕ n−(Θ)

= m⊕ aΘ ⊕ a(Θ)⊕ n+
Θ ⊕ n+(Θ)⊕ n−(Θ)

= m⊕ (a(Θ)⊕ n+(Θ)⊕ n−(Θ))⊕ aΘ ⊕ n+
Θ

= (m⊕ g(Θ))⊕ aΘ ⊕ n+
Θ.

Lema 7 O espaço vetorial pΘ é o normalizador de n+
Θ em g, e portanto, pΘ é, de fato,

uma álgebra de Lie.

Corolário 6 O normalizador da subálgebra pΘ é a própria pΘ. Então, pΘ é álgebra de
Lie.

Lema 8 O centralizador de aΘ em g é

zg(aΘ) = (m⊕ n+(Θ)⊕ n−(Θ)⊕ a(Θ))⊕ aΘ.

Demonstração: Por um lado, m⊕ a centraliza a, e assim m⊕ a(Θ)⊕ aΘ centraliza aΘ.
Quanto à n+(Θ)⊕ n−(Θ), uma vez que tal soma de espaços envolve os ortogonais a n+

Θ e
n−Θ, o colchete com os elementos de aΘ é nulo, e portanto, (m⊕n+(Θ)⊕n−(Θ)⊕a(Θ))⊕aΘ

centraliza aΘ, ou equivalentemente

(m⊕ n+(Θ)⊕ n−(Θ)⊕ a(Θ))⊕ aΘ ⊂ lΘ.

Por outro lado,

lΘ ⊕ n+
Θ ⊕ n−Θ = g

= pΘ ⊕ n−Θ
= (m⊕ n+(Θ)⊕ n−(Θ)⊕ a(Θ))⊕ aΘ ⊕ n+

Θ ⊕ n−Θ,

e portanto,

dim lΘ = dim g− dim(n+
Θ ⊕ n−Θ) = dim(m⊕ n+(Θ)⊕ n−(Θ)⊕ a(Θ))

de onde segue o resultado.
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De�nição 43 Com as mesmas notações anteriores, de�nimos

mΘ = m⊕ n+(Θ)⊕ n−(Θ)⊕ a(Θ).

Lema 9 O espaço mΘ é uma álgebra de Lie redutível em g, e

zmΘ
(mΘ) ⊂ mΘ ∩ k,

ou seja, o centro de mΘ está contido na sua interseção com k.

Deduz-se, então, a seguinte decomposição de pΘ,

pΘ = mΘ ⊕ aΘ ⊕ n+
Θ

que é chamada decomposição de Langlands de pΘ. E, segundo a Proposição 8, o centra-
lizador de aΘ em g é

mΘ ⊕ aΘ.

Com o Lema 9, temos as ferramentas necessárias para estudar a situação dos subgrupos
de Lie associados a essas álgebras de Lie.

Sejam

A(Θ), AΘ, N
+(Θ), N−(Θ), N+

Θ , e N
−
Θ

os subgrupos analíticos correspondendo respectivamente à

a(Θ), aΘ, n
+(Θ), n−(Θ), n+

Θ, e n
−
Θ

temos as seguintes decomposições

A = A(Θ)AΘ

em produto direto, e

N+ = N+(Θ)N+
Θ e N− = N−(Θ)N−Θ

em produto semidireto, pois n+(Θ) e n−(Θ) são ideais em n+, respectivamente, n−.
Uma vez que [aΘ, n

+
Θ] ⊂ n+

Θ, AΘNΘ é um subgrupo de G.
Seja MΘ o subgrupo de G com álgebra de Lie mΘ, então MΘAΘ, e MΘAΘN

+
Θ são

subgrupos analíticos fechados de G, a�nal, o primeiro é centralizador de aΘ, e o segundo
é normalizador de n+

Θ. Por conseguinte, MΘ é também subgrupo fechado de G.
Quanto às componentes conexas de MΘ, segue uma breve discussão. Seja LΘ o cen-

tralizador de aΘ em G, então o centralizador de aΘ em K é a restrição de LΘ a K, dada
por

M̃Θ(K) = L̃Θ ∩K.

Tome uma decomposição de M̃Θ da seguinte forma:

M̃Θ = M̃Θ(K)MΘ,

visto que MΘ é subgrupo conexo, temos que a componente conexa da identidade em M̃Θ

é exatamente MΘ. Segue que

L̃Θ = M̃ΘAΘ.

A componente conexa da identidade LΘ de L̃Θ é o subgrupo analítico de G com álgebra
de Lie lΘ. Denotando por MΘ(K) a componente conexa da identidade de M̃Θ(K), então

MΘ(K) = LΘ ∩K = MΘ ∩K

A conclusão, é dada no seguinte lema.
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Lema 10 Os grupos MΘ e MΘAΘN
+
Θ são subgrupos fechados de G. E, segundo Cartan,

obtemos as seguintes decomposições

M̃Θ = M̃Θ(K) exp(mΘ ∩ s) e MΘ = MΘ(K) exp(mΘ ∩ s)

e portanto, M̃Θ(K) = Z(A) MΘ(K).

De�nimos

PΘ = MΘAΘN
+
Θ .

Então, PΘ é subgrupo parabólico de G contendo P = MAN+, e a álgebra de Lie de PΘ

é pΘ.

Teorema 12 Sejam G um grupo de Lie semi-simples conexo com centro �nito, e G =
KAN+ uma decomposição de Iwasawa de G. Fixados P = MAN+ e Θ ⊂ Σ, então a
aplicação φ : K ×mΘ ∩ s× AΘ ×NΘ → G de�nida por:

(k,X, h, n) 7−→ k exp(X)hn

é um difeomor�smo.

E como consequência, temos o seguinte resultado que dá estrutura básica dos subgru-
pos parabólicos de G.

Teorema 13 (Bruhat-Moore)
Sejam G um grupo de Lie semi-simples conexo com centro �nito, G = KAN+ uma

decomposição de Iwasawa de G, e seja

P = MAN+

Então, para cada subconjunto Θ ⊂ Σ, PΘ = MΘ(K)AN+ = MΘAΘN
+
Θ é um subgrupo

parabólico de G, e além disso, o normalizador de n+
Θ (ou N+

Θ ) em G é PΘ.

Observe que PΘ = MΘ(K)AN+ é uma decomposição de Iwasawa de PΘ.
Uma vez bem entendida a estrutura de MΘ, podemos discorrer sobre o subgrupo WΘ

de W gerado elementos relacionados às raízes determinadas por Θ.

Lema 11 Sejam W o grupo de Weyl do par (g, a), WΘ o subgrupo de W gerado por wλ,
λ ∈ Θ. Então, o subgrupo WΘ ⊂ W centraliza aΘ.

Corolário 7 Com as mesmas notações anteriores, (MΘ(K) ∩M∗)/M = WΘ

Seja P o subgrupo parabólico minimal de G. Os 2l subgrupos PΘ contendo P são
chamados subgrupos parabólicos canônicos com relação a P e A. É fácil ver que

P∅ = P e PΣ = G

e cada subgrupo parabólico é conjugado a somente um subgrupo parabólico canônico.
Cada subconjunto Θ ⊂ Σ está associado a um subgrupo parabólico PΘ de G contendo P .

A decomposição de Bruhat de G relativa à P , esta pode ser interpretada como uma
decomposição de G/P em N+-órbitas (ou, P -órbitas). A generalização mencionada an-
teriormente poderá ser interpretada como uma decomposição de G/PΘ em N+-órbitas
também.

A seguir, apresentamos um resultado já conhecido na literatura, que é expresso exa-
tamente na forma como em [35], e que será ferramenta importante para o estudo da
dinâmica nas variedades �ag.
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Proposição 31 Sejam G um grupo de Lie semi-simples conexo com centro �nito, uma
decomposição de Iwasawa G = KAN+, e P = MAN+. Fixe um subconjunto Θ ⊂ Σ,
então N−ΘPΘ é uma subvariedade aberta e densa em G.

Consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 8 Seja g = sl(5,R) com decomposição canônica de Iwasawa, como nos exem-
plos 6 e 7.

As raízes restritas constituem o conjunto

Π = {αij : i 6= j; i, j = 1, · · · , 5},

as raízes restritas positivas são dadas por

Π+ = {αij ∈ Σ : i < j},

o sistema simples de raízes é

Σ = {α12, α23, α34, α45}.

Fixando Θ = {α23, α34}, segue que

〈Θ〉+ = {α23, α34, α24}

a�nal, se H = diag(λ1, · · · , λn),

(α23 + α34)(H) = λ2 − λ3 + λ3 − λ4 = λ2 − λ4 = α24(H).

As demais somas não são raízes restritas positivas.
De�na os espaços

n+(Θ) =
∑

α∈〈Θ〉+
gα e n−(Θ) =

∑
α∈〈Θ〉+

g−α.

Diretamente da de�nição, temos n+(Θ) ⊂ n+, e n−(Θ) ⊂ n−.
Seja 〈Θ〉− = −〈Θ〉+, então, visto que

−αij(H) = −(λi − λj) = λj − λi = αji(H),

tem-se que 〈Θ〉− = {α21, α32, α31}.
Como cada gαij é o subespaço onde a entrada (i, j) não se anula, podemos caracterizar

n+(Θ), e n−(Θ) da seguinte forma

n+(Θ) =




0 0 0 0 0
0 0 � � 0
0 0 0 � 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




n−(Θ) =




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 M 0 0 0
0 M M 0 0
0 0 0 0 0


 .
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e a subálgebra parabólica é

pΘ = n−(Θ)⊕ p =




∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 ∗


 .

Seguindo em direção à decomposição de Langlands,

Hα23 =
1

2n
(E22 − E33) =

1

10
(E22 − E33) =

1

10


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0



Hα34 =
1

2n
(E33 − E44) =

1

10
(E33 − E44) =

1

10


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0

 .

Dessa forma, o gerado de {Hα23 , Hα34} é

a(Θ) =




0 0 0 0 0
0 a 0 0 0
0 0 b 0 0
0 0 0 c 0
0 0 0 0 0

 : a+ b+ c = 0


e aΘ = [Hα34 , Hα34 ], é dado como

aΘ =




d1 0 0 0 0
0 d2 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 e1 0
0 0 0 0 e2

 : d1 + d2 = e1 + e2 = 0


e assim, a decomposição de Langlands de pΘ é caracterizada como

pΘ = (m + a(Θ) + n+(Θ) + n−(Θ))⊕ (aΘ ⊕ n+
Θ)

=




0 0 0 0 0
0 ∗ � � 0
0 M ∗ � 0
0 M M ∗ 0
0 0 0 0 0


⊕




d1 0 0 0 0
0 d2 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 e1 0
0 0 0 0 e2

 : d1 + d2 = e1 + e2 = 0


⊕




0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 ∗
0 0 0 0 ∗
0 0 0 0 ∗
0 0 0 0 0


 .
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Exponenciando as subálgebras obtidas da decomposição, segue

MΘ =




0 0 0 0 0
0 ∗ ∗ ∗ 0
0 ∗ ∗ ∗ 0
0 ∗ ∗ ∗ 0
0 0 0 0 0


 ,

AΘ =




∗ 0 0 0 0
0 ∗ 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 ∗ 0
0 0 0 0 ∗


 ,

e

N+
Θ =




1 ∗ ∗ ∗ ∗
0 1 0 0 ∗
0 0 1 0 ∗
0 0 0 1 ∗
0 0 0 0 1


 .

E portanto, a componente conexa da identidade de PΘ é dada por

(PΘ)0 = MΘAΘN
+
Θ =




∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 ∗


 .

2.3.4 Variedade Flag como uma Variedade Homogênea

Dada uma sequência de números naturais s = (k1, · · · , kr), com 1 ≤ k1 ≤ · · · ≤ kr ≤ n,
a variedade �ag real Fn(s) é o conjunto de todos os �ags (sequências de subespaços
encaixados)

V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vr

de subespaços de Rn, tais que dimVj = kj, para j = 1, · · · , r.
Naturalmente, de�nimos uma ação

ϕ : SL(n,R)× Fn(s) −→ Fn(s)

do grupo SL(n,R) em Fn(s) dada pela seguinte lei

ϕ(V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vr) = (gV1 ⊂ gV2 ⊂ · · · ⊂ gVr)

com g ∈ SL(n,R), e V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vr ∈ Fn(s).
Observe que a aplicação que faz Vi 7−→ gVi leva cada subespaço de dimensão ki de Rn

num subespaço também de dimensão ki. Além disso, caso Vi ⊂ Vj, então gVi ⊂ gVj, e a
partir disso é possível mostrar que a ação é transitiva. De fato, seja β0 = {e1, e2, · · · , en}
a base canônica de Rn, de�nimos o �ag canônico como sendo

fβ0 = (V1 ⊂ · · · ⊂ Vr)
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onde Vj = ger{e1, · · · , ekj}, para 1 ≤ j ≤ r. Denote um �ag arbitrário como

fβ = (W1 ⊂ W2 ⊂ · · · ⊂ Wr).

Fixados os W ′
is, escolha uma base β = {u1, · · · , un} com a mesma orientação da base

canônica adaptada a fβ no sentido em que

{u1, · · · , uk1} ⊂ W1, · · · , {ukr−1+1, · · · , ukr−1+p = ur} ⊂ Wr

e o determinante da mudança de base seja positivo. Em outras palavras, estamos tomando
uma base em que os vetores u1, · · · , ukj geram Wj e que possuem mesma orientação que
a base canônica. De�nimos a aplicação linear g′ : Rn 7−→ Rn dada por g′(ei) = ui, então,
claramente

g′(fβ0) = fβ.

Visto que, g′ é na realidade a mudança de base de β0 para β, e ambas as bases possuem
mesma orientação no espaço, segue que

det g′ > 0.

Tomando a transformação linear

g =
1

(det g′)n
g′

é verdadeiro que det g = 1, e gfβ0 = fβ. Isto signi�ca que é possível ligar qualquer �ag
ao �ag canônico por uma ação de g ∈ SL(n,R), o que implica na transitividade da ação.

Agora, vamos calcular o subgrupo de isotropia no elemento fβ0 . Seja g ∈ SL(n,R),
tal que gfβ0 = fβ0 , então, em V1, percorrendo a base {e1, · · · , ek1}, devemos ter

ge1 =



a11 a12 · · · a1k1 · · · a1n

a21 a22 · · · a2k1 · · · a2n
...

...
. . .

...
. . .

...
ak11 ak12 · · · ak1k1 , · · · ak1n
...

...
. . .

...
. . .

...
an1 an2 · · · ank1 · · · ann





1
0
0
...
...
0


=



a11

a21
...

ak11
...
an1


∈ V1

...

gek1 =



a11 a12 · · · a1k1 · · · a1n

a21 a22 · · · a2k1 · · · a2n
...

...
. . .

...
. . .

...
ak11 ak12 · · · ak1k1 , · · · ak1n
...

...
. . .

...
. . .

...
an1 an2 · · · ank1 · · · ann





0
0
...
1
...
0


=



a11

a21
...

ak11
...
an1


∈ V1

ou seja,

ge1 =
n∑
j=1

aj1ej ∈ V1

...

gek1 =
n∑
j=1

ajk1ej ∈ V1
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o que acontece somente quando

ak1+1 1, ak1+2 1, · · · , an 1 = 0
...

ak1+1 k1 , ak1+2 k1 , · · · , an k1 = 0

o que faz com que o bloco 
ak1+1 1 · · · ak1+1 k1

ak1+2 1 · · · ak1+2 k1

...
. . .

...
an 1 · · · ak1+1 k1

 = 0

seja uma matriz nula de ordem (n− k1)× k1.
Então, é possível dizer que a matriz de g na base canônica é da forma(

A1 ∗
0 ∗

)
Supondo que em certo Vk, com 1 ≤ l ≤ r, tenhamos a matriz de g dada em blocos sob

a seguinte forma 
A1 · · · ∗ ∗
...

. . .
...

...
0 · · · Al−1

0 · · · 0 ∗


então, para Al, percorrendo os elementos ekl−1

, · · · , ekl , de modo análogo ao caso V1 de-
vemos ter

gekl−1
=

n∑
j=1

ajkl−1
ej ∈ Vl

...

gekl =
n∑
j=1

ajklej ∈ Vl

o que acontece unicamente quando

akl−1+1 kl−1
, akl−1+2 kl−1

, · · · , an kl−1
= 0
...

akl−1+1 kl , akl−1+2 kl , · · · , an kl = 0

o que também faz com que o bloco
akl−1+1 kl−1

· · · akl−1+1 kl

akl−1+2 kl−1
· · · akl−1+2 kl

...
. . .

...
an kl−1

· · · an kl

 = 0
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seja uma matriz nula de ordem (n− kl−1)× (kl− kl−1). Isso mostra que, de fato, a matriz
de g é dada em blocos da seguinte forma

A1 · · · ∗ ∗
...

. . .
...

...
0 · · · Ar−1

0 · · · Ar


onde Aj é uma matriz quadrada de ordem (kj − kj−1)× (kj − kj−1), para 1 ≤ j ≤ r.

Denotando por Ps o subgrupo fechado de SL(n,R) das matrizes da forma como des-
crita acima, surge naturalmente uma bijeção σ entre a variedade homogênea SL(n,R)/Ps
e Fn(s) de�nida por σ(gPs) = ϕ(g, fβ), e assim, dotamos Fn(s) de uma estrutura de
variedade diferenciável exigindo que σ seja um difeomor�smo local.

Quando a sequência s é dada por (1, 2, · · · , n) dizemos que Fn(s) é um �ag ma-
ximal. Outros casos de variedades �ag são as Grasmannianas Grk(n) = Fn(k), que
são constituídas somente pelos espaços k-dimensionais de Rn, e o espaço projetivo real
RPn−1 = Gr1(n), que é o espaço das direções em Rn.

Como uma particularização do que foi discutido anteriormente, o subgrupo de isotropia
da ação natural de SL(n,R) sobre a variedade �ag maximal Fn(1, · · · , n) é o subgrupo
P com elementos triangulares superiores

P =


∗ · · · ∗...

. . .
...

0 · · · ∗


 .

Uma vez que as matrizes diagonais de traço zero não comutam com as matrizes antis-
simétricas, o centralizador M tem álgebra de Lie trivial {0}, e assim, é possível ver que
os subgrupos de isotropia dessa ação são os subgrupos parabólicos minimais, AN+ e seus
conjugados por uma g-ação.

Uma da propriedades importantes dos subgrupos parabólicos minimais é o fato que
estes são seus próprios normalizadores, e também são o normalizador das respectivas
álgebras. Além disso, todas as subálgebras parabólicas minimais são conjugadas entre
si. Se P é uma subálgebra parabólica minimal, gPg−1 também é, e isso signi�ca que,
pela ação adjunta de G, é possível identi�car cada subálgebra parabólica minimal com
uma órbita da ação de adjunta de G na Grasmanniana dos subespaços de g com mesma
dimensão que p.

2.3.5 Elementos semi-simples e unipotentes em um grupo de Lie
Redutível

Nesta seção vamos estudar a decomposição multiplicativa de Jordan para grupos de
Lie redutíveis, que é dada como o produto de uma parte redutível com uma outra semi-
simples.

Seja g uma álgebra de Lie redutível sobre R, então g = c ⊕ [g, g], onde c é o centro
de g e [g, g] é a subálgebra derivada. Seja θ uma involução de Cartan, e g = k ⊕ s uma
decomposição de Cartan relativa à θ, a forma quadrática

〈X,X〉 = B(X, θX) = −tr(ad(X) ad(θX))

é positiva de�nida em [g, g].



2. Decomposições em Grupos de Lie Semi-simples 76

Seja G um grupo de Lie conexo com álgebra de Lie g, e K um subgrupo analítico de
G com álgebra de Lie k. Tome K compacto e um difeomor�smo entre K× s e G dado por

(k,X) 7−→ k exp(X), X ∈ s, k ∈ K.

Dado x ∈ G, denote por G · x a órbita {yxy−1 : y ∈ G}.

De�nição 44 Um elemento x ∈ G é dito semi-simples se o automor�smo Ad(x) for
semi-simples.

Teorema 14 Sejam J1, · · · , Jr a maior coleção de subgrupos de Cartan de G mutuamente
não conjugados entre si, então o conjunto G′ dos elementos regulares de G é dado por

G′ =
r⋃
i=1

⋃
x∈G

x(Ji)
′x−1

onde (Ji)
′ = Ji ∩G′.

Como cada elemento em um subgrupo de Cartan é semi-simples, e o conjunto dos
elementos regulares é dado pela união das conjugações dos subgrupos de Cartan, segue
que cada elemento regular de G é semi-simples.

Seja γ um elemento semi-simples em G, de�na gγ como sendo o centralizador de γ em
g, e Gγ o subgrupo analítico associado a gγ. Então, Ḡγ é a componente conexa de Gγ o
centralizador de γ em G.

Proposição 32 Fixado um elemento semi-simples γ ∈ G, então centralizador gγ de γ
em g é redutível, em g e posto(gγ) = posto(g).

Se o posto de gγ coincide com o posto de g, existe uma subálgebra de Cartan j ⊂ gγ,
e portanto γ centraliza j, e dessa forma está em um subgrupo de Cartan de G.

Por conseguinte, obtemos uma caracterização dos elementos semi-simples de G como
um elemento em algum subgrupo de Cartan, a�nal cada elemento semi-simples de G está
em um subgrupo de Cartan, bem como cada elemento em um subgrupo de Cartan é
semi-simples.

De�nição 45 Seja N o conjunto dos elementos nilpotentes em g, e

U = exp(N) ⊂ G

então, os elementos em U são chamados elementos unipotentes de G.

Note que quando u ∈ U , o endomor�smo Ad(u) é unipotente, isto é, possui apenas
1 como autovalor, ou equivalentemente Ad(u) − 1 (1 como aplicação identidade) é um
endomor�smo nilpotente de g.

Proposição 33 Todo x ∈ G pode ser escrito de forma única como

x = xsxu

com xs semi-simples, e xu unipotente, e de modo que xsxu = xuxs. Se Gx é o centralizador
de x em G, então xs e xu estão no centralizador de Gx.

Essa é a versão da decomposição multiplicativa de Jordan para grupos de Lie redutí-
veis.



Capítulo

3
Conjuntos Controláveis para Ações de

Semigrupos

Neste capítulo, realizamos uma breve introdução aos conjuntos controláveis para ações
de semigrupos, bem como, conjuntos controláveis invariantes agindo numa variedade dife-
renciável. Tais conjuntos são uma generalização dos conjuntos controláveis para semigru-
pos de controle da teoria de controle, bem como são os conjuntos controláveis invariantes
para semigrupos. Estudaremos uma ordem parcial entre os conjuntos controláveis. Es-
tudaremos também os comportamento dos conjuntos controláveis para �brações equiva-
riantes. Para o direcionamento deste trabalho são assumidas certas hipóteses pertinentes
à questão dos conjuntos controláveis em variedades �ag. Para outros detalhes, ver [28] e
[18].

3.1 Conjuntos Controláveis

Conjuntos controláveis para ações de semigrupos podem ser estudados em contextos
mais gerais que estes, como por exemplo, no caso das ações de semigrupos em espaços
topológicos. No entanto, visto que o foco deste trabalho está nas ações de semigrupos em
um certo tipo de variedade diferenciável (as variedades �ag), por simplicidade, podemos
considerar apenas as ações de semigrupos em variedades. Além disso, tomamos como
hipótese que S é um subsemigrupo de um grupo de Lie com interior não vazio. As moti-
vações desse fato se encontram na teoria de controle, e no estudo das equações diferenciais
estocásticas.

Sejam G é um grupo de Lie que age numa variedade diferenciável M e S é um subse-
migrupo de G tal que intS 6= ∅. A ação de G em M será denotada da seguinte forma:

G×M −→ M
(g, x) 7−→ gx

Dado um subsemigrupo S ⊂ G, a ação de S em M é dada pela restrição da ação de
G,

S ×M −→ M
(g, x) 7−→ gx.

Denotamos a órbita de S por um elemento x ∈M por:

Sx = {gx ∈M : g ∈ S}.

77
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Alguns fatos conhecidos sobre a teoria de subsemigrupos em grupos topológicos serão
dados a seguir. Para mais informações ver [8].

Proposição 34 Seja S um subsemigrupo de um grupo topológico G. Suponha que intS 6=
∅. Então, intS é um ideal de S, isto é,

(intS)S ∩ S(intS) ⊂ int S.

Demonstração: Sejam g ∈ int S, s ∈ S, e U ⊂ S uma vizinhança aberta de g em S.
Como G é grupo topológico, Us é uma vizinhança aberta de gs. Então, pela propriedade
de semigrupo Us ⊂ S. Logo, gs ∈ int S. De modo análogo, mostra-se que sg ∈ int S.

A propriedade de ideal para int S é uma das principais ferramentas para o estudo
dos resultados contidos neste trabalho. Como será visto adiante, vamos trabalhar com
subsemigrupos em grupos de Lie não compactos. Essa hipótese faz sentido tendo em vista
a seguinte proposição.

Proposição 35 Seja S um subsemigrupo compacto não vazio de um grupo topológico
conexo G. Então, S é um subgrupo compacto. Além disso, se int S 6= ∅, então S é um
subgrupo compacto e aberto de G, e portanto S = G.

Esta última proposição justi�ca o estudo dos subsemigrupos em grupos de Lie com-
pactos não conexos, pois, sendo o grupo compacto conexo, o único subsemigrupo não nulo
será o próprio G.

De�nição 46 Um conjunto controlável para S em M é um subconjunto D ⊂ M que
satisfaz:

1. intD 6= ∅.

2. ∀ x ∈ D, D ⊂ fe(Sx).

3. D é conjunto maximal com as propriedades 1 e 2.

Observe que, caso D1 e D2 sejam conjuntos controláveis cuja interseção é não vazia,
então a união destes também é um conjunto controlável, e assim, a maximalidade garante
que D1 = D2 = D1 ∪ D2. E, portanto, dois conjuntos controláveis, ou são disjuntos, ou
são idênticos.

A princípio, consideramos que S é um semigrupo acessível, isto é, tal que int (Sx) 6=
∅,∀x ∈M , e também admita int (S−1x) 6= ∅.

Na de�nição de conjunto controlável a principal característica é dada através da con-
dição 2, que expressa uma espécie de "quase transitividade". Esse conceito pode ser
melhorado pelo estudo de um subconjunto denso em D onde a transitividade é válida.

De�nição 47 Seja D um conjunto controlável para S em M . Então,

D0 = {x ∈ D : x ∈ int(Sx) ∩ int(S−1x)}

é o chamado conjunto de transitividade em D.

Proposição 36 Suponha que D0 6= ∅. Então, valem as seguintes a�rmações:

1. D ⊂ int(Sx), ∀x ∈ D0.
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2. D0 = int(S−1x) ∩ int(Sx), ∀x ∈ D0.

3. ∀ x, y ∈ D0, ∃ g ∈ S tal que gx = y.

4. D0 é denso em D.

5. D0 é S-invariante, isto é, se h ∈ S, x ∈ D0, e hx ∈ D, então hx ∈ D0.

Demonstração: Para provar o item 1, se x ∈ D0 e y ∈ D. Como x ∈ D e x ∈ int(S−1x),
então, int(S−1x) ∩D 6= ∅. Como int(S−1x) 6= ∅, este conjunto é uma vizinhança de x, e
além disso, y ∈ fe(Sx). Decorre que existe g ∈ S tal que gy ∈ int(S−1x), e portanto

y ∈ g−1int(S−1x) ⊂ int(S−1x).

Para provar o item 2, sejam x ∈ D0, e y ∈ int(Sx) ∩ int(S−1x).
Tem-se que y ∈ int(Sx) implica em y ∈ S−1x, e y ∈ int(S−1x) implica em x ∈ S−1y,

e portanto Sx ⊂ Sy e S−1x ⊂ S−1y. Então, segue que

y ∈ int(Sx) ∩ int(S−1x) ⊂ int(Sy) ∩ int(S−1y)

ou seja, y ∈ D0.
Reciprocamente, tome x, y ∈ D0, então, pelo item 1, x ∈ int(S−1y) e x ∈ int(S−1x),

isto é, existe g ∈ S tal que x = g−1y, equivalentemente gx = y. Mas, x ∈ int(Sx), e
portanto,

y = gx ∈ g(int(sx)) ⊂ int(Sx).

Então, segue que y ∈ int(Sx) ∩ int(S−1x), e assim D0 ⊂ int(Sx) ∩ int(S−1x).
Para provar o item 3, sejam x, y ∈ D0. Pela Propriedade 2 na de�nição de conjunto

controlável

D0 = int(Sx) ∩ int(S−1x) = int(Sy) ∩ int(S−1y).

Logo, x ∈ int(S−1x), e portanto, existe g inS tal que g−1y = x, ou seja, gx = y.
Para provar o item 4, �xe x ∈ D0. Segundo o item 2 desta proposição

D0 = int(Sx) ∩ int(S−1x),

ou seja, D0 é a interseção de dois abertos, e portanto, um conjunto aberto, logo

fe(D0) = fe(int(Sx)) ∩ int(S−1x).

Então, do item 1 desta proposição, segue queD ⊂ int(S−1x), e além disso, D ⊂ fe(Sx),
por de�nição. Mas,

fe(Sx) ⊂ fe(S(int(Sx))) ⊂ fe(int(Sx))

e assim, D ⊂ fe(D0), e portanto, D0 é denso em D.
Para provar o item 5, sejam h ∈ S, x ∈ D0, e suponha hx ∈ D. Pelo item 1 desta

proposição, h ∈ D ⊂ int(S−1x). Além disso, x ∈ D0 implica em x ∈ int(Sx), e portanto,
hx ∈ h(int(Sx)) ⊂ int(Sx), o que signi�ca que, de fato,

hx ∈ int(Sx) ∩ int(S−1x) = D0

Quando consideramos S ⊂ G um subsemigrupo de um grupo de Lie tal que int(S) 6= ∅,
a Proposição 37 nos permite substituir a de�nição 47 por uma condição equivalente:
De�nição 48.
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Proposição 37 Sejam M uma variedade homogênea e S ⊂ G um subsemigrupo do grupo
de Lie G com interior não vazio. Então, D0 = {x ∈ D : x ∈ (intS)x}.

Demonstração: Seja x ∈ (intS)x, então

x ∈ (intS)x ∩ (intS)−1x.

Mas,

(intS)x ∩ (intS)−1x ⊂ int(Sx) ∩ int(S−1x),

e portanto x ∈ D0.
Por outro lado, se x ∈ D0, então x ∈ int(Sx) ∩ int(S−1x) com x ∈ D. Como D ⊂

fe(Sx), {x ∈ D : x ∈ (intS)x} é denso em D. Então, existe y ∈ {x ∈ D : x ∈ (intS)x},
tal que y ∈ int(S−1x), que é vizinhança de x, e assim, segue que existe g ∈ S tal que
gy = x. Além disso, existe h ∈ intS tal que hx = y, e portanto,

(gh)x = g(hx) = gy = x,

onde gh ∈ intS, isto é, x ∈ (intS)x.

Assim, a de�nição de conjunto de transitividade a que nos referiremos a partir de
agora é a seguinte:

De�nição 48 Sejam S ⊂ G um subsemigrupo tal que int S 6= ∅, e D um conjunto
controlável para S em M . O conjunto

D0 = {x ∈ D : ∃ g ∈ int S tal que gx = x}
= {x ∈ D : x ∈ (intS)x}.

é o chamado conjunto de transitividade em D.

Quando um conjunto controlável tem um conjunto de transitividade não vazio, temos
boas propriedades topológicas, isto é, propriedades que favorecem o estudo das órbitas e
dos conjuntos controláveis.

De�nição 49 Um conjunto controlável D para S em M é dito efetivo quando seu con-
junto de transitividade D0 é não vazio.

Proposição 38 Seja D conjunto controlável efetivo para S em M . Então,

D0 = (intS)D ∩D

.

Demonstração: Seja x ∈ (intS)D ∩D, então existe g ∈ intS tal que x = gy, y ∈ D, o
que signi�ca que g−1x = y ∈ D, segue que (intS)−1x ∩D 6= ∅. Como intD 6= ∅, decorre
que Sx ∩D 6= ∅.

Tome z ∈ Sx ∩ D, assim Sz intersecta o interior de D, e portanto, D ⊂ fe(Sz) faz
com que

Sz ∩ (intS)−1x 6= ∅.

Conclui-se que g−1
1 x = g2z para centos g1 ∈ intS e g2 ∈ S, logo x = (g1g2)z, com

g1g2 ∈ intS, mostrando que

x ∈ (intS)z ⊂ intD ∩D.



3. Conjuntos Controláveis para Ações de Semigrupos 81

Proposição 39 São válidas as seguintes a�rmações:

1. D ∈ (intS)−1x, ∀x ∈ D0, desde que D0 6= ∅.

2. D0 = (intS)x ∩ (intS)−1x, ∀x ∈ D0, se D0 6= ∅.

3. D0 6= ∅ caso SD ⊂ D, ou S−1D ⊂ D. No último caso, também é verdadeiro que
D0 = D.

Demonstração: Para mostrarmos o item 1, sejam x ∈ D0 e y ∈ D, então, existe g ∈ intS
tal que x = g−1x, isto é, (intS)−1x ∩ D 6= ∅. Visto que D ⊂ fe(Sx), e (intS)−1x ∩ D é
vizinhança de x em D, segue que Sy ∩ (intS)−1x 6= ∅, logo y ∈ S−1(intS)−1x∩ (intS)−1x,
e portanto, D ⊂ (intS)−1x.

Para mostrarmos o item 2, sejam x ∈ D0 e y ∈ (intS)x ∩ (intS)−1x. Então, existem
h, g ∈ intS tais que y = hx = g−1x, em particular, se y = hx, pela maximalidade de D,
temos y ∈ D. Além disso,

y = hx = (hg)y

com hg ∈ intS, e assim, segue que y ∈ D0.
Reciprocamente, tome x, y ∈ D0. Então, pelo item anterior desta proposição, D0 ⊂

(intS)−1x, e D0 ⊂ (intS)−1y. Segue que,

y ∈ (intS)−1x ∩ (intS)x.

Para mostrarmos o item 3, suponha que SD ⊂ D. Então,

D0 ⊃ (intS)D ∩ SD = (intS)D

e como intD 6= ∅, isto implica em D0 6= ∅.
Caso S−1D ⊂ D, para cada x ∈ D, (intS)−1x é uma vizinhança de x em D, e dessa

forma, segue que Sx∩(intS)−1x 6= ∅, ou seja, existem g ∈ S e h ∈ intS tais que gx = h−1x,
ou (hg)x = x com hg ∈ intS. E, portanto, x ∈ (intS)−1x, e assim x ∈ D0. Donde conclui-
se que D0 = D.

Além de evitar patologias, a condição de maximalidade para conjuntos controláveis
torna possível a existência de uma ordem natural entre conjuntos controláveis, onde o
conjunto S-invariante é maximal, e o conjunto S−1-invariante é minimal. Sejam D1 e D2

conjuntos controláveis, a relação dada por

D1 ≤ D2 ⇐⇒ ∃x ∈ D1 : fe(Sx) ∩D2 6= ∅. (3.1)

de�ne uma relação de ordem parcial entre os conjuntos controláveis. A proposição se-
guinte nos fornece uma forma alternativa de caracterizar a relação expressa em 3.1 que
facilita a veri�cação de tal fato.

Proposição 40 Sejam D1 e D2 conjuntos controláveis tais que D1 ≤ D2 segundo a
relação 3.1. Então,

fe(Sx) ∩D2 6= ∅, ∀ x ∈ D1.
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Demonstração: Suponha que D1 ≤ D2, então existe x ∈ D1 tal que

fe(Sx) ∩D2 6= ∅.

Uma vez que D1 ⊂ fe(Sx), ∀ x ∈ D1, temos que, para toso z ∈ D1, x ∈ fe(Sz).
Agora, dado y ∈ fe(Sx) ∩D2 temos

y ∈ fe(Sx) e x ∈ fe(Sz)

implicando em y ∈ fe(Sz). De fato, existem sequências (gn) e (hm) de elementos de S tais
que

gnx −→ y e hmz −→ x

quando m,n −→∞. Se V é uma vizinhança de y, então, existe n0 ∈ N tal que gn0x ∈ V .
Visto que a ação à esquerda de�ne uma aplicação contínua, e hmz −→ x, temos

gn0hmz −→ gn0x ∈ V

quando m −→∞, e assim x ∈ fe(Sz)
E, portanto, D2 ∩ fe(Sz) 6= ∅, ∀ z ∈ D1.

Proposição 41 Sejam D1 e D2 conjuntos controláveis, então a relação

D1 ≤ D2 ⇐⇒ ∃x ∈ D1 : fe(Sx) ∩D2 6= ∅.

de�ne uma ordem parcial na coleção dos conjuntos controláveis para a ação de S em M .

Demonstração: Uma relação de ordem no conjunto dos conjuntos controláveis de S em
M deve ser uma relação re�exiva, antissimétrica, e transitiva. E de fato, "≤"atende à
essas características.

� Re�exividade: Seja D conjunto controlável, dado qualquer x ∈ D, pela própria
de�nição, temos D ⊂ fe(Sx), isto é, D ≤ D.

� Transitividade: Sejam D1, D2, e D3 conjuntos controláveis tais que

D1 ≤ D2 e D2 ≤ D3

então, existem x ∈ D1 e y ∈ D2 tais que

fe(Sx) ∩D2 6= ∅ e fe(Sy) ∩D1 6= ∅.

Dado z ∈ fe(Sx) ∩D2 6= ∅, como z ∈ D2 e D2 ≤ D1, a preposição 40 garante que

fe(Sz) ∩D3 6= ∅.

Observando que

z ∈ fe(Sx) =⇒ fe(Sz) ⊂ fe(Sx),

seque que fe(Sx) ∩D3 ⊃ fe(Sz) ∩D3 6= ∅, e portanto D1 ≤ D3.
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� Anti-simetria: Sejam D1 e D2 conjuntos controláveis tais que

D1 ≤ D2 e D2 ≤ D1.

Pela Proposição 40, segue que

fe(Sx) ∩D2 6= ∅, ∀ x ∈ D1 e fe(Sy) ∩D1 6= ∅, ∀ y ∈ D2.

Mostremos que D1 = D2 = D1∪D2. Isso ocorre justamente porque D1∪D2 também
é conjunto controlável. Primeiramente, convém observar que D1 ∪D2 6= ∅.
Para cada x ∈ D1 temos

D1 ⊂ fe(Sx),

e como D1 ≤ D2, fe(Sx) ∩D2 6= ∅. Seja y ∈ fe(Sx) ∩D2, segue que

D2 ⊂ fe(Sy) ⊂ fe(Sx)

a�nal, y está no fecho da órbita de x. Logo,

D1 ∪D2 ⊂ fe(Sx).

Analogamente, para todo z ∈ D2, existe w ∈ fe(Sz) ∩D1, e assim

D1 ⊂ fe(Sw) ⊂ fe(Sz).

Logo, D1 ∪D2 ⊂ fe(Sz) para todo z ∈ D2.

Dessa forma, D1 ∪D2 satisfaz as condições su�cientes para ser declarado conjunto
controlável, e assim, pela propriedade da maximalidade, temos D1 = D2 = D1∪D2.

Sobre a existência de conjuntos controláveis, é claro que nem todo semigrupo admite
conjuntos controláveis. Por exemplo, um caso simples ocorre quando considera-se o semi-
grupo {ϕt(x) = x+ t : t ≥ 0} agindo na reta R. Neste caso, não há conjunto no fecho de
Sx com interior não vazio, principalmente porque as órbitas fogem do ponto inicial. No
caso geral pode-se considerar um exemplo análogo. Entretanto, é conhecido que, quando
M é compacto, os conjuntos controláveis sempre existem.

3.2 Conjuntos Controláveis Invariantes

Os conjuntos controláveis invariantes são importantes, pois, estes são maximais pela
ordem dada na Proposição 41. Além disso, sob certas hipóteses, obtemos a unicidade do
conjunto controlável invariante.

De�nição 50 Um conjunto controlável invariante para S em M é um conjunto contro-
lável para S em M tal que

feSx = feC, ∀ x ∈ C.

Um subsemigrupo S ⊂ G é dito acessível a partir de x ∈ M quando a órbita
Sx = {gx ∈ M : g ∈ S} satisfaz int Sx 6= ∅, ∀x ∈ M . Considerando a ação de um semi-
grupo S acessível, todo conjunto controlável invariante é um conjunto fechado (ver [13]
e [18]). Além disso, seja C um conjunto controlável invariante para S, então, int C 6= ∅,
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fe(int C) = C, e cada conjunto fechado que satisfaça fe(Sx) ⊂ fe(C) = C, ∀x ∈ M é um
conjunto controlável invariante para S.

Por essas propriedades apresentadas, quando olhamos para a interseção dos fechos das
órbitas em cada ponto de M , uma vez garantido que esse conjunto não vazio, é claro
que obtemos um conjunto controlável invariante. E, por esse motivo, não é estranho que
ocorra o que é descrito na seguinte proposição.

Proposição 42 Seja C um conjunto controlável invariante tal que

C =
⋂
x∈M

fe(Sx) 6= ∅.

Então, C é o único controlável invariante para S em M .

Para mais detalhes ver [13] e [18].
Uma observação importante é que conjuntos controláveis invariantes, em geral, não

são conjuntos S-invariantes, isto é, conjuntos C que satisfazem SC ⊂ C. Porém, o
fecho desses conjuntos é, de fato, S-invariante. Em particular, quando o semigrupo é
acessível, cada conjunto controlável invariante é fechado, e por isso são também conjuntos
S-invariantes.

A proposição 42 acarreta ainda resultados sobre a transitividade de S em M , como
será visto no próximo corolário.

De�nição 51 Seja S um subsemigrupo do grupo G agindo em M . Então, S é dito
transitivo se Sx = M , ∀x ∈M .

Corolário 8 Seja C =
⋂
x∈M

fe(Sx) 6= ∅ o único conjunto controlável invariante para S em

M . Suponha que exista um conjunto C− que é S−1-invariante e tal que (intC)∩(intC−) 6=
∅. Então, S é transitivo em M .

Demonstração: Se C é um conjunto invariante, então ∀g ∈ S e ∀x ∈ C, gx ∈ C. Em
particular, gx ∈ C, ∀g ∈ (intS) e ∀x ∈ C, ou seja, o conjunto de transitividade C0 em C
é dado por, C0 = (intS)C ∩ C = C. Logo, C é conjunto controlável efetivo.

Segue que, dado x ∈ C0, x ∈ (intS)−1x e x ∈ fe(Sy), ∀y ∈M , ou seja, x ∈ Sy, ∀ y ∈M ,
o que signi�ca que ∀ y ∈ M , ∃ g ∈ S tal que gy = x, ou ainda, x = g−1y, portanto
S−1x = M .

Uma vez que C0 é denso em C, é possível tomar

x ∈ (intC−) ∩ C0

a�nal (intC−) é vizinhança de algum ponto de C0.
Como, por hipótese, C− é S−1-invariante e S−1x = M , então M ⊂ C−, isto é, C− =

M .
Pela Propriedade 3 da Proposição 39, S−1C− ⊂ C− implica em C0 = C− = M , e

assim,

S−1x = M, ∀x ∈ C0 = M

o que equivale a dizer que S−1 é transitiva em M . Além disso, a transitividade de S−1

em M , signi�ca que y ∈ M , existe g ∈ S tal que g−1x = y, ∀x ∈ M , mas se g−1x = y,
então x = gy que se reverte em transitividade para S em M .
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De�nição 52 Seja G um grupo de Lie agindo em uma variedade M . Dado g ∈ G, um
subconjunto A ⊂M é dito g-invariante quando gA ⊂ A.

Outro importante resultado sobre a existência de conjuntos controláveis efetivos, que
deve ser notado é dado na seguinte proposição, originalmente em [28].

Proposição 43 Seja g ∈ intS e Ω um conjunto minimal para a g-ação em M . Então,
existe um conjunto controlável D para S tal que Ω ⊂ intD. Em particular, os pontos �xos
da g-ação estão no interior de um conjunto controlável.

Demonstração: Seja Ω um conjunto minimal para g ∈ G, em particular, Ω é g-
invariante, logo, (intS)Ω e (intS−1)Ω são vizinhanças abertas contendo Ω. De fato, por
Ω ser g-invariante, temos

gΩ ⊂ (intS)Ω e gΩ ⊂ Ω ⊂ g−1Ω ⊂ (intS−1)Ω,

e como Ω é minimal, gΩ = Ω.
Agora, de�nindo

Y = (intS)Ω ∩ (intS−1)Ω

temos Y um aberto em M contendo Ω.
Dados x, y ∈ Y e uma vizinhança U de y em Y , então existem h ∈ intS e z ∈ Ω tais

que

y = hz ∈ (intS)Ω.

Como h de�ne uma aplicação contínua, é possível tomar uma vizinhança V de z em
Ω tal que hV ⊂ U .

Por outro lado, x ∈ Y implica na existência de h′ ∈ intS tal que h′x ∈ Ω.
Pela minimalidade de Ω, não pode existir subconjunto de Ω que é �xado por g, logo

existe n > 0 tal que gnh′x ∈ V , e portanto, hgnh′x ∈ hV ⊂ U , isto é, y ∈ fe(Sx).

Exemplo 9 Neste exemplo, vamos determinar o conjunto de transitividade de um con-
junto controlável invariante para a ação de um semigrupo de G = SL(2,R) no espaço
projetivo RP1.

Seja G = SL(2,R). O subconjunto S dos elementos de com entradas estritamente
positivas, dado por,

S =

{(
a b
c d

)
∈ SL(2,R) : a, b, c, d > 0

}
é um subsemigrupo de interior não vazio do grupo de Lie G.

Considere a variedade M = RP1, e de�na a seguinte ação de S em M , dada por

φ : S ×M −→ M
(g, [v]) 7−→ [gv]

onde [v] = ger{v} é o espaço gerado por v.
De�na, também,

C = {[(x1, x2)] ∈ RP1 : x1, x2 ≥ 0}.
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Então, C é conjunto controlável invariante para S em RP1. De fato, se

g =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,R) e [x] = [(x1, x2)] ∈ RP1

segue que

g[(x1, x2)] = [(ax1 + bx2, cx1 + dx2)]

com ax1 + bx2, cx1 + dx2 > 0, e portanto g[x] ∈ int(C), e fe(S[x]) ⊂ fe(C). Por outro
lado, dados x, y ∈ int(C), é possível encontrar

g =

√
x1x2

y1y2

( y1

x1
0

0 y2

x2

)
∈ SL(2,R)

tal que

g[x] = [gx] =

[√
x1x2

y1y2

(y1, y2)

]
= [(y1, y2)] ,

e portanto, fe(C) = fe(int C) ⊂ fe(S[x]).
Como C é fechado, supondo que exista um subconjunto D de M tal que C ⊂ D e

fe(S[x]) = fe(D) para todo [x] ∈ D, em particular, ocorre que, para [x] ∈ C

C ⊂ D ⊂ fe(S[x]) = fe(C) = C ∀[x] ∈ C.

Isto é, D = C, e o conjunto C é maximal, e portanto, o único conjunto controlável
invariante em RP1.

Observe que, pela ação de S−, o conjunto controlável invariante passa a ser

C− = {[(x1, x2)] ∈ RP1 : x1, x2 ≤ 0}.

No caso geral, para G = SL(n,R) vale o resultado análogo, ou seja,

C = {[(x1, · · · , xn)] ∈ RPn−1 : x1, · · · , xn ≥ 0}.

é conjunto controlável maximal para a ação de

S = {g ∈ SL(n,R) : com entradas estritamente positivas}

em RPn−1.
Quanto ao conjunto de transitividade C0, segundo a Proposição 38, temos C0 =

(int S)C ∩ C, e por isso, vamos observar apenas que (int S)C ⊂ int C.
Sejam

g =

(
a b
c d

)
∈ S

e x = (x1, x2) ∈ C. Supondo gx ∈ C − int C, temos

ax1 + bx2 = 0 ou cx1 + dx2 = 0,

o que não é possível, visto que isso acontece somente quando x1 = x2 = 0. Logo, gx ∈
int C.

E, portanto, C0 = int C.
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3.3 Fibrações Equivariantes

Na presença de uma ação transitiva do grupo de Lie G em uma variedade diferenciável
M , podemos identi�car M a um espaço homogêneo dado pelo grupo de Lie quociente
entre G e um subgrupo parabólico, por isso, é importante entender o comportamento
dos conjuntos controláveis por certas aplicações entre tais espaços. Através do estudo
das �brações entre espaços homogêneos podemos utilizar resultados já conhecidos sobre
conjuntos controláveis em outras variedades mergulhadas.

Sejam L1 ⊂ L2 subgrupos fechados de G, considere os espaços homogêneos

G/L1 e G/L2.

Suponha uma aplicação

π : G/L1 −→ G/L2

gL1 7−→ π(gL1) = gL2.

Então, π de�ne uma �bração natural de G/L1 em G/L2.
Uma vez que, L1 ⊂ L2, a �bração de�nida é equivariante, ou seja,

π ◦ g(hL1) = π((gh)L1) = (gh)L2 = g(hL2) = g ◦ π(hL1)

para quaisquer g, h ∈ G.
Considerando esta �bração é válido o seguinte resultado sobre conjuntos controláveis.

Proposição 44 Sejam S ⊂ G subsemigrupo de G, L1 ⊂ L2 subgrupos fechados de G, e a
aplicação π : G/L1 −→ G/L2 como de�nido acima. Suponha a existência de um conjunto
controlável efetivo D ⊂ G/L1 para a ação de S. Denote o conjunto de transitividade de
D por D0. Então, existe um conjunto controlável efetivo E para a S-ação em G/L2 tal
que π(D0) ⊂ E0, onde E0 é o conjunto de transitividade em E.

Demonstração: Tome x ∈ D0 e g ∈ int(S) tais que gx = x. Da equivariância da
aplicação π, segue que

g(πx) = π(gx) = π(x)

dessa forma, a Proposição 43 garante a existência de um conjunto controlável efetivo E
tal que π(x) ∈ intE.

Resta mostrar que π(D0) ⊂ E0. Para isso tome y ∈ D0, da transitividade de intS em
D0 existem g2, g2 ∈ intS, tais que

g1y = x e g2x = y

Segue que g1π(y) = π(g1y) = π(x). Como π(x) ∈ E, a maximalidade de E enquanto
conjunto controlável garante que π(y) ∈ E. Mais que isso, visto que y ∈ D0, existe
g ∈ intS tal que gy = y, e portanto,

gπ(y) = π(gy) = π(y)

que faz de π(y) ponto �xo da g-ação, e assim π(y) ∈ E0. Conclui-se que π(D0) ⊂ E0.

Considerando apenas os conjuntos controláveis invariantes é possível estabelecer um
re�namento da proposição acima.
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Proposição 45 Sejam π : G/L1 −→ G/L2 uma �bração equivariante, e G/L1 um espaço
compacto. Então, são verdadeiras as seguintes a�rmações:

1. Se C1 ⊂ G/L1 é um conjunto controlável S-invariante, então C2 = π(C1) é um
conjunto controlável S-invariante para G/L2. Além disso, se, para algum y ∈ C2,
temos π−1{y} ⊂ C1, então, C1 = π−1(C2).

2. Se C2 ⊂ G/L2 é um conjunto controlável S-invariante, então existe um conjunto
controlável S-invariante C1 ⊂ G/L1, tal que π(C1) = C2.

Demonstração: .
Para veri�car o item 1, seja C1 conjunto controlável S-invariante em G/L1. A Pro-

posição 45 garante a existência de um conjunto controlável contendo C2. Ainda, a equi-
variância de π garante a S-invariância de C2 = π(C1). De fato, se x ∈ G/L1 e h ∈ S,
hπ(x) = π(hx) com hx ∈ C1, e dessa forma C2 é exatamente esse conjunto controlável.

Suponha y ∈ C2 tal que π−1{y} ⊂ C1, e tome z ∈ (C2)0, então, C2 = π(C1) ⊂
(intS)−1z, ou seja, existe g ∈ intS tal que gy = z.

Segue que gπ−1{y} = π−1{z} de onde se conclui que π−1{z} ⊂ C1, pois C1 é S-
invariante.

Da transitividade de (intS) em (C2)0, existe h ∈ intS tal que hz = w, para qualquer
w ∈ (C2)0, e portanto, hπ−1{z} = π−1{w}, o que faz com que π−1{w} ⊂ C1, ∀w ∈ (C2)0,
logo π−1(C2)0 ⊂ C1.

Uma vez que (C2)0 é denso em C2 e π é contínua, π−1(C2)0 é denso em C1 e C1 é
fechado então C1 = π−1C2.

Para ver o item 2, como G/L1 é compacto, então π−1(C2) ⊂ G/L1 é compacto, e
também S-invariante, pois, da S-invariância de C2, para todo x ∈ C2, gπ−1(x) = π−1(gx),
com gx ∈ C2.

Dessa forma, π−1(C2) contém um conjunto controlável invariante efetivo C1. Fixe
x ∈ C1, e portanto,

π(C1) = π(fe(Sx)) = fe(Sπ(x)) = C2.

Exemplo 10 Na proposição 45, vimos que a imagem de um conjunto controlável inva-
riante através de uma �bração equivariante é ainda um conjunto controlável invariante,
mas neste exemplo, veremos que a imagem inversa de um conjunto controlável invariante
não necessariamente o é.

Sejam G = SL(2,R) e S ⊂ G o subsemigrupo das matrizes com entradas estritamente
positivas, assim como no Exemplo 9.

Considere a variedade M como sendo a esfera unitária S1 = {x ∈ R2 : ‖x‖ = 1}.
De�nimos a seguinte ação transitiva de S em S1:

ψ : S × S1 −→ M
(g, x) 7−→ gx

‖gx‖

dada pelo produto de g ∈ S por x, com x visto como vetor coluna.
Podemos entender M como o conjunto dos vetores (cos(α), sin(α)), com 0 ≤ α ≤ 2π.
De modo análogo ao exemplo 9, mostra-se que

C1 = {(x1, x2) ∈ S1 : x1, x2 ≥ 0}

é um conjunto controlável invariante para S.



3. Conjuntos Controláveis para Ações de Semigrupos 89

Além de C1, temos um outro conjunto controlável invariante para esta ação de S. Seja

C2 = {(x1, x2) ∈ S1 : x1, x2 ≤ 0}.

Então, C2 também é conjunto controlável invariante para S. Observe que, dado g ∈ S,

g =

(
a b
c d

)
.

e (x1, x2) tal que x1, x2 ≤ 0, temos g(x1, x2) = (ax1+bx2, cx1+dx2), em que ax1+bx2, cx1+
cx2 ≤ 0, e assim feSx ⊂ feC. E, por outro lado, dados x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ intC2,
consideramos o mesmo g ∈ S do caso de C1,

g =

√
x1x2

y1y2

( y1

x1
0

0 y2

x2

)
∈ SL(2,R).

e obtemos

g(x1, x2) =

√
x1x2

y1y2
(y1, y1)∥∥∥√x1x2

y1y2
(y1, y1)

∥∥∥ = (y1, y2).

donde constatamos que fe (intC2) = feC2 ⊂ feSx. E, como C2 é fechado, a maximalidade
segue da mesma forma como no exemplo 9.

Agora, consideremos o conjunto L = {x,−x}, com um x ∈ S1 qualquer �xado. É
possível ver o espaço projetivo RP 1 como um espaço homogêneo. O quociente S1/L é iso-
morfo ao espaço projetivo RP 1, e as suas classes de equivalência são os pontos antípodas
em S1. Com isso, podemos estudar os conjuntos controláveis em RP 1 por meio do que
sabemos sobre os conjuntos controláveis em S1.

De�nimos a seguinte projeção:

π : S1 −→ RP 1

x 7−→ [x].

Então, para x, y ∈ S1, temos [x] = [y] se, e somente se, y = ±x.
Essa projeção é uma �bração equivariante. Denotando por C o conjunto controlável

invariante em RP 1, por essa �bração temos

π(C1) = π(C2) = C

mas,

π−1(C) = C1 ∪ C2,

em que C1 ∪ C2 não é um conjunto controlável para S em S1.

Exemplo 11 De modo geral, seja G = SL(n,R) e S o subconjunto de G das matrizes
com entradas positivas. Então, S é subsemigrupo de interior não vazio em G.

Considere a variedade M = Sn−1 (a esfera em Rn). Identi�que cada ponto de M a
um vetor unitário x ∈ Rn. A ação de S em M é dada por:

S ×M −→ M
(g, x) 7−→ gx

‖gx‖
.
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Para essa ação, os conjuntos

C+ = {x ∈M : com entradas não negativas},
C− = {x ∈M : com entradas não positivas}

são conjuntos controláveis invariantes em M . De fato, sejam x = (x1, · · · , xn) ∈ int C+

e g = (gi j) ∈ S, então,

gx =
1

‖gx‖
(∑n

j=1 g1 jxj, · · · ,
∑n

j=1 gn jxj
)

onde
∑n

j=1 gi jxj ≥ 0 para cada i = 1, · · · , n. Claramente, temos que fe Sx ⊂ fe C+. E
por outro lado, dados x, y ∈ int C+, temos g ∈ int S dado por

g = n

√
x1 · · ·xn
y1 · · · yn


y1

x1
0 · · · 0

0 y2

x2
· · · ...

...
. . . 0

0 · · · 0 yn
xn


que satisfaz gx = y, e portanto, int C+ ⊂ int Sx, e C+ = fe(int C+) ⊂ fe(Sx).

De modo análogo, mostra-se que C− também é conjunto controlável invariante, com a
diferença que tomamos −g no lugar de g.

Observe ainda que esses conjuntos controláveis satisfazem C− = −C+.
Agora, de modo análogo ao exemplo anterior, podemos estudar os conjuntos controlá-

veis em RP n−1 por meio dos conjuntos controláveis em Sn−1.
Considerando os elementos de RP n−1 as retas em Rn, de�nimos a aplicação

π : Sn−1 −→ RP n−1

x 7−→ [x]

onde [x] é o subespaço gerado pelo vetor unitário x ∈ Sn−1. A aplicação π é uma �bração
equivariante quando consideramos a ação

S × RP n−1 −→ RP n−1

(g, [x]) 7−→ [gx]
.

Com relação a essa �bração, se de�nirmos

C = {[x] ∈ RP n−1 : x1, · · · , xn ≥ 0}

segue que

π(C+) = π(C−) = C

é o único conjunto controlável invariante em RP n−1. Embora,

π−1(C) = C+ ∪ C−

não seja um conjunto controlável.
Com isso, observamos também que nem sempre a imagem inversa de um conjunto

controlável por uma �bração equivariante é um conjunto controlável, embora a imagem
pela projeção o seja.



Capítulo

4
Conjuntos Controláveis em Variedades

Flag Maximais

Neste capítulo, faremos um estudo dos conjuntos controláveis invariantes em varieda-
des �ag maximais, isto é, em espaços homogêneos do tipo G/P , em que G é um grupo de
Lie não compacto conexo semi-simples e P é um subgrupo parabólico minimal de G. No
que segue, trataremos da existência e unicidade do conjunto controlável invariante, e da
associação dos demais conjuntos controláveis efetivos em G/P a elementos do grupo de
Weyl (cada conjunto controlável está associado a um elemento do grupo de Weyl), o que
nos permite denotar cada um desses conjuntos como Dw com w ∈ W .

4.1 Conjuntos Controláveis Invariantes em G/P

A seguir, veremos os resultados que levam à conclusão que numa variedade G/P a
ação de um semigrupo S de interior não vazio admite exatamente um único conjunto
controlável invariante.

Denote por g a álgebra de Lie de G. Então, a ação de G depende unicamente da
representação adjunta de G em g. A imagem de G por essa representação é um grupo de
Lie com centro trivial (nulo), e assim não há perda de generalidade em supor que G tem
centro �nito, e portanto, por todo o texto será considerada essa hipótese sobre o centro
de G.

Lema 12 Existe uma decomposição de Iwasawa g = k ⊕ a ⊕ n+, e H ∈ a, tais que
h = expH ∈ intS. E além disso, H ∈ a pode ser tomado como um elemento a-regular (
tal que λ(H) 6= 0 para toda raiz do par (g, a) ).

Demonstração: Na Seção 1.3.4 de [35] é possível ver que o conjunto dos elementos
regulares g′ em g é a união disjunta de g(ij), onde

g(i) =
⋃
x∈G

x(i′) (4.1)

com i′ = i∩g e i é uma subálgebra de Cartan �xada. Ou seja, cada elemento regular de G
é a imagem de um elemento regular na subálgebra de Cartan pela ação de um elemento
do grupo.

Uma vez que intS 6= ∅ , intS contém algum elemento regular de G, e portanto, S
intersecta um subgrupo de Cartan. De fato, pela a Proposição 1.4.1.7 [35] temos que, se

91
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G′ é o conjunto dos elementos regulares em G, então

G′ =
s⋃

k=1

⋃
x∈G

x(Jk)
′x−1

com (Jk)
′ = Jk ∩G′.

Denote este subgrupo de Cartan por J e seja j a sua álgebra de Lie. Então, J é o
centralizador de j em G, e j é uma subálgebra abeliana de g.

A Proposição 1.3.1.1 em [35] garante que sempre é possível tomar uma decomposição
de Cartan

g = k⊕ s

de modo que j se decompõe como

j = j ∩ k⊕ j ∩ s = jk ⊕ js.

Denotando K = exp k e Jk = K ∩ J , segue que Jk é um subgrupo compacto de G, pois G
é suposta com centro �nito. Além disso, J pode ser decomposto como

J = Jk exp js = JkJs

segundo 1.4.1.2 em [35].
Seja σ o conjunto dos elementos u ∈ Jk para os quais existe g ∈ intS ∩ J com g = uh

para algum h ∈ exp js

σ = {u ∈ Jk : ∃ g ∈ intS ∩ J tal que g = uh, h ∈ exp js}

e, uma vez que na decomposição g = uh os termos u e h comutam, então σ é um semigrupo
de interior não vazio em Jk. Sendo Jk compacto σ deve conter a componente conexa da
identidade em Jk, e assim

S ∩ exp js = S ∩ Js 6= ∅.

Agora, tome a como sendo a subálgebra abeliana maximal em s contendo js. Então,

intS ∩ exp a ⊃ intS ∩ exp js 6= ∅,

e como o conjunto dos elementos regulares em a é aberto e denso, existe H ∈ a tal que
expH = h ∈ intS, com H em uma das câmaras em a.

Quanto ao Lema 12, observe que alterando a escolha de n+ é possível tomar H na
câmara positiva de�nida na decomposição de Iwasawa, ou seja, λ(H) > 0 se H é uma raiz
no sistema positivo que de�ne n+.

Lema 13 Com as mesmas notações anteriores, sejam h em uma câmara de Weyl positiva
A+ e n ∈ N−. Então, hknh−k −→ 1 quando n −→∞.

Demonstração: Sejam H ∈ a+ e X ∈ n− tais que

h = expH e n = expX.
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Então,

hknh−k = (exp kH)(expX)(exp kH)−1

= (exp kH)

(∑
t≥0

X t

t!

)
(exp kH)−1

=
∑
t≥0

(exp kH)X t(exp kH)−1

t!

=
∑
t≥0

Ad(exp kH)Xt

t!

=
∑
t≥0

exp(kadH)Xt

t!

para cada t, X t ∈ n− e podemos tomar

X t =
r∑
i=1

(X t)i com (X t)i ∈ g−αi , i = 1, · · · , r

e portanto

hknh−k =
∑
t≥0

exp(kadH)Xt

t!

=
∑
t≥0

exp(kα1(H))(X t)1 · · · exp(kαr(H))(X t)r
t!

.

Temos αi(H) < 0, e segue que

(kαi(H))(X t)i −→ 0

quando t −→∞, e assim limk−→∞ h
knh−k = 1.

Teorema 15 Seja G um grupo de Lie não compacto conexo, e PΘ ⊂ G um subgrupo
parabólico de G. Dado um subgrupo S tal que intS 6= ∅. Então, S tem um único conjunto
controlável invariante em G/PΘ.

Demonstração: Seja G = KAN+, com K = exp k, A = exp a e N+ = exp n+, uma
decomposição de Iwasawa da forma como o Lema 12 nos permite tomar.

Primeiramente, vamos restringir o estudo aos conjuntos controláveis na variedade �ag
maximal G/P . Isso pode ser feito por meio da �bração equivariante entre G/P e G/PΘ.
Seja PΘ um subgrupo parabólico de G. Então, PΘ contém algum subgrupo parabólico
minimal P . Considerando a �bração equivariante dada pela projeção

π : G/P −→ G/PΘ

a Proposição 2.2 (ii) em [18] garante que a unicidade do conjunto controlável invariante
em G/P implica na unicidade do conjunto controlável invariante em G/PΘ.

Seja B = G/P , é necessário apenas garantir a existência de um b0 ∈ B, tal que
b0 ∈ feSb para todo b ∈ B. De fato, se tal elemento existe, então a Propriedade (iv) [18]
garante que S tem um único conjunto controlável invariante em B.
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Seja M o centralizador de A em K. Então, P0 = MAN+ é o subgrupo parabólico
minimal de G. Como todos os subgrupos parabólicos minimais são conjugados entre si
(unicidade da decomposição de Iwasawa a menos de um automor�smo), sem perda de
generalidade, podemos tomar B como G/P0, e b0 = P0 a identidade nesse quociente.

Seja n− a subálgebra oposta a n+ no sentido em que n− é a soma dos espaços de pesos
associados a raízes negativas. Tomando H como no Lema 12, um elemento split regular,
e portanto, podemos ver n− como a soma dos autoespaços associados aos autovalores
negativos de ad(H), onde ad indica a representação adjunta de g.

Pela decomposição de Bruhat, o subconjunto

N− MAN+ ⊂ G MAN+ = B

é aberto e denso em B, e portanto, dado qualquer b′ ∈ B existe g ∈ intS tal que

gb′ ∈ N−MAN+,

pois, intSb0 ∩N−b0 6= ∅.
No entanto, se b ∈ N−MAN+, então b é escrito como

b = nMAN+, n ∈ N−

e a ação adjunta de h em b ∈ G/P como

hk(b) = hknh−kMAN+.

Como limk→∞ h
knh−k = 1, para qualquer n ∈ N−, N− = exp n−, segue que

hk(b) −→ b0 quando k −→∞,

e como hk ∈ intS, ∀ k ∈ N, então b0 ∈ fe(Sb), ∀b ∈ S.

A seguir, sejam G um grupo de Lie semi-simples não compacto de centro trivial nulo,
e S um semigrupo em G tal que intS 6= ∅, denote por C o único conjunto controlável
invariante em G/P0.

Seja C0 ⊂ intC o conjunto de transitividade em C. Então, é possível caracterizar C0

em termos de elementos semi-simples em intS. Essa relação é feita da mesma forma como
a associação entre b0 e h na demonstração do Teorema 15, como segue.

Fixe b0 ∈ B, e uma decomposição de Langlands

P0 = MAN+

do subgrupo parabólico minimal correspondente, ou seja, o subgrupo de isotropia em b0.
Associada a esta decomposição, tome uma decomposição de Iwasawa

G = KAN+

com grupo de Weyl W = W (g, a) relativo ao sistema de raízes do par (g, a).
O grupo de Weyl pode ser visto como um subgrupo de GL(a). SeM∗ é o normalizador

de A em K, e M o centralizador de A em K, então, a ação de W em a é dada pela ação
adjunta de M∗ em a, e W é isomorfo à M∗/M , como estabelece a Proposição 30.

Uma vez que, para cada w ∈ W , existe um representante de w emM∗ ⊂ K , é possível
supor �xado esse representante de cada classe e tomar a ação de K em G/P como uma
ação de M∗ em G/P .
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Por causa desse fato, a ação de W em a é denotada por w(H), com H ∈ a, bem como
denotamos a adjunta Ad(w)(H). Além disso, ao olhar para W como um subconjunto de
K temos um elemento bem de�nido

w(b0) ∈ B = G/P

dado pelo subgrupo parabólico

wb0w
−1 = wP0w

−1 = wMAN+w−1 = MAwN+w−1.

que no quociente G/P0 pode ser visto como wP0, ou wM em K/M .
A �m de explicitar essa relação será necessário uma nova terminologia e a de�nição

de certos conjuntos.
Suponha intS ∩ A 6= ∅, e de�na

Λ0 = {H ∈ a : exp(tH) ∈ intS, para algum t > 0}.

O conjunto Λ0 é um cone, pois cΛ0 = Λ0, ∀ c ∈ K, e também é conexo. De fato, se
intS ∩ A 6= ∅, existe H ∈ a tal que expH ∈ intS, e portanto existe um intervalo (a, b),
b > a > 0, tal que

exp(tH) ∈ intS, ∀ t ∈ (a, b).

Para k ∈ N∗

exp(tH) ∈ intS, ∀ t ∈ (ka, kb).

E, tomando k su�cientemente grande

k

k − 1
<
b

a
⇐⇒ ka < (k − 1)b

e portanto, existe t0 > 0 tal que, se t > T . Então,

exp(tH) ∈ intS.

Como A = exp a é grupo abeliano, tomando

exp

(
(t1 + t2)

(
t1

t1 + t2
H1 +

t2
t1 + t2

H2

))
= exp(t1H1 + t2H2)

= exp(t1H1) exp(t2H2) ∈ intS

e portanto,

t1
t1 + t2

H1 +
t2

t1 + t2
H2 ∈ Λ0.

Fixando t2 e tomando t1 −→ ∞ percorremos o segmento de H1 a H2, e vice-versa. De
ambas as formas, todos os pontos no segmento que liga H1 a H2 estão inteiramente
contidos em Λ0, logo Λ0 é convexo.

Agora, de�na

Λ = {h ∈ A : ∃n ∈ N+ tal que hn ∈ intS}
= {h ∈ A : ∃n ∈ N+ tal que nh ∈ intS}.
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Note que, não há ambiguidade na de�nição, pois

hn = (hnh−1)h, com hnh−1 ∈ A.

E ainda, uma vez que A normaliza N+, então

(h1n1)(h2n2) = h1h2n̄

para algum n̄ ∈ N+, e assim segue que Λ é um subgrupo aberto em A.
De�na também

Λ̃ = {H ∈ a : exp(tA) ∈ Λ para algum t > 0}.

Tomando n = 1 ∈ N+ é fácil ver que Λ0 ⊂ Λ̃. E, portanto, é possível mostrar, do mesmo
modo como em Λ0, que Λ̃ é um cone convexo em a.

Seja a+ a câmara de Weyl positiva determinada pela decomposição de Iwasawa �xada

G = KAN+.

Então, a demonstração do Teorema 15 garante que b0 ∈ feSb, ∀ b ∈ B, e pela Proposição
42, o único conjunto controlável invariante é

C =
⋂
x∈B

feSx,

e, temos que b0 ∈ C0, desde que Λ0 ∩ a+ 6= ∅.
Ainda assim, para �ns práticos, será necessário mais um re�namento sobre a discussão

realizada até o presente momento.

Lema 14 Com a mesma notação descrita acima, seja C o único conjunto controlável
invariante para S. Suponha que b0 ∈ C0 e intS ∩A 6= ∅. Se w ∈ W é tal que w(b0) ∈ C0,
então, w−1(Λ0) ⊂ Λ̃.

Demonstração: Sejam

b∗ = w(b0) e N∗ = wN+w−1 = w(N+).

Então, P ∗ = wP0w
−1 = MAN∗ é subgrupo de isotropia da ação de G no elemento

b∗ ∈ B = G/P .
Como b0, b

∗ ∈ C0, existem g1, g2 ∈ intS tais que

g1b
∗ = b0 e g2b0 = b∗.

Seja g1 = uh1n1 uma decomposição de g1 com u ∈ K, h1 ∈ A e n1 ∈ N∗. Temos que

b0 = g1b
∗ = (uh1n1)b∗ = ub∗.

Como b0 = w−1b∗, então segue que

u ∈ w−1M ∈ K/M = B.

Logo, existe m1 ∈M tal que u = w−1m1.
De modo análogo, temos g2 = vh′2n

′
2, e

b∗ = g2b0 = (vh′2n
′
2)b0 = vb0.
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Como wb = b∗, e portanto, existe m′2 ∈M tal que v = wm′2, e assim

g2 = wm′2h
′
2n
′
2

com m′2 ∈M , h′2 ∈ A, n′2 ∈ N+. Observe que é possível escrever também

g2 = wm′2(w−1w)h′2(w−1w)n′2(w−1w)

= (wm′2w
−1)(wh′2w

−1)(wn′2w
−1)w

= m2h2n2w

com m2 = wm′2w
−1 ∈M , h2 = wh′2w

−1 ∈ A, e n2 = wn′2w
−1 ∈ N∗.

Sejam H ∈ Λ0 e T > 0 tais que se t > T , então ht = exp(tH) ∈ intS. Considerando
t > T ,

g2htg2 ∈ intS,

pois, intS é um ideal. Temos, portanto,

g1bg2 = (w−1m1h1n1)ht(m2h2n2w)

= w−1m1n̄2(h1h2ht)m2n2n2w

= w−1m1n̄2(h1h2ht)m2n2w

= w−1m̄(h1h2ht)n̄w

pois M normaliza A, n̄ ∈ N∗, A normaliza N∗, e n1, n2 ∈ N∗.
De�na h̄t = w−1(h1h2ht)w. Então, temos que

g1htg2 = w−1m̄(h1h2ht)n̄w

= (w−1m̄w)(w−1h1h2htw)(w−1n̄w).

Nomeando w−1n̄w = n0, w−1m̄w = m0, temos

g1htg2 = m0h̄tn0 ∈ intS

com n0 ∈ N+.
Agora, �xe t e de�na o subconjunto σ de M como

σ = {m ∈M : ∃ k ∈ N,∃ n ∈ N+ : mh̄tn ∈ intS}.

Assim, como na demonstração do Lema 12, mostra-se que σ é um semigrupo com interior
não vazio em M . De fato, σ 6= ∅, a�nal, g1h̄tg2 = m0h̄

k
tn0 ∈ intS, então m0 ∈ σ. Além

disso, sejam m1,m2 ∈ σ. Então, existem n1, n2 ∈ N+ tais que,

m1h̄
k1
t n1,m2h̄

k2
t n2 ∈ intS.

Logo, temos que,

m1h̄
k1
t n1m2h̄

k2
t n2 =n̄1m1h̄

k1
t m2h̄

k2
t n2

=n̄1m1m2h̄
k1+k2
t n2

=m1m2h̄
k1+k2
t n̄′1n2 ∈ intS.

E ainda, σ é aberto. De fato, �xado k ∈ N e n ∈ N+, de�na

γn,k : M −→ MAN+

m 7−→ mh̄ktn
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Então, podemos reescrever σ da seguinte forma

σ =
⋃

k∈N,n∈N+

γ−1
n,k(MAN+ ∩ intS),

e assim, observando que γ−1
n,k é diferenciável e MAN+ ∩ intS é aberto em P , temos que σ

um conjunto aberto, e portanto, um subsemigrupo de interior não vazio em M .
Uma vez que M é subgrupo compacto e σ ⊂M é um semigrupo aberto, σ deve conter

a componente conexa da identidade de M , e por isso, �xado t, existem k ∈ N e n ∈ N+

tais que

h̄ktn ∈ intS,

ou seja, denotando H̄t = exp−1 h̄t, temos

H̄t ∈ Λ̃.

Seja Ĥt = exp−1(hth1h2). Então, para cada r ∈ R,

exp(rĤt) = exp(r exp−1((exp(tH))h1h2)),

e quando t −→ ∞ os termos multiplicados com ht tornam-se insigni�cantes, isto é,
exp(rĤt) se aproxima de exp(tH) quando t −→ ∞. E, portanto, os semigrupos de raio
de�nidos por Ĥt se aproximam do semigrupo de�nido por H quando t cresce.

Da mesma forma, o semigrupos de raio de�nidos por

H̄t = w−1Ĥtw = w−1(Ĥ)

se aproximam do semigrupo de�nido por

w−1Hw = w−1(H).

Com esse argumento, mostramos que existe uma forma de aproximar w−1(H) por
elementos H̄t ∈ Λ̃, ou seja,

w−1(H) ∈ fe(Λ̃).

Visto que a escolha inicial de H ∈ Γ fora arbitrária, concluímos que

w−1(Γ) ⊂ fe(Λ̃).

E, observando que Γ e Λ̃ são abertos, segue que,

w−1(Γ) ∈ Λ̃.

Lema 15 Sejam g ∈ intS, e P = MAN+ uma decomposição de Langlands do subgrupo
de isotropia em b, tais que

g = hn

com n ∈ N+ e h ∈ exp(a+) = A+, A+ é a câmara de Weyl positiva em A. Então, é
possível encontrar uma decomposição de Langlands

P = M0A0N
+
0

tal que g ∈ A+
0 .
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Demonstração: O Teorema 1.1.4.4 em [35] garante que a aplicação ξ : N+ −→ N+

dada por

ξ(n) = h−1nhn−1

é um difeomor�smo analítico para qualquer h = expH, onde H é um elemento a-regular.
Logo, se n ∈ N+ e h ∈ A+, existem n0 ∈ N+ tal que

n = h−1n−1
0 hn0

ou seja,

hn = n−1
0 hn0 ⇐⇒ n0hnn

−1
0 = h.

Logo,

M0 = n−1
0 Mn0, A0 = n−1

0 An0 e N+
0 = n−1

0 N+n0

nos dá a decomposição de Langlands requerida, com h ∈ n−1
0 A+n0 = A+

0 .

Teorema 16 Sejam G e S como anteriormente, intS 6= ∅. Denote por C o único con-
junto controlável invariante para S na variedade �ag B = G/P . E, seja C0 o conjunto
de transitividade em C. Então, para que b ∈ C0 ⊂ B é necessário e su�ciente que exista
g ∈ intS tal que:

� gb = b;

� Se P = MAN+ é uma decomposição de Langlands do subgrupo de isotropia em b,
então

g = hn

com n ∈ N+ e exp(a+) = h ∈ A+, A+ é a câmara de Weyl positiva em A.

Demonstração: Seja b ∈ C, e suponha que exista g ∈ intS tal que gb = b, e se
P = MAN+ é uma decomposição de Langlands, segue que

g = hn

com n ∈ N+ e h ∈ A+ = exp a+. Então, escolha uma decomposição de Iwasawa tal
que H ∈ a, h = expH ∈ intS, e H é a-regular. Dessa forma, assim como no Teorema
15, b0 ∈ feSb, h = expH ∈ intS, e H, e portanto, b0 ∈ C. E, visto que h ∈ intS, da
Proposição 36, segue que b0 ∈ C0.

Por outro lado, supondo b0 ∈ C0, existe uma decomposição de Langlands P = MAN+

tal que A ∩ intS 6= ∅.
Fixe essa decomposição de Langlands e chame a a câmara de Weyl positiva. A união

dessas câmaras de Weyl forma um conjunto aberto e denso em a, e por isso, existe uma
câmara a∗ para a qual a∗ ∩ Λ0 6= ∅.

Seja w ∈ W o único elemento do grupo de Weyl que satisfaz w(a+) = wa+w−1 = a∗,
e de�na

N∗ = wN+w−1
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e também

P = MAN∗.

Então, wPw−1 = P ∗ e w(b) = b∗, sendo b∗ o elemento em B correspondente à P ∗.
A câmara a∗ é positiva para a decomposição P = MAN∗, e como a∗∩Λ0 6= ∅, b ∈ intC,

e segundo o Lema 14, w−1(Λ0) ⊂ Λ̃.
Além disso,

w(a+) = a∗ ⇐⇒ w−1(a∗) = a+

e portanto,

a+ ∩ Λ̃ 6= ∅.

Como Λ = {h ∈ A : ∃n ∈ N+ tal que hn ∈ intS} e Λ̃ = {H ∈ a : exp(tH) ∈
Λ para algum t > 0}, então segue o resultado.

Seja

∆ = {α+ ∈ G/MA : α+ ∩ intS 6= ∅}.

Este é o conjunto associado aos elementos em intS que são atratores para uma variedade
aberta e densa (célula de Bruhat). Como visto no Teorema 3.5 em [18], ∆ é não vazio, e
isso nos permite caracterizar os conjuntos controláveis invariantes da seguinte forma:

Teorema 17 Sejam C o único conjunto controlável invariante para S em B = G/P , e C0

o conjunto de transitividade em C. Se π : G/MA −→ G/MAN+ é a projeção canônica,
então

C0 = π(∆).

Demonstração: Seja C0 o conjunto de transitividade em C. Pelo Teorema 16, segue
que todo elemento b ∈ C0 é tal que existe g ∈ intS com gb = b, e g = hn, com h ∈ A+ e
n ∈ N+, para uma decomposição de Langlands de P .

Seja b ∈ C0 caracterizado como no Teorema 16. Então, existe g ∈ intS com gb = b,
e g = hn, com h ∈ A+, n ∈ N+, e P = MAN+ é o subgrupo de isotropia em b. Então,
tomando

α+ = MA ∈ ∆

com g ∈ A+ como no Lema 15, segue que, C0 ⊂ π(∆).
Por outro lado, se gMA = α+ ∈ ∆, então existe s ∈ gMA ∩ intS, e portanto

sgMA = gMA.

Dado b = gMAN+ , temos

π(α+) = π(gMA) = gMAN+ = b

e assim,

sb = sπ(α+) = π(sgMA) = π(gMA) = gMAN+ = b

com s ∈ intS.
Pelo Lema 15, é possível tomar uma decomposição de Iwasawa com s ∈ A+, e assim

segue que b ∈ C0.
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4.2 Conjuntos Controláveis Efetivos em G/P

Considerando a decomposição de Iwasawa G = KAN+, e a decomposição de Lan-
glands P = MAN+, é possível olhar B = G/P como um K-espaço homogêneo K/M por
meio da restrição da ação de G para um ação de K.

A escolha das subálgebras e subgrupos �xados não é única, porém, não há perda de
generalidade em �xar a priori uma certa decomposição, pois é possível obter diferentes
decomposições a partir das conjugações em relação a um elemento g ∈ G, isto é,

gPg−1 = gMAN+g−1

= (gMg−1)(gAg−1)(gN+g−1).

onde gN+g−1 é obtido a partir de gAg−1 da mesma forma que N+ é obtido por A+.
Uma vez �xado o subgrupo parabólico minimal P , e uma decomposição de Langlands

P = MAN+, o estudo dos conjuntos controláveis em B necessita do uso dessas conju-
gações por um elemento g ∈ G. Por isso, uma discussão prévia sobre duas �brações
equivariantes é importante para o entendimento do trabalho, e faremos isto a seguir.

A Fibração entre G/MA e G/M∗A

Seja Cg = {Ad(g)(a) : g ∈ G} o conjunto das subálgebras split conjugadas à subálgebra
abeliana maximal a. Seja Ad(g)(a) ∈ Cg. Então, de�nimos C(g) como o conjunto das
câmaras de Weyl em Ad(g)(a).

Fixada uma subálgebra abeliana Ad(g)(a), como o grupo de Weyl age transitiva-
mente sobre as câmaras (ver [22]) e W ≈ M∗/M , cada câmara em Ad(g)(a) é dada
por Ad(w̃)(a+) para uma câmara a+ ⊂ Ad(g)(a) �xada, com w̃ ∈ M∗ representante de
w ∈ W , tal como na demonstração da Proposição 30.

Portanto, se

C =
⋃
g∈G

C(g)

então, C é conjunto de todas as câmaras de Weyl conjugadas a a+.
De�nindo uma ação à esquerda de G no conjunto C das câmaras de Weyl, por

C × C −→ C
(g, α+) 7−→ Ad(g)α+

temos que o subgrupo de isotropia desta ação em a+ é o subgrupo MA.
De fato,

Ad(g)a+ = a+ ⇐⇒ ghg−1 = h, ∀h ∈ A+ ⇐⇒ gh = hg, ∀h ∈ A+,

e visto que o centralizador de A em G é o subgrupo MA ( ver 27), então Ad(g)a+ se, e
só se, g ∈MA.

Dessa forma, temos uma bijeção entre o quociente G/MA e C dada por

gMA 7−→ Ad(g)a+

e por isso, podemos realizarG/MA como o conjunto das câmaras de Weyl em g conjugadas
à a+.



4. Conjuntos Controláveis em Variedades Flag Maximais 102

Uma vez estabelecida tal bijeção, podemos interpretar de modo geométrico a �bração
canônica

π : G/MA −→ G/MAN+

gMA 7−→ gMAN+ .

Dada uma câmara α ∈ G/MA, esta pode ser tomada como

α = Ad(a+)

para algum g ∈ G.
Para α ∈ Ad(g)a temos um sistema simples de raízes positivo do par (g,Ad(a)) que

faz de α sua câmara positiva. Com relação a esse sistema, temos uma decomposição de
Iwasawa G = KAN+, com subgrupo parabólico minimal

Pα = MANα.

Como α ∈ G/MA, ela é conjugada a uma câmara de Weyl β do par (g, a), isto é,

α = Ad(g)β, β ∈ C(1)

e portanto, a �bração associa cada câmara α ao subgrupo parabólico minimal

Pα = g(P ) = gPg−1 ∈ G/MAN+.

Dessa forma é possível dizer que, dado b ∈ G/MAN+, α é uma câmara positiva para
b se, e somente se, π(α) = b.

Proposição 46 Sejam b0 = MAN+ e π : G/MA −→ G/MAN+ a projeção canônica.
Então, N+ age transitivamente sobre a �bra π−1{b0}.

Demonstração: Observe que π−1{b0} é o conjunto das câmaras de Weyl positivas em
C, e portanto, podemos caracterizar π−1{b0} como

π−1{b0} = {α ∈ G/MA : π(α) = b0}
= {gMA ∈ G/MA : gMAN+ = MAN+}
= {gMA ∈ G/MA : g ∈MAN+}
= MAN+/MA

≈ N+,

ou seja, a �bra π−1{b0} é isomorfa a N+. Como um grupo sempre age transitivamente
sobre si, �ca claro que N+ age transitivamente em π−1{b0}.

Seja α = A+ a câmara positiva para b0 = MAN+.
Pertencer à �bra π−1{b0} signi�ca ser uma câmara positiva para MAN+. Segundo a

Proposição 46, cada câmara positiva para b0 é dada pela ação de um elementos n ∈ N+

sobre α, isto é, esse elemento é da forma

n(A+) = nA+n−1, n ∈ N+.

De modo geral, cada elemento g(P ) ∈ B é identi�cado com o subgrupo parabólico
gPg−1, que pode ser escrito da seguinte forma

gPg−1 = gMAN+g−1 = (gMg−1)(gAg−1)(gN+g−1)
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e portanto, qualquer câmara positiva para g(P ) = (gPg−1) é dada através da conjugação
de uma câmara positiva para b0, pois a �bração é equivariante. Então, essas câmaras
podem ser tomadas da seguinte forma

(gng−1)(gA+g−1)(gng−1)−1 = gnA+n−1g−1 = gn(A+).

Além disso, podemos interpretar o subgrupo split como um espaço homogêneo, e isso
é feito da seguinte forma.

Sejam b0 = MAN+, e M∗ o normalizador de A em K. Tanto, M∗ como A são
subgrupos fechados de G, e portanto M∗A é também um subgrupo fechado. Mais do que
isso, M∗A é o normalizador de A em G (ou a em G).

SendoM∗ o normalizador de A emK, eM o centralizador de A emK, temosM ⊂M∗,
e portanto, MA ⊂ M∗A, é claro que MA é normal em M∗A, e assim, podemos de�nir a
seguinte �bração equivariante

G/MA −→ G/M∗A
gMA 7−→ gM∗A

que leva cada câmara de Weyl numa classe gM∗A identi�cada com o subgrupo split que
a contém como câmara positiva.

De fato, seja split(G) o conjunto dos subgrupos split de G. Se A ∈ split(G), A =
exp(a), onde a é uma subálgebra split de g. Logo, de�nindo uma ação de G em split(G)
por

(g, a) 7−→ Ad(g)a

temos M∗A como subgrupo de isotropia da ação, pois M∗A é o normalizador de a em G.
Assim, segue que a aplicação

G/(M∗A) −→ split(G)
gM∗A 7−→ Ad(g)a

de�ne uma bijeção entre G/MA e o conjunto dos subgrupos split de G, evidenciando a
interpretação dada no início.

Por meio da bijeção de�nida acima, é possível estudar uma ação do grupo de Weyl W
em nos subgrupos split.

A seguir vamos esclarecer a �bração G/MA −→ G/M∗A que de�ne G/MA como um
�brado principal sobre o espaço base G/M∗A com grupo estruturalW (o grupo de Weyl).

Por causa da Propriedade 2 na de�nição 25, podemos denotar as �bras do �brado
principal por Px = π−1{x}, x ∈M , ou Pp = π−1(π(p)), p ∈ P .

No caso estudado neste trabalho, tratamos somente de �brados diferenciáveis.

Proposição 47 A terna G/MA(G/M∗A,W ) é um �brado principal.

Demonstração: De fato, são veri�cados os seguintes fatos:

1. Lembrando que W ≈M∗/M ≈M∗A/MA, de�nimos a seguinte ação à direita

(G/MA×G/M∗A) −→ G/MA
(gMA, w̃aMA) 7−→ gw̃aMA

.

Temos que gw̃aMA = gMA se, e somente se,

gw̃aMAa−1w̃−1g−1 = gMAg−1

que equivale a w̃aMA(w̃a)−1 = w̃aMA = 1MA, isto é, se w̃aMA é a identidade em
M∗A/MA;
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2. Tome a �bração canônica π : G/MA −→ G/M∗A. Para gM∗A ∈ G/M∗A temos

π−1(gM∗A) = {hMA ∈ G/MA : hM∗A = gM∗A}
= {hMA ∈ G/MA : h ∈ gM∗A}
= {gw̃aMA ∈ G/MA : w̃a ∈M∗A}.

Por outro lado, se gMA ∈ G/MA , temos

gMAM∗A/MA = {(gMA)(w̃aMA) : w̃a ∈M∗A}
= {(gw̃aMA) : w̃a ∈M∗A}.

Ou seja, as órbitas de gM∗A pelo grupo estrutural W coincidem com π−1{gM∗A};

3. Quanto a trivialização local, seja gM∗A ∈ G/M∗A e U ⊂ G/M∗A uma vizinhança
contendo gM∗A. De�na φ : π−1{U} −→M∗A/MA por

φ(gw̃aMA) = w̃aMA

e assim, ψ : π−1{U} −→ U ×M∗A/MA é dada por

ψ(p) = (π(p), φ(p)), ∈ G/MA

e portanto,

φ((gw̃aMA)(w̃1a1MA)) = φ(g(w̃aw̃1a1)MA)

= w̃aw̃1a1MA

= (w̃aMA)(w̃1a1MA)

= φ(gw̃aMA)(w̃1a1MA)

e ψ é difeomor�smo, pois os conjuntos são todos grupos de Lie, com aplicações de�nidas
através do produto nesses grupos.

De�nição 53 A ação à direita do grupo de Weyl W sobre G/MA é dada por

(gMA)w = gw̃MA

onde w̃ ∈M∗ é um representante de w ∈ W .

Considerando a interpretação geométrica das �brações entre G/MA e G/M∗A, e
G/MA e G/MAN+, podemos também compreender a ação à direita de W em G/MA de
acordo com tal realização.

Seja A+ a câmara de Weyl positiva para b0 = P = MAN+, e α+ = gMA uma câmara
de Weyl qualquer em G/MA e α = gM∗A o subgrupo split de G contendo α+. Então,
temos que

α+ = gA+g−1 e α = gAg−1

Por esse fato, o normalizador de α = gAg−1 em gKg−1 é gM∗g−1. Logo, dado w ∈ W
e w̃ ∈ W ∗ um de seus representantes, temos

α+w = (gMA)w = gw̃MA,
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considerando a ação à direita de W em G/MA.
Observando, novamente, que o grupo de Weyl W é isomorfo ao quociente M∗/M , a

conjugação por g ∈ G de�ne um isomor�smo entre os grupos de Weyl do par (g, a) e o
grupo de Weyl do par (g, α) que associa w̃ a gw̃g−1. Isto é,

W ≈M∗/M −→ (gM∗g−1)/(gMg−1) ≈ Wα

e

M∗A/MA → (gM∗Ag−1)/(gMAg−1)
w̃aMA 7−→ gw̃MA.

De forma mais explícita, α+w ∈ G/MA é identi�cado com a câmara

gw̃A+ = gw̃A+(gw̃)−1

= (gw̃g−1)(gA+g−1)(gw̃−1g−1)

= (gw̃g−1)(gA+g−1).

Primeiramente, MA = ZG(a) (centralizador de a em G) é um subgrupo fechado de
P = MAN+, e assim, a partir do quociente G/MA de�nimos a �bração equivariante

G/MA −→ G/MAN+

dada pela inclusão

gMA 7−→ gMAN+, ∀g ∈ G.

Observando que MA é o centralizador de A (ou a) em G, então MA é o subgrupo que
�xa a câmara positiva a+ (e A+). Isso posto, considerando a identi�cação

g(P )←→ gPg−1 ←→ Ad(g)p

o quociente G/MA pode ser interpretado como o conjunto das câmaras positivas, e a �bra-
ção é a aplicação que associa cada uma dessas câmaras ao subgrupo parabólico minimal
(ou subálgebra parabólica minimal) que a contém como a câmara positiva.

Uma outra importante observação reside no fato que MA é o normalizador de N+ em
G. Isto implica que a ação de N+ sobre a �bra em b0 = MAN+ é transitiva, e portanto
cada câmara positiva em MAN+ é da forma

nA+n−1, n ∈ N+.

Considerando N∗ = gN+g−1 e P ∗ = gP+g−1, então é verdadeiro também que N∗ age
transitivamente sobre b∗ = MAN∗, e portanto, as câmaras positivas em MAN∗ são da
forma

nA∗n−1, n ∈ N∗.

com A∗ = gA+g−1.
O produto M∗A também de�ne um subgrupo fechado e que contém MA. Tomando a

aplicação

G/MA −→ G/M∗A

temos uma �bração equivariante de G/MA em G/M∗A.
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Como MA é o normalizador de A em G é possível identi�car o quociente G/M∗A ao
conjunto dos subgrupos split, isto é, os conjuntos gAg−1 com g ∈ G, e assim, é possível
entender essa �bração como uma aplicação que associa cada câmara de Weyl ao subgrupo
(ou subálgebra) split que tem essa câmara como a câmara positiva.

Observando que o centralizador é um subgrupo normal do normalizador, a aplicação

G/MA −→ G/M∗A

de�ne G/MA como o �brado principal sobre G/M∗A. O grupo associado a esse �brado é

M∗A/MA ≈M∗/M = W. ( grupo de Weyl)

Portanto, essa �bração é um recobrimento, e existe uma ação natural à direita de W
em G/MA dada da seguinte forma

(gMA)w = gw̄MA, g ∈ G, w ∈ W

onde w̄ pode ser tomado com qualquer representante de w em M∗.
De modo mais preciso, a �bração descrita acima pode ser realizada da seguinte ma-

neira: sejam α+ = gMA ∈ G/MA e α = gMAN+ ∈ G/M∗A, então

α+ = gA+g−1 e α = gAg−1.

O normalizador de α em gKg−1 é gM∗g−1, e dado w ∈ W , com w̄ ∈M∗ seu representante,
segue que

α+w = (gMA)w

= gw̄MA

= (gw̄)MA(gw̄)−1

= gw̄g−1gMg−1gAg−1gw̄−1g−1

= (gw̄g−1)(gMg−1)(gAg−1)(gw̄−1g−1)

= (gw̄g−1)(gMg−1)(gAg−1)(gw̄g−1)−1.

A seguir, de�nimos o conjunto do tipo ν(b, w), através do qual caracterizamos os
conjuntos controláveis do tipo Dw, que, por sua vez serão usados para caracterizar os
conjuntos controláveis efetivos na variedade �ag maximal.

Esses conjuntos, na prática, são aqueles que contém as câmaras positivas para o sub-
grupo de isotropia em b e que intersectam o interior de S. As câmaras que intersectam
o interior de S são importantes, pois, é através de um elemento que está no interior de
uma câmara e também no interior de S que de�nimos uma aplicação que atrai certas
variedades aos pontos do tipo w̃b ∈ G/P , com w ∈ W .

Lema 16 Dado w ∈ W , para b ∈ C0 de�nimos

ν(b, w) = π
{
αw ∈ G/MA : α ∈ π−1{b} ∩∆

}
.

e então, ν(b, w) ⊂ D(b, w), para algum conjunto controlável D(b, w) com respeito a S.

Demonstração: Seja b ∈ C0. Como os subgrupos parabólicos minimais são todos
conjugados entre si, sem perda de generalidade, é possível tomar

b = b0 = MAN+.
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Sejam α1, α2 ∈ π−1{b0} ∩∆. De�na os seguintes termos

b1 = π(α1w) e b2 = π(α2w).

Como a Proposição 43 garante a existência de conjunto controláveis para g-pontos
�xos, resta mostrar somente que α1 e α2 estão num mesmo conjunto controlável para S.

Observe que a ação de N+ é transitiva em π−1{b0}. De fato, tomando gMA, hMA
tais que π(gMA) = π(hMA), então

gMAN+ = hMAN+ = MAN+

implica em g, h ∈ N+, pois MA é o normalizador de N+.
Visto que α1 e α2 são câmaras positivas em MAN+, e que a ação de N+ é transitiva

na �bra sobre b0 = MAN+, sabemos que as câmaras são conjugadas por um elemento de
N+, ou seja, existe n0 ∈ N+ tal que

α2 = n0α1

Segue que

b2 = π(α2w) = π(n0α1w) = n0π(α1w) = n0b1

pela equivariância da ação de G com relação à π. Ou seja, b1 e b2 estão numa mesma
N+-órbita.

Como α1, α2 ∈ ∆, é possível tomar h ∈ α1 ∩ intS, e para cada inteiro k temos

h−kb2 = h−k(n0b1) = (h−khk)b0.

Como b1 pertence ao interior de um conjunto controlável e

lim
k
h−kn0h

k = 1

e, portanto, concluímos que

b1 ∈ fe(Sb2)

o que mostra que b1 está no conjunto controlável para b2.
De modo análogo, tomamos h ∈ α2 ∩ intS, e revertemos a igualdade para

lim
k
h−kb1 = lim

k
h−kn1h

kb1 = b2

e, portanto, os conjuntos controláveis contendo b1 e contendo b2 coincidem.

Lema 17 Sejam b1, b2 ∈ C0. Então, existem α ∈ π−1{b1} ∩∆ e g ∈ intS tais que

gb1 = b2 e gα ∈ ∆.

Demonstração: Sejam P1 e P2 subgrupos de isotropia respectivos à b1 e b2. De�na

S1 = P1 ∩ intS e S2 = P2 ∩ intS.

Então, S1 e S2 são semigrupos com interior não vazio em P1 e P1 respectivamente, pois,
P1 ∩ intS e P2 ∩ intS são conjuntos abertos e

C0 = (intS)b1 = (intS)b2.
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ou seja, existem s1, s2 ∈ intS tais que s1b1 = b1 e s2b2 = b2.
Agora, devemos garantir a existência de g ∈ intS tal que gb1 = b2 e os semigrupos em

P2,

int(gS1g
−1) e intS2,

intersectam uma mesma câmara positiva de P2, que será denominada β. Isso deve ser
feito, pois dessa forma, se α é uma câmara positiva em P1, então

β = g(α)

é a única câmara positiva em P2 tal que

intS1 ∩ α 6= 0

a�nal, int(gS1g
−1) ∩ β 6= ∅ implica que g int(S1)g−1 ∩ β 6= ∅, e por isso, segue que

α = int(S1)∩g−1(β) = int(S1)∩g−1βg 6= ∅ e, portanto, α ∈ ∆. Além disso, β∩ intS2 6= ∅,
e assim

β = g(α) ∈ ∆.

Observe que se b1, b2 ∈ C0, e C0 = (intS)C, então existe g̃ ∈ intS tal que

g̃b1 = b2.

De�na o seguinte conjunto:

S̃1 = g̃S1g̃
−1.

Este é um semigrupo de interior não vazio em P2, pois como foi visto anteriormente S1 é
semigrupo de interior não vazio em P1.

Agora, note também que, para u ∈ S1 temos g̃u ∈ intS (intS é um ideal em S),

g̃u(b1) = g̃(ub1) = g̃(b1) = b2

e

g̃uS1(g̃u)−1 = (g̃ug̃−1)(g̃S1g̃
−1)(g̃u−1g̃−1)

= (g̃ug̃−1)(g̃S1g̃
−1)(g̃u−1g̃)−1

= hS1h
−1 ∈ S̃1

com h = g̃ug̃−1 ∈ S̃1.
Então, para obtermos o resultado desejado é preciso encontrar h ∈ S̃1 e uma câmara

positiva β = π−1{b2} tais que β intersecta

int(hS̃1) e intS2

simultaneamente.
Note que, pelo Teorema 17, C0 = π(∆). Então, b1 = π(α) com α ∈ ∆, e assim S2

intersecta a câmara positiva α ∈ P1. Segue que S̃1 = g̃S1g̃
−1 intersecta a câmara

β1 = g(α)

que é positiva em P2.
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Sem perda de generalidade, o fato das decomposições de Langlands serem conjugadas
entre si permite que tomemos

β1 = A+ e P2 = MAN+.

Sejam,

h1 ∈ β ∩ int S̃1 e h2 ∈ β ∩ int S̃2.

Então, como a ação de N+ é transitiva na �bra sobre b2, devem existir h′ ∈ β1 e n ∈ N+

tais que

h2 = h′n

Assim, dado um inteiro k

h−k1 h2h
k
1 = h−k1 (h′n)hk1 = h′(h−k1 nhk1) ∈ h−k1 S2h

k
1.

Como intS1 intersecta a câmara β1, que contém h′, então podemos considerar uma
vizinhança aberta nessa interseção de modo que seja possível tomar o seguinte limite,

lim
k
h−k1 nhk1 = 1,

e ver que int S̃1 e int(h−k1 S̃2h
k
1) intersectam a mesma câmara positiva β2 de P2 para um

h = hk1 com k su�cientemente grande.

Uma vez de�nidos os conjuntos do tipo ν(b, w), convém observar que a imagem de
∆w por π é a união dos conjuntos ν(b, w) com w �xo e b percorrendo o conjunto C0. E,
portanto, faz sentido olharmos para o conjunto π(∆w) como um indicador de conjunto
controlável. Como ν(b, w) está contido em um conjunto controlável, então a projeção de
∆w deve estar contida em algum conjunto controlável em G/P .

Teorema 18 Com as notações acima, dado w ∈ W , e π : G/MA −→ G/MAN+ a
projeção canônica. Então, π(∆w) está inteiramente contido em um conjunto controlável
para S.

Demonstração: Para cada b ∈ C0 de�na

ν(b, w) = π
{
αw ∈ G/MA : α ∈ π−1{b} ∩∆

}
.

Então, podemos descrever o conjunto π(∆w) da seguinte forma

π(∆w) =
⋃
b∈C0

ν(b, w).

Assim, o problema pode ser traduzido em mostrar que ν(b, w) está contido em um conjunto
controlável, que será nomeado D(b, w), e que dados dois elementos b2 e b2 em C0 com
conjuntos controláveis coincidentes

D(b1, w) = D(b2, w)

então ν(b1, w), ν(b2, w) ∈ D(b1, w) = D(b2, w).
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Pelo Lema 16, cada ν(b, w) está contido num conjunto controlável, que nomeamos
D(b, w).

Quanto a unicidade de tal conjunto, tome b1, b2 ∈ C0. Pelo Lema 17 existem

α ∈ π−1{b1} ∩∆

e g ∈ intS tais que

gα ∈ π−1{b2} ∩∆

e portanto,

gπ(αw) = π(gαw) ∈ ν(b2, w).

Uma vez que π(αw) ∈ ν(b1, w), então o conjunto controlável invariante contendo
ν(b2, w) é acessível a partir do conjunto controlável que contém ν(b1, w). Considerando a
ordem parcial sobre os conjuntos controláveis, podemos dizer que

D(b1, w) ≤ D(b2, w).

Aplicando o Lema 16, trocando b1 por b2, de modo análogo, obtemos o resultado
simétrico, ou seja, D(b2, w) ≤ D(b1, w), e portanto, segue a igualdade.

A partir deste ponto, estabeleceremos uma nova notação. Uma vez garantido que,
para cada w ∈ W , π(∆w) está contido em um conjunto controlável para S, estabelecemos
uma dependência entre w e tal conjunto controlável, o que nos permite de�nir o seguinte

Dw : conjunto controlável que contém π(∆w).

Convém ressaltar que a de�nição de Dw depende também da projeção π que é tomada
sobre a escolha de uma câmara A+ pré-�xada, e uma notação mais precisa seria

Dw = Dw(A+).

Entretanto, por motivos de simplicidade, uma vez �xado uma decomposição canônica
MAN+ e uma câmara A+, omitimos a dependência em A+.

Note que de�nindo Dw como acima, de�nimos também uma aplicação w 7−→ Dw que
associa a um elemento w ∈ W um conjunto controlável Dw. No entanto, mais do que
uma simples aplicação, a relação de�nida é também uma sobrejeção, isto é, cada conjunto
controlável na variedade �ag é um conjunto do tipo Dw, como veremos a seguir.

Proposição 48 Todo conjunto controlável D em B = G/P é da forma Dw.

Demonstração: Pela Proposição 37, se P é o subgrupo de isotropia em b, então P ∩
intS 6= ∅ quando b ∈ D0. Fixando uma decomposição de Langlands P = MAN+, o
conjunto

σ = {m ∈M : ∃ hn ∈ AN+ : mhn ∈ intS}

é um semigrupo de interior não vazio (ver demonstração do Teorema 16).
Como G é suposto suposto de centro �nito, então M é compacto e contém a compo-

nente conexa de M , e pelo Lema 15, existe uma decomposição de Langlands P = MAN+

tal que A ∩ intS 6= ∅, ou seja, existe g ∈ intS tal que

gb = b
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e g ∈ A, onde A é um subgrupo split.
Logo, b ∈ ν(b, w) para algum w ∈ W , e portanto o conjunto controlável contendo b só

pode ser Dw.

Agora, quanto aos conjuntos controláveis efetivos, é possível obter um resultado aná-
logo, como a seguir:

Proposição 49 Para w ∈ W , sejam (Dw)0 o conjunto de transitividade no conjunto
controlável Dw, e b ∈ (Dw)0. Então, existe b0 ∈ C0 tal que b ∈ ν(b, w).

Demonstração: Seja b ∈ (Dw)0. Então, existe b0 ∈ intS tal que

hb = b.

Pelo Lema 17, podemos tomar h em um subgrupo split. Como esse último resultado
independe da escolha da câmara positiva, podemos arbitrariamente assumir que h ∈ A+,
e que

b = w̃1b0

para algum w̃ ∈M representante de w1 ∈ W , com

b0 = MAN+

Como C0 = π(∆) e h ∈ intS ∩ A+, a câmara positiva A+ está em ∆, e assim b0 ∈ C0.
Logo, existe h̃ ∈ intS tal que

h̃b0 = b0

e assim, b′ = w̃b0 é tal que

h̃b′ = h̃w̃b0

= w̃b0

= b′

e, portanto, b′ ∈ (Dw)0.
Com b, b′ ∈ (Dw)0, podemos dizer que existem g, g′ ∈ intS tais que

gb′ = b e g′b = b′.

Além disso, observe que b′ = w̃b0 e b = w̃1b0 implicam em

(w̃1w̃
−1)b′ = w̃1w̃

−1(w̃b0)

= w̃1b0

= b

e

(w̃w̃−1
1 )b = w̃w̃−1

1 (w̃1b0)

= w̃b0

= b′.
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Como

gb′ = b = (w̃1w̃
−1)b′ e g′b = b′ = (w̃w̃−1

1 )b

é possível considerar uma decomposição de Iwasawa de g com respeito à KANw, e uma
de g′ com respeito à KANw1 , de modo que

g = w̃1w̃
−1h1(w̃n1w̃

−1) e g′ = w̃w̃−1
1 h2(w̃1n2w̃

−1
1 )

com h1, h2 ∈ A, n1, n2 ∈ N+. E portanto, para cada inteiro positivo k temos

ghkg′ ∈ intS

e, além disso,

ghkg′ = w̃1w̃
−1h1(w̃n1w̃

−1)hkw̃w̃−1
1 h2(w̃1n1w̃

−1
1 )

= w̃1(w̃−1h1w̃)n1(w̃−1hkw̃)(w̃−1
1 h2w̃1)n2w̃

−1
1

= w̃1(h3)n1(h4)(w̃−1
1 h2w̃1)n2w̃

−1
1

= w̃1(h3h4)n2(w̃−1
1 w̃1)n3w̃

−1
1

= w̃1h
′nw̃−1

1

com h1, h2, h
′ ∈ A, e h′ ∈ A, n3, n ∈ N+, onde

h′ = h3h4 = (w̃−1h1w̃)(w̃−1hkw̃)(w̃−1
1 hw̃1).

Como h ∈ A+, a medida em que k aumenta w̃−1hkw̃ cresce e faz com que os termos à
direita e à esquerda �quem insigni�cantes, isto é, para k su�cientemente grande temos

h′ ∈ w̃−1A+w̃.

Além disso� observe que M é o centralizador de A em K, e portanto,

hkb
′ = hkw̃w̃−1

1 b

= w̃w̃−1
1 hkb

= w̃w̃−1
1 b

= b′

e assim,

ghkg′b = ghkb′ = gb′ = b,

o que signi�ca que ghkg′ está no subgrupo de isotropia de b, isto é,

ghkg′ ∈MANw1 .

Com respeito a essa decomposição podemos escrever ghkg′ como

ghkg′ = w̃1h
′nw̃−1

1 = (w̃1h
′w̃−1

1 )(w̃1nw̃
−1
1 ) = h′′n′

com n′ = w̃1nw̃
−1
1 ∈ Nw1 e h′′ = w̃1h

′w̃−1
1 .

Agora, suponha que n′ = 1. Então, ghkg′ = h′′. Da forma como h′′ foi de�nido, temos
h′′ na câmara αw1w

−1A+, logo α ∈ ∆, pois h ∈ intS.
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Considerando a ação à direita de w em α temos

αw = (w1w
−1)w(w1w

−1)−1α

= (w1w
−1)w(w1w

−1)−1(w1w
−1)A+

= w1A
+

= w̃1A
+w̃−1

1 .

Note que w1 é tal que b = w̃1b0. Então,

π(αw) = π(w̃1A
+w̃−1

1 ) = w1b0 = b.

e portanto, b = π(αw) ∈ ν(b0, w), como gostaríamos.
Quanto ao caso geral, temos

ghkg′ = h′′n′.

E, como no Lema 15, podemos tomar n0 ∈ Nw1 tal que

n0h
′′n′n−1

0 = h′′

e assim,

n0gh
kg′n−1

0 = h′′

e, observando que

n0gh
kg′n−1

0 ∈MANw1 ,

que é o subgrupo de isotropia em b, e voltamos ao caso em que n′ = 1.





Capítulo

5
Conjuntos Controláveis nas Variedades

Flag G/PΘ

De forma análoga ao caso da variedade �ag maximal, nas variedades do tipo G/PΘ

temos um único conjunto controlável maximal, que é exatamente a projeção do conjunto
controlável invariante em G/P . A seguir, faremos um estudo sobre os conjuntos contro-
láveis nas �bras da projeção canônica de G/P em G/PΘ que serve como preparação para
a estudar a ligação entre conjuntos controláveis efetivos em G/PΘ e certos elementos do
grupo de Weyl W .

Além disso, �xado um subgrupo parabólico minimal P , como mostrado em [26], é
possível exibir uma bijeção entre certas classes de semigrupos que agem em G/PΘ e um
subgrupo do grupo de Weyl, o subgrupo W (S). Essa relação nos permite classi�car os
semigrupos que agem em G/PΘ através dos seus conjuntos controláveis efetivos. Para
mais detalhes, ver [20] e [21].

E por �m, a partir da caracterização do conjunto de transitividade dos conjuntos
controláveis efetivos da variedade �ag G/PΘ e a relação entre os subgrupos WΘ de W e
os subgrupos PΘ de G, veremos que é possível contar o número de conjuntos controláveis
efetivos em G/PΘ. Estes estão em bijeção com o duplo quociente W (S)\W/WΘ, que é
um dos principais resultados de [26].

5.1 Conjuntos Controláveis nas Fibras

Os conjuntos controláveis nas outras variedades �ag do tipo G/PΘ também admitem
uma descrição similar aos da �ag maximal G/P . Porém, essa descrição envolve certos
resultados sobre os subgrupos parabólicos de G.

Primeiro, vamos situar as bases teóricas dessa discussão, e a seguir, veremos como os
conjuntos controláveis invariantes em G/P induzem, por meio de �brações equivariantes,
conjuntos controláveis nas demais variedades �ag.

Proposição 50 Sejam Σ um sistema simples de raízes, e Θ ⊂ Σ um subconjunto. Con-
siderando a mesma notação da subseção 2.3.3, de�na G(Θ) = MΘ/Z(g(Θ)). A terna
G/P (G/PΘ, G(Θ)) é um �brado principal.

Demonstração: Considere os seguintes fatos:

115
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1. Seja D uma ação à direita de G(Θ) = MΘ/Z(g(Θ)) em G/P dada da seguinte forma:

D : G/P ×G(Θ) −→ G/P
(gP,mZ(g(Θ))) −→ gmP

com m ∈MΘ.

Supondo gmP = gP , então mP = P implica que m ∈ Z(g(Θ)) isto é, mZ(g(Θ)) =
1Z(g(Θ)), que é a identidade em G(Θ). Logo, a ação é livre.

2. A projeção πΘ : G/P −→ G/PΘ claramente é uma sobrejeção. Além disso, π−1
Θ (gPΘ) =

{hP : hPΘ = gPΘ} são as órbitas da ação à direita. De fato, tome g′P ∈ G/P , e
considere sua órbita pela ação à direita de G(Θ),

(g′P )MΘ/Z(g(Θ)) = {(g′P )(mZ(g(Θ))) : m ∈MΘ}
= {g′mP : m ∈MΘ}.

Para o elemento gmP ∈ (g′P )MΘ/Z(g(Θ)), temos

πΘ(gmP ) = gmPΘ = gPΘ,

logo,

(gP )MΘ/Z(g(Θ)) ⊂ π1
Θ(gPΘ)

Por outro lado, considere a decomposição generalizada de Bruhat

G =
⋃

w∈W/WΘ

N+wPΘ

Então, podemos tomar a imagem inversa de um elemento gPΘ ∈ G/PΘ por

π−1
Θ (gPΘ) = {nmb0 ∈ G/P : b0 = P, n ∈ N+, w̃ ∈M∗}.

isto é,

π−1
Θ (gPΘ) ⊂ {G/P, m ∈M∗}

que é a órbita de gP pela ação de M∗/Z(g(Θ)) à direita.

3. Quanto à trivialização local. Sejam gPΘ = n0w̃PΘ ∈ G/PΘ, e U uma vizinhança de
nw̃PΘ. Considere a seguinte aplicação

φ : π−1
Θ {U} −→ G(Θ)
nw̃P 7−→ w̃Z(g(Θ))

com n ∈ N+ e w̃ ∈M∗ um representante de w ∈ W .

Então, ψ : π−1
Θ {U} −→ U ×G(Θ) é dada por

ψ(x) = (πΘ(x), φ(x)), x ∈ π−1
Θ {U} ⊂ G/P

com φ satisfazendo

φ((nw̃P )(mZ(g(Θ))) = φ(nw̃mP )

= w̃mZ(g(Θ))

= (w̃Z(g(Θ)))(mZ(g(Θ)))

= φ(nw̃P )mZ(g(Θ)

de�nindo, portanto uma trivialização local.

E assim, por 1, 2, e 3, segue o resultado.
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Um resultado fundamental para esse estudo diz respeito à geometria da variedade �ag
maximal. Quando consideramos a ação de um elemento split regular em G/P podemos
indexar os pontos �xos dessa ação por um elemento do grupo de Weyl. Além disso, cada
um desses pontos �xos está associado a uma região de atração, o que possibilita também a
ordenação dos conjuntos controláveis na variedade �ag maximal, como será visto adiante.

Lema 18 Considere a ação canônica de G em G/P . Então, os pontos �xos de um ele-
mento split regular estão em bijeção com o grupo de Weyl.

Demonstração: Por um lado, se M∗ é o normalizador de A em K, dado um u ∈ M∗

existe h′ ∈ A tal que

hub0 = uh′b0

com b0 = MAN , e M o centralizador de A em K. Segue que h′b0 = b0, assim

hub0 = uh′b0 = ub0,

ou seja, cada elemento em Mb0 é um ponto �xo da ação de um elemento split regular.
Reciprocamente, tome x ∈ G/P e suponha que x é um ponto �xo para a ação de h

em G/P , isto é, hx = x.
Considerando a decomposição de Bruhat

G/P =
⋃
w∈W

N−w̃b0.

Então, existe n ∈ N− para o qual

x = nw̃b0.

Como h ∈ A, h−kw̃b0 = w̃b0 para todo inteiro k ≥ 0, temos

hknh−kw̃b0 = hknw̃b0

= hkx

= hk−1(hx)

= hk−1x

= x

= nw̃b0.

Pelo Lema 13, hknh−k −→ 1, quando k −→∞, e assim

hknh−kw̃b0 −→ w̃b0

quando k −→∞, e portanto,

nw̃b0 = w̃b0

mostrando que o ponto �xo não depende da escolha do n ∈ N− tomado, pois pode ser
considerado n = 1 ∈ N−, e assim x depende unicamente da escolha de w̃ ∈ W .

Nas outras variedades �ag, já temos a caracterização do conjunto de transitividade
do conjunto controlável invariante no espaço da projeção como a projeção do conjunto de
transitividade do conjunto controlável invariante do espaço base, mas, podemos ainda des-
crever o conjunto de transitividade dos conjuntos controláveis invariantes nas �bras dessa
projeção. Além disso, podemos descrever a decomposição de Bruhat para um subgrupo pa-
rabólico do tipo PΘ sob argumentos dinâmicos por meio das projeções π : G/P −→ G/PΘ.
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Proposição 51 Sejam G um grupo de Lie semi-simples conexo de centro �nito, G =
KAN+ uma decomposição de Iwasawa de G e P = MAN+. Fixe um subconjunto Θ ⊂ Σ
e tome PΘ o subgrupo parabólico correspondente em G. Então,

G =
⋃

w∈W/WΘ

N+wPΘ =
⋃

w∈W/WΘ

PwPΘ

como uma união disjunta.

Demonstração: A decomposição de Bruhat de um subgrupo parabólico PΘ pode ser en-
tendida da seguinte forma. Partindo da decomposição de Bruhat do subgrupo parabólico
minimal P , através da �bração canônica π : G/P −→ G/PΘ, projetamos as células PwP
(ou N+wP ) em PwPΘ (ou N+wPΘ) e obtemos

G =
⋃
w∈W

N+wPΘ =
⋃
w∈W

PwPΘ.

Contudo, essa não é uma união disjunta. Para ver isto, devemos tomar w ∈ W/WΘ.
Seja ξ0 = PΘ ∈ G/PΘ e suponha que w1, w2 ∈ W são tais que N+w1ξ0 e N+w2ξ0 se
intersectam. Então, existe n ∈ N+ tal que

w1ξ0 = nw1ξ0.

Seja h ∈ A+ um elemento regular. Então, w1ξ0 é ponto �xo para a ação de h,

w1ξ0 = h−k(w1ξ0) = h−k(nw2ξ0) −→ w2ξ0

quando k −→ ∞, k ∈ N. E, portanto, w−1
2 w1ξ0 = ξ0, e assim, os representantes de

w−1
2 w1 estão em MΘ ∩M∗, e observando o Corolário 7, concluímos que w−1

2 w1WΘ, ou
seja, w1 ∈ w2WΘ.

Observação 2 Dada uma decomposição de Bruhat de G

G =
⋃
w∈W

N+wP,

se w0 ∈ W denota o elemento do grupo de Weyl que leva a câmara positiva a+ em a−,
pela ação de w0, podemos reescrever tal decomposição como

G = w0G =
⋃
w∈W

(w̃0N
+w̃−1

0 )w0wP

=
⋃
w′∈W

N−w′P

com w′ = w0w ∈ W , isto é,

G =
⋃
w∈W

N−wP.

De forma análoga, a decomposição

G =
⋃

w∈W/WΘ

N+wPΘ

também pode ser reescrita como

G =
⋃

w∈W/WΘ

N−wPΘ
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Isso nos fornece uma importante ferramenta para entender os conjuntos controláveis
numa variedade �ag incompleta (não maximal).

A seguir, faremos uma pequena discussão a respeito dos semigrupos que agem nas �-
bras das projeções entre a variedade �ag maximal e as outras variedades �ag. A �nalidade
desse estudo é analisar a imagem inversa do conjunto controlável CΘ pela projeção canô-
nica πΘ por meio do estudo dos conjuntos controláveis nas �bras π−1

Θ (ξ) com ξ ∈ (CΘ)0.
Um fato interessante a ser notado ao �nal dessa seção, é que essas �bras são também
variedades �ag, o que nos permite aplicar o que já sabemos sobre conjuntos controláveis.

Fixe Θ ⊂ Σ, e os respectivos conjuntos de�nidos como acima. Seja S ⊂ G um
semigrupo de interior não vazio, e suponha b0 ∈ C0. Então, a �bração equivariante
canônica é

πΘ : G/P −→ G/PΘ,

e portanto, o único conjunto controlável invariante em G/PΘ para S é

CΘ = πΘ(C).

De�nimos ξ0 = PΘ ∈ G/PΘ, e dessa forma, seja ξ0 = πΘ(b0). E, portanto, ξ0 ∈ (CΘ)0.
Seja F o subconjunto da �bra de πΘ sobre ξ0, dado por

F = π−1
Θ {ξ0} ∩ C0

e de�na

S̃Θ = S ∩ PΘ

o qual é um semigrupo com interior não vazio em PΘ. De fato, S̃Θ é a interseção de um
semigrupo de interior não vazio com um grupo e PΘ é a isotropia em ξ0, com

ξ0 ∈ (CΘ)0 = (intS)CΘ ∩ CΘ.

e ainda, como ξ0 ∈ (CΘ)0, S̃ΘF = F .
Seja

SΘ = S̃Θ ∩ (PΘ)0

onde (PΘ)0 é a componente conexa da identidade em PΘ. Uma vez que PΘ tem uma
quantidade �nita de componentes conexas, então, o interior de S̃Θ intersecta alguma
delas, e portanto, é possível atingir a componente conexa por meio de translações, e assim
SΘ também é um semigrupo de interior não vazio.

Proposição 52 Com as mesmas notações acima. Sejam S̃Θ = S∩PΘ e F = π−1
Θ {ξ0}∩C0.

Então, S̃ΘF = F .

Demonstração: Sejam g ∈ S̃Θ e x ∈ F . Temos que x ∈ C0 com πΘ(x) = ξ0, e portanto,

πΘ(gx) = gπΘ(x) = gξ0 = ξ0

uma vez que, g ∈ PΘ = ξ0.
Como C é conjunto controlável invariante, e x ∈ C, temos

Sx ⊂ fe(Sx) ⊂ fe(C) = C



5. Conjuntos Controláveis nas Variedades Flag G/PΘ 120

e por isso, gx ∈ C0. Logo, gx ∈ F , isto é, S̃ΘF ⊂ F .
Por outro lado, seja x ∈ F . Então, x ∈ C0 e πΘ(x) = ξ0.
Visto que x ∈ C0, existe g ∈ intS tal que gx = x, e assim, segue que

gξ0 = gπΘ(x) = πΘ(gx) = πΘ(x) = ξ0,

ou seja, g está no subgrupo de isotropia de ξ0, e em intS. Logo, g ∈ S̃Θ, e portanto,

x = gx ∈ S̃ΘF

mostrando que S̃ΘF = F .

Além disso, como SΘ ⊂ S̃Θ , temos SΘF ⊂ F , como será visto a seguir.

Lema 19 Com as mesmas notações acima. Seja SΘ = S̃Θ ∩ (PΘ)0, onde (PΘ)0 é a
componente conexa da identidade em PΘ. Então, SΘ 6= ∅ e SΘF ⊂ F .

Demonstração: Como PΘ tem uma quantidade �nita de componentes conexas, e cada
componente é dada pela ação de certo g ∈ G sobre (PΘ)0, isto é, são da forma g(PΘ)0,
podemos tomar g ∈ intS ∩ PΘ. Assim,

{gk(PΘ)0 : k ∈ N}

é um conjunto �nito de classes laterais. Sendo tal conjunto �nito, devem existir r, s ∈ N
tais que

gr(PΘ)0 = gs(PΘ)0.

Supondo, sem perda de generalidade, que r > s, temos

gr−s(PΘ)0 = (PΘ)0,

isto é, gr−s ∈ intS ∩ (PΘ)0.
Além disso, visto que S̃ΘF = F e SΘ ⊂ S̃Θ, temos que SΘF ⊂ S̃ΘF = F .

Proposição 53 Com as notações acima, sejam S e SΘ. O fecho de F = π−1
Θ {ξ0} ∩C0 é

o único conjunto controlável invariante para o semigrupo SΘ em π−1
Θ {ξ0}.

Demonstração: Com a mesma notação utilizada acima,

b ∈ SΘb
′, ∀ b, b′ ∈ F.

De fato, como S é um semigrupo de interior não vazio, podemos tomar h ∈ intS tal
que

hb = b

com h em algum subgrupo split de G.
Da equivariância da �bração πΘ, segue que

h(ξ0) = hπΘ(b) = πΘ(hb) = πΘ(b) = ξ0

e portanto, h ∈ int S̃Θ.
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Considerando uma mudança de h para hm, para algum inteiro m, podemos considerar
h ∈ (PΘ)0, e assim,

h ∈ intSΘ.

Agora, para b′ em um subconjunto aberto e denso em π−1
Θ (ξ0), temos

hnb′ −→ b, quando n −→∞

e portanto, b ∈ fe(SΘb
′), e como

hb = b, h ∈ intSΘ

temos b ∈ SΘb
′.

Agora, como (PΘ)0 = MΘAΘN
+
Θ e AΘNΘ é subgrupo normal de (PΘ)0, pois AΘN

+
Θ

normaliza M̃Θ, a ação de AΘN
+
Θ em π−1

Θ (ξ0) depende unicamente da ação de

ΓΘ = SΘ/(AΘN
+
Θ )

que é semigrupo de interior não vazio em

(PΘ)0/(AΘN
+
Θ ) ≈MΘ.

Sejam Z(g(Θ)) o centralizador de g(Θ) em MΘ, e mΘ a álgebra de Lie de MΘ. Como
cada subgrupo normal de um grupo de Lie semi-simples é fechado, e o centralizador
z(g(Θ)) é normal, segue que z(g(Θ)) é um subgrupo de Lie fechado.

Mais que isso, uma vez que o centralizador do grupo e da álgebra coincidem, temos
que a álgebra de Lie de Z(g(Θ)) é exatamente g(Θ)⊥, complemento ortogonal de g(Θ)
com relação ao produto interno referente à forma de Cartan-Killing.

Seja

G(Θ) = MΘ/Z(g(Θ)).

Temos que a álgebra de Lie de G(Θ) é isomorfa à g(Θ), pois

g(Θ) ≈ mΘ/g(Θ)⊥.

Visto que g(Θ) é semi-simples, G(Θ) também é semi-simples.
Agora, observe que Z(g(Θ)) ⊂MΘ ⊂M , e portanto,

Z(g(Θ))b0 = b0,

e como Z(g(Θ)) é subgrupo normal, a ação em π−1
Θ (ξ0) é trivial.

Dessa forma, a ação de SΘ em π−1
Θ (ξ0) depende somente da ação do subgrupo

S(Θ) = SΘ/Z(g(Θ))

de interior não vazio, e portanto,

F = π−1
Θ (ξ0) ∩ C0

é conjunto controlável invariante para S(Θ).
Além disso, a Proposição 20 (cap. 6, parte II) em [30] garante que a intersecção

M̃Θ ∩ P

é subgrupo parabólico minimal do grupo M̃Θ, e visto que Z(g(Θ)) ⊂ P ∩ M̃Θ, segue
que π−1

Θ (ξ0) é também uma variedade �ag maximal, e portanto, F é o único conjunto
controlável invariante em π−1

Θ (ξ0).
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5.2 Um Subgrupo do Grupo de Weyl e Tipo Flag de
Semigrupo

Uma vez caracterizados os conjuntos controláveis na variedade �ag maximal como
sendo conjuntos do tipo Dw, é possível estabelecer uma bijeção entre um subgrupo do
grupo de Weyl e tais conjuntos controláveis.

A princípio, estudaremos quais w ∈ W são correspondentes ao conjunto controlável
invariante na variedade �ag maximal.

Com as mesmas notações da seção 4.2, isto é, com ∆ = {α+ ∈ G/MA : α+∩intS 6= ∅},
a projeção canônica π : G −→ G/P , com subgrupo parabólico minimal P = MAN+. Seja

C0 = π(∆).

Queremos destacar os elementos de W que fazem com que ∆w seja projetado no mesmo
conjunto controlável que ∆ em B. Para isso, de�na

W (S) = {w ∈ W : Dw é conjunto controlável invariante para S}
= {w ∈ W : Dw = D1 = C}.

De imediato não é possível dizer que W (S) é um subgrupo de W , mas de fato, o é,
e isso será visto mais adiante. O que sabemos sobre W (S) é que, para alguma câmara
positiva, os elementos deste conjunto são tais que π(∆w) ∈ ∆. Além disso, a dependência
em ∆ na de�nição de W (S) indica uma necessidade de �xarmos a priori uma câmara de
Weyl positiva A+, por isso, quando necessário, também indicaremosW (S) porW (S,A+).

Fixado A+, o conjunto W (S) pode ser descrito como o subconjunto dos w ∈ W , tais
que

α ∈ ∆ e π(αw) = π(gw̃g−1A+) ∈ C0

onde α = gA+, g ∈ G, e w̃ ∈M∗ é representante de w ∈ W . Observe que, se A+
1 = gA+,

então W (S,A+
1 ) = gW (S,A+)g−1.

Proposição 54 Fixe uma decomposição de Langlands e uma câmara positiva A+. Supo-
nha que b0 = MAN+ ∈ C0. Então, são equivalentes as seguintes a�rmações:

� w ∈ W (S).

� N+w̃b0 ⊂ C0, se A+ ∈ ∆.

� se A+ ∈ ∆, w̃b0 ∈ C0, onde w̃ ∈M∗ representa w ∈ W .

Demonstração: Suponha que w ∈ W (S). Como b0 ∈ C0, existem h ∈ A+ e n ∈ N+

tais que

hn ∈ intS.

Primeiro, supondo que n = 1, temos h ∈ intS, e portanto A+ ∈ ∆. Visto que a ação
à direita de w em A+ coincide com a ação à esquerda de qualquer representante de w,
temos

w̃b0 = w̃π(A+) = π(w̃A+) = π(A+w),

logo, w̃b0 ∈ π(∆w) ⊂ C0.
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Agora, observando que C0 é um conjunto aberto, podemos tomar uma vizinhança da
identidade U tal que

Uw̃b0 ⊂ C0.

Essa vizinhança nos ajuda a reescrever N+ de modo a ver cada termo de N+w̃b0 como
um elemento de intS agindo em um elemento de C0.

Dado n ∈ N+, temos

h−knhk −→ 1 quando k −→∞,

e assim, dado U , existe k su�cientemente grande para o qual

h−knhk ∈ U,

logo, n ∈ hkUh−k. Então, obtemos a seguinte caracterização para N+,

N+ =
⋃
n≥0

hkUh−k.

Por outro lado, como M∗ centraliza A,

(hkUh−k)w̃b0 = hkUw̃h−kb0 = hkUw̃b0.

Com isso, hk ∈ intS, Uw̃b0 ⊂ C0, e C0 = (intS)C0 implicam em

(hkUh−k)w̃b0 ∈ C0.

e portanto, N+w̃b0 ⊂ C0.
Para o caso geral, tome n0 ∈ N+ tal que hn = n0hn

−1
0 . Deste modo, n0A

+n−1
0 ∩intS 6=

∅.
Lembrando que w̃ é um representante de w no normalizador de A+, então n0w̃n

−1
0 é

um representante de w no normalizador de n0A
+n−1

0 , segue que

N+n0w̃n
−1
0 b0 = (n0N

+n−1
0 )(n0w̃n

−1
0 )b0 = N+w̃b0 ∈ C0

mostrando que, de fato, a primeira condição implica na segunda.
Perceba também que a recíproca é verdadeira. Suponha que A+ ∈ ∆, e N+w̃b0 ⊂ C0.

Então,

π(n0w̃n
−1
0 A+) = n0w̃n

−1
0 π(A+)

= n0w̃n
−1
0 b0

= n0w̃b0 ∈ C0

com n0A
+n−1

0 ∩ intS 6= ∅, e portanto, w ∈ W (S).
Temos ainda que, a segunda condição implica na terceira, trivialmente. E que a

terceira condição implica na segunda tomando g = 1.

Proposição 55 Com as notações acima, W (S) é subgrupo de W .
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Demonstração: Seja C o único conjunto controlável invariante em G/P .
Inicialmente, W (S) 6= ∅ , pois 1 ∈ W (S), uma vez que D1 = C.
Agora, �xe uma decomposição de Langlands P = MAN+ associada a uma decompo-

sição de Iwasawa G = KAN+, e uma câmara de Weyl positiva A+. Tome b0 = P ∈ C0.
Sejam w1, w2 ∈ W (S), e tome w̃1, w̃2 ∈M∗ representantes de w1 e w2, respectivamente.

Temos que b0 = π(A+), onde π : G/MA −→ G/MAN+ é a �bração canônica, com
A+ ∩ intS 6= ∅. Então, pela Proposição 54, w̃1b0, w̃2b0 ∈ C0 = π(∆). Tomando

α = w1A
+

pela equivariância da �bração canônica, segue que

π(α) = π(w1A
+) = w̃1b0 ∈ C0

e assim, α ∈ ∆.
Além disso,

αw2 = w1w2w
−1
1 α

= w1w2w
−1
1 (w1A

+)

= w1w2A
+,

isto é,

w̃1w̃2b0 = π(w1w2A
+) = π(αw2) ∈ π(∆w2) ⊂ Dw2 = C0,

e novamente pela Proposição 54, temos w1w2 ∈ W (S). Logo, W (S) é subsemigrupo em
um grupo, portanto, um subgrupo de W .

Fixado um conjunto canônico de decomposições de Cartan e Iwasawa, e supondo
intS ∩ A 6= ∅, retomamos a notação do capítulo 4.1:

� Λ0 = {H ∈ a : exp(tH) ∈ intS, para algum t > 0};

� Λ = {h ∈ A : ∃n ∈ N+ tal que hn ∈ intS};

� e Λ̃ = {H ∈ a : exp(tA) ∈ Λ para algum t > 0}.

Temos Λ0 e Λ̃ cones convexos com interior não vazio em a, e Λ0 ⊂ Λ̃.
Uma vez garantido queW (S) é subgrupo, pelo Lema 14, se w ∈ W (S), então, w−1Λ0 ⊂

Λ̃, e por isso wΛ0 ⊂ Λ̃.
Desta forma, é possível de�nir um cone convexo W (S)-invariante contido em Λ̃

Γ = Γ(S)

como sendo o cone convexo gerado por ⋃
w∈W (S)

wΛ0.

Neste ponto, temos duas possibilidades: Λ̃ é próprio em a, ou Λ̃ = a.

Teorema 19 Seja g uma álgebra de Lie semi-simples sobre um corpo K de característica
zero. Se X 6= 0 é um elemento nilpotente em g, então existem H,Y ∈ g tais que

[H,X] = 2X, [H,Y ] = −2Y, [X, Y ] = H.
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Lema 20 Sejam G um grupo de Lie conexo semi-simples de centro �nito, e S um semi-
grupo em G. Suponha que exista X ∈ g tal que ad(X) é nilpotente, e expX ∈ intS, então
S = G.

Demonstração: Uma vez que G é suposto conexo, podemos considerar G o grupo dos
automor�smos internos Int(g). Isso ocorre porque Int(g) é isomorfo ao quociente de G
pelo se centro Z(G), o que faz da projeção

G −→ G/Z(G)

um �brado principal com grupo compacto, e como consequência do Teorema 3 em [24],
temos S = G, sempre que S/Z(G) = G/Z(G).

De fato, uma vez que Ad(X) é nilpotente, então o Teorema de Engel garante que X
é nilpotente, e portanto, segue do Teorema 19 que X pertence a uma álgebra isomorfa a
sl(2,R), isto é existem H,Y ∈ g tais que

[H,X] = 2X, [H,Y ] = −2Y, [X, Y ] = H.

Seja g0 a álgebra de Lie gerada por X,H e Y , e denote por G0 o subgrupo conexo de
Intg com álgebra de Lie g0.

Como G0 é subgrupo de Lie de um grupo linear, G0 tem centro �nito e portanto, dado
Z ∈ g0, o subgrupo de 1-parâmetro

L = {exp tZ : t ∈ R} ⊂ G0

é compacto se, e só se,

{exp(t adg0(Z)) : t ∈ R} ⊂ Int(g)

é compacto.
Seja ε > 0, de�na

Zε = X − ε2Y ∈ g0.

Então,

ad(Zε)X = [X − ε2Y,X]

= −ε2[Y,X]

= ε2H

ad(Zε)H = [X − ε2Y,H]

= [X, Y ]− ε2[Y,H]

= −2X − 2ε2Y

ad(Zε)Y = [X − ε2Y, Y ]

= [X, Y ]

= H

Logo, a matriz de adg0(Z) é dada por: 0 −2 0
ε2 0 1
0 −2ε2 0


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que tem autovalores 0 e ±2εi, e portanto,

{exp(t adg0(Z)) : t ∈ R}

é compacto, e segue que

{exp(t Zε) : t ∈ R} ⊂ G0

também é compacto, e {exp(t adg0(Z)) : t ∈ R} ⊂ Int(g).
Como a exponencial é um difeomor�smo local, é possível tomar ε > 0 su�cientemente

pequeno de modo que exp(t Zε) ∈ intS.
Logo, existe um subgrupo compacto L ⊂ G tal que L∩ intS 6= ∅. Agora, observe que

L ∩ intS é um subsemigrupo de interior não vazio em L.
Seja comp(G) conjunto dos elementos compactos de G. Se S é um subsemigrupo de um

grupo topológico conexo G, então, S é próprio em G se, e somente se, comp(G)∩intS 6= ∅.
Esse fato pode ser veri�cado da seguinte forma, suponha que exista a ∈ comp(G) ∩ int S,
então tome uma vizinhança simétrica da identidade U tal que gU ⊂ S. Como g ∈ comp(G)
é possível tomar n ∈ N tal que

gn ∈ U

e então, 1 ∈ gnU−1, e segue que

gn−1gU ⊂ S intS ⊂ intS.

E, portanto, S contém a componente conexa da identidade de G, e como G é conexo,
segue que G = S.

Reciprocamente, 1 ∈ comp(G), e assim, supondo que S * G, então 1 /∈ intS, logo
S 6= G.

Como L é subgrupo compacto e L∩ intS é subsemigrupo de interior não vazio, segue
o resultado.

Teorema 20 Sejam G um grupo de Lie semi-simples conexo com centro �nito e S um
subsemigrupo de G tal que intS 6= ∅. Suponha que o conjunto controlável invariante para
S na variedade �ag maximal B = G/P é o próprio B. Então, S = G.

Demonstração: Sejam b ∈ B e P o subgrupo parabólico minimal correspondente. En-
tão, pelo Lema 15 existe uma decomposição

P = MAN+

com A ∩ intS 6= ∅. Seja p = m + a + n+ a álgebra de Lie de P , segundo o Lema 16

w−1(Γ) ⊂ Λ̃, ∀ w ∈ W.

e, portanto, Λ̃ intercepta qualquer câmara em a. Sendo Λ̃ um cone convexo, então Λ̃ = a.
Segue que existem h ∈ A e n1, n2 ∈ N+ tais que

h−1, n2h ∈ intS

e, portanto,

n = n2n1 = n2hh
−1n1 ∈ intS,
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ou seja, N+ ∩ intS 6= ∅, e assim, segue o resultado.

Seja G = KAN+ uma decomposição de Iwasawa de um grupo de Lie semi-simples G.
Fixe A+ uma câmara positiva no subgrupo split. A ação à esquerda de um elemento split
regular h ∈ A+ em G/MAN+ de�ne um difeomor�smo cujos pontos �xos são variedades
da forma

w̃P = w̃b0, w̃ ∈M∗.

De fato, seja h ∈ A+, de�na o seguinte difeomor�smo

γh : G/MAN+ −→ G/MAN+

gMAN+ 7−→ γh(gMAN+) = hgMAN+.

Suponha que gMAN+ é um ponto �xo desse difeomor�smo. Então,

gMAN+ = hgMAN+

o que equivale a dizer que

ghg−1 ∈MAN+.

Note que qualquer conjugação de um elemento split regular é ainda um elemento split
regular, em particular, ghg−1 ∈ A. Logo, existe h′ ∈ A tal que ghg−1 = h ∈ A. Mas, por
de�nição, isso ocorre quando g pertence ao normalizador de A em G, isto é, g ∈ M∗. E,
portanto, g = w̃ é um representante de algum w ∈ W , e assim o ponto �xo para γh é da
forma

gMAN+ = w̃P = w̃b0, w̃ ∈M∗.

Em resumo, para cada h ∈ A+, tem-se um difeomor�smo γh cujos pontos �xos são da
forma w̃b0, w̃ ∈M∗. Por isso a seguinte de�nição

De�nição 54 Sejam h ∈ A+ e b0 = P = MAN+. Os elementos

w̃b0 ∈ G/P, w̃ ∈M∗

são chamados h-pontos-�xos do tipo w.

Cada h-ponto-�xo do tipo w é, na verdade, um atrator para a variedade N−w̃b0,
isto é, a ação à esquerda por um elemento split regular iteradamente converge para o
h-ponto-�xo.

De fato, seja w̃b0 h-ponto-�xo do tipo w , tome nw̃b0 ∈ N−w̃b0, segue que

h(nw̃b0) = hnw̃b0 = (hnw̃h−1)hw̃b0 = (hnh−1)w̃b0

e indutivamente, temos

hk(nw̃b0) = (hknh−k)w̃b0.

Pela Proposição 13, segue que

lim
h−→∞

hknh−k = 1,
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e, portanto,

hk(nw̃b0) = (hknh−k)w̃b0 −→ w̃b0. (5.1)

quando k −→∞.
Dessa forma, cada ponto �xo é um atrator para a órbita de γh numa variedade N−w̃b0,

que é dita uma variedade estável para h, ou uma variedade h-estável.
Quando Λ̃ = a, Ad(S) = Ad(G), então, pelo Teorema 20, S é um semigrupo próprio

de G somente se G não tiver centro �nito. Este caso não será considerado, pois, desde o
princípio tomamos G com centro �nito.

Então, seja Λ̃ um cone convexo próprio em a. Como Γ ⊂ Λ̃, temos que W (S) é
um grupo que deixa um cone convexo próprio invariante. Visto que W (S) é �nito, isso
equivale a dizer que existe H ∈ a não nulo, tal que

wH = H, ∀ w ∈ W (S)

Pelo fato de Γ ser um conjunto invariante por W (S) em a, cada ponto �xo pode ser
escrito da forma

H =
∑

w∈W (S)

wH ′

com H ′ podendo ser qualquer vetor não nulo em Γ. De fato, para ver isso, basta aplicar
qualquer w ∈ W (S) em H escrito como o somatório acima, para ver que apenas mudamos
a ordem da soma dos seus termos.

Logo, podemos tomar H no fecho de uma câmara a+, tal que

a+ ∩ Λ̃ 6= ∅

(note que H está na fronteira de a a menos que W (S) = {1}).
O seguinte resultado, já conhecido na literatura, será usado no teorema subsequente.

Teorema 21 (Chevalley) Sejam E espaço vetorial e F ⊂ E subespaço de E. Dado WF

o subgrupo de W que deixa F invariante em cada ponto. Então, W (F ) é gerado pelas
re�exões wα1, com αi ∈ Σ, tais que F é invariante em cada ponto.

Teorema 22 Fixe o conjunto canônico de decomposições, isto é, G = KAN+ e P =
MAN+. Tome b0 ∈ C0, e A+ ∈ ∆. Então, W (S,A+) = WΘ, para algum Θ ⊂ Σ, onde Σ
é o sistema simples de raízes restritas associado a decomposição de Iwasawa determinada
por b0.

Demonstração: Seja H um ponto �xo de W (S) no fecho de uma câmara positiva a+

que intercepta Λ̃.
Associado a a+ existe um sistema de raízes Σ.
Pelo Teorema de Chevalley, o subgrupo de W que deixa H invariante é da forma WΘ

com Θ ⊂ Σ e WΘ o subgrupo gerado pelas raízes em Θ. O referido conjunto Θ é dado
exatamente pelas raízes que se anulam em H, isto é,

Θ = {α ∈ Σ : α(H) = 0}

Então, segue que W (S) ⊂ WΘ, para um certo Θ ⊂ Σ.
Agora, escolha H com as mesmas características anteriores, e que seja de regularidade

maximal, isto é, tal que Θ tenha a menor quantidade possível de elementos. Então, é
possível mostrar que W (S) = WΘ.
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De fato, seja PΘ o subgrupo parabólico associado a Θ, e considere a seguinte �bração
equivariante

πΘ : G/P −→ G/PΘ.

Denote por C e CΘ os respectivos conjuntos controláveis invariantes para S em G/P
e G/PΘ. Sejam

b0 ∈ C0 e ξ0 = πΘ(b0) ∈ (CΘ)0,

e de�na

Cξ0 = C ∩ π−1
Θ (ξ0).

Pela Proposição 53, Cξ0 é o conjunto controlável invariante para S(Θ), que é subsemigrupo
de grupo G(Θ), que por sua vez tem álgebra de Lie

g(Θ) = n+(Θ) + a(Θ) + n−(Θ).

Como visto na demonstração da Proposição 53, a �bra π−1
Θ (ξ0) coincide com a �ag maxi-

mal de G(Θ), e W (Θ) é o grupo de Weyl de G(Θ).
Observando que b0 ∈ C0 ∩ π−1

Θ (ξ0) ⊂ Cξ0 , então

w̃b0 ∈ Cξ0

se w ∈ W (S). Logo, W (S) é subgrupo de W (S(Θ)).
Por outro lado, a minimalidade de Θ garante que não há vetores não nulos invariantes

por W (S) em uma subálgebra split a(Θ) de g(Θ). Como W (S) ⊂ W (S(Θ)), concluímos
que W (S(Θ)) não deixa qualquer cone em a(Θ) invariante. Então, utilizando o Teorema
20, temos que S(Θ) = G(Θ), com Cξ0 = π−1

Θ (ξ0).
Assim, segue que w̃b0 ∈ Cξ0 ⊂ C , ∀ w ∈ WΘ. E, do Lema 20, temos que w ∈ W (S),

e, portanto, W (S) = WΘ.

Corolário 9 Com as notações acima, seja CΘ o conjunto controlável invariante para
S(Θ) em G/PΘ. Então,

C = π−1
Θ (CΘ)

onde πΘ : G/P −→ G/PΘ é a �bração canônica.

Demonstração: Uma vez que G/P é compacto, CΘ é um conjunto controlável invariante
para S em G/PΘ, e Cξ0 = C ∩ π−1

Θ (ξ0) com ξ0 ∈ (CΘ)0. Então, pela Proposição 45 item
2, temos que C = π−1

Θ (CΘ).

A seguir veremos um resultado que estabelece certas equivalências que caracterizam
o fato de um elemento w pertencer a W (S). Para isso, faremos uso da decomposição
multiplicativa de Jordan, que é explicada abaixo.

Um elemento X ∈ gl(n,R) é chamado semi-simples se, visto como um elemento de
gl(n,C), X for conjugado a uma matriz diagonal. Quando todos os autovalores de X são
reais, X é dito ser um elemento semi-simples real. Uma matriz u ∈ gl(n,R) é chamada
unipotente se u − 1 (1 denota a identidade) for uma matriz nilpotente. Uma matriz
g ∈ GL(n,R) é chamada elíptica quando todos os seus autovalores em C tem norma 1, e
hiperbólica se todos os seus autovalores em C tem módulo maior que 0.
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Lema 21 Cada g ∈ GL(n,R) pode ser escrito de forma única como

g = ehu

com e, h, u ∈ GL(n,R), e uma matriz elíptica, h hiperbólica, e u unipotente, e ainda, os
três termos comutam.

Demonstração: Partindo da decomposição de Jordan aditiva, temos

g = s+ n1

com s semi-simples e n nilpotente, tais que

n = n1s = sn1.

Tome n = s−1n1 e u = 1− s−1n1. Então, n é nilpotente e u é unipotente. Isso de�ne
uma decomposição de Jordan multiplicativa para g,

g = su = us,

e da unicidade da decomposição aditiva, segue a unicidade desta decomposição, também.
Visto que s é semi-simples ela é conjugada a uma matriz diagonal. Como, cada matriz

diagonal pode ser decomposta como produto de uma matriz diagonal com elementos de
norma 1 e uma matriz diagonal com elementos não todos nulos como um produto de
matrizes elementares, temos que s se decompõe de forma única como

s− eh = he

com e elíptica, e h hiperbólica.
Como g é �xo pela conjugação complexa então o mesmo acontece com e, h, e u. Logo,

e, h, u ∈ GL(n,R).

A decomposição acima é chamada de decomposição multiplicativa de Jordan completa.
Agora, podemos caracterizar os elementos dessa decomposição nos termos de uma

decomposição de Iwasawa, tal como no teorema abaixo.

Teorema 23 Sejam g uma álgebra de Lie semi-simples sobre R, e G o grupo adjunto
Int(g). Seja G = KAN+ uma decomposição de Iwasawa de G. Então, tem-se:

� g ∈ G é elíptica se, e somente se, é conjugada a um elemento em K.

� g ∈ G é hiperbólica se, e somente se, é conjugada a um elemento em A.

� g ∈ G é unipotente se, e somente se, é conjugada a um elemento em N+.

A partir dessa caracterização, podemos extrair formas equivalentes ao fato de w per-
tencer a W (S,A+

0 ) que serão úteis em resultados posteriores.

Corolário 10 Suponha A0 o subgrupo split com uma câmara A+
0 �xada. Então, são

equivalentes as seguintes a�rmações:

1. w ∈ W (S,A+
0 ).
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2. Existe um subgrupo parabólico minimal P = MAN+ e g ∈ P ∩ intS tal que g = hn,
h ∈ A, n ∈ N+ e w′h = h, onde w′ é um elemento do grupo de Weyl de A que
corresponde a w sob um isomor�smo obtido pela conjugação que leva A+

0 na câmara
positiva contendo h.

3. Existe um subgrupo split A1 e a ∈ A1∩ intS, tal que w′′a = a, com w′′ um elemento
do grupo de Weyl de A1 que corresponde a w por um isomor�smo obtido por uma
conjugação que leva A+

0 em uma câmara contendo o elemento a.

Demonstração:

� ((1) =⇒ (2))

Seja w ∈ W (S,A+
0 ). Então, existe um elemento H ∈ a+

0 tal que H ∈ Λ̃ ∩ a+
0 , e

portanto, h = exp(H) ∈ A+
0 é um elemento �xado por w de modo que hn ∈ P∩intS,

com n ∈ N+ para uma decomposição P = MAN+, com A+
0 uma câmara positiva

para A.

� ((2) =⇒ (3))

Seja g = hn ∈ P ∩ intS, com h ∈ A e n ∈ N+, e tal que w′h = h.

Considere a decomposição multiplicativa de Jordan, isto é,

g = gsgu = gugs

com gu unipotente e gs semi-simples. Como G é um grupo de Lie real, e h ∈ A onde
A é um subgrupo de elementos diagonalizáveis, então seus autovalores são todos
reais,o que faz de h um elemento hiperbólico. Considerando a decomposição de um
elemento semi-simples em produto de um hiperbólico por um elíptico, segue que
gs deve ser também hiperbólico, e assim, pelo Teorema 1.4.3.3 em [35], h e gs são
conjugados, e gs ∈ A1 para algum subgrupo split A1 de G.

Agora, seja M̃Θ o centralizador de A1 em G. Então, Θ é um subconjunto do sistema
simples de raízes associado a uma câmara de A1 que tem gs em seu fecho. Uma vez
que gs e gu comutam, temos gu ∈ M̃Θ.

Visto que gu é unipotente, pelo Teorema 23, gu é conjugado a algum N+ de uma
decomposição de Iwasawa G = KAN+, Logo, gu pode ser tomado da seguinte forma

gu = expx

onde X pertence a uma álgebra de Lie nilpotente, isto é, ad(X) é nilpotente, e assim
como no Lema 20, é possível aproximar gu por elementos compactos.

Seja b ∈ M̃Θ um elemento compacto tal que bk = 1 para algum k ∈ N, e próximo o
su�ciente de gu de modo que

gsb ∈ intS.

Tome a = gks , então a = gks b
k = (gsb)

k ∈ intS. Além disso, observe que um elemento
do grupo de Weyl de A1 �xa a se, e somente se, este elemento �xa gs.

Uma vez que gs é conjugado a h, existe u0 ∈ G tal que u0Au
−1
0 = A1, com u0hu

−1
0 =

gs, e assim, tomando u = uk0, temos

uhu−1 = a.
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Sendo h e a conjugados por u, a ação deste elemento sobre as câmaras de Weyl
deve levar uma câmara que tem h no seu bordo, em uma câmara que contém a, e
consequentemente, gs no seu fecho.

Note ainda que h ∈ A+ ∩ wA+ se, e só se, wh = h, pois a W -órbita de h intersecta
cada câmara uma única vez. Dessa forma, se w1 é um elemento do grupo de Weyl
de A que �xa h, a conjugação por u leva as câmaras w1A

+ na câmara contendo a,
enquanto um w2 no grupo de Weyl de A1 que �xa a ∈ A+

0 leva a câmara A+
0 na

câmara w2A
+.

� ((3) =⇒ (1))

Seja A1 um subgrupo split e a ∈ A1∩ intS tal que w′′a = a para algum w′′ no grupo
de Weyl de A1 correspondendo a w ∈ W (S,A+

0 ).

Quando w′′ = 1, o elemento �xado por w′′ não é necessariamente de fronteira, nada
mais precisa ser demonstrado. Caso contrário, seja A+

1 a câmara que tem a em seu
bordo. Então,

w′′a = a ∈ intS,

e assim, w′′A+
1 intercepta intS, e portanto,

w′′A+
1 ∈ ∆1

onde ∆1 corresponde a A1 de modo análogo a ∆ para A. Assim, temos que w′′ ∈
W (S,A+

1 ), e então, segue que w ∈ W (S,A+
0 ).

Teorema 24 Os conjuntos controláveis efetivos Dw1 e Dw2 coincidem se, e somente se,
W (S)w1 = W (S)w2.

Demonstração: Fixada uma escolha canônica com b0 ∈ C0 e A+ ∈ ∆. Suponha que

W (S)w1 = W (S)w2.

Sejam w̃1, w̃2 ∈M∗ representantes de w1 e w2 de W (S).
Inicialmente, como w1, w2 ∈ W (S), temos

w̃1b0 ∈ Dw1 e w̃2b0 ∈ Dw2 .

Pelo Lema 20, w̃1b0, w̃2b0 ∈ C0, logo w̃2w̃
−1
1 b0 ∈ C0.

Sejam P ′ = M ′A′N+′ e A+′ escolhas canônicas com relação a w̃2w̃
−1
1 . Observe que

w̃1b0 = w̃1(w̃−1
2 w̃2b0)

= (w̃1w̃
−1
2 )w̃2(w̃1w̃

−1
2 b0)

Como w̃1b0 é um h′-ponto �xo e nw̃b0 ∈ Dw2 , podemos tomar um elemento regular
h′ ∈ A+′ tal que h′ ∈ intS, e assim

(hknh−k)w̃1b0 = hk(nw̃1b0) −→ w̃1b0

com k −→ ∞, isto é, w̃1b0 ∈ fe(Sx) ∩Dw1 para x = nw̃1b0. Considerando a ordem entre
conjuntos controláveis, temos que Dw1 < Dw2 .
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Por outro lado, w2w
−1
1 b0 ∈ C0, e assim, tomando uma escolha canônica de decompo-

sição de Iwasawa P ′′ = M ′′A′′N ′′+ e câmara positiva A′′ adaptada a w̃2w̃
−1
1 b0 de modo

análogo ao realizado em w̃2w̃
−1
1 , obtemos as mesmas conclusões. E, portanto, Dw1 < Dw2 .

Conclui-se que Dw1 = Dw2 .
Reciprocamente, suponha que Dw1 = Dw2 , com b0 = P = MAN+ e A+ ∈ ∆ �xados.

Tome W (S) = W (S,A+) , e considere uma decomposição de P relativa a w̃2b0, isto é,

P = w2MAN+w−1
2 = MANw2

com Nw2 = w2N
+w−1

2 . Com relação a essa decomposição, de�na os seguintes conjuntos

Λ2 = {h ∈ A : ∃ n ∈ Nw2 tal que hn ∈ intS}

e

Λ̃2 = {H ∈ a : exp(tH) ∈ Λ2, t > 0}

análogos a Λ e Λ̃0 de�nidos anteriormente. Temos que Λ̃0 e Λ̃2 são cones convexos em
a. Além disso, como A+ ∈ ∆ algum elemento de a+ é levado pela exponencial em um
elemento de A que intercepta o interior de S, e portanto,

Λ̃2 ∩ a+ 6= ∅.

Além disso, Λ̃2 ∩ w̃2w̃
−1
1 a+ 6= ∅. De fato, w̃2b0 ∈ Dw1 = Dw2 , e portanto, dado h ∈

A+ ∩ intS

hw̃2b0 = w̃2b0 ∈ Dw2 .

De fato, para veri�car isso, note que M∗ normaliza A, e assim w̃2b0 está no conjunto de
transitividade de Dw1 ,

w̃2b0 ∈ (Dw1)0

E ainda, lembrando que os pontos �xos de um elemento regular h′ ∈ w̃2w̃
−1
1 A+ = A+′

são dados por

w̃′P ′ = w̃′(w̃2w̃
−1
1 b0)

para w̃′ ∈M∗′. Então, podemos dizer que

w̃1b0(w̃2w̃
−1
1 )w̃2(w̃2w̃

−1
1 )−1(w̃2w̃

−1
1 b0)

é um h′-ponto �xo.
Agora, do mesmo modo que foi feito no Teorema 49, dados um elemento regular

h′ ∈ A+′, e n ∈ N+′, existe n0 ∈ N+′ tal que

n0h
′n−1

0 = h′n ∈ n0A
+′n−1

0 ,

e, portanto, os pontos �xos nas outras variedades do tipo N−wb0, da decomposição de
Bruhat, são da forma

nw̃1b0.
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Uma vez que Dw2 contém pontos que são �xados por um elemento de intS para ao
menos um n ∈ N+′, temos

nw̃1b0 ∈ Dw2 .

Então, pelo Teorema 49, existe b ∈ C0 tal que

w̃2b0 ∈ ν(b, w1),

onde ν(b, w1) = π{αw1 ∈ G/MA : α ∈ π−1{b} ∩ ∆}, isto é, existe g ∈ intS tal que
gb = b0 ∈ C0, e assim, gα é uma câmara positiva para b0 contendo g de modo que

π((gα)w1) = w̃1gπ(α) = w̃1(gb0) = w̃1b.

ou seja, a imagem de gα pela ação de w̃1 é uma câmara positiva para w̃1b0.
Se g está em uma câmara positiva para w̃2b0, temos também

g(w̃2b0) = w̃2b0.

Pelo Teorema 16, essa condição é equivalente a dizer que g pode ser escrito como

g = h′n

com h′ ∈ w̃2w̃
−1
1 A+, e n ∈ Nw2 , pois,

w̃1w̃2w̃
−1
1 A+ = w̃1(A+w2.)

Com isso, podemos a�rmar que

Λ̃2 ∩ w̃2w̃
−1
1 a+ 6= ∅

pois h′ está nessa interseção.
Agora, o objetivo é mostrar que w̃2w̃

−1
1 W (S) = W (S). Para isso, vamos veri�car que

existe uma sequência �nita de termos em W (S) que levam w̃2w̃
−1
1 a+ em a+, e de modo

que, em determinado instante, essa sequência retorna para a identidade do grupo.
Pela convexidade de Λ̃2, podemos tomar H1, · · · , Hk ∈ a elementos regulares que

satisfazem às seguintes condições:

1. H1 ∈ w̃2w̃
−1
1 a+ e Hk ∈ a+;

2. Denotando por {Hi, Hi+1} o segmento que liga Hi a Hi+1, temos {Hi, Hi+1} intei-
ramente contido em Λ̃2, para todo i = 1, · · · k − 1;

3. Se o segmento {Hi, Hi+1} cruza a fronteira de uma câmara, isso ocorre com {Hi, Hi+1}
atravessando um hiperplano que anula uma única raiz;

4. Qualquer segmento {Hi, Hi+1} está contido na união de no máximo duas câmaras.

Sejam Hi
′ ∈ {Hi, Hi+1} o elemento que intersecta o hiperplano como descrito no item

3, e si ∈ W tal que si(Hi
′) = Hi

′, para i = 1, · · · , k − 1. Como os elementos do grupo
de Weyl são isometrias e agem permutando as câmaras, pelo fato de �xar Hi

′, si é uma
aplicação que troca as câmaras que contém Hi e Hi+1. Com isso, podemos dizer que, para
cada i = 1, · · · , k − 1,

sisi−1 · · · s1w̃2w̃
−1
1
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é um isomor�smo que leva um elemento split regular h ∈ intS ∩A+ na câmara associada
a que contém Hi

′ no seu fecho em a, isto é. Dado W (S,A+
i ) o grupo de Weyl com relação

à

sisi−1 · · · s1w̃2w̃
−1
1 A+.

Então, pelo Lema 20, temos si ∈ W (S,A+
i ), o que signi�ca que por meio de uma conju-

gação por sisi−1 · · · s1w̃2w̃
−1
1 de si temos

(sisi−1 · · · s1w̃2w̃
−1
1 )−1si(sisi−1 · · · s1w̃2w̃

−1
1 ) ∈ W (S,A+) = W (S)

para cada i = 1, · · · k − 1.
Uma vez que, por construção,

sksk−1 · · · s1w̃2w̃
−1
1 a+ = a+

segue que sisi−1 · · · s1w̃2w̃
−1
1 = 1, e portanto,

(si−1 · · · s1w̃2w̃
−1
1 )−1si(sisi−1 · · · s1w̃2w̃

−1
1 ) = (si−1 · · · s1w̃2w̃

−1
1 )−1 ∈ W (S),

e então,

sisi−1 · · · s1w̃2w̃
−1
1 ∈ W (S)

para cada i = 1, · · · , k − 1.
Agora, supondo que para dado j − 1, sk−(j−1), sk−(j−2), · · · , sk ∈ W (S), de�na

wj = sk−j+1sk−j · · · s1w̃2w̃
−1
1 ∈ W (S).

para 2 ≤ j ≤ k + 1.
Dessa forma,

sksk−1 · · · sk−j(sk−j+1sk−j · · · s1w̃2w̃
−1
1 ) = 1

logo,

sk−j = (sksk−1 · · · sk−j+1)−1w−1
j ∈ W (S)

Aplicando o segundo princípio de indução, temos em particular que,

w2w
−1
1 ∈ W (S)

isto é, W (S)w1 = W (S)w2.

Corolário 11 Com as notações acima, �xada uma câmara A+, temos W (S−1, A+) =
W (S,A+).

Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos supor que A+ ∈ ∆, a�nal, isso
pode ser conseguido a menos de uma escolha para a câmara positiva, o que implica numa
conjugação dos subgrupos de W do tipo W (S).

Fixe w0 ∈ W de modo que

w0a
+ = −a+.
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Então, Dw0 é o conjunto controlável minimal para S, e, portanto, o conjunto de tran-
sitividade do conjunto controlável invariante para S−1. Seja α = A+ ∈ ∆. Então, sua
projeção π(α) = b0 está em C0 = π(∆).

Como W (S−1, A+) é subgrupo de W , s ∈ W (S−1, A+) se, e somente se, sw0b0 ∈ Dw0 .
Visto que b0 ∈ C0, supondo s, w0 ∈ W (S−1, A+), então Dw0 = Dsw0 e, portanto, pelo

Teorema 24, segue que

W (S,A+)sw0 = W (S,A+)w0

o que equivale a

W (S,A+)sw0w
−1
0 = W (S,A+)

algo que ocorre somente quando

sw0w
−1
0 = s ∈ W (S,A+),

e portanto, W (S−1, A+) = W (S,A+).

Corolário 12 Suponha que Dw1 = Dw2 e w2w
−1
1 não tem pontos �xos não nulos em a.

Então, Ad(S) = Ad(G).

Proposição 56 Seja Θ um subconjunto do sistema simples de raízes tal que W (S,A+) =
WΘ. Denote por CΘ o conjunto controlável invariante para S em G/PΘ. Seja ξ0 = PΘ, e
suponha ξ ∈ (CΘ)0, então CΘ ⊂ N−ξ0.

Demonstração: Suponha que CΘ não está inteiramente contido em N−ξ0, isto é, CΘ

intersecta o complementar de N−ξ0. Seja h ∈ A+ ∩ intS. Considerando a decomposição
de Bruhat generalizada para subgrupos parabólicos,

G =
⋃

w∈W/WΘ

N+wPΘ

onde WΘ é o centralizador de aΘ em W , cada célula é uma variedade h-estável, e dessa
forma, é possível dizer que o complementar de uma variedade aberta e densa dada por
N−ξ0 é um conjunto fechado (uma união de variedades estáveis para h). Cada variedade
estável está associada a um h-ponto �xo, se um elemento em alguma dessas células per-
tence a CΘ. Então, uma sequencia de termos em intS leva tal elemento no h-ponto �xo
correspondente à célula o que faz com que esse ponto �xo esteja ainda em CΘ, isto é,
existe ξ1 ∈ CΘ tal que hξ1 = ξ1.

Uma vez que os h-pontos �xos são da forma w̃ξ0, temos

ξ1 = w̃ξ0

para algum w ∈ W −WΘ, uma vez que, para qualquer w ∈ WΘ temos w̃ξ0 = ξ0.
Seja b0 = P . Então, por hipótese, πΘ(b0) = ξ0, e então, b0 ∈ π−1

Θ {ξ0}. Então, temos
que,

w̃b0 ∈ w̃π−1
Θ {ξ0} = π−1

Θ {w̃ξ0} = π−1
Θ {ξ1},

e portanto, como ξ1 ∈ CΘ = πΘ(C), temos w̃b0 ∈ C. Ainda, visto que ξ1 é �xo por
h ∈ intS, temos w̃b0 ∈ C0, e pelo Lema 20, conclui-se que w ∈ W (S,A+), o que contraria
a hipótese de W (S,A+) = WΘ.
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5.2.1 Tipo Flag De Semigrupo

Fixado um subgrupo parabólico minimal P (= P∅) e uma câmara de Weyl positiva,
temos uma família de subgrupos parabólicos PΘ, com Θ ⊂ Σ, onde Σ é um sistema simples
de raízes associado a câmara �xada.

Como visto anteriormente, no Teorema 22, o conjunto controlável invariante para S
em G/PΘ é a projeção do conjunto controlável invariante C de G/P . Dessa forma, os
semigrupos em G podem ser distinguidos de acordo com a geometria dos seus conjuntos
controláveis invariantes. Ainda, pelo o Teorema 22, vimos que o subgrupo

W (S) = {w ∈ W : Dw = D1}

é um subgrupo deW gerado pelas raízes em Θ, para algum Θ ⊂ Σ. Assim sendo, de�nimos
uma aplicação que associa a cada semigrupo de interior não vazio S um subconjunto do
sistema simples de raízes,

S 7−→ Θ(S).

Essa aplicação é uma bijeção como mostra a Proposição abaixo:

Proposição 57 Existe Θ ⊂ Σ tal que π−1
Θ (CΘ) ⊂ G/P é um conjunto controlável in-

variante para S com CΘ contido em uma variedade estável para algum elemento regular
real se, e somente se, esse Θ é maximal satisfazendo a condição de π−1

Θ (CΘ) ⊂ G/P ser
conjunto controlável invariante para S.

Com essa proposição são estabelecidas as bases para a formalização da ideia de tipo
�ag (ou parabólico) de semigrupo, que surgira de diferentes formas em [20], [21] e [25].

Essa formalização pode ser dada como a seguir.

De�nição 55 Denotamos o subconjunto de Σ que é maximal com a propriedade de π−1
Θ (CΘ) ⊂

G/P ser conjunto controlável invariante para S por Θ(S), e dizemos que Θ(S) é o tipo
�ag de S. Ainda, qualquer semigrupo próprio de interior não vazio é do tipo �ag Θ para
algum Θ ⊂ Σ.

5.3 Conjuntos Controláveis nas outras Variedades Flag

Quanto ao comportamento dos conjuntos controláveis efetivos sob �brações equivarian-
tes, já é conhecido que conjuntos controláveis efetivos são projetados dentro de conjuntos
controláveis efetivos. Para variedades �ag, é possível explicitar uma relação ainda mais
precisa, a de que os conjuntos controláveis efetivos em G/PΘ são projeções dos conjuntos
controláveis efetivos em G/P .

Proposição 58 Sejam B = G/P a variedade �ag maximal e bΘ = G/PΘ uma variedade
�ag, com PΘ um subgrupo parabólico associado a um subconjunto Θ do sistema simples
de raízes. Considere a �bração canônica πΘ : B −→ BΘ. Se E é um conjunto controlável
efetivo para S em BΘ, então existe w′ ∈ W tal que

πΘ((Dw)0) = E0

para todo w ∈ w′WΘ.
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Demonstração: Seja ξ ∈ E0 e QΘ o subgrupo de isotropia de ξ. Tome b ∈ π−1
Θ {ξ} e Pb

o subgrupo de isotropia em b. Para alguma decomposição de Langlands de Pb temos um
elemento split regular h ∈ Pb tal que hb = b.

Da equivariância da �bração πΘ, temos

hξ = hπΘ(b) = πΘ(hb) = πΘ(b) = ξ.

Fixe um conjunto canônico de�nido por h, isto é, tome ∆ referente à decomposição
de Pb que tem h em sua câmara positiva. Temos, pelo Teorema 17, que

b ∈ C0 = π(∆)

onde π : G/MA −→ G/MAN+ é a �bração equivariante que projeta o conjunto das
câmaras de Weyl na variedade �ag maximal. Além disso, hb = b com h ∈ intS, implica
em b ∈ C0, com C0 denotando o conjunto de transitividade do conjunto controlável
invariante C de G/Pb.

Seja F = πΘ{ξ} a �bra sobre ξ em C0. Então, os h-ponto-�xos na �bra são da forma
w̃b0 com w̃ representante de w ∈ W tal que π(wb0) = ξ. Isto é, seja w′ ∈ W tal que

w′ξ0 = ξ,

então,

wξ0 = w′ξ0

o que implica em

w′
−1
wξ0 = ξ0

que ocorre somente quando w′−1w ∈ WΘ, isto é

w ∈ w′WΘ.

Assim sendo, é possível tomar um elemento wξ de w′WΘ de tal forma que a variedade
h-estável para wξb0 em π−1

Θ {ξ} é aberta e densa. Seja w = w′w1 ∈ w′WΘ, então

π−1
Θ (w̃b0) = π−1

Θ (w̃′w̃1b0)

= w̃′w̃1π
−1
Θ (b0)

= w̃′w̃1ξ0

= w̃′ξ0

= ξ0

Como w̃b0 ∈ Dw, temos ξ ∈ πΘ(Dw), e pelo fato de existir h ∈ intS tal que hξ = ξ, temos

ξ ∈ πΘ((Dw)0).

Segue da Proposição 44 que

ξ ∈ πΘ(Dw)0 ⊂ E0.

Agora, tome η ∈ E0, uma vez que E é o conjunto controlável efetivo, e η, ξ ∈ E0,
existe g ∈ intS tal que

gη = ξ.
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Com isso, é possível mostrar que Dwη < Dwξ . De fato, se gη = ξ, temos

gπ−1
Θ {η} = π−1

Θ {ξ}.

E além disso, tome wη como elemento do grupo de Weyl tal que wηb0 é o atrator de uma
variedade aberta e densa em π−1

Θ {ξ}. Então,

w̃ηb0 ∈ Dwη

e assim,

w̃ηb0 ∈ Dwη ∩ π−1
Θ {η} 6= ∅.

Logo,

gDwη ∩ gπ−1
Θ {η} = gDwη ∩ π−1

Θ {ξ} 6= ∅.

Sendo Dwη conjunto controlável efetivo g(Dwη)0 ∩ π−1
Θ {ξ} é denso em gDwη ∩ π−1

Θ {ξ} e
portanto, intersecta a variedade aberta e densa em π−1

Θ {ξ} que é atraída por w̃ξb0, ou
seja, existe z ∈ Dwη tal que

hk(gz) −→ w̃ξb0 ∈ Dwξ

quando k −→∞, isto é, fe(Sz) ∩Dwξ 6= ∅. E assim, Dwη < Dwξ .
Da mesma forma, existe g1 ∈ intS tal que g1ξ = η, e com o mesmo argumento é

possível mostrar que Dwξ < Dwη , e assim, conclui-se que Dwη = Dwξ .
Pelo Teorema 24, segue que

W (S)wη = W (S)wξ

e assim, para w ∈ wξWΘ, temos

w ∈ W (S)wηWΘ.

Agora, seja w = w1wηs, com w1 ∈ W (S) e s ∈ WΘ, então Dw = Dw1wηs. Mais que
isso, novamente pelo Teorema 24, vale a seguinte igualdade

W (S)w = W (S)w1wηs = W (S)wηs

ou seja,

Dw = Dwηs.

Uma vez que wη é tomado como sendo o elemento do grupo de Weyl para o qual wηb0

é atrator de uma variedade aberta e densa em π−1
Θ {η}, temos

πΘ(w̃b0) = η

e assim,

η ∈ πΘ(Dwηs)

E, visto que gη = ξ ∈ πΘ(C0), temos também,

η ∈ πΘ((Dwηs)0).

Logo, η ∈ πΘ(Dw)0, mostrando que E0 ⊂ πΘ(Dw)0. Sendo a inclusão contrária garan-
tida pela Proposição 44, temos

πΘ(Dw)0 = E0, ∀w ∈ wξWΘ.
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Corolário 13 Com as notações acima, seja D um conjunto controlável efetivo na varie-
dade �ag maximal G/P , tal que D0 ∩ π−1

Θ (E0) 6= ∅, então πΘ(D0) = E0.

Demonstração: Como cada conjunto controlável efetivo em G/P é da forma Dw, com
w ∈ W , segue diretamente da Proposição 58, que D0 = (Dw)0, para algum w ∈ W , e
assim, πΘ(D0) = πΘ(Dw)0 = E0.

Corolário 14 O número de conjuntos controláveis efetivos em G/PΘ é igual ao número
de elementos no duplo quociente W (S)\W/WΘ, isto é, o número de W (S)-órbitas de
W/WΘ.

Demonstração: Seja BΘ = G/PΘ uma variedade �ag e πΘ : G/P −→ G/PΘ a �bração
canônica. Denote por DΘ

w o conjunto controlável em G/PΘ cujo conjunto de transitivi-
dade é a projeção do conjunto de transitividade de Dw em B = G/P . Assim, como na
Proposição 58.

Tem-se que, DΘ
w1

= DΘ
w2

se, e somente se,

W (S)w1WΘ = W (S)w2WΘ.

De fato, por um lado, supondo DΘ
w1

= DΘ
w2
, temos

πΘ(Dw1)0 = πΘ(Dw2)0.

Então, existe ξ ∈ (DΘ
w1

)0 = (DΘ
w2

)0 projeção de w1b0, tal que w′′b0 está na mesma �bra
que w1b0, e w′′b0 ∈ Dw2 . Agora, visto que a ação de w1 leva �bras em �bras, e pontos
�xos de uma �bra em pontos �xos da outra, podemos dizer que w′′ é dado da seguinte
forma

w′′ = w1w
′

de modo que w′b0 está na mesma �bra que b0. E, portanto, w′ ∈ WΘ. Como w′′b0 ∈ Dw2 ,
segue que

Dw2 = Dw′′ = Dw1w′ ,

e pelo Teorema 24, temos

W (S)w2 = W (S)w1w
′,

e, portanto,

W (S)w2WΘ = W (S)w1w
′WΘ = W (S)w1WΘ.

Reciprocamente, supondo W (S)w1WΘ = W (S)w2WΘ, temos

w2 = wsw1w
′

com ws ∈ W (S), e w′ ∈ WΘ, então,

Dw2 = Dwsw1w′

isto é,

W (S)w2 = W (S)wsw1w
′ = W (S)w1w

′

e assim, Dw2 = Dw1w′ . Observe ainda que

πΘ(Dw1w′) = DΘ
w1w′ = DΘ

w1

uma vez que w′ ∈ WΘ, e portanto,

DΘ
w2

= πΘ(Dw2) = πΘ(Dw1w′) = DΘ
w1
.
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5.4 Exemplos de Aplicações

Exemplo 12 Seja G = SL(3,R). Sua álgebra de Lie g = sl(3,R) se decompõe segundo
Iwasawa como

g = so(n)⊕ a⊕ n+

onde so(n) é a parte compacta, a é a subálgebra das matrizes diagonais, e n+ é a subálgebra
das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal. Fixamos a seguinte câmara
de Weyl positiva

a+ = {diag(a1, a2, a3) ∈ g : a1 > a2 > a3 > 0, com a1, a2, a3 ∈ R}.

Sejam αi j os funcionais que satisfazem

αi j (H) = λi(H)− λj(H)

com λi(H) = ai para H ∈ a.
Como visto anteriormente, um sistema positivo de raízes com respeito a escolha de a+

é dado por

Π+ = {αi j : i < j},

que tem sistema simples de raízes dado por

Σ = {α1 2, α2 3}.

Seja wα a re�exão no grupo de Weyl em relação a α. Como sabemos que wα(α) = −α,
e como −αi j = αj i, então, ação do grupo de Weyl sobre um elemento split pode ser
interpretada como a aplicação que realiza a transposição das entradas i e j das matrizes
diagonais.

Visto que o grupo gerado pelas transposições de termos sucessivos é exatamente o grupo
de permutações, existe uma identi�cação entre o grupo de Weyl de SL(3,R) e o grupo P3

de permutações de 3 elementos .
Por simplicidade, adotaremos

W = P3 = {1, (12), (23), (123), (132), (13)},

isto é, tomamos o grupo de Weyl como o grupo das permutações entre três elementos,
escrito segundo a notação cíclica.

Agora, os subgrupos parabólicos de g são todos conjugados a família de subgrupos pa-
rabólicos obtidos a partir de Σ. Uma vez que os únicos possíveis subconjuntos de Σ se
resumem a: Θ1 = ∅, Θ2 = {α1 2}, Θ3 = {α2 3}, e Θ4 = Σ, os subgrupos não triviais são

PΘ2 =


∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗

0 0 ∗

 e PΘ3 =


∗ ∗ ∗0 ∗ ∗

0 ∗ ∗


que correspondem às seguintes variedades �ag:

G/PΘ2 = F3(2) = Gr2(3) e G/PΘ3 = F3(1) = RP 2.

No espaço projetivo real RP 2, note que

WΘ2 = {1, (12)},
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e temos o seguinte número máximo de possíveis conjuntos controláveis efetivos:

|W/WΘ2| =
|W |
|WΘ2|

=
3!

2!
= 3.

Sobre os conjuntos controláveis efetivos na variedade �ag maximal G/P , com

P =


∗ ∗ ∗0 ∗ ∗

0 0 ∗

 ,

sabendo que o número de conjuntos controláveis efetivos para a ação de um semigrupo
S de interior não vazio é a dada pela quantidade de elementos de W (S)\W , existe um
número limitado de possibilidades para o número de conjuntos controláveis para ação de
S nessa variedade �ag.

Como visto na Seção 5.2.1, é possível condicionar a escolha de um semigrupo pela
escolha do subconjunto Θ ⊂ Σ. Fora os semigrupos triviais, G e {1}, temos os semigrupos
do tipo Θ2 e Θ3.

Sejam S2 e S3 semigrupos tais que

W (S2) = WΘ1 e W (S3) = WΘ3

respectivamente. Então, dizemos que S2 é semigrupo do tipo Θ2, bem como S3 é semigrupo
do tipo Θ3.

Para a ação de S2 em G/P , temos exatamente

|W (S2)\W | = 3!

2!
= 3

conjuntos controláveis efetivos. Esses conjuntos são indexados pelas classes lateraisW (S2)w,
com w ∈ W , que são as seguintes:

W (S2) = {1, (12)}
W (S2)(23) = {(23), (132)}
W (S2)(123) = {(123), (13)}.

Visto que (13) é a permutação que leva a câmara positiva a+ em

a− = {diag(a1, a2, a3) ∈ g : 0 < a1 < a2 < a3, com a1, a2, a3 ∈ R}.

o conjunto controlável representado por essa classe D(13) é o conjunto minimal, enquanto
D1 é o maximal. E, portanto, temos a seguinte ordenação para os conjuntos controláveis
efetivos de uma ação de S2 em G/P :

D(13) ≤ D(23) ≤ D1.

Exemplo 13 Seja G = SL(4,R). Então, como visto no Exemplo 12, podemos tomar
Σ = {α12, α23, α34}, onde a ação do elemento do grupo de Weyl correspondendo a uma
raiz αij sobre os elementos de uma matriz A ∈ G é dada pela permutação das entradas i
e j da diagonal.

Quanto aos subconjuntos de Σ, seja

Σ(i, j) = {αr,r+1 : i ≤ r ≤ j}.
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Assim, chamamos Σ(i, j) um intervalo em Σ. Cada intervalo denota um subconjunto de
Σ que possui raízes consecutivas. Qualquer subconjunto de Σ pode ser decomposto como
união disjunta desses intervalos. Para tal Σ, temos as seguintes possibilidades para um
subconjunto Θ ⊂ Σ: 

Θ1 = ∅
Θ2 = {α12} = Σ(1, 1)
Θ3 = {α23} = Σ(2, 2)
Θ4 = {α34} = Σ(3, 3)
Θ5 = {α12, α23} = Σ(1, 2)
Θ6 = {α23, α34} = Σ(2, 3)
Θ7 = {α12, α34} = Σ(1, 1) ∪ Σ(3, 3)
Θ8 = Π = Σ(1, 3)

(5.2)

E, com a mesma notação de intervalo, temos também a decomposição de cada possível Θ
em intervalos tipo Σ(i, j).

Por questão de praticidade, visto que o grupo de Weyl de SL(4,R) age como P4, o
subgrupo das permutações entre quatro termos, vamos adotar a notação cíclica para os
elementos do grupo de Weyl. Por exemplo, o termo (1243) representa uma permutação
que leva o primeiro termo no segundo, o segundo no quarto, e o quarto no terceiro, a ação
de (1243) na sequência {1, 2, 3, 4} a transforma em {2, 4, 3, 1}. O termo que permanece
estático é omitido, como em (124), permutação que leva o terceiro termo no terceiro termo.

Identi�cando o grupo de Weyl ao grupo P4, podemos descrever os possíveis subgrupos
do tipo WΘ da seguinte forma:

WΘ1 = {1}
WΘ2 = {1, (12)}
WΘ3 = {1, (23)}
WΘ4 = {1, (34)}
WΘ5 = {1, (12), (23), (13), (123), (132)}
WΘ6 = {1, (23), (34), (24), (234), (243)}
WΘ7 = {1, (12), (34), (12)(34)}
WΘ8 = W

(5.3)

Os subgrupos PΘ associados podem ser realizados da seguinte forma. Tome β0 =
{e1, e2, e3, e4}, a base canônica de Rn. Então, temos os seguintes �ags canônicos:

f 1
β0

=(ger{e1}, ger{e1, e2}, ger{e1, e2, e3})
f 2
β0

=(ger{e1, e2}, ger{e1, e2, e3})
f 3
β0

=(ger{e1}, ger{e1, e2, e3})
f 4
β0

=(ger{e1}, ger{e1, e2})
f 5
β0

=(ger{e1, e2, e3})
f 6
β0

=(ger{e1})
f 7
β0

=(ger{e1, e2})
f 8
β0

=({0})
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e os subgrupos PΘi, podem ser tomados como a isotropia em fβi, para 1 ≤ i ≤ 8, o que
nos leva à seguinte representação dos subgrupos parabólicos:

PΘ1 =



∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗


 , PΘ2 =



∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗


 , PΘ3 =



∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗


 ,

PΘ4 =



∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗


 , PΘ5 =



∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗


 , PΘ6 =



∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗


 ,

PΘ7 =



∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗


 , e PΘ8 = G.

Para cada Θ, temos as seguintes variedades �ag:

G/PΘ1 = F4(1, 2, 3)
G/PΘ2 = F4(2, 3)
G/PΘ3 = F4(1, 3)
G/PΘ4 = F4(1, 2)
G/PΘ5 = F4(3) = Gr3(4)
G/PΘ6 = F4(1) = RP 3

G/PΘ7 = F4(2) = Gr2(4)
G/PΘ8 = {1}

O número máximo de conjuntos controláveis nessas variedades �ag ocorre quando
W (S) = {1}, e portanto, em G/PΘ2, G/PΘ3, e em G/PΘ4 temos, no máximo,

|W/WΘ2| = |W/WΘ3| = |W/WΘ4| =
4!

2!
= 12

conjuntos controláveis efetivos. Em G/PΘ5 e G/PΘ6 temos até

|W/WΘ5| = |W/WΘ6| =
4!

3!
= 4

conjuntos controláveis. E, em G/PΘ5 há um número máximo de

|W/WΘ6| =
4!

2!2!
= 6

conjuntos controláveis.
Quanto ao estudo dos conjuntos controláveis na variedade �ag maximal, partindo da

identi�cação que nos permite descrever o tipo parabólico de semigrupo, segue que os pos-
síveis candidatos a W (S) são exatamente os WΘ dados acima. Tomando como exemplo
W (S) = WΘ2 ,WΘ6 ,WΘ7 é possível avaliar os possíveis números de conjuntos controláveis
na variedade G/P .

Fixemos a seguinte notação:

W (Si) = WΘi , i = 1, · · · , 8



5. Conjuntos Controláveis nas Variedades Flag G/PΘ 145

Para um semigrupo do tipo S2, temos no máximo

|W (S2)\W | = 4!

2!
= 12

conjuntos controláveis na variedade �ag maximal. Como visto no Teorema 24, os termos
que estão numa mesma classe lateral W (S)s, para s ∈ P4, são aqueles associados ao
mesmo conjunto controlável Ds. Quando consideramos W (S2) temos o seguinte:

W (S2)1 = {1, (12)}
W (S2)(23) = {(23), (132)}
W (S2)(34) = {(34), (12)(34)}
W (S2)(123) = {(123), (13)}
W (S2)(14) = {(14), (124)}
W (S2)(24) = {(24), (142)}
W (S2)(234) = {(234), (1342)}
W (S2)(243) = {(243), (1432)}
W (S2)(13)(24) = {(13)(24), (1423)}
W (S2)(143) = {(143), (1243)}
W (S2)(134) = {(134), (1234)}
W (S2)(14)(23) = {(14)(23), (1324)}

Observe que D1 = D(12) é o conjunto controlável maximal, e D(14)(23) = D(1324) é o
conjunto controlável minimal para ação de S2, já que (14)(23) é o elemento de P4 que
leva {1, 2, 3, 4} em {4, 3, 2, 1}, ou seja, está associado ao elemento do grupo de Weyl que
leva a câmara positiva na negativa.

Da mesma forma, como feita acima, para S6 associado a Θ6, o número máximo de
conjunto controláveis é

|W (S6)\W | = 4!

3!
= 4,

dados pelos representantes das seguintes classes laterais:
W (S6)1 = {1, (23), (34), (234), (243), (24)}
W (S6)(12) = {(12), (123), (12)(34), (1234), (1243), (124)}
W (S6)(13) = {(13), (132), (134), (1342), (1324), (13)(24)}
W (S6)(14) = {(14), (14)(23), (143), (1423), (1432), (142)}

Neste caso, D1 = D(23) = D(34) = D(234) = D(243) = D(24) é o conjunto controlável
maximal, e D(14) = D(14)(23) = D(143) = D(1423) = D(1432) = D(142) é o conjunto controlável
minimal para S6.

E, quanto a S7, temos no máximo

|W (S7)\W | = 4!

2!2!
= 6

conjuntos controláveis, e são estes classi�cados por

W (S7)1 = {1, (12), (34), (12)(34)}
W (S7)(23) = {(23), (132), (234), (1342)}
W (S7)(123) = {(123), (13), (1234), (134)}
W (S7)(24) = {(24), (142), (243), (1432)}
W (S7)(14) = {(14), (124), (143), (1243)}

W (S7)(13)(24) = {(13)(24), (1423), (1324), (14)(23)}
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Cujos conjuntos controláveis maximal e minimal são dados, respectivamente por: D1 =
D(12) = D(34) = D(12)(34), e D(13)(24) = D(1423) = D(1324) = D(14)(23).

O estudo dos demais subconjuntos Θ é análogo a um desses três casos acima.

Exemplo 14 No caso geral, seja G = SL(n,R). Como visto na Seção 1.4, o grupo de
Weyl pode ser tomado como grupo gerado pelas re�exões correspondentes a um sistema
simples de raízes.

Em sl(n,R), �xamos

a+ = {diag(a1, · · · , an) : a1 > a2 > · · · > an > 0}

a câmara de Weyl positiva. Considerando os funcionais

αij = λi − λj

com λi(H) = ai, para H = diag(a1, · · · , an), um sistema de raízes positivas é dado por

Π+ = {αij : i < j},

e um sistema simples que gera Π+ é dado por

Σ = {αi,i+1 : i = 1 · · · , n− 1}.

Uma vez que os elementos do grupo de Weyl agem pela permutação das entradas da
diagonal das matrizes em a, o grupo de Weyl pode ser representado pelo grupo das per-
mutações de n termos, o grupo Pn. Isto é, a seguinte associação

w : a −→ a
diag(a1, · · · , an) 7→ diag(aω(1), · · · , aω(n))

onde ω denota uma permutação de {1, · · ·n} associada a w ∈ W , de�ne um isomor�smo
de grupos que identi�ca W a Pn.

Quanto às variedades �ag relativas a SL(n,R) uma realização dessas estruturas pode
ser feita da seguinte forma. Seja β0 = {e1, e2, · · · , en} a base canônica de Rn, então
de�nimos os seguintes subespaços:

Er = ger{e1, · · · er}

para 1 ≤ r ≤ n, e

Er
(i1,j1),···(ik,jk) = ger

(
{e1, · · · er} −

k⋃
l=1

{eil , · · · ejl}

)

para 1 ≤ il ≤ jl ≤ n, e 1 ≤ k ≤ n. E, portanto, escrevemos o �ag canônico como

fβ0 =

E1, E2, · · ·Ei1−1, Ej1+1
(i1,j1), E

j1+2
(i1,j1), · · · ,

· · ·Eik−1
(i1,j1),··· ,(ik−1,jk−1), Ejk+1

(i1,j1),··· ,(ik,jk), E
jk+2
(i1,j1),··· ,(ik,jk), · · · ,

· · · · · · , En
(i1,j1),··· ,(ik,jk)


Tomando PΘ como o subgrupo de isotropia em fβ0, é possível ver que, na representação

matricial de um elemento nesse subgrupo, cada intervalo de raízes il, · · · , jl é representado
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por um bloco diagonal quadrado de tamanho jl− il + 2 iniciado na posição il da diagonal,

PΘ =





∗ · · · · · · ∗
0 (∗)i1,j1

...
0 0 ∗
0 0 0

. . .
...

0 0 0 0 ∗ ...
0 0 0 0 0 (∗)ikjk
0 0 0 0 0 0 ∗




Uma realização de G/PΘ como variedade �ag é feita da seguinte forma:

G/PΘ = Fn(1, 2, · · · , i1 − 1, ̂i1, · · · , j1 , j1 + 1, · · · , ik − 1, ̂ik, · · · , jk, jk + 1, · · · , n)

= Fn(1, 2, · · · , , i1 − 1, j1 + 1, , · · · , il − 1, jl + 1, · · · , ik − 1, jk + 1, , · · · , n),

onde (a, b̂, c, d) = (a, d) denota a retirada dos termos b e c da sequência (a, b, c, d).
Por isso, faz sentido o estudo dos subconjuntos Θ ⊂ Σ como união de intervalos

Σ(i, j) = {αr,r+1 : i ≤ r ≤ j}

onde cada intervalo denota um subconjunto de Σ que possui raízes consecutivas. Qualquer
subconjunto de Σ pode ser decomposto como união disjunta desses intervalos.

Seja

Θ =
k⋃
l=1

Σ(il, jl)

com jl + 1 < il+1 e k ≤ n. Então, o subgrupo WΘ é aquele gerado pelos elementos de Θ,
e da forma como tomamos Θ como união de intervalos, �ca evidente que WΘ é o produto
direto dos subgrupos de permutação gerados por cada intervalo, que são identi�cados com
os grupos permutação de

{il, · · · , jl, jl + 1}

para l = 1, · · · , k.
Cada subgrupo de permutação tem ordem

((jl + 1)− il + 1)!

e portanto, a ordem de WΘ é

|WΘ| =
k∏
l=1

(jl − il + 2)!.

Pelo Corolário 14, temos que o número de conjuntos controláveis para S em BΘ =
G/PΘ é dado pela ordem de W (S)\W/WΘ, ou seja, quanto menor for W (S) mais con-
juntos controláveis há. Então, o número máximo de conjuntos controláveis em BΘ para a
ação de um semigrupo S de interior não vazio é dado exatamente pela ordem de W/WΘ,
isto é,

|W/WΘ| =
n!∏k

l=1(jl − il + 2)!
.
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Corolário 15 O número máximo de conjuntos controláveis nas variedades �ag G/PΘ

com G = SL(n,R) é

n!∏k
l=1(jl − il + 2)!

.

Em particular, o número máximo de conjuntos controláveis nos espaços projetivos
RP n−1 é

n!

((n− 1)− 2 + 2)!
= n.
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