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Resumo

Neste trabalho, apresenta-se o método Lagrangiano de particulas livre de malhas,
Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH). Neste método, o dominio do problema é dis-
cretizado empregando particulas que possuem propriedades fisicas calculadas a partir das
propriedades das particulas vizinhas, por meio de uma interpolacao, utilizando uma fun-
¢ao de suavizacao. O método foi aplicado para discretizar e adaptar para SPH um modelo
de ruptura de barragem sobre um leito imido conhecido como Dam-Break in Wet-Bed.
Tal modelo, considerado ideal, é empregado nos testes de desempenho, precisao e con-
fiabilidade de modelos matematicos para validagao de métodos numéricos aplicados a
problemas de vertedouros em barragens hidrelétricas e ondas em praias.

Palavras-Chave: Smoothed Particle Hydrodynamics, wet-bed, dam-break.






Abstract

In this work, we present the Lagrangian mesh-free method of particles, Smoothed
Particle Hydrodynamics (SPH). In this method, the problem domain is discretized using
particles having physical properties calculated from neighboring particles by means of
interpolation using a smoothing function. The method was applied to discretize and to
adapt the SPH for a model of dam rupture on a wet-bed known as Wet-Dam-Break. This
model, considered as ideal, is used in tests of performance, accuracy and reliability of
mathematical models for validation of numerical methods applied to spillways problems
in hydroelectric dams and waves at beaches.

Keywords: Smoothed Hydrodynamics Particles, wet-bed, dam-break.






Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3

24

3.1

3.2

Estrutura de fluido baseado em malha em 2D. O campo de velocidade
discreta é representada por pontos (KELAGER, 2006). . . . . .. ... .. 23
Malha/células Lagrangiana. As células triangulares da malha se movem
com o material (LIU; LIU, 2003). . . . . ... ... ... ... ... .... 24

Estrutura de fluido & base de particulas de Lagrange em 2D. As particulas
sao representadas por pontos. Os circulos representam o volume de cada

particula (KELAGER, 2006). . . . . ... ... .. ... ... ....... 25
Modelo de placas paralelas proposto por Newton para explicar o conceito
de viscosidade. . . . . ... 26

O dominio de suporte da fungao de suavizagao W e dominio do problema.
O dominio do suporte esté localizado dentro do dominio do problema (LIU;
LIU, 2003). . . . . . 32
O dominio de suporte da funcao suavizadora W e o dominio do problema.
O dominio de suporte se intercepta com o dominio do problema (LIU; LIU,
2003). .o 33

3.3 Aproximacao de particula usando particulas dentro do dominio de suporte
da funcao de suavizacao W para a particula . O dominio de suporte é
circular com um raio de kh (LIU; LIU, 2003). . . . . ... ... ... ... 34
3.4 Aproximacao de particulas para uma particula interior com distribuicao
regular de particulas em seu dominio de suporte (LIU; LIU, 2003). . . . . . 56
3.5 Aproximagao de particulas para uma particula cujo dominio de suporte é
truncado pelo limite (LIU; LIU, 2003). . . . . . .. ... ... ... .... 56
3.6 Aproximacao de particulas para uma particula com distribuicao irregular
de particulas em seu dominio de suporte (LIU; LIU, 2003). . . . . ... .. 57
3.7 O mecanismo do leap-frog. A linha horizontal representa o tempo ¢, e os
indices nas posigoes r e velocidades v indicam o tempo especifico. . . . . . 59
4.1 Esbogo da interagdo entre uma particula de fluido (circulo vazio) e um
conjunto de particulas de contorno (circulos inteiros). As particulas de
limite sao colocadas de maneira escalonada. . . . . . . ... .. ... ... 64
4.2 Geometria para o caso de teste de quebra de barragem com leito timido . . 66
4.3 Teste 1 . . . . o e e 67
4.4 Teste 2 . . .. 67
4.5 Teste 1 . . . . . . 68
4.6 Teste 3 . . . . e 68
4.7 Teste 1 . . . . . e 70
4.8 Tested . . . e 70
4.9 Teste 1 . . . . . 72
4.10 Filtro de Shepard . . . . . . . . ... 72

11



LISTA DE FIGURAS 12

4.11 Teste experimentais. . . . . . . . . . . .. 73
4.12 Teste 1 no tempo ¢t =1.16s. . . . . . . . . . ... 73



Lista de Tabelas

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

Teste 1. . . . . . e 69
Teste 2. . . . . o 69
Teste 1. . . . . . e 69
Teste 3. . . . . s 69
Teste 1. . . . . s 69
Teste 4 . . . . . o 69
Teste 1. . . . . . o 71
Teste 4 . . . . . o 71

13






Lista de

EDO: Equagoes Diferenciais Ordinarias.
EDP: Equagoes Diferenciais Parciais

DFC: Dinamica dos Fluidos Computacional
SPH: Smoothed Particle Hydrodynamaics
MDF: Método de Diferencas Finitas

MEF: Método de Elementos Finitos

MPM: Meshfree Particle Methods

15

Siglas






Resumo

Abstract

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

Lista de Siglas

1

2

3

Capitulos
Introducao

Abordagem Euleriana e Lagrangiana das Equacgoes de Navier-Stokes
2.1 Equagoes de Navier-Stokes . . . . . . . . . . ...
2.1.1 Dinémica dos Fluidos Eulerianos . . . . . . . ... ... ... ...
2.1.2  Dinamica de Fluidos Lagrangianos . . . . . . . . .. ... .. ...
2.1.2.1 Método Lagrangiano com Malha . . . . .. ... ... ..
2.1.2.2 Método Lagrangiano Sem Malha . . . . . ... ... ...
2.2 Alguns Conceitos de Mecanica dos Fluidos . . . . . ... . ... ... ...

Formulagao do método Smoothed Particle Hydrodynamics
3.1 Ideias Basicasdo SPH . . . . . .. .. ... ... ... ... .. ...,
3.1.1 Representacao integral de uma funcao . . . . .. ... .. ... ..
3.1.2 Representacao integral da derivada de uma fungao . . . . . . . . ..
3.1.3 Aproximagao por particulas . . . . . .. ...
3.1.4 Técnica para formulacao de derivadasem SPH . . . . . . . . .. ..
3.2 Construcao das Fungoes de Suavizacao . . . . . . . . . .. ... ... ...
3.2.1 Condigoes a serem satisfeitas. . . . . . ... ... ... ... ...,
3.2.2 Alguns exemplos de fungoes de suavizacao . . . . . . . .. .. ...
3.2.3 Condicoes para construcao de uma funcao de suavizacao . . . . . .
3.2.3.1 Aproximagao para uma fungao continua . . . ... .. ..
3.2.4 A aproximacgao das derivadas de uma fungao de campo . . . . . . .
3.2.4.1 Primeira Derivada . . . . . .. ... .. ... ... ....
3.2.4.2 Derivada Segunda . . . . . ... ..o
3.2.5  Consisténcia da aproximagao do nicleo . . . . . . . . .. ... ...
3.2.6  Consisténcia da aproximacao de particulas . . . . . . . . .. .. ..
3.3 Integracao . . . . . . . ..
3.3.1 O método Leap-Frog . . . . .. ... ... ... L.
3.3.2 Método de Euler Explicito . . . . .. .. ... ... 0L

Sumario

10

12

15

19

21
22
23
24
24
24
25



3.3.3 O Método de Verlet . . . . . . . . . .

4 Quebra de Barragem em um Leito Umido
4.1 Modelagem do Problema e Aproximagoes SPH . . . . . .. ... ... ...
4.1.1 Equacao do Momento. . . . . . . .. ... ... L.
4.1.2 Equagao da Continuidade . . . . . . .. ... .. .. ... .. ...
4.1.3 Equagaode Estado . . . . . . .. ..o
4.1.4 Movimento das Particulas . . . . . ... ... ... ...
4.1.5 Passono Tempo . . . . . . . . . . .
4.1.6 Condigoesde Borda . . . . . . . ... ..o
4.1.7 Nucleo de Suavizagao . . . . . . . . ..
4.1.8 Filtrode Shepard . . . . . .. ... Lo
4.2  Teste Numéricos Usando o Simulador SPHysics . . . . .. ... ... ...
4.2.1 Descricao do Modelo . . . . . . . ..o
4.2.2 Comparagao entre Teste 1 e Teste 2 . . . . . . .. .. ... .. ...
4.2.3 Comparacao Teste 1 e Teste 3 . . . . .. .. ... ... ... ....
4.2.4 Comparagao Entre o Teste 1 eo Teste4 . . . . . .. .. ... ...
4.2.5 Comparagao Entre o Teste 1 e Teste com Filtro de Shepard . . . . .
4.2.6 Algumas Observagoes . . . . . . . . . . ...

5 Conclusoes
Referéncias
Apéndices

A Definigoes e Teoremas Importantes

61
62
62
62
63
63
63
63
65
65
65
66
66
66
69
71
71

75

75

81



CAPITULO

1

Introducao

Os escoamentos de fluidos sao governados por um conjunto de equagoes diferenciais
parciais acopladas, que sado as equagoes da continuidade (conserva¢do de massa), conser-
vagao do momento (segunda Lei de Newton) e conservacao da energia (primeira Lei da
Termodinamica) (FORTUNA, 2012). Com excegao de alguns casos simples, nao é possivel
obter uma solugao analitica dessas equacoes e, portanto, deve-se recorrer ao desenvolvi-
mento de simuladores numéricos que fornegam solugoes precisas para problemas descritos
por esse tipo de equagao.

Os métodos numéricos mais difundidos na Dinamica dos Fluidos Computacional (DFC)
sao: os métodos que empregam malhas computacionais; os mais conhecidos sao método
diferencas finitas, volumes finitos e elementos finitos. A principal caracteristica desses
métodos consiste na necessidade de uma malha Euleriana ou Lagrangiana, sobre a qual as
equacoes de balanco possam ser discretizadas e a solugao obtida por meio de um dominio
fisico particionado. Tais métodos, embora sejam amplamente estudados e utilizados, ten-
dem a apresentar dificuldades para escoamentos com fronteiras deforméaveis ou superficies
livres (LIU; LIU, 2003).

Uma alternativa aos métodos que utilizam malhas para discretizar o dominio é dado
pelos métodos Lagrangianos livres de malha (meshfree). Tais métodos se adaptam me-
lhor a solucao de problemas que apresentam superficies livres e fronteiras moveis. Estes
métodos tém se desenvolvido para simulacao computacional para problemas de mecanica
dos solidos e dinamica dos fluidos. A principal vantagem desse tipo de método é tratar
de problemas que envolvem grandes deformacoes, superficies livres, captura de interfa-
ces moveis e geometrias complexas. Sao chamados de métodos de particulas, Meshfree
Particle Methods (MPM), resolvem o problema fisico mediante o uso de um conjunto
de particulas que na maioria das vezes representam o fluido. As varidveis, como massa
especifica, energia, velocidade e pressao sao atribuidas a cada particula (CRESPO, 2008).

Dentro dos métodos MPM existentes, o método conhecido como Smoothed Particle
Hydrodynamics (SPH) tem se mostrado promissor na resolugdo de problemas que apre-
sentam grandes deformagoes, interfaces moveis, fronteiras deforméaveis e superficies livres
(MONAGHAN, 1989), (MONAGHAN, 2005), (MARRONE, 2013), (MANENTT et al.,
2012). No método SPH, a discretiza¢ao do dominio do problema é realizada através do
emprego de particulas e as equacoes de balanco sao descritas a partir da representacao
integral de uma funcao continua e da aproximagao por particulas que é a forma discreta
da representagao integral (LIU; LIU, 2003), sem a necessidade da existéncia de uma malha
computacional. As particulas carregam informagoes sobre a massa, a posicao, a veloci-
dade, a pressao, dependendo do problema considerado. As propriedades fisicas do SPH
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1. Introducao 20

sao obtidas através de uma média ponderada, pela fungao nicleo, das propriedades das
particulas vizinhas aquela que deseja calcular.

Devido as caracteristicas atribuidas ao método, especialmente no que tange a super-
ficies livres e interface moével, aplica-se neste trabalho a SPH para discretizar um modelo
de quebra de barragem em um leito mével chamado Dam Break in Wet Bed. Para tal
simulagao é necessario obter a solucao aproximada de Equacgoes Diferenciais Parciais que
descrevem o movimento de um fluido, determinadas a partir da segunda Lei de Newton,
chamadas de equagoes de Navier-Stokes.

Tal problema consistem em tomar um volume de agua inicialmente em estado estacio-
nario, pois este volume esta preso por um portao, conforme o portao é retirado o volume
de agua é liberado sobre um canal timido, ou seja, sobre uma fina lamina de dgua. Este
modelo ¢ aplicado principalmente para validar métodos numéricos aplicados a problemas
hidraulicos como, por exemplo, canais de vertedouros em usinas hidrelétricas.

O presente trabalho esta dividido em mais quatro capitulos, sendo eles:

e No capitulo 2 sao apresentadas as equagoes de Navier-Stokes na sua forma Lagran-
giana e Euleriana. Também faz-se uma breve comparagao entre os métodos com
malha e os sem malha (meshfree). Sdo pontuados alguns conceitos de mecanica dos

fluidos.

e No capitulo 3 é abordada uma descrigao do método Smoothed Particle Hydrodyna-
mics. Para exemplificar, o método SPH é usado para aproximar a derivada primeira
e a derivada de uma segunda de uma fungao. Também sao descritas trés formas de
se atualizar o passo no tempo.

e No capitulo 4 expoe-se o modelo de quebra de barragem sobre um leito imido
baseando-se principalmente no artigo de Crespo, Gomez e Dalrymple (2008). A
equagao de Navier-Stokes é discretizada na forma Lagrangiana por SPH.

e No capitulo 5 faz-se um breve resumo do presente trabalho e apresenta-se possiveis
caminhos para a continuidade do estudo do método SPH.

Existem outros problemas cujas solu¢oes podem se beneficiar do SPH como: modelos
de sedimentagao (XIONG; DENG; WEI, 2011), de erosao hidraulica (KRISTOF et al.,
2009) e carregamento de leito movel (RAN et al., 2015).Tais modelos tem as caracteristicas
ja mencionadas como sendo interessantes de serem tratadas pelo SPH, como a modificagao
nas condig¢oes de contorno com o passar do tempo e interface livre.

Embora o método tenha sido amplamente aplicado a diferentes areas, ainda ha muitas
questoes que precisam ser mais investigadas, principalmente no que tange a anélise nu-
mérica do método. Alguns autores tem se dedicado a analise tedrica do SPH como Fulk
(1996) e Monaghan e Kocharyan (1995), no entanto ainda faltam estudos relacionados as
propriedades de estabilidade, precisao e convergéncia do método. A maioria das anélises
desses pardmetros se baseia numa distribui¢ao uniforme de particulas, no entanto com a
evolucao do passo no tempo as particulas tornam-se desordenadas e ainda nao esta claro
como essa desordem nas particulas afetam a precisao da solucao (LIU; LIU, 2003).

Ha um grande caminho a ser percorrido para que o SPH torne-se tao robusto quanto os
métodos classicos de aproximagao numérica com malhas como diferencas finitas e elemen-
tos finitos. Isso nao deve ser de forma alguma encarado com desanimo, sendo um método
relativamente novo, ha uma ampla gama de estudos a serem desenvolvidos e muito a se
contribuir para tornar o SPH mais avangado e eficiente.



CAPITULO

Abordagem Euleriana e Lagrangiana
das Equacoes de Navier-Stokes

Na Dinamica dos Fluidos, o movimento e transporte de energia e substancia sao gover-
nados por leis da fisica, como as leis da conservagao de massa, da quantidade de movimento
e quantidade de energia. Estes trés principios fundamentais de conservagao, juntamente
com informagoes adicionais sobre a especificagao da natureza do material, condi¢oes na
fronteira e condigoes iniciais, determinam completamente o comportamento do sistema
de fluido. Tais leis podem ser descritas matematicamente por equagoes diferenciais, essas
equagoes sao apresentadas na literatura como equacoes de Navier-Stokes.

As equagoes de Navier-Stokes, apesar de sua importancia na descri¢gao de fenémenos
fisicos como, por exemplo, chuva, lama, derramamento de agua, dispersao de fumaca,
vapor, ondas ocednicas, dentre outras, possuem alto grau de dificuldade para serem re-
solvidas analiticamente, sendo necessario o desenvolvimento de métodos numéricos, os
quais auxiliam na resolucao de equacoes complexas. Assim, se desenvolveu Dinamica de
Fluidos Computacionais (DFC), que propde uma nova forma de analisar o comporta-
mento dos fluidos sob o apoio da solugdes numéricas usando computadores ou simulagoes
computacionais.

Para resolver numericamente as equagoes de Navier-Stokes, a geometria envolvida
do dominio do problema precisa ser dividida em componentes discretos. As técnicas de
discretizacao podem ser distintas para diferentes métodos numeéricos. A discretizagao
geralmente se refere a representar um problema de dominio continuo com um ndimero
finito de componentes, que formam o quadro computacional para a aproximacao numérica
(LIU; LIU, 2003). O quadro computacional é tradicionalmente uma malha (ou grade),
que consiste em uma rede de pontos (ou nos) que aproximam a geometria do dominio
do problema, veja Figura 2.1. Outra categoria de métodos sao os métodos sem malha
(meshfree), tal classe de métodos utiliza um conjunto de particulas para discretizar as
equagoes governantes (TAKATA, 2015).

A simulacao numérica traduz aspectos importantes de um problema fisico para uma
forma discreta de representacao matematica, recria e resolve o problema em um computa-
dor mediante a criacao de um algoritmo. Em vez de adotar a pratica teoérica tradicional de
construir camadas de suposic¢oes e aproximagoes, a abordagem numérica moderna trata os
problemas originais em todos os seus detalhes sem fazer demasiadas suposigoes, tornando
os resultados mais fiéis na representacao de modelos ou situacoes reais; tais simulacoes
tornaram-se possiveis gragas a desenvolvimento de computadores.
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2. Abordagem FEuleriana e Lagrangiana das Equagoes de Navier-Stokes 22

2.1 Equacoes de Navier-Stokes

As quantidades fisicas bésicas de um fluido isotérmico e viscoso sao a velocidade v,
a densidade de massa p e a pressao p. As quantidades sdo consideradas como campos
continuos no fluido. A formulagao classica do movimento de escoamento incompressivel
ao longo do tempo t é regida pelas equagoes de Navier-Stokes

0
p (5 +v- V) v = —Vp+uV-(Vv) 4 fextena (2.1)

Vv =0 (2.2)

onde p ¢é a viscosidade do fluido, e fe*™2 ¢ a soma das forca externas que atuam sobre
o fluido, por exemplo, a gravidade.

Tal formulacao de Navier-Stokes do movimento do fluido é baseada em uma estrutura
de malha. Isso significa que as quantidades de campo nao dependem apenas do tempo,
mas também das posi¢oes na malha x(¢), que também dependem do tempo. No espago
tridimensional, o vetor de posicao é dado por

x(t) = (2(t),y(t),2(t)" - (2.3)

A equagao (2.1) que descreve a conservacao do momento, basicamente ¢ a segunda Lei
de Newton para um fluido. O lado direito representa a soma das forcas de campo e de
superficie que atuam sobre o fluido, enquanto o lado esquerdo é o produto da densidade de
massa e de aceleragao. Para um fluido, a densidade de aceleragao é a derivada temporal
do campo de velocidades. Usando a regra da cadeia no campo de velocidade, considerando
o vetor posi¢ao (2.3), tem-se

iv@ (t)) — 8_V+8_V%+@@+@%
at T o Tarar T ayar 9ot
_ 3_V+@@3_VT. oz oy 0:]"
Ot oz’ Oy’ 0z ot’ ot’ ot
v 9 0 o\’ (2.4)
o V(a_a_ya_) v
9
= (E—l—vV)v.

Numa abordagem euleriana, a derivada material fornece a taxa de variagao temporal
de uma propriedade do fluido & medida que a particula de fluido (material) passa pelo
volume de controle é definida como

dg 99

i ot +vVo, (2.5)
onde vV ¢ é o termo advectivo, que mede a variagao na propriedade da particula a medida
que ele se move pela entrada e depois pela saida do volume de controle; ja o termo ¢ /0t
indica a taxa de variacao da propriedade da particula que ocorre dentro do volume de
controle e (2.4) justifica como este termo ¢é inserido matematicamente na equagao.

A equagao (2.2) descreve a conservagao da massa para um fluido incompressivel e foi
originalmente formulada nas equagoes de Euler (HIBBELE, 2016). Em geral, a equagao
de conservacao de massa para um fluido compressivel também é conhecida como equagao
de continuidade. E a derivada material do campo de densidade, que produz

dp
5 TV v) =0 (2.6)
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. L 0
Quando a densidade de massa é constante em todo o fluido, isso implica que 9p _ 0

ot

e pV-v =V -v. O fluido é entao chamado de incompressivel, e termina-se com o campo
de velocidade de divergéncia livre como em (2.2).

2.1.1 Dinamica dos Fluidos Eulerianos

As equagoes de Navier-Stokes (2.1) e (2.2) governam o movimento de um fluido eu-
leriano. No entanto, o fluido esta composto de células fluidas, alinhadas em uma malha
regular, cada uma das quais contém varias moléculas fluidas ou particulas. A Figura 2.1
representa um layout de um fluido baseado em malha bidimensional.

As equagoes de Navier-Stokes desafiam uma solugao analitica completa, mas podem
ser resolvidas numericamente usando varias etapas para cada componente das equagoes.
A malha fornece uma solugao para estimar derivadas usando, por exemplo, o Método de
Diferengas Finitas (MDF), que é uma dos métodos com malha mais utilizados e estudados
para obtencao solugoes aproximadas de equacoes diferenciais. Para detalhes tedricos e de
implementagao do MDF sobre o fluido Euleriano, veja (STAM, 1999).

Figura 2.1: Estrutura de fluido baseado em malha em 2D. O campo de velocidade discreta
é representada por pontos (KELAGER, 2006).

Embora o método Euleriano fornega uma melhor descricao de algumas das proprieda-
des do fluido, como o campo de densidade de massa e pressao, uma grande desvantagem
desse tipo de método é a propria malha. O fluido é forcado a ficar com a malha, sim-
plesmente nao pode existir fora do dominio da malha, e assim torna-se um obstaculo
deixar o fluido escoar naturalmente e ser fiel a um problema real; por exemplo, quando
um recipiente preenchido de fluido se quebra ou o fluido escoa em geometrias complexas e
distorcidas. As estruturas de malha adaptativas foram usadas para superar a malha fixa
para diferentes fins, um exemplo de tais métodos pode ser visto em (LOSASSO; GIBOU;
FEDKIN, 2004), onde um modelo de malha adaptéavel é introduzido para simular dgua e
fumaca de cigarros. Outra questao levantada em relacao a utilizacao de malhas é sobre
seu tamanho, pois dependendo do tipo de problema estudado ela precisara ser refinada,
ou seja, envolve uma quantidade de pontos discretos cada vez maior, isso torna o esforco
computacional um incoémodo consideravel.
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2.1.2 Dinamica de Fluidos Lagrangianos

Na segao anterior relatou-se resumidamente uma descricao espacial das equagoes go-
vernantes, denominada descrigao Euleriana, tipicamente representada pelo MDF. A des-
cricao Lagrangiana é uma descricao material, por meio dela pode-se resolver as equacoes
governantes empregando métodos com malha e métodos sem malha (meshfree).

2.1.2.1 Meétodo Lagrangiano com Malha

Nos métodos lagrangianos, ao contrario dos métodos eulerianos, um sistema de coor-
denadas moveis € utilizado, assim os elementos de fluido podem mover-se ou deformar-se.
Pode-se destacar nos métodos Lagrangianos com malha os seguintes beneficios:

e melhor rastreamento e delineamento em interfaces;
e maior facilidade na aplicagao em condigoes de fronteiras deforméveis;

e as geometrias irregulares ou complicadas podem ser convenientemente tratadas
usando uma malha irregular, veja Figura 2.2.

Apesar dessas das vantagens, malhas amplamente distorcidas ou com formatos muito
irregulares podem levar a imprecisoes numéricas. Um dos métodos mais conhecidos da
aplicacdo de malha lagrangiana ¢ o Método dos Elementos Finitos (MEF), que pode ser
consultado em (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000).

Figura 2.2: Malha/células Lagrangiana. As células triangulares da malha se movem com
o material (LIU; LIU, 2003).

2.1.2.2 Meétodo Lagrangiano Sem Malha

O uso de particulas em vez de uma malha simplifica as equagoes significativamente.
Assumimos que a quantidade de particulas é constante durante a simulacao e, mantendo
a massa fixa para cada particula, implica que a conservacao de massa é garantida e que
(2.2) pode ser omitida. A Figura 2.3 ilustra um layout bésico de um fluido representado
por particulas, aqui mostrado em duas dimensoes pela facilidade de visualizagao.
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Na formulagao de fluidos lagrangianos, as particulas definem completamente o fluido,
o que implica que as particulas se movem com o fluido. Em comparagao com a visao
euleriana, isso significa que qualquer quantidade de campo agora depende apenas do tempo
t. As particulas carregam massa, posi¢ao e velocidade. A aceleracao para uma particula
de fluido lagrangiano torna-se a derivada do tempo d/dt normal da sua velocidade v(t).
Isso explica por que o termo de advecgao de (2.1) nao esta presente na visao Lagrangiana.
Substituindo (2.4) em (2.1) a formulagao de Lagrange das equagoes de Navier-Stokes é

dada por
dv

p_

dt

que descreve a evolucao do fluido ao longo do tempo como a fungao das forcas externas,
fexterna.

— _vp_i_IU/VQV_Ff'ex‘cerna7 (27)

Figura 2.3: Estrutura de fluido & base de particulas de Lagrange em 2D. As particu-
las sao representadas por pontos. Os circulos representam o volume de cada particula
(KELAGER, 2006).

Com a intencao de obter solugdes numéricas para a formulagao lagrangiana das equa-
¢oes de Navier-Stokes, apresenta-se no proximo capitulo um estudo tedrico do método
Smoothed Particle Hydrodynamics.

2.2 Alguns Conceitos de Mecanica dos Fluidos

Define-se alguns conceitos, que acredita-se que possam auxiliar na leitura e compre-
ensao de termos comumente utilizados na mecéanica dos fluidos.

Liquido: é um composto de moléculas que estao mais espalhadas do que aquelas em
um so6lido. Suas forgas intermoleculares sao mais fracas, de modo que os liquidos nao
mantém sua forma. Em vez disso, eles escoam e tomam a forma de seu recipiente. Por
meio de experiéncias, descobriu-se que um liquido é praticamente incompressivel (quase-
compressivel), ou seja, a densidade de um liquido varia pouco com a pressao. Contudo, ele
tem uma ligeira variagao, porém, maior com a temperatura. Por exemplo, a agua a 4° tem
uma densidade psgna = 1000kg/m?, enquanto a 100°, psgua = 958, 1kg/m?* (HIBBELE,
2016).

Fluido: sao substancias que se deformam ou fluem (escoam) continuamente quando
sujeitas a uma forca de cisalhamento ou tangencial. A deformagao do fluido continuara
enquanto a forca cisalhamento for aplicada, e quando removida, o fluido manteréa sua nova
forma, em vez de retornar & sua forma original.
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Densidade: a densidade p refere-se & massa do fluido que estd contida em uma
unidade de volume, é dada pela equacao

onde m é a massa do fluido e V' o volume.

Viscosidade: definida como a resisténcia ao deslizamento das moléculas do fluido
devido & fric¢ao interna, foi introduzida por Isaac Newton, em 1687, através do escoamento
de fluidos colocados entre duas placas paralelas de area A, separadas por uma distancia
h, movimentadas por uma forca F', conforme ilustra a Figura 2.4.

A
N
A

Figura 2.4: Modelo de placas paralelas proposto por Newton para explicar o conceito de
viscosidade.

De acordo com o modelo proposto por Newton, a forga (F') requerida por unidade de
area (A) para manter uma diferenga de velocidade entre as placas é

A taxa de cisalhamento A, por sua vez, é determinada através de uma expressao ma-
tematica, a equacao (2.8), que relaciona a diferenga das velocidades entre duas particulas
vizinhas ou planos vizinhos com a distancia entre eles

dv
A= —. (2.8)
dy
Para fluidos viscosos ideais, a tensao de cisalhamento ¢ diretamente proporcional a taxa
de cisalhamento, onde a constante de proporcionalidade é, por defini¢cao, a viscosidade do
fluido (p), conforme explicita a Equagao (2.9), também conhecida como Lei de Newton

para viscosidade
dv

My
Pressao: é definida como a forca AF' que atua na diregdo normal a uma area AA. Se

considerarmos o fluido como um meio continuo, entao a érea pode se aproximar de zero
e, portanto, a pressao torna-se

T —=

= U (2.9)

AF dF

P = Alixrgoﬂ T dA”

Fluidos newtonianos: sao aqueles cuja viscosidade, denominada viscosidade ab-
soluta, é afetada apenas pela temperatura e pressao, nao apresentando variagdes com
aumento da taxa ou tensao cisalhamento, ou seja, sao fluidos que obedecem a Lei de
Newton (2.9) (HIBBELE, 2016). Em um fluido nao-newtoniano, quanto maior a viscosi-
dade, maior a resisténcia do fluido ao escoamento.
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Fluidos nao-newtonianos: a Lei de Newton para viscosidade, expressa pela (2.9),
se restringe para um determinado nimero de fluidos, pois existem materiais que, sob
escoamento dirigido por cisalhamento, apresentam comportamento distinto do previsto
por Newton. Segundo Vliet e Lyklema (2007), um fluido é dito ndo-newtoniano quando
a relagao entre a tensao e a taxa de cisalhamento nao é linear.

Estes fluidos, em geral, encontram-se divididos em trés grupos, classificados de acordo
com O seu comportamento:

e fluidos independentes do tempo - sao aqueles cuja viscosidade depende somente da
taxa de cisalhamento;

e fluidos dependentes do tempo - a viscosidade depende nao s6 da taxa, mas também
do tempo de cisalhamento;

e fluidos viscoelasticos - apresentam caracteristicas tanto de solidos (elasticidade)
quanto de liquidos (viscosidade) e exibem uma recuperacao elastica parcial apos
a deformagao.






CAPITULO

5

Formulacao do método Smoothed
Particle Hydrodynamaics

Neste capitulo, apresenta-se detalhes do método Smoothed Particle Hydrodynamics
(SPH) como uma forma de se obter a solugao aproximada das equagoes de Navier-Stokes
apresentadas no Capitulo 2.

3.1 Ideias Basicas do SPH

Para obter a solugdo numérica de uma Equagao Diferencial Parcial (EDP) é necessario
primeiramente discretizar o dominio do problema onde as EDPs sao definidas. O préximo
passo € aplicar um método que forneca uma aproximacgao para os valores das fungoes de
campo e suas derivadas em qualquer ponto. A aproximacao de funcao é entao aplicada
as EDPs para produzir um conjunto de Equagoes Diferencias Ordinarias (EDO), em uma
forma discretizada, com respeito apenas ao tempo. Este conjunto de EDOs discretizado
pode entao ser resolvido usando uma das rotinas de integracao do método convencional
de diferencas finitas.

No método SPH, as seguintes ideias bésicas sdo empregadas (LIU; LIU, 2003):

1. Malha livre (meshfree): o dominio do problema é representado por um conjunto de
particulas distribuidas arbitrariamente. Nao ¢é necessaria uma conectividade entre
essas particulas.

2. Representagao da funcgao integral: o método de representagao integral é usado para
representar uma aproximacao de uma funcao continua.

3. Suporte compacto: a aproximacao de niicleo é entao aproximada usando particulas.
Isso é denominado em SPH como aproximagao de particulas. Faz-se a substituigao
da integracao na representacao da funcao de campo e suas derivadas com somas
sobre todos os correspondentes valores nas particulas vizinhas num dominio local
denominado dominio de suporte.

4. Adaptatividade: a aproximacao de particulas é realizada a cada passo de tempo e,
portanto, o uso das particulas depende da distribui¢ao local atual da particula.

5. Modelo Lagrangiano: as aproximagoes de particulas sao realizadas para todos os
termos relacionados as fungoes de campo nas EDPs para produzir um conjunto de
EDOs em forma discretizada com relagao ao tempo.

29
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6. Dindmico: as EDOs sao resolvidas usando um algoritmo de integragao explicito.

3.1.1 Representacao integral de uma funcao

A formulagao em SPH é dividida em duas etapas principais. A primeira etapa é a
representacao integral também chamada de aproximacdo de nucleo (kernel) das fungoes
de campo. A segunda é a aproximagao de particulas.

Na primeira, integra-se a multiplicagdo de uma funcao arbitraria por uma fungao
nicleo de suavizagao resultando na aproximagao do nicleo na forma de representacao
integral da funcao (LIU; LIU, 2003). A representagao integral da fungdo é entdo apro-
ximada somando-se os valores das particulas vizinhas mais proximas, o que resulta na
aproximagao por particulas da fung¢ao em um ponto discreto.

O conceito de representacao integral de uma fungao f(x) usada no método SPH comega
a partir da seguinte identidade

flx) = /Qf(x’)é(x—x’)dx’, (3.1)

onde f é uma fungao do vetor de posi¢ao x e §(x — x’) é a funcdo delta de Dirac dada
por:

x=x

d(x—x) = {O : x £ (3.2)

Na equagao (3.1), € é o volume da integral que contém x. A equagao (3.1) implica
que uma fungao pode ser representada de forma integral. Como a funcao delta de Dirac
¢ usada, a representacao integral na equagao (3.1) é exata ou rigida, desde que f(x) seja
definida e continua em (2.

Se o niucleo da fungao delta §(x — x’) é substituido por uma funcao de suavizagao
W(x —x', h) , a representagao integral de f(x) ¢ dada por

flx) = /Qf(x’)W(x—x',h)dx/, (3.3)

onde W é a funcao de suavizacao do nicleo ou nicleo de suavizagao. Na funcao suavi-
zadora, h é o comprimento de suavizacao que define a area de influéncia da fungao W.
Observe que enquanto W nao é a fungao de Dirac, a representagao na equagao (3.3) so
pode ser uma aproximagao. Esta é a origem do termo aproximagao de nicleo (CORDARO;
KAWANO, 2002).

Na conven¢ao SPH, o operador de aproximagao de nicleo é marcado pela notagao ( ),
e, portanto, a equacao (3.3) é reescrita como

) = [ 1= (3.4

Observe que o sinal de igual é usado na equagao (3.4) que é a expressdo padrao da
aproximagao de ntcleo de uma fungao.

A funcao de suavizagao W é geralmente escolhida para ser uma fungao par (LIU; LIU,
2003) e deve satisfazer uma série de condi¢oes. A primeira é a condi¢ao de normalizagao
que diz que

/W(x—x’,h)dm’ = 1L (3.5)
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Esta condigao também é denominada como condicao de unidade, uma vez que a integracao
da fung¢ao de suavizacao produz a unidade.

A segunda condicao é a propriedade da funcao Delta que é observada quando o com-
primento de suavizacao se aproxima de zero

lim W(x—x',h) = d(x—x). (3.6)

h—0

A terceira condicao é a condi¢cao compacta, ou seja,
W(x—x',h)=0 onde [|x—x|> kh, (3.7)

onde k é uma constante relacionada a funcao de suavizacao do ponto em x, e define a area
efetiva (ndo zero) da fungdo de suavizacao. Essa area efetiva é chamada de dominio de
suporte para a fungao de suavizagao do ponto x (ou o dominio de suporte) desse ponto.
Usando essa condigao de compacidade, a integracao em todo o dominio do problema é
localizada como integracao sobre o dominio de suporte da fun¢ao de suavizacao. Portanto,
o dominio de integracao €2 pode ser, e usualmente é o mesmo que o dominio de suporte.

Note da equagao (3.7) que o dominio de suporte da fungao de suavizagao ¢ |x'—x| < kh,
os erros na representacao integral do SPH podem ser estimados usando a expansao da
série de Taylor de f(x’) em torno de x, onde f(x) é diferenciavel. A utilizagao da equagao
(3.4) leva a

(f(x) = / [f() + F () (X = %) + f(x)(X = x)*+ -] W(x = %', h)dx'
— f [f(x) +f(x)x —x)+r((x — X)Q)] Wi(x —x', h)dx'

Q
— () /Q W(x — %, h)dx' + f/(x) /Q(x — X)W (x — X, h)dx + r(h),

de (3.5), obtém-se

() = F)+ () / (x — X)W (x — %, h)dx' + r(I?), (3.8)

Q

onde 7 representa o erro (ou residuo). Observe que W é uma fungao par em relagao a x,
portanto (x’ — x)W(x — x’, h) deve ser uma fungao impar (ver apéndice A Teorema 1),
portanto , obtém-se

/Q(X' —x)W(x—x',h)dx" = 0. (3.9)

Usando as equagoes (3.5) e (3.9), a equagao (3.8) torna-se
(fx) = flx)+rh?). (3.10)

A partir da equacao acima, pode-se ver que, no método SPH, a representagao integral
ou a aproximacao do ntucleo de uma funcao é de precisao de ordem dois. No entanto, essa
aproximacao do niicleo nao é necessariamente de precisao de segunda ordem se a funcao
de suavizagao nao for uma funcgao par, ou se a condi¢ao de normalizagao nao for satisfeita

(FULK, 1996).



3. Formulagao do método Smoothed Particle Hydrodynamics 32

3.1.2 Representacgao integral da derivada de uma funcao

A representacao da derivada espacial V- f(x) é obtida substituindo f(x) por V - f(x)
na equagao (3.4) tem-se

V- f(x) = /Q[V-f(x’)]W(x—x’,h)dx’, (3.11)

onde o divergente na integral é operado em relagao a coordenada inicial. Aplicando a
propriedade de operadores divergentes

(V-HW = V-(W[) - (VIV)- f.
m (3.11), tem-se
(V- JE)W(x—xh) = V- (F)W(x— X, 1) = f(x)- VIV(x = x,h). (3.12)
Da equacio (3.11) a seguinte equacdo é obtida,

(V- f(x)) = /QV (f(XYW(x —x',h)) dx—/f VW (x —x', h)dx’

*

(3.13)

A integral (*) no lado direito da equagao (3.13) pode ser modificada usando o Teorema
da Divergéncia de Gauss ( veja apéndice A Teorema 3) para uma integral sobre a superficie
S do dominio de integragao, €2

(V /f W(x — %', h) - ndS — /f ) - VW (x — X/, h)dx’'

*k

(3.14)

onde n é o vetor unitario normal para a superficie S.

Uma vez que a funcao de suavizacao W esta definida para ter suporte compacto,
quando o dominio do suporte esté localizado dentro do dominio do problema (Figura
3.1), a integral de superficie (**) no lado direito da equagao (3.14) é zero, esta afirmagao
¢ justificada por (3.7).

Hidrodinamica de Particulas Suavizadas

Dominio do problema

Dominio de suporte de W

Figura 3.1: O dominio de suporte da funcao de suavizagao W e dominio do problema. O
dominio do suporte esta localizado dentro do dominio do problema (LIU; LIU, 2003).
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Se o dominio do suporte se sobrepée ao dominio do problema (Figura 3.2), a fungao
de suavizacao W é truncada pelo limite e a integral de superficie nao é mais zero. Sob
tais circunstancias, modificagoes devem ser feitas para remediar os efeitos de fronteira se
a integracao de superficie for tratada como zero na equagao (3.4).

Dominio do problema

Fronteira

\/
8

Figura 3.2: O dominio de suporte da fungao suavizadora W e o dominio do problema. O
dominio de suporte se intercepta com o dominio do problema (LIU; LIU, 2003).

Portanto, para aqueles pontos cujo dominio de suporte estd dentro do dominio do
problema, (3.4) é simplificado da seguinte forma

(V- f(x)) = —/Qf(x') VW (x —x',h)dx" . (3.15)

A representacao integral em SPH (3.15) da derivada de uma funcdo de campo permite
que o gradiente espacial seja determinado a partir dos valores da fungao e das derivadas
da fungao de suavizacao W, em vez das derivadas da propria funcao (LIU; LIU, 2003).

3.1.3 Aproximagao por particulas

No método SPH, todo o sistema é representado por um ntmero finito de particulas
que carregam massa individual e ocupam espago individual. Isto é obtido pela chamada
aproximacao de particulas, que é a operagao que define o método SPH. As representacoes
integrais continuas relativas a aproximacao do nucleo SPH (expressa nas equagoes (3.4)
e (3.15)) podem ser convertidas em formas discretizadas de somatoria sobre todas as
particulas no dominio de suporte mostrado na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Aproximacao de particula usando particulas dentro do dominio de suporte da
funcao de suavizagao W para a particula . O dominio de suporte é circular com um raio
de kh (LIU; LIU, 2003).

Se o volume infinitesimal dx’ nas integragoes (2.4) e (3.15) no local da particula j,
for substituido pelo volume finito da particula AV, que estd relacionado a massa das
particulas m; por

m; = AVip;, (3.16)

onde p; é a densidade da particula j = (1,2,..., N) em que N é o nimero de particulas
dentro do dominio de suporte de particulas j.

A representacao integral de SPH integral para f(x) pode ser escrita na seguinte forma
discreta de aproximacao de particulas

f(x) = f(xXW(x —x',h)dx
0
N
~ ;f(xj)W(X xj, h)AV; (3.17)
J;{ .
= Z Fx)W(x = x5, h)— (p;AVj)
j=1 J
Substituindo a equagao (3.16) em (3.17), tem-se
N
J69 = D0 O4)W =)L,
j=1 J
ou ainda,
N
f) = ) S )W (x = x5, b). (3.18)
j=1

Note que a aproximagao de particulas é realizada no segundo passo de (3.17).
Assim, aproximacao por particulas para uma funcao na particula ¢ pode ser escrita
como

N

F) = S p(x) W, (3.19)

=1 P
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onde
VVZ" = VV(XZ — Xy, h) (320)

A equagao (3.20) afirma que o valor de uma fun¢ao na particula ¢ é aproximado usando a
média desses valores da fungao em todas as particulas no dominio de suporte da particula
i, medido pela funcao de suavizagao.

Seguindo o mesmo argumento, a aproximacao de particulas para a derivada espacial
da fungao é

V- f(x)) = —/Qf(x’)-VW(x—x’,h)dx’

= (V- f(x)) =~ —Zf(x»-vvv(x—xj,hmvj

= (VS0 = =35 VW e h)s AV, (3.21)
= (V- F00) = =D ) W e
= (Vf0) = =30 ) VIV (x = x. 1),

onde o gradiente VI na equagao acima é tomado em relagao a particula j. A aproximagao
de particulas para uma fungao na particula ¢ pode ser escrita como:

N
ma
(V-f(xi) = =Y —2f(x))- VWi, (3.22)
=1 Pi
onde
Zm _ ) J 1) _ >y vJ .
v J Tij 67’1']' Tij am-j ’ (3 23)

com X;; = X; — X, € 15 = |X;5].

A equacao (3.22) indica que o valor do gradiente de uma fungdo na particula i é
aproximado usando a média desses valores da funcao em todas as particulas no dominio
de suporte da particula ¢« medida pelo gradiente da fungao suavizadora.

Pode-se ver que a aproximagao de particulas nas equagoes (3.19) e (3.22) converte
realmente as representagoes continuas de uma fungao e suas derivadas para uma somatoéria
discretizada com base em um conjunto arbitrario de particulas.

Uma caracteristica importante do método SPH é que a aproximagao de particulas
introduz a massa e a densidade da particula nas equacgoes. Isso pode ser convenientemente
aplicado a problemas hidrodindmicos em que a densidade é variavel. Este fato torna o
SPH atrativo para problemas de escoamento na dindmica dos fluidos (LIU; LIU, 2003).

Em resumo, para uma dada particula ¢, o valor de uma funcao e sua derivada para a
particula ¢ sao aproximadas como

Fx)) = S F(x) Wi, (3.24)



3. Formulagao do método Smoothed Particle Hydrodynamics 36

N
<V f XZ Z p_j 7,]7 (325)
Wij = W(XZ — Xy, h) = VV(‘XZ — Xj‘, h), (326)
VWi, = X; — X; OWi; - Xi; OWi : (3.27)
Tij aT’ij Tij 87"1']'

onde r;; ¢ a distancia entre a particula ¢ e j. Deve-se notar que V;WW;; ¢ tomado em relacao
a particula i, entdo a equacdo de sinal negativo (3.21) é removida na equagao (3.25).

Observagao 1 Em relagao a (3.26) observe que pela propriedade de simetria W (zx) =
W(|x|), tem-se

Wiy = W(zi—z,h) = W(lz—zi[,h) = W(lzyl ,h) = Wi(ry,h) .

Da equagao(3.27) para calcular V;W;; precisamos usar o conceito de derivada direci-
onal, ver apéndice (A). Primeiro é necessdrio calcular o vetor unitdrio U

Z;j = & — T
= lzyl = 1y
= U = =

Tij
asstm
ViWi; = VW(x;—=z;,h) = V(ry,h)
= szsz = mi_mj-VW(ﬁj,h)

T’Z‘]

i OW
= VW, .
rij Ory

Nota-se que, substituindo a func¢do f(x) pela fungao densidade p na equagao (3.24)

=

m(x
p(x

z]a
Jj=1

ou ainda, fazendo p(x;) = p;, p(x;) = p; € m(x;) = m;, tem-se
N
Pi = Z _]ij

jlpj

Portanto, a aproximagao SPH para a densidade é obtida como

N
j=1

A equagao (3.28) ¢ uma das formas de obtengao de densidade em SPH e é geralmente
referida como somatoria de aproximagao da densidade (KELAGER, 2006).
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3.1.4 Técnica para formulagao de derivadas em SPH

Ao usar o procedimento descrito nas segoes (3.1.2) e (3.1.3) para a aproximagcao do
nicleo e aproximacao de particulas, as formulagoes de SPH para equacgoes diferenciais
parciais (EDPs) podem ser sempre derivadas. Usa-se aqui a abordagem de Monaghan
(1992) aplicadas as equacgoes (3.24) e (3.25). Para tal aplica-se duas identidades para
colocar a densidade dentro do operador de gradiente,

V-(pf) = pV-f+[fVp
= —pV-f = =V-(pf)+fVp
= pV-f = V-(pf)—fVp,
assim
VoI = V)= £Vl (3.20)
Também
Ve(pf) = pV-f+fVp
= V (pi) = pV- (i) + i-Vp
p p) P
= —pV (i> = -V (pi> + i Vp
p P
= pV i) = \Y f—i-Vp
p p
L 2y (%) — V-V
=  —pV-f = —pV (%) —[-Vp
S WV = 2V £>+pr
= V- f = pV. (%) + i Vp,
logo
Vel o= p {v. (i) +i2.vp} (3.30)
p) p

As duas identidades acima podem ser substituidas na integral da equagao (3.11). O
mesmo procedimento da aproximagao de particulas para obter a equagao (3.25) é aplicado
a cada termo do gradiente no lado direito das equagoes (3.29) e (3.30). Observe que cada
expressao de cada termo gradiente é avaliado na propria particula, os resultados das
equagoes (3.29) e (3.30) para a divergéncia de f(x) na particula i podem ser obtidos.
Assim

V-f(x) = —[V-(pf(x) = f(x)- Vo],

I

aplicando (3.21), tem-se que

V-I) = =30 M) VW (x = ) = 0 Vi

j=1 "

= ST ) VW — x5, ) — (%) Vp|

L J=1
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Observando a propriedade (2) do apéndice, pode-se escrever

Y
V- f(x) = ,% > myf(x;): VW (xi = x5, h) — f(Xi)'VPi]
L
1 [ N
= ijf(xj)'ViVVij — f(xi)- Vpi]
i =1

1 [& 2 my
= - ijf(xj)-vimj—f(Xi)Z#PjViWij]

Pi =1 =1 Pi
L[ N
= — 1D mif(x)- ViWy = > myf(xi)- ViWi |
pi Lj=1 j=1
logo
1 N
V- f(xi) = e [ij(f(xj)_f(xz‘))'viwij] : (3.31)

(] j:1

De (3.30), ¢ possivel notar que
v = o |v- (1) 1))
f

= p —Z—] (Xj)~VjW(x—xj,h)—|—f(Xj)-Vp )

Vo) = |3 ) V= ) + L5 v,
Lj=1 ¥ i ]

Y m; f(x:) Y m,
= pi Zp_gf(xj)'viwij‘f‘—glz_Jpjvimj’

conclui-se que

3.32
p? P (3:32)

V-fxi) = pi [imj (f<xj) + f<xi>> -ViWy;

Jj=1

Uma das boas caracteristicas para as duas equagoes acima é que a fungao de campo f(x)
aparece na forma de particulas simétricas.

Além das duas identidades mencionadas acima, algumas outras regras de operacao
podem ser uteis para derivar as formulacoes SPH para equacoes de sistema complexos.
Para duas fungoes arbitrarias das varidveis de campo f; e fo existem as seguintes regras

(fit+fo) = (fi) +(fo) (3.33)
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(fi-f2) = {f1)-{f2) . (3.34)

Portanto, uma aproximacao SPH da soma das fungoes é igual a soma das aproximacgoes
SPH da funcao individual, e uma aproximac¢ao SPH de um produto de funcgoes é igual ao
produto das aproximagoes SPH da fungao individual.

Se f; for uma constante indicada por ¢, devemos ter

(cfa) = c(fa) - (3.35)

As equagoes (3.33) e (3.35) indicam que o operador de aproximagao SPH é um operador
linear (CORDARO; KAWANO, 2002). Também nota-se que o operador de aproximagao
SPH é comutativo, ou seja,

(fr+fa) = {f2+ 11), (3.36)

(firfo) = (fo f1)- (3.37)

3.2 Construcao das Funcoes de Suavizacao

E possivel notar, pelas demonstracoes apresentadas até aqui, que a funcdo de suavi-
zacao desempenha um papel muito importante nas aproximacoes SPH, pois determina a
precisao da representacao da fungao. Nesta secao, apresenta-se uma abordagem genera-
lizada para construir as fungoes de suavizagao para o método SPH. A abordagem usa a
forma integral de representacao de funcao com a ajuda da expansao da série Taylor.

Apresenta-se um conjunto de condig¢oes para construcao de fungoes de suavizagao W.
Tais condigoes, além de garantirem a consisténcia nas aproximagoes SPH, também des-
crevem os requisitos de suporte compacto paras a fun¢ao de suaviza¢ao (FULK, 1996). A
priori, respeitadas essas condigoes, pode-se construir fungoes W que melhorem as apro-
ximagoes existentes na literatura.

3.2.1 Condigoes a serem satisfeitas

Um dos problemas centrais para os métodos sem malha é como realizar a aproximagao
da funcgao com base em um conjunto de nés espalhados de forma arbitraria sem usar uma
malha predefinida que fornega a conectividade entre os nos.

Existem outros métodos para aproximacao de func¢oes como: representacao integral,
representagao em série e representagao diferencial (LIU; LIU, 2003). O método SPH em-
prega a representacgao integral usando uma funcao de suavizacao que esté sendo denotada
nesse texto como W. A funcao W determina o padrao para a aproximacao da funcao,
a dimensao do dominio de suporte de particulas e a consisténcia e, consequentemente, a
precisao das aproximagdes de particulas e do ntcleo (FULK, 1996).

1. A fungédo de suavizagao deve ser normalizada (unitaria) em relagao ao dominio de
suporte, ou seja,

/W(X—X',h)dx’ = 1 (3.38)

2. A fungao de suavizagao deve ser compacta (suporte compacto), isto &,

W(x—-x') = 0 para |x—X|> kh. (3.39)
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A dimensao do suporte compacto é definida pelo comprimento de suavizacao h e
um fator de escala k, onde h é o comprimento de suavizacao e k determina a largura
da fungao de suavizagao especificada. |x — x'| < kh define o dominio de suporte da
particula no ponto x.

3. W(x —x') > 0 para qualquer ponto x" dentro do dominio de suporte da particula
no ponto x (Positividade).

4. O valor da fungao de suavizagao para uma particula deve diminuir monotonicamente
com o aumento da distancia da particula (Decaimento).

5. A funcao de suavizacao deve satisfazer a condicao da funcgao delta de Dirac & medida
que o comprimento de suavizagao se aproxima de zero (CORDARO; KAWANO,
2002)

limW(x—-x',h) = §x—x') | (3.40)

h—0

6. A funcdo de suavizagao deve ser uma fungao par (Propriedade de simetria).

7. A funcao de suavizagao deve ser suficientemente suave.

A primeira propriedade de normalizacao garante que a integral da fungao de suavizagao
sobre o dominio de suporte seja unitaria.

A segunda propriedade transforma uma aproximacao SPH da operacao global para
uma operacao local. Isso levara a um conjunto de matrizes discretas e, portanto, é im-
portante no quesito esfor¢o computacional.

A terceira propriedade afirma que a funcao de suavizacao nao deve ser negativa no
dominio de suporte. Nao é matematicamente necessario como um requisito de conver-
géncia, mas é importante para assegurar uma representagao fisicamente significativa (ou
estavel) de alguns fenomenos fisicos. Algumas fungdes de suaviza¢do usadas na pratica
sao negativas em partes do dominio de suporte. No entanto, em simulagoes hidrodina-
micas, o valor negativo para a funcao de suavizacao pode ter consequéncias que resultam
em alguns parametros nao fisicos, como densidade e energia negativa.

A quarta propriedade é baseada na consideracao fisica que a particula mais proxima
deve ter uma maior influéncia sobre a particula em questao. Em outras palavras, com o
aumento da distancia entre duas particulas interagindo, a forca de interacao diminui.

A quinta propriedade garante que, & medida que o comprimento de suavizacao tender
a zero, o valor da aproximacao aproxima-se do valor da fungao, isto &, (f(x)) = f(x).

A sexta propriedade significa que particulas com mesma distancia, mas diferentes
posicoes devem ter efeito igual em uma dada particula.

A sétima propriedade visa obter uma melhor aproximacao. Para as aproximacoes de
uma fungao e suas derivadas, a funcao de suavizagao precisa ser suficientemente continua
para obter bons resultados (MONAGHAN, 1992).

3.2.2 Alguns exemplos de fungoes de suavizagao

Qualquer fungao que tenha as propriedades (1-7) apresentadas na se¢ao 3.2.1 pode ser
empregada como fungao de suavizagao em SPH. Para exemplificé-las considera-se r como

o : . . |x — X/|
a distancia relativa entre dois pontos x e x’, assim r = —
e No artigo original de SPH, Lucy (1977) usou a seguinte fungao como fungao de
suavizagao
1 1—r)3 <1
W(x—x',h)=W(r,h) = aq { (1+3r)( T)O :: -1 (3.41)
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5 5 105

—, — €
4h’ wh? = 16mh3 o ‘ R
que a condicao de unidade possa ser satisfeita para todas as trés dimensoes. Na

equagao (3.41), r ¢ distancia relativa entre dois pontos x e x’ (particulas).

onde ag é em uma, duas e trés dimensoes, respectivamente, para

e Gingold e Monaghan (1997) usaram o seguinte ntcleo Gaussiano para simular as

estrelas nao esféricas
2

W(r,h) = age™", (3.42)
1 1 1

e
1 bl 3
nah Th:  pap3

onde oy é em um espaco de uma, duas, e trés dimensoes, respec-

tivamente.

O nucleo Gaussiano é suficientemente suave mesmo para maiores ordens de deri-
vadas, pois é muito estével e precisa, especialmente para particulas desordenadas.
No entanto, nao é realmente compacto, como teoricamente nunca vai a zero, a me-
nos que r se aproxime do infinito. Por se aproximar de zero muito rapidamente,
consideramos praticamente compacto.

e Monaghan e Lattanzio (1985) criaram a seguinte func¢ao de suavizagao com base nas
fungoes de spline ctubica conhecidas como funcao B-spline

2 1

§—r2—|—§r3 0<r«l
W(?“, h) = Qg X 1(2 o 7,,)3 1 <r < 2 (343)
G <
0 r > 2.
E d d trés di 0 s 1 1o S ti
m um espaco de uma, duas ou trés dimensoes, ag ¢ —, —— e respecti-
bag ’ Y Tane © o TP

vamente. A funcao spline ctubica se assemelha a uma fungdo Gaussiana enquanto
possui um suporte compacto mais estreito. No entanto, a derivada segunda da
spline cubica é uma funcao linear por partes e, consequentemente, as propriedades
de estabilidade podem ser inferiores as de nucleos mais suaves.

e Johnson, Stryk e Beissel (1985) usaram a seguinte fungao de suavizagdo quadratica
para simular o problema de impacto de alta velocidade

3 3 3
Wi(r-h) = 22 -z <r<?2 44
(r.h) d (16r 4T + 4) O<r ’ (344)
d d d trés di 0 6 —1 —2 —_— t1
onde em um espaco de uma, duas e trés dimensoes o  é e respectiva-
bag ’ 4 Th2 © amps P

mente.

e Monaghan e Lattanzio (1985) publicaram a fun¢ado de suavizagao de ordem superior
que foi concebida a partir de formas de ordem inferior

3 2
Wi(r,h) = aq (5 - 7"2) e " 0<r<2, (3.45)
onde ay € — um espago unidimensional.

NZ3
Uma desvantagem da funcao de suavizagao de alta ordem é que o ntcleo é negativo
em alguma regiao do seu dominio de suporte. Isso pode levar a resultados nao fisicos
para problemas hidrodinaAmicos (FULK, 1996).
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e Morris (1996) introduziu splines de ordem superior (quartica e quintica) que se
aproximam mais do Gaussiano e mais estavel. A spline quartica é

(r+2.5)* = 5(r + 1.5)* +10(r + 0.5)* 0<r<0.5
B (2.5 —7)* —=5(1.5 —r)* 05<r<15
W(r h) = aa x (2.5 — 1)} 15 < r < 2.5540)
0 r > 2.5,
onde ag = o em um espaco unidimensional.
A spline quintica é
(3—=7)°—=6(2—7r)5+15(1—7r)° 0<r<l1
B (B—r)—=6(2—r)° 1<r<2
W(r,h) = aq X (3—r) 0< <3 (3.47)
0 r> 3,
1200 7 3 N
onde ay é T T78ahE © 35g,7s O Um espago uma, duas e trés dimensoes, res-
pectivamente.

3.2.3 Condigoes para construgao de uma fungao de suavizagao

Exemplificou-se na secao 3.2.2 algumas funcoes de suavizacao. Agora, apresenta-se
um procedimento padrao desenvolvido por Liu e Liu (2003) para encontrar fungoes de
suavizacao.

Geralmente, uma aproximagao numérica deve representar, de forma mais proxima pos-
sivel, a funcao continua correspondente ao problema fisico. Pode-se fazer uma analogia
do método SPH com o método Euleriano classico de diferencas finitas onde o conceito de
consisténcia define o quao bem as equagoes do sistema discretizado modelam as equacoes
diferenciais parciais das leis fisicas (FORTUNA, 2012). No Método de Diferengas Fini-
tas (MDF), a interpolagdo numeérica é consistente se tiver a capacidade de representar
exatamente, no limite, as equacoes diferenciais conforme o niimero dos pontos da malha
se aproximam do infinito e o tamanho méximo da malha se aproxima de zero. Por um
lado, a consisténcia é um requisito basico para construir um esquema de diferencas finitas;
por outro lado, a consisténcia é um pré-requisito para a convergéncia. Isto é devido ao
teorema da equivaléncia de Lax-Richtmyer, que afirma que um esquema consistente de
diferencas finitas para uma EDP é convergente se, e somente se, for estavel.

Da mesma forma, empregando a expansao da série de Taylor, a analise pode ser
realizada sobre quao bem as aproximacgoes de SPH representam as equagcoes fisicas no
limite, & medida que o espagamento das particulas se aproxima de zero. Esta analise é
realizada através da aproximagao do ntcleo de SPH para uma funcao e suas derivadas.
A analise mostra que, para aproximar exatamente uma funcao e suas derivadas, certas
condicoes precisam ser satisfeitas. Estas condigoes podem, por sua vez, ser usadas para
construir as fungoes de suavizagao (LIU; LIU; LAM, 2002).

3.2.3.1 Aproximagao para uma funcao continua

No método SPH, considerando a fun¢ao de campo f, multiplica-se f pela funcao de
suavizagao W e, em seguida, integra-se sobre o dominio de suporte 2 de um ponto,
podendo aproximar o valor da funcao de campo nesse ponto usando a seguinte forma de
representacao integral

flx) = /Qf(x’)W(x—x',h)dx’. (3.48)



3. Formulagao do método Smoothed Particle Hydrodynamics 43

Se f for suficientemente suave, aplicando a expansao em série de Taylor de f no ponto
x’ na vizinhanca de x

)0 M0,

f(X+h) = f(X)+f’(X)h+ 9] +T
Ao considerar x + h = X/, ou seja, h = X' — X, tem-se
fx) = fx)+ f(x)E —x)+ f2—(!x)(x’ —x)%+ fg—(!x)(x’ —x)* 4+ ...
N DRSO (X —x\" L (EDNED () (k- x
= Jx) = 0! h)+ 1l <h>+
(122 fP(x) (x =x\* (D" f(x) (% —x\"
. ( . )+...+ . ( - )+
) L D06 (x—x" L (SO (x—x'
= J&x) = 0! (h)+ 1l (h)+
(—=1)2R2fP(x) [x —x"\? (=1)"h"f™(x) [x —x"\"
5] ( 7 )+" * ! ( 7 )
+Tn+1 (X;X)-
Portanto,
N - (—=1)kRF FR)(x) [x — %' k x —x'
fx) = 2 o ( ; )+rn+1( - ) (3.49)

. s —1)kpk (k) W\ K
onde 7,11 <X hx ) = Z (=1) k'f () (X hX ) é o resto da expansao em série
k=n+1 ’

de Taylor.
Substituindo a equagao (3.49) na equacao (3.48), tem-se

0 = [ 5 (/0 (x - xf)k s ( - )] Wi — X, i

Lk=0

S i) = /Q Z <—1>kh;f<k><x> (x - x)k] W — . )

Lk=0

_ /
—l—/ Totl (X X ) Wi(x —x', h)dx’'
Q h

M - /Q (X 7 X/)k W(x —x', h)dx' + rp4q <X — X/)

2 Kl h h
o [(=1)FRk x—x\"* , A\ e x —x
S fx) = < a5 W(x—x,mdx)fk(xwmﬂ( )
= 160 = S AP+ (2.
k=0

(3.50)
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onde - .
4, = S / 270 Wi(x—x, h)da. (3.51)
K Jo\ h

Comparando o lado esquerdo com o lado direito da equagao (3.50),
n /
_ A, £ ®) ) X — X
F(x) > A0 + &

LFO) + 0fD(X) + ..+ 0f0(x) = ApfO(x)+ A fDX) + - + s (X;X,)’

para que f(x) seja aproximado com k—ésima ordem, os coeficiente A; devem ser compa-
rados aos coeficientes para f*)(x), assim entdo

Ay = 1
A, = 0
x—x
onde rn+1< ; ) =0.
A, = 0

Portanto, as seguintes condi¢oes para a fungao de suavizacao W podem ser obtidas.
De (3.51), tem-se

N k1 k AN
A, = S /(X X) W (x — %', h)dx'
P k! Q h
Dai
( 1)040 AN
k=0 = Ay = ( 0>'h /(th) W(x—x' h)dx" = 1
~ 0
_1\1p1 W\ 1
k=1 = A = ( 11>'h /(th) W(x—x' h)dx = 0
~ 0
—1)2h2 AN
koo = A4, = U /(X X) W(x—x, hdx = 0
2 Jo\ T
_1nhn I\
hen = A, = . )' /(X X) W(x —x,h)dx = 0
\ n: Q h
ou seja,
)
Ay = /W(X—x’,h)dX' =1
Q

(X_X/>2W(x—x’,h)dx’ _ 0 (3.52)
(
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ou ainda,
(
Ay = / Wi(x —x',h)d = 1
A = / x—xX)W(x—-x" h)dx = 0
Qh i
— h 12 —
A, = n / (x—x)"W(x—-x',h)dx = 0
L " h”n' QO ’ )

Fazendo simplificacoes

(
Ay = / W(x —x',h)d = 1
A = /X—X)W(X x' h)dx = 0

Ay = /(X—X,)2W(X—X/,h)dxl =0
0

A, = /(x—x’)”W(x—x',h)dx’ = 0.
Q

\

Essas condigoes podem ser adicionalmente escritas nas seguintes expressoes simplifi-
cadas em termo dos k—momentos M, da fun¢ao de suavizagao

My = /Wx—x h)d = 1

M, = /X—X)W(x—x h)dx' = 0

My = f(X—X/)2W(X—X’,h)dx’ =0 (3.53)
Q

A = /(X_X')"W(X—X’,h)dx/ = 0.
Q

Nota-se que a primeira equagao em (3.53) é, de fato, a condigao de unidade expressa
em (3.38) e a segunda equagao em (3.53) representa a propriedade simétrica dada na
equagao (3.40). A satisfagdo dessas duas condigbes garante a consisténcia da primeira
ordem para a aproximagao do nicleo de SPH para uma funcao (LIU; LIU, 2003).

3.2.4 A aproximacao das derivadas de uma funcao de campo

Nas equagdes de Navier-Stokes enunciadas no capitulo 2, pode-se notar que em (2.6)
e (2.7) as derivadas sdo no maximo de segunda ordem. Portanto nas discussoes a seguir
sao dadas as aproximacgoes das derivadas de primeira e segunda ordem de uma fungao
continua. O mesmo procedimento pode ser adotado para aproximar derivadas de ordem
superior.
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3.2.4.1 Primeira Derivada

A aproximagao da primeira derivada pode ser obtida pela substitui¢ao da fungao f(x)
na equagao (3.48) pela sua derivada f’(x), ou seja

f(x) = / [ (XYW (x —x', h)dx'. (3.54)
Q
Integrando por partes a equagao (3.54)

u = W(x—x' h) v o= f(x)
du = W/ (x—=x,h)dx" dv = f(x')dx

obtém -se

reescrevendo (*), tem-se

f(x) = /Q % [f(x"YW(x —x',h)]dx" — /Q fXW (x —x', h)dx'.

N

-~
*3k

Aplicando o Teorema da divergéncia de Gauss em (**), dada no apéndice A, podemos
escrever a equacao acima como

Flx) = /S F(x)W (x — X, 1)] - ndS — /Q FEW (x — %, B, (3.55)

onde a primeira integral é sobre a superficie S do dominio de suporte €2, n é o vetor
normal unitario para a superficie S. Substituindo (3.49) na segunda integral

fl(x) = /S [f(x)W(x —x/, h)] - ndS
_/Q - (—1)kh;f(k)(><) <X2X’)k . (X;X/)] W (x — % h)d’

= [ W =) nas

n I\ k
(—l)kh;f(’“)(X) (x X ) W (x — %, h)dx’

_ /
Tt (X hX > W'(x — x', h)dx’'

= /S[f x" YW (x —x',h)] - ndS

R (5 e ()

k=0

_ /S[f(x')W(x —x,h)] - nds

- (_1)k+lhkf(k) (X> / x—x ’ / / / x—x
— | Wix—x,h)d n ,
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logo

109 = [ mis -3 A0 s ()

-

g
kokk

onde

_1\k+1pk AN
AL = (=1) h/ ) Wi(x— ', h)dx. (3.57)
k! o\ h

Como a funcao de suavizacao W esta definida para ter suporte compacto, ou seja
W(x —x',h)|s = 0, quando o dominio de suporte esté localizado dentro do dominio do
problema a integral (***) é nula, entdo (3.56) é reescrita como

ZA FO() + i <X;X/> . (3.58)

Comparando a (3.58) com o lado direito da equagao (3.57), obtém -se

76 =:§jA () - mﬂ(ng)

= 0fO(x)+1fV(x)+... +0fM(x) = Agf + AL AL ()
/
+Tn+1 X>
entao
(A = 0
A = 1
A, = 0 /
X —X
onde rn+1( . )z
L 4, = 0

Portanto, as seguintes condig¢oes para a funcao de suavizacao W podem ser obtidas
utilizando-se a (3.57)

( _1\130 L\ 0
k:o;»Ag:(l)h/XX W (x—x,h)dx = 0
o Jo\ &
—1)2ht AN
k=1 = A} = S /(X X) W'(x —x', h)d =1
1 Jo\Uh
—1)3h2 A
ko2 = o4 = U /(X X) W (x—x,h)dx = 0
of  Jo\ h
1n+1 I
hen = A4 — ), h”/(x X) W'(x —x,h)dx = 0
\ n: Q h
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ou seja,
(
Ay = /W’x—x h)dx' =0
A = /(X_X)W’(x—x hdax' = 1
Q h
2 ¥\ 2
Ay, = _n i W'(x —x',h)dx’ = 0 (3.59)
2 Jq h
hr I\
A = = (X X) W (x —x,h)dx = 0,
L n! QO h
ou ainda,
)
Ay = /Wx x', h)d = 0
Al = /X—X)W(X x' h)dx" =1
h2 Q
h 2
/ _ R _ / — et
A, = T Q(X x )" W(x—x', h)d 0
Al = " /(x—x’)"W(x—x’ h)dx' = 0.
. " hrn! Jq ’

(
A = /W’x—x nax = 0
Al = /X—X)W’(X—x h)dx' = 1

Ay = /(X—X,)2W/(X—X,,h)dxl =0
0

Al = /(x—x')n W'(x —x',h)dx’ = 0.
\ Q
Se as seguintes condigoes forem satisfeitas, f’(x) pode aproximar-se para n—ésima
ordem

M = /W’ x — X', h)dx’ =0
M = / VW (x — %, )dx = 1
\ M, = /p(x—x’)QW’(x—x’,h)dx' =0 (3.60)
0
M = /(x—x’)"W’(x—x’,h)dx’ =0
Q

W(x—x'h)|ls = 0. (3.61)

A condigao (3.61) exige que a fungao de suavizagao seja nula na superficie do dominio
de suporte para qualquer fungao arbitraria f(x). A primeira expressao na equagao (3.60)
¢ na verdade outra representacao para equagao (3.61). De fato, tem-se

/ 1- W' (x—x', h)dx’'
0
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aplicando a integragao por partes

v = Wkx—-xh) u = 1
dv = W'(x—x',h)dx’ du = 1dx

assim

1-Wi(x—x",h)dx" = 1-W(x—x/,h) /W’X x', h)1'dx’

- Wi (x—x" h)da = [1-W(x—x',h)]dx’ —/W’x—x’,h)l/dx’
Q

1-W(x—=x' h)dx' = [1-W(x—x',h)]dx"—0

\:3\ .
|&§~|&

S
»

1-W'(x—x',h)dx = W(x —x',h)-ndS

n

1-Wi(x—x' h)dx" =

e

b L 4 4
S————

(3.62)
Nota-se que a equagao (3.61) é, de fato, a condi¢do de suporte compacto dada na
equagao (3.39).

3.2.4.2 Derivada Segunda

A aproximacao da segunda derivada pode ser obtida substituindo diretamente a fungao
f(x) em (3.48) pela segunda derivada f”(x), que sera

(x / [ XYW (x —x', h)dx' . (3.63)

Fazendo a integracao por partes

v = W(x-—xh) v (%)
du = W/(x—x' h)dx" dv = f"(x')dx

entao
["(x) = f(xX)W(x—x',h) —/f’ (xYW'(x —x', h)da'
= f'(x) = /Q%[f’(x’)W(x x', h)] /f DW'(x —x', h)dx’

Aplicando o Teorema da divergéncia de Gauss, dada no apéndice A,

f(x) = /S[f(X)W(X x',h)] - ndS — /f "(x — %', h)dx’'

~\~
*

Aplicando novamente a integragao por partes em(x), obtém-se

u =  W/(x—x" h) v o= f(X)
du = W'x—=x',h)dx’ dv = f'(x')dx

Fazendo a integracao por partes, tem-se

P = [ 1 OW e X ] mds - | P G- ) = [ o x.ax|

= f(x) = ' (x"YW(x —x',h)] - ndS
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logo,

Frx) = Lﬁﬂgwwx—fﬁnqms—/ﬁﬂxmwx—xmnqms

S
+/f@MW%x—fﬁmf_ . (3.64)
JQ

/

g
*%

Substituindo (3.49) em (xx) de (3.64), obtém-se
f'(x) = / "(XYW(x —x',h)]-ndS — / [f(x" W' (x —x',h)] - ndS+
] FpkF0) (x) (x —x v X — X
) —x - X " / /
/Q k i ( . ) —|—rn+1( . )] W"(x —x', h)dx

FOW
(=
f(x) = /sf YW(x—x',h)]-ndS — / x\W'(x —x', h)] - ndS+

/‘ ka )(x—x
o

h
/ Tnt1 <X ;LX ) W"(x —x', h)dx’'
Q

f'(x) = /S[f'(x’)W(x —x' h)] - ndS — /E [f(XYW'(x —x',h)] - ndS+
- <_1)khkf(k)(x> / (X — X,) W// / /
(x —x', h)dx'+

poe k!
s (55)

P = [ UG ] -mdS = [ (6 (s =, )]s+
}:AV% +mﬂ(xzx)

=0

(x

) W"(x —x', h)dx'+

h

(3.65)
A%z(_gMXX?%§YWWX<ﬁmw4 (3.66)

Como a fungao de suavizagao W esta definida para ter suporte compacto, ou seja
W(x—x'h)|ls=0e W (x—x' h)|s =0,

onde

f"(x) = /f W(x —x',h)-ndS — /f "W'(x —x',h)- ndS—i—ZA’k’fk) X)

k=0
X — X
+Tn+1 h

= P00 = AL ().

k=0
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Comparando o lado esquerdo da equagao (3.65) com o lado direito da equagao (3.66)

f”(X) _ ZA +7’n+1 <X ;LX’)
0fO(x) +0fW(x) + 1fP(x) +... +0f"(x) = A”f /(%) + A"f(l) (%) + A5 f (x)+
FALF00) + s (55

h
entao
( Al = 0
Al = 0
Al = 1
R
onde 7,41 (X hx) =0.
{ Al = 0

Portanto, as seguintes condigoes para a funcao de suavizacao W podem ser obtidas
utilizando-se a (3.66)

4 —1)040 _w/\ 0
k=0 = A5 = | O%h /(th) W'(x—x,h)dx = 0
'lhl " N\ L
-1 —
k=1 = Al = (=1 / % W'(x—x'h)dx = 0
T
—1)2h2 W\ 2
h=2 = Ay = 2)! /Q<X h") W(x—x,h)dx' = 1
. _1\n I\
ken = ar — 1,) h"/(x hx> W(x —x,h)dx = 0.
\ n: Q

Fazendo as devidas simplificagoes, pode-se ver que as seguintes equacgoes form satis-
feitas, f”(z) pode ser aproximada de n—ésima ordem. Logo,

MY = /W’ x —x', h)dx’ =0

M = / XYW (x=x',h)dx = 0

MY = (x —x')V’ W' (x—x h)dx = 2 (3.67)
0

M = / (x—x)"W'(x—x',h)dx = 0.
Q

Note que

W(x—x h)ls = 0, (3.68)

W (x—x,h)|s = O. (3.69)
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As equagoes (3.68) e (3.69) determinam que as integrais (3.65) sao nulas para uma
fungao arbitraria f e sua primeira derivada f’. A primeira expressao na (3.67) é, na
verdade, outra representagao da equagao (3.69) como pode-se observar a partir da integral

/ W"(x —x', h)dx" |
Q

fazendo
dv = W"(x—x', h)dx' u = 1
v = Wi (x—xh) du = 1'dx

obtemos,

W'x —x',h)dx" = 1-W (x—x,h)— / W'(x —x',h)1'dx’
9 Q

= /W”(x—x’,h)dx’ = W/(x—x',h)—0
9
d
= W"(x —x',h)dx" = — W' (x —x', h)dx’
dx’
= W'x —x',h)dx" = W'(x —x',h) - ndS
9 s
= /W”(X—X',h)dx’ = 0.
0

Se as equagoes (3.68) e (3.69) forem satisfeitas, as equagoes (3.60) e (3.67) podem ser
derivadas das equagoes (3.53), exceto a primeira expressao na equagao (3.60) e as duas
primeiras expressoes na equacao (3.67), usando a seguinte integra¢ao por partes

1
/(x — X)W (x — %, k)dx = i1 [(x — X/>k+1}/ W(x —x',h)dx'.  (3.70)
Q Q
De fato, (3.70) ¢é valida, pois
1 1 d
B e N
1 . d
= _k——H(k + 1)(X — X/)(k+1) 1&()( — X/)
_ —(X _ X/)(k+1)—1(0 _ 1)
= (x—x)
Como
1
/Q(X — X)W (x - %, k)dx = 1), [(x — x’)kﬂ}/ W(x —x', h)dx/,
utilizando-se do método de integracao por partes,
u = W(x-—x"h) dv = [(x— x’)kﬂ}/dx’

du = W(x—x h)dx v o= (x—x)F!

Y
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tem-se

/Q(x —xX)"W(x — X', k)dx'

— _%—I—l [(x — x’)kH]IW(X —x', h)dx'
Q
_ L {(x — X)W (x —x/,h) — /(x — XM (x - X, h)dx']
k 41— 1 Q
= i (X)W =X )] + —/ X)W (x — X', h)dx’
— —%H % [(x —x )M (x — dx + —/ )W (x — X/, h)dx’
= _%—1—1 ) (x —x)*"'W(x — x',h)] - ndS + k——l—l /Q(X X)W (x — X', h)dx’
= %%-1 /(x — XM (x — %', h)dx'.
0

Utilizando novamente o recurso da integracao por partes

u = W/ (x—x' h) dv = (x—x)Fldx’
du = W' (x —x' h)dx' v = _%—f—Q(X _ X/)k+2
tem-se
Q(x — X)W (x — %', k)dx’
- o (= X)W =,

K i 1) (k n 2> /Q % [~ )W =)

(x — X)W (x — %', h)dx’

k
<
* Q _ i
L
:
R

(x — X)W (x — ', h)dx’

2 ) 1
iy 1> <k: " 2> /Q(x — X)W (x — X, h)dx’] :
Portanto

=)W= s’ = ( = 1) ( = 2) [ max
(3.71)
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Em resumo, se a funcao de suavizagao e suas derivadas devem ser reproduzidas para
n—eésima ordem de precisao, a funcao de suavizacao deve satisfazer

)
My, = /W x —x', h)dx’' = 1
M, = / xXYW(x —x',h)dx = 0
\ My, = /n(x — XV W(x—x,h)dx = 0 (3.72)
0
M, = / (x—x)"W(x—-x,h)dx = 0
\ 0

{ W(x—-x,h)|ls = 0 (3.73)

Wi (x—-x',h)ls = 0.

Essas condi¢oes podem ser usadas para construir as func¢oes de suavizagao. Seguindo o
mesmo procedimento, as condi¢oes para a producao de derivadas de maior ordem de uma
funcao também podem ser obtidas. Em geral, as condi¢oes de suporte compacto para a
derivada de k-ésima ordem a serem aproximadas da precisao de n-ésima ordem sao

W(x—x',h)|ls = 0

W' (x—x',h =0

( )|S: | (3.74)
Wkix—x' h)|ls = 0.

Para que a funcao seja reproduzida para a precisao de zero-ésima ordem, o valor médio
da funcao de suavizacao sobre o dominio de suporte compacto deve ser unitario. Para
que a funcao seja reproduzida com a precisao de ordem n, os momentos da funcao de
suavizagao até a n—ésima ordem devem desaparecer.

Para reproduzir a primeira derivada de uma fungao exatamente, a funcao de sua-
vizagao deve ter um suporte compacto. Para que a derivada segunda de uma fungao
seja reproduzida exatamente, a derivada primeira da funcao de suavizacao também deve
ter suporte compacto sobre o mesmo dominio de suporte. Portanto, os requisitos ante-
riormente discutidos sobre a funcao de suavizacao sao, na verdade, a reprodutibilidade
das aproximagoes do nicleo SPH ou as representagoes integrais para uma fungao e suas
derivadas.

3.2.5 Consisténcia da aproximacao do nticleo

As condigoes mostradas nas equagoes (3.72) e (3.73) s@o obtidas usando a expansao
em série de Taylor. Com tais condicoes satisfeitas, as aproximacoes de SPH para uma
fungao e sua derivada sdo consistentes para uma determinada ordem (FULK, 1996).

Considerando a fun¢do de campo constante (polindémio de grau zero) f(x) = ¢ para
ser reproduzida exatamente pela aproximacao do nicleo SPH, devemos ter

f(x) = /QCW(X—X',h)dX' = c (3.75)

ou

/W(X—X’,h)d}(' = 1 (3.76)
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Nota-se que a condigdo de normaliza¢do (unidade) ou a primeira expressao em (3.72) é,
de fato, a condicao para a aproximacao do niicleo ter a consisténcia da ordem zero-ésima.
Para uma funcao linear f(x) = ¢, + ¢1x a ser reproduzida, devemos ter:

f(x) = /Q(CO +oax)\W(x—x',h)dx = c,+ax, (3.77)
que pode ser simplificado usando a equagao (3.76) como
/QX’W(X —x' h)dx' = x. (3.78)
Multiplicando x em ambos os lados da equagao (3.76), temos a seguinte identidade
/QXW(X —x,h)dx' = x. (3.79)
Subtraindo a equagao (3.78) da identidade acima leva a
/Q(x —xXYW(x—-x',h)dx" = 0. (3.80)

A segunda expressao na equagcao (3.72) representa a condi¢ao para a consisténcia linear
das aproximagoes do nucleo SPH. Para que a equagao (3.80) seja satisfeita, a funcao de
suavizagao deve ser simétrica para que o primeiro momento possa desaparecer.

Para que os polinémios de ordem superior sejam reproduzidos, conclusoes semelhantes
podem ser verificadas. Consideremos uma ordem monomial da k-ésima ou simplesmente
assumimos f(x) = ¢,x*, aproximando o valor da funcdo na origem x = 0, fornece

f(0) = /Qckx’kW(O—X’,h)dx'. (3.81)

Uma expressao mais geral pode ser obtida movendo a origem para um ponto arbitrario
X para obter a aproximacao da fun¢ao sob o novo sistema de coordenadas, o que da

/(x —xX"W(x —x h)dx = 0. (3.82)
Q

E claro que a equacdo (3.82) é a mesma que a tltima expressdo na equagao (3.72).
Portanto, as condigdes mostradas na equagao (3.72) também podem ser consideradas
como condig¢oes para reproduzir o polinémio da ordem k-ésima.

3.2.6 Consisténcia da aproximagao de particulas

Os conceitos de consisténcia discutidos na secao 3.2.5 sao obtidas da forma continua
de aproximagao do niicleo ou representacgao integral. Eles nao garantem consisténcia para
a forma discreta produzida apods a aproximacao das particulas. Em métodos de particulas
sem malha, se as equagdes discretizadas para as condigbes mostradas na equagao (3.72)
nao sao satisfeitas ocorre a chamada inconsisténcia de particulas (MORRIS, 1996). As
condigbes de consisténcia constante e linear (3.76) e (3.80) s@o

> Wx—x;,h)Ax; = 1 (3.83)

j=1
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e

Z(X —x;)W(x—x;,h)Ax; = 0, (3.84)
j=1
onde N é o nimero total de particulas no dominio de suporte para a dada particula
localizada em x.

As condigoes de consisténcia discretizadas nem sempre sao satisfeitas. Uma primeira
situacao a ser considerada sao as particulas que estao perto do limite do dominio do
problema de modo que o dominio de suporte intercepte com o limite, como mostrado na

Figura 3.4.

W/\

Particula

Figura 3.4: Aproximacao de particulas para uma particula interior com distribuicao re-
gular de particulas em seu dominio de suporte (LIU; LIU, 2003).

Mesmo para a distribui¢ao regular de particulas, devido a instabilidade nas particulas
que contribuem para a somatoria discretizada, o lado esquerdo da equagao (3.83) é inferior

a 1 e o lado esquerdo da equagao (3.84) nao desaparecera devido ao truncamento da fungao
de suavizacao no limite, como mostrado na Figura 3.5.

W/\

Contorno

\

Figura 3.5: Aproximacao de particulas para uma particula cujo dominio de suporte é
truncado pelo limite (LIU; LIU, 2003).
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Outro caso é observado quando as particulas sao distribuidas irregularmente. Nesse
caso, mesmo para as particulas interiores cujos dominios de suporte nao sao truncados,
a condig¢ao de consisténcia constante e linear na forma discretizada nao sera exatamente
satisfeita, devido a instabilidade na contribuicao de particulas como mostrado na Figura
3.6.

W/\

Figura 3.6: Aproximacao de particulas para uma particula com distribuigao irregular de
particulas em seu dominio de suporte (LIU; LIU, 2003).

Existem diferentes meios para restaurar a condicao de consisténcia para a forma dis-
creta; uma abordagem geral descrita por Liu e Liu (2003). Em uma aproximagao de
particulas, para obter uma consisténcia de k-ésima ordem na forma discreta, pode-se
escrever a fungao de suavizagao da seguinte forma

W(x—x;,h) = bo(x,h)+bi(x,h) + (u) +by(x, ) (X_Xj>2+...

k A h
- Y (x.h) (X_hxj> .

I=0

(3.85)

Apo6s uma transformagao, a forma discretizada da equagdo (3.72) pode ser escrita

como ( N [k I
3 Zb1<x_xj) Ax; = 1
N X—)(jjl :1;0 X—hX] I:
;( h ) _;bl< h ) A =0 (3.86)
S (55 550 (55) | — o
j=1 | 1=0 |
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ou ainda,
( k N e x
Zbl(x,h)Z( ]> Ax; = 1
1=0 j=1
k N X — X I+1
b[(X,h) ( J) AX] = 0
; ; h (3.87)
k N X — X I+k '
Zbl(x,h)Z( - J) Ax; = 0
L I=0 j=1
Permitindo

mi(x,h) = (ZX;XJ) Ax; . (3.88)

Os k + 1 coeficientes by(x, h) de podem entao ser determinados resolvendo a seguinte
equacao matricial

mo(x,h)  my(x,h) -+ mg(x,h) bo(x, h) 1
ml(X7 h) mo (X’ h) : mk+1(x7 h) bl (Xv h) _ 0 (389)
mg(x,h) me(x,h) - mpggk(x,h) bo(x, h) 0

o Mb = I (3.90)

onde M é uma matriz de momento, b é um vetor de coeficientes e I é um vetor de
constantes.

Depois de determinar os coeficientes, a funcao de suavizacdo expressa na equagao
(3.85) pode ser calculada, o que garante a consisténcia discretizada na k-ésima ordem.
Portanto, o processo de restauragao da consisténcia de particulas realmente oferece uma
abordagem para construir algum tipo de fungao de suavizagao para os métodos SPH (LIU;
LIU; LAM, 2002).

3.3 Integracao

Para simular o escoamento de um fluido, cada particula é avancada através do tempo
usando um passo de tempo fixo global At. Nesta secao, trés esquemas de integragao
diferentes serao descritos brevemente.

3.3.1 O método Leap-Frog

A integragao do leap-frog (salto-sapo) tem seu nome do fato de que as velocidades
“saltarem” sobre as posigoes, e vice-versa. A Figura 3.7 ilustra o conceito. A estrutura de
integracao ¢ Euler implicita e produz

Virlar = Vt—%At+Atat (3.91)

Vt-i—At = Xt + Atvt+%m , (392)

com o deslocamento da velocidade inicial dado por um passo de Euler,

1
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Figura 3.7: O mecanismo do leap-frog. A linha horizontal representa o tempo t, e os
indices nas posicoes r e velocidades v indicam o tempo especifico.

A velocidade no tempo t pode ser estimada por uma aproximacao de ponto médio,

Vi_ipap Vit
v, ~ t ;At2 t+3 At ’ (3.94)

que é necessario quando as forcas de computagao no tempo t.

3.3.2 Meétodo de Euler Explicito

O esquema Euler implicito é, na verdade, um método semi-implicito, pois é apenas a
atualizacao de posicao que esta implicita. O Euler semi-implicito é baseado no esquema
Euler explicito, que provavelmente ¢ o método de integragao mais comum. Em Euler
explicito, a posicao e a velocidade sao atualizadas por

Xt+At = X + Atvt R (395)

VieAt = Vt+Atat . (396)

O Euler semi-implicito nao é mais independente das atualizagoes de posicao e veloci-
dade. A atualizacao de velocidade é a mesma que (3.96), mas a atualizagao de posigao
usa o resultado da atualizacao de velocidade para prever a nova posigao,

Xt+At = Xt + Atvt+At . (397)

3.3.3 O Meétodo de Verlet

O método de integracao Verlet (1967) é originéario da dinAmica molecular e é baseado
em Euler implicito. A velocidade atual pode ser estimada usando o operador de diferenca

de primeira ordem dada por

v, ~ %’?At. (3.98)

Inserindo (3.96) em (3.97) e usando (3.98) como a velocidade atual, a nova posigao
pode ser determinada como

XAt = Xt + At[Vt + At at]
— x,+ Al K%’?N) + Atat] (3.99)
= 2Xt — Xt—At + AtQ ag.

O esquema Verlet é um dos integradores computacionalmente mais rapidos e, geral-
mente, é muito estavel, ja que a velocidade é dada de forma implicita e nao sera sincroni-
zada com a posicao. No entanto, as respostas de colisao nao sao triviais para manipular,
pois inclui a modificagao de posi¢coes em vez de velocidades.






CAPITULO

4

Quebra de Barragem em um Leito
Umido

No Capitulo 2, afirma-se que na abordagem euleriana, os fluidos isotérmicos sao des-
critos por um campo de velocidade v, o campo de densidade p e um campo de pressao
P. Sua evolugao ao longo do tempo é dada pela equagao de continuidade (2.1) e pela
conservagao do momento (2.2).

Neste capitulo apresenta-se o modelo quebra de barragem em um leito imido conhecido
como Dam-Break in Wet Bed. Tal modelo é descrito pelas equacoes de Navier-Stokes e
pode ser usado para desenvolver métodos de solucao associados a problemas de barragens
em usinas hidrelétricas e ondas em praias como mencionados Crespo, Gomez e Dalrymple
(2008) e Jonsson et al. (2015).

Grandes projetos hidrelétricos tém caracteristicas que dificilmente podem ser descritos
de forma precisa e suas solugoes sao complexas de serem obtidas. Para avaliar as pro-
priedades hidraulicas nesses projetos, modelos fisicos de escalas menores sao usados para
tentar prever como o problema real se comporta.

Desempenho, precisao e confiabilidade de modelos matematicos, nestes casos, sao con-
siderados muito pobres. O estudo hidraulico de uma hidrelétrica é caracterizada por
grandes escalas. A geometria é geralmente parcialmente formada pela natureza, isto é,
até certo ponto, caodtica. Além disso, escoamentos de superficie livre perturbados sao
frequentemente encontrados, por exemplo, nos escoamentos do canal do vertedouro e nos
dissipadores de energia. Isso constitui desafios significativos de simulacao matematica.
Assim, existe uma necessidade de métodos numéricos computacionalmente robustos e
confidveis para lidar com estes problemas (JONSSON et al., 2015). Tais modelos sao
apropriados para serem resolvido por SPH, devido as proprias caracteristicas do mé-
todo, que se adapta bem a superficies livres e fronteiras complexas (MONAGHAN;, 1989),
(MARRONE;, 2013). No método SPH, o dominio fluido é representado por um conjunto
de particulas nao conectadas que possuem propriedades individuais do material, como
densidade, velocidade e pressao. Além de representar o dominio do problema e atuar
como portadores de informagdes, as particulas também atuam como o quadro computa-
cional para as aproximacoes de funcio de campo. A medida que as particulas se movem
com o fluido, suas propriedades de material mudam em fungao do tempo e da coordenada
espacial devido as interagoes com as particulas vizinhas.

O problema ideal de quebra de barragem, onde um dado volume de agua inicialmente
estacionaria é liberado em um leito de canal seco por uma remocao subita de um portao, é

um problema bem estudado (CRESPO; GOMEZ; DALRYMPLE, 2008). Apos a remogao

61
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do portao, um impulso se propaga a montante e uma onda de quebra de barragem se move
rapidamente a jusante. Neste trabalho, estuda-se um problema sobre esse mesmo contexto.
Insere-se uma nova condigao inicial pra o problema, a onda de ruptura da barragem se
propaga sobre um leito imido (lamina de 4gua), que pode ser pensado como uma camada
de fluido inicial em repouso, o escoamento se tornara consideravelmente diferente, como
podemos observar no tralho de Janosi, Jan e Szabo (2004), que faz estudos experimentais
e comparativos do Dum-Break in Wet-Bed.

4.1 Modelagem do Problema e Aproximacoes SPH

Nas proximas secoes descreve-se as equacgoes que modelam a quebra de barragem
sobre um leito imido. Aproximagoes SPH para o divergente, o gradiente e o laplaciano
que fazem parte da equagao de Navier-Stokes sao apresentadas e utilizadas para obter as
solugoes numeéricas para o modelo Wet Bed. O indice 7 é usado para denotar a propriedade
da particula fixa, como por exemplo, pressao, densidade, velocidade e j denota as mesmas
propriedades para as particulas vizinhas.

4.1.1 Equacao do Momento

A equagao da conservagao do momento acrescida da viscosidade artificial proposta por
Monaghan (1992) foi utilizada devido a sua simplicidade. Na notagdo SPH, a equagao
momento pode ser escrita como

o = Z (p—§ + E + H> ViWij +g, (4.1)
b J i ij

v

onde g é a aceleragao gravitacional que corresponde a uma forga externa atuando no fluido
e o termo da viscosidade artificial dado por

H = —]Ni ﬁu J se ViiXi; < 0
i Pij (4.2)
0 se ViiXij > 0,

com ju;; = hvixi;/x3; + v* onde X;; = X; — Xj € Vi = V; — Vj, s€ X, € Vi a Posicao e a
velocidade correspondentes a particula k (i ou j), ¢; = ¢; + ¢;/2, v* = 0.01 h? é um fator
que previne divergéncias numéricas quando duas particulas de aproximam. Os parametros
a e (8 podem variar de acordo com o problema. Em Monaghan (1992), 8 é considerado
zero. A aplicagao nas simulagoes tem como objetivo evitar instabilidades numéricas, bem
como a interpenetragao entre as particulas (FILHO, 2014). Da equagao (4.1) obtém-se a
aceleragao da particula fixa.

4.1.2 Equacao da Continuidade

No SPH, as equagoes assumem que a massa e a densidades para todas as particulas
sao conhecidas antes da aplicacao do método. A massa das particulas é uma constante
que pode ser modificada, mas densidade é uma campo continuo do fluxo que deve ser
calculado. Assim, na particula ¢, a densidade p é aproximada por

dp;
di = Z mjV,-jVWij, (43)
J
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onde v;; = v; — Vv;, em vez de usar uma soma ponderada de termos de massa
J

descrita em Monaghan (1994), o que leva a uma diminui¢ao da densidade artificial perto

das interfaces de fluido (CRESPO; GOMEZ; DALRYMPLE, 2008).

4.1.3 Equacao de Estado

Dentro da teoria formal do método SPH, o fluido é tratado como fracamente com-
pressivel (ou quase-compressivel). Isso facilita o uso de uma equagao do estado para
determinar a pressao do fluido em vez de resolver outra equagao diferencial (CRESPO;
GOMES-GESTEIRA; DALRYMPLE, 2007). Uma descrigao completa dessa ideia de como
tratar o fluido como quase compressivel ¢ mostrada em Monaghan (1994).

A equacao de Tait é usada principalmente em simulacoes que envolvem fluidos que
impoe variacoes de densidade baixa, considera-se que um fluido como a agua é quase-
compressivel (MONAGHAN, 2005). E somente necessario que a velocidade do som, dada
por ¢ = dp/dp, seja suficientemente grande para que as flutuagoes da densidade sejam
insignificantes (MONAGHAN, 1994).

Assumiu-se que a relagao entre pressao e densidade segue a equacgao de Tait dada por

P=B {(ﬁ)W - 11 , (4.5)
Po

onde v =Te B = cp/v, sendo py = 1000 Km/m?3 a densidade de referéncia e ¢y = ¢/py

a velocidade do som na densidade de referéncia.

4.1.4 Movimento das Particulas

MONAGHAN (1989) utilizou uma técnica conhecida como XSPH (eXtend Smoothed
Particle Hydrodynamics) nos escoamentos envolvendo superficies livres com altas velocida-
des, de modo a mante-las ordenadas e também para corrigir uma possivel interpenetracao
entre as particulas. O XSPH consiste em calcular uma média, ponderada pela fungao
ntucleo, das velocidades de cada particula através desse valor médio multiplicado por um

parametro constante € € [0, 1].
Assim, as particulas sdo movidas usando a variante XSPH para MONAGHAN (1989)

onde € = 0.5, v;; = v; —Vv; € p;; = (i + Pj)/z

4.1.5 Passo no Tempo

Métodos de integracao numeérica sao usados par a atualizacao das propriedades das
particulas no tempo (posi¢ao, velocidade entre outras). Neste trabalho emprega-se o
método previsor-corretor que esta detalhado em Crespo (2008).

4.1.6 Condigoes de Borda

As condic¢oes de contorno nao aparecem de maneira natural no formalismo do SPH.
Quando uma particula se aproxima de uma fronteira sélida, somente as particulas lo-
calizadas dentro do sistema intervém sem qualquer interacao com o lado de fora. Essa
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contribuicao pode gerar efeitos irreais, devido & natureza diferente das variaveis a serem
resolvidas, uma vez que algumas, como a velocidade, tendem a zero quando se aproximam
das fronteiras, enquanto outras, como a densidade, nao. As diferentes solu¢oes para evitar
problemas de contorno consistem na criagao de varias particulas virtuais que caracteri-
zam os limites do sistema. As condig¢oes de contorno que podem ser aplicadas ao método
SPH sao classificadas como: geométricas, repulsivas, dindmicas e semi-analiticas (FILHO,
2014).

Neste trabalho, foram utilizadas condi¢oes de contorno do tipo dinamicas. Particulas
de contorno com essa carateristica verificam as mesmas equagoes de continuidade e de
estado que as particulas fluidas, mas sua posi¢ao permanece inalterada ou se movimen-
tam de acordo com alguma funcao imposta como simuladores de ondas ou movimento de
comportas. Uma vantagem interessante dessas particulas é sua simplicidade computacio-
nal, uma vez que elas podem ser calculadas dentro dos mesmos lagos como particulas de
fluido com uma consideravel economia de tempo computacional. Essas particulas foram
apresentadas primeiramente em (DALRYMPLE; KNIO, 2001) e utilizadas para estudos
de ondas que quebram em um convés plano (CRESPO, 2008).

Devido a geometria particular do Wet-Bed duas condigoes de contorno diferentes de-
vem ser consideradas: particulas fixas no contorno e particulas no portao. Todas elas sao
tratadas como particulas dinamicas (DALRYMPLE; KNIO, 2001), (CRESPO; GOMES-
GESTEIRA; DALRYMPLE, 2007).

Para imitar o contorno em formato de “caixa” retangular onde se da a simulagao, duas
linhas de particulas fixas sao inseridas na direcao horizontal dr e uma linha de particulas
fixas na diregao vertical dz, formando uma grade escalonada com dx = dz = 0,005 m e
velocidade inicial zero. Sua posicao e sua velocidade permanecem inalteradas durante um
experimento numérico.

As particulas do portao sao inicialmente (¢ = 0) colocadas numa fila com espaga-
mento (dx/2,dz/2) para prevenir a penetragao das particulas do fluido que estao “dentro”
dos contornos, (figura 4.1). A velocidade e a posigao dessas particulas sdo impostas ex-
ternamente para imitar o movimento experimental do portao, ou seja, v, = 0,0 m/s e
v, = am/s, onde t é o tempo e a a velocidade de abertura do portdao. Serao feitos
alguns experimentos numéricos para verificar a influencia da velocidade do portao nas
simulagoes.

‘4 dx ;’ < dx ».

Figura 4.1: Esbogo da interagao entre uma particula de fluido (circulo vazio) e um con-
junto de particulas de contorno (circulos inteiros). As particulas de limite sdo colocadas
de maneira escalonada.
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4.1.7 Nucleo de Suavizacgao

A definicao da funcao niicleo nao é tnica pois depende, principalmente, da experién-
cia dos diferentes pesquisadores (MONAGHAN, 1992), (LIU; LIU, 2003). Seguindo as
restrigdes matematicas descritas na Segao (3.2.1).

1 1—%1(]24-%(]2 se 0<qg<1
0 caso contrario,

onde ¢ = r/h; r é a distancia entre as particulas i e j; e h é o comprimento de suavizagao
em SPH e uma medida do suporte compacto. Outros nicleos, como os descritos em Liu
e Liu (2003), podem ser usados com resultados semelhantes.

4.1.8 Filtro de Shepard

Enquanto a dindmica das simulagoes de SPH é geralmente realista, o campo de pressao
das particulas exibe grandes oscilagoes. Esforgos para superar este problema se concen-
traram em vérias abordagens, incluindo a corregao do nicleo (FILHO, 2014). Um dos
mais simples e computacionalmente menos penosos é realizar um filtro sobre a densidade
das particulas e reatribuir uma densidade a cada particula (CRESPO, 2008).

Se a particula em consideragao i estiver proxima de uma camada limite ou da su-
perficie da agua, a funcio nucleo W sofre a falta de particulas, e uma funcio nacleo W
corrigida deve ser considerada. Assim, a densidade das particulas pode ser reinicializada.
O procedimento a seguir ¢ aplicado a cada 30 etapas de tempo, como sugerido por Crespo

(2008)
_ = my .
pi = ij%p—? = mWy, (4.8)
j J j

onde o ntcleo foi corrigido usando uma corregao de ordem zero

- Wi
Wi = = m; (4.9)

Do Wyt
—~ i
Para mais detalhes a respeito do filtro de Shepard consulte Filho (2014).

4.2 Teste Numéricos Usando o Simulador SPHysics

Para simular o problema de quebra de barragem em leito iimido utilizou-se da codigo
SPHysics 2D (duas dimensoes x e z) versao v2.2.1. SPHysics é uma plataforma de codigos
de Hidrodinamica de Particulas Suavizadas (SPH) inspirada na formulagao de Monaghan
(1992) e desenvolvida em conjunto por pesquisadores das Universidades Johns Hopkins
(EUA), Vigo (Espanha), Manchester (Reino Unido) e de Roma La Sapienza (Italia).

Esta plataforma foi criada ao longo de varios anos, principalmente para estudar feno-
menos de escoamento de superficie livre onde os métodos Eulerianos podem ser dificeis
de serem aplicados, como ondas e impacto de quebras de barragens em estruturas ma-
ritimas. Pode ser acessado de forma livre em <https://wiki.manchester.ac.uk/sphysics/
index.php/SPHYSICS Home Page>. Além do modelo apresentado neste trabalho, a
versao do SPHysics 2D é capaz de simular os seguintes modelos: ondas sobre um leito
inclinado que imitam uma praia; corpos flutuantes em ondas; ondas em praias com obs-
taculos em formato de cunha e trapézio.
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4.2.1 Descricao do Modelo

A agua é inicialmente armazenada em um tanque e liberada através de um portao
para uma canal retangular pré-preenchido. A geometria sao ilustrados pela Figura 4.2.
No trabalho experimental de Janosi, Jan e Szabo (2004) varias opgoes de profundida-
des de campos e canais foram considerados. Neste trabalho, consideramos apenas uma
combinacgao de profundidade do tanque e canal.

Estamos interessados em observar o comportamento do fluido nos primeiros passos de
tempo, onde ocorre interacao inicial entre os dois fluidos. Todas as particulas do problema
sao consideradas particulas de agua, no entanto foi inserida uma variagao nas cores para
tornar a observacao mais facil. As particulas em vermelho representam o contorno, as
pretas o portao, as azuis a agua no tanque e as verdes a agua no canal.

Descreve-se alguns teste comparativos nas proximas segoes.

/ Portao

Figura 4.2: Geometria para o caso de teste de quebra de barragem com leito timido

4.2.2 Comparacgao entre Teste 1 e Teste 2

Inserimos os seguintes dados:

Entre as Tabelas 4.1 e 4.2 h& apenas a mudanga na velocidade inicial do portao, no
passo de tempo t = 0, 160150 s, pode ser observado nas Figuras 4.3 e 4.4 que as particulas
do tanque se “desgrudam” de forma mais réapida do portao. Estes testes fora realizados
com o objetivo de verificar a influencia da velocidade inicial do portao na iteracao inicial
entre o fluido do canal e o fluido do tanque.

4.2.3 Comparacgao Teste 1 e Teste 3

Aqui compara-se as Tabelas 4.3 e 4.4 novamente somente alterando a velocidade do
portao. Observa-se pelas Figuras 4.5 e 4.6 que ha apenas uma aderéncia das particulas
ao portao quanto este é retirado de forma mais lenta.
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(a) t = 0,010097 s (a) t = 0,010097 s

(b) ¢t = 0,050135 s (b) £ =0,050135 s

(c) t =0,090077 s (¢) t = 0,090077 s

(d) t =0,160150 s (d) t =0,160150 s

Figura 4.3: Teste 1 Figura 4.4: Teste 2
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|

(a) t =0,010097 s (a) t = 0,010097 s

(b) ¢t = 0,050135 s

(c) t =0,090077 s (c) t =0,090077 s

(d) t =0,160150 s (d) t =0,160150 s

Figura 4.5: Teste 1 Figura 4.6: Teste 3
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Descricao Dados Descricao Dados
Profundidade do tanque 0, 16m Profundidade do tanque 0, 16m
Profundidade do canal 0,018m Profundidade do canal 0,018m
Comprimento do tanque 0,38m Comprimento do tanque 0, 38m
Comprimento do canal  1,62m Comprimento do canal  1,62m
Densidade inicial pg 1000 kg/m? Densidade inicial pg 1000 kg/m?
Filtro de Shepard Nao Filtro de Shepard Nao
Viscosidade Artificial Sim Viscosidade Artificial Sim
Velocidade do portao 1.5m/s? Velocidade do portao 1.8m /s>

Tabela 4.1: Teste 1.

Tabela 4.2: Teste 2.

Descrigao Dados Descricao Dados
Profundidade do tanque 0, 16m Profundidade do tanque 0, 16m
Profundidade do canal 0,018m Profundidade do canal 0,018m
Comprimento do tanque 0, 38m Comprimento do tanque 0,38m
Comprimento do canal  1,62m Comprimento do canal  1,62m
Densidade inicial pg 1000 kg/m? Densidade inicial py 1000 kg/m?
Filtro de Shepard Nao Filtro de Shepard Nao
Viscosidade Artificial Sim Viscosidade Artificial Sim
Velocidade do portao 1.5m/s? Velocidade do portao 2.0m/s?

Tabela 4.3: Teste 1.

Tabela 4.4: Teste 3.

4.2.4 Comparagao Entre o Teste 1 e o Teste 4

Descrigao Dados Descrigao Dados
Profundidade do tanque 0, 16m Profundidade do tanque 0, 16m
Profundidade do canal 0,018m Profundidade do canal 0,018m
Comprimento do tanque 0,38m Comprimento do tanque 0, 38m
Comprimento do canal 1,62m Comprimento do canal 1,62m
Densidade inicial pg 1000 kg/m? Densidade inicial pg 1000 kg/m?
Filtro de Shepard Nao Filtro de Shepard Nao
Viscosidade Artificial Sim Viscosidade Artificial Nao
Velocidade do portao 1.5m/s? Velocidade do portao 1.5m /s>

Tabela 4.5: Teste 1.

Tabela 4.6: Teste 4

Aqui retiramos a viscosidade artificial, ou seja, [[ = 0 na equagao (4.2). Como pode
ser observado a Figura 4.8 as particulas agem como se aderissem ao portao e saem do
sistema, pode-se verificar a importancia da viscosidade artificial para manter a simulagao

numeérica.
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(a) t =0,010097 s (a) t = 0,010097 s

(b) ¢t = 0,050135 s (b) t = 0,050135 s

(c) t =0,090077 s (c) t =0,090077 s

(d) t =0,160150 s (d) t =0,160150 s

Figura 4.7: Teste 1 Figura 4.8: Teste 4
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4.2.5 Comparacao Entre o Teste 1 e Teste com Filtro de Shepard

Descricao Dados Descricao Dados
Profundidade do tanque 0, 16m Profundidade do tanque 0, 16m
Profundidade do canal 0,018m Profundidade do canal 0,018m
Comprimento do tanque 0,38m Comprimento do tanque 0, 38m
Comprimento do canal  1,62m Comprimento do canal  1,62m
Densidade inicial py 1000 kg/m? Densidade inicial pg 1000 kg/m?
Filtro de Shepard Nao Filtro de Shepard Sim
Viscosidade Artificial Sim Viscosidade Artificial Sim
Velocidade do portao 1.5m/s? Velocidade do portao 1.5m/s?
Tabela 4.7: Teste 1. Tabela 4.8: Teste 4

No ultimo teste, acrescenta-se o filtro de Shepard a simulagao, pode-se observar pela
Figura 4.10 que as particulas nao mais se aderem ao portao, o que condiz melhor com o
problema real.

4.2.6 Algumas Observagoes

O SPH foi capaz de reproduzir a interagao entre a interface do fluido no tanque e
o fluido no canal. Assim como no trabalho de Crespo, Gomez e Dalrymple (2008) o
modelo nao foi capaz de reproduzir a mistura entre a d4gua no tanque e a agua no canal
como observado nos experimentos Janosi, Jan e Szabo (2004), que pode ser observado na
Figura 4.11. Um dos motivos pode ser meramente de registro experimental, visto que os
passos iniciais no tempo nao foram divulgados pelo autor. No entanto na simulac¢ao para
o Teste 1 para um passo no tempo maior, pode ser visto na Figura 4.12 que essa mistura
nao ocorre, entao supoe-se que o modelo deve ser ajustado ou modificado para que essa
mistura entre os fluidos possa ser capturada.
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(a) t =0,010097 s

(b) ¢t = 0,050135 s

(c) t =0,090077 s

(d) t =0,160150 s

Figura 4.9: Teste 1
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(a) t =0,010097 s

(b) ¢t = 0,050135 s

(c) t =0,090077 s

(d) t =0,160150 s

Figura 4.10: Filtro de Shepard
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1'! 0.131s

| 0.196's

Figura 4.11: Teste experimentais.

Figura 4.12: Teste 1 no tempo ¢t = 1.16s.






CAPITULO

9

Conclusoes

Neste trabalho foi apresentado um método baseado em particulas, livre de malha,
denominado Smoothed Hydrodynamics Particle. A partir do estudo matemético do método
foram discretizadas as equacoes de Navier-Stokes que descrevem o movimento dos fluidos
aplicado a um modelo Dam Break in Wet-Bed.

Utilizou-se para as simulagoes numéricas o codigo SPHYSICS2D |, destinado a simu-
lagoes numéricas de escoamentos de fluidos newtonianos quase-compressiveis aplicando o
método SPH.

Foram feitas algumas comparagoes geométricas a respeito do comportamento do fluido
com varia¢ao parametros como velocidade de portao, viscosidade artificial e utilizacao do
filtro de Shepard. Observou-se que a combinacao de inclusao de viscosidade artificial e
filtro de Shepard aproxima melhor o comportamento real do fluido do ponto de vista
geométrico.

Como trabalhos futuros sugere-se a mudanga nas condigoes de contorno dinamicas
para condigbes de contorno fisicas descritas por Filho (2017). Este tipo de fronteira é
mais fiel a um modelo real de canal, devido as condi¢oes de contorno serem dadas por
planos e nao por particulas de fluido. Estas fronteira ja foram aplicadas ao Dam-Break
em leito seco apresentando bons resultados.

Outra possibilidade seria inserir um leito seco movel e analisar o arrasto do leito como
descrito por Ran et al. (2015). Este seria um primeiro passo para o estudo de erosoes
hidraulicas.
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APENDICE

A

Definicoes e Teoremas Importantes

Observagao 2 Algumas observagoes sobre fungoes pares e impares:
1. Se W(z) € par, entao W(—x) = W(x). Se W(x) € impar, entio W (—z) = —W (x).
2. 0 produto de duas fungoes com paridade distinta € uma fung¢ao impar.

3. Escolhendo W como sendo uma fun¢ao par, entao (€ — )W (x— @/, h) é impar se,
e somente se, (¥ — x) € impar.

Teorema 1 (Integrais de Fungoes Simétricas) Suponha que f € continua em [—a, a]

a) se f € par, ent&o/o flr)dx = 2/O f(x)dx;

b) se f é impar /a f(x)dx=0.

Definicao 1 (Funcgao vetorial) Uma fun¢ao vetorial de R™ em R™

f: QCR*—R"

= (01,090 10) > Y= 1 Yose ) = (A (@), fol@)s s fnla)) A

a cada ponto x = (T3, xa,...,2,) em Q C R™ com n coordenadas associa o ponto y =
(y17y27 s 7ym)

Podemos pensar que uma funcao vetorial dada em (1) é uma maneira de agrupar ou
representar m fungoes escalares definidas em (2, ou seja,

((fi: QCR*—R™
X = (21,%9,...,2,) +—y1 = fi(z1,29,...,2,)

fo: QCR'—R™
X = ([131,1'2,...,$n) = Yo :f2<$1,1}2,...,.’ﬁn)

fm: QCR"—R™
\ X = (T1,%2, ..., Tp) +—> Ym = fm(T1, T2, ..., 2y).

81



A. Definigoes e Teoremas Importantes 82

Definigao 2 (Vetor Gradiente) Considere a funcao escalar f : Q@ C R* — R de
classe C' e © um ponto do dominio de Q2 de f. O wvetor gradiente de f no ponto T € o

vetor o of o7
= o . A2
vi@= (gL 2L ) (A2)
Definigao 3 (Campo Gradiente) O campo gradiente de f: Q) C R" — R™
Vf: QCcR'—R™
B _[of Of af (A.3)
= (x1,T9,...,T,) va(m)_(83:1’8:1:2"“’8:15”)'

Definigao 4 A bola aberta de centro num ponto a € R"™ e raio r > 0 é o conjunto dos
pontos ¢ € R™ cuja distancia ao ponto a é menor do que r. Usando a notag¢ao B(a;r)
para indicar esse conjunto. Assim

B(a;r)=x € R"|x—a| <.

Definigao 5 (Divergente) Seja F um campo vetorial numa bola aberta B € R3.

F: BCR}—R?
(71,72, 23) > F(11, 19, 13) = (M (21, 22, 23), N(21, 72, 73), R(21, T2, 3)).
(A.4)
Entao o divergente de F denotado por div(f) = V- F serd definido por

oM n ON n R
6.771 8332 8353

V' F(Zl'fl, X2, .Tg) =

se as derwadas parciais existirem.
Observacao 3 Fique atento:

1. O gradiente so pode ser aplicado a wma funcdao escalar, pois estd definido f : Q C
R" — R.

2. O divergente so pode ser aplicado a uma funcdo vetorial, pois esta definido em
f:QCR"— R™

3. Cuidado para nao confundir V f (gradiente) com V- f (divergente).

Definigao 6 (Laplaciano) O operador Laplaciano, denotado por V%, no espaco eucli-
diano n- dimensional € definido como o divergente do gradiente, ou seja

V2 = V- (V) = div(grad(s)).

Equivalentemente, o Laplaciono € a soma de todas de todas as derivadas parciais de
sequnda ordem . Assim, seja ¢ : R — R, assim o Laplaciano € definido como

n 82(25
24
V¢_Za_a;§‘

i=1
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Considerando o caso particular em R? definido em (5), onde as componentes sao denotadas
por (x1,x, x3), temos

V26 = V- (Vo) :( O v 2t ak)-(6¢ 00 @).

81'12 6x2 0x3 8_1’17 8_1‘27 61'3

Portanto

v — (6% L0, 6%) |

dz?  Ox% 03
Proposicao 1 Propriedades do operador Laplaciano:
1. O Laplaciano é um operador linear
Vi (af(2) + Bg(z) = aV*f(z) + BVZg(2),
onde o e B sao escalares.

2. A regra do produto
V2(fg) = (V2 f)g +2(Vf)(Vg) + f(VZ9).

Proposicao 2 Sejam u e v dois vetores do R™ e W uma funcao escalar em R™, entao
V.W(x—u) = -V, W(x—u).
De fato, aplicando a propriedade de simetria W (x — u) = |z — u

VW(x—u = |z—u
= V(z—u)(z—u)

Va2 — 2ux + u?

(2 — 2uz + u?)z (A.5)
= %(m2 — 2uz+ u?) 2 (—2z+ 2u)
_ u—x
VP 2ur+ @

’ V.V (x—u) = |z— vy
= V- wie—u)
= Va2 —2uzx+ u?
= (22 — 2uz+ ud)? (A.6)
= %(m2 —2ux + uz)_%(Qa:— 2u)
r—u

Va2 — 2uz+ u?
Portanto V W (x— uw) — V W (x — u).

Teorema 2 (Derivada Direcional) Sejam f: Q C R" — R uma funcao de classe C!

definida em um subconjunto Q de R"™, & um ponto interior de Q e v = v(vy,vq,...,0y)
um vetor do R™. Entao

of aof of af

= =V o= == — R

6’0(33) f(x)-v 8%01 + 6@02 +... 4+ E)xnv

1sto € a deriwada direcional de f em relagao a x na dire¢cao v, que pode ser descrita como
o produto interno entre o vetor gradiente V f(z) e o vetor v.
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Teorema 3 (Divergéncia de Gauss) Sejam M, N e R fungoes de trés varidveis xq, xo
e x3 tais que suas derivadas parciais de primeira ordem sao continuas numa bola aberta
B € R®. Seja S uma superficie seccionalmente suave contida em B e Q a regiao em
R3 limitada por B. Se F(x1,x2,x3) = M (21,2, 23)i + N(1, %2, 73)j + R(xy, 0, 23)k €
n = cos ai + cos 3] + cos ok for um vetor normal exterior unitdario de S, entao

ﬂ Fnds = fg{ divFdv.

S



