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Resumo

Neste trabalho classificamos os problemas de bifurcação Z2—equivariantes de corank 1 até
codimensão 3, usando a Formulação por Caminhos. Comparamos a classificação obtida com a
apresentada em [1] segundo as técnicas de Golubitsky e Scheaffer. Mostramos como resultados
com Z,.—simetria podem ser obtidos dos casos sem simetria e que os Derlogs são gerados
livremente.

Como aplicação da teoria Z—equivariante, estudamos um modelo físico que é uma modi­
ficação do problema conhecido por The Elastica que foi proposto por Euler em 1744.

Palavras­chave: Formulação por Caminhos, Problemas de Bifurcação Z2—equivariantes de
corank 1, Derlogs.
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Abstract

In this work we classify corank one Z23—­equivariant bifurcation problems up to codimension
3, using the Path Formulation. We compare the classification obtained to the presented in [1] fol­
lowing Golubitsky and Scheaffer techniques. We also show how the results with Zo—symmetry
are related to the cases without symmetry and get the freeness of the Derlogs.

As an application of the Z27—equivariant theory, we study a physical model that is a modi­
fication of the The Elastica problem considered by Euler in 1744.

Keywords: Path Formulation, Corank 1 Z—equivariant Bifurcation Problems, Derlogs.
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Introdução

Os estudos desenvolvidos neste trabalho baseiam­se nas referências [1] e [22]. O principal
resultado é a classificação dos problemas de bifurcação Z2­equivariantes em uma variável padrão
e um parâmetro de bifurcação usando a Formulação por Caminhos. Esta formulação foi suge­
rida por Golubitsky e Schaeffer em [1], onde eles relacionaram problemas de bifurcação em
uma variável padrão e sem simetria com um caminho através do desdobramento miniversal de
uma cuspóide, no sentido da Teoria das Catástrofes. As técnicas que utilizamos na análise dos
problemas de bifurcação Za­equivariantes baseiam­se fundamentalmente na Teoria de Singula­
ridades aplicada à Teoria de Bifurcação. Problemas desse tipo têm sido motivo de estudo em
várias áreas, como é o caso da Física.

No Capítulo 1 apresentamos alguns conceitos preliminares da Teoria de Singularidades e
Teoria de Bifurcação como é o caso de germes, codimensão, problemas de bifurcação, entre
outros.

O Capítulo 2 é dedicado aos problemas de bifurcação Za­equivariantes. Definimos a Za2­
equivalência, espaços tangentes e determinamos os termos de ordem alta para a resolução do
problema do reconhecimento. Além disso, baseados em [1], finalizamos este capítulo classifi­
cando os problemas Za­equivariantes até codimensão três usando técnicas clássicas da Teoria
de Singularidades, como descreve o Teorema (2.7.1).

O principal capítulo deste trabalho é o Capítulo 3. Apresentamos a Teoria de Formulação
por Caminhos para problemas de bifurcação de corank 1 e propomos a classificação de tais
germes via esta formulação, obtendo resultados equivalentes ao descrito no Capítulo 2. Trata
de uma forma alternativa de classificação mais prática e organizada. Dentro da Teoria da
Formulação por Caminhos, relacionamos como resultados com Za—simetria podem ser obti­
dos daqueles sem simetria. Mostramos, também, que os geradores do derlog algébrico geram
livremente o derlog geométrico.

Finalmente, o Capítulo 4 trata de uma aplicação do estudo da teoria Z2­equivariante a um
problema de natureza física. O problema físico consiste em estudar a envergadura de hastes
compostas por molas compressíveis e conectadas por uma mola torsional sob o efeito de uma
força externa horizontal. Este sistema físico é um modelo modificado do problema denominado
The Elastica que trata da envergadura de uma viga sob a ação de uma força de compressão
estudado por Euler em 1744.

FVY
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 1

Preliminares

1.1 Germes de Aplicações Diferenciáveis
Seja U C R" um aberto contendo a origem e consideramos &Z = (f : U > R| fe CC“).
Em << definimos uma relação ­v da seguinte forma:
Sejam fi,a ELF, ir: UN > Re fa: U7, > R funções de classe C“, com U, e Us abertos

contendo a origem.
Dizemos que f7 — fa se existir um aberto W C R”" contendo a origem, tal que W c Un NU,

e filw = folw. Podemos então, definir o conjunto quociente

&=2ÂA=( fe).
Os

Cada classe de equivalência é chamada germe na origem. Para simplificar, omitimos a classe
de equivalência e denotamos

&=(/:(R4L0)SR).
Definindo naturalmente em é, operações de soma, produto por escalar e produto, segue que

én tem estrutura de álgebra real comutativa.
O conjunto é, é um anel local e

Mn =1f ES S(0)=0)

é o seu ideal maximal.

Quando conveniente, denotamos é, por & e MA, por M,, r=(tr1,..., Tn).

Lema 1.1.1 (Hadamard) Se f € £,, então existem germes a1,d2,...,an em é, tais que

f(x) = a(x)x,1 + aa(t)Xa +... +an(€)Tn,

onde x = (r1,T2,..., Tn).

Demonstração. Ver [1], pág. 58.
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1.22. CODIMENSÃO DE UM IDEAL

Segue do Lema de Hadamard que

Mn =< T1,T29,..., th >,

isto é, 4, é o ideal gerado pelas projeções p; : (R',0) > R, pi(r1,..., tn) =X, i=1...,n
A k­ésima potência de .2£, é dada por

Mi =<1"ºa=(01,...,0))EN" e/la| = k>,
onde 17º = 17º ...xt” elaj=a+...+ar.

Lema 1.1.2 (Nakayama) Sejam JS, /%Z ideais em &, com É finitamente gerado. Então,
IC / se, e somente se, ICI +M/h.

Demonstração. Ver [1], pág. 71. ­

Notações.

(1) Um ideal de &, gerado por a1,a2,...,ax será denotado por

<An,02,...,Ap >g, OU <A, ,A23,...,Ak >.

(11) Um subespaço vetorial real de &, gerado por d1,d2,...,a, será denotado por

R­faa2,...,ax):

1.2 Codimensão de um Ideal

Definição 1.2.1 Um subespaço vetorial Z Cc &, tem codimensão finita se existe um subespaço
vetorial de dimensão finita V C é, tal que | + V = é. Caso contrário, .Z tem codimensão
infinita. Denotamos que .Z tem codimensão finita por cod.$ < co.

Todo ideal Z C é, é também um subespaço vetorial em é».

Proposição 1.2.1 Um ideal Z C é, tem codimensão finita se, e somente se, existir um inteiro
k tal que AF CL.

Demonstração. Ver [1], pág. 73.

Definição 1.2.2 Seja Z C é, um ideal de codimenção finita. O espaço vetorial normal a
é o subespaço vetorial de dimensão finita, denotado por .Z*+, gerado pelos monômios que não
pertencem a Ff.

Proposição 1.2.2 Se 3 Cc &, é um ideal de codimensão finita, então Ig + I+ =,

Demonstração. Ver [1], pág. 83. o

Em geral Z NI+ É (0), pois considerando em & o ideal S =< xº + yº,1y > temos que

IF) =R­A,xt,y,2,yY )eINIS=R (1º+79).
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1.3. PROBLEMAS DE BIFURCAÇÃO

1.3 Problemas de Bifurcação
Seja gq : (Rx R,0) > R. Consideramos a equação diferencial do tipo

t+g9(t,A)=O.

Os pontos de equilíbrio são precisamente as soluções de

g(r,A) =O0.

Uma solução de g é um par (ro, Ao) tal que g(xo, Ao) = O.
Para cada A, seja n(A) o número de x's para o qual o par (x, A) é uma solução de

g9(r, A) = O.

Um ponto (r6, Ao) é de bifurcação se n(A) muda quando À varia em uma vizinhança pe­
quena de Ao. Pelo Teorema da Função Implícita se g7(xo, Ao) É O, então em uma vizinhança
suficientemente pequena de rº temos que g(r,A) = O pode ser resolvida em função de À de
maneira única. Assim sendo, não ocorre bifurcação.

Logo, se (ro, Ao) é um ponto de bifurcação devemos ter

Por translação podemos tomar (x9, Ao) = (0,0).
O conjunto solução de g dado por

S=f(r7,M) E RxXR|g(x,A)=0)

é chamado diagrama de bifurcação de 9.

Exemplo 1.3.1 Consideramos o problema de bifurcação dado por

3g9(r, A) =x" — Ar.

Observe que (x9, Ao) = (0,0) é um ponto de bifurcação, pois numa vizinhança da origem
passamos de uma solução de g(r, A) = O para três soluções. O diagrama de bifurcação de g é
dado por

À

Ar <O is (As DO
+
.

Figura 1.1: Pitchfork
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Capítulo 2

Teoria de Bifurcação Z7»­equivariante

2.1. Caracterização dos Problemas de Bifurcação
Za­Equivariantes

A simetria em nossos problemas é dada pelo grupo Z2 = (—1,1]).
A ação do grupo Z,7 sobre R é dada por

Ep: 4xXxR — R
(Lx) > —r
(1x7) — rx.

O conjunto dos germes Z,7­invariantes com uma variável padrão x e um parâmetro de bi­
furcação À é definido por

62,(42) = ([f : (Rx R,0) — R| f(—x,4) = f(2,2)).

Este conjunto é um anel comutativo com unidade.

Lema 2.1.1 Seja f E & x. Se / é parem x, então f pode ser escrita como um germe nas
variáveis 1º e À, ou seja,

f(x, 35) = p(xº, A).

Demonstração. Ver [1], pág. 248.

Considerando u = 7º, segue do Lema (2.1.1) que

onde &,x» representa o anel dos germes nas variáveis u e À.
Com a notação (2.1), o ideal maximal do anel dos germes invariantes será representado por

Ma,5(Z2), ou simplesmente, Á, x.
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21. CARACTERIZAÇÃO DOS PROBLEMAS DE BIFURCAÇÃO
Z2­EQUIVARIANTES 13

O conjunto dos germes Z,2­equivariantes com uma variável padrão r e um parâmetro de
bifurcação à é definido por

Exr(Z2) =(9: (Rx R,0) — R|g(­x,4) = ­g(x,2)).

Este conjunto é um & x(Z2) —módulo.

Proposição 2.1.1 Sege€ É. x(Zo), então existe um germe suave p(u, À) € & , tal que

g9(x, A) = p(u, A).
Demonstração.

Como 9 E E x(Z2), segue que
g9(—x,A) = —g(x,2).

Tomando x = O, temos que
9(0,4) = —9(0,À),

o que implica que 9(0,4) = O.
Pelo Lema de Hadamard, existe um germe f E é,x tal que

g9(r,A) = fíx,A)r.

Usando novamente o fato de que g(—x,A)= —g(x, À), segue que

—Sf(—rx, A)r = — f(x, A),

ou seja,
f(x, M)1 = f(x, A),

o que implica que para x £ O
f(x, 3) = Sf(1,).

Logo, pelo Lema (2.1.1) existe um germe p(u, 4) € & , tal que

f(7,A) = p(u, A).

Portanto, por (2.2) e (2.3) concluímos que 9(x, 4) = p(u, A) x.

Adotamos a notação

Ex(Zo)=&8 x" fx) (2.4)

O conjunto M, x(Z2) = (g € E, x(Z2) | 9(0,0) = 0) é um & x­submódulo de E. x(Z2)
denotado por Mu, * (Tx).
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2.1. CARACTERIZAÇÃO DOS PROBLEMAS DE BIFURCAÇÃO
Z3­EQUIVARIANTES 14

Lema 2.1.2 Para todo &,,­submódulo É de Êr(Z2) existe um ideal $ Cc E, tal que
=FÊ er Reciprocamente, para todo ideal 37 Cc &»,  Z*(r) define um &,x­submódulo

Demonstração.

Se Z é E,x­submódulo de &,x(Z2), então F C Ex dado por
A =(tre&srlp(uYTE É)

é um ideal em &, x», ou seja,

() OE S;

(ii) Se hi,ha € Z, então hithoaEe É;
(iji) Se fe &xepe Z, então (f.p) Ee f.
De fato.

(1) 0 E Z, pois o germe nulo pertence a LÊ:
(ii) Se p1,p2 € /Z, então pi(u, A)r € Le Dalu, A)xr E Fº, temos

((p1 + pa)(u, A))rx = pa(u, A)>e + pa(u, A)x = (pi(u, À) + pa(u, À))x.

Como LL é um &x­submódulo de E xr(Z2), segue que p1(u, A)x + pa(u, A)r E LÊ.
Portanto, pr +p2 € Z.

(111) Seja / E & x. Sep E 7, então p(u, A)r E Fº temos

Como É é &,x­submódulo de & x(Z2), segue que f(u, A)p(u, A)x E LÊ.
Portanto, f.p€ £.
Como todo germe g E /7 é escrito na forma g(x, A) = p(u, A)r, onde p € & x, temos que

J=/
Reciprocamente, se 7 é um ideal em &, ,», então o conjunto Z + fx) é um &x­submódulo

de &x(Z2), ou seja,

(1) 06 Z + (O);

(ii) Se hi,ha € Z + (x), então hi +ha E É + (x);
(iii) Se fe &xehe 3 (x), então (f.h)e Z/ ­ (x).
De fato.

(1) 0E Z ­ (x), pois0E Z;
(ii) Se h1, ha € Z + (x), então ha(x, A) = m(u, A)x e ha(x, A) = pa(u, A)x, onde p1,p2 E f.
Assim, (h7 + ho)(x, À) = mu, A)x + pa(u, A)r = (pí(u, À) + pa(u, A))x.
Agora, como /Z é um ideal, segue que pi(u, A) +pal(u,A) E Jf.
Logo, (p1(u, À) + po(u, A))r E Z + (x) e, portanto, h +h2 € Z + fx).
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2.1. CARACTERIZAÇÃO DOS PROBLEMAS DE BIFURCAÇÃO
Z.­EQUIVARIANTES

(iii) Seja f E &xehe 3 fx). Então, h(x,A) = p(u,A)x, onde p E FÊ
Assim, (f.h)(x, A) = f(x, M)p(u,A) x.
Usando novamente o fato de que /Z é um ideal em &,,, segue que f(x, A)p(u, À) E FÊ
Logo, f(x, A)p(u, A)r E Z + (x) e, portanto, f.he Z + (x).

Usando o Lema (2.1.2) podemos reescrever os seguintes resultados e definições.
(i) Se  =< a1,02,...,a, > é um ideal finitamente gerado em Éu,x E Se

A =<01,09,...,0f> fx),

então dizemos que À é gerado por a1(u, A)X, as(u, A)X, ..., ax(u, A)X.
(ii) Se FS e ra são &,x­submódulos de &,x(Z2), então o conjunto de todas as somas de

e É é também um &,x­submódulo de Ê(42), denotado por
I+ÍI=(I+Z): (x)

(ii) Se existir um subespaço vetorial k­dimensional V de &É x(Z2) tal que

então dizemos que Pá tem codimensão &, ou seja, coa F = k. Usando o Lema (2.1.2), temos
que

codLF=cod£,
onde a codimensão de cod Z é calculada em & x.

Proposição 2.1.2

(1) Se FÉ =< Di. Dk>"(x) é &,xr­submódulo de E. x(Zo) e Se Pk = MPL +... HAko1Dk1
com a; E 64,1, então FZ =< pn ...,Pk1>*Íx).

(11) Se JF =< Pi... Pk >"(x) é um &x­submódulo em & x (Z2) e se
k

qu = DESA i=l,.
j=1

onde a;; E€ 6,7 é a matriz (a;;(0,0))r.xx é invertível em &,x, então JF =< q... 0h >" Íx).
(iii) Sejam Fe ÉEu,x­submódulos de Ê2(Z2), com SI finitamente gerado. Então, IC É

se, e somente se, FC É+ AM,LÊ.
(iv) Um &x­submódulo É de E. xr(Z2) tem codimensão finita se, e somente se, existir um

inteiro k tal que AF, + (x) C Z.
Demonstração. Este resultado segue do Lema (2.1.2) juntamente com os correspondentes

resultados para ideais apresentados em [1]. =
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2.2. Z9­EQUIVALÊNCIA

2.2 Zr­Equivalência

Dentro do estudo de problemas de bifurcação, queremos analisar quando dois germes gq e h
Za­equivariantes são Za­equivalentes.

Sejam g, h € &€, x(Z2) dois problemas de bifurcação.
Dizemos que h é Z2­equivalente a g, denotado por h ­— g, se

h(x,A) = S(z, A)9(X(2,2), AQ),

onde 5 € & (Za), X E E, x(Za) e À E & satisfazendo
S : (RxRO0) — R, S(0,0)>O,

X : (RxRO0) — R X(0,0)=0, X,.(0,0)>O,

A : (RO) — R, A(0)=0, N'(0)>O.

Seja DP : RN — Rº, S(rt,))=(X(t,1,A(1)) O par (SS) é chamado Z7­
equivalência e é denotado por é = (S, D), ou simplesmente, é = (S, X, A). A Za—equivalência
é uma versão A—parametrizada com simetria do grupo Z2 da Equivalência de Contato definida
por Mather em 1968 ([26]).

Quando, A(A) = A, dizemos que h e g são Z2­fortemente equivalentes e denotamos h vs 9.
O conjunto das Z2­equivalências (S, D) tem a estrutura de grupo com a operação

Denotamos por Kx(Z2) o grupo das Z7­equivalências (S, D) com a operação de composição
definida em (2.5) e o conjunto das Z,­equivalências fortes por KÍ(Za).

Um subgrupo UK) (Z2) de Ky(Z2) é unipotente se é formado por Z,2­equivalências (S, D)
tais que

S(0,0) =1, X,(0,0) =1e A'(0) = 1.
Neste caso, a terna (S, X, A) é chamada de Z,3­equivalência unipotente.

2.3 Zr­Espaços Tangentes
Nesta seção, primeiramente definimos o espaço tangente restrito a um germe g Z32­

equivariante, denotado por RTKÍ (g, Z2), através da ação de uma Za­equivalência forte e, pos­
teriormente, determinamos o espaço tangente unipotente restrito, denotado RTUKÍ(g, Z2).
Determinamos, também, o espaço tangente estendido, denotado T.Kx(g, Za), fundamental para
o cálculo da Za­codimensão e do Z2a­desdobramento miniversal de 9.

Consideramos 9g € E. x(Za) e uma família a um parâmetro 4, G : (RX RxR0) — R,
G = G(r, A,t), de germes Z2­fortemente equivalentes à g, ou seja,

G(x, A,t) = S(x, A, 0)g(X(1,A,t), A), (2.6)
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2.3. Z9­ESPAÇOS TANGENTES

X(r,1,0)

X(—x,8,t)

Sr, 1,0)

S(=Xx, A, É)

A família G é Z2­equivariante pois

G(—x,2,t) S(=x, A, t)9(X(—x, 1,8), à)

S(x, A, )g(—X(x, 2,1), A)

—S(r, A, )g(X(x,A,t), A)

—G(x,A,t).

Um elemento de RTKÍ(g, Za) é dado por
oG
aÀ, t)|t=0­

Ds x ; os
oG

Para simplificar a notação das derivadas parciais denotamos En A, t) por Gri(r, A, 4), etc.
Dessa forma,

oG
En A, t)lt=9 = Gr(r, 4,0) = Si(r, A, 0)ga(X(x, 3,0), A) + gr(X(x, 4,0), A)Xsi(x, 4,0).

Logo, usando as condições (2.7) e (2.9), temos que

Como 9g € E. x(Z2), segue pelo Corolário (2.1.1) que existe um germe p € &,,x tal que
g9(r, A) = p(u, A)x. (2.12)

Analogamente, como as condições (2.7) e (2.9) são válidas temos que existem germes
a,b E Ex tais que

St(r,1,0) = a(u,), (2.13)

Xi(x, A,0) b(u, A)x. (2.14)
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Substituindo (2.12), (2.13) e (2.14) em (2.11) temos que

Gr(r, 1,0) = a(u, A)p(u, A)x + b(u, A)r(p(u, À) + 2upí(u, À)).

Dessa forma, o Z2­Espaço Tangente Restrito é um é&,a­submódulo de E, x(Zo) gerado pelos
elementos

p(u, A)x, (p(u, À) + 2upu(u, A))X,
ou equivalentemente, RTKÍ (g, Za) é gerado por

9, 9x

RTKÍ(9,Z2) =< p, UPu >a,, * (0): (2.16)

O Z2­Espaço Tangente Restrito Unipotente associado a uki (Z2) é dado por

RTUKÍ(g, Za) = (Ma. xRTKÍ(9,Z2)): (x). (217)
Para finalizarmos, o caso onde há a presença do difeomorfismo A, a família H a um

parâmetro t de germes Z,2­equivalentes a g é dada por

Hr, A,t) = S(t, A, t)9(X(x7,1,1), A(A,t)), (2.18)

X(1,1,0) = (2.19)

X(­x, A, t) (2.20)

S(1,1,0) = (2.21)

S(—=x, At) (2.22)

A(A, O) : (2.23)

A família H é Za­equivariante pois

H(—x,A,t) S(=x, A, t)9g(X(—x, A,t), A(A,£))

S(x, A, t)g(—X(x, 1,1), A(A,1))

—S(x, A, t)g(X(x, A,1), A(A,t))

—H(r,A,t).

Um elemento de T.Kx(g, Z2) é dado por
oH
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2.3. Z9­ESPAÇOS TANGENTES

Dessa forma,

(a, X,DI=o = Si(r1,A,0)g(X(x,3,0),A(A,0)) + gz(X(x, 4,0), A(A,0))Xt(x, A, O)
+ gr(X(x,5,0), A(4,0))A&(A,0).

Logo, usando as condições (2.19), (2.21) e (2.23) temos que

Hi(r, 1,0) = Si(1, A, 0)g(x, À) + gz(x, A) X:(x, A, O) + ga(x, AJA(A, O). (2.24)

Como gq € E. x(Z2), segue pelo Corolário (2.1.1) que existe um germe p € &,x tal que
g9(2, A) = p(u, A)x. (2.25)

Analogamente, como as condições (2.19) e (2.21) são válidas, temos que existem germes
a,be E, ecEed tais que

St(x, 1,0) alu, À), (2.26)

Xi(x,3,0) (2.27)

Ax(4,0) : (2.28)

Substituindo (2.25), (2.26), (2.27) e (2.28) em (2.24) temos que

Hi(r1, 1,0) = aíu, A)p(u, A)x + b(u, A)r(p(u, À) + 2upí(U, À)) + c(A)pa(u, A).

Dessa forma, o Z2­Espaço Tangente Estendido é gerado pelos elementos

p(u, A)x, (p(u, À) + 2upí(u, A))x, pa(u, À),

ou equivalentemente, TeK x(g, Z2) é gerado por

9, LT9Gx, TGx

TeKax(9, Za) =< Pp, UPy PE º (x)+ <P/i>A' (x):
Logo, concluímos que

TeKka(9, Za) = RTKÍ(9, Za)+ <p, >a * (x).
O Z,­espaço tangente estendido tem estrutura de módulo sobre o sistema de anéis

(Ex, é):
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2.3. Z9­ESPAÇOS TANGENTES

O espaço normal a q é definido por
=

Ex, n(Z:

A Za2­codimensão de g, denotada por codz,g, é a dimensão do espaço normal de gq como
espaço vetorial real, isto é,

—

Ex,» (Za)
codz,g 1MR (9, 2) MR Tekx(9, Za)

Lema 2.3.1 Se RTKÍ(g + tp, Zo) = RTKÍ(g, Za) é válido para todo t próximo de 0, então
existem coeficientes a, b tais que

pP(x, A) = a(x, A, t))H(x1, A,t) + b(x, A, OD)Ha(X, A, É), (2.31)

H(x,A,t) 9(7, A) +tp(x,X), (2.32)

b(0,0,t) 0, (2.33)

a(—rx, A, t) a(x, A, t), (2.34)

b(—x, A, t) —b(x, A, t). (2.35)

Demonstração.

Suponhamos que RTKÍ(g+tp, Za) = RTK(g, Z2) é válido para t = to próximo de O, to £ O.
Então, cada gerador de RTKÍ (g +top, Za) é escrito como uma combinação linear dos geradores
de RTKÍ(g9, Za). Por (2.15) sabemos que RTKÍ(g, Za) é gerado por 9, 9x.

Logo, os geradores de RTKÍ (g + top, Z2) são dados por g + top, r(g + top)z.
Assim sendo, existem germes A;, B; € & x com 1 = 1,2 tais que

g9+tp = Aig+ Big,
TGx + toxDz A2zg + Baxgrx.

Rearranjando os termos no sistema acima, obtemos

g+tp = Ag+ Big, top = (Ag—­9)+ Big:
Tg: +torp = Azg+ Baxg, torpr = Asg+(Bargx— Tx)

top = (A—1)g9+ Big:
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Reescrevendo matricialmente o sistema acima, segue que

(Ar —1) B,
to PS Eda Bl (25)
to to

9Q | dg ) ;
onde Q é uma matriz 2 x 2 cujas entradas são germes suaves em é.

Para todo germe Ah, introduzimos a notação v(h) para o vetor coluna

= (2):
Com a notação (2.37), reescrevemos a igualdade (2.36) da seguinte forma

v(p) = Qu(g).

Fazendo H = g + tp, temos que

v(H)

Substituindo (2.39) em (2.38), temos

v(p)

o que implica que
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Logo,

[[+tQlu(p) = Qv(H). (2.41)

Observe que (2.41) é um sistema de equações C* na variável t.
Como IT é uma matriz invertível, segue que I + tQ também é uma matriz invertível para

todo t suficientemente pequeno. Além disso, (1 +tQ)"'! é uma matriz 2 x 2 cujas entradas são
germes em é&xt.

Assim sendo, multiplicando ambos os lados da igualdade (2.41) por (7 + tQ)!, seque que

v(p) = (I+1tQ) 'Qv(H). (2.42)

Note que a equação (2.42) pode ser reescrita da seguinte forma

víp)ax1i = Uaxav (H)2x1,
onde Uzx2 = (I +tQ)'Q.

Tomando

1

H) Uax2 = ( a ã ) com a,0a1,0, 8 = ut v(H) = ( x1H, ) temos que
(&)­(2A)()

aH + bxH,
1H + OixH, )'

Assim, considerando a primeira componente da igualdade acima, obtemos

p= aH + bxH,.

Agora, tomando a = a e b = 6x, onde a, À E é&,x,1, concluímos que

p=aH +bl,,

satisfazendo b(0,0,t) = 0, a(—x, A,t) = a(r, A,t) e b(—x, A,t) = —b(x, A, 4). E

Teorema 2.3.1 Sejam g,p € &E x(Z2) germes tais que RTKÍ(g + tp, Zo) = RTKÍ(9,Z2) é
válido para todo t próximo de 0. Então, g + tp é Zo—fortemente equivalente a q para todo t
suficientemente próximo de 0.

Demonstração.

Pelo Lema (2.3.1), temos que

D(x, A) = a(x, A, t))H(x1, A,t) + b(x, A, t) Ha(t, A, 1),
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H(r, 2,1) g9(x, A) + tp(t, À), (2.44)

b(0,0,t) = O, (2.45)

a(—x, A, t) a(r, A, t), (2.46)

b(—x,A,t) = —b(x,A,t). (2.47)

Consequentemente esta relação é válida em alguma vizinhança de (0,0,0) no espaço x, A, t.
Assim, escolhemos intervalos K, L, M tais que a igualdade (2.43) é válida em K x Lx M.
Queremos provar que H(., .,t) é Z37­fortemente equivalente a g para cada t suficientemente

próximo de O. Especificamente, construímos aplicações X = X(r,A,t) e S = S(x,A,t) de
classe C* em t e satisfazendo

(a) S(x,A,t)H(x,X,t) =9(z,);

(b) X(0,0,t)=0, X(1,1,0) =;

(c) S(x,2,0) =1;

(d) S(Cr,Nt)=S(t,Xt);

(e) X(Cr,A,8)=­X(r,X,1). (2.48)

As funções X e S são encontradas resolvendo as equações diferenciais ordinárias abaixo:

(i) (x, X,1) = —b(X(r,A,t), A, É);
(11) X(t,1,0)=

(il) O (r,3,1) = —a(X(x,A,t),A, t)S(T, A, 1);
(iv) S(r,1,0)= 1,

onde a e b são coeficientes enunciados no Lema (2.3.1).
Temos que

e S(x,9,0H(X(1,11),1,0] = Sr, A HH(X(2,4,80,,8)
dt

+ S(rt,A,t)H.(X(x,3,1), A,)Xi(T, A, É).
(2.51)
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O lado direito de (2.51) simplifica­se consideravelmente tomando H = g + tp e usando o
fato de que X e S são soluções de (2.49) e (2.50), ou seja,

ls, a DH(X(2,1,9),,9) a, D(a(X(2, 3,1), A, OH(X(x,1,0,3,)
­ IHA(X(x, 2,1), AD)
+ (2.52)

Considerando y = X (rx, A,t), obtemos

ls,ADHD] = S(e,3,0la(y, 3,08 4,30) by, 3, H2(4,X,0 + p(4, 9).
Segue por (2.43) que p(r, A) = a(r, A,t)H(x, A,t) + b(x, A, t)Hr.(x,A,t) e, portanto, o lado

esquerdo da igualdade acima é identicamente nula.
Consequentemente,

d
LS A, DA(X(2,2,8), 1,8] =0,

o que implica que S(r,A,t)H(X(r,XA,t), A,t) não depende de t.
Logo, tomando t=0, temos que

S(1, A,H(X(x7,A,1),A,t) = S(z,1,0)H(X(x7,4,0),3,0)

= 1.H(X(x7,1,0),1,0)

Híx,2,0)

= g(t,À).

Note que na segunda igualdade consideramos S(r,A,0) = 1, na terceira X(x1,A,0) = re
finalmente na quarta igualdade utilizamos H = g + tp.

Logo, concluímos que S(r, A,t)H(X(x,A,t), A,t) = g(r, À) ocorre se X e S satisfazem res­
pectivamente (2.49) e (2.50).

Afirmamos que as condições

(a) X(0,0,8) =O;

(6) X(t7,A,t) =;

(c) S(r1,1,0) =;

também ocorrem se X e S satisfazem (2.49) e (2.50).
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De fato.

(a) Pelo Lema (2.3.1), temos que b(0,0,t) = 0. Logo, X(0,0,t) = O é uma solução para a
equação diferencial ordinária (2.49) pois X;(0,0,t) = O = b(0,0,t) = b(X(0,0,t),O,t).

Dessa forma, pelo Teorema de Existência e Unicidade X(0,0,t) = O.

(b) e (c) seguem diretamente das condições iniciais das equações.

(d) Seja T(xr, A,t) = S(—x, A,t). Então,

—a(X(—x, 1,8), A,t)S(—x, A, £)

—a(X(xr,A,t), A, 1) S(x, A, t)).

Além disso, T(r, 4,0) = S(—x,A,0) =1.
Assim sendo, temos que T é uma solução de (2.50).
Logo, pelo Teorema de Existencia e Unicidade T'(r, A,t) = S(x, A,t) e, portanto,

S(=x,A,t) = S(r, 1,1).

(e) Seja Y(x, A,t) = =X(—x, A,t). Então,

Nlz,3,t) = =X (=r,A,t)
(N(X(=x,X,t), At)

b(Y (x, 1,1), A,1))

—b(Y(x,A,1), A,É)).
Além disso, Y (17, 1,0) = —­X(—rx,1,0) =x.
Assim sendo, temos que Y é uma solução de (2.49).
Logo, pelo Teorema de Existencia e Unicidade Y (xr, A,t) = X(x,A,t) e, portanto,

X(—x,A,t) = —=X(x, 0,1).

Para terminarmos a prova, falta mostrarmos que as equações diferenciais ordinárias (2.49)
e (2.50) têm soluções sobre K x L x M.

Observamos acima que X(0,0,t) = O é uma solução de (2.49) para todo t E R e, portanto,
em particular para todo t E M C R. Pelo Teorema de Existência e Unicidade de sistemas

de equações diferenciais ordinárias, temos que existem intervalos K, L contendo a origem e X
definido em K x L x M resolvendo (2.49).

Uma vez definido X, (2.50) é uma equação diferencial ordinária linear e como tal tem
solução para todo t. E
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Teorema 2.3.2 Sejam g,p € E x(Z2) germes tais que

RTKÍ(9 + tp, Za) = RTKÍ(g, Zo),
para todo t € [0,1].

Então, g + tp é fortemente equivalente a g para todo t € [0,1].

Demonstração.

Definimos em [0,1] a seguinte relação de equivalência ­v:

ti mta => 9+hprsg+tap, t,ta E[O,1).
Assim, temos que

0,1BJ = (:t e [0,1]).
Afirmação. As classes de equivalência de t em [0,1] são abertas.
De fato.

Mostrar que as classes de equivalência dos t's são abertas significa que dado to E [0,1] existe
uma vizinhança de to tal que para todo t nesta vizinhança g + tp vs g + top.

Seja h = q + top, to E [0,1].
Logo, para todo s suficientemente próximo de O, segue que

RTKÍ(h+sp,Z2) = RTKÍ((g+top)+ sp, Za)

RTKÍ(g+ (to + s)p, Za)

RTKÍ(9, Z2)

RTKÍ(g+ tp, Za)

= RTKÍ(h,Z2).

Note que na primeira igualdade usamos que h = g + top, e na terceira utilizamos que
RTKÍ(9+ tp, Z2) = RTKÍ(9, Za).

Assim, h + sp é fortemente equivalente a h para todo s próximo de O.
Logo, segue que

9+ (to+s) "vs g+topn,
para todo to E [0,1] e s suficientemente próximo de 0.

Então, fazendo t = to + s segue que 9 + tp; g+ to para t próximo de to.
Logo, as classes de equivalência dos t's em [0,1] são abertas e, portanto, a afirmação está

demonstrada.

Assim sendo, segue do fato de [0,1] ser conexo que existe exatamente uma classe de
equivalência.

Portanto, supondo [t1]] a única classe aberta existente, temos para todo t E [t1],
9 +tprv;g+tip. Em particular, para t7 = O, que g +tp—;s og, VtE[0,1]. o
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2.4 Submódulos Intrínsicos

Um &, x.­submódulo É C E. x(Z2) é intrínsico se v(g) E É para todo g E É e para toda
Z2­equivalência forte é = (S, X, 1x), ou equivalentemente, se para todos 9,h € &x(Z2) tais
que ge Z ehnçsg,entãohe É.
Proposição 2.4.1 Sejam SJ, É C E, x(Z2) óu,x­Submódulos intrínsicos. Os seguintes &, x­
submódulos de &x(Z2)

() I+L,
(i) SN É;
são intrínsicos.

Demonstração.

(i) Seja é uma Za­equivalência forte. Se h € IJ + Ps então h = f + 9, onde f E Je
IgE.

Assim,
(h) = S(x, A)R(X(x,XA),A)

= S(r, M(f +9)(X(x,4),)

S(x, A)F(X(x, 2), A) + S(x, A)I(X(x, A), A)

= e(f)+o(g).

Agora, como $ e Ad são intrínsicos, temos que v(f) e S e (9) € LÊ.
Logo, p(h) E I + Z e, portanto, I + Z é intrínsico.

(ii) Seja é uma, Za­equivalência forte. Se h E In, então he I,hE L.
Agora, como S, É são intrínsicos, segue que y(h) E SI, (h) € LÊ
Logo, Á(h) E TN É e, portanto, É N É é intrínsico.

Proposição 2.4.2 Sejam LÊ um submódulo intrínsico de codimensão finita em E, (Za) e
p(u, à) = Yy aa(u, A)UPAY,

a=(01,02)

Então, p(u, A)r € É se, e somente se, para cada a tal que a, £ 0, o monômio ut Aººx E 2
Demonstração. Ver [1], pág. 254. H

A proposição seguinte caracteriza os é,»­submódulos intrínsicos de codimensão finita. Esse
resultado é semelhante ao resultado feito para o contexto não simétrico.
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Proposição 2.4.3 Seja LÊ um é&,x­submódulo de E, x(Z2) de codimensão finita. Então, É
é intrínsico se, e somente se,

É = <uXNLL UPA OO o (a), (2.53)

oO=hl<hLk<:<ll e kh>k >­­>k =O0. (2.54)

Demonstração.

Seja g(x,A) = r(u, A)r pertencente a &,x(Z2). Aplicando a Z,a­equivalência forte & a 9,
temos que

(9) = S(x, A)9(X(x,2), A). (2.55)

Podemos escrever S(x, A) = a(u, A) e X(x, A) = b(u, A)x, onde a(0,0) > O, b(0,0) > O.
Dessa forma,

(9) = S(x7,A)I9(X(2,4),A)
a(u, A)ga(b(u, A)x, À)

a(u, A)r((b(u, A)>x)2, A)b(u, A)x

a(u, A)r(b2(u, A)E2, A)b(uU, A)

a(u, A)r(b2(u, A)u, A)b(u, A)

a(u, A)r(U, A)b(u, A),
onde U = Xº(x, A) = bº(u, A)u.

Em particular, o submódulo < utX! > ­ (x) é intrínsico em &,x(Z2), pois utA'r é levado
pela Za­equivalência forte 1 em

o(utNX) = alu, A)(bº(u, A)u)FA'b(u, A)x

au, A) (bE(u, A)UF A!b(U, A)X

a(u, )bEFI(Y, M)Jut Ao,
que pertence à <utA' > ­ fx).

Como a soma de &,»­submódulos intrínsicos é um submódulo intrínsico, segue que
JF =< uti ah, utsals > fr) é um submódulo intrínsico de E, x(Z2).

A recíproca desse resultado segue da Proposição (2.4.2), que afirma que todo &,»­submódulo
intrínsico de codimensão finita é escrito na forma Z =<utXi,..., uttals > (x).

As desigualdades em (2.54) são para evitar redundância entre os geradores de É. Por
exemplo, se tivermos dois geradores ut!Ai x e ut Alºx, onde ka > k, e l2 > 1, podemos usar o
item (ii) da proposição (2.1.2) para simplificar o gerador utºXPrx.
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2.5. TERMOS DE ORDEM ALTA

Justificamos a igualdade k, = O.
Seja Z =< ut Ni,  utbals > (1), onde k; > O para todo 1 <1i < s. Então, para cada

inteiro positivo k, Mix é f.
Logo, Aj, * fx) é É para todo k > O e, portanto, segue pelo item (iv) da Proposição

(2.1.2) que a codimensão de ra é infinita. Isto é uma contradição, já que por hipótese É tem
codimensão finita.

Portanto, concluímos que k, = O.
A igualdade /, = O verifica­se analogamente. ­

Definição 2.4.1 Seja V C E. x(Z2) um subespaço vetorial. A parte intrínsica de V é dada
por

ItrV = X> ( submódulos intrínsicos de & x(Z2) contidos em V ).

Podemos também caracterizar ItrV como sendo o maior &,x­»­submódulo intrínsico de
é7,x(Z2) contido em V.

Em termos da representação de submódulos que estamos utilizando, temos que

ItrÉ =(Itr9) ­ (x),
onde Itr Z é determinado em é&, x.

2.5 Termos de Ordem Alta

Seja h E E x(Z2) um problema de bifurcação. O germe p € & x(Z2) é de ordem alta com
relação a h se g + p é Za­fortemente equivalente a h, para todo g Z2­fortemente equivalente a
h, isto é,

P(h,Z29) = (pe EX(Zo)|gtpsh,Vgwshk.
O Problema do Reconhecimento para g significa caracterizar explicitamente os problemas

de bifurcação que são Z2­fortemente equivalentes a h. Por definição, os germes p não fazem
parte da solução do Problema do Reconhecimento.

Os termos de ordem alta também podem ser definidos pela seguinte condição: p € P(h, Z2)
se para cada g uv; h, e para todo t E R, então RTKÍ(g + tp, Za) = RTKÍ(g, Za).

Segue do Teorema (2.3.1) que se p € P(h, Z2) e se g é Za­fortemente equivalente a h, então
g+pé Zrfortemente equivalente a g.

Proposição 2.5.1 P(h, 22) é um &x­submódulo intrínsico de E.x(Z2).
Demonstração. Ver [2], pág. 205.

Teorema 2.5.1 Seja h € Ex(Za) tal que h tem Za­codimensão finita. Então,

Itr[RTUKÍ(h, Z2)) C P(h,Z2).

Demonstração. Ver [4], pág. 108.
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2.6 Teoria dos Desdobramentos Z,­equivariantes
Seja g € E, x(Z2) um problema de bifurcação. A aplicação G : RXRxRFE > Réum

Z2­desdobramento com k­parâmetros a = (a1,...,ax) se

G(r,1,0) = g9(x1,À),
G(­r7,4,a) = —G(r,A,0).

Definição 2.6.1

(i) Sejam G(x, A, a) um Za­desdobramento com [­parâmetros e H(x, A, 8) com k­parâmetros
de g E 6z,(Z2). O desdobramento H fatora­se através de G se

S(x,3,0)

S(­x,X,6)

X(x,X,0)

X(—x,,6)

A(4,0)

A(b)

A(O)

(11) Um Za­desdobramento G de g é um Za­desdobramento versal se todo Za­desdobramento
H de g fatora­se através de G.

(iii) Um Z2­desdobramento versal G de g é miniversal se G depende de um número mínimo
de parâmetros. Este número mínimo de parâmetros é a Z2a­codimensão estendida de g que
definimos anteriormente.

Teorema 2.6.1 Sejam g E E. x(Za) e G um Za­desdobramento com k­parâmetros de g. Então,
G é um Za­desdobramento versal de gq se, e somente se,

Es(Z2) = TeKkx(9,Zo)HR: (Ga... Car). (2.59)

Demonstração. Ver [1], pág 259. 5
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Corolário 2.6.1 Sejam g € E, 5(Z2) eWC E, x(Za) um subespaço vetorial tal que
E.x(Z2) = TeK (9, Z2) PDW.

Se (pi(t, A), ..., Px(T, À)) uma base para W, então

k

G(x,1,0) = 9(t, A) + 3 aipi(x, 3)
i=1

é um Za­desdobramento miniversal de 9.

Demonstração. Segue diretamente do Teorema (2.6.1). 1

2.7 Classificação dos Problemas de Bifurcação 7Z,­
equivariantes

O Teorema (2.7.1) a seguir resolve o problema do reconhecimento para os problemas de
bifurcação Z3­equivariantes em uma variável padrão e um parâmetro de bifurcação de codi­
mensão menor ou igual a três. O Problema do Reconhecimento estabelece quando um germe
9g€ Ê2(Z2) é Z2­fortemente equivalente à uma forma normal dada. Resolver este problema
significa explicitar um número finito de igualdades e desigualdades polinomiais a serem satis­
feitas pelos coeficientes de Taylor dos elementos da classe das Z2­equivalências fortes. Esta
classificação encontra­se em [1], pág. 263.

No Teorema a seguir, todas as derivadas são calculadas na origem e como todo
submódulo de &,2(Z2) é da forma Z + (x) realizamos os cálculos apenas com SI.

Os coeficientes e;, 0;, 1 = 1,...,4 e o são os sinais das respectivas derivadas listadas na
tabela (2.1).

Teorema 2.7.1 (Teorema de Classificação) Seja 9(x,A) = p(u, A): E E.x(Z2) um pro­
blema de bifurcação. Se codz,g < 3, então g é Z2­fortemente equivalente a uma das formas
normais dadas na tabela (2.1) se, e somente se, g satisfaz as respectivas condições de definição.
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| Formas Normais |

eau +64),

equi + 20 Au + 632º),e3u? + 20 Au + d2Xº)x.

Do
do

DD
DD

MD
LD

DD
D

D
D

e
S

a
C

a,
a
,

a
C

a
a

O
>

>—

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

Condições Ô2 Ô3 da Termos

de Definição Desd.

Pus Px É 0
pr =0

PusPra É O
Pu = 0

Puus PA É 0
Pa, Pa = 0

Pur Para É O
Pur Puuu É O
Puus PXA É 0

Px Par) Para = O
PrraasPu É O

Pu, Puus Puuu = O
Px) Puuuu É O

—
— udPusPa =O ME Aeon

Par Puus

PuuPar — FA É O
Du Px)

PuuPXa — pda =0
Puss Pass Pass É O

PusPa Pas = O PrX PANA

Puxs Puus Passa É O

PusPuu,Pa = O
Pur: Puuu, Pra É O

Tabela 2.1: Teorema de Classificação
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Demonstração.

Seja g(r,A) = p(u,A)r um problema de bifurcação Z2­equivariante. Para encontrar um
germe f Z7­fortemente equivalente a g tomamos uma Z2­equivalência forte genérica

f=590(X,1h).
Podemos fazer isto em duas etapas:

rá =59º (X, 2h)
e, em seguida, multiplicar pelo germe 5S, ou seja,

f=S ff.

Assim, de (2.60), segue que
f'(x, à) = p'(u, MT,

p'(u, A) = p(aº(u, A)u, A)alu, À).
Para facilitar as nossa contas escrevemos

p=,

onde

b(u, A) = p(aº(u, A)u, À).
Fazendo o desenvolvimento de Taylor até a quarta ordem de p' em torno da origem e

igualando ao desenvolvimento de Taylor de Pa, obtemos

em=o

e p= Pu

Px = Pardo;

Phu = 6PuaÇAu + AQPuus

Pla = Prtu + 3puagax + ASPuxs

Pxx = 2Px9x + Pxxdo;

Du = IOGA + 150,0ÍPuu + 18Pp.0ça? + adDPuuu;

Plus = Prtuu + 6DuAadAux + GAuAagDPusr + 12a,PuaÇa, + 5AxAÓPuu + AÔPuuls
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Puxa = 2PX%us + SPuAGAXA + Pardu + CAxAdPusx + OPuAÇAS + ALDUXAS

Pias = 3Px9xa + 3PXXAN + PXXÃAOS

Puuuu = 28060uDuuu + T209PuAuAuu + 12D,0SAuuu + 30adavuDuu + 120a8a2 pu, + AdDPuuuu
+ 24p, aê;

DPiuus = 9AauuAPur + Pxrluuu + IPuAGAuus + 180auuPuAÇAx + 60a,adaxrPuu + Taxa Duuu +

Pluxrs = 6PuAadauxa +Pxrrdtuu + 2PxAuuk + AÍPuusA + 6a, aéPurs + 240au)PuAça] + 240,09 Pux +
120, xPuaçay + 120,x,06Puxr + SAx3XAÍPuu + 120,DuaS + 20adaiPuu + 10Ax,AdPuus

Puxxa = Pix + IaxaóPuxa + 6Puas + 1809atpus + 180, PuAçAxrs + IAÍPuxAaa + BPUAFANNA +
Puxrss0ô + 3PxxAusx + BPXAUAN;

Piaxa = ParssCo + IPatxraa + OPxxAxa + ÍDANMAA:

Assim, para obtermos o resultado final f(x, A) = p"(u, A)x, resta­nos multiplicar a expressão
F'(x, A) = p'(u, A)r por S(t, A) = s(u, À), onde s E & x, ou seja,

f(x,A) = S(x, A) f'(x1, 2) = s(u, A)D'(u, A)x.

Logo, f(x, A) = p"(u, A)x, onde

p'(u, A) = s(u, A)P'(u, À). (2.61)

Podemos escrever o desenvolvimento de Taylor de s do seguinte modo
1 1

Ss = s+sutsa+ 5 (Sun? + 28,1UA + Ss Aº) + G (Sunut? + 3suuxU?A + 3sxaUAT+
1

+ Sado) + ga (Suit + 4SquuaU?À + OSuuaaUA + AdSsuaaaUdo + Saad) +:
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Novamente, fazendo o desenvolvimento de Taylor até a quarta ordem em torno da origem,
em ambos os membros da expressão (2.61), obtemos

enm=o;

p"u=soP

p"A = sop';

Piu = SoPuu + 28uD'U;

Puxa = SXPu + SuPx + SoPuxs

Pxx = 28xPx + SoPys

Puuu = BSuPuu + 3SuuPy + SoDPuuus

Plus = SaDPuu + 2SuD'UA + 28uaDy, + SuuDx + SoDPlyxi
Puxa = 2SxPua + SuPra + SaaDu + 2SuaDY + SoPuxas

PXxa = 3SxPra + 3SxaDx + SoPYxxi

Duuuu = SoDuuuu F ISuPyuu + SSuuDyu + ISuuuPys

Puuux = SoPuuuxa T SSuxDPuu T SSuuDyxr T SaDuuu PF SSuDuux T SSuuxDu + SuuuDy

Puuxa = SxaDPuu PF ISuaPLAXUA ++ SuuPxa + 2SuxmaDu T 2SuuxPa + SoPuusa PT 2SXDuua T 2SuPuxxs

Puxaa = Sa3aDu + ISuxaDa + SSxaDPux + ISuaDaa T ISXPuxa T SuPixa T SODPuxXNN

Pira = IsxPixa + EsaDra + IS1xaaDa + S0PXXxa"

Agora, substituindo os valores dos p's nas expressões acima ficamos com

p=;

Pu = SoPuad;

PX = SoPxAo;

Plu = so(6puadAau + APuu) + 25uPuAS;

Pux = SxPuaô + SuPxao + So(Pxau + 3puaçga: + agPux);

Pxx = 28xDx0o + so(2pxax + PxrrAo);

Pl = 3su(6puada, + abpuu) + 3SuuPuCê + So(IPuadAuu + 15AuAGPuu + 18Pp.0aÇa? + adPuuu);

Puxa = S(6puaga, + adPuu) + 28u (Patu + 3PuAGAN, + AÍDux) + 2SunDuAI + SuuPxrAo + So (Pr Aun +
6puagaux + CauagPur + 12a,PuAÇAx + SAxAdDPuu + ADuux);

Pla = 281(Dxau + 3PuAgAN + AdPux) + Su(2PxA2 + Dxrxo) + SxxPuCS + 2SuxrDrAo + So(2VxAus +
3PuASANA + Prrtu + 6axaêpus + 6puaçar + adpuxs);

Pisa = 3s1(2px0x + Prxão) + 3sxx0x0o + So(3Pxtxrsa + Para + PrXxão);
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e Pluuu = So(28abauDuuu + T200PuAuAuu + 120D.0GAuuu + 30AdAuuDuu + 1200a8a?pu + agDPuuuu +
24p.ai) + 4s,(9Puadauu + l15a,0dPuu + 18p.0aÇaà + AdPuuu) + OSuu(6Puaga, + aOºpuu) +
4SyuuPuAos

DPiuus = so (9auuADPus + DxrAuuu + IPuLAGAuus + 18a,uPuAçAx + 60a,adaxpPuu + TaxaÓPuuu +
AÍPuuus + 150,x%Puu + 18a9a?tDPux + 18p.0a2ax + 150a,0ÍDuus + 36AuxPuloAu) + 35ux (6puagau, +

3Su (Patuu + EPuAGAus + CAVAGPus + 12a,PuCÇAx + SAXAGPuu + AQPunsx) FSSuuxPuAo + SuuuPXAOs

Plus = sx» (6puaçgau, + adPuu) + 48x (PrAu + 3pPuaçax + adPux) + Suu(2PxAx + PxrxCo) +
2SuxmrPuAd + 2SuuxDrto + So(GPuaGAuxaa + DPartuu + 2DxAuua + AdDPuuxa + CAAÁDPurA +
240, xPuaÇa, +24, Aga Pus+12a» PuAoAu +120A,,aóPusr HI5ANNAGDuu+ 120, Pu A +200adaS Puu +
10a,0aâPuus) + 2sx(Prtuu + OPuadaua + Gauaúpua + 12a,DuAÇAxr + SANAGPuu + AÂDPuux) +
28. (2PxAux + 3PuAfAxrx + PxrX Au + 6axaêDux + 6puaçat + adpuxrx);
Pixar = SxMaDPuao + 3suxrxprto + 3s12r (Patu + 3Puagas, + APux) + 3Sux(2xPaAx + Pro) +
38) (2PxAux + 3PuAANA + PrxAu + GCaxaôáPus + GPuaças + adpuxa) + Su(3pPatxa + 3PxxAa +
Pxrrxdo) +so(Pxxra tu +IAarAôDPura +TOPuAas +18aças Pur + 18a,PuaçAxra +IAÍIPuxrAaa +ÍPuAGANAA+
Puxar03 + BPxxAux + ÍPAAUMA);
Pixar = 451(8Prtxra + SPxrxta + Prrsto) + Osxx(20xAx + PxGo) + 4sx»xaDPrdo + So(Prarsão +
4px4xxrxa + OPrrtxa + ÍPAINAIA)­

As expressões acima, do desenvolvimento de Taylor de p"”, nos dão o germe equivalente a
9, de forma genérica. Pela Z7­equivalência temos algumas condições sobre os coeficientes que
aparecem nas espressões acima, ou seja, temos que ag > 0 esq >O0.

Etapa 1. (Construção da Forma Normal h1)

Para obter a forma normal h,, consideramos

(a) pl! = 1 > pragso = 1 = |p.ladso = 1;

(b) pl = 41 => praçso = 1 = |px | a9so = 1.
Resolvendo estas equações, obtemos

— lola?
ll

Substituindo os valores acima nas expressões de p” e py, concluímos que

(a) p! = " = sinal(p,) = e1;
u

(à) so

(b) ao

À .—— = sinal = Ô,.

Resta­nos agora mostrar a razão pela qual os termos de ordem maior ou igual a dois não
aparecem na forma normal h,7. A justificativa é que estes termos são de ordem alta para o
problema de bifurcação h, podendo assim, serem desprezados.
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O Z2­Espaço Tangente Restrito da forma normal h, é dado por

RTKÍ(ha,Z2) = <au+&s,ulau+ódi)u >, *(X)

< Uu, À PEA . (x).

Como MA,x =< u, À >, temos que

MaxnRTKÍ(h,Z2) = ML, (x).

Segue pela Proposição (2.4.3), que AM, xRTKÍ(ho, Z2) é um é&, x­Ssubmódulo intrínsico de
Ez(Za).

Assim sendo,

Itrf.d, RTKÍ(h1,Z9)Y) = MiaRTKÍ(Ma,Zo)

Por (2.17), Ma x RTKÍ(hao, Za) = RTUKÍ(ha, Za), o que implica que
Itr(RTUKÍS (h1,Z2)) = AZ, + fx).

Logo, pelo Teorema (2.5.1),

Mi. fx) C P(h,Z2).

Etapa 2. (Cálculo da codz,h1)

Por definição, temos que
=

Ex, n(Z2)
codz, ha = MET ha, Za)e ,

Como TiKx(Mh,Z2) = RTUKÍ(ha, Za)+ <p, >& * (T), segue que
TeKx(hi, Zo) = <UuÀ PE ' íx)+ <ó] PA (x)

Assim sendo,

É (Z EsZNK (hi, Za) — al 2) = — O
2

—
= O =O,.

Tek x(ha, Zo) 7,(Z2)
Dessa forma,

codz,h, = dimeNK (ha, Za) = O.
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Logo, pelo Corolário (2.6.1), concluímos que o Z7x­desdobramento miniversal de h, é dado
por

Portanto, todos os problemas de bifurcação Z,3­equivariantes, g(x, A) = p(u, A)T, satis­
fazendo as condições p, £ 0 e p, É O da tabela 2.1 são Z2­fortemente equivalentes à forma
normal h,.

|

Para os casos 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10 e 11 seguimos o método clássico descrito acima com
as respectivas condições de definição e omitiremos os cálculos. Para o caso 8, repetiremos os
cálculos para enfatizar a existência do parâmetro modal m. Os detalhes para a construção de
cada forma normal foi obtido com o auxílio do MAPLE e o programa usado encontra­se no
Apêndice A.

Etapa 1. (Construção de Forma Normal hz)

Sejam
7 — 5

Puu — aoPuu So,

" 3
Pux AoPuxrso,

Pix = CoPxxSO:
Para obter a forma normal hg, precisamos

(a) Pau = abPuuso = 1 => aflpuulso = 1;
(b) pi, = aopxrrso = El => aolpralso = 1.
Resolvendo estas equações, obtemos

— 1
.

— Ipulas'
À
" Ipxalso

Substituindo os valores acima nas expressões de p!, e py, concluímos que
Duu

| uu |

(b) pi = no = sinal(pxx) = 62.Ni
Por outro lado, resolvendo o sistema

(a) so

(b) a,

(a) pl, = = sinal(pyu) = €o;

aplpralso = 1,
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[Px já
1

|Puu]
1|Puul?

Ipxal? |

Substituindo os valores acima na expressão de p"!,, obtemos

7 Pus
DPus = = m,

V [PuuPas]
que é o parâmetro modal para a forma normal h;g e obtemos a condição (mº — e262) £ O.

O Z2­Espaço Tangente Restrito da forma normal h;g é dado por

RTKÍ(hs,Zo) = <eu?+2mau+ó22r?,uleu? +2mau+ór), >e,, * (x)

< eu? — 022º, eu? +mAu >É,, * (x).
Afirmamos que

RTKÍ(hs, Za) = (A DR fegu? — 022º, eu? + mAu)) + (x).

Mostramos que 43, ­ (1) C RTKÍ (ha, Za), considerando a seguinte tabela de geradores

geradores

e9ut — daXºU

eu +mAu? | e

exUºA­62N? | O

eU?At+mÃ?ºU| O

A matriz 4 x 4 dos coeficientes acima é invertível, pois

Á 6& 0 —óo O À
em O 0

= €262(m? —= €202) É 0.
0 €2 0 —ÓÔ2

V 0 e m o)
Além disso, como Mu,x =< u, À >g,,, temos que

MM, x RTKÍ(hg,Za) = MS, fx).u,
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Segue pela Proposição (2.4.3), que Ma xRTKÍ(hg, Za) é um &x­submódulo intrínsico de
é67,1(Z2) e, portanto,

Itrf AMaRTKÍ(hg8,Z2)) = MaxnRTKÍ(hg,Za)

Por (2.17), temos que .d, x RTKÍ(hg, Za) = RTUKÍ(hg, Za), o que implica que

Itr(RTUKÍ(h8,Z2)) = AS, + (x).
Portanto,

Etapa 2. (Cálculo da codz,hg)

Por definição, temos

É (Za)
TeK x(hg, Zo)

Como T.Kx(hg, Z2) = RTKÍ(hs, Za) +68(px) fx), segue que

codz, hg = dime

TeKx(hg,Z2) = (MASDR: (eu? — 22º, eu? + mAu)) ­ (x) + El 2mu+262A)+ (x)

(AF, DR (e2U? — 022º, euº + mAu,mu+ó22A)): foxy.

Assim sendo,

= =

E6xX(Z2) 6z7,x(Z2)NK (ha, Z =x2(hg, Zo) TeKks(hs,Z2) (ASÇDR: (eU? — 22X, eU? +mAu,mu+oó2A)): (x)

Dessa forma,
=

Ex,n(Zo)
Tek x(hg, Zo)

Logo, pelo Corolário (2.6.1), concluímos que o Z2x­desdobramento miniversal de hg é dado
por

codz, hg = dime =3.

Ha(r, 1,01,02,03) = (eu? +2mAlut+ or? +a + aut adult

= (eu? +2mAu+ dar? +a + aur.
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Capítulo 3

Formulação por Caminhos

3.1. Formulação por Caminhos para problemas de bi­
furcação de corank 1 sem simetria

O nosso objetivo é obter a classificação dos germes Z,2­equivariantes em uma variável padrão
e um parâmetro de bifurcação do Capítulo 2, usando a Formulação por Caminhos. Trata­se de
um método alternativo, prático e organizado para classificar germes de problemas de bifurcação.
Além disso, mostramos como obter os resultados Z2—simétricos a partir dos correspondentes
resultados sem simetria.

Observamos que a K,—equivalência têm as mesmas características da K,(Z2) equivalência,
sendo que neste caso não há simetrias nos problemas. Quando À = O, o grupo de equivalências
Ka, simplifica­se no grupo K, o grupo das equivalências de contato sem parâmetro.

Dado f E é», o centro organizador de f é fo E & definido por fo(x) = f(x,0).

Teorema 3.1.1 A classificação dos centros organizadores em &, de codimensão finita consiste
de germes polinomiais enx"*!, n > 1, e2 = 1, de codimensão n e K­desdobramento miniversal
dado por

n

Fr(rx,0) = ex"! + >at,
i=1

Demonstração. Ver [17]. a

Tais germes são denotados por Axnh.
Consideramos um problema de bifurcação f E & , como um desdobramento de fg com

parâmetro A. Da Teoria de Desdobramentos, segue que

f(x,A) = S(x, A) Fa (X(x,4),(X)), (3.1)

onde à : (R,0) — (R",0) é o caminho associado ao problema de bifurcação f.
Observamos que à é uma aplicação do espaço de parâmetros de bifurcação no espaço dos

parâmetros de desdobramento. O espaço de todos os caminhos é denotado por

Pr=f(a : (R0) —(R,0)).

Assim, à induz um novo problema de bifurcação definido por

aFr(x,A) = Fr(r,0()).

Chamamos à* de aplicação pull­back pelo caminho a.
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Obtemos das expressões (3.1) e (3.2) que

= S(t, NAF(X(x,A),A)

S(z, )a*Fn(X(1,A), (A),

onde /, é a aplicação identidade.
Dessa forma, dizemos que f e à* Fr, são Kxequivalentes com a equivalência (S, X, 1).
Como Fr é um desdobramento miniversal do centro organizador fo, definimos o discrimi­

nante A, de F, como sendo

Tomando a aplicação 7 : Rx R" — R" e considerando a restrição 1, : F, (0) — Rº,
temos que a imagem da projeção 7, dos pontos singulares de F,, restrita ao conjunto F;!(0)
é, justamente, o discriminante A, de F,.

O estudo qualitativo do conjunto de zeros dos problemas de bifurcação com mesmo centro
organizador é obtido através do estudo dos caminhos associados e suas posições em relação ao
discriminante A,.

Definimos a equivalência entre dois caminhos com mesmo centro organizador da seguinte
forma: à, 8 E P, são equivalentes se

a(a) = H(,6(AO)), (3.3)

onde À : (R,0) — (R,0) é um difeomorfismo que preserva a orientação e H : Rr — R"
é uma família A—parametrizada de difeomorfismos locais sobre R”, tal que, H.(0,0) pertence
ao conjunto das transformações lineares invertíveis de R" em R" que possuem determinante
positivo. Além disso, H preserva o discriminante A, de F, no sentido que H(1,Ar) C An,
para todo A».

O grupo das equivalências de caminhos é denotado por Ka,. Este grupo atua no espaço P,
via (3.3)

E muito difícil descrever os difeomorfismos H ou mesmo impossível, mas os espaços tangentes
a um caminho são determinados de maneira explícita: seja Z(Apn) o ideal dos germes que se
anulam em Ar. O módulo dos campos de vetores tangentes à A,, chamado Derlog(An), é dado
por

Derlog(A,)= (é: (R9,0) —R'|8­Vg E T(An), Vg E T(A1)). (3.4)

Este derlog é, também, chamado derlog geométrico. Para maiores detalhes, ver [11].
Definimos, agora, o conceito de derlog algébrico.
Consideramos germes analíticos quando necessário e, assim, a interpretação geométrica da

Teoria de Singularidades pode ser utilizada. Dessa forma, trabalhamos no domínio complexo e
tomamos as fatias reais dos nossos resultados.

Um campo de vetores £ : (Rº,0) — R" é levantável sobre n,, se existem campos de vetores
n: (R,0) > Rº et: (RI%,0) > Rº tais que

(Fn).(x, a)n(x, a) + (Fr)alr,a)E(a) = T(X,a)Fr(x,0).
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Para a construção da teoria algébrica dos derlogs, definimos o grupo KA, como sendo o
subgrupo de Ka, formado por À : (R,0) > (R,0O) que é um difeomorfismo que preserva
orientação e H : (R!I%,0) — (R",0) uma família A—parametrizada de difeomorfismos locais
sobre R" tal que H.(0,0) pertence à componente conexa da identidade e H levanta­se a uma
família A—parametrizada de difeomorfismos Za­equivariantes PD : (RO) — (R'*",0)
preservando F!(0), &(F!(0),A) E F(0), para todo À tal que H o mn, = nm, o É, ou seja, o
seguinte diagrama comuta

(R**”,0) 8 (R'+",0)

Tn x) + Tr

(R+n,0) À (RO),
onde n, x 17 : (Rº*7,0) — (R!7,0) é definida por (xt, A,a)— (A,0).

Observamos que via a projeção 7,, campos de vetores levantáveis preservam A,, no sentido
que H(AAR,JCA,, VA E R.

Dois caminhos são KA, —equivalentes se satisfazem (3.3).
O derlog algébrico, Derlog*(Fn), é o submódulo do Derlog(A,r) formado pelos campos de

vetores levantáveis sobre m,.
Em [14], um processo é dado para obter explicitamente os campos de vetores do Derlog*(F,).

Seja J(Fn) o ideal Jacobiano de &a gerado por (Fr)... Segue do Teorema de Preparação de
Malgrange, (ver [2]), que o &­módulo é finitamente gerado por fx"*)2,. Portanto,TE)
podemos encontrar fai; X7;­, E 64 tais que

1Fr(x,0) ­3>e(o)1" + pji(x, )(Fn)a(x,0). (3.5)

Paraj= 1,...,n, os campos de vetores

&j(a) = (a1(a),...,anj(o)), (3.6)

formam um conjunto de geradores para o &,­módulo Derlog*(F,) e p; é o seu levantamento.
Neste caso, o derlog algébrico é um & —módulo livre e coincide com o derlog geométrico.
O espaço tangente que precisamos é o &, —módulo de P, dado por

TeKi, (a) = 6 <ãaã > + (Derlog"(Fn)), (3.7)

chamado espaço tangente estendido ao caminho à, necessário para a Teoria dos Desdobramen­
tos.

A codimensão de um caminho à é definida por

Px

Teka, (0) Socod. a = dime
nn

Para a estimativa dos termos de ordem alta de Pr, temos o espaço tangente unipotente a
um caminho à dado por

TUKA,(&) = MF < ã > + (UDerlog" (F,)),

UDerlog* (FW)= (£ E (&aDerlog" (Fn)) | E. (0) é nilpotente).
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3.2 Formulação por Caminhos para problemas de bi­
furcação de corank 1 com simetria do grupo Z,

Considerando a ação do grupo Z2 em R definida anteriormente, denotamos o conjunto dos
germes Za­invariantes em uma variável padrão por

e o correspondente conjunto dos germes Z2­equivariantes por

EE(Z2) = (9 € & | 9(—x) = —9(0)).

Note que, E(Z2) = &,, onde u = x? e que 8 (Z2) é um &(Z2)­módulo gerado por g(x) = x,
isto é, E (Za) = & (x).

O conjunto dos centros organizadores (A, X%, em &,, divide­se entre (Az, 1º , em E (Za)

Observamos que o grupo K(Z2) é formado pelas equivalências (S, X) tais que S € E(Za) e
X € E(Zo).

Proposição 3.2.1 Os centros organizadores simétricos de K(Z2)­codimensão finita são

(1) An : env”!!, de K(Z2)­desdobramento miniversal dado por
n

F$2(x,6) = en1”*! + > Bia2M=+1
i=1

(li) Ann : Ent”, de K(Z2)­desdobramento miniversal dado por
n

FÊ? (1,0) = enx” + >Bina),
i=1

Ambos os casos tem K(Z2)—codimensão n.

Demonstração. Segue do Teorema (2.7.1), fazendo À = O. H

Os desdobramentos FÊ? e FZ? , estão relacionados com a mesma função invariante P,, onde
Pn(u, 0) = eu” +28ni viaEZ2(U, bp)= Pr(u,B)r e FE1(u, 0) = Pn(u, 6),u

Seja m = [221]Então, FZ? está relacionado com P, para todo n.
Podemos observar que as teorias Za­equivariantes e Za­invariantes são equivalentes no

seguinte sentido: todo germe f E &, pode ser identificado com algum p E &, via f(x) = p(xº?).
Analogamente, todo q € E.(Z2) pode ser identificado com algum q € &, via g(x) = a(xº)rx.
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3.3 Derlogs Zo—simétricos

Separamos o parâmetro a de F,, em Índices pares e ímpares:

a = (0º, 0º) = (01,03, 05,...,X2, 04, Xe, +. .).
Definimos uma ação de Z7 no espaço dos parâmetros de desdobramento a por

(—1)a = (0º, —aº) = (01,03,05, ..., 029, 04, 06, ...).
Verificamos que Z2 atua sobre F,, por

F,(­rx,0º, —aº) = (—­1)"HF.(r1,0º,0º).
De fato.

n

Seja Fr(r,0a) = ex"! + DS aixto, Então,
i=1

F.(r,­a) = Fi(—x,0º,­ 0º)

x) + o1)'Vai
En (—11)HSMESDS 1)"Ho

n

= (1) (ex + SN aa)
i=1l

= (1) "PF (1,0º,0º)

= (1) t'F.(r,0).
Como consequência, FZ? é dado pela restrição de F, ao Fix(Z2), onde

Fix(Z9o) = fae Rº|(­1)a=0a)

fa E Rº | (0º, —aº) = (0º, 0º))

= faeR"jaº=0).

Mais especificamente, FZ2º(x,68)= F.(x,6,0), 8 =
Lema 3.3.1 O discriminante AZ? é uma hipersuperfície redutível constituída de 6, =0 e

(6 |3uzZ0O tal que Pr(u,8) =0, (Pn)u(u,6) = O).
Demonstração.

O discriminante AZº é o subconjunto dos parâmetros de desdobramento 8, onde FZE2(.,6)
tem um ponto singular. De (3.10) é claro que se (aº,0º) € An, então (aº, —aº) € An. Lem­
bramos que as equações para A, são F, = (F,) = O. Neste caso, elas se escrevem na forma
abaixo.
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Se n é par, então F2º(x,6)=Pn(u,6)x e as equações Fs?(x,6)= 0 e (F32). (1,8) = O es­
crevem­se como Pr, (u, )r= 0 e Pr, Co8) + 2u(Pr)u(u, 8) = O.Se n é ímpar, então FZ?(x, 6) = Prn(u, 8) e obtemos Pr(u, 8) = 0 e x(Prn)JUu(u,6)=O0.

Temos que distinguir em dois casos. Quando x = O precisamos Pr,(0, 6) = O, isto é, à = O
e quando x é O temos que resolver as equações Pr, (u, 8) = 0 e (Pn)Ju(u,9) =O. .

Definição 3.3.1 Um campo de vetores E : (R%,0) > R" é levantável se existem campos
vetoriais D : (RUM 0) — R Z,­equivariante e 7 : (RUM,0) > R Zy­invariante tais que

(Fº)a(x, B)O(x, 8) + 3 (FP) a(z, 6)E(6) = F(x, 6) FP (x, 6).
i=1

Lema 3.3.2 Seja m = [=X].
óx,9(Z2)
IJ(FE)
óz7,8(Z2)
I(FE)'

(i) Se n é par, então os elementos (x?+!Y7=! formam uma base livre do &3­módulo

(ii) Se n é ímpar, então os elementos (27º Y7º* formam uma base livre do &3­módulo
Demonstração.

Usando o Corolário do Teorema de Preparação de Malgrange, (ver [2], pág. 244), é fácil
Ex p(Zo) Ex,8(Z2)
IT(FX) T(FXº)

6a, pois eles formam uma R­— base para o espaço quociente quando 6 = O.
Recordamos que

: anmlos meloverificar que (2º *!)"" são geradores de e (17º), são geradores de sobre

FE(r1,8) = Prnlu,b)r = (emu”" + >Bu")ox
i=1

Logo,

J(F2) = <(m+1)eu" + (2m — Au"! + (2m — 3)ou"º+... +20n­1u> (o).
Os geradores (17º+! Ym­! são livres.
De fato.

Sejaeuv E I(FEZX), onde 4; E &.
Assim,

> vi(6 u, B)((2m + 1)enu”" + (2m — Du" + (2m — 3) Bau"? +... +26m­1u).
i=0

(3.11)

Derivando a igualdade (3.11) com relação a 1, obtemos
Io Ia OPm­1 mel

OB)((2m + 1)emu” + (2m — 1)89 UP"! + (2m — 3)Bau"? +... +26n­1u))+
1

+h(u, B)(2m — 1)UTZAA!
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Calculando em 6 = O,

Oh

— OB
Im­1 mel — (u, 0)(2m+ 1)emu” + h(u, 0)(2m— 1)U"!,

Ohdoo) + Moju +... + PME O)! — nu, 0)(2m = UU!== 35
19 (2/95) 6

Dessa forma,

—(u, 0)(2m + 1)enu”.

gu +... + PE QNT 20,fo ÔSo(o) 4º DL
E.of OP

É (Za)
T(F)

2N+lymComo fx 77 é uma R­base para |8=0, Segue que

Do 2) OPm­1 —3520) =0, 550) =0,..., S52(0)= 0,
Usando o mesmo raciocínio, calculamos as 6B­derivadas da igualdade (3.11) e mostramos que

Dayv:;(0) = O. Como estamos num domínio analítico, segue que 4; = O, para todo O <i <m­—1.

(11) A demonstração é analogamente ao item (i). ­

Proposição 3.3.1 Sejam m = [2H] e (£;)7., os geradores do Derlog*(F,) definidos como em
(3.5) e (3.6). Um conjunto de geradores para o Derlog*(F2º) é dado por f(£ox­1(6,0))YE,.

Demonstração.

Primeiro mostramos que £:s satisfazem as condições de equivariância, isto é,

[(£ax­1) (0º, 0]; = (1) (6 1)(0%, 0)];,

[(Eax) (0º, —a]; = (—1)º [(6x)(0%,0)],,

onde k = 1,...,mei=1l,...,n.
Como [£;(a)]; = a;;s(a), 1,j =1,...,n, devemos mostrar que

ar1(0º, a) = (1) asi1(0%,0), (3.14)
(3.15)

ajar(0º, a”) (1)'aar(0º, 0º). (3.16)

De fato.

Pelo Teorema de Preparação de Malgrange, (x**Yº, formam um conjunto de geradores
T,A

JI(Fn)
Assim, podemos encontrar fa;;)7;, E éa tais que

livres para o 6,­módulo

riFR (1,0) = i; (0)x" módulo J(Fz).
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Fazendo j = 2k na relação (3.17), obtemos
n

1º FR(1,0) = 3 ail(0)1" módulo J(Fx),

o que implica que

ou seja,

1º F(r1,0) = 27 ain (a) a" + par(x, a) (Fn)a(x, 0).
Trocando (r,a) por (—x, —a) na igualdade (3.18), temos

(7) F(—z,­0) = 3 am(co)(­x)" + par(—x, ­0)(Fa)a(—x, 0),
i=1

x"Fr (=r,­0) 3 ame(­a)(­1)"(­1)"'zix + par(—x, ­a)(Fa)(x, 0).
(3.19)

Da ação de Z, sobre F,, definida por

Fa(—x,­a) = (­1)"P'Frn(x,0), (3.20)

com a = (aº,aº) e —a = (aº, —aº), podemos escrever

(Fa(­x,­0))Y; = ((—1)"PFn(z,0))z,

(1)"P(F)(z,0)
(1) '

(Fn)(—x,­a) = (—1)"(Fn).1(x,0).

Substituindo (3.20) e (3.21) em (3.18), obtemos

(Fi)í(—x,­ 0a)

ct(1) F(r,0) = Dea—a) (1)x" + par(=x, ­a)(—1)"(Fa)a(—x,­ 0).
(3.22)

ar
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Se n é par, da igualdade (3.22), temos

—*(=1)F, (x, a)

x1º*EF (x,0)

Se n é ímpar,

—* Fr (r,0) = 2 ema) NY)"qn* + por(— T, —a)(­1)(Fr)a(—x, a),
—*F(1,0) = DO Sea(­a)(—1) x" + pa(—x, ­a)(Fn)a(—x,­0)),
1º F(n,0) = D am(a)(1) tiqni + pan(=x, ­a)(Fa)1(—x,­o).

Portanto, se n é par ou ímpar, obtemos a mesma igualdade.
Assim, de (3.18) e (3.23),

2, cinla)a" pala, a) (Fa). (0, 0) = 2, an(­a)(­1) ipribnç(=x, ­a)(Fa).(—r,­0),
D ealo) a—a)(—1)"'z" = pa(­x, ­a)(Fo)a(—x, —a)—par(1,0)(Fa)e(x,0),
(d ar(a) Sd ae(­oa)(—1))1" = (pa(—x, =a) — par(x, c))(Fa)a(x,0).

i=1 i=1

Dessa forma,

>ai2x(0) — >apr(so)(—1))1" = Omódulo I(F,).
Como fx7*­*Y?º, formam um conjunto de geradores livres para o &­módulo

que

aiax(0) — apr(­a)(—1)*
—apr(­oa)(—1)"

ajar(—a)

Portanto,
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Por outro lado, fazendo j = 2k — 1 na relação (3.17),

1º ºF(rt,0) = iak=1(0)2" * módulo J(Fz),

obtemos de forma análoga que

[(Sax­1) (0º, 0]; = (1) [(Sar­1) (0º, º)],.
Dessa forma, concluímos que os £'s satisfazem as condições de equivariância.
Como consequência, das expressões de (3.12) e (3.13), se 1 é um número par, segue que

[(£ar­1)(0º,0)); = O.

Para simplificar a notação, definimos É, (8) = ax 1(6,0) para k=1...m
Retornando a (3.5),

1º!Fr(r,0) =2>0(0)JE" + pix, a)(Fn)a(z,0),
onde 1,]=1,...,n

Considerando j = 2k — 1, segue que Il < E <me

1" UF (t,0) = Y” Aiar­1(0)IM + par­1(x, )(Fn)z(x,0),

utlF (1,0) = 2, cink=1 (0) 2" + pars (x, 0)(Fn)a(x, 0).
Tomando1 = 2/ — 1,então 1<l<me

utFl(1,0) 212kx­1( LP ORIOD + par 1(x, a) (Fa)a(t,0),
com 1<k, l<m.

Reduzindo ao Fix(Z,3), temos

ut Fr(r7,0º,0) 212x­1(0º, 0)TD + parn1(x, 0º, 0) (Fn)a(x,0º,0),
ut! Fo(x, aº, 0) > 2­1 ak—1(B, 0) 721) + Parx—1(TD, ao, 0)(Fn)z(X, ao, O),

onde Gar­12x­1(D, 0) = Aar­12x­1(0º, 0) el < k, l < mn.
Sendo FZ a restrição de F, ao Fix(Za), isto é, EZ2(x, 6) = Fr(r,0º,0), segue que

m

utFE(x,6) = 2âar­124­1(68,0)2" CD + par1(x, B)(FP)a(x, 6),
onde âà21­12x­1(8,0) = asia 1(Xº,0) el <kl<m.
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Sendo m = [*H1] temos que FZ? está relacionado com Pr, para todo n.
Assim, se nº é ímpar, então n = 2m — 1 e, portanto, F&º(x,8) = Pr(u, 6).
Logo,

ut"! Pr(u, bp) = Ss do­12x1(B, E) Z mn 1­(21­1) + Par 1(D, BI(Pm(u, 6)) (o, bp),
1=1

ut! Pau, 6) > d2i­1 2ax­1(B, 0) 22 + Par—1(T, B)2x(Pm)u(u, 8),
l=1

ut Pn(u,B) = Ga 2x—1(6,0)U"'! +par­1(x, 8) 237(Pm)u(u, 6).Vs Vadias pa
invariante 1 — ” equivariante

invariante

Dessa forma, concluímos que par—1(x,P) € É..8(Zo), isto é, par 1(x, 8) = pr1(u,B)lre

ut Pn(u,B) = 3 âaiar1(8,0)UM! + qarn1(U, B)E2E(Pnm)ul(u, 6),
1=1

ut! Pn(u, 6) Y” Bari aç—1(B,0)UM! + qoxn1(u, B)2U(Pn)u(u, 6),
1=1

m

ut! Prn(u, 6) 3 âaiar­1(6,0)UM + gar(uu, B)(FZ)a(a, 6),
1=1

ut! Pr(u, 6) [Eox­1(B, O) UT + I(EE), kF=1,..,m
(=!

Portanto, f£2x­1(6,0) YZ, formam um conjunto de geradores para o Derlog*(F2). a

Observação 3.3.1 A proposição (3.3.1), fornece um método para calcularmos os geradores do
Derlog*(F.2º) análogo ao descrito em (3.5).

Para simplificar definimos Éx(B) = fax 1(68,0) k=1,...,m.

Proposição 3.3.2 Seja m = [?*]. Um campo de vetores £ é levantável sobre (FZ2º)!(0) se,
e somente, se É possui uma extensão que é levantável sobre (F,) (0).

Demonstração.

Seja É um campo de vetores em Derlog*(F22). Pela Proposição, (3.3.1), temos que

(Éx(B)IEL1 = (Ea1(6,0))EA,

formam um conjunto de geradores para o Derlog*(F22).
Seja,

m

É(6,0) = XD c(6)É:(6,0) = e (6)É1(6,0) + ca(6)É2(6,0) +... + em(6)Ém(6,0).
i=1l
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Então, £(aº,oº) = D>atilo) está no Derlog(F,) e, portanto, levanta­se a (v,£) sobre
F­!(0), ou seja, existem campos vetoriais 7 € 6z,4(Z2) ev € É.,a(Zo) tais quen

Tírt,a)Frn(t,0) = (Fi)9»>3ilt,0)E(&)+vír,a)(Fn)s(t,o),

T(x,0º,a) Frn(r,Xº,0º) = (Fi)JAÃír,0º,0º)E(a)+ v(r, 0º, aº)(Fn)a(x,0º,0º).
Lembrando que a Z,3­ação sobre o espaço de a é dada por (—1)a = (aº, —aº) e trocando x

por —rx, obtemos

T(=x,0º,a)Fr (—x,0º,== (F))3úil—o,ás —a)é(­a)v(—x, 0º, —aN(Fr)a(—x,0º, —oº). (3.28)
Como a Z,2­ação sobre F,, é dada por

Fa(—xr,0º,­0º) = (1) PF(1,0º%,0),
segue que

T(—x,0º,­aNH1)FF (n,0º,0º)) = (C1)"(Fi)»6alr,0º, a)E(Aº, —aº)

+ vl­x,0º, ­aI(H1)"(Fr)6$ºl=x,0º, ­aº).
(3.29)

Multiplicando ambos os lados da igualdade (3.29) por (—1)­"­!, temos
T(—x,0º, a)Fr(r1,0º,0º) = —(Fi)alx,0º,aº)E(0º, a) — v(—x,aº, —a (Fun) a(r1, 0º, 0º).

(3.30)
Somando (3.30) com (3.28), obtemos

[r(x, 0º, aº) + 1(—x,0º, —a)) Fa(r,0º,0º) = [E£(0º,0º)+ E(0º, —a)] (Fn)a(r,0º, aº)

+ [v(r,0º,0º) — v(—x, 0º, —o)] (Fr) .(x, 0º, 0º).
(3.31)

1

Multiplicando ambos os lados da igualdade (3.31) por 2º Segue que

[== da irao — || Fn(x,0º,0º) =
2 2Eaº) + E(aº, a”) | (F)a(2,0º,09 + |aº,aº) = v(s,oº, =] (F).(2,0º,09).

Definindo
r

o e — o ne

Tºº(x, aº, a) T(x,a a + LT,A, A | ; (3.32)

£m (aº, aº) E(oº, a”) + E(aº, —aº)
2 | ) (3.33)

Za o e) [u(g, a”, a”) — v(—x, aº,| ; (3.34)viº(rn,0º,a o
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3.3. DERLOGS Z2—SIMÉTRICOS

da igualdade (3.31), segue que

rA(1,0º,a) Fa(t,0º,0º) = E£9º(0º, a) (Fa)a(x, 0º, 0º) + vêº(x, 0º, aº)(Fo)a(

Restringindo a igualdade (3.35) ao Fix(Z2), tem­se

1Tºº(r1,0º,0)F.(x,0º,0) = £9º(0º, O)(Fn)a(x, 0º, 0) + vêº(r, 0º, 0)(Fr)2(x,0º,0).

Recordando que

Fr(1,0º,0) = Fr(r,0º,0) = FE(x,6),

(Fn)a(x,0º,0) (Fn)a(x,0º, 0) = (FE)x(x, 6),

(Fn)a(r,0º,0) (Fndac(x,0º,0) = (FEº)s(x, É),
obtemos

Tºº(1,0º,0)FTº(x,8) = £7(0º,0)(FFº)a(x, 6)(x,0º,0) + vê? (x, 0º, 0)(FZ).(x,6).
(3.36)

Notemos que,

x1,0º,0) +T(—x,0º,0)
2

7º (1,0º,0) = r(
é uma aplicação Za­invariante, pois

T(—x,0º,0) + T1(r,0º,0)
2

Tºº(—x,0º,0) =

Tíº(r1,0º,0)

v(xr, aº,0) — v(—r,0º,0)
2

vêº(r1,0º,0) =

é uma aplicação Z2­equivariante, pois

v(—x,0º,0) — v(r, 0º, 0)
2

—v(—r,0º,0) + v(r, 0º, 0)CD
õ

)

viº(­r,0º,0) =

= (1)vÊº2(r,0º,0).

Logo, segue de (3.36) que €2º|Fix(z,) = €%º(aº, O) é levantável sobre (F22)!(0) cujo o levan­
tamento é dado por (vºº|rix(z2): E|Fix(Z2))­
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Agora, como

E? |Fix(Z2) — £& (aº, o) — E(aº, 0) +E(0>, 0) — 28( 0) ­ (as, o.
AUsando a notação É(6) = €(aº, O), obtemos EE2 |pix(22) = É.

Portanto, É é levantável sobre (Fº) !(0) com levantamento (vº%º|rix(z,),É).
Reciprocamente, se Ê é Zoa— levantável, então ele é uma combinação linear dos Ês­
De fato.

Seja É um campo de vetores levantável sobre (FZ22) !(0). Então, existem campos de vetores
0 E Ex p(Z2o), 7 E Er9(Z2) tais que

(F2),0++ 2FZ), (É); =F FZ. (3.37)

Do Lema (3.3.2), podemos decompor 7? em:

F=(FP) LTD A+N Gui!
i=1

pois? D Gi” = (FX), € J(F2).
Substituindo (3.38) em (3.37), temos

(FO +I(FNAO: = [(EPO + DT A(9E) E
i=1

(FZ) 5 FZ +37 E(6)Vé)Rum EF + I(FZ2). — (3.39)
i=l

Como os invariantes fuí­!)"", formam uma base para IE temosn

DÊ);
k=1

Portanto, (É)?!, formam uma base para Derlog* (FZ). Ha

Definição 3.3.2 Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial V sobre K com um produto [, |]
bem definido em V e satisfazendo

(1) [aX +bY, Zd| = a [X, Y]| Hb[Y, Z];

(ii) [XY] = —[Y, X];
(iii) [X, [Y, 021] + [Y, [2, X]]| + [2,[X, Y]] = 0, onde X, Y, Ze Vea, bEK.

O produto [, | é chamado Colchete de Lie.

O teorema a seguir nos permite mostrar que os geradores do Derlog*(F$º) também geram
o Derlog(AZº). Este resultado é devido à Saito e é muito importante.
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3.3. DERLOGS Z.—SIMÉTRICOS

Teorema 3.3.1

(i) Se os campos de vetores (É;)?º, estão no Derlog(AZº) e o determinante |é1,...,Én| é uma
equação reduzida de AZº, então esses campos de vetores geram o Derlog(AZ2) livremente.

(ii) Se os campos de vetores (É), formam uma álgebra de Lie e |á1,...,én| = 0 é uma
equação reduzida para AZº, então tais geradores geram o Derlog(AZº) livremente.

Demonstração. Ver [14]. ­

Proposição 3.3.3 Os campos de vetores que geram Derlog*(F2º) e seus respectivos levanta­
mentos para os centros organizadores As,,..., Ag, que são correspondentes às formas normais
h1,..., ha) obtidos no capítulo 2 são

Az: euUX; & = bi; (x, O).

a

0

­ —

482As: eutx; É, = | o | = | 462 — e467 | ; (dx, 61,262), (Zu + agenânDO, 4b2­e452, 0).262

0 03bs

.

[2 6682 2€36B | D162 — 9€363
Açg: egu*x; é = | 262 | ,é2=| 983 630162 |, 63 =| 262 ­660683 |;

Gx, 81,262, 363), (Zu + AO,62— 263602, 93 — e3B162,0),
2(E + —ezbiu —ao A+E Baea)a, Baba — 9eaha,268 — 6A1 1,0).

Po 862 — 3e4bi 6€463 — D1b2 i
. a| 26 2 | 1203­2606 2 — | 8esba +401603—26As:eauixião | 39, [187] lg cama [1 | 6mA­dA

461 0 0

166464 — 163
— | 126184 — 26263 | (1

0

((Su+ 2readi)x, 682 — 26412, 983 — esfaBa, O),
2(E + —e Piu —31 5 tzboed)a, B1B2a— 9€363, 262 — 66163,0),

2 14(Qu? + =es Bru? — Pg, eres — 7999 81 . ==Blu)x, 1664684 — B163, 1201684 26263, 862614 363,0).
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3.3. DERLOGS Z,—SIMÉTRICOS

Demonstração.

Analisamos o centro organizador A,., e o mesmo processo é feito para os demais casos.
Assim sendo, para determinarmos os geradores do Derlog"(FÊº) resolvemos o sistema de

equações
2

ui Fi(2,8) = Nag(B)utiz+ pj(z, 8)E(FÊ)o,
i=1

â15(B)uxr + âs;(B)&a + pj(x, B)A(FLº)a, j=1,208=(61,62).

Os vetores É; = (15, à2;), j = 1,2, são os geradores do Derlog* (FÊ).
Para j = 1 temos que resolver a seguinte equação

FE (rx, 8) = ân(b)ur +ân(B)r +m(r, B)LA(FÊ)x.
Como

Fê (x,B) = equ?x + Brux + Bar,

segue que

(FE) (x, B) = 5egu*x + 3Bjyux + Bar.
Ássim,

1 3 1

= st(FP)a(0, pb) ­ sOvuz ­ Pat
1 3 1

uix cer(FE),.(g, 8) — = P1eUT — =€29Paro )

Logo, de (3.42) tem­se

2 1/07, 2 4

Eur +fiur + for = Z(F, da(x, O) + gPrur + Fat:
Comparando as igualdades (3.43) e (3.40) obtemos

É(8) = (ân(8),ân(6))=(2A, SO)
1

Agora, para j = 2 temos que resolver a seguinte equação

ulegu?r + Brux + Bar) = â(B)ur+ âs2(B)x + polx, )A(FEº)a(x, 6), B=(B1, La).
(3.44)

Assim sendo,

ulegu?x + Byux + for) = u(2a(FP).(o, B) + Buu + Sor + Brux + Par)
4 2(du + 2 )e(FZ),(z, BB) + (zo ­ agerbi)ua ­ 275 P1DaT.5 25

(3.45)
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Comparando as igualdades (3.44) e (3.45) segue que

É2(B) = (â12(6), â22(6)) = (É& ­ ageeêl caosE MB2).
1

pala, )) = (5ut ess).
Logo,

ez
2 2, 4,,,/20, 6Derlog'(F2) = <&,6 >=< (581, 262), (5:82 = 5 201 275e BB) >

<2(A1, 26), 24 (1083 + 36268, cafhb2) >
< (61,262), (1062 + 3626027, 620162) >

Como

€261(A1, 262) — 2(1062 — 36267, 620162) = (462 — 6262,0),
concluímos que

Derlog"! (FE) = < (61,262), (462 — 6262,0) >
e os levantamentos são dados por

1 1 2

Definição 3.3.3 Sejam v,w : (R",0) — (R",0) tais que v = (v,..., tn) e w=(w,...,UWn).
Um colchete de Lie de v e w é definido por

Êui, fo)
2, 2

Teorema 3.3.2 Os campos de vetores É's do Teorema anterior geram livremente o Derlog(AZ2).

Demonstração.

Primeiro, verificamos a estrutura de álgebra de Lie formada por esses campos, em cada caso.
: 2.A,: eUÚX;

a
— 2

a[61,8] = | 2 | = E.
Aç : egUu?x;

e

6/2 — 2€36?
:

[61,62] = | 9083 30b2 |= &,
0
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ie | —18€33 + 26162
.

[E1,83] = 463 — 126163 = 253,
0

e

—66B3 + e3B267 + 96163
. .

[62,83] = | 6e363607 — 30163 — 96263 | = — Boba — Pregês.
0

. 4727.Az : EU XxX;

0

1261403 — 20162 .
[61,63] = EPA ATA = 28,

o

[ 48€46B4 — 31És
[É Ê ] — 36061 6a = 662631 246264 — 963

9)

= 3Ês,

863 — e4b26i " 140163 + 326404
2 217. | 88203 8P3eab] +26a0D +8P1Ba | 538 og 2

o)

[| 88263 — 2636467 — 166164

254 | 16683684 — 8Baea1 Ba + 2646163
0

= Baba — esbiês,

e

12€46P3 — BaB162 — 3262€4Pa + 662DBa
. . .

[E3, Ea] = | —8Ba64P3 — 8BaB162 + 80103 — 26363 | = —2€4Pa52 + 26363 — Pala.
—32€46B7 + 146840163 — 861463 + B263

0
”

Os cálculos acima, foram feitos através do Maple e o programa encontra­se no Apêndice B.
Os determinantes das matrizes formadas pelos vetores do Derlog*(F2º) são exatamente o

discriminante AZ?

A, : eqU?X; lê1, É] = 0 => 202(4602 — e2608) =O,
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Aç : egu*x; |É1, 62,63] = 0 => 363(—5461 8263 + 1263 + 12636763 — 363 B203 + 8163P3) =O,

As : equtx; [61,62, 63,64] = 0 =>

—4681(­120682630, + 216646702 + 32646763 — 8036167 — 768670262 + 102466762

—204863 + 1408016367 — 1152€626463 — 24616203 + 9601626364 — 1446467 63642

—B8e4B20362 + 32€4P263Da + 56826364 — 384) 626262 — 348670262 + 544036162

+54483 84261 + 128€4603/16a — 1286464 + 32603603 + 21664€4) =O.
Logo, segue pelo item (ii) do Teorema (3.3.1), que É!s geram livremente o Derlog(AZ).

Ha

3.4 Classificação dos Problemas de Bifurcação Z3­equiva­
riantes via Formulação por Caminhos

Nesta seção, mostramos como obter a classificação dos problemas de bifurcação Z2a­equivari­
antes via formulação por caminhos. Com isso, apresentamos uma forma alternativa de classi­
ficação àquela usando técnicas clássicas da Teoria de Singularidades, proposta por Golubitsky
e Schaeffer em [1] e apresentada no capítulo 2.

Lembramos que todas as derivadas são calculadas na origem.

Teorema 3.4.1 (Teorema de Classificação via Formulação por Caminhos) Seja
9(r,A) = p(u,A)r E E x(Z2) um problema de bifurcação de centro organizador finito go.
Se codz,g < 3, então g é Z2­fortemente equivalente à forma normal dada em cada caso da
tabela (3.1) se, e somente se, satisfizer as correspondentes condições de definição. Os casos são
numerados de acordo com a tabela (2.1) da pág. 26 do capítulo 2e 62 =1,i=1,...,4,0º=1
em é um parâmetro modal.
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Forma Centro Condições de Caminho Codimensão do

Normal —* Org. Definição Caminho

ha €e,ur Do = 0, dA 0

Pu ÉO
ho eyur Do = 0, 622º? 1

Pu É O
hs Ur — PoPu=O0, (0,512)

Puu É O
ha e,ur Do = 0, 632º

Pu É O
hs esuºr —Po,PusDPuu=0 (0,0, 534)

he eu m=0 42º
Pu É O

hz eur — PorDPwuPuw, (0,0, 0,04)
DPuuu = 0

eU? Do,Pu= O (2mA, 22º)
Duu É O

Puu É O
E€UºX Do,Pu = O (2092, 632º*)

Puu É O
hu ExUºr Do; Pu, Puu = 0 (O, 20, 822º)

Tabela 3.1: Teorema de Classificação via Formulação por Caminhos
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(EFE) (2,2)

(BFÊ)(0,1)

(6 FÍ)(,)

(BºFÊº)(%, 2)

(6F$º)(2, 3)

(6 Fº )(z,)

(6º F$º)(z,)

| Formas Normais |

(eut+óá&A)xX, d=ó?t=]1,

(eu? +), dd=02=1,

(eu+ó34)X, d=ót=l,1703

(eguº + ó7 A), 3 = ó? = l,

(e1u+ó1r)x, ed =ó1=1,

(eut +), eq=02=]1,

(8º FÊº)(x, À) (e9u?º + 2muiá + ód2Xº)x, ed=ó0=lemºÉ e202,

(BFE) (x,) (Cau? + 20ud + 022º + ó032)x, 3 =ó8=02=1,

(B' FE) (x, ) (eu? + 20 Au + ó39º)x, ed =ó03=0"º=],

(B'FEº(x,X) (eu? + 20 Au + d22º)x, eg =ó08=0?º=1.

| Desdobramentos dos Centros Organizadores |

Centro Desdobramento

Organizador
As: eyur
As: EeuU?T
Aç: eUºr
Ag: eu
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Demonstração.

Para todos os casos, os centros organizadores utilizados estão na Proposição (3.2.1).
Demonstraremos o Teorema para a forma normal h; e usamos a mesma técnica para os

demais casos.

Seja
BD: (RO) — (R%0

à = 60) =(8(),62(3)) = ((81)A, (82)1“aXº),
um caminho.

Vamos determinar os termos de ordem alta desse caminho.

O UDerlog" (Fº) é gerado por

| Bi | [x | [E ÇA]26162 |* | 263 |* 0
|

O espaço tangente unipotente é

TUK,22(6) = Mi <b> +B"*(UDerlog"(F2)

­ «Lesl>+
| (4(82)s — ea(B1)3)X0

Se 4(B2)1a — €2(B1)3 2 O e (B2)xa É O, então

TUK ,22(6) = ( ” ) :
Logo,

s

2er(TUK ,2:(6)) = | ”P. ) :
Como Itr(TUKvz, (68)) E P(Ô), segue que

MIND(2) AO
e, portanto, concluímos que os termos de ordem maior ou igual a dois na primeira coordenada
e os termos de ordem maior ou igual a três na segunda coordenada do desenvolvimento do
caminho À, podem ser desprezados porque são de ordem alta.

Dessa forma, o caminho associado será dado por

B(3) = ((B1)XA, (6a) dº),
com (61), é O, 4(82)1a — E2(B1)A £ 0 e (Ba)“NVCA É O.

Assim sendo, o pull­back entre o caminho e o desdobramento do centro organizador é dado
pela seguinte forma normal

(B'FEº)(x, 2) = FE (7, 6) = FO (2, BA), B2(9)) = (627º + (Bi)ud + (B2)1xXº)o.
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O espaço tangente ao caminho é dado por

TeKka22(8) = & <br >+6'(Derlog'(FZº))

Dessa forma, o espaço normal ao caminho é dado por

NK,22(8) = mesa 0) (1) (O),
Assim, a codimensão do caminho 6 é

ao, Px
" NA RTek 22 (6)

Usando a Formulação por Caminhos, mostramos que a forma normal

hs(r, A) = (eu? + (Bl).ud + (Ba).15X),
é equivalente a forma normal hg obtida pelo Teorema (2.7.1).

Consideramos a seguinte mudança de coordenadas:

hg r—> shg
IT r>+> tr

À = A,

onde s,1,[>O0.
Assim,

shs(tr,lA) = segtºx? + s(B)AtºX?IA+ s(Ba).alº Mto.

Fazendo

seat = €, e =],

s(Ba)xalºt = 09, ó? = 1,
e resolvendo o sistema de equações acima, obtemos

1 tv (11),
s=—,l=—= e2m== :

tó (82) xa| [(82), |
Substituindo em (3.46), segue que

hs(x,A) = ex +2mrºA+ 6X?X

EU? + 2mul + 622º).(

Agora, como (82)xx é O e 4(682)15 — 62(B1)? É O, segue que m está bem definido e 0262 É m?.
E
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Capítulo 4

Aplicação Física

Neste capítulo discutimos um sistema mecânico com Za­simetria proposto inicialmente por
Poston e Stewart em [1979].

KH, H,
B C

(00 ———s— —
OOM, NM, M,

Figura 4.1: Modelo físico sem ação da força externa À

Consideramos o sistema composto de duas hastes H, e Hz ambas de comprimento L. À
haste H7 possui uma de suas extremidades fixa na lateral da armação de sustentação e a outra
extremidade conectada a haste H32 por meio de uma mola torsional. À outra extremidade da
haste H, está conectada a um carrinho como mostra a figura (4.1). Às conexões do sistema
representadas pelos pontos A, B e C são feitas por pinos que permitem rotação no plano.

As hastes H, e H2z possuem a propriedade de compressão (ou extensão) devido à presença
de molas harmônicas M,; e M, com mesma constante elástica k, = ka, ou seja, as molas M, e
M, possuem a mesma resistência ao sofrerem a ação de uma determinada força externa. Além
disso, no ponto central de conexão das hastes (ponto B) está conectada a mola M; que difere
das demais molas por ser não­linear e permitir torção.

Por simplicidade, assumimos que no diagrama mecânico há a presença de uma armação
sustentadora, cuja função é garantir que as duas molas tenham igual compressão e impedir
que o sistema todo sofra translação. Isso não muda nossa conclusão básica, mas simplifica as
análises porque elimina um grau de liberdade desnecessário.

Estamos interessados em estudar o sistema descrito quando aplicamos uma força de com­
pressão À na extremidade do carrinho que compõe o sistema.

Quando A é suficientemente grande, o sistema físico pode começar a deformar­se apresen­
tando uma envergadura das hastes conforme a figura (4.2).
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4.1. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DA ENERGIA DO SISTEMA

1.

No

Figura 4.2: Modelo físico sobre ação da força externa À

Nesta figura a coordenada x representa o ângulo que mede o desvio das hastes com relação a
horizontal e a coordenada y mede a compressão do comprimento das hastes. Podemos observar
que a variação de y nos mostra o quanto as molas M, e M, foram comprimidas.

Nosso objetivo neste capítulo é apresentar a equação que modela matematicamente o com­
portamento do sisterna físico esquematizado na figura (4.2) em termos da energia do sistema.
Analisamos as condições de equilíbrio do modelo e reduzimos nosso problema original para
uma equação de bifurcação que é equivalente ao desdobramento da forma normal h;g dada pelo
Teorema (2.7.1).

Consequentemente, estudar o comportamento físico do sistema sobre a ação da força À
é qualitativamente equivalente a analisar o comportamento dos diagramas de bifurcação do
desdobramento de hz.

4.1. Formulação Matemática da Energia do Sistema
A variação da energia potencial, AU, de um sistema físico é definida em termos do trabalho

realizado VW, pela relação
AU = —W.

Como o trabalho por sua vez é dado por

sfW = / Fds,
segue que

sfav=­/ Fds.
8 i

Para compreendermos o comportamento da força elástica que atua em nosso modelo físico
consideramos uma mola ligada a uma partícula de massa m como mostra a figura (4.3).
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4.1. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DA ENERGIA DO SISTEMA

(a )

N
(b) +—r

8

Figura 4.3: Representação da Força Elástica em uma Mola

Observa­se que a partícula se move horizontalmente, na direção do eixo Os, com origem
s = O coincidindo com a posição da partícula quando a mola está relaxada, figura (4.3 (a)).
Uma força externa Fy,7; age sobre a partícula em sentido oposto ao da força elástica. Supomos
que a força externa seja sempre aproximadamente igual à força elástica, de modo que a partícula
fique bem próxima do equilíbrio em todos os instantes.

A partícula é então deslocada de uma distância s em relação à sua posição original em s = O
como mostra a figura (4.3 (b)). À medida que o agente exerce a força externa Fer; na partícula,
a mola exerce a força F;, que é dada fisicamente com boa aproximação por

F;,=­—ks, (4.1)

onde k é uma constante positiva chamada constante elástica da mola. À constante k é uma
medida da força necessária para produzir uma determinada compressão (ou extensão) na mola.
Molas mais duras têm valores maiores para k. À equação (4.1) é conhecida como a lei de Hooke.
O sinal negativo na equação (4.1) nos lembra que o sentido da força exercida pela mola é sempre
oposto ao sentido do deslocamento do sistema estudado. Quando a mola está comprimida, F,
é positiva e quando a mola está estendida, F; é negativa. A força exercida pela mola é uma
força restauradora, pois sempre tenta restaurar o sistema em sua situação inicial s = O.

O trabalho realizado sobre a partícula pela mola quando a partícula se move desde sua
posição inicial s; = O até a posição final s; = s é dado por

sf 8

W / Fdr= | (—ks)ds
si o

= 2. (4.2)

O trabalho realizado pela mola quando esta é comprimida de uma distância s é o mesmo que
é realizado para distende­la de igual distância s, pois o deslocamento s é elevado ao quadrado
na equação (4.2).

Dessa forma, a energia potencial elástica é dada por

AU = =(W) = (3h?) = 2h? (4.3)

Recordamos que o sistema físico estudado neste capítulo é composto pela ação de uma força
externa e por um conjunto de molas. Sendo assim, podemos considerar a energia total do
sistema estudado como sendo dada por

AU, + AU? + AU3z + Wa,
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4.1. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DA ENERGIA DO SISTEMA 67

onde AU, AU? e AU; são as energias potenciais realizadas pelas molas M,, M, e M;3 respec­
tivamente e W, é o trabalho realizado pela força externa.

4.1.1. Energia Potencial das Molas M, e M,
A energia potencial da mola M, é dado por

1, >AU, = 2/18 ,
onde k, é a constante elástica da mola.

Como inicialmente a haste H tinha comprimento L e após a ação da força o comprimento
passou para y concluímos que s =y— L.

Considerando k, = k, seque que

2au, = 202
Agora, sendo a mola M, idêntica a mola M,, seque que

ENA

4.1.2 Energia Potencial da Mola M;
Sabemos inicialmente que a mola central é não­linear. Ássim, para calcular o trabalho

realizado pela mola M3 supomos que esta atue no sistema com uma força F(rx).
Fazendo o desenvolvimento de Taylor até terceira ordem de F(r) em torno da origem,

obtemos

F(x) = F(0) + F'(0)e + 2E"(0)a? + 2 E (0)? do.
O termo F(0) pode ser desconsiderado, pois ele apenas desloca o ponto de equilíbrio da

mola, não introduzindo assim, nenhum efeito adicional em nossas análises. Considerando que
o sistema esteja sujeito a forças restauradoras, o termo proporcional x? é desprezado uma vez
que ele provoca força apenas em uma direção. Com estas considerações, obtemos

1
F(x) F'(0)x + 31E (0)? +.

1
=e,1T— en” +Fes, (4.4)

onde c, > O, c2 > O, neste caso a força sempre atua no sentido da posição de equilíbrio.
Assim sendo,

AUg = — (/ Fía)da =­— (/ —(eir + gerado)
o o

1 1

SEA + USAS
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4.1. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DA ENERGIA DO SISTEMA

4.1.3 Trabalho realizado pela Força Externa

O trabalho realizado pela força externa é dado por

W, = FAS = 245,

onde AS é o deslocamento na direção da força aplicada.
Sabemos que após a aplicação da força as hastes passam a ter comprimento y. Como as

hastes estão no plano inclinado e a força externa é aplicada horizontalmente ao carrinho, temos
que calcular a componente horizontal do deslocamento y, ou seja,

cos (x) = = => AS = cos (r)y.
Dessa forma, como o fenômeno físico ocorre simultaneamente nas duas hastes, o trabalho

realizado pela força externa é dado por

Wa = 22 cos (x)y.

Portanto, concluímos que a energia do sistema é dada por

(Yy=L12 1ENACâneo + k + 2axº + Io +21cos(r)y =K 2 2 2 24

1 1

k(y — L)º + 2yA cos (x) + 20” + 220
Fazendo a mudança de coordenadas:

ar,

CA,
dL,
AV,

obtemos
1Vír,y, A, k, 6) = k(y — 1)º + ao + Eat + 2Ay cos (x),

1 L Ca

A co 1,b=1)/01,c=1/A, Se £ e ec
A força À é o parâmetro de bifurcação principal.
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4.2. ESTABILIDADE DAS SOLUÇÕES

4,2 Estabilidade das soluções
Temos um potencial V = V(x,y, À), onde À é o conjunto de todos os parâmetros (A, k, £),

sendo À o parâmetro principal de bifurcação e os demais parâmetros de desdobramento.
O potencial V é Za—invariante em r, isto é, Ví—x,y, A) = V(x,y, À).
Estamos procurando soluções de equilíbrio do problema que são soluções do sistema

Ve(t,y, À) = O,

Suponhamos que possamos resolver (4.7) em função de y usando o Teorema da Função
Implícita, isto é, V,(0,y7o, Ao) = O e V.,(0, yo, Ào) £ O. Então, existe um único y = y(x,À) que
é solução de (4.7) com (0, Ao) = yo.

Além disso, da igualdade V(—x,(—x, A), A) = V(r, (xr, A), À), segue pela unicidade que

Este processo corresponde ao chamado Processo de Redução de Liapunov­Schmidt. No
nosso modelo, y é obtido diretamente de V, = O.

Substituindo y por (xr, À) na equação (4.6), obtemos a equação de bifurcação.
Definimos a equação de bifurcação reduzida por

g9(z,A) = —WVr(1,3(1,A), A). (4.8)

Como está equação tem uma variável padrão, o problema de bifurcação é de corank 1.
O próximo lema relaciona resultados do potencial V com problema de bifurcação g. Um zero

de g corresponde a um ponto estacionário do potencial V. O Lema (4.2.1) estabelece relação
entre a estabilidade dos pontos estacionários de V com o sinal da derivada de g. Dizemos que
um ponto estacionário é estável se é um mínimo local de V. À estabilidade das soluções de
g = O corresponde à estabilidade da equação diferencial ordinária £ = g(x, À), isto é, uma
solução de equilíbrio é estável se g, < O.

Lema 4.2.1 Se V,,(0,470,Ão) < O, então V não tem mínimo local numa vizinhança de
(0, yo, Ao). Se VIy(O0,yo, Ao) > O, então x é uma solução de equilíbrio estável para £ = g(x, A)
se, e somente se, (r, (x, À)) é um mínimo de V (ou g7(x,À) < O se, e somente se, (x, (x, À))
é um mínimo de V).

Demonstração.

Para um ponto ser um mínimo de V precisamos que o determinante e o traço da matriz
Hessiana de V sejam positivos, isto é, VaaVyy — Va > O e Via +WV, >O.

O ponto (0, yo, Ao) é de bifurcação, então g7(0, yo, Ào) = O, o que implica que

Assim, V.2(0, yo, Ào) + Vyy (O, yo, Ao) tem o sinal de V,,(0, yo, Ao). Se for negativo, o traço da
matriz Hessiana de V é negativo numa vizinhança de (O, yo, Ao) e não podemos ter um mínimo.

Logo, V,, > O numa vizinhança do ponto (O, yo, Ao).
Além disso, g2(x, A) = —Vi2(1, 9, A) — Vay(x, 4, A)Uz, y = (x, A). A solução g, é dada por

­
Veu(x,9, À)

(1, À) = — e p
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4.2. ESTABILIDADE DAS SOLUÇÕES

Consequentemente,

— det Hess(V(x,7,À))9(x, A)
Vn(x,5,Ã) (4.10)

Portanto, gz(r, À) < O se, e somente se, det Hess(V) > O. E

Estamos interessados nas soluções de equilíbrio do sistema ou pontos estacionários da energia
do modelo, isto é,

= (4.11)| Ve(t,y,9,k,8) = O T+ ne — 2Ay sen(rx)

Da segunda equação de (4.11), segue que

A cos (x)
y=i(t,A) = 1­ E

Observamos que y é, também, Za—invariante.
Assim, definimos a equação de bifurcação por

= —1­ ne + 24 sen(x) — =” sen(2x). (4.13)

Uma solução (Z,A) de (4.13) corresponde a uma solução (Z,7(Z, À), À) do sistema (4.11)
com a estabilidade dada pelo Lema (4.2.1).

O germe gq é Za—equivariante, pois

dx, MkE) = (=x) = 26(­0)º + 22 sen(=0) — =X? sen(—20)
T+ ne? — 214 sen(r) + =” sen(2r)

Resolvendo a equação g(x, A, k,6) = O, obtemos

(1) 7 = O é solução para todo À e corresponde à posição de equilíbrio do modelo. Neste

caso, y = 7(0) = 1 — T
(2) Para x £ O, obtemos

k + /º — kcotg (r)(23 + não”)
2cos (xr)A+(DX) =

e o comprimento dos suportes é

cotg (x)
k
2

(2x + dee
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4.2. ESTABILIDADE DAS SOLUÇÕES

Da análise feita em [1], observamos que resolvendo as equações de definição
9x?ã. +24—­1 o

9x(0, A, k, E)
4X
—O+2

obtemos (A, k,£) = (1,2,2).
Ns

Numa vizinhança do ponto (Z, à, k, 6) = (0,1,2,2), obtemos a forma normal

h(x, A) = (Au?º + BuAa + CXº)x,

1

1

1

Agora, como

segue que a forma normal (4.17) é descrita por

h(x,N) =a+u)=X)0.
Fazendo a mudança de coordenadas

para resolver (4.18), obtemos

unesp”. 12 13 14 15 16 17 18cm 1 2 3 4 5 6 7



4.3. DIAGRAMAS DE BIFURCAÇÃO

O Za—desdobramento miniversal de h é dado por

H(x1,A,k,6) = —x*+ (/T2N= NT + ko+ E
(—u?º + 1 TU — NX +k+Eu)r.

15

À equação (4.19) é o desdobramento da forma normal hg pág. 26, com m = ra

4.3 Diagramas de Bifurcação
Seja G: RXRxRº > R, G(1, 1,0) = R(u, A, a)x, um Za—desdobramento miniversal com

k— parâmetros de um germe g € 67,x(Z2).

Definição 4.3.1

B(Z) = fa E R|3(u,N), u>0: R= R,=R,=0Onoponto(u,A,a)).

BZ) =*fa E R|324 : R= R, = Onoponto(0,A,0)).

HA(Z2a) fa E RE|3(u,A), u>0: R=R,=Ryw=0noponto(u,A,a)).

FHO(Z2) (fa e RR32 : R= R,=Onoponto(0,A,0)).

D(Z2) fa € RF|[3A, vi, ua (ui É vu2 un u2 > 0): R=uR, = Onospontos (ui, A,a)e

(u2,A, 0)).

D(Z2) FB1(Z2) U B(Z2) U IA(Z2) U ZA(Z2) U D(Z2) é chamado conjunto de transição.

Aplicando a definição (4.18) à equação (4.13), obtemos

[(k,6) E RR] k=202=1),

1(k,E) E Rº | 3À : gr = Jor = Ono ponto (0, A, k, 6)).

C1(4+89?

1(k,6) E Rº |3(t,A),7 £0 : g=9"=9,= Ono ponto(x, A, k, £))

Í49) e Rº| p= 2­9 +2+0(E­29).
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4.3. DIAGRAMAS DE BIFURCAÇÃO

Observamos que ao resolvermos as equações que definem 4 (Z2), obtemos

nm " 4x cos? (x)
E=k) = 3sen (r) cos (x) — x

E=Elm) = 6(r — sen (x) cos (x))
1º (3sen(x) cos (x) — x

ta
nº +2+
(8

—— 2J+...pº + 2+
12

Como função de £, E — 2 =x+...e
12

(8) = 2+Z(£—­2)º 4...() = 2+ S(E­2+
com £ > 2.

O conjunto de transição para o problema estudado é dado pela figura (4.4)

*,;

|
|

Figura 4.4: Conjunto de Transição

8 8
Quando £ = 0, temos as regiões (1) quando k > —; (2) quando k € (2, 3) e (3) quando

k <2. As regiões (4) ou (5) ocorrem quando £ > 2 e k > 2.
À cada região do conjunto de transição temos um diagrama de bifurcação.
Vamos mostrar um esboço dos diagramas de bifurcação em cada região, usando o Maple.
As soluções tracejadas são instáveis e as contínuas são as estáveis, ou seja, são aquelas que

não se alteram por pequenas perturbações.
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4.3. DIAGRAMAS DE BIFURCAÇÃO

Nos diagramas abaixo, consideranmos £ = O.

(k>2)
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4.3. DIAGRAMAS DE BIFURCAÇÃO

1 2 3 4 5 6 7
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4.3. DIAGRAMAS DE BIFURCAÇÃO

Para £ £ O temos os diagramas correspondentes, respectivamente, às regiões (4) e (5)
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4.4. ANÁLISE FÍSICA DO CASO K =2

4.4 Análise física do caso k=2

Quando k = 2 e £=O0, temos

9(x,A) = —Aºsen(r)cos(x)+2isen(r)— rx,

y 1­ cosa).
Fazendo g(r, A) = O, obtemos

A+ existe para £ E (O, 7)
ÀA— existe para rx € (0,7).

Estabilidade de r = O:

92(0,A) = —X+2A—­l1=­(A—1)º<O.

A=1é um ponto de bifurcação duplo.

Á
Es

Figura 4.5: Diagrama de bifurcação para EF=2e£=O0
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4.4. ANÁLISE FÍSICA DO CASO K =2 78

Do ponto de vista físico, a existência de um ponto de bifurcação duplo (à = 1), estabelece
uma maior variação do comportamento dinâmico do modelo estudado.

Para valores iniciais de A, temos um comportamento estável do sistema com relação a força
externa aplicada, ou seja, não há variação angular do sistema (xr = O) e, consequentemente, não
ocorre envergadura do diagrama físico (figura 4.6). Assim, o deslocamento do sistema acontece
apenas horizontalmente devido a capacidade de compressão das molas que compõem as hastes.
Em outras palavras, a força externa não é suficientemente grande para superar a força torsional
produzida pela mola central.

Figura 4.6: Movimento horizontal do sistema

Quando a força externa está próxima a atingir a intensidade À = 1, ocorre o estágio de
maior instabilidade do sistema. Para À = 1 o diagrama físico permanece em equilíbrio com a
horizontal (não há envergadura), mas pequenas perturbações podem ocasionar o fenômeno de
envergadura esperado (figura (4.7)).

Figura 4.7: Sisterna físico envergado

Neste ponto, o sistema pode continuar no equilíbrio estável r = O ou entrar em equilíbrio
instável correspondente as soluções Az e A. AÀ solução A, corresponde a solução sempre
instável, por outro lado, a solução À permite uma região de estabilidde após passar por um
trecho instável.

Desta forma, para À > | três soluções são possíveis, duas estáveis e uma instável.
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4.5. ANÁLISE FíSICA DO CASO K <2

4.5 Análise física do caso E < 2

O diagrama de bifurcação do caso k < 2 é

a

Figura 4.8: Diagrama de bifurcação para E =2e£=O0

A interpretação física é que para À < 0.8 as hastes não envergam. Dessa forma, o modelo
físico movimenta­se apenas horizontalmente (figura 4.6), permanecendo estável nesta posição.

Quando À > 0.8, três soluções são possíveis, duas estáveis e uma instável. Uma solução
estável corresponde a x=0, ou seja, o sistema não enverga. À solução À. indica outra região
de estabilidade, neste caso o angulo r aumenta com o aumento da força A. Por fim, a solução
correspondente a A, é estável, ou seja, perturbações nesta solução leva o sistema para uma
solução estável e ali permanece.
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Apêndice AÀ

Mudança de coordenadas usando o
MAPLE

Mostramos, detalhadamente, os cálculos necessários para a obtenção do método clássico
descrito na prova do Teorema (2.7.1).

Notações.

e p=;

e pO = p(0,0), a0 = a(0,0), etc.;

pu = p. (0,0), puu = puu(0,0), etc.;

pl = px(0,0), pul = p.xr(0,0), etc;

T: desenvolvimento de Taylor de um germe dado;

c20, c2u, etc. : coeficientes da expansão de Taylor de p';

PO0O0, P1O, etc. : coeficientes da expansão de Taylor de P não simplificados;

PO, Pu, etc. : coeficientes da expansão de Taylor de P simplificados;

Q = sp";

e Q00, Q10, Q01, etc. : coeficientes da expansão de Taylor de Q;

ATA
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



APÊNDICEA.MUDANÇADE COORDENADAS USANDOO MAPLE

o p4 — p".

> Testart:

Desenvolvimento de Taylor até ordem 4 de p2(u,1) em torno da origem.
> mTaylor(p2(u,1),[u,11,5):

T(u,1) :=p2(0,0)+D[1] (p2) (0,0) *u+D[2] (p2) (0,0) *1+1/2*D[1,1] (p2) (0,0)*u
"2+u*D[1,2] (p2) (0,0) *1+1/2*D[2,2] (p2) (0,0) *1º2+1/6%*u"3*D[1,1,1](p2) (O,
0) +1/2xuº2*D[1,1,2] (p2) (0,0) *1+1/2xu*172*D[1,2,2](p2) (0,0) +1/6*1"3*D[2
2,2] (p2) (0,0) +1/24*u"4x*D[1,1,1,1] (p2) (0,0)+1/6*u"3*D[1,1,1,2] (p2) (0,0
)*1+1/4x*0772x1 2xD[1,1,2,2]1 (p2) (0,0)+1/6*u*1"3*D[1,2,2,2] (p2) (0,0) +1/24
*174x*+D[2,2,2,2] (p2) (0,0):

Assim, os coeficientes do desenvolvimento de Taylor de p2(u,1) são dados por
>

>

coeftayl1(T(u,1), [u,]1]=[0,0], [0,0]):
c20:=p20:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [1,0]):
c2u:=p2u:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,1]):
c21:=p21:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [2,0]):
c2uu:=1/2*p2uu:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [1,1]):
c2ul:=p2ul:

coeftayl1(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,2]):
c211:=1/2*p211:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,3]):
c2111:=1/6xp2111:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [4,0]):
c2uuuu:=1/24*p2uuuu:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [3,1]):
c2uuul :=1/6*p2uuul1 :

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [2,2]):
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APÊNDICEA.MUDANÇADE COORDENADAS USANDOO MAPLE

c2uul1:=1/4*p2uul1:

coeftayl1(T(u,1), [u,1]=[0,0], [1,3]):
c2u111:=1/6*p2u111:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,4]):
c21111:=1/24*p21111:

> restart:

Coeficientes de p2.
> c20:=p20:

c20 := p20
c2u:=p2u:

cu := pau
c21:=p21:

câl := pel
c2uu:=1/2xp2uu:

c2uu = 3 pluu
c2ul:=p2ul:

c2ul := p2ul
c211:=1/2*p211:

call = í pall
c2uuu:=1/6*p2uuu:

1

câuuu = 6 p2uuu
c2uul1 :=1/2*p2uu1:

câ2uul := 2 peual
c2u11:=1/2+*p2u411:

c2ull = 2 paul!
c2111:=1/6*p2111:

câlll = pel
c2uuuu:=1/24x*p2uuuu:

1

câuUUU = plUUUU
c2uuul :=1/6*p2uuul:

c2uuul := à peuuul
c2uul1:=1/4xp2uul1:

PV
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câuull := Eu

c2u111:=1/6*p2u111:

c2ulll := & paul
c21111:=1/24*p21111:

1

câll = 232 Pe

> rTestart:

> pO:=0:
Desenvolvimento de Taylor até ordem 4 de P(u,l) em torno da origem.

> P(u,1):=p(a(u,1)*a(u,1)*u,1)*a(u,l):

T(u,1):=mTaylor (P(u,1),[u,11,5):

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,0]):
POO: =pO*aO:

coeftayl1(T(u,1), [u,1]=[0,0], [1,0]):
P10:=pO*autpu*a0”3:

coeftayl1(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,1]):
PO1:=pO*al+pl*al:

coeftayl1(T(u,1), [u,1]=[0,0], [2,0]):
P20:=1/2*pO0*auu+pu*a0”2+*au+(1/2+a074x*puut+2*putaO*tau)*al:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [1,1]):
P11:=pl*autputa0”2*x*al+pO*aul+(a0”2X*pul+2*putaO*al)*al:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,2]):
PO2:=pl*al+1/2*pl1*+aO0+1/2*p0*all:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [3,0]):
P30:=1/2*pu*aO0”2*x*auu+(1/2*xa07 4*puu+2*put*taO0*au)*au+1/6+*+p0+*auuu+
(2+a0” 3t+au*puut+putaO+auut+1/6+a0"6*puuu+putau”2)*al:
P30 :=

1/2*pu*a0”2t*auu+(1/2*+a07 4+*puu+2*putaO*au)*au+(2*xa0” 3+autpuutput*taO0*auu+
1/6*a076*puuutpu*rtau”2)*al:

coeftayl1(T(u,1), [u,1]=[0,0], [2,1]):
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>

>

>

>

>

>

>

>

V
V

V
V

V
V

V
W

V
V

V
Y

P21:=1/2*pl*auu+pu*a0 2xaul+(a0º2+pul+ 2x*putaO0*al)*au+ (1/2+a074*puu+
2+putaO+au)*al+ 1/2+p0*+auul+(2+a0º3x+al*puu+2t+a0*+au*pul+ 2*putaO+aul+
2*put*au*al+ 1/2*a074*kpuul)*al:

coeftayl1(T(u,1), [u,1]=[0,0], [1,2)):
P12:=pl*aul+1/2*pu*a0”2+al1+1/2+pl1*au+(a0”2*pul+2*puraO0*al)tal
+1/2+p0*aul1+(1/2xa072*pull+pural 2+2+a0*+al*pul+putaO+all)*al:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,3])):
PO3:=1/2*pl*all1+1/2+pll*+al+1/6*p0+alll1+1/6*pll1*alO:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [4,0]):
P40 : =1/24*pO0*auuuu+ (a0” S+au*puuut+putau*auu+1/3*puta0*auvu+
a0”3+auu*t*puu+3+a0”2xau”2x*puu+i/24*a0"8*puuuu)*aO0+
1/6*pu*ta0”2*xauuut+1/2*(1/2*+2a074*puu+2t+purtaO*tau)*auu+
(puxaO0*auut+1/6*a0"6*puuu+2*a0” 3*autpuu+putau”2)*au:

coeftayl1(T(u,1), [u,1]=[0,0], [3,1]):
P31:=1/6*pO*+auuul+1/2*(a0”2+pul+2+purtaO0*al)*tauu+
(1/2*a07 4*puu+2t+pur*aOtau)*aul+1/6+pl*auun+1i/2xputa0”2xauul+
(2*a0”3*al*puu+2*+a0*au*pul+2*+purtraO0t*aul+2*purtau*tal+
1/2*2a074*puul)*au+ (putaO*auu+1/6*+a0”6*puuu+2*a0" 3*autpuutputau”2)*al+
(6*a0”2*au*puu*tal+1/6+a0"6*puuul+2*a0"3*puul*au+
pu*aO0*auul+au”2+pul+putal*auu+aOt+auu*pul+a0”S*al*+puuu+2*putau*taul+
2*a0” 3*+aul*puu)*al:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [2,2]):
P22:=1/4*p11*auu+(a072*pul+2+putaO0*+al)*aul+
1/2*(1/2*a074*puu+2*putaO0+au)*all+(1/2xa072*pul1+
putal ”2+2*xa0*al*pul+pu*aO0+all)*au+
(2*+a0”3*xal*puu+2r*a0*au*pul+2r*puraO0xaul+2*purtautal+
1/2*a074*puul)*+al+1/4*+p0*auull+(1/4*a074*puul1+2+a03*puul*al+
2*al*pul*au+3*a0”2+al”2kxpuu+2t+a0*aul*pul+a0*aut+pull+
a0” 3*puutall+put*aO0+aull+purtau*all+2kxputal*aul)*a0+
1/2x*pl*auul+1/2*pu*xa072*aul1:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [1,3]):
P13:=1/6*p111*au+(1/2*a0"2+pull+purxal 2+2+a0+al*pul+
pu*aO0*all)*al+(aO0*pul*kall+1/3*pura0r+alll+putal*t*all+al”2+pul+
aO0*al*pull+1/6*pull1*a0"2)*a0+1/2+pl1*aul+
1/2*(a0”2+pul+2*puraO*al)*all+1/2xpl*aull1+1/6k*purta02xa111+
1/6*pO*aull1:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,4]):
PO4:=1/24*p1l111*a0+1/6*pl+*alll+1/4*pll1*all+1/6*pl11*+al+
1/24*p0*al111:

Colocando em evidência os coeficientes reais:
> PO : zexpand(P0O):
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cm

Pu:=expand(P10):

Pl:=expand(PO1):

expand(P20):
Puu:=2*expand(P20):

Pul:=expand(P11):

expand(P02):
P11:=2*expand(P02):

expand(P30):
Puuu:=6*expand(P30) :

expand(P21):
Puul :=2*expand(P21):

expand(P12):
Pul1:=2*expand(P12):

expand(PO03):
P111:=6*expand(P03):

expand(P40):
Puuuu:=24*expand(P40):

expand(P31):
Puuul :=6*expand(P31):

expand(P22):
Puul1:=4*expand(P22):

expand(P13):
Pul11:=6*expand(P13):

expand(P04):
P1111:=24*expand(PO04):

restart:

2 3 4 5 6 7
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Lembrando que pO0=0 e igualando os termos do desenvolvimento de Taylor de p2
na origem com os termos do desenvolvimento de Taylor na origem de P obtemos

p20:

p2u:=pu*a0”3:

p21:=pl*al:

p2uu:=6+*pu*a0”2x*au+aO0”BS*puu:

p2ul :=pl*au+3*puta0  2ral+a0"3*pul:

p211:=2*pl*al+pll1*a0:

p2uuu:=9*pu*a0” 2xauu+15*+au*a0” 4*xpuu+18*putaOt*+au”2+a0”7*puuu:

p2uul : =pl *xauu+6*pu*xa0  2x+aul+6*au*a0”2xpul+12*x+autpurtaO*al+5*al*xa0”4kpu
utaO0 b*puul:

p2ul11:=2*pl*aul+3*pu*xa0 2rxall1+pll1*au+6*al*a0º2k+pul+6*purkaO*kal 2+a073*
pull:

p2111:=3*pl*all+3*pll*al+pll1*al0:

p2uuuu:=28*a0"6*autpuuu+72*a0*putau*auu+12x*xpurxa0”2xauuu+30*2a07 4+t+auu*p
uu+120*a0º3*au”2*puu+aO0” I*xpuuuut+24*pu*au"3:

p2uuul : =9*auu*a0  2xpul+pl*auuu+9*pu*a0 2xauul+18*+auu*pu*aO0t+al+60*aurta
0º3*al*puu+7*al*a0”6*puuutaO0”7*puuul+15*+aul*a07 4xpuu+18+a0+t+au"2xpul+18
*putau”2t+al+15*au*a0 4*puul+36+aul*purtaO+tau:

p2uul1 :=6*pu*+a0 2x*aul1+pl1*auu+2*pl*auul+a0”S*puull+6*aur*a0”2+pull1+24
*aul*putaO*+al+24*au*aO0t+al*pul+i2*kxall*puraO0r*+au+12xaul+a0º2xpul+b*all*a0
"4*puu+12kxaur*xputal”2+20*a0º3xal 2xpuu+i10*+al*xa0"4*puul:

p2ul11:=pl11*au+9*al*a0º2+pull+6*+putal 3+18+a0*xal 2xpul+18*+al*putaO+a
11+9*a0º 2+pul*all+2*put+a0”2xal11+pulll1*+a0º 3+3*pl1*aul+3*pl*aull+pur*al0”
2*al11:

p21111:=pl111*+a0+4*pl*all1+6*pll+all+4xpl11+al:

> restart:

Desenvolvimento de Taylor de p4(u,|) na origem até ordem 4.
> T(u,1):=mTaylor(p4(u,1),[u,11],5):
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Assim, os coeficientes do desenvolvimento de Taylor de p2(u,1) são dados por

coeftayl(T(u,1),[u,1]=[0,01],[0,0]):
c00:=p40:

coeftayl(T(u,1),[u,1]=[0,0],[1,0]):
c10:=p4u:

coeftayl(T(u,1),[u,1]=[0,0],[0,1]):
cO1:=p41:

coeftayl (T(u,1),[u,1]=[0,0],[2,0]):
c20:=1/2*p4uu:

coeftayl1(T(u,1),[u,1]=[0,0],[1,1]):
ci1l:=p4ul:

coeftay1(T(u,1),[u,1]=[0,01],[0,21]):
c02:=1/2*p411:

coeftayl(T(u,1),[u,1]=[0,0],[3,0]):
c30 :=1/6*p4uuu:

coeftay1(T(u,1),[u,1]=[0,0],[2,1]):
c21:=1/2*p4uul:

coeftayl(T(u,1),[u,1]=[0,0],[1,2]):
c12:=1/2*p4u11:

coeftayl(T(u,1),[u,1]=[0,0],[3,0]):
c03:=1/6*p4111:

coeftay1(T(u,1),[u,1]=[0,0],[4,0]):
c40:=1/24*p4uuuu:

coeftayl1(T(u,1),[u,1]=[0,0],[3,1]):
c41:=1/6*p4uuul:

coeftayl(T(u,1),[u,1]=[0,0],[2,2]):
c22:=1/4*p4uu11:
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coeftayl(T(u,1),[u,1]=[0,0],[1,3]):
c13:=1/6*p4u111:

coeftayl(T(u,1),[u,1]1=[0,0],[0,4]):
cO4:=1/24xp41111:

> restart:

Desenvolvimento de Taylor na origem até ordem 4 de Q(u,1) = s(u,1)p2(u,!).

Q(u,1):=s(u,1)*p2(u,1):

T(u,1):=mTaylor (Q(u,1),[u,11,5):

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,0]):
Q00 : =s0*p20:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [1,0]):
Q10:=sO0*p2utsu*p20:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,1]):
Q01 : =sO0*p21+s1x*p20:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [2,0]):
Q20 : =1/2*sO0xp2uu+tsu*p2ut+1/2*suu*+p20:
2*+Q20:

coeftayl1(T(u,1), [u,]1]=[0,0], [1,1])):
Q11:=s1*p2u+su*p21+sO0*p2ul+sul*+p20:

coeftayl1(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,2]):
Q02:=s1*p21+1/2x*s11*+p20+1/2xs0*p211:
2*Q02:

coeftayl(T(u,1), [u,11=[0,0], [3,0]):
Q30 : =1/2*su*p2uu+1/2*suu*p2u+1/6+*+sO0O*xp2uuu+1/6*suuu+p20:
6*Q30:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [2,1]):
Q21:=1/2*s1*p2uu+sut*p2ul+sul*p2ut+1/2+suu*+p21+1/2x*+sO0*p2uu1+1/2*suul*p2
O:

2*021:
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coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [1,2]):
Q12:=s1*p2u1+1/2x*su*+p211+1/2*s11*+p2u+sul*+p21+1/2+*sO0+p2ul1+
1/2*sull1*p20:
2*Q12:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,3]):
Q03:=1/2x+s1*+p211+1/2xs11*p21+1/6*s0xp2111+1/6+*s111*+p20:
6*903:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [4,0]):
Q40 :=1/24*sO0Ox*p2uuuu+1/24*suuuu*p20+1/6*su*p2uuu+1/4*suu*p2uu+
1/6*suuu*p2u:
24*Q40:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [3,1]):
Q31:=1/6*sOx*p2uuul+1/2+sul*+p2uu+1/2*suut*p2ul+1/6*sl1*p2uuu+
1/2+*surp2uul+1/2+suul*p2u+1/6+*+suuu*p21+1/6*suuul+p20:
6*031:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [2,2]):
Q022:=1/4x*s11*p2uu+sul*p2ul+1/4x*suu*xp211+1/2+sull+p2u+
1/2+suul*p21+1/4*s0*p2uul1+1/4x*suul1*p20+1/2+s1*p2uul+
1/2*su*p2u11:
4*Q022:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [1,3]):
Q13:=1/6+*s111*p2u+1/2+sull*p21+1/6*sull1*p20+1/2+s11*p2ul+
1/2+*sul*+p211+1/2xsl1*+p2ul1+1/6+*+suxp2111+1/6*+sO*+p2ul11:
6*+Q13:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,4]):
Q04:=1/24*s1111*p20+1/6*s1*p2111+1/4*s11*p211+1/6+s111*+p21+
1/24*s0*p21111:
24*004:

restart:

valores dos p4's em função dos p2's são
p20:=0:

p40 : =s0x*p20:

p4u:=sO0*p2utsu*p20:

p41:=s0*p21+s1*p20:
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cm

p4uu:=s0*p2uu+2*sutp2u+suurp20:

p4u1l :=s1*p2u+su*p21+s0*p2ul+sul+p20:

p411:=2*s1*p21+s11*p20+sO0*p211:

p4uuu:=3*su*p2uu+3*suu*p2u+sO0*p2uuu+suuu*+p20:

p4uul :=s1*p2Quu+2*t*su*p2ul+2xsul*p2u+suurp21+s0O*p2uul+suul*+p20:

p4u11:=2*s1*p2ul+su*p211+s11*p2u+2r+sul*+p21+sO0*p2ull+sull*+p20:

p4111:=3*s1*p211+3*s11*+p21+s0x+p2111+s111*p20:

p4uuuu:=s0*p2uuuu+suuuu*+p20+4*su*p2uuu+6*suut*p2uu+4t*suuu*+p2u:

p4uuul :=s0*p2uuu1+3*sul*p2uu+3*suur*p2ul+sl1*p2uuu+3*sur*p2uul+3*suul*+p2
utsuuu*tp21+suuul*p20:

p4uul1:=s11*p2uu+4*sul*p2ul+suu*+p211+2x*sul]l*p2u+2xsuul*+p21+sO0+p2uull1+
suull1+p20+2*s1*p2uul1+2*surp2ul1:

p4u111:=s111*p2u+3*sull*p21+3*s11*p2ul+3*sul*+p211+3*sl1*p2ull+sur*p2111
+sO0*p2u111:

p41111:=s1111*p20+4*s1*p2111+6*s11*xp211+4x*s111*p21+sO0*p21111:

restart:

valores dos p2's em função dos p's são
po:=0:

p20:=pO*a0:

p2u:=pO0*au+pu*a0”3:

p21:=pO*al+pl*a0:

p2uu:=6*pu*a0 2*x*au+aO0 b*puu:

p2ul : =pl*au+3*pu*a0”2xal+a0 3*pul:

p211:=2*pl*al+pl1*a0:
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p2uuu:=9*pu*a0”2t*auu+15*autxa0”4xpuu+18+puraO*tau”2+a0”7*puuu:

p2uul :=pl*auu+6*puta0 2*aul+6t*auxa0” 2xpul+12+aut*putaOtal+5*al*xa04*tpu
uta0 Bb*puul:

p2u11:=2*p1*aul+3*puta0 “2xal1+pll*au+6+al*a0”2+pul+6k+puraO*al 2+a073*
pul1:

p2111:=3*pl*al1+3*pll*al+pl11*+al0:

p2uuuu:=28*a0"6*au*puuu+72*purtaOt*+au*auu+12*+purtaO0”2*auuu+30*a07 4*auut*p
uu+t120*+a0”3*xauº2r+puu+ta0”I*puuuu+24*pu*au"3:

p2uuul : =9*auu*xa0 2*+pul+pl*auuu+9*pu*a0 2xauul+18*xauu*pu*aOr*al+60*auta
0º3*al*puut+7*al*a0”6*puuu+aO0”7*puuul+15*aul*a07 4*puu+18*xa0*auº2+pul+18
*putau”2*al+15*autxa0  4*puul+36*aul*puraO+tau:

p2uul1:=6*purxa0”2*aul1+pl1*auu+2+pl*auul+aO0”b*puull+6*aurxaO0”2kpull1+24
*aul*putaO0*+al+24*xauxaO0*+al*pul+12xal1*puraOtau+1i2kxaul*a0”2*pul+5*all*a0
"4x*puu+12*au*pu*al 2+20*+a073xal”2xpuu+10*al*a0º 4*puul:

p2u111:=p111*au+9*al*a02xpul1+6+*putkal 3+18+a0*alº2+pul+18*al*puraO*a
11+9*a0º 2*pul*all1+2x*pura0” 2xa111+pulll1*a0º3+3+pll*aul+3+*pl*aull+pural0”
2*all1:

p21111:=pl111*a0+4*pl*al11+6*pll*xall+4*pl11%*+al:

valores de p4's em função dos p's são

p40:=0:

p4u:=sO0*p2u:

p41:=sO*p21:

páuu:=s0*p2uu+2t*sut*p2u:

p4u1 :=s1*p2u+su*p21+sO0*p2ul+sul*p20:

p411 :=2*+s1*p21+sO0*p211:

p4uuu:=3*su*p2uu+3*suu*p2u+sO0r*+p2uuu:

p4uul : =s1*p2uu+2*sur*rp2ul+2xsul*p2u+suu*p21+sO0O*+p2uul:

p4ul1:=2*sl1*p2ul+su*+p211+s11*p2u+2t+sul*+p21+sO0*p2ul1:
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p4111:=3x*s1*+p211+3*s11*p21+sO0*p2111:

p4uuuu:=s0*p2uuuu+4*su*p2uuu+6*suu*p2uV+4t+suuuU*p2U:

páuuul : =s0*p2uuu1+3*sul*p2uu+3*suu*p2ul+s1*p2uuu+3*sur*xp2uul+3*suul*p2
utsuuu*+p21:

páuul1:=s11*p2uu+4*+sul*p2ul+suur*p211+2xsull*p2u+2r*suul*p21+1/2*s0*p2u
ull+sl*p2uul+su*p2ul1:

p4u111:=s111*p2u+3*sull*p21+3*s11*p2ul+3+*sul*+p211+3xsl*+p2ull+su*p2111
+sOxp2u111:
p41111:=4*s1*p2111+6*s11*p211+4*s111*+p21+s0*+p21111:

> Testart:

Primeira Forma Normal

> p40 := O:

> p4u := sO*pu*a0”3;
p4u := sO pu ao?

> Pp4l := sOxpl*al;
p4l := sO pl aO

Simplificação de p4uu por au.
p4áuu := sO*(6*pu*a0”2t+aut+taO”BS*puu)+2*su*purta0”3:
solve(p4uu,au):
au:=­1/6*a0*(sO0*aO0” 2xpuu+2t*su*tpu) /sO0/pu:
expand(p4uu):

Simplificação de p4ul por su.
> p4ul := sl*put*a0 3+surpl*a0+sO0*+(pl*au+3*putaO0 2ral+aO0"3*pul):
> solve(p4ul,su):
> su:=­1/4*xa0*(6*sl*pu”2t+a0­sO0*pl*a0+puu+18*+sO0*pu”2+al+6*sO0*xaO0*pul*pu)/
> pu/pl:
> expand(p4ul):
Simplificação de p41ll por sl.

p411 := 2*sl1*pl*a0+sO0*(2+pl*al+pl1*a0):
solve(p411,s1):
s1:=­1/2*s0* (2xpl*al+pl1*a0)/pl/a0:
expand(p411):

Simplificação de p4uuu por suu.
> p4uwu :=
> 3*sur(6*puta0”2t*autaO0”Stkpuu)+3*suut*putaO” 3+sO0*(9+putaO0”2t+auu+1brk*aur*a0”
> 4*puu+l8St*puraO*au”2+a0”7*puuu):
> expand(p4uuu):

PV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



APÊNDICEA.MUDANÇADE COORDENADAS USANDOO MAPLE

cm

V
V

V
V

V
V

V
W

V
V solve(p4uuu,suu):

suu:=1/12/a0*s0*(144*2a0”3*pu 4*al 24*p172­72*a0 4+pu 4t+al+pl*p11­60*+a0
“4x*puu*pl 3*puº2t+al+144*a0 7 4*xpu3xal*plº2xpul+9*a0”b*pu4xp11º2+15xa07
S*puu*pl  2*pu”2*p11­36*a0"S*pu 3*pl1l*pulkxpl+12xa0”5*puuº2xp174­30*a0”5
*puu*pl3*pul*pu+36*a0”b*pul2xpu”2+p1 2­36*pu”2rauu*pl 4­4x207 5*puuu*+
pu*plõr4) /puº2/p1l74:
expand(suu):
simplify(p4uuu):

Simplificação de p4uul por auu.

V
O

V
V

V
V

W
V

V
W

V
V VV

V
V

V
V

V

p4uul :=
S1*(6+puta0”2*au+taO0”Bb*puu)+2+sur (pl*au+3+putaO”2x*al+aO0”3*pul)+2+sul*pu
*a0” 3+suutpl*a0+sO0*(pl*auu+6*putaO0”2r*aul+6*aur*a0”2Xxpul+12+aut*putaO+al+
5*al*a0º4*+puu+a0”S*puul):
expand(p4uul):
solve(p4uul,auu):
auu:=1/48*2a072/p174*(27*s0*a0”3*pu 4x*p1172+21*s0*+a0” 3*p1l 4xpuu/2+48*s
ul*pu”3*aO0*p1l 3­144*s0+aO0*pu 4xp1 2xa1º 2­72xs0t+a0  2xpu 4xplk*al*pl1+24+
s0*a0º2xpu”2*pl3*al*xpuu+24*+s0*+a0”3*pu 2+p11*p1º2xpuu­72*s0*aO0” 3*pu” 3*
pll*pul*pl1­60*s0*aO0”3*+pl”3*puurpul*pu+36*s0*xaO0”3+pul2xpu”2+p1 2+144*+s
O0*p1”3*pu 3*aul­8+*s0+*+aO0” 3*puuut*pur*pl 4+24*sO0*pl1” 3+pu”2x+a0”3*puul) /pu"2
/s0o:

simplify(p4uul):
Simplificação de p4ull por aul.
>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

p4ull :=
2*s1*(pl*au+3*purta0 2*x+al+a0”3+pul)+suxrx(2xpl*+alt+pll*aO0)+sll*putaO0”3+2+ts
ul*pl*a0+sO0*(2*pl*aul+3*puta0”2xal1+pll*k*au+6*al*a0”2X*pul+6*putaO+ral”2+
a0”3*pull):
expand(p4ul1):
solve(p4ul1,aul):
aul:=­1/8/p1"3*aO0*(4*sO0*pl”3*xal*a0t*puu­32*s0+p1 2xal”2xpu”2­16*sOxp1*
al*puº2*pl1*a0+sO*+pl1*a0º2xp1º2xpuut+3+sO0O*pl11º2xa0” 2xpu”2­10*sO0x*p11*a0”
2*pul*purpl+4*xs11*puº”2xa0”2xp12+8*sul*pl” 3*pu+12x+sO0Orxpu” 2k+a0*al1*p1º 2+
4*s0*a0”2k*pull*p1l”2*pu)/pu/s0:
simplify(p4ull):

Simplificação de p41!ll por sil.
> p4111 :=

3*s1*(2+pl*al+pl1*a0)+3+*sl11*pl*a0+sO*(3*pl*all+3+*pll*al+pll1*+aO):
expand(p4111):
solve(p4111,s11):
s11:=­1/6*s0*(­12*xa1º2xp1l”2­6*a0*al*pl+*pl1­3*a0"2+p112+6*p1 2+a0+tall
+2*pl*a0”2x*p111)/pl172/a0"2:
simplify(p4111):

Simplificação de p4uuuu por auuu.
p4uuuu :=
s0* (28+a0” 6*au*tpuuu+72*putaO0+au*auu+12*+pu*a0”2t+auuu+30*+a074+auu*puu+i12
0*a0”3*au”2*puut+taO” I*puuuu+24*putau”/3) +4*su* (9+pu*t*a0”2kxauu+1br*auraO”4+
puut+1i8*pu*aO0*au”2+a0”7*puuu)+6*suu* (6+*purtaO0”2xau+aO0”btpuu)+4*suuu*tputa
073:

expand (p4uuuu):
solve (p4uuuu,auuyu):
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auuu:=1/96*a0* (­32*suuu*pu 3*p176+576*+a0 4*pu” brpll*+sul*pl 3+432x*+a07 6
*pu b*pl1*sO0*pull*pl1 2+56*a0  6*pu” 3*p1 1*sO*puuu*pl  4+1440*a0  6*pu 4*pl
1*sO*pul  2x*p1 2­144*xa0  6*pu 4*+p11*+sO0*pl 3k*puul+576*xa0  4x*xpul*pu b*pl” 3*
sO0*xalº2­1728*a0  o*pul*pu"S*pl1  3*+s0xall+288*+a0 Gx*xpultkpu”brpl 2xs0*pl111­
1152*a07 4*pul*pu"4*p1 7 4*xsul­864*a0" 6*pultkpu"4xp1 7 3*sO0*xpull­112*a076*pu
1*puº2x*p1”5*sO0*puuut+i92*x+a0”6*pul”3*pu”3*pl 3*s0+288*a0  G*pul*pu”3*p1õ 4
*sO0xpuul+363*+a0 6*pl1 2kxpuur*sO0r*pu 4xp11º2+480*a0 b*p1º5kpuu 2+s0r+puº2ta
1­1248*a07 4*p1 “4*xpuu*sO0*pu "4*al  2­960*a07 5*pl” 3*puu*sO*pu 4tral*p11­90%*
a0 6*plº4*xpuu”2x*sO0Or*pu”2x*pl1­444*2a06*p1” 3*xpuu*sO*xpu” 3*pl1*pul+720*+a07S5
*pl “4*puu*pu 4*+sO0*all1­120*a0 6*p1º3*puu*pu 4*s0O*p1l11+480*xa0  4x+p1”5*puu
*sul*pu”3+360*a0 6*pl 4xpuu*t*pu” 3*s0Oxpull+80*+a0 6*pl1  6*puut*s0O*puuut*put+aá4
20*a076*pl”S*puu2x*sO*pul*pu­b564*a076*p1 4*puut*sO*pul “2xpuº2­120*a076*
pl”5*puu*sO0*pu”2*puul­2736+*a0”br*pu Br*al*pl*sO0O*p11º2+3168*+a0 4*puº"6*al”
2*plº2+sO0*p11+5760*a0 b*puºb*al*pl1  2xsOxp11*pul­3456*a0 7 4*pu  6*al*p173
*s0rall1+576*a0” b*pu"6*al*p1l 2xsO0*p1l11­1728*a0”S*pu”5Sr*al*pl”3*s0*+pull­2
24*a0”b*pu”3*al*pl”5*sO0rxpuuu­672*a0"o*puº”3*al*p]l  4x+sOt+puur*pul­576*+a07S
*pu 4*al*plº 3*sO*pul  2+576*+a0 E*pu 4x*al*p1 4*sOkxpuul­1584*x20 6*pu btpl
1º2*sO0O*pul*pl1+864*+a0o*pu  G6*pll*+sO0xall*pl1 2+4992*a0” 3*pu 6*al 3x*p173*s
0­2304*a0 3*pu o*al*pl  4*sul­144*xa0 7 6*pu6*pl1*+sO0O*xpl*p111­8*+a0"6*puuuu
*pu”2+p1 6*s0­117*a06*pl”6+puunº3+s0+408*a0”G6*pu 6*p1173*+s0) /puº3/p1l"6
/s0:

simplify(p4uuuu):
Simplificação de p4uuul por suuu.

páuuul :=
s0* (9*auutaO0”2xpul+pl*auuu+9*pu*al0 2xauul+18+auu*purxaO*+al+60*aurta0”3+ta
1*puu+7*al*a0”6*puuu+aO0”7*puuul+15*+aul*a0”4tk*puu+18*+a0+au"2t*pul+18*+puta
u”2*+al+15*au*aO0”4*puul+36t+aul*pur*aOt+au)+3+*sul*(6k+puraO”2kxau+taO0”b*puu)+
3*suu*(pl*au+3*pu*a0”2xal+a0”3x*pul)+sl*(9*putaO0”2rauut+ibt*aur*aO4tk*puu+i
8*pu*taO0*au”2+a0”7*puuu)+3*su*(pl*auu+6*puta0”2+aul+6*aut*aO0º2k+pul+12*x+au
*putaO0+al+5*al+a0”4+puu+aO0”b*puul)+3*suul*putaO0”3+suuurpl+al:
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expand(p4uuul):
solve (p4uuul,suuu):
suuu:=­1/64+a0/p1l7"6*(­63*a0"5+p16*puu”3*s0+30*a0 Expu 6+pl117 3*s0+544
*al*a0 4*puuu*sO*xpu”3*plºb+864*pu” 4t*auul*s0O*plº5+96*+a0”bBr*puuul+sOrpu”s3
*plº5+1170*a0  5*pul*pu”b*pl*sO0x*pl11º2+1632+a04*pul*pu” 3*p1 4*s0rxal*puu
—­2016*a0”3*pul*pu”b*pl"3xs0*+al2­11520*a0 4*pul*pu” b*pl 2x*s0t+al*pl1+20
40*a0” B*pul*pu” 3*p1º3*sO0O*pl1*puu­2448+a0”b*pul2t+pu”"4*+p1 2xsO0r+p11+1728
*a0 4*xpul*pu”5*pl3+sO0Oxall1­288*+a0”bS*pul*kpu”5*pl  2xsO0Oxp111+2304*+a0” 3*pu
1*puº4*p1 7 4*sul+864*+a0” 5*pul*pu”4*plº3*sOxpull­112*a0"o*pult*pu”2*p1"S5+
sO*puuu­132+a0"S*pul2+pu”2+*p1 4x+sO0rpuu­24*a0"6*pul ” 3*pu 3*p1  3*s0+294
*a0 b*pul*pu*pl”b*sO0xpuu”2+144x2a0”5*pul*pu”3x*p1 4*+s0t+puul­288*xa0" 3*pu”
S5r*pll*sul*pl 3+216*+a0”Sr*pu bxpl1*sO0O*+pull*+pl 2+32*+a0” 5*pu”3*pl11*sOr+puuu
*p1l 7 4­288*a0”5*pu4*+pl1*s0O*pl”3*puul­771*a0"5+*pl”2xpuur*rsO*pu4x*p117 2­1
248*a0"4*p1l”b*puu”2r+sO0*+pu”2x*al+4656+a0”3*p]1 “4*puurtsO+pu”4*a1 2+2064*a0
"4xp1º3*puut*sO*pu”4*xal*pl1­216*xa0” b*p1 “4*puuº2xs0*pu”2x*p11­1152*+a07 4*+p
17 4*puu*pu” 4*+s0*+al1+192*xa0” S*pl1 3*puutpu 4*s0+*p111­1248*a0 3+*p1” S*puutr
sul*pu”3­576+*a0”B*p17 4*puu*t*pu” 3+*sOx*pul]1+56*+a0” S*p1” 6*puur*sO*puuu*+*pu­26
4*2a0”5*p1”5*puu*sO*pu”2k*puul+4608*+a04kxpu 6*al*pl*sO0xp11º2­11952*+a0” 3*
pu” 6*al”2x*p1l”2+s0+p11+8640*+a0”3*pu 6*al1*p1 3*sO0*al1­1440*20 7 4*pu 6*al*
pl”2*s0*pl11+4320*a0”4*pu”Br*al*pl”3*sO0O*pull­576*a0 4+pu 4*+al*+pl  3+s0+p
ul” 2­576*a0 4*pu"4t+al+*pl 4*s0+puul+432+a0 4x*pu G6*pl1*sO0O*all*p172­17472
*a0 2xpu”6*tal3*pl”3*s0+8064*a0”2k*pu”br*al*pl4r*sul­72*+a0 b*pu 6*pl1*sO
*pl*pl11­8+a0”5*puuuu*pu”2*p1 6+s0+288+*suul*pu 4x*a0+p175) /pu“3:

>

>
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>
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> simplify(p4uuul):
Simplificação de p4uull por suul.
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>
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>

p4uul1 :=
s11*(6*puraO0”2x*au+a0”B5*puu)+4*sul* (plt*au+3t*pura0”2xal+a0”3*pul)+suu*(2
*pl*al+pl1*a0)+2*+sull*pu*a0”3+2+suul*+pl*a0+1/2xs0*(G6G*putaO0”2xaul1l+pl1*
auu+t2*pl*auul+a0”S*puull+6*aura0”2+pull1+24*xaul*purtaO+al+24*+auta0t+al*pu
1+12*al1*putaO*au+12xau1*+a0º2xpul+5*al1*+a07 4+*puu+12*xaut*pural 2+20x+a07 3
*a1º2*puu+10*al*a074xpuul)+sl*(pl*auu+6*purtaO02+aul+6*auta0” 2t+pul+12+a
u*tpu*taO*al+S*tal*a0”4*xpuut+taO0”S+*puul)+suxr (2+pl*aul+3*purxa0”2x+all+pll+au+
6*al*a0”2*pul+6*putaOral 2+a0"3*kpull):
expand(p4uu11):
solve (p4uul1,suul):
suul :=­1/96*(­24*a0"5*pul*pl2xpu” 3*s0*pl11+144*+a0” 3*pul*pl 4+*puº2tsu
1­36*a0  bx*sO*pull1*p1l 4*purpuu+504*a0 4*sO+pull*pl 3*pu"3ral­72*a0 b*sO
*pull*pl 3*pu2xpul­1440+a072x*al3*plº 3*pu 4+s0­396*2a0 7 4xa1*p1”2kpu” 3
sO*pl1*pul+576*a0 3t*al*pl”3*pu 4+sO0*xall­264*a0 7 4*al*pl 2t+pu"4*+sOxp111+
1440*a0  2*xa1*p1 4*puº3*sul+108*a0 4*sOtal*pul*pl 4*put*puu+720*a0”3*sO+
al 2*pul*pl 3*puº3­252*+a0 7 4*sO*xal*pul” 2xpl 3x*puº2­360*al1l*a0 4*xsOxpl”3
*pu3*pul+144*pu”3*a0”2traull1*pl7 4*+s0+24+a0” bBrpuull*pl 7 4xpu"2rs0+84*xal1
*a0 4*puu*pl 4*puº"2rs0+264*a0” 3*xal”2xpuu*pl4*pu”2*s0+24*al+a07 4t*puul*
pl4*puº2*s0+30x*pl1*a0 4*+sO0r+pu”2xp1” 3*al*puu­2088*p11*+a0”3*sO0O*puº"4*pl”
2*alº2­99*p11”2+a0 4*sO*pu 4x*pl*al+12xp11º2*+a0” B+*sO*pu”2+p]1” 2xpuu­504%*
pl1º2*+a0b*sO*pu”3*pul*pl+612*p11*+a04*pu 4rx+sO0r*al1*pl 2­60*pl1*aO0”BS*pu
"4*+sO0O*pl*pl11+312*p11*a0”3*sul*pu”3*+pl  3+252*p11*a0”Bb*pu 3*sO+pull+p1”
2+8*p11*a0” 5*sO*puuut*pu*pl 4+132x*+p11*a0” 5*sO*xpuu*pl 3*pultkpu+108*+pll+a
0º 5*sO*pul2xpuº2x*p1º2­21*p1l1*+a0”5*sO*puu"2*p1 7 4­96*p11*a0” 5r*sO0*pl 3*p
uº2*puul+48*p1l” b*auul*pu 2x*s0+225*p11 7 3*a0 b*sOxpu“4+24+2a0 7 4*p1l Stkal*ts
O*puuu*pu­63*a0 “4xsO0*p]l “S*al*puu”2+96*sull*pu3r*a0”3+pl 7" 4­72*x+a07 3ksul*
pl” 5*pu*puut+12*+a0” 5r*sO0xpu”"2*p1º3*pl11*puu)/pl"5/puº"2/a0:
simplify(p4uull):

Simplificação de p4ulll por sil.
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pá4ul11 :=
s111*pu*a0”3+3*sull*pl*a0+3*sl1*(pl*au+3*purtaO0” 2r+al+a0”3+pul)+3*sul*(2
*pl*al+pl1*a0)+3*s1*(2xpl*aul+3*pu*xa0 2xall+pll*au+6*al*a0”2xpul+6*pur
a0*xal 2+a0”3+*pull)+sux*(3*pl*all+3x*pll*al+pl11+a0)+sO0O*(plll*au+t9*xal*a0”
2*pull+6*purtal” 3+18+a0*al2xpul+18*xal*puraO0*all+9*a0”2xpultktall+3*pu*tal
"2ralll+pulll*+a0º3+3*pll*aul+3*pl*aull):
expand(p4u111):
solve(p4u111,s111):
s111:=­1/4/pl"2*(36*al*a0º2xpull1*pl”2x+pu*s0­78*pl1*a0*sO*pl*al2tpu”2
+42*p11º2*a0  2*sO0ral*pu 2+6*p11º2x+a0”3*+sOxpul*pu­6*pl1*+a0”2rsO0*pu"2*al
1*pl+12*pl1*a0*sul*plº2*pu­6*pl11*a0” 3*sOrpull*pl*pu+i2kxsull*pl”3*a0*pu
+6*p1º3*x*al "2x*s0*xa0*puu­72x*pl*al*s0*pl1*a0”2xpul*pu­24*pu"2xal3*plº2*xs
O0+12*p1º3*aull*pur*rs0+48*+pl 3*xal*sul*pu+6*s0*pl 3x*a0  2xall*puu+36*+a0*al
"2*pul*plº2*purs0­24*al*pu”2ra0*+all*pl 2xs0+12*pu”2xa0”2x+al11*p1º2x+sO0+
4*pull1*a0º 3+*+pl “2rxputsO0+p111*a0” 3*+sOxp1 2+puu­28*p111*+a0”2xsO0O*pl*pu”2*
al+3*pl11*a0”3*sO*pu”2+p11­10*pl11*a0” 3*sOxpl*pult*put+6*pllka0"2r+sO0x*p1”
2*al*puu)/puº“2/a0"3:
simplify(p4ul11):

Simplificação de p41llll por alll.
> p41111 :=

4x*sl*(3+pl*all+3r+pll*al+pll1*+a0)+6*sll*(2xpl*al+pll*a0)+4+sl111*pl*a0+s
O*(pll11*a0+4*pl*alll1+6+*pll*all+4+*pll1*al):
expand(p41111):
solve(p41111,al11):
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all11:=­1/8*(­48*puº2x*al3*pl 3+s0+6*sO0xp1l  4xa0º 2xa11*puu­72*s0xa0º 2a
1*p1º2*p11*pul*pu+6*sO0*al 2*p1º 4*xa0*puu+48t+sul*+pl 4*xpural+12*sull*plõ 4
*a0*pu­6*pl1*a0 3*sO0*pull*pl 2xput+12r+pl1kxa0k*sul*pl”3*pu+36*p11”2xa0”2x
SO0*pl*al*pu"2+6*pl11º2*+a0” 3*sO*pul*pur*xpl+6*pl1*xa0”2xsO0*+p1”3*al*xpuu­90%*p
11*a0*sO*p1º2*+alº 2*pu 2+pl111*a0 3*sO0*pl1  3k*xpuu­24*p111*+a0” 2xs0xpl”2x*pu”
2*al­3*p11º3*+a0”3*sO0O*pu”2+36*a0*al”2xpul*pl”3*pur*rs0+4*pulll1*a0”3+p1"3*
pu*s0+12*p14xaull*pu*s0+36*al*a0”2xpull*plº3*pursO+7*pll11*a0” 3+*sOxpl*
pu”2*pl1­10*pl11*a0 3*sO0O*pl 2xpul*pu­pu"2*+a0” 3*p1l 2x*sO0O*pl111)/p173/a0"
2/puº"2/s0:
simplify(p41111):VOO

O
V

V
V

V
V

V
V

W
V

V
W

V
V

> restart:

Segunda forma normal
> pl:=0:
> p40 := O:

> p4u := sO0O*x*pu*a0”3;

piu := sO pu ab?
> Pp4l := sOxpl*al:
Simplificação de p4uu por au.

p4áuu := sO*(6*pu*ta0”2x*au+aO0”5+puu)+2xsutpura0O”3:
solve(p4uu,au):
au:=­1/6*a0*(s0*a0” 2*puu+2*su*pu) /sO/pu:
expand(p4uu):

Simplificação de p4ul por al.
> p4ul := sl*purxa0”3+su*pl*a0+sO*(pl*au+3+purta0”2kxal+a0”3*pul):

solve(p4ul,al):
al :=­1/3*a0* (s1*pu+sO*pul)/sO/pu:
expand(p4ul):
p411 := 2x*sl*pl*a0+sO0*(2xpl*al+pll*+a0):

p411 := 2*sl*pl*a0+sO*(2+pl*+al+pll*+aO0);
p4ll := sO pll a0

Simplificação de p4uuu por suu.
páuuu :=
3*su* (6*pu*ta0”2*auta0”bB*puu)+3*suutputa0”3+sO0*(9*purka0”2xauu+15*aut*a0”
4*puu+18*pur*raO0t*auº2+a0"7*puuu):
expand (p4uuu):
solve (p4uuu,suu):
suu:=­1/3/a0/s0* (­4*a0*su”2x*pu”2+9+pu”2*+auu*+s072­2*x+a0”b*puu”2xs07 2­3%*
a0”3*puu*sO*su*tpu+aO”S*puuu*purs0”2)/puº“2:
expand(suu):

VO
OO

V
V

V
VV

V
VV

W
VV

simplify(p4uuu):

PV
AVAVAY
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Simplificação de p4uul por aul.
p4uul :=
s1*(6*pu*ta0”2*auta0”S*puu)+2+sur*(pl*au+t3*pu*xa0 2xal+a0”3x*pul)+2t+sul*pu
*a0” 3+suutpl*a0+sO0* (pl*auu+6*putaO0 2t*aul+6*aur*a0”2xpul+12+au*putaO+al+
br*al*a0 4*puut+taO0”S*puul):
expand(p4uul):
solve(p4uul,aul):
aul:=­1/18*a0/s0"2* (­8*su*pu”2xs1+6*+sult*pu”2+s0+3*a0” 2r+puul*pur*s07 2­6
*s072*xa0”2xpuut*pul­2*sut*pur*s0+pul­3+s0*+a0”2t+puuts1*pu)/puº2:

V
O

V
V

VV
VV

V
V

V
V

simplify(p4uul):

Simplificação de p4u!l por all.
p4ull1 :=
2*s1*(pl*au+3*put*a0”2+al+a0”3+*pul)+sur(2*pl*al+pl1+a0)+sll*puxaO0”3+2*s
ul*pl*a0+sO0*(2x*pl*aul+3*puta0 2xall+pll*au+6*al*a0”2+pul+6*puraO*al”2+
a0”3*pull):
expand(p4ul1):
solve(p4ull,all):
all:=­1/18/a0/s0"2x(­8+a072xs1”2xpu”2+4*+p11*sO0*sur*tpu+6*s11*pu”2xa0”2
sS0+6*a0 2x*pull*pur*rsO 2­pl1*s0" 2xa0”2x*puu­4*a072x*pul*sO0*s1*pu­8*a0”2kpu
172*s072) /puº2:
simplify(p4ul1):VOO

OV
V

V
VV

V
V

V
V

V

Simplificação de p41lll por sl.
p4111 :=
3*s1*(2xpl*al+pl1*a0)+3*sl11*pl*a0+sO*(3*xpl*all+3+pll*al+plll1*+a0):
expand(p4111):
solve(p4111,sl):
s1:=­1/2*s0* (­pl1*pul+pl11*pu)/pu/pll1:
simplify(p4111):

Simplificação de p4uuuu por auuu.
p4áuuuu :=
s0* (28+*a0 ”6*aut*puuu+72+putaO0+aur*xauu+12xputa0”2tauuu+30*a0"4*auvu*puu+12
0*a0”3*au”2r+puutaO0”I*puuuu+24*putau”3)+4*+sur* (9xpura0” 2t+auu+15t*auxaD07 4*
puu+1i8+pur*aO*+au”2+a0”7*puuu)+t6+suu* (6*putaO”2t*au+aO”5S*puu)+4*suvuu*puta
073:

expand (p4uuuu):
solve (p4uuuu,auuu):
auuu:=­1/108/s0"3*(­42*a077*puuu*pur*sO0”3*puu­12+a0"G6xpuuu*pu”"2*s02*s
ut162*a0”2Xxauu*puut*pu/2*+s0”3+432*pu”3r+auur*rs0” 2t+su+29*+s0” 3+a0” 7*puu "3­3
0*s072+a0” 5*k*puu”2t+sur*pu­108+*s0+*+a0” 3*puu*t*su”2x*pu”2­80*+aO0*su”3*puº3+9*a0
"7*puuuu*pu”/2x*s0”3+36*suuu*+pu”"3+*a0+s0"2) /pu“3:

VOO
O

V
V

V
V

VV
V

V
V

V
V

V

simplify(p4uuuu):
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Simplificação de p4uuul por auu.

V
O

V
V

V
V

V
V

V
V

VV
V

V
V

V
V

V
V

p4uuul :=
sO0* (9*+auu*taO0”2+pul+pl*auuu+9*purta0” 2t*auul+18*auu*putaOt+al+60*xautaO0”3+ta
1*puu+7*al*a0”G6*puuutaO”7*puuul+15*aul*a0 4*+puu+18+aO0*auº2t*pul+18*+purta
uº”2*al+15*+autxa0 4*puul+36*aul*putaO+au)+3*sul*(6k*put*aO0”2txau+aO0”Bb*puu)+
3*suu* (pl*au+3*puta0”2+al+a0”3*pul)+sl*(9+puxa0”2Xxauu+15*au*a07 4*puut+i
8*pu*taO0*au”2+a0”7*puuu)+3*su*(pl*auu+6*purxaO0”2x+aul+6*+aur*a0”2kpul+12xau
*purtaO0*al+S*al*a0” 4+puut+aO0”BS+*puul)+3*suul*purtaO”3+suuurpl+rao:
expand (p4uuul):
solve(p4uuul,auu):
auu:=­1/18/s0"2*(12xa0*su”2xpu”3*pl11­18*suul*pu” 3*a0*sO0*p11­54*+pu” 3*
auul*s0”2*p11­6*a0”S*puuul*pu"2+s0 2+p11+15*a0” b*puuu*pur*sO0  2xp11*pul­
a0”o*puuu*tpu”/2*s0 2xp111­36*aO0”3*puur*sO0t+surpur*rpul*+pl1+6*+a0”3*puur*sO*su
*pu 2Hrpl11+18+aO0” 3+puursO*sul*pu”2r+p11+24*+a0” bB*puur*s0”2k*puul*pur*pl1­42
*a0 b*puuº2t*s0 2X*pul*pl1+2*a0” b*puu 2x*s0 2xp111*pu­12*xa0*su”2k*pu”2+p11
*pul+18*+a0”3*puul*+pu”2+s0+pl1*su+48*xa0*+sul*pu”3*pl1*su)/puº“2/(2xpll11*p
u­3*pll*pul):
simplify(p4uuul):

Simplificação de p4uull por suul.
>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

páuull :=
s11*(6*put+aO0”2*autaO0”5*puu)+4*sul* (pl*au+3*putaO0”2xal+aO0”3*pul)+suu*(2
*pl*al+pl1*a0)+2*sull*putaO0”3+2*suul*pl*a0+1/2+*s0*(G*puta0 2xaull+pl1*
auu+2*pl*auul+a0 bxpuull+6*auraO02k+pull+24*xaul*purtaOt+al+24*xaurxaO0*+al*pu
1+12*a11*putaO0*au+12*aul*a0º2xpul+5*all*a04*+puu+i12t*+aut*purtal 2+20*+a073
*alº2*puu+10*al*a0”4*puul)+sl*(plk*kauu+6*putaO0”2rxaul+6+*+aukxa0”2xpul+12+a
utpu*ta0+al+5*al*a0” 4kxpuut+a0”St*puul)+sur*(2+pl*aul+3*puxa0 2xall+pll*aut+
6*al*a0” 2x*pul+6*putaO*al 2+a0"3*pul1):
expand(p4uul1):
solve(p4uul1,suul):
suul :=­1/90/s0*(­90*p1174*xa0” 3*puul*pu”2+s0*+su­468*a0 S*pul 2xp11º2%xs
0º 2*puu*pl11*pu+t459*+a0”5*pul ”3xp11”3*s0”2kxpuu+i135*+a0”Brpul*+pl1*sO0"2tk+pu
u*pl111º”2*puº"2­336+*a0”3*+pul2xp11”2*+sO0Ox*suxpu” 2x*p111+180*+a0”3*pul 3*p11”º
3*sO0rsutpu+228*a0” 3*pul*pl1*sO0*su*pu 3*pl11º2­36*a0 o*puull1*+s0  2x*pu” 3*
pl1º2*p111+54*+a05*puull1*s0"2*pu”2*p11º3*pul+36*s11*pu”3r*a0b*p11º2*+sO
*puu*pl11­54+s11*pu2kxa0 5*pl11” 3*xsO*xpuukxpul+168*s11*pu" 4xa0 7 3xp11º2t+su
*p111­252*s11*pu”3*a0”3x*xpl1º3*surxpul+468*+a0”3*sO0Or*xsulktkpu”3*pl1º2x*pul*pl
11­324*a0”3*sO0x*sul*pu”2+pl11”3*pul”2­168+a0” 3+*+sO0Orxsul*pu“4*p11*p111 2+23
4*2a0º 5*s0”2rpuul*pu”2x+p11º2x*pul*pl11­270*a07"5*s0" 2Xxpuul*pu*+pll1º3*pul 2
­36*a0”5*s0”2*puul*pu” 3*pl1*p111”2­18*a0” 56*s0 2xpuu*pl111”3*puºí3­56*a0”
3*sO0t+sutpu 4*+p111º3­108*+a0  b*pull1*s0  2xpu*pl1” 3*puu*pul+24*+a0” 3*pull*s
O*pu”3*p11”2x*su*pl11­36*a03*xpull*sO0O*pu 2*p11”3*suxpul+72*xa0” S*pull*sO
"2kxpu”2x*p11”2x*puu*pl11­240*p114*+a0*sul*pu” 3*su+t30*+p11º4*a0” S*puuul*kpu
"2*s0º2­111*p1174*a0”b*punu*pur*sO” 2t+pul+29*+p11º3*a0”o*puuut*pu 2x*s072*p
111+240*p11º74*+a0”3*puu*sO0*sutpur*pul­70*p11º3*a0”3*puur*sO0r*su*pu 2x*p111­
90*p11”4*a0” 3*puu*sO0r*sul*pu”2­120*p1]1”"4*+a0"B*puu*s0”2*puul*pu+291*p11º
4*2a0ºb*puu”2*s0 2xpul­64*p11”3+*a0”b*puu 2+s0  2xp111*put+144*+p1174*xa0*+su
P2x*pu”2*pul­216*pu"4*+a0 2xaull1*s0  2+p11º2*p111+324*pu 3*a0" 2x*aul1*s0" 2
*pl1º3*pul­116*p11º3*xaO0*suº2x*pu”3*p111+270*xp1174*pu”3t*auul*s0"2­144*+su
11*pu"4*a0º 3x*sO*pl1 2x*p111+216+sull*pu”3*a0”3*sO0+p11”º3*pul)/pu"3/p1l174
/ao:

simplify(p4uul1l):

PV
AVAVAY
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Simplificação de p4ulll por sl.
p4ul11 :=
s111*pu*a03+3*sull+pl*+a0+3xs11*(pl*au+3*pura0”2+al+aO0”3*pul)+3*sul*+(2
*pl*al+pl1*a0)+3+s1*(2xpl*aul+3*puta0 2rall+pll*au+6*al*aO0”2xpul+6+pux
a0*al”2+a0"3*pull)+su*(3*plt*all+3*xpll*+al+pll11*a0)+sO*(plll*au+9*al*a0”
2*pul1+6*pur*al 3+18*a0*+al 2xpul+18*xal*puraO0*all+9*xa0"2k*pul*all+3*putal
"2*al11+pull1*a0º3+3*pll+t*+aul+3*pl*aull):
expand(p4u111):
solve(p4u111,s111):
s111:=­1/36/a0"2*(72*pl174*sul*pu 2+162*x+a0”2xpul 3*sOxpl11º3­14*xa072+s
O*p111”3*pu”3+48*p11 3*su*pu”2t+p111­72*p1174*su*xput*pul­90*a0"2xpul 2*s
O0*pl11º2*pl11*pu+b4*a0 2x*sOxpll*pul*pl11”2xpuº2+72t+s11*pu”3*a0  2xp11º 2+
p111­108*s11*pu2x+a0º2xp11”3*pul+18+a0”2k+pull*pu”2xsO0+p11 2xp111­162%+a
0º2*pul1*pu*sO0*pl11”3*pul­9+p11”3+*s0*+a0”2kxpuu*pll1*+put+45*p117 4xs0xa0” 2
puu*pul+108*pu”3*a0x*alll*+p11”3*+s0+36*pull1*a0”2xpu”2xp113x*s0­18+p11"74
*2a0”2*puul*pu*sO) /puº3/pl173:
simplify(p4u111):V

O
V

V
V

V
V

V
V

VV
VV

V
V

V
V

V
V

Simplificação de p41llll por alll.
p41111 :=
4*s1*(3+*pl*all+3*pll*al+pll1+a0)+6*sl1*(2+pl*al+pll*a0)+4*sl11*pl*a0+s
O*(pll11*a0+4*pl+alll1+6+pll*+all+4*plll*+al):
expand(p41111):
solve(p41111,s11):
s11:=1/12/p11"2*(­3*a0"2*pul2+sO0*xpl11”2­6*a0” 2xsO0O*+pl1*+pul*plll*pu+bo*ta
072*s0*pl11”2*pu”2­3+p1111*a0” 2+sO*p]1+pu”2+4*p11” 3*sukpu+6*a0”2xpul1*
pu*tsO0x*p11”2­p11"3+*sO0*a0”2*puu)/a0”2/pu"2:
simplify(p41111):

>

>

>

>

>

>

>

>

>

> restart:

Terceira Forma Normal

pu:=0:
p40 := O:
páu := sO*pu*a0”3:
p41l := sO*pl*al;

p4l := sO pl al
páuu := sO*(6*pu*a0”2xau+aO0”B5*puu) +2+sutputa0”3;

p4uu := sO a0? puu
Simplificação de p4ul por su.

p4ul := sl*pu*a0 3+su*pl*aO0+sO*(pl*au+3xpurta0” 2+al+a0”3*pul):
solve(p4ul,su):
su:=­s0*(pl*au+ta0”3*pul)/pl/a0:
expand(p4ul):

Simplificação de p41ll por sl.
> p411 := 2+sl*pl*a0+sO0*(2xpl+al+pll*+al):
> solve(p4l11,sl):

PV
AVAVAY
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> sl:=­1/2*+s0*x(2kxpl*al+pll*a0)/pl/a0:
> expand(p411):
Simplificação de p4uuu por au.

p4uuu :=
3*su* (6k*purtaO02t+autaO0”btpuu)+3*suut*putaO”3+s0* (I9*pu*xa0”2xauu+15*+aur+a0”
4*puut+18*pu*aO0*auº2+a077*puuu):
expand(p4uuu):
solve(p4uuu,au):
au:=­1/12*+a0"3*(­3*puu*tpul+puuu*pl)/pl/puu:
simplify(p4uuu):

Simplificação de p4uul por auu.
p4áuul :=
s1*(6t*pu*aO0”2+au+taO0”B5*puu)+2*sur* (pl+*au+3*purxa0”2xal+a0”3*pul)+2t*sul*pu
*a0”3+suutpl*a0+sO0*(pl*auu+6*pu*a0 2t+aul+6+aurxaO”2rpul+12t+autkpurtaO+al+
B5*al*a0”4*puu+aO0”B*puul):
expand(p4uul):
solve(p4uul,auu):
auu:=1/72*a0*(­288*s0*+a0” 3*puu”3*pl*al+36*s0+a0 4*puu 3+*pl1+117*sO0+aO
“4xpuuº2t*pul 2+6+*+s0*a0 4*puut*pul*puuu*pl+s0*+a0” 4*puuu”/2+p172­72*suu*pl
"2*puu”2­72+s0*a0”4xpuu”2+puul*+pl) /puuº2/p17"2/s0:
simplify(p4uul):

Simplificação de p4ull por aul.
p4ull :=
2+*sl*(plt*au+3*purta0 2+al+a0”3*pul)+sur(2+pl*al+pll*aO0)+sl1*purxaO0”3+2+ts
ul*pl*a0+sO0* (2+xpl*aul+3*pur*a0”2xall+pll*au+6+al*a0”2k+pul+6*putaO+tal”2+
a0”3*pull):
expand(p4ul1):
solve(p4ul11,sul):
sul :=­1/24*s0* (12xa1*a0”2Xxpul*pl*puut+4*a072xp1º2xal*puuu­27*p11*+a073*
puu*pul+pl1*a0”3*puuu*pl1+24xp1l”2xaul*puu+12*+a0”3*pull*pl*puu)/plº2/puu
/a0o:

simplify(p4ull):
Simplificação de p41lll por sil.
> p4111 :=

3*sl1*(2xpl*al+pll*+a0)+3+*+s11*pl*a0+sO0*(3+pl*all+3+*pll*al+pll1*+a0):
expand(p4111):
solve(p4111,s11):
s11:=­1/6*sO0x*(­12x*p1º2xalº2­6*pl*al*+pl1*+a0­3x*p112+a0 2+6*p1 2xa0*+all
+2+*pl*a0 2*xp111)/pl"2/a0"2:
simplify(p4111):

Simplificação de p4uuuu por suu.
p4uuuu :=
S0* (28+a0” 6t*au*tpuuu+72+puta0*au*auu+12+pu*t+a0”2rauuu+30*+a074*+auu*puu+12
0*a0”3*au”2*puut+taO0”9*xpuuuu+24+pu*au 73) +4+su* (9*puta0”2txauu+15t+aurtaO” d+
puut+1i8*puraO*auº2+a0”7*puuu)+6*suu* (6*puxa0”2*au+aO0”S*puu) +4*suuu*tputa
073:

expand (p4uuuu):

VO
V
V

V
VY

V
VV

V
V

V
V

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

solve(p4uuuu,suu):
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>

>

>

>

suu:=1/144*s0*a0” 3* (42*a0*puut*pul*puuu*pl­7*a0*puuu"2*p172­720*puu”"3+
pl*al+90*a0*puu” 3*p11+225*a0*puu”2*pul 2­180*a0*puu”2*puul*p1+6+a0*puu
uutpuu*pl2) /puuº2/pl"2:
simplify (p4uuuu):

Simplificação de p4uuul por suuu.

V
O

V
V

V
V

V
V

V
VV

V
V

V
V

V
V

V
V

p4uuul :=
s0* (9*auu*aO0”2xpul+plt*auuu+9*+pu*a0”2xauul+18kxauutpur*aO*al+60+*+auta0”3*+a
1*puu+7*al*a0”6*puuut+taO”7*puuul+15*aul*a0” 4*puut+18*+a0*au”2t+pul+18kputa
u”2*al+15*auxaO04*puul+36t*aul*purtaO+au)+3+*sul*(6*putaO0”2x*au+aO”5*puu)+
3*suu*+ (pl*au+3*pu*a0 2*al+a0”3*pul)+sl+(9*+purxaO0”2r*auu+15*aurxa0”4*puu+i
8*pu*aO0*au”2+a0”7*puuu)+3+sux* (pl*auu+6*+purtaO0”2xaul+6*auraO0”2xpul+12xau
*puta0t*al+5+*altkaO0 4*puu+a0”5*puul)+3*suul*putaO” 3+suuu*pl+*al:
expand (p4uuul):
solve (p4uuul,suuu):
suuu:=1/144*s0* (­459*a0”7*pultpuu/4+pl1­144*a077*puuul*puu"3*p172­172
8*aul*a0 4*puu”4*pl1 2+216*+a0”7*puu” 4*pull*+p1­243*a07 7*pul”3xpuuT3­144*
pl”3*auuu*puu/3­4*a077*puuu”3*p17 3+3240*a0 6*pul*puu"4*pl*al­162+x+a077*
pul ”2*puu”2*+puuu*p1+486*a0”7*pul*puu” 3*puul*pl+9+a0”7*pul*puuuu*puno”2+*
pl 2­648*al*a0” 6k*puuu*t*puu” 3*p1 7 2+90*a0” 7*puul*puu”2+p1”2x*puuu­3*puu*al
"7*pul*puuu”2*p1 7 2+27*a0” 7*puu” 3+*pl1*puuu*pl+3*a0”7*puuuu*puu*pl”3*puu
u) /puuº3/p1l73/a0:
simplify (p4uuul):

Simplificação de p4uull por suul.
>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

páuull :=
s11*(6*pu*a0”2*auta0”5S*puu)+4*sul* (pl*au+3*purka0”2xal+a0”3*pul)+suur(2
*pl*al+pl1*a0)+2*sull*pu*a0”3+2*suul*pl*aO0+1/2+sO0*(6k*purtaO02xaul1+pl1*
auu+2+pl*auul+a0  5S*puull1+6*au*a0”2xpul]1+24*xaul*purxa0rxal+24xau*aO0*x+al*pu
1+12*all1*puta0*+au+12*aul*a0”2xpul+b*all*a0”4*puu+i12xau*purtal 2+20*+a073
*al”2k*puu+10*al*a0"4*puul)+sl*(plk*auu+6*putaO0”2t+aul+6t+aurxa0”2xpul+12*xa
utpu*ta0*+al+5*al*xa0”4*puut+taO”S*puul)+sur (2xpl*aul+3*puta0”2xal1+pl1*au+
6*al*a0 2t*pul+6*purtaO*al 2+a0"3*pull):
expand (p4uul11):
solve(p4uull,suul):
suul :=­1/96*s0* (6*a0” 4*puuuutpuu*pl/ 3*al+24*a07 2*p17 3*aul*puu*puuu­72
*aul*a0”2Xxpul*puu 2xp1 7 2+72xal1*a0" 4*puu” 3*p1 7 2­192*xa0º 3*al”2t+puu”3*pl
P2+60*al*a0"4*+puul*puu”2*p172­246*p1l1*a0  4*puu 3*pl*al+4*p11*+a0”S*puu*
pul*puuu*pl­84*p11*a0”S*puu”2t*puul*pl+2x*p1l1*+a0”b*puuuur*puu*pl7 2­144*a0
P6*pull*puu 2*pl*pul­261*+a0 4*al*pul”2k*puu 2+p1+6*a0 4*xal*pul*puu*plÕ2
*puuu+48*p13*auul*puuº/2+294*p11*a0”b*puu”2*pul 2­2x*p11*+a0º6*puuu"2*pl
"2­16*a0º 5*puu  3*pl*pl11­5*a0 7 4x*p] “3*al*puuu”2+54*p11º2x+a0b*puu/3+24*
a0”Bb*puull*puu"2+p172)/pl"3/puu"2/a0:
simplify(p4uul1):

Simplificação de p4ul!ll por sull.

V
O

V
V

V
V

V
W

V
V

V p4ul11 :=
s111*pu*a0 3+3*sull*pl*a0+3+sl11*(pl*au+3*pu*xa0”2kxal+a0”3*pul)+3+*sul*(2
*pl*al+pl1*a0)+3x*s1*(2xpl*aul+3*putaO0 2xall+pll*au+6*al*a0”2t+pul+6*kpur
aO0*al 2+a0”3*pull)+suxr(3*pl*all+3*pll*al+pll11*a0)+sO*(plll*au+9*al*a0”
2*pull1+6*pu*tal 3+18*+a0*alº2xpul+18*xal*purtaO0+all+9*xa0"2xpul*all+3*+putal
"2t*alll1+pulll1*+a0”3+3*pll*aul+3*pl*k*aull):
expand(p4u111):
solve(p4u111,sull):
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sul1:=­1/72*s0/a0"2*(24+*+p17” 2xa0” 4xpull1*puu+72+pl”3xaO0*aull*puu+72+a0
"3*pull*plº2*+puut*al­72*plº2r*aul*puu*+pll*+a0+108*+al”2x*a0”2xpul*pl”º2t+puu­
12*a07 3*p1”2xal*puuu*pl1­72*a074*pull*pl*puu*pl1­108*al*a0”3*pul*pl*pu
ur*rpll1+2*+a0" 4*p12xpuuu*pl11+12*x+a0”3*pl1º 3*puuutal1+36*+aO0” 3*p1”2k*puut*pul
*al1­54*a07 4*pl*puu*pul*pl11­288*p1l 3*aul*puu*tal­3*pl1 2*+a0  4xpuuu*pl+
117*pl1º2*xa0”4*puu*pul­36*a0"2xp1"3+al”2xpuuu)/plº3/puu:
simplify(p4ul11):

Simplificação de p41lIll por alll.
p41111 :=
4*s1*(3*pl*all+3*pll*al+pl11*a0)+6*sl1*(2xpl*al+pll*a0)+4*sl111*pl+aO0+s
O*(pll111*a0+4*pl*alll1+6*pll+all+4*+pll1*al):
expand(p41111):
solve(p41111,a111):
al11:=­1/4*(­24*sO0*pl 3*a0tal*all+12+sO0*pl 2xa0*xal 2+pl1­4*sO0*pl 2+a0
"2ral*pl11­6*sO0x*p1”2rx+a0 2xpl1*all+6*+sOxpl*a0 2xp11 2x+al­4xs0*+pl*a0”3*+p
11*+pl11+24*sO0*p1l "3*xal 3+3*sO0*p11”3+a0º 3+4*+s111*+p1 3*xa0  3+sO0+p1 2x+a0” 3r
pl111)/p173/a072/s0:
simplify(p41111):V

V
V

V
V

V
VV

V
V

V

> restart:

Quarta Forma Normal
> pl:=0:
> pll:=0:
> Dp40 := O:
> p4u := sOr*pura0”3;

p4u := sO pu a0*?
> p4l := sO*pl*al:
Simplificação de p4uu por au.
> p4uu := s0O*(6*pu*a0”2tx+aut+ta0”S*puu)+2*sutpurta0”3:
> solve(p4uu,au):
> au:s=­1/6*xa0*(s0*+a0”2xpuut+2*sux*pu)/s0/pu:
> expand(p4uu):
Simplificação de p4ul por al.

p4ul := sl*pu*a0”3+surpl*aO0+sO0*(plt*au+3+puta0” 2+al+a0”3*pul):
solve(p4ul,al):
al :=­1/3*a0* (sl1*pu+tsO*pul)/s0/pu:
expand(p4ul):
p411 := 2r*sl*pl*a0+sO*(2+pl*al+pl1*a0):

Simplificação de p4uuu por suu.
> p4uuw :=

3*su* (6*puta0”2r+auta0”S*puu)+3*suutputaO”3+sO0*(Ixpurta0”2r+auu+ist*aurxa0”
4*puu+18*pur*a0t*au"2+a0”7*puuu):
expand(p4uuv):
solve(p4uuu,suu):
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suu:=­1/3/a0/s0* (­4*xa0*su”2*pu”2+9*pu”2rauu*s0”2­2*a0”brkpuu  2+s507 2­3*
a0”3*puu*sO0*su*put+taO”S*puuu*pu*s072)/puº2:
expand(suu):
simplify(p4uuu):

Simplificação de p4uul por aul.
p4áuul :=
s1*(6*pu*ta0”2rau+ta0”BS*puu)+2*sux* (pl *au+3+putaO0 2xal+aO0”3*pul)+2+sul*pu
*a0”3+suurtpl*a0+sO0* (pl*auu+6+*puraO0”2kxaul+6*aura0”2t+pul+12*+aur*xpurtaO*al+
br*al*+a0 4*puutaO” B*puul):
expand(p4uul):
solve(p4uul,aul):
aul:=­1/18*a0/s0"2* (­8*su*pu”2xs1+6t*sultpu”2x+s0+3*+a0”2*puultkpurso0” 2­6
*s072xa0”2*puu*tpul­2*su*pur*sO+pul­3*s0*a0”2t+puutsl1*pu)/pu"2:
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W
V

V
W

V
V

simplify(p4uul):
Simplificação de p4ull por all.

pull :=
2*s1*(pl*au+3*pu*a0”2+al+a0”3tpul)+suxr(2+pl*al+pll*+a0)+sl1+pura0”3+2+s
ul*pl*a0+sO0* (2*pl*aul+3*puta0” 2xall+pll*au+6r*al*a0”2xpul+6*putaO*al”2+
a03*pull):
expand(p4u11):
solve(p4ul1,all):
al1:=­1/9*a0/s0"2+*(­4x*s1º2+pu”2+3+s11*pu”2xs0­2xs1*pursO+pul­4*s0"2+p
ul”2+3*pull*pu*s0"2)/pu“º2:
simplify(p4ull):

>

>

>

>

>

>

>

>

>

p4111 :=
3*s1*(2rpl*al+pll1*a0)+3*sl11*pl*a0+sO0*(3+pl*all+3xpll*al+pll1*aO);

p4lll := sO plll a0
Simplificação de p4uuuu por auuu.

páuuuu :=
sSO0*(28*xa0” 6*au*t*puuu+72*pur*a0*autauu+12*pu*a0”2+auuu+30*+a074t*+auu*puu+12
0*a0”3*au”2*puut+a0” I*puuuu+24*pu*au73) +4*sut (9*xpuxa0” 2rauu+15*aut*a07 4+
puu+18*pu*aO0+au”2+a0”7*puuu)+6+suu*(6*pu+a0”2xau+aO0” 5*puu)+4*+suuu*pu*ta
073:

expand (p4uuuu):
solve (p4uuuu,auuu):
auuu:=­1/108/s073*(­42*a077*puuutpu*sO0”3*puu­12*a0"”S*puuu*pu2xs0 7 2+s
u+162*a0”2xauut*puu*pu”2*s07 3+432*pu”3r*auu*s0” 2xsut+29*s0” 3xa0”7*puu"3­3
0*s0”2*a0” 5*puu”2r*sur*pu­108*s0+a0” 3*puutsu”2xpu”2­80+aO0*su” 3*pu”3+9*a0
“7*puuuu*pu /2*+s0”3+36*suuu*+pu”3+a0+*+s0" 2) /pu“3:
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simplify(p4uuuu):
Simplificação de p4uuul por auu.

p4uuul :=
S0* (9*auuta0”2*pul+pl*auuu+9I*pura0” 2xauul+18+auu*xpuraO*al+60*+auta0 Sta
1*puu+7*al*a0”6*puuutaO”7*puuul+15*au1*a07 4t*puu+18+*a0*auº2+pul+18*pura
u”2ral+15+au*a0” 4xpuul+36*t+aul*purtaO*au)+3*sul*+(6G+purta0”2+au+aO0”S*puu)+
3*suu*t (pl *au+3*pur*a0”2xal+a0”3*pul)+sl*+(9xpur*a0”2k+auu+15*+aurxa04*puu+i
8*pur*aO0+au”2+a0”7*puuu)+3*su* (pl*auu+6*pura0”2r+aul+6*auxa0”2xpul+12*au
*puta0*al+5*al*a0”4*puurtaO”S*puul)+3*suul*pu*a0 3+suuur*pl+al:

V
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V
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V
V

expand (p4uuul):

ATA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



APÉNDICEA.MUDANÇADE COORDENADAS USANDOO MAPLE

solve(p4uuul,auu):
auu:=­1/9/s07"2*(27*pu”3*auul*s0”3+3*xa0”S*puuul*+pu”2+s0”3+20*+a0”5+*puu”
2*s0º3*pul+12*a0*su”2*pu”3*s1­9*a0”3*puul*pu”2*+s0" 2xsu­24*a0*sul*pu” 3*
sO0*su­aO0”S*puuu*pu”2*s0”2xs1­7*aO0”S*puuur*pursO” 3+pul+6*a0” 3*puutsOr+su*r
pur2*s1­9*+a03*puur*sO0”2*sul*pu”2­12*a0"5*puu*+sO0" 3+puul*put+i15*a0” 3*puu*
s0 2*sur*pu*tpul+2+a0”5*puu”2*s0” 2*s1*+pu+9I*suul*pu”3+a0*s07 2) /pu“2/(sO0*p
ul+4+sl*pu):
simplify(p4uuul):

Simplificação de p4uull por sull.
p4uull :=
s11*(6*pu*a0”2*au+aO0”bS*puu)+4*sul*(pl*au+3*putaO0”2xal+a0”3+pul)+suur(2
*pl*al+pll1*a0)+2+sull*puxa0”3+2*suul*pl*a0+1/2*sO0*(6k*purka0”2xaull+pl1*
auu+2*pl*auul+a0”5S*puull1+6*aurxa0”2xpul1+24*xaul*putaO*al+24*+autaO+al*+pu
1+12*al1*putaO0*+au+12*aul*a0”2xpul+5*al1*a0º4*puu+12+au*pural 2+20*xa07 3
*alº2*puu+10*al*a0”4*puul)+sl*+(pl*auu+6*putaO0” 2raul+6*auta0”2xpul+12+a
u*tpu*a0*al+5*al*a0”4*+puu+aO”S*puul)+su*(2xpl*+aul+3*puta0”2*al1+pl1*kau+
6*al*a0”2x+pul+6*purtaO*al 2+a0"3*pull):
expand(p4uu11):
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V
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V

solve(p4uull,sull):
sull1:=­1/36/a20/s0"2*(­42*a0*sl1*pu”3+*s0r*su­B4t+aO0*sul*pu”3+sO0*s1+16+aO
*sutpu 2*s1*s0*pul­12*xa0*sul*pu”2x*s0” 2r+pul+8t*aO0r*su*pu*sO 2t+pul 2­9xs11
*pu 2+s0 2*a0” 3*puu­18+a0” 3*pull*pu*s0”3*puu­6*aO0*pull*pu”2+s0"2xsu­18
*a0” 3*puul*pu”2+s0  2*+s1­36*a0" 3*puul*pur*sO0” 3*pul+36*s0”2xa0” 3*puutsl1+p
u*pul+54*s0"3+a0” 3*puutpul (2+56*a0*sutpu” 3*s1º2+18+s0*+aO0” 3*puurs1”2t+pu
"2+54*pu"3*aull1*+s0"3+9*a0” 3+*puullt*pu"2*s07 3) /pu“3:
simplify(p4uull):

Simplificação de p4ul!ll por sill.
pául11 :=
s111*pur*a0”3+3*sull*+pl*a0+3*s11*(pl*au+3*purtaO0 2rxal+aO0”3*pul)+3+sulx*(2
*pl*al+pl1*a0)+3+*sl*(2xpl*aul+3*puta0”2k+all+pll*au+6+al+a0”2+pul+6+pur
a0*+al”2+a0”3*pull)+su*r(3*pl*xall+3xpll*al+pll11*+a0)+sO0*+(plll*au+9+al*xa0”
2*pull+6*purtal3+18*xa0*+al”2*pul+18+al*puraO*all+9*xa0º2xpul*all+3*putaO
"2ralll+pullli*+a0”3+3xpll*aul+3+pl*aull):
expand(p4ul11):
solve(p4ul11,s111):
s111:=­1/18/a0"2/s0"2*(54*pu 3+*aO0t*al11*s0"3+18+pulll1*a0"2t+pu”2+s0"3+1
2*pl11*pu”2*s0”2*su­18+a07”2x*s0”2x*pul*s11*pu”2­3*p111*pu*sO0”3+aO0”2kpuu­
18*a0  2*pull*pu”2x*s0"2x+s1­72*xa0”2x*pul1*pur*sO0”3+*pul+24*a0  2xs1 7 2kpuº2ts
O*pul+24*a0  2x*s1*putsO0”2t+pul 2­72+a0”2xs1*puº 3t*s11*sO0+56*x*a0 7 2+s1º3*pu”
3+56*a0”2xs0”3*pulº”3)/pu"3:
simplify(p4ul111):

Simplificação de p41lll por sl.
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>

>

>
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>
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p41111 :=
4*sl1*(3*pl*all+3*pll*al+plll1*+a0)+6*sl1*(2+pl*al+pll*a0)+4*+sl11*pl*a0+s
O*(plll1*a0+4*pl*alll+6*pll*all+4xpll1*al):
expand(p41111):
solve(p41111,s1):
s1:=­1/8*s0* (3*p1111*pu­4*p111*pul)/pu/pll11:
simplify(p41111):
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> Testart:

Quinta Forma Normal
> pu:=0:

puu:=0:
p40 := O:
páu := sO*pu*a0”3:
p4l := sO*pl*aoO;

p4l = sO pl al
> p4uu := sO*+(6*putaO0”2rk*aut+taO0”B5*puu)+2r+*sutputa0”3:
Simplificação de p4ul por su.

p4ul := sl*pu*xa0”3+sur*pl*a0+sO*(pl*au+3*puta0” 2xal+a0”3*pul):
solve(p4ul,su):
su:=­s0* (pl*aut+taO0”3*pul)/pl1/a0:
expand(p4ul):

Simplificação de p41ll por sl.
> Dp411 := 2+sl*pl*a0+sO0x*(2xpl*al+pll*a0):

solve(p411,sl):
s1:=­1/2*s0*(2*xpl*al+pl1*+a0)/pl/a0:
expand(p411):

p4uuu :=
3*su* (6k*putaO0”2t+aut+taO”5S*puu) +3*suu*pu*taO”3+sO0* (9xputa0”2*auut+tibrk*autaO”
4*puu+18+putaO0*au”2+a0”7+*puuu);

p4uuu:= sO0 a0* puuu
Simplificação de p4uul por auu.

p4uul :=
s1* (6*pu*ta0”2r*aut+taO0”Bb*puu)+2*su* (pl*xau+3*pur*a0”2x*al+a0”3*pul)+2+sul*pu
*a0” 3+suurpl*a0+sO0* (pl*auu+t6*pu*taO02xaul+6*autaO”2rpul+12xautrpuxaO*+al+
Bral*a0”4*puut+aO”S*puul):
expand(p4uul):
solve(p4uul,auu):
auu:=­(­2xsO0*pl2+auº2+2x*sO0*+pl*autaO0”3*pul­2*s0*+a0”6*pul2+suu*pl 2ta
072+s0*a0 6*pl*puul)/pl"2/a0/s0:
simplify(p4uul):

Simplificação de p4ull por sul.
pull :=
2t*sl1*(pl*au+3*purta0” 2xal+a0”3*pul)+suxr(2xpl*al+pll1*+a0)+sll*putaO0”3+2+s
ul*pl*a0+sO0*(2+pl*aul+3*+pura0”2xall+pll*au+6+al*a0”2xpul+6*puraO*al”2+
a0º3*pull):
expand(p4u11):
solve(p4ul1,sul):
sul :=­1/2*s0* (­4*p1  2rxal*au+2+pl*al*a0”3*+pul­pll*a0*pl*au­2*pl1*a074*
pul+2*pl”2*xa0*aul+pl*a0"4*+pull)/p17"2/a0"2:
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> simplify(p4ull):
Simplificação de p4lll por sil.

p4111 :=
3*sl*x(2rxpl*al+pl1*a0)+3xsl11*xpl*a0+sO0*(3x*xplr*all+3+*pll+al+plll1*+aO0):
expand(p4111):
solve(p4111,s11):
s11:=­1/6*s0x (­12*p1º2*x+al2­6*+pl*al*pl1*+a0­3*p11”2xa02+6*p1"2xa0xall
+2*pl*a0 2*p111)/p1l7"2/a0"2:
simplify(p4111):

Simplificação de p4uuuu por au.

V
V

V
VV

V
V

V
V

V

p4uum :=
sO0* (28*x+a0” 6k*autpuuu+72*putaO0+autauu+12*+purxa0”2t+auuu+30*a0”4t+auu*puu+i12
0*a0”3+au”2*puutaO0” I*puuuut+24+putau”3) +4*su* (9+putaO0”2xauu+15*auta0”4*e
puut+18*pu*aO0*au"2+a0”7*puuu)+6*suu*(6*pu*a0” 2t+aut+a0”St*puu)+4*t*suuutpurta
073:

expand(p4uuuvu):
solve(p4uuuu,au):
au:=­1/24*a0"3* (puuuu*pl­4*puuu*pul)/pl/puuu:
simplify(p4uuuu):

Simplificação de p4uuul por suuu.
>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

páuuul :=
s0* (9xanuu*a0”2*pul+pl*auuu+9*puta0”2rxauul+18+auu*purtaO*al+60*aur*aO0”3*ta
1*puut+7*al*a0”6*puuut+taO0”7*puuul+15*aul*a0 4*puu+18*a0*auº2+pul+18*+pura
uº2t*al+15*au*taO04*puul+36+aul*putaO*au)+3*sul*(6kxpurtraO”2x*au+a0”S*puu)+
3*suu* (pl *au+3*pu*a0”2+al+a0”3*pul)+sl*(9*xputa0”2t+auu+ibr*aur*aO0”4*+puu+i
8*putaO0*au”2+a0”7*puuu)+3*su*t(pl*auu+6*purta0”2r+aul+6*aura0”2*pul+12+au
*putaO0t+al+5*al*a0”4*puut+a0”S*puul)+3*suul*puta0”3+suuur*plr+al:
expand (p4uuul):
solve (p4uuul,suuu):
suuu:=­1/2304*(60*puuu*a0”7*pul*s0*puuuu”2x*p17 2+2928*+a0”7*pul 2+sO0*pu
uuu*pl*puuu”/2+14912*+a077*pul”3*sO0O*puuu”3­4608*a0”3I*xpul*suu*pl 2*puuu/3
­14976*a0”7*pul*s0*pl*puul*puuu”/3+2304*+p1"3*auuut*puuu/3*s0+13824+al*a0
“6*puuu/4*p1 7 2+s0+2304*a0” 7*puuul*puuu”3*p1 2+s0­1440+a0” 7*puul*puuu/2
*p1 72*s0*puuuu­576*suu*a0”3*puuu”2*p1” 3*puuuu­1152*s0*+a077*puuu” 4*+pl1*p
11+a0”7*puuuu"3*p173*s0) /puuu"3/pl"3/a0:
simplify(p4uuul):

Simplificação de p4uull por suul.

V
V

V
V

V
V

V
V

V
V

W
V

4uul1 :=S11% (G+pu*taO”2+au+a0”5+puu) +4*+sul* (pl*au+3+pura0”2xa1+a0”3+pul) +suu+(2
*pl*al+pl1*a0)+2*sull*pu*a0”3+2*suul+pl*a0+1/2x*s0*(6Gkpur*a0” 2xaul1+pl1*
auut+2+pl*auul+a0”5+*puull1+6+aurxa0”2xpul1+24*+aul*pura0*­al+24+aurta0*+al*pu
1+12*al1*pu*aO0+aut+i2r*aul*a0”2kxpul+5+al1*a074*puu+12t+au*purtal 2+20+a073
*al ”2*puu+10*al*a0”4*puul)+sl+(pl*auu+6*+purtaO”2xaul+6*aura0”2*pul+12*a
utpu*aO0*al+5*al*a0” 4*puuta0”bS*puul)+su*r(2x+pl*+aul+3*purtaO0 2xal1+pl1*au+
6*al*+a0”2t+pul+6*purtaO*al 2+a0º3t*pull):
expand(p4uul1):
solve(p4uul1,suul):
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suul ;:=­1/1152*(576*p1”3+auul*puuu”2*s0+288:+a0”5*puull+puuu”2+p1”2+s0­
576*aul*a0”2kxpul*puuu”2*+p1º2*s0+2880x*al*a0 4*xpuul*puuu/2*pl 2xs0+pll*ka
07 5*sO*puuuu”2*+p1 7 2­56*p11*a0” s*sO*puuuurpl+*puuu*pul+2512*p11*a07Ss O*
pul”2*puuu/2+576*pl1t+a0*suu*pl”2xpuuu/2­288*p11*a0”b*sO0*p1*puul*puuu”"2
+1728*suu*pl”3*puuu2ral+6*s0xa0  4xp1” 3+al*puuuu 2+144*s0xa0  2*p1º 3*xau
1*puuu*puuuu­1728*a0"5*pull*puuu”2*p1*sO0*pul­192*a074*xa1*pul*puuu*plõ 2
*sO0*puuuu­6240*a0"4*al*pul”2xpuuu”2+p1*s0) /plº3/puuu"/2/a0:

V
V

V
V

V
W

V
V

V
V

simplify(p4uuvl1):
Simplificação de p4ulll por sull.

páull11 :=
s111*pu*a0”3+3*sull*pl*a0+3*+s11*(pl*au+3t*puta0”2kxal+aO0”3k+pul)+3+*sul*(2
*pl*al+pl1*a0)+3*sl*(2xpl*aul+3*puta0” 2+all+pll*k*au+6*al+aO0”2kxpul+6*pur
aO0*al 2+a0”3*pull)+su*(3*pl*all+3*pllk*al+pll11*a0)+sO*(plll*au+9*xal*a0”
2*pull1+6*pur*tal 3+18xa0*al 2k+pul+18k+al*pu*aO0*+all+9+a0º2xpul*all+3*pural
"2t+all11+pulll1*+a0"3+3+*pll*aul+3+pl*aull):
expand(p4u111):
solve(p4u111,sull):
sull1:=­1/144*s0/a072*(­12*p172xa0” 3*puuuu*pl]1*+al+96*p1 7" 2xa0” 3*puuu*tpu
1*+al1­240*p1*a0” 3*puuu*pul*+pll*al­104xp1*a0” 4*puuut*tpul*pl11+144*+a0º 2+p
172*+alº2xpuuu*pul­144*p1l 2xaul*puuu*pll1*a0+144*+p1 2*xa07 3*pull*puuutal­
144*p1*a0 4x*pull*puuu*pl1+12*+pl1º3xa0”3*puuuu*al1+2*xp12xa0 7 4*puuuu*plil
1­36*a0”2*p1”3*xalº2k*puuuu­3*a0 4xp11º2*puuuu*p1+228*+a0  4x*p11º2*puuu*pu
1­576*p1l"3+*aul*puuutal+48+p]12xa07 4*pulll*puuu+144*+p1 3+a0*aull*puuvu)/
pl73/puuu:
simplify(p4u111):

Simplificação de p411ll por alll.
p41111 :=
4*s1*(3*pl*all+3*pll+*al+pll1*+a0)+6*sl1*(2xpl*xal+pll+a0)+4*s11]1*+pl*+aO0+s
O*(pll111*a0+4*pl*all1+6*pll*all+4*pll1*+al):
expand(p41111):
solve(p41111,al11):
alll1:=­1/4*(­24x+sO0*+pl 3+aO0*xal*all+12*sO0+pl 2xa0x+al” 2xp1l1­4*sO0*plº2+xa0
P"2ral*+pl11­6*sO0O*p12xa0 2+pl1*all+6*sO*pl*a0 2H+p11º2xal­4x+sO0*pl+a0”3+p
11*p111+24*+sO0*pl 3+*+al 3+3*sO0+p11 3*+a0” 3+4*s]111*p1l 3*a0º 3+sO0*pl 2+a0” 3*
pl111)/p173/a072/s0:
simplify(p41111):

VOO
O

V
V

V
V

W
V

V
V

V V
V

VV
V

V
V

V
V

V

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

> rTestart:

Sexta Forma Normal

> pl:=0:
pl1:=0:
pl11:=0:
p40 := O:

p4áu := sO*pu*a0”3;
p4u := sO pu a0?

> Pp4l := sOr*pl*al:
Simplificação de p4uu por au.
> p4uu := s0*(6*purka0”2xau+taO”S*puu)+2*su*pur*a0”3:

ATA
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>

>

>

solve(p4uu,au):
au:=­1/6*a0*(sO0*a0”2tk*puu+2t*su*pu)/s0/pu:
expand (p4uu):

Simplificação de p4ul por al.
p4ul := sl*puta0O”3+su*pl*a0+sO*(pl*au+3*puta0 2r+al+aO0"3*pul):
solve(p4ul,al):
al :=­1/3*aO0* (sl1*pu+sO*pul)/sO/pu:
expand(p4ul):
p411 := 2+sl1*pl*a0+sO0*(2xpl*al+pll*a0):

Simplificação de p4uuu por suu.
>

>

>

>

>

>

>

>

>

páuuu :=
3*su* (6k+pu*a0”2t+au+aO0”S*puu) +3*suu*tpurtaO0”3+sO0*(IxputaO0”2xauu+15*aurxa0”

. 4*puu+18*pur*a0*au"2+a077*puuu):
expand (p4uuu):
solve(p4uuu,suu):
suu:=­1/3/a20/s0*(­4*a0*su”2+pu”2+9*pu”2xauu*s072­2+a0”5k*puu”2+s07 2­3%
a0” 3*puur*rsO0*su*pu+aO”S*puuu*t*pu*so2) /puº2:
expand(suu):
simplify(p4uuu):

Simplificação de p4uul por aul.

V
O

V
V

V
VV

V
V

V
V

p4uul :=
s1*(6*puta0”2*au+a0”St*puu)+2*su* (pl*au+3*putaO0”2xal+a0”3*pul)+2+*sul*pu
*a0”3+suut+pl*a0+sO0* (pl*auu+6+*pu*kaO0”2r+aul+6*aura0”2xpul+12*+aurxpurtaO+tal+
S5*al*a0”4*puutaO”S*puul):
expand(p4uul):
solve(p4uul,aul):
aul:=­1/18*a0/s0"2*(­8*suxpu”2+s1+6*sult*pu”2*s0+3*xa0”2t+puul*pur*s0" 2­6
*s0 7 2*+a0” 2*puu*pul­2*su*pur*sO0*+pul­3+s0*a0”2xpuu*s1*pu)/puº2:
simplify(p4uul):

Simplificação de p4ull por all.

V
V

V
VV

V
V

V
Y

V
V

W
V

V

>

>

pull :=
2*s1*(pl*au+3*pu*a0 2xal+a0”3*pul)+su*(2xpl*al+pll*a0)+sll*puxa0 3+2+s
ul*pl*a0+sO0*(2xpl*aul+3*pu*ta0 2+al1+pll*au+t6*al*a0”2k*pul+6+*purxaO*ral”2+
a0”3*pull):
expand(p4u11):
solve(p4ul1,all):
al1:=1/9*a20/s0"2x(4*s1º2xpu”2­3*s11*pu”2t*s0+2*s1*putsOt+pul+4*+s0”2xpul
"2­3*pull*pu*s0”2) /pu“º2:
simplify(p4ul1l):

p4111 :=
3*s1*(2xpl*al+pl1*a0)+3*s11*pl*a0+sO0*(3*pl*all+3*pll*al+pl11*a0):

Simplificação de p4uuuu por auuu.
> páuuuu :=

s0* (28kxa0” 6*au*tpuuu+72*puta0+aur*xauu+12*purtaO0” 2*auuu+30*a074*+auu*puu+12
0*a0” 3*au”2t*puut+a0”9*puuuu+24*putau73)+4*su* (9+pu*ta0” 2xauut+15+autaO” 4*e
puu+18*putaO0+au”2+a0”7*puuu)+6*suu* (6k*puta0”2*au+taO”bS*puu) +4*suuu*puta
073:

PV
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expand (p4uuuu):
solve (p4uuuu,auuu):
auuu:=­1/108/s0"3*(­42*a077*puuu*pu*s0”3*puu­12*a0"6*puuur*pu /2+s07 2+s
u+t162*+a0”2xauu*puu*pu”2*s0”3+432+pu” 3*auu*s0  2xsu+29*s0” 3*a0”7*puuº" 3­3
O0*s0”2*xa0”B*puu”2t+surpu­108*+s0*+aO0” 3*xpuur*rsu”2+pu”2­80*+aO0*su” 3*pu”3+9*a0
"7*puuuu*pu”/2*s0” 3+36*suuu*pu 3*a0*+s07 2) /pu“3:
simplify(p4uuuu):

Simplificação de p4uuul por auu.

VOO
V

V
V

V
W

V
V

V V
V

VV
V

V
V

V
V

V
V

páuuul :=
s0* (9*auu*a0”2t+pul+pl*auuu+9*pur*a0 2txauul+18*xauu*putaOr+al+60*au*xaO0”3+a
1*puu+7*al*a0”6*puuu+aO0”7*puuul+15*aul*a0 4*xpuu+18*a0*auº2t*pul+18*+puta
uº2t+al+15*+auta0 4*puul+36*aul*pur*raO*au)+3*sul*(6k*puta0”2t+au+aO0”St+puu)+
3*suu* (pl*au+3*pu*aO0”2+al+aO0”3*pul)+sl*(9*puta0”2xauu+1b+aurxaO0”4t*puu+l
8*pu*aO0*au”2+a0”7*puuu)+3+su*+(pl*auu+t6*purtaO 2r+aul+6*+autaO0 2t+pul+12*xau
*puta0*al+bo*al*a0”4+puu+aO0”B5+puul)+3*suul*puta0”3+suuu*pl*al:
expand (p4uuul):
solve(p4uuul,auvu):
auu:=1/9/s0"2*(9*a0”3*puul*pu”2+s0”2t+su­27*pu” 3*auul*s073­3*a0”5*puuu
1*puº2*s07 3­20*a0”5*puu 2*s0 3*pul­12*a0*suº2t+pu” 3*s1+24*a0*sul*pu”3*s
O*su­6*aO0”3*puu*sO0*su*pu”2*s1+9xa0”3*xpuursO0 2*sul*pu”2+12*+a0” S*puurso”
3*puul*pu­15*a0"3*puu*sO0 2x*sur*pu*pul­2*xa0”b*puu”2*s07 2x*s 1*putaO0”Sk*puuu
*pu”2*s0” 2x*s1+7*a0” B*puuurtpursoO”3*xpul­9*suul*pu”3*a0*s072) /puº2/(sO*pu
1+4*sl*pu):
simplify(p4uuul):

Simplificação de p4uull por sull.
>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

páuul1 :=
s11*(6*puta0”2tx+aut+taO”bt*puu)+4*+sul* (pl*au+3*purxa0”2t+al+a0”3*pul)+suur(2
*pl*al+pl1*a0)+2*sull*pur*aO0”3+2*suul*pl+*a0+1/2+sO0+*(6kpurtaO0 2t*aul1+p11*
auu+2*pl*auul+a0” br*puull+6*au*xa0 2xpull+24*xaul*xputaO+*+al+24*xau*xa0*kxal*kpu
1+12*al1*pura0xau+12*xaul*a0” 2xpul+b*all*a0”4*k*puu+i2t*aukpurtal 2+20x+a07 3
*al  2*puu+10*al*a0º 4*puul)+sl*+(pl*auu+6+purtaO0”2x*aul+6t+autaO0”2xpul+12+a
utputaO*al+5*+al*a0”4*puu+aO0”B5*puul)+sux(2xpl*aul+3*purta0” 2xal1+pl1l*au+
6*al*a0º2+pul+6*purtaO+al 2+a0"3*pull):
expand(p4uul1):
solve(p4uul1,sull):
sul1:=1/36/20/s0"2*(42xa0*sl1*pu”3*sO0xsu+84*aO0*sul*pu”3+*sOx+s1­54+puº3
*aull*s073­9*a0”3*puull*pu”2*+s0”3­54*s0"3*xa0”3*puur*pul  2­56*a0*su*pu”º3
*8172+18*+a0” 3*pull*pu*sO”3+puu+6*a0*pull*pu”2*s02*su+18*+a0” 3*puul*pu”
2*s0 2x3 1+36*a0” 3*puul*pur*sO” 3*pul­36*s0"2*xa0” 3*puuts1*pur*rpul­18+s0*a0
"3*puu*s]1 2x*puº2­16*+a0*su*pu”2t+s1*s0xpul+12*a0*sul*pu”2xs0”2*pul­8+*aO0x
su*pu*s0”2xpul 2+9+s11*pu”2+s0"2+a0”3*puu)/pu"3:
simplify(p4uul1):

Simplificação de p4ulll por sil.

V
V

V
V

V
V

V
V

4u111 :=S111%puta0”3+3+sull+pl+a0+3+s11+ (pl+au+3+puta0”2+a1+a0”3xpul)+3+sul+(2
*plt*al+pl1*a0)+3*sl*(2rpl*aul+3k*puraO0 2t+all+pll*au+6*al*a0”2t+pul+6*tpur
a0*al2+a0”3*pull)+su*r(3*pl*xall+3x*pll*al+pll11*a0)+sO0*(plll*au+9+al*+a0”
2*pul1+6+*putal 3+18+a0+al2+pul+18+al*puraO0+all+9*+a02xpul*k+all+3*pural
"2rall11+pulll*a0"3+3*pll*aul+3+pl*+aull):
expand(p4u111):
solve(p4ul11,s111):
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s111:=­1/9/a0/s0"2*(­36*a0*sl*pu 3t*s11*+s0+28+a0+s1"3*pu”3­9+a0+*pull*ts
07 2*+pu”2t+s1­36*a0*pull*sO0” 3*pu*pul+12+a0*s1º2xpu”2+sO*xpul+12*a0*s]1*pu*
s072*pul2+28*+a0*sO0”3*pul”3­9*x*a0*s02*pul*s11*puº“2+27*pu3*alll*s0"3+9
*pull1*a0*s0”3*pu“2)/pu“"3:
simplify(p4u111):

Simplificação de p41lll por sl.
> p41111 :=
> 4rsl*x(3r*plrall+3*pll*al+plll*a0)+6*sll*(2+pl*al+pll*a0)+4*xsl11*+pl*+aO0+s
> O*(pllllr*a0O+4*pl*alll+6*pll*all+4*+pll1*al);

p4llll := sO plllla0

> rTestart:

Sétima Forma Normal

pu:=0:
puu:=0:
puuu:=0:
p40 := O:
páu := sO*pu*a0”3:
p41l := sO*pl*a0;

p4l := sO pl aO
> p4uu := sO*(6k*pu*aO0”2+auta0”Bb*puu)+2t+sutpuraO”3:
Simplificação de p4ul por su.

p4ul := sl*pu*a03+surpl*a0+sO*(pl*au+3*putaO2x*al+a0 3*pul):
solve(p4ul,su):
su:=­s0*(pl*au+taO0”3*pul)/pl/a0:
expand(p4ul):

Simplificação de p4ll por sl.
> p411l := 2xsl*pl*a0+sO*(2+pl*al+pll1+a0):

solve(p411,sl):
s1:=­1/2*s0* (2*pl*al+pl1*+a0) /pl/a0:
expand(p411):

páuuu :=
3*su*r (6k*purxa0”2x*au+a0”B5*puu) +3*suutpu*taO”3+sO0x* (9*putka0”2xauu+15*auraO”
4*puu+18*purtaO0*auº2+a0"7*puuu):

Simplificação de p4uul por auu.

páuul :=
s1*(6*pu*a0”2*autaO0”B*puu)+2*su* (pl*au+3*purta0”2xal+a0”3*pul)+2t+sul*pu
*a0”º 3+suutpl*a0+sO0* (pl*auu+6*pu*a0 2t+aul+6*auta0”2*xpul+12*aukxpurtaOtal+
G6*al*a0 4*+puut+taO0”Bbe*puul):
expand (p4uul):
solve(p4uul,auu):
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>

>

>

auu:=­(­2+s0*pl”2xau”2+2*+sO0*pl*aurta0”3x*pul­2*s0*+a06*pul “2+suu*pl 2*a
072+s0*a0”6*pl*puul)/pl"2/a0/s0:
simplify(p4uul):

Simplificação de p4ull por sul.

V
V

V
VV

V
V

V
W

V
V

V pá4ul1 :=
2*s1* (pl*au+3*puta0”2+al+a0”3x*pul)+su* (2+plral+pl1+a0)+sll*puta0 3+2+s
ul*pl*+a0+sO0*(2+pl*aul+3*pura0”2xall1+pll*au+6+al*a0”2*pul+6*putaO+al2+
a0”3*pull):
expand(p4u11):
solve(p4ull1,sul):
sul :=­1/2+s0*(­4*p1l"2*xal*au+2*pl*al+a0 3+pul­pll*a0r+pl*au­2*pl1*a0" 4*
pul+2*pl 2+a0*+aul+pl*+a074*pull)/p172/a0"2:
simplify(p4ul1):

Simplificação de p4!lll por sll.
>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

p4111 :=
3*s1*(2r+pl*al+pll*a0)+3*sl1*pl*a0+sO+(3xpl*xall+3*pll+al+pll11+a0O):
expand(p4111):
solve(p4111,s11):
s11:=­1/6*s0*(­12x*p17”2+al” 2­6*pl*al*pl1*a0­3*p1172*+a0"2+6*p1 2xa0+all
+2+pl*+a0º2x*p111)/pl"2/a0"2:
simplify(p4111):
p4uuuu :=
s0* (28+a0”6*au*puuu+72r+putaO0+autkauut+i2+pural0”2*xauuu+30*a07 4*auu*puu+12
0*a0”3*au”2*puut+ta0” I*puuuut+24*+pu*rxau”"3) +4*sux* (9*purtaO0” 2ranut+15*aurxaO0” 4*
puu+1i8*+pu*aO0*au”2+a0”7*puuu)+6*suu* (6*puta0”2*au+a0”S*+puu) +4*suuu*Kputa
073;

p4áuuuu:= sO a0º puuuu

Simplificação de p4uuul por suuu.

V
V

V
V

V
VV

VV
V

V
V

V
V

V
V

W
V p4uuul :=

sO0* (9*auu*ta0” 2*xpul+pl*auuu+9*purtaO0”2*xauul+18*+auu*xpur*aO+al+60*xaurtaO0”3*a
1*puu+7*al*+a0”6*puuu+a0”7*puuul+15+aul*a07 4*+puu+18+a0r+au"2*pul+18+pura
uº2xal+15*aurka0”4*kpuul+36+kaul+putaO*tau) +3+sul*(6+pura0”2+auta0”5*puu) +
3+suu* (pl*au+3*pu*+a0”2xal+a0”3*pul)+sl*+(9*xpurta0”2xauu+i5tautaO”4tkpuut+i
8*pu*aO0*au”2+a0”7*puuu) +3*su*(pl*auu+6+purta0”2*+aul+6+*auxa02t+pul+12*+au
*pu*taO0*al+5*al*a0 4*puut+a0”St*puul)+3*suultputa0”3+suuu*pl+al:
expand (p4uuul):
solve(p4uuul,suuu):
suuu:=(­18xa073+*au”2+pul*+pl 2*+s0+36*a0”6*pul”2xsO0+pl*au­12x*a2079*pulo3
*s0+3*a0”Br*pul*suu*pl”2+9*+a0” 9+*pul+sO0+pl+*puul­a0”2xp1”3*auuu*s0­a0"9*p
uuul*pl”2+s0­15+a0"6*autpuul*pl 2+s0­6*suu+pl 3x+a0º 2r+au+6*p1 3+au"3*s0
)/p173/a0"73:
simplify(p4uuul):

ATA
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Simplificação de p4uull por suul.

VV
V

V
V

V
VV

V
V

V
V

V
V

V
V

V

p4uull :=
s11*(6*pu*a0”2*au+a0”5S*puu)+4*sul*+(pl*au+3*puta0”2+al+a0”3*pul)+suu*(2
*pl+al+pl1+a0)+2*sull*puta0”3+2xsuul*pl+a0+1/2*s0* (Gk*putaO0”2+aull+pl1+
auu+2*pl*auul+a0”B5*puull+6*aurxa0”2t+pull+24+aul*puraO*al+24+auta0*xal*pu
1+12*+all*putkaO0*aut+12*xaul*a0”2xpul+b*al1*a04*+puu+i2rx*autpural 2+20*a07 3
tal”2x*puu+10*al*a0”4*puul)+sl*+(plk*auu+6*pura0”2xaul+6*+aurxa0”2*pul+12*a
utputaO0*al+5*al*+a0”4x*puuta0”S*puul)+su* (2+plt*aul+3+*puta0”2+all+pll+aut+
6*al*a0”2rpul+6*putaO0*al"2+a0"3+pull):
expand (p4uul1l):
solve(p4uull,suul):
suul :=1/4*(­12*s0*pl3*al*au”2­8+sO0*pl1*+a0”7*pul”2­6*suu*+pl3+a0 2+al
—2*suu*pl 2+a0” 3*p11­2*p1”3+auul+a0”2+s0­a0"7*puull+pl2x+s0­12*s0*pl 2
*altk*auxa0” 3*pul+24*+sO0*pl*al*+a0”G6*pul 2­2+s0+pl1t+a0Ox*pl”2x*auº2­4+sO0+pl11*
a0 4x*pl*au*pul+12+s0*pl”3*a0*aul*au+6*s0*+pl*a0”7*pull*pul+pllt+s0+aO”7*
pl*puul­10*+al*+a0"6*puul*p1"2*+s0) /pl"3/a0"3:
simplify(p4uull):

Simplificação de p4ulll por sull.
>

>

>

>

>

>

>

>

>
>

>

>

>

>

pá4ul11 :=
s111*puta0”3+3+*sull*pl*a0+3*s11*+(pl*au+3+*putaO0”2kal+a0”3+pul)+3r+sul*+(2
*pl*al+pl1+a0)+3*s1l*(2*xpl*aul+3+*puta0”2rxal1+pll*au+6*al*a0”2*pul+6+pur
a0*+al 2+a0”3*pull)+sur(3*pl+*all+3*pll*al+pll1*a0) +sO0*(pl11*+au+9xal*a0”
2*pull+6*putal”3+18*xa0*al 2xpul+18+al*putaO*all+9*xa0”2xpul*all+3*pu*tal
"2r*alll+pulll1*+a0”3+3*pll*aul+3*pl*aull):
expand(p4u111):
solve(p4ul11,sull):
sul1:=­1/6*s0*(36*+p13*al 2+au+9+pl1º2+a0”b*pul+3+p11 2+a0”2+pl*au­12
*pl 3*a0+al1*au+6*+pl 2r+a0 4+all+pul­2xp172+a0 2xpl11*au­4x+p1l+a0" 5+p111
+pul­24*p1”3*xa0*aul*al­6*pl 2+a0”2x+aul*pl1+6+pl 2+a0 4*pull+al­6K*p1*a0
"Bbx*pull+pl1+2*p]l 2xa0”5e*pull1+6*p1 7 3+a0"2xaul1+12*+p1”2+al*pl1*a0*kxau­12
*pl*al*pl1*a074*pul)/pl"3/a0"73:
simplify(p4ul11):

Simplificação de p41lll por alll.

V
V

V
V

V
VV

V
V

V
V

p41111 :=
4r+sl*(3rpl*all+3+pll*al+pll1*a0) +6*sl1x*(2xplt*al+pl1+a0)+4+sl111*pl*+a0+s
O*(pll111*+a0+4*pl*alll+6*pll*+all+4*pl11*al):
expand(p41111):
solve(p41111,al11):
all11:=­1/4*(­24*s0*pl 3*aO0xalt*all1+12x*sO0+pl 2+aO0+al 2+p11­4*s0*+p1 2*a0
"2xal*pl11­6+*sO0+pl 2+a0”2xpl1*all+6*+sOx*pl+a0”2*p11”2x+al­4*+s0*pl+a0”S*p
11*p111+24*+sO*p1 3+al 3+3+sO0xpl1”3xa0”3+4*s111*p1 3*a0" 3+s0xp1 2*a0" 3*
pl111)/p173/a0"2/s0:
simplify(p41111):
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> restart:

Oitava Forma Normal

pu:=0:
pl:=0:

p40:=0:
pá4áu:=sO*pu*a0”3:
p41:=sO0*pl*al:

p4uu:=s0*(6*puta0”2*aut+aO0”St+puu)+2*su*tpurta0 3;
piuu := sO a0* puu

p4u1l:=s1*pu*a0"3+su*pl+*a0+sO*(plt+au+3+pura0”2+al+a03t+pul);
p4ul := sO0 ao? pul

p411:=2*s1*pl*a0+sO0*+ (2xpl*al+pll1*a0);
p4ll = sO pll al

Simplificação de p4uuu por su.
>

>

>

>

>

p4uuu:=3*su* (6*pu*a0”2xau+a0”B5*puu)+3+suu*putaO0”3+s0*(I*putka0”2r*auu+i
S*aurtraO0”4x*xpuu+i18*puraO+*auº2+a0”7*puuu):
solve(p4uuu,su):
su:=­1/3*s0/a0* (15*au*puu+a0”3*puuu) /puu:
expand (p4uuu):

Simplificação de p4uul por sl.
p4uul :=s1* (6*pu*a0” 2t+autaO0”b*puu)+2*su* (pl*au+3*purka0”2xal+a0”3*pul)+
2t*sul*pu*a0”3+suu*pl*+a0+sO0*(pl*auu+t6*putaO0”2xaul+6*aukxaO0”2xpul+12t*autp
utaO0r+al+5+al*a0 4*kxpuutaO”S*puul):
solve(p4uul,sl):
s1:=­1/3*s0/a0"3*(­12xpul*au*puu­2*pul*a0”3*puuut+i15*al*a0”2t+puu”2+3+p
uu*a0”3*puul) /puu”º2: |

expand(p4uul):
Simplificação de p4ull por au.

V
V

V
V

V
VV

V
V

V p4u11:=2*s1*(pl*au+3*pu*a0”2xal+aO0”3*pul)+su*(2+pl*al+pl1*+a0)+sl1*pur*
a0º3+2*sul*pl*a0+s0* (2xpl*aul+3x*puta0”2xal1+pll*au+6*al*a0”2rpul+6*pur
a0*alº2+a0”3*pull):
solve(p4ull,au):
au:=­1/12*a072*(­4*pul”2*xa0*puuut+12*pul*al*puu”2+6*pul*puut*aO*puul+alO
*puuu*p1l1*puu­3*puu/2*a0*pull)/puu/(­2+pulº 2+pl1*puu):
Al :=expand(au):
A2:=expand(p4ul11):
simplify(A2):

Simplificação de p4lll por al.
p4111:=3*s1*(2*pl*al+pl1*a0)+3*s11*pl*a0+sO0*(3*pl*all+3+pll*al+plll+a
o):

solve(p4111,al):
al :=­1/12*a0/puu* (pul*puuu*pl1172+3*+p11*pul*puu*pull­3*puutpuul*+pl172­
2*pl11*puu*pul 2+p111*puu"2+pl1)/pl1/(pulº2­pll+puu):
B1:=expand(al):
B2:=expand(p4111):
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> simplify(B2):
Simplificação de p4uuuu por suu.

p4uuuu:=s0* (28*a0”6*au*puuu+72*pu*a0*+au*tauu+12+puxa0”2t+auuu+30*+a074*a
uu*t*puu+120*a073*au”2*puut+aO”9*puuuu+24*putau”3) +4*su* (9*xputaO0” 2tauu+i15
*autaO0” 4xpuu+18*puraO0+*au”2+a0”7*puuu)+6*suu* (6k*pu*aO0”2xau+taO0”GSt*puu)+4+
suuu*pu*a0”3:
solve (p4uuuu,suu):
suu:=­1/6/a20"2*(­7/3*s0*ta0”5* (­4x+pul”2x*a0*puuu­pul*aO0*puu* (pul*puuu*p
11º2+3*pl1*pul*puutpull­3*puur*puul*+pl172­2*p111*puu*pul2+pl11*puuº2*+p
11) /pl1/ (pulº2­pl1*puu) +6*pul*puu*aO0*puul+a0*puuu*pl1*puu­3x*puu"2+a0*p
ul1) /puu/ (­2*pul”2+pl1*puu)*puuu+30*s0*a0+auu*puu+b/6*sO0*aO0”4%*(­4x*pul”
2*a0*puuu­pul*a0*puu* (pul*puuu*pl172+3*p11*xpul*puu*pull­3*puutpuul*+pl1
72­2*p111*puu*pul2+p111*puu"2+p11)/pl1/(pulº2­pl1*puu)+6*pul*puutaO*p
uul+a0*puuu*p11*puu­3*puu"2+a0*pull)"2/puu/(­2*pulº2+p11*puu) "2+s0*aO0”
6*puuuu+5/3+s0*a0”2x (­5/4x2072* (­4xpul”2x+a0*puuu­pult*aO0*puu* (pul*t*puuur
pl11º2+3*pl1*pul*puu*pull1­3*puu*puul*+pl172­2*p111*puu*pul2+p111*puu”"2%*
pl1)/pl1/(pul”2­pl1*puu)+6*pul*puutaO*+puul+aO0*puuu*pl1*puu­3*puu"2*a0x
pul1)/(­2*pulº2+pl1*puu)+a0”3*puuu) /puu*+(­4*pulº2x*a0*puuu­pul*aO0+puu*(
pul*puuu*pl1º2+3*p11*pul*puu*pull­3*puut*puul*pl172­2*p111*puu*pul/2+pl
11*puuº2*p11) /pl1/(pulº2­pll1*puu)+6*pul*puut*aO0*puul+aO*puuu*pl1*puu­3*
puu”2*a0*pull)/(­2*pulº2+pl1*puu)­4/3*sO0+a0”3x*(­5/4*xa072*(­4*pul2xa0+*
puuu­pul*a0*puu* (pul*puuu*pl172+3*p11*pul*puu*pull­3*puukpuul*p1172­2+
pll1l1*puu*pul”2+pl11*puu”2*p11) /pl1/(pul”2­pl1*puu)+6*pul*puuraO*puult+a
O*puuu*pl1*puu­3*puu”"2*a0*pull)/(­2xpulº2+pl1*puu)+a0”3*+puuu)/puutpuuu
)/puu:
C1:=expand(suu):
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>
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> expand (p4uuuvu):
Simplificação de p4uuul por aul.

p4uuul :=s0* (9*auv*a0”2*pul+pl*auuu+9+puta0”2xauul+18kxauu*putaO*tal+60+
auta0”3*al*puu+7*al*a0”G6*k*puuut+taO”7*puuul+15*aul*a0  4xpuu+18*a0*au”2kxpu
1+18t*purxau"2*al+15*au*xa07 4+puul+36*ault+putaOtau)+3*sul*(6k+puta0”2tauta
07 5*puu) +3*suu* (pl +au+3*puta0 2+al+a0”3x*pul)+s1*(9*xpurxa0”2xauut+1b5*+auta
07 4*puu+18*putaO0*au”2+a077*puuu)+3*su*(pl*auu+6*+pu*aO0”2xaul+6*auraO0”2+
pul+12*xau*pu*aO0*al+5*al*aO0”4*puu+a0”S*puul)+3*suul*pu+taO0 3+suuurpl*al:
solve(p4uuul,aul):
aul :=1/360%* (­72*puu b*sul*+a0 3*p11 7 4+45*puu 5B+*sO0*+aO0 Sr*pull*pl11*p11º2
­15*puu”b*sO0O*+a0b*pul*pl111º2xp11­24*puu4*p11 7 4*s0xa0”Sbk*puuul+144*puu”
4*p1 174*+s0k+auut*pul­45*puu4*+p11 3*s0+a0” S*pull*puul­9*puu"4x+p11 7 3xsO0*a
0 5*puuu*pl11+144*puu 4x+pl11º3*sul*a0”3*pul 2+18*puu 4*+p11 2x+s0*a0”5S*pu
11º 2*pul­30*puu 4*p11º2*x*s0xa0”b*puul*pul*pl11­57*puu4*+s0*xa0”S*pul 2+p
ull*pll11*pl1+17*puu”4*s0*xaO0”b*pul”3*pl11”2+45*puu”3*pl117 4*s0*+a0”St*puuu
*puul+12*puu”3*pl11º4*sO0*pul*a0”b*puuuu+12*puu3*p11º3*s0*a0” S*puuu*pul
*pull­288*puu”3*p11º3*s0*xauu*pul”3+45*puu”3*pl1173*s0*a0” b*pul*puul 2+4
8*puu 3*pl1º3*s0*xa0”S*puuul*pul 2+9x*xpuu”3*p11º2x*sO0*xa0”S*pull*puul*pul”
2­72*puu 3*p11º2*sul*a0”3*pul 4+29*puu”3*pl1º2x+s0*a0” br*puuur*plil*pulo2
+42*puu”3*s0*a0  b*pul  3*puul*pl11*p11­26*puu”2+s0xa0”S*puuu”2*pul*p11”
4­117*puu”2*pl11º3*s0*a0”b*puuu*puul*pul2­24xpuu 2+pl1º3*sO0O*pul 3*a07S5
*puuuut+i44*puu2*p11º2x+s0rxauu*xpul”5­24*puu"2*p11º2*s0*x+a0”S*puuul*pul 4
­27*puu”2*p11º2x*s0+*+a0”S*pul”3*puul 2­24*puuº2*s0*xa0” b*pul  4*puuu*pl111*
pl1+56*puu*sO0+a0”bS*puuu”2*pul 3*p11º3+12xpuu*pl11º2*sO0*pul”b5*a0bkpuuuu
+60*puu*p11”2*+s0*a0”bS*pul ”4*xpuuu*puul­28*s0+a0”bG*pul 5+*puuu/2*p1172)/a
072/puu"3/(­pul”2+pll1*puu) 2/p1172/s0:
D1i:=expand(aul):
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simplify(p4uuul):
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Simplificação de p4uull por sil.
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>

>
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>

>
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p4uul1:=s11%*(6*pu*a0”2*au+a0”bS*puu)+4*sul*(pl*au+3+pu*rxa02*al+a0”3*pu
1) +suu* (2*pl*+al+pl1*a0) +2*sul1*+putaO0”3+2*suul+pl*a0+1/2*s0*(G6G*pu*aO”2*
aull+pll*auu+2*pl*auul+a0”b*+puull+6*auta0”2xpul1+24*aul*+purtaO*al+24*au
*aO0tk*al*pul+12x+all*+putaO0r+au+i2+aul*+a0”2xpul+5*+all*+a0 4*puu+12xau*putal”
2+20*a0”3*al”2*puut+i0*al*+a0”4x*puul)+sl*(pl*auu+6*putaO0”2t+aul+6*auta02
*pul+12t+au*pur*aO0*al+5*al*a0”4+puu+a0”S*puul)+sur(2*pl*aul+3k*puta0 2+al
1+pll*au+6*+al+a0”2x*pul+6*purtaO+al 2+a0"3+pull):
solve(p4uull,s11):
s11:=1/720*(­720*puu*p1l1º2*s0+a0”S*pul”S*punut*puul­144*puu*p117 2+s0*+a
07 5*puuuu*pul/6+360*puu”2xp11”2+s0+aO0”5+*pul 4*puuu*pul1+324*puu"2*p11º
2*s0*a0”b*puul 2*pul 7 4+288*puu”2x*p11º2*s0*+a0”Br*puuul*pul5­192+puu/2*s
0*a0”B5*pul”S*puuu*pll1*p1l1­1012+puu*t+sO0O+a0”b*pul 4*puuu"2+p1173+807*puu
"2*s0*xa0”B*pul”2xpuuu”2*p1174+2124*puu”2*+p11”3*s0*xa0” S*pul” 3*puuu*puul
+408*puu”2*p11” 3*s0*a0” b*puuuu*pul 4­360*puu” 3*+p1172+a0” S*puull1*+s0*pul
74­2016*puu”3*p11”2*sul*a0”3*pul 5+336*puu”3*s0*+a0”S*puul*pul 4+p111*p
11­1728*puu”2*p11º2*sO0t*auu*pul 6­1254*puu”3*p11”3*s0*a0” bB*pul  2*puuu*p
ul1+6696*puu”3*pl11”3+sO0*auu*pul 4­576*puu 3*p11º3*s0+a0” S*puuul*pul/3­
384*puu” 3*p11”4*s0*a0”B*puuuu*pul/2­1305*puu”3*p11”3*s0*a0”S*puul 2*pu
172­108*puu”3*p11”2*s0*a0”5*pul ”3x*pull*puul+412+puu”3*pl11 2+s0*+a0 S*pu
1º3*puuu*pl111­636*puu4*s0*+a0”S*pul 3xpull*pl11*p11+256*puu 4*s0*a0” S*
pl11º2*pulº/4+279*puu"4x*p117 2x*s0*+a0”5*pul 2xpul172­185*puu” 3*s0+a0" S*pu
uu” 2*p1175­1080*puu”3+pl1174+s0*a0”5S*puuu*pul*puul­112*puu"4*p11º3+s0*a
07 5*puuu*pul*p111+720*puu 4*p1173+a0"5*puull+*sO*pul 2­510+*puu/4x*p1107 2%
s0*a0”5*puul*pul”2xpl111­1800*puu4*p11 7 2x*al1*a07 4*+sO0Oxpul 4+570*puu"4*p
117 4*s0*a0”5*puuu*pul]1+288*puu4*+p11 7 4x*pul*s0+a0” S*puuul+495+puu/4+p11
"4xs0*aO0”5*xpuul”2+120*puu"4*s0*+a0” 5*puuuur*p1175­8208*puu 4*p11 4*sO0*au
utpul”2+1080*+puu”4*+p11”3*s0*a0”Sxpul*pull*puul+4032+puu4*pl1 7 3*sul*aO
"3*pul”3+960*puu”B5*s0*xa0 G*pul*pull*pl11*+p11º2­385*puu S*s0*a0 S*pl111”
2*pul”2*p11­150*puubx*p11”73*s0*a0” S*puul+p111­2016*puu"S*p11 7 4*sul*a0”
3*pul­360*puu”5*p1174+a0”S*puull*+s0­765+puu5*p1173*sO0+a0 S*pull1 2­180
O*puu”6*all*a0 4*sO0*+pl1 7 4+75+puu G6*s0*+a0 5xKp11172xp1172+336*s0*a0"S*pu
176*puuu”2*p1172+3600*puu”5+p11º3x*al1*+a0”4*sO0*pul “2+3240*puu 5*sOtauu*
pl175) /puu“4/(­pul"2+pl1*puu) 2/p1172/a076:
Ei :=expand(s11):
simplify(p4uul1):

Simplificação de p4ulll por sul.
p4ul11:=s111*pu*a0”3+3*sull*pl+a0+3*s11*(pl*au+3*puta0”2r+al+a0"3*+pul)
+3*sul*(2xpl*al+pl1+a0) +3*sl1*(2*pl*aul+3*puta0 2+all+pllt+au+6+al*a0"2+
pul+6*puraO+al2+a0"3x*pull)+su*r(3*pl*all+3*pll*al+pll1+a0)+sO0x*(plll+au
+9xal*a0”2xpull+6*pu*tal3+18*xa0*al 2xpul+18+al*pura0rall+9+a0"2+pul*al
1+2*pu*a0 2x*al11+pull1*a0º3+3*pl1*+aul+3*pl*aull+purxa0”2*xauuu):
solve(p4u111,sul):
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sul :=­1/288* (336*puu”3*a0”b*pul b*puul*pl11*p11­1266*puu 4*a0 S*pul o 3
*puul*pl11*p11”2+879*puu”2*a0”b*puuu/ 2*pul 3*p1174­1068*+a0 5S*pul S*puu
u”2*p11º 3*puu­420*puu"6*a0 B5*pull*pl11*p1173+55*+puu 6*a0 S*pul*p111 7 2+
pl117º2­180*puu”5*p1174+a075*pull*puul+12+puu"5*p1174*a07S*puuu*+pl11­144
*puu*pl11”2*pul”7*a0”b*puuuu­720*puu*p11"72*+a0”S*pul ”6*puuu*puu]1­48*puu”
5*p1175*a0” b*punul+3528+puu"B6*p11º 5*auuxpul­192*puu"2*a0 S*pul 6*puuu*r
pl11*p11+684*puu”3*p1172+a0”S*puuu*pl11*pul4­344*puu 4*p1173*+a0” S*puu
u*pl11*pul”2+324*puu”2*p11”2*a0"5*pul”5+puul 2­81*puu"4x*p11º2*+a0 S*pul
172*pul”3­639*puu”5*p1173*a0”Bb*pul172*pul+60*+puu"4*+pl11"b*a0”b*puuu*tpuu
1+1176*puu”5*a0”b*pul 2*pul1*+p111*p1172­151*puu"5*a0” Sr*pul  3x*p111 7 2+pl
1+450*puu”5*p11”3*a0”b*puul*pul*pl11­276*puu/4*a075*pul4*pull*pl11*+pl
1+384*puu 4x*p11”4*a0” b*puuul*pul /2­108*puu”3*p11”2x*a0”5*pull*puul*+pul”
4+1728*puu 4*p1173*a0”b*pull*puul*pul 2­1359*puu”3*p11º3*a0”S*pul”3*pu
ul” 2+315*puu 4*p1174x+a0”b*pul*puulº/2+144*puu7 4*p1175*pul*a0”S*puuuu­14
94*puu”3*p1173*+a0”S*puuu*pul 3+*pull+654*puu"4*p1174*+a0”St*puuu*pul*pull
­432*puu”3*pl174*pul 3+a0”B*puuuu+288*puu”"2+*p1172xa0” 5*puuul*pul /6­624
*puu” 3*p11”3xa0”b*puuul*pul /4+2244*puu/2*p1173*a0”5S+puuu*puul*+pul/4­11
O04*puu”3*p1174*+a0”S*puuut*puul*pul”2­227*puu”"3*a0”S*puuu 2*pul*p11º5+43
2*puu”2*p11”3*pul ”b*a0”B*puuuu+6984*puu”3*p11"73*auu*pul/5­8784*puu 4*p
117 4*auu*pul”3+16*puu”4*a07b*pul 5*p11172­1728*puu”2x*p11”2x+auu*pul/7+3
36*a0”B*pul”7*puuu”2+p117 2+360+*puu 4+p1172+al1*a0 7 4*pul 5+240*puu/4*pl
1º2*pul11*a0”B5*+pul 4­360*puu”3*p1172*a0"5*puull*pul 5+360*puu”2*p11"2*
a0” 5*puuu*pull*pul”5+720*puu 4*p1173+a0”S*puull*+pul 3­480*puu"5+p1173*
pull11*a0”5*pul”2­720*puu”b*p11º3x*al1*a07 4*pul”3­360*puu”5+pl1 7 4+*pul*al
“B*puul1+360*puu6*p1174+pul*all*+a074+240+puu6*p1174*+pull1+a07 5) *s0/a
073/p1172/(­pul"2+pl1*puu) 2/puu/3/(2*pl1*puu­7*pulº2):
Fi:=expand(sul):

Simplificação de p41!1ll por all.
p41111:=4*s1*(3x*pl*all+3*pll*al+pll1*+a0)+6+*sl1+(2*xpl*al+pl1+a0)+4+s11
1*pl*a0+sO0*(pl111+a0+4*pl*alll+6*pll*all+4+pll1*al):
solve(p41111,a11):
all :=1/72/puu/3*(­27*puu"6*+a0"b+p111º2x*p1173+648*+puuo*auu*pl1 6+24+p
uu”6*a0”B*p1111*p1174+168*puu”b+p117 4*pul*pull1*+a075+28*a0”S*pul 6*puu
uº2*p1173+114*puu”4*+pl1175x*a0” SB*puuur*pul1+24*puu/4*+a0”7 S*puunu*+pl176+6*p
uu” 5*pl1174*a0”B*puul*pl11­132*+puu"5*pl117 3*a0 Bb+p1111*pul 2­138*puu"S*p
117 3*a0”5*pul*pull*p111­153*puu”5*p1174*a07 6*pul172­72*puu"5+a0 7 Stpuul
1*pl175­12*puu*p1173+a0”S*puuuu*pul/6­145*puu+a0”75S*pul4+puuu"2+p1174+
24*puu”2*p1173*pul”b5*a0”b*punul+27*puu"2*p1173*a0”S*puul 2*pul  4+48*+pu
uº2*p1174*a0” B*puuuu*pul 7 4+130*puu"2+a07 5*pul2*puuu”2*p1175­84*puu”3*
pll1*+a0"5*+p1111*pul 6­189*puu”3*+p11"2+a0”b*pul 4+pull"2+168+puu 3*p11º2
*pulB5+pull1*a075­72+puu/3*p1173+a0”S+puull]+pul4­48+puu/3+pl1 7 4*pul "3
*a0” 5*puuu1­324*puu"3*p1174*xa0”S*puul 2+pul/2­60*puu”3*pl1175*pul 2+a0”
5*puuuu­177*puu"4xa075*p1117 2xpul 4*p11+192+puu 4*p11 7 2xa07 5*pl111*pul
"4 ­336*puu4*p1173*pul”3*pull1*a0º5+144*puu4*p1174xa07 5*puul1*+pul 2+1
44*puu4*p1173x+a0”5*puul+pl11*pulº2+126+puu"4*p1173*a0"S*pul2+pull1 2+
126*puu”4+p1174*a0”S*pul*pull*puul+152*puun75*a0º5+p11172+pul 2xp117 2­2
6*puu"4+p1174*a075*pul*puuu*pl11­1440*puu/4*p117S*pul2xauu+81*puu"4*+p
117 5*a0”5*puul”2+24*puu"4*p1175+pul*a0” br*puuul­144+puu"2*+p1173x*pul 6+a
uu+366*puu”2+p1174*a0”6*pul”3*puuu*puul1+28+puu/3+a0Sx*p11172*pul 6+84+
puu”3*pl1+a0”S*pul”BS*pull1*p111­294*puu"3*p1172+a0” S+*puul*pl11*pul/4­22
*puu”3*p11”3*a0”b*pul” 3*puuu*pl111+306*puu”3*p1173+a0”Sx*pul”3*pull*+puul
—204*puu”3*p1174*a0”5*pul”2*puuu*pul1+936+puu”3*p1174*pul4*+auu­162*pu
uº3*pl175+a0”5*pul*puuu*puul­37*puu/3*a075+puuu 2*p1176+198*puu"4xp11"
2*a0”6*+pul”3*pull*p111­60*+puu*p1l173+a0”S+*pul”S*punu*puul+96*puu"2+a07S
*+pul”5*puuu*p111*p1172­54*puu”2+p1173+a0” 5*pul” 4*r*punur*pul1)/(­pulº2+pl
1*puu)”2/p1172/a074/(3+*pll*puu­14+pul"2):
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>

>

>

>
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> Gl:=zexpand(all):
> simplify(p41111):

> Testart:

Nona Forma Normal

:=0:

:=0:

puu:=(pulº2)/pl1:
p40:=0:
p4u:=sO*pur*a03:
p41 :=sO*pl*al:
p4uu:=s0*(6*purxa0”2rk*au+a0”S*puu)+2*sutpur*a0”3;

sO aopul?
DiUU E A >pll

p4ul :=s1*pu*+a0” 3+surpl*a0+sO0+*(pl*au+3x*pura0”2*al+a0”3*pul);
p4ul:= sO a0? pul

p411:=2*s]1*+pl*+a0+sO0*(2+pl*al+pl1*a0);
p4ll := sO pll a0

Simplificação de p4uuu por su.
p4uuu:=3*su* (6+purta0”2+aut+a0”S*puu) +3*suu*pura0”3+s0* (9xputaO0”2t+auu+1
5+*au*ta0” 4*puu+18+puraO0*au”2+a0”7+puuu):
solve(p4uuu,su):
su:=­1/3*s0/a0*(15*au*pul”2+a0”3*puuu*+pl1)/pulº2:
expand (p4uuu):

Simplificação de p4uul por sl.
p4uul:=s1*(6*pu*+a0”2xaut+ta0”S*puu)+2+sur (pl*au+3+pura0”2*al+a0"3*pul) +
2*sul*puta0”3+suurpl+a0+sO0*(pl*auu+6*purtaO0”2x+aul+6*au*a0”2*pul+12*au*+p
urtaO0*al+5*al*a0 4*+puutaO”b*puul) :
solve(p4uul,sl):
s1:=1/3*+s0/a0"3*(12+pl1*au*pul”2+2+a0” 3*puuu*pl1172­15*a1*a07 2xpul 7 3­3
*pul*a0”3*puul*pl1) /pul73:
expand(p4uul):

Simplificação de p4ull por au.
p4ul11:=2+s1*(pl*kau+3*purta0”2r+al+a0”3x*pul)+sur(2+pl*al+pl1+a0)+sl1*+pur
a0º3+2*sul*pl+*a0+sO0+*+(2xpl*aul+3*purxa0”2+all+pll*au+6*+al*a0"2+pul+6+pur
a0*al”2+a0"3*pull):
solve(p4ull,au):
au:=­1/4*+a0"2*(aO0*puuu*pl172­4x+al*pulº3­2+pul*a0*+puul+*pl1+pul2x*a0*pu
11) /pulº2/pl1:
simplify(p4ul1):

p41lll não é simplificado.
> p4111:=3+sl*+(2+pl*al+pll+a0)+3*sl1*pl*a0+sO0*+(3+pl+*all+3+pllral+plil*+a
> O;
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p4lll := s0(—3 a0? (aO puuu pll? — 4 al pul? — 2 pul aO puul pll + pul? aO pull)
+ 2 00? puuu pll? — 15 al a0? pul? — 3 pul a0? puul pll)pll/(a0? pul*?)
+ sO (3 pll al + plll al)

> expand(p4111);

s sO al pllº puuu + 3 sO aO pllº puul s 3 sO aO pll pull
pul? pul? pul

Simplificação de p4uuuu por auu.

+ sO pllla0

p4uuuu:=s0%*(28+a0”6*k*autkpuuu+72*+purta0+autauu+12x*pu*al0”2*+auuu+30*a0"4*a
uutpuu+120*+a0”3*au”2*puut+taO0”Ixpuuuu+24+putkau 73) +4*sux* (9+puta0 2xauu+15
*auta0” 4*puu+18*pu*aO0t+au”2+a0”7+puuu)+6*suu*+ (6G*pu*xa0”2+auta0”BS*puu)+4*
suuu*pu*a0”3:
simplify(p4uuuu):
solve(p4uuuu,auu):
auu:=­1/360*a0*(­115*s0*aO0”4xpuuu”2*p117 4+936*s0*+aO0” 3*puuu*pl1º2+al*p
ul” 3+468*s0*a0” 4*puuu*pl11”73*pul*puul­234*+s0*a0”4+puuu*pl12xpulº2+pull
­2160*s0+a0”2xal”2xpul 6­2160*s0*+a0”3*al*pul 4*puul*pl1+1080+s0+a0” 3+ta
l*pulº”5+pul1­540+*s0*a0”4*pul”2+puul2*p1172+540*+s0*a0 "4x*pul”3*puul+pl1
*pull1­135*sO0*a0 4*pul4*pull72+12+s0x+a0”4*puvuut*pul 2+p1173+72+suutpul
"4x*p1172)/pl172/pul"4/s0:V

V
V

V
V

V
VV

VV
V

V
V

V

> expand(p4uuuu):
Simplificação de p4uuul por aul.

p4uuul :=s0* (9*auu*aO0”2+*pul+pl*auuu+9*puta0 2r+auul+18+auu*pu*aO+al+60*
au*ta0”3*al*puu+7*al*a0”6*puuut+aO”7*puuul+15*aul+a0 4*puu+18+a0*+auº2*pu
1+18*purtau”2xal+15+*+auta0” 4x*puul+36+aul*putaO*au)+3*sul+(6Gk+purxa0 2r+auta
0º 5*puu) +3*suu* (pl*au+3*purta0”2xal+a0”3xpul)+s1*+(9*xpurta0”2r*auu+15*au*ta
07 4*puu+18*put*aO0*au”2+a0”7*puuu)+3tsur (pl+*auu+6*purxa0”2x*aul+6t*auta02*
pul+12+autkpu*aO0+al+5*al*a0”4*puut+aO”S*puul)+3*suul*purka0”3+suuurpl+al:
simplify(p4uuul):
solve(p4uuul,aul):
aul :=1/1800/a0* (­144*suu*pul 4*p1172­95+s0*a0"4+puuu/2+p1174+5760*sO0*
a0”2xal”2+pul” 6­315*s0*+a0”4xpul4x*pull172­1212*+s0*+a0”3*puuu*pl1 7 2xal*+pu
173+354*s0*+a0” 4*puuu*pl173+pul*puul­282*+s0*a0” 4*+puuur*pl172*pulº2+pull+
2160*s0*a0”3x*xal*pul”4x*puul*pl1­180*s0*a0”3+al*pul b*pull1­360*s0*a0"4*+p
ul” 2*puul”2+p1172+810*s0*a0 4*pul”3*puul*pl1*pul1+36*s0*a0” 4*puuvutpul
“2x*p1173­120*+a074*puuul+pl172*pul”3*s0­360*sul+a0”2+pul"5*p11)/pl1/pul
"5/s0:

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

> simplify(p4uuul):
Simplificação de p4uull por sil.

p4uull1:=s11*(6*pu*a0”2+autaO0”B5*puu) +4+*sul*(pl*au+3*pu*ka0”2t*al+a0º3tpu
1) +suu* (2xpl*+al+pl1*a0) +2+sull+pura0”3+2+suul+pl+a0+1/2+s0*(6G*pu*a0” 2
aull+pll+auu+2*+pl*auul+a0”5*puull+6+auta0” 2+pull1+24+aul*puta0O+tal+24*+au
*a0t+al*pul+12+al]l+puraO0+aut+12*aul+a0”2+pul+b5rxal1+a074+puu+12*aut+pural”
2+20*a0º 3*al”2+puu+10+alt+a0” 4xpuul)+sl*+(pl*auu+6*puraO”2r+aul+6*aut*a0”2
*pul+12+aukpu*taO0+al+5*al*a0”4r*puu+aO0S+puul)+sux* (2xpl*aul+3*pura0 2+al
1+pll*au+6+al*a0”2xpul+6*puka0+al 2+a0”3+pull):
simplify(p4uul1):V

V
V

V
V

V
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V

V
V

V
V

V
V

V
V

Y

solve(p4uul1,s11):
s11:=­1/1800/a0"4*(756*suu*pul 4*p1172+205*s0*+aO0” 4*puuu”2*+p1174­3240*
s0*a0”2xal”2xpul 6+1485+s0*a0 4+pul4+pullº2­5112+s0*+a0”3*puuu*pl172+a
1*pul”3­2196*s0+a0”4*puuu*pl1º 3*pul*puul+1818*s0*a0”4*puuu*pl172*pul 2
*pull+14760+s0+a0”3*al*pul 4+puul*pl1­11880+sO0+a0”3r*al*pul b*pull+4140
*s0*a0 7 4*pul”2+puul2+p1172­5940+s0+a04xpul” 3*puul*pll*pull+186+sO0*a0
“4*xpuuuu*+pul/2*p1173­720+a0"4*punul+pl1172*pul 3*s0+5040+sul*+a0”2+puloS5
*pl1+4500*+al1*a0”3*pul ”6+s0+900*+a0"4*puull+pl1*pul"4+s0) /pul76:
simplify(p4uull):

Simplificação de p4ulll por sul.
>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

p4ul11:=s111*+pu*a0"73+3*sull*+pl*a0+3+sl1*(pl*au+3+puka0”2x*al+a0”3*pul)
+3*sul* (2xpl*al+pl1*a0) +3*s1*(2xpl*aul+3*purxa0 2r+all1+pll+au+6*al*a0” 2*
pul+6+pu*ta0+al 2+a0”3+pull)+suxr(3+pl+all+3*pll*al+pl11*a0)+sO*(plll+au
+9xal*a0”2xpull1+6*putal3+18+a0*al 2xpul+18k+al+purxa0r*all+9+a0"2+pul*al
1+2*pu*a0”2+al11+pull1*a0”3+3*pl1*aul+3+pl*aull+purxa02+auuu):
simplify(p4u111):
solve(p4u111,suu):
suu:=­1/18xa0"2x*(72*sul*pul”5+*p1172+3+*s0*+a0” 2t+puuu 2*p1175­108*al*+a0*
pull*+pll1*pul”5+s0+36*al2+pul 6+pl1*s0­18+a0*pul 6*all+pl1*s0­12*pul11
*a0 7 2+pl1*pul”5*+s0­8*pl11+a0”2xpul” 3+sOkxpuuu*pl172+48*p111*a0*pul 6*sO
*al+24*p111*+a0” 2xpul 4x+sOr*puul*+pl1­12+p111*a0º2+pul br*sO*pull­36*s0+a0
*puuu*+pl173*al*pul”3­36*s0*a0” 2*puuu*+pl1174*pul*puul+42+s0*+a0” 2*puuu*pl
173*pul 2*pul1+108*+s0*aO0*al*pul 4*puul*+pl172+72*s0*a0”2xpul”2x*puul 2*p
117 3­144*+80*+a0” 2xpul”3*puul*p11º2+pul1+3*s0+aO0”2+puuuu*tpul2x*p1174­12*
a0”2*puuul*p11º3*pul3+*s0+63+p11*sO0+a0 2x*pul 4*pull 2+18*+a0”2xpuul1*pl
172*pul"4*s0) /pulº4/p11"73:
simplify(p4ul11):

Simplificação de p41llll por all.

VOO
OV

V
V

V
V

V
V

V
V

VV
V

V

>

p41111:=4*+s1*(3*pl*all+3+pll*al+pll11*a0)+6+s11+(2*pl*al+pll1+a0)+4+sl1
l*pl*a0+sO0*(pll11+a0+4*pl+alll+6x*pll*all+4x+pll1*al):
solve(p41111,all):
all1:=­1/3456/a0*(2016*sul*pul”5*p11”2+79+s0+a0”2xpuuu2*p1175­3744+al
*+a0*pull*pl1*+pul 5*s0­1152*a1l”2+pul 6+*p11*+s0+504*+pull11*+a0  2*p11*pul S*
s0+736*+p1l11*a0”2*pul”3+sO0*puuu*pl172­2016*p111*a0*pul6+s0*+al­2208+pl1
1*+a0”2*pul 4*sO0*puul*p11+1704+p111*a07 2+pul”b*sOxpul1­2400*+s0*a0*+puuu*
pl173*al*pul”3­684*sO0*+aO0”2kpuuux*pl174*pul*puul+54*s0*a0” 2*puuur*pl1"3*p
ul” 2+pul1+6624*s0+a0*al*pul 4*+puul*pl172+1116*s0*a0”2*pul”2*puul /2*p11
"3+108*+s0*a0”2xpul”3*puul*+pl1º2+pul1+60*s0+a0”2r*puuuu*pul2xp1174­216%*
a0”2+puuul+p1l173+pul 3*s0­1161*+pl1*+s0+a0”2xpul 4+pull "2+144+a072x*puul]
*pl1º2*pul4*s0­300+s0+a0”2+pul6*p1111) /pul"6/s0/pl11:
simplify(p41111):

restart:

Décima Forma Normal

pu:=0:
pl :=0:
pl1:=0:
p40 := O:
pu := sO*purxa0”3:
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> Pp4l := s0O*xpl*al:
> p4uu := sO*(6k*put+a0”2t+aut+taO0”S*puu)+2tx+sutpu*taO0”3;

>

>

piuu:= s0 a0* puu
p4ul := sl*purta0 3+surpl*aO0+sO0*(pl*au+3*putaO0 2xal+aO0”3*pul);

p4ul:= sO0 a0? pul
p411 := 2*sl*pl*a0+sO0*(2xpl*al+pll+a0):

Simplificação de p4uuu por su.

V
V

V
VV

V
V

V páuuu :=
3*su* (6k+pu*ta0”2t+au+aO0”b*puu) +3*suut*pu*aO0”3+sO0*(9*puta0”2t*auu+ib*k*aur*aO0”
4*puu+18*pu*taO0*au"2+a077*puuu):
expand (p4uuu):
solve(p4uuu,su):
su:=­1/3*s0/a0* (15*au*xpuu+aO0”3*puuu) /puu:
simplify(p4uuu):

Simplificação de p4uul por sl.

VOO
O

V
VV

V
V

V
W

V
V

V páuul :=
s1*(6*pu*a02xau+aO0”b*puu)+2*sur(pl*au+3*pur*aO0 2rxal+aO0”3*pul)+2xsul*pu
*a0” 3+suu*pl*a0+sO0*(pl*auu+6*putaO0”2raul+6*autaO0”2t+pul+12xau*putaO*tal+
BG*al*a0 4*+puutaO”BS*puul):
solve(p4uul,sl):
s1:=­1/3*s0/a0"3*(­12*pul*au*puu­2*pul*a0”3*puuu+15+al+aO0”2*puu”2+3+p
uu*a0”3+*puul) /puvu”º2:
simplify(p4uul):

Simplificação de p4ull por al.

V
V

V
V

V
VV

V
V

V
V

p4ul1 :=
2*s1*(pl*au+3*pu*aO0”2x*al+a0”3*pul)+sur(2x+pl*al+pll1*a0)+sllk*puta0”3+2*s
ul*pl*a0+sO0* (2*pl*aul+3*puta0”2+all1+pl1*au+6*al*a0”2+pul+6*purtaO+al”2+
a0”3*pull):
solve(p4ull,al):
al :=1/12* (24*pu1º2*x+au*puu+4*pul2+a07 3*puuu­6*pul*puu*t+al0”3*puul+3+a0”
3*pull+*puuº2)/puuº“2/a0"2/pul:
simplify(p4ul1):
p4111 :=
3*s1*(2+pl*al+pll1+a0)+3+*+sl11*pl*a0+sO*+(3+pl*all+3*pllt*al+plll1*+a0):

p4111 :=
3*sl1*(2xpl*al+pl1*+a0)+3*sll1*pl*a0+sO*(3+plt*all+3*pllt*+al+pll1*+a0);

p4lll := sO plll al

Simplificação de p4uuuu por auuu.
páuuuu :=
s0* (28+a0” 6*au*puuu+72+putaO0t*+au*auu+12*pu*+a0”2t+auuu+30*a074*auu*puu+i2
0*a0”3*au”2*+puutaO0” I*puuuu+24+purtau”3) +4*su* (9xputa0”2t+auu+1b5+aurxaD0”4*e
puu+1i8*pu*aO0*au”2+a0”7*puuu)+6*suu* (6*pu*aO0”2*au+a0”bt*puu)+4t*suuutputa
073:

expand (p4uuuu):
solve(p4uuuu,auu):
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>

>

>

auu:=1/90/a0* (36*sO0*puu*taO0”3*autpuuu+b40*sO0*puu”2+*au”2­3*sO0*puu*ka0”6*
puuuut+4*+s0*a0”6*puuu”2­18*suur*xa0”2xpuu"2)/puuº2/s0:
simplify(p4uuuu):

Simplificação de p4uuul por auu.

V
O

V
V

V
V

V
VV

VV
V

V
V

V
V

V
V

p4uuul :=
s0* (9*auuta0”2x*pul+pl*auuu+9*putaO0”2x*auul+18*+auu*purtaO*al+60+au*aO0”3+a
1*puu+7*al*a0 6*puuut+taO0”7*puuul+15*+aul*+a0º 4*puu+i18*+a0t+au"2t*pul+18*kpurta
u”2*al+15*autkaO0 4*puul+36*aul*putaO*au)+3+*sul*(6+*purkxa0”2tk+aut+aO0”BStkpuu)+
3*suu* (pl*au+3*pu*aO0 2+al+a0”3*pul)+sl*(9*purxa0”2rauu+ibsbtaura0O”4+puu+i
8*pur*aO0+au”2+a0”7*puuu)+3*su* (pl*auu+6*putaO0”2Xxaul+6+aurxaO0”2xpul+12xau
*puta0*al+5*al*a0” 4*xpuu+aO0”5*puul)+3+suul*putaO0”3+suuu*pl+al:
expand (p4uuul):
solve(p4uuul,aul):
aul :=­1/900/a0"3*(4*pul”2+s0*a0”6*puuu/2+72xpul”2x*suu*ta0”2k*puu”2+180%*
sul*a0 4*puu”3*pul­1350*aut*puu”3*s0*a0”3*pull­30*a0"6*puuu*sO*pul*tkpuur
puul­45*a0"6*puuu*sO*pull*puu”2+60*a0”6*puuul*puu 7" 2*sO0*pul­8280*au”2*p
ul 2*puu 2*s0+1800*auxaO0”3*puult*puu”2rsO0*pul­1464*pul2+sO0x*puutaO”3tk*au
*puuu­18*pul”2*s0*puu*a0”6*puuuu) /puu/3/pul/s0:
simplify(p4uuul):

Simplificação de p4uull por sull.
>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

páuull :=
S11*(6*pu*a0”2+au+aO0”5S+puu)+4*sul* (pl*au+3*putaO0”2t+al+aO0”3*pul)+suux*(2
*plt*al+pl1*+a0) +2+sull*puta0”3+2*xsuul*pl*a0+1/2*sO0*(6kpurkxa0”2xaull+pl1*
auu+2r*pl*auul+a0”S*puull+6*aurxa0”2xpull+24*xaul*purtaO*+al+24*xaut*+aO0*al*pu
1+12*al1*put*ta0*au+12*+aul*a0º2xpul+b*all*a04*puu+12xaurpu*tal 2+20*a0"3
*al 2xpuu+10*+al*aO0”4*puul)+sl*+(pl*auu+6*putaO0” 2raul+6*au*+a0”2rkpul+12+a
utpu*ta0*al+5*al*a0”4*puutaO”S*puul)+su*(2+pl*+aul+3+purxaO02xal1+pll+au+
6*al*a0”2*pul+6x*purtaO*+al 2+a0"3*pull):
expand(p4uu11):
solve(p4uul1,s11):
s11:=1/3600/a0"6*(8100*sO0*pul”2kpuu”"2+a0”6*puul 2­9000+*sO0*pul*puu”3+a
0º 6*puul*pull1­12720*pul”3*a0”6*puuu*sO*puut*puul+7920*pul”2x+a07 6*puuuts
O*pull*puuº”2+1440*pul”3*a0”G6*puuul*puu”2+s0­432*+pul”4*sO0*puu*a0”6*puuu
u­1800*a0”6*puull*puu”3*sO0*pul 2+54000*au*aO0” 3*pull*puu” 3+sO0*pul "2­900
O0*all1*a0”S*puu”4*sO0x*pul 2+46464*au*puut*sO*pul 4xa0”3+puuu­72000*au*puu
P2*sO0*pul”3*a0”3*puul+4496*pul 4x*s0x*a0”G6*puuu”2+132480*au”2t*puu”2+sO0*p
ul 4+1728*pul4*suu*+a0”2t+puu”2­10080*pul3*sul*a0 4*+puuº3+3375+*+s0*+a076
*pullº2*puu"4) /puu"4/pul”2:
simplify(p4uul1):

Simplificação de p4u!ll por sil.

V
V

V
V

V
V

V
V

pâául11 :=
s111*pu*aO0”3+3*sull*pl*a0+3*sl1*(pl*au+3*putaO0” 2xal+aO0”3*pul)+3*+sul*(2
*pl*al+pl1*a0)+3*s1* (2*pl*aul+3*puta0”2xall1+pll*au+6+al*a0”2k+pul+6+pur
aO0*alº2+a0”3*pull)+su*(3*plkxall+3*xpll*al+pll1*a0)+sO*(plll*au+9*al*a0”
2*pull+6*pu*al  3+18xaO0*xal  2x*pul+18*al*purtaOr*+all+9*xa0º2x+pul*kxall+3*pu*al
"2*al]11+pulll1*+a0"3+3xpll*aul+3+pl*aull):
expand(p4u111):
solve(p4ul111,sul):
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VV

V
V

V
V

V
V

W
V

V
V sul :=1/10080*(­2700*sO0*pul”2x*puu”2*a0”6*puul2+7200*sO0*pul*puu 3*a076

*puul*pull+1680*pul” 3*xa0”6*puuutsO*puut*puul­2880*pul “2xa0” 6*puuu*sO0*pu
11*puuº2+1440*pul 3*+a0”6*puuul*puu/2*s0­432*pul 4+*sO0*puu*a0” G6*puuuu­18
00*a06*puull*puu”3*sOx*pul2­10800*au*a0” 3t*pull*puu”3*sO0O*pul 2+1800+al
1*a0º5*puu”4*sO0*pul  2­11136*au*puu*sO*pul 4*a0”3*puuu+14400*au*puu"2*ts
O*pul”3*a0” 3*puul­304*pul  4*s0*aO0”6*puuu”2­40320*au”2x*puu”2*s0r+pul4+1
T28*pul4*suutaO0”2*puu”2­3825*s0*a0 6*pull 2xpuu 4­4800*s0*p111*a0” 3*p
uu 4*pul*k*au­400*s0*p111*a0”6*puu” 3*pul*puuu+1200*sO0*pulll1*a0”6*puu T4*tp
ul) /a074/puu"3/pul”73:
simplify(p4ul11):

Simplificação de p4llll por sl.

V
V

V
VV

V
V

V
V

>

p41111 :=
4*+s1*(3*pl*all+3*pll*al+pll11*a0)+6*sl1*(2xpl*al+pll*a0)+4*s111*pl*+aO0+s
O*(plll1*a0+4*pl*all1+6+*pll*+all+4x+pll1*+al):
expand(p41111):
solve(p41111,au):
au:=­1/48*xa0"3*(­12*p111*pul*puu*puul+8+pl11*pulº2t+puuu+12+pl11*+pull*+
puu”2­3*pl111*puuº2*pul)/puu/pulº2/pl11:
simplify(p41111):

restart:

Décima Primeira Forma Normal

>

>

>

>

>

>

>

>

pl:=0:
pu:=0:
puu:=0:
p40 := O:
páu := sO*xpu*a0”3:
p41 := sO*xpl*al0:
páuu := sO*(6*purka0”2tkau+taO0”b*puu)+2+sut*pur*a0”3:
p4ul := sl*puta0”3+su*pl+*a0+sO0*(pl*au+3*puraO0 2xal+aO0”3xpul);

p4ul := sO0 a0º? pul
p411 := 2xsl*pl*a0+sO*(2x*pl*al+pll1+a0);

p4ll := sO pll al
páuuu :=
3*su* (6kxpurxaO0”2xau+a0”S*puu)+3*suutpu*ta0” 3+s0* (9xputa0”2t+auu+15+aut*a0”
4*puut+18+purtaO0*+auº2+a0”7*puuu);

páuuu := sO a0' puuu
Simplificação de p4uul por auu.

p4áuul :=
s1*(6*puta0”2*xautaO0”b*puu)+2*su*r (pl*au+3*purta0 2x+al+aO0”3*pul)+2+xsul*kpu
*a0” 3+suu*tpl+*aO0+sO0*(pl*auu+6k*pu*xa0”2raul+6*k*aur*aO0”2t+pul+12xau*putaOtal+
6*al*a0”4*puu+aO0”Bb*puul):
solve(p4uul,au):
au:=­1/6*a0* (2+su*xpul+s0*a0”2*puul)/sO0/pul:
simplify(p4uul):
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Simplificação de p4ull por sul.
pául1 :=
2*s1*(pl*au+3*pur*a0 2+al+a0”3*pul)+su*(2xpl*al+pll*+a0)+sll*purta0”3+2+s
ul*pl*a0+s0*(2xpl*aul+3*pura0” 2xall+pll*au+6*al*aO”2k+pul+6*puraO*al ” 2+
a0”3*pull):
expand(p4ul1l1):
solve(p4ull,sl):
s1:=­1/12/a07"2*(4*p11*sutpul­pll*s0*+a0”2xpuul+36+*al*aO0*pul”2x*s0+6*+aO0”
2*pull*sO*pul)/pul”2:
simplify(p4ul1l):

Simplificação de p41lll por sil.
p4111 :=
3*s1*(2xpl*al+pll1*a0)+3*sll1*pl*a0+s0*(3*pl*all+3xpll*al+plll1*a0):
expand(p4111):
solve(p4111,su):
su:=1/4*s0*(pl1º2*xa0*puul­24*pl1*al*pulº 2­6*pl1*a0*+pull*pul+4*pul”2+p
111*a0) /pul*+a0/pl1"2:
simplify(p4111):

Simplificação de p4uuuu por au.
p4áuuuu :=
sS0* (28xa0”6*autpuuu+72*+puta0t+au*t*auut+12*+pu*a0”2rauuu+30*a0 4*auu*puu+12
0*a0”3*au”2*puut+aO” I+puuuu+24*pu*au73) +4*su* (9*pur*a0”2x*auu+i1bo*au*taO”4*
puut+1i8*pu*aO0*au”2+a0”7*puuu)+6+*suu*(6*pura0”2t+autaO0”bS*puu)+4t*suuutputa
073:

expand (p4uuuvu):

V
V

V
VV

V
V

V
W

V
V

V

solve(p4uuuu,al):
al :=1/96*aO0* (18*puuu*pl1”2Xxpuu1­24*puuu*pl1*pull*pul+16*puuu*pul 2+pl1
11­3*puuuu*p1172*+pul) /pl1/pul"2/puuu:
simplify(p4uuuu):

Simplificação de p4uuul por suuu.
p4uuul :=
s0* (9*+auu*a0” 2t+pul+pl*auuu+9+purta0 2xauul+18*auu*putaO+al+60+auta0” Sta
1*puut+7*al*a0"6*puuu+aO”7*puuul+15*aul*+*a0 4*puut+18+a0*+auº2x*pul+18+puta
u”2*al+15*autaO0” 4*xpuul+36*aul*purkaO*au)+3*sul*(6kputaO”2x*au+a0”Skpuu)+
3*suu* (pl*au+t3*pura0”2x*al+aO0”3+pul)+sl*(9*purxal0”2xauu+1ibr*aurtaO0”4t+puut+i
8*pu*aO0*+au”2+a0”7*puuu)+3*sut (pl*auu+6*puta0” 2tx+aul+6t+aut*a0”2r+pul+12*x*au
*puta0*al+5*al*a0” 4*puutaO0”b*puul)+3+*suul*pur*a0”3+suuur*pl*al:

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

expand (p4uuul):
solve (p4uuul,auvu):
auu:=­1/1728*a0/pl1*(­468*s0*a0"4*+pl1*puul”2*puuu”2*pul+144*+s0*+a0 4*p
11*puul*puuu*pul”2+*puuuu+216+s0+a0 4*xpuuu"3*p11”2*puul­288+sO0*a0” 4*puu
u”3*pl1*pull*pul+128*+s0*+a0”4*puuu”3*pul2+p111­36*s0*aO0” 4+puuu”2*t+puuuu
*p11”2*pul+192+s0*a0”4*puuul*puuu”2*p11*pul/2­27*s0*a0” 4x*p11*pul”3*puu
uu” 2+576*suu*pul” 3*puuu”/2*p11) /punu/2/pul73/s0:
simplify(p4uuul):VO

O
O

V
V

V
V

V
VV

VV
V

V
V

V
V

W
V

V
V
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Simplificação de p4uull por suul.
V

O
V

V
V

U
V

V
V

V
V

V
VV

VV
V

V
V

V
V

V
V

V

páuul1 :=
s11*(6*pu*aO0”2x*aut+taO0”S*puu)+4*sul* (pl*au+3*pu*a0”2*xal+aO0”3+*pul)+suur*(2
*pl*al+pl1*a0)+2*sullt+*pu*a0”3+2*suul+*pl+*a0+1/2x*s0* (6x*putaO0”2xaull1+pl1*
auu+2*+pl*auul+a0”b*puull1+6*au*a0 2xpull+24xaulk*puraO+al+24x+au*taO0*+al*pu
1+12*al1*pura0Ot*au+12t*+aul*a0”2*pul+S5*all*a04k*puu+12xau*pu*tal 2+20*xa07 3
*a1º2*puu+10+al*a0 4*+puul)+sl*+(pl*auu+6*purxaO0”2x+aul+6*aurxa0  2t+pul+12+a
utputaO0+al+5*al*a0”4+puu+aO”5S*puul)+sux*(2+pl*aul+3*purta0 2xall1+pll*au+
6*al*a0”2+pul+6*pu*taO0*al2+a07 3*pull):
expand (p4uul1):
solve(p4uull,aul):
aul:=1/41472/a0/pl11*(4608*a0” 4*sO0*pul”3*puuu”2*puul*p111­1728*+a074*sO
*pul4*puuuu*puuu*pl111+2592*a07 4*s0xp11*pull*puuu”2*pul 2*puul+1296*a0
"4*sO0*pl1*pull*puuu*pul”3*puuuu+256+p11*+s0*a0”4xpuuu”3*pul 2x*p111­5760
*SUuUu*pul 3*puuu 2*p11º2­1332*s0*a0 4xp11º2X*puul*puuu*pul 2*puvuu+432%*s
0*a074*puuu 3*p11 7 3*puul+468+s0*xa0 4xp11”2xpuul”2x*puuu”2*pul­3456*a074
*puull*puuu”/2*pul3*s0*pl11­576*s0*a0”4*xpuuu 3*p1172*pull*pul­72*+s0*xa0”
4*puuu”2*punuuu*pl1º3*pul+384*s0*x+a0”4*puuul*puunu2*p11 7 2x*pul 2+189*sO0*a
074*p1172*pul”3*puuuu/2­27648*sul*a0”2xpul4x*xpuuu”2*p11) /puuu/2/pul7/4/
so:

simplify(p4uull):
Simplificação de p4ulll por sull.
>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

p4ul11 :=
s111*pur*a0”3+3*sull*pl*a0+3*sl1*(pl*k*au+3*pu*a0”2xal+aO0”3*pul)+3*sul*(2
*pl*al+pll1*a0)+3+*s1*(2xpl*aul+3*puta0”2xall+pll*au+6*+al*a0”2xpul+6+pur
aO0+al 2+a0”3*pull)+sux*(3*pl*all+3*xpll*al+pll11*a0)+sOx*(plll*au+9r*al*+a0”
2*pull+6*pu*al”3+18+aO0*al”2xpul+18*al*pur*raO0*all+9x+a0”2kpul*all+3*purtal
"2ralll+pulll*+a0º3+3*pll*aul+3*pl*aull):
expand(p4u111):
solve(p4u111,suu):
suu:=1/5760/p1174*a0"2%*(­135*s0*a0”2+pul”3*puuuu /2xp1174+256+p11”3*sO0
*a0” 2*puuu”3*pul2xp111­3456*p1173*+a0”2*puul1*puuu/2t*pul”3*+s0+432*p11”
5*s0*xa0” 2xpuuu”3*puul­576*p1174*s0xa0”2Xxpuuu” 3*pull*pul­72*p11” 5*sO0xal
"2*puuu”2*puuuu*pul+384*+p117 4*s0*a0” 2r*punul*puuu”2*pul 2+41472*s11*a0”
2*pul”5*p1172*puuu/2+124416+a0x*pul  o*all*puuu/2*p11º2x+s0+13824*pull1*+a
0º 2*puuu 2*p11º2*sO0*pul 4­29952xp111*a0” 2t+sO*p11º2xpuuu”2*pul”3*puul+5
184*pl111*a0º2x*sO0O*p11”2*puuu*pul 4*puuuu+28512x*+a072x*pul1*puuu"2+p1173+s
O*pul ”2*puul­20736*a0"2*pul1º2*puuu”2*p11 2x*sO0*+pul 3+20736*+a0” 2*pull*p
uuu 2*p11*sO0*pul4+p111­3888*+a0”2k+pull*puuu*pl173*sO0*pul”3*puuuu­13824
*s0*aO0”2x*pul”S*puuu/2*p11172­7308+s0*a0”2x*pult*puuu”2x*p1174*puul/2+1908
*s0*a0”2+pul”2*puuu*pl174+*puul*puuuu+13824*p1173*sul*pul/4*puuu/2)/puu
uº2/pul73:
simplify(p4ul11):

Simplificação de p4llll por alll.
> p41111 :=

4*s1*(3*pl*all+3xpll*al+pl11*a0) +6*sl1*+(2xpl*al+pll*a0)+4*s111*pl*a0+s
O*(pllll1*+aO0+4*pl*alll+6*pll*xall+4*+plll+al):
expand(p41111):
solve(p41111,s11):
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>

>

>

>

>

>

>

>

s11:=­1/4608*s0* (­324*a0*puuu”2x*p1174*puul”2+108*+a0*puuu*pl174+puul*+p
uuuu*pul+864*a0*puuu”"2x*p11”3*puul*pull*pul­1152x+a0*puuu/2*p11º2*+puul*p
ul” 2*+p111­9*a0*puuuu”2*p11º4*pul 2­144*+a0*puuu*pl173*pull*pul 2k*puuuut+
192*a0*puuu*pul”3+*pl11*puuuu*pl1172­576*a0*puuu/2*+p1172x*pul172xpul2+15
36*aO0*puuu”2*pl1*pull*pul 3*p111­1792*+a0*puuu”2t*pul 4x*p111º2+768+pul 4
*puuu”2*p1111*a0*p11+4608+*pul 4+*puuu"2+p11º2*+al1)/pl172/puuu"2/pul/4/a
0:

simplify(p41111):
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Apêndice B

Cálculo dos Colchetes de Lie usando
MAPLE

Mostramos os cálculos para a obtenção dos Colchetes de Lie descritos na prova do
Teorema (3.3.2). Nós elaboramos este programa.

Notações.

e vi, Wi, z; E t;: coordenadas dos É's.

e qi: representam É;

e C;: expressão para o cálculo dos Colchetes de Lie.

e Cqig;: representam [É;, Éi).

PV
AVAVAY
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> restart;

> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected
Colchete de Lie para o caso A4.
> v[1]):=b[1];

v[2] :=2x*b [2];
V2 = 2bs

q1:=matrix([[v[1]],[v[27]]);

Thal = 2
wa" = 4 ba — e2 by?

w[1] :=4*x*b [2] ­e2*b[1] "2;

w[2] :=0;
wWs2 = 0

q2:=matrix([[w[1]],[w[21]));
o 4b2 — e2 by?q2 =| 0 |

CO: =sum(* (diff (w[1] ,b[il)*v[i]l­diff (v[1],b[i]l)*w[il)*e[1]+(diff(w[2],
b[i])*v[i]l­diff(v[2],bLil)*w[i]l)kxe[2]','i'=1..2);

CO := (— el bh? — 4b2) e, +8Shoe,
CO1:=coeff(CO,e[1]);

COI := 402 — e2 byº?
CO2:=coeff(CO0,e[2]);

C02 := O

Cq1g2:=matrix([[CO1],[C02]]);

0Calg2 := |
Portanto, concluímos que Cvw=q2.

4 ba — e2 bj? |
> restart;

> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

Colchete de Lie para o caso A6.
> v[1):=b[(1];

> v[2]:=2xb[2];

> v[3]:=3*b[3];

PV
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> ql:=array([[vL1]],[v[2]],[EvE3S117);
bi

al := | 2h,
3b3

w[1] :=6*b [2] ­2xe3*b[1] “2;
wu = 6b2 — 2 e3 by?

w[2] :=9*b[3] ­e3*b[1] +b[2];
W2 = 9b3 — e3b ba

w[3]:=0O;
ww; := O

q2:=array([[w[1]1],[wL2]], [w[3]1]]);

Eq2:= | 963 — ed biba
0

z[1] :=b[1] *b[2] ­9*e3*b[3];
21 := by da — 9 e3b;3

z[2] :=2*b[2] “2­6*b[1]*b[3];

22 = 2b9º — 6b, bg
z[3] :=0O;

z3 = O

q3:=array([[z[1]],Lz[21],[2[311]));
b1 bs — 9 e3b3

qo = 2 baº — 6h, b3
0

C1:=sum(* (diff (w[1] ,b[i]l)*v[i]­diff (v[1] ,b[i]l)*w[il)*e[1]+(diff(w[2],
b[lil)*v[i]l­diff (v[2],b[il)*w[i]l)*e[2]+(diff (w[3],b[i]l)*v[i]l­diff(v[3],
b[i]l)*w[il)*e[3]','i'=1,.3);

CI := (—2 e3 by? — 6 bo) er— e3b, ba e2 + 12b3 e, + 9b3 es
C11:=coeff(C1,e[1]);

C11 :=6b, —2e8b?
C12:=coeff(C1,e[2]);

C12 := 903 — e3 bi ba
C13:=coeff(C1,e[3]);

CI3:=0

Cqgig2:=matrix([[C11],[C12],[013]1]);

| ans |Cala2 := | 9b3 — e3 bi ba
o

Portanto, concluímos que Cqalg2=ql.
> C2:=sum(' (diff(z[1] ,b[il)*v[il­diff(v[1),b[i))*z[i])*e[1]+(diff(z[2],
> bLlil)*v[il­diff(v[2],b[i]l)*z[i]l)*e[2]+(diff(z[3] ,b[il)*v[i]l­diff(v[3],
> bLlil)rz[il)ke[3]','i'=1..3);

C2 := —18 e3 bz e, — 24 bi ba 62 + 20h17 ba es + (4b2º + 1201 b3) &s
C21:=coeff(C2,e[11]);
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C21 := —18 e3 ba + 2h ba
C21 := ­18xe3*b[3] +2xb[1] *b[2];

C21 := —18 e3 bz + 2b7 bo
C22:=coeff(C2,e[2]);

C22 := 4b3º — 12h ba
C23:=coeff(C2,e[3]);

C23 := 0

Ca193:=array([[C21],[C022],[C0231]11]);
—18 e3 bz + 2h, baCalqo3 := | 4b3º — 12b, bz |0

evalm(2+*+93);

4b2º — 1267 bz
0

Portanto, concluímos que Cgla3=2q93.
> C3:=sum('(diff(z[1] ,b[il)*w[il­diff(w[1],b[il)*z[i]l)*e[1]+(diff(z[2],
> bLlil)*w[il­diff(w[2],b[il)*z[i]l)*xe[2]+(diff(z[3] ,b[il)*w[i]l­diff(w[3],
> b[lil)*z[il)*e[3]º,'i'=1..3);

C3 := (ba (6b2 — 263 bh?) + 4 e3 bh] (by ba — 9 e5ba))e
+ (—6b3 (602 — 2 e3b,?) + e3 ba (bi ba — 9Ge3ba)) e
+ (ba (9 b3 — e3 b, ba) — 12 ba? + 36 bi b3) er

C31:=coeff(C3,e[1]);

C31 := ba (6b2 — 2e3 br?) + 4 e3b, (biba — 9 e3ba)­+b, (9b3— e3 bi ba) — 1202?
+ 36,bz

C3le:=expand(C31);
C3le := —6 ba? + ba e3 bº — 36 es? bh b3 + 45h, bz

C32:=coeff(C3,e[2]);

C32 = —6b3 (6b2 — 2e3 br?) + e3 ba (bi ba — 9 e3 ba) +4b2(9b3— e3 bi ba)
+ eb; (2b2º — 6h bs)

C32e : zexpand (032);
C32e = 6bz e3 byº — e3 ba? b, — 9 e? bob;

C33:=coeff(C3,e[3]);
C33 = 0

Cq2g93:=array([[C31e],[C32e] , [033]1);
—6 ba? + ba e3 brº — 36 e3º by ba + 45h] bz

Cqa2q93 = 6b3 e3 br? — e3 bo? bi — 9 e3º boba
0

evalm(­b[2] xq2­e3*q3*b[11);
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—b2 (6b2 — 263 bi?) — e3 b; (br ba — 9 eba)
—b2 (9b3 — e3 ba ba) — e3 bi (2b2º — 6b1 ba)

jo)

­b[2] * (6*b [2] ­2x*e3*b[1] 2) ­e3*b[1] x (bL1] *b[2] ­9x*e3+b[3]);

—b2 (6b2 — 2 63h?) — e3 bi (br ba — 9 e3b3)
expand (­b[2] * (6*b [2] ­2xe3*b[1] 2) ­e3*b[1] x (D[1] xb [2] ­9xe3xb[3]));

—6b2º + ba esbrº +9e3?bibs
­b[2]*(9*b [3] ­e3*b [1] *b [2] ) ­e3*b [1] * (2x*b [2] “2­6*b [1] xb[3]);

—b2 (9 b3 — e3 b1 ba) — e3 bi (202º — 6b1 ba)
expand (­b[2] * (9*b[3] ­e3*b[1] *b [2] ) ­e3*b [1] x (2xb [2] "2­6*b [1] *b[3]));

—9 ba ba — e3 ba? bi + 6b3 e3 bi”
Portanto, concluímos que Cq29g3=­b2g92­e3b1g3.
> restart;

Colchete de Lie para caso A8.
> v[1]:=b[1];

uv) = bi
v[2] :=2*b[2];

v2 = 2b.
v[3] :=3*b[3];

vz := 3b;3
v[4] :=4xb[4];

va := 4h,

ql :=zarray ([[v[1]],Lv[2]1],[v[3]],[v[4]]]);
bh

2 bo
3 bz
4 ba

ql =

w[1] :=8xb [2] ­3*e4*b[1]”2;

ww = 8ba — 3 es by?
w[2] :=12x*b[3] ­2xe4xb[1]*b[2] ;

wa := 1203 — 2 e4 b; bo
w[3] :=16*b[4] ­e4xb[1]*b[3];

w3 := 16014 — ez bi bz
w[4]:=0;

ww, = 0

q2:=array ([[w[1]],[w[2711],[w[3]1, [w[4]1]1]);
8b2 — 3 edb”

12b3 ­ 2 e4 by] bo
16814 — ez bi ba

0

q2 =

=6xe4xb[3] ­b[1]*b[2];
Zz1 = 6 ed bz — bi bo

=8xe4xb[4] +4*xb [1] xb[3] ­2xb[2] "2;
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22 = 8 es ba +4b7b3 — 2 bJº
z[3] :=6*b [1] *b [4] ­b[2] *b[3];

23 := 6b7ba — boba
z[4] :=O;

Za = 0
q3:=array([[z[1]],[z[2]],[2[3]], [z[4]1]));

6 e4 b3 — bh ba
8 ef ba +4b1ba — 22º

6b, ba — baba
0

q3 =

t[1] :=16*e4x*b[4] ­b[1]*b[3];
ti i=16e40b4 =biba

t[2] :=12xb [1] xb [4] ­2xb [2] *b[3] ;
ta := 1207 ba — 2b2b3

t[3] :=8+b [2] *b [4] ­3+b [3] “2;
ta := 8 baba — 3 b3?

t[4]:=0;
ta = 0

g4:=array([[tL[1]],[t[2]],[t[3]1], [t+ 047]1]);
16 ez ba — bi ba
1207 ba — 2025b3

8 ba ba — 3b3º
o

C1:=sum(? (diff (w[1] ,b[i])*v[i]l­diff(v[1],b[il)*w[i]l)*xe[1]+(diff(wv[2],
bLil)*v[i]l­diff (v[2] ,b[il)*wE[il)*e[2]+(diff (w[3],b[il)*v[i]l­diff(vLl3],
bLil)*w[il)*e[3]+(diff(w[4],b[i]l)*v[i]l­diff(v[4],b[il)*w[il)*xe[4]','io
=1,,4);

C1 = (—3 eg hr — 8ha)e; — 2e4 br ba ea — es bi baes + 16b2e, + 12b3e2­+16hb4es
C11:=coeff(C1,e[1]);

C11 :=8b, — 3 ed by?
C12:=coeff(C1,e[21]);

C12 := 1203 — 2 e4 b; ba
C13:=coeff(C1,e[3]);

C13 := 16b14 — eg bi ba
C14:=coeff(C1,e[4]);

Cld :=0
Cqg1q2:=matrix([[C11],[C12],[C13],[C14]]);

8b2a — 3 eg bi?
12b3 — 2 e4 bi ba
16 ba = e4 bi bz

0

Calqg2 =

Portanto, concluímos que Cqlqa2=ql1.
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C2:=sum(? (diff (z[1] , b[i])*v[i]l­diff (v[1] ,bLil)*z[i])*e[1]+(diff(z[2],
b[il)*v[il­diff(v[2] ,bLi])*z[i])*e[2] +(diff (z=[3] ,b[i])*v[i]l­diff(v[3],
b[il)*z[i])*e[3]+(diff(z[4] ,b[i))*v[i]l­diff(v[4] ,b[il)*z[i])*xe[4]'/,'1
=1..4);

C2 := 12 e4 bge, + 16h]bag ea+ 1201 ba e3 — 2b1 ba es + (—4b9º — 16 e4 ba — 8b1 ba)eo
— 2ba bz e3 + 32 e4 ba eo
C21:=coeff(C2,e[11);

C21 = 1264 bz — 2b7 bo
C22:=coeff(C2,e[2]);

C22 := 16 e4 ba + 8 bi ba — 403º
C23:=coeff(C2,e[3]);

C23 := 1201 ba — 2b2b3
C24:=coeff(C2,e[4]);

C24:=0
Cqgig3:=matrix([[C21],[C22],[C23],[LC24]]);

12 ez bz — 2b, ba
16 e4 ba + 8b; ba — 4b2º

0

Cqalq3 :=

Portanto, concluímos que Cqlq3=2qg3.
> C3:=sum(' (diff(t[1],b[i])*v[i]l­diff(v[1],b[il)*t[i]l)*e[1]+(diff(t[2],
> blil)*v[i]l­diff(v[2],b[i])*t[i]l)*e[2]+(diff(t[3],b[il)*v[il­diff(v[S3),
> b[il)*t[il)k*e[l3]+(diff(t[4] ,b[il)*v[il­diff(v[4],b[il)*t[i]l)*xe[4],'io
> =1.,4);

C3 := 48 ef ba er +36b,] ba 62 + 48 bo ba e3 — 3b1 b3ge, — OG babaeo
+ (—9b3º — 24 ba ba) &z

C31:=coeff(C3,e[1]);
C381 := 48 e4 ba — 3 bi b3

C32:=coeff(C3,e[2]);
C32 := 36h, ba — 6 ba bz

C33:=coeff(C3,e[31);

C33 = 24 ba ba — 9b3º
C34:=coeff(C3,e[4]);

C34 = 0
Cqlg4:=matrix([[C31],[C32],[C33],[C34]]);

48e4 ba — 3 bi b3
36b, ba — 6 ba bz
24 ba ba — 9 b3º

o)

Cut =

Portanto, concluímos que Cqlg4=q4.
> C4:=sum(' (diff(z[1],b[i])*w[i]l­diff(w[1],b[i]l)*z[i]l)*e[1]+(diff(z[2],
> bLi]l)*w[il­diff(w[2],b[il)*z[i]l)*e[2]+(diff(z[3] ,bLlil)*w[il­diff(w[3],
> b[li]l)kz[i]l)*e[3]+(diff(z[4] ,b[il)*w[il­diff(w[4],bLil)*z[i])*e[4]','iº
> =1,,4);
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C4 := (—ba (8ba — 3 eg br?) +6eg bi (Ge4bs—bibo))a
+ (4b3(8b2— 3 eg br) +2e4 ba (6 es ba — bi ba))es
+ (6b4(8b2 — 3 eg br) +edba(6esba—biba))es
+ (—b) (1263 — 2 e4 bi ba) — 64 e4 ba — 32b, ba +1609%) em
+ (—4b2 (12b3 — 2 e4 bi ba) +2e4b] (8 es ba +4b1b3—2b9?))eo
— ba (12683— 2 e4 bh] ba)egH+6 ed (16h= eg bibã)a,
+ (4h) (16h41 — es bi ba) — 72b1 ba + 12b2b3)&,

> C41:=coeff(C4,e[1]);

C41 := —b7 (8b2 — 3 egbr?)+6 es bi (6edba—biba)— bi (12b3—2e4brba)—G6G4edha
— 32h, ba+16b2º+6 es (16b4— es biba)

> C4le:=expand(C41);

C41le:=8b3º — ba eg br” +30 es?bi ba — 44b, bg +32 ed ba
C42:=coeff(C4,e[2]);

C42 := 4b3 (8b2 — 3 eq br?) +2e4 ba (6 e4 ba — bi ba) — 4b2(12b3—2e4b]bo)
+2e4b|(8e4 ba +4b1b3— 2023) +4b (1604 — es bi ba) — 72h]ba + 1262bs

C42e : zexpand (C42) ;
Ci2e := —4ba b3 — 8 bg eq br +12 04º baba +2e4 ba?bi +16 e4?bi ba — 8h ba

C43:=coeff(C4,e[3]);

C43 := 6b, (8b2 — 3 eg br?) + eq ba (6 e4 ba — bi ba)— ba (1203 2e4bbo)
— ba (16h, — ed bi b3) + es bh (6h ba — ba ba)

C43e :=zexpand((C43) ;
C43e := 32 ba ba — 12ba ez br +6 es? ba? + ed ba bi ba — 12 b3º

C44 :=coeff(C4,e[4]);
Ci4 :=0

C44 := O;

C44 = 0
Cq2g93:=matrix([[C41e],([C42e],[C43e] ,[C44]]);

8 ba? — ba es br? + 30 es?by ba — 44,bag +32 ed ba
—4b2b3 — 8b3gegbr +12e4º baba +2e4 bo?by +16e4?b, ba — &8bi ba

32 ba ba — 12b4 ez by + 6 es?ba? + ed ba bi ba — 123º
fd)

Ca203 =

> evalm(b[2]*q2­2x94­2*+e4*+b[1]*93);

ba (1263 — 2 e4 bi ba) — 24b1ba +4b2b3 — 2e4b, (8 es ba +4biba — 2h?)

0

> b[2]*(8*xb[2]­3xe4xb[1]72)­32xe4x+b[4] +2*b[1] xb[3] ­2xe4+b[1] * (6Gkxe4xb[3]
> >­b[1]*b[2]);

ba (8b2— 3 ezbr?)— 32 64 ba + 2h, b3 —2e4 bi (6e4 ba — bi ba)

A =
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expand (b[2] * (8*b [2] ­3*e4*b [1] 2) ­32xe4*b [4] +2*b [1] +xb[3] ­2xe4*+b [1] * (6*
e4+b[3] ­b[1]*b[21));

8b2º — ba eg br? — 32e4 ba +2b1b3— 1204? bibs
b[2]*(12*b[3] ­2xe4xb [1] *b [2] ) ­24*b [1] *b [4] +4*b [2] *b[3] ­2*e4x+b [1] * (Bxe
4xb[4] +4*b [1] *b[3] ­2*b[2] “2);

ba (12b3 — 2 ez b7 ba) — 24b7 ba +40b2b3 — 2e4b] (Bed ba +4b1b3— 202”)
expand(b [2] * (12*b[3] ­2+e4+*b [1] *b [2] ) ­24*b [1] x*b[4] +4*b [2] *b[3] ­2+e4xb[
1] * (8ke4*b [4] +4*b [1] *b[3] ­2*b[2]"2));

16 ba ba + 2 es ba?by — 24b1 ba — 16 e4?b] ba — 8b3 ed bi”?
b[2]* (16*b[4] ­e4x*b [1] xD [3] ) ­16*b [2] *b [4] +6*+b [3] "2­2xe4xb [1] * (6*b [1] *b
[4] ­b[2] *b[3]);

ba (16ba — e4 bi ba) — 16b2ba + 6b3º — 2 e4 bi (6h ba — baba)
expand (b[2] * (16*b[4] ­e4*b [1] *b[3] )­16*b [2] x*b[4] +6*b [3] "2­2xe4xb[1]*(6
*b[1]*b[4]­b[2] *b[3]));

e4 bz b1 ba + 6b3º — 12ha es by?
Portanto, concluímos que Cqa2g3=b292­294­2e4b193.
>

>

>

>

C5:=sum(* (diff (t [1], b[il)*w[il­diff(w[1],b[i])*t[il)*xe[1]+(diff(tL2],
b[il)*w[il­diff (w[2],b[i])*t[i]l)*e[2]+(diff(t [3], b[i]l)*w[i]l­diff(w[3],
b[i]l)*t[i])*e[3]+(diff (t [4], bLil)*w[il­diff (w[4],b[il)rt[i])*xe[4]','io
=1,.4);

C5 = (—b3 (8b2 — 3 eg br?) +6 eg bi (16 e4 ba — bri ba))e

+ es bz (16 ed ba —b, b3) ez + (—96 b1 ba +16 bo b3) e,

+ (—2b2 (16 ba — ed b;1 ba) — 96 ba ba + 36 b3”) es
+ (—6b3 (16b4 — ez bi ba) + es bi (8b20b4 — 3b3º)) es

C51:=coeff(C5,e[11);

C51 := —b3 (8h — 3 eg br”) +6 ed bi (16 ez ba — bi ba) — 96b7 ba + 16b2bsg

C51e:=expand(C51);

C5le:=8hbyb3—2b3e4b,º +96 e4?bi ba — 112b, ba
C52:=coeff(C5,e[2]);

C52 = 12b1(8b2 — 3 eq br?) +2e4 ba (16 es ba — bi ba) — 203 (12b3 — 204 bi bo)
+ 2 e4b,) (12b1 ba — 262b3) — 2b2 (16ba — ez bi ba) — 96 ba ba + 36 ba”

C52e:=expand(C52);
C52e := —32 ba ba — 12b4 e4 br” + 32 ed? ba ba + 1263”

C53:=coeff(C5,e[3]);

C53e:=expand(C53);
C53e := 16 e4ºba ba + 2 ed b3º b, — 8ba es bi bo
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> CS4:=coeff(C5,e[4]);
C54 := 0

Ca2g94:=matrix([[C51e],[C52e],[C53e],[C54]]);

8 baba — 2b3 es br +96 es?bi ba — 112b] ba
—32 ba ba — 12 ba ez brº + 32 es?ba ba + 12b3º

16 ez?ba ba+2 eq bz?bi] — 8ba ed bi ba
0

Ca204 =

evalm(b[3] xq2­e4*b[11]*q4);
bs (8b2 — 3 eg br”) — es bi (1664 ba — bi ba)

0

expand (b[3] * (8xb[2] ­3*e4*b [1] 2) ­e4+b[1] * (16*e4xb [4] ­b[1]*b[3]));
8 ba ba — 263 e4 by? — 16 es? ba ba

expand (b[3] * (12*+b[3] ­2xe4*+b[1] +*b[2] ) ­e4+b [1] * (12*b [1] xb[4] ­2+b[2] *b[3
1»;

12b3º — 12h, es by?
> expand(b[3]*(16*b[4]­e4*b[1]*+b[3] )­e4*b[1] x (S8*b[2]*b[4] ­3x*b[3]"2));

Portanto, concluímos que Cq2g4=b3q92­e4b194.
> C6:=sum(' (diff(t[1],b[il)*z[il­diff(z[1],b[lil)*t[i]l)*e[1]+(diff(tL2],
> blil)*z[il­diff(z[2],b[lil)*t[i]l)*e[2]+(diff (t[3] ,blil)*z[i]l­diff(z[3],
> bLlil)*t[il)*e[3]+(diff(t[4],b[i]l)*z[i]l­diff(z[4),bLil)*t[i))*xe[4]','1
> =1..4);

C6 := (—b3 (6 e4 ba — ba ba) +bo (16 e4 ba — bi ba))es
+ (1204 (6 ez ba — bi bo) — 403 (16 ez ba — bi ba)) e2 — 6ba (16 e4 ba — bi ba) es
+bi%le +(—2b3(8 es ba +4b1ba— 202º) +4b2%1)es
+ (8 ba (8 ez ba +40) b3—2b2º) +b3%1)es
+ (—b] (61 ba — ba ba) — 6 e4 (8ba ba — 3b3º)) e,
+ (—2b2 (6b1 ba — ba ba) — 47 (8 ba ba — 3b3”)) &s
+ (—6 b3 (6 ba ba — ba ba) + ba (8 baba — 3b3º)) es

%1 := 1207ba — 2.ba ba
C61:=coeff(C6,e[1]);

C61 := —b3 (6 e4 ba — ba ba) + ba (16 es ba — bi ba) + bi (1261 ba — 2b2 63)
— ba (61 ba — ba ba) — 6 e4 (8 boa ba — 3b3”)

C61e:=expand(C61);
C6le := 12 e4 bz? — ba bi ba — 32b2 es ba + 6 bi? ba

C62:=coeff(C6,e[2]);

C62 := 12b4(6 e4 ba — bi ba) — 4b3 (16 e4 ba — bai ba) — 2b3 (8 es ba + 4h] ba — 202º)
+ 4b2 (1261 ba — 2b2b3) — 2b2(6b]ba — ba ba) — 4h] (8 baba — 3 b3”)
C62e : zexpand(C62) ;

C62e := —8 ba e4 b3 — 8 bah b +8b, b3º — 2 b3 ba?
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> C63:=coeff(C6,e[3]);

— 6b3 (6b1ba — ba ba) + ba (8 ba ba — 3b3”)
C63e: zexpand(C63);

C6Se := —32 e4 baº +14 ba bi ba — 8 ba ba? + ba b3º
C64:=coeff(C6,e[4]);

C64 :=0
Ca3g4=matrix([[C61e],[C62e],[C63e],[0C64]]);

—8 ba e4 b3 — 8 ba ba ba + 8 b; b3º — 2b3 ba?
—32 e4 ba? + 14 ba bi ba — 8 ba ba” + ba ba”

0

evalm(­2+ed4*xb[4]xq2+2+b [3] xq3­b[2] +94) ;
—2 e4 ba (8b2 — 3 eg br) +20b3(6 ed ba — bi ba)— ba (1664 ba — bri ba)

—2 e4 ba (16ba — e4 br ba) + 2b3 (6b] ba — baba) — bo (8 ba ba — 3b3º)
0

expand (­2*e4*b [4] x (8*b [2] ­3xe4*b [1] 2) +2xb [3] x (6xe4xb[3] ­b[1] *b[2])­b
[2] * (16xe4*b [4] ­b[1]*b[3]));

—32 ba ed ba +6 es? babr +12e4b3º — baba
expand (­2*xe4*b [4] * (12*b [3] ­2xe4xb [1] xb [2] ) +2*b [3] x (8xe4*xb[4] +4+b [1] *b
[3] ­2*b [2] 2) ­b[2] * (12*b [1] xb [4] ­2*b [2] *b[3]));

—8 ba e4 b3 +4e4º bibi) ba +8h, b3º = 2 ba bo? — 12b4 bi bo
expand (­2xe4*b [4] * (16*b[4] ­e4x+b[1] x*b[3] )+2+b[3] x (6+b[1] *b[4] ­b[2] *b[3
]1)­b[2] + (8*b[2] *b[4] ­3*b[3] “2));

Cagqa4 =

Portanto, concluímos que Cqa3g4=­2*e4*b4*q2+2*b3*q3­b2*qg4;
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