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Resumo

Neste trabalho classificamos os problemas de bifurcagdo Z;—equivariantes de corank 1 até
codimensao 3, usando a Formulagdo por Caminhos. Comparamos a classificacao obtida com a
apresentada em [1] segundo as técnicas de Golubitsky e Scheaffer. Mostramos como resultados
com Z,—simetria podem ser obtidos dos casos sem simetria e que os Derlogs sdo gerados

livremente.
Como aplicacdo da teoria Z,—equivariante, estudamos um modelo fisico que é uma modi-

ficacdo do problema conhecido por The Elastica que foi proposto por Euler em 1744.

Palavras-chave: Formulag¢do por Caminhos, Problemas de Bifurcacdo Z;—equivariantes de
corank 1, Derlogs.
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Abstract

In this work we classify corank one Z;—equivariant bifurcation problems up to codimension
3, using the Path Formulation. We compare the classification obtained to the presented in [1] fol-
lowing Golubitsky and Scheaffer techniques. We also show how the results with Z;—symmetry
are related to the cases without symmetry and get the freeness of the Derlogs.

As an application of the Z,—equivariant theory, we study a physical model that is a modi-
fication of the The Elastica problem considered by Euler in 1744 .

Keywords: Path Formulation, Corank 1 Z;—equivariant Bifurcation Problems, Derlogs.
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Introducao

Os estudos desenvolvidos neste trabalho baseiam-se nas referéncias [1] e [22]. O principal
resultado ¢ a classificagao dos problemas de bifurcagao Z,-equivariantes em uma varidavel padrao
e um parametro de bifurcagdo usando a Formulag¢ao por Caminhos. Esta formulagao foi suge-
rida por Golubitsky e Schaeffer em [1], onde eles relacionaram problemas de bifurcagdo em
uma variavel padrao e sem simetria com um caminho através do desdobramento miniversal de
uma cuspdide, no sentido da Teoria das Catéastrofes. As técnicas que utilizamos na anélise dos
problemas de bifurcagao Z,-equivariantes baseiam-se fundamentalmente na Teoria de Singula-
ridades aplicada a Teoria de Bifurcacao. Problemas desse tipo tém sido motivo de estudo em
varias areas, como € o caso da Fisica.

No Capitulo 1 apresentamos alguns conceitos preliminares da Teoria de Singularidades e
Teoria de Bifurcagao como é o caso de germes, codimensao, problemas de bifurcagao, entre
outros.

O Capitulo 2 é dedicado aos problemas de bifurcagdo Z,-equivariantes. Definimos a Z,-
equivaléncia, espacos tangentes e determinamos os termos de ordem alta para a resolugao do
problema do reconhecimento. Além disso, baseados em [1], finalizamos este capitulo classifi-
cando os problemas Zj-equivariantes até codimensao trés usando técnicas classicas da Teoria
de Singularidades, como descreve o Teorema (2.7.1).

O principal capitulo deste trabalho é o Capitulo 3. Apresentamos a Teoria de Formulagao
por Caminhos para problemas de bifurcagdo de corank 1 e propomos a classificagdo de tais
germes via esta formulacdo, obtendo resultados equivalentes ao descrito no Capitulo 2. Trata
de uma forma alternativa de classificagdo mais pratica e organizada. Dentro da Teoria da
Formulagao por Caminhos, relacionamos como resultados com Z;—simetria podem ser obti-
dos daqueles sem simetria. Mostramos, também, que os geradores do derlog algébrico geram
livremente o derlog geométrico.

Finalmente, o Capitulo 4 trata de uma aplica¢do do estudo da teoria Z,-equivariante a um
problema de natureza fisica. O problema fisico consiste em estudar a envergadura de hastes
compostas por molas compressiveis e conectadas por uma mola torsional sob o efeito de uma
forca externa horizontal. Este sistema fisico é um modelo modificado do problema denominado
The Elastica que trata da envergadura de uma viga sob a agdo de uma for¢a de compressao
estudado por Euler em 1744.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Germes de Aplicagoes Diferenciaveis

Seja U C R™ um aberto contendo a origem e consideramos # = {f : U = R | f € C*}.
Em % definimos uma relagao ~ da seguinte forma:
Sejam fy, fo € #, fi : Uy = Re f; : Uy = R fungdes de classe C*®, com U, e U, abertos

contendo a origem.
Dizemos que f; ~ fs se existir um aberto W C R”" contendo a origem, tal que W c U, NU,

e filw = fo|lw. Podemos entao, definir o conjunto quociente

a=Z-(nires.

~

Cada classe de equivaléncia é chamada germe na origem. Para simplificar, omitimos a classe
de equivaléncia e denotamos

& ={f: (R*,0) » R}.

Definindo naturalmente em &, operagtes de soma, produto por escalar e produto, segue que
&, tem estrutura de algebra real comutativa.
O conjunto &, é um anel local e

-/ﬂn:{feéan|f(0):0}

é o seu ideal maximal.
Quando conveniente, denotamos &, por &, e A, por My, T = (Ty,...,Ty).

Lema 1.1.1 (Hadamard) Se f € ,, entdo existem germes a;, as, ..., a, em &, tais que
f(x) = a1(z)x) + ax(z)x2 + . . . + a(z)z,,
onde &= (Ty 8oy 580 )

Demonstragao. Ver [1], pag. 58.
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1.2. CODIMENSAO DE UM IDEAL

Segue do Lema de Hadamard que
'/gn =< :FT.! $2, . !Iﬂ >!

isto é, 4, é o ideal gerado pelas proje¢es p; : (R",0) = R, pi(z1,...,2,) =25, i=1,...,n.
A k—ésima poténcia de .#, é dada por

My =<z°|a=(a1,...,a,) EN"e|a| = k>,
onde z* =z ...2% e |a| =a; +... + ay.

Lema 1.1.2 (Nakayama) Sejam .#, ¢ ideais em &,, com .# finitamente gerado. Entdo,
JF C 7 se, e somente se, £ C £ + M, 5.

Demonstracao. Ver [1], pag. 71. m

Notagoes.

(i) Um ideal de &, gerado por ay,a,,...,a; sera denotado por
< ap,Q,...,qp >g, ou < ap,do,...,0r > .
(ii) Um subespago vetorial real de &, gerado por a;,as,...,a; serd denotado por

R'{alaa'zu-"!a'k}'

1.2 Codimensao de um Ideal

Definigao 1.2.1 Um subespago vetorial .# C &, tem codimenséo finita se existe um subespaco
vetorial de dimensao finita V' C &, tal que & + V = &,,. Caso contrario, .# tem codimensao
infinita. Denotamos que .# tem codimenséo finita por cod . < o0.

Todo ideal & C &, é também um subespago vetorial em &,.

Proposigao 1.2.1 Um ideal .# C &), tem codimensao finita se, e somente se, existir um inteiro
k tal que #F C 7.

Demonstragao. Ver [1], pag. 73. [ |

Definicao 1.2.2 Seja .# C &, um ideal de codimencao finita. O espago vetorial normal a %
é o subespaco vetorial de dimensao finita, denotado por £+, gerado pelos monémios que nao

pertencem a .#.

Proposicao 1.2.2 Se .# C &, é um ideal de codimensio finita, entdo & + I+ = &,.

Demonstragao. Ver [1], pag. 83. [

Em geral .# N.#+ # {0}, pois considerando em & o ideal . =< 2% + y? 2y > temos que

SFLt=R-{1,2,y,2% v*} eﬂﬂﬂL:R-{f#—yz}.
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1.3. PROBLEMAS DE BIFURCACAO

1.3 Problemas de Bifurcagao

Seja g : (R x R,0) — R. Consideramos a equacao diferencial do tipo
&+ g(z,\) = 0.
Os pontos de equilibrio sao precisamente as solugoes de
glE.A) =0.

Uma solugao de g é um par (xg, Ag) tal que g(zg. Ag) = 0.
Para cada A, seja 5(A\) o niimero de 2’s para o qual o par (z,A) é uma solugao de

g(z,A) = 0.

Um ponto (xg, \g) é de bifurcacao se 7n(\) muda quando \ varia em uma vizinhanga pe-
quena de Ag. Pelo Teorema da Funcao Implicita se g, (g, Ag) # 0, entao em uma vizinhanga
suficientemente pequena de r¢ temos que g(z,A) = 0 pode ser resolvida em func¢ao de A de
maneira unica. Assim sendo, nao ocorre bifurcagao.

Logo, se (9, Ag) ¢ um ponto de bifurcagao devemos ter

(o, Ao) =0 e gz(xo, Ao) = 0. (1.3)

Por transla¢ao podemos tomar (zg, Ag) = (0,0).
O conjunto solucao de g dado por

S={(z,)\) e RxR|g(z,\) =0}
¢ chamado diagrama de bifurcacao de g.
Exemplo 1.3.1 Consideramos o problema de bifurcagao dado por
g(z,)) = 2% - Xz.
Observe que (zg,Ag) = (0,0) é um ponto de bifurca¢iao, pois numa vizinhanca da origem

passamos de uma solucao de g(x, A) = 0 para trés solugoes. O diagrama de bifurcacao de g é
dado por

Figura 1.1: Pitchfork
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Capitulo 2

Teoria de Bifurcacao Zs-equivariante

2.1 Caracterizacao dos Problemas de Bifurcacao
Zy-Equivariantes

A simetria em nossos problemas é dada pelo grupo Z, = {—1,1}.
A ac¢do do grupo Z; sobre R é dada por

p: ZasxR — R
(-1,2) — -z
(L,z) +— =

O conjunto dos germes Zs-invariantes com uma varidvel padrao x e um parametro de bi-
furcagao A é definido por

&ea(Z2) ={f : R xR,0) = R| f(-z,)) = f(z,A)}.
Este conjunto é um anel comutativo com unidade.

Lema 2.1.1 Seja f € &; . Se f é par em z, entdo f pode ser escrita como um germe nas

varidveis z2 e ), ou seja,
f(l'a /\) = p(xQ‘ )‘)‘

Demonstragao. Ver [1], pag. 248.
Considerando u = 22, segue do Lema (2.1.1) que
Exx(Z2) = Eups (2.1)

onde &, , representa o anel dos germes nas varidveis u e A.
Com a notagao (2.1), o ideal maximal do anel dos germes invariantes serd representado por

M \(Z3), ou simplesmente, #, .
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2.1. CARACTERIZACAO DOS PROBLEMAS DE BIFURCACAO
Z,-EQUIVARIANTES 13

O conjunto dos germes Zj-equivariantes com uma variavel padrao x e um parametro de
bifurcagdo A é definido por

&ea(Z2) ={g: RxR,0) — R | g(-z,)) = —g(z,))}.
Este conjunto é um &; \(Z2)—mddulo.
Proposigao 2.1.1 Se g € é‘A(Zg)‘ entdo existe um germe suave p(u, A) € &, tal que
g(z, A) = p(u, A)z.
Demonstracgao.
Como g € é-i‘,\(Zg), segue que
9(=x,A) = —g(x, A).

Tomando z = 0, temos que

9(01 /\) = —g(O, /\)

o que implica que g(0,)) = 0.
Pelo Lema de Hadamard, existe um germe f € &}, tal que

g(z,\) = f(z, ).
Usando novamente o fato de que g(—xz,\) = —g(z, A), segue que

—*f(—.’lf, ’\)l = —f(.’IT, /"t)JE,

ou seja,

f(=z, Nz = f(z, Nz,

o que implica que para x # 0

f(=z,A) = f(z,A).

Logo, pelo Lema (2.1.1) existe um germe p(u, A) € &, tal que
flz,A) = pu,A).
Portanto, por (2.2) e (2.3) concluimos que g(x, A) = p(u, A)z.

Adotamos a notagao

Eer(Z2) = Eup - {z}. (2.4)

O conjunto A, \(Z2) = {g € & \(Z,) | 9(0,0) = 0} é um &, y-submédulo de &%)
denotado por 4, - {z}.
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2.1. CARACTERIZACAO DOS PROBLEMAS DE BIFURCACAO
Z,-EQUIVARIANTES 14

Lema 2.1.2 Para todo &, x-submddulo / de é_”;,,\(Zz) existe um ideal _# C &, tal que
F = 7 - {z}. Reciprocamente, para todo ideal _# C &,, _# - {z} define um &, y-submédulo
de éi‘A(Zg).

Demonstracgao.

Se f é &, -submodulo de cSr';r‘A(Zz), entdo # C &, dado por

L ={peé,|pwNze £}

é um ideal em &, ), ou seja,

(i)0e 2;
(ii) Se hy,hy € Z, entdo hy + hy € _Z;
(iii) Se f € &upep € F, entdo (f.p) € £.
De fato.
(i) 0 € #, pois o germe nulo pertence a f
(ii) Se py1,p2 € _Z, entdo py(u,N)x € f& pa(u, Nz € je, temos
((p1 + p2)(u, A))x = pr(u, A)x + pa(u, Az = (p1(u, A) + p2(u, A))z.
Como f' é um &, y-submédulo de &, 5(Z,), segue que P1(u, A)x + pa(u, Nz € f
Portanto, p; +p; € Z.
(iii) Seja f € &,1. Se p € #, entao p(u,\)x € je, temos

((fp)(w, )z = f(u, \)p(u, A)z.

Como j é &, x-submédulo de &, (Z,), segue que f(u, \)p(u, \)z € j

Portanto, f.p € 7.

Como todo germe g € / é escrito na forma g(z, ) = p(u, A)z, onde p € &, , temos que
£ =7 fa).

Reciprocamente, se _# é um ideal em &, ), entdo o conjunto ¢ - {z} é um &, »-submédulo
de 67’;,)(22), ou seja,

)0e 7 - {z};

(ii) Se hy,ho € Z - {x}, entdo hy + hy € # - {z};

(iii) Se f € &y e h € # - {z}, entdo (f.h) € # - {z}.

De fato.

(i)0€e £ - {x}, pois0 € 7;

(ii) Se hy, hy € Z - {x}, entdo hy(z, A) = p1(u, A)x e hao(z, A) = p2(u, A)z, onde p;,ps € £.
Assim, (hy + ho)(z, A) = py(u, )z + pa(u, Nz = (p1(u, A) + p2(u, A))z.

Agora, como _# é um ideal, segue que p;(u, A) + p2(u,A) € Z.

Logo, (p1(u, A) + p2(u,A))x € _Z - {z} e, portanto, hy + hy € Z - {x}.
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2.1. CARACTERIZAGAO DOS PROBLEMAS DE BIF URCACAO
Z,-EQUIVARIANTES
(iii) Seja f € &,x e h € Z - {z}. Entdo, h(z, ) = p(u,\)z, onde p € .
Assim, (f.h)(x, A) = f(z, \)p(u, Nz
Usando novamente o fato de que _# ¢ um ideal em &, », segue que f(z, A)p(u, A) € £,
Logo, f(z,A)p(u,A)x € Z - {x} e, portanto, f.he # - {z}.

Usando o Lema (2.1.2) podemos reescrever os seguintes resultados e definicoes.

(i) Se # =< ay,as,...,a; > é um ideal finitamente gerado em & e se
j =<a,a,...,aq > - {LI:},

entdo dizemos que jé gerado por a;(u, Az, ax(u, Nz, ..., ap(u, A)z.

(11) Se £ e / sao &, r-submédulos de é‘; A(Z3), entdo o conjunto de todas as somas de .Z

e j ¢ também um &, \-submodulo de é} (Z3), denotado por
I+ F=(F+ 7) {z}.
(iii) Se existir um subespago vetorial k-dimensional V de é-a;;,,\(Zg) tal que

xA(Z2) ag +V

entao dizemos que j tem codimensao k, ou seja, coclj = k. Usando o Lema (2.1.2), temos
que

cod_f#=cod #,

onde a codimensao de cod F é calculada em &, ).

Proposigao 2.1.2

(i) Se j=< P1y--. Pk > - {x} é &, \-submddulo de O(-D;,,\(Zg) esepr =ap1+...+ap_1Pr-1
com a; € &z, entdo F =< py,...,pr—1 > - {}.

(ii) Se £ =<py,...,px > - {z} é um &, y-submédulo em & \(2o) e se

k
—= E a;;P;, 1= 1,...,k,
j=1

onde a;; € &, e a matriz (a;;(0,0))xxx € invertivel em &, \, entao j=< iy vy Q> sk,
(iii) Sejam S e j b, % -submddulos de 6} A(Z3), com # finitamente gerado. Entao, S C f
se, e somente se, & C / + %ﬂﬂ

(iv) Um &, y-submédulo f de &, \(Z,) tem codimensio finita se, e somente se, existir um
inteiro & tal que ), - {2} C Z.

Demonstragao. Este resultado segue do Lema (2.1.2) juntamente com os correspondentes
resultados para ideais apresentados em [1]. W
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2.2. Z,-EQUIVALENCIA

2.2 Zs-Equivaléncia

Dentro do estudo de problemas de bifurcagao, queremos analisar quando dois germes g e h
Zy-equivariantes a0 Zs-equivalentes.

Sejam g, h € &;.1(Z>) dois problemas de bifurcacao.

Dizemos que h é Z,-equivalente a g, denotado por h ~ g, se

h(z, ) = S(x, \)g(X(x,A), A(N)),
onde S € &1(22), X € c‘f’;._;\(Zg) e A € & satisfazendo
S : (RxR,00 — R, S(0,0) >0,
X : (RxR,0 — R, X(0,0)=0, X,(0,0)>0,

A : (RO — R, A(0)=0, A'(0)>0.

Seja ® : R? — R? &(z,)\) = (X(x,)),A(}))). O par (S,®) é chamado Z,-
equivaléncia e é denotado por ¢ = (S, ®), ou simplesmente, ¢ = (S, X, A). A Z,—equivaléncia
€ uma versao A—parametrizada com simetria do grupo Z, da Equivaléncia de Contato definida

por Mather em 1968 ([26]).
Quando, A(A) = A, dizemos que h e g sio Z;-fortemente equivalentes e denotamos h ~ g.

O conjunto das Zs-equivaléncias (S, ®) tem a estrutura de grupo com a operac¢ao

(Sl, ‘1’1) * (SQ,(I)Q) = (Sl L (82 O(I’l),q’l O(I)g). (25)

Denotamos por K,(Z2) o grupo das Z,-equivaléncias (S, ®) com a operacao de composicao
definida em (2.5) e o conjunto das Z,-equivaléncias fortes por KZ(Zs).

Um subgrupo UK (Z,) de K\(Z>) é unipotente se é formado por Zy-equivaléncias (S, ®)
tais que

5(0,0) =1, X,(0,0) =1e A'(0) = 1.

Neste caso, a terna (S, X, A) é chamada de Z;-equivaléncia unipotente.

2.3 Zy-Espacos Tangentes

Nesta se¢do, primeiramente definimos o espago tangente restrito a um germe g Zo-
equivariante, denotado por RT!Ci(g, Z,), através da agdo de uma Z,-equivaléncia forte e, pos-
teriormente, determinamos o espa¢o tangente unipotente restrito, denotado RTMK{(Q,ZQ).
Determinamos, também, o espago tangente estendido, denotado T,K (g, Z>), fundamental para
o célculo da Z3-codimensao e do Z;-desdobramento miniversal de g.

Consideramos g € éi,A(Zg) e uma familia a um parametro t, G : (R x R x R,0) = R,
G = G(z, A\, t), de germes Z,-fortemente equivalentes a g, ou seja,

Gz, M 1) = S(z, A 1)g(X (2, A\ 1), \), (2.6)
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. Z»-ESPACOS TANGENTES

X (z,\,0)
X(—z,\ 1)
S(z, A, 0)

S(=z,A,t)
A familia G é Zy-equivariante pois
G(—z,\t) S(—z, A\ t)g(X (=, A\, 1), A)
S(x, A t)g(—X(z, A\ 1), )
—S(z, A 1) g(X (2, A\, 1), A)
—G(z, A\ t).

Um elemento de RT}C{(g, Z,) é dado por

oG

57 (, A, t)|t=o0-

. " ' o oG
Para simplificar a notagao das derivadas parciais denotamos ~5-t—(:z,, A t) por Gy(z, A\ t), etc.

Dessa forma,

oG
ot

Logo, usando as condigoes (2.7) e (2.9), temos que

(@, A D)li=0 = G2, A, 0) = Si(x, A, 0)g(X (2, A, 0), A) + g2(X (2, A, 0), A) Xi(z, A, 0).

Gi(z, A\, 0) = Sy(z, A, 0)g(x, A) + g=(x, A) Xe(z, A, 0). (2.11)

Como g € &, (Z,), segue pelo Coroldrio (2.1.1) que existe um germe p € &, tal que
g(z,A) = p(u, \)z. (2.12)

Analogamente, como as condigbes (2.7) e (2.9) sdo validas temos que existem germes

a,b € &, tais que

Si(z,A,0) = a(u,]), (2.13)

Xi(z,2,0) = b(u,N)z. (2.14)
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2.3. Z,-ESPACOS TANGENTES

Substituindo (2.12), (2.13) e (2.14) em (2.11) temos que

Gi(z, A\, 0) = a(u, \)p(u, \)x + b(u, Az (p(u, A) + 2up,(u, \)).

Dessa forma, o Z,-Espago Tangente Restrito é um &, y-submédulo de éi,A(Zg) gerado pelos

elementos
p(u, Az, (p(u, A) + 2upu(u, A))z,

ou equivalentemente, RT}C{ (9, Z,) é gerado por

9, 9z

RTK{(g, Z:) =< p,upu >s,, - {z}. (2.16)

O Z,-Espaco Tangente Restrito Unipotente associado a MK{(ZQ) é dado por

RTUK,(g, Z,) = (MurRTKL(9, Z2)) - {z}. (2.17)

Para finalizarmos, o caso onde hd a presenca do difeomorfismo A, a familia H a um
parametro t de germes Z,-equivalentes a g é dada por

H(z, M\ t) = S(z, M 1)g(X (2, A\ 1), AN 1)), (2.18)

X(z,\,0) = = (2.19)
X (2, \t) (2.20)
S(x, A, 0) (2.21)
S(-z, A, t) (2.22)

A(),0) . (2.23)
A familia H é Z,-equivariante pois
H(—-‘T‘SA}t) S(“.I",/\,t)g(X("—:L,/\,t),A()\,t))
S(x, A\ t)g(—=X (z, A, t), A(A, 1))

=S(z, A\ t)g(X(z, A t),A(A 1))

—H(z,\t).

Um elemento de T.Ky(g, Z2) é dado por

o0H
ﬁ (;I', )\, t) f;=[].
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2.3. Z,-ESPACOS TANGENTES

Dessa forma,

%_f;'(r, M=o = Si(x, A, 0)g(X(z,),0),A(),0)) + g (X (z, A, 0), A(X, 0)) X, (2, A, 0)

+ gx(X(z,),0),A(X,0)A(),0).

Logo, usando as condigoes (2.19), (2.21) e (2.23) temos que

Hy(z, A, 0) = S(x, A, 0)g(z, A) + g (2, \) Xi(2, A, 0) + ga(z, A)A(A, 0). (2.24)

Como g € &, \(Z,), segue pelo Coroldrio (2.1.1) que existe um germe p € &, tal que

g(z, ) = p(u, N)z. (2.25)
Analogamente, como as condi¢oes (2.19) e (2.21) sdo validas, temos que existem germes

a,b € &, e c € &) tais que

Si(x, A, 0)
Xi(z, A, 0)

A¢(N,0)
Substituindo (2.25), (2.26), (2.27) e (2.28) em (2.24) temos que

Hy(z,A\,0) = a(u,\)p(u, Nz + b(u, \)z(p(u, A) + 2upy(u, A)) + c(A)pa(u, N)z.
Dessa forma, o Z,-Espago Tangente Estendido é gerado pelos elementos
p(u, A)z, (p(u, A) + 2upy(u, )z, pa(u, Az,
ou equivalentemente, T.KCy(g, Z,) é gerado por

g9, TGz, TG

T.KA(9, Z2) =< p,upy >¢,, - {2}+ <pr >4 - {z}.
Logo, concluimos que

TJC,\(Q,ZQ) = RT}C{(Q?ZZ)'{" SPNEFE" {l‘}

O Z,—espago tangente estendido tem estrutura de moédulo sobre o sistema de anéis

{&ur, 60}
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2.3. Z,-ESPACOS TANGENTES

O espago normal a g é definido por

& (2,)
N Do) = —2 =
Ko, %) = 75 0. Z2)

A Z,-codimensao de g, denotada por codgz,g, é a dimensdo do espa¢o normal de g como
espaco vetorial real, isto é,

&.\(2Z2)

cod = di NK\(g, Z5) = di oot kel Sy
odz,g imp 2(9, Z5) imp TKr(0. Z3)

Lema 2.3.1 Se RT»'C{(Q + tp, Z,) = RT)C{ (g,Z>) é valido para todo t préximo de 0, entdao
existem coeficientes a, b tais que

p(x, A) = a(x, A\, t)H(x, A\ t) + b(a, A\, t) Ho (2, M\, 1), (2.31)

H(z,\t) g(z, A) + tp(x, A), (2.32)
b(0, 0, ¢) , (2.33)
a(—z, A, t) a(z, A, t), (2.34)

b(—z, A t) —b(z, A\, t). (2.35)
Demonstracao.

Suponhamos que RTIC{(g-f-tp, Zy) = RT}C{(Q, Z,) é valido para t = ty proximo de 0, to # 0.
Entdo, cada gerador de RT}C{(Q +top, Z2) € escrito como uma combinagao linear dos geradores
de RT)C{(Q, Z,). Por (2.15) sabemos que RT}C{(g, Zj) é gerado por g, xg,.

Logo, os geradores de RTIC{(Q + top, Z») sao dados por g + top, (g + top)s-
Assim sendo, existem germes A;, B; € &, com i = 1,2 tais que

g+tp = Aig+ Bizg,,
TGy + toTps A2g + B?-'L'g:c-

Rearranjando os termos no sistema acima, obtemos

{ g+tp = Aig+ Bizg, { top = (Aig—g)+ Bizg,

rgr + toxpy = Axg+ Brxg, toxp, = Axg+ (Byxg, — x9x)
' = -——Ll - 1) + &x(
top = (A1 —1)g+ Bixg, N to T
t(]?rp;r A2g + xgr(B2 - 1) i%g i

rgsy.
to 9z
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2.3. Z,-ESPACOS TANGENTES

Reescrevendo matricialmente o sistema acima, segue que

(Ai=1) Bi

to to
Az BQ -1

1y to
Al g
- Q(-’IJQ’I)}

onde Q é uma matriz 2 x 2 cujas entradas sao germes suaves em & .
Para todo germe h, introduzimos a notagao v(h) para o vetor coluna

v(h) = ( Iix ) .

Com a notagao (2.37), reescrevemos a igualdade (2.36) da seguinte forma

v(p) = Qu(g)-

Fazendo H = g + tp, temos que

v(H)

Assim,

v(g) = v(H) — to(p).
Substituindo (2.39) em (2.38), temos

v(p) = Qu(H) - tv(p)]

= Qu(H) — tQu(p),

o que implica que

o(p) +Qo(p) = Qu(H).
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2.3. Z,-ESPACOS TANGENTES

Logo,

[ +tQlu(p) = Qu(H). (2.41)

Observe que (2.41) é um sistema de equagoes C™ na variavel t.
Como I é uma matriz invertivel, segue que I + tQ) também é uma matriz invertivel para

todo t suficientemente pequeno. Além disso, (I + tQ)~! é uma matriz 2 x 2 cujas entradas sio
germes em &, » ;.

Assim sendo, multiplicando ambos os lados da igualdade (2.41) por (I + tQ)~!, seque que

o) = (I+1Q)'Qu(H). (2.42)
Note que a equagao (2.42) pode ser reescrita da seguinte forma

’U(P)le = U2><2U(H)2x1,

onde Usxo = (I +tQ)7'Q.
Tomando

a f H
com a, ay, 3,31 € Eyrg, v(H) = , temos que
a B ) 1,8, B At ( ) (.'I?Hx ) q

=gl )

aoH + Bz H,
o H+ paH, |-

Assim, considerando a primeira componente da igualdade acima, obtemos
p = aH+ BzH,.
Agora, tomando a = a e b = Bz, onde «, § € &, 1+, concluimos que
p=aH + bH,,
satisfazendo 0(0,0,t) =0, a(—z, A, t) = a(x, A\, t) e b(—x, A\, t) = —b(z, A, t). ]
Teorema 2.3.1 Sejam g,p € &, 1(Z,) germes tais que RTK.(g + tp, Z,) = RTK(g,Z,) é
véalido para todo t préximo de 0. Entdo, g + tp é Zo—fortemente equivalente a g para todo ¢
suficientemente proximo de 0.

Demonstragao.

Pelo Lema (2.3.1), temos que

p(x, A) = a(x, A\, t)H(x, A\ t) + b(x, A, t) Hy(z, A 8),

AVA
AVAVEY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespwl 12 13 14 15 16 17

18



2.3. Z,-ESPACOS TANGENTES

Hz, A t) gz, A) + tp(z, A), (2.44)
b(0,0,t) = 0, (2.45)
a(—z, A\ t) a(z, \ 1), (2.46)

b(—z, \t) = —bla,\t). (2.47)

Consequentemente esta relacao é valida em alguma vizinhanga de (0,0,0) no espago z, A, t.

Assim, escolhemos intervalos K, L, M tais que a igualdade (2.43) é vilida em K x L x M.

Queremos provar que H(.,.,t) é Z,-fortemente equivalente a g para cada t suficientemente
proximo de 0. Especificamente, construimos aplicagdes X = X(z,A,t) e S = S(z,\,t) de
classe C* em t e satisfazendo

(@) S, A\ t)H(z, M\ t) = g(z, N);
(b) X(0,0,t) =0, X(x,),0) = z;
(c) S(z,\,0) = 1;

S(—a, A\ t) = S(z, A\ 1);

(e) X(—z,At)=—-X(z,\1). (2.48)

As fungoes X e S sao encontradas resolvendo as equacdes diferenciais ordindrias abaixo:

(i) %(m.h,t): —b(X (x,\, 1), \, 1);

(i} X(e A0) = a3

(ii) %(3:, M) = —a(X(x, A1), \1)S(x, \, b);

(iv) S(z;A,0)= 1,

onde a e b sdo coeficientes enunciados no Lema (2.3.1).
Temos que

LS\ OHX @AM D] = Sz, A OH(X (2, A ), A1)

dt
+ Sz, A\ ) Hy(X (2, A1), A1)
+ Sz, \ ) Ho (X (2, A, 1), N, ) Xe (2, A 8).
(2.51)
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2.3. Z,-ESPACOS TANGENTES 24

O lado direito de (2.51) simplifica-se consideravelmente tomando H = g + tp e usando o
fato de que X e S sdo solugoes de (2.49) e (2.50), ou seja,

%[S(z:,)u‘t)H(X(:zr,/\,t),)\,t)] = S(z,\t)(=a(X(z,\ ), A\ ) H(X (z, A 1), \ 1)
— B(X (2, M ), N ) Ho (X (2, M, ), A, £)
+ p(X(z,\ 1), )) (2.52)

Considerando y = X (x, A, t), obtemos

%[5(:& MOH(y, A\ b)) = S(x, A t)[—aly, A\, t)H(y, A t) — by, A\, t) Ha(y, A, t) + p(y, A)].

Segue por (2.43) que p(z,\) = a(z, A\, t)H(z, A\, t) + b(x, A\, t)H.(x, A\, t) e, portanto, o lado
esquerdo da igualdade acima ¢ identicamente nula.
Consequentemente,

%[5(9«‘. M H(X (z,A,t),A,8)] =0,

o que implica que S(z, A\, t)H (X (z, A, t), \,t) ndo depende de t.
Logo, tomando t=0, temos que

S(z, MO H(X (2, \1),\t) = S(z,)0)H(X(z, A 0),,0)
1.H(X (z, A, 0), A, 0)
H(z, \,0)

= g(z,A).

Note que na segunda igualdade consideramos S(z,A,0) = 1, na terceira X (z,A,0) = x e
finalmente na quarta igualdade utilizamos H = g + tp.

Logo, concluimos que S(z, A, t)H (X (z, A, 1), A, t) = g(x,A) ocorre se X e S satisfazem res-
pectivamente (2.49) e (2.50).

Afirmamos que as condigoes

(e) X(0,0,¢) =0;
() X(z,\t) =2;

(¢) S{z,),0) =1;

também ocorrem se X e S satisfazem (2.49) e (2.50).
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2.3. Z,-ESPACOS TANGENTES

De fato.

(a) Pelo Lema (2.3.1), temos que b(0,0,¢) = 0. Logo, X(0,0,t) = 0 é uma solugio para a
equagao diferencial ordindria (2.49) pois X;(0,0,t) = 0 = 5(0,0,t) = b(X(0,0,t),0,¢).
Dessa forma, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade X (0,0, t) 0.

(b) e (c) seguem diretamente das condigdes iniciais das equacoes.

(d) Seja T'(x, A\, t) = S(—z, A, t). Entao,
Ti(x, A\ t) = Si(—z,At)

—a(X(—z, A\, t),\, t)S(—z, A\, t)

= —a(X(z,\1),\1)S(z, A 1))

Além disso, T'(x, A,0) = S(—z, A, 0) =
Assim sendo, temos que T é uma solugao de (2.50).
Logo, pelo Teorema de Existencia e Unicidade T'(z, A, t) = S(z, A, t) e, portanto,

S(—z, A\ t) = S(z, A ).

(e) Seja Y (z, A, t) = —X(—=z, A, t). Entao,
Yi(z, X;t) —Xi(—z, A\ t)

—(=b(X(—z, A, t), A\ 1)
b(=Y (z,\ 1), \, 1))

—b(Y (z, A, t), M\ 1)).

Além disso, Y (z,\,0) = =X (—2,1,0) ==z
Assim sendo, temos que Y é uma solugao de (2.49).
Logo, pelo Teorema de Existencia e Unicidade Y (x, A, t) = X (z, A, t) e, portanto,

X(—z,\t) = —-X(z,\t).

Para terminarmos a prova, falta mostrarmos que as equagdes diferenciais ordinarias (2.49)
e (2.50) tém solugoes sobre K x L x M.

Observamos acima que X (0,0,¢) = 0 é uma solugao de (2.49) para todo t € R e, portanto,
em particular para todo t € M C R. Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de sistemas
de equacoes diferenciais ordindrias, temos que existem intervalos K, L contendo a origem e X
definido em K x L x M resolvendo (2.49).

Uma vez definido X, (2.50) é uma equagao diferencial ordindria linear e como tal tem
solugdo para todo t. |
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2.3. Z,-ESPACOS TANGENTES

Teorema 2.3.2 Sejam ¢,p € fg;:.r,/\(Z2) germes tais que
RTK{(g + tp, Z,) = RTK{(9, Z),

para todo t € [0, 1].
Entéo, g + tp é fortemente equivalente a g para todo t € [0, 1].

Demonstragao.
Definimos em [0, 1] a seguinte relagao de equivaléncia ~:

tl th =>g+t1p~fg+t2p, tl,tg = [0,1]

Assim, temos que

O3 _ it e o).

~

Afirmagao. As classes de equivaléncia de ¢ em [0, 1] sdo abertas.

De fato.

Mostrar que as classes de equivaléncia dos t’s sao abertas significa que dado ¢, € [0, 1] existe
uma vizinhanga de ¢, tal que para todo t nesta vizinhanga g + tp ~; g + top.

Seja h = g + top, to € [0, 1].

Logo, para todo s suficientemente préximo de 0, segue que

RTKI(h+sp,2,) = RTK((g + top) + sp, Z5)

RTK(g + (to + s)p, Z2)
RTK{(g, Z»)
RT/C{(g + tp, Zs)

= REKLHK.Z).

Note que na primeira igualdade usamos que h = g + top, e na terceira utilizamos que
RTK(g + tp, Zs) = RTK (g, Zs).
Assim, h + sp é fortemente equivalente a h para todo s proximo de 0.
Logo, segue que
g+ (to+5s) ~5 g+ top,

para todo ty € [0, 1] e s suficientemente préximo de 0.

Entéo, fazendo t = to + s segue que g + tp ~; g + to para t préximo de t.

Logo, as classes de equivaléncia dos t's em [0, 1] sdo abertas e, portanto, a afirmacao est4
demonstrada.

Assim sendo, segue do fato de [0,1] ser conexo que existe exatamente uma classe de
equivaléncia.

Portanto, supondo [t;] a tinica classe aberta existente, temos para todo t € [t,],
g+tp ~5 g+ tip. Em particular, para t; =0, que g+tp ~5 g, Vt € [0,1]. 2
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2.4. SUBMODULOS INTR{NSICOS

2.4 Submoddulos Intrinsicos

Um &, y-submaédulo j cé, A(Z3) é intrinsico se p(g) € j para todo g € je para toda
L equlvalenma forte ¢ = (S, X, I,\) ou equivalentemente, se para todos g,h € é-fc‘,\(Zg) tais

queg€ F ehn~yg entiohe £.

Proposigao 2.4.1 Sejam .7, j C éi,,\(Zg) &ur-submédulos intrinsicos. Os seguintes &, x-
submddulos de & \(Z2)

(i) &+ 7;
(ii) £N 7

sao intrinsicos.

Demonstracgao.
(i) Seja ¢ uma Z,-equivaléncia forte. Se h € & + j, entio h = f+g, onde f € F e
geLz.

Assim,
o(h) Sz, A)h(X (z, ), )

S(z, A)(f + 9)(X(z,A),A)

S(z, ) f(X(z,A),A) + S(z, N)g(X (2, \), )

p(f) +¢(9).

Agora, como .Z e _# sio intrinsicos, temos que ¢(f) € & e o(g) € £.
Logo, p(h) € # + Z e, portanto, . + _# é intrinsico.

(ii) Seja ¢ uma Z,- -equivaléncia forte. Se h € N j entdio h € &, h € j ;
Agora, como .7, f sao intrinsicos, segue que o(h) € 7, p(h) € f
Logo, ¢(h) € £ N f’ e, portanto, .# N j é intrinsico.

Proposigao 2.4.2 Sejam / um submoadulo intrinsico de codimensao finita em éi,A(Zg) e

p(u,A) = Z Go (1, A)UAR,

a=(ai,az)

Entéo, p(u, \)x € _# se, e somente se, para cada « tal que a, # 0, 0 monémio u® X2z € £.

Demonstragao. Ver [1], pag. 254. [

A proposicao seguinte caracteriza os &, y-submaédulos intrinsicos de codimensao finita. Esse
resultado é semelhante ao resultado feito para o contexto nao simétrico.
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2.4. SUBMODULOS INTRiNSICOS 28

Proposigao 2.4.3 Seja / um &, -submdédulo de és;_.,,\(Zg) de codimensao finita. Entao, j
é intrinsico se, e somente se,

—

F = gl gtal s L el (2.53)

O=lh<lh<--<ly e ky>ky>--->k,=0. (2.54)
Demonstracao.

Seja g(x,A) = r(u,A)x pertencente a é’;.A(Zg). Aplicando a Z,-equivaléncia forte ¢ a g,
temos que

p(g9) = S(z,N)g(X (x,A), A). (2.55)

Podemos escrever S(z, A) = a(u, \) e X(x,A) = b(u, A)z, onde a(0,0) > 0, b(0,0) > 0.
Dessa forma,

©(9) S(z,A)g(X(z,A),A)
a(u, \)g(b(w, Nz, \)
a(u, r((b(u, A)z)2, A)b(u, \)z
a(u, \)r(b%(u, A)z2, \)b(u, \)z
a(u, \)r(b?(u, \)u, \)b(u, N

a(u, \)r(U, A)b(u, Az,

onde U = X?(z,\) = b?(u, ).
Em particular, o submédulo < u*A' > - {x} é intrinsico em &, (Z>), pois u* Az é levado
pela Zj-equivaléncia forte ¢ em

e(fNz) = a(u, N)(b*(u, A)u) A'b(u, Nz
a(u, A) (% (u, N uFAlb(u, Az

= a(u, N0 (u, Nuriz,

que pertence a < uf\' > - {z}.

Como a soma de &, y-submodulos intrinsicos é um submddulo intrinsico, segue que
j =< ub )\ ke > . {2} é um submédulo intrinsico de &, \(Zs).

A reciproca desse resultado segue da Proposigao (2.4.2), que afirma que todo &, y-submédulo
intrinsico de codimensio finita é escrito na forma _# =< u¥ A1, ... ubs Al > - {z}.

As desigualdades em (2.54) sdo para evitar redundancia entre os geradores de j . Por
exemplo, se tivermos dois geradores u*' \'z e u¥2 A2z, onde ky > ky e I > [;, podemos usar o
item (ii) da proposicdo (2.1.2) para simplificar o gerador uf2\2z.
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2.5. TERMOS DE ORDEM ALTA

Justificamos a igualdade ks = 0.

Seja £ =< u* A\, ... ubsXe > . {2}, onde k; > 0 para todo 1 < i < s. Entdo, para cada
inteiro positivo k, Nz ¢ j?

Logo, Ay, - {z} ¢ j para todo k£ > 0 e, portanto, segue pelo item (iv) da Proposi¢ao
(2.1.2) que a codimensao de jé infinita. Isto é uma contradicgdo, ja que por hipétese j tem
codimensao finita.

Portanto, concluimos que kg = 0.

A igualdade [, = 0 verifica-se analogamente. [

Defini¢do 2.4.1 Seja V C &,1(Z>) um subespago vetorial. A parte intrinsica de V é dada
por

ItrV = 3 { submédulos intrinsicos de &, ,(Zs) contidos em V }.

Podemos também caracterizar ItrV como sendo o maior &, -submédulo intrinsico de

6x(Z3) contido em V.
Em termos da representacao de submaédulos que estamos utilizando, temos que

Itr £ = (It #) - {x},

onde Itr_¢ é determinado em &, ».

2.5 Termos de Ordem Alta

Seja h € é‘Z,A(Zz) um problema de bifurcagdo. O germe p € éi,A(Zg) é de ordem alta com
relagdo a h se g + p é Zy-fortemente equivalente a h, para todo g Z,-fortemente equivalente a
h, isto é,

P(hZy) = {p€&ur(Za)|g£p~ysh Vg~ h}.

O Problema do Reconhecimento para g significa caracterizar explicitamente os problemas
de bifurcacdao que sdo Z,-fortemente equivalentes a h. Por defini¢ao, os germes p nao fazem
parte da solu¢cao do Problema do Reconhecimento.

Os termos de ordem alta também podem ser definidos pela seguinte condi¢ao: p € £ (h, Z5)
se para cada g ~; h, e para todo t € R, entdo RTK! (g + tp, Z,) = RT}C{(Q, Zy).

Segue do Teorema (2.3.1) que se p € L (h, Z;) e se g é Z,-fortemente equivalente a h, entao
g+ p é Zy-fortemente equivalente a g.

Proposigao 2.5.1 #(h, Z) é um &, y-submédulo intrinsico de é?’;',\(Zg).

Demonstragao. Ver [2], pdg. 205.

Teorema 2.5.1 Seja h € é‘”;;\(Zg) tal que h tem Z,-codimensao finita. Entao,
Itr{RTUK' (h, Z5)} C P(h,Zy).

Demonstragao. Ver [4], pag. 108.
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2.6. TEORIA DOS DESDOBRAMENTOS Z,-EQUIVARIANTES

2.6 Teoria dos Desdobramentos Z;-equivariantes

Seja g € é-i.,\(Zg) um problema de bifurcagdo. A aplicacio G : Rx R x R* —+ R é um
Zy-desdobramento com k-parametros a = (ay,..., ;) se

G(z,\,0) = g(z,N),
G(-z,\a) = —G(z,\ ).

Definicao 2.6.1

(i) Sejam G(x, A, @) um Z,-desdobramento com [-parametros e H(xz, A, 3) com k-parametros
de g € & 1(Z2). O desdobramento H fatora-se através de G se

H(z, A, B) = S(x, A, B)G(X(z, A, B), AN, B), A(B)), (2.58)

S(z,),0)
S(—z, A\, B)
X(z, ), 0)

X (=, B)

(if) Um Z,-desdobramento G de g é um Z,-desdobramento versal se todo Z,-desdobramento
H de g fatora-se através de G.

(iii) Um Z,-desdobramento versal G de g é miniversal se G depende de um niimero minimo
de parametros. Este nimero minimo de parametros é a Z,-codimensao estendida de g que

definimos anteriormente.

Teorema 2.6.1 Sejam g € éi‘,\(Zg) e G um Zy-desdobramento com k-parametros de g. Entéo,
G é um Z,-desdobramento versal de g se, e somente se,

En(Zs) = T.KA9,2Z) +R-{Gay,...,Ga,}. (2.59)

Demonstragao. Ver [1], pag 259. [
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2.7. CLASSIFICAGQAO DOS PROBLEMAS DE BIFURCACAO Z,-EQUIVARIANTES 31

Corolério 2.6.1 Sejam g € &, 1(Z) e W C &, 1(Z>) um subespago vetorial tal que
E:x(22) = T.KA(9, Z2) @ W.

Se {p1(x, A),...,pr(z,A)} uma base para W, entao

k
G(:I:! /\,(l‘) v g(i?, /\) s Z G'z'pi(:rv )")

i=1
é um Z,-desdobramento miniversal de g.

Demonstracao. Segue diretamente do Teorema (2.6.1). o |

2.7 Classificacao dos Problemas de Bifurcacao Zs-
equivariantes

O Teorema (2.7.1) a seguir resolve o problema do reconhecimento para os problemas de
bifurcacao Z,-equivariantes em uma varidvel padrdo e um pardmetro de bifurcacdo de codi-
mensao menor ou igual a trés. O Problema do Reconhecimento estabelece quando um germe
g€ éic A(Z2) é Z-fortemente equivalente a uma forma normal dada. Resolver este problema
significa explicitar um nimero finito de igualdades e desigualdades polinomiais a serem satis-
feitas pelos coeficientes de Taylor dos elementos da classe das Z,-equivaléncias fortes. Esta
classificagdo encontra-se em [1], pag. 263.

No Teorema a seguir, todas as derivadas sao calculadas na origem e como todo
submdédulo de é-";‘,\(Zz) é da forma .# - {x} realizamos os célculos apenas com .#.

Os coeficientes €;, 6;, i = 1,...,4 e 0 sao os sinais das respectivas derivadas listadas na
tabela (2.1).

Teorema 2.7.1 (Teorema de Classificagio) Seja g(z,\) = p(u,\)z € &.(Z;) um pro-
blema de bifurcagdo. Se codz,g < 3, entdo g é Z,-fortemente equivalente a uma das formas
normais dadas na tabela (2.1) se, e somente se, g satisfaz as respectivas condigoes de definigao.
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2.7. CLASSIFICACAO DOS PROBLEMAS DE BIFURCACAO Z,-EQUIVARIANTES

| Formas Normais |

(eru+ 61z,
(61u + 20%)z,

(e2u? + 6;)\)x,

(61u + 03)03)x,

(e3u® + 6, \)z,

(1u + 642z,

(equ* + 6,0z,

(€2u? + 2mul + §,0%)z,

(82u® + 20U\ + 62A% + 030%)z,
(€au® + 20 u + 0303z,

(€3u3 + 20 u + G A?)z.

Forma Condigoes 02 03 Modal Termos
Normal de Defini¢ao Desd.
Pu, PA 70
pa=0
Pu, Pax ?é 0
Pu = 0
Puus PA 7é 0
Py, Parx =0
Pus Paxx # 0
ptl'-‘ puuu # 0
Puu, PA # 0
Pa> Paxs Paax =0
Paran,Pu #0

Pus Puuy Puuu = 0 Puuuu
Pxs Puuuu # 0

Pu, Px = 0 Puu m= W’%

Paxs Puus
PuuPrX — pf‘,\ # 0
IJU‘ pA!
PuuPax — pf‘,\ =0
Pur, Pax, Paxx # 0
PusPr,Pax =0 Pax Daxx
Puds Puus PAaxx # 0

Pus Puu,Px = 0
Puls Puuu, Pax 7"‘ 0

Tabela 2.1: Teorema de Classificacao
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2.7. CLASSIFICACAO DOS PROBLEMAS DE BIFURCACAO Z,-EQUIVARIANTES 33

Demonstragao.

Seja g(z,A) = p(u, )z um problema de bifurcacio Z,-equivariante. Para encontrar um
germe f Z,-fortemente equivalente a g tomamos uma Z,-equivaléncia forte genérica

f= 8cgo (Xd):

Podemos fazer isto em duas etapas:

f'=g0(X,1))
e, em seguida, multiplicar pelo germe S, ou seja,
F=8-r:
Assim, de (2.60), segue que
f'(x, ) =p'(u, Nz,
P'(u, A) = p(a®(u, N)u, Na(u, N).

Para facilitar as nossa contas escrevemos

onde
p(u, A) = p(a®(u, Nu, ).

Fazendo o desenvolvimento de Taylor até a quarta ordem de p' em torno da origem e
igualando ao desenvolvimento de Taylor de pa, obtemos

Pl = Puag;

P\ = PaQo;

Puu = 6Puaiay + agpuu;

Py = Padu + 3puadan + aipun;
P = 2paax + parao;

® Dhuw = Iy + 15a,a5puy + 18puaoa’ + afpuuu;

2 2 =4 4 5 .
p:m/\ = PrQyuy =+ Gpuﬂ()aul + G(Iua'apu.k R & 12“&!?)1100(1,\ + O(l,\floj)uu + agPuuls
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2.7. CLASSIFICACAO DOS PROBLEMAS DE BIFURCACAO Z,-EQUIVARIANTES 34

® Diax = 2DaGux + 3Puaday + paray + 6a3aipus + 6puaoad + adpuaa;
Phax = 3Paaxx + 3panax + Paxnao;

Phwun = 28000uPuuy + T2a0Pu0u0uu + 12P,03a0uu + 30034y Py + 120a362D,y + adPuvun
+ 24puai;

p:;_mu)\ = ga'miagpﬂ/\ + PrQuuy + gpuagauu,\ =+ ]-Sauupua(]a/\ + GoauagaApuu = 7az\agpuuu +
a}Puur + 15,703 Py + 18apa’puy + 18pua2ay + 15a,aipuur + 36au\Puaoay;

P = 6Pu@iaurs + Partuy + 2PA0uux + Q3Puury + 6a,a2puss + 24a,0puaoa; + 24a, a0 pyy +
120,\,\}')“&0@“ + 12(&;)\0%%) T+ 5alz\a3puu + lzaupua?\ + QOGSGEPW + 100'/\33}01:1;)\

Paar = Panau + 9a3a3puny + 6pua3 + 18agaipux + 18axpuagay + 9a3puaary + 3puadas +
Puaan@ + 300w + 3patuay;
® Plon = Pann@o + 4paaxa + 6paraay + 4paraan.

Assim, para obtermos o resultado final f(z, \) = p”(u, A)z, resta-nos multiplicar a expressao
f'(z,A) = p'(u, A)x por S(z,A) = s(u, A), onde s € &, 5, ou seja,

f(z, A) = S(z, M) f'(z, A) = s(u, \)p'(u, A)z.

Logo, f(z,A) = p"(u, A)z, onde

p"(u, N) = s(u, A)p'(u, A). (2.61)

Podemos escrever o desenvolvimento de Taylor de s do seguinte modo

1 1
8§ = 89+ Suu+ S\A+ 5(31,,‘1:.2 + 25,0UX + 50 A?) + E(Swuu3 + 355t X + 3sunur+

1 .
+ saaAd) + ﬁ(suuuuué + 48uuuat3 A + 6840t A? + dsanur® + spaart) + - - -
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Novamente, fazendo o desenvolvimento de Taylor até a quarta ordem em torno da origem,
em ambos os membros da expressiao (2.61), obtemos

p'u = sopl;

P'A = sop'

Dy = SoPly + 28uP'u;

Py = oD, + suP\ + SoPi,z;

Pia = 25\P)\ + SoP)\y;

Diuu = 38,0%,, + 38uully + SoPuu;

Pl = SaPhu + 28,D'UA + 25:,D) + SuuPh + S0P

Pury = 28aPyx + Subx + SaaPy T 28uaD) + S0P

Piar = 38aPhx + 35 + S0P

Puwuu = S0Puuun + 45uPun + 6SuuPlyy + 4Suuuly;

Phuwur = S0Pyuur T 35uPuy t 3Suublyy + $2Phuu T+ 35uPlyuy + 35uurPy + SuuuPl;
Puwr = SaPiy + 4SuaDip A + suuDiy + 25uaaly + 25uunP + SoDiunn + 2823040 + 25uPin;
Puxax = SaaPy, + 3suaap)y + 3Py + 3suaPhy + 38aPuan + SuPhan + SoPuann;

1 = ' ! 1} ol
Phooa = 48P T 6500\ + 45aapP) + SoP)aan-

Agora, substituindo os valores dos p's nas expressdes acima ficamos com

Py = SoPudp;
1 O, :
Py = SoPaQo;
pﬁu — SD(Gpuagau =N agpuu) + 23upuag;
Pl = $APuap + SuPrGo + So(Pray + 3puaia; + adpuy);

Pia = 28aPaao + So(2paax + parao);

P = 35u(6puaday, + aipuy) + 35uuPu@d + 50(9Pu@iauy + 15a,a3puy + 18puaoa + afpuuy);

p::u,\ = 8) (Gpuagau =t agpuu) =+ 2311, (p)\au + 3.’01;0%0,\ + agpu/\) + QSuAPuﬂg =+ SuuPAQo + S0 (pAauu +
6301;05%)\ + 6%“%1‘%)\ =E 12aupuaﬂa,\ + 56,\03}311:; + aﬁpuu,\);

Purx = 25xa(pray + Spt,aga,\ e agpu,\} + su(2paar +parag) + S,\Apuag + 28uaPAa0 + So(2praur +
3puaiary + Paray + 6axa3pus + 6puaoal + adpury);

Pl = 38a(2paax + Parao) + 353aPaao + So(3paaax + 3parax + parrao);
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2.7. CLASSIFICACAO DOS PROBLEMAS DE BIFURCAGAO Z,-EQUIVARIANTES 36

P:wu == SO(QSGSGqum %+ ?QG-Opuauauu B 12pua{2)auuu + 3003%:&5’% + 120&80;‘:131,1, + agptmw +
24p,a3) + 45, (9puafuu + 15a4a5Puu + 18Puaoa’ + agpuuu) + 65uu(6puagay + a0pyy) +
43uuupuag;

Plhvur = 50(90uu@3Pur + PAGuuu + IPuaiauuy + 18ayupuaoay + 60a,adarpyy + Taxa§pyuy +
a(:;pmmf\ + 15aﬁ/\agpuu - 18&0“3&1»\ -+ 18Puaﬁax + 1501;0»3?31;:;,\ +36f1uApuaOau) +35ux (Gpua'gau +
a'gpuu) + 33uu(pz\au i 3}01103'3/\ -+ agpuA) o SA(gpuagauu g 15au0-31)uu + 18}31;(100*3 s agpuuu) +
38y (PAQuu + 6Py adauy + 60, adpys + 12a,pyagay + 5a)agPuy + aPuur) + 38uurPu@d + SuuupParao;

pi:ux,\ = 8,\,\(5;01;03% + agpuu) oI 43u.\(p)\au T 3puagaA + agpm\) T Sutx(szaA I p).Aaﬂ) +
25unPu@y + 254uaPrao + 50(6puadauay + ParGuu + 2P2Guur + a3Puurr + 6auadpun +
24\ Py oy +24a,aoarpur+12ax\)\puaoay+12a,)\a2pur+5ax)agPyuu+12a,py a3 +20a3 a3 puy +
10axagPuuy) + 282 (PAGuy + 6puaiauy + 6a,a3puy + 12a,puaoay + 5a)aipuy + A3Puur) +
284 (2paaux + 3puadary + paray + 6axaipus + 6puaoal + adpurr);

Plhon = SaaPulp + 3suapao + 35\ (Patu + 3puaday + adpuy) + 3sua(2apaax + parag) +
382(2paaur + 3puaiars + parau + 6axadp.s + 6puaoai + adpuan) + su(3paars + 3parax +
Paarao) + S0 (Parr@u+9axa3purs+6p, a3 +18a0aipur+18arpuaoary +9aipurary+3puada+
Puaan@p + 3Paraux + 3pAGury);

P = 45x(3paanx + 3parax + paanao) + 65xx(2paax + paao) + 4sxapado + So(Parxrarao +
dprayan + 6parany + 4}))\,\,\0)\).

As expressoes acima, do desenvolvimento de Taylor de p”, nos dao o germe equivalente a
g, de forma genérica. Pela Zj-equivaléncia temos algumas condigoes sobre os coeficientes que
aparecem nas espressoes acima, ou seja, temos que ag > 0 e so > 0.

Etapa 1. (Construgao da Forma Normal h,)

Para obter a forma normal h;, consideramos
(a) Pl = £1 = puajgso = £1 = |pulagso = 1;
(b) Py = £1 = praoso = £1 = |px| agso = 1.
Resolvendo estas equagoes, obtemos

1 .
|pu Ia'IJ ‘
|

IpAlso’

Substituindo os valores acima nas expressoes de p; e p, concluimos que

(a) so =

(b) ao

p :
(a) pll = |P:| = sinal(p,) = €1;

=2 = sinal(py) = 6.
12

Resta-nos agora mostrar a razao pela qual os termos de ordem maior ou igual a dois nao
aparecem na forma normal h;. A justificativa é que estes termos sdo de ordem alta para o
problema de bifurcacao h, podendo assim, serem desprezados.

(b) P
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2.7. CLASSIFICACAO DOS PROBLEMAS DE BIFURCACAO Z,-EQUIVARIANTES 37

O Z,-Espago Tangente Restrito da forma normal ; é dado por
RTIC{(hl,Zg) = <u+hdu(au+ 6N, >e,, - {2}

= <u,A>g, ¢ {z}.
Como Ay, ) =< u, A >g, ,, temos que
MNRTI (M, Z5) = M} - {z}.

Segue pela Proposigao (2.4.3), que %E,ARTIC{ (hy, Z3) é um &, y-submddulo intrinsico de

-

sl %),
Assim sendo,
Itr{ M, \RTK{(hy, Z,)} = M \RTKL(h1,2Z,)

My - {z}.

Por (2.17), %L‘ART!C{(M, Z,) = RTM!C{(h.I,Zg), 0 que implica que
Ite{RTUK (hy, Zo)} = A2, - {x}.
Logo, pelo Teorema (2.5.1),
MLy - {z} C P(h, Z,).
Etapa 2. (Calculo da codz,h;)

Por defini¢ao, temos que

Een(Zs)
T Ko (fll, Zz) -

codz,hy = dimg
Como T.Ky(hy, Z>) = RTU!C{(hI, Zy)+ < px >g - {z}, segue que
TKa(h,2Z2) = <u,A>g,, - {2}+ < b >4 - {7}
= éau‘)\ ¥ {.’L‘}

Assim sendo,

JVK:,\UM, Zg) = = .

EnZ)  En(Zn)
T

T.K\(h, Z2) x:,\( )

Dessa forma,

(‘.Odzzhl = dim]RN’C,\(hl, Zg) =1l
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Logo, pelo Corolario (2.6.1), concluimos que o Z,-desdobramento miniversal de h; é dado

por
H(z,)) = (equ + 61)x.

Portanto, todos os problemas de bifurcagdo Z,-equivariantes, g(z,\) = p(u, \)z, satis-
fazendo as condigoes p, # 0 e py # 0 da tabela 2.1 sdo Z,-fortemente equivalentes a forma
normal h,.

Para os casos 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10 e 11 seguimos o método classico descrito acima com
as respectivas condigoes de defini¢ao e omitiremos os calculos. Para o caso 8, repetiremos os
céalculos para enfatizar a existéncia do parametro modal m. Os detalhes para a construcao de
cada forma normal foi obtido com o auxilio do MAPLE e o programa usado encontra-se no
Apéndice A.

Etapa 1. (Construgao de Forma Normal hg)

Sejam
1" 5
puu aupuu SU!

I 3
Pux agPurSo,

PXx = @oPaxSo-
Para obter a forma normal hg, precisamos
(a) P, = @lpaise =21 =>aplpuslss = 1;
(b) PXx = aoparso = £1 = ag|paxr|so = 1.
Resolvendo estas equagoes, obtemos
— 1 .
 |puulad’
1
B IPar|s0
Substituindo os valores acima nas expressoes de pl/, e pY,, concluimos que
— puu
|Puul

(b) piy = [iﬁ = sinal(pyy) = 0.

(a) so

(b) ao

= sinal(pyy) = €2;

AAl

Por outro lado, resolvendo o sistema
5 =
a5 |Puulso = 1

ao|par|so =1,

temos
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1
|pax| 7

1
lpuu | 4

1
|puu| 4

5
|IJ,\,\ | 1

Substituindo os valores acima na expressao de p!,, obtemos

" Pu)
Pu) = =m,
|puupA)t|

que é o parametro modal para a forma normal hg e obtemos a condigao (m? — €39,) # 0.
O Z,-Espaco Tangente Restrito da forma normal hg é dado por

RTlCi(hg, Zy) = < eu® +2mAu+ 6207 u(eau? + 2mAu + 62A?), >¢,, {2}

< €au? — 8202, e2u? + mAu >g,5 {2}
Afirmamos que

RT}C{(hg, Zy) = (ﬁf)\ AR - {eau? — 6,02, equ? + mAu}) - {z}.

Mostramos que ., - {z} C RTIC{(h.s, Z,), considerando a seguinte tabela de geradores

geradores | u® w?X\ ul? A3

eud — o %u | €
e2u® + miu? | e

euiA— 86X | 0

e +mMu | 0

A matriz 4 x 4 dos coeficientes acima é invertivel, pois

( &2 0 =6, 0 \
e m 0 0

= 62(52(1112 = 6262) ?é 0.
0 € 0 —52

\0 € M U/

Além disso, como &,y =< u, A >¢, ,, temos que

My RTK(hs, Z2) = M2, - {z}.
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Segue pela Proposi¢ao (2.4.3), que ./f{u‘)\RT}C{(hS, Z,) é um &, »-submdédulo intrinsico de

-

6x1(Z5) e, portanto,

Itr{#, \RTKS (hg,Z2)} = M \RTKL(hs,2Z,)

= M, - {z}.
Por (2.17), temos que /ﬂ’u,,\RT}C{(hg, Zy) = RTUK (hs, Z), 0 que implica que

Itr{RTUK (hs, Z5)} = A2, - {z}.

Portanto,

‘%f‘i-\ . {I} - cga(h.g, Zg)
Etapa 2. (Calculo da codz,hsg)

Por defini¢ao, temos

&x(2Z2)
T.Kx(hg, Zs)'

Como Ty (hg, Z3) = RTIC{(hS‘ Zy) + E{pr} - {z}, segue que

codz, hg = dimg

T.Kx(hs, Z2) = (M2, DR {e2u® — 6,02, u? + mAu}) - {z} + E{2mu + 20,7} - {2}

= (M) B R {eu? — 5,)?, u® + mAu,mu + 6,A}) - {z}.

Assim sendo,

-

NKy(hs, Z3) = b (Z2) = 653;,)(32)
R TKa(hs, Zo) (A2, ®R- {e2u? — 602, e2u? + mAu, mu + 5,A}) - {z}

R-{1,u, \u}- {z}.

Dessa forma,
és;,x(zz)
T K (hs, Z2)

Logo, pelo Corolério (2.6.1), concluimos que o Z;-desdobramento miniversal de hg é dado
por

codz, hg = dimg =3

Hg(z,\, a1, a0,a3) = (€2u® +2mAu + 620 + oy + apu + azdu)x

(€au? + 2mAu + 82 0% + a; + agu)z.
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Capitulo 3

Formulacao por Caminhos

3.1 Formulacao por Caminhos para problemas de bi-
furcacao de corank 1 sem simetria

O nosso objetivo é obter a classificagao dos germes Z,-equivariantes em uma variavel padrao
e um parametro de bifurcacao do Capitulo 2, usando a Formulagao por Caminhos. Trata-se de
um método alternativo, pratico e organizado para classificar germes de problemas de bifurcagao.
Além disso, mostramos como obter os resultados Z,—simétricos a partir dos correspondentes
resultados sem simetria.

Observamos que a Ky —equivaléncia tém as mesmas caracteristicas da K, (Z,)—equivaléncia,
sendo que neste caso nao hd simetrias nos problemas. Quando A = 0, o grupo de equivaléncias
K, simplifica-se no grupo K, o grupo das equivaléncias de contato sem parametro.

Dado f € &;,5, 0 centro organizador de f é f, € &, definido por fy(z) = f(z,0).

Teorema 3.1.1 A classificagdo dos centros organizadores em &, de codimensao finita consiste
de germes polinomiais €,2"*!, n > 1, 6,21 = 1, de codimensao n e X-desdobramento miniversal

dado por

n
Fo(z,a) = ez + E o 2
=1

Demonstragao. Ver [17]. ]

Tais germes sao denotados por A,,.

Consideramos um problema de bifurcacao f € &, como um desdobramento de f; com
pardmetro A. Da Teoria de Desdobramentos, segue que

f(@,A) = S(x, ) Fo(X (2, ), &(N)), (3.1)

onde & : (R,0) — (R",0) é o caminho associado ao problema de bifurcacao f.
Observamos que & ¢ uma aplicacdo do espago de parametros de bifurcacao no espaco dos
parametros de desdobramento. O espacgo de todos os caminhos é denotado por

P, ={a : (R,0) — (R",0)}.
Assim, & induz um novo problema de bifurcagao definido por
a*Fp(x,A) = Fu(z, @()N)).

Chamamos a* de aplica¢do pull-back pelo caminho a.
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Obtemos das expressoes (3.1) e (3.2) que

f(@,A) = S(z,A)Fa(X(z,X),a(N))
= S(z,\)& Fu(X(z, ), \)

S(x, \)a*Fu(X (z,A), In(N)),

onde I, é a aplicagao identidade.
Dessa forma, dizemos que f e &*F), sdo K\—equivalentes com a equivaléncia (S, X, I,).
Como F,, é um desdobramento miniversal do centro organizador fy, definimos o discrimi-
nante A, de F,, como sendo

A, = {a € R" | 3 z tal que F,(z,a) = (F,):(z,a) = 0}.

Tomando a aplicagdo 7 : R x R® — R" e considerando a restri¢gao m, : F;!(0) — R™,
temos que a imagem da projegdo m, dos pontos singulares de F},, restrita ao conjunto F,'(0)
é, justamente, o discriminante A,, de F,,.

O estudo qualitativo do conjunto de zeros dos problemas de bifurcacdo com mesmo centro
organizador é obtido através do estudo dos caminhos associados e suas posi¢des em relacdo ao
discriminante A,,.

Definimos a equivaléncia entre dois caminhos com mesmo centro organizador da seguinte
forma: @, B € ’ﬁ,\ sao equivalentes se

= H(\B(AN)), (3:3)

onde A : (R,0) — (R,0) é um difeomorfismo que preserva a orientacdo e H : R!*" — R"
¢ uma familia A—parametrizada de difeomorfismos locais sobre R", tal que, H,(0,0) pertence
ao conjunto das transformagoes lineares invertiveis de R® em R" que possuem determinante
positivo. Além disso, H preserva o discriminante A,, de F, no sentido que H(\, A,) C A,,
para todo A.

O grupo das equivaléncias de caminhos é denotado por K . Este grupo atua no espaco Py
via (3.3)

E muito dificil descrever os difeomorfismos H ou mesmo impossivel, mas os espacos tangentes
a um caminho sdao determinados de maneira explicita: seja Z(A,) o ideal dos germes que se
anulam em A,. O médulo dos campos de vetores tangentes a A,,, chamado Derlog(4,), é dado
por

Derlog(A,) = {£ : (R*,0) — R"|£-Vg € I(A,), Vg € I(A,)} (3.4)

Este derlog é, também, chamado derlog geométrico. Para maiores detalhes, ver [11].

Definimos, agora, o conceito de derlog algébrico.

Consideramos germes analiticos quando necessario e, assim, a interpretagdo geométrica da
Teoria de Singularidades pode ser utilizada. Dessa forma, trabalhamos no dominio complexo e

tomamos as fatias reais dos nossos resultados.
Um campo de vetores & : (R",0) — R" é levantdvel sobre m, se existem campos de vetores
n: (R 0) > R* e 7: (R"",0) = R" tais que

(Fp)z(z, a)n(z, ) + (F,)a(z, @)é(a) = 7(z, a) Fr(z, ).
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Para a construgao da teoria algébrica dos derlogs, definimos o grupo K3 como sendo o
subgrupo de K, formado por A : (R,0) — (R,0) que é um difeomorfismo que preserva
orientagdo e H : (R'*" 0) — (R",0) uma familia A—parametrizada de difeomorfismos locais
sobre R" tal que H,(0,0) pertence a componente conexa da identidade e H levanta-se a uma
familia A—parametrizada de difeomorfismos Z,—equivariantes ® : (R?**" 0) — (R!'*",0)
preservando F,;1(0), ®(F;1(0),)A) C F;1(0), para todo A tal que H o, = m, o ®, ou seja, o
seguinte diagrama comuta

(R2+n’0) 2) (R1+n,{])
TTp X I.\ wL wlr Tn

(R1+n’0) i") (RR,O)‘

onde m, x I : (R?**" 0) — (R!*™",0) é definida por (z, ), a) — (), a).

Observamos que via a projegao m,, campos de vetores levantaveis preservam A,,, no sentido
que H(A\,Ap,) C A, VA € R

Dois caminhos sdo K —equivalentes se satisfazem (3.3).

O derlog algébrico, Derlog*(F,), é o submédulo do Derlog(A,) formado pelos campos de
vetores levantdveis sobre m,.

Em [14], um processo é dado para obter explicitamente os campos de vetores do Derlog*(F,,).
Seja J(F,) o ideal Jacobiano de &, , gerado por (F},),. Segue do Teorema de Preparagdo de
T(F)

podemos encontrar {aij};szl € &, tais que

Malgrange, (ver [2]), que o &,-mddulo é finitamente gerado por {z"~*}™,. Portanto,

mj_IFﬂ (z,a) = Z aij(a)"rn_i + pj(l‘r a)(Fp)z(z, @). (3.5)

Para j =1,...,n, os campos de vetores

§i(a) = (aj(a),. . ., an(a)), (3.6)

formam um conjunto de geradores para o &,-mddulo Derlog*(F;,) e p; é o seu levantamento.
Neste caso, o derlog algébrico é um &,—mddulo livre e coincide com o derlog geométrico.
O espago tangente que precisamos é o &\ —modulo de P, dado por

T.K4 (a) = & < G > +a" (Derlog® (F,)), (3.7)

chamado espaco tangente estendido ao caminho &, necessario para a Teoria dos Desdobramen-
tos.

A codimensao de um caminho & é definida por
Pa

T.K3, (@) o

codg; a = dimg
n

Para a estimativa dos termos de ordem alta de P,, temos o espaco tangente unipotente a
um caminho & dado por

TUK,, (&) = A3 < &y > +a" (UDerlog* (Fy)),

UDerlog" (F,) = {£ € (&) .Derlog*(F,)) | £(0) énilpotente}.
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3.2 Formulacao por Caminhos para problemas de bi-
furcacao de corank 1 com simetria do grupo 7,

Considerando a agao do grupo Z, em R definida anteriormente, denotamos o conjunto dos
germes Zp-invariantes em uma variavel padrao por

&:(Z2) ={f € & | f(-2) = f(2)}
e o correspondente conjunto dos germes Z,-equivariantes por
6:(22) = {9 € & | g(-2) = —g(x)}.

Note que, &,(Z,) = &, onde u = 2% e que é?i.-(Zz) é um &;(Z,)-modulo gerado por g(z) = z,
isto 6, &(Z,) = &, - {z).

O conjunto dos centros organizadores {A4,}%°, em &, divide-se entre {A,,} | em &,(Z,)
e {Agﬂ_l}?lozl em Cg,_t(Zg)

Observamos que o grupo K(Z) é formado pelas equivaléncias (.S, X) tais que S € &(Z,) e

X € é-a;(Zz)-
Proposicao 3.2.1 Os centros organizadores simétricos de K(Z;)-codimensao finita sao

(i) Ag, : €na®*1 de K(Z,)-desdobramento miniversal dado por

n
F?iz (271 5) = fnﬂf'm-1 = i Z ﬁsﬁfﬂz(n_i)ﬂi
i=1

(i) Agn_y : €,22", de K(Z,)-desdobramento miniversal dado por

mn
FZ \(2,8) = enz™ + Y _ fir™ D,

i=1

Ambos os casos tem K(Z;)—codimensao n.

Demonstragao. Segue do Teorema (2.7.1), fazendo A = 0. |

Os desdoblameutos F7 e Ff2 | estao relacionados com a mesma fungéo invariante P,, onde

Pa(u,B) = €,u™ + Zﬁm" ' via F. (u B) = P,(u,B)x e F. 2n (u, B) = Py(u, B), u

Seja m = [““] Ent.éio, F22 est4 relacionado com P, para todo n.

Podemos observar que as teorias Zj-equivariantes e Zp-invariantes sao equivalentes no
seguinte sentido: todo germe f € &, pode ser identificado com algum p € &, via f(z) = p(z?).
Analogamente, todo g € &.(Z,) pode ser identificado com algum ¢ € &, via g(z) = q(x?)z.
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3.3. DERLOGS Z,—SIMETRICOS

3.3 Derlogs Z,—simétricos
Separamos o parametro a de F, em indices pares e impares:
a=(a’,af) = (oy,a3,05,...,0,04,06,...).
Definimos uma agdo de Z; no espago dos parametros de desdobramento o por
(-1)a = (a® —a®) = (a1, a3, a5, . . ., —Qg, —Q4, —Qg, - . .)-
Verificamos que Z, atua sobre F, por
Fo(-z,0°% —a®) = (=1)""'F,(z,0° a®).
De fato.

mn
Seja Fy(x,a) = ezt + Za,—;zr"_". Entao,
i=1
F.(z,—a) = F,(-z,a° —a%)

11+1 a3 Z

€n ( 11+1 n+1_+_§ . n+1

= (=1)"* (et + Za,—;r.“'i)

i=1

(—1)"+1Fn(1‘,(}'°,(1"")
= (=1)"*"'F,(z, a).
Como consequéncia, FZ2 ¢ dado pela restri¢io de F, ao Fix(Z,), onde
Fix(Z3) {a e R*|(-1)a = a}
{a € R*|(a’ —a®) = (a°,a®)}
{a € R*|a® = 0}.
Mais especificamente, F/?*(z, ) = F,(z, 3,0), 8 =
Lema 3.3.1 O discriminante AZ2 é uma hipersuperficie redutivel constituida de 3,, = 0 e
{B|3u # 0 tal que Py(u,B) =0, (Pn)u(u,8) = 0}.

Demonstragao.

O discriminante AZ2 é o subconjunto dos pardmetros de desdobramento 3, onde FZ2(, )
tem um ponto singular. De (3.10) é claro que se (a° af) € A,, entdo (o’ —a®) € A,. Lem-
bramos que as equagoes para A, sdo F,, = (F,), = 0. Neste caso, elas se escrevem na forma
abaixo.

AVA
AVAVAY

1 2 3 4 = 6 7 unespml 12 13 14 15 16 17




3.3. DERLOGS Z,—SIMETRICOS 46

Se n é par, entdao F22(x, 8) = Pn(u, )z e as equagdes F22(x, ) = 0 e (FZ?).(z, B) = 0 es-
crevem-se como P, (u, d)x =0 e Pn(u,B) + 2u(Ppn)u(u, 8) = 0.

Se n é impar, entdao FZ2 | (x, ) = Pn(u, ) e obtemos Py (u, 3) = 0 e 2(Pp)u(u, 8) = 0.

Temos que distinguir em dois casos. Quando & = 0 precisamos P, (0, 3) =0, isto é, 8, =0
e quando z # 0 temos que resolver as equagoes Py (u, ) =0 e (Pp)u(u, ) = 0. E]

Defini¢dao 3.3.1 Um campo de vetores £ : (R™,0) — R™ é levantével se existem campos
vetoriais ¥ : (R*™,0) = R Zy-equivariante e 7 : (R*™ 0) — R Z,-invariante tais que

(F2)a(z, B)0(z, B) + > _(FZ2)s,(z, B)&(B) = 7(z, B)F2(x, B).

i=1

Lema 3.3.2 Seja m = [2H].

(i) Se n é par, entdo os elementos {z%+!}™ ! formam uma base livre do &3-médulo

(i) Se n é impar, entdo os elementos {2% }/*;! formam uma base livre do &3-médulo

Demonstracao.

Usando o Corolario do Teorema de Preparacao de Malgrange (ver [2], pég 244), é facil
&e,8(22) ( 2)
J(F?) ( 4

63, pois eles formam uma R—base para o espago quociente quando 5 = 0.
Recordamos que

-2i
e {22}, sdo geradores de - sobre

. 2i m—1 -~
verificar que {2**'}'" " sao geradores de

F2(x,8) = Pplu,B)z= (enu™+ Zﬁgum_"):r..

i=1

Logo,
J(F%) = <(2m+1)eu™+ (2m —1)Bu™ ' + (2m = 3)Bou™ 2 + ... + 2Bp_1u > - {z}.
Os geradores {z%*1}75! sdo livres.
De fato.
m-1

Seja Z ei(B)u' € J(FZ), onde ¢; € &3.

gm0

u, B)((2m + 1Deuu™ + (2m — 1)B1u™ ! + (2m — 3)Bou™ 2 + ... + 2Bm-1u).

(3.11)

Derivando a igualdade (3.11) com relagao a f3;, obtemos

&po a‘ﬂl a‘“pm 1 m—1
—(B) + = +...+ 3 =
35, (B) 35, (B)u a5, —a— (B

oh

95 — (4, B)((2m + Demu™ + (2m — 1)Biu™ " + (2m — 3)Bou™ 2 + ... + 2Bpm_yu))+
1

+h(u, B)(2m — 1)u™1.
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Calculando em 3 =0,

3990 (0] U) ut...+ %(O)M"‘_l = @(u, 0)(2m + 1)enu™ + h(u,0)(2m — 1)u™!
8}31 850

(U) T &gm = (0)u™ ! — h(u,0)(2m — 1)u™ ! = %(U‘U)Qﬂl + 1), u™.
1

6990 5801

(0) + 35

Dessa forma,
dp,

b

a(,Ou a‘f?m -1

e 1) TS 0)u™! = 0.

35,0+ 35 95;

&r.5(2Z>)
J(F#)

Como {z%+1}™;! ¢ uma R-base para |g=0, segue que

8300 6991 699,,1_1
—(0) =0, —(0)=0,..., 0)=0.
351( ) 051( ) 9B ©

Usando o mesmo raciocinio, calculamos as -derivadas da igualdade (3.11) e mostramos que
Dspi(0) = 0. Como estamos num dominio analitico, segue que ¢; = 0, para todo 0 < i < m—1.

(ii) A demonstragao é analogamente ao item (i). m

Proposigao 3.3.1 Sejam m =[] e {¢;}7_, os geradores do Derlog*(F}) definidos como em
(3.5) e (3.6). Um conjunto de geradores para o Derlog*(F??) é dado por {&x_1(53,0)},.

Demonstracao.

Primeiro mostramos que f}s satisfazem as condigoes de equivariancia, isto é,

[(E2k-1)(a®, —0®)); = (=1)"[(Eak-1)(’, a°)];,

[(62x) (@, —a®)]; = (= 1)! [(&2x)(®, @%)];

onde k=1,....mez=1,...,n.
Como [§;(a)]; = aij(e), i,j = 1,...,n, devemos mostrar que

aiok-1(0’, —a®) (=1)"*ar_1(a®, a®), (3.14)
(3.15)
apk(a®, —af) (_l)if{i%(aa‘ 2 (3.16)

De fato.

Pelo Teorema de Preparacio de Malgrange, {z" '}, formam um conjunto de geradores

T,

J(Fa)

Assim, podemos encontrar {a;;}};_, € &, tais que

livres para o &,-mddulo

n

7 F,(z,0) = Z%(O) "~ médulo J (F,,).

i=1
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Fazendo j = 2k na relagao (3.17), obtemos

n

.szk_lF;z(‘r} a) — Z aﬂk(a)xn‘i modulo j(Fn)a

o que implica que

ou seja,

.TQk_an(.I:, C}’) - Zai'zk(a)‘rﬂ_i + pox (.I?‘O:)(Fn):c(ﬂf’, ﬂ).

i=1

Trocando (z,a) por (—z, —a) na igualdade (3.18), temos

(—2)*F, (-2, —a) = Zam )"+ por(—z, —a) (Fp)e(—z, —a),

Zﬂ-izk(—a)(—l)“(—l) 'z + pok(—2, —0) (F)e (2, —a).
(3.19)

—1*71F, (-, —a)

Da agao de Z, sobre F,, definida por

Fo(—z,—a) = (-1)"*'F,(z,a), (3.20)

° —af), podemos escrever

com a = (a°,af) e —a = (a°,
(Fa(-2,—a)); (1) Fa(, @))e,

(=1)(Fn)z(=2, —a) (=)™ (Fa)z(z, ),

N (=) (Fa)z(2, @)
(Fn)z(—, —a) (=1 )

(Fa)e(=2,—a) = (=1)"(Fn)(z,q). (3.21)

Substituindo (3.20) e (3.21) em (3.18), obtemos

n

Z~'~13:24rc(—ﬂ)(—1)”(—1)_1 B ‘+p2;~(—a, —a)(=1)"(Fn)z(—2, —0).
i=1
(3.22)

—g?* Y =1)"1F, (z,0) =
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3.3. DERLOGS Z,—SIMETRICOS

Se n é par, da igualdade (3.22), temos

—2®"Y(-1)F,(z,a) = Z iok (—@) (=1) 7 2" + por (=, =) (Fp)2(—2, —a),

i=1
n

2?*-1F, (z, a) Z(szk("ﬂ’)(—l) 2"+ Pk (=, —a) (Fo)e(—2, —a).

(3.23)

Se n é impar,
_xzk_an(:r,a) = Zaﬂk(_a)(_l)(_l) l e f+}')2k(_l ‘_G')( )(Fn)x(_xv_a)v
—z*-1F,(z, a) (—1)(_2 aizk (—@) (1) 7'2"" + par(—2, —a) (Fn)2(—2, —q)),

xzk—an(l"(}) = Zam(—a)(— e i+P2L( x,—a)(Fn)x(—x,—a).

Portanto, se n é par ou impar, obtemos a mesma igualdade.
Assim, de (3.18) e (3.23),

n

Zﬂm( o ’+}32L(’I a)(F)z(z, a) Zﬂm 5o l‘i';!i'u( z, —a)(Fp)e(—2, —0),

i=1

Y aisk(@)2" =Y aak(—a)(—1) 2" = po(—x, —a) (F)z (7, —a)—par(z, @) (F)a (2, @),
i=1 i=1

(Zﬂazx @) — Zazza(“ﬂ‘) =1)™)a""" = (par(—2, —a) — pa(z, @) (Fn)z(2, @).

Dessa forma,

aor (e Zalgk —a)(=1)"9)2"" = 0médulo J(F,).

1=l

Como {z"*}, formam um conjunto de geradores livres para o &,-médulo

que

G-izk(a)—ﬂ;za( a)(—1)" 1
—ai(—a)(-1)7"

a-i2k(_0’)

Portanto,
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Por outro lado, fazendo j = 2k — 1 na relagao (3.17),

n
o4 Falw,0) Y dik-1(@)z" médulo J (F,),

obtemos de forma analoga que

[(€2k-1)(®, —Cfc)]i = (_1)i+1 [(é2x-1)(®, ae)]s .

Dessa forma, concluimos que os &'s satisfazem as condigdes de equivariancia.
Como consequéncia, das expressoes de (3.12) e (3.13), se ¢ € um nimero par, segue que

[(€2k-1)(?,0)]; = 0.

Para simplificar a notagao, definimos ék([)’) =&sr-1(5,0) para k= 1...m
Retornando a (3.5),

27 Fo(,0) = Y ai(@)2" + pi(z, @) (Fa)s (2, @
i=1

onde .7 =1,...; 1.
Considerando j = 2k — 1, segue que 1 <k <me

n

IQU"_”F,,(:L\G = Z Ajok— 1( ) +P2L 1(l a](Fﬂ) (

i=1

W (z,a) = Zai*zk—l(a’)xn_f+p2k—l(xaa)(ﬂl)fr($!a)'

Tomandoi=2l—1,entdo 1 <l <me

T R (z,0) = Za:!l 126-1(@)z" Y + o1 (2, @) (Fr)e (2, @),

com1l<kIl<m.
Reduzindo ao Fix(Z,), temos

T (2,0%0) = ) ano12e-1(0°, 002" Y + poy i (2, 0, 0) (F)a (2, @, 0),
=1

uk_an(:raaoaO) Z agj—12k— 1 n—(2i—l) —+-pgk_l(.?;’,CYO,O)(FR):C(CE,CYO,O),

onde ay_12k-1(5,0) = ag—12k-1(2°,0) e 1 < k,l < m.
Sendo FZ2 a restrigio de F, ao Fix(Zs), isto é, F72(z, B) = F,(z,a°,0), segue que

u*"1F2 (2, B) Zﬂ»z: 12k-1(8,0)2" @ 4 po_1 (2, B)(F2)o(x, B), (3.26)

onde &21—12k—1(ﬁa0) = a?i—l?k—l(aoao) el< k!l s m

AVA
AVAVEY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespml 12 13 14 15 16 17




3.3. DERLOGS Z,—SIMETRICOS

Sendo m = [“*1] temos que F22 est4 relacionado com P, para todo n.
Assim, se n é impar, entdo n = 2m — 1 e, portanto, F2*(z, 3) = Pp(u, ).
Logo,

m

U,k_}Pm(U‘,d) o Zam 126-1(8,0)z TaE.E U+p?k 12, B) (P (u, B))a(z, B),

=1

w1 Py (u, B) Z a1-126-1(8,0)2* ™V + poy_1(x, B)22(Pn)u(u, B),

u*1P,(u, B) Z azi—12k-1(8, 0)u™ " +par—1(x, B) 22(Prn)u(u, B) .
N — S e’

invariante J=1 J equivariante

-

invariante

Dessa forma, concluimos que poy_1(z, 3) € é-i‘ﬂ(Zg), isto é, pax—1(x, B) = qar—1(u, B)x €

m

W Pn(u, B) = ) amcrak-1 (B, 0)u™ + gk (u, B)a22(Prn)u(u, B),

=1
m

uk_IPm(U‘ ﬁ) Z&ﬂ—l?k—l(ﬁa 0)’!'1-”1_E = sz-1('U», 5)2“(Pm)u(?£, B),

=1

uw*=1P,(u, B) Z a21—12k-1(8, 0)u™ " + gar—1(u, B)(F??)(x, B),

=1

u*1 P, (u, B) Z[fn 1(8,0)]y_y u™ IR, k=1,...,m

Portanto, {&x-1(3,0)}7-, formam um conjunto de geradores para o Derlog*(F?2). 5]

Observagao 3.3.1 A proposic¢ao (3.3.1), fornece um método para calcularmos os geradores do
Derlog*(F?2) andlogo ao descrito em (3.5).

Para simplificar definimos {;:k(ﬁ) =Eu3(B;0); k=1iousi0

Proposigao 3.3.2 Seja m = [%']. Um campo de vetores £ ¢ levantdvel sobre (F,22)71(0) se,

e somente, se £ possui uma extensao que é levantavel sobre (F,)~*(0).

Demonstragao.

Seja € um campo de vetores em Derlog*(F#2). Pela Proposicio, (3.3.1), temos que
{&(B) et = {€ar—1(B, 0) iy

formam um conjunto de geradores para o Derlog*(F?2).
Seja,

m
~ -~

chz )6i(8,0) = c1(B)1(B,0) + c2(8)€2(B,0) + . .. + cm(B)ém(B, 0).
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3.3. DERLOGS Z,—SIMETRICOS 52

Entao, £(a’ af) = th-&h-_l(a) estd no Derlog(F},) e, portanto, levanta-se a (v, &) sobre
i=1

F-1(0), ou seja, existem campos vetoriais 7 € &, 4(Z) € v € &, o(Z5) tais que

n

7(z, @) Fy (2, @) (Fa)a(z, @)é(a) +v(z, a)(Fr)z (2, a),

(%, 00,0z, 0% 6%) = (F,alr,0%,0%)(e) vz, 6’ 6°)(F,):(x, 6% &)

Lembrando que a Z,-agado sobre o espago de « é dada por (—1)a = (a°, —a®) e trocando z
por —x, obtemos
T(—z,0°% —a®)F,(—2,a° —a®) = (F,)a(-2,0° —a
+ v(-z,0°%
Como a Z,-agao sobre F), é dada por
Fo(-z,0°, —af) = (=1)""'F,(z,a° %),
segue que

T(=2,0°% —af)(-1)"*'Fa(z,0%,0°) = (=1)"(Fa)a(z, 0", 0)(e?, —af)

+ v(—z,a° —a®)(-1)*"(F,):(—z,a° —af).
(3.29)
Multiplicando ambos os lados da igualdade (3.29) por (—1)~""!, temos
T(=z,0%, —a)Fy(z,0% 0%) = —(Fn)a(z,0’, 0%)¢(a’, —0f) — v(=2, 0% —af)(Fp):(z, a°, ).
(3.30)
Somando (3.30) com (3.28), obtemos

[r(z,0°% 0f) + T(—x,0°, —a®)]| Fy(z,a% af) = [£(a’ a®) +&(a’® —a®)] (Fr)alz, @’ af)

+ [v(z,a® af) — v(—z,a® —a®)] (Fu):(z,a° af).

(3.31)

Multiplicando ambos os lados da igualdade (3.31) por %, segue que

[T(:c, a®, af) + 7(—z,a°, —a®)

5 ] Bl 0 ef) =

2 2

[é(a",a") +E5 _ae)] (Fp)a(z, 0% af) + [U(‘r’ao’ac) - v(=%,0, FQE)] (Fr)z(z, a° a®).

Definindo
(3.32)

[7(z,a° af) + 7(—z, a°, —ae)]

'rzz(:s,a",ae) 5

EZQ (Q’O, Cl’e)

'{(ao’ Q’e) 7+ g(aca’ _ae)‘l : (333)

v%(z,a®, af) — (3.34)
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da igualdade (3.31), segue que

T2(z,0°% a%) Fy(z,0°% 0%) = £2(a° a®)(F,)a(z,a’, af) + v%(z,0° 0f)(F,).(, a°, af).
(3.35)
Restringindo a igualdade (3.35) ao Fix(Z;), tem-se

% (2,0° 0)F,(z,0°,0) = £ (a®,0)(Fp)a(z, a,0) + v22(z, 0, 0)(F,)s(x, a2, 0).

Recordando que

Fy(x,a°,0) F#,6%:0) =F2(z, 8);
(Fa)z(z,a°,0) (Fa)z(z,a®,0) = (Frfh =(z, B),

(F)a(z, 2% 0) (Fa)ae(z,0%,0) = (Ff2),8(1's5),

obtemos

7% (z,0°,0)F%(z,8) = {Z‘*(a”,0)(Ff2)ﬁ(x,ﬁ)(x‘a",0)+'UZ’(x,ao,O)(Ff“)x(m,ﬁ).
(3.36)
Notemos que,

7(x,a°0) + 7(—z,a°0)

Z?.. _00 —
(g a0 5

é uma aplicacao Z,-invariante, pois

— o 0
%(-z,0°0) = (=2, =0)2+T('T»a ,0)

722 (x,0°,0)

v(z, % 0) — v(—z,a°0)
2

v%(z,0°,0) =
é uma aplicacao Zy-equivariante, pois

v(-z,a°0) — v(z,a’0)
2
(_1)(—1)(—1\0",{]; + v(z, 0))

’UZ’*(—:J:, o’ 0) =

= (=1)v%(z,a®,0).

Logo, segue de (3.36) que £22|pix(z,) = £22(a®,0) é levantavel sobre (F.22)~1(0) cujo o levan-

tamento é dado por (vV22|rix(z,), £22|Fix(z,))-
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3.3. DERLOGS Z,—SIMETRICOS

Agora, como

£(a°,0) +£(a°,0) _ 26(a”,0)
2 2

£\ pinza) = £22(°,0) = = £(a®,0).

Usando a notacio £(8) = £(a®, 0), obtemos E22|pix(zg) = é.
Portanto, £ é levantével sobre (F72)71(0) com levantamento (v22|gix(z,), ).
Reciprocamente, se £ é Z,— levantdvel, entdo ele é uma combinacao linear dos 53;

De fato.

Seja € um campo de vetores levantével sobre (F;72)~1(0). Entao, existem campos de vetores
0 € & p(22), T € & p(22) tais que

m

(F2) ’U+Z FZ), (€); = tF2. (3.37)

Do Lema (3.3.2), podemos decompor 7 em:

m

= (FP)at + ) &,

i=1
pmsr—Zq = (F%), € J(F2%),

Substltumdo (3.38) em (3.37), temos

m m
(F2):0+ Y (F2)a()i = |(F2)av+ ) &(B)'t| FZ
i=1

i=1

(F?),0F? Z ENu™* + T(F%).  (3.39)

Conlo 0s I1nvariantes {ut—l};ll fO[-lIlaln uma baSE‘ para j ;22 7 temos
n

k=1
Portanto, (€)1, formam uma base para Derlog*(FZ2). m

Definigao 3.3.2 Uma édlgebra de Lie é um espago vetorial V' sobre K com um produto [, |
bem definido em V e satisfazendo

(i) [aX +bY, Z] = a[X, Y] +b[Y, Z);
(ii) [X,Y] = - [V, X];
(i) [X, [V, Z)| + [V, [Z, X]] + [Z,[X,Y]] =0, onde X, Y, Z€ V ea, be K.

O produto [, | é chamado Colchete de Lie.
O teorema a seguir nos permite mostrar que os geradores do Derlog*(F%2) também geram
o Derlog(AZ?). Este resultado ¢ devido & Saito e é muito importante.
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3.3. DERLOGS Z,—SIMETRICOS

Teorema 3.3.1

(i) Se os campos de vetores {£;}7, estdo no Derlog(AZ2) e o determinante |£,, ..., &,| é uma
equagdo reduzida de AZ2, entdo esses campos de vetores geram o Derlog(AZ?) lwremente

(ii) Se os campos de vetores {f,—}z-=1 formam uma algebra de Lie e |§1‘ - ,{n[ =0 é uma
equagdo reduzida para A??, entdo tais geradores geram o Derlog(AZ2) livremente.

Demonstragao. Ver [14]. a8

Proposicgao 3.3.3 Os campos de vetores que geram Derlog*(F??) e seus respectivos levanta-
mentos para os centros organizadores A,,..., Ag, que sdao correspondentes as formas normais
hi,...,hy obtidos no capitulo 2 sao

A;: qux; & = Bi; (z, ).

% - A = 2
Avavxibi=| 2 ] a= [ iganom, G

2 2
23, 0 5u. + —2—56231).1?, 4P3,—€437,0).

303 0 0

) B R 682 — 26387 | P18z — 9€3 3
Ag: 63“3)(; &L= 26 | ,6= 983 — €351 32 &3 = 25% - 68185 | ;

1 1 1
(%1‘, B, 22, 3B3), ((?’H + 4_9'5361)I3662 = 253;’3?, 983 — €33152,0),

2
((lu + Eesﬁm 313 52 + /32'53)33 B1B2 — 9e333, 25 — 6153, 0).

By 832 — 3es 6es33 — 5152 ;
a1 28| ;| 1283 =2e4B1Ba | ; _ | 8eaBs+ 45183 — 255
g ORI Gy = 333 &2 = 1634 — €431 3 §a = 68184 — P23
434 0 0

16€434 — £153

> | 128184 — 26265 | 1
64 - 8512,84 _ 36& ) (52'1 611 262! 3ﬁ3146‘1)1

0

((éu o+ 8%6451)3? 652 — 2€4537,983 — €351 32,0),

2

1
(Gu* + geabru = 729

51 + 5264)’1 B1B2 — 9e3P3, 202 — 631 53,0),
2

((1 + —6451111

9 o1 _,2951 + 15264 ,.,29/3 w)z, 16€435 — B1 B3, 123184 — 28283, 88281 — 353, 0).
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3.3. DERLOGS Z,—SIMETRICOS

Demonstracao.

Analisamos o centro organizador A4, e 0 mesmo processo ¢ feito para os demais casos.
Assim sendo, para determinarmos os geradores do Derlog*(F#?) resolvemos o sistema de
equagoes

2
VIR B) = Y ay(But e +pi(e, Ba(FE),,
i=1
a1 (B)uz + 2 (B)x + p;(, B)2(F{*)e, 5 =1,2¢ B = (B1, o).

Os vetores &; = (dy;, Gp;), j = 1,2, sdo os geradores do Derlog*(F2?).
Para j = 1 temos que resolver a seguinte equagao

F2(z,B) = an(B)uz +an(B)z + pi(x, B)z(FF),.
Como
Ffz (z, B) = exu’x + Byuz + Por,
segue que
(F2).(z, B) = Sexu’x + 3f1uzx + Bor.

Assim,

1 3 1
euir = gar(F4zz)I(:r, B) — gﬁlu;t: - 562;1;

1 3 1
vz = geg:r(Ffz)x(fBaﬁ) — gheur — cefpr

Logo, de (3.42) tem-se
5 ], Mt 2 4
UT + fiuxr + Por = g:c(ﬂ )z(z, B) + 561u.;v - gﬁzx.

Comparando as igualdades (3.43) e (3.40) obtemos

&) = @u(®),an(6) = (Ghu 25)

e

1
HilEA) = =T

Agora, para j = 2 temos que resolver a seguinte equagao

u(eu’z + frux + Boz) = ap(B)ux + axn(B)z + po(z, ﬁ)x(Ffz)x(r, B), B = (b1, B2)-
(3.44)

Assim sendo,

u(eu’zs + fruz + Bx) = u(%x(Ff"’)m(:c, B) + gﬁlu:r + %62:1: + Buz + [ox)

1 2 4 6 2
(5?;, + 62%)3:(1*"422)1(;1:, B) + (5[32 - %62)912)1&1‘ — 622—5;31{323:.
(3.45)
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Comparando as igualdades (3.44) e (3.45) segue que

4 6

{':'2(13) (a12(8), a2(B)) = (£ 52—21.6251'6). 5152)

p2(z, A) = (;u + 62—')3'
Logo,

s 2 2
Derlog'(F?) = < &,& >=< (261, 50, (3382 = srabl cxns ) >

2 2
< 5(51, 2[3,), —%(1052 + 36237, €251 B2) >

< (B1,262), (1082 + 3282, €25182) > .

Como
€261(B1,2B2) — 2(108; — 36287, €28182) = (482 — €28%,0),
concluimos que
Derlog* (F%*) =< (B1,28,), (4B, — €282,0) >

e os levantamentos sdo dados por

1 1 2
533 e (—u + %6251)

Definicao 3.3.3 Sejam v,w : (R",0) — (R",0) tais que v = (vy,...,v,) e w = (wy,...,w,).
Um colchete de Lie de v e w é definido por

awl i d
v, w i
)= 330, - B 2.
i=1 j=l1 J
Teorema 3.3.2 Os campos de vetores {;:;3 do Teorema anterior geram livremente o Derlog(AZ?).

Demonstragao.
Primeiro, verificamos a estrutura de dlgebra de Lie formada por esses campos, em cada caso.

Ay : eaux;
I 4:32 — Egﬁ‘lz 2
(61, 8] = 0 = &.

Ag : esudx;

. 68> — 2€3/3;
[é1,&] = | 985 — €361 52
0

AV.LYAV
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[éués] = 462 — 123133

[ —18€33 + 2612 )
= 2§,
0

[ =657 + €388 + 9515

[52,53] = 66353512 = 635113% — 98,03 j| _ —)92{;:2 = 516353-

0

Ag : equix;

[ 80, — 3es 3}
20 oy 1235 — 2€431 52 AL
[511 62] - 1664 _ 54_61}83 - gla
0

[ 12e485 — 2615
16€434 + 83183 — 4/3%

[El}&!] = 126164 — 262/63
0

= 253!

[ 48¢484 — 35103
€ é B 363184 — 6823
i 243,84 — 952
0

= 344,

8037 — €423% — 143183 + 32€434
€ é i 88233 — 8B3€4/3% + 2€43381 + 803154
E 320284 — 12B4€453 — 6055 + €438 52
0

80283 — 2PB3€43f — 165154
(6, €] = —12f4€481% + 1232

i 163334 — 84€431 P2 + 2643133
0

o 12¢43% — P31 82 — 322434 + 68%84

[€3,€4) = | —8Bu€afBs — 8B4 B2 + 86182 — 23332

—326453 + 14843183 — 8}34522 I ﬁ25§
0

Os célculos acima, foram feitos através do Maple e o programa encontra-se no Apéndice B.
Os determinantes das matrizes formadas pelos vetores do Derlog*(F??) sio exatamente o

discriminante AZ2

Ay eux; |él, £2| = 0= 25,(46; — €267) = 0,

= Bafs — 264 — 264516,

= Baés — eaPra,

= —254;6’452 + 25353 = 5254‘
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Ag : e3usx; |€1, 6, €3] = 0 = 363(—5451 82083 + 1283 + 12€383 B3 — 3e3 3252 + 81e33) = 0,

Ag:equix; |€1,62,65,64 =0 =
—4B,(—1208,83B1 + 21643182 + 32e48383 — 8823482 — 768322, + 1024€432 32
—2048033 + 1408313332 — 1152€ 33433 — 24318233 + 963182 B34 — 144433 B3 545
—8e4 37333 + 3243333 B4 + 563783 B4 — 384) B335 B2 — 348373 B2 + 5443433
+5443 845281 + 128648381 By — 1283384 + 328233 + 216%€,) = 0.

Logo, segue pelo item (ii) do Teorema (3.3.1), que &/s geram livremente o Derlog(AZ2).
i

3.4 Classificagao dos Problemas de Bifurcagao Z;-equiva-
riantes via Formulacao por Caminhos

Nesta se¢ao, mostramos como obter a classificacao dos problemas de bifurca¢ao Zs-equivari-
antes via formulagao por caminhos. Com isso, apresentamos uma forma alternativa de classi-
ficagdo aquela usando técnicas classicas da Teoria de Singularidades, proposta por Golubitsky
e Schaeffer em [1] e apresentada no capitulo 2.

Lembramos que todas as derivadas sao calculadas na origem.

Teorema 3.4.1 (Teorema de Classificagao via Formulacao por Caminhos) Seja
g(z,\) = p(u,\)z € &, 1(Z5) um problema de bifurcacio de centro organizador finito go.
Se codz,g < 3, entao g é Z,-fortemente equivalente a forma normal dada em cada caso da
tabela (3.1) se, e somente se, satisfizer as correspondentes condigoes de definicao. Os casos sao
numerados de acordo com a tabela (2.1) da pag. 26 do capitulo2e é? =1,i=1,...,4,0°=1
e m é um parametro modal.
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Forma
Normal

Centro

Org.

Codimensao do
Caminho

Condigoes de Caminho

Defini¢ao

h]

€LuUT

pﬁ =Oa 61)\ 0

PuF 0

€U

Po = O} 62)\2 1

puF# 0

eu’T

Po; Pu = 0! (0: 61)‘)

Puu # 0

€1UT

po = 0, o33

pu#0

esuly

Po, Puy Puu = 0 (0,0,63/‘\)

Puvu 0

€ur

Po = 0 54 Xt

pu7#0

equiz

Po, Pus Puu, (0‘ 0,0,54/\)
Puuu = 0

Puvuu # 0

eaulx

Po,Pu =0 (2mA, 620%)

Puu 5£ 0

he

€au’T

P0,Pu =0 (20, 3202 + 8373)

Puu 70

}310

€U’z

PosPu =0 (20, 83)3)

Puu 7£ 0

h11

eauds

Po; Pus Puu = 0 (0,20')\,52)k2)

Puuu 7é 0

Tabela 3.1: Teorema de Classificagdo via Formulagdo por Caminhos

4 5
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| Formas Normais |

(BFP) @A) = (au+oNz, d=6=1,
(B*FF2)(x, \) (u+6A%)z, € =62 =1,
(B*FF2)(x, \) (€2u? + 61Nz, €2 =62 =1,
(B*FZ)(z, \) (ru+ 630%)z, € =62 =1,
(B*FZ)(x, \) (e3ud + 6Nz, =062 =1,

(B*F72)(x, A) (eru+0,AY)z, € =67 =1,

(B*F2*)(z, \) (e4u? + 00z, € =6 = 1,

(B*F)(x, ) (2u? + 2mul + 5,02z, =02 =1em? # €0,
(B*FZ?)(z, \) (82u? + 20Ul + 020% + §3)03)z, 62 =62 =02 =1,
(B*EP)(z, \) (e2u? + 20 u + 8303)z, €2

(B*Ff2 (2, )) (€3u + 20 u + 5,0?)x, €2

| Desdobramentos dos Centros Organizadores |

Desdobramento
Organizador
Ayt qux FQZz( ' A) = (
Ay: euit  FP(z,)) = (u? + Bou+ Bi)x
Ag: ulx F622 (x, A) = (e3u® + Bru? + Bou® + B3)x
Ag: euiz  FP(2,)) = (equt + Biu® + Bou® + Bau + By)z.
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Demonstragao.

Para todos os casos, os centros organizadores utilizados estdo na Proposigdo (3.2.1).

Demonstraremos o Teorema para a forma normal hg e usamos a mesma técnica para os
demais casos.

Seja
B : (R0 — (m]RQ,U)

A= B = (Bi(N), B2(X) = ((B1)aA, (B2)ax?),

um caminho.

Vamos determinar os termos de ordem alta desse caminho.

O UDerlog*(F32) é gerado por

[ 512 ] [51}92] [452—64512]
2682 || 263 |’ 0 '

O espacgo tangente unipotente é

TUK \2:(B) = M3 < By > +B*(UDerlog*(F3?)

- [ 2%:));\\;\;"‘ ] - <[ 2(/5’1(51()531/\3 } ’ [ (ﬁéﬁ%f%zif\g J ’

0

[ (4(Ba2)s — 62(51)?\)’\2 }> .
&

Se 4(B2)a — €2(B1)2 # 0 e (B2)an # 0, entdo
TUK y2a(B) =

Logo,
Itr{TUK y2, (B)} = (

Como Itr{TUK , 2, (B)} C 73,\([3’), segue que
4
M} = =
CP
(5)no
e, portanto, concluimos que os termos de ordem maior ou igual a dois na primeira coordenada
e os termos de ordem maior ou igual a trés na segunda coordenada do desenvolvimento do

caminho 3, podem ser desprezados porque sio de ordem alta.
Dessa forma, o caminho associado sera dado por

B(A) = ((B)aA, (B2)amA?),
com (B1)x # 0, 4(B2)ax — €2(B1)% # 0 e (B2)ax # 0.

Assim sendo, o pull-back entre o caminho e o desdobramento do centro organizador é dado
pela seguinte forma normal

(B'F)(x, ) = F{?(2, B(N) = F*(x, B1(2), B2(N)) = (20 + (Bu)aud + (Be)aaA?)z.
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FORMULACAO POR CAMINHOS 63

O espaco tangente ao caminho é dado por
Te}CAfz(B_) = & < B > +5*(Derlog*(F%))

- (&)

Dessa forma, o espago normal ao caminho é dado por

NKyz(B) = ﬁj=<(?)(})(?\)>&

Assim, a codimensao do caminho f é

i P
COd’Cah }9 = diln]gi’\— =3,

: T.K 2 (P)

Usando a Formulacao por Caminhos, mostramos que a forma normal
hs(z,\) = (e2u® + (Br)aud + (B2) wA?)z,

é equivalente a forma normal hg obtida pelo Teorema (2.7.1).
Consideramos a seguinte mudanca de coordenadas:

~

hei +—b-snhi
r — Iz
A — 1),

onde s,t,1 > 0.
Assim,

sfzg(t:c, I\) = set’s® + s(B)at?23I\ + s(Ba)anl2 N\t
Fazendo

set’ = €, €=1,
S(Bl)ltgf = Qm!

7 2 2
s(B2)l’t = &2, 6% =1,
e resolvendo o sistema de equagoes acima, obtemos

1

=5 1=

S

Substituindo em (3.46), segue que
Fz.g (2 A) = 622° + 2maP )\ + 6,2z

= (eu® + 2mul + 6,2%)x.

Agora, como (52)xx # 0 e 4(52)»\ — €9 (Bl)i # 0, segue que m estd bem definido e dyey # m?.
m
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Capitulo 4
Aplicacao Fisica

Neste capitulo discutimos um sistema mecanico com Zy-simetria proposto inicialmente por
Poston e Stewart em [1979)].

H, x H,

T 6%

M, M, M,

Figura 4.1: Modelo fisico sem agao da for¢a externa A

Consideramos o sistema composto de duas hastes H, e H, ambas de comprimento L. A
haste H; possui uma de suas extremidades fixa na lateral da armagao de sustentacao e a outra
extremidade conectada a haste Hy por meio de uma mola torsional. A outra extremidade da
haste H, estd conectada a um carrinho como mostra a figura (4.1). As conexoes do sistema
representadas pelos pontos A, B e C sao feitas por pinos que permitem rota¢ao no plano.

As hastes H, e H, possuem a propriedade de compressao (ou extensao) devido a presenca
de molas harmonicas M; e M, com mesma constante eldstica k; = ko, ou seja, as molas M, e
M, possuem a mesma resisténcia ao sofrerem a agao de uma determinada forca externa. Além
disso, no ponto central de conexao das hastes (ponto B) estd conectada a mola Mz que difere
das demais molas por ser nao-linear e permitir tor¢ao.

Por simplicidade, assumimos que no diagrama mecanico hd a presenga de uma armagao
sustentadora, cuja funcao é garantir que as duas molas tenham igual compressiao e impedir
que o sistema todo sofra translacao. Isso nao muda nossa conclusao basica, mas simplifica as
analises porque elimina um grau de liberdade desnecessario.

Estamos interessados em estudar o sistema descrito quando aplicamos uma for¢a de com-
pressao A na extremidade do carrinho que compoe o sistema.

Quando A é suficientemente grande, o sistema fisico pode comecar a deformar-se apresen-
tando uma envergadura das hastes conforme a figura (4.2).
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4.1. FORMULACAO MATEMATICA DA ENERGIA DO SISTEMA

Figura 4.2: Modelo fisico sobre acao da forca externa A

Nesta figura a coordenada x representa o angulo que mede o desvio das hastes com relagao a
horizontal e a coordenada y mede a compressao do comprimento das hastes. Podemos observar
que a variacao de y nos mostra o quanto as molas M, e M, foram comprimidas.

Nosso objetivo neste capitulo ¢ apresentar a equagao que modela matematicamente o com-
portamento do sistema fisico esquematizado na figura (4.2) em termos da energia do sistema.
Analisamos as condigoes de equilibrio do modelo e reduzimos nosso problema original para
uma equacao de bifurcagao que é equivalente ao desdobramento da forma normal hg dada pelo
Teorema (2.7.1).

Consequentemente, estudar o comportamento fisico do sistema sobre a acao da forca A
¢ qualitativamente equivalente a analisar o comportamento dos diagramas de bifurcacao do
desdobramento de hg.

4.1 Formulacao Matematica da Energia do Sistema

A variacao da energia potencial, AU, de um sistema fisico ¢ definida em termos do trabalho
realizado W, pela relagao
AU = —W.

Como o trabalho por sua vez é dado por

S5
W Z/ Fds,
5
AU = — / Fds.

Para compreendermos o comportamento da forga eldstica que atua em nosso modelo fisico
consideramos uma mola ligada a uma particula de massa m como mostra a figura (4.3).

segue que
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FORMULACAO MATEMATICA DA ENERGIA DO SISTEMA

(b)

Figura 4.3: Representagao da Forca Elastica em uma Mola

Observa-se que a particula se move horizontalmente, na dire¢iao do eixo Os, com origem
s = 0 coincidindo com a posi¢ao da particula quando a mola esta relaxada, figura (4.3 (a)).
Uma forca externa F,;; age sobre a particula em sentido oposto ao da forca eldstica. Supomos
que a forga externa seja sempre aproximadamente igual a forca eldstica, de modo que a particula
fique bem proxima do equilibrio em todos os instantes.

A particula é entao deslocada de uma distancia s em rela¢ao a sua posicao original em s = 0
como mostra a figura (4.3 (b)). A medida que o agente exerce a forga externa F,,, na particula,
a mola exerce a for¢a Fy que ¢ dada fisicamente com boa aproximacao por

F, = —ks, (4.1)

onde k£ é uma constante positiva chamada constante eldstica da mola. A constante k é uma
medida da for¢a necessdria para produzir uma determinada compressiao (ou extensio) na mola.
Molas mais duras tém valores maiores para k. A equacao (4.1) é conhecida como a lei de Hooke.
O sinal negativo na equacao (4.1) nos lembra que o sentido da forca exercida pela mola é sempre
oposto ao sentido do deslocamento do sistema estudado. Quando a mola estd comprimida, Fj
é positiva e quando a mola estd estendida, F, é negativa. A forca exercida pela mola é uma
forca restauradora, pois sempre tenta restaurar o sistema em sua situacao inicial s = 0.

O trabalho realizado sobre a particula pela mola quando a particula se move desde sua
posigao inicial s; = 0 até a posi¢ao final s; = s é dado por

S)‘ 5
W / Fde = / (—ks)ds
8 J0

1

—-%ksl‘z. (4.2)

O trabalho realizado pela mola quando esta é comprimida de uma distancia s ¢ o mesmo que
é realizado para distende-la de igual distancia s, pois o deslocamento s é elevado ao quadrado
na equacao (4.2).

Dessa forma, a energia potencial eldstica é dada por

1. 4 1

AU = —(W) = —(—=k18%) = =

(W) = (~5kis) = 5

Recordamos que o sistema fisico estudado neste capitulo é composto pela acao de uma forca

externa e por um conjunto de molas. Sendo assim, podemos considerar a energia total do
sistema estudado como sendo dada por

ks (4.3)

A(."vl + A{"g + A(} + ”—1
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4.1. FORMULACAO MATEMATICA DA ENERGIA DO SISTEMA 67

onde AU;, AU, e AUj; sao as energias potenciais realizadas pelas molas M;, M, e M3 respec-
tivamente e Wy é o trabalho realizado pela forca externa.

4.1.1 Energia Potencial das Molas M; e M,

A energia potencial da mola M; é dado por

1
AU, = Eklsz,

onde k; é a constante eldstica da mola.

Como inicialmente a haste H; tinha comprimento L e apés a agao da forga o comprimento
passou para y concluimos que s =y — L.

Considerando k; = k, seque que

T2
K= k%.

Agora, sendo a mola M, idéntica a mola M;, seque que

T
AU, = kY=L . 2

4.1.2 Energia Potencial da Mola M;

Sabemos inicialmente que a mola central é nao-linear. Assim, para calcular o trabalho
realizado pela mola M3 supomos que esta atue no sistema com uma forca F(z).
Fazendo o desenvolvimento de Taylor até terceira ordem de F(z) em torno da origem,

obtemos '
+ ai’*"’"([}):::3 + ...

O termo F(0) pode ser desconsiderado, pois ele apenas desloca o ponto de equilibrio da
mola, nao introduzindo assim, nenhum efeito adicional em nossas anélises. Considerando que
o sistema esteja sujeito a forcas restauradoras, o termo proporcional z? é desprezado uma vez
que ele provoca forga apenas em uma direcdo. Com estas consideragoes, obtemos

F(z) = F(0) + F'(0)x + %F”(O)xz

L pmoye® +

Flz) = F(U)x+3

-C ——1c:c3+
1 62 )

onde ¢; > 0, ¢2 > 0, neste caso a for¢a sempre atua no sentido da posigao de equilibrio.

Assim sendo,
1
AU, (/ F(x dr) =— (/ —(c1z + 6c2:1:3)d:1:)

— = P
= 2cl:z: +24c2:::
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41. FORMULACAO MATEMATICA DA ENERGIA DO SISTEMA

4.1.3 Trabalho realizado pela Forca Externa

O trabalho realizado pela forca externa é dado por
Wi = FAS = MAS,

onde AS é o deslocamento na dire¢do da forca aplicada.

Sabemos que apds a aplicagdo da forga as hastes passam a ter comprimento y. Como as
hastes estao no plano inclinado e a forga externa é aplicada horizontalmente ao carrinho, temos
que calcular a componente horizontal do deslocamento y, ou seja,

AS
cos(z) = — = AS =cos(z)y.
Y

Dessa forma, como o fenémeno fisico ocorre simultaneamente nas duas hastes, o trabalho

realizado pela forca externa é dado por

Wy = 2X cos (2)y.
Portanto, concluimos que a energia do sistema é dada por

2 — )2 — L)? 1 1
k(J . ) +k(y 5 ) +§C1$2+£02$4+2)‘C05(x)y =

1 1
k(y — L)? + 2yAcos (z) + §c1$2 + ﬂ@:ﬁ“.

Fazendo a mudanca de coordenadas:

ar,
by,
cA,
dL,
AV,

obtemos

1 1
Viz,y,\k,€) =k(y—1)*+ 5:1:2 + §§Zx4 + 2y cos (),

1 L Co
A= —.a=1b= ,e=4/cl,d=—,6=— sl
c;'a /C1: ¢ c1 o £ o e

A forca ) é o parametro de bifurcagao principal.
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4.2. ESTABILIDADE DAS SOLUCOES

4.2 Estabilidade das solucoes

Temos um potencial V' = V(z,y,A), onde A é o conjunto de todos os parametros (), k, &),
sendo A o parametro principal de bifurcacao e os demais parametros de desdobramento.

O potencial V é Z,—invariante em z, isto é, V(—z,y,A) = V(x,y, A).

Estamos procurando solugdes de equilibrio do problema que sao solu¢oes do sistema

V‘t(‘rr ?};A) — 01 (4'6)
Vi(z,y,A) = 0. (4.7)

Suponhamos que possamos resolver (4.7) em func¢ao de y usando o Teorema da Funcdo
Implicita, isto é, V;(0, yo, Ag) = 0 e V,,(0, %0, Ao) # 0. Entao, existe um tnico y = §(z, A) que
é solucdo de (4.7) com (0, Ag) = yo.

Além disso, da igualdade V(—=z,3(—xz,A),A) = V(z,g(x,A), A), segue pela unicidade que
g';(—.r, A) = ﬂ(l‘, A)

Este processo corresponde ao chamado Processo de Redugdo de Liapunov-Schmidt. No
nosso modelo, y é obtido diretamente de V;, = 0.

Substituindo y por y(x, A) na equagdo (4.6), obtemos a equagao de bifurcacao.

Definimos a equagao de bifurcagao reduzida por

g(:‘.’:,f\) = =Vi(z,y(z,A), A). (48)

Como estd equagdo tem uma varidvel padrao, o problema de bifurcagio é de corank 1.

O préximo lema relaciona resultados do potencial V com problema de bifurca¢dao g. Um zero
de g corresponde a um ponto estaciondrio do potencial V. O Lema (4.2.1) estabelece relagao
entre a estabilidade dos pontos estacionarios de V' com o sinal da derivada de g. Dizemos que
um ponto estaciondrio é estavel se é um minimo local de V. A estabilidade das solugdes de
g = 0 corresponde a estabilidade da equagao diferencial ordinaria & = g(z,A), isto é, uma
solucao de equilibrio é estavel se g, < 0.

Lema 4.2.1 Se V,,(0,y0,A0) < 0, entdo V ndo tem minimo local numa vizinhanga de
(0,70, Ag). Se Viyy(0,0,Ag) > 0, entdo = é uma solugdo de equilibrio estavel para & = g(z,A)
se, e somente se, (z,y(z,A)) é um minimo de V' (ou g,(x, A) < 0 se, e somente se, (z,§(z,A))
¢ um minimo de V).

Demonstracgao.

Para um ponto ser um minimo de V precisamos que o determinante e o tra¢co da matriz
Hessiana de V' sejam positivos, isto é, ViV, — V2 > 0e Vi + 1V, > 0.

O ponto (0, yo, Ag) € de bifurcagdo, entao g, (0,0, Ag) = 0, o que implica que
V2z(0, %0, Ao) = 0.

Assim, V;4(0, yo, Ao) + Vyy (0, 4o, Ao) tem o sinal de V,, (0, yo, Ag). Se for negativo, o trago da
matriz Hessiana de V' é negativo numa vizinhanga de (0, 9, Ag) € ndo podemos ter um minimo.

Logo, V,, > 0 numa vizinhanca do ponto (0, yo, Ao)-

Além disso, gz(x, A) = —Viu(2, 7, A) — Vay(2, 9, A)Fz, y = §(x, A). A solugdo g, é dada por

Vay(@,9,8) + Viy(2,7,A)7(x, A) =0,

Vay(, 9, A)
—:.," IE,A = _‘_yf.
y ( ) Vyy(xs%A)
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4.2. ESTABILIDADE DAS SOLUCOES

Consequentemente,

__det Hess(V(z,y,A))

Viy (2,9, A) (410

g(x,A) =

Portanto, g.(x,A) < 0 se, e somente se, det Hess(V) > 0. [
Estamos interessados nas solugoes de equilibrio do sistema ou pontos estaciondrios da energia

do modelo, isto é,

=

{ Velz,y, A K, €) 0 T+ %5:1?3 — 2A\ysen(z)
Vy(z,y, Ak, §) 0 k(y — 1) + Acos ()

Da segunda equacdo de (4.11), segue que

Acos ()

y:g(z"?A) = 1- A

Observamos que y é, também, Z,—invariante.
Assim, definimos a equacao de bifurcagao por

g(:l?, A! ‘I"'r E) = _1’/:..'(3:! g(.I,A)‘ /\v ks E)

= —r-— éfzS + 2Asen(z) — %)\2 sen(2z). (4.13)

Uma solugdo (#,A) de (4.13) corresponde a uma solugao (z,#(z,A),A) do sistema (4.11)
com a estabilidade dada pelo Lema (4.2.1).
O germe g é Zy—equivariante, pois

g(-z, )\ k&) = —(-x)- éf(—x)s + 2\sen(—z) — %)@sen(—%)

z+ %5.’53 — 2\sen(x) + %/\2 sen(2x)

= —g(’l,, /\} k}é)
Resolvendo a equacgdo g(z, A, k, &) = 0, obtemos
(1) x = 0 é solugao para todo A e corresponde a posi¢ao de equilibrio do modelo. Neste

caso, y =§(0) =1 — -
(2) Para « # 0, obtemos

kit \/k2 — k cotg (z)(2x + %E:ﬁ)

2cos ()

)\i(ﬂf) =

e o comprimento dos suportes é

_ cotg(z)

3 k
Y+ (‘T) e 9

(2z + %f:cs)
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4.2. ESTABILIDADE DAS SOLUCOES

Da anélise feita em [1], observamos que resolvendo as equagdes de definigao

(2

i +2A -1 0
gx(os/\)kué)

. 0
g.l:)(o‘ )‘1 ’l"ag) A

Q'xx.r(oa)\akaf) Skﬁ —o\=¢

obtemos (X, &, &) = (1,2,2). AN
Numa vizinhanca do ponto (Z, , k, &) = (0,1, 2,2), obtemos a forma normal

h(z, ) = (Au® + Bul + C)\?)z,

1
Egr;-_z.r:x(gv 11 2a 2):

1

ggxmv\(o: 1‘ 2: 2)!

1
ng/\/\(oa 1: 21 2)

Agora, como

[ —( . X )
gx;x:x)\(oa )\s k» 6)

g&':a\)h (01 /\1 kv 6)

segue que a forma normal (4.17) é descrita por

hiz;A) = (—é%ug + uk — M)z

Fazendo a mudanga de coordenadas

para resolver (4.18), obtemos
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4.3. DIAGRAMAS DE BIFURCACAO

O Z;—desdobramento miniversal de h é dado por

H(x, A\ k) —z° + \/ %x:‘/\ — Nz + kx + £2°

60
(—u?+ 11,‘7'u)\—/\2+k+§u)3:. (4.19)

A equagao (4.19) é o desdobramento da forma normal hg pag. 26, com m = \/ ?

4.3 Diagramas de Bifurcacao

Seja G : RxRxR* = R, G(z, A, a) = R(u, A\, @)z, um Z,—desdobramento miniversal com
k—parametros de um germe g € &; 1(2>).

Definicao 4.3.1
PB1(Z2,) = {a € R¥3(u,A),u>0: R=R,=R,=0noponto(u,\a)}.
By(Z;) = {a € R¥|3X: R=R,=0noponto(0,\ a)}.
H(Z,) = {a € R¥|3(u,A),u>0: R=R, = Ry, =0noponto(u,\,a)}.
H(Z;) = {a € R¥|3X: R=R, =0noponto(0,),a)}.
D(Z,) {a € R¥| 3\, wy, ua (ug # ug : uy,us > 0) : R =uR, = 0nospontos (u;, \,a)e
(u2, A, )}

Y(Zy) = P(Z2) U By(Z2) UI4(2Z,) U H#)(Zy) U D(Z,) é chamado conjunto de transicao.
Aplicando a defini¢ao (4.18) a equagao (4.13), obtemos

Bo(Zy) = {(k,€) € R?| 3\ : g» = ge» = Onoponto (0, \, k, &)}

{(k,€) e R”?|k=2eA=1},

{(k,€) € R®| 3\ : g; = gyez = Onoponto (0, A, k, &)} .
A 2 ,_1(44‘5)2 g }
{(a,g) € R k=gl ed=1
{(k,€) € R*|3(x,)),x#0 : g= g, = g» = 0no ponto (z, A\, k, &)}

{(k,é) €R| k= %(6—2)2+2+0((£—‘2)4)}-
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4.3. DIAGRAMAS DE BIFURCACAO

Observamos que ao resolvermos as equagoes que definem 4, (Z,), obtemos

4z cos? (x)

3sen (z) cos () — x

6(r — sen (z) cos ())

x2(3sen(x) cos (z) —

Entao,

1 |
lzr + 2+

12 ;
Como funcao de £, £ —2=——z*+... e

i

TR .
HO) = 2+ (6-27+

com & > 2.

O conjunto de transi¢ao para o problema estudado ¢ dado pela figura (4.4)

%

! B{Za)

/

Figura 4.4: Conjunto de Transigao

8
Quando £ = 0, temos as regioes (1) quando k > g (2) quando k € (2, 3) e (3) quando

k < 2. As regioes (4) ou (5) ocorrem quando £ > 2 e k > 2.
A cada regiao do conjunto de transi¢ao temos um diagrama de bifurcacao.
Vamos mostrar um esbog¢o dos diagramas de bifurcacao em cada regiao, usando o Maple.
As solugoes tracejadas sao instaveis e as continuas sao as estaveis, ou seja, sao aquelas que
nao se alteram por pequenas perturbacoes.
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4.3. DIAGRAMAS DE BIFURCACAO

Nos diagramas abaixo, consideranmos & = 0.

8

)
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4.3. DIAGRAMAS DE BIFURCACAO

Para 0 temos os diagramas correspondentes, respectivamente, as regioes (4) e (5
g I . I g
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4.4. ANALISE FiSICA DO CASO K =2

4.4 Analise fisica do caso k =2
Quando k =2 e £ = 0, temos

g(x,A) = —M%sen (x)cos (x)+ 2)sen (z) — ,

A
Y 1 — 2 cos (x).

Fazendo g(x,\) = 0, obtemos

1+ +/1— Acotg (x
Yuld] = vV g ( J‘

cos ()

onde

A, existe para x € (0, g)

A_ existe para x € (0,7).
Estabilidade de x = 0:
9:(0,)) = =X +22-1=-(A-1)2<0.

A =1 é um ponto de bifurcacao duplo.

A
-

Figura 4.5: Diagrama de bifurcacao para k =2e =0
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4.4. ANALISE FiSICA DO CASO K =2 78

Do ponto de vista fisico, a existéncia de um ponto de bifurcagao duplo (A = 1), estabelece
uma maior variacao do comportamento dinamico do modelo estudado.

Para valores iniciais de A, temos um comportamento estavel do sistema com relagao a forca
externa aplicada, ou seja, nao ha variacao angular do sistema (x = 0) e, consequentemente, nao
ocorre envergadura do diagrama fisico (figura 4.6). Assim, o deslocamento do sistema acontece
apenas horizontalmente devido a capacidade de compressao das molas que compoem as hastes.
Em outras palavras, a for¢a externa nao é suficientemente grande para superar a forga torsional
produzida pela mola central.

Figura 4.6: Movimento horizontal do sistema

Quando a for¢a externa estd proxima a atingir a intensidade A\ = 1, ocorre o estigio de
maior instabilidade do sistema. Para A = 1 o diagrama fisico permanece em equilibrio com a
horizontal (ndo ha envergadura), mas pequenas perturbacgoes podem ocasionar o fenomeno de
envergadura esperado (figura (4.7)).

Figura 4.7: Sistema fisico envergado

Neste ponto, o sistema pode continuar no equilibrio estavel 2 = 0 ou entrar em equilibrio
instavel correspondente as solugoes A, e A_. A solucao A, corresponde a solu¢ao sempre
instavel, por outro lado, a solu¢gao A_ permite uma regiao de estabilidde apds passar por um
trecho instavel.

Desta forma, para A > 1 tres solugoes sao possiveis, duas estaveis e uma instavel.
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4.5. ANALISE FiSICA DO CASO K < 2

4.5 Analise fisica do caso k£ < 2

O diagrama de bifurcacdo do caso k < 2 é

T A

Figura 4.8: Diagrama de bifurcacao para k=2e =10

A interpretacao fisica é que para A < 0.8 as hastes nao envergam. Dessa forma, o modelo
fisico movimenta-se apenas horizontalmente (figura 4.6), permanecendo estavel nesta posi¢ao.

Quando A > 0.8, trés solugoes sao possiveis, duas estaveis e uma instavel. Uma solugao
estavel corresponde a x=0, ou seja, o sistema nao enverga. A solucao A_ indica outra regiao
de estabilidade, neste caso o angulo  aumenta com o aumento da forca A. Por fim, a solucao
correspondente a A, é estavel, ou seja, perturbacoes nesta solucao leva o sistema para uma
solucao estavel e ali permanece.

AVA
AVAVEY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespml 12 13 14 15 1o 17 18



Apéndice A

Mudanca de coordenadas usando o

MAPLE

Mostramos, detalhadamente, os cdlculos necessarios para a obten¢ao do método clédssico
descrito na prova do Teorema (2.7.1).

Notagoes.

p2=7p';

p0 = p(0,0), a0 = a(0,0), etc.;

pu = py(0,0), puu = pu(0,0), etc.;

pl = px(0,0), pul = pyux(0,0), etc.;

T: desenvolvimento de Taylor de um germe dado;

c20, c2u, etc. : coeficientes da expansao de Taylor de p';

P00, P10, etc. : coeficientes da expansao de Taylor de P nao simplificados
PO, Pu, etc. : coeficientes da expansao de Taylor de P simplificados;
Q = sp';

Q00, Q10, QO1, etc. : coeficientes da expansao de Taylor de Q;
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APENDICE A. MUDANGA DE COORDENADAS USANDO O MAPLE

> restart:
Desenvolvimento de Taylor até ordem 4 de p2(u,l) em torno da origem.

> mTaylor(p2(u,l), [u,1],5):

T(u,1) :=p2(0,0)+D[1] (p2) (0,0)*u+D[2] (p2) (0,0) *1+1/2*D[1,1] (p2) (0,0) *u
~2+uxD[1,2] (p2) (0,0)*1+1/2*D[2,2] (p2) (0,0)*1~2+1/6+u~3*D[1,1,1] (p2) (0,
0)+1/2%u~2+D[1,1,2] (p2) (0,0) *1+1/2*u*1~2*D[1,2,2] (p2) (0,0)+1/6%1"3*D[2
,2,2] (p2) (0,0)+1/24*u~4xD[1,1,1,1] (p2) (0,0)+1/6*u~3+D[1,1,1,2] (p2) (0,0
)*¥1+1/4%u~2%1~2+D[1,1,2,2] (p2) (0,0)+1/6*u*1"3%D[1,2,2,2] (p2) (0,0)+1/24
*1"4xD[2,2,2,2] (p2) (0,0) :

Assim, os coeficientes do desenvolvimento de Taylor de p2(u,l) sao dados por
> coeftayl(T(u,l), [u,1]=[0,0], [0,0]):
c20:=p20:

coeftayl(T(u,1l), [u,1]=[0,0], [1,0]):
c2u:=p2u:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,1]):
c21:=p21:

coeftayl(T(u,l), [u,1]1=[0,0], [2,0]):
c2uu:=1/2*p2uu:

coeftayl(T(u,1), [u,1]1=[0,0], [1,1]):
c2ul:=p2ul:

coeftayl(T(u,1), [u,1]1=[0,0], [0,2]):
c211:=1/2%p211:

coeftayl(T(u,1), [u,1]1=[0,0], [0,3]):
c2111:=1/6%p2111:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [4,0]):
c2uuuu:=1/24*p2uuuu:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [3,1]):
c2uuul:=1/6*p2uuul:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [2,2]):
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c2uull:=1/4*p2uull:

coeftayl(T(u,1), [u,1]1=[0,0], [1,3]):
c2ulll:=1/6%p2ulll:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,4]):
€21111:=1/24*p21111:

> restart:
Coeficientes de p2.

> ¢20:=p20:
c20 := p20
c2u:=p2u:
c2u = p2u
c21:=p21:
c2l := p2l
c2uu:=1/2*p2uu:

1
c2uu = 3 p2uu

c2ul:=p2ul:
c2ul := p2ul
€211:=1/2%p211:

Blli= %p?!!
c2uuu:=1/6%p2uuu:

1
c2uuu = G p2uuu

c2uul:=1/2%p2uul:

1
cfuul = 3 p2uul
c2ull:=1/2*p2ull:

1
c2ull := 3 p2ull
€2111:=1/6%p2111:
1
c2lll = Ep?ii!

c2uuuu:=1/24*p2uuuu:

c2uuuu = ginHuuu

c2uuul:=1/6%p2uuul:

c2uuul := %p?uuuf

c2uull:=1/4*p2uull:
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APENDICE A. MUDANCA DE COORDENADAS USANDO O MAPLE

c2uull .= zlip,?uuﬂ
c2ulll:=1/6%p2ulll:

c2ulll := ép?ufli

€21111:=1/24%p21111:

1
c2llll = 21 p2llll

> restart:
> p0:=0:
Desenvolvimento de Taylor até ordem 4 de P(u,l) em torno da origem.

> P(u,l1):=p(a(u,l)*a(u,l)*u,l)*a(u,l):
T(u,1) :=mTaylor(P(u,l), [u,1],5):

coeftayl(T(u,l), [u,1]=[0,0], [0,0]):
P00 :=p0*al:

coeftayl(T(u,l), [u,1]=[0,0], [1,0]):
P10:=pO*au+pu*al0~3:

coeftayl(T(u,l), [u,1]=[0,0], [0,1]):
P0O1:=pO*al+pl*a0:

coeftayl(T(u,1l), [u,1]1=[0,0], [2,0]):
P20:=1/2xp0*auu+pu*a0”2*au+(1/2*a0 4*puu+2*xpu*a0*au)*a0:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [1,1]):
P11:=pl*au+pu*a0~2*al+pO*aul+(a0~2*pul+2*pu*ald*al)*al:

coeftayl(T(u,1), [u,1]1=[0,0], [0,2]):
P02:=pl*al+1/2%pll*a0+1/2%p0O*all:

coeftayl(T(u,1), [u,1]1=[0,0], [3,0]):
P30:=1/2*pu*a0~2*auu+(1/2*a0"4*puu+2*pu*al*au) *au+1/6*p0*auuu+
(2*a0~3*au*puu+pu*al*auu+1/6*a0”6*puuu+pu*au2) *a0:

P30 :=
1/2*xpu*a0~2*auu+(1/2*xa0"4*xpuu+2*pu*al*au) *au+ (2*a0”3*au*puu+pu*al*auu+
1/6*a0”6*puuu+pu*xau~2)*a0:

coeftayl(T(u,1), [u,1]1=[0,0], [2,1]):
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>
>
>
>
>
>
>
>

VvV VVVVYV VYV YV

P21:=1/2%pl*auu+pu*a0-2*aul+(a0~2*pul+ 2*kpuxaO*al)*au+ (1/2*a0”4*puu+
2*pu*al*au) *al+ 1/2*pO*auul+(2*a0”3*al*puu+2*a0*auxpul+ 2xpuxal*aul+
2xpuxauxal+ 1/2*a0~4*puul)*a0:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [1,2]):
P12:=pl¥aul+1/2%pu*a0~2%all+1/2+pll*au+ (a0~ 2*pul+2*pu*al*al)*al
+1/2%pO*aull+(1/2%a0~2+pull+pu*al”~2+2*a0*al*pul+pu*al*all)*a0:

coeftayl(T(u,1), [u,1]1=[0,0], [0,3]):
P03:=1/2*pl¥all+1/2*pll*al+1/6%p0*alll+1/6xplll*a0:

coeftayl(T(u,1l), [u,11=[0,0], [4,0]):
P40:=1/24*p0*auuuu+ (a0~ 5*au*puuu+pu*au*auu+l/3*purad*auuu+
a0~ 3*auu*puu+3*a0~2*au”2*puu+1/24*a0~8xpuuuu) *a0+
1/6*pu*a0”~2*auuu+1/2* (1/2*a0"4*puu+2*pu*al*au) xauu+
(pu*aO*auu+1/6%a0”6*puuu+2*al”3*auspuutpurau”2) *au:

coeftayl(T(u,1), [u,1]1=[0,0], [3,1]):
P31:=1/6%p0*auuul+1/2* (a0~ 2*pul+2*pu*al*al) xauu+
(1/2*a0"~4*puu+2*pu*al*au) *aul+1/6*pl*auuu+l/2*pu*xa0”2*auul+
(2*a0~3*al*puu+2*a0*aukpul+2*pu*ral*aul+2*purau*al+

1/2%a0"~4*puul) *au+ (pu*aO*auu+1/6*a0"6*puuu+2*a0”~3*aurpuu+purau~2) *al+
(6*a0~2*auxpuu*al+1/6*a0”6*xpuuul+2*a0”3*puul*au+
pu*a0*auul+au”2*pul+pu*al*auu+a0*auurpul+a0”5*al*puuu+2*pukauxaul+
2xa0"3*aul*puu) *a0:

coeftayl(T(u,1), [u,1]1=[0,0], [2,2]):
P22:=1/4*pll*auu+(a0~2*pul+2*pu*al*al)*aul+
1/2%(1/2*a0"~4xpuu+2*pu*a0*au)*all+(1/2*a0"2*pull+
pu*al~2+2*a0*al*pul+pu*aO*all) *au+
(2*a0~3*al*puu+2*al*auxpul+2*pu*al*aul+2*pu*xau*al+
1/2%a0~4*puul)*al+1/4*pO*auull+(1/4*a0~4*puull+2*a0”3*puul*al+
2*al*pul*au+3*a0”2%al”2*puu+2*al0*aul*pul+a0*au*pull+
a0~3*puu*all+pu*al*aull+purau*all+2*pu*al*aul)*al+
1/2*pl*auul+1/2*pu*a0~2*aull:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [1,3]):
P13:=1/6%plll*au+(1/2%a0"2*pull+pu*al”2+2*a0*al*pul+
pu*aO*all)*al+(aO*pul*all+1/3*pu*a0*alll+pu*al*all+al”2*pul+
a0*al*pull+1/6*pulll*a0~2)*a0+1/2*pll*aul+

1/2% (a0~ 2%pul+2*pu*al*al)*all+1l/2xpl*kaull+1l/6*pu*a0~2*alll+
1/6*pO*aulll:

coeftayl(T(u,1l), [u,1]=[0,0]1, [0,4]):
P04:=1/24%p1111%a0+1/6xplxalll+1/4*pll*all+1/6%plll*al+
1/24*p0*allll:

Colocando em evidéncia os coeficientes reais:

>

PO :=expand (P00) :
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APENDICE A. MUDANGA DE COORDENADAS USANDO O MAPLE

>

Pu:=expand (P10) :
P1:=expand (PO1) :

expand (P20) :
Puu:=2*expand (P20) :

Pul:=expand (P11) :

expand (P02) :
P11:=2*expand(P02) :

expand (P30) :
Puuu:=6*expand (P30) :

expand (P21) :
Puul:=2*expand(P21):

expand (P12) :
Pull:=2xexpand(P12) :

expand (P03) :
P111:=6*expand (P03) :

expand (P40) :

Puuuu:=24*expand (P40) :

expand (P31) :
Puuul : =6*expand (P31) :

expand (P22) :
Puull:=4*expand (P22) :

expand (P13) :
Pulll:=6*expand(P13):

expand (P04) :

P1111:=24*expand (P04) :

restart:

7
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APENDICE A. MUDANGA DE COORDENADAS USANDO O MAPLE 86

Lembrando que p0=0 e igualando os termos do desenvolvimento de Taylor de p2
na origem com os termos do desenvolvimento de Taylor na origem de P obtemos

> p20:
p2u:=pu*al~3:
p2l:=pl*a0:
p2uu:=6*pu*al0”~2*au+a0~5*puu:
p2ul:=pl*au+3*pu*al~2*al+a0~3*pul:
p211:=2*xpl*al+pll*a0:

p2uuu:=9*pu*al~2*auu+15*au*a0~4*puu+18*pu*al*au~2+a0”~7*puuu:

p2uul:=pl*auu+6*pu*a0”2*aul+6*au*a0”2*pul+12*xau*xpu*aO*al+5*al*a0"4*pu
u+a0”~5*puul:

p2ull:=2*pl*aul+3*pu*al”2*all+pll*au+6*al*a0”2*pul+6*xpu*al*al~2+a0"3x*
pull:

p2111:=3*pl*all+3xpll*al+plll*a0:

p2uuuu:=28*al~6*auxpuuu+72*a0*purau*auu+12*xpu*a0”~2*auuu+30*a0~4*auu*p
uu+120*a0”3*au”2*puu+al~9*puuuu+24*pu*au”3:

p2uuul :=9*auu*al~2*pul+pl*auuu+9*pu*al”2*auul+18*auu*pu*al*al+60*au*a
0~3*al*puu+7*al*a0~6*puuu+al0”7*puuul+15*aul*a0~4*puu+18*a0*au~2*pul+18
*pu*au”2*al+15*au*a0~4*puul+36*aul*pu*al*au:

p2uull:=6*pu*al~2*aull+pll*auu+2*pl*auul+a0~5*puull+6*au*a0”2*pull+24
*aul*puxaO*al+24*au*a0*al*pul+12*all*pu*aO*au+l2*aul*a0~2*pul+5*all*al
“4xpuu+12*aukpuxal”2+20*a0~3*al”2*puu+10*al*a0”~4*puul:

p2ulll:=plll*au+9*al*a0~2*pull+6*pu*xal~3+18*al0*al~2*pul+18*al*pu*al*a
11+9*a0"2*pul*all+2*pu*a0~2*alll+pulll*a0”~3+3*pll*aul+3*pl*aull+pu*al”
2xalll:

p21111:=pl111*a0+4*pl*alll+6*pll*all+4*plllxal:

> restart:
Desenvolvimento de Taylor de p4(u,l) na origem até ordem 4.

> T(u,1):=mTaylor(p4(u,l), [u,1],5):
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Assim, os coeficientes do desenvolvimento de Taylor de p2(u,l) sdao dados por

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0],[0,0]):
c00:=p40:

coeftayl(T(u,l), [u,1]=[0,0],[1,0]):
c10:=pdu:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0],[0,1]):
c01:=p4l:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0],[2,0]):
€20:=1/2%p4uu:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0],[1,1]):
cl1:=pdul:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0],[0,2]):
c02:=1/2%p41l:

coeftayl(T(u,1), [u,1]1=[0,0],[3,0]):
¢30:=1/6%*p4uuu:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0],[2,1]):
c21:=1/2%p4uul:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0],[1,2]):
c12:=1/2%p4ull:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0],[3,0]):
c03:=1/6%p4111:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0],[4,0]):
c40:=1/24*p4uuuu:

coeftayl(T(u,l), [u,1]=[0,0],[3,1]):
c41:=1/6*p4uuul:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0],[2,2]):
€22:=1/4*p4uull:
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coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0],[1,3]):
c13:=1/6*p4ulll:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0],[0,4]):
c04:=1/24%p41111:

> restart:
Desenvolvimento de Taylor na origem até ordem 4 de Q(u,l) = s(u,l)p2(u,l).

Q(u,1):=s(u,l)*p2(u,l):
T(u,1) :=mTaylor(Q(u,l), [u,1],5):

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,0]):
Q00:=80%p20:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0]1, [1,0]):
Q10:=s0*p2u+su*p20:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,1]):
Q01:=s0%p21+s1*p20:

coeftayl(T(u,1), [u,1]1=[0,0], [2,0]):
Q20:=1/2*s0*p2uu+su*p2u+1/2*xsuuxp20:
2xQ20:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [1,1]):
Q11:=sl*p2u+su*p2l+s0*p2ul+sul*p20:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,2]):
Q02:=s1%p21+1/2%s11*p20+1/2*s0*p211:
2xQ02:

coeftayl(T(u,1l), [u,1]1=[0,0], [3,01):
Q30:=1/2%su*p2uu+1/2*suu*p2u+1/6*s0*p2uuu+1/6*suuu*p20:
6*Q30:

coeftayl(T(u,1), [u,1]1=[0,0], [2,1]):
Q21:=1/2*%sl*p2uu+su*p2ul+sul*p2u+l/2*suu*xp2l+1/2*s0*p2uul+1/2*suul*p2
0:

2%Q21:
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coeftayl(T(u,1l), [u,1]1=[0,0], [1,2]):
Q12:=s1*p2ul+1/2%suxp211+1/2*s1l*p2u+sul*p21+1/2*s0*p2ull+
1/2%sull*p20:

2%Q12:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,3]):
Q03:=1/2*s1*p211+1/2%s11*p21+1/6*s0%p2111+1/6%s111%p20:
6*Q03:

coeftayl(T(u,1l), [u,1]1=[0,0], [4,0]):
Q40:=1/24*s0*p2uuuu+1/24*suuuu*p20+1/6*su*p2uuu+1/4*suu*puu+
1/6*suuu*p2u:

24%Q40:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [3,1]):
Q31:=1/6%s0*p2uuul+1/2*sul*p2uu+l/2*suu*p2ul+1/6*sl*p2uuu+
1/2*su*p2uul+1/2*suul*p2u+1/6*suuu*p21l+1/6*suuul*p20:

6%Q31:

coeftayl(T(u,1), [u,1]1=[0,0], [2,2]):
Q22:=1/4*s11*p2uu+sul*p2ul+1/4*suuxp21l1+1/2*sull*pu+
1/2*suul*p21+1/4*s0*p2uull+1/4*suull*p20+1/2*sl*p2uul+
1/2*su*p2ull:

4%Q22:

coeftayl(T(u,l), [u,1]1=[0,0], [1,3]):

Q13:=1/6%s111*p2u+1/2*sull*p21+1/6*sulll*p20+1/2%sll*p2ul+
1/2%sul*p211+1/2*s1*p2ull+1/6*su*p2111+1/6*s0*p2ulll:

6*Q13:

coeftayl(T(u,1), [u,1]=[0,0], [0,4]):
Q04:=1/24%s1111%p20+1/6*s1*p2111+1/4%s11*p211+1/6*s111l*p2l+
1/24*50*p21111:

24x%Q04:

restart:
valores dos p4’s em fungao dos p2’s sao

p20:=0:
p40:=s0*p20:
p4u:=s0*p2u+su*p20:

p41:=s0*p21+s1*p20:
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p4uu:=s0*p2uu+2*su*p2u+suu*p20:
p4ul:=sl*p2u+su*p21l+s0*p2ul+sul*p20:
p411:=2%s1*p21+s11*p20+s0*p211:

p4uuu: =3*suxp2uu+3*suu*xp2u+s0*p2uuu+suuu*p20:

p4uul : =sl*p2uu+2*su*p2ul+2*sul*p2u+suu*p2l+s0*p2uul+suul*p20:
p4ull:=2*sl*p2ul+su*p211+s1l*p2u+2*sul*p2l+s0*p2ull+sull*p20:
p4111:=3*s1*p211+3*s11*p21+s0*p2111+s111*p20:

p4uuuu : =s0*p2uunuu+suuuu*p20+4*suxp2uuu+6*suukp2uu+d*suuu*p2u:

p4uuul : =s0*p2uuul+3*sul*p2uu+3*suu*p2ul+sl*p2uuu+3*su*p2uul+3*suul*p2
utsuuuxp2l+suuul*p20:

p4uull:=sll*p2uu+d*sul*p2ul+suu*p211l+2*sull*p2u+2*suul*p21+s0*p2uull+
suull*p20+2*sl*p2uul+2*su*p2ull:

p4ulll:=slll*p2u+3*sull*p21+3*sll*p2ul+3*sul*p211+3*sl*p2ull+su*p2111
+s0*p2ulll:

p41111:=51111%p20+4*s1*p2111+6*s1l*p211+4*s111%p21+s0*p21111:
restart:

valores dos p2’s em funcao dos p’s sao

p0:=0:

p20:=p0*a0l:

p2u:=pO*au+pu*al0~3:

p2l:=pO*al+pl*a0:

p2uu:=6*pu*al~2*au+a0”5*puu:

p2ul:=pl*xau+3*pu*al~2*al+a0~3*pul:

p2ll:=2*pl*al+pll*a0:
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p2uuu:=9*pu*al0”2*auu+15*au*a0”~4*puu+18*pu*xald*au~2+a0~7*puuu:

p2uul:=pl*auu+6*pu*xa0~2*aul+6*au*al”~2*pul+12*au*xpu*al*al+5*al*a0”4*pu
u+a0~5*puul:

p2ull:=2*pl*aul+3*pu*a0~2*all+pll*au+6*al*a0”2*pul+6*pu*al*al~2+a0~3*
pull:

p2111:=3*pl*all+3*pll*al+plll*a0:

p2uuuu:=28*a0~6*au*xpuuu+72*pu*al0*au*rauu+12*pu*ald”2*xauuu+30*a0~4*auu*p
uu+120*a0~3*au”2*puu+al”9*puuuu+24*puxau~3:

p2uuul:=9*auu*a0~2*pul+pliauuu+9*pu*al”2*auul+18*auurpural*al+60*au*a
0~ 3*al*puu+7*al*a0”6*puuu+a0”~7*puuul+15*aul*a0”4*puu+18*a0*au~2*pul+18
*pukxau~2*al+15*au*a0”4*puul+36*aul xpu*xalO*au:

p2uull:=6*pu*a0~2*aull+pll*auu+2*pl*auul+a0~5*puull+6*au*a0~2*pull+24
*aul*pu*aO*al+24*auxa0*al*pul+12*all*pu*aO*au+12*aul*a0”2*pul+5*all*a0
“4xpuu+12*au*pu*xal”2+20*a0~3*al"2*puu+10*al*a0~4*puul:

p2ulll:=plll*au+9*al*a0~2*pull+6*pu*al~3+18*a0*al”~2*pul+18*al*pu*al*a
11+9*a0~2*pul*all+2*pu*xa0”~2*alll+pulll*a0~3+3*pll*aul+3*pl*aull+pu*al”
2%alll:

p21111:=pl111*a0+4*pl*alll+6+pll*all+4*plllxal:

valores de p4’s em funcao dos p’s sao

p40:=0:

p4u:=s0*p2u:

p4l:=s0*p2l:

p4uu:=s0*p2uu+2*su*xp2u:
p4ul:=sl*p2u+su*p2l+s0*p2ul+sul*p20:
p41l:=2%s1*p21+s0*p211:

p4uuu: =3*su*p2uu+3*suuxp2u+s0*p2uuu:

p4uul :=sl*p2uu+2*suxp2ul+2*sul*p2u+suu*p21l+s0*p2uul:

p4ull:=2*xsl*p2ul+su*p211+s1l*p2u+2*sul*p21l+sO0*p2ull:
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p4111:=3*s1*p211+3*sll*p21+s0*p2111:

p4uuuu: =s0*p2uuuu+4*su*p2uuu+6*suu*p2uu+d*suuu*p2u:

p4uuul : =s0*p2uuul+3*sul*p2uu+3*suuxp2ul+sl*p2uuu+3*suxp2uul+3*suul*p2
u+suuuxp2l:

p4uull:=sll*p2uu+4*sul*p2ul+suu*p211l+2*sull*p2u+2*suul*p2l+1/2*s0*p2u
ull+sl*p2uul+su*xp2ull:

p4ulll:=slll*p2u+3*sull*p21+3*sll*p2ul+3*sul*p211+3*sl*p2ull+su*p211l
+s0*p2ulll:

p41111:=4*s1*p2111+6%s11%p211+4+s111%p21+s0%p21111:

> restart:
Primeira Forma Normal
> p40 := 0:
> p4u := sO*puxal~3;
p4u := s0 pu a0®
> p4l := sO*pl*a0l;
p4l := s0 pl a0
Simplificagcdo de p4uu por au.
p4uu := sO0x(6xpuxal~2*au+a0”~5*puu)+2*su*xpu*ald”~3:
solve(p4uu,au):
au:=-1/6*a0* (s0*a0~2*puu+2*su*pu) /s0/pu:
expand (p4uu) :
Simplificacdo de p4ul por su.
> p4ul := sl*pu*a0~3+su*pl*xa0+s0*(pl*au+3*pu*al”~2*al+a0”3*pul):
> solve(p4ul,su):
> su:=-1/4*a0*(6*sl*pu”2*a0-s0*pl*a0*puu+18*s0*pu~2*al+6*s0*a0*pul*pu)/
> pu/pl:
> expand(p4ul):
Simplificagao de p4ll por sl.
p4ll := 2*sl*plxa0+s0*(2*plxal+pll*a0):
solve(p4ll,sl):
sl:=-1/2%s0*(2*pl*al+pll*a0)/pl/a0:
expand (p411) :

Simplificagao de p4uuu por suu.

> pé4uuu :=

> 3*sux(6xpuxal”2*au+al”5*puu)+3*suu*pu*xald”3+s0* (9*pu*al~2*auu+15*au*al”
> 4xpuu+18%puxal*au~2+a0”~7*puuu) :
>

expand (p4uuu) :
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cm

solve (p4uuu, suu) :
suu:=1/12/a0*s0% (144*a0~3*pu~4*al~2*pl~2-72*a0"4*pu~4*al*pl*pll-60*a0
“4*puuxpl”3*pu”2*al+144*a0~4*pu”~3*al*pl-2xpul+9*a0-5*xpu”4*pll~2+15%a0"
S5*xpuu*pl”2*pu~2*pll-36*a0~5*pu”3*pll*pul*pl+12*a0~5*xpuu~2*pl~4-30*a0~5
*puu*pl”3*pul*pu+36*a0~5xpul~2*pu”2%pl~2-36*pu~2*auu*pl”~4-4*a0"S*xpuuux*
puxpl~4)/pu”2/pl~4:
expand (suu) :
simplify(p4uuu) :
Simplificacao de p4uul por auu.
p4uul :=
slx(6*pu*xa0”2*au+a0”~5*puu)+2*sux (pl*xau+3*pu*a0”2*al+a0”3*pul)+2*sul*pu
*a0~3+suu*pl*a0+s0* (pl*auu+6*pu*al~2*aul+6*au*al”2*pul+12*au*pu*al*al+
5*xal*a0”4*puu+a0~5*puul) :

expand (p4uul) :

solve(p4uul,auu) :

auu:=1/48*a0"2/pl~4* (27*s0*a0~3*pu~4*pll~2+21%s0*a0~3*pl~4*puu”2+48%*s

ul*pu~3*a0*pl~3-144*s0*a0*pu~4*pl~2xal~2-72*s0*a0 " 2*pu~4*plxal*pll+24*
s0*a0~2*pu~2*pl~3*al*puu+24*s0*a0~3*pu”2*pll*pl~2*puu-72%s0*a0”3*pu”3*
pll*pul*pl-60*s0*a0~3*pl~3*puu*pul*pu+36*s0*a0~3*pul~2*pu~2*pl~2+144*s
0*pl~3*pu~3*aul-8*s0*a0” 3*xpuuuxpu*xpl”~4+24*s0*pl~3*pu~2*a0~3*puul) /pu-2
/s0:

simplify (p4uul) :

Simplificagao de p4ull por aul.

p4ull :=

2*s1* (pl*au+3*pu*xal~2*al+a0”3*pul) +su* (2*pl*al+pll*a0)+sll*pu*al”3+2%s
ul*pl*a0+s0* (2*pl*aul+3*pu*a0~2*all+pll*au+6*al*a0”~2*pul+6*pu*al*al”2+
a0~ 3*pull) :

expand (p4ull) :

VNIV VYN Y NN YN N Y

solve(p4ull,aul):

aul:=-1/8/pl~3*a0* (4*s0*pl~3*al*a0*puu-32*s0*pl~2*al~2xpu~2-16xs0xpl*
al*pu~2%pll*a0+s0*pll*a0~2*pl~2*puu+3*s0*pll~2*a0~2%pu~2-10*s0*pll*a0”
2xpul*pu*pl+4*sll*pu”2*a0”2*pl~2+8*sul*pl”3*pu+12*s0*pu~2*a0*all*pl~2+
4*s0%a0~2*pull*pl~2*pu) /pu/s0:

simplify(p4ull):

Simplificacao de p4lll por sll.

p4l1ll :=

3%sl* (2*pl*xal+pll*a0)+3*s1llxpl*a0+s0*(3*plxall+3*pll*al+plll*a0):
expand (p4111) :

solve(p4111,s1l):
511:=-1/6*s0% (-12*%al~2%pl~2-6*a0*al*pl*pll-3*a0~2%pll~2+6*pl~2%a0*all
+2+pl*a0~2+plll) /pl~2/a0"2:
simplify(p4111):

Simplificagdo de p4uuuu por auuu.
p4uuuu :=
s0*(28*a0~6*au*puuu+72*pu*a0*au*auu+12*pu*a0”2*auuu+30*a0~4*auu*puu+12
0%a0~3*au”2*puu+al”9*puuuu+24xpuxau”3) +4*su* (9*puxal~2*auu+15*au*xa0”4*
puu+18*pu*xal*au~2+a0”~7*puuu) +6*suu* (6*xpu*al~2*au+al~5xpuu) +4*suuu*pu*a
0°3:

expand (p4uuuu) :

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

solve (p4uuuu,auuu) :
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auuu:=1/96*a0* (-32*suuu*pu~3*pl~6+576*a0~4*pu~5*pll*sul*pl~3+432*a0"~6

*pu~5*xpll*sO*pull*pl~2+56*a0"6*pu”3*pll*sO*puuu*pl~4+1440*a0”6*pu~4*pl
1*s0*pul~"2*pl~2-144*a0”6*pu”4*pll*xsO*pl~3*puul+576*a0~4*pul*pu”5*pl~3x
s80%al~2-1728*a0 " 5*pul*pu”5*pl~3*s0*all+288*a0 6*pul*pu”5*pl~2*s0*plll-
11562*a0~4*pul*pu~4*pl~4*sul-864*a0~6*xpul*pu~4*pl~3*s0*pull-112*a0~6*pu
1xpu~2*pl~5*s0*puuu+192*a0~6*xpul “3*pu”~3*pl~3*s0+288*a0~6*pul*pu”3*pl~4
*50*puul+363*a0~6*pl~2*puu*sO*pu~4*pll~2+480*a0"5*pl~5*puu”2*sO*pu”2+*a
1-1248*a0"4*pl~4*puu*sO*xpu~4*al~2-960*a0~5*pl ~3*puu*sO*pu~4*al*xpll-90*
a0”6*pl~4*puu”2*s0*pu”2*pll-444*a0~6*pl~3*puu*sO*pu”3*pll*pul+720%a0~5
*pl~4*puu*pu~4*s0*all-120*a0"6*pl~3*puu*pu~4*s0*pll1+480*a0~4*pl~5*xpuu
*sul*pu”3+360*a0~6*pl~4*puu*pu”3*s0*pull+80*a0~6*pl~6*puu*sO*puuu*pu+4
20*a0"6*pl~5*puu”2*s0*pul*pu-564*a0~6*pl~4*puu*sO*pul “2*pu~2-120*a0~6*
pl~5*puu*sO*pu”2*puul-2736*a0~5*pu~6*al*pl*sO*xpll~2+3168*a0~4*xpu~6*al”
2xpl1~2*s0*pl1+5760*a0~5*pu~5*al*pl~2*s0*pll*pul-3456*a0~4*pu~6*al*pl~3
*30%all+576*%a0~5*xpu~6*al*xpl~2*s0*pll1-1728*a0 " 5*pu~5*al*pl~3*s0*pull-2
24xa0~5*xpu~3*al*pl~5*xs0*puuu-672*a0~5*pu~3*al*pl~4*sO*puuxpul-576*a0~5
*pu”4*al*pl~3*s0*pul”2+576*%a0"5*pu~4*al*pl~4*s0*xpuul-1584*a0~6*xpu”5*pl
172%s0*pul*pl+864*a0~5*xpu”~6*pll*xsO0*all*pl~2+4992*%a0~3*pu~6*al”~3*pl~3*s
0-2304*a0"3*pu~5*al*pl~4*sul-144*a0~6*pu~6*pll*sO*pl*plll-8*al0~6*puuuu
*pu”2*pl~6%s0-117*a0"6*pl~6*pun”~3*s0+408*a0~6*pu~6*pll~3*s0) /pu~3/pl~6
/s0:

simplify (p4uuuu) :

Simplificagao de p4uuul por suuu.

p4uuul :=

s0* (9*auu*al”2*xpul+pl*auuu+9*pu*a0”2*auul+18*auu*pu*al*al+60*au*ad”3*a
1xpuu+7*al*a0~6*puuu+al”7*puuul+15*aul*al0”~4*puu+18*al0*au”2*pul+18*pu*a
u~2+al+15*au*a0”4*puul+36*aul*pu*al*au)+3*sul* (6*pu*al”2*au+a0~5*puun)+
3*xsuux (pl*au+3*pu*al~2*al+a0~3*pul)+sl* (9*pu*al~2*auu+i15*au*xal~4*puu+l
8*pu*al*au~2+a0”~7*puuu) +3*su* (pl*xauu+6*pu*a0”2*aul+6*au*a0~2*pul+12*xau
*pu*xal0*al+5*al*a0”~4*puu+a0~5*puul) +3*suul*pu*a0”~3+suuu*pl*a0l:

V VVVVVVVVVVVVVVYVVVYVYYVYVY

expand (p4uuul) :

solve(p4uuul, suuu) :
suuu:=-1/64*a0/pl-6*(-63*a0"5*pl~6*puu~3*s0+30*a0 " 5*pu~6*pll~3*s0+544
*al*a0~4*puuu*s0*pu”3*pl~5+864*pu~4*auul*s0*pl~5+96*a0~S5*xpuuul*sO*pu”3
*pl~5+1170*a0~5*pul*pu”~5*pl*s0*pll~2+1632*a0"4*pul*pu”~3*pl~4*s0*al*puu
-2016#%a0"3*pul*pu”5%pl~3*s0*al~2-11520%a0"4*pul*pu”5*pl~2*s0*al*pll+20
40*a0”"5*pul*pu”3*pl~3*s0*pll*puu-2448+*a0~5*xpul"2*pu~4*pl~2*s0*pll+1728
*a0~4*pul*pu”5*pl~3*s0*all-288*a0~5*pul*pu”5*pl~2*s0*pl11+2304*a0~3*pu
1xpu~4*pl~4*sul+864*a0”~5xpul*pu~4*pl~3*s0*pull-112*a0~5*pul*pu”2*pl~5x
sO*puuu-132*a0~5*pul~2*pu”2*pl~4*s0*puu-24*a0~5*xpul " 3*pu~3*pl~3*s0+294
*a0"5*xpul*pu*pl”~5*s0*puu”2+144*a0~5*pul*pu”3*pl~4*s0*puul-288*a0~3*pu”
5*pll*sul*pl~3+216*a0~5*pu~5*pll*sO0*pull*pl~2+32*a0~5*pu”~3*pll*sO*puuu
*pl~4-288*a0”5*pu”4*pll*s0*pl~3*puul-771*%a0~5*pl~2*puu*sOxpu~4*pll~2-1
248*a0"4*pl~5*puu”2*s0*pu”2*al+4656*a0~3*pl~4*puu*sO*pu~4*al~2+2064*a0
“4xpl~3xpuu*sO*pu~4*al*xpll-216*a0~5*xpl~4*puu”2*sO*pu~2*pll-1152*xa0~4*p
17 4xpuu*xpu”~4*s0*all+192*a0~5*pl~3*puu*pu~4*s0*plll-1248%a0~3*pl~S*puux*
sul*pu~3-576*a0~5*pl~4*puu*pu”3*s0*pull+56*a0~5*pl~6*puu*sO*puuu*pu-26
4xa0"5%pl~5*puu*sO*pu”2*xpuul+4608*a0~4*pu~6*al*pl*s0*pll~2-11952%a0"~3*
pu~6*al”2*pl~2*s0*pl1+8640%a0~3*pu~6*al*pl~3*s0*all-1440*a0"4*pu~6*al*
pl~2%s0%pl11+4320*a0~4*pu~5*al*pl~3*s0*xpull-576+a0~4*pu~4*al*pl~3*s0*p
ul~2-576*a0"4*pu~4*al*pl~4*s0*puul+432*a0~4*pu”6*xpll*sO*all*pl~2-17472
*a0"2%pu”6*al”3*pl~3*s0+8064*a0"2*xpu~5*al*pl~4*xsul-72*a0"5*pu~6*pll*s0
*pl*plll-8*a0~5*puuuu*pu”2*pl~6*s0+288*suul*pu~4*a0*pl~5) /pu~3:

simplify(p4uuul) :
Simplificacdo de p4uull por suul.

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
=
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
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=
>
>
>
>
>
>
>
-
=
>
>
>
=
>
>
>
>
g
>
>
>
b
>
>
>
>
>

p4uull :=

s1l*(6*xpu*a0~2*au+a0~5*puu)+4*sul* (pl*au+3*pu*al”~2*al+a0~3*pul)+suu* (2
*pl*al+pll*a0)+2*sull*pu*a0~3+2xsuul*pl*a0+1/2xs0* (6*pu*a0~2*xaull+pllx
auu+2*pl*auul+a0~5*puull+6*au*a0”2*pull+24*aul*pu*al*al+24*au*xa0*al*pu
1+12*all*pu*a0*au+12*aul*a0~2*pul+5*all*a0~4*puu+l2*au*pu*al~2+20*a0"~3
*al”2*puu+10*al*a0~4xpuul) +s1* (pl*auu+6*pu*al”2*aul+6*au*al~2*pul+12+a
uxpu*aO*al+5*al*a0~4*puu+a0~5*puul)+sux (2*pl*aul+3*pu*al~2*all+pll*au+
6*al*a0~2*xpul+6*pu*xal*al~2+a0~3*pull):

expand (p4uull):

solve(p4uull,suul):

suul:=-1/96% (-24*a0~5*pul*pl~2+pu~3*s0*plll+144%a0~3*pul*pl~4*pu~2*su
1-36*a0"5*s0*pull*pl~4*pu*puu+504*a0~4*s0*pull*pl~3*pu~3*al-72*a0"5*s0
*pull#*pl~3*pu”2*pul-1440*a0~2*al~3*pl~3*pu~4*s0-396%a0"4*al*pl~2*pu”3*
SO*pll*pul+576*a0~3*al*pl~3*pu~4*s0*all-264*a0”4*al*pl~2*pu~4*sO*plll+
1440*a0~2*al*pl~4*pu~3*sul+108*a0~4*s0*al*pul*pl~4*pu*puu+720*a0”3*s0x*
al"2*pul*pl~3*pu~3-252*a0~4*s0*al*xpul“2*pl~3*pu~2-360*all*a0"4*s0*pl~3
*pu”3*pul+144*pu”~3*a0”~2*aull*pl~4*s0+24*a0~5*puull*pl~4*pu~2*s0+84*all
*a0"4*puu*pl~4*pu”2*s30+264*a0~3*al”2*puu*pl”~4*pu”2*s0+24*al*a0 4*puul*
pl™4*pu”2*s0+30*pll*a0~4*s0*pu~2*pl~3*al*puu-2088*pll*a0~3*s0xpu~4*pl”
2*%al”2-99%pl1~2*a0"4*s0*pu~4*pl*al+12*pll~2*a0"5*xs0*pu”2*pl~2*xpuu-504*
pll”™2*a0"5*s0*pu~3*pul*pl+612*pll*a0”~4*pu~4*s0*all*pl~2-60*pll*al~5*pu
“4*s0*pl*pll1+312*pll*a0~3*sul*pu”3*pl~3+252*pll*a0”5*pu~3*s0*pull*pl”
2+8*pll*a0~5*sO*puuu*pu*pl~4+132*pll*a0~5xs0*puu*pl~3*xpul*pu+108*pll*a
075*s0*pul~2*pu”2*pl~2-21*pll*a0~5*s0*puu~2*pl~4-96*pll*a0~5*s0*pl~3*p
u”~2*puul+48*pl~S*auul*pu”2*s0+225%pll~3*a0~5*s0*pu~4+24*a0~4*pl~5*al*s
O*puuu*pu-63*a0~4*s0*pl~5*al*puu”2+96*sull*pu~3*a0~3*pl~4-72%a0" 3*ksul*
pl-5*pu*puu+12*a0~5*s0*pu”2%pl~3*plll*puu)/pl~5/pu~2/a0:

simplify(p4uull):

Simplificagao de p4ulll por slll.

V VVVVVVVYVYV V V VVVVVYVY

p4ulll :=
s11l*pu*a0~3+3*sull*pl*a0+3*sll*(pl*au+3*pu*al~2*al+a0”3*pul)+3*sul*(2
*pl*al+pll*a0)+3*sl* (2xpl*xaul+3*pu*xa0~2+all+pll*au+6*al*al”2*pul+6*pux*
a0*al~2+a0~3*pull)+su*(3*pl*all+3*pll*al+plll*a0)+s0*(plll*au+9*al*a0”
2xpull+6*pu*al~3+18*a0*al”2*pul+18*al*pu*al*all+9*a0~2*pul*all+3*pu*al
“2xalll+pulll*a0~3+3*pll*aul+3*pl*aull):

expand (p4ulll):

solve(p4ulll,slll):
s111:=-1/4/p1~2*(36%al*a0”~2*pull*pl~2*pu*xs0-78*pll*a0*s0*pl*al”2*pu”2
+42xpl1~2*a0”"2*s0*al*pu~2+6*pll~2*a0~3*s0*pul*pu-6*pll*a0~2*xs0*pu~2*al
1#pl+12*pll*a0*sul*pl~2*pu-6*pll*a0~3*sO0*pull*pl*pu+12*sull*pl”3*al0*pu
+6xpl~3*al”~2*s0*al0*puu-72*pl*al*s0*pll*a0”2*pul*pu-24*pu”2%al~3*pl~2*s
0+12*pl~3*aull*pu*s0+48*pl~3*al*sul*pu+6*s0*pl~3*a0~2*all*puu+36*al*al
"2xpul*pl”2*pu*xs0-24*al*pu”2*a0*all*pl”~2*s0+12%pu~2*a0~2*alll*pl~2*s0+
4*pulll*a0~3*pl~2*pu*s0+plll*a0~3*s0*pl~2*puu-28*plll*a0~2*sO*pl*pu”2*
al+3*pll1*a0~3*s0*pu~2*pll-10%plll*a0~3*s0*pl*pul*pu+6*pll*a0~2*xs0*pl”
2xal*puu) /pu~2/a0~3:

simplify(p4ulll):

Simplificagao de p4llll por alll.

>

p4111l :=
4xs1* (3xpl*xall+3*pll*al+plll*a0)+6*s1ll*(2*pl*al+pll*a0)+4*slll*pl*al+s
0% (pl111*a0+4*pl*alll+6*pllxall+dxplllxal):

expand (p41111):

solve(p41111,alll):
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alll:=-1/8%(-48*pu~2*al~3*pl~3*s0+6*s0*pl~4*a0~2*all*puu-72*s0*a0~2*a
1xpl~2*pll*pul*pu+6*s0*al”2*pl~4*a0*puu+48*sul*pl”4*pu*al+12*sull*pl~4
*a0*pu-6*pll*a0~3*s0*pull*pl~2*pu+12*pll*a0*sul*pl~3*pu+36*pll~2*al "2
sO*pl*al*pu”2+6*pll~2*a0~3*sO0*pul*pu*pl+6*pll*a0~2*s0*pl~3*al*puu-90*p
11*a0*s0*pl~2*al”2*pu”2+plll*a0~3*s0*pl~3*puu-24*plll*a0~2*s0*pl~2*pu”
2*%al-3*pll~3*a0~3*s0*pu~2+36*al0*al”2*xpul*pl~3*pu*s0+4*xpulll*a0~3*pl~3*
puxs0+12*pl~4*aull*pu*xs0+36*al*a0~2*pull*pl~3*pu*s0+7*plll*a0~3*sO*plx
pu”2*pll-10*plll*a0~3*s0*pl~2*pul*pu-pu”2*a0~3*pl~2*s0*pllll) /pl~3/a0"
2/pu~2/s0:

simplify(p41111):

vV VVV VVVV VYV

> restart:
Segunda forma normal
> pl:=0:
> p40 := 0:
> p4u := sO*xpu*xa0~3;
p4u = s0 pu a0?®
> p4l := sOxplx*a0l:
Simplificacao de p4uu por au.
p4uu := sO*(6*puxal”2*au+al”5*puu)+2*su*rpu*a0”3:
solve(p4uu,au):
au:=-1/6*a0* (s0*a0~2*puu+2*su*pu)/s0/pu:
expand (p4uu) :
Simplificagcao de p4ul por al.
> p4ul := sl¥pu*a0~3+suxpl*a0+s0x*(pl*au+3*pu*al~2*al+a0~3*pul):
solve(p4ul,al):
al:=-1/3*a0*(sl*pu+s0*pul) /s0/pu:
expand (p4ul) :
p4ll := 2xsl*pl*a0+s0*(2*pl*al+pll*al):

p41l := 2xsl*plxa0+s0*(2*pl*al+pll*al);
p4ll := s0 pll a0

Simplificagcao de p4uuu por suu.

p4uuu :=

3*sux (6xpu*al0”2*au+al”5*puu) +3*suuxpu*a0”3+s0* (9*pu*a0~2*auu+15*au*a0”
4xpuu+18*pu*alO*au~2+a0”~7*puuu) :

expand (p4uuu) :

solve (p4uuu,suu) :

suu:=-1/3/a0/s0* (-4*a0*su”~2*pu~2+9*pu”2*auu*xs0~2-2%a0 " 5*puu~2*s0~2-3*
a0~ 3*puu*s0*su*pu+a0~5*puuu*pu*s0~2) /pu~2:

expand (suu) :

VvV OV VYV VOV VY VY

simplify (p4uuu) :

AVA
AVAVEY
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Simplificagao de p4uul por aul.

p4uul :=

sl* (6*pu*a0~2*au+a0~5*xpuun) +2*su* (pl*au+3*pu*al0”~2*al+a0~3*pul)+2*xsul*pu
*a0~3+suu*pl*a0+s0x* (pl*xauu+6*pu*al”~2*aul+6*au*al”2xpul+i2*xau*puxad*al+
5*al*a0”~4*puu+al0”~5*puul) :

expand (p4uul) :

solve(p4uul,aul):
aul:=-1/18%a0/s0"2* (-8*su*pu~2*sl+6*sul*pu”2*s0+3*a0~ 2*puul*pu*s0~2-6
*s072%a0 " 2*puu*pul-2*su*pu*s0*pul-3*s0*a0~2*xpuu*sl*pu) /pu~2:

VOV VOV OV VYV VY

simplify(p4uul) :

Simplificagao de p4ull por all.

p4ull :=

2%sl* (pl*au+3*pu*a0~2*al+a0~3*pul)+sux (2%pl*al+pll*a0)+sll*pu*a0”~3+2*s
ul*pl*a0+s0* (2*pl*aul+3*pu*a0~2*all+pll*au+6*al*a0”2*pul+6*pu*a0*al”2+
a0~ 3*pull) :

expand (p4ull) :

solve(p4ull,all):

all:=-1/18/a0/s0" 2% (-8*a0"2*s1"~2*pu~2+4*pll*sO*su*pu+6*sll*pu”2*a0~2%
s0+6*a0~2*pull*pu*s0~2-pll*s0~2*a0~2*puu-4*al0~2*pul*s0*sl*xpu-8+al~2*pu
1°2xs072) /pu~2:

simplify(p4ull) :

vV VVV V V VVVYV

Simplificagao de p4lll por sl.
p4lll :=
3*%s1x(2%pl*al+pll*a0)+3*sll*pl*a0+s0*(3*pl*all+3*pll*al+plll*a0):
expand (p4111) :
solve(p411l,sl):
sl:=-1/2%s0*(-pll*pul+plll*pu)/pu/pll:
simplify(p4111):

Simplificagdo de p4uuuu por auuu.

p4uuuu :=

s0* (28*a0"6*au*puuu+72*pukra0*au*auu+12*pu*a0”2*auuu+30*a0~4*auuxpuu+12
0*a0~3*au”2*puu+a0”9*puuuu+24*pu*au”3) +4*su* (9*pu*xal”2*auu+15*auxal~4x*
puu+18*pu*al*au”2+a0”~7*puuu) +6*suu* (6*xpu*al~2*au+a0”5*puu) +4*suuu*pu*a
0°3:

expand (p4uuuu) :

solve (p4uuuu,auuu) :
auuu:=-1/108/s0"3% (-42*a0 " 7*puuu*pu*s0~3*puu-12*a0~5*xpuuu*pu~2*s0"2*s
u+162*a0”~2*xauu*puu*pu”2*s0~3+432*pu”~3*auu*s0”2*su+29*s0~3*a0 "~ 7*puu~3-3
0%s072*a0"5*puu”2*su*pu-108*s0*a0~3*puu*su”2*pu~2-80*a0*su”3*pu”3+9*al
“Txpuuuu*pu”2*s0~3+36*suuu*pu”3*a0*s0~2) /pu~3:

simplify (p4uuuu) :

VoOVMVVVY VYOV VY VY Y
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Simplificagdo de p4uuul por auu.

p4uuul :=

sO* (9xauuxa0~2xpul+pl*auuu+9*pu*ral”2*auul+18*auuxpura0*al+60*au*xal”3*a
l1xpuu+7*al*a0~6*puuu+al”7*puuul+i5*aul*a0~4*puu+18*al*au”2*pul+18*pu*a
u~2*al+15*%au*a0~4*puul+36*aul*pu*al*au)+3*sul* (6*xpu*al”2*au+al~5*puu)+
3*suu* (pl*au+3*pu*a0~2*al+a0~3*pul)+sl*(9xpu*al”~2*auu+i15*au*al”4*puu+li
8*pu*al*au~2+a0”7*puuu) +3*su* (pl*auu+6*puxal0”2*aul+6*au*al”2*pul+12*au
*puxaO*al+5*al*a0”~4*puu+al”5*puul)+3*suul*pu*a0”3+suuu*pl*a0:

expand (p4uuul) :

solve(p4uuul,auu):
auu:=-1/18/s0"2*(12*a0*su~2*pu~3*plll-18*suul*pu”3*a0*s0*pll-54*pu”3*
auul*s0~2*pll-6*a0~5*puuul*pu”2*s0~2*pll+15*a0~5*puuu*pu*s0”2xpll*pul-
a0~ 5*puuu*pu”2*s0~2*pll1l-36*a0~3*puu*sO*suxpu*pul *pll+6*a0”3*puu*sO*su
*pu”~2*plll+18*a0~3*puu*sO*sul*pu”2*pll+24*a0~5*puu*xs0”2*puul*pu*pll-42
*a0"5*puu”2*s0”2*pul*pll+2*a0~5*puu~2*s0~2*plll*pu-12*a0*su”2*pu”~2*pll
*pul+18+%a0~3*puul*pu”2*s0*pll*su+48*a0*sul*pu”3*pll*su) /pu~2/(2+plll*p
u-3*pll*pul) :

simplify(p4uuul) :

V VV VVVVYV V V VVVVVYVY

Simplificagcao de p4uull por suul.

p4uull :=

s11x (6*pu*a0~2*au+a0~5*puu) +4*sul* (pl*au+3*xpu*al”2*al+a0”~3*pul) +suux* (2
*pl¥al+pll*a0)+2*sull*pu*al”3+2xsuul*pl*al0+1/2xs0* (6xpu*al~2*xaull+pllx
auu+2*pl*auul+a0~5*puull+6*au*al~2*pull+24*aul*pu*al*al+24*au*al*al*pu
1+12*all*pu*a0*au+l12*aul*a0”2*pul+b*all*a0~4*puu+l2*au*pu*al~2+20*a0"3
*al~2xpuu+10*al*a0~4*puul)+sl* (pl*xauu+6*pu*al”2*aul+6*au*al”2*pul+12+a
ukpu*al*al+5*al*a0”~4*puu+al”5*xpuul)+su* (2*pl*aul+3*pu*a0”2*all+pll*au+
6*al*a0~2*pul+6*pu*xal*al”2+a0~3*pull):

expand (p4uull) :

solve(p4uull,suul):

suul:=-1/90/s0% (-90%pl1~4%a0~3*puul*pu”2*s0*su-468*a0~5*xpul~2%pll~2%s
07 2*puu*plll*pu+459*a0~5xpul~3*pll~3*s0~2*puu+135%a0~"5xpul*pll*s0~2*pu
u*plll~2*pu~2-336*a0~3*pul~2*%pll~2*s0*su*pu”2*plll+180*a0~3*pul~3*pll”
3*s0*suxpu+228*a0~3*pul*pll*sO*suxpu~3*plll~2-36*a0~5*puull*s0~2xpu~3*
pll~2*pll1+54*a0~5*puull*s0~2*%pu”2*pll~3*pul+36*sll*pu”3*a0~5*pll~2*s0
*puu*xplll-54*sll*pu~2*a0”~5*pll~3*sO0*puu*pul+168*sll*pu~4*a0”~3*pll~2*su
*pl11-252%s11l*pu”3*a0~3*pll~3*su*xpul+468*a0~3*sO0*sul*pu”3*pll~2*pul*pl
11-324*%a0"3*s0*sul*pu”2%pll~3*pul "2-168*a0~3*s0*sul*pu~4*pll*plll~2+23
4xa0"5%s0"2*puul*pu~2*pll~2*pul*plll-270*a0~5*s0~2*puul*pu*pll~3*pul~2
-36%a0”"5*s0"2*%puul*pu”3*pll*plll~2-18*a0~5*s0" 2*puu*plll”3*pu~3-56*al”
3*s0*suxpu~4*plll~3-108*a0~5*pull*s0~2*pu*pll”3*puu*pul+24*a0~3*pull*s
0*pu~3*pll~2%su*plll-36*a0~3*pull*sO*pu~2%pll~3*su*xpul+72*a0~5*pull*s0
“2%pu”2*pll”2*puu*plll-240*pll~4*a0*sul*pu”3*su+30*pll~4+*a0”5*puuul*pu
"2*%s5072-111*pl1~4*a0~5*puuu*pu*s0”2*pul+29*pll1~3*a0~S*xpuuu*pu”2*s0~2*p
111+240*pl1~4*a0~3*puu*sO*suxpu*pul-70*pll~3*a0~3*puu*sO*su*pu~2*plll-
90*pll~4*a0~3*puu*sO*sul*pu”2-120*pll~4*a0~5*xpuu*s0”2*puul*pu+291*pll”
4%a0"5*puu”~2*s0~2*pul-64*pll~3*a0~5*xpuu~2*s0”"2xplll*pu+144*pll~4*a0*su
"2*pu”2*pul-216*pu”4*a0”2*aull*s0~2%pll~2*pll1+324*pu~3*a0~2*aull*s0~2
*pll~3*pul-116*pll~3*a0*su~2*pu~3*plll+270%*pll~4*pu”~3*auul*s0~2-144*su
11*pu~4*a0~3*s0*pll~2*pll1+216*sull*pu”3*a0~3*s0*pll~3*pul) /pu~3/pll~4
/a0:

simplify(p4uull) :

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
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Simplificagcdo de p4ulll por slll.

p4ulll :=
s1lll*pu*a0~3+3*sull*pl*a0+3*sll*(pl¥au+3*pu*a0”~2*al+a0~3*pul)+3*xsul*(2
*pl¥al+pll*a0)+3*sl*(2*pl*aul+3*pu*al”2*all+pll*au+6*al*al~2*pul+6*pux
a0*al~2+a0"~3*pull)+su*(3*pl*all+3*pll*al+plll*a0)+s0* (plll*au+9*al*a0”
2*pull+6*pu*al”3+18+*a0*al”2*pul+18*al*pu*al*all+9*al~2xpul*all+3*pux*al
"2*alll+pulll*a0~3+3*pll*aul+3*pl*aull):

expand (p4ulll):

solve(p4ulll,slll):

s111:=-1/36/a07 2% (72*pl1~4*sul*pu”2+162%a0"2*pul~3*s0*pll~3-14%a0"2xs

O*plll~3*pu~3+48*pll~3*su*pu”2*plll-72*pll~4*su*pu*xpul-90*a0~2*pul~2*s
O*pll~2*plll*pu+54*a0~2*s0*pll*pul*plll~2*pu~2+72*s1l*pu~3*a0”~2*pll~2x
pl11-108*sll*pu”2*a0~2*pll~3*pul+18*a0~2*pull*pu”2*s0*pll~2*plll-162*a
072%pull*pu*s0*pll~3*pul-9%pll~3*s0*a0~2*puu*plll*pu+45*pll~4*s0*a0~2x*
puu*pul+108*pu~3*al0*alll*pll~3*s0+36*pulll*a0~2*pu~2%pll~3%s0-18*pll~4
*a0~2*puul*pu*s0) /pu~3/pll~3:

simplify(p4ulll):

VEONRONE NN NE ONE NG N W NE NP

Simplificagao de p4llll por alll.

> p4llll :=
4%s1#*(3*xpl*all+3*pll*al+plll*a0)+6*s1ll*(2*pl*al+pll*a0)+4*slll*pl*al+s
0*(pll11*a0+4*pl*alll+6*pll*all+4*plll*al):

expand (p41111):

solve(p41111,s1l):
s11:=1/12/p1172*(-3*a0~2%pul~2*s0*pll~2-6*a0~2*s0*pll*pul*plll*pu+5*a
0~2%s0%p111~2%pu~2-3*pl1l11*a0~2+s0*pll*pu2+4+pll~3*surpu+6+a02+pullx
pu*s0*pll~2-pl1~3*s0%a0~2*puu) /a0~2/pu~2:

simplify(p41111):

> restart:
Terceira Forma Normal
pu:=0:
p40 := 0:
p4u := sOxpu*xa0~3:
p4l := sO*pl*a0l;
p4l:= s0 pl a0
p4uu := sO0x*(6*puxal0”2*au+a0”~5*puu)+2*su*pu*xa0”3;

p4uu := 30 a0® puu
Simplificacao de p4ul por su.
p4ul := slxpu*xa0~3+su*pl*a0+s0*(pl*au+3*pu*al~2*al+a0~3*pul):

solve(p4ul,su):
su:=-s0*(pl*au+a0~3*pul)/pl/a0:
expand (p4ul) :
Simplificacao de p4ll por sl.
> p4ll := 2xsl*pl*a0+s0*(2*pl*al+pll*a0):
> solve(p4ll,sl):

AVA
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> s8l:=-1/2%s0*(2%pl*al+pll*a0)/pl/a0:
> expand(p4ll):
Simplificagcdo de p4uuu por au.
p4uuu :=
3*su* (6*xpuxa0~2*au+a0~5*puu) +3*suu*pu*a0”3+s0* (9*xpu*al”2*auu+15*au*al”
4xpuu+18*pu*xal*au”2+a0~7*puuu) :
expand (p4uuu) :
solve (p4uuu,au) :
au:=-1/12%a0"3* (-3*puu*pul+puuu*pl) /pl/puu:
simplify (p4uuu) :
Simplificagcao de p4uul por auu.
p4uul :=
slx (6xpuxal~2*au+a0”~5*puu)+2*su* (pl*xau+3*pu*al~2*xal+a0~3*pul)+2*sul*pu
*a0~3+suuxpl*al0+s0* (pl*auu+6*pu*al”2*aul+6*au*a0”2*pul+12*auxpu*al*al+
5*xal*a0”4*puu+a0”5*puul) :
expand (p4uul) :
solve(p4uul,auu):
auu:=1/72%a0* (-288%s0*a0"3*puu~3*pl*al+36*s0*xa0~4*puu”3*pll+117*s0*a0
“4xpuu” 2*xpul~2+6*s0*a0” 4*xpuuxpul *puuuxpl+sO0*a0~4*puuu”2*pl~2-72*suu*pl
"2*puu”2-72*s0*a0”~4*puu”2*puul*pl) /puu~2/pl~2/s0:
simplify(p4uul) :
Simplificagao de p4ull por aul.
p4ull :=
2*%s1* (pl*au+3*pu*a0~2*al+a0”~3*pul) +su* (2*pl*al+pll*a0)+sll*pu*a0~3+2*s
ul*pl*a0+s0* (2*pl*aul+3*pu*al”2*all+pll*au+6*al*a0”~2*xpul+6*pu*xal*al”2+
a0~ 3xpull):
expand (p4ull):

vV VVV V V VVVYVY

solve(p4ull,sul):
sul:=-1/24%s0*(12*al*a0"~2*pul*pl*puu+4*a0~2*pl~2*al*puuu-27*pll*a0”3*
puu*pul+pll*a0~3*puuu*pl+24*pl~2*aul*puu+12*a0~3*pull*pl*puu)/pl~2/puu
/a0:

simplify(p4ull):

Simplificacao de p4lll por sll.

p4lll :=
3xsl*(2xpl*al+pll*al)+3*s1ll*pl*a0+s0*(3*xpl*xall+3*pll*al+plll*a0):
expand (p4111) :

solve(p4111,s1l):
s11:=-1/6*s0%(-12*pl~2*al~2-6*pl*al*pll*a0-3*pll~2*a0”~2+6*pl~2*al0*all
+2*pl*a0~2%plll) /pl~2/a0"2:

simplify(p4111):

Simplificagdo de p4uuuu por suu.
p4uuuu :=
sO* (28%a0~6*auxpuuu+72*pu*a0*aukxauu+12*pu*xal”2*xauuu+30*a0”~4*auu*puu+12
0%*a0~3*au”2*puu+al”9*puuuu+24*pu*au”3) +4*su* (9*pu*xal~2*auu+i5*au*al~4*
puu+18*pu*al*au~2+a0"7*puuu) +6*suu* (6*pu*al”~2*au+al”~5*puu) +4*suuu*pu*a
0°3:

expand (p4uuuu) :

>
>
>
g
>
>
>
>
>
>

solve (p4uuuu,suu):
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> suu:=1/144%s0%*a0" 3% (42*xa0*puu*pul*puuu*pl-7*a0*puuu”2*pl~2-720*puu”3x*
> pl*al+90*a0*puu”3*pll+225*a0*puu”2*pul~2-180*a0*puu”2*puul*pl+6*ald*puu
> uu*puu*pl”2)/puu~2/pl-2:

> simplify(p4uuuu):

Simplificagdo de p4uuul por suuu.

p4uuul :=

s0* (9*auu*a0~2*pul+pl*auuu+9*pu*al”~2*auul+18*auurpu*al*al+60*auxal”3*a
l*¥puu+7*al*a0~6*puuu+al”7*puuul+15*aul*a0~4*puu+18*al0*au”2*pul+18*pu*a
u~2*al+15*auxa0~4*puul+36*aul*pu*al*au)+3*sul* (6*xpu*al”2*au+a0~5*puu)+
3*suu* (pl*au+3*pu*a0”2*al+a0~3*pul)+sl*(9*pu*al~2*auu+15*au*a0”4*puu+l
8*pu*al*au~2+a0~7*puuu) +3*su* (pl*auu+6*pu*a0”2*aul+6*au*xal~2xpul+12*au
*pu*a0*al+5*al*a0~4*puu+a0~5*puul)+3*suul*pu*al”3+suuu*pl*a0:

expand (p4uuul) :

solve(p4uuul, suuu) :

suuu:=1/144*s0%* (-459%a0~7*pul*puu~4*pll-144*a0~7*puuul*puu”3*pl~2-172

8xaul*a0~4*puu”4*pl~2+216%a0~7*puu~4*pull*pl-243*%a0~7*pul " 3*pun”3-144x*
pl~3*auuu*puu”3-4*a0~7*puuu”3*pl~3+3240*a0”~6*pul*puu-4*pl*al-162*a0~7*
pul”2*puu”2*puuu*pl+486*a0”~7*pul*puu”3*puul*pl+9*a0~7*pul*puuuukpuu”2*
pl~2-648+al*a0”6*puuu*puu”3*pl~2+90%*a0~7*puul*puu”2*pl”2*puuu-3*puu*a0
“T*pul*puuu”2*pl~2+27*a0"7*puu”3*pll*kpuuukpl+3*al0”7*puuuukpuuxpl”3*kpuu
u)/puu~3/pl~3/a0:

simplify (p4uuul):

Simplificagdo de p4uull por suul.

p4uull :=

s11*(6*pu*al~2*au+a0”~5*puu)+4*sul* (pl*au+3*pu*a0~2*al+a0”~3*pul)+suu* (2
*pl*al+pll*a0)+2*sull*pu*a0”3+2xsuul*pl*a0+1/2%s0* (6*%pu*a0”2*aull+pll*
auu+2*pl*auul+a0~5*puull+6*au*al”2*xpull+24*aul*pu*al0*al+24*au*a0*al*pu
1+12*all*pu*al*au+l2*aul*a0~2*pul+5*all*a0”~4*puu+l12*au*pu*al~2+20%a0~3
*al~2*puu+10*al*a0~4*puul)+sl* (pl*xauu+6*pu*al”2*aul+6*au*al”2*pul+12*a
uxpu*aO*al+5*al*a0~4*puu+a0”~5*puul)+sux (2*pl*aul+3*pu*al”2*all+pll*au+
6*al*a0~2*xpul+6*pu*al*al~2+a0”3*pull):

expand (p4uull) :

solve(p4uull,suul):

suul:=-1/96*s0* (6*xa0~4*puuuu*puu*pl”3*al+24*a0~2*pl-~3*aul*puu*puuu-72
*aul*a0~2*pul*puu”2*pl~2+72*all*a0”4*puu”3*pl~2-192*a0~3*al~2*puu”3*pl
"2+60*al*a0”4*puul*puu”2*pl~2-246*pll*a0~4*puu”3*pl*al+4*pll*a0”5*puu*
pul*puuu*pl-84*pll*a0~5*puu”2*puul*pl+2*pll*a0~5*puuuu*puu*pl”2-144*a0
“5*pull*puu”2*pl*pul-261*a0~4*al*pul~2*puu”2*pl+6*a0~4*al*pul*puu*pl”2
*puuu+48*pl~3*auul*puu”2+294*pll*al0”5*puu”2*pul”~2-2xpll*a0”5*puuu~2*pl
"2-16*a0"5*puu”~3*pl*plll-5%a0~4*pl~3*al*puuu~2+54*pll~2*a0~5*xpuu”3+24*
a0~ 5*puull*puu~2*pl~2)/pl~3/puu~2/a0:

simplify(p4uull):

Simplificagcao de p4ulll por sull.

p4ulll :=
s111*pu*a0”~3+3*sull*pl*a0+3*sll*(pl*xau+3*pu*a0~2*al+a0”~3*pul)+3*sul*(2
*pl¥al+pll*a0)+3*slx(2*pl*aul+3*pu*al~2xall+pll*au+b*al*a0”2*pul+6xpu*
a0*al~2+a0~3%pull)+su*(3*pl*all+3*pll*al+plll*a0)+s0* (plll*au+9*al*a0”
2xpull+6*pu*al”3+18*al0*al”~2*pul+18*al*pu*al*all+9*a0~2xpul*all+3*pu*xal
“2*%alll+pulll*a0~3+3*pll*aul+3*pl*aull):

expand (p4ulll):
solve(p4ulll,sull):

V VVVVVVV V V VVVVVYVYYV
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sull:=-1/72%s0/a0" 2% (24*pl~2*a0~4*pulll*puu+72*pl~3*a0*aull*puu+72*al

"3*pull*pl”2*puu*al-72*pl~2*aul*puu*pll*a0+108*al~2*a0~2*pul*pl”2*puu-
12*a0"3*pl~2*al*puuu*pll-72*a0~4*pull*pl*puu*xpll-108*al*a0~3*pul*pl*pu
u*pll+2*a0~4*pl~2*puuuxplll+12*a0~3*pl~3*puuu*all+36*a0~3*pl~2*xpuuxpul
*all-54*a0”~4*pl*puu*pul*pll1-288*pl~3*aul*puu*al-3*pll~2*a0~4*puuu*pl+
117*pl1~2*a0~4*puu*pul-36*a0~2*pl~3%al”~2*puuu)/pl~3/puu:

simplify(p4ulll):
Simplificagao de p4llll por alll.

p41111 :=
4xs1*(3*pl*all+3*pll*al+plll*a0)+6*s1ll*(2xpl*al+pll*a0)+4*slll*pl*al+s
0% (pl1l11l*a0+4*pl*alll+6*pll*all+4xplll*al):

expand (p41111):

solve(p41111,alll):
alll:=-1/4*(-24*s0*pl~3*a0*al*all+12*s0*pl~2*a0*al~2*pll-4*s0*pl~2*al
"2%al*plll-6%s0*pl~2*a0~2*pll*all+6*s0*pl*a0”~2*pll~2*al-4*s0*pl*a0~3*p
11*pl11+24*s0*pl~3*al~3+3*s0*pll~3*a0~3+4*s111*pl~3*a0~3+s0*pl~2*a0~3*
pl111)/pl~3/a0~2/s0:

simplify(p41111):

NNV NG SNINE BN N TN A

> restart:
Quarta Forma Normal
pl:=0:
pll:=0:
p40 := 0:
p4u := sO*xpu*a0~3;
p4u = s0 pu a0?
> p4l := sO*pl*al:
Simplificagao de p4uu por au.
> pduu := sO*(6xpu*al”2%au+a0”5*puu)+2*su*xpu*al~3:
> solve(p4uu,au):
> au:=-1/6*a0*(s0*a0”~2*puu+2*su*pu)/s0/pu:
> expand(p4uu) :
Simplificagao de p4ul por al.
p4ul := slxpu*a0~3+su*pl*al0+s0*(pl*au+3*pu*al~2*al+a0~3*pul):
solve(p4ul,al):
al:=-1/3*a0* (s1xpu+sO*pul)/s0/pu:
expand (p4ul) :
p4ll := 2*sl¥plxa0+s0*(2xpl*al+pll*a0):

Simplificagdo de p4uuu por suu.

> pduuu :=
3*su* (6*xpu*al~2*au+a0”5*puu) +3*suuxpu*al~3+s0* (9*pu*al~2*auu+15*au*al”
4*puu+18*pu*al*au”2+a0~7*puuu) :
expand (p4uuu) :

solve (p4uuu,suu) :
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suu:=-1/3/20/s0* (-4*a0*su”2*pu”~2+9*pu”2*auu*s0”2-2%a0"5*puu”2*s0"2-3*
a0~ 3*puu*s0*suxpu+a0”5*puuu*pu*s0~2) /pu~2:
expand (suu) :
simplify (p4uuu) :
Simplificacao de p4uul por aul.
p4uul :=
sl* (6xpu*xal~2*au+a0”5*puu) +2*su* (pl*au+3*pu*al~2*al+a0”~3*pul)+2*sul*pu
*a0~3+suuxpl*al0+s0* (pl*xauu+6*pu*xal~2*aul+6*au*a0”2*pul+12*aurpura0*al+
5*al*a0”~4*puu+a0”~5*puul) :
expand (p4uul) :
solve(p4uul,aul):

aul:=-1/18%a0/s0"2* (-8*su*pu~2*sl+6*sul*pu”2*s0+3*a0~2*xpuul*puxs0~2-6
*s50"2%a0 " 2*puu*pul-2*su*pu*s0*pul-3*s0*a0~2*xpuu*sl*pu) /pu~2:

Vi VV V VvV ¥V V VYV

simplify(p4uul) :

Simplificagcao de p4ull por all.

p4ull :=

2xs1* (pl*au+3*pu*al~2*al+a0~3*pul) +su* (2*pl*al+pll*a0)+sll pu*a0”3+2*s
ulxpl*xa0+s0* (2*pl*xaul+3*pu*a0”2*all+pll*au+b6*al*a0~2*pul+6*pu*xald*al”2+
a0~3*pull):

expand (p4ull) :

solve(p4ull,all):
all:=-1/9%a0/s0" 2% (-4*s1”~2*pu~2+3*s1ll*pu”2%s0-2*s1*pu*sO*pul-4*s0~2*p
ul~2+3%pull*pu*s0~2)/pu~2:

simplify(p4ull):

>
>
>
>
>
>
>
>
>

p4lll :=
3*gl* (2*¥pl*al+pll*a0)+3*s1ll*pl*a0+s0* (3*pl*all+3*pll*al+plll*a0);

p4lll := s0 plll a0

Simplificagdo de p4uuuu por auuu.

p4uuuu :=

s0* (28*a0~6*auxpuuu+72*pu*a0*au*xauu+12*pu*xal”2*auuu+30*a0~4*auu*puu+12
0*a0~3*au”2*puu+a0”9*puuuu+24*pu*au”3) +4*su* (9*xpu*al”~2*auu+l5*au*ad~4*
puu+18*puxal*au”2+a0”~7*puuu) +6*suu* (6*pu*xal”2*au+a0”5*puu) +4*suuu*pu*a
0°3:

expand (p4uuuu) :

solve (p4uuuu,auuu) :
auuu:=-1/108/s0"3* (-42*a0" 7*puuu*pu*s0”3*puu-12*a0~5*xpuuu*xpu”2*s0~2*s
u+162+%a0 " 2*auu*puuxpu”2*s0~3+432*pu”~3*auu*s0”2*su+29*s0~3*a0"7*puu~3-3
0*s0~2*a0"5*puu”2*su*pu-108*s0*a0~3*puuxsu”2*pu”~2-80*a0*su”3*pu”3+9*al
~7xpuuuu*pu”~2*s0~3+36*suuu*pu~3*a0*s0~2) /pu”3:

V OV VVV VOV VY VY Y Y

simplify(p4uuuu) :

Simplificacdo de p4uuul por auu.

p4uuul :=

s0* (9*xauu*a0~2*pul+pl*auuu+9*pu*al”2*auul+18+auu*rpu*xal*al+60*aural”3*a
1xpuu+7*al*a0”6*puuu+al0”7*puuul+15*aul*a0”4*puu+18*al0*au”2*pul+18*puxa
u~2+al+15*au*a0~4*puul+36*aul *puxal*au) +3*sul* (6*pu*xa0~2*au+a0~5*puu)+
3*suu* (pl*au+3*pu*a0~2*al+a0~3*pul) +s1* (9*pu*al~2*auu+15*au*al0”4*puu+l
8*pu*al*au”2+a0~7*puuu) +3*su* (pl*auu+6*pu*al~2*aul+6*xau*a0”2*pul+l2*au
*pu*a0*al+5*al*a0~4*puu+al”5*puul) +3*suul*pu*a0”3+suuu*pl*al:

V VVVVVVYV

expand (p4uuul) :
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solve(p4uuul,auu) :

auu:=-1/9/s072% (27*pu”3*auul*s0”3+3*a0 ~5*puuul*pu~2+s0~3+20%a0"~5*puu”
2%s073*pul+12xa0*su”2*pu~3*sl-9%a0~3*puul*pu”2*s0~2*su-24*a0*sul*pu”3*
sO*su-a0~5*puuu*pu”2*s0~2*s1-7*a0"5*puuu*pu*s0”3*pul+6*al”3*xpuuxsO*sux
pu”2#s1-9*a0”~3*puu*s0~2*sul*pu~2-12*a0~5*xpuu*s0~3*puul*pu+15*a0~3*puux
s0”2*su*pu*pul+2*a0~5*puu~2*s0”~2*sl*pu+9*suul*pu~3*a0*s0~2) /pu~2/ (sO*p
ul+4*sl*pu) :

V ¥V V.V V VYV YV

simplify (p4uuul) :

Simplificacdo de p4uull por sull.

p4uull :=

s11*(6xpu*a0~2*au+a0~5*puu)+4*sul* (pl*au+3*puxa0~2*al+a0”3xpul) +suux* (2
*pl*al+pll*a0)+2*sull*pu*a0”3+2*suul*pl*a0+1/2*s0* (6*xpu*xad~2*aull+pll*
auu+2*pl*auul+a0~5*puull+6*au*a0”2*pull+24*aul*pu*ral*al+24*au*a0*al*pu
1+12*all*pu*aO*au+12*aul*a0~2*pul+5*all*a0~4*puu+l2*au*rpu*al ~2+20*a0"3
*al"2xpuu+10*al*a0”4*puul) +sl* (pl*auu+6*pu*al”2*aul+6*au*a0~2*pul+12+a
u*pu*al0*al+5xal*a0”4*puu+a0~5S*puul) +sux (2*pl*aul+3*pu*a0”2*all+pll*au+
6*al*a0~2*pul+6*pu*al*al~2+a0~3*pull):

expand (p4uull) :

solve(p4uull,sull):

sull:=-1/36/a0/s0"2* (-42*a0*s1l1l*pu”~3*s0*su-84*a0*sul*pu~3*s0*sl+16%a0
*suxpu”2*sl*s0*pul-12+a0*sul*pu”2*s0~2*pul+8*a0*su*xpu*s0~2*pul ~2-9*sll
*pu”2+s0”2*a0”3*puu-18*a0~3*pull*pu*s0”~3*puu-6+*a0*pull*pu”2*s0”2*su-18
*a0”3*puul*pu~2*s0~2*s1-36*a0 " 3*puul*pu*s0~3*pul+36*s0~2*a0"~3*puu*sl*p
u*pul+54*s0~3+a0”3*puu*rpul “2+56*a0*su*pu~3*sl”~2+18*s0*a0 " 3*puu*sl~2*pu
"2+54*pu”3*aull*s0~3+9%a0~3*puull*pu~2*s0~3) /pu~3:

simplify(p4uull) :

Simplificagdo de p4ulll por slll.

p4ulll :=
s1ll*pu*a0~3+3*sull*pl*a0+3*sll*(pl*au+3*xpu*xa0~2*al+a0~3*pul)+3*sul* (2
*pl*al+pll*a0)+3*sl*(2*plraul+3*pu*a0”2*all+pll*au+6*al*a0~2*pul+6*pux*
a0*al~2+a0"3%pull)+sux (3*pl*all+3*pll*al+plll*al)+s0*(plll*au+9*al*a0”
2*pull+6*pu*al”3+18*al0*al”2*pul+18*al*pu*al*all+9*a0”2xpul*all+3*pu*al
"2*alll+pulll*a0~3+3*pll*aul+3*pl*aull):

expand (p4ulll):

solve(p4ulll,slll):

s111:=-1/18/a072/s072* (54*pu~3*a0*alll*s0"3+18%pulll* a0~ 2*pu~2*s0~3+1
2*pl1ll*pu”2*s0~2*su-18%a0~2*s0"2*pul*sll*pu”2-3*plll*pu*s0~3*a0"2*puu-
18%a0~2*pull*pu”2+s0~2*s1-72*a0" 2*pull*pu*s0~3*pul+24*a0~2%s1”2%pu~2*s
O*pul+24*a0~2*sl*pu*s0”~2xpul~2-72*a0"2*sl*pu~3*s11*s0+56%a0"2*s1~3*pu”
3+56%a0”~2*s0"3*xpul~3) /pu~3:

simplify(p4ulll):

Simplificagao de p4llll por sl.

V VVVVVYV YV V VVVVVVYVY
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p41111 :=
4*31*(3*pl*all+3*pll*al+plll*a0)+6*sllx*(2*plxal+pll*al)+4*slll*pl*al+s
0% (pl111*a0+4*pl*alll+6*pll*all+4xplllx*al):

expand (p41111):

solve(p41111,sl):
s1:=-1/8%s0*(3*pllll*pu-4*plll*pul)/pu/plll:
simplify(p41111):
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> restart:
Quinta Forma Normal
> pu:=0:
puu:=0:
p40 := O:
p4u := sO*xpuxa0~3:
p4l := sO*pl*al;
p4l :=s0 pl a0
> pduu := sO*(6*pu*al”2*au+a0”~5*puu)+2*su*xpu*a0~3:
Simplificagao de p4ul por su.
p4ul := sl*pu*a0~3+sukpl*xa0+s0*(pl*au+3*pu*al~2*al+a0”~3+*pul):
solve(p4ul,su):
su:=-s0*(pl*au+a0~3*pul)/pl/a0:
expand (p4ul) :
Simplificacao de p4ll por sl.
> p4ll := 2*xsl*pl*xa0+s0*(2*plxal+pll*a0):
solve(p4ll,sl):
s1:=-1/2%s0%(2*pl*al+pll*a0)/pl/a0:
expand (p411) :

p4uuu :=
3*sux (6*xpu*al0”2*xau+al~5*puun)+3*suuxpu*a0”3+s0* (9*pu*al~2*auu+15*au*al”
4xpuu+18*pu*al*au”2+a0”~7*puuu) ;

piuuu := s0 a0 puuu
Simplificagao de p4uul por auu.
p4uul :=
sl (6*pu*a0~2*au+a0”~5*puu) +2*su* (pl*au+3*pu*a0”~2*al+a0~3*pul)+2*sul*pu
*a0~3+suu*pl*a0+s0* (pl*auu+6*pu*al”2*aul+6*au*a0”~2*pul+12*au*pu*al*al+
5%al*a0~4*puu+a0~5*puul) :
expand (p4uul) :
solve(p4uul,auu):
auu:=-(-2*s0%pl~2*au~2+2*s0xpl*au*a0”3*pul-2*s0*a0~6*pul "2+suu*pl~2*a
0°2+s0*a0"6*pl*puul)/pl~2/a0/s0:
simplify(p4uul) :
Simplificagao de p4ull por sul.
p4ull :=
2*sl* (pl*au+3*pu*a0~2*al+a0~3*pul)+su* (2*pl*al+pll*al)+sll*pu*a0”3+2%s
ul*pl*a0+s0* (2*pl*aul+3*pu*xal~2*all+pll*au+6*al*a0~2*xpul+6*pu*aQ*al~2+
a0~3*pull):

expand (p4ull):

VvV VYV VOV OV VY Y

solve(p4ull,sul):
sul:=-1/2*%s0*(-4*pl~2*al*au+2*pl*al*a0~3*pul-pll*a0*pl*au-2*pll*a0~4x*
pul+2xpl~2*a0*aul+pl*a0~4*pull)/pl~2/a0"2:

vV V V V VVVYV

AVA
AVAVEY
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>

simplify(p4ull):

Simplificagao de p4lll por sll.

p4lll :=
3*%sl* (2*%pl*al+pll*a0)+3*s1ll*pl*al0+sO* (3*%pl*all+3*pll*al+plll*a0):

expand (p4111) :

solve(p4111,s1l):
811:=-1/6*s0%*(-12%xpl~2*al~2-6*pl*al*pll*a0-3*pll~2*a0"2+6*pl~2*al0*all
+2*pl*a0~2%plll)/pl~2/a0"2:

simplify(p4111):

Simplificagcdo de p4uuuu por au.

VoV VOV VY Y Y Y

p4uuuu :=

s0* (28*a0~6*auxpuuu+72*pu*a0*au*auu+l2*pu*a0”2*auuu+30*a0”4*auu*puu+12
0*a0~3*au”2*puu+al”9*puuuu+24*pu*xau”3) +4*sux* (9*pu*a0”~2*auu+15*au*xal~4*
puu+18*pu*al*au~2+a0”~7*puuu) +6*suu* (6*pu*al~2*au+a0~5*puu) +4*suuurpu*a
0°3:

expand (p4uuuu) :

solve(p4uuuu,au) :

au:=-1/24*a0"~3* (puuuu*pl-4*puuu*pul) /pl/puuu:

simplify (p4uuuu) :

Simplificagcdo de p4uuul por suuu.

b
>
>
>
>
>
>
>
>
=
o
>
>
>
B
>

p4uuul :=

s0* (9*xauu*a0~2xpul+pl*xauuu+9*pu*ald”2*auul+i8*auuxpu*aO*al+60*au*ald~3*a
1xpuu+7*al*a0”~6*puuu+a0”7*puuul+i5*aul*a0~4*puu+i8*al*au”~2*pul+18*puxa
u~2*%al+15%au*a0~4*puul+36*aul*pural*au)+3*sul*(6*pu*a0”2*au+a0~5*puu)+
3*suu* (pl*au+3*pu*a0~2xal+a0~3*pul)+sl* (9*pu*al~2*auu+15*au*al~4*puu+l
8*puxal*au~2+a0”~7*puuu) +3*su* (pl*xauu+6*pu*a0”2*aul+6*au*xal”2*pul+i2*au
*puxaO*al+5%al*a0”4*puu+a0”~5*puul)+3*suul*pu*a0”~3+suuu*pl*al:

expand (p4uuul) :

solve(p4uuul,suuu) :

suuu:=-1/2304* (60*puuu*a0”7*pul*sO*puuuu”2*pl~2+2928*a0"7*pul~2*s0*pu
uuu*pl*puuu”2+14912*a0~7*pul " 3*sO*puuu”3-4608*a0~3*pul*suuxpl”2*puuun”3
-14976%a0"7*pul*s0*pl*puul*puuu”3+2304*pl~3*auuu*puuu~3*s0+13824*al*al
“6xpuuu”4*pl~2*s0+2304*a0” 7*puuul*puuu”3*pl~2*s0-1440*a0 "~ 7*puul*puuu”2
*pl~2*s0*puuuu-576*suu*ad”3*puuu”2*pl~3kpuuuu-1152*s0*a0~7*puuu”4*pl*p
11+a0"~7*puuuu”3*pl~3*s0) /puuu~3/pl~3/a0:

simplify(p4uuul):

Simplificacdao de p4uull por suul.

vV vV VV VYV VYV VYV

p4uull :=

s11*(6*pu*a0~2*au+a0”~5*puu)+4*sul* (plxau+3*pu*ad~2*al+a0”~3*pul) +suu* (2
*pl*al+pll*a0)+2*sull*pu*a0~3+2*suul*pl*a0+1/2*s0* (6*pu*a0~2*aull+pllx
auu+2#pl*auul+a0~5*puull+6*au*a0”2*pull+24*aul*pu*al*al+24*au*a0*al*pu
1+12*all*pu*aO*au+12*aul*a0~2*pul+5*all*a0”4*puu+i2*au*pu*al”2+20%a0"3
*al~2*puu+10*al*a0”~4*puul) +sl* (pl*auu+6*pu*al”2*aul+6*au*a0”2xpul+12*a
uxpu*a0*al+5*al*a0~4*puu+a0”5*puul) +su* (2*pl*aul+3*pu*a0”2*all+pll*au+
6*al*a0~2*xpul+6*xpu*a0*al~2+a0"3*pull):

expand (p4uull) :
solve(p4uull,suul):

AVA
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suul:=-1/1152%(576*pl~3*auul*puuu”2*s0+288*a0”~5*puull*puuu”2*pl~2%s0-

576*aul*a0”2*pul*puuu”2*pl~2*s0+2880*al*a0 4*puul*puuu”2*pl~2*s0+pll+*a
075*s0*puuuu”2*pl~2-56*pll*a0~5*sO*puuuu*pl*puuu*pul+2512*pll*a0~5*s0*
pul”2*puuu~2+576*pll*a0*suu*pl”2*puuu”2-288*pll*a0~5*xs0*pl*puul*puuu”2
+1728*suu*xpl”3*puuu”2*al+6*s0*a0~4*pl~3*al*puuuu”2+144*s0*a0~2*pl~3*au
1xpuuu*puuuu-1728*a0~5*pull*puuu”2*pl*s0*pul-192*xa0~4*al*pul*puuu*pl”2
*s0*puuuu-6240%*a0~4*al*pul~2*puuu”2*pl*s0) /pl~3/puuu~2/a0:

V OV VIV VIV VY

simplify (p4uull):

Simplificagao de p4ulll por sull.

p4ulll :=
s111*pu*a0~3+3*sull*pl*a0+3*sll*(pl*au+3*pu*xa0~2*xal+a0”3*pul)+3*sulx*(2
*pl*xal+pll*a0)+3*sl*(2*xpl*aul+3*pu*a0”~2*all+pll*au+6*al*a0”2*pul+6*pu*
a0*al~2+a0"3*pull)+su* (3*pl*xall+3*pll*al+plll*a0)+s0*(plll*au+9*al*a0”
2xpull+6*pu*al”~3+18*al0*al”2*pul+18*al*pu*al*all+9*a0~2*pul*all+3*pu*al
"2%alll+pulll*a0~3+3*pll*aul+3*pl*aull):

expand (p4ulll):

solve(p4ulll,sull):
sull:=-1/144%s0/a0" 2% (-12%pl~2*a0~3*puuuu*pll*al+96*pl~2*a0~ 3*puuu*pu
1*all-240*pl*a0~3*puuu*pul*pll*al-104*pl*a0~4*puuu*pul*plll+144*a0~2*p
172*al”2*puuuxpul-144*pl~2*xaul*puuu*pll*a0+144*pl~2*a0~3*pull*puuu*al-
144*pl*a0~4*pull*puuu*pll+12*pl~3*a0~3*puuuu*xall+2*pl~2*a0~4*puuuu*xpll
1-36*a0"2*pl~3*al”2*puuuu-3*a0~4*pll~2*puuuu*xpl+228*a0~4*pll~2*puuu*pu
1-576*pl~3*aul*puuu*al+48*pl~2+a0~4*pulll*puuu+144*pl~3*a0*aull*puuu)/
pl~3/puuu:

simplify(p4ulll):

Simplificagao de p4llll por alll.

p41111 :=
4%s1*(3%pl*all+3*pll*al+plll*a0)+6*sll*(2*pl*xal+pll*a0)+4*slll*pl*al+s
0*(pl111*a0+4*pl*alll+6*pll*all+4*plllx*al):

expand (p41111) :

solve(p41111,alll):
alll:=-1/4%(-24*s0*pl~3*a0*al*all+12*s0*pl~2*a0*al”~2%pll-4*s0*pl~2*al0
"2%al*plll-6*s0*pl~2*a0"2*pll*all+6*s0*pl*a0~2*pll~2*al-4*s0*pl*a0~3*p
11%pl11+24%s0*pl~3*al~3+3*s0*pll~3*%a0"3+4*s111*pl~3*a0~3+s0*pl~2*a0"3*
pl111)/pl~3/a0~2/s0:

simplify(p41111):

V VVVVVVYV V V VVVVYVYVY

>
>
>
>
>
e
p-
>
>
>

> restart:
Sexta Forma Normal
> pl:=0:

pll:=0:

pll1l:=0:

p40 := O:

p4u := sO*pu*xa0~3;

p4u := 30 pu a0?

> p4l := sO*pl*al:
Simplificagao de p4uu por au.
> pduu := sO*(6*puxal~2*au+al~5*puu)+2*su*pu*al~3:

AVA
AVAVEY
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> solve(pduu,au):
> au:=-1/6%a0* (s0*a0"2*puu+2*su*pu) /s0/pu:
> expand(p4uu) :
Simplificagdo de p4ul por al.
> péul := sl*pu*a0~3+su*pl*al0+sO*(pl*au+3*pu*al~2*al+a0"3*pul):
solve(p4ul,al):
al:=-1/3*a0*(sl*pu+sO*pul)/s0/pu:
expand (p4ul) :
p4ll := 2*sl¥pl*a0+s0x*(2*pl*al+pll*a0):
Simplificagao de p4uuu por suu.
p4uuu :=

3*sux (6xpu*al”~2*au+al~5*puu) +3*suuxpu*a0”3+s0* (9*xpu*al~2*auu+15*au*al”
4*puu+18*pu*al*au~2+a0~7*puuu) :

expand (p4uuu) :

suu:=-1/3/a0/s0% (-4*a0*su"2%pu”2+9*pu”~2*auu*s0”2-2%a0 " 5xpuu"2*s0"2-3%
a0~ 3*puu*s0*su*xpu+a0”5*puuu*pu*s0~2) /pu2:

-

>

>

>

> solve(p4uuu,suu):
>

>

> expand(suu):

>

simplify (p4uuu) :
Simplificagao de p4uul por aul.
p4uul :=
s1*(6xpu*al”~2*au+a0”5xpuu)+2*su* (plrau+3*xpu*a0~2+al+a0~3*pul)+2*sul*pu
*a0"3+suu*pl*a0+s0* (pl*xauu+6xpu*al”2*aul+6*au*a0”2*pul+12*au*pu*al*al+
5*al*a0~4*puu+a0”~5*puul) :
expand (p4uul) :
solve(p4uul,aul):
aul:=-1/18*a0/s0"~2* (-8*su*pu~2*sl+6*sul*pu”2*s0+3*a0~2*puul*pu*s0~2-6
*s5072*a0 " 2*puu*pul-2*su*pu*s0*pul-3*s0*a0~2*puu*sl*pu) /pu~2:

>
>
>
>
>
>
>
>
>

simplify(p4uul) :

Simplificagao de p4ull por all.

p4ull :=
2*s1*(pl*au+3*pu*a0~2*al+a0~3*pul) +su* (2*pl*al+pll*a0)+sll*pu*a0”3+2x*s
ulxpl*a0+s0*(2xpl*aul+3*pu*al~2+all+pll*au+6*al*a0”2*pul+6*pu*ral*al”2+
a0~ 3*pull):

expand (p4ull):

solve(p4ull,all):
all:=1/9%a0/s0"2%(4*s1"2*pu~2-3*s1l1l*pu”2*s0+2*s1*puxsOxpul+4*s0~2*pul
~2-3%pull*pu*s0~2)/pu~2:

simplify(p4ull):

vV V.V V V V V VYV

> p4lll :=

> g*sl*(2*p1*al+p11*aO)+3*sll*pl*aO+SO*(3*pl*all+3*pll*al+plll*aO):
Simplificagdo de p4uuuu por auuu.

> p4uuuu :=

> s0%(28*a0~6*auxpuuu+72*pu*a0*au*auu+12*pu*al”2*auuu+30%a0~4*auu*xpuu+12
> 0*a0~3*au”2*puu+al”9*puuuu+24*pu*au”3) +4xsu* (9*pu*a0”2*auu+i5*au*xa0~4x*
> puu+18*puxal*au~2+a0”~7*puuu) +6*suux (6*pu*a0”2*au+al”5*puu) +4*suuuxpu*a
> 073:

AVA
AVAVEY
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expand (p4uuuu) :

solve (p4uuuu,auuu) :
auuu:=-1/108/s0"3* (-42*a0 " 7*puuu*xpu*s0”~3*xpuu-12*a0~5*puuu*pu~2*s0~2*s
u+162*a0”2*auuxpuu*pu”2*s0~3+432*pu~3*xauu*s0”2*su+29*s0”~3*a0”~7*puu~3-3
0*s07"2*a0"5*puu”2*su*pu-108*s0*a0~3*puu*su”2*pu~2-80*a0*su”~3*pu~3+9*al
“7*puuuu*pu”2*s0~3+36*suuu*pu”3*a0*s0~2) /pu3:

simplify (p4uuuu) :

Simplificagao de p4uuul por auu.

V VVVVVYVY V V VVVVVYVYV

p4uuul :=

s0* (9*auu*al~2*xpul+pl*auuu+9*pu*al”2*auul+18*auu*pu*ral*al+60*au*xa0”3*a
1xpuu+7*al*a0”6*xpuuu+al”7*puuul+15*aul*a0~4*puu+18*al*au~2*pul+18*pu*a
u”2*al+15*au*a0~4*puul+36*aul*pu*al*au)+3*sul* (6*pu*al”2*au+al~5*puu)+
3xsuu* (pl*au+3*pu*a0~2*al+a0”~3*pul)+sl* (9*pu*al~2*auu+15*au*ad”4*puu+l
8*pu*al*au~2+a0~7*puuu) +3*su* (pl*auu+6*pu*al0”2*aul+6*au*xal”2*xpul+i12*au
*pu*aO*al+5%al*a0~4*puu+al~5*puul)+3*suul*pu*al”3+suuu*xpl*a0l:

expand (p4uuul) :

solve(p4uuul,auu):

auu:=1/9/s0"2% (9*a0"~3xpuul*pu”2%s0”~2*su-27*pu”3*auul*s0~3-3*a0"5*puuu

1xpu~2*s0~3-20*%a0 " 5*puu”2*s0~3*pul-12*a0*su”2*pu~3*sl+24*a0*sul*pu~3*s
O*su-6*a0”3*puu*s0*su*pu”2*sl+9*a0” 3*xpuu*s0”~2*sul*pu”2+12*a0~5*puu*s0”
3*xpuul*pu-15*a0~3*puu*s0”~2*su*puxpul-2*a0~5*puu~2*s0”2*sl*pu+al”5*puuu
*pu”2%s0~2*s1+7*a0 " 5*puuukxpu*s0-3*xpul-9*suul*pu”3*a0*s0~2) /pu~2/ (s0*pu
1+4*slx*pu) :

simplify(p4uuul) :

Simplificagao de p4uull por sull.

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

p4uull :=

s11x (6xpu*a0~2*au+a0~5*puu) +4*sul* (pl*au+3*pu*al”~2*al+a0~3*pul)+suux (2
*pl¥al+pll*a0)+2*sull*pu*a0”3+2*suul*pl*a0+1/2%s0* (6*pu*al~2*aull+pllx
auu+2*pl*auul+a0~5*puull+6*au*xa0”2*pull+24*aul*pu*al*al+24*au*aO*al*pu
1+12*all*pu*aO*au+12*aul*a0~2*pul+5*all*a0~4*puu+l2*au*pu*al~2+20*a0"3
*al~2%puu+10*al*a0~4*puul)+sl* (pl*xauu+6*pu*al”2*aul+6*au*xal”2xpul+12xa
u*pu*alO*al+5*al*a0~4*puu+al”5*puul) +su* (2*xpl*aul+3*pu*al~2*xall+pll*au+
6*al*a0~2*pul+6*pu*al*al~2+a0~3*pull):

expand (p4uull) :

solve(p4uull,sull):
sull:=1/36/a0/s0"2%(42*a0*s1l*pu~3*s0*su+84*a0*sul*pu~3*s0*sl-54*pu~3
*aull*s0”~3-9*%a0~3*puull*pu~2*s0~3-54*s0~3*a0”~ 3*puu*pul ~2-56*al0*su*pu~3
*5172+18%*a0 " 3*pull*pu*s0~3*puu+6*a0*pull*pu”2*s0~2*su+18*a0”3*puul*pu”
2*s0"2*%s1+36*a0 " 3*puul*pu*s0~3*pul-36*s0~2*a0~3*puu*sl*pu*pul-18*s0*al
“3*puu*sl”2*pu~2-16*a0*suxpu~2*sl*s0*pul+12*a0*sul*xpu~2*s0~2*pul-8*al*
suxpu*s0~2xpul~2+9%s1ll*pu”2*s0"2%a0"3*puu) /pu~3:

simplify(p4uull):

Simplificagdo de p4ulll por slll.

vV VvV VV VYV VY

4ulll :=
211l*pu*aO”3+3*su11*p1*a0+3*sll*(pl*au+3*pu*a0“2*a1+a0“3*pu1)+3*su1*(2
*pl*al+pll*a0)+3*sl*(2+pl*aul+3*pu*al~2*all+pll*au+b*al*a0”2*pul+6*pux
a0*al~2+a0~3*pull)+su* (3*pl*all+3*pll*al+plll*a0)+s0*(plll*au+9*al*a0”
2*pull+6xpu*al”3+18+%a0*al”2*pul+18*al*pu*al*all+9*a0~2*pul*all+3*pu*al
"2%alll+pulll*a0~3+3*pll*aul+3*pl*aull):

expand (p4ulll):
solve(p4ulll,slll):

AVA
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s111:=-1/9/a0/s0"2* (-36*a0*sl*pu~3*sll*s0+28*a0*sl~3*pu~3-9*al*pull*s
0"2*pu~2*s1-36*a0*pull*s0~3*pu*pul+12*a0*sl~2*pu”2*s0*pul+12*a0*sl*pu*
s0”2*pul~2+28*a0*s0~3*pul~3-9*a0*s0~2*pul*sll*pu”2+27*pu~3*alll*s0~3+9
*pulll*a0*s0~3*pu~2)/pu3:
simplify(p4ulll):

Simplificagao de p4llll por sl.

> p4llll :=

> 4*s1*(3*pl*all+3*pll*al+plll*a0)+6*sll*(2*pl*al+pll*al)+4*slll*pl*al+s
> 0*(pllll*a0+4*pl*alll+6*pll*all+4*plll*al);

p4llll .= 50 pllll a0

> restart:
Sétima Forma Normal
pu:=0:
puu:=0:
puuu:=0:
p40 := 0:
p4u := sO*pu*al0~3:
p4l := sOxplx*al;
p4l := s0 pl a0
> péuu := sO*(6*pu*al~2*au+al~5*puu)+2*su*pu*a0~3:
Simplificagao de p4ul por su.
p4ul := slxpu*a0~3+suxpl*a0+s0*(pl*au+3*pu*al~2*al+a0~3*pul):
solve(p4ul,su):
su:=-s0x (pl*au+a0~3*pul)/pl/a0:
expand (p4ul) :
Simplificacao de p4ll por sl.
p4ll := 2xsl*pl*a0+s0*(2xpl*al+pll*a0):
solve(p4ll,sl):
sl:=-1/2%s0%(2xpl*al+pll*a0)/pl/a0:
expand (p411) :

p4uuu :=
3*su* (6*pu*al”~2*au+a0”5*puu) +3*suurpu*a0”3+s0* (9*pu*a0”2*auu+15*au*ald”
4*puu+18xpu*xal*au”2+a0”7*puuu) :

Simplificagcdo de p4uul por auu.

p4uul :=

sl (6%pu*al”~2*au+a0~5*puu)+2*sux* (plkau+3*pu*a0~2*al+a0~3*pul)+2*sul*pu
*a0"3+suuxpl*al+s0* (pl*auu+6*pu*al~2*aul+6*au*al”2*pul+12+au*pu*al*al+
5%al*a0”4*puu+al~5*puul) :

expand (p4uul) :

solve(p4uul,auu):

AVA
AVAVEY
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>
>

>

auu:=-(-2*s0*pl~2%au"~2+2*s0*pl*au*a0”3*pul-2*s0*a0~6*pul "2+suu*pl~2*a
0~2+s0*a0"6*pl*puul)/pl~2/a0/s0:

simplify(p4uul):

Simplificagdo de p4ull por sul.

VV VvV VvV ¥V VY

p4ull :=

2%s1* (pl*au+3*pu*a0”2*al+a0~3*pul) +su* (2«pl*al+pll*a0) +sllxpu*a0~3+2xs
ul*pl*a0+s0* (2*pl*aul+3*pu*a0-2*all+pll*au+6*al*a0~2*pul+6*puxal*al”2+
a0~ 3x*pull):

expand (p4ull):

solve(p4ull,sul):
sul:=-1/2%s0% (-4*pl~2*al*au+2*pl*al*a0~3*pul-pll*a0*plrau-2*pll*a0~4x*
pul+2%pl~2*a0*aul+pl*a0~4*pull)/pl~2/a0"2:

simplify(p4ull):

Simplificacdo de p4lll por sll.

>
>
>
>
>
>
>
>
>
=
=
>

p4lll :=
3xs1* (2*%pl*al+pll*a0)+3*s1l*pl*a0+s0*(3*pl*all+3*pll*al+plll*a0):

expand (p4111):

solve(p4111,sll):
s11:=-1/6%s0%(-12%pl~2%al~2-6*pl*al*pll*a0-3*pll~2*a0”2+6*pl~2+al*all
+2xpl*a0~2%*plll)/pl~2/a0"2:

simplify(p4111):

p4uuuu :=

s0* (28*a0~6*au*puuu+72*puka0*au*auu+i2*pu*al”2*auuu+30%a0”4*auu*puu+l2
0%a0"~3*au"2*puu+a0”9*puuuu+24*pu*au”3) +4*sux (9*xpu*al~2*auu+l5Srau*xa0”4x*
puu+18*pu*al*au”~2+a0~7*puuu) +6*suu* (6*pu*a0~2*au+a0~5*puu) +4*suuuxpuxa
0°3;

plunun = s0 a0® puuuu

Simplificagdo de p4uuul por suuu.

VoOWVVVV VYV VYV VYV VY

p4uuul :=

sO* (9*auu*a0~2*xpul+pl*auuu+9*pu*al”2*auul+18*auu*pura0*al+60*au*al”~3*a
1*puu+7+*al*a0”6*puuu+a0”7*puuul+15*aul*a0”4*puu+i8*a0*au”2*pul+18*pu*a
u~2%al+15%au*a0 ~4*puul+36*aul*puraO*au)+3*sul* (6*puxald”2*au+a0~5*puu) +
3*xsuu* (pl*au+3*pu*a0~2xal+a0~3*pul) +sl* (9*pu*al~2*auu+iS+au*ra0”4*puutl
8*pu*al*au”2+a0”7*puuu) +3*su* (pl*auu+6*pu*a0”2*aul+6*auxad”2*pul+12xau
*pu*aO*al+5*al*a0”~4*puu+al”5*puul) +3*suul*pu*a0”3+suuu*pl*al:

expand (p4uuul) :

solve (p4uuul,suuu) :
suuu:=(-18*a0~3%au"2*pul*pl-2+s0+36*a0"6%pul~2*s0*pl*au-12*a0”9%pul”3
*30+3%a0 " 5*pul*suuxpl~2+9*a0”9*pul*sO*pl*puul-a0~2*pl~3*auuu*s0-a0~9*p
uuul*pl~2%s0-15%a0~6*au*puul *pl~2*s0-6*suu*pl~3*a0~2*au+6*pl~3*au”3*s0
)/pl~3/a073:

simplify (p4uuul) :

AVA
AVAVAY
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Simplificagao de p4uull por suul.

VOVVVVVYV YOV VYV IV VYV VY

p4uull :=
s11*(6*pu*a0”2*au+a0”5*puu) +4*sul* (pl*au+3*pu*a0”~2*al+a0~3+pul) +suu* (2
*plxal+pll*a0)+2xsull*pu*a0~3+2*suul*pl*a0+1/2xs0* (6xpu*al~2*aull+pllx
auu+2#*pl*auul+a0-5*puull+6*au*a0”2*pull+24*aul*pu*al0*al+24*au*ral*al*pu
1+12*all*pu*a0*au+12*aul*a0”2*pul+5*all*a0~4*puu+l2*aurpu*al”2+20*a0"3
*al”2+puu+10*al*a0~4*puul) +s1* (pl*auu+6*pural-2*aul+6*auxa0”2xpul+12xa
u*pu*al*al+5*al*a0~4*puu+a0”5*puul) +suk(2+pl*aul+3*pu*al0~2xall+pll*au+
6*al*a0~2*pul+6*xpu*al*al~2+a0~3*pull):

expand (p4uull) :

solve(p4uull,suul):

suul :=1/4%(-12*s0*pl~3*al*au~2-8+s0*pll*a0 " 7*pul”~2-6*suu*pl~3*a0”2*al
-2*suu*pl”2%a0"~3*pll-2*pl-3*auul*a0”2*s0-a0"7*puull*pl~2*s0-12+s0*pl~2
*al*au*a0~3*pul+24*s0*pl*al*a0”~6*pul”2-2%s0*pll*a0*pl~2*au~2-4*s0*pll*
a0~4*pl*auxpul+12*s0*pl~3*a0*aul*au+6*s0*pl*a0~7*pull*pul+pll*s0*a0”7*
pl*puul-10*al*a0~6%puul*pl~2%s0)/pl~3/a0"3:

simplify(p4uull) :

Simplificagao de p4ulll por sull.

>
>
>
=
>
>
>
e
>
>
>
>
>
>

p4ulll :=
s111¥pu*a0~3+3*sull*pl*a0+3+sll*(pl*au+3*pu*a0~2*al+a0~3*pul)+3*sul*(2
*pl*al+pll*a0)+3*sl* (2*pl*aul+3*pu*a0~2*all+pll*au+b*al*al0”2*pul+6*pu*
a0*al~2+a0~3%pull) +sux (3*pl*all+3*pll*al+plll*a0)+s0*(plll*au+9*al*a0”
2%pull+6*puxal”3+18*a0*al”2*pul+18*al*puxal*all+9*a0~2xpul*all+3*pu*ald
“2%alll+pulll*a0~3+3*pll*aul+3*pl*aull):

expand (p4ulll):

solve(p4ulll,sull):
sull:=-1/6*s0%(36%pl~3*al”~2*au+9*pll~2%a0"5xpul+3*pll~2+a0~2*pl*au-12
*pl~3*a0*all*au+6%pl~2+a0~4*all*pul-2%pl~2%a0~2*plll*au-4*pl*a0~5*plll
*pul-24*pl-3*a0*aul*al-6%pl~2+a0~2*aul*pll+6*pl~2+a0~4*pull*al-6*pl*a0
“5%pull*pll+2*pl~2*a0~5*pulll+6*pl~3*a0~2*aull+12+pl~2*al*pll*a0*au-12
*pl*alxpll*a0~4*pul)/pl~3/a0"3:

simplify(p4ulll):

Simplificacdo de p4llll por alll.

Vv VVV VY VOV VY Y

p41111 :=

4xs1* (3*%pl*kall+3*pll*al+plll+a0)+6xs1l*(2*plal+pll*a0)+4*s11l*pl*al+s
0% (pl1l1*a0+4*pl*alll+6*pll*xall+4*plll*al):

expand (p41111) :

solve(p41111,alll):
alll:=-1/4%(-24%s0%pl~3*a0*al*all+12xs0*pl~2*a0*al~2*pll-4*sOxpl~2+a0
~2%al*pll1-6*s0*pl~2%a0~2xpll*all+6*s0*pl*a0~2xpll~2*al-4*s0*pl*a0”~3*p
11%p111+24%s0%pl~3*al~3+3*s0*pll~3%a0~3+4*s111*pl~3*a0~3+s0*pl~2*a0"3*
pl111)/p1~3/a07~2/s0:

simplify(p41111):

AVA
AVAVAY
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>

restart:

Oitava Forma Normal

pu:=0:
pl:=0:
p40:=0:
p4u:=s0*pu*al0~3:
p4l:=s0*plx*al:
p4uu:=s0* (6*pu*a0~2*au+al~5xpuu)+2*suxpu*a0”3;
piuu = s0 a0® puu
p4ul:=sl*pu*a0~3+su*pl*a0+s0* (pl*au+3*pu*al0~2*al+a0~3*pul);
p4ul := 50 a0? pul
p411:=2xs1*pl*a0+s0* (2*pl*al+pll*al);
p4ll := s0 pll a0

Simplificagdo de p4uuu por su.

>
-
>
>
>

p4uuu:=3*su* (6*pu*al~2+au+a0~5*puu) +3*suuxpu*al~3+s0* (9*pu*al-2*auu+1
5*au*al0~4*puu+18*pu*al*au~2+a0~7*puuu) :

solve(p4uuu,su) :
su:=-1/3%s0/a0* (15*auxpuu+a0~3*puuu) /puu:
expand (p4uuu) :

Simplificacdo de p4uul por sl.

p4uul:=sl*(6*pu*al”~2*au+a0~5*puu)+2*su* (pl*au+3*pu*a0~2*al+a0~3*pul)+
2*sul*pu*a0”3+suuxpl*al0+s0* (pl*xauu+6*pu*al”2%aul+6*au*a0”2*pul+12*au*p
u*a0*al+b5*al*a0~4*puu+a0~5*puul):

solve(p4uul,sl):

sl:=-1/3*s0/a0" 3% (-12*pul*au*puu-2*pul*a0”3*puuu+15*al*a0”2*puu”2+3*p
uu*xa0~3*puul) /puu~2:

expand (p4uul) :

Simplificacao de p4ull por au.

VooV VY VY VY VY

p4ull:=2xsl*(pl*au+3*pu*a0~2*al+a0~3*pul)+su* (2xpl*al+pll*al)+sll*pux
a0”~3+2*sul*pl*a0+s0* (2xpl¥*aul+3*puxa0~2xall+pll*au+b6*al*a0”2*pul+6*pu*
a0*al~2+a0~3*pull):

solve(p4ull,au):
au:=-1/12%a0"2* (~4*pul”2*a0*puuu+12*pul*al*puu”2+6*pul*puu*a0*puul+a0
*puuu*pll*puu-3*puu”2*a0*pull) /puu/ (-2*pul~2+pll*puu) :

A1:=expand(au):
A2:=expand (p4ull):
simplify (A2):

Simplificagdao de p4lll por al.

p4111:=3xs1*(2*pl*al+pll*a0)+3*sll*pl*a0+s0*(3*plxall+3xpll*al+plllxa
0):

solve(p4lll,al):

al:=-1/12*a0/puu* (pul*puuu*pll~2+3*pll*pul*puu*pull-3*puu*puul*pll-2-
2%plll*puuxpul~2+plll*puu”2*pll)/pll/(pul~2-pll*puu):

B1l:=expand(al):

B2:=expand(p4111):

AVA
AVAVEY
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> simplify(B2):

Simplificagao de p4uuuu por suu.

p4uuuu : =s0* (28+a0~6*auxpuuu+72*xpukal*au*xauu+i2*pu*a0”2*auuu+30*a0~4*a
uu*puu+120%a0~3*au”2*puu+al”9*puuuu+24*pu*au”3) +4*xsu* (9*pu*a0”2*auu+15
*au*a0~4*puu+18*puxal*au~2+a0~7*puuu)+6*suu* (6*xpu*a0~2*au+a0 " 5*xpuu) +4*
suuu*pu*al0~3:

solve (p4uuuu,suu):

suu:=-1/6/a0"2* (-7/3*s0*a0"~5* (-4*pul”~2*al0*puuu-pul*a0*puu* (pul*puuu*p
1172+3*pll*pul*puu*pull-3*puukpuul*pll~2-2*plll*puu*pul”2+plll*puu”2*p
11) /p11/ (pul~2-pll*puu) +6*pul*puu*a0*puul+a0*puuu*pll*puu-3*puu”2*a0*p
ull) /puu/ (-2*%pul~2+pll*puu) *puuu+30*s0*a0*auu*puu+5/6*s0*a0~4* (-4*pul”
2*a0*puuu-pul*a0*puu* (pul*puuu*pll”~2+3*pll*pul*puu*pull-3*puuxpuul*pll
"2-2%plll*puu*pul”2+plll*puu”2*pll) /pll/(pul~2-pll*puu)+6*pul*puu*al*p
uul+a0*puuu*pll*puu-3*puu”2*a0*pull) “2/puu/ (-2%pul~2+pll*puu) “2+s0*a0"
6*puuuu+5/3*s0*a0” 2% (-5/4%a0"~ 2% (-4*pul~2*a0*puuu-pul*a0*puu* (pul*puuux
pl172+3*pll*pul*puu*pull-3*puu*puul*pll~2-2*plll*puu*xpul “2+plll*puu”2*
pll) /pll/(pul~2-pll*puu)+6*pul*puu*a0*puul+a0*puuu*pll*puu-3*puu”2*a0*
pull)/(-2*pul”2+pll*puu)+a0~3*puuu) /puu* (-4*pul~2*a0*puuu-pul*a0*puux (
pul*puuuxpll”2+3*pll*pul*puu*pull-3*puu*puul*pll”2-2*plll*puu*xpul”2+pl
11*puu~2%pll) /pll/ (pul~2-pll*puu)+6*pul*puu*aO*puul+a0*puuu*pll*puu-3*
puu”2*a0*pull)/ (-2*pul~2+pll*puu)-4/3*s0*a0~3*(-5/4%a0" 2 (-4xpul~2*a0x
puuu-pul*a0*puu* (pul*puuu*xpll”2+3*pll*pul*puu*pull-3*puu*puul*pll~2-2x
plll*puu*pul”2+plll*puu”2*pll)/pll/ (pul~2-pll*puu)+6*pul*puu*a0*puul+a
O*puuu*pll*puu-3*puu”2*a0*pull)/(-2*pul~2+pll*puu)+a0~3*puuu) /puu*puuu
) /puu:

C1:=expand(suu) :

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
LS
>
e
>
>
>
>
>

expand (p4uuuu) :

Simplificagao de p4uuul por aul.

p4uuul : =s0* (9*auu*a0~2*pul+pl*auuu+9*pu*al”2*auul+18*auurpura0*al+60x*

auxa0~3*al*puu+7*al*a0”~6*puuu+al”7*puuul+15*aul*a0~4*puu+18*al*au~2*pu
1+18*pu*au”2*al+15%au*a0~4*puul+36*aul*pu*al*au)+3*sul* (6*xpu*ald”~2*au+a
075%puu) +3*suu* (pl*au+3*pu*xal~2*al+a0”~3*pul)+sl* (9*pu*al”2+auu+li5S*au*a
074xpuu+18*pu*al*au~2+a0~7*puuu) +3*su* (pl*auu+6*pu*xa0~2*aul+6*au*xal”2x*
pul+12*au*pu*aO*al+5*%al*a0~4*puu+al”5*puul) +3*suul*pu*al”3+suuu*pl*al:

solve(p4uuul,aul):

aul:=1/360%* (-72*puu”5*sul*a0~3*pll~4+45%puu~5*s0*a0”~5*xpull*plll*pll~2

-15*%puu”~5*s0*a0”~5*pul*plll~2*pll-24*puu”4*pll~4*s0*a0~5*xpuuul+144*puu”
4xpll~4*sO*xauuxpul-45*puu~4*pll~3*s0*a0~5*pull*puul-9*puu~4*pll~3*s0*a
0"5*puuu*plll+144*puu~4*pll~3*sul*a0~3*pul~2+18*puu~4*pll~2*s0*al0”~5*pu
1172*pul-30*puu”4*pll~2*s0*a0”5*puul*pul*plll-57*puu~4*s0*a0~5xpul~2*p
ull*plll*pll+17*puu~4*s0*a0~5*pul~3*plll~2+45*puu~3*pll~4*s0*al0~S*puuu
*puul+12*puu”3*pll~4*s0*pul*a0”5*puuuu+12*puu”3*pll~3*s0*a0~S*xpuuu*pul
*pull-288*puu~3*pll~3*sO*auu*pul”3+45*puu~3*pll~3*s0*a0~5*pul*puul~2+4
8*puu~3*pll~3*s0*a0”5xpuuul*pul "2+9*puu”3*pll~2*s0*a0”~5*pull*puul*pul”
2-72*xpuu”3*pll~2*sul*a0”3*pul”~4+29*puu”~3*pll~2*s0*a0”~5*xpuuu*plll*pul~2
+42xpuu”3*s0*a0~5*pul“3*puul*plll*pll-26*puu”2*s0*a0”5*puun”2*pul*pll”
4-117*puu”2*pll~3*s0*a0”S*puuu*puul *pul“2-24*puu”2*pll~3*s0*pul“3*al0"5
*puuuu+144*puu”2*pll~2*s0*auu*pul~5-24*puu”2*pll~2*s0*a0~5*xpuuul*pul~4
-27*puu”2*pll~2*s0*a0~5*xpul”~3*puul"2-24*puu”2*s0*a0~5*xpul “4*puuu*plll*
pll+56*puu*s0*a0~5*xpuuu”2*pul“3*pll~3+12*puu*xpll”~2*s0*pul”5*a0”5S*puuuu
+60*puu*pll~2*s0*a0~5*pul”~4*puuu*puul-28+s0*a0~5*pul~S*xpuuu~2*pll~2)/a
0°2/puu~3/(-pul~“2+pll*puu) “2/pl1~2/s0:

D1:=expand(aul):

V vV VVVVVVVVYVVYVVVVYVY VY V VVYVVVY

simplify (p4uuul) :

AVA
AVAVEY
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Simplificacao de p4uull por sll.

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

p4uull:=sllx*(6*pu*a0”2*au+al”5*puu)+4*sul* (plrau+3*pu*xa0~2xal+a0”3*pu
1) +suux (2*pl*al+pll*a0)+2*sull*pu*a0~3+2*suul*pl*a0+1/2xs0* (6*pu*al”2*
aull+pll*auu+2*pl*auul+a0~5*puull+6*au*al”2*pull+24*aul*puraO*al+24*au
*a0*al*pul+12*all*pu*aO*au+12*aul*a0”2*pul+5*all*a0~4*puu+tli2* auxpu*al”
2+20*a0~3*al"2*puu+10*al*a0~4*puul)+sl*(pl*auu+6*pu*al~2*aul+6*au*xa0”2
*pul+12*auxpuraO*al+5*al*a0~4*puu+al~5*puul)+sux (2*plraul+3*pu*a0~2*al
1+pll*au+6*al*a0~2*pul+6*pura0*al”2+a0~3*pull):

solve(p4uull,sll):

s11:=1/720% (-720*puu*pll~2+s0*a0~5*pul “5*puuu*puul-144*puu*pll”2*s0*a
0~ 5*puuuu*pul "6+360*puu”2%pll~2+s0*a0~5*pul “4*puuu*pull+324*puu”2*pll”
2%50*a0~5*xpuul~2xpul~4+288*puu”2*pll~2*s0*a0~5S*xpuuul*pul "5-192*puu”2*s
0%a0"~5*pul~5*puuu*plll*pll-1012+puu*s0*a0~5*pul~4*puuu~2*pll~3+807*puu
~2%s0*a0~5*pul " 2*puun”2%pll~4+2124*puu”2*pll~3*s0*a0”5*pul " 3*puuu*puul
+408*puu~2*pll~3*s0*a0”5*xpuuuu*pul “4-360*puu”3*pll~2+a0~5*puull*sO*pul
~4-2016*puu”~3*pll~2*sul*a0~3*pul~5+336*puu”3*s0*a0~5*puul*pul “4*plll*p
11-1728*puu”2*pll~2*s0*auu*pul "6-1254*puu~3*pll~3*s0*a0~5*pul”2*puuu*p
ull+6696*puu”3*pll~3*sO*auuxpul~4-576*puu”3*pll~3*s0*a0”S*puuul*pul”3-
384*puu”3*pll~4#*s0%a0"5*puuuu*pul "2-1305%puu”3*pll~3*s0*a0”5*puul”2*pu
1°2-108*puu”~3*pll~2*s0*a0~5*pul "3*pull*puul+412*puu”3*pll~2*s0*a0”5*pu
1" 3*puuu*xplll-636*puu~4*s0*a0~5*pul "3*pull*plll*pll+256*puu”4*s0*a0” 5%
plll~2%pul~4+279%puu~4*pll~2%s0%a0~5*pul”2*pull~2-185*puu”3*s0*a0”5*pu
uu~2%pll~5-1080*puu~3*pll~4*s0*a0”~5*puuurpul*puul-112*puu~4*pll~3*sO*a
0~ 5*puuu*pul*pll1+720*puu~4*pll~3*a0~5*puull*s0*pul~2-510%puu”4*pll~2#
s0*a0~5*puul*pul ~2*pll1-1800*puu~4*pll~2*all*a0~4*s0*pul~4+570%puu”4*p
11"4*s0*a0"5*puuuxpull+288*puu~4*pll~4*pul*s0*a0~5*puuul+495*puu~4+*pll
~4*xs0%a0"5%puul ~2+120*puu~4+s0*a0”~5*puuuu*pll~5-8208*puu~4*pll~4*sO*au
uxpul~2+1080*puu~4*pll~3*s0*a0”~5*pul*pull*puul+4032*puu~4*pll~3*sul*al
~3*pul”~3+960*puu”5*s0*a0~5*pul*pull*plll*pll~2-385*puu~5*s0*a0~5*plll”
2%pul~2*pll-150*puu~5*pll~3*s0*a0”~5*puul*plll-2016*puu~5*pll~4*sul*a0”
3xpul-360*puu”~5*pll~4*a0~5*puull*s0-765*puu~5*pll~3*s0*a0"5*pull”2-180
O*puu”6*all*a0”4*s0*pll~4+75%puu”6*s0*xa0~5+plll~2+pll~2+336%s0*a0~5*pu
1"6*puuu”2%pl1~2+3600*puu”5*pll~3*all*a0~4*s0*pul “2+3240*puu”5*sO*auux
pll1~5)/puu~4/(-pul~2+pll*puu) “2/pll~2/a0"5:

El:=expand(sll):

simplify(p4uull):

Simplificagdo de p4ulll por sul.

p4ulll:=slll*pu*a0~3+3*sull*pl*a0+3*sll*(pl*au+3*pu*a0~2*al+a0”~3*pul)
+3*sul* (2*pl*al+pll*a0)+3*slx (2*¥pl*aul+3*pu*a0”2*all+pll*au+6xal*a0”2*
pul+6*pu*al*al”2+a0"~3*pull) +su* (3*pl*all+3*pll*al+plll*a0)+s0* (plll*au
+9%al*a0~2*pull+6*pu*al~3+18*a0*al”~2*pul+18*al*pu*al*all+9*a0~2xpul*al
1+2%pu*a0~2%alll+pulll*a0~3+3*pll*aul+3*pl*aull+pu*ald”2*auuu) :

solve(p4ulll,sul):
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sul:=-1/288%(336xpuu~3*a0~5*pul~5*puul*plll*pll-1266*puu~4*a0~5*pul”3
*puul*plll*pll~2+879*puu”2*a0”~ 5*puuu”2*pul~3*pl1~4-1068*a0"5*pul " 5*puu
u~2*pll~3*puu-420*puu”6*a0~5*pull*plll*pll~3+55*puu~6*a0 " 5*pul*plll~2x*
pll~2-180*puu”~5%pll~4*a0~5*pull*puul+12*puu~5*pll~4*a0~5*puuu*plll-144
*puu*pll~2*pul~7*a0"~5*puuuu-720*puu*pll~2*a0”5*pul”6*puuurpuul-48*puu”
5%pll~5%a0”~5*puuul+3528*puu”5*pll~5*auu*pul-192*puu”2*a0”~5*pul”6*puuux*
plll*pll+684*puu”3*pll~2*a0~5*puuu*plll*pul~"4-344*puu”4*pll~3*a0”S*puu
uxplll*pul~2+324*puu”2%pll~2*a0~5xpul "5*puul“2-81*puu”4*pll~2*a0”5*pul
1"2*%pul~3-639*puu”~5*pll~3*a0~5*xpull”2*pul+60*puu~4*pll~5*a0”5*puuu*puu
1+1176*puu”5*a0~5%pul~2*pull*plll*pll~2-151*puu~5*a0~5*pul~3*plll~2*pl
1+450*puu”5*pll~3*a0~5*puul*pul*plll-276*puu”4*a0~5*pul~4*pull*plll*pl
1+384*puu”4*pll~4*a0~5*puuul*pul”2-108*puu~3*pll~2*a0"5*pull*puul*pul”
4+1728*puu”4*pll~3*a0~5*pull*puul*pul~2-1359*puu”3*pll~3*a0”5*pul~3*pu
ul~2+315%puu~4*pll~4*a0~5*pul*puul " 2+144*puu~4*pll~5*pul*al~5S*+puuuu-14
94xpuu”3*pll~3*a0”~5*puuuxpul ~3*pull+654*puu~4*pll~4*a0”~5*puuuspul*pull
-432*xpuu”3*pll~4*pul”3*a0”5*puuuu+288*puu~2*pll~2*a0” 5*puuul*pul~6-624
*puu”3*pll~3*a0”5*puuul*pul~4+2244*puu”2%pll~3*a0”S*puuurpuul*pul”4-11
04*puu”3*pll~4*a0~5*puuuxpuul*pul~2-227*puu~3*a0”5*puuu”2+pul*pll~5+43
2%puu”2*pll~3*pul~5*a0”5*xpuuuu+6984*puu”3*pll~3*auu*pul "5-8784*puu”4*p
11"4xauu*pul”~3+16%puu~4*a0~5*pul "5*pll1~2-1728*puu”2*pll~2*auu*pul~7+3
36*a0"5*pul " 7*puuu”2*pll~2+360*puu~4*pll~2*all*a0~4*pul~5+240*puu”4*pl
1~2%pulll*a0~5*pul~4-360*puu”~3*pll~2*a0~5*puull*pul "5+360*puu~2*pll~2x*
a0~5*puuu*pull*pul~5+720*puu~4*pll~3*a0~5*puull*pul~3-480*puu”5*pll~3*
pulll*a0~5*pul~2-720*puu”5*pll~3*all*a0~4*pul”3-360*puu”5+pll~4*pul*al
~5%puull+360*puu”6*pll~4*pul*all*a0”4+240*puu”6*pll~4*pulll*a0~5)*s0/a
0°3/pl1~2/(-pul~2+pll*puu) “2/puu”3/ (2*pll*puu-7*pul~2):
F1:=expand(sul):

Simplificagao de p4llll por all.

p41111:=4%s1*(3*pl*all+3*pll*al+plll*a0)+6*sll*(2*plkal+pll*al)+4*sll
1#pl*a0+s0* (pl111*a0+4*plxalll+6*pll*all+d*plll*al):

solve(p41111,all):
all:=1/72/puu”3*(-27*puu~6*a0”~5+%pl11~2%pll~3+648*puu”S*auu*xpll~6+24*p
uu~6*a0"5%pll11l*pll~4+168*puu”5+pll~4*xpul*pulll*a0~5+28*a0”5*pul”6*puu
u~2*pll~3+114*puu”4*pll~5+a0”~5xpuuu*pull+24*puu~4*a0”5*puuuu*pll”6+6*p
uu~5*pll~4*a0~5*xpuul*plll-132*puu~5*pll~3*a0~5+pllll*pul ~2-138*puu”5*p
11~3*a0~5*pul*pull*plll-153*puu”5*pll~4*a0~5*pull”2-72*puu~5*a0~5*puul
1%pll~5-12*puuxpll~3*a0"5*puuuu*pul "6-145%puu*a0~5*pul “4*puuu”2*pll-4+
24*puu”2%pll~3*pul ~5*a0 "~ 5*puuul+27*puu”2*pll~3*a0~5*puul ~2*pul"4+48*pu
u"2%pll~4*a0~5*puuuu*pul “4+130*puu”2*a0~5*pul ~2*puuu”2*pll~5-84*puu”3*
pll*a0~5%pllll*pul~6-189*puu~3*pll~2*a0~5*pul "4*pull~2+168*puu~3*pll~2
*pul~5%pulll*a0~5-72%puu”3*pll~3*a0"5*puull*pul~4-48*puu~3*pll~4*pul”3
*a0~5*puuul-324*puu”~3*pll~4*a0~5*puul”~2*pul"2-60*puu~3*pll~5*pul~2*a0"
Sxpuuuu-177*puu”4*a0~5*pl11~2%pul”~4*pll+192*puu”4*pll~2*a0"5*pllll*pul
~4-336*puu”4*pll~3*pul~3*pulll*a0~5+144*puu~4*pll~4*a0~5*+puull*pul”2+1
44xpuu~4*pll~3*a0~5*puul*plll+pul~2+126*puu~4*pll~3*a0~5*pul " 2*pull”2+
126*puu~4*pll~4*a0~5*pul*pull*puul+152*puu~5+a0~5*plll~2*pul"2*pll~2-2
6xpuu”4*pll~4*a0~5*pul*puuu*plll-1440*puu~4*pll~5*pul~2*auu+81l*puu”4*p
11°5%a0~5%puul “2+24*puu”4*pll~5*pul*al~5*puuul-144*puu~2*pll~3*pul”6*a
uu+366%puu”2*pll~4*a0”5*pul~3*puuukpuul+28*puu”3*a0~5*plll~2*pul "6+84*
puu~3*pll*a0”5*pul~5*pull*plll-294*puu”3*pll~2*a0~5*puul*plll*pul"4-22
*puu”3*pll~3*a0~5*pul”3*puuu*plll+306+puu”3*pll~3*a0~5*pul~3*pull*puul
-204%puu”3*pll~4*a0~5*pul”2*puuuxpull+936+puu”3*pll~4*pul”4*auu-162*pu
u"3%pll~5*a0”5*pul*puuuxpuul-37*puu”3*a0~5*puuu2*pll”6+198*puu”4*pll”
2%a0"5%pul~3*pull*plll-60*puu*pll”3*a0~5*pul”S*puuurpuul+96*puu”2*a0”5
*pul“5*puuu*p111*pll“2—54*puu“2*p11‘3*a0“5*pu1“4*puuu*pu11)/(—pu1“2+p1
1xpuu) “2/pl1~2/a0~4/ (3*pll*puu-14*pul~2):

V VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYYVVY
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> Gl:=expand(all):
> simplify(p41111):

> restart:
Nona Forma Normal

:=0:
:=0:
puu:=(pul~2)/pll:
p40:=0:
p4u:=s0*pu*a0~3:
p4l:=s0*plx*a0:
p4uu:=s0* (6*pu*a0~2*au+a0”5*puu) +2*suxpu*ad~3;
s0 a0° pul®

pll
p4ul : =sl¥pu*a0”3+su*pl*a0+s0* (pl¥au+3*pu*al~2*al+a0”3*pul) ;

phun 1=

p4ul := s0 a0® pul
p411:=2xs1*pl*a0+s0*(2*pl*al+pll*a0);
p4ll := s0 pll a0
Simplificagcdo de p4uuu por su.
p4uuu : =3*su* (6*xpu*a0”2*au+a0~5*puu) +3*suuxpu*a0~3+s0* (9*puxa0”2*auu+l
5xau*al”4*puu+18*puxal*au”2+a0”~7*puuu) :
solve(p4uuu,su):
su:=-1/3*s0/a0* (15*au*xpul ~2+a0"3*puuu*pll) /pul~2:

expand (p4uuu) :

Simplificagao de p4uul por sl.
p4uul :=s1* (6xpu*a0”2*au+a0~5*puu)+2*su* (pl*au+3+pu*a0~2*al+a0~3*pul)+
2xsul*pu*a0~3+suuxpl*a0+s0* (pl*xauu+b*pu*al”2*aul+6*au*al”2*pul+i2*au*p
u*a0*al+5*al*a0~4*puu+a0”~5*puul) :
solve(p4uul,sl):
s1:=1/3%s0/a0"~ 3% (12*pll*aukpul “2+2*a0~3*puuu*pll~2-15*al*a0~2xpul”3-3
*pul*a0”~3*puul*pll) /pul”3:

> expand(p4uul):

Simplificagao de p4ull por au.
p4ull:=2slx(pl*au+3*pu*ald”2*al+a0”3*pul)+sux (2*pl*al+pll*a0)+sll*pu*
a0"~3+2xsul*pl*a0+s0* (2*xpl*aul+3*pu*a0~2*all+pll*au+6*al*a0”2*pul+6xpux
a0*al~2+a0"~3%pull) :
solve(p4ull,au):
au:=-1/4*a0"~2* (a0*puuu*pll~2-4*al*pul”3-2*pul*a0*puul*pll+pul~2*a0*pu
11) /pul~2/pll:
simplify(p4ull):

p4lll nao é simplificado.

> p4l11:=3xslx(2xpl*al+pll*a0)+3*sll plka0+s0*(3*plrall+3*pll*al+plllxa

= 0
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>

p4lll := s0(—3 a0? (a0 puuu pli* — 4 al pul® — 2 pul a0 puul pll + pul® a0 pull)
+ 2 a0® puuu pli® — 15 al a0? pul® — 3 pul a0® puul pll)pll/(a0® pul®)

+ 50 (3 pll al + plll a0)
expand (p4111) ;

_s0a0 pllI® puuu 2 350 a0 pli* puul _3s0a0 pll pull
pul® pul? pul

+ s0 plll a0

Simplificagcdo de p4uuuu por auu.

VVVVVV V V VVVYV

>

p4uuuu : =s0* (28*a0~6*au*puuu+72*pukal*aurauu+12*purad”2*auuu+30%a0”4*a
uuxpuu+120*a0~3*au”2*puu+al~9*puuuu+24*pu*au”3) +4*su* (9*pu*ra0~2*auu+15
*au*a0~4*puu+18*pu*a0*au~2+a0"7*puuu) +6*suux (6*pu*ad”~2*au+a0”5xpuu) +4*
suuu*pu*a0~3:

simplify (p4uuuu) :

solve (p4uuuu,auu) :

auu:=-1/360*%a0* (-115*s0*a0~4*puuu”2%pll~4+936*s0*a0~3*puuu*pll~2*al*p
ul~3+468%s0*a0”~4*puuu*pll”3*pul*puul-234*s0*a0~4*puuuxpll”2*pul”2*pull
-2160%s0%a0"2*al~2*pul~6-2160*s0%a0"3*al*pul "4*puul*pll+1080*s0*a0~3*a
1*pul~5%pull-540*s0*a0”~4*pul”2*puul ~2*pll~2+540*s0*a0"4*pul~3*puul*pll
*pull-135*s0*a0~4*pul~4*pull”~2+12*s0*a0"4*puuuurpul "2*pl1~3+72*suupul
“4%pll~2)/pll~2/pul~4/s0:

expand (p4uuuu) :

Simplificagdo de p4uuul por aul.

=
>
>
>
g
>
e
>
>
>
>
>
>
>
>

>

p4uuul : =s0* (9*auu*a0 " 2*pul+pl*auuu+9*pu*al”2*auul+18*auu*rpu*al*al+60*

au*a0~3*al*puu+7*al*a0”6*puuu+al”7*puuul+i5*aul*a0”4*puu+i8*a0*au”2*pu
1+18*pukau”~2*al+15*xau*a0~4*puul+36*aul*pu*al*au)+3*sul* (6*pu*al~2*au+a
0~5%puu) +3*suu* (pl*au+3*pu*a0~2*al+a0~3*pul)+sl* (9*puxal”2*auu+lis*au*a
0~4*puu+18*pu*a0*au”2+a0”7*puuu) +3*su* (pl*auu+6*pu*al”2*aul+6+au*al”2x
pul+12*auxpu*a0*al+5*al*a0”4*puu+a0~5xpuul)+3*suul*pu*a0”3+suuu*pl*al:
simplify (p4uuul) :

solve(p4uuul,aul):

aul:=1/1800/a0%* (-144*suu*pul "4*pll~2-95%s0*a0~4*puuu”2%pll~4+5760%s0*

a0~2*al”~2%pul~6-315*s0*a0~4*pul "4*pull”2-1212*s0*a0 " 3*puuu*pll”2*al*pu
1°3+354*s0*a0~4*puuu*pll”3*pul*puul-282*s0*a0~4*puuuxpll”2*pul”2*pull+
2160*s0%a0~3*al*pul ~4*puul*pll-180*s0*a0~3*al*pul~5*pull-360*s0*a0~4*p
ul~2%puul~2*pll~2+810%s0%a0"4*pul~3*puul*pll*pull+36+s0*a0~4*puuuu*pul
~2xp11~3-120*a0~4*puuul*pll~2*pul~3*s0-360*sul*a0~2*pul”5+pll)/pll/pul
"5/s0:

simplify (p4uuul) :

Simplificacdo de p4uull por sll.

VoV VIV VVVYVY

p4uull:=sll*(6%pu*a0”~2*au+a0~5*puu)+4*sul* (plrau+3*+puxald”2+al+a0”3*pu
1) +suux (2*pl*al+pll*a0)+2*sull*pu*a0~3+2*suul*pl*a0+1/2*s0* (6xpu*a0”2*
aull+pll*auu+2%pliauul+a0~5*puull+6*au*al0~2*pull+24*aul*pu*a0*al+24*au
*a0*al*pul+12*all*pu*aO*au+12*aul*a0”2*pul+5*all*a0~4*puu+i2*auxpu*al”
2+20%a0"~3*al"~2*puu+10*al*a0~4*puul)+sl* (pl*auu+6*pu*a0-2*aul+6*au*ald”2
*pu1+12*au*pu*a0*a1+5*al*a0“4*puu+aO“5*puu1)+su*(2*p1*aul+3*pu*a0“2*al
1+pll*au+6*al*a0~2*pul+6*puxa0*al”2+a0”3*pull):

simplify(p4uull) :

AVA
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VvV VVVVVVYV YV

solve(p4uull,sll):
s11:=-1/1800/a0"4* (756*suu*pul "4*pll~2+205*s0*a0~4*puuu”2*pll~4-3240%
s0*a0"2%al~2*pul~6+1485%s0*a0”4*pul”4*pull~2-5112*s0%a0"~3*xpuuu*pll~2*a
1*pul~3-2196%s0*a0"4*puuu*xpll”3*pul*puul+1818*s0*a0~4*puuu*pll”2*pul”2
*pull+14760%s0%*a0~3*al*pul “4*puul*pll-11880*s0*a0~3*al*pul~5*pull+4140
*s0*a0"4*pul~2*puul "2*pll~2-5940*s0*a0"4*pul~3*puul*pll*pull+186*s0*a0
~4xpuuuu*pul “2%pll~3-720%a0"4*puuul*pll~2*pul"3*s0+5040*sul*a0”2%pul”5
*p11+4500*all*a0~3*pul~6*s0+900*a0~4*puull*pll*pul~4*s0) /pul”6:

simplify(p4uull):

Simplificagdo de p4ulll por sul.

>
>
>
>
>
>
>
>
>
=
>
>
>
>
>
>
>

p4ulll:=slll*pu*a0~3+3*sull*pl*a0+3*sllx(pl*au+3*purald~2*al+a0~3*pul)
+3*sul* (2xpl*al+pll*a0)+3*sl*(2*pl¥aul+3+puxal”2*all+pll*aut6*al*al”2x
pul+6*pu*al0*al~2+a0~3*pull)+sux(3*pl*all+3*pll*al+plll*a0)+s0*(plll*au
+9%al*a0~2*pull+6*pu*al~3+18*a0*al”~2*pul+18*al*pural*all+9*a0~2xpul*al
1+2%pu*a0~2*alll+pulll*a0~3+3*pll*aul+3*plkaull+pu*al”2*auuu) :
simplify(p4ulll):

solve(p4ulll,suu):

suu:=-1/18*a0"2* (72*sul*pul ~5+pll~2+3*s0*a0~2*puuu”~2*pll~5-108*al*al*
pull*pll*pul "5*s0+36%al~2*pul~6*pll*s0-18+a0*pul~6*all*pll*s0-12*pulll
*a0~2%pll*pul ~5*s0-8*plll* a0~ 2*pul ~3*s0*puuu*pll”2+48+plll*a0*pul”6*s0
*al+24%pl11*a0”~2*pul~4*s0*puul*pll-12%plll*a0~2*pul~5*s0*pull-36*s0*a0
*puuu*pll~3*al*pul~3-36%s0*a0” 2*puuu*pll”4*pul*puul+42+s0*a0”2*puuu*pl
1"3%pul~2%pull+108*s0*a0*al*pul"4*puul*pll~2+72*s0%a0~2*pul”2*puul”2*p
11°3-144%s0%a0"2*pul~3*puul*pll~2*pull+3*s0*a0”2*puuuu*pul "2*pll~4-12*
a0~ 2*puuul*pll~3*pul~3*s0+63*pll*ks0*a0”2%pul~4*pull~2+18*a0~2*puull*pl
1"2%pul~4xs0)/pul~4/pll~3:

simplify(p4ulll):

Simplificagao de p4llll por all.

V VVVVVVVVYV V VYV

>

p41111:=4%s1*(3*pl*all+3*pllxal+plll*a0)+6+sll*(2*pl*al+pll*al)+4*sll
1xpl*a0+s0* (p1111*a0+4*pl*alll+6xpll*all+4*plll*al):

solve(p4l1l1ll,all):

all:=-1/3456/a0*(2016*sul*pul "5*pll~2+79%s0*a0”2*puuu”2*pll~5-3744+*al

*a0*pull*pll*pul ~5*s0-1152%al~2%pul~6*pll*s0+504*pulll*a0”2*pll*pul”S*
S0+736%plll*a0~2+pul~3*s0*puuu*pll~2-2016%plll*a0*pul”6*s0*al-2208*pll
1*a0~2%pul~4*s0*puul*pll+1704*plll*a0”~2%pul~5*s0*pull-2400*s0*a0*puuu*
pll~3*al*pul~3-684*s0%a0"~2*puuukpll”4*pul*puul+54*s0*a0”~2*puuu*pll™3*p
ul~2*pull+6624*s0*a0*al*pul "4*puul*pll~2+1116*s0*a0~2*pul~2*puul”2+pll
~3+108%s0*a0"2*pul~3*puul*pll~2+pull+60*s0*a0”2*puuuu*pul "2*pll~4-216%*
a0~ 2*puuul*pll~3*pul~3*s0-1161*pll*s0*a0~2*pul~4*pull~2+144*a0"2*puull
*pl1~2%pul~4*s0-300*s0%a0"2%pul"6*pl111) /pul”6/s0/pll:

simplify(p41111):

restart:

Décima Forma Normal

pu:=0:

pl:=0:

pll:=0:

p40 := O:

p4u := sO*pu*xa0~3:

AVA
AVAVAY
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>

>

>

>

p4l := sOxplx*a0l:

pduu := sO*(6*xpu*al”~2*au+al”5*puu)+2*su*pu*xa0”3;
p4uu := s0 a0® puu

p4ul := sl*pu*a0~3+su*pl*al0+s0*(pl*au+3*pu*al”2*al+a0~3+*pul);
p4ul := 50 a0® pul

p41l := 2xslxpl*aO+s0*(2*pl*al+pll*a0):

Simplificagdo de p4uuu por su.

p4uuu :=
3*su* (6*pu*xal~2xau+a0”~5*puu) +3*suuxpuxal”3+s0* (9*xpu*xal~2*auu+15%au*a0”
4xpuu+18*pu*al*au~2+a0~7*puuu) :

expand (p4uuu) :

solve(p4uuu,su):

su:=-1/3*s0/a0* (15*au*puu+a0~3*puuu) /puu:
simplify (p4uuu) :

Simplificagcao de p4uul por sl.

VvV VV V VVVYVY

p4uul :=

slx(6*pu*a0~2*au+a0”5*puu)+2*su* (pl*au+3*pu*al”2+al+a0”3*pul)+2*sul*pu
*a0~3+suu*pl*a0+s0* (pl*auu+6*pu*xal~2*aul+6*au*xal0”2*pul+12*aukpu*al*al+
5%al*a0~4*puu+a0~5*puul) :

solve(p4uul,sl):
sl:=-1/3%*s0/a0" 3% (-12*pul*au*puu-2*pul*a0~3*puuu+i5*al*al~2*puu”2+3*p
uu*a0~3*puul) /pun~2:

simplify(p4uul):

Simplificagcao de p4ull por al.

VVV VV V VVVYV

p4ull :=
2xs1*(pl*au+3*pu*al~2*al+a0~3*pul) +su* (2*¥pl*al+pll*a0)+sll*pu*a0”3+2x*s
ul*pl*a0+s0* (2*pl¥aul+3*pu*a0~2*all+pll*au+6*al*a0”2*pul+6*pural*al”2+
a0~ 3xpull) :

solve(p4ull,al):
al:=1/12%(24*pul”2*au*puu+4*pul~2*a0”3*puuu-6*pul*puu*al”3*xpuul+3*a0d”
3%pull*puu~2)/puu~2/a0~2/pul:

simplify(p4ull):

p4lll :=
3%s1x (2*%pl¥al+pll*a0)+3*s1ll*pl*a0+s0*(3*xpl*all+3*pll*al+plll*a0):

p4ll1l :=
3%s1#%(2*pl*al+pll*a0)+3*s1l*pl*a0+s0* (3xpl*xall+3*pll*al+plll+*a0);

p4lll = s0 plll a0

Simplificagdo de p4uuuu por auuu.

p4uuuu :=
s0*(28*a0~6*au*puuu+72*pu*a0*aukauu+l12*pu*xa0”2*auuu+30*a0~4*auuxpuu+i2
0*a0~3*au”2*puu+a0”9*puuuu+24*pukau”3) +4*su* (9*pu*xal~2*auu+i5*au*al~4x*
puu+18%pu*al*au~2+a0"7*puuu) +6*suux (6*pu*al~2*au+al~5*puu) +4*suuu*xpu*a
0°3:

expand (p4uuuu) :
solve (p4uuuu,auu) :

AVA
AVAVEY
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>
>

>

auu:=1/90/a0* (36*s0*puu*al”3*au*puuu+540*s0*puu”2*au”2-3*s0*puu*al " 6*
puuuu+4*s0*a0~6*puuu~2-18*suu*a0~2*puu~2) /puu~2/s0:

simplify (p4uuuu) :

Simplificagao de p4uuul por auu.

vV VVVVVV V VVVVVVYV

p4uuul :=

sO* (9*auuxa0~2xpul+pl*xauuu+9*pu*al”2*auul+i8*auu*xpu*a0*al+60*au*ald~3*a
1*puu+7*al*a0~6*puuu+a0”~7*puuul+15*aul*a0”4*puu+18*a0*au~2*pul+18*pu*a
u~2*xal+15*%au*a0~4*puul+36*aul*pu*aO*au)+3*sul* (6*pu*a0~2*au+a0”5*puu)+
3*suu* (pl*au+3*pu*a0”~2*al+a0~3*pul)+sl* (9*pu*al”2*auu+15*au*xa0”~4*puu+l
8*pux*al0*au~2+a0”~7*puuu) +3*su* (pl*auu+6*pu*a0”2*aul+6*au*xa0”2*pul+12*au
*pu*aO*al+5%al*a0~4*puu+al”5*puul) +3*suul*pu*a0”3+suuu*pl*al:

expand (p4uuul) :

solve(p4uuul,aul):

aul:=-1/900/a0"3* (4*pul~2*s0*a0~6*xpuuu”2+72*pul~2*suu*al”2*puu”2+180%

sul*a0~4*puu”~3*pul-1350*au*puu”3*s0*a0~3*pull-30*a0~6*puuu*sO0*pul*puu*
puul-45*a0~6xpuuu*sO*pull*puu”2+60*a0”6*punul*puu”2*s0*pul-8280*au”2*p
ul”2*puu”2*s0+1800*au*a0”3*puul*puu”~2*s0*pul-1464*pul ~2*s0*puu*al”3*au
*puuu-18*pul”2*s0*puu*a0”6*puuuu) /puu~3/pul/s0:

simplify(p4uuul) :

Simplificacdo de p4uull por sull.

>
>
>
>
>
b
£ ]
>
>
>
>
>
>
i
>
>
>
>
o

p4uull :=
s11*(6*pu*a0~2*au+a0~5*puu) +4*xsul* (plxau+3*xpu*al~2*al+a0~3*pul)+suu* (2
*pl¥*al+pll*a0)+2*sull*pu*a0~3+2*suul*pl*a0+1/2xs0* (6xpuxal~2*aull+pll*
auu+2*pl*auul+a0~5*puull+6*au*xal”2*pull+24*aul*pu*al*al+24*au*xal*al*pu
1+12*all*pu*a0*au+12*aul*a0~2*xpul+5*all*a0~4*puu+l2*au*pu*al”~2+20*a0"3
*al~2*puu+10*al*a0~4*puul)+sl* (pl*auu+6*pu*a0”~2*aul+6*au*a0~2*pul+12*a
uxpu*aO*al+5*al*a0~4*puu+a0”5*puul)+su* (2*pl*kaul+3*pu*al0”2*all+pll*au+
6*al*a0~2*pul+6*pu*al*al~2+a0~3*pull):

expand (p4uull):

solve(p4uull,sll):

s11:=1/3600/a076*(8100*s0*pul”2*puu”2*a0~6*xpuul "2-9000*s0*pul*puu”3*a
0"6*puul*pull-12720*pul~3*a0~6*puuu*sO*puu*puul+7920*pul "2*a0 " 6*puuu*s
O*pull*puu”2+1440*pul”~3*a0”~6*puuul*puu~2*s0-432*pul~4*s0*puu*al”6*puuu
u-1800*a0~6*puull*puu”3*s0*pul~2+54000*au*a0”3*pull*puu”3*s0*pul~2-900
0*all*a0~5*puu~4*s0*pul”~2+46464*au*puu*sO*pul~4*a0~3*puuu-72000*au*puu
“2%s0*pul”~3*a0”3*puul+4496*pul "4*s0*a0”6*puuu”2+132480*au”2*puu”2*s0*p
ul~4+1728*pul~4*suu*al0”~2*puu~2-10080*pul~3*sul*al0~4*puu~3+3375*%s0*a0"6
*pull~2*puu~4)/puu~4/pul~2:

simplify(p4uull):

Simplificagdo de p4ulll por slll.

vV vV VV V VWV YV

p4ulll :=
s111*pu*a0~3+3*sull*pl*a0+3*sll*(plxau+3*pu*a0”2*al+a0”3*pul)+3*sul*(2
*pl*al+pll*a0)+3*sl*(2*pl*xaul+3*pu*a0”~2*all+pll*au+6*al*a0”2*pul+6*pu*
a0*al~2+a0~3*pull)+su* (3*pl*all+3*pll*al+plll*al)+s0* (plll*au+9*al*a0”
2*pull+6*pu*al”3+18*a0*al”~2*pul+18*al*pu*al*all+9*a0~2*pul*all+3*pu*al
“2%alll+pulll*a0~3+3*pll*aul+3*pl*aull):

expand (p4ulll):
solve(p4ulll,sul):
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VOV VIV VYV YV VY

sul:=1/10080% (-2700*s0*pul~2*puu~2*a0~6*puul~2+7200*s0*pul*puu~3*a0~6

*puul*pull+1680*pul~3*a0”6*puuu*sO*puu*puul-2880*pul~2*a0”6*puuu*sO*pu
11*puu~2+1440*pul”3*a0”6*puuul*puu”2*s0-432*pul “4*s0*puu*a0”6*puuuu-18
00*a0~6*puull*puu~3*s0*pul~2-10800*au*a0”3*pull*puu”3*s0*pul “2+1800*al
1*xa0~5*puu~4*s0*pul~2-11136*au*puu*sO0*pul“4*a0~3*puuu+14400*au*puu”2*s
O*pul~3*a0~3*puul-304*pul~4*s0*a0”"6*puuu”~2-40320*au”2*puu”2*s0*pul“4+1
728*pul”4*suu*al”2*puu”2-3825*%s0*xa0 " 6*pull "2*puu~4-4800*s0*plll*a0~3*p
uu~4*pul*au-400*s0*plll*a0~6*puu”3*pul*puuu+1200*s0*pulll*a0~6*puu”4*p
ul)/a0"4/puu~3/pul”3:

simplify(p4ulll):

Simplificacao de p4llll por sl.

>

p41l11l :=
4%s1x (3*pl*all+3*pll*al+plll*a0)+6*sll*(2*pl*xal+pll*a0)+4*slll*pl*al+s
0*(p1111*a0+4*pl*alll+6*pll*all+4*plllx*al):

expand (p41111) :

solve(p4111l1,au):
au:=-1/48%a0" 3% (-12*plll*pul*puu*puul+8*plll*pul " 2*puuu+12*plll*pullx
puu~2-3xpllll*puu”2*pul) /puu/pul~2/plll:

simplify(p41111):

restart:

Décima Primeira Forma Normal

>
>
>
>
>
>
>
>

pl:=0:

pu:=0:

puu:=0:

p40 := 0:

p4u := sOxpuxal~3:

p4l := sO*pl*a0l:

p4uu := sOx(6*pu*al0~2*au+a0”5*puu)+2*su*pu*a0”3:

p4ul := slxpu*xa0~3+suxpl*a0+s0*(pl*au+3*pu*a0~2*al+a0”3*pul);
p4ul := 50 a0® pul

p4ll := 2*slxpl*a0+s0*(2xpl*al+pll*a0) ;

p4ll := 50 pll a0

pduuu :=
3*su* (6xpu*a0”~2xau+al~5*puu) +3*suu*pu*xal”3+s0* (9*xpu*al~2*auu+i5*au*al”
4xpuu+18*pu*a0*au”2+a0”~7*puuu) ;

p4uun := s0 a0 puuu

Simplificagdo de p4uul por auu.

p4uul :=
s1*(6*puxal~2*au+al~5*puu) +2*su* (pl*au+3*pu*ald~2*al+a0”3*pul)+2*sul*pu
*a0"3+suuxpl*al0+s0* (pl*auu+6*pu*al”2*aul+6*au*a0”2*pul+l2*auxpuxa0*al+
5*al*a0~4*puu+a0~5*puul) :

solve(p4uul,au):

au:=-1/6*a0* (2*su*xpul+s0*a0~2*puul)/s0/pul:

simplify(p4uul):

AVA
AVAVEY
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Simplificagao de p4ull por sul.

p4ull :=

2*s1* (pl*au+3*pu*al0”2*al+a0”3*pul)+su* (2*xpl*al+pll*al)+sll*pu*al”3+2*s
ul*pl*a0+s0* (2*pl*aul+3*pu*al~2*all+pll*au+b*al*a0~2*pul+6xpu*ral*al”2+
a0~ 3*pull):

expand (p4ull) :

solve(p4ull,sl):

sl:=-1/12/a0"2* (4*pll*su*pul-pll*s0*a0~2xpuul+36*al*a0*pul " 2*s0+6xa0"
2*pull*sO*pul) /pul~2:

simplify (p4ull):

Simplificagao de p4lll por sll.

p41l1l :=
3%s1*(2+pl*al+pll*a0)+3*s1l+pl*a0+s0*(3*pl*all+3*pll*kal+plll+*al):
expand (p4111) :

solve(p4lll,su):
su:=1/4xs0* (pll1~2*a0*puul-24*pll*al*pul~2-6*pll*a0*pull*pul+4*pul”2*p
111%a0) /pul*a0/pll~2:

simplify(p4111):
Simplificagao de p4uuuu por au.
p4uuuu :=
s0*(28*a0~6*au*puuu+72*xpu*al*au*auu+12*pu*al”2*auuu+30*a0~4*auukpuu+12
0*a0~3*au”2xpuu+al~9*puuuu+24*purau”3) +4*xsu* (9*pu*al~2*auu+15*xau*xad~4x*
puu+18*puxal*au”~2+a0"~7*puuu) +6*suu* (6xpu*a0”2*au+al~5*puu) +4*xsuuu*pu*a
0°3:

expand (p4uuuu) :

VoV YV VOV VY VY

solve (p4uuuu,al):
al:=1/96*a0* (18*puuu*pll”2*puul-24*punuxpll*pull*pul+16*puuu*pul "2%pl
11-3*puuuu*pll”2*pul) /pll/pul~2/puuu:

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

simplify (p4uuuu) :

Simplificagcao de p4uuul por suuu.

p4uuul :=

sO* (9xauux*a0”2*xpul+pl*auuu+9*pu*a0”2*auul+18*auu*pu*al*al+60*au*al”~3*a
1xpuu+7*al*a0”~6*puuu+al”7*puuul+15*aul*a0”4*puu+i18*al*au”2*pul+18*pu*a
u~2*al+15*auxa0~4*puul+36*aul*pu*alO*au) +3*sul* (6*xpu*al~2*au+al~5*puu)+
3*ksuu* (pl*xau+3*puxa0”2*al+a0”3*pul) +s1* (9*pu*al”~2*auu+15*au*al~4*puu+l
8*pu*al*au”2+a0”7*puuu) +3*su* (pl*auu+6*pu*a0”2*aul+6*au*a0”2*pul+12+au
*puxaO*al+5*al*a0~4*puu+al”5*puul) +3*suul*pu*a0”3+suuu*pl*al:

expand (p4uuul) :

solve(p4uuul,auu) :
auu:=-1/1728*a0/pll* (-468*s0*a0 " 4*pll*puul~2*puuu”2*pul+144*s0*al0”4*p
11l*puul*puuu*xpul”2*puuuu+216*s0*a0~4*puuu”3*pll~2*puul-288*s0*al0~4*puu
u~3*pll*pull*pul+128*s0*a0~4*puuu”3*pul "2*pll1-36*s0*a0”4*puuu”2*puuuu
*pll~2%pul+192*s0*a0~4*puuul*puuu”2*pll*pul"2-27*s0%a0"4*pll*pul”3*puu
uu~2+576*suuxpul ~3*puuu”2%pll) /puuu~2/pul~3/s0:

simplify(p4uuul) :

V VVV VYV V V VVVVYVVYV
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Simplificagao de p4uull por suul.

V VYV VVVVVVYVYV VYV V VVVVVYVVY

p4uull :=
s11x*(6*pu*a0~2*au+a0~5*puu) +4*sul* (plxau+3*pu*al”2+al+a0~3*pul)+suux* (2
*pl*al+pll*a0)+2*sull*pu*a0”~3+2*suul*pl*a0+1/2%s0* (6*pu*a0~2*aull+pllx
auu+2*pl*auul+a0~5*puull+6*au*a0”2*pull+24*aul*pu*al*al+24*auxa0*al*pu
1+12*all*pu*a0*au+12*aul*a0~2*pul+5*all*a0~4*puu+l2*au*pu*al”2+20*%a0~3
*al”2+puu+10%al*a0~4*puul)+sl* (pl*xauu+6xpu*xal~2*xaul+6*au*al”2*pul+12*a
u*pu*al*al+5*al*a0~4*puu+a0~5*puul)+su* (2*pl*aul+3*pu*al”2*all+pll*au+
6*al*a0~2*pul+6*pu*al*al~2+a0”~3*pull):

expand (p4uull) :

solve(p4uull,aul):
aul:=1/41472/a0/pl1%(4608*a0~4*s0*pul”3*puuu”2*puul*plll-1728*a0~4*s0
*pul "4*puuuukpuuuxplll+2592*a0~4*s0*pll*pull*puuu”2*pul ”2*puul+1296+*al0
“4*xs0*pll*pull*puuu*pul “3*puuuu+256*pll*s0*al0~4*puuu”3*pul“2*%plll-5760
*suuwxpul “3*puuu”2*pll~2-1332*s0*a0"4*pll~2*puul*puuu*pul " 2*puuuu+432*s
0*a0~4*puuu”3*pll~3*puul+468*s0*a0~4*pll~2*xpuul”2*puuu”2*pul-3456*a0~4
*puull*puuu”2*pul~3*s0*pll-576*s0*a0~4*puuu”3*pll~2*pull*pul-72*s0*al”
4xpuuu”2*puuuuxpll”3*pul+384*s0*ald~4*puuul*puuu~2*pll~2*pul "2+189*s0*a
0~4*pll~2*pul”3*puuuu”2-27648*sul*a0~2*pul “4*puuu”2*pll) /puuu~2/pul~4/
s0:

simplify(p4uull):

Simplificacao de p4ulll por sull.

=
>
>
>
>
=¥
=
>
>
=
=
>
>
>
>
>
>
-
o>
=
>

p4ulll :=
s111*pu*a0~3+3*sull*pl*a0+3*sll*(pl*au+3*pu*al~2xal+a0~3*pul)+3*sulx(2
*pl*al+pll*a0)+3*sl* (2xplkaul+3*pu*a0~2*all+pll*au+6*al*a0”2*pul+6xpux*
a0*al~2+a0”~3*pull) +sux (3*pl*all+3*pll*al+plll*a0)+s0*(plll*au+9*al*a0”
2xpull+6*pu*al”3+18+*al0*al”2xpul+18*al*pu*xal*all+9*al0~2*pul*all+3*pu*al
~2*alll+pulll*a0~3+3%pll*aul+3*pl*aull):

expand (p4ulll):

solve(p4ulll,suu):

suu:=1/5760/pl1~4*a0"2* (-135*xs0*a0~2*pul”3*puuuu”2*pll~4+256%pll~3*s0

*a0”2*puuu”3*pul “2*pl11-3456*pll~3*a0~2*puull*puuu”2*pul “3*s0+432*pll~
5%s0%*a0~ 2*¥puuu”3*puul-576*pll~4*s0*a0~2*puuu”3*pull*pul-72*pll~5*s0*al
“2xpuuu”2*puuuuxpul+384*pll~4*s0*a0”2*xpuuul*puuu”2*pul~2+41472*s11l*a0"
2*%pul”5*pll~2*puuu~2+124416*a0*pul “5*all*puuu2*pll~2*s0+13824*pulll*a
0~ 2*puuu”2*pll~2*s0*pul "4-29952*pl11*a0”~2*s0*pll~2*puun”2*pul " 3*puul+b
184*pl11*a0~2*s0*pll~2*puuu*pul “4*puuuu+28512*a0~2*pull*puuu”2*pll~3*s
O*pul”2*puul-20736*a0~2*pull”2*puuu~2*pll~2*s0*pul~3+20736*a0"2*pull*p
uuu”~2%pll*sO*pul”~4*plll-3888%a0~2*pull*puuu*xpll~3*s0*pul”3*puuuu-13824
*30*%a0”~2*pul~5*puuu”2%plll~2-7308%s0%a0”~2*pul*puuu”2*pll~4*puul”~2+1908
*50%a0"2*pul~2*puuu*pll”4*puul*puuuu+13824*pll~3*sul*pul “4*puuu”2)/puu
u~2/pul~3:

simplify(p4ulll):

Simplificagcao de p4llll por alll.

>

p4llll :=
4%s1*(3*plxall+3xpllxal+plll*a0)+6*sllx(2xpl*al+pll*a0)+4*slll*pl*al+s
0% (pllll*a0+4*pl*alll+6*pll*all+4xplll*al):

expand (p41111) :
solve(p41111,s11):
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>
=
>
>
o
>
>
>

s11:=-1/4608*s0* (-324*a0*puuu”2*pll~4*puul~2+108*a0*puuu*pll~4*puul*p
uuuu*pul+864*a0*puuu”2*pll~3*puul*pull*pul-1152*a0*puuu”2*pll~2*puul*p
ul~2*plll-9*a0*puuuu”2*pll~4*pul”2-144*a0*puuu*pll”3*pull*pul~2*puuuu+
192*a0*puuu*pul "3*plll*puuuu*pll~2-576*a0*puuu”2*pll~2*pull”2*pul~2+15
36*a0*puuu”2*pll*pull*pul”~3*plll-1792*a0*puuu”2*pul~"4*plll~2+768*pul~4
*puuu”2*pll11*a0*pll+4608*pul~4*puuu~2*pll~2*all) /pll~2/puuu~2/pul~4/a
0:

simplify(p41111):
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Apéndice B

Calculo dos Colchetes de Lie usando
MAPLE

Mostramos os cdlculos para a obtengao dos Colchetes de Lie descritos na prova do
Teorema (3.3.2). Nés elaboramos este programa.

Notagoes.

® v;, w;, z; e t;: coordenadas dos é’s.

e ¢;: representam ¢;.

e (;: expressao para o calculo dos Colchetes de Lie.

e Cqig; : representam [¢;, ;.

AV
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APENDICE B. CALCULO DOS COLCHETES DE LIE USANDO MAPLE

> restart;
> with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

Colchete de Lie para o caso Ad4.
> v[1]:=b[1];

v[2] :=2%b[2];

Ug = 252
ql:=matrix([[v[1]], [v[2]1]1);

e
ol [ 2b2]

wy = 4b2 — 82-512

w[1] :=4xb[2]-e2%b[1]"2;

w[2]:=0;
wy := 10
q2:=matrix([[w[1]], [w[2]11]);

- 452—82b12
o[

CO:=sum(’ (diff (w[1] ,b[i])*v[i]-diff (v[1],b[i])*w[i])*e[1]+(diff (w[2],
blil)*v[il-diff (v[2],b[i])*w[il)*e[2]’,’i’=1..2);

CO := (—e2b,®> —4by)e; +8bye
CO1:=coeff (CO,e[1]);
CO01 :=4by — e2 b’
C02:=coeff (C0,e[2]);
co2 =1
Cqlq2:=matrix([[CO1], [C02]]);

0

Cqlq2 .= [

Portanto, concluimos que Cvw=q2.

452—32512]

> restart;
> with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and

unprotected

Colchete de Lie para o caso A6.
> v[1]:=b[1];

> v[2]:=2%b[2];

> v[3]:=3*%b[3];
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> qt:=array([[v[1]], [v[2]], [v[3111);

by
ql = 2b2
3 b3
wl[1] :=6%b[2]-2%e3xb[1] "2;

1m::652—2e3m2
w[2] :=9%b[3]-e3*b[1]*b[2] ;
Wy 1= gbg - 6351 bz
w[3]:=0;
=10
q2:=array([[w[1]], [w[2]], [w[311D);
[ 6b, — 2 e3b,? ]
g2 := | 9b3 — e3 b, by
0
z[1]:=b[1]*b[2]-9%e3*b[3];
21 :=b1by —9e3 b3
z[2] :=2*b[2] "2-6*b[1]1*b[3];
Zg :=2by% — 6 by by
z[3]:=0;
23:=0

q3:=array([[z[1]], (z[2]], [z[3]11]);

b1 by — 98 b
¢3 = | 2b,° —6b;bs
0

Cl:=sum(’ (diff (w[1],b[i])*v[i]l-diff (v[1],b[i])*w[i])*e[1]+(diff (w[2],
b[i])*v[i]l-diff(v[2],b[i])*w[i])*e[2]+(diff (w[3],b[i])*v[i]l-diff (v[3],
blil)*w[il)*e[3]’,’i’=1..3);

Cl:=(—2e3b,°>—6by)e; — eI b byes+12bye; +9bs ey
Cl1l:=coeff(C1,e[1]);

C11 :=6by — 2e3 b,?
C12:=coeff(C1,e[2]);
C12 :=9b3 — e3 by by
C13:=coeff(C1,e[3]);
Ci18 =0
Cqlq2:=matrix([[C11],[C12],[C13]1]);
[ 6 by — 2 €8 b, J
Cql1q2 == | 9b3 — e3 by by
0

Portanto, concluimos que Cqlq2=ql.
> C2:=sum(’ (diff(z[1],b[i])*v[i]-diff(v[1],b[i])*z[i])*e[1]+(diff(z[2],
> bli])*v[i]-diff(v[2],b[i])*z[i])*e[2]1+(diff(z[3],b[i])*v[i]l-diff(v[3],
> bl[i])*z[i])*e[3]’,’i’=1..3);

C2 .= —18 636361 - 24b1 b3€2 + 251 bgel sps (4b22 np 12!)1 53)82

C21:=coeff(C2,e[1]);
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APENDICE B. CALCULO DOS COLCHETES DE LIE USANDO MAPLE

C21 := —18 e3 by + 2 by b,
:= -18%e3*b[3]+2xb[1]*b[2];
C21 .= —18e3 b3 + 2b, by
:=coeff(C2,e[2]);
C22 := 4by> —12b, by
:=coeff(C2,e[3]);
C23 =0
Cqlq3:=array([[C21], [C22], [C23]]);
—18 €3 by + 2 by by
Cqlq3 := [ 4 by* — 12, b }
0
evalm(2#*q3) ;

4by%2 — 12b, by
0
Portanto, concluimos que Cqlq3=2q3.
> C3:=sum(’ (diff(z[1],b[i])*w[i]-diff(w[1],b[i])*z[i])*e[1]+(diff(z[2],
> blil)*wlil-diff (w[2],b[i])*z[i])*e[2]+(diff(z[3],b[i])*w[i]l-diff (w[3],
> Blil)y*z[i])*e[3]?%,?1=1..3);

[1883534‘2[)152]

0= (bg (6 bg —2e8 3)12) +4e3 b] (bl bg —9e8 b3)) (3]
+ (—6 b3 (6 bg —2ed 512) + el bg (b] bg —9ed 63)) €2
+ (by (9b3 — e3 by by) — 12by° + 36 by b3) e,

+ (4 bg (9b3 —ed bl bg) + e3 bl (2 522 - 651 bg)) €9
C31:=coeff(C3,e[1]);

C31 := by (6by — 23 b,%) +4e3by (by by — 9e3bs) + by (9b3 — €8 by by) — 12 by

+ 36 b, b3
C31e:=expand(C31);

C31e := —6by? + by e3 b2 — 36 €32 by by + 45 by by

C32:=coeff(C3,e[2]);

C382 := —6bs (6by — 2e3b1%) + €3 by (by by — 9 e3 b3) + 4 by (9b3 — €3 by by)
+ e3 by (2b2% — 6b; b3)
C32e:=expand(C32);
C3% = 6bs eI b2 — e3 by by —9e32 by by
C33:=coeff(C3,e[3]);
C33 =0
Cq2q3:=array([[C31e], [C32e], [C33]]);
—6by” + by €3 by® — 36 €32 by by + 45 by by
Cq2¢3 = 6bs €3 b2 — eS8 by2 by — 9e3%by by
0
evalm(-b[2] *q2-e3*q3*b[1]);
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—by (6 by — 2 €3 b;%) — €3 by (by by — 9 €3 bs)
—by (9b3 — €3 by by) — €3 by (2by% — 6by bs)
0
=b[2] * (6*b[2] -2*e3*b[1] "2)-e3*b[1] *(b[1]*b[2] -9%e3*b[3]) ;
—by (6by — 2 e3b,%) — €3 by (by by — 9 €3 bs)
expand (-b[2] * (6xb[2] -2*e3*b[1] “2)-e3*b[1]*(b[1]*b[2] -9*e3*b[3])) ;
—6 by + by €3 by* + 9 €3 by by
-b[2]*(9*b[3]-e3*b[1]*b[2] ) -e3*b[1]* (2*b[2] “2-6*b[1]1*b[3]);
—by (903 — €3 by by) — €3 by (2b,° — 6b; bs)
expand (-b[2]*(9%b[3]-e3*b[1]*b[2])-e3*b[1]*(2*%b[2] “2-6%b[1]1*b[3]));
—~9b3 by — €3 by* by + 6 b3 €3 by
Portanto, concluimos que Cq2q3=-b2q2-e3b1q3.
> restart;
Colchete de Lie para caso AS8.
> v[1]:=b[1];
v = by
v[2]:=2xb[2];
vy :=2by
v[3]:=3*b[3];
vy = 3 by
v[4] :=4xb[4];
vy =4 by
ql:=array([[v[1]], [v[2]],[v(31],[v[4]1]);
b
ql = ggz
4 by
w[1] :=8%b[2]-3*ed4*b[1]"2;
w; = 8by, — 3ef by’
w[2] :=12xb[3] -2*e4*b[1]*b[2] ;
Wy :=12b3 — 2 e4 by by
w[3]:=16%b[4]-e4*b[1]*b[3];
w3 = 16by — e4 by bs
w[4]:=0;
wy =0
q2:=array([[wl1]1], [w[2]], [w[3]], [w[4111);
8by — 3ef by?
12b3 — 2 e4 by by
16 by — €4 by bs
0

g2 =

=6%e4*b[3]-b[1]*b[2];
21 :=68453—*b152
=8xe4*b[4]+4*b[1]*b[3]-2%b[2] "2;
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2o :=8ef by +4b; by — 2b,°
z[3] :=6*b[1]*b[4]-b[2]*b[3];
23 = 61’)1 b4 —bg 53
z[4] :=0;
Z4 =0
q3:=array([[z[1]],[z[2]],[=z(3]1],[z[4]11]);
664 53—b1 bg
8ef by + 4b; by — 2b,°
6b1 b4 —bgb;;
0

q3 =

t[1]:=16xe4xb[4]-b[1]*b[3];
t1:=16e4 by — by b3
t[2] :=12%b[1]*b[4]-2%b[2]*b[3] ;
to :=12b1 by — 2by b3
t[3] :=8%b[2]*b[4]-3%b[3] "2;
ts := 8by by — 3bs?
t[4]:=0;
fy =1
q4:=array([[t[1]], [t[2]],(t(3]1],(t[4]11]);
16 €4 by — by b3
12by by — 2 by by
8 by by — 3 by?
0

Cl:=sum(’ (diff(w[1] ,b[i])*v[i]-diff(v[1],b[i])*w[i])*e[1]+(diff(w[2],
blil)*v[i]l-diff (v[2],b[i])*w[i])*e[2]+(diff(w[3],b[i])*v[i]l-diff(v[3],
bli])*wli])*e[3]+(diff (w[4],b[il)*v[i]l-diff(v[4],b[i])*w[i])*e[4]’, i’
=1..4);

Cli= (—364 512—862)61 —264 blbgeg = 64 b1b3€3+16b261 + 12{)3624—165463

Cl1:=coeff(Cl,e[1]);

C11 :=8b, —3e4 b°

C12:=coeff(C1,e[2]);

C12 = 12b3 -2 64 b1 bg
C13:=coeff(C1,e[3]);

C18 := 16 by — e4 by bs
C14:=coeff(C1,e[4]);

Cif:=0
Cqlq2:=matrix([[C11], [C12],[C13], [C14]]);
8by —3e4 by?
1253 -2 64 bl bz
16 bg — €4 by bs
0

Cqlq2 =

Portanto, concluimos que Cqlq2=ql.

AVA
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespml 12 13 14 15 1o 17 18



APENDICE B. CALCULO DOS COLCHETES DE LIE USANDO MAPLE

C2:=sum(’ (diff (z[1],b[i])*v[i]-diff(v[1],b[i])*z[i])*e[1]+(diff(z[2],
b[i])*v[i]-diff (v[2],b[i])*z[i])*e[2]+(diff(z[3]1,b[i])*v[i]l-diff(v[3],
b[il)*z[i])*e[3]+(diff (z[4],b[i])*v[i]l-diff(v[4],b[i])*z[i])*e[4]’, i’
=1..4);

C2:=12efbye; + 16b by es + 12by bses — 2by byey + (=4 by* — 16 4 by — 8by b3) ea

—2bybses +32e4 byesy
C21:=coeff(C2,e[1]);
C21 :=12ef b3 —2b1 by
C22:=coeff (C2,e[2]);
C22 := 16 e4 by + 8b; by — 4 by?
C23:=coeff (C2,e[3]);
C28 :=12by by — 2by b3
C24:=coeff (C2,e[4]);
c2j:=0
Cqlq3:=matrix ([[C21], [C22], [C23], [C24]]);
12 e4 b3 — 2 by by
16 €4 by + 8 by by — 4 by?
12b; by — 2 b3 b3
0

Cqglq8 =

Portanto, concluimos que Cqlq3=2q3.

=

>
>
b

C3:=sum(’ (diff (t[1],b[i])*v[i]-diff (v[1],b[i])*t[i])*e[1]+(diff(t[2],
blil)*v[il-diff (v[2],b[i])*t[i])*e[2]+(diff (t[3],b[i])*v[i]-diff (v[3],
blil)*t[i]) *e[3]1+(diff (t[4],b[i])*v[i]l-diff (v[4],b[i])*t[i])*e[4]’,’i’
=1..4);

C3 :=48¢e4 bye; +36b byey + 48bybgez — 3by b3 ey — 6by b3 e
+ (—9b3% — 24 by by) €3
C31:=coeff(C3,e[1]);
C31 :=48 e/ by — 3b, b3
C32:=coeff(C3,e[2]);
C32 := 36by by —6by b3
C33:=coeff(C3,e[3]);
C33 := 24 by by — 9b3°
C34:=coeff(C3,e[4]);
C3f =10
Cqlq4:=matrix([[C31], [C32],[C33], [C34]]);
48 e4 by — 3 by b3
36 by by — 6 by b3
24 by by — 9 bs*
0

Cut :=

Portanto, concluimos que Cqlq4=q4.

>

>
>
o

C4:=sum(’ (diff(z[1],b[i])*wl[i]l-diff(w[1],b[i])*z[i])*e[1]+(diff(z[2],
bli])*wli]l-diff (w[2],b[i])*z[i])*e[2]+(diff (z[3],b[i])*w[i]l-diff(w[3],
b[i])*z[i])*e[3]+(diff (z[4],b[i])*w[i]-diff(w[4],b[i])*z[i])*e[4]’, 1’
=1::4):
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C4 = (—by (8b2 — 3 ef b1%) + 6 ef by (6 e bs — by b)) e
+ (463 (8by — 3 e4 by%) +2e4 by (6 €4 by — by by)) e,
+ (6b4 (8by — 3 ef b1%) + e4 by (6e4 by — by by)) e3
+ (=by (12b3 — 2 e by by) — 64 e4 by — 32by by + 16 b2%) €,
+ (—4by (12b3 — 2 €4 by by) + 2 e4 by (8 e4 by + 4 by by — 2b,2)) e,
— b3 (12b3 — 2 €4 by by) e3 + 6 ef (16 by — 4 by b3) €,
+ (4b; (16 by — €4 by bs) — 72by by + 12by b3) €3
+ (—b2 (16 by — €4 by bs) + €4 by (6by by — by b3)) €3
> C41:=coeff(C4,e[1]);

C41 := —by (8by — 3 ef by2) + 6 e4 by (6 ef bs — by by) — by (123 — 2 e4 by by) — 64 €4 by
—32by by 4+ 16 b,° + 6 ef (16 by — e4 by b3)
> C4le:=expand(C41);
Cile :=8by® —byed by> +30e42by by — 44 by by + 32 €4 by
C42:=coeff(C4,e[2]);

C42 :=4b3(8ba —3ef b1®) +2ef by (6ef by — by by) — 4by (12b3 — 2 €4 by by)
+2e4 by (8efby+4by by —2by%) +4b, (16by — €4 by by) — 72 by by + 12 by b
C42e:=expand(C42) ;
C42 := —4by by — 8bsef by® +12e42bobs +2e4 b2 by + 16 €42 by by — 8by by
C43:=coeff(C4,e[3]);

C43 :=6by (8b2 —3e4 b1%) + ef by (6 4 by — by by) — b3 (12b3 — 2 e4 by by)
— by (16b4 —ef by by)+ef by (6b by — by bs3)
C43e:=expand (C43) ;
C43e := 32by by — 12 by e4 by> + 6 €42 bs? + e4 by by by — 12 b5>
C44:=coeff(C4,e[4]);

Ci4 =0
C44 := 0;

Ci4 =0
Cq2q3:=matrix([[C41e], [C42e], [C43e], [C44]1]);

8by2 — by e b2 +30 €42 by by — 44 by by + 32 e4 by
—4byb3 —8byed bi> +12e4%byby+2ef b2 by + 16 €42 by by — 8by by
32by by — 12by e4 b1% + 6 €42 b3® + e4 by by by — 12 bs?
0

Cq2q3 :=

> evalm(b[2]*q2-2*q4-2*e4xb[1]*q3) ;
()2 (862 —364 blg) - 32 84 b4 +2bl bg — 264 b]_ (6 64 b3 — bl bg)
by (12b3 — 2 €4 by by) — 24by by + 4 by by — 2 e4 by (8 e4 by + 4by by — 2 b,2)
bo (16 by — €4 by b3) — 16 by by + 6 b3®> — 2 e4 by (6by by — by b3)
0
> b[2]*(8xb[2]-3*e4*b[1]"2)-32*e4*b[4]+2*b[1]*b[3]-2*e4*b[1]* (6*ed*b[3]
> -b[1]*b[2]);

b2(8b2—364512)—32€4b4+25153—26451(684133—3)1{)2)

A=
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expand (b[2] #(8xb[2] -3*xed4*b[1] "2)-32*e4*b[4]+2*b[1] *b[3] -2*ed*b[1] * (6%
e4xb[3]-b[1]*b[2]));

8522 — bg 64 b12 - 32 64 b4 + 251 b3 - 12 642b1 b3
b[2]* (12*b[3]-2*e4*b[1]*b[2])-24*b[1]*b[4]+4*b[2] *b[3] -2*e4*b[1] % (8xe
4xb[4]+4*b[1]*b[3]-2%b[2] "2);

bg (1253 —264 bl bg) —2451 bq +4bgb3 —264 bl (8 84 b4+4b1 b3 —2522)

expand (b [2] *(12*b[3]-2*e4*b[1]1*b[2])-24xb[1] ¥b[4] +4*b [2] ¥b [3] -2%e4*Db [
1] * (8*e4*b[4]+4xb[1]*b[3]-2%b[2]"2));

16 by by + 2 €4 by2 by — 24 by by — 16 €42 by by — 8 b3 e4 b2
b[2]*(16*b[4]-e4*b[1]*b[3])-16*b[2] ¥b[4]+6xb[3] "2-2%ed*b[1]* (6¥b[1]*b
[4]-b[2]*b[3]);

b2 (16b4 — 84 bl b3) — 16()264 +6532 == 284 bl (Gb]_ b4 oo bgb;})
expand (b[2]*(16*b[4]-e4*b[1]*b[3])-16*b[2] *b[4] +6*b[3] "2-2%ed*b[1]* (6
*b[1]*b[4]-b[2]*b[3]));

€4 b3 by by + 6b3% — 12b €4 by?
Portanto, concluimos que Cq2q3=b2q2-2q4-2e4b1q3.

> C5:=sum(’ (diff (t[1],b[i])*wl[i]l-diff(w[1],b[i])*t[i])*e[1]+(diff(t[2],
> blil)*wli]l-diff (w[2],b[i])*t[i])*e[2]+(diff (t[3],b[i])*w[i]l-diff(w[3],
> bli])*t[i]) *e[3]+(diff (t[4],b[i])*w[i]l-diff(w[4],b[i])*t[i])*e[4]’,’i’
> =1w4):

C5 := (—b3 (8by — 3 e by%) + 6 ef by (16 ef bs — by b3)) e,
+ (124 (8by — 3 ef by%) + 2 ef by (16 €4 by — by b3)) €2

+ €4 b3 (16 €4 by — by b3) e3 + (—96 by by + 16 by bs) €,

+ (—2b3 (12b3 — 2 €4 by by) + 2 €4 by (12by by — 2Dy b3)) €3
+ 80y (12b3 —2 e by by) e3 — by (16 by — €4 by b3) €,

+ (=2by (16 by — €4 by bg) — 96 by by + 36 b3?) €3

+ (—6bs (16 by — 4 by bs) + e4 by (8by by — 3b5%)) €3
C51:=coeff(C5,e[1]);

C51 := —b3 (8by — 3 ef by°) + 6 e4 by (16 e by — by by) — 96 by by + 16 by bs
— by (16 by — €4 by bs)
C51e:=expand(C51);
C51e :=8byby — 2bs ef by> +96 €42 by by — 112, by
C52:=coeff(C5,e[2]);

C52 :=12by (8by — 34 b1®) + 2 e by (16 €4 by — by by) — 2b3 (12b3 — 2 e4 by by)
+2e4 by (12by by — 2by b3) — 2by (16 by — €4 by bs) — 96 by by + 36 bs?
C52e:=expand (C52) ;
C5% := —32by by — 12y e4 b,° + 32 €42 by by + 12 bs?
C53:=coeff (C5,e[3]);

53— 64 bg (16 64 b4 = b] b3) =+ Sb4 (12 bg -2 84 bl bg) - 6b3 (16 b4 = 84 bl b3)

+ e4 by (8 by by — 3b3%)
C53e:=expand (C53) ;

C53e¢ =16 84253 b4 +2 84 bggbl s 864 84 bl bg
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> C54:=coeff(C5,e[4]);
G54 =0
Cq2q4:=matrix([[C51e], [C52e], [C53e], [C54]1]);
8bybs — 2b3ed by +96e42by by — 112b, by
—32by by — 12b4 €4 by? + 32 €42 by by + 12 bs?
16 €42 b3 by + 2 e4 bs®> by — 8by 4 by by
0

Cq2q4 =

evalm(b[3]*q2-e4xb[1]*q4) ;

by (8b2 — 3 ef by%) — e4 by (16 e4 by — by b3)
b3 (1253 -2 84 bl bg) e 84 bl (1251 b4 v 252 63)
b (16 by — e4 by bs) — e4 by (8 by by — 3 bs?)
0
expand (b[3]*(8%b[2] -3*e4*b[1]"2) -e4*b[1]* (16*ed4*b[4]-b[1]*b[3]));
Sbgb3 — 2()3 64 b]2 3 168423)1 b4

expand (b[3] * (12xb[3]-2*e4*b[1]*b[2] ) -e4xb[1]* (12¥b[1] *b[4]-2*b[2] *b[3
1))

12 b3* — 12 by /e4 bi?
> expand(b[3]*(16xb[4]-e4*b[1]*b[3])-e4*b[1]*(8*b[2]*¥b[4]-3*b[3]"2));
166453 +264 532b1 “854 64 bl bg

Portanto, concluimos que Cq2q4=b3qg2-e4blq4.

> C6:=sum(’ (diff(t[1],b[i])*z[i]-diff(z[1],b[i])*t[i])*e[1]+(diff(t[2],

> blil)*z[i]-diff(z[2],b[i])*t[i])*e[2]+(diff(t[3],b[i])*z[i]-diff(z[3],
> bli])*t[i]) *e[3]+(diff (t[4],b[i])*z[i]-diff(z[4],b[i])*t[i])*e[4]’, i’
>

=1..4);

C6 = (—bs (6 e4 by — by by) + by (16 €4 by — by b3)) €,
+ (12b4 (6 €4 by — by by) — 4 b3 (16 €4 by — by b3)) ea — 6 by (16 4 by — by b3) €3
+ by %le; + (—2bs (8 e by + 4 by by — 2by%) + 4by %1) ey
+ (804 (8 €4 by +4by bz — 2b2%) + b3 %1) e3
+ (—by (6 by by — bybs) — 6 ef (8bybg — 3b3%)) €
+ (—2by (6 by by — by bs) — 4 by (8by by — 3b3%)) ey
( 653(65154 bzb3)+bg(gbzbq—3f)32))83
%1 :=12by by — 2b; bs
C61:=coeff(C6,e[1]);
C61 := —bs (6 ef bs — by by) + by (16 e4 by — by b3) + by (12by by — 2 b b3)
— by (6 by by — bybs) — 6 €4 (8by by — 3b3%)
C6le:=expand(C61);
C6le := 12 ef by — by by by — 32by e by + 6 b, by
C62:=coeff(C6,e[2]);

C62 = 12b4 (684 b3 —b]_ bg) —4{)3 (16 84 b4 —bl bg) —253 (8 64 bq +4b1 bg —2522)

+ 4by (12by by — 2bg bg) — 2by (6 by — ba bg) — 4 by (8 b2 by — 3 b3%)
C62e:=expand(C62) ;

C62 := —8by ef by — 8by by by + 8by b3® — 2b3 by?

AVA
AVAVEY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespml 12 13 14 15 1o 17 18



APENDICE B. CALCULO DOS COLCHETES DE LIE USANDO MAPLE

> C63:=coeff(C6,e[3]);

063 = '—664 (16 84 b4 = bl b3) + Sb4 (8 84 bq +4b1 b3 = 2b22) & b3 (1251 b4 2 2b2b3)
T 6b3 (6()1 b‘; — bzbg) + bg (szb4 = 3b32)
C63e:=expand (C63) ;
0636 = =32 84 b42 + 14 b4 b] bg -8 b,; b22 + bg b32
C64:=coeff (C6,e[4]);
C64 =0
Cq3q4=matrix([[C61e], [C62e], [C63e], [C64]]);
12 64 b32 — 633)1 bg — 32[}2 84 b4 +6512b4
—8by e4 by — 8by by by + 8 by bs* — 2 b3 by*
—32 e4 bs> + 14 by by by — 8 by by? + by by
0
evalm(-2xed4x*b[4] *q2+2*b[3] *q3-b[2] *q4) ;

—2e4 by (8by — 3 ef by?) +2b3 (6 4 bs — by by) — by (16 e4 by — by b3)
-2 84 {54 (1253 = 264 bl bz) + 2b3 (884 b4 +4b1 b3 = 2622) — bg (12b1 b4 — 25253)
—2e4 by (16by — €4 by b3) + 2 b3 (6 by by — by bs) — by (8 by by — 3 b3?)
0
expand (-2xe4x*b [4] * (8xb[2] -3*e4xb[1] ~2) +2*b[3] * (6*e4*b[3]-b[1]*b[2])-b
[2]*(16%e4xb[4]-b[1]1*b[3]1));
—32byef by + 6 ef2by by + 12 e bs*> — by by by

expand (-2*e4x*b[4]* (12xb[3] -2*e4*b[1]*b[2] ) +2xb [3] * (8*ed4*b[4] +4*b[1] *b
[3]-2%b[2] ~2)-b[2]* (12*b[1]*b[4]-2%b[2]*b[3]));

Cq3q4 =

—8byed by +4ef2byby by +8by bs — 2bybo? — 12, by by
expand (-2*e4*b[4] * (16%b[4]-e4xb[1]*b[3])+2¥b[3]*(6¥b[1]*b[4]-b[2]*b[3
1)-b[2]* (8%b[2] *b[4]-3%b[3]"2)) :
~32ed b* +2€42by by ba + 125y bybo + bobia® — B by by
Portanto, concluimos que Cq3q4=-2*e4*b4*q2+2*b3*q3-b2*q4;
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