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Resumo

Neste trabalho, analisamos métodos de diferencas finitas para solu-
cao numeérica da equacao de Poisson em dominios irregulares com condicoes
do tipo Dirichlet, fazendo um estudo detalhado de cada um desses métodos
numeéricos. Em particular, analisamos o Método das Interfaces Imersas (MII),
Métodos Classicos usando interpolacoes linear (MCL) e quadratica (MCQ) e um
Método do tipo Fronteiras Imersas modificado (MFIM). Inicialmente, compara-
mos os resultados obtidos por esses métodos na solucao numeérica de uma
equacao eliptica unidimensional, envolvendo uma interface localizada em um
ponto que nao coincide com a malha. No caso unidimensional provamos que
o MCL e o MFIM sao equivalentes. Posteriormente, analisamos os resultados
obtidos por esses métodos na solu¢cao numérica de problemas elipticos bidi-
mensionais, com condicoes de contorno definida sobre geometrias irregulares.
Em geral, os métodos foram consistentes com a solucao exata. No caso unidi-
mensional o MII e o MCQ apresentaram resultados semelhantes, com ordem
de precisao quadratica, enquanto que o MCL e o MFIM sao menos precisos
para esses testes. ApOs isso, realizamos testes preliminares envolvendo geo-
metrias bidimensionais irregulares. Os resultados apontam que o MFIM e o
MII sao mais acurados e possuem ordem de convergéncia quadratica.

Palavras-Chave: Método de diferencas finitas; Equacao de Poisson; Domi-

nios irregulares.



Absfract

In this work, we study finite difference methods for the numerical so-
lution of PoissonSs equation on irregular domains with Dirichlet-type boun-
dary conditions, performing a detailed study of these schemes. In particular,
we analyze the Immersed Interfaces method (IIM), the classical method with
linear (CML) and quadratic (CMQ) interpolation and the modified immersed
boundary method (MIBM). Firstly, we compare the results obtained from these
methods for solving a one-dimensional elliptic equation. In this equation, an
interface is located at an irregular grid point. In general, all methods have
been found consistent to the exact solution. In the one-dimensional case,
IIM and CMQ have showed similar results, with second-order accuracy while
MBIM and CML have presented less accurate results. Finally, we conduct pre-
liminary results for two-dimensional irregular geometries. The results show
that IIM and MIBM are more accurate than the classical method with linear
interpolation.

Keywords: Finite difference method; Poisson’s equation; Irregular domains.
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CAPITULO

1

Infroducao

Problemas de interfaces fixas ou moveis, problemas de fronteira livre
e problemas definidos em dominios irregulares possuem muitas aplicacées
mas sao desafiadores. Estes tipos de problemas tém atraido a atencado de
muitos pesquisadores da area de Equacoes Diferenciais Parciais (EDP), tanto
os estudiosos da analise tedrica quanto os analistas numeéricos. O estudo
da regularidade das solucoes desses problemas € complicado devido a pre-
senca de interfaces, descontinuidades nos coeficientes, e termos fontes singu-
lares. Computacionalmente, existem muitos métodos numeéricos designados
para funcgodes suaves, que nao sao eficientes diante dos problemas acima cita-
dos.

O assunto € de tal importancia, tanto teoricamente quanto pelas aplica-
coes, que recentemente foi publicado um artigo, com um estudo descrevendo
algumas técnicas recentes e eficientes para resolver problemas elipticos de
interface, conforme pode ser visto em [21].

Um dos métodos numeéricos mais conhecidos na Literatura para proble-
mas de interface e/ou dominios irregulares foi introduzido por Peskin [1] e
é conhecido como Método das Fronteiras Imersas (MFI). Basicamente, o MFI
representa o fluido por uma malha cartesiana fixa enquanto que a fronteira
imersa € representada por uma malha lagrangeana. A interacao entre as va-
riaveis definidas nessas malhas é feita por uma distribuicao delta de Dirac.
Originalmente, o MFI obtém apenas ordem um de precisao, € por isso, nos
ultimos anos, vem crescendo as pesquisas no intuito de aumentar a ordem de
convergéncia desse esquema (ver [2] e [3] ).

Uma alternativa ao MFI classico € o método proposto por Leveque & Li [5]
denominado de Método das Interfaces Imersas (MII). O MII foi desenvolvido
como um método de maior ordem de convergéncia, que evita o uso de funcées

4



delta discretos na formulaciao numérica do mesmo. A distribuicao delta de
Dirac, ainda continua representando os termos for¢cantes, mas quando o pro-
blema € reescrito em termos de determinadas condicoes, que sao chamadas
de “condicoes de salto”, o delta desaparece ficando apenas o termo que repre-
senta a magnitude da forca desse termo. No trabalho de Leveque & Li [5], o
método foi apresentado para a solucao, via diferencas finitas, de uma equa-
cao eliptica com coeficientes descontinuos e com termo fonte singular. Apods
isso, Leveque & Li [6] aplicaram seu esquema na simulacao de escoamentos
de Stokes, enquanto que Hou et al. [9] e Li et al. [10] estenderam o MII para
problemas de interfaces moveis (ou fronteiras livres). Li & Lai [11] apresenta-
ram o MII para a solucao das equacoes de Navier-Stokes com termos fontes
singulares, e Lee & Leveque [15] para escoamentos incompressiveis. Como
podemos verificar nas citacoes anteriores, o MII tornou-se bastante conhecido
devido sua boa performance e precisao na solucao de problemas que envol-
vam coeficientes descontinuos, como por exemplo, na solucao das equacoes
de Navier-Stokes com viscosidade descontinua ao longo da interface, conforme
pode ser visto em [14].

Recentemente, Feng & Li [22], apresentaram um estudo propondo uma
simplificacdao para o MII. Neste estudo, os autores realizam as simplificacoes,
nos casos unidimensionais e bidimensionais com interfaces circulares, tendo
como base para resolucao do problema, um método de diferencas finitas com
ordem de convergéncia 2. Ja para problemas bidimensionais com interfa-
ces representadas por retas, os autores propoem inicialmente um meétodo de
ordem de convergéncia linear como base e posteriormente realizam uma ex-
trapolacao de Richarlison para obter ordem 2 de convergéncia. Bem mais
recentemente, ainda no contexto de métodos de interfaces imersas, Brehm &
Fasel [23] apresentaram um novo e robusto, método de interface de alta ordem
para equacoes do tipo adveccao-difusao. Além disso o método € aplicado para
as equacoes de Navier-Stokes incompressiveis para conduzir investigacoes de
um escoamento na camada limite ao longo de uma superficie rugosa.

Baseado em uma discretizacao via diferencas finitas, Jomaa & Macaskill
[12] fizeram importantes consideracoes sobre a imposi¢cao de contorno do tipo
Dirichlet para a solucao da equacao de Poisson em um dominio irregular. Ape-
sar desse problema ter sido significativamente estudado no passado, como por
exemplo, no trabalho de Shortley & Weller [13], o interesse da analise esta na
estimativa dos erros envolvidos na aproximacao dos contornos quando inter-
polacoes sao aplicadas. Os autores mostram a influéncia no numero de pontos
na malha necessarios para alcancar o mesmo erro absoluto quando uma in-
terpolacao linear ou quadratica € aplicada no contorno. Basicamente o uso
de interpolacoes altera a equacao de diferencas construida pela discretizacao,



resultando em uma matriz nao-simétrica.

No contexto de elementos finitos, Codina & Baiges [19] apresentaram um
esquema que busca aumentar a ordem de convergéncia dos métodos de fron-
teiras imersas, nos quais as condicoes de contorno, em especial as de Diri-
chlet, sao impostas de forma a minimizar a distancia entre as condicoes de
contorno exata e aproximada por minimos quadrados. Essa ideia foi original-
mente estendida para diferencas finitas por Petri [17] e por Oishi et al. [20],
e os resultados preliminares foram motivadores, pois a formulacao combina
precisao e eficiéncia.

Um novo método para resolucao da equacao de Poisson com condicoes de
Dirichlet em dominios nao retangulares, foi proposto por Izadian & Karamooz
[24]. Os autores desenvolveram o método baseado em duas malhas: irregular
e semi-irregular e, além disso, utilizam um método de diferenciacao numérica
aplicando pontos nao equidistantes.

Portanto, como descrevemos anteriormente, apesar do problema de re-
solver numericamente um EDP em dominios irregulares ser classico, ainda
chama a atencao de muitos pesquisadores. Desta forma, neste trabalho, foca-
mos a andlise de métodos de diferencas finitas na solucao da equacao de Pois-
son em Dominios irregulares. Particularmente, fizemos uma introducao ao
Método das Interfaces Imersas (MII), baseado em malhas cartesianas unifor-
mes para resolver problemas de interface e problemas definidos em dominios
irregulares. Posteriormente fizemos a apresentacao de dois métodos classicos
para resolver problemas definidos em dominios irregulares. O primeiro € o mé-
todo classico de interpolacao, que foi investigado por Jomaa & Macaskill em
[12], onde sao usadas interpolacoes para captura das condicoes de fronteira
que estao definidas em pontos da malha que nao coincidem com a geometria
computacional. O outro método proposto foi por Codina & Baiges em [19], no
qual investigamos sua eficacia diante de problemas com dominios irregulares.



CAPITULO

2

Meétodos das interfaces imersas:
problemas elipticos

Neste capitulo, faremos uma breve introducao ao modelo de um pro-
blema de interface e ao MFI original proposto por Peskin (1). Faremos tam-
bém um breve introducao a respeito das condicoes de salto, e os principais
conceitos do MII.

2.1 Um modelo unidimensional: problema de inter-
face

Considere o seguinte problema de valor de contorno:
(Bug), = f(x), 0 <z <1, u(0) =0, u(l) =0, (2.1)

o qual modela o deslocamento de um elastico, onde (3, uma constante, € o
coeficiente de tensao de superficie do elastico. Se f(x) € uma forca pontual em
algum ponto «, 0 < a < 1, entao

e—0

/0 f(z)p(x)dx = lim/o de(r — a)p(x)dx = /0 iz — a)p(x)dr = ¢(a), (2.2)

para todo ¢(x) € C'[0, 1] desaparecendo em = = (0 e z = 1, onde §.(x) € uma fun-
cao continua nao negativa com um suporte compacto tal que ffooo de(r) =1. Na
equacao (2.2) o que queremos mostrar € uma propriedade de uma distribuicao.
Essa distribuicao aparece na equacao para representar f que nesse problema
€ um ponto unitario de forca. Esse ponto unitario de forca representa fisica-



2.1 Um modelo unidimensional: problema de interface

mente uma forca puntual. Para isso utiliza-se a distribuicao delta de Dirac,
que € aproximada por uma sequéncia de funcoes de suporte compacto 6., com
e — 0, e assim podemos dizer que:

)= O 2.3)
0 caso contrario.

Nota-se que a equacao diferencial em (2.1) € simplesmente u,, = 0 nos
subdominios (0,«) e («,1). Enquanto a solucao (o deslocamento do elastico) é
continua, suas derivadas de primeira ordem nao sao. De fato, se integrarmos
(2.1) da esquerda para a direita de a, temos

at at

/ (Buy)dx = / drz—a)-1dr=1 (2.4)
pois, nesse problema f(z) = 0(z — «) e ¢(z) = 1, e a igualdade segue da propri-
edade mostrada em (2.1). Nesse contexto, a™ e a~ sao os valores de = que se
encontram antes e depois da interface respectivamente.

Assim,

at

[ (uaade = puata) = usta) =1

e portanto fu,(a™) = fu,(a”) + 1.
Entao em = = o, aparecem condicoes que sao dadas por:

u(e®) = u(a”),
1 (2.9

uz(at) =ug(a™) + =.

B

Usando as condicoes de salto acima podemos obter a solucao exata do
problema. Assim, integrando a equacao u,(a~) = u,(a™) — % com respeito a o,
de 0 a z, sendo = < «, obtemos:

pois, ja que u(0) = 0 e u,(a™) € uma constante, uma vez que ot ¢ (0, a).
Finalmente, concluimos que:

w(z) = z- <ur(a+) - %) | 2.6)

Por outro lado, seja, u,(at) = u,(a”) + Integrando essa equacao com

1
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2.1 Um modelo unidimensional: problema de interface

respeito a o™, de z a 1, sendo = > «, temos que:

/zl uy(a)da™ = /zl (uz(a™) + %)doﬁ =

) = ) = (1) + 5 ) = (wate) ot 5) =

—u(z) = (1 —2)uz(a”) + (1 —x)

|

pois u(1) =0 e u,(a~) € uma constante, porque o~ ¢ («, 1).
Finalmente chegamos a uma expressao para u(x) no intervalo (x,1):

~ue) = (1= 0) (wale) + 5 ) 2.7)

Consideramos entao r = «a, u,(a™) = ux(oz_)+% e fazendo u,(a~) = ¢, obtemos
das equacoes (2.6) e (2.7) as seguintes equacoes; respectivamente:

u(oz)—oz(c—l—l—l)—a-c
B goB) 7

€

—u(a) = (1 —a) <c—l— %) .

Agora, somando as duas equacoes acima, obtemos c:

(1—a) (1—-a)
a-ctec—a-c+ =0= c=—
B B
o _ (1-a) _ .
Substituindo u,(a”) = ¢ = — 3 nas equacoes (2.6) e (2.7), chegamos a
expressao final da solucao exata do problema (2.1):
_% se () S T S Q,
u(z) = ol -a) (2.8)

sea<z<l1.

B

Neste exemplo, devido a funcao fonte delta singular, a solucao é nao-suave
em z = «a, conforme podemos notar na figura (2.1). Portanto, a solucao € suave
por partes em cada subdominio (0,«) € (a,1). A solucao em um subdominio €
acoplada com a solucao do outro lado da interface « pelas relacoes (2.5).

2.2 Condicoes de salto

As duas relacoes em (2.5) sdao chamadas de “condicoes de salto” sobre
a interface o ou condicoes internas de contorno. As condicoes de salto sao



2.2 Condicdes de salto

B L i

[bu]=1

Figura 2.1: Grafico da solucao do problema unidimensional (2.1). A solucao
nao € suave na interface = = o devido a funcao delta singular.

definidas por

(U] 2—a =) u(a®) —ula) o lim+u(x) — lim u(x),
(2.9)
[Uz)e=a o uz(a) — ugz(a™) “I Yim Uz () — lm ug(x).

r—at T—a~

Geralmente o dominio para um problema de interface com solucoes limi-
tadas pode ser dividido em varias regides. As solucdes em diferentes regioes
sao continuamente diferenciaveis para um certo grau e sao acopladas por al-
gumas relacoes de interface, que sao chamadas as condicoes de salto através
da interface. E crucial para o MII ter um conhecimento prévio das condicoes
de salto, ou das razoes fisicas ou das equacodes diferenciais governantes. Por
exemplo, considere a equacao diferencial,

(Bug)s = vo(x — ), (2.10)

onde f(z) € uma funcao continua por partes e v € uma constante. As relacoes
de salto podem ser facilmente derivadas da propria equacao. Podemos provar
que as condicoes de salto para a equacao diferencial anterior sao

=0,
[Bux] =Vr,

em r = «, onde § € a distribuicao delta de Dirac e a representa a localizacao

(2.11)

de uma interface arbitraria. De fato, integrando o lado esquerdo, com relacao
a r, daeq. (2.10) de o~ até o™ temos:

at

t/(mmm=mwwwM—mwmmm:wm,

mas por outro lado,

at

/ vo(x — a)dr = v,

10



2.2 Condicdes de salto

e portanto temos a segunda condicao de salto. A primeira condicao de salto
segue diretamente da teoria da regularidade [24] e [25], pois a mesma garante
que a equacao (2.10) possui solugcdo continua e portanto, [u] = 0. Contudo,
nao é sempre facil derivar as condicoes de salto envolvendo uma interface.

Por outro ponto de vista, as condicoes de salto podem ser consideradas
como condicdées de contorno internas que fazem um problema bem-posto.
Considere a equacao diferencial parcial (2.10) com uma condicao de fronteira
Dirichlet fora nas extremidades do dominio. No interior do dominio excluindo
a interface a, a EDP é simplesmente u,, = 0. Contudo (2.10) nao é bem-posta
a menos que seja especificado duas condi¢coes em «. Diferentes condicoes de
salto geralmente correspondem a diferentes aplicacoes. Para muitas aplica-
¢coes, a solucao € continua e o fluxo € a intensidade da forca, que da [u] =0 e
[Bu,] = v. O problema é entao bem posto e tem uma unica solucao.

Para muitas aplicacoes tem-se informacoes suficientes para determinar as
condicoes de salto.

2.3 O método das fronteiras imersas (MFI) de Peskin

Peskin [1] propos um método de imposicao de contorno, desenvolvido
para um modelo de fluxo de sangue no coracao humano. Este método tem sido
aplicado em muitos outros problemas, especialmente em biofisica e outras
aplicacoes. Uma das ideias importantes no método das fronteiras imersas €
o uso de uma funcao delta discreta para distribuir um termo fonte singular
proximo dos pontos da malha. As funcoes delta discreta mais utilizadas sao,
a funcao delta “chapéu”

w se |z| <e,
Su(x) = ‘ (2.12)

0 se |z| > ¢,

e a funcao delta discreto cosseno, proposta por Peskin [1]

1
— (1 + cos(ﬂ)> se |z| < 2,
4e 2¢

de(z) = (2.13)

0 se |z| > 2e.

Nas figuras (2.2) e (2.3) podemos observar os graficos dessas duas funcoes
delta discretos, respectivamente; ambas as func¢odes sao continuas.

E facil analisar a resolucdo de um problema de interface em uma dimen-
sao, usando a funcao delta discreto. Para tanto, vamos considerar o seguinte
modelo de um problema de interface:

11



2.3 O método das fronteiras imersas (MFI) de Peskin

Figura 2.2: Grafico da funcéao delta discreto “chapéu” no intervalo [—1, 1] com
e=0.1.

N

Figura 2.3: Grafico da funcao delta discreto cosseno no intervalo [—1,1] com
e=0.1.

Upy = V0(r — ), a€(0,1), u(0)=u(l)=0. (2.14)

Nesse caso a interface se reduz a um ponto singular. Utilizando o método de
diferencas finitas, ao discretizarmos o dominio, obtemos a equacao de diferen-

cas:
(Ujrr =205 + Uj )
Az?

no qual o termo u,, da equacao (2.14) foi aproximado por diferencas central de

= vips(z; — @),

segunda ordem com u(x;) ~ U;, € dp, € uma das funcgodes delta discreto. Esse
método pode ser facilmente implementado, e na figura (2.4) apresentamos o
resultado obtido pelo método de Peskin desse simples problema, com v =1 e
a = 1/3 e utilizando a func¢éao (2.12), comparado com sua solugio exata

12



2.3 O método das fronteiras imersas (MFI) de Peskin

u(z) = (2.15)

(&

Al
Frsis

Figura 2.4: Solucao do problema (2.14), com v = 1 e a« = 1/3, usando a funcao
delta discreto “chapéu”.

Podemos perceber que o MFI € simples e robusto, e para esse simples exem-
plo, a solucao numérica aproxima bem a solucao exata. Contudo, o MFI apre-
senta apenas ordem linear de convergéncia e recorre ao uso de uma funcao
delta discreto na formulacdo numérica, e por isso, Leveque & Li (5), propuse-
ram o MII que apresentaremos a seguir.

2.4 O método das interfaces imersas (MIl): breve in-
troducao

Iniciamos com o seguinte problema unidimensional como modelo
(B()ug)y —o()u= f(z)+vi(r—a), 0<zr <l 0<a<l, (2.16)

com condicoes de fronteira especificadas por u(z) em z = 0 e x = 1. A funcao
f(x) € assumida ser descontinua em =z = «, o(z) € uma funcdo continua e
v € uma constante. Uma vez que o método e a analise sao simples para o
problema unidimensional, utilizaremos a equacao (2.16) para apresentar a
ideia principal do MII.

Tanto no contexto do MFI, como no contexto do MII, a distribuicao delta de
Dirac 6(z — ) tem o papel de representar a interface. A diferenca entre esses
métodos € que o MII elimina a necessidade de se usar uma aproximacao para
essa distribuicao nas equacoes de diferencas, uma vez que ao reformular o
problema utilizando as condicoes de salto, a mesma desaparece. A constante

13



2.4 O método das interfaces imersas (Mll): breve infrodu¢cdo

v da a magnitude do fluxo na interface.

2.4.1 Reformulando o problema utilizando as condicoes de salto

Sejam f(x) € L*(0,1), o(z) € C(0,1), e B(z) € C*(0,a) U C'(a, 1), onde
L*(0,1) é o espaco das fun¢oes quadrado integraveis no intervalo (0,1) e C(0, 1)
€ o espaco das funcodes continuas em (0,1). Entao u(x) € C(0,1), ou seja, u(x)
é continua. Ao integrarmos a equacao (2.16) de x = o~ para z = o', estamos
fazendo um salto na equacao, assim temos

at

/_ (B(x)ug), — o(x)u(z)de = /Cj f(z)+vi(x — a)dx,

mas como o(x), f(x) e u(r) sdo continuas e o~ ,at — « obtemos:
BlaNug(a™) — Bla u(a”) = v,
e assim obtemos a expressao:
[Buy]ima = BTuy — B7u, =v. (2.17)

Além disso, temos
(U] pme = ut —u” =0, (2.18)

uma vez que f € continua e possui salto zero na interface.
Uma forma alternativa de indicar o problema acima € requerer que u(x)
satisfaca a equacao

(Bug)e —o(x)u = f(z), 0<zx<1l, 0<a<l,(0,a)U(a,l), (2.19)

onde (0,a) U («, 1) representa o interior do dominio sem a interface «. Consi-
deramos também as duas condicoes internas de contorno em z = «. Assim
temos

mas quando f € continua [f] = lim f(z) — lim f(x) =0, portanto

z—at T—a~
Tuf + B, — ot = Brug + B g, — 0T (2.20)

Na passagem acima, usamos a propriedade do salto [f +g] = [f] +[g]. Como,
por definicao, os saltos sao limites laterais, usamos a propriedade que garante
que o limite da soma € a soma dos limites, e concluimos que o salto apresenta
a mesma propriedade.

Por simplicidade comecamos assumindo que o(z) e f(x) sdo func¢des suaves

e 0 é constante por partes com um salto finito em a. Assim temos o™ = o7,

14



2.4 O método das interfaces imersas (Mll): breve infrodu¢cdo

B = B, = 0. Da equacao (2.18) obtemos que u™ = u~. Podemos expressar os
limitantes do lado “+”, onde = > «, em termos daqueles do lado “-”, onde = < a.
Logo, a equacao (2.20) reduz-se a:

Bruge = Bty = gy = Frte,. (2.21)
Agora usando a equacao (2.17), podemos expressar v} em funcao de u_,
como:

B

e = B—Jrux + B—Jr (2.22)

u

Assim segue das equacoes (2.18), (2.21) e (2.22) as seguintes condicoes de
salto, para esse simples problema:

_ . _
ut=uT, ul = g—Jru; - e ul = g—u;x. (2.23)

Apo6s a construcao do problema (2.16) reformulado no contexto de condi-
coes de salto, estamos preparados para descrever a construcao das equacoes
de diferencas utilizadas no MII.

2.4.2 O algoritmo do Ml

Um método de diferencas finitas para uma equacao diferencial linear
do tipo (2.19) usualmente envolve os seguintes procedimentos: (1) geracao
de uma malha; (2) substituir as derivadas com aproximacoes de diferencas
finitas em todos os pontos da malha, onde a solucao é conhecida, para obter
um sistema linear de equacoes; (3) resolver o sistema linear de equacoes para
obter uma aproximacao para a equacao diferencial original; (4) realizar analise
de erro. O MII segue os mesmos procedimentos, ou seja, o algoritmo do MII
para resolver numericamente (2.16) € descrito abaixo:

Passo 1: Gerar uma malha cartesiana, z; = iAz, i =0,1,--- , N, onde Az =
1/N. O ponto «a recaira tipicamente entre os pontos da malha, digamos z; <
@ < zj11. Os pontos da malha z; e z;,, sao chamados pontos irregulares da
malha se uma aproximacao de diferenca central padrao de 3 pontos for usada
em pontos da malha longe da interface a. Os outros pontos sdao chamados de
pontos regulares da malha.

Passo 2: Determinar o esquema de diferencas finitas nos pontos regulares
da malha. Em um ponto x; da malha, ¢ # j, j+ 1, a aproximacao central padrao
de 3 pontos aplicada a equacao (2.19) é

1
A—ﬁ(ﬂiJr%(UiJrl -U;) — ﬁi_%(Ui —Ui—1)) — oiU; = fi, (2.24)

onde 5¢+% = ﬁ(xH%), Biir = Bz,

1 ), oo = o(x;) e f; = f(z;). Neste caso U;

1
2

15



2.4 O método das interfaces imersas (Mll): breve infrodu¢cdo

representa a aproximacao numeérica de u(z;).

Passo 3: Determinar as equacoes de diferencas nos pontos irregulares z; €
zjy1. As equacoes de diferencas sao determinadas através do método de coe-
ficientes indeterminados. Num esquema de diferencas finitas onde os pontos
sao todos regulares, com um espacamento Az entre eles, a derivada fu,,, com
f constante, fica aproximada em z; como

B =2 B

5Um($z) = @U

e assim a equacao (2.19) fica escrita como

B —20 B

AU T A2t A

Uii1 — o = f;

Mas nos pontos irregulares z; € z;.; do problema de interface, a equacao de
diferencas nao tera os mesmos coeficientes, os quais devem ser encontrados
em funcao das condicdes de salto. Portanto, podemos escrever:

ViaUj—1 +752U; + 753U — o;U; = f; + C,
(2.25)
7j+1,1Uj + ’Yj—&-l,QUj-H + 7j+1’3Uj+2 — 0j+1Uj+1 — fj+1 + Cj-‘rl‘

Notemos que C; e Cj;; sdo os termos de correcao envolvidos nos calculos
para z; € z,;;,. Esses termos de correcao aparecem nos pontos irregulares,
pois, em tais pontos precisamos incorporar a informacao da forma u(a) que
€ o salto na interface, mas essa informacao nao faz parte do esquema de
diferencas finitas que aproxima a derivada. Desse modo, esse termo aparece
como um valor extra na equacao de diferencas, o qual pode ser entendido
como um termo de correcao.

Nas equacoes (2.25) a primeira equacao € a equacao de diferencas para o
ponto x = z; € a segunda € para o ponto z = ;4.

Para o simples modelo em que 0 = 0, [f] = 0, e § € seccionalmente constante,
o coeficiente das equacoes de diferencas finitas em z; e z;,; tem a seguinte
forma fechada:
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2.4 O método das interfaces imersas (Mll): breve infrodu¢cdo

Yir = (B~ = [Bl(z; — )/ Az)/D;,

Yiz = (=267 + [Bl(zj-1 — a)/Az)/ Dy,

[ V3 =08"/D;,
(2.206)
( Yj411 =B~ /Djs1,
Virrz = (=287 + [Bl(zj42 — a)/Az)/Dj1a,
(Vi3 = (BT = [B)(wj11 — ) /Ax) /Dj 4,
onde
Dj = Az® + [B](xj1 — a)(x; — ) /267,
(2.27)

Dji1 = Az® + [B(2j-2 — a)(zj-1 — ) /287
A derivacao de todos esses coeficientes e os termos de correcao serao apre-

sentados na proxima secao. Mostraremos mais tarde que D; # 0 e D;,; # 0 se
B~B% > 0. Os termos de correcao sao

v

v
Cj =31 — a)ﬁ—+ e Cip1 =7l — xj)ﬁ__ (2.28)

Para problemas unidimensionais de interfaces mais gerais, os coeficien-
tes vx € vj4+1,. sao determinados de um sistema de equacdes uma vez que
as formas fechadas de coeficientes de diferencas finitas sao complicadas e
nao-necessarias. O k nos termos v, representa a quantidade de coeficientes
indeterminados da equacao de diferencas.

Passo 4: Resolveremos os sistemas de equacoes em (2.26), cuja matriz de
coeficientes é tridiagonal e combinaremos o passo 2, para obter uma aproxi-
macao da solucao de u(x) em todo ponto da malha.

2.4.3 A derivacdo do esquema de diferencas finitas em pontos
irregulares

Nesta secao determinaremos os coeficientes de diferencas finitas 7, ;,
V2 € 753 em (2.25) para o simples caso onde na equacao (2.19) assumimos
o =0, § seccionalmente constante, e f(z) continua. O critério para determinar
os coeficientes das equacoes de diferencas em (2.25) € minimizar a magnitude
do erro de truncamento local

Ty = vjau(zj-1) + vi2u(zy) + v3u(zis) — f(z;) — Cj. (2.29)
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A principal ideia € expandir as solucées u(z;_1), u(z;), u(z;+1) € f(z;) em
série de Taylor em « de cada lado da interface e entao usar as relagoes (2.23)
para expressar u*(a), uf(a), € ui,(«) em termos das quantidades de um lado
em particular. Finalmente, combinamos a expansao em comparacao com a
equacao diferencial com os termos que conduzem a um sistema de equacoes
para os coeficientes de diferencas finitas.

Notemos que z; = a + x; — a, assim escrevemos z; = «a + (r; — a) € usamos
o termo z; — a como um Az. Por exemplo, usando uma expansao em série de

Taylor para u(z;;;) em « para obter uma aproximacao de ordem 2, temos

u(ryn) =0 (0) + (21 — 0)ud (@) + (1,0 — 0)u,(0) + O(A).  (2.30)

Na expansao de Taylor aparecem os termos u", u} e v, uma vez que o

ponto z;,; esta apos a interface a. Assim usando as relacoes de salto (2.23), a
expressao anterior pode ser reescrita como
(501) = w7 (0) + (211 — @)z (@) + )
’ B+ B+
(2.31)

ngu;x(a) + O(Ax?).

+(Tj41 — @)

A expansao em série de Taylor de u(z;_;) € u(z;) em a tem a seguinte ex-
pressao:

u(zy) =u (o) + (7, — a)u, (o) + %(ml —a)u,, (@) +O0(Az%), I=j—1oul=j (2.32)

Assim, substituindo as equacoes (2.31) e (2.32), e considerando a expansao
em série de Taylor de f(z) em torno de a, o erro de truncamento local do
esquema de diferenca finita (2.29) em = = z; tem a seguinte forma:

Ty = vjau(zj—1) + yj2u(z)) + visu(rjm) — f(x;) = C)
(2.33)

v

= (V1 + 72 +vs)u (@) + (i — )57
+((zj—1 — a)yjn + (z; — @)y2 + %(%‘H — a)%;3)u, (@)
+5((wj1 — @)y + (15— )2 + e (2501 — @)yi8)ug, ()
—f(a) = O(Az) - Cj + 0(112% 7501 Az?),

apos a escolha de termos para v («), u, () € u,,(«).
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Minimizando a magnitude de 7; e usando a equacéo diferencial (2.19) em «

do lado “-”, obtemos o seguinte sistema de equacgoes para os coeficientes {v,;}:
(
Yia+ Y2+ 73 =0,
/6_
(zj-1 — a)yin + (75 — a)y2 + ﬁ—+(%‘+1 —a)y;3 =0, (2.34)
1(._)2.+1(._)2.+£(._).—6—
| 2 Tj—1 — Q)51 5 Tj— Q)52 25+ Tj+1 — X)Y;3 =P -

Podemos verificar que os {v;;}’s nas 3 primeiras equacdes em (2.26) sa-
tisfazem o sistema acima quando ¢ = 0 e § € seccionalmente constante na
equacao (2.19). A seguir, constamos a veracidade da afirmacao anterior, para
as duas primeiras equacoes do sistema. Assim para a primeira equacao de
(2.34), temos:

Yia+ Y2+ Vi3 =
(87 = [Bl(z; — ) /Ax)/Dj + (=26~ + [Bl(xj1 — ) /Ax)/D; + g+ /D; =

(6—26——($j—0z—$]‘_1+()!)+/8+> /D]:

((/8+ R e G a:j_l)> /D; = ([ﬁ] — %Ax) /D; = 0.

De forma semelhante, obtemos:

B
(Tj—1 — )y + (25 — a)yje + B—Jr(%‘ﬂ — )y =

(@1 — ) (87 = [Bl(z; — o/ Ax))/Dj) + (x; — ) (=267 = [Bl(2j1 — a/Ax))/D;)

B~ p* 1 _ _ (zj —a)
o5 g =) = 5 (55— )8 ~ 20— )" = (o301 — )
+(z; — a)[ﬁ}% + (241 — a)ﬁ‘) = i] (B~ (-1 + 225 + 2511))

1

= F(ﬁf(ZAx —2Ax)) = 0.

J

Uma vez que os {v;}’s foram calculados, € facil ajustar o termo de correcao
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da equacao (2.33):
1%
Cj = vj3(wj1 — 04)6—+, (2.35)

que coincide com os termos restantes no erro de truncamento local 7; acima.
E importante ressaltar as seguintes propriedades e casos especiais dos co-
eficientes de diferencas finitas {v;,} derivados do MII.

e Se [ € continuamente constante, entao pela resolucao do sistema (2.34),
recuperamos o esquema padrao de diferencas finitas de 3 pontos com

Vi1 = i3 = B/Ax* e vy = =20/Ax?,

e No caso em que [ € seccionalmente constante, o calculo dos coeficientes
da média harmonica satisfaz a primeira e a segunda equacoes de (2.34),
mas nao a terceira, indicando que o erro de truncamento desse método
em z; € ;41 € O(Az). Mas o método tem erro global de segunda ordem de
precisao na norma infinito, devido ao cancelamento dos erros.

e Se v = 0 na equacao (2.28), entao C; = C;4; = 0. Nesse caso uma descon-
tinuidade em f afeta somente os coeficientes, mas nao o lado direito.

e Se [ € constante e ¢ = 0 na equacao (2.28), entao

14 14
= @(%’H - Oé) = 5Am(l‘j —06); Cj+1 = @

C; (a—z;) = pz(xj41 — ), (2.36)

onde Jn, € a funcao delta discreto. Nesse caso podemos ver o esquema
de diferenca finita como uma discretizacao direta da equacao

Bz (x) = f(z) + vi(r — ).

e Os coeficientes {v,;} dependem apenas da funcéo (z) e da posicao de «
relativo a malha, mas nao de v.

2.5 O MIl para um problema eliptico de interface uni-
dimensional geral

Nesta secao ainda consideraremos o seguinte problema unidimensio-
nal como modelo

(B(x)ug)s —o(x)u = f(z)+vi(zr—a), 0<z <1, 0 <a<l, (2.37)

com condicoes de fronteira especificadas por u(z) em =z = 0 e z = 1.0 diferencial
€ que estaremos considerando o problema num contexto mais geral. Assim
todos os coeficientes, 5(z), o(z) e f(z), podem ter um salto finito em =z = «, e
a solucao também pode ter um salto [u] = w. Além disso, a condicao de salto
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para a primeira derivada sera assumida como sendo [fu,] = v. Os coeficientes
da equacao de diferencas em =z = z; sdo as solucoes do sistema linear que
obteremos a seguir. Vale ressaltar que para pontos regulares, usaremos a
aproximacao classica de segunda ordem por diferencas finitas.

Vamos determinar as equacoes de diferencas finitas pelo método dos co-
eficientes indeterminados. Para isso, considere as equacodes de diferencas
aplicadas a equacao (2.37) e aos pontos irregulares z = z; € * = x4, respecti-
vamente:

Vj»lUjfl + ’YJ,QUJ + ﬁYj,ng+1 — UJU] = f] + C]7

(2.38)
Vi+1,1Uj + YVix12Uj1 + vj13Ujw2 — 051U = fi + Cipa.
Considere as seguintes condicoes de salto:
ut =u +w,
(2.39)
uf = 57 .t o

Mas, vejamos, que agora € necessario impor uma condicao de salto para
ul ; assim, temos:

xx?

Portanto, a equacao acima pode ser reescrita como:
Biuf = Brug + Brugy — Bug, — (0Tu —omum) = [f] =

prut, = pu,, + B u, — Bfuf —(c7u” —otut) +[f] =

6~ B B (B loJu” +wo™\  [f]
= et o = e (e )+ (5

uma vez que podemos escrever o u~ —o ut = —[o]u” —[u]oT, que ao combinar-
mos com as equacoes em (2.39), temos o termo [o]u” + wot =cTut — o u".
Finalmente temos que
- - +5- + - +
Uy = ﬁ+ w+ﬁ+ Uz ﬁfz Uy — Biyz+[g]z +w0+ +[_Jj (2.40)
B B (8%) (5%) B B B

Nesse momento, dadas as condicoes de salto, nossa estratégia para deter-

minar os coeficientes das equacoes de diferencas € minimizar a magnitude do
erro de truncamento local
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2.5 O Ml para um problema eliptico de interface unidimensional geral

Tj = vjaul@e—1) + vjpu(;) + visu(je) — o(z)u(z;) — f(z;) — Cj.

Primeiramente, vamos expandir u(z;_1), u(z;), u(z;41), o(x;) e f(z;) na in-
terface o de cada lado, e usar as relacoes de interface para expressar u®(a),

ut(a), e uf (o) em termos das quantidades de um lado em particular. Depois

x
repetiremos o processo feito na secao anterior para obtermos um sistema de
equacoes para os coeficientes envolvidos na equacao de diferencas. Os deta-
lhes dessas manipulacoes algébricas serao discutidos a seguir.

Usando a expansao em série de Taylor para u(z;1) em «, como foi feito em

(2.30), e usando as relacoes de salto (2.39) e (2.40) temos:

u(zy41) = u(0) + w+ §—+<xj+1 — @)z (a) + (21 — )2

B-i—

(30 = )5 g fe) |

+ 25+ 25+

(zj41 —a)? [ _ 5+5 B
( oL )u ()
(2.41)

(e — )85y | (a0 — a)lolu (@) | (21 — a)otw

2(8%)? 2+ 26*

(%’H - 04)2[f]
26+

Para u(z;_;) e u(z;), utilizamos a equacao dada por (2.32), considerando as

+ + O(Az?)

condicoes de salto do problema geral.
Além disso, note que, usando uma expansao em série de Taylor para o(z;)u(x;)
e f; em «, fornece:

o(z;)u(z;) = o(@ju(e) + O(Az) e f; = f(a)+ O(Az).

Ou seja, substituindo (2.41) e (2.32), com condi¢cdes de salto do problema
geral e utilizando a expressao acima, na expressao do termo de erro, obtemos:
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2.5 O Ml para um problema eliptico de interface unidimensional geral

T = {u<a> ¥ (a1 — @z (0) + 5(rj1 — 0)uzy(a) + 0<Ax3>}

e @) 4 (0 = (@) 4 (o 0 fa) + 08 |

s {“ (@) +w+ g_jr($j+1 —a)uy (@) + (zj41 — oz)ﬁi+ + (%41 ;gfﬂ_u;’f

+

(zj11 — a)? (536_ -~ ﬁ;ﬁ_) uz (@) — (@41 — @)?Bfv (x40 — )?[o] _

25 5+ (i T G

(2j41 — a)?otw N (241 — a)?[f] . O(Ax3)} — g(a)u(a) — fla) — O(Az) — C;

AV 25

+O(max |7y Az?).

1<I<3

Agrupando os termos em relacao a v («a), u, (@) e u_,(«) obtemos que:

Ty = {(%’,1 + Y2+ (1 + %ﬁ[g]) ’Yj,z} u(a)

+ {(%’1 —a)yjn + (T — @)vie + {%(%#1 —a)+ (g—i - (Bﬁ_f){> (xjHQ_ @) } %’,3} u; (@)

N { (2j21 — @) (2; — a)? (2j11 — @)’

g 0 T b @)+ ofadula) = fla) - 080

2 +
—C 4753 {w + (Ij+1 — Oé)ﬁi+ — (a:]-+12—a) ((g+§2 — U+5w_+ — %)} + O(lrrgllag)g |’yj,l| AI3).

A fim de minimizar a magnitude de 7}, vamos usar a equacao diferencial
(2.37) em o do lado®-". Desse modo queremos que os coeficientes que acom-
panham os termos u ™ («), u, (o) € u (o) em T}, sejam exatamente iguais aos
coeficientes que acompanham esses mesmos termos na expressao:

B Uy, (@) + 8, u, (@),

Portanto, obtemos o seguinte sistema de equacdes para os coeficientes

{vjxl:

23



2.5 O Ml para um problema eliptico de interface unidimensional geral

(

Tirg —a)?
Vi1 + V2 + (1+—< ]+215+ ) [U]) Vi3 =0,

(i1 — a)yja + (5 — a)yj2

5~ B, BB (201 —a)? _ (2.42)
{0+ (5 - ) =2 o
)2 )2 23—
\ (33]—12 CY) Vit + (33] 5 a) Via + (37]4-12/8—?/) ﬁ Vi3 = Bi-

Ainda afim de minimizar o erro de trucamento 7;, temos que:

L — )2 +
_Cj + 3 {w + (CU]'-H - a)ﬁ% - (x]+12 a) <<g+l)/2 - U+;—+ — %)} =0.

E assim como os {7, }’s foram calculados, podemos determinar o termo de
COITecao em r = x; COmo

N2 +
Cj =13 {w + (741 — (X)BLJF - (IJHQ %) <<g+l)/2 - 0+;_+ o %) } : (2.43)

Procedendo os calculos de modo analogo ao que fizemos para = = xz;, obte-
mos o seguinte sistema linear para os coeficientes das equacoes de diferencas
finitas em » = x;,:

1 - —[U]) Yi+1,1 + V1,2 + V13 =0

<
+

p= (B7)? 2

(Tj11 — a)yjer2 + (Tjp2 — a)vp3 = B

(2.44)

x; —a)? Bt Tivg —a)? Tjio — a)?

e o termo de correcao Cj; €

v (m—a)( Bvo _w  [f]
Civ1 =" —w—(z;—a)=— — - — 2.45
Jj+1 Vi+1.1 { W (xj CY) 9 < (67)2 to 67 67 ( )
Note que o sistema de equacoes para as equacoes de diferencas e os termos
de correcao sao 0s mesmos em z; € x;;; Se trocarmos os simbolos “+” e “-”.
Portanto, para solucao de um problema geral como em (2.37), o MII uti-
liza as equacoes (2.38) com os coeficientes calculados pelos sistemas (2.42) e
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2.5 O Ml para um problema eliptico de interface unidimensional geral

(2.44), no passo 3 do algoritmo descrito na secao (2.4.2). Os demais passos
sao construidos de forma analoga ao problema simplificado.
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CAPITULO

5

Metodos classicos: construcdo por
interpolacao

Quando estudamos métodos numeéricos para resolver EDPs, deparamos
com algumas dificuldades quando, o dominio onde estdo definidas as condi-
¢oes de contorno do nosso problema, € uma regiao que nao coincide com a
malha computacional. No método de diferencas finitas, em particular, quando
estamos trabalhando com malhas cartesianas num plano bidimensional, por
exemplo, qualquer dominio que nao seja retangular nos trara dificuldades
para resolucao do problema.

Para um problema unidimensional, um dominio irregular pode ser enten-
dido como um ponto zr, que nao coincide com nenhum ponto da malha, con-
forme descrito na figura (3.1).

o t + ¥ } .Xfr

x! x2 .« e w _x} xj_hr - . x”_; x”

8

Figura 3.1: Exemplo de uma malha cartesiana unidimensional com um ponto
irregular xrp.

Os métodos que aqui chamaremos de classicos, sao métodos que utilizam
uma interpolacdao numeérica para construir as equacgodes de diferencas nos pon-
tos irregulares, de modo que seja possivel incorporar o contorno irregular ao

meétodo, obtendo assim uma solucao numeérica mais acurada para o problema.

3.1 Meétodo cldassico usando interpolacoes (MC)

A primeira formulacao que estudaremos, € baseada no trabalho de Jo-
maa & Macaskill em [12]. A seguir descreveremos essa formulacao conside-
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3.1 Método classico usando interpolacoes (MC)

rando os estudos de Jomaa & Macaskill em [12].

Para isso, considere a equacao de Poisson unidimensional
Uz = f(x), x € [a,b], (3.1)

e condicoes de contorno do tipo Dirichlet. Uma malha unidimensional uni-
forme € tomada sobre [a,b]. Sao assumidas condicoes de fronteira de Dirichlet
dadas em dois pontos da fronteira zr; € zr, que em geral nao sao pontos da
malha. Fora do interior do intervalo [zri,2r2] vamos assumir que v = 0, de
modo que em geral exista uma descontinuidade em cada zr; € xrp. Assim,
condicoes de contorno homogéneas reduzirao para um salto na borda. En-
tao rotulamos os pontos entre os saltos, para que a = zg < ] < 23 < -+ <
rj < arp < Tjp < - < a3 < are < gy < o < Ty_2 < Tyo1 < b = xy, com
rr1 — o; = MAx € 114 — xr2 = A2Az, onde \; e \; sdo constantes que colocam
cada ponto zr; € xro, nas suas devidas posicoes entre dois pontos quaisquer da
malha. Por simplicidade de notacao, a partir desse momento faremos rr; = xr
e\ =\

A discretizacao da equacao (3.1) da origem a uma matriz tridiagonal para a
variavel u no interior da malha de pontos; para a malha de pontos exteriores
vamos definir © = 0. Em cada ponto do interior da malha = = x4, k = j +
2,j+3,---,1—2,1—1, aequacao (3.1) € discretizada utilizando aproximacao de
diferencas finitas centradas:

Ui-l—l_Ui U, —U;_4 .
K Az >_( s )1/h—fz, (3.2)

onde U; € uma aproximacao para u(z;) e f; = f(z;).

Moo A
. £ Y . .
- ' — ' } ' ' e
X, Xivrz Xy Xiezp Xjio

Figura 3.2: Figura ilustrando a localizacao da interface zr.

Para completar a formulacido exigimos, a discretizacdo da equacao (3.1)
em x = ;4 € x = x;, onde a aproximacao para a segunda derivada deve ser
modificada para incorporar a condicao de contorno dada em zr. Considere
por outro lado, z = z,4; (no lado direito o tratamento é analogo). Podemos
usar ou o tratamento linear ou o tratamento quadratico para aproximar u, em
T =Ty, pois, precisamos obter uma expressao interpolatoria que contenha
informacées dos pontos, zr € z;4;. Construimos um polinémio linear através
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3.1 Método classico usando interpolacoes (MC)

dos valores u,, = u(zr) € uj11 = u(x;41) € avaliamos a inclinag¢ao correspondente
em r = I, 1. Dessa forma vamos obter a equacao de diferencas de (3.1) em
r = xj41, através de uma interpolacao linear. Por exemplo, se a interpolacao
de Lagrange for aplicada temos que os coeficientes do interpolante serao:

LF(I' = —<l’ _ $j+1) e Lj+1(l') —(x — :LT)
Ir — Tj41 Tjy1 — Ir

Note que

(zj — @j41) 1 (z; — ar) A
Lo(z.) — _ L. N _
r(z;) j+1(25) (@1 —ar)  1— A

(Z'F—IJ'_H) 1—)\7

(zj41 — 1)
(Tj41 — 2r)

(Tj41— Tj41)

=1.
(zr — xj41)

Lr(zj1) = =0 e Ljti(rj41) =

Pela construcao do polinomio interpolador de Lagrange de primeira ordem,
temos que:

U(zjy1) = Lr(zj4)U(ar) + Liyi(2540)U(2511),

U(x;) = Lr(x;)U(zr) + Lja () U (25).

Substituindo os valores dos L’s, obtemos:

Ui —U; 1
% = Ag Lr(@i)Ur + Ljsa (@500 Ujr = (Lr(2;)Ur

1 A 1
+Lin(2)Upn)l = 1o |0Ur + LU + 7 Ur = 7 U | =

Uj+1—Uj :L Uj+1_UF
Az Az 1—A ’
onde Uj+1 = U(.I'j+1), Uj = U(.Z'j> € UI‘ = U(LEF)
Portanto para i = j + 1 em (4.2), obtemos a seguinte equacao de diferencas
1 A—2 1

2 |:Uj+2 + —Ujn + a—»

X — Ur| = fi, (3.3)

onde fji1 = f(xjt1).
Alternativamente podemos montar um polindmio quadratico para fazer a

interpolacao nesses pontos irregulares, usando os valores ur, uj;1 € u; o para
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3.1 Método classico usando interpolacoes (MC)

estimar u, em z = z;,1. Agora aplicando a interpolacao de Lagrange temos:

I (LE) _ (‘Tj - xj+1)(xj — xj+2) _ 2Aq? _ 2

P e — )@ —2e) (- NE-NA2 T (1-0)(2-))
L)) = (j —ar)(z; —xjp)  (AAz)(=2Az)  —2A

P @ — ) (e —ay) —(T= VA2 (1=

Liso(z;) = (zj —ar)(r; — 2541) _ (=A\Azx)(—Ax) _ A
T (g2 — ar) (@42 — 250) (2 - A)Az? (2=A)

(i1 — 2j01)(Tj1 — Tjya) 0
- 9

Lr(zj41) = T ——
Ly (201) = (zj41 — 2r)(Tj01 — Tj42) _ (1 =X\ (—Azx)Ax _1-x .
e (zjp1 — 20) (@01 — Tj42) —(1 = \)Ax? (1—=2N) ’
Tiv1 —ar) (i — x5
Lj+2($j+1) _ ( Jtl r)( J+1 J+1) -0

(xj+2 - xr)(%‘w - 33j+1)

Novamente, pela construcao do polinémio interpolador de Lagrange, obte-
mos

U —U;, 1
%wj " Az [Lr(2j41)Ur + Ljg1(zj41)Uj1 + Ljyo(201)Ujro—

1
(Lr(z3)Ur + Lj1(25)Ujs1 + Lijsa(25)Ujs2)] = = {U-UF + 1L.Uj41 4+ 0.Ujo

- ((1 PR L A ﬁ”)] |

Logo temos que

Unn—-U; 1 2 1+ A A
Az Az { (1—/\)(2—)\)UF+1—)\UJ“ g a2
Portanto para o uso de um polindmio quadratico, a equacao (4.2) em k= j + 1
torna-se:
1 2 —2 2
_ , , = fiiq. 3.4
Ax? lz—AU””J“1—AUJ+1+(1—A)(2—A)UF] fina (3.4)

Podemos verificar que a modificacao feita nas equacoes de diferencas utiliza-se
da interpolacao dos pontos proximos do ponto irregular. A ideia de modifica-
cao das equacoes de diferencas € a mesma que no MII mas com o diferencial
que no MII utiliza-se de condicoes de salto na interface e as equacoes de dife-
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3.1 Método classico usando interpolacoes (MC)

rencas resultantes sao baseadas em uma minimizacao do termo de erro.

3.1.1 O algoritmo do MC

O algoritmo do MC, envolve em grande parte os mesmos procedimentos
descritos para o MII. O passo 1 € exatamente igual ao algoritmo do MII. No
passo 2 ha um diferencial, pois, a equacao analisada € mais simples, e assim
na equacao (2.24), temos que ;1 = f(z;_1) = 1, i1 = flry1) = leo; =
o(z;) = 0 e assim, as equacodes de diferencas para os pontos regulares no MC,

sao dadas por:
1

L
onde f; = f(z;). O passo 3 é descrito a seguir:

Ui+1 - Uz) - (Uz - Uifl)) = fi7

Passo 3: Determinar os coeficientes indeterminados da equacao:

Yi+11Uj + Vjg12Uj1 + 741305402 = fi1 + Cipa. (3.5)

Notemos que Cj;; € o termo de correcao envolvido nos calculos para z;..
Esse termo de correcao aparece nos pontos irregulares, pois, em tais pontos
precisamos incorporar a informacao da forma u(«) que € a condicao de con-
torno, mas essa informacao nao faz parte do esquema de diferencas finitas
que aproxima a derivada. Desse modo, esse termo aparece como um valor
extra na equacao de diferencas, o qual pode ser entendido como um termo de
Ccorrecao.

Conforme podemos ver na equacao (3.3) os coeficientes da equacao de di-
ferencas finitas em z,, tem a seguinte forma:

A—2 1
Yi+11 =0, Y12 = ma V13 = A2 (3.6)
e o termo de correcao €
Ciy1 = ! U (3.7)
T A=Az T :

Para o outro lado, ou seja, para k = [ — 1 a ideia do algoritmo € analoga.
Caso queiramos aplicar uma interpolacao quadratica usamos a equacao (3.4),
para obter os coeficientes da equacao de diferencas finitas em z;;;.

Passo 4: Usando os coeficientes do passo 3 e combinando o passo 2,
obtemos uma aproximacao da solucao de u(x) em todo ponto da malha.

3.2 Um método do tipo fronteiras imersas modificado
(MFIM)

Agora vamos introduzir um método de fronteiras adaptado para dife-
rencas finitas. Codina & Baiges em [19] apresentaram uma ideia na qual
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3.2 Um método do tipo fronteiras imersas modificado (MFIM)

decompoe-se os espacos de elementos finitos para aproximacao do campo de
velocidades em uma soma direta de dois espacos: um de func¢des que sao
diferentes de zero somente no interior do dominio de interesse, e um de fun-
coes que sao diferentes de zero somente nos nos exteriores a esse dominio.
Os graus de liberdade localizados na parte externa ao dominio sao utiliza-
dos como auxiliares para imposicao da condicao de contorno sobre a fronteira
imersa, utilizando uma estratégia de imposicao aproximada através do método
de minimos quadrados.

A ideia agora ¢ adaptar esse método para diferencas finitas e usa-lo para
imposicao aproximada de contornos em EDPs, construindo um método que
possa ser simples, preciso e eficiente.

Considere I' como sendo o nivel zero de uma funcao implicita ¢, definida no
dominio (2, o qual divide este dominio em uma parte interna 2;, onde ¢ > 0, e
uma parte externa (2, onde ¢ < 0. Sera considerado inicialmente o seguinte
problema de valor de contorno:

Uz = f(z) em Qy,
(3.8)

u=ur em I,

onde ur € a solucao exata no contorno e f(r) € uma funcado continua. Para
aproximar o valor de u no contorno I', podemos definir um funcional dado por

F(u) = |lu—urll; = (u—ur)?, (3.9)

onde | - |,. Esse funcional sera utilizado no contexto de minimos quadrados
para fazer com que a distancia entre a solucao aproximada U e a solucao
exata ur seja minima. Como nao ha graus de liberdade de u no contorno I,
pode-se utilizar uma interpolacao envolvendo os graus de liberdade nos pontos
internos.

a Q, + Q. b

Figura 3.3: Dominio 2 = [a, b], subdominios ; e ),, e a interface I'.

Como exemplo, consideramos um elemento do dominio, que € interceptado
pelo contorno, como na figura (3.3). Sejam z; e z;.; pontos irregulares, nos
quais os valores da velocidade e da funcao implicita ¢ sao conhecidos, e zr € 0
ponto onde I' intercepta o dominio, ou seja, onde ¢ = 0. Considere o segmento
entre os pontos z; € z,,1, aqui denotado por [j, j+1], onde z; € um ponto interno
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3.2 Um método do tipo fronteiras imersas modificado (MFIM)

(¢; > 0) e z;41 € um ponto externo (¢;;1 < 0). Dados os valores da solucao e da
funcao implicita nos pontos z; € x;;;, podemos definir uma interpolacao linear
da seguinte forma:

wiz) =U; _ Uin = Uj
¢(SU) — ; Qjr1 — @; '

Como estamos considerando r como um ponto da fronteira I', temos que

(3.10)

¢(z) = 0. Logo, ap6s algumas manipulacdes algébricas, simplificamos (3.10)

como:
Ujs10; — Ui

®j — i1

em que U; e U;;; sao os valores da funcao v nos pontos z; € x;;, respecti-

u(z) = , (3.11)

vamente, ¢; € ¢;4; sao os valores da funcao implicita ¢ nos pontos z; € x4,
respectivamente. Desta forma, substituindo a expressao acima em (3.9) obte-

mos

Flu) = (1 — up)? = (Uj+1¢j —Ujpjs1 Ur>2-
®j — Gjt
Note que para o valor U;, ha uma equacao que vem da discretizacao do
problema quando uma aproximacao classica de segunda ordem € aplicada a
eq. (3.8). O objetivo entao € encontrar uma equacao adicional para U;;; de

forma a garantir que F(u) seja minimo, ou seja,

OF (u) OF (u) (Uj+1¢j —Ujdjn ) ( ?; )
-0 —9 — — | =0. 3.12
an—i—l - an+1 ij - ¢j+1 o ¢j - ¢j+1 ( )

Finalmente obtemos a seguinte relacao:

Upid; _ Uibinn o o 1 :( Ujjn )(¢j‘¢j+1> 313
oG G TV T UM T g e, T %, 5-19)

3.2.1 O algoritmo do MFIM

Para esse método, temos novamente, uma equacao diferencial linear do
tipo (3.8). Assim o passo 1 € 0 passo 2 sao 0s mesmo que para o algoritmo do
MC. O passo 3, € semelhante ao passo 3 do MC, o qual descrevemos abaixo:

Passo 3: Determinar os coeficientes indeterminados da equacao:

VirUj—1 + %5205 + 73U = f; + Cj. (3.14)

Notemos que C; € o termo de correcao envolvido nos calculos para z;.

Esse termo de correcao aparece nos pontos irregulares, pois, em tais pon-
tos precisamos incorporar a informacao da forma ur que € a condicao de con-
torno, mas essa informacao nao faz parte do esquema de diferencas finitas
que aproxima a derivada. Desse modo, esse termo aparece como um valor
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3.2 Um método do tipo fronteiras imersas modificado (MFIM)

extra na equacao de diferencas, o qual pode ser entendido como um termo de
correcao.

Agora usando a expressao encontrada para Uj.;, substituimos o termo U,
que aparece na j-ésima equacao de diferencas. Como U, ja foi aproximado
em funcao de U;, podemos juntar esses termos e obtermos os coeficientes da
equacao de diferencas:

1 0, 2
Vi1 = A 2= %TJCLQ T A2 Vs 0, (3.19)
e o termo de correcao €
¢] ¢]+1
C. = ) 3.16
J ¢ij2 T A ur ( )

Passo 4: Usando as equacoes do passo 3 € combinando com as equacoes
do passo 2, obtemos um sistema pentadiagonal, o qual resolvemos para obter
uma aproximacao da solucao de u(z) em todo ponto da malha.

3.3 Equivaléncia entre o MCL e o MFIM

Agora que estamos de posse dos esquemas de diferencas finitas para o
MCL e para o MFIM vamos mostrar que esses métodos sao equivalentes. Sa-
bemos que para todo ponto regular do dominio, tanto o MCL quanto o MFIM,
utiliza o esquema padrao de diferencas finitas. Ambos os esquemas, sofrem
uma modificacdo apenas na equacao de diferencas correspondente ao ponto
irregular z,;. Desse modo, para mostrar a equivaléncia entre os métodos, basta
mostra que a j-ésima equacao de diferencas em cada método sao iguais.

A j-ésima equacao de diferencas do MCL ¢é

A — 1
U] 1+(1 )\)U AIEfJ—UF(m)

Onde ur € o valor de u na interface. Assim, multiplicando a equacao por
1 — A, temos
(1 — )\)Ujfl + ()\ - 2)U] = (1 — )\)A.%'Qf] — ur.
Tjy1 — Ir e h

Ax
equacao anterior, e apos algumas manipulac¢oes algébricas, encontramos

Mas como, \ = = zj41 — x;, substituindo estes valores na

(xr — z;)Uj—1 + (x5 — or — Az)U; = (ap — xj)Ax2fj —urAwz. (3.17)

Nesse momento, consideremos a j-ésima equacao de diferencas para o

33



3.3 Equivaléncia entre o MCL e o MFIM

MFIM, isto €,

Uj—1+ <¢;;;1 - 2> Uj = szfj —ur (%) .

Multiplicando a equacao por ¢;, € utilizando ¢; = xr — z; € ¢;11 = 2r — Tj41,
obtemos a equacao (3.17). Portanto concluimos que o MCL e o MFIM sao
equivalentes.
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CAPITULO

4

Resultados numeéricos:problemas
elipticos unidimensionais

Neste capitulo apresentaremos os resultados numeéricos dos métodos
investigados nos capitulos anteriores. Utilizaremos as seguintes notacoes:

e MII: Método das interfaces imersas discutido no capitulo 2.
e MCL: Método classico com interpolacao linear discutido no capitulo 3.

e MCQ: Método classico com interpolacao quadratica analisado no capitulo
3.

e MC: Método classico.

O que aqui estamos chamando de método classico, nada mais € do que im-
por o valor de fronteira u(zr) no ponto z;, proceder a discretizacao da equacgao
como em um problema com valor de contorno coincidindo com a malha.

Em todos os exemplos numeéricos, adotaremos o calculo do erro como:

”EnHoo = Huexato - unuméricoHOO = 121%}1(1 |ui — U,—|,

ou

n 1/2
HEn||2 - Huexato - unumérico”g - (h Z (uz - Uz)2> .
i=1

4.1 Exemplos do MIl para problemas de interfaces

Nesta secao faremos testes numéricos voltando a atencao exclusiva-
mente ao MII, uma vez que o mesmo esta muito além de apenas resolver pro-

blemas definidos em geometrias irregulares. Assim, faremos testes numéricos
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4.1 Exemplos do Ml para problemas de inferfaces

envolvendo problemas de interfaces, mostrando dessa forma a eficiéncia e
precisao do MII ao trabalhar com tais problemas.

Exemplo 1

Nesse primeiro teste, resolvemos o problema (2.1) usando a = % g = 2,

comparando com sua solucao exata

_1 < pr< 2
u(z) = ¢z se 0<xz <3, 4.1)
—3(1—2z) se 2<a<1,

e com o MFI de Peskin.

TR
1=

T g —_—
o N

; s MFI

Exain

Figura 4.1: Comparacao entre as solucao numeéricas obtida pelo MII e pelo
MFI, e a solucao exata (4.1) para o problema (2.1) com o = % = 2 e 40 pontos
na malha.

De acordo com a figura 4.1, podemos observar que o MII aproxima muito
bem a solucao exata do problema (2.1), que € dada pela equacao (4.1). Além
disso, com a mesma quantidade de pontos o MFI apresenta resultados com
precisao inferior ao MII, conforme podemos ver no zoom da figura 5.1, que
mostra as solucoes proximas a localizacao de a.

Exemplo 2

Consideremos u,, = 0 em [0,1] com u(0) = 0 e u(1) = 2. A interface esta
localizada em x = £ com [u] = 1 € [u,] = 0. Na figura 4.2 mostramos a solucao
calculada com 121 pontos na malha, comparada com a respectiva solucao
exata do problema, dada por

se <<
u(zx) = ’ =T=5 4.2)
r+1 se %<x§l.

Novamente, podemos observar na figura (4.2) que os resultados obtidos
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4.1 Exemplos do Ml para problemas de inferfaces

pelo MII estao em concordancia com a solucao analitica.

Xy

M

—— | T
b )

Figura 4.2: Comparacao entre a solucao numérica obtida pelo MII e a solucao
exata do exemplo 2 com a = %, [u] = 1, [u,] = 0, em uma malha com 121 pontos.

Exemplo 3

Consideremos novamente a equacao de Laplace unidimensional u,, = 0
com dominio no intervalo [0, 1] e condi¢cées de contorno dadas por u(0) = 0 e
u(1) = 2. Os saltos sao dados por dados por [u] =0 e [u,] = 1 e a interface esta
localizada no ponto a = % A solucao exata desse problema € dada por

(4.3)

se 0<g<l
u(fﬁ)_{x _x_27

1 1
2:6—5 se §<:c§1.

Na figura 4.3 podemos visualizar a comparacao dos graficos das solucoes
numeéricas com a solucao exata numa malha com 20 pontos. Observamos
nessa figura que a solucao numeérica do MII aproxima bem a solucao exata.

Exemplo 4

Consideremos o seguinte problema:

Bt se x < a,
b~ se x> q,

(Bug), =1227, 0<z <1, B= {
4.4)

w(0) =0, u(l) = & + (ﬂ—{ - Bé) o,

Nesse problema, f(z) = 122 é continua e assim as condicdes de salto sao
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4.1 Exemplos do Ml para problemas de inferfaces

T

e i ; s —+— Exala

-k

Figura 4.3: Comparacao entre as solucoes numéricas obtidas pelo MII e a
solugdo exata do exemplo 3 com « = £, [u] =0, [u,] = 1, em uma malha com 20
pontos.

Tabela 4.1: Resultados numéricos do problema (4.4) para malhas com 20, 40,
80, 160, 320 e 640 pontos.

N [l 0

20 | 4.3333 x 107* -

40 | 1.0846 x 10~* | 1.9983
80 | 2.7124 x 1075 | 1.9995
160 | 6.7815 x 1076 | 1.9998
320 | 1.6954 x 1076 | 1.9999
640 | 4.2385 x 107 | 2.0000

naturalmente [u] = 0 e [fu,| = 0. A solucao exata €

334

6—_ se r < «,

u(z) =
x—4+(i—i>a4 se > a
B g Bt '

Neste exemplo, estamos assumindo que " =1e f” =2ea =

5.

Na figura 4.4 podemos visualizar uma comparacao da solucao numeérica

com a solucao exata, onde novamente observamos a concordancia entre elas.
Na tabela (4.1) observamos os resultados numéricos para esse problema, e a
comprovacao numeérica de uma convergéncia quadratica.

Exemplo 5

No ultimo exemplo dessa secao, usamos o MII para resolver um problema
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4.1 Exemplos do Ml para problemas de inferfaces

A
Exmtn

Hix)

Figura 4.4: Grafico do problema (4.4) resolvido em uma malha com 100 pontos,

com 3 =1, F=2ea=1.

eliptico geral da forma:

(Bug)y —ou(z) = f(z) +vé(z —a), 0<z< g, 0<ac< g, (4.5)

e condi¢coes de contorno dadas em = = 0 € x = 5. Nesse exemplo as func¢oes

terdo todas uma descontinuidade em « = 1. Assim temos f(x) definida por:

142 se <1,
o=
r® se x> 1,

e o(z) € dada por:

cos(z) se x <1,
o(x) =
sen(x) se x> 1.

Finalmente temos f(x) dada pela expressao:

flx) = 2cos(2x) — 4(1 4 z)sen(2z) — cos(x)sen(2z) se x < 1,
| 1= sen(x)log(z) se x> 1.

Na figura 4.5 vemos a solucao numeérica do problema, calculada em uma
malha com 141 pontos € com a = 1, comparada com a solucao exata, cuja
expressao € dada por:

u(z) = { sen(2x) se = <1,

log(z) se = > 1.

Podemos observar da figura 4.5 e da tabela 4.2, que mesmo para um pro-
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4.1 Exemplos do Ml para problemas de inferfaces

AT
Exmtn

Xy

Figura 4.5: Grafico do problema (4.5) resolvido em uma malha com 141 pontos
e interface em o = 1.

Tabela 4.2: Resultados numeéricos do problema (4.5) para malhas com 20, 80,
320, 1280 e 5120 pontos.

N [ [El. [0
20 | 5.0409 x 103 -
80 | 4.7684 x 10~* | 1.70
320 | 1.8589 x 107° | 2.34
1280 | 1.6616 x 1076 | 1.74

5120 | 3.1040 x 1078 | 2.87

blema com caracteristicas mais gerais, o MII consegue produzir bons resulta-
dos numéricos, quando comparado com a solucao exata. Também verificamos
numericamente, nesse caso mais geral, que o MII apresenta aproximadamente
ordem 2 de convergéncia.

4.2 Problemas elipticos em dominios irregulares: com-
paracdo entre os métodos

Nessa secao voltaremos nossa atencao em problemas que estejam defi-
nidos em dominios irregulares. Nesse estudo, implementamos os trés métodos
estudados para resolucao de problemas em que a fronteira I' ndo coincide com
a malha computacional e cuja equacao esteja definida em um intervalo [a, 0]
qualquer. Para tanto, consideremos a equacao de Poisson unidimensional:

Uz = f(x), em (a,xr), u(a) =uy € u(xr) = ur, (4.6)
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4.2 Problemas elipticos em dominios irregulares: comparacdo entre os métodos

e um ponto zr irregular, localizado entre os pontos z; € z;;; da malha cartesi-
ana feita sobre [a¢,b]. Com o intuito de estudar problemas que estejam defini-
dos em geometrias irregulares, fixaremos que u = 0 em todo ponto z; da malha,
tal que z; > xp. Entao resolveremos o problema antes do ponto irregular zr.
Para isso, nos métodos numeéricos estudados faremos nossas aproximacoes
no ponto z;, pois, U;;; = 0. Como ja provamos a equivaléncia numérica entre
o MCL e o MMFI, vamos apresentar apenas os resultados obtidos pelo MCL.

Exemplo 1

Neste exemplo, comparamos os métodos estudados, para o seguinte pro-
blema:

4.7)

Uzr = —cos(z), em Q= (0,1)
u=1em r=0 € u=0 em z=uxp =1,

onde B = (0,2) é o dominio que contém o dominio de definicido da equacao
dada. A ideia desse exemplo, € mostrar que para problemas onde a fronteira
coincide com um ponto da malha, os métodos tém todos ordem de conver-
géncia 2. Na tabela 4.3 mostramos os resultados numeéricos das solucoes
numeéricas, comparadas com a solucao exata, dada por

u(z) = cos(x) — cos(1)x.

Tabela 4.3: Comparacao dos erros na norma ||E,|  de cada método para o
problema (4.7) em malhas com 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280 e 2560 pontos.

N MC 19) MCL [9) MCQ [9) MII [9)
20 | 8957 x107° | — [8957x107° | — [8957x107°| — [8957x107°| —
40 | 2.238 x 107° | 2.00 | 2.238 x 107 | 2.00 | 2.238 x 10~° | 2.00 | 2.238 x 10~ | 2.00
80 | 5.606 x 1075 [ 1.99 | 5.606 x 1075 | 1.99 | 5.606 x 106 | 1.99 | 5.606 x 10~6 | 1.99
160 | 1.401 x 1076 [ 2.00 | 1.401 x 107% | 2.00 | 1.401 x 107 | 2.00 | 1.401 x 1075 | 2.00
320 | 3.504 x 10~7 | 2.00 | 3.504 x 107 | 2.00 | 3.504 x 10~7 | 2.00 | 3.504 x 10~7 | 2.00
640 | 8.760 x 108 [ 2.00 | 8.760 x 10~8 | 2.00 | 8.760 x 10~® | 2.00 | 8.760 x 10~° | 2.00
1280 [ 2190 x 1078 | 2 [2190x 107 %] 2 [2190x10° %] 2 [2190x10°8 | 2
2560 | 5.475x 1079 | 1.99 | 5.475 x 1077 | 1.99 | 5.475 x 1079 | 1.99 | 5.475 x 102 | 1.99

Vemos claramente nesse exemplo, que os métodos tém todos ordem 2 de
convergéncia, e assim podemos concluir que os métodos equivalem ao método
padrao de segunda ordem de diferencas finitas, quando o ponto onde esta
definido o contorno, coincide com a malha computacional.

Exemplo 2 Neste exemplo, resolveremos o seguinte problema:

{ Upe = —cos(z), em Q= (0,1), 4.8)

u=1em =0 € u=0 em x = xr,

Note que esse problema ¢ igual ao anterior, a diferenca € que o dominio 2
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4.2 Problemas elipticos em dominios irregulares: comparacdo entre os métodos

, %), € assim o contorno nao coincide com

um ponto da malha. Na figura 4.6 apresentamos os graficos das solucoes

esta embutido no dominio B = (0

fornecidas por cada um dos métodos estudados, além da solucao exata. Na
tabela 4.4, os erros dos métodos numeéricos estudados comparados com a
solucao exata, dada por

u(z) = cos(x) — cos(l)x, em Q= (0,1).

T
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Figura 4.6: Solucoes numeéricas do problema (4.8) resolvidas em uma malha
com 20 pontos e interface em I' = 1.

Tabela 4.4: Comparacao dos erros na norma ||£,|| . de cada método para o
problema (4.8) para malhas com 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280 e 2560 pontos.

N MC [9) MCL [9) MCQ 19) MII [9)
20 | 2.693 x 102 — 3.245 x 1074 | — | 4.488 x 107° — | 5.667x107° | —
40 | 2.803x 1072 | —0.0582 | 1.024 x 10~* | 1.66 | 1.239 x 10> | 1.85 | 1.371 x 10~° | 2.00
80 | 1.870 x 1073 | 3.9034 | 7.615x 107% | 3.75 | 3.395 x 1076 | 1.86 | 3.465 x 1076 | 2.04
160 | 1.890 x 1073 | —0.0141 | 3.161 x 1076 | 1.26 | 8.505 x 10~7 | 1.99 | 8.664 x 107 | 1.99
320 | 1.900 x 1073 | —0.0071 | 1.316 x 1076 | 1.26 | 2.134 x 107 | 1.99 | 2.164 x 10~7 | 2.00
640 | 1.900 x 1073 | —0.0035 | 4.000 x 10~7 | 1.71 | 5.3692 x 10~ | 1.99 | 5.399 x 108 | 2.00
1280 | 2.145 x 10~* | 3.1512 | 4.509 x 10~ % | 3.14 | 1.3484 x 10°% | 1.99 | 1.351 x 10 % | 2.00
2560 | 2.147 x 10~* | —0.0008 | 1.924 x 1078 [ 1.22 | 3.372x 1077 | 1.99 | 3.378 x 1072 | 2

Através dos resultados numeéricos apresentados na tabela 4.4 e na tabela

4.5, podemos notar que todos os métodos apresentam solucdoes numéricas

consistentes com a solucao exata. Além disso, notamos que os resultados da

MC sao muito inferiores, o que mostra que o uso de alguma estratégia para
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4.2 Problemas elipticos em dominios irregulares: comparacdo entre os métodos

Tabela 4.5: Comparacao dos erros na norma |£,||, de cada método para o
problema (4.8) para malhas com 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280 e 2560 pontos.

N MC 9) MCL 19) MCQ [9) MII 9)

20 | 1.606 x 10~2 — 2202x107%| — [3115x10° | — [4.152x10°| —

40 | 1.652 x 1072 | —0.0413 | 6.794 x 107° | 1.69 | 8.758 x 1076 | 1.83 | 9.945 x 1075 | 2.06
80 | 1.080 x 1072 | 3.9227 | 6.095 x 1075 | 3.47 | 2.455 x 1076 | 1.83 | 2.522 x 1076 | 1.97
160 | 1.090 x 10~3 | —0.0087 | 2.339 x 107 | 1.38 | 6.154 x 10~7 | 1.99 | 6.303 x 10~ | 2.00
320 | 1.100 x 1072 | —0.0048 | 8.875 x 10~ | 1.39 | 1.546 x 10~ | 1.99 | 1.574 x 10~7 | 2.00
640 | 1.100 x 1072 | —0.0025 | 2.627 x 10~ | 1.75 | 3.896 x 10~° | 1.98 | 3.924 x 10~2 | 2.00
1280 | 1.239 x 10~ | 3.1525 | 3.416 x 1078 | 2.94 [ 9.798 x 1072 | 1.99 | 9.825 x 1079 | 1.99
2560 | 1.240 x 10~* | —0.0005 | 1.310 x 10~° | 1.38 | 2.450 x 1072 | 1.99 | 2.456 x 109 | 2.00

a imposicao de contorno € necessaria. O MCL apresenta uma oscilacao na
ordem de convergéncia, cuja média € 2. Ja o MCQ e o MII, apresentam resul-
tados numeéricos consistentes e ordem de convergéncia aproximadamente 2.
Nesse exemplo, em particular, os métodos de imposicao apresentam resulta-
dos muito proximos.

Exemplo 3

Neste exemplo, comparamos os métodos estudados, para o seguinte pro-

blema de interface:

{ Ugy = cos(z) + 6z, em Q= (0,v2), 4.9)

u=—-1em z=0 e u:—cos(ﬂ)+\/§3 em z = ar

embutido no dominio B = (0, 2), juntamente com sua solucao exata, dada por:
u(x) = —cos(z) +2° em Q= (0,V?2).

Neste exemplo, podemos notar na figura (4.7) que todos os métodos apre-
sentam resultados consistentes com a solucao exata. Contudo, de acordo com
a tabela 4.6 e 4.7 o MII apresenta um erro menor que os demais, bem como
ordem de convergéncia 2. O MCQ também apresenta uma ordem de conver-
géncia um pouco maior que 2 nas primeiras malhas, o que faz com que seu
erro se aproxime do erro do MII e depois ambos seguem com erros proximos
e ordem de convergéncia 2. Novamente, os resultados do MCL € inferior aos
demais, com valores cuja média fica proxima de 2.

Exemplo 4

Neste exemplo, comparamos os métodos apresentados anteriormente, para
o seguinte problema:

™

Uz = €%, em Q= (0, =), (4.10)

inserido em B = (0,2) com u(0) = 1 e u(rr) = €2, juntamente com sua soluc¢ao
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Figura 4.7: Comparacao entre as solucoes numeéricas do MII, MCQ, MCL, El e

a solucao exata do Exemplo 2, em uma malha com 20 pontos.

Tabela 4.6: Comparacao dos resultados numéricos na norma ||E, ||, de cada
meétodo para o problema (4.9) para malhas com 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280 e

2560 pontos.

N MC 19) MCL [9) MCQ [9) MII 19)

20 | 5.896 x 10! — 5.300x 1073 [ — [2110x10°%] — [5.230x10°%] —

40 | 2468 x 1071 | 1.256 | 2.200 x 1073 | 1.26 | 5.183 x 107 ° | 2.02 | 5.902 x 10~ ° | 3.14
80 | 7.450x 1072 | 1.727 | 6.556 x 10~* | 1.74 | 1.201 x 10~° | 2.10 | 1.016 x 107° | 2.53
160 | 7.520 x 1072 | —0.012 | 7.991 x 10~ | 3.03 | 2.497 x 1076 | 2.26 | 2.921 x 1076 | 1.79
320 | 3.160 x 1072 | 1.248 | 3.356 x 107° | 1.25 | 6.228 x 10~ 7 | 2.00 | 6.376 x 107 | 2.19
640 [ 9.800 x 1073 | 1.683 | 1.043 x 107° | 1.68 | 1.542 x 10~ 7 | 2.01 | 1.510 x 10~7 | 2.07
1280 | 9.800 x 1072 | —0.001 | 9.213 x 10~" | 3.50 | 3.758 x 10~® | 2.03 | 3.857 x 108 | 1.96
2560 | 4.400 x 1073 | 1.163 | 4.113 x 107 | 1.16 | 9.395 x 1079 | 2.00 | 9.462 x 1079 | 2.02

exata, dada por:
u(zr) =€¢" em (0, E).

2

Conforme pode ser visto na figura 4.8, todos os métodos continuam apre-

sentando resultados consistentes com a solucao exata. Conforme a tabela 4.8

e 4.9, o MCL apresenta resultados inferiores. O MCQ e o MII apresentam erros

e ordem de convergéncia muito proximos, e cada vez mais proximos para os

refinamentos de malha.

Exemplo 5

No ultimo exemplo dessa secao, comparamos os métodos, para o seguinte

problema:
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4.2 Problemas elipticos em dominios irregulares: comparacdo entre os métodos

Tabela 4.7: Comparacao dos resultados numéricos na norma |E,|, de cada
método para o problema (4.9) para malhas com 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280 e
2560 pontos.

N MC 19 MCL 9) MCQ 9) MII 0
20 | 4.244 x 1071 — 3.900x 1072 | — [2000x107%*] — [4772x107%] —
40 | 1.731 x 107! 1.2935 | 1.500 x 1073 | 1.32 | 4.868 x 10~° | 2.03 | 5.682 x 10~° | 3.07
80 | 5.161 x 102 1.7462 | 4.599 x 1074 [ 1.75 | 1.105 x 107° | 2.13 | 8.889 x 1076 | 2.67
160 | 5.195 x 1072 | —0.0094 | 5.674 x 107> | 3.01 | 2.170 x 107% | 2.34 | 2.668 x 1076 | 1.73
320 | 2.178 x 1072 1.2535 | 2.349 x 10~° | 1.27 | 5.409 x 10~7 | 2.00 | 5.582 x 10~ 7 | 2.25
640 | 6.760 x 10~3 1.6863 | 7.270 x 1076 [ 1.69 | 1.335 x 10~7 | 2.01 | 1.298 x 10~ 7 | 2.10
1280 | 6.770 x 1073 | —0.0011 | 6.576 x 10~7 | 3.46 | 3.226 x 1075 | 2.04 | 3.339 x 10~% | 1.95
2560 | 3.020 x 1073 1.1638 | 2.886 x 1077 | 1.18 | 8.064 x 1072 | 2.00 | 8.141 x 10~? | 2.03
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Figura 4.8: Comparacao entre as solucoes numeéricas do MCL, MCQ e MMI e
a solucao exata do problema do Exemplo 3, em uma malha com 20 pontos.

Uz = sen(z), em 2= (0,7), (4.11)

embutido no dominio B = (0,4) com u(0) = 0 e u(xr) = 0, juntamente com a
solucao exata do mesmo, dada por:

u(z) = —sen(z) em (0,7).

Através da figura 4.9 e da tabela 4.10 e 4.11, podemos notar que nesse
exemplo, todos os métodos além de apresentarem resultados consistentes com
a solucao exata, todos eles apresentam ordem de convergéncia aproximada-
mente 2 e todos os resultados dos erros sao proximos. Nesse exemplo, em
particular, nao € possivel notar as oscilacoes nos valores da ordem do MCL.
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Tabela 4.8: Comparacao dos erros na || £, | de cada método para o problema

(4.10) em malhas com 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280 e 2560 pontos.

N MC 9) MCL 19) MCQ [9) MII 9)
20 | 1.335 x 1071 — 4500x 1073 | — [4589x107%| — [6250x 107 %] —
40 |1.381 x 107t | —0.0491 | 1.400 x 1073 | 1.68 | 1.321 x 10~% | 1.79 | 1.478 x 10~* | 2.07
80 | 1.990 x 1072 | 2.7918 | 2.038 x 10~* [ 2.78 | 3.593 x 10~° | 1.87 | 3.795 x 10~° | 1.96
160 | 2.010 x 1072 | —0.0118 | 9.307 x 107° | 1.29 | 9.101 x 105 | 1.98 | 9.465 x 10~5 | 2.00
320 | 2.020 x 1072 | —0.0058 | 2.066 x 107> | 2.00 | 2.324 x 1076 | 1.96 | 2.341 x 1076 | 2.01
640 | 5.200 x 1073 | 1.9618 | 5.296 x 1076 | 1.96 | 5.839 x 107 | 1.99 | 5.897 x 107 | 1.98
1280 | 1.400 x 1073 | —0.0014 | 1.254 x 1076 | 2.07 | 1.467 x 10~7 | 1.99 | 1.470 x 10~7 | 2.00
2560 | 1.400 x 1073 | 1.8585 | 3.459 x 10~7 | 1.85 | 3.673 x 108 | 1.99 | 3.682 x 10~° | 1.99

Tabela 4.9: Comparacao dos erros na || £, ||, de cada método para o problema
(4.10) em malhas com 20, 40, 80, 160, 320, 640 € 1280 pontos.

N MC [9) MCL 9) MCQ [9) MII [9)
20 | 9.870 x 1072 — 3.000x 1072 | — [4.009x10°*] — |5728x10°%] —
40 | 1.015x 1071 | —0.0408 | 9.534 x 107* | 1.66 | 1.177 x 1074 | 1.76 | 1.343 x 10~* | 2.09
80 | 1.450 x 10~2 2.8100 | 1.228 x 1074 | 2.95 | 3.247 x 107° | 1.85 | 3.462 x 107° | 1.95
160 | 1.460 x 1072 | —0.0109 | 5.357 x 107° | 1.19 | 8.248 x 10~°% | 1.97 | 8.629 x 107° | 2.00
320 | 1.460 x 1072 | —0.0049 | 1.327 x 107> | 2.01 | 2.112x 107 | 1.96 | 2.130 x 1076 | 2.01
640 | 3.800 x 1073 | 1.9679 | 3.406 x 1076 | 1.96 | 5.311 x 107 | 1.99 | 5.373 x 10~ 7 | 1.98
1280 | 1.000 x 103 | 1.8590 | 8.009 x 10~7 | 2.08 | 1.336 x 10~ [ 1.99 | 1.338 x 10~7 | 2.00
2560 | 1.000 x 10~ | —0.0012 | 2.233 x 107 | 1.84 | 3.345 x 10~ % | 1.99 | 3.335 x 1078 | 1.99
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Figura 4.9: Comparacao entre as solucoes numeéricas do MCL, MCQ, MII e a
solucao exata do problema do exemplo 4, em uma malha com 20 pontos.

Conforme o refinamento de malha, notamos que os resultados tornam-se cada

vez mais proximos.
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4.2 Problemas elipticos em dominios irregulares: comparacdo entre os métodos

Tabela 4.10: Comparacdo dos erros na norma |/ £,||, de cada método para o
problema (4.11) em malhas com 20, 40, 80, 160, 320, 640 e 1280 pontos.

N MC 9) MCL 19) MCQ [9) MII 9)
20 | 5.540 x 1072 — 3400 x 1072 | — [3.100x103| — |3400x1073 | —
40 | 5.660 x 1072 | —0.0322 [ 8.299 x 10~% [ 2.03 | 8.042 x 10~% [ 1.94 | 8.411 x 10~ * | 2.02
80 | 8.300x 1073 | 2.7732 [ 2.092x 10~* [ 1.98 | 2.056 x 10~* | 1.96 | 2.091 x 10~* | 2.00
160 | 8.300 x 1072 | —0.0100 | 5.218 x 107> | 2.00 | 5.160 x 10=° | 1.99 | 5.225 x 10~° | 2.00
320 | 8.400 x 1073 | —0.0056 | 1.300 x 107> | 2.00 | 1.297 x 10~ | 1.99 | 1.302 x 10~° | 2.00
640 | 2.200 x 102 | 1.9595 | 3.256 x 1076 | 1.99 | 3.247 x 107 | 1.99 | 3.257 x 107 | 1.99
1280 | 2.200 x 1073 | —0.0014 | 8.135 x 10~7 | 2.00 | 8.130 x 10~7 | 1.99 | 8.138 x 10~7 | 2.00
2560 | 6.000 x 10~* | 1.8580 | 2.034 x 10~7 | 1.99 | 2.033 x 107 | 1.99 | 2.034 x 107 | 1.99

Tabela 4.11: Comparacdo dos erros na norma | E,||, de cada método para o
problema (4.11) em malhas com 20, 40, 80, 160, 320, 640, 1280 e 2560 pontos.

N MC [9) MCL [9) MCQ 19) MII [9)

20 | 6.100 x 102 — 4200x 1072 | — [3.800x1072 | — [4.300x1073 | —

40 | 5.970 x 1072 | 0.0309 0.0010 2.04 [ 9.998 x 10~ | 1.93 0.0010 2.02
80 | 8.700 x 1072 | 2.7761 | 2.626 x 10~* | 2.00 | 2.569 x 10~* | 1.96 | 2.624 x 10~* | 2.00
160 | 8.600 x 103 | 0.0176 | 6.543 x 10~° | 2.00 | 6.451 x 107" | 1.99 | 6.554 x 10~° | 1.99
320 | 8.600 x 1072 | 0.0022 | 1.629 x 107° | 2.00 | 1.624 x 107> | 1.98 | 1.623 x 10~ | 1.99
640 | 2.200 x 1072 | 1.9617 | 4.082 x 1076 | 1.99 | 4.067 x 106 | 1.99 | 4.084 x 10=° | 2.00
1280 | 2.200 x 10~3 | 0.0005 | 1.019 x 1076 | 2.00 | 1.018 x 106 | 1.99 | 1.020 x 10~% | 1.99
2560 | 6.000 x 10~* | 1.8585 | 2.550 x 10~ 7 | 1.99 | 2.547 x 10~7 | 1.99 | 2.550 x 107 | 2.00

Em todos os exemplos de problemas com contorno em pontos nao coinci-

dentes com a malha, observamos que a ordem de convergéncia do MCL em

geral € oscilante em torno de 2 ou proxima de 2 em alguns casos. Ja o MCQ e

o MII, sempre apresentam ordem de convergéncia proxima de 2, com um erro

menor que os demais na maioria dos testes. Outro detalhe € que o MCQ e o

MII apresentam resultados muito proximos para o caso unidimensional.
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CAPITULO

)

Problemas elipticos de interfaces
bidimensionais

5.1 O método das interfaces imersas

Aqui discutiremos o MII para resolver problemas de interfaces bidimensio-
nais, definido como:

(Buz)z + (Buy)y — oz, y)u = fla,y), (z,y) €eQ=0TUQ", (5.1)

com uma condicao de contorno prescrita em 0¢2, onde g > [, > 0e o e f
sao seccionalmente continuas mas podem ter um salto finito descontinuo ao
longo da interface (uma curva em duas dimensées) I' € C? dentro do dominio
2. Duas condicoes de interface, ou condicdes de limitacdo interna, sao ne-
cessarias para tornar o problema bem-posto. Assumimos que localmente elas
sao definidas por

[u =ut —u” = w, (5.2)

_ gt Out g 0uT
Bun) = BT = BT 5~ =v, (5.3)

onde w e v sdo duas func¢oes definidas somente ao longo da interface I'. Quando
w = 0ewr =0, tais condicoes de salto sio chamadas condicoes de interface
naturais e muitas vezes sao implicitas, em vez de serem especificadas expli-
citamente em (5.2) e (5.3). Note que se w = 0 e ¢ € continua, entao a solucao
do problema de interface € equivalente a solucao da unica equacao em um
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5.1 O método das interfaces imersas

dominio inteiro,
V- (BVu(x)) —ou(x) = f(x) + /F vi(x — X(s))ds (5.4)

onde 0 € a funcao delta de Dirac em duas dimensédes espaciais. O segundo
termo no lado direito € uma distribuicao que satisfaz

//(zyd(X—X(s))\I!(x)dsdx—/FI/‘IJ(X(S))ds (5.5)

para alguma func¢ao suave V(x).

Em geral , se 5, 0, e f sao seccionalmente suaves em ), w = 0, e v €
diferenciavel ao longo de I" entao a solucao para o problema de interface existe
e esta em H'(Q), onde H'(N2) é um espaco de Sobolev.

5.1.1 Relacdo de interface para problemas elipticos de interface
bidimensionais

Das condicoes de salto (5.2) e (5.3) e da equacao (5.1), podemos derivar as
seguintes relacoes de interface que representa os valores limitados de um lado
pelos valores do outro lado usando coordenadas locais:

(5.6)

E=(r—X)cosl+ (y—Y)sinb,
n=—(r—X)sind + (y —Y)cosb,

onde # € o angulo entre o eixo x e a direcao normal, apontando para a direcao
de um lado especifico, digamos o lado “+”. Nos pontos (X,Y), a interface pode
Ser escrita como:

’

§ = x(n) com x(0) =0, x (0) =0. (5.7)

A curvatura da interface em (X,Y) € \”.

Figura 5.1: Um diagrama da coordenada local nas dire¢oes normal e tangen-
cial, onde # € o angulo entre o eixo x e a direcao normal.
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5.1 O método das interfaces imersas

Teorema 1 (Relacoes de Interface). Seja (X,Y) um ponto na interface I'. As-
suma que I' € C? na vizinhanc¢a de (X,Y) correspondente na coordenada local
(5.6) em (0,0). Entao das condicées de salto (5.2) e (5.3) e da eq. (5.1), temos as
seguinte relacoes de interface:

ut =u" +w,
P 7
Ug = PUe T g

+_ _ /
un—uner,

B, . B " i
ude = (B_i —X Jug +(x — 5—i)u§ + 2_1“" - g—iuﬁ (5.8)
ST O I (e i 1)
+(p 1)unn +pu$§ w + B T oxs ’

u;;? = Uy, + (Ug - ug)x" +w',
Jr

D P — e W pus o
u&n_ﬁJruﬁ ﬁ+u5+(un pun)x +pu§n+5+’

/

onde p = §_+ ew, v euw', vV sao as derivadas de superficie de primeira e
segunda ordem de w e v em (X,Y') na interface.

Demonstracao: Conforme [7].

Essas relacoes de interface siao usadas na derivacao do método de diferen-

cas finitas a seguir.
5.1.2 O esquema de diferencas finitas do MIl em duas dimen-
soes

Dada uma malha cartesiana (z;,y;), i = 0,1,...,M, 7 =0,1,..., N, o esquema
de diferencas finitas para (5.1) tem a seguinte forma genérica:

> wUisijis — 0Us = fis + i (5.9)
k

em algum ponto da malha (z;,y;), onde u(z;,y;) € conhecido. No esquema de
diferencas finitas acima n, € o numero de pontos envolvidos na discretizacao
e U;; € uma aproximacao para a solucao u(z,y) de (5.1) em (z;,y;). A soma
sobre k envolve um numero finito de pontos vizinhos (z;,y;). Entao cada i e
ji terao valores no conjunto 0,+1,+2,.... Os coeficientes 7, e os indices i, € jy
dependem de (i, j).

O erro de truncamento local em um ponto da malha (z;,y;) € definido como

Ty =Y wul@igiy, Yiss) — o(xi yi)ulzi, v;) — flas,y;) — Cy (5.10)
K

Um ponto (z;,y,;) da malha é chamado um ponto regular da malha em refe-
réncia ao operador padrao de diferencas finitas de cinco pontos centrado em
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5.1 O método das interfaces imersas

(1,7) se todos os cinco pontos da malha estdo do mesmo lado da interface.
Num ponto regular da malha, os erros de truncamento local sdao O(h?) se a
formula padrao de diferencas finitas centrada de cinco pontos, for usada, isto

€.

Az Az Az

1 U1 — Uy Uiy — Uiy
{(5#;7],(“4—) _ @%JM) 511)
Uijir — Uy Uy, — Usj- :
+ (Bi,j-@% _ 5”_ M)} _ Uz‘jUz‘j _ fij’

N[ =

: Az

Se (z;,y;) € um ponto irregular da malha, isto €, os pontos da malha na
molécula centrada de cinco pontos que sao de ambos os lados da interface,
entao € usado um método de coeficientes indeterminados para determinar um
sistema de equacoes para os coeficientes de diferencas finitas ~; em (5.9). O
termo de correcao C;; pode ser obtido depois que os {7;}'s sdo obtidos. Com
a suposicao que a solucao € suave por partes, um ponto (z},y’) na interface I
perto do ponto da malha (z;,y;) € escolhido de modo que a expansao de Taylor
possa ser realizada a partir de cada lado da interface. Usualmente, (z},y})
é escolhido, ou como a projecao ortogonal de (z;,y;) na interface ou como a
interseccao da interface e um dos eixos.

Sejam as coordenadas locais de (z;4;,,yj+j.) como (&, ;). A ideia € mini-
mizar a magnitude do erro de truncamento local 7;; em (5.10) combinando a
equacao de diferenca finita para a equacao diferencial até todas as derivadas
parciais de segunda ordem. Assim, o erro de truncamento local pode ser zero
se a solucao exata € uma funcao quadratica por partes, que implica segunda
ordem de convergéncia se a condicao de estabilidade também € satisfeita.

A expansao de Taylor de u(z;y,,y,4+; ) sobre (z},yf) nas coordenadas locais

1 1
W(Zigiys Yjrge) = W€, me) = u™ + e + npu, + 55}3@2 + Exiug, + 577/%%% +O(h?)

“w 9

onde o sinal “+” ou € escolhido dependendo de onde (&, 7;) se encontra,

[T}

no lado “+” ou de I'. Depois da expansao de todos os termos, u(z;yi,, Yj+j.)

usando na equacao de diferencas finitas (5.9), o erro de truncamento local 7;;
pode ser expresso como uma combinacao linear dos valores u*, uzt uff ugz ug7

+ .
Upy como segue:

Tij = aru™ + apu® + azug + agug + asu;,; + agu, + aguge + aguge + agu,, + ajoul +
Fanug, + apul, — o u” — f7 = Cy +maz{ | | } O(h?).

As quantidades f*, o* e * sdo valores limitados dessas funcoes em (z},y})
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5.1 O método das interfaces imersas

“ 9

dos lados “+” ou da interface. Os coeficientes {a;}’s dependem somente da
posicao dos pontos proximos a interface. Eles sao independentes da EDP, j,
u, o, f, e das condicoes de salto w e v. Se definimos o conjunto de indices k" e

k~ por

={k:(&,n) estano lado “+" de I'}

entao os {q;}'s sao dados por

ay= Y Yk, G2 = ) Yk, 3= > &Yk, @a = D Sk

kek— kekt kek— kekt

as = Y. MYk Q6 = Y MYk, G7 = Z &, ag = Z E vk,
kek— kekt kek— kek+

ag = B Z MYk, Q10 = 5 Z MeVks @11 = 2 SeleVhs @12 = D ExleVk-
kek— kek+t kek— kek+t
Usando as relacoes de interface (5.8), substituimos as mesmas, na expres-
sao do erro de truncamento, obtendo a seguinte expressao:

Tij = ayu™ + ag(u™ +w) + azu, + as(pug + )—l—a5u + ag(u, +w') + arug

B—i—

— + - +
o | (G =g + (0 = ) (g 2 ) + S = S+ + 0=

_ v f] [olum + ot u] B B _ v P
T PUge — W —|—5—+—|—B—Jr + agy, + aio | Uy, + | ue — pug—l—ﬁJr X tw

B B e eV
a1, + 12 {B—+u§—5—+u§+(un+w—pun)x —|—pu§n—|—6—+}

tomum — f~ 4 (Ti; — Cy) + max {|v;,]} O(h?)

Agora efetuando algumas manipulacoes algébricas na equacao anterior,
encontramos a seguinte forma
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v
Tij = aqu~ + asu™ + asw + aslly + aspiy + as—o— + asu, + agu, + a6w + arug,

pr
B AT T - Bev By, By _
<5—€+—X>u£ +ag | X pug + x 6—+—pﬁ—iu£ — (;*) )] +as —a85+ ;
+ - v
_asg—er + ag(p — 1)u;n+pug§+a8 [Uﬁ]z + {g_j_'_ UﬁJ[FU] — } + ag,, + aiol,,
By By s a
+aqp ((1— plug 5+)X + ajow” + anuyg, + ap {ﬁ_* —6—+ug + (u, +w — pu;)x

/

54 +o um — [~ —Cy +max {|y;,]} O(h?)

ThUg, +

Efetuando mais algumas operacoes algébricas e colocando os termos da
expressao da direita na ordem dos coeficientes v, u,, u,,..., ug, obtemos

- - + +
o|u
Tij = aiu™ + agu™ +a8[ +a3ug+a4pug+agﬁ+u£a8

] _

Jr

BJr

aro(l — p)x” Ug + Q12 -Uy — Q1ap-Ue + A5U, + U, —|—a85+u; 5+t

ﬁJr

+aa(1 — p)XNu; + a7u2£a8pug£ — +agu,, + at,, + as(p — 1)u;n + anug, + a12pug,

v 52—00/ v Z 55 v
—|—a2w—|—a12ﬁ + agw — agﬁ +CL12XW+CL10W +a4ﬁ++a8 X 5+ 5+

n ot
B R [ B A LG}

—aioX

Agora, juntando os termos de coeficientes u™, ug, u, ..., ug,

do lado direito da igualdade, encontramos a seguinte expressao para o erro de
truncamento:

na expressao
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T; =

(o415

B, B¢
+a125+ as+ag [ X" _5_+

ﬁ+

/87 1"
+{a5+a6+a8 (5—1—@ + a2(1 — p)x u,
+{ar + asp} Uge + {ag + aip + as(p —

-+ {CLH + Cngp} Ugn -0 u — f_ + (ﬂ]

onde

T] —a2w+a12ﬁ—++ (

”
— W

_ Be
)u —|—{a3+a8<5—+—x

) + alOXN

1 /8—"_
— a10X —012B+>} ¢

n
+Bi+ <a4 + ag (X - g—i) — QX" — alQ?j_) v

(5.12)
1)}ty
— Cyj) + max {|v;} O(h?)
a8/82_ 1 ! 1"
G +apx |w +apw
(5.13)

Assumindo que o esquema de diferencas finitas € estavel, podemos garantir

segunda ordem de precisdo na solucao aproximada exigindo que os coefici-

entes de u™, u., u,,
equacoes:
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al—l—ag—l—ag%:O,

Be — pBd — 18X Ei By — By

a3+pa4+a8 6+ +a10 ﬁ"' +CL12 ﬁ"' —ﬂg,
as + a —a@—ka (1—p)X =8
5 6 SB+ 12 P n’ (5.14)

a7+a8p: 6_7

ag + ao+as(p— 1) = 47,

[ G411 + app =0,

onde p = %. Uma vez que os {~;}’s foram calculados, podemos facilmente
obter Cj; como

c, =T, (5.15)

onde sz € dado por (5.13) desde que
B_(ug£+u;n)+ﬁgug+ﬁn_u; —ou —f =0 (5.16)

no ponto (zj,y;). O erro de truncamento local derivado da equacao de diferenca
finita é geralmente O(h) em um ponto irregular da malha.

5.2 Meétodo classico (MC): construcdo por interpola-
cdo
Considere a equacao de Poisson bidimensional

Vu = f(x,y), (z,y) € Q. (5.17)

com () alguma forma 2D irregular inscrita dentro de um retangulo com fron-
teira [a,b] x [c,d] onde as condicdes de Dirichlet u(x,y) = g(x,y) sdo especifica-
das. Como u = 0 fora do dominio fisico, entdo podemos definir um salto em
092. Denota-se por ;1 0 ponto médio do intervalo [(i,); (i + 1, j)] (ou seja, na
diregéo z) e por y, ;.1 o ponto médio do intervalo [(¢, j); (i, j + 1)]. A generaliza-
cao de uma aproximacao numeérica para o caso 2D € simples de aplicar; para
cada ponto da fronteira aplicaremos uma interpolacao 1D nas direcoes = e/ou
y. Em cada ponto no interior de 2 a equacao (5.17) € discretizada utilizando
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5.2 Método classico (MC): construcdo por interpolacdo

aproximacao de diferencas finitas centradas de cinco pontos:

1 [(Uy—Uiry\  (Uipry — Uiy "
Az | Ax Az

1 (U =Uy\ Uy —Uijn _ 7
Az | Ay Ay E

onde, Ar e Ay sao os espacamentos na malha, nas direcoes z e y, respectiva-

(5.18)

mente.

Para completar a formulacao, discretizamos a equacao (5.17) nos pontos
proximos da fronteira, e usando uma interpolacao para incorporar a condi-
cao de contorno no esquema de diferencas finitas. Considere por sua vez,
um ponto x = (zj,y;) proximo da fronteira. Podemos usar o tratamento li-

near ou o quadratico para aproximar u, em U, que € o ponto médio do

T
segmento [(i*, j*); (i* + 1, j*)], pois, queremos obter uma expressao interpolato-
ria que contenha informacées dos pontos préoximos a fronteira. Desse modo,
construimos um polindmio através dos valores ur, que sao os valores no con-
*

torno e u,: = u(z;

1

) e avaliamos a inclinacao correspondente do ponto médio
desse segmento.

Desse modo, no esquema bidimensional do MC utilizaremos as interpola-
¢oes 1D, em cada uma das direcoes x e y. Para tanto, vamos identificar alguns
tipos de pontos que aparecem no esquema.

Na figura 5.2 o ponto marcado com um [ € um ponto que precisa ser
interpolado nas direcoes = € y, ja o ponto marcado com e € um ponto que
precisa ser interpolado apenas na direcao = € o ponto marcado com o necessita
ser interpolado apenas na direcao y.

Além disso, cada um desses pontos podem apresentar-se de maneiras di-
ferentes, conforme vemos na descricao abaixo e na figura 5.3. Se (i,j) € um
ponto com interpolacao nas direcoes x e y, temos as seguintes possibilidades:

e (1) - € um extremo a direita e j € um extremo superior (quadrado verde).

e (2) i € um extremo a esquerda e j € um extremo superior (quadrado azul
claro).

e (3) i € um extremo a esquerda e j € um extremo inferior (quadrado azul).
e (4) i € um extremo a direita e j € um extremo inferior (quadrado roxo).

Se (i,j) € um ponto com interpolacdo apenas nas direcoes = ou y, temos
apenas duas configuracoes para esses pontos:

e (1) ¢« € um extremo a direita ou j € um extremo superior (circulo laranja
(x) e circulo amarelo amarelo (y)).
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~_]

Figura 5.2: Os trés tipos de pontos da fronteira a serem interpolados.

e (2) i € um extremo a esquerda ou j € um extremo inferior (circulo verme-
lho (x) e circulo rosa (v)).

Figura 5.3: Os tipos de pontos da fronteira a serem interpolados.

Utilizando esta estratégia na identificacdo dos pontos irregulares e com-
binando com a aplicacao de um tratamento linear em uma equacao do tipo
Poisson nos pontos interiores, obtemos uma matriz pentadiagonal esparsa re-
presentando o operador discreto.

Uma aproximacao semelhante pode ser usada para o tratamento quadra-
tico, novamente tratando separadamente as derivadas em z e y. Contudo para
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alguns pontos onde as condicoes de contorno estdao definidas em x, aproxi-
mamos u, no ponto médio do intervalo [(,7); (i + 1,j)], € entao avaliamos as
inclina¢oes nesse ponto, de modo que seja possivel incorporar as condicoes
de contorno a discretizacao. Um tratamento semelhante é usado na direcao
y. Novamente, isto da uma matriz pentadiagonal esparsa representando o
operador discreto.

Assim para cada tipo dos pontos anteriores teremos uma equacao de dife-
rencas finitas, mas, aqui vamos desenvolver as equacoes de apenas dois ca-
sos: o primeiro caso, para um ponto com interpolacao em ambas as direcoes
e o segundo caso, para um ponto com interpolacao em uma unica direcao, a
direcao z.

Interpolacao em ambas as direcoes: 1° caso:

A figura 5.4 ilustra bem a posicdo desse ponto na malha, mostrando que
nossa analise sera num ponto do tipo (1) entre os pontos que necessitam ser
interpolados em ambas as direcoes cartesianas. Usando a interpolacao linear,

aexpresséoi Uiy = Uiy _ 1 (Uij = Uiy

pode ser escrita como

) , que € a discretizacao de u,,,

1 Ap — 2 1
— Ui+ U+ — 5.19
onde ur, representa a solucao exata calculada na fronteira.

(ij+1)
A Ay

Figura 5.4: Ponto irregular a ser interpolado nas direcoes x € y.

1 (Uij1— U

Usando novamente a interpolacao linear, a expressao o (%) —
Y Y

1 Ui,j - Ui,j+1 - . . =~ : .

— | ———>— ), que € a discretizacao de v,,, pode ser escrita como:

Ay Ay
1 Ay — 2 1
— U, - U+ —
[ J—1 + »J + 1 — >\y

Ay 1— ), ur.
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5.2 Método classico (MC): construcdo por interpolacdo

Assim a discretizacao da equacao de Poisson (5.17), num ponto da fronteira
que precisa ser interpolado em ambas as direcoes, € dada por
Ap — 2 1

1
E[UHJ 1o Ui 12 Ao

1

. Ay — 2 1
Ay?

Upjor + —Usj + ——ur] = fi;
[ Jj—1 1_)‘y J ]-_/\y F] J

ur|

(A2 5 (A2 9 1 B
Agora fazendo A, = (1_>\x>Ay,Ay = (I_Ay)Ax,Bm . e B, =

= finalmente obteremos a equacao de diferencas finitas para esse ponto
Y

irregular, que € dada por
AZC2UZ'J,1 + AyQUi,LJ’ + (A:r -+ Ay)Ul’] + Bx'Ll,F + ByUI‘ = A.TZAy2fIL’J (520)

Interpolacao em uma unica direcao: 2° caso:

A figura 5.5 ilustra bem a posicdo desse ponto na malha, mostrando que
nossa analise sera num ponto do tipo (1) entre os interpolados em uma unica

1 (Ui, — Uy
direcao cartesiana. Usando a interpolacio linear, a expressao Az (%) —
X T
1 (U — U < 4 di » 50 d d it
- |, ) due é adiscretizacdo de u,,, pode ser escrita como a equa-
cao (5.19).

Figura 5.5: Ponto irregular a ser interpolado na direcao x.
Assim a discretizacdao da equacao de Poisson, num ponto da fronteira que
precisa ser interpolado numa direcao z, € dada por

Ay — 2 1 1
T Ui+ 1 )\xuﬂ + A—yz[Um‘—l —2Uij + Uijnl = fij

1
AUt

Ay — 2
1—XA

1
Agora fazendo A, = ( )Ay2 e B, = T finalmente obteremos a

— \x
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5.2 Método classico (MC): construcdo por interpolacdo

equacao de diferencas finitas para esse ponto irregular, que ¢ dada por
AZIZ’QUZ'J‘_l + Ay2Ui_17j + (Ax — QAQS'Q)UZ'J + BIUF + A$2Ui7j+1 = AZL’szQ‘fZ’J.

Veja que para os demais pontos irregulares, necessitem eles ser interpola-
dos em ambas as direcoes ou em uma unica direcao, o tratamento € analogo
ao que fizemos para esses dois casos.

5.2.1 O algoritmo do MC

Passo 1: Gerar uma malha cartesiana, (z;,y;) = (iAz, jAy),i=0,1,--- | N,j =
0,1,---,M, onde Az = 1/N e Ay = 1/M. Um ponto da interface I' recaira ti-
picamente entre os pontos da malha, ou seja, nos segmentos [(i — 1,7); ((¢,7)],
ou [(¢,7);((: + 1,7)], ou [(4,5 — 1); ((4,7)] ou [(4,4); ((¢,j + 1)], conforme a localiza-
cao do ponto (i,7). Os pontos da malha extremos dos segmentos que contém
um ponto da interface, sao chamados pontos irregulares da malha. Os outros
pontos sao chamados de pontos regulares da malha.

Passo 2: Determinar o esquema de diferencas finitas nos pontos re-
gulares da malha. Em um ponto (z;,y;) da malha, (:*,j*) # (i,5),(i + 1,7), a
aproximacao central padrao de 5 pontos aplicada a equacao (5.17) é

i Ui,j — Uifl,j - Ui+1,j — Ui,j +L Ui,jfl — Ui,j B Uz’,j - Uz’,jJrl _ f '
Ax Ax Ax Ay Ay Ay b
(5.21)

onde f;; = f(x;,y;). Neste caso U,; representa a aproximacao numérica de
u(xi, yj).
Passo 3: Determinar os coeficientes indeterminados da equacao:

YijaUio1j + vij2Uig + vigaUir1y + KigaUij-1 + Kij2Uij + kijaUs g = fij + Cij. (5.22)

Notemos que C;; € o termo de correcao envolvido nos calculos para o ponto
irregular. Esse termo de correcao aparece nos pontos irregulares, pois, em
tais pontos precisamos incorporar a informacao da forma ur que € o valor na
fronteira, mas essa informacao nao faz parte do esquema de diferencas finitas
que aproxima a derivada. Desse modo, esse termo aparece como um valor
extra na equacao de diferencas, o qual pode ser entendido como um termo de
correcao.

Conforme podemos ver na equacao (5.20) os coeficientes da equacao de
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5.2 Método classico (MC): construcdo por interpolacdo

diferencas finitas no ponto irregular do 1° caso, tem a seguinte forma:

Ae — 2
Vija = AY?, e = mAy27 Yijz =0,
(5.23)
Ay — 2
Rijl = Ax®, Kijg = hAIQ, Rijz =0,
Yy
e o termo de correcao €
Cii = — ;Agfur + ;Al‘%ﬁr . (5.24)
(1 - )\x) (1 - )‘y)

Para todos os demais pontos irregulares, a ideia do algoritmo € analoga.
Passo 4: Usando os coeficientes do passo 3 e combinando o passo 2,
obtemos um sistema linear como resultado da discretizacao. Resolvendo este
sistema encontramos uma aproximacao da solucao de u(z,y) em todo ponto
da malha.

5.3 Método das interfaces imersas simplificado (MIIS)

Nessa secao apresentaremos a ideia de uma simplificacao do método das
interfaces imersas. Uma vez que o método das interfaces imersas para ca-
sos bidimensionais apresenta a necessidade de uma mudanca de coordenada
local na fronteira, faremos uma modificacao do mesmo para eliminar a neces-
sidade da mudanca de coordenadas, simplificando assim a compreensao e a
implementacao.

Para isso usaremos a mesma ideia apresentada pelo método da secao ante-
rior. Como fizemos um extenso estudo sobre o MII para o caso unidimensional,
e o mesmo apresenta resultados mais expressivos que os métodos classicos
(que sao baseados em interpolacoes), entao vamos combinar a ideia do caso
bidimensional do método classico por interpolacao para o caso bidimensional
do MII.

Sendo assim, utilizaremos o estudo da secao anterior e aplicaremos as
ideias ali expostas no contexto do MII. Desse modo, para cada ponto da fron-
teira aplicaremos o MII 1D nas direcao = e/ou y, conforme fizemos para o
MC.

Considere um ponto tal que, ¢« € um extremo a direita e j € um extremos su-
perior. Desse modo com a intensao de aplicar o Método das Interfaces Imersas
conforme propomos, vamos considerar a seguinte equacao de diferencas:

YijaUi-1j + Yij2Uij + 7ig3Uiv1 + KijiUij-1 + Kij2Ui g + Kij3Ui g1 = fij + Cij. (5.25)

Desse modo, conforme foi visto no capitulo 2,uma vez que estamos apli-
cando o esquema 1D do MII em cada uma das direcoes x e y, para encontrar os
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5.3 Método das interfaces imersas simplificado (MIIS)

coeficientes indeterminados, resolvemos os seguintes sistemas lineares para
cada trinca de coeficientes:

([ Vi1 + Vg2 + Yigs =0,

(wim1y — o)1 + (2i5 — 20)Yij2 + (Tig1; — 20)%i53 = 0, (5.26)
2 1 2 1 2
\ 5(1’171,]' —xr)*Yi1 + 5(37” —ar)*yij2 + §($i+1,j —xr)*yi5 = L.

Kij1 + Fija + Kijz = 0,

(zij—1 — @r)Kijn + (a5 — r)Kije + (Tij1 — 2r)kKiz = 0, (5.27)

1
L 5( ij—1 — $r)2/€ij,1 + E(xz] - xr)zliijg + §(Im‘+1 - IL‘F)2/€1‘J‘,3 =1

onde zr € o valor de v no ponto de interseccao do contorno I' com o segmento

[(4,7); (i+1,7)], para o sistema (5.26), ou com o segmento [(,j); (i,7 + 1)] para o
sistema (5.27).

Uma vez que os {v;ix}’s € os {k;;;}'s foram calculados, € facil ajustar o
termo de correcao da equacao (5.25):

Y
Cij = %ij,3 {—UF — (i1 — $F)BL_ - w!}
(5.28)
o — )2
+i5,3 {_UF — (@i 1 — xr)% - w@} .

5.3.1 O algoritmo do MIIS

Para esse método, temos novamente, a equacao diferencial linear do
tipo Poisson dada pela equacao (5.17). Assim o passo 1 € 0 passo 2 sao 0s
mesmo que para o algoritmo do MC. O passo 3, ¢ semelhante ao passo 3 do
MC, o qual descrevemos abaixo:

Passo 3: Determinar os coeficientes indeterminados da equacao (5.25)
através da resolucao dos sistemas (5.26) e (5.27).

Notemos que C;; € o termo de correcao envolvido nos calculos para ().
Esse termo de correcao aparece nos pontos irregulares, pois necessitamos
incorporar o valor de contorno, na equacao de diferencas desses pontos.

Passo 4: Usando os coeficientes do passo 3 e combinando o passo 2,
obtemos um sistema linear como resultado da discretizacdo. Resolvendo este
sistema encontramos uma aproximacao da solucao de u(x,y) em todo ponto
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5.3 Método das interfaces imersas simplificado (MIIS)

da malha.

5.4 Método das fronteiras imersas modificado (MFIM)

Conforme foi visto no capitulo 3 a adaptacao do método de Codina &
Baiges para o contexto de diferencas finitas resume em encontrar uma apro-
Ximac¢ao em um ponto u,; externo ao dominio, minimizando o erro através do
método dos minimos quadrados. O problema 2D segue as mesmas linhas de
raciocinio que o caso 1D, mas aqui com o diferencial que teremos uma célula
de discretizacao e na qual a interface I' corta mais de uma aresta que tém o
mesmo ponto irregular como vértice.

Para exemplificar, consideremos um elemento do dominio, que € intercep-
tado pelo contorno, como mostrado na figura 5.6. Neste caso (i,7), (i + 1,7)
e (1+ 1,5 — 1) sao vértices da célula, nos quais os valores da velocidade e da
funcao implicita sao conhecidos, e = € y sdo pontos onde I" intercepta as faces
da cé€lula, ou seja, onde ¢ = 0.

)| . |(i+1,)

Gj-D) Gr14-1)

Figura 5.6: Elemento do dominio intersectado pelo contorno, em que (i,j),
(14+1,75) e (i+ 1,7 — 1) sao os vértices do elemento e = e y sdo os pontos onde o
contorno [' corta as arestas do elemento.

Agora, para a aresta [(, j); (:+1, j)], o ponto (7, ) € um ponto interno (¢; ; > 0)
e (i +1,7) € um ponto externo (¢,+1,; < 0). Dados os valores da velocidade
e da funcao implicita nos pontos (i,j) € (i + 1,j), pode-se definir a seguinte
interpolacao, conforme visto no capitulo 3

o Ui+1,j¢i,j - Ui,j¢i+l,j
Gijj — Pit1,5 ’

em que U, ; e U;;,; sao os valores nos pontos (i,j) e (i + 1, j), respectivamente,
bij € ¢ir1,; sdo os valores da funcao implicita ¢ nos pontos (i,j) e (i + 1,7)
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5.4 Método das fronteiras imersas modificado (MFIM)

respectivamente. Dessa forma, podemos definir o seguinte funcional

2
J(u) _ (u o UF)2 _ (Uz—i-l,g.bz‘,g_ gb‘:lgﬁ'bz—i-l,] B UF)
7‘7.] ? 7.]

Notamos que para o valor U;;, ha uma equacao que vem da discretizacao
do problema. O objetivo entdo € encontrar uma equacao adicional para U, ;
de forma a garantir que J(u) seja minimo, ou seja,

9.J (u) —0 = 9.J (u) —9 (Ui+1,j<l5i,j — Ui jPit1 _ UF) ( Gij ) —0.
i1, Uit Gijj — Pit1, Gij — Git1,5

Finalmente chegamos a

Uz’+1,j¢z’,j Uz‘,j¢z‘+1,j - _ Ui,j¢z‘+1,j ¢zy — ¢i+1,j
- —ur=0= Upnj=—"—"+u || ——
Gij — Giv1j  Pij — bit1 Gij — Git1, Gi;

De um modo geral, definimos um funcional para o caso em que mais de
uma aresta € interceptada por I', como sendo a soma das parcelas equivalentes
a contribuicao de cada aresta. Sendo assim, toma-se as arestas do elemento
mostrado na figura 5.6. Supde-se que (i + 1,j) seja um ponto interno, assim
como (i, j), teremos também uma interpolacao para definir « no ponto y, onde
o contorno intercepta a aresta [(: + 1,5 — 1); (i + 1, )|, tal que ¢(y) = 0, da forma

~ Uin1j0iv15-1 — Uiv1,j-19i41,

Git1j—1 — Qit1,

Agora, redefinindo o funcional J como

2 2
F(u) = (U"ijd)"vj — Uijfirry _ UF) n (Ui+1,j¢i+1,j1 —Uiy1j-10i11,; UF)
Cbi,j - ¢i+1,j ¢i+1,j—1 - ¢i+1,j

e desse modo, afim de determinar o minimo desse funcional, procuramos cal-

0J(u)
lar U, ;, tal — =0,
cular Ui, ;. tal que 5=
OF (u) _ 9 (Ui+1,j¢z‘,j —Uij®it1; ur> ( Gij )
OUii1 Gijj — Git1, Gij — Qir1j

1o (Ui+1,j¢z’+1,j—1 —Uit1j-10i415 ur) ( Pit1,j-1 ) 0,

Dit1,j—1 — Pit1, Dit1,j—1 — Pig1,
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5.4 Método das fronteiras imersas modificado (MFIM)

e finalmente podemos escrever U, ; na seguinte forma

Ui j9ijPit1,) ure; ; Uit1,j—10it1,jDit1,j-1
Uipr, = 5 T + 7
(Gij — Pir15)?  Dij — Giv1, (it1,j-1 — Dit1j)
UrPiq1j—1 ) 1
+ 7
Git1,j—1 — Pit1,j i 6201

(gb” — ¢i+1j)2 (bit1,j—1—Pit+1,5)?

5.4.1 O algoritmo do MFIM

Para esse método, temos novamente, a equacao diferencial linear do
tipo Poisson dada pela equacao (5.17). Assim o passo 1 € 0 passo 2 sao 0s
mesmos que para o algoritmo do MC. O passo 3, ¢ semelhante ao passo 3 do
MC, o qual descrevemos abaixo:

Passo 3: Determinar os coeficientes indeterminados da equacao (5.25).

Por isso, usando a expressao encontrada para U;;, substituimos o termo U;;

que aparece nas equacoes de diferencas dos pontos (i—1,j) € (i, j—1). Como U;;

ja foi aproximado em func¢ao de U, ; e U; ;_;, podemos juntar esses termos e

obtermos os coeficientes da equacao de diferencas de cada um desses pontos.

Para a equacao de diferencas do ponto (i,j — 1) os coeficientes indetermina-
dos sao dados por

Yigr = Ay, Yo = T 9Ay e 5 =0,
Gij-1
Qbi,j—lﬁbz‘,jﬁm

—2Azx e

Rij1 = AI,

K'/H72 —
DI (i1 — i) 1 (Gijo1 — 0ig) 07

(Pic1j — Pij—1)? (i—1,j — Pij—1)

K o ¢i—1,j¢z',jA$
15,3 — 2 12 2 42
(@'fl,j - 4513) i—1,5 (¢i,jfl - ¢w) i,j—1 7

(¢i—1,j - ¢i,j+1)2 (¢i—1,j - ¢i,j—1)2

e o termo de correcao €

C. . — (dij—1 — Diy1,-1)ur1 n Gi—1jUr2 N
" Gij-1 (Gi1j — Dij)* P71 n (hic1j — Gig) P71

(gbi—l,j - ¢i,j—1)2 (¢i—1,j - ¢i,j—1>2

¢i,j—1uF3
(¢i,j—1 - ¢i7j)2¢1271,j + (Qbi,j—l - ¢i,j)2¢?,j71 ’
(ic1,j — Pij—1)? (Pic1j — Pij—1)?

onde, ur; € o valor de v no segmento [(¢,j —1); (i + 1,5 — 1)], urs € o valor de u no

65



5.4 Método das fronteiras imersas modificado (MFIM)

segmento [(i — 1,7); (¢,7)] € urs € o valor de u no segmento [(i,j — 1); (¢, j)].

Notemos que C;; € o termo de correcao envolvido nos calculos para (3, j).
Esse termo de correcao aparece nos pontos irregulares, pois, em tais pontos
precisamos incorporar o valor no contorno.

Passo 4: Usando os coeficientes do passo 3 e combinando o passo 2,
obtemos um sistema linear pentadiagonal como resultado da discretizacao.
Resolvendo este sistema encontramos uma aproximacao da solucao de u(zx,y)
em todo ponto da malha.
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CAPITULO

)

Resultados numéricos: problemas
elipticos bidimensionais

Neste capitulo apresentaremos os resultados numeéricos de problemas
bidimensionais, utilizando os métodos investigados no capitulo 5. Utilizare-
mos as seguintes notacoes:

e MIIS: Método das interfaces imersas simplificado.
e MCL: Método classico com interpolacao linear.
e MFIM: Método do tipo Fronteira Imersa modificado.

Em todos os exemplos numeéricos, adotaremos o calculo do erro como:

||EnHOO = ||Uexato - UnuméricoHOO )
ou
||EnH2 = ||uexato - unumérico”Q s

onde |-|| , € ||-||, sdo as normas L, € L,, respectivamente.

6.1 Problemas elipticos bidimensionais em dominios
iregulares: comparacdo entre os métodos

Nessa secao, simularemos problemas que estejam definidos em domi-
nios irregulares. Nesse estudo, implementamos os trés métodos estudados
para resolucao de problemas em que a fronteira [' apresenta uma geometria
que nao coincide com a malha computacional e cuja equacao esteja definida
em um retangulo [a, b] X [¢, d] qualquer. Para tanto, consideremos a equacao de
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6.1 Problemas elipticos bidimensionais em dominios irregulares: compara¢cdo entre os métodos

Tabela 6.1: Comparacao dos erros na norma ||£,|_ de cada método para o
problema (6.2) em malhas 20 x 20, 40 x 40, 80 x 80.

N MCL 19) MFIM 9] MIIS 19)
2020 | 4250 x 1074 | — 2250 x 107* | — | 2693 x107* | —
40 x 40 | 1.069 x 10* | 1.99 | 5.547 x 107° | 2.02 | 6.733 x 107° | 2.00
80 x 80 | 2.637 x 107° [ 2.02 | 1.386 x 10~° | 2.00 | 1.6717e — 005 | 2.01

Poisson bidimensional:
VA(x,y) = f(z,y), em Q, (6.1)

e uma condicao de contorno definida sobre uma curva do R* com uma geome-
tria que nao coincide com a malha. Com o intuito de estudar estes problemas
que estejam definidos em geometrias irregulares, fixaremos que u = 0 em todo
ponto (z;,y;) da malha em [a,b] X [¢c,d] — (QUT).

Exemplo 1 Neste exemplo, resolveremos o seguinte problema:

V2u = —2cos(z +y), em Q = [~1,1] x [-1,1],

(6.2)
u = cos(z +y), em €.

Esse problema esta inserido no quadrado B = [-2,2| x [-2,2], o qual sera
discretizado. Esse problema tem como solucao exata

u(x,y) = cos(x +y) em €.

A intencao desse exemplo, € mostrar que os métodos apresentam ordem de
convergéncia 2 em um problema com geometria regular, mostrando assim a
consisténcia dos métodos. Na tabela 6.1, podemos observar as solucoes em
diferentes malhas, bem como suas respectivas ordens, que sao 2 como era
esperado.

Exemplo 2 Neste exemplo, resolveremos o seguinte problema:

Viu = —2cos(z +y), em Q = {(z,y) € R?|2* + y* < 1},

6.3
u=cos(z +y), em 2% +y* = 1. (6.3)

Esse problema esta inserido no quadrado B = [—2.5,2.5] x [-2.5,2.5], o qual sera
discretizado. Esse problema tem como solucao exata

u(z,y) = cos(x +y) em (L.

Nas figuras (??) podemos ver a solucao exata. Na tabela 6.2 podemos
observar os resultados dos métodos estudados, observando que o MCL € o
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Tabela 6.2: Comparacao dos erros na norma ||£,|_ de cada método para o

problema (6.3) em malhas 20 x 20, 40 x 40, 80 x 80.

N MCL O MFIM 0 MIIS O
20 x 20 0.0044 — 0.0053 — 0.0061 —
40 x 40 0.0012 1.87 0.0013 1.99 0.0015 2.02
80 x 80 | 3.353 x 10™* | 1.83 | 3.272 x 10~* | 1.99 | 3.764 x 10~* | 1.99

que apresenta uma ordem maior que 1.5 mas um pouco menor que 2. O
MIIS apresenta resultados com ordem 2 de convergéncia, mas com uma ligeira
melhoria na precisdo, em comparacao com os erro para o MFIM.
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CAPITULO

7

Conclusdao

Neste trabalho, analisamos e implementamos métodos de diferencas
finitas para solucao de uma equacao de Poisson definida em um dominio ir-
regular que nao coincide com a malha cartesiana. Em particular, analisamos
o Método das interfaces imersas (MII), métodos classicos usando interpola-
¢oes linear (MCL) e quadratico (MCQ) e um método do tipo fronteiras imersas
modificado (MFIM). O método das interfaces imersas (MII) foi originalmente
proposto para resolver problemas envolvendo EDP’s com coeficientes e solu-
¢coes descontinuos. O método classico, seja usando interpolacao linear ou
quadratica, foi uma das primeiras ideias usadas na tentativa de resolver pro-
blemas definidos em dominios com geometrias irregulares, conforme pode ser
visto em [13]. O método de Fronteiras imersas analisado nesse trabalho €é
uma adaptacao do trabalho de Codina & Baiges [19], o qual foi originalmente
proposto no contexto de elementos finitos.

No caso unidimensional os resultados ficaram bem claros, e conforme ja
comentado, pudemos concluir que o MCL e o MFIM sao equivalentes, e apre-
sentaram uma ordem de convergéncia em torno de 2. A oscilacdo da ordem
de convergéncia € provavelmente, um resultado da maneira escolhida para os
estudos numéricos. Baseados no que foi comentado por Jomaa & Macaskill
[12], acreditamos que a variacao de um parametro da formula de interpolacao,
produziram uma pertubacao do MCL gerando assim uma oscilacdao na ordem
de convergéncia, o mesmo valendo para o MFIM, que apesar de nao usar esse
mesmo parametro em sua formulacao, utiliza a funcao implicita ¢, cuja ex-
pressao € igual ao numerador do parametro do MCL, o que também gera uma
variacao da mesma, conforme a variaciao da malha.

Ainda no caso unidimensional, o MCQ e o MII apresentaram resultados
proximos para a maioria dos exemplos testados. Provamos a equivaléncia
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entre o MCL e o MFIM, comparando o sistema linear obtido da discretizacao
de cada um dos métodos, mostrando a igualdade entre eles.

Finalmente, foi realizado um estudo tedrico desses métodos para o caso
bidimensional, onde foi mostrado a formulacao e as principais ideias de cada
método. Diante de algumas dificuldades e complexidade de implementacao
do MII no caso bidimensional, como a mudanca de coordenada local para ob-
tencao das condicoes de salto, propomos uma simplificacdo do mesmo, adap-
tando a ideia desenvolvida para o uso das interpolacées no método classico.
Os resultados numéricos comprovaram que a simplificacao € eficiente e apre-
sentando ordem 2 de convergéncia para a solucao de uma equacao de Poisson
definida em um circulo.

Verificamos os resultados numeéricos para um problema em um dominio
regular, mostrando a consisténcia dos métodos. Posteriormente, realizamos
uma comparacao para um problema definido em uma geometria circular, onde
notamos que o MCL apresenta resultados inferiores aos demais métodos, en-
quanto o MFIM e MIIS ficaram proximos, apresentando ordem de convergéncia
em torno de 2.

Uma das principais conclusoes, € que estudos comparativos entre méto-
dos sao dificeis de serem realizados, uma vez que os resultados sao variaveis
e apresentam comportamentos diferentes conforme muda-se a geometria do
problema, o termo fonte da equacao, etc. Mas, apesar disso, estes estudos sao
validos, conforme pode ser visto em [21] ,pois, retnem métodos diferentes em
um mesmo contexto.

Como trabalhos futuros, pretendemos realizar uma melhor analise dos mé-
todos no caso bidimensional, inclusive implementando o MII (conforme pro-
posto em [7]), e comparando-o com a simplificacao aqui proposta, analisando
se existe vantagem em utilizar o MII sem a simplificacdo, em problemas bi-
dimensionais irregulares. Outra possibilidade € analisar esses métodos para
problemas tridimensionais e, além disso, aprimorar as ideias para aplica-las
na solucao da equacao de Navier-Stokes definida em dominios irregulares.
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