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Resumo

O uso de uma funcao Lyapunov fuzzy tem vantagens no estudo da estabilidade dos sis-
temas fuzzy Takagi-Sugeno (T-S), assim como no projeto de estratégias de controle mais
eficientes. Nesta dissertacao, é proposta uma nova abordagem para o projeto de contro-
ladores chaveados usando uma func¢ao de Lyapunov fuzzy. Utilizando as propriedades da
combinagao convexa de numeros, sao apresentadas novas condi¢oes de projeto expressas
na forma de desigualdades matriciais lineares (LMIs) para um controlador chaveado com
uma lei de chaveamento baseada nas func¢ées max e min, as quais sdo amplamente usadas
na literatura com respeito aos sistemas chaveados. A vantagem da abordagem proposta
é que ela apresenta um baixo esforco computacional no projeto dos ganhos e um baixo
numero de controladores a serem chaveados, em comparagdao com outros métodos apre-
sentados na literatura. Além disso, ela pode ser estendida para o projeto de controladores
chaveados usando uma fung¢ao de Lyapunov fuzzy generalizada, diminuindo o conservado-
rismo das condi¢oes para um grau mais alto de generalizagao. Portanto, com base nessa
proposta, um controlador chaveado sera projetado levando em conta um sistema nao li-
near com a presenca de incertezas e, no caso de sistemas nao lineares sem a presenca de
incertezas, a estratégia do controlador chaveado sera aplicada a um controlador baseado
na compensacao paralela distribuida (PDC), para logo apresentar o controlador de nao
compensacao paralelo distribuido (non-PDC) chaveado, a fim de reduzir o conservado-
rismo das condig¢oes de projeto. Varios exemplos serao analisados a fim de esclarecer os
conceitos fundamentais que serao tteis para o desenvolvimento deste trabalho, assim como
para verificar a eficiéncia dos resultados obtidos em relagao a outros métodos propostos
na literatura.

Palavras-chave: fun¢ao de Lyapunov fuzzy; sistemas fuzzy Takagi-Sugeno; controle cha-
veado; desigualdades matriciais lineares.



Abstract

The use of a fuzzy Lyapunov function has advantages in studying the stability of fuzzy
Takagi-Sugeno (T-S) systems as well as in designing more efficient control strategies. In
this work, a new approach to the design of switched controllers using a fuzzy Lyapunov
function is proposed. Based on the properties of convex combinations of numbers and a
switching law based on the max and min functions widely used in the literature related
to switched systems, new design conditions for the switched controller are presented in
the form of linear matrix inequalities (LMIs). The advantage of the proposed approach is
that it has a low computational complexity in the design of the gains and a small number
of controllers to be switched, compared to other methods presented in the literature.
Moreover, it can be extended to the design of switched controllers using a generalised
fuzzy Lyapunov function, reducing the conservatism of the conditions for a higher degree
of generalisation. Therefore, based on this proposal, a switched controller will be designed
considering a nonlinear system with the presence of uncertainties and, in the case of
nonlinear systems without the presence of uncertainties, the switched controller strategy
will be applied to a controller based on parallel distributed compensation (PDC), and
then, is presented a non parallel distributed compensation (non-PDC) switched controller,
in order to reduce the conservatism of the design conditions. Several examples will be
analysed in order to clarify the basic concepts that will be useful for the development of
this work, as well as to verify the efficiency of the results obtained in relation to other
methods proposed in the literature.

Keywords: fuzzy Lyapunov function; Takagi-Sugeno fuzzy systems; switched control;
linear matrix inequalities.
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1 INTRODUCAO

Na realidade, a nao linearidade é uma propriedade que esta presente na grande
maioria dos sistemas. Em contraste com os sistemas lineares, o comportamento dos sis-
temas nao lineares abrange varios fendmenos, como ciclos-limite, multiplos pontos de
equilibrio, bifurcagoes, caos, entre outros, que surgem devido aos multiplos termos nao li-
neares presentes no modelo analitico do sistema (SLOTINE; LI, 1991). Portanto, o estudo
da estabilidade a partir de uma analise direta do modelo matematico apresenta diversas
dificuldades especificas para cada sistema. Focado no objetivo de estudar a estabilidade
dos sistemas nao lineares, o método direto de Lyapunov (ou apenas sé método de Lya-
punov) representa a abordagem mais favoravel para esse tipo de sistemas. Este método
relaciona o comportamento de um sistema a uma funcdo denominada fungdo de Lyapu-
nov. Entao, uma analise direta da func¢ao de Lyapunov pode apresentar menos dificuldade

e gerar resultados sobre o comportamento do sistema.

De modo geral, nos sistemas lineares invariantes no tempo (do inglés, linear time
invariant (LTT)), o método direto de Lyapunov se baseia na analise de uma fungao co-
nhecida como a func¢ao de Lyapunov quadratica. Nesse caso, o método de Lyapunov
apresenta a vantagem de garantir que existe uma func¢ao de Lyapunov quadratica que ga-
rante o conhecimento da estabilidade da origem respeito do sistema LTI dado. Contudo,
nos sistemas nao lineares, a principal desvantagem do método de Lyapunov reside no ca-
rater contingente das respostas obtidas, ou seja, a analise de uma determinada fun¢ao de
Lyapunov nao garante o conhecimento das propriedades do sistema. Com base nisso, um
dos principais objetivos do estudo de sistemas nao lineares é a busca por novas fungoes de
Lyapunov candidatas que possam gerar uma melhor informacgao sobre o comportamento

do sistema.

Por outro lado, a origem da logica fuzzy data de tempos mais recentes (ZADEH,
1965). Entretanto, foi apenas em 1974 que essa ferramenta foi aplicada no projeto do
controlador fuzzy (MAMDANI, 1974) e, depois, na modelagem de sistemas nao linea-
res (TAKAGI; SUGENO, 1985). Essa ultima aplica¢do apresentou uma nova perspectiva
sobre a analise de sistemas nao lineares pelo fato de que esses sistemas poderiam ser
aproximados em qualquer nivel de precisao por meio de um sistema fuzzy Takagi-Sugeno
(T-S). Os sistemas fuzzy T-S aproximam um sistema nao linear por meio de uma combi-
nagao convexa de um conjunto de subsistemas lineares com seus respectivos pesos. Essa
representacao gera uma enorme vantagem ao analisar a estabilidade de um ponto de equi-
librio de um sistema nao linear por meio de uma funcao de Lyapunov quadratica e obter
condicoes do comportamento do sistema com base na solugao de um conjunto de desi-
gualdades matriciais lineares (do inglés, linear matrix inequalities (LMIs)) (TANAKA;

WANG, 2001). Da mesma forma, com o avango da computagao, os algoritmos baseados
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na busca pela solu¢do das LMIs tiveram um grande avango na década dos anos 1990
(BOYD et al., 1994), obtendo resultados altamente precisos por meio do desenvolvimento
do método de pontos interiores. Portanto, esses progressos em conjunto impulsionaram o

estudo da estabilidade de sistemas nao lineares com base em seu modelo fuzzy T-S.

Embora o modelo T-S fuzzy gere uma perspectiva favoravel para a analise de um
sistema nao linear por meio de uma funcao de Lyapunov quadrética, a desvantagem ca-
racteristica do método de Lyapunov em sistemas nao lineares ainda permanece, o que
implica que as condigoes obtidas na forma de LMIs por meio de uma funcao de Lyapunov
quadratica sao apenas condigoes suficientes para garantir a estabilidade do sistema. A fim
de obter condigoes que permitam uma solu¢do para um nimero maior de sistemas, um
dos objetivos principais de pesquisa na area de sistemas fuzzy T-S se foca em reduzir o
conservadorismo das condigoes. Na literatura, ese objetivo foi desenvolvido em principio
por meio de duas abordagens principais: por meio de técnicas de relaxamento que abor-
dam diretamente as LMIs e pela proposta de novas fungoes de Lyapunov candidatas. Com
relacdo a primeira abordagem, varias técnicas foram propostas na literatura, reduzindo o
conservadorismo das condigoes com base em uma fungao de Lyapunov quadrética (KIM,;
LEE, 2000; TEIXEIRA; ASSUNCAO; AVELLAR, 2003; FANG et al., 2006). Contudo,
essas técnicas introduzem matrizes de relaxamento auxiliares, aumentando o niimero de
variaveis de decisdo e o nimero de LMIs a serem resolvidos. O incremento das LMIs,
mostram outra desvantagem importante dos sistemas fuzzy T-S, o consideravel aumento
do esfor¢o computacional na busca de solugoes para as LMIs em relacdao ao aumento do
numero de variaveis de premissa. Portanto, o baixo esfor¢co computacional na busca de
solugoes tornou-se outro objetivo a ser levado em conta. Com relacao a segunda abor-
dagem, varias fungoes de Lyapunov candidatas foram propostas, entre elas, a funcao de
Lyapunov por partes (JOHANSSON; RANTZER; ARZEN, 1999), a funcao de Lyapunov
fuzzy (TANAKA; HORI; WANG, 2003), a funcao de Lyapunov baseadas em integral de
linha (RHEE; WON, 2006), entre outras. Essa abordagem encontra a limitagao da fun-
¢do quadratica e introduzem informagoes adicionais na fungdo de Lyapunov candidata.
Portanto, elas geram condicoes menos conservadoras sem a necessidade de aumentar o
esforco computacional. No entanto, também introduzem novos desafios para lidar com

essas novas informacoes, a fim de manter as condi¢oes na forma de LMIs.

Nos tltimos anos, a busca para reduzir o conservadorismo das condi¢oes de esta-
bilidade tem se concentrado principalmente na consideracao das informagoes das fungoes
de pertinéncia (do inglés, membership fuctions (MFs)) do sistema fuzzy T-S. Essas in-
formagoes sao aproveitadas sendo introduzidas principalmente nas fungoes de Lyapunov
candidatas. Adicionalmente, uma enorme vantagem da consideracdo das MFs é que al-
gumas fungoes de Lyapunov, como a funcao de Lyapunov fuzzy ou a funcao baseada
na integral de linha, podem ser generalizadas (BERNAL; GUERRA, 2010; GONZALEZ:
SALA; BERNAL, 2019). Essa generalizagao assegura que o conservadorismo seja progres-
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sivamente reduzido a medida que a fun¢ao de Lyapunov candidata se torna mais genérica.
Esta vantagem gerou um impulso principalmente no estudo da fungao de Lyapunov fuzzy
(MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009; GUERRA; BERNAL, 2009; LEE; PARK;
JOO, 2011; FARIA; SILVA; OLIVEIRA, 2013; LAZARINI, 2021), contudo, o principal
desafio de usar essa funcao esta em obter uma restricao das derivadas das MFs. A busca
de uma solugao para esse problema pode ser classificada em duas perspectivas: assumindo
que as derivadas das MFs pertencem a um intervalo arbitrario e, assim, obtendo uma
analise de estabilidade local, ou por meio de termos baseados na integral das MFs que,
ao serem derivados, eliminam a necessidade de lidar com as derivadas das MFs. Embora
a ultima abordagem apresente uma andlise de estabilidade global, a primeira abordagem
geralmente apresenta menos conservadorismo ao considerar intervalos cada vez menores.
Além disso, essa abordagem torna-se mais forte se levarmos em conta que o modelo fuzzy
T-S geralmente aproxima um sistema nao linear somente em uma regiao fechada. Por-
tanto, é evidente que existe um intervalo finito no qual as derivadas dos MFs com relacao

aos estados pertencentes a regiao modelada estdao dentro desse intervalo.

Em conjunto com as condigoes de estabilidade, o projeto de controladores para
sistemas fuzzy T-S, tem sido um tépico de muita pesquisa nos ultimos anos. Como ponto
de partida, o controlador baseado na compensagao paralela distribuida (do inglés, parallel
distributed compensation (PDC)) (WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1995) tem sido ampla-
mente abordado na literatura. Isso se deve ao fato de que um sistema fuzzy T-S em malha
fechada com um controlador PDC apresenta uma facilidade para estender as condigoes
de estabilidade do sistema na forma de LMIs para as condi¢oes de projeto dos ganhos.
Essa vantagem tornou possivel aproveitar os varios métodos de relaxamento para analise
de estabilidade a fim de obter condi¢bes de projeto menos conservadoras do controlador
PDC (TANAKA; HORI; WANG, 2003; RHEE; WON, 2006; MOZELLI; PALHARES;
AVELLAR, 2009; FARIA; SILVA; OLIVEIRA, 2013; LAZARINI, 2021). Entretanto, a
principal desvantagem reside na limitagao de reduzir o conservadorismo das condigoes de
projeto na presenca de fungoes de Lyapunov nao quadraticas. Com foco nesse problema,
foi proposto o controlador de ndo compensagao paralela distribuida (do inglés, nonparallel
distributed compensation (non-PDC)) (GUERRA; VERMEIREN, 2004) e, desde entao,
ele tem sido considerado como um controlador com baixo conservadorismo das condig¢oes
de projeto. O controlador non-PDC é projetado com base em uma fungao de Lyapunov nao
quadrética e apresenta um menor conservadorismo em relagao ao controlador PDC. Além
disso, ele tem a vantagem de incluir as informacoes das MFs, aproveitando as abordagens
propostas para lidar com as derivadas das MFs (LEE; PARK; JOO, 2012; GUERRA et
al., 2012; CHEN et al., 2016; MARQUEZ et al., 2016). Contudo, o controlador non-PDC
apresenta maior complexidade na implementacao em relagao ao controlador PDC. Isso se
deve ao fato de que ele precisa obter a inversa de uma matriz em cada instante de tempo.

Assim, essa desvantagem ¢é mais evidenciada quando se analisam sistemas com um elevado
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numero de varidveis de estado.

Por outro lado, o controlador chaveado ¢ uma estratégia que aborda uma classe
mais geral de sistemas (LIBERZON, 2003). Inicialmente, essa estratégia tinha uma forte
énfase em sistemas sujeitos a diferentes necessidades, nos quais era necessario ativar
um controlador especifico para atender as necessidades de cada contexto (LIBERZON;
MORSE, 1999; HESPANHA; MORSE, 2002). Nesse caso, o objetivo era projetar um con-
junto de controladores de forma que o sistema de malha fechada fosse estavel em qualquer
forma de chaveamento. No entanto, outra abordagem importante para o controlador cha-
veado é a andlise do sistema em malha fechada como um sistema chaveado. Entao, se for
dado um conjunto de controladores de tal forma que, em malha fechada com o sistema,
eles sejam instaveis, uma forma apropriada de chaveamento pode estabilizar o sistema. A
ultima abordagem pode tirar proveito das estratégias de estabilizacao propostas para os
sistemas chaveados (LIBERZON, 2003; GEROMEL; COLANERI, 2006b) e estendé-las

aos sistemas T-S fuzzy, a fim de reduzir o conservadorismo das condi¢oes de projeto.

Nos sistemas T-S fuzzy, a estratégia de controle chaveado foi abordada princi-
palmente para sistemas nao lineares na presenca de parametros incertos. Dentro desse
contexto, a principal desvantagem ¢é que os MFs dependerao de parametros incertos, tor-
nando inviavel a realimentacao. Portanto, os controladores dependentes dos MFs, como os
controladores PDC ou non-PDC, nao podem ser implementados. Focado nesse problema,
inicialmente foi proposto um controlador chaveado que comuta apenas os ganhos constan-
tes projetados para o controlador PDC com base em uma fungao quadratica de Lyapunov
e por meio de uma lei de chaveamento especifica que estabiliza o sistema (SOUZA et
al., 2013). Em seguida, essa estratégia foi estendida para ser projetada por uma fungao
de Lyapunov por partes, obtendo um conservadorismo menor nas condigoes de projeto
(SOUZA et al., 2014). Seguindo essa abordagem, resultados mais recentes estendem o
projeto do controlador a varios indices de desempenho, como limitar a norma de H.,
(OLIVEIRA et al., 2018b; ONCOY et al., 2022), na redugao do custo garantido dos esta-
dos (RAMOS et al., 2019; SILVA et al., 2020), no caso de saturacdo no atuador (ALVES
et al., 2016). Além disso, foi estendido nos sistemas fuzzy T-S discretos (OLIVEIRA et
al., 2018a; SANTOS et al., 2020); assim também em aplicagoes para sistemas importantes
(GAINO et al., 2020; COVACIC et al., 2020; TEODORO et al., 2020; ONCOY; CAR-
DIM; TEIXEIRA, 2022). Contudo, o foco da estratégia de controle chaveado empregada

nesses trabalhos, ainda nao foi abordado usando uma func¢ao de Lyapunov fuzzy.

Este trabalho apresenta uma sintese da aplicacdo do controlador chaveado nos
sistemas nao lineares, por meio de uma funcao de Lyapunov fuzzy e com foco na redugao do
conservadorismo das condi¢oes de projeto. Esta dissertacao propoe uma nova abordagem
para limitar os termos dependentes das derivadas das MFs. Além disso, a abordagem

proposta tem a vantagem de ser estendida ao uso de fungoes de Lyapunov dependentes das
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MFs mais gerais sem aumentar o niimero de controladores a serem chaveados. Portanto, a
proposta do controle chaveado sera estendida ao projeto de controladores PDC e non-PDC
chaveados, comprovando a reducao consideravel do conservadorismo das condigoes de
projeto. Diversos exemplos de simulacao serao apresentados, a fim de explicar os conceitos
necessarios para o desenvolvimento do trabalho e verificar os aprimoramentos obtidos em
relacdo a outros trabalhos recentes na literatura. Assim, esta dissertacao esta organizada

da seguinte forma:

No Capitulo 2, sao apresentados os fundamentos tedricos gerais e uma andlise

destes, a fim de obter um desenvolvimento adequado do texto.

No Capitulo 3, sera apresentada uma anéalise geral das condigoes de estabilidade

usando uma funcao de Lyapunov fuzzy e alguns métodos propostos na literatura.

No Capitulo 4, é apresentada uma abordagem para o projeto de um controlador
chaveado usando uma funcao Lyapunov fuzzy. Este capitulo se concentrara nos sistemas

nao lineares com parametros incertos.

No Capitulo 5, a proposta do capitulo anterior sera estendida para o uso de uma
funcao Lyapunov fuzzy generalizada. Neste capitulo, o controle PDC e non-PDC chavea-

dos serao apresentados.

Por fim, o Capitulo 6 apresenta as conclusoes deste trabalho e algumas proposta

para trabalhos futuros.

Além disso, algumas das contribui¢oes que sao apresentadas neste trabalho culmi-

naram na publicacao dos seguintes artigos:

« ONCOY, D. J. S.;; CARDIM, R.; TEIXEIRA, M. C. M. Switched control based
on Takagi- Sugeno fuzzy model for dual active bridge dc-dc converter. In: IEEE

Internati- onal Conference on Fuzzy Systems. Padua, 2022. p. 1-7.

« ONCOY, D. J. S.; CARDIM, R.; TEIXEIRA, M. C. M.; ASSUNCAO, E. Robust
switched controller based on Takagi-Sugeno fuzzy model for dc-dc converters against
disturbances. In: IEEE. 16th Int. Workshop Variable Struct. Syst. Rio de Janeiro,
2022. p. 1-7.

« ONCOY,D. J.S.; CARDIM, R.; TEIXEIRA, M. C. M.; FARIA, F. A.; ASSUNCAO,
E.; LAZARINI, A. Z. N. New stabilization conditions for fuzzy-based sampled-data
control systems using a fuzzy Lyapunov functional. IEEE Access, Piscataway, v. 11,

p. 15390 15403, 2023.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS E CONCEITUAIS

Neste capitulo, serdao apresentados conceitos fundamentais e uma breve revisao da
literatura necessaria para desenvolver de forma adequada os resultados deste trabalho.
O conteudo dos topicos serd baseado do ponto de vista do critério de estabilidade de

Lyapunov e com as condigoes de estabilidade expressas em forma de LMIs.

Inicialmente serao abordados os conceitos de estabilidade de sistemas nao lineares.
Em seguida, apresentamos o modelagem dos sistemas nao lineares por meio do sistema
fuzzy T-S e estes sistemas levando em conta incertezas nos parametros. Depois, as condi-
¢oes de projeto do controlador PDC serao detalhadas, bem como a analise de estabilidade
levando em conta a modelagem local. Em seguida, sao analisadas as vantagens e os desa-
fios de considerar uma funcao de Lyapunov fuzzy e seu impacto na analise de estabilidade.
A proxima parte apresenta uma andlise geral dos métodos de relaxamento presentes na
literatura com relagdo aos sistemas chaveados. Por fim, serdo apresentada a estratégia de

controle chaveado e a analise de alguns dos métodos propostos na literatura.

2.1 SISTEMAS NAO LINEARES

Considere um sistema dinamico representado por um conjunto de equagoes dife-

renciais nao-lineares no dominio do tempo continuo da forma

&(t) = fz(t)), (1)

em que t denota o tempo, = : Ryp+ — R™ o vector de estado de ordem n e f : R* — R"
uma fungao continua no tempo e localmente Lipschitziana com respeito a z(t) em uma
regiao D, o que garante a existéncia e a unicidade da solu¢ao para o problema de valor
inicial z(0) = zo (KHALIL, 2002, p. 88).

A solugao z(t) da equacao diferencial vetorial (1) é conhecida como a trajetéria
do sistema, e pertence ao espago vetorial de dimensao finita n com norma euclidiana
l|z]| = 1/(2zTx). O estudo da trajetdria do sistema é essencial na teoria de controle. Este
trabalho se concentrara no estudo da trajetéria com relagao aos pontos de equilibrio

do sistema. Portanto, é importante mencionar algumas defini¢oes fornecidas em Slotine e

Li (1991) e Khalil (2002).
Definicao 1. O vetor x* € R™ ¢ dito ser um ponto de equilibrio do sistema dinamico
(1) se

f(z*)=0, Vt>0. (2)

Na Definicao 1, refere-se a que quando a trajetéria do sistema atinge algum ponto

de equilibrio, a trajetoria se mantém nesse ponto a menos que dinamicas imprevistas
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estejam em acao. Uma caracteristica interessante dos sistemas nao lineares é que eles
podem apresentar varios pontos de equilibrio no espago R™. Como foi comentado em
Slotine e Li (1991, p. 45), sem perda de generalidade pode-se analisar a estabilidade de
qualquer ponto de equilibrio considerando a origem (z* = 0) como um ponto de equilibrio

do sistema. Com base nisso, seguem as seguintes definicoes:

Defini¢ao 2. O ponto de equilibrio z* = 0 do sistema (1) é dito ser estdvel, se dado

e > 0, existe um escalar 6 = 6(g) > 0, tal que
leoll <6 = |la(®)l <e V>0, 3)

No caso contrario o ponto de equilibrio é dito ser instavel.

A estabilidade do ponto de equilibrio é uma caracteristica muito atraente para um
sistema, pois nao s6 garante que a trajetoria do sistema nao converge para o infinito, mas
também que para qualquer € é sempre possivel encontrar um J que garanta que a trajetéria
do sistema permaneca em uma esfera de raio €. No entanto, em muitos problemas nao é
suficiente saber se a trajetoria do sistema se mantém em uma regiao determinada, sendo
necessario conhecer o comportamento estacionario da trajetéria do sistema, ou seja, se ele

atinge o ponto de equilibrio.

Definigao 3. O ponto de equilibrio z* = 0 do sistema (1) € dito ser assintoticamente

estdavel se sao satisfeitas as sequintes condigcoes:

(a) ele é estavel;
(b) existe § tal que

|lz(0)]| <0 = ||z(t)]| = 0 quando t — . (4)

E importante notar que o conceito de assintoticamente estavel garante que a tra-
jetoria do sistema atinge um ponto de equilibrio (que corresponde ao conceito da conver-
géncia), mas além disso, que seja estavel, o que o torna em um conceito mais restritivo do
que a convergéncia. Adicionalmente, outra definicao importante na analise da estabilidade
assintotica é a regiao que contém todos as condig¢Oes iniciais que satisfazem a condigao
(4), a qual é conhecida como o dominio da atragao. Entao, o conceito do globalmente
assintoticamente estavel corresponde ao caso quando a Definigdo 3 for satisfeita para

uma regiao de atracao igual a todo o espago R".

Observacao 1. De acordo com a Definicao 3, se um sistema tiver um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estdvel, fica implicito que esse € o unico ponto de equilibrio

que o sistema pPossus.
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2.1.1 Estabilidade de Lyapunov

O método direto de Lyapunov é uma ferramenta poderosa para o estudo da esta-
bilidade de sistemas nao lineares. Este método, estda baseado na analise de uma funcao
chamada funcao de Lyapunov relacionada ao sistema, a qual, se atender a determinadas
restrigoes, podem fornecer informacoes sobre o comportamento da trajetoria do sistema.

Para uma melhor apresentacao dos teoremas, é fornecida a seguinte definigao:

Definicao 4. Seja uma regiao compacta D C R™ e uma funcao continua V : D — Rg+,
tal que V(0) = 0. Entdo, a fungio V(z) € definida como:

(a) definida positiva se V(x) > 0 para todo D — {0};

(b) semidefinida positiva se V(x) > 0 para tudo x € R".

Da mesma forma, a funcdo V(x) é dita ser semidefinida negativa ou definida
negativa se —V(x) fosse semidefinida positiva ou definida positiva respectivamente. Ba-
seado nessas definigoes, segue o seguinte teorema que define o criterio de estabilidade no

sentido de Lyapunov:

Teorema 1. Seja o ponto de equilibrio x* = 0 do sistema (1) que fica dentro do D C R™,

e uma funcao continua e diferencidavel V : D — Ry+. O ponto x* = 0 serd:

(a) estdvel se V(x) for definida positiva e V(x) fora semidefinida negativa;

(b) assintoticamente estdvel se V(x) for definida positiva e V(x) fora definida negativa.

O critério de Lyapunov surge como uma possibilidade de estudar a estabilidade
dos sistemas sem exigir a expressao analitica da trajetéria do sistema, o que, em muitos
casos, é complexo ou até mesmo impossivel (SLOTINE; LI, 1991). O conceito se concentra
no fato de que uma expressao que representa a energia dos estados do sistema precisa
sempre diminuir continuamente até zero para garantir a estabilidade assintética do ponto
de equilibrio. No entanto, o Teorema 1 nao representa uma condi¢ao de necessidade,
mas apenas uma condi¢ao de suficiéncia, ou seja, se a derivada da funcao de Lyapunov
escolhida nao satisfizer as condigoes do Teorema 1, o ponto de equilibrio do sistema (1)
ainda podera ser estavel ou até mesmo assintoticamente estavel. Nesse sentido, a escolha
da funcdo de Lyapunov nao estd limitada apenas a obtencao da expressao da energia
dos estados do sistema. De fato, incluso é possivel que expressoes diferentes da energia
dos estados para a fun¢ao de Lyapunov sejam mais adequadas para a andlise (consulte o
Exemplo 4.4 em Khalil (2002)). Estes problemas nao surgem na andlise de sistemas LT1T,

o que mostra a complexidade da analise de estabilidade em sistemas nao lineares.
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Observacao 2. O Teorema 1 apresenta condicoes estritas para a construcdo de uma
fungdo de Lyapunov com relagio a um sistema continuo (1). Entretanto, para sistemas
sem continuidade estrita na trajetéria do sistema, algumas condigoes de V(x) poderiam
ser relazadas e substituidas por fungoes de Lyapunov continuas por partes ou até mesmo

descontinuas. Essa andlise serd discutida em mais detalhes na Segao 2.4.

A funcio V(z) relacionada ao sistema (1), que seja definida positiva e V(z) ne-
gativa definida na regiao D C R" serd chamada daqui por diante uma funcao de Lya-
punov. Note que, a estabilidade assintética do ponto de equilibrio mostrado no Teorema
1 apresenta uma caracteristica local na regiao D. No entanto, para garantir a estabili-
dade assintética global, nao é suficiente que V' (z) satisfaga a condigao (4) para D = R™.
Como condigao adicional, é necessario que V(z) — oo quando ||z(t)|| — oo. A funcao
candidata de Lyapunov que satisfaz essa condi¢ao é chamada radialmente ilimitada.

Portanto, segue o seguinte teorema:

Teorema 2. Seja o ponto de equilibrio x* = 0 do sistema (1) e uma fungao continua e
diferencidvel V : R* —s Ry+, tal que V(x) é definida positiva, V() é definida negativa
e V(z) € radialmente ilimitada. Entao, o ponto z* = 0 serd globalmente assintotica-

mente estdvel.

Conforme explicado, a construgao adequada de uma fungao de Lyapunov para sis-
temas nao lineares representa um desafio. Este problema foi amplamente abordado na
literatura, desenvolvendo métodos para tipos especificos de sistemas nao lineares (SLO-
TINE; LI, 1991; KHALIL, 2002). Entretanto, uma modelagem mais adequada (expressao
equivalente) do sistema (1) poderia dar a possibilidade de aproveitar os critérios de analise

dos sistemas lineares e abordar os sistemas nao lineares de forma geral.

2.2 MODELO FUZZY TAKAGI-SUGENO

Em contraste com os sistemas nao lineares, o método direto de Lyapunov re-
presenta uma alternativa para obter condi¢oes necessarias e suficientes para a estabili-
dade na origem nos sistemas LTIs. Nessa analise, uma funcao de Lyapunov quadratica
(V(z) = 2T (t)Pz(t), em que P é uma matriz constante e positiva definida) é suficiente
para gerar as condigoes baseadas na existéncia de uma solu¢do de uma equagao matricial
linear (CHEN, 1998). Essa vantagem abre a porta para estender o estudo de sistemas
lineares a fim de abordar varios cenarios, como incertezas do sistema, resposta a pertur-
bagoes, parametros variaveis no tempo, entre outros; que tém sido amplamente abordados
na literatura de sistemas lineares. Portanto, como o modelo fuzzy T-S pode representar
de maneira exata um sistema nao linear como uma combinacao convexa de subsistemas

lineares, ele produz um enorme beneficio a fim de obter as condigoes de estabilidade e do
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projeto do controlador expressas em LMIs usando func¢des de Lyapunov quadraticas ou
semelhantes (da forma V (x) = 2% (t) P(t)z(t), em que a matriz P(t) é uma matriz variante

no tempo).

Considere o sistema (1) representado na forma de um modelo de espago de estado

#(t) = A(x)x(t) + B(x)u(t), (5)

sendo A : R" — R™"™ a matriz de estados e B : R" — R™™ a matriz de entrada,
estes matrizes contém expressoes suaves nao lineares dependentes dos estados'. Entdo, o

modelo fuzzy T-S é expresso como

Regra 1: SE Zl(t) é Mil; Zg(t) é MZ'Q, ..., € Zp( ) é sz, ENTAO
i(t) = Aix(t) + Bu(t), (6)

em que M;1, Mo, ..., My, sao os conjuntos difusos da regra ¢, r o numero de regras difusas,
A; € R™™ e B; € R™™ s3ao matrizes constantes e conhecidas como os modelos locais e
2(t) = [21(t), z2(t), ..., 2,(t)]" é o vetor das varidveis premissa. Usando o método do
centréide para a defuzzificagdo, o sistema nao linear (5) modelado por o sistema fuzzy

T-S (6) pode ser representado na seguinte forma compacta:

Z a;(t ) + Biu(t)), (7)

em que «;(t) sao os pesos relativos aos modelos locais e definidos como

wi(z(t))

) = S 0)

M, (z(t i e K,, (8)

Il ::]@

e a funcao M;;(z;(t)) representa o grau de pertinéncia das varidveis premissas z;(t) com
respeito aos conjuntos difusos M;;. Entao, os pesos realtivos aos modelos locais satisfazem

a seguinte propriedade de soma convexa:

iai(t) =1, a;(t) >0, V&> 0. (9)

Na légica difusa, as funcoes M;;(z;(t)) sao denominadas como as fungoes de per-
tinéncia das varidveis premissa. No entanto, nos sistemas fuzzy T-S, as fungoes «;(t)
também representam o grau de pertinéncia dos modelos locais com respeito ao modelo
fuzzy T-S (7). Portanto, a terminologia das fung¢oes de pertinéncia (do inglés, membreship
functions (MFs)) geralmente refere-se as fungoes a;(t), e neste trabalho essa terminologia

sera considerada.

L' O modelo T-S fuzzy também pode ser obtido se o sistema tiver termos que dependam da entrada

de controle. Entretanto, isso nao sera considerado para evitar um loop algébrico na simulacao do
controlador fuzzy.
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Observacao 3. Observe que o modelo fuzzy serd obtido com base no modelo de espaco
de estado (5). Portanto, o modelo fuzzy T-S do sistema (1) ndo € unico. Por exemplo,
seja o sistema em R?, f(x) = z1(t)?xo(t) + sen(x1(t))z2(t), ele pode ser representado das

sequintes formas:

(a) f(z) = [z1(t)22(t)]21(t) + sen(x1(t))72(t),
(b) f(x) = [27(t) + sen(x1(t))]wa(t).

Tendo no primeiro caso duas expressoes nao lineares e no sequndo caso $6 uma.

Uma das vantagens mais importantes do modelo fuzzy T-S é que ele pode modelar
exatamente um sistema nao-linear. Na literatura, ha duas abordagens para obter o modelo
fuzzy T-S, estas sdo: por meio de técnicas de identificagao usando dados experimentais
e pela aplicagao de técnicas de setor nao linear ao modelo matematico. No trabalho
sera utilizada a segunda abordagem, na qual precisa-se de uma adequada escolha das
varidveis premissa z;(t) e as fungoes M;;(z;(t)) para obter o modelo desejado. Em Tanaka
e Wang (2001), foi descrito um procedimento em que as varidveis premissa sdo definidas
com base nas expressoes nao lineares do sistema e as funcoes M;;(z;(t)) dependem dos
valores maximo e minimo de z;(t). No entanto, é pouco comum que os termos nao lineares
estejam limitados dentro de um intervalo finito para tudo o espago R™. Isso é razoavel,
pois as variaveis de estado em sistemas fisicos sdo quase sempre limitadas. Portanto, o
modelo fuzzy T-S geralmente tem uma caracteristica local. Para uma melhor explicagao

da obtencao do modelo fuzzy T-S é apresentado o seguinte exemplo:

Exemplo 1. Dado o seguinte modelo do espaco de estados de um conversor buck de-dc
mostrado na Figura 1 (LIAN; LIOU; HUANG, 2006):

1 RR x R Rayip, () =Vin—V;
~1 (R + s + Barw”) — gty O — e
) R 1
_ _RR¢ __R 0 0
(R+Rc) (R+Rc)
sendo z(t) = {iL(t) — 5 ve(t) — vy (vo(t) — Ué«)} e (i},v5,u*) os valores das va-

ridveis de estado para o ponto de equilibrio desejado. Observe no modelo (10), que o
termo nao linear esta presente na matriz de entrada. Entao, definindo a varidvel premissa

como z1(t) = ip(t), serd necessario definir o intervalo [irmin, i Lmaz] Para obter as fungdes

My (21(t)) e Mai(21()), tal que
Zl(t) = Mll(zl(t))iLmin + Mgl(Zl(t))iLmax (& M11(Z1(7f)) + M21(Zl(t)) = 1, Vt Z 0

Assim, as fungoes de pertinéncia das variaveis premissa sao mostradas na Figura 2, e o

sistema nao linear (10) serd representado pelo sistema fuzzy T-S com as seguintes regras:



Capitulo 2. FUNDAMENTOS TEORICOS E CONCEITUAIS 27

Figura 1 — Circuito equivalente de um conversor buck basico
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Fonte: Elaboracao do proéprio autor.

]+
-

Figura 2 — Fungoes de pertinéncia das variaveis premissa

I
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Regra i: SE iy (t) é M;, ENTAO i(t) = Ax(t) + Biu(t), i€ {1,2},

T

sendo as matrizes A; = Ay = A, By = {—(RMime—Vm—VD)/L 0 0} e By =
T

[—(RMiLmax —Vin—=Vp)/L 0 O} . Note que, foi necessaria apenas uma variavel pre-

missa, obtendo-se dois subsistemas locais. Entao, de (8), a;(t) = Mj1(z1(1)) e as(t) =

M21(251 (t))

No modelo fuzzy no Exemplo 1, o modelo local foi obtido no intervalo [i rmin, ¢ Lmaz )
isto é, quando a varidvel premissa atingir o valor de i1, OU i pmaze, @ fungdo «;(t) atinge os
limites 0 ou 1, respectivamente. Para uma generalizacao disso, a regiao em que o modelo

fuzzy equivale ao sistema nao linear serd definida como a seguinte regiao compacta:
F={xz(t) e R"/z; < x;(t) < z,i=1,...,n}, (11)

em que T; e x; sao parametros definidos para o modelagem.

Para uma fung¢ao de Lyapunov V : D — Ry+, as regioes F e D sao muito
importantes para a andlise da estabilidade assintotica por meio do método direto de

Lyapunov. Mesmo que D seja todo o espago R" e V(z) seja radialmente ilimitada, a
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regiao compacta F garante que a estabilidade assintotica do sistema (1) nao sera global.

Assim, outros conceitos relacionados ao dominio da atracgao serao analisados mais adiante.

2.2.1 Incertezas dos parametros

A semelhanca dos sistemas fuzzy T-S com respeito aos outros modelos baseados
na combinacdo convexa é evidente. Especificamente, a representacao politopica de um
sistema com incertezas apresenta semelhanca com os sistemas fuzzy T-S, que se estende
tanto a andlise de estabilidade quanto ao projeto do controlador. Por exemplo, um sistema
linear e invariante no tempo (do inglés, linear time invariant (LTI)) com incertezas pode

ser representado como
z(t) = AN)x(t) + B(\)z(t), (12)

sendo A € RY um vetor incerto com N elementos e que pertence ao seguinte conjunto

unitario simplex:

N
/\N:{/\ERN/Z/\,:L)\ZZO,Z:]_,,N}

=1

Entéo, o sistema (12) pode ser representado na seguinte forma:

#(t) = 3" MlAw(t) + Bu(t)] (13)

em que A; e B; sdo matrizes constantes.

O sistema (12) estd contido em um politopo convexo de N vértices dados pelas
matrizes A; e B;, cujos valores sdo obtidos de acordo com os valores extremos das incer-
tezas no sistema, ou seja, sdo definidos com base nas permutagoes dos valores maximo e
minimo dos termos incertos. Essa definicao segue o mesmo procedimento para obter os
subsistemas no modelo fuzzy T-S, em que os subsistemas sdo obtidos com base nos va-
lores extremos admitidos pelas variaveis premissa na regiao F. Portanto, a representacao
convexa dos sistemas (7) e (13) gera a oportunidade de obter um modelo convexo geral

para sistemas nao lineares que apresentam incertezas nos parametros.

A presenca de parametros incertos em modelos nao lineares é uma condicao bas-
tante presente em diversos sistemas fisicos. Por exemplo, é sabido que, em varias aplicagoes
de eletronica de poténcia, precisa-se que o conversor dc-dc apresente um comportamento
robusto, principalmente em uma faixa de tensdo de entrada (GOYAL; SHUKLA, 2022)
e/ou valores de carga (XU et al., 2021). Para esclarecer melhor a obten¢do do modelo

convexo deste tipo de sistemas, ¢ apresentado o exemplo a seguir:

Exemplo 2. Se no Exemplo 1 consideramos a tensao de entrada V;, como um parametro

incerto, poderfamos obter um modelo definindo um intervalo V;, € [V; Vinmas) € 2

Nmin?
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varidvel de premissa como a expressao ampliada 2y (t) = —(Rasip(t) — Vin — Vp)/L. Entao,

os valores extremos da variavel premissa serao

_RMiLmaz - ‘/z - VD

L

RMiLmin - ‘/z‘nmaz - VD
_ 7 ,

Nmin

<z(t) <

e seguindo o mesmo procedimento do Exemplo 1, pode-se obter o modelo convexo. Neste
caso, ¢ importante destacar que o nimero de subsistemas permanece igual, mas agora a
variavel premissa depende do parametro incerto. Em comparacao, se considerassemos a
carga R como um parametro incerto no intervalo [Rin, Rimaz|, 0 sistema (10) apresentard
incertezas em varios termos da matriz A. Entao, definimos o parametro R como uma nova
varidvel premissa z(t) e dois novos conjuntos fuzzy Mis e Mae. A adigao de uma varidvel
premissa aumentara o nimero de subsistemas a quatro, em que as MFs serdao obtidas

Cco1mo

az(t) = May(21(t)) Mia(22(t)), cu(t) = Mo (21(t)) Maz(22(1)), (14)

os quais dependem do parametro incerto R. Portanto, para os sistemas nao lineares in-
certos, as MFs serao fung¢oes continuas mas de natureza incerta. Isso complica muito a
implementacao de controladores que dependem diretamente das MFs, as quais s6 pode-
riam ser obtidas por métodos de identificagao. Além disso, a presenca de termos incertos
pode aumentar o nimero de subsistemas no modelo. No caso de ter conjuntamente V, e

R como parametros incertos, ainda teremos quatro subsistemas.

Apesar da semelhanga na obtencdo dos modelos (7) e (12), a principal diferenga
reside na natureza dos parametros A; e a;(t). O vetor A inclui elementos que, em um
cenario especifico, sao constantes mas desconhecidos. Entanto, as MFs do sistema fuzzy
sao fungoes continuas que dependem dos estados do sistema e, para sistemas sem presenca
de incertezas, podem ser realimentados. Tal diferenca desempenha um papel importante
tanto na redugao do conservadorismo das condi¢oes de estabilidade quanto no projeto de

controladores adequados para o sistema, como sera discutido posteriormente.

Observacao 4. A semelhanga na andlise pode ser estendida a outros sistemas modelados
com abordagens convexas. Um exemplo é a semelhanca entre os sistemas fuzzy T-S e a
representacdo convexa dos sistemas lineares a parametros variantes no tempo (do inglés,
linear parameter varying (LPV)). De fato, o sistema fuzzy T-S pode ser considerado um
tipo especial de sistema LPV, em que 0s parametros que variam no tempo satisfazem um
grau de suavidade (pelo menos C) e dependem somente de sinais endégenas (ROTONDO
et al., 2015).
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2.2.2 Controle fuzzy

O controlador mais empregado para estabilizar os sistemas fuzzy T-S é conhe-
cido como compensacao paralela distribuida (do inglés, parallel distributed control

(PDC)), sendo definido como se segue:
=Y () Kz(t), €K, (15)

em que K; € R™*™ sdo os ganhos a serem determinados. A ideia geral do controlador PDC
¢ que cada ganho compensard seu respectivo modelo local, de modo que o controlador
dependerd das fungoes «;(t) em cada instante do tempo. Entdo, o sistema fuzzy T-S em
malha fechada sera
Zz&l GU'I( ) Za] € Kr7 (16)
i=1j=1

€1m que Gij = Az + BZKJ

O objetivo desta parte do texto, sera mostrar alguns critérios para obter as con-
dig¢oes de projeto do controlador PDC expressas em LMIs, os quais serao uteis posteri-
ormente. A ideia geral desses critérios é indiferente a fun¢ao de Lyapunov empregada.
Portanto, para maior simplicidade, eles serao abordados usando uma func¢ao de Lyapunov

quadratica.

Dada uma funcio de Lyapunov quadréitica V(x) = z7(t)Px(t), sendo P € R™*"
uma matriz positiva definida. Entao, derivando a funcdo V(z) em relagdo ao tempo,

obtemos a seguinte condi¢do que garante a estabilidade assintética do sistema (16):
Z Z a;(t)oy(t)(PGy + GLP) <0, i,j €K,. (17)
i=1j=1

Desenvolvendo a expressao obtemos

Z Z(t)(PGy + GLP) + Z Z a;(t)oy(t)(PGy; + PGy + GLP + GJ,P) < 0. (18)
=1 j=i+1

A desigualdade (18) depende das MFs. Porém, devido a (9), as condi¢bes podem ser

obtidas na forma de LMIs. Com base nisso, segue o teorema:

Teorema 3. O sistema (7) é estabilizdvel pelo controlador fuzzy (15) com os ganhos dados
por K; = MIX ™Y se existirem uma matriz simétrica X € R™™ e matrizes M; € R™",

que satisfacam os sequintes conjuntos de LMIs:

X >0, (19)
XAT + A X+ M/'Bl + B.M; <0, i€k, (20)

XA+ AX + XAT + AjX + M]'B] + B;M,
+M Bl + BiM; <0, i,jeK,, i<j (21)
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Demonstragio. A prova do teorema pode ser obtida em Tanaka e Wang (2001). O

O Teorema 3 mostra as condi¢bes mais cldssicas para o projeto do controlador
PDC. No entanto, também mostra a vantagem sobre o controlador linear. Por exemplo,

note que no caso de um controlador linear u(t) = Kxz(t), as condi¢oes de projeto podem

ser obtidas substituindo os ganhos K = K; = --- = K, nas LMIs do Teorema 3, obtendo
X >0, (22)
XAT + AX+M"Bl + BM <0, icK,. (23)

Note que na condic¢ao (23), as matrizes de malha fechada A; + B; K precisam ser Hurwitz
para todo i € K,.. No entanto, no controlador fuzzy projetado com o Teorema 3, somente as
matrizes (G;;+Gji),1 < j € K, precisam ser Hurwitz, e nao todas as matrizes G;;, Vi, j €
K,. Portanto, uma vantagem importante do controlador PDC em relagdo ao controlador

linear consiste no menor conservadorismo das condigoes de projeto.

Observacao 5. Adicionalmente, as desigualdades do Teorema 3 foram obtidas com uma
andlise independente das funcoes de pertinéncia. Naturalmente, se algumas informacoes
das fungoes de pertinéncia fossem levadas em conta, como a;(t) < «;(t) para alguns
i,j € K., condigoes menos conservadoras poderiam ser obtidas (BERNAL; GUERRA;
KRUSZEWSKI, 2009). Contudo, essa possivel vantagem acaba se perdendo quando se

lida com sistemas nao lineares incertos.

Observacao 6. Podem ser obtidas condigcoes menos conservadoras expressas em LMIs,
ampliando o nimero de subindices no desenvolvimento da expressao (17). Por exemplo,
se Hij = PGy + GL.P, de (9) tem-se

T

SN wbas ) Hy = 3 303, (Das(t)os (1) H

i=1j=1 01=1i=1 j=1

=D DY D> an (b)) an (B)ai(t)a(t)Hyy < 0. (24)
l=1  =1i=1j=1
A expressao (24) representa um somatorio de dimensao s+2, o qual pode ser desenvolvido
semelhante a (18) para obter LMIs menos conservadoras para valores mais elevados de s.
Inclusive, € possivel obter um valor de s de forma que as condicoes obtidas na forma de
LMIs sejam equivalentes a desigualdade (17), obtendo condigoes necessdrias e suficientes
para a estabilidade assintética (SALA; ARINO, 2007).

2.2.3 Condicoes de projeto alternativas

No Teorema 3 foram apresentadas as condig¢oes de projeto do controlador PDC,

obtendo-se termos que incluem o produto das matrizes A; e P nas LMIs. Entretanto, no
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caso em que a matriz paramétrica da funcao de Lyapunov nao seja constante (no caso
da fungao de Lyapunov fuzzy), a desigualdade (17) exigird procedimentos adicionais para
obter as condigoes expressas em LMIs. Portanto, requer-se condigoes alternativas para o

projeto do controlador.

Teorema 4. Dado um escalar p € R. O sistema (7) € estabilizavel pelo controlador fuzzy
(10) com os ganhos dado pelo K; = MI X~ se existirem uma matriz simétrica X € R™"

e quaisquer matrizes R € R™", M,; € R"™™  que satisfacam os sequintes conjuntos de

LMIs:

X >0, (25)
=i <0, icK,, (26)
Eii+2: <0, i,7ekK,, i<y, (27)
em que
— | AiR" + RA] + B;M] + M;B} *
| X+ wART+BMI) - R —u(R+R")

Demonstracao. Considerando a funcao de Lyapunov quadratica
V(z) =27 (t)Px(t). (28)
Obtem-se a derivada com respeito ao tempo
V(z) =27 (t)Px(t) + 7 (t) Pa(t). (29)

A partir de (16), temos

S )y (t) [As + B a(t) = 0. (30)

i=1j=1

Portanto, (29) pode ser expressa como
V(x) =T (t)Px(t) + 27 (t) Pi(t)
—2[a" ()R + 3" (H) Ry x ZZ% A+ BKj|z(t)| . (31)

i=1j5=1

Considerando o vetor ampliado 2(¢) = [T (t) 27 (¢)]" e lembrando a condigao (9), obtém-

V() = Z: > ailt)ay ()T (4)Zi52(8), (32)
em que

(1>
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Desenvolvendo o somatério como em (32), obtemos as condigoes que garantem a

estabilidade assintotica do origem para o sistema (16)

1>

Z: <0, iekK, (33)
i +5i<0, i,jeK,, i<y, (34)

Note que a matriz éij contem um termo nao linear dado pela expressao R B; K. Entao, a
fim de obter as condicdes de projeto expressas em LMIs, define-se a matriz R = Ry, sendo
Ry = pR™', M; = RK] e X = RPR". Por fim, multiplicando (33) e (34) por diag{ R, R}
e diag{ RT, RT} nos lados esquerdo e direito respectivamente, obtemos as desigualdades
(26) e (27). m

O Teorema 4 mostra as condi¢oes para o projeto de um controlador PDC. De
forma semelhante, se considerarmos u(t) = 0 no sistema (7), a partir de (31) obtemos as
condicoes de estabilidade do sistema em malha aberta expressas en LMIs. Além disso, o

Teorema 4 oferece alguns vantagens importantes sobre o Teorema 3

o Acrescenta as matrizes auxiliares R; e Ry, gerando condi¢oes mais gerais e menos
conservadoras. De fato, se assumirmos R = P e u — 0 no Teorema 4, obteremos as

condi¢oes dadas no Teorema 3.

o Desacopla a matriz paramétrica P do produto A;P, o qual permite o uso de fungoes

de Lyapunov com multiplas matrizes P;,7 € K.

o Favorece na obtencao das condigoes de projeto dos controladores via LMIs, pela

definicao Ry = pR;, sendo 4 um parametro escalar de ajuste.

Observacao 7. O procedimento ao expressar a derivada de V(x) como em (31) é conhe-
cido como o método descritor, o qual é desenvolvido pela andlise do modelo descritor
equivalente ao sistema. Para maior esclarecimento sobre o nome do método, note que o
sistema (7) pode ser representado como o sequinte modelo descritor (TANIGUCHI et al.,
1999):

B(t) = 33 ault)ay () [A15(0) + Bu(t). (35)

i=1j=1

T I 0 0 I 0
sendo &(t) = |zT(t) T(t)| , E = , A = e Bf = . A fungio de
(t) = [27(t) @7(1)] - 4 -1 p|- A s
Lyapunov para o modelo descritor é dada por (TAKABA; MORIHIRA; KATAYAMA,

1995)

V(z) =27 () EP#(t), (36)
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N P 0
em que P = ! P e P € uma matriz simétrica positiva definida. Entdo, tomando a
2 13
derivada
: AT ST 1A T - T Pl PQC,F A
V(w) = 22" () PTER(t) = 2 [T (t) &7 (t)] o pr| B0, (37)
3

Substituindo o sistema (35), obtém-se

P, P
0 Pr

()

Vi) =2[a"(t) @7 (1) —i(t) + S0y Yoy ci(t)ay(t) [Ag(t) + Biu(t)]

(38)

Portanto, desenvolvendo (38), a expressao (31) € justificada.

No Teorema 4, o conservadorismo das LMIs para o projeto do controlador depende
da escolha do escalar p. Nesse sentido, as condi¢oes do Teorema 4 podem ser consideradas
como um problema de otimizagdo com o objetivo de determinar o valor de p que gera
as condi¢oes menos conservadoras. No entanto, neste trabalho, a comparacao do grau
de conservadorismo serd feito considerando o mesmo valor de p nas condigbes a serem

comparadas.

Observacao 8. As definicoes R = Ry' e Ry = uR™" sdo necessdrias para o controlador
PDC, mas aumentam o conservadorismo das condi¢oes ao obter apenas uma matriz de
relazamento R. Essa defini¢io ndo é necessaria no caso do controlador non-PDC' (veja o

Capitulo 5), o que é uma causa do baixo conservadorismo desse controlador.

2.2.4 Andlise da estabilidade assintdtica local

Na analise de estabilidade assintética, um dos aspectos importantes consiste em
identificar o dominio de atracdo de um ponto de equilibrio. Entretanto, a determinacao
dessa regiao na maior parte dos sistemas nao lineares é muito complexa ou até mesmo
impossivel em alguns casos (KHALIL, 2002). Portanto, o principal objetivo consiste em
obter uma estimativa mais precisa do dominio de atracao. Para isso, a funcao Lyapunov

desempenhara um papel importante.

A Definicao 3 estabelece os requisitos para garantir a estabilidade assintética global
de um sistema nao linear. No entanto, esses requisitos se tornam insuficientes quando a
estabilidade do sistema ¢é analisada pelo modelo fuzzy T-S do sistema. Ou seja, mesmo
que encontremos uma func¢ao de Lyapunov V : R" — Ry+ radialmente ilimitada, a
modelagem local do sistema fuzzy na regiao F restringe que a estabilidade assintotica nao

seja global. Ademais, ndo podemos nem mesmo afirmar que a regiao F esta incluida no
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dominio de atracdo, mas apenas que a estimativa do dominio de atracao é uma regiao

incluida em F.

A fim de estimar o dominio de atragao usando a fun¢ao Lyapunov, seja o seguinte

conjunto:
G.={z(t) e R"/V(z(t)) < c}. (39)

A superficie 0G, = {z(t) € R"/V(z(t)) = ¢} é conhecida como uma superficie de nivel
da func¢ao de Lyapunov V(z(t)). Entdo, se dado ¢; > ¢y é evidente que, se a trajetéria
do sistema ficar na superficie 0G,,, ele seguira para 0G,,, e assim até atingir o ponto de
equlibrio. Entao, toda superficie G, C F estara incluida no dominio de atragao. Portanto,
a regido Gg, em que ¢* = max{c € RT/G. C F} serd a estimativa mais precisa do

dominio de atragao usando a superficie de nivel (KHALIL, 2002).

A Figura 3 ilustra a regiao G-, sendo a estimativa mais precisa do dominio de
atracdo para uma fungdo de Lyapunov V(z(t)) escolhida. Entao, a questao principal
consiste em como obter o valor de ¢*. Como primeira tentativa, podem ser realizados
varios testes de avaliagdo e erro, tentando obter o valor mais préximo de ¢*. No entanto,

uma maneira mais eficaz é converter essa questao na forma de um conjunto de LMIs.

Para o seguinte teorema, considere uma fungao de Lyapunov quadratica V (z(t)) =
2T (t)Pz(t), um conjunto F com z;, = 7;,Vi € K, e a notacio ¢; = [0.. L 0T e R™
i—th
Teorema 5. Suponha que existam uma matriz simétrica P > 0 e um escalar v > 0, tal

que o sequinte problema de otimizacao tenha uma solucao

m]%ny

1

?eiegp <P, ick,. (40)
P—~I<0. (41)

Entao, o conjunto Gy = {x(t) € R"/V(x(t)) < 1} é a estimativa interna mais prozima
possivel de G, em que ¢* = max{c € R" /G, C F}.

Demonstragio. A prova formal do Teorema 5 pode ser obtida em Lee, Park e Joo (2012).
O

Observe que as restrigoes sao dadas na forma de LMIs. Portanto, elas podem ser
adicionadas nas outras restrigoes de estabilidade, a fim de obter a estimativa do dominio
de atracao. Entretanto, como a matriz P esta envolvida com as condicoes de estabilidade,
a abrangéncia da regidao G; dependera do conservadorismo da funcao de Lyapunov es-
colhida, ou seja, para fungoes de Lyapunov que geram condigoes de estabilidade menos
conservadoras, serd obtida uma estimativa mais precisa. Além disso, o Teorema 5 pode

ser extendido facilmente para outras fungoes de Lyapunov, como sera discutido adiante.
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Figura 3 — Diferentes superficies de nivel incluidas na regiao F

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

2.3 FUNCAO DE LYAPUNOV FUZZY

Conforme mencionado, a escolha de uma funcao de Lyapunov adequada é o ponto
de partida para a obtencao de condi¢oes de estabilidade favoraveis. A proposta deste
trabalho é baseado em uma fun¢ao de Lyapunov fuzzy. Portanto, é importante mencionar

as vantagens e os desafios do desenvolvimento desta funcao.

Para uma melhor interpretagdao dos conceitos, nesta secao sera usado o seguinte
exemplo (RHEE; WON;, 2006):

Exemplo 3. Considere o seguinte sistema fuzzy T-S

-5 —4 —4 —4
A = Az =1 30—-2 3a—4 |,
-1 a
: 5 5
-3 4 2 -4
As=120-3 2a—6 |, A= = | (42)
L 5 5 -
com as seguintes fungoes de pertinéncia para i = 1, 2:
1 — senx;(t .
LIS
Myi(i(t)) = 0 Jzi(t) > -1 (43)
sendo Mo;(x;(t)) = 1 — My;(z;(t)) e os pesos dos modelos locais
ar(t) = My (z1(2)) Mia(22(t)), o (t) = M (21(t)) Maz(22(1)),
az(t) = Mo (21(t)) Miz(22(t)), aua(t) = Mo (z1(¢)) Moz (z2(t)). (44)

Dado o sistema fuzzy (7), a fungao de Lyapunov fuzzy serd definida como

vmngmmwmwx (45)
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Figura 4 — Trajetérias das fungoes quadraticas locais e a funcao de Lyapunov fuzzy para

uma condigdo inicial zo = [0.3

~0.3]
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

sendo P; € R™" ¢ € K, matrizes positivas definidas. A principal vantagem da funcao
(45) é que ela inclui a informagao dos MFs; isto é, introduz informagoes adicionais sobre o
sistema fuzzy na funcao candidata de Lyapunov. Essa é uma vantagem consideravel em re-
lagao a fungao de Lyapunov quadratica, pois esta inclui apenas as informagoes dos estados
do sistema, sendo indiferente ao sistema em estudo, ou seja, podem ser usadas até mesmo
para sistemas nao fuzzy. Nesse sentido, o aprimoramento da funcao de Lyapunov fuzzy
em relacao a funcao quadratica é percebido quando, para que a fungao de Lyapunov fuzzy
(45) seja estritamente decrescente nao seja necessario que as fungoes x” (t) Px(t), Vi € K,
sejam decrescentes. Por exemplo, para a = —2 e b = 45 no Exemplo 3, a simulacdo mostra
—0.3].

Entao, considerando os seguintes valores arbitrarios para as matrizes positivas P;, 1 € K.

. [ 61,1065 —17,8611] [318,7045 11,6993 |
1 3 =

que o sistema é assintoticamente estavel no origem na condi¢ao inicial zo = [0.3

—17,8611 70,3286 11,6993 55,8397
P _ | 09,7869 8,6699 b _ | 506,3421 20,4269 |
ST 08,6699 56,1583 |7 ' | —20,4269 47,6441 |

A Figura 4 mostra o comportamento da fun¢ao de Lyapunov fuzzy para a condicao inicial

tamente decrescentes para que a fungao de Lyapunov fuzzy seja estritamente decrescente.

— 0.3]. Observa-se, que as fungoes z7(t) Pz (t), Vi € K, ndo precisam ser estri-

No entanto, o principal desafio surge quando se toma a derivada com respeito ao
tempo do (45), obtendo

T

V(x(t) =T (t) ; a;(t) P (t) + 27 (t) ; a; () Pa(t) + 2" (t) > du(t)Pa(t).  (46)

i=1
Note que os dois primeiros termos do lado direito representam uma combinacao convexa

das MFs. No entanto, (46) apresenta um termo adicional que depende das derivadas dos
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Figura 5 — Regides admissiveis para a trajectéria do sistema no Exemplo 3, F (linhas
ponteadas), F N H (cor amarela) e G, (cor verde) (a)p; = 9. (b)p; = 4

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

MFs, as quais nao satisfazem as propriedades de um conjunto convexo. De fato, a partir

da premissa «;(t) € C! e de (9), obtemos
> di(t) =0, (47)
i=1

sendo ¢;(t) uma funcion continua e limitada.

O desenvolvimento adequado do termo z7 (¢) >1_; () Piz(t) tem sido um assunto
amplamente abordado nas pesquisas dos ultimos anos, em que varios métodos foram
propostos. Assim como mencionado no Capitulo 1, esses métodos podem ser classificados
como, métodos que exigem conhecimento do limite p;, tal que |&;(t)] < pi,i € K, e
métodos que abordam o termo sem precisar do valor dos p;. A principal vantagem do
primeiro grupo de métodos é que, para valores mais baixos dos p;, o conservadorismo das
condicoes é consideravelmente reduzido. Entretanto, esses métodos também geram uma

limitagao na regiao do dominio de atracao dado pelo seguinte conjunto:

H = {2(t) € R"/|cu(t)| < pi,i € K, }. (48)

Considere a = —2, b = —15 e o conjunto F definido para 7; = Z; = 5 no Exemplo
3. As Figuras 5(a) e 5(b) ilustram a regiao (cor amarela) FNH para py = p; =9 e p; =
p2 = 4, respectivamente. Note que, no primeiro caso ¢ obtida uma regiao mais extensa.
Assim, para uma funcdo de Lyapunov arbitraria, observe-se que o possivel dominio de
atragdo estimado G, em que ¢* = max{c € R"/G, C F N H}, serd muito maior na

Figura 5(a) do que na Figura 5(b).

A fim de obter a estimativa do dominio de atragado usando uma funcao de Lyapunov

fuzzy, requer-se adicionar no Teorema 3 uma restri¢ao adicional que garanta que o dominio
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de atragao esteja incluido em H N F. Para isso, a;(t) é representado como (TANAKA,;
HORI; WANG, 2001)

80./g
Ox(t)

G (t) = Z% t)&eci(t), ek, (49)

em que &/, € R" é um vetor constante, e ¢ (x(t)) é uma funcdo nao linear que satis-

faz e (x(t)) € [0,1] e X2 qe(x(t)) = 1. A expressdo (49) indica que % pode ser
representada como uma combinacao convexa de func;oes nao lineares na regiao F. Essa

~ ; ~ Qo (t
representacao ¢ possivel porque as fungoes Palt dependerao das variaveis premissa do

modelo fuzzy T-S, as quais foram definidas para obter o modelo fuzzy T-S na regiao F.

O teorema a seguir amplia os resultados do Teorema 5.

Teorema 6. Seja o sistema fuzzy (7) com u(t) = 0 e os escalares dados p;, tais que
la; (1) < piyi € K. Suponha a existéncia de matrizes simétricas P; > 0 e escalares

gi,t € K., tais que o sequinte problema de otimizagdo tenha uma solucao

Prgi |

1

_—261»6? <P, 1€k, (50)
T

P—~I <0, 1€k, (51)
Tfj‘f‘TﬁjSO’ i <J, 4,5l ekK, 66{17"'78}7 (52)

sendo

—P *

Tfe. —
T gi&eAi =29+ %

Entao, o conjunto Gy = {x(t) € R"/V(x(t)) < 1} é a estimativa interna mais prozima
possivel de G = {x(t) € R"/V(x(t)) < ¢*}, em que ¢* = max{c € RT/G. C FN H} e
V(x(t)) = Xioy ca()a” () Pra(t).

Demonstragio. A prova formal do Teorema 6 pode ser obtida em Lee, Park e Joo (2012).
O

O Teorema 6 apresenta as condigoes para estimar o dominio de atragdo usando
uma fungao de Lyapunov fuzzy. Observe que, em contraste com o Teorema 5, as condigoes
agora dependem do sistema fuzzy empregado. Isso prova, mais uma vez, que o uso de uma
funcao de Lyapunov fuzzy introduz as informacoes do sistema fuzzy T-S nas condigoes
expressas em LMIs. Além disso, do mesmo modo que o Teorema 5, o Teorema 6 pode ser

estendido a outras fungdes de Lyapunov.
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2.4 TECNICAS DE RELAXAMENTO BASEADAS EM SUB-REGIOES

O conceito de sub-regides é caracteristico dos sistemas chaveados com uma fungao
de chaveamento dependente do estado do sistema, devido a que estes sistemas geram
sub-regioes limitadas pelas superficies de chaveamento. Por exemplo, dado o seguinte

sistema chaveado:

i(t) = fo(2(1)), (53)

em que fo(x(t)) € {fi(z(t)),..., fp(x(t))} é uma funcdo definida como em (1) e o : R" —
K,. Entao, dado uma respectiva funcao de chaveamento, o espago R" serd dividido em sub-
regides €y, ¢ € K, pelas superficies de chaveamento (em que o conjunto {i € K,/&(t) =
fi(t)} tem mais de um elemento), conforme mostrado na Figura 6. Na literatura, as sub-
regides obtidas pela funcao de chaveamento sao adequadas para o uso das fungoes de
Lyapunov por partes, as quais precisam garantir a estabilidade do ponto de equilibrio

apenas em sua sub-regiao designada.

De maneira geral, a fungao de Lyapunov por partes pode ser definida como V,(z(t)),
a qual pertence a familia de fungdes continuas de Lyapunov {Vi(z(t)),..., V,(z(t))} ra-
dialmente ilimitadas (neste caso apenas fungoes definidas positivas), e o(t) € {1,...,p}
¢ uma fungao constante por partes, a qual define o valor de V,(z(t)) em cada instante
de tempo. A funcdo Lyapunov por partes é de natureza descontinua, tendo um nimero
finito de instantes de discontinuidade; e sendo mais geral do que a fungao de Lyapunov
apresentada na Definicao 4, o que é uma evidéncia de seu potencial para reduzir o conser-
vadorismo das condi¢oes de estabilidade. No entanto, a ideia principal do uso da funcao
de Lyapunov por partes nos sistemas chaveados é mostrada na Figura 6, em que funcao
de chaveamento garante que cada subsistema fy(x(t)) seja atribuido em cada regiao .
Entao, cada fungao Vy(z(t)),¢ € K, é designada para cada sub-regiao €, exigindo que
essa funcao satisfaca as condigoes do Teorema 1 apenas em cada regiao especifica em vez

de em todo o espago R™ (LIBERZON, 2003; GEROMEL; COLANERI, 2006b).

2.4.1 Técnicas de relaxamento usando expressoes positivas

Baseado no uso das sub-regioes obtidas pela funcdo de chaveamento, uma abor-
dagem interessante é a adicao de termos nao negativos em todo espaco de estado nas
condicoes de estabilidade, a fim de reduzir o conservadorismo. Essa abordagem é muito
util para relaxar as condigoes expressas em LMIs, pois, embora o termo adicionado seja
positivo, ele nao exige a positividade estrita das matrizes envolvidas. Para melhor com-

preensao, seja o exemplo a seguir:
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Figura 6 — Visao geral da divisdo do espago R" devido a uma funcao de comutacao

o(x(t))

2 Va(x(t)) < 0
fa(t> = fQ(t)

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Exemplo 4. Considere que a seguinte desigualdade tenha que ser satisfeita:

2T () P(H)a(t) > 0, (54)

em que z(t) € R™ é o vetor de estado do sistema e P(t) € R"*" é uma matriz simétrica
dependente do tempo. Se a matriz P(t) fosse uma matriz constante, a condigao (54)
restringira que a matriz P(t) seja necessariamente semi-definida positiva, garantindo assim
a desigualdade para todo z(t) € R™. Porém, se 27 (¢) P(t)x(t) fosse uma fungio por partes
ativado por uma fungdo dependente do tempo, ou seja, P(t) € {Py, Ps, ..., P,} em cada
intervalo de tempo. Entao, nao é necessario que as matrizes F;, Vi € K, sejam semi-
definidas positivas. Por exemplo, se para n = 2 temos

x(t)_[xl(t) ! 0]76 Pz_[—l 0]'
0 -1 0 1

.Tg(t)

Se for definida

P, ()] = faa(t)]
P(t) —
g { Py lealt)] > [ea(t) )
A funcio o7 (t)P(t)x(t) serd
eT () Pa(t) = 22(t) — 22(t), ou a2’ (t)Px(t) = 25(t) — 22(t). (56)

Entdo, a desigualdade (54) serd garantida para todo x(t) € R?, mesmo quando as matrizes

P, e P, nao sejam semi-definidas positivas.

A Figura 7 ilustra as sub-regides obtidas pela fun¢ao por partes (56), em que as
matrizes P; e P, precisam apenas satisfazer a condigdo (54) apenas em suas respectivas

sub-regioes ; e Qy. Assim, o Exemplo 4 mostra que a positividade (ou negatividade)
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Figura 7 — Sub-regides obtidas pela funcao por partes fornecida no Exemplo 4

x2(t)

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

de uma fungao de Lyapunov por partes para tudo z(t) € R™ ndo precisa que as matri-
zes paramétricas sejam ser positivas ou negativas definidas, mas pode depender apenas
de matrizes simétricas. Portanto, a expressao poderia ser adicionada na desigualdade

V(x(t)) < 0, introduzindo assim varidveis (matrizes e escalares) de relaxamento.

Embora a funcao de Lyapunov por partes é muito 1til no relaxamento das con-
di¢oes, a principal desvantagem ¢ lidar com os pontos de descontinuidade, isto é porque
nesses pontos, a funcao de Lyapunov pode-se tornar maior, precisando-se condi¢oes mais
gerais do que o Teorema 1. Portanto, uma das fungoes de Lyapunov por partes mais
comumente usadas é a chamada fungado de Lyapunov por partes do tipo minimo,
definida como segue:

Vo (a(t)) = min{Vi(z())}. (57)

i€K,
Entao, para o caso de ter fungoes de Lyapunov quadraticas, a funcao de ativagao depen-
dente do estado sera

o(t) = arg min{z” (t) P (t)}, (58)

i€Kp
e serao geradas as sub-regioes 2,7 € K.

A fungao de Lyapunov (57) tem a importante vantagem de nao ter pontos de des-
continuidade (mas nem é estritamente continuo (C')), sendo apenas necessario satisfazer
que V;(z(t)) < 0 para cada intervalo em que a funcao V;(z(t)) esteja ativa (LIBERZON,
2003). Além disso, a funcdo min{...} gera vantagens para a obtengdo de expressoes
positivas. Por exemplo, seja o caso particular em que temos um conjunto de fungoes de

Lyapunov quadréticas, ou seja, V;(z(t)) = 2T (¢t) P,z (t), Vi € K,. Entdo, baseado na fungio
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de chaveamento (58), a seguinte expressao sera satisfeita:

2" (t)Px(t) — 2" (t)Poa(t) = 2" (t)(P, — P,)z(t) >0, VieK,, =z(t)e€Q,  (59)

Note que a desigualdade (59) ndo exige que a matriz (P, — P,) seja positiva semidefi-
nida. Adicionalmente, se multiplicarmos a desigualdade por os escalares \;; > 0, V1, j € K,

em que o indice j representa o valor da fungao o(t), somando os termos obtemos
Z)\Z]x )P — Py)x(t) >0, Vi,jekK, =z(t)eq. (60)
Portanto a condigao de estabilidade poderia ser expressa como

+Z/\Z]x (P, — Px(t) <0, Vi,jeK, xz(t)eQ;. (61)

A condicao (61) pode reduzir o conservadorismo das condigoes de estabilidade.
Entretanto, a principal desvantagem reside na nao linearidade da expressao (60), gerando-
se um problema de grande dificuldade de solugdo (CHEN et al., 2012; SOUZA et al., 2014).
A fim de tornar mais acessivel a solu¢ao do problema, um caso especial pode ser obtido,
embora mais conservador, que permite expressar as condigoes de estabilidade para os
sistemas fuzzy T-S na forma de LMIs. Entao, se consideramos p = r (r é o nimero de

regras fuzzy) e \;; = o;(t),Vj € K,, obtemos
+Za, (P, — P)a(t) <0, VijeK, z(t)eq, (62)

Portanto, embora a expresao (62) seja mais conservadora que (61), ela facilita a obtengao

de condigoes na forma de LMIs.

Observagao 9. A expressao (62) é comumente empregada na estabilizagao de sistemas
chaveados lineares. Em Liberzon (2003), a expressio foi obtida usando o S-procedure a
partir de (59). Além disso, a abordagem apresentada em Geromel e Colaneri (2006b), ba-
seada nas matrizes de Lyapunov-Metzler, também pode ser obtida substituindo os escalares

Aie pelos elementos da matriz do tipo Metlzer.

Este trabalho serd abordado usando uma fungao de Lyapunov fuzzy suave V' (z(t)).
Portanto, embora a fun¢ao o(z(t)) gere as sub-regides no espaco R™, se fosse considerado
um sistema sem chaveamento, como em (1), essa abordagem nao seria favoravel, pois
V(x(t)) < 0 teria de ser satisfeita para um tinico sistema em todo o espaco de estado. Além
disso, o relaxamento usando expressoes positivas também nao poderia ser aproveitado se
cada sub-regido estiver relacionada a um tnico sistema. Contudo, esse problema pode ser

resolvido com a aplicacdo de um controlador chaveado no sistema (1).
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2.5 CONTROLE CHAVEADO

A fim de encontrar novas estratégias de controle com melhor desempenho, o con-
trolador chaveado tem sido estudado ha muitos anos e para diversos tipos de sistemas.
De modo geral, o controlador chaveado é um tipo de controlador de estrutura variavel
que dado um conjunto de ganhos, apenas um ganho ¢é ativado para cada intervalo de
tempo. Esta ativacao é regida por uma fun¢do de comutacao, a qual pode ser uma funcao
arbitraria ou uma funcdo projetada com um objetivo especifico (LIBERZON; MORSE,
1999). Este trabalho ¢é focado no segundo caso, em que a fungao de comutagao sera pro-
jetada com o objetivo de melhorar a eficiéncia em comparagao com o uso de um tnico
ganho. Isto é, dado um ganho dependente das fungbes de pertinéncia K(a) € R™ ™ a
qual deve ser projetada para tornar estavel um ponto de equilibrio de um sistema fuzzy
T-S. Entao, o principal objetivo do controlador chaveado sera melhorar a eficiéncia do
controlador reduzindo o conservadorismo das condigoes de projeto. Nesse sentido, serd
projetado um conjunto de ganhos dependentes de «;(t): {K;(«a), Ko(a), ..., K,.(a)}, em

que K;(a) € R™*" i € K, e com uma lei de controle chaveada definida como
u(t) = Kq(o)x(t), (63)

em que a funcdo o : Rt — K, define o ganho que estard ativo a cada instante de tempo
e sera chamada como a lei de chaveamento. Esta fungao serd projetada com o objetivo

de garantir a estabilidade do ponto de equilibrio do sistema.

A Figura 8, ilustra o diagrama de blocos do controlador chaveado geral definido
em (63). Neste trabalho serd considerado que todas as variaveis de estado do sistema
estao disponiveis para sua realimentacao. Entao, a fungiao o(x(t)) dependente do vetor de
estado podera ser implementada e gerar varias regioes no espaco divididas por superficies

de chaveamento.

Como foi mencionado na se¢ao anterior, as varias regioes geradas por uma lei de
chaveamento dependente do estado podem ser aproveitadas por uma func¢ao de Lyapunov
por partes, se a cada regiao for atribuida uma funcao de Lyapunov especifica. Entre-
tanto, para uma funcao de Lyapunov estritamente continua, essa estratégia nao pode ser
aproveitada. Outra maneira de fazer uso das regides geradas seria atribuir um sistema
especifico a cada regidao, ou seja, cada sistema teria que atender as condigoes de estabi-
lidade apenas na regiao que foi atribuida a ele. Em principio, essa estratégia nao tem
éxito em sistemas sem comutacao. No entanto, uma solugao interessante é considerar um
controlador chaveado, ja que, em malha fechada, obteremos um sistema chaveado. Por-
tanto, para aproveitar as vantagems das sub-regioes obtidas, uma lei de controle do tipo
min{...} ou max{...} apresenta grande potencial para desenvolver essa estratégia por

meio de condigoes expressas na forma de LMIs.
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Figura 8 — Diagrama de blocos do controlador chaveado

(1)
u®) , T-S Fuzzy System

oK1 () ai(t)

A

O

A

(
fE—
o(z(t))

Fonte: Elaboracao do proéprio autor.

De maneira geral, a lei de chaveamento do tipo min{. ..} ou max{...} empregado

neste trabalho tera a seguinte forma:

o(x(t)) = arg Jrg%gri{xT(t)Qj(a)x(t)}, ou (64)
o(w(t)) = arg max{a" (1)Q;(a)z(t)} (65)

em que a matriz Q;(a) € R™", j € K, é uma matriz dependente das MFs e vai ser obtida
da solugdo das condiges na forma de LMIs. A expressao arg minjeg, {7 (£)Q;(a)z(t)} é
a lei de chaveamento e refere-se ao indice j, em que a fungdo a7 (t)Q;(«)x(t) assume seu

valor minimo em cada instante de tempo.

Observagao 10. A lei de chaveamento baseados nas fungoes min{. ..} oumax{...} terdo
uma importante diferenca se forem abordadas usando uma fungdo Lyapunov por partes do
tipo min{. ..} ou max{...}. Por exemplo, se a func¢io de Lyapunov fosse

V(z) = max{z" (t)Px(t)}. (66)

1€K

Como a fungio (66) ndao é diferencidvel, a derivada é abordada por meio da derivada
direcional. Chegando a concluir que, para uma fung¢do Lyapunov (66), a estabilidade do
sistema nao pode ser garantida se a trajetoria do sistema for mantida em uwma superficie
deslizante. Mais informagoes podem ser encontradas em Geromel e Colaneri (2006b).
No entanto, este trabalho serd abordado por meio de fungoes de Lyapunov estritamente
continuas e diferencidveis. Entdo, o uso de uma lei de chaveamento baseado na funcao

max{. ..} ndo influird no desenvolvimento das condigoes do projeto do controlador.
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Para o desenvolvimento das condi¢oes de estabilidade na forma de LMIs e utili-

zando a lei de chaveamento do tipo min{...} ou max{...} é importante apresentar a
seguinte propiedade:

min{¢" (1) Xis(1)} < > Bi(t)s" (1) Xis () < max{c” (1) Xis(1)}, (67)

SR i=1 1B
em que X; € R ¢ € K, sdo matrizes simétricas, ¢(t) € R™ é um vetor dependente
do tempo, e 31_; Bi(t)sT (¢) Xis(t), B;(t) € R é alguma combinacio convexa dos elementos
T () Xis(t) € R, ou seja

G20, ¢ YAB =1 (68)

E importante notar que as fungoes mingex, {<7(£)Xis(t)} e max;ex, {7 (£)Xc(t)} depen-

dem do vetor ¢(¢) e podem sofrer mudancas em cada instante do tempo.

2.5.1 Controle chaveado com parametros incertos

Para os sistemas fuzzy T-S, a estratégia do controlador chaveado foi abordada
principalmente nos sistemas nao lineares incertos. Nesses casos, como os MFs nao podem
ser realimentadas, os ganhos a serem alternados serao geralmente constantes . Dado este
cenério, o controlador chaveado é baseado em uma lei de controle independente do a;(t),

como segue:
u(t) = Kyx(t), (69)

em que o ganho K, € R™ " pertence a um conjunto de ganhos constantes a serem
projetados {Kj, ..., K,}. A Figura 9 mostra o diagrama de blocos considerando a lei de
controle chaveado para sistemas incertos. Entao, com a lei de controle (69), o sistema (7)

em malha fechada sera
i(t) =Y ai(2(t)[Ai + BiK,]x(t). (70)
i—1

A proposta deste trabalho serda comparada com duas estratégias propostas na literatura.

A primeira foi apresentado em Souza et al. (2013), onde foi abordado um caso especial
do sistema fuzzy T-S, em que B = B; = By, = --- = B,, ou seja, o sistema em malha
fechada fica

r

#(t) = 3 au(=(0)[Aix(t) + Bu(t)]. (71)

=1

Assim foi proposto a seguinte teorema:
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Figura 9 — Diagrama de blocos do controlador chaveado para sistemas incertos

t
ul) » T-S Fuzzy System z(t)

T
o]

A

0

o (x(t)) je—

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Teorema 7. Considere as condigoes do Teorema 3 relacionadas ao sistema (71) e com a
lei de controle (15). Entao, os ganhos obtidos do controlador PDC pelo Teorema 3, a lei
de chaveamento

o(t) = arg min{z" (t)PBK;x(t)}, (72)

JjeKr

e o controlador (69), tornam o ponto de equilibrio x(t) = 0, do sistema (71), assimptdti-

camente estavel.
Demonstragio. A prova do teorema pode ser encontrada em Souza et al. (2013). O

O Teorema 7 apresenta uma lei de chaveamento que garante a estabilidade do
sistema, em base aos ganhos obtidos com o Teorema 3. Entao, o conservadorismo das
condi¢oes de projeto do controlador chaveado nao mudard em relagdo ao controlador
(15). Mas, uma desvantagem da lei de chaveamento (72) é que ela foi proposta para o
caso em que a matriz B; seja constante para todo i € K., ou seja, a matriz B(x) nao
contém termos nao lineares. Isto porque se a matriz B(z) depende das MFs, a lei de

chaveamento (72) dependera do termo

Z Z B,Kj, (73)
i=1j=1
ou seja, a matriz );; = PB;K; dependera de dois indices 7, j € K, e a desigualdade (67)
nao podera ser usada para gerar a lei de chaveamento (72). Este problema também foi
resolvido em Souza et al. (2013), ampliando a ordem do sistema. Contudo, a limitagdo de

exigir que a matriz P seja constante ainda permanece.
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Com o objetivo de obter uma lei de chaveamento em que a matriz (), seja indepen-
dente de qualquer matriz propria do sistema, a estratégia de adicionar termo positivos na
derivada da func¢do de Lyapunov foi amplamente utilizada. Isto é, da desigualdade (67)

obtemos
Vie) < V() +47(0) S ault)Qua(t) - minle” ()Qua(r)) (74)
Entdo, a desigualdade poderd ser desenvolvida, ficando
Vi) < Vi) + Y a2 (0)(Qi — Q))a(t), VijeK,, a(t)eQ  (T5)

Note que a desigualdade (75) é semelhante & desigualdade (62), em que a sub-regiao
Q= {z(t) € R"/2T(t)Q;x(t) = minjeg, {27 (t)Q;x(t)}}, mas com a diferenca de que a
matriz (); é uma matriz independente da funcao de Lyapunov. Esta estratégia pode ser

formalizada pelo seguinte teorema:

Teorema 8. (SOUZA et al., 2014) Assuma a existéncia de uma matriz simétrica definida
positiva X € R™" matrizes simétricas Z;,Q; € R™ ™ matrizes M; € R™", para todo

1, € K,, tais que as sequintes LMIs sejam satisfeitas:

BiM; + M/ Bl — Z; —Q; <0, (76)
XAT + AX +Zi+Q,; <0, (77)

em que P = X', Q; = X7 'Q;X~! e com os ganhos K; = M;X . Entdo, o contro-
lador (69) com a lei de chaveamento o(x(t)) = arg m%gn{xT(t)ij(t)}, torna o ponto de
g€,

equilibrio x(t) = 0 do sistema (7), assintoticamente estdvel.

Demonstragio. Suponha-se que (76) e (77) sejam factiveis. Multiplicando (76) e (77) por

X! = P no lado direito e esquerdo

X'BK;+ KB/ X' - X7'ZX' - X7'Q;X"' <0, (78)
ATP+ PA+ X'Z X'+ X7'Q: X! <0, (79)

Somando (78) e (79)
ATP+ PA;+ PBK; + K] BP+Q; — Q; <0, (80)
multiplicando por «;(t) e somando para todo i € K., obtemos
AT(@)P + PA(a) + PB()K; + K B (a)P + Q(a) — Q; < 0. (81)

Logo, multiplicando por 2 (¢) e (t) no lado esquerdo e direito respectivamente. Depois,

como a desigualdade (81) é satisfeita para todo j € K,, subtituimos j pelo o

27 (t) (A" ()P + PA(a) + PB(a)K, + K} B"(a)) Px(t)
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+at (H)Q(a)x(t) — 27 (1) Qo (t) < 0

V() +27(6) Y () Qia(t) — 27 (£)Qoa(t) < 0. (82)

=1

Finalmente da desigualdade (75), as condicdes (78) e (79) garantem que V(z) < 0. [

O Teorema 8 mostra a vantagem da aplicacdo de um controlador chaveado em um
sistema fuzzy T-S usando o termo positivo da forma dada em (59). De fato, se ndo fosse

incluido o termo positivo, teriamos a seguinte condicao de projeto:
AP+ PA;+ PBK; + K] B/'P <0, Vijek,. (83)

Entao, significa que cada ganho K terd que estabilizar todos os sistemas locais 7, ou
seja, o mesmo conservadorismo seria mantido se considerassemos K; = Ky = -+ = K,
e teremos as mesmas condigoes de projeto de um controlador de ganho tnico. Isso pode

ser comprovado com o seguinte exemplo:

Exemplo 5. Sejam os sequintes modelos locais de um sistema numérico T-S fuzzy (MO-
ZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009):

3.6 —1.6 —a —1.6 —0.45 —b
Al = ) A2 = ¢ ) Bl - ) BQ = .
6.2 —4.3 6.2 —4.3 -3 -3
(84)
Assim, para o caso a = 2 e b = 1.2, obtemos as matrizes );,7 € K, usando o
Teorema 8,

6.1405 —2.1954 3.0295 —1.0831

—2.1954 0.7849 —1.0831 0.3872

Entao pode ser verificado que nenhuma das matrizes Q); —Q;, Vi, j € K, é definida positiva
ou definida negativa. Isto comprova a reducao do conservadorismo das condi¢des, com o

uso de um controlador chaveado.
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3 ANALISE DA ESTABILIDADE CONSIDERANDO UMA FLF

No capitulo anterior, foram discutidas as vantagens do uso de uma funcao de
Lyapunov fuzzy. Foi também exposto o desafio de lidar com esse tipo de funcao. Este
capitulo se centra no uso de uma funcao de Lyapunov fuzzy (45), levando em conta o

conservadorismo e o esfor¢o computacional.

Como contetudo do capitulo, primeiro serao analisados alguns métodos propostos
na literatura para lidar com as derivadas das MFs. Em seguida, estes métodos serao
aplicados na analise de estabilidade, a fim de levar em conta suas vantagens tanto no
conservadorismo como o esforco computacional. Por fim, baseado nos resultados obtidos
serao apresentadas condigoes de projeto para o controle chaveado, focadas nos sistemas
nao lineares incertos. Alguns exemplos serao mostrados, a fim de examinar os métodos e

demonstrar o aprimoramento do controle chaveado proposto.

3.1 ANALISE DAS DERIVADAS DAS FUNCOES DE PERTINENCIA

O desafio de lidar com derivadas das MFs, foi descrito na Subsecao 2.3. Para este

objetivo, a seguinte suposicao sera considerada neste trabalho:

Suposicao 1. Supde-se que a derivada continua com respeito ao tempo de «;(t) seja

limitada, e os escalares p; € R que satisfazem |&;(t)| < pi, Vi € K, sdo conhecidos.

A Suposigao 1 baseia-se na premissa de que «;(t) € Cl. Além disso, ela introduz
a consideragao da regiao H (definida em (48)) na anélise de estabilidade. Portanto, pode
surgir a questao de obter os valores viaveis de p;. Embora seja verdade que em alguns
sistemas pode ser dificil obter os valores de p; de forma analitica (JADBABAIE, 1999).
Neste trabalho, o valor inicial de p; serd obtido pelo método descrito em Guerra e Bernal

(2009), para depois aumentar seu valor mantendo sua viabilidade por meio do Teorema
6.

Observacao 11. Certamente, alguns trabalhos nao consideram a Suposicio 1 para abor-
dar o problema (RHEE; WON, 2006; MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009), ou
seja, eles nao requerem um conhecimento prévio dos valores de p; para lidar com as deri-
vadas das MFs. Entdo, estes métodos tém a vantagem de obter condi¢oes globais (H = F).
Entretanto, como serd visto mais adiante, os métodos que consideram a Suposicdo 1 re-

duzem consideravelmente o conservadorismo das condicoes quando o valor de p; decresce.
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3.1.1 Estratégias iniciais

Para este capitulo, temos apenas como informacao a condi¢ao (47) e o valor de p;.
Entao, como as matrizes P; sdo definidas positivas para todo ¢ € K,., poderia ser obtida
inicialmente a restricao ., &;(t)P; < Y.I_, p; P;. Entretanto, isto supde que o valor de
&;(t),Vi € K, fica em p; em todo instante do tempo, o que conduz a um conservadorismo
forte. Uma melhor maneira de lidar com o problema é apresentado em Tanaka, Hori e
Wang (2003), onde devido a (47), segue-se que:

r—1

i:ldi(t)Pi _ Zl Gi(t)P, + 6, (P = 3 au(t)(P. — P). (6)

=1

Entéao, se a condigdo P, — P, > 0 é satisfeita para todo ¢ € {1,2,...,r — 1}, a seguinte

restricao pode ser obtida:

Zal P<szPZ P, (87)

em que a fungao &, (t) foi excluida da somatoria. Note que no lado direito de (87), temos

r—1 r—1 r r
Zal P<Zple B)=> pli=Y piPr =) pli=> piP.  (88)
=1 i=1 =1 =1

=1

Entao, o termo }_;_, p; P, reduz o conservadorismo da desiguladade com respeito a restri-
¢ao inicial 37, &;(8) P, < Y0 p; P;. Além disso, este procedimento pode ser aplicado para
excluir qualquer elemento dx(t), k € K,, e devido a que P; # P; para alguns 7,5 € K,

diferentes niveis de conservadorismo podem ser obtidos para cada k € K,.

Por outro lado, em Mozelli, Palhares e Avellar (2009), uma matriz simétrica cons-
tante M € R™™ é adicionada para relaxar as condi¢oes. Considerando uma matriz simé-
trica M € R™", tal que P, + M > 0,Vi € K,.. De (47) obtém-se

io@( Zal )P+ M) <szP+M) (89)

Observe que o relaxamento se deve ao fato que a matriz M nao precisa ser definida

positiva, e pode reduzir o valor de 27 (t) >7_; pi( P + M)x(t).

Combinando os métodos anteriores, em Faria, Silva e Oliveira (2013) foi apresen-

tada a seguinte igualdade:

Zaz P, = day(t)M + Z &) (P+ M —Py), kekK,. (90)
i=1,i#k
Entao, considerando P, + M — Py > 0, a seguinte restricao foi obtida:

Za, VP < +piM + Z pi( P+ M — Py), (91)
i1=1,i#k
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em que o sinal + significa que tem que ser igual a + ou —. Neste caso, a funcdo dy(t) foi
excluida, da somatoria e a matriz de relaxamento M foi introduzida, o que gera condig¢oes
mais relaxadas do que as mencionadas anteriormente. Além disso, observe que conservado-
rismo da expressao muda para diferentes valores de k € {1,2,...,r} escolhidos. Portanto,
para garantir a condi¢cao mais relaxada requer-se testar as condi¢oes de estabilidade r
vezes. A expressao (91) também foi utilizada em Wang et al. (2020), aplicado em obser-

vadores fuzzy.

Observacao 12. Pode-se estender a matriz auziliar M como uma matiz dependente dos
MFs, ou seja, ', a;(t)M;, o que permite obter resultados mais gerais e, portanto, menos
conservadores (LEE; PARK; JOO, 2012). Porém, essa consideragao também aumentard
o numero de restrigoes (LMIs). Assim, a fim de fazer uma compara¢io adequada dos

métodos, serd considerada uma matriz M constante.

3.1.2 Estratégias que consideram cenarios factiveis

As estratégias descritas apresentam uma abordagem baseada apenas na equacao
(47), o que gera uma metodologia mais simplificada. Contudo, possuem um conservado-
rismo consideravel devido que o vetor &(t) ser substituido pelo vetor [p; p2...], 0 que
nao ¢ um cendrio real devido a nao atender a condigao (47). Portanto, uma abordagem
mais apropriada é considerar que o termo Y_|_; &;(t)P; fique dentro de um poliétopo. Este
abordagem, fornecido em Geromel e Colaneri (2006a) para sistemas lineares com para-
metros variantes no tempo (LPV), define o seguinte hiperectdngulo que contém todos os

valores do vetor a&(t):
P ={a(t) e R/ —p;i < d(t) < p,i € K, }. (92)

Observe que os vértices do hiperretangulo serao os vetores em que os elementos sao todas
as combinagbes possiveis de &;(t) = +p;, gerando um nimero de vértices igual a 2".
No entanto, o conjunto P inclui vetores que nao satisfazem a equagao (47), o que gera
um numero muito grande de vértices e uma analise conservadora. Entao, para definir os

vértices do politopo adequado definu-se o seguinte hiperplano:
£ :={at) e R"/ca(t) = 0}, (93)

em que ¢ = [1, 1,... 1] € R". Portanto, as derivadas de tempo das MFs ficaram con-
tidas em um espago de dimensao r — 1, dado pela interse¢ao do hiperretangulo (92) e o
hiperplano (93)

G=ENP={alt)eR"/ —p; <) <pi,clat)=0,i € K.} (94)
Entao os vértices do politépo gerado G serdo definidos como 1/ = [V{ , l/g, V] ER.
Estes vértices podem ser reunidas na seguinte matriz:

H=['"v?.. V1] eR™. (95)
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em que cada vértice 17 satisfaz 37 =0,Vj € {1,2,...,n}. Assim, a principal vanta-

=1 z
gem do andlise dos vértices do politopo G é que qualquer elemento Y7 ; &;(t)P; pode ser

representado como uma combinacao convexa
Zaz t)F = Zﬁj t)> HajP, (96)
i=1

em que H(;; é o elemento da linha i e a coluna j da matriz H, e a funcao 3;(t) satisfaz
U

Bi(t) 20, > p;(t) =1. (97)
j=1

Um caso particular, em que p = p;,Vi € K,. O vetor 2/ deve conter todas as
combinagoes possiveis de +p que satisfazem YI_, v/ = 0. Nesse caso, o niimero de vértices

serao as combinacoes possiveis que podem ser calculadas por
(98)

o qual é menor que o nimero de vértices do hiperretangulo. Para perceber melhor a

vantagem dessa abordagem, para r = 2, teremos

H=1" _p, vértices do hiperretdngulo P = p’ P , P , —f , (99)
—p P p| |=p] | o] |-p

em que p = min;e g 93 p;- Note que, o niimero de vértices do politopo G é consideravelmente
menor do que o nimero de vértices do hiperretangulo P, reduzindo o nimero de restri¢oes

possiveis.

Apesar do potencial notavel do enfoque baseado em um politopo, uma desvantagem
encontra-se na dificuldade de obter os vértices no caso de ter intervalos nao homogéneos
p; < &;(t) < p;, em que 12 # p;. Nesses casos, uma ideia trivial seria estender o politopo G
de forma que os vértices sejam dados pelas combinagoes de +p, em que p = max;ek, {p;}.
No entanto, isso aumenta o conservadorismo, pois sao consideradas regides fora do hipe-

rectangulo P.

Por outro lado, em Lazarini (2021), ndo é mais considerado um método que aborda
apenas a matriz Y_._, ¢;(t) P;, mas foi abordado o termo dependente dos estados do sistema
S ()T (t) Pix(t). Entao, o assunto foi apresentado como um problema de otimizagao

com o objetivo de encontrar os limites 6timos constantes p! que satisfazem

IE?XQJU (t) ZozZ Pa(t)=2"(t)Y_ piPa(t), i€K,. (100)
a(t)e i

No entanto, como a fungao objetiva é dependente do tempo (do vetor de estados), a busca

pelos valores de p; nao é viavel. Entao, foi proposto um algoritmo que obtém conjuntos
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de limites 6timos p; = {pi;, p3;,--->Pr;} € G, Jj € K, 0s quais satisfazem condigao (47) e

a seguinte desigualdade:
Jnax. z’ Zaz Pa(t) > 2" (t) Y p;;Px(t), VjeK,, (101)
i=1

em que p = r! é o nimero de conjuntos de limites 6timos obtido para cada combinagao
de:

h>T> =21,
Nh>13> - 21, | binacs 109
T ST, > -7 r! combinacoes, (102)

sendo T; = z'(t)Pix(t). A ideia principal consiste em que cada instante do tempo serd

cumprida a seguinte igualdade:
max. z’ Zal Px maxx Zp”P:c (103)

Entdo, se todos os conjuntos pj fossem considerados nas restrigdes, ou seja, >7_; d;(t) P (t)
fosse considerado como »i_; pj; Pix(t), Vj € K,, a igualdade (103) seria garantida para

cada instante de tempo.

Cabe observar que, a andlise dos conjuntos p; € G ndo pode gerar um conser-
vadorismo menor do que a andlise usando os vértices do politopo G. Isso é, porque o
politopo G é a menor regidao que abrange todos os vetores possiveis &(t) no sistema
fuzzy T-S. Nesse sentido, devido a convexidade do politopo P, os conjuntos p; que
satisfazem a condig¢do (103) ficaram nos vértices do P. Assim, o conjunto dos vértices
w2 . v C ot ={p}, 0, ... , py}- Portanto, a grande contribugdo do algoritmo pro-
posto em Lazarini (2021) é que ela encontra os conjuntos p; € G, mesmo no caso de ter

valores diferentes de p; para cada i € K, ou ter intervalos nao homogéneos.

Observacao 13. Observe que os métodos analisados sao adequados para a andlise de
sistemas nao lineares com incertezas, pois eles usam apenas a equag¢io (47) para seu
desenvolvimento e ndo consideram nenhuma informagdo adicional sobre os MFs. Embora
seja verdade que existem resultados na literatura que utilizam mais informacoes das MF's
(LAM, 2018), esses resultados podem ser adicionados nas estratégias propostas para o uso

da fungdo de Lyapunov fuzzy.

3.2 ANALISE DA ESTABILIDADE

Considerando os procedimentos alternativos para lidar com as derivadas dos MFs,

é possivel obter condi¢oes de estabilidade para um sistema fuzzy T-S usando a fun¢ao de
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Lyapunov fuzzy definida em (45). Entao, serd considerado o seguinte sistema fuzzy T-S

en malha aberta:

i(t) = iai(t)Ai:v(t), i e K,. (104)

Da expressao (46), observe que os métodos discutidos na se¢do anterior analisam
independentemente o termo Y.!_; &;(t)Piz(t). Portanto, estes resultados podem ser in-
corporados nas condi¢oes de estabilidade sem comprometer as condigoes obtidas para os
termos restantes em (46). Para uma melhor compreensao, o seguinte teorema apresentado
em (MOZELLIL; PALHARES; AVELLAR, 2009) seré analisado:

Teorema 9. (MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009) Considere a Suposicio 1. O
ponto de equilibrio x(t) = 0 do sistema fuzzy T-S descrito em (104) serd assintoticamente
estavel, se existirem matrizes simétricas P; € R™" M € R" " e quaisquer matrizes

Ry € R™", Ry € R™™ que satisfacam o sequintes conjuntos de LMIs:

P, >0, (105)
P+ M >0, (106)
= <0, Viek,, (107)
em que
- P¢ + R1A; + A?Rr{ *

= = )

P+ RoAi— R —Ry— RY

P¢ = Z,Og(Pg —|— M)
/=1

Demonstragio. Dada a funcao de Lyapunov fuzzy (45), tomando a derivada com respeito

ao tempo, temos

V(z) = Vi(z) + 27 (t) ZT: &, (t) P(t). (108)
i=1

em que

Vi(a) = &7 (0) Y as(t)Pa(t) + a7() 3 au(t) P (1), (109)
i=1 i=1
Entéo, considerando o sistema (104) e aplicando o método do descritor para V;(z), obte-
mos
hie) = 3 i (050 0) (110)
i=1
em que

RiA; + ATRT %
| P4+ RoA; — RT —R,—RY
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A partir da definigdo das MFs dada em (47) e da condigao (106), o termo depen-

dente das derivadas das MFs pode ser expresso como

idi(t)Pz’ < iai(t) lz pe( Py + M)] : (111)

l=1

Portanto, substituindo (110) e (111) na expressao (108), obtemos
V() < ai)iT ()2 (1) (112)

Por fim, a condigao (107) garantird que V(z) < 0, e assim, o ponto de equilibrio z(t) = 0

serd assintoticamente estavel. O

O Teorema 9 apresenta as condigdes para garantir a estabilidade assintética do
sistema (104). Além disso, observa-se em (108), que a derivada da fun¢ao de Lyapunov
fuzzy foi separado em duas expressoes, obtendo-se restri¢oes de cada uma delas indepen-
dentemente. Isso mostra, que quaisquer restricoes obtidas pelos métodos analisados na
subsecdo anterior, podem ser adicionadas & mesma expressio de V;(z) dado em (110).
Nesse sentido, para uma justa comparagao do conservadorismo, sera analisado conside-

rando a expressao (110) para todos os métodos.

Exemplo 6. Considere um sistema numérico fuzzy T-S com os seguintes modelos locais:

5 —4 —4 —4
A= Ao = 3b—2 3a—4 |,
-1 a
: 5 5
-3 —2 —4 ]
A= 20-3 2a-6 |, =] | (113)
L 5 ) -
e com as seguintes fungoes de pertinéncia para i = 1, 2:
1 —sinx;(t
M1 (1) = LA < 7 an
sendo My;(z;(t)) = 1 — My;(24(t)) e os pesos dos modelos locais
ai1(t) = Mix(z1(t)) Miz(22(t)), aa(t) = Mui(z1(t)) Maa(z2(1)),
az(t) = Mo (21(t)) Miz(22(t)), aua(t) = Mo (z1(t)) Maz(z2(t)). (115)

Note que a regido de modelagem ¢ definido como F = {z(t) € R"/||z;(t)| <
w/2,i = 1,2}. Além disso, seguindo a analise apresentada em (GUERRA; BERNAL,
2009) tem-se

OM,;(2(t))

A = ‘ oyt 0

y U € Knv] S pr (116)
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Figura 10 — Regido de factibilidade para p; = 7/4,i € K., Mozelli, Palhares e Avellar
(2009) (e), método do politopo (o,e,e). (a) Faria, Silva e Oliveira (2013)
para k =1 (e,e). (b) Faria, Silva e Oliveira (2013) para k =4 (e)
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Entéao, para no Exemplo 6, como z(t) = z(t) e das fung¢oes dadas em (114), obtemos como

valor inicial p; = Avjueqi,2y = 7/4,Vi € K.

Neste trabalho, as solu¢oes das LMIs foram obtidas usando os tooboxes YALMIP
(LOFBERG, 2004) e SeDuMi (STURM, 1999) na interface do MATLAB.

As regioes de factibilidade sao apresentadas na Figuras 10, em que o método
apresentado em Mozelli, Palhares e Avellar (2009) gera as condigoes de estabilidade mais
conservadoras. Em contraste, o método do politopo apresenta a maior regiao, provando
ser o método menos conservador. Adicionalmente, observe na Figura 10(a), que o método
apresentado em Faria, Silva e Oliveira (2013) para k = 4 apresenta a mesma regiao de
factibilidade que o método proposto em Mozelli, Palhares e Avellar (2009), mas, para
k = 1 na Figura 10(b) mostra que a regiao de factibilidade é consideravelmente ampliada.
Isso prova, que o método proposto em Faria, Silva e Oliveira (2013) requer o teste das

LMIs r vezes, a fim de obter o caso menos conservador.

O método do politopo apresenta uma regiao de factibilidade um pouco mais ampla
do que os métodos analizados. Contudo, o dominio de atracao do sistema ainda nao foi
levado em consideragao. Isso ¢ importante porque, como visto na Figura 5, para valores
menores de p, a regiao H N F diminuira, reduzindo a possivel estimativa do dominio
de atracdo. Portanto, ¢ importante analisar a regiao de factibilidade levando em conta
um valor de p mais rigoroso. A Figura 11 mostra a regiao de factibilidade considerando
pi = 10,7 € K,.. Note que, o método do politopo ainda continua mantendo a maior regiao

de factibilidade do que os outros métodos.
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Figura 11 — Regiao de factibilidade para p; = 10,7 € K,, Mozelli, Palhares e Avellar
(2009) (o), método do politopo (o,e,e). (a) Faria, Silva e Oliveira (2013)
para k =1 (e,e). (b) Faria, Silva e Oliveira (2013) para k =4 (e)
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

A fim de obter uma estimagao do dominio de atragao, sera empregado o Teorema 6
considerando p; = 10,7 € K,.. Como foi mencionado, as restrigoes do Teorema 6 podem ser
incluidos nas condigdes de estabilidade dos métodos abordados. As Figuras 12(a) e 12(b)
ilustram a estimacao do dominio de atragdo usando os métodos abordados para (a,b) =
(—6,35) e (a,b) = (—2,12), respectivamente. Note que, a estimativa do dominio de atragao
G empregando o Teorema 6 é valido e fica dentro da regiao F N H. Adicionalmente, a
estimagao do dominio de atragao usando o método do politopo (cor preta) engloba as
estimativas geradas pelo método apresentado em Mozelli, Palhares e Avellar (2009) (cor
vermelho) e pelo método apresentado em Faria, Silva e Oliveira (2013) (cor azul). Isso

devido ao menor conservadorismo.

Adicionalmente, observa-se na Figura 12, que como foi comentado no capitulo
anterior, o Teorema 6 apresenta s6 uma estimativa do dominio de atracao. Isto é, que a
regiao estimada ¢ s6 uma regiao incluida no dominio de atracao real. De fato, é evidente
que neste exemplo, o dominio de atragao nao podera ser estimado exatamente usando a

superficie de nivel de uma fun¢ao Lyapunov do tipo elipsoidal.

Por outro lado, note que a Figura 11 mostra uma regiao de factibilidade menor em
cada método do que a Figura 10. Isso deve-se ao fato que o conservadorismo das condi¢oes
analizadas estdo relacionadas ao valor de p;. A fim de esclarecer melhor a relacdo do

conservadorismo com respeito aos valores de p;, é apresentado o seguinte exemplo:
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Figura 12 — Regioes admissiveis para as trajetorias de estado do sistema para p; = 10, OF
(linhas ponteadas), F N H (cor amarela) e as superficies de nivel estimadas
com o Teorema 6 (a) [a,b] = [—6,35]. (b) [a,b] = [-2,12]

2
1t
z9(t) 0
1t
2
) 2
Fonte: Elaboragio do préprio autor.
Exemplo 7. Considere o seguinte sistema fuzzy T-S (TANAKA et al., 2009):
&1 (t) = x2(t)
To(t) = —2x1(t) — xa(t) — f(t)1 (1), (117)
sendo f(t) € [0, \]. Entdo, as matrizes locais serdo
A= —02 —11] AQ:[—2O—A —11] (118)
com 0S pesos
ay(t) = )\_)\f(t), as(t) = g\t) (119)

A Tabela 1, mostra os valores maximos de A para diferentes valores de p = p;,i €
K., tais que |&;(t)] < p. Observa-se que, o método baseado no politopo e o apresentado em
Faria, Silva e Oliveira (2013) obtiveram o mesmo valor de A de acordo com as variagdes de
p. Além disso, o sistema foi simulado usando o Teorema 4 em Mozelli, Palhares e Avellar
(2009), o qual nao precisa considerar a Suposicao 1. Observa-se que nos métodos que
consideram a Suposicao 1, o valor maximo de A vai diminuindo a medida que o valor de

p aumenta.

A Figura 13 mostra a relagao entre p e A para cada método, onde aproximadamente
para p > 1, o Teorema 4 em Mozelli, Palhares e Avellar (2009) permite um valor mais alto

de A do que os métodos que consideram a Suposicao 1. Contudo, para valores p < 1, o
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Tabela 1 — Valores maximos de A para diferentes valores de p no Exemplo 7

Método p=02 p=0,5 p=1 p=2 p=
Mozelli, Palhares e Avellar (2009) 29,72 13,41 6,89 3,82 3,82
Faria, Silva e Oliveira (2013) 30 14,2 8,41 549 465
Método baseado no politopo 30 14,2 8,41 549 4,65

Teorema 4 em Mozelli, Palhares e Avellar (2009) 11,42 11,42 1142 1142 11,42

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Figura 13 — Valores maximos de A em relacao a p no Exemplo 7
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

valor maximo do A obtido pelos métodos que consideram a Suposi¢ao 1 é superior. Além
disso, note que aproximadamente para p > 2,5 os métodos que consideram a Suposi¢ao 1
apresentam factibilidade para qualquer valor de A < A*. Portanto, existe um valor de \*,
em que os métodos que consideram a Suposi¢ao 1 apresentam factibilidade para qualquer
valor de p > 0. Nesse sentido, o valor de \* poderia ser incrementado por meio de algumas

técnicas de relaxamento.

3.2.1 Condicoes de estabilidade considerando matrizes auxilia-

res fuzzy

Conforme mencionado no Capitulo 1, para reduzir o conservadorismo das con-
di¢oes, foram propostas varias abordagens. Entre elas, as técnicas de relaxamento nor-
malmente introduzem matrizes auxiliares com o objetivo de relaxar algumas condig¢oes
altamente restritivas. Por exemplo, no termo (110) obtido com o método descritor, as

matrizes de relaxamento R; e Ry foram consideradas como constantes. Porém, condi¢oes
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mais relaxadas poderiam ser obtidas se estas matrizes dependessem das pesos dos modelos
locais (GUERRA; BERNAL, 2009; LEE; PARK; JOO, 2011; LEE; PARK; JOO, 2012).

A fim de trabalhar com matrizes auxiliares dependentes das MFs no relaxamento

das condigoes de estabilidade, serd usado o seguinte lema:

Lema 1. (GUERRA; BERNAL, 2009) Seja uma matriz M;j,i,j € K, com dimensoes
apropriadas, e a sequinte desigualdade:
S i)y (t) Ay <0, 4,5 €K, (120)
i=1 j=1
Uma condicao suficiente para que (120) seja satisfeita, é dada pelas sequintes desigualda-
des:

My <0, VieK, (121)
2 .
Tj’%” + '%ij + '%jz S 07 Vi 7é Js 1,] € Kr (122)

Observagao 14. Como foi comentado na Observagao 6. A expressao (120) poderia ser
relaxada expandindo e incrementando a dimensao do somatorio. Entretanto, esse procedi-
mento aumenta consideravelmente a complexidade computacional a medida que o somato-
rio € expandido. Nesse contexto, o Lema 1 representa uma condi¢do suficiente e de baiza
complexidade computacional, o qual é amplamente usada na literatura. Recentemente, em
Kim (2022), foram obtidas condigcées menos conservadoras e de compardvel complexidade
computacional. Essa variedade de procedimentos mostra que o objetivo de obter condigcoes

que garantam a desigualdade (120) continua sendo um problema em andamento.

Usando o Lema 1, pode-se considerar as matrizes Ry e Ry como dependentes das
MFs, ou seja, Rio = > ai(t) Ry € Roo = >t ai(t) Ra;. Tendo isto em vista e tomando

como base o Teorema 9, pode ser apresentado o seguinte teorema:

Teorema 10. Considere a Suposicio 1. O ponto de equilibrio x(t) = 0 do sistema (104)
serd assintoticamente estdvel, se existirem matrizes simétricas P;, M € R™ ", e quaisquer

matrizes Ry; € R™" Ry, € R™" i € K., que satisfacam os sequintes conjuntos de LMIs:

P >0, (123)
P+ M >0, (124)
=i <0, Viek, (125)
rflz +E;+5:<0, Vi#j i,jek, (126)
sendo
- | Ps+RuA;+ ATR]; *
Eij = )

P+ RyA; — RY,  —Ry — RE

Py=) p(Pr+M).

(=1
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Demonstragio. Considerando a candidata a fun¢ao de Lyapunov fuzzy (45) e tomando
sua derivada, obtém-se a expressao (108). Entdo, para o sistema (104), o termo Vi (z) da
expressao (108) pode ser desenvolvido considerando as matrizes auxiliares fuzzy Ri, e
Rs,, como

s s T

Vi(z) = =227 () Y ci(t) Rus + &7 (1) Y ag(t) Roi] x |3(8) — S au(Az(t)| . (127)

i=1 i=1 i=1
Desenvolvendo a expressao, obtem-se
Vi) = 30D ault)ay (03" (1)Z5(0), (128)
i=1j=1

em que

2ty =[z"(t) "] e == P+ RyA; — RT. — Ry — RE,
% i i % %

A partir da definicdo das MFs dada em (47) e da condigao (124), o termo depen-

dente das derivadas das MFs pode ser expresso como

ZZ G <3 ault)ay(t) LZ oo(Py + M)] | (129)

i=1j=1

Portanto, substituindo (128) e (129) na expressao (108), obtemos

V(z) < Z Z () ()27 (1) Zy2(t). (130)

i=1j=1

Por fim, aplicando o Lema 1, as condicdes (125) e (126) garantirdo que V(z) < 0,

e assim, o ponto de equilibrio z(t) = 0 serd assintoticamente estavel. O

Observa-se que, como no Teorema 9, a prova do Teorema 10 obtém uma restri¢ao
independente para o termo Vi(x) e 27 (t) Y0_, &;(t)Piz(t). Entéo, os outros métodos para

abordar as derivadas das MFs podem ser substituidos na expressao (108).

A fim de validar o relaxamento da consideracao das matrizes auxiliares fuzzy,
sera simulado o Exemplo 6 considerando p; = 10,7 € K,. A Figura 14 ilustra a regiao
de factibilidade do método do politopo (e,e,0), o apresentado em Faria, Silva e Oliveira
(2013) para k = 1 (e,8) e em Mozelli, Palhares e Avellar (2009) (e), considerando as
matrizes de relaxamento fuzzy em todos os métodos. Observa-se que, em contraste com a
Figura 11 a regiao de factibilidade atingida é muito maior para todos os métodos, o que
mostra o relaxamento das matrizes auxiliares fuzzy. Além disso, o método do politopo

ainda apresenta maior regiao de factibilidade do que os outros métodos.

A Figura 15 ilustra o dominio de atragao do sistema no Exemplo 6, para [a,b] =
[—2,16] e p; = 10,7 € K. Adicionalmente, essa figura mostra uma comparagdo da esti-

mativa do dominio de atragao usando o método do politopo sem matrizes auxiliares fuzzy
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Figura 14 — Regiao de factibilidade para p; = 10,7 € K, considerando matrizes auxiliares
fuzzy em todas as estratégias , Mozelli, Palhares e Avellar (2009) (e), Faria,
Silva e Oliveira (2013) para k = 1 (e,e) e 0 método do politopo (o,e,e)
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Figura 15 — Regides admissiveis da trajetéria do sistema para p; = 10, OF (linhas ponte-
adas), FNH (cor amarela) e as superficies de nivel estimadas com o Teorema
6: linha preta (sem matrizes auxiliares fuzzy) e linha azul (considerando ma-
trizes auxiliares fuzzy)

2

..........................................................

$2(t) O r

Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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(cor azul) e usando matrizes auxiliares fuzzy (cor preto). Note que, o uso de matrizes de

relaxamento fuzzy permite uma estimativa de um dominio de atracao maior.

Neste capitulo, foram analisados alguns métodos que abordam as derivadas das
fungoes de pertinéncia. Entre eles, o método do politopo foi verificado como tendo um
conservadorismo menor do que os outros métodos da literatura. Nesse sentido, este método
apresenta um potencial para o projeto de controladores. No entanto, o uso do método de
politopo no projeto de controladores para sistemas fuzzy é um topico que tem sido pouco
abordado. O capitulo a seguir apresentara alguns resultados que estendem o método de

politopo para o projeto de controladores chaveados.
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4 CONTROLE CHAVEADO PARA SISTEMAS NAO LINEARES INCER-
TOS

No capitulo anterior, foi detalhado como os sistemas nao lineares incertos podem
ser modelados de forma exata por um modelo fuzzy T-S considerando as varidaveis de
incerteza como variaveis premissas. Essa modelagem permite estender os métodos e as
abordagens dos sistemas fuzzy T-S para os sistemas nao lineares incertos. Contudo, a
principal difuculdade reside na natureza incerta das MFs, tornando-se nao viavel sua
realimentacao para o projeto do controladores. Nesse contexto, o controle chaveado tem
sido amplamente discutido na literatura. No entanto, como foi mencionado, o projeto do

controlador chaveado ainda nao foi abordado usando uma fungao de Lyapunov dependente
das MFs.

41 PROJETO DE CONTROLE CHAVEADO BASEADO NO METODO
DO POLITOPO

Considere o politopo apresentado em (94)

G = {ai(t) € R/|&(t)] < pi, c"a(t) = 0,0 € K, }, (131)
em que ¢ = [1 1... 1] € R". Os vértices do politopo serao representados como o vetor
vi=lv) .. v]eR, je K,,, sendo 77 o nimero de vértices. Note que os elementos de

VI satisfazem Y7, v/

_,v; = 0. Portanto, dado o seguinte vetor dependente do tempo:

Pla(t)) = o7 () Pra(t) 27 (t)Pox(t) ... aT(t)Pa(t)]” € R, (132)

em que P;,i € K, sao as matrizes paramétricas da funcao de Lyapunov fuzzy. Multipli-
cando o vetor P(z(t)) pelo vetor &(t) que pertence ao politopo G, o novo politopo serd

gerado
F = {a"(t) io’zi(t)Pix(t) ceR/c"a(t) =0,i € K.} (133)

Nota-se que como o mesmo vetor P(x(t)) foi multiplicado para todos os elementos do G, a
transformacdo manterd como vértices do politopo F os elementos z7 (t) 1, v/ Pa(t),j €

K,,. Além disso, diferentemente do conjunto vetorial G, o conjunto F possui elementos

escalares.

A Figura 16 ilustra a forma geral do politopo convexo F, em que a somatoria das
derivadas das MFs com as matrizes paramétricas ficam dentro deste. Entdo, para cada

instante do tempo exisitird um vetor 4(t) € R, tal que

P a0 Part) = 3 510" (1) 3 v i), (134)
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Figura 16 — Forma geral do politopo convexo F
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

e a fungao f3;(t) satisfaz
n
Bi(t) >0, > B;(t)=1. (135)
j=1
Portanto, devido a convexidade do politopo F, a seguinte desigualdade sera garantida:

min{z7 (¢ ZVJPZ‘ )} <2’ Zal ) < max{z’ (¢ )ET: vl Pa(t)}. (136)

J€K, J€K,

A desigualdade (136) establece uma restrigdo para o termo obtido na derivada
da fungao de Lyapunov fuzzy. A principal diferenga com respeito a igualdade (96) usada
para a andlise da estabilidade é que desigualdade (136) estd vinculada aos estados x(t),
ou seja, ndo apresenta uma restrigio direta a matriz Y., &;(t)P;. Como foi detalhado
no capitulo anterior, essa diferenca leva em conta as informagcoes do estado do sistema,
permitindo obter uma lei de chaveamento de tipo max{...} ou min{...} dependente
do estado. Assim, a lei de chaveamento permitird obter sub-regioes no espaco separadas
por superficies de chaveamento, aproveitando as vantagens do controlador chaveado com

respeito ao controlador de ganho tnico.

Baseado na desigualdade (136) é proposto o seguinte teorema:

Teorema 11. Considere a Suposicao 1 e dado um escalar u > 0. Se existirem as sequintes
matrizes simétricas P, € R™™, e matrizes X € R™", M, € R™™ que satisfacam o

sequintes conjuntos de LMIs:

P >0, i€k, (137)
=<0 1€k, jek, (138)
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sendo
= | PP+ AX+XTAT + B;M; + MIBF %
e P, + (A X + BM;) — XT —u(X +XT) |’
pj = ZVZPE7
evi =[] vh ... v],j €K, os vértices do politopo definido em (131). Entio, o con-

trolador chaveado (69) com os ganhos dado pelo K; = M; X' e com a seguinte lei de

chaveamento:

T

o(t) =argmax{z’ () v Pa(t)}, (139)

jeK'q

sendo Py = X P, X", torna o ponto de equilibrio x(t) = 0 do sistema fuzzy T-S (7),

assintoticamente estavel.

Demonstrag¢io. Considerando a fungao de Lyapunov fuzzy (45), sua derivada com respeito

ao tempo sera
V(z) = Vi(x Z i (t (140)
sendo

Vi) = £7(0) 3 cult) Pel) +47 () X a0 P (). (141)

Tendo em conta o sistema (7) com a lei de controle chaveado (69), e aplicando o

método do descritor, tem-se

Vi(z) =3 a; (02T (1) Zi2(t), (142)

Ri(A; + BiK,) + (AT + KI'BI'RT *
P, — RT + Ry(A; + BiK,) —Ry — RY

Da desigualdade (136) e a lei de chaveamento (139), temos
Z (¢ ) < max{a: Z viPir(t)} = 27 (t) S vf Pu(t). (143)
i=1
Multiplicando no lado direito de (143) por «;(t) e fazendo a somatoria

T(t) Z_: &;(t) P (t) < 27 () z_:l ;(t) LE vy Pg] x(t). (144)
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Sejam definidas as matrizes Ry = X T Ry = puRy, P, = XT'PX,M; = K;X.
Entao, substituindo (142) e (144) em (140), mudando o indice 0 € K,, pelo j € K, e
multiplicando o resultado por diag{ X7, X7} e diag{X, X} no lado esquerdo e direito,

respectivamente, obtemos
V(x) < Zr)ai(t) ()" 2" ()2 (1) 7 ()" (145)

Por fim, a condi¢ao (138) garantird que V(m) < 0, e assim, torna o ponto de equilibrio

x(t) = 0 assintoticamente estével. O

O Teorema 11 apresenta as condig¢oes de projeto de um controlador chaveado com
uma lei de controle descrita em (69), a qual ndo depende das MFs e é adequada para sua
aplicacao em sistemas nao lineares com incertezas. As condi¢es de projeto foram obtidas
considerando-se uma fungdo de Lyapunov fuzzy e a desigualdade (136) foi empregada

para gerar a lei de chaveamento dependente dos estados do sistema.

Embora o Teorema 11 aproveite o método baseado no politopo para lidar com as
derivadas das MFs, é importante mencionar uma diferenca importante entre a analise da
estabilidade de um sistema e o projeto e implementacao de um controlador. A solucao
viavel das condig¢oes de estabilidade expressas em LMIs garante a estabilidade do ponto
de equilibrio do sistema, que é o objetivo pretendido. Em contraste, para a implementacao
do controlador, é importante levar em conta dois fatores, a complexidade computacional

no projeto dos ganhos e a complexidade na implementagao do controlador.

4.1.1 Analise do esforco computacional

No projeto dos ganhos do controlador chaveado, o esfor¢o computacional das condi-
¢oes apresentadas no Teorema 11 estd relacionada ao niimero de LMIs a serem resolvidas.
Note que nas provas dos teoremas deste capitulo, a derivada da fungdo de Lyapunov fuzzy
foi separado nos termos que dependem das derivadas das MFs e naqueles que dependem
apenas das MFs, sendo que os tltimos podem ser abordados pelo método do descritor.
Assim, o ntmero de LMIs dependera principalmente do método empregado para lidar

com as derivadas das MFs.

A Tabela 2 mostra o niimero de LMIs a serem resolvidos com respeito ao niumero
de modelos locais para cada método analizados na Secao 3.1. Note que, a restricao do
termo Vj(x) obtido com o método do descritor é o mesmo nos quatro métodos. No caso das
restrigoes adicionais, elas incluem a positividade das matrizes P;, i € K,., e outras restri¢oes
propias do cada método, por exemplo, a restrigio (106) para o método apresentado em
Mozelli, Palhares e Avellar (2009). Percebe-se que o niimero de LMIs aumenta muito nos
dois 1ltimos métodos. Entretanto, como foi comprovado, eles também geram um menor

conservadorismo nas condicoes.
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Tabela 2 — Tabela comparativa do nimero de LMIs das estratégias analisadas para a
analise de estabilidade.

Restricoes do Restrigoes

Métodos termo V4 () adicionais Numero de LMIs
Mozelli, Palhares e Avellar (2009) r 2r 3r
Faria, Silva e Oliveira (2013) r 2r —1 3r—1
Representacao politopica r r r+ﬁéz),r

2/°3 277
Lazarini (2021) r r r+rir

Fonte: Elaboracao do proéprio autor.

Tabela 3 — Tabela comparativa do nimero de LMIs (andlise de estabilidade) com respeito
ao numero de variaveis premissa.

Numero de variaveis premissa p=1 p=2 p=3 p=4 p=>5
Numero de regras r=2 r=4 r=8 r=16 r =32
Mozelli, Palhares e Avellar (2009) 6 12 24 48 96

Faria, Silva e Oliveira (2013) 5 11 23 47 95
Representacao politpica 6 28 568 205936 1.9234 x 101°
Lazarini (2021) 6 100 322568 3.3476 x 104 8.4202 x 103¢

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Embora os métodos da Tabela 2 foram simulados em alguns exemplos, esses siste-
mas tinham um ntimero reduzido de regras. Na pratica, muitos sistemas podem apresentar
um grande nimero de incertezas e expressoes nao lineares (MOZELLI; ADRIANO, 2019),
e considerando o modelagem fuzzy T-S baseado em um setor nao linear, o niimero de re-

gras aumentara exponencialmente com relacdo ao niimero de variaveis premissa.

A Tabela 3 ilustra uma comparag¢ao numérica entre o niimero de LMIs e o niimero
de varidveis premissa para a andlise da estabilidade (sistema (104)). Note que os méto-
dos apresentados em Mozelli, Palhares e Avellar (2009) e Faria, Silva e Oliveira (2013)
possuem um numero reduzido de LMIs em comparacao com os outros dois métodos.
Isso representa uma grande vantagem em termos de esfor¢co computacional. Entretanto,
conforme demonstrado na se¢do anterior, o método apresentado em Mozelli, Palhares e
Avellar (2009) apresenta um elevado conservadorismo em comparagao com os outros mé-
todos. No caso do método apresentado em Faria, Silva e Oliveira (2013), a solugao das
LMIs precisa ser testada r vezes para garantir a condi¢do menos conservadora. Além disso,
esses dois métodos consideram uma restrigao direta no termo i, &;(t)P; e, portanto,

nao apresentam uma vantagem direita para o projeto de um controlador chaveado.

Para o caso do controlador chaveado, a Tabela 4 mostra uma comparacao do nu-
mero de LMIs a serem resolvidos, assim como o nimero de gahnos a serem chaveados

para o método do politépo (Teorema 11) e o método apresentado em Lazarini (2021).
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Tabela 4 — Tabela comparativa do nimero de LMIs e ganhos a serem chaveados.

Métodos Numero total de LMIs Numero de ganhos
r! r!

Teorema 11 r+ o’ O

Lazarini (2021) r+rlr rl

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Tabela 5 — Tabela comparativa do niimero de ganhos a serem chaveados com respeito ao
nimero de variaveis premissa.

Numero de variaveis premissa p=1 p=2 p=3 p=4 p=2>5
Nimero de regras r=2 r=4 r=8 r=16 r =32
Teorema 11 2 6 70 12870 6,01 x 108
Lazarini (2021) 2 24 40320 2,09 x 103 2,63 x 10%

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Além disso, a Tabela 5 mostra uma comparacao numérica das duas estratégias com rela-
¢ao ao numero de varidveis de premissa. No caso do método baseado em Lazarini (2021),
a alta complexidade computacional em comparagao com os outros métodos é notoria.
Mesmo para sistemas com um pequeno nimero de variaveis de premissa, o nimero de
LMIs se torna muito grande. No caso do método de politopo, o nimero de LMIs cresce
em uma proporcao consideravelmente menor do que o método apresentado em Lazarini
(2021). Contudo, o principal obstéculo é que o nimero de vértices do politopo serd igual
ao numero de controladores a serem chaveados. Isso nao s6 gera uma grande complexi-
dade computacional para o projeto dos ganhos, mas também representa um desafio de
implementacao devido ao grande niimero de ganhos a serem chaveados. Assim, embora o
método de politopo tenha vantagens para o projeto de um controlador chaveado, as des-
vantagens mencionadas acima sugerem estratégias alternativas que aproveitam o método

de politopo, mas reduzem seu esforco computacional.

4.2 ESTRATEGIA ALTERNATIVA

Com o objetivo de reduzir a complexidade do projeto do controlador chaveado
baseado no método do politopo, sera necessario reduzir o nimero de vértices do politopo.
Embora seja claro que uma regiado com um nimero menor de vértices circunscreve o
politopo, aumentando o conservadorismo, essa estratégia reduzira o nimero de ganhos a

serem alternados mantendo as vantagens da abordagem baseada em politopo.

Uma solugao para o problema mencionado, foi proposta em Oncoy et al. (2023), no
qual um controlador chaveado é desenvolvido para o controle de sistemas fuzzy T-S com

realimentacao de estados amostrados. Essa estratégia foi proposta com foco nas funcionais
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de Lyapunov relativas aos sistemas de dados amostrados. Contudo, a estratégia pode ser

explorada para sistemas fuzzy T-S puramente continuos.

Observacao 15. Devido a dificuldade de obter os vértices do politopo no caso de ter
intervalos ndo homogéneos de p; no conjunto H, a estratégia proposta em Oncoy et al.

(2023) trabalha com o intervalo homogéneo |&;(t)| < p, em que p = max;ex, {p:}-

Da Suposigao 1, segue-se que —p; < &;(t) < p;. A fim de obter um conjunto

convexo em que cada elemento depende de ¢;(t), é definido o seguinte conjunto:

Y, = {(di(t} +i> ERr/gdi(t) :0,ieKr}, (146)

o

em que p = né%X{pi}. Entéo, levando em conta a condigao (47), pode ser verificado que

3 (di(t) + 1) —1 e 0< (di(t) + i) , VieK. (147)

=\ rp r rp

Note que os elementos do conjunto Y, satisfazem as condi¢des de um conjunto convexo,
ou seja, qualquer termo de um politopo convexo de r vértices podera ser representado

pelas combinagoes de seus vértices e os elementos de T,.

Observacao 16. O conjunto T, também pode ser representado pela sequinte forma:

T, = {(—di(t) +i> GR”/gai(t) :O,ieKT}. (148)

Tp

Note que devido a —c;(t) < p, o conjunto (148) também satisfaz a condicao (147).

Portanto, baseado no conjunto T, é apresentado o seguinte lema:

Lema 2. Dado um escalar p que satisfaz |&;(t)| < p e uma fungdo vetorial dependente do
tempo ¢ : R — R". Portanto, para qualquer conjunto de matrizes simétricas X; € R™",

1 € K,., as sequintes desigualdades serdo satisfeitas:

T

> 5T (05(0) < 5710 (10X~ 2 X0 0, (149)
> (05T 0 s(0) < 710) (03 X0 = 19X ) 0, (150)

/=1

sendo 01,09 € K, as sequintes funcoes:

o1(t) = arg max{<" (£) Xis(1)}, (151)

oo(t) = arg mm{g (1) Xis(t)}- (152)

€K,



Capitulo 4. CONTROLE CHAVEADO PARA SISTEMAS NAO LINEARES INCERTOS 72

Demonstra¢io. Como os elementos conjunto Y, satisfazem a condi¢ao (147), a seguinte

desigualdade ¢é satisfeita

1€K

mmﬁﬂwxﬁm}zﬁu>i:(§?+i)x4qw

[ r Xz r Xz
=) Y an A+ 32 ). (153)
Li=1 e = T
De (151), a fungdo arg max{. .. } refere-se ao indice i que gera o maior valor de ¢* () X;c(t)
em cada instante no tempo, ou seja

max{" (£) X;s(t)} = ¢ (£) Xo, 5 (t). (154)

Entéo, substituindo em (153)
rpst (8) Xoy (1) > T (1) D cu(t) Xis(t) + <7 (t)p D Xis(t). (155)
=1 =1

Separando os termos a desigualdade (149) serd obtida.

Por outro lado, considere o conjunto Y, da seguinte forma:

T, ::{(—MJrl) ER”/idi(t):O,ieKT}. (156)

rp r

Entao, como —d;(t) < p, a propiedade convexa do conjunto é garantido. Da mesma forma,

a seguinte desigualdade sera satisfeita

1€K,

nmwm&w»sﬂﬂ—im@ﬁ+ifkm. (157)

De (151), a funcdo arg min{. .. } refere-se ao indice i que gera o menor valor de 7 (¢) X;c(t)
em cada instante no tempo. Portanto, seguindo o mesmo procedimento para obter a
desigualade (149), a desigualdade (150) serd obtida. O

Observagao 17. O Lema 2 foi proposto considerando qualquer fung¢io vetorial ¢(t) €
R". No caso que <(t) seja substituido pelo vetor de estados, obteremos uma fungio o(t)
dependente dos estados do sistema. No entanto, como foi abordado em Oncoy et al. (2023),
o vetor s(t) pode ser estendido para abordar outro tipo de sistemas aumentados, como os
sistemas descritores, com retardo no tempo, entre outros. Nos quais o vetor ¢(t) contém

diversos termos dependentes dos estados do sistema.

Baseado no Lema 2 é proposto o seguinte teorema:

Teorema 12. Considere a Suposi¢io 1, com p = max;ek, {pi}. Se dado um escalar p > 0;
as sequintes matrizes simétricas P; € R™" e quaisquer matrizes X € R™ ", M,; € R™™,

que satisfazem o sequintes conjuntos de LMIs:

P, >0, Viek, (158)
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2, <0, Vi,jeK,, (159)
sendo
= | Pl+ AX +XTAT + BM; + M BT *
- P, + u(A; X + B;M;) — X7 —u(X 4+ XT) |

15; =rpP;—p> P
=1
Entao o controlador chaveado (69), com a sequinte lei de chaveamento:

o(t) = arg max{x (t)Pjx(t)}, (160)

je r
em que P, = X_1]5jX_T e com o0s ganhos dado pelo K; = M; X!, torna o ponto de

equilibrio x(t) = 0 do sistema (7) assintoticamente estdvel.

Demonstragio. Considerando a fungao de Lyapunov fuzzy (45), sua derivada com respeito

ao tempo sera

V(z) =Vi(z Z i (t (161)
sendo
Vi) = £7(0) Y- eult) Pel) +47 () X a0 P (). (162)

Tendo em conta o sistema (7) com a lei de controle chaveado (69), e aplicando o

método do descritor, tem-se

Vi) = Y a1 (0E2 (), (163)

Rl(Az + BZ'KG> + (AZT + KZB?)RI{ *
P, — RT + Ry(A; + BiK,) —Ry — R}

Da desigualdade (149) do Lema 2, como o indice o é independente do i, multipli-

cando (149) por «;(t) e somando para todo 7 obtemos

i} oy ()T (t ) < Z a;(t <7’pP pfzr: Pg) z(t). (164)

Define-se as matrizes R = X 1, Ry = uRl,]BZ- = XTPX, M; = K;X. Entao,
substituindo (163) e (164) em (161), mudando o indice o € K, pelo j € K, e multiplicando
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o resultado por diag{ X7, X7} e diag{ X, X} no lado esquerdo e direito, respectivamente,
obtemos
V(z) <3 aa()a()” " (6)]Zy[2" (¢) & (1)]". (165)
i=1
Por fim, a condicio (159) garantird que V(z) < 0, e assim, tornando o ponto de equilibrio

x(t) = 0 assintoticamente estavel. O

Observacgao 18. Note que a lei de chaveamento (160), foi obtida considerando a desigual-

dade (149), do Lema 2. Entretanto, uma lei de chaveamento o(t) = arg m%(n{xT(t)Pja:(t)},
J€eiis

poderia ser obtida utilizando a desigualdade (150). Essas condigées nao foram apresenta-

das devido ao procedimento ser muito semelhante.

Observacao 19. Note que o Teorema 12 também usa termos positivos para relaxar as con-
digoes, isto €, que o termo T (t) (rpP, — p 35—, P2) z(t) serd positivo para todo z(t) € R™.
No entanto, a matriz (rpP, — p>_;_, P;) nao precisa ser estritamente definida positiva.
Portanto, a lei de chaveamento dependente dos estados gerard as sub-regioes €1; € R",

J € K, e a sequinte desigualdade:
> di(t)z" () Par(t) < 3 ai(t)a’ (¢) (erj > Pe) (1), (166)
‘ ‘ =1

serd satisfeita na sub-regidgo x(t) € ;.

O Teorema 12, apresenta condi¢des de projeto para um controlador chaveado com
uma lei de controle dada em (69) e com uma lei de chaveamento dependente dos estados.
Adicionalmente, foi obtida considerando uma funcao de Lyapunov fuzzy, do mesmo modo
que o Teorema 11. Note que o nimero de controladores a serem chaveados sera r, reduzindo

consideravelmente o niimero de ganhos do controlador chaveado proposto no Teorema 11.

A Tabela 6 ilustra a comparacao do nimero de LMIs a serem resolvidas, assim
como o numero de ganhos a serem chaveados para cada estratégia. Observa-se que, para
sistemas com um nimero de variaveis premissas menor ou igual a 2, o nimero de LMIs
permanece com uma pequena diferenca entre os dois teoremas. Entretanto, para niimeros
de variaveis premissas maiores que 2, o nimero de LMIs aumenta consideravelmente para
o caso do Teorema 11. Da mesma forma, o niimero de ganhos a serem chaveados usando
o Teorema 12 é reduzido até r, sendo um nimero muito pequeno em comparacao com o
numer de ganhos do Teorema 11. Assim, fica provado que o Teorema 12 apresenta menos

conservadorismo no projeto e na implementagao do controlador chaveado.

Do mesmo modo que outras estratégias de projeto de controladores chaveados, o
Teorema 12 também pode ser adotado para trabalhar com um ganho constante. Nesse
sentido, a fim de mostrar as vantagens de considerar um controlador chaveado em relacao

a um controlador de ganho constante, segue o seguinte corolario:
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Tabela 6 — Tabela comparativa do niimero de LMIs e ganhos a serem chaveados (entre

parénteses).
Numero de variaveis premissa p=1 p=2 p=3 p=4
Numero de regras r=2 r=4 r=38 r =16
Teorema 11 6(2) 28(6) 568(70) 205936(12870)
Teorema 12 6(2) 20(4) T2(8) 272(16)

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Corolario 1. Considere a Suposi¢io 1, com p = maxex, {p;}. Se dado um escalar p > 0;
as sequintes matrizes simétricas P; € R™™, e quaisquer matrizes X € R™" M € R™™,

satisfazem o sequintes conjuntos de LMIs:

P >0, VieKk, (167)
5, <0, Vi,jeK,, (168)
sendo
= | Pl+AX+XTAT + B.M + M"BY %
e P+ p(A:X + B;M) — X7 —u(X +X7) |’

Pl =rpP,— p> .
/=1

em que P, = X 'P,X"T. Entio a lei de controle u(t) = Kx(t), com ganho dado por

K = MX™! torna o ponto de equilibrio x(t) = 0 do sistema (7), assintoticamente estdvel.
Demonstracao. Este resultado decorre diretamente da prova do Teorema 12. O

Observa-se que o Corolario 1 apresenta as condigoes de projeto para um controlador
de ganho tunico. Essas condi¢oes foram obtidas também com o uso do Lema 2 e, assim,
obtiveram a vantagem de serem abordadas com o uso de uma funcao de Lyapunov fuzzy.
No entanto, é importante verificar se a estratégia de controle chaveado apresenta um

relaxamento nas condigoes.

4.3 VALIDACAO

A fim de verificar as vantagens em relagdo ao conservadorismo, o exemplo a seguir

¢é apresentado:

Exemplo 8. Sejam os seguintes modelos locais de um sistema numérico T-S fuzzy
(LAZARINI, 2021):

3.6 —1.6 —a —1.6 -3.6 —1.6
Al == 5 AQ - ¢ ) A3 =
6.2 —4.3 6.2 —4.3 a —4.3
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Figura 17 — (a) Regiao de factibilidade obtida com o Teorema 8 (), 0 Corolario 1 (e,e), e
o Teorema 12 (e,0,0), (b) Regido de factibilidade ampliada para o Corolario
1 (), e 0 Teorema 12 (e,0)

0.7 T -0.7
00000
0000000000000 0O0 o
08 000000000000 00O0O00O0O 0.75 0000000000000 O0
000000000000 00O00O0O0O 0000000000000 O0O0O0O00O0
0000000000000 0000000000000 000O00O0
OOOCeoe00000O0OOOOOOO 08 0000000000000 O0OO0OOO0
0900000000000000000000 o 0000000000000 O0OOOOO0
0000000000000000O0CO0CO0 O00O00000000O00O0O0O0OO00O0
00000000000 OCBOCOCGOOOOO 0000000000000 O0O0O0O00O0
100000000000000000000 0850000000000 0Ce006e66e
< 0000000000000 O0COCOCOCO0O0 o) O0OOCeeee00000OOOGOOOS
00000000000000000O0CO0 0000000000000 000000
11 0o00000O0OCOOOOOOOOOOO 0090000000000000600600000
. 0000000C0OCOCOOOOOOOOOOOO 000000000 OC06OCGCOCGOIOGIOGIOSIOINODO
ssssssssssssassass ssssssssssissiiil:
0000000000000 000009 09%5¢g0000000000000000000
2000000000000 00000000
000000O0COOGOOOOOOOOOOO 000 0000O0OGCFOGIOGIONOGIOGOGIOGNOGNOO
0000000OCOCOOOOOOOOOO . 000000000 OCGOCOCGOIOIOIOSIOIODO
1’3.3 2 ) 0 1 2 3 15 1 -0.5 0 0.5 1 15
a a

—~
S
~
~
S
~—

Fonte: Elaboracao do proéprio autor.

—0.45

_3 ) BQ =

, By= (169)

-3 b

—0.45 }

Para a comparacao do Teorema 12 e o Corolario 1, u = 0,04 e p1 = py = p =
1 serdo considerados como em Lazarini (2021). A Figura 17(a), mostra as regioes de
factibilidade do Teorema 8, o Corolario 1, e o Teorema 12. Observa-se que a estratégia
proposta presenta uma regiao de factibilidade maior do que o Corolario 1 e do que a
outra estratégia apresentada na literatura. Além disso, a comparacao entre o controlador
chaveado do Teorema 12 e o controlador de ganho tnico do Corolario 1 é mostrada
com mais detalhes na Figura 18(b). Note a redugdo do conservadorismo do controlador
chaveado em comparacao com o controlador de ganho tnico. Isso prova que as condig¢oes
propostas para o projeto de um controlador chaveado introduzem um relaxamento nas

condi¢oes em relagdo a um controlador de ganho tnico.

Adicionalmente, para uma comparacao e analise com relacio a resposta de tempo

do sistema, sera considerado um levitador magnético como ¢ mostrado na Figura 18.

Exemplo 9. Considere o projeto do sistema de controle do levitador magnético mostrado
na Figura 18. Procedendo como em Souza et al. (2014), o seguinte modelo nao-linear do

sistema pode ser obtido:

) | =| ) = b0 | | w0 |+ | 0], (170)
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Figura 18 — Esquema do sistema de suspensao magnética

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

sendo x1(t) = z(t) — zpep, Ta(t) = 2(t), x3(t) = i(t)* — @7, € z € a posicao medida, z.cs é
o ponto da posigao de equilibrio desejada, i(t) é a corrente medida operacionalmente, e

9 2mg

ey =, (L +wareg)” (171)

¢é a corrente no ponto de equilibrio, dependente dos parametros do sistema eletromagnético
e mecanico espeficados na Tabela 7, v(t) é a sinal de entrada, fi(t) e fa(t) sdo as ndo

linearidades do sistema dadas por

_gw(wi(t) + 2wzpep +2) —\w

h= (1 +w(@i(t) + zref))? f2 = 2m(1 4+ w(@1(t) + zrep))? (172)

Usando os valores dos parametros da Tabela 7, é definindo o conjunto
F = {z(t) e R*/|z;(t)] <0.15,i € K, }, (173)

onde o sistema sera modelado, entao os modelos locais podem ser descritos com os se-

guintes sistemas locais:

0 1 0 0 1 0 0 1 0
A= | fi =002 f |, Ae=| fi =002 f, |,As=]f -002 f |,
00 0 0 0 0 0 0 0
[0 1 0 0
Ay=1|f, =002 f, |, Bi=By=B3=DBys= |0 |, (174)
0 0 0 1
sendo

fi= mae}%{fl}a il = min {f1},

z(t) z(t)eF

»= max{f}h, f,= min{f}, (175)

z(t) z(t)eF
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Tabela 7 — Parametros de simulacao.

Parametros valor

m 0.05 ke

g 9.81 m/s?
A 0.460 H

k 0.001 Ns/m
w 2m™!

2o 0.08 m

2. 14334 A2

Fonte: Souza et al. (2014).

e com as seguintes fungoes de pertinéncia:

i) = B2 ey - LD
Ma (f25) = f?2 f2f(2) M, (f2(t)) = f2f(2)—f2f2 (176)

Considerando os valores 1 = 0,01 e p = 10 e usando o Teorema 12, obtem-se os

seguintes ganhos:

Ky = 371,8735 63,9940 —30,7523 |,
K3 = 390,6362 67,5205 —32,0634 |,

[ 595,3074 99,0588 —44,8867 |,

[ 660,9477 109,1757 —48,4118 |.
(177)

Ky
Ky

Entao, serd feita uma comparagao da estratégia apresentada no Teorema 5. Além disso,
como a matriz B; é constante para tudo ¢ € K,, também podera ser comparada com o

Teorema 7.

Considerando as condicoes inciais z7(t) = [-0,05 0 — 1,4334]. A Figura 19
mostra a resposta dos estados do sistema junto com o sinal de entrada, na Figura 19(a)
pode-se ver que a posicao atinge o ponto de equilibrio, com um estado transitério se-
melhante nas trés estratégias. A Figura 19(b) mostra a velocidade da massa, da qual o
Teorema 7 apresenta um ligeiro aumento em ¢ = 0,05 s, em relagao as outras estratégias.
Na Figura 19(c) tem-se o sinal de controle, nota-se que o Teorema 7, apresenta um pico
maior em t = 0,04 s, o que pode provocar falhas ou demandas excessivas no atuador. A
Figura 19(d) mostra a comutacao dos ganhos, guiada pela lei de comutagao proposta no

Teorema 12.

Observa-se que, na Figura 19(a), a resposta temporal da posicao da bola é se-
melhante usando as trés estratégias. Isso ocorre porque as condi¢bes do projeto apenas
garantem a estabilidade assintética e nenhum indice de desempenho foi considerado. No

entanto, as vantagens de cada controlador podem ser verificadas por meio da analise do
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Figura 19 — Comparagao das respostas temporais do sistema, entre o Teorema 7, o Te-
orema 8, e o Teorema 12. (a) Posicdo da massa. (b) Velocidade da massa.

(c) Sinal de controle. (d) Lei de chaveamento o(t)
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

sinal de controle obtido para cada estratégia. Para uma melhor observagao da demanda
no sinal de entrada para cada estratégia, outra simulagao é realizada para condic¢oes inici-
ais mais criticas, préximas ao limite do conjunto F, z7(¢) = [1,4 0 1,4334]. A Figura
19(b), mostra o sinal de controle para cada estratégia de controle chaveada, em que a exi-
géncia da sinal de entrada é menor usando o Teorema 12 em relagao aos outros Teoremas.
A Figura 20(b) mostra a posigao da massa, onde o ponto de equilibrio é alcangado com

um estado transitério semelhante nos trés casos, provando a superioridade do Teorema
12.

Neste capitulo, focado no método do politopo para lidar com as derivadas das
MFs, foi extendido este método para o projeto de um controlador chaveado. No entanto,
observa-se que a complexidade computacional no projeto e a complexidade na imple-
mentacao devido ao alto nimero de ganhos é uma desvantagem importante. Entao, uma
nova abordagem foi proposta para o projeto do controlador chaveado. Verificou-se que

essa nova abordagem tem um nimero reduzido de ganhos a serem chaveados. Portanto,
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Figura 20 — Comparagao das respostas temporais do sistema, entre o Teorema 7, o Te-
orema 8, e o Teorema 12. (a) Sinal de controle. (b) Posigdo da massa

800

600

400

v(t)[A?/s]

200

-200

Teorema 7
Teorema 8
Teorema 12

03 035

0.4

0.25

Teorema 7
Teorema 8
Teorema 12

0.2

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

0.8

o esfor¢co computacional no projeto e na implementacao é consideravelmente reduzido.

Além disso, este enfoqe utiliza as fungdes min{...} e max{...}, a fim de obter a lei de
chaveamento que torna o ponto de equilibrio do sistema assintoticamente estavel. Neste
capitulo foram abordados os sistemas nao lineares e foi demonstrado que a estratégia de
controle chaveado proposta reduz o conservadorismo das condi¢des em comparacao com o
que seria considerado apenas um ganho constante. No proximo capitulo, sera estendido o

enfoque proposto para o uso de uma func¢ao Lyapunov fuzzy generalizada e para o projeto

de controladores PDC chaveados.
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5 PROJETO DE CONTROLE CHAVEADO USANDO UMA FLG

No capitulo anterior, uma abordagem para o projeto de um contrador chaveado foi
apresentado. Este abordagem foi baseada em uma funcao de Lyapunov fuzzy. Contudo,
na literatura, a funcao de Lyapunov fuzzy apresentada no Capitulo 2 é apenas um caso
especial de uma fungdo de Lyapunov generalizada. Ou seja, essa funcao de Lyapunov
generaliza as fungoes de Lyapunov dependentes das MFs ao considerar como variavel
polinomial as func¢oes de pertinéncia e, assim, obtendo fungoes polinomiais de um grau

desejado.

r

V() = 7(1) i_l i_l <+ 3 Tl oy (0P ) (178)

A expressao (178) mostra a forma geral de uma funcao de Lyapunov fuzzy com grau de
generalizagdo N para um sistema fuzzy T-S. Observe que a funcao de Lyapunov fuzzy
(45) pode ser obtida considerando N = 1. Portanto, pelo fato de ser uma generalizacao, a
funcao de Lyapunov polinomial apresenta a vantagem de reduzir o conservadorismo das

condic¢oes a medida que N aumenta.

Alguns métodos para lidar com as derivadas das fungoes de pertinéncia discutidas
no capitulo anterior foram estendidos para fazer uso das fungoes de Lyapunov generaliza-
das (LEE; PARK; JOO, 2012; GUERRA et al., 2012). Entretanto, é importante manter
um equilibrio eficiente entre o conservadorismo das condigoes e o esfor¢o computacional.
Nesse sentido, no capitulo anterior, foi verificado que o método baseado em politopo apre-
senta vantagens significativas para a obtencao das condicdes de estabilidade do sistema.
Entretanto, também foi verificado que para o projeto de controle chaveado é gerado um
grande nimero de ganhos a serem chaveados. Portanto, o foco principal deste capitulo
serao estender o abordagem proposto no capitulo anterior para fazer uso das fungoes de

Lyapunov generalizadas.

A presenca de incertezas no sistema nao sera considerada neste capitulo. Portanto,
como primeira parte, serao obtidas as condi¢oes de projeto para um controlador PDC
chaveado e, depois, as condigoes de um controlador non-PDC chaveado. Além disso, serao

apresentados alguns exemplos para verificar a eficiéncia da estratégia proposta.

5.1 PROJETO DE CONTROLE PDC CHAVEADO

O controlador PDC chaveado é um caso especial do controlador definido em (63),

no qual a lei de controle ¢ dada por:

T

u(t) =Y ai(t)Kipx(t), i€k, (179)

=1
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em que a funcao o(t) € K, é a lei de chaveamento que define o ganho ativo em cada
instante de tempo (Figura 8). Note que como as MFs estao disponiveis para sua realimen-

tagao, a lei de controle podera ser implementado.

5.1.1 Projeto de controle chaveado usando uma FLF

Como um ponto inicial para os resultados mais adiante, podemos obter as condi-

¢oes de projeto do controlador chaveado usando uma funcao de Lyapunov fuzzy.

Teorema 13. Considere a Suposicio 1, com p = maxek, {p;} e dado um escalar pn > 0.
Se existirem matrizes simétricas P, € R™™ e matrizes X € R™™, M, € R™™_ que

satisfazem oS sequintes conjuntos de LMIs:

P, >0, Viek, (180)
Sk <0, Vik €K, (181)
2 _ _ _
R 1E”k + Eijk + Ejik < 0, Vi 7é j, Yk € KT, (182)
sendo
= | PE+AX + XTAT + B.Mj + MLBY *
T P aAX +BM) - X7 —p(X 4+ XT) |
PJ; = Tppk — pZPg

(=1

Entao o controlador chaveado (179), com a sequinte lei de chaveamento:
o(t) = arg ]]rcnz]%(x{xT(t)ka(t)}, (183)
€K,
em que P, = X 'P. X T k € K,, e com os ganhos dados por K;, = M, X1, torna o

ponto de equilibrio x(t) = 0 do sistema (7) assintoticamente estdvel.

Demonstragio. Considerando a fungao de Lyapunov fuzzy (45), sua derivada com respeito

ao tempo sera

T

V(z) = Vi(z) + 27 (t) Z &, (t)Px(t), (184)
sendo
Vi(z) = &7 (t) ; i (t) P (t) + o7 (t) ; o, (t) P (t). (185)

Tendo em conta o sistema (7) com a lei de controle chaveada (179), e aplicando o
método do descritor, tem-se

r

(r) = 303 ault)oy (037 ()E 2 (1), (186)

i=1j=1
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em que
pt) = [27(t) T e 2, 1(A + Bik,) + (AT + K, BI )R] *
P — R + Ry(A; + B,K,) _R,— RT

Da desigualdade (??) do Lema 2, temos

> a0zt () Px(t) <D0 ailt)a; )z’ (¢t (er p Z Pg) (187)
i=1 i=1 j=1

Define-se as matrizes Ry = X7, Ry = uRy, P = XTP,X, M, = K;,X. Entao,
substituindo (186) e (187) em (184), mudando o indice o € K, pelo k € K, e multiplicando
o resultado por diag{X”, X7} e diag{ X, X} no lado esquerdo e direito, respectivamente,

obtemos
) 3> ailt)ay()x ()" & (O)Zgla” (1) & (1) (188)

i=1 j=1

Por fim, aplicando o Lema 1 na desigualdade (188), as condigoes (181) e (182) garantiram

que V(z) < 0, e assim, tornando o ponto de equilibrio z(t) = 0 assintoticamente estével.
]

O Teorema 13 presenta as condigdes de projeto para o controlador PDC chaveado
dado em (179), considerando uma fungao de Lyapunov fuzzy. Note que o Lema 2 foi
expresso como (187), isto devido a que a fungdo o(t) ¢ independente do indice i e j.

Portanto, a desigualdade (??) do Lema 2 pode ser generalizado como segue:

> a0 Rt < 3 3w 3 a0 (s 3P ) ). o €,

11=119=1 in=1j5=1

(189)

Para uma melhor comparacao da estratégia de chaveamento proposta, segue o

seguinte corolario considerando apenas um controlador PDC (15):

Corolario 2. Considere a Suposi¢io 1, com p = max;ek,{p;} e dado um escalar p > 0.
Se existirem matrizes simétricas P; € R™™ e matrizes X € R™", M; € R™™, que

satisfazem os sequintes conjuntos de LMIs:

P, >0, Viek, (190)
Sk <0, Vi kekK,, (191)
92 _ _ _
P 1E“k + Eijk: + Ejik: < O, V1 7£ j, Vk € KT, (192)
sendo
= Py + AiX + XTAT + B:M; + M]' B x

ijk — ;

Pt p(AX + BM) — XT —p(X + XT)
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Pq}f = T’,OPk — png
=1
Entio o controlador PDC (15), em que K; = M;X',i € K,., torna o ponto de equilibrio

x(t) = 0 do sistema (7) assintoticamente estdvel.
Demonstragao. Este resultado decorre diretamente da prova do Teorema 13. O

Para a comparacao do conservadorismo das condigoes, sera considerado novamente
o Exemplo 8 obtendo a regiao de factibilidade novamente para p = 1 e u = 0,04. A Figura
21(a) ilustra a uma comparagao da regiao de factibilidade para o Teorema 4, as condigdes
do projeto apresentadas em Mozelli, Palhares e Avellar (2009), as condig¢oes de projeto
apresentadas em Lazarini (2021) e o Coroloario 2. Note que o Teorema 4 apresentado
no Capitulo 2 apresenta a regiao de factibilidade menor que as outras estratégias, isto
é devido a que o Teorema 4 foi obtida usando uma funcao de Lyapunov quadratica. O
Corolario 2 apresenta uma regiao de factibilidade maior que as condigdes apresentadas
em Mozelli, Palhares e Avellar (2009), isso devido a que o método para abordar as de-
rivadas das MFs do Corolario 2 é mais relaxada que o método apresentado em Mozelli,
Palhares e Avellar (2009). Além disso, note que o método apresentado em Lazarini (2021)
apresenta uma regiao de factibilidade ligeiramente menor do que a do Corolario 2. Adi-
cionalmente, conforme analisado no capitulo anterior, o método apresentado em Lazarini

(2021) apresenta um grande nimero de LMIs a serem resolvidos.

Na Figura 21(b) mostra-se a comparacao da regidao de factibilidade das condi¢oes
de projeto apresentadas em Lazarini (2021), as condigbes do Corolario 2 e a regiao de fac-
tibilidade do controlador PDC chaveado do Teorema 13. Note que o Teorema 13 apresenta
a maior regiao de factibilidade, isso prova que a estratégia do controlador PDC chave-
ado reduz o conservadorismo das condigoes com respeito ao Corolario 2, o qual considera

apenas um controlador PDC.

5.1.2 Projeto de controle chaveado usando uma FLG

Foram apresentadas as condicoes de projeto para um controlador PDC chaveado.
Como foi mencionado, estes resultados poderiam melhorar se for considerada uma funcao
polinomial de maior grau. Nesse sentido, seja a seguinte fungao de Lyapunov generalizadas

de grau 2:

= 3 anlt)as (et (1) Pya(t). (193)
i=175=1
Entao, tomando a derivada com respeito ao tempo, obtemos

V(z) 2+ 33 ) (1) Pya(t) + 303 ailt) T(t)Pya(t)

i=175=1 1=1j=1
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Figura 21 — (a) Regido de factibilidade obtida com o Teorema 4 (), Mozelli, Palhares
e Avellar (2009) (e,0), Lazarini (2021) (e,e,e) e o Corolario 2 (o,o,o,o) (b)
Regido de factibilidade ampliada para o Corolario 2 (e), e o Teorema 13

(e,0)
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

)+ 03 d(tay(DaT ()P, + Pr)e(h) (194)

i=1j=1
em que
=Y > a) (O Pyr(t) + 3 3 n(t)ay ()" (1) P (1), (195)
i=1j5=1 i=1j5=1
Note que no lado direito da expressao (194), obtemos um termo dependente da derivada

das MFs. Portanto, precisa-se estender o Lema 2 para abordar essa expressao.

Lema 3. Dado um escalar p que satisfaz |&;(t)| < p e uma fungdo vetorial dependente do
tempo ¢ : R — R". Portanto, para qualquer conjunto de matrizes simétricas X; € R™",

1 € K,., as sequintes desiqualdades serdo satisfeitas:

(0323w (00,02550) <0 a0 (mxglj -3 X) (0, (196)

i=1j5=1
O3S @By (O Xs(t) < TS o) (pzxij—mxm) (0, (9m
i—1j—=1 j=1 i=1

sendo X;j = X;; + Xji, 1,7 € K, e 01,00 € K, as sequintes fungoes:
o1(t) = arg ?é%x{g Zozj Xijs(t (198)

o9(t) = arg ggﬂigl{g Za] Xijs(t (199)
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Demonstra¢io. Como os elementos conjunto Y, satisfazem a condi¢ao (147), a seguinte

desigualdade também serd satisfeita

max {§T(t)i1aj(X + Xj)s(t } [i <aZ ) (Z o (1) (X5 +Xﬂ))] (t)

’LEKT
7

T T

+pY >

=1 j=1

—"(t) [Za (Z o (1)(Xy5 +Xﬂ))

(X5 + Xi) | s(2). (200)

Entéo, considerando a lei de chaveamento (198) em (200)

T,O§ Z ;(t)(Xo1j + Xjor )s Z Z A (t ) (X + Xji)s(t)

11]1

Z a;(t Z Xij + Xji)s(t). (201)

=1
Separando os termos, a desigualdade (196) serd obtida.
Por outro lado, se o conjunto T, for considerando da seguinte forma:
a(t) 1 n /N ,
T, =3 (—-——2+-] R &) =0,i e K, ;. (202)
rp T =

Entao, como —a;(t) < p, a propiedade convexa do conjunto também seria garantido. Da

mesma forma, a seguinte desigualdade serd satisfeita

ggﬂgl{g(t)zr:aj()%+in)<(t)}§§T(t)[2r:<—dl( )(Z% XZJJFXJi))]g(t)'

j=1 i=1 rp

(203)

Portanto, seguindo o mesmo procedimento, a desigualdade (197) serd obtida. ]

O Lema 3 extende os resultados do Lema 2, a fim de abordar o termo dependente
das derivadas das MFs quando ¢ usado a funcao de Lyapunov generalizada com N = 2
(193). Note que agora as fungoes oy(t) e o3(t) serdo dependentes também das fungoes
de pertinéncia. Além disso, estes funcoes ainda pertencem ao conjunto K,, ou seja, nao
incrementa o nimero de ganhos a serem chaveados. Para evidenciar melhor essa vantagem,

com base no Lema 3, segue o seguinte teorema:

Teorema 14. Considere a Suposicio 1, com p = maxek, {p;} e dado um escalar p > 0.
Se existirem matrizes simétricas P, € R™™ e matrizes X € R™" My, € R™™  que

satisfazem o sequintes conjuntos de LMIs:

P+ P; >0, Viek, (204)
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Zak <0 Vi keK,, (205)
2 _ _ _
iEmk + Eijk; + Ejik < 0, Vi 7é j, Vk € KT, (206)
sendo
- PF+ A X + XTAT + B;M;, + M} BF <
Sijk = — )
! Py + p(AiX + B;My,) — XT —pu(X +XT)
Pl =rp(Pui + Pu) — pY_(Pu + Pu).
=1
(207)

Entdo o controlador chaveado (179), com a sequinte lei de chaveamento:

o(t) = arg max{a’ (t) 3 a;(t) (P + Pir)o(t)},
T le
em que Py = Xflpth*T e com 0s ganhos dados por K;, = M;, X', torna o ponto de

equilibrio x(t) = 0 do sistema (7) assintoticamente estdvel.

Demonstragio. Considere a fun¢ao de Lyapunov fuzzy dada em (193) e sua derivada dada
em (194). Entao, para o termo V;(z), tendo em conta o sistema (7) com a lei de controle
(208)

chaveada (179), e aplicando o método do descritor, tem-se
ij

Vitr) = 303 ault)os (037 (0E4 (),

i=1j=1
em que
2 Ri(A; + B,K;,) + (AT + KT BT\RT
) = [T T e &= | Wit Bl HATH K BOR
Pyj — R{ + Ra(Ai + BiKj,) "Ry~ RY

Da desigualdade (196) do Lema 3, temos
Pij + Py)a(t) <3 ai(t)z" (¢) (rp(Poi + Pro)
i=1

ot (t) Z iai(t)aj (t)(
o3 (P + p@) o(1).

i=1j=1

(209)
(=1

Define-se as matrizes R, = X1, Ry = uRy, ]5ij = XTBjX, M;, = K;;X. Entao,
substituindo (208) e (209) em (194), mudando o indice o € K, pelo k € K, e multiplicando
o resultado por diag{X”, X7} e diag{ X, X} no lado esquerdo e direito, respectivamente,

(210)

L T T (O)Znla” () 27 ().

V(@) <323 ailt)oy (D) (t)

i=1j=1

Por fim, aplicando o Lema 1 na desigualdade (210), as condigoes (205) e (206) garantem
que V(z) < 0, e assim, tornando o ponto de equilibrio z(t) = 0 assintoticamente estével.
[

obtemos
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O Teorema 14 apresenta as condigoes de projeto para o controlador PDC chaveado
usando a fun¢ao de Lyapunov generalizada (178). Note que, o Lema 3 foi empregado para
lidar com o termo que depende das derivadas das MFs. Além disso, a lei de chaveamento
pertence no conjunto K,, ou seja ndo aumenta o nimero de ganhos a serem chaveados. A
fim de comprovar a reducao conservadorismo do controlador, sera considerado novamente
o Exemplo 8. A Figura 22 ilustra uma comparacao das regides de factibilidade do Teorema
13 e o Teorema 14. Note que o Teorema 14 apresenta incremento consideravel na regiao
de factibilidade, isto é devido ao fato que este considera uma fungao de Lyapunov gene-
ralizada para N = 2. Consequentemente, ¢ evidente que o conservadorismo das condig¢oes
pode ser reduzida a medida que o grau de generalizacao da fun¢do de Lyapunov aumenta.

Isso mostra a vantagem do enfoque proposto.

Figura 22 — Regiao de factibilidade obtida com o Teorema 13 (o) e o Teorema 14 (e.0)
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

5.2 PROJETO DE CONTROLE NON-PDC CHAVEADO

Na Secao 2.2 foi mostrado o controlador PDC (15), em contraste nesse controlador,
o controlador non-PDC é definido na seguinte forma (GUERRA; VERMEIREN, 2004):

ult) = iloz,;(t)Ki (Zl ai(t)Pi)_ . (211)

Note que a lei de controle (211) depende da inversa da matriz dependente das MFs. Em-
bora essa dependéncia gere complexidade na implementacao do controlador, ela também
¢ o motivo da reducdo do conservadorismo das condigoes em comparagao ao controlador
PDC.
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Para o desenvolvimento do controlador non-PDC, sera considerada a seguinte fun-

¢ao de Lyapunov nao quadratica:

V() =27 (t) <Z: ai(t)P,;> x(t). (212)

Note que a fungdo de Lyapunov nao quadrética (212) contém a inversa da matriz depen-

dente das MFs, isto é, a funcao (212) considera as informagoes dos MFs.

Para o desenvolvimento desta secao, considere as seguintes notacoes:

Po= iwi(t)l%, Pt = <Z oaz-(t)R-)l, Pt = oz g;(t)Pi) ) (213)

Portanto, a fim de lidar com a inversa da matriz dependente das MFs, teremos
P l=P'P,P" (214)
Tomando a derivada em relacao ao tempo:

Pl'=P PP '+ P PP+ P PP
2P ' + PP, P (215)

Entéao, a partir de (215) obtemos a relacao

Pl=—-P'P.P L. (216)

(67

Observagao 20. Note que a relagio (216) exige que as matrices Py, i € K, sejam simé-

tricas.

5.2.1 Projeto de controle chaveado usando uma funcao de Lya-

punov nao quadratica

Como o enfoque proposto foi estendido ao projeto do controlador PDC chaveado,
também pode ser estendido para obter um controlador chaveado non-PDC, a fim de
aproveitar as vantagens do controlador non-PDC e obter condi¢oes de projeto com um
menor conservadorismo. Nesse sentido, o controlador non-PDC chaveado sera definido da

seguinte forma:

T

u(t) => o;() Ko P (217)

=1

em que o(z(t)) é a lei de chaveamento. Note que o controlador (217) precisa de um

conjunto de ganhos {K;(«), Ks(a), ..., K,(a)} e apenas de uma matriz dependente das
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Figura 23 — Diagrama de blocos do controlador non-PDC chaveado

t z(t)
ult) | T-S Fuzzy System

a;(t)

@

BCh——
ole— K- ()
- o(@(t)) 3
P a)

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

MFs. A Figura 23 mostra o diagrama de blocos do controlador non-PDC chaveado. Entao,

o sistema em malha fechada sera

#(t) =3 ai(t)ay(t) [Ai + BiKjo Pyt a(t). (218)
i=1 j=1
Baseado na lei de controle chaveada (217) e na fun¢ao de Lyapunov (213), segue

0 seguinte teorema:

Teorema 15. Considere a Suposicio 1, com p = maxek,{pi}. Se existieram matrizes
simétricas P; € R™" e matrizes Ry;, Ro; € R™™ para i € K,., que satisfazem o sequinte

conjunto de LMIs:

P >0, Viek, (219)
ik < 0, VZ, ke Kr> (220)
2
o 1Eiik + Eijk + Ejik < O, Vi 7A j, Vk € KT, (221)
sendo
& P, + Ry;A; — R, —Ry — RL |

P(f =rpP, — pZPg.
=1

Entao o controlador chaveado (217), com a sequinte lei de chaveamento:

o(t) = arg gé&ﬂL{}f{xT(t)ka(t)}, (222)
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e com os ganhos dados por K, torna o ponto de equilibrio x(t) = 0 do sistema (218)

assimptoticamente estdvel.

Demonstracao. Considere uma funcao de Lyapunov nao quadratica
V(z) =z" ()P z(t). (223)
Entao, tomando a derivada com respeito ao tempo

V(z) = &7 ()P a(t) + o7 () P ta(t) + 27 (1) P ta(t). (224)

Do sistema (218), podemos fazer a mudanga de varidvel
€(t) = Aqx(t), (225)

em que €(t) = @(t) — Bo Koo Py tx(t). Entdo, substituindo #(¢) em (224) e desenvolvendo

a expressio V(z) temos

V(z) =z ()P, KT BTP 2 (t) + 27 (t) Py  Bo Koo Py M (t) + €7 () Py M (t)

« oo e} «

+ 2T ()P e(t) + 2T (t) P (1), (226)
Levando em conta a relagao (216)

V(z) =Vi(x) + 2T ()P, KL BT P a(t) + 27 (t) P, ' Bo Koo Py (1)

-1
« acT ot a

— 2T (t)P PP a(t). (227)
em que

Vilz) = ' ()P a(t) + 27 () P e(t) (228)

[0}

Note que, do sistema (228), pode ser aplicado o método do descritor com matrizes

auxiliares fuzzy na expressao V;(z), da seguinte forma:
Vi(z) =2 ()P e(t) + € (t) Py 'a(t) — 2 [ (8) Ria + €7 (t) Raa | X [e(t) — Aqz(1)].
(229)
Entao, obtem-se

Rio Ay + ATRT, *

W@ =) | Rl et T
a  1lq 241la TR T Ly,

z(t) ] . (230)

Por outro lado, baseado na Suposigao 1 e na desigualdade (150) do Lema 2, tem-se

N z: &, (t)x" (t) Pir(t) < éai(t)lj(t) <7”/)Pg - /J[zr: Pe) z(t). (231)
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Multiplicando por P;! no lado esquerdo e direito

—2T ()P PP a(t) < 2T (t) P! (erU — pi Pg) P la(t). (232)

(=1

Entéao, substituindo (230) e (232) em (227)

V(z) =Vi(x) + 2T ()P, KL BY P a(t) + 27 (t) P, ' Bo Koo Py (1)

+ 2T ()Pt <er0 —p> Pg> P la(t). (233)
(=1

De (233), a fim de garantir V(z) < 0 é necessario que

Vi(z) + 2" ()PP KL BE P w(t) 4+ 27 (t) Pyt B Koo Pyt 2(t)

+ 2T ()Pt (erU -p> Pg) P lz(t) < 0. (234)
=1

Multiplicando a desigualdade (234) por P, no lado direito e esquerdo e substituindo o
por k € K, e considerando Rl = P,RT P,, RL = P,RL P., obtem-se

33 a By (3T (DZ () < 0, k€ K. (235)

em que 27(t) = [27(t) €1'(t)].

Por fim, note aplicando o Lema 1 as desigualdades (220) e (221) garantem que

V(x) < 0, e assim, tornando o ponto de equilibrio z(t) = 0 assintoticamente estével. [J

O Teorema 15 apresenta as condigoes para o projeto do controlador non-PDC
chaveado usando a func¢ao de Lyapunov nao quadratica. Note que diferente do Teorema
13, o Teorema 15 nao precisa fazer a definicio do escalar p, isso permite aproveitar as
matrizes auxiliares R; e Ry, que podem depender das MFs. Essa vantagem é devido
a fungao nao quadratica, que permite desenvolver o termo z?(t)P; K1 BT P 1x(t) +
2T (t) P By K oo Py tw(t) na forma de LMIs, multiplicando no lado direito e esquerdo pela
matriz simétrica P,. Portanto, o método do descritor foi aplicado considerando a expressao

(225).

Outra vantagem importante do controlador non-PDC é que ele pode aproveitar o
Lema 2 para lidar com as derivadas das MFs. Portanto, essa vantagem pode ser estendida
para o uso da funcao de Lyapunov nao quadratica generalizada, do mesmo modo que para

a funcao de Lyapunov fuzzy generalizada.
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5.2.2 Projeto de controle chaveado usando uma funcao de Lya-

punov nao quadratica generalizada

A fungdo de Lyapunov nao quadratica generalizada tera a seguinte forma:

Via) = 27(t) [Z S o3 May®Priy| (o). (236)

i1=142=1 in=1j=1

Isto é, que o grau de generalizacao pode ser estendido até qualquer valor de N. Contudo,
a diferenca do controlador PDC chaveado, a lei de controle non-PDC chaveada precisa
também ser estendida, ou seja, teremos

-1

(237)

u(t) = ilammg [Z S 3 [ an ()P

i1=1142=1 in=1j =1

Note que o niimero de controladores a serem chaveados permanece r, ou seja, a complexi-
dade da implementacao do controlador depende apenas da inversa da matriz dependente

das MFs ao igual que o controlador non-PDC sem chaveamento (Figura 23).

A fim de comprovar o aprioriamento do controlador non-PDC generalizado, segue

o teorema para o caso N = 2:

Teorema 16. Considere a Suposicio 1, com p = max;ck, {pi}. Se ezistieram as matrizes
simétricas P;; € R™ ™ e matrizes Ry;, Ry; € R™" para i € K,., que satisfazem o sequinte
conjunto de LMIs:

P;+P; >0, Vi<jek, (238)
Zak < 0, Vi keK,, (239)
2
rjEiik + Eijk + Ejik < O, Vi 7A j, Vk € Kr, (240)
sendo
K P, + Ry;A; — R, —Ry;— R |’

P;Sk = Tp(P]m' + sz) - ,OZ(P& + PM)
/=1

Entao o controlador chaveado (237) para N = 2, com a sequinte lei de chaveamento:
o(t) = arg max{s" (t) >_ a;(t)(Piy + Pir)s(D)}, (241)
T j=1

e com 0s ganhos K, torna o ponto de equilibrio x(t) = 0 do sistema (7) assimptotica-

mente estdavel.
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Demonstracao. A prova do Teorema segue o mesmo procedimento que os Teoremas 14 e
15. O

O Teorema 16 apresenta as condi¢oes de projeto para o controlador non-PDC
chaveado (237) para o caso N = 2. Note que, assim como no Teorema 15, ndo é necessario
definir o escalar p é possivel utilizar as matrizes auxiliares fuzzy. Além disso, a lei de
chaveamento é a mesma que no Teorema 14, isto é consequéncia destes dois teoremas
abordarem as derivadas das MFs usando o Lema 3. Portanto, a fim de verificara reducao

do conservadorismo das condigoes, sera considerando novamente o Exemplo 8 para p = 1.

A Figura 24(a) apresenta uma comparagao da regiao de factibilidade do Teorema
13 e o Teorema 15. Note que o controlador non-PDC chaveado apresenta uma maior
regiao de factibilidade do que o controlador PDC chaveado. Além disso, a Figura 24(b)
ilustra a comparacao da regidao de fatibilidade do Teorema 14 e o Teorema 16. Note
que o controlador non-PDC chaveado generalizado para N = 2 apresenta maior regiao de
factibilidade em relacao ao controlador PDC chaveado generalizado para N = 2. Portanto,
o aprimoramento do controlador non-PDC chaveado é muito perceptivel, o que comprova
a vantagem consideravel do Lema 3, que pode ser aplicado ao projeto de controladores

non-PDC chaveados.

A fim de mostrar a efetividade do enfoque proposto com respeito a alguns traba-
lhos recentes na literatura, serda considerado o Exemplo 5 para p = 1. A Tabela 7 mostra
os valores maximos que b pode assumir em relacao a alguns valores de a para o método
proposto em Mozelli, Palhares e Avellar (2009), o Teorema 6 proposto em Lee, Park e
Joo (2012), a estrategia proposta em Tognetti, Oliveira e Peres (2011) e o Teorema 16. E
importante mencionar que o Teorema 6 proposto em Lee, Park e Joo (2012) também consi-
dera um controlador non-PDC com uma func¢ao de Lyapunov nao quadratica generalizada
para N = 2. Além disso, a estratégia proposta em Tognetti, Oliveira e Peres (2011) usa o
método do politopo para abordar as derivadas das MFs. Note que o Teorema 16 apresenta
um valor maximo de b consideravelmente maior que os outros métodos. Adicionalmente,
L representa o numero de linhas totais nas LMIs, isto é, o Teorema 16 apresenta um valor
consideravelmente baixo de L com respeito ao melhor resultado presenta na literatura

(Teorema 24 4y em Tognetti, Oliveira e Peres (2011)).
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Figura 24 — (a) Regido de factibilidade obtida com o Teorema 13 (o) e o Teorema 15
(e,0).(b) Regiao de factibilidade obtida com o Teorema 14 (o) e o Teorema

16 (e,0)
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Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Tabela 8 — Valores maximos de b com respeito a alguns valores de a e o niimero de LMIs
de cada estratégia.

Método a L
0 D 10 15 20
Mozelli, Palhares e Avellar (2009) 1.20 | 1.44 | 1.55 | 1.61 | 1.67 | 20

Teorema 2(; 1y Tognetti, Oliveira e Peres (2011) | 1.55 | 2.06 | 2.27 | 2.38 | 2.45 | 28
Teorema 241y Tognetti, Oliveira e Peres (2011) | 1.61 | 2.25 | 2.59 | 2.84 | 3.03 | 50
Teorema 2 9) Tognetti, Oliveira e Peres (2011) | 1.61 | 2.28 | 2.75 | 3.14 | 3.50 | 38
Teorema 244y Tognetti, Oliveira e Peres (2011) | 1.67 | 2.47 | 3.05 | 3.52 | 3.92 | 58
Teorema 6 em Lee, Park e Joo (2012) 1.66 | 2.25 | 2.73 | 3.14 | 3.56 | 20
Teorema 16 2.00 | 3.48 | 448 | 6.18 | 7.47 | 36

Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho tratou de um tépico muito importante na literatura dos siste-
mas fuzzy T-S, sendo proposto uma abordagem que melhora os resultados com respeito a
métodos propostos anteriormente. Além disso, procurou-se nao apenas fornecer os resul-
tados obtidos, mas também fornecer uma analise do processo que levou a obtencao desses

resultados.

6.1 CONCLUSOES

Este trabalho comeca apresentando alguns conceitos fundamentais dos sistemas
nao lineares e, na sequéncia, apresenta os fundamentos importantes que estao presentes
na extensa literatura sobre a andlise de estabilidade e o projeto de controle dos sistemas
fuzzy T-S mediante uma funcao de Lyapunov fuzzy. Embora algumas conclusdes parci-
ais foram mencionadas no final de cada capitulo, é importante destacar que a estratégia
de controle chaveado permite aproveitar a teoria presente nos sistemas chaveados. Dessa
forma, as técnicas de relaxamento baseadas no conceito de sub-regides obtidas pela fungao
de chaveamento podem ser exploradas nos sistemas fuzzy T-S, reduzindo o conservado-

rismo das condi¢oes em relagao a consideragao de um tnico ganho para o controlador.

No Capitulo 3, foi realizada uma analise de alguns métodos propostos na literatura
para obter as condicoes de estabilidade dos sistemas fuzzy T-S por meio de uma funcgao
de Lyapunov fuzzy. Foi demonstrado que os métodos que consideram uma andalise de
estabilidade local apresentam um conservadorismo menor em relacao aos métodos que
consideram uma analise de carater global. Além disso, um subconjunto do dominio de
atragdo pode ser estimado por meio da otimizacao da superficie de nivel da funcao de
Lyapunov. Entretanto, a conclusdo mais importante deste capitulo é que, entre os métodos
analisados, o método baseado no politopo tem mais vantagens do que os outros métodos,
pois inclui todos os cendrios possiveis do vetor &(t) € P. Portanto, conclui-se que nio
existe outro conjunto que inclua todos os cendrios possiveis do vetor ¢(t) e proporcione

menos conservadorismo do que o método do politopo.

O Capitulo 4 iniciou mostrando uma estratégia de controle chaveado com base no
método de politopo. No entanto, foi mostrado que essa estratégia pode apresentar um
numero muito grande de ganhos a serem comutados, aumentando ainda mais o esforgo
computacional das condig¢oes de projeto. Portanto, um conjunto convexo é definido a fim
de apresentar uma nova abordagem que limita as derivadas das MFs pela propriedade da
combinagao convexa de nimeros. Essa abordagem permitiu o desenvolvimento de novas
condigoes de projeto para um controlador chaveado com base em uma fungao de Lyapunov

fuzzy. E importante ressaltar que o controlador chaveado proposto também adiciona um
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termo positivo, aunque diferente aos métodos propostos na literatura, mas que é a base
para o relaxamento das condigoes (veja a Observagao 19). Por fim, esses resultados foram
aplicados a sistemas nao lineares na presenca de incertezas e foram comparados com outros
métodos da literatura, demonstrando um menor conservadorismo e uma maior eficiéncia

do controlador.

Na parte final deste trabalho, no Capitulo 5, ampliamos os resultados obtidos para
fazer uso de uma fun¢ao de Lyapunov fuzzy generalizada. Para esse caso, foi obtida uma
funcao de chaveamento dependente das MFs. Além disso, uma vantagem importante do
método proposto no capitulo anterior é que os resultados estendidos nao incrementam
o niamero de controladores a serem chaveados. Entao, esses resultados sao aplicados a
um controlador PDC chaveado. Os resultados deste capitulo mostram que o controlador
PDC chaveado apresenta um conservadorismo menor das condigoes em relagdo a um
controlador PDC. Além disso, o uso de uma funcao de Lyapunov fuzzy generalizada
pode reduzir significativamente as condig¢oes para uma generalizacao superior. Na segunda
parte, o enfoque proposto é usado para obter condigoes de projeto de um controlador
non-PDC chaveado. Este controlador também pode ser generalizado para qualquer valor
de N. Os resultados deste capitulo mostra que a estratégia proposta oferece um baixo
conservadorismo nas condigoes de projeto, bem como baixo esfor¢co computacional na

busca de solugoes.

6.2 POSSIVEIS PERSPECTIVAS PARA TRABALHOS FUTUROS

Embora a contribuicao deste trabalho esteja concentrada no projeto de um con-
trolador chaveado. Este trabalho, também apresenta uma perspectiva para a exploracao

de novas possibilidades para melhorar os resultados do sistema de controle.

6.2.1 Analise de estabilidade

Dado que o método do politopo apresenta um 6timo resultado para a analise da
estabilidade de sistemas fuzzy. Este abordagem pode ser aproveitada com o uso de uma
funcao de Lyapunov fuzzy por partes. O possivel enfoque para aproveitar a funcao de
Lyapunov por partes seria dividir o politopo em regides a fim de designar uma respectiva
funcdo de Lyapunov para cada uma delas. A Figura 25 ilustra algumas alternativas nas
quais o politopo pode ser dividido para o caso Vj(a), i € {1,2}. Para o primeiro caso, o
politopo pode ser dividido baseado em uma superficie de chaveamento baseada nas fungoes
min ... ou max.... Neste caso, a superficie estaria dada por ¥ = {z(t) € R"/Vi(a) =
Vo(a)} e a fungdo de Lyapunov por partes teria a forma dada em (57), tendo a vantagem
de nao ter pontos descontinuos nos instantes de chaveamento. Para o segundo caso, o

politopo poderia ser dividido em base a uma superficie escolhida arbitrariamente. Neste
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Figura 25 — Perspectiva para a divisao do politopo. (a) Considerando a superficie de
chaveamento. (b) Considerando uma superficie arbitraria

@ o

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

caso, a superficie ¢, poderia ser dada por exemplo, z(t) = ¢, &(t) = ¢, entre outros,
em que ¢ é um escalar dado. Este enfoque ja foi abordado na literatura (JOHANSSON;
RANTZER; ARZEN, 1999; BERNAL; GUERRA; KRUSZEWSKI, 2009), no entanto,

ainda nao foi aproveitado nas fungoes de Lyapunov fuzzy.

6.2.2 Projeto de controle chaveado

Como foi mencionado no texto, o enfoque proposto tem a vantagem de ser exten-
sivel para qualquer valor de N. Portanto, seria interessante obter as condigbes gerais de
projeto para qualquer valor de N e analisar o aumento do esfor¢co computacional junta-

mente com a reducao do conservadorismo.

Por outro lado, levando em conta que os termos positivos dados em (60) nao
foram usados neste trabalho, é possivel adicionar esse termo positivo a fim de reduzir
ainda mais as condigoes de projeto do controlador. Nesse caso, uma questao interessante
seria o desenvolvimento de métodos para introduzir o termo positivo nao linear dado em

(60), que tem um grande potencial para reduzir o conservadorismo das condigoes.

6.2.3 Extensao dos resultados

Adicionalmente, a proposta de controle chaveado deste trabalho pode ser estendida
ao estudo de algumas condicoes de desempenho, tais como a consideracao de uma taxa
de decaimento, o estudo da presenca de perturbacoes a fim de reduzir a norma H.,, ou a
reducao do custo garantido. Assim como na extensao para sistemas discretos ou sistema

mais gerais como os sistemas hibridos.
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