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RESUMO 

Um algoritmo para o computo do propagador concernente à teoria de gravitação 

com derivadas de ordem superior, baseado nos operadores de Barnes-Rivers, 

é apresentado. Um estudo sistemático da unitariedade a nivel de árvore desta 

teoria é desenvolvido e sua concordância com a lei de Newton é investigada 

via cálculo do potencial efetivo não relativístico. Estuda-se também o desvio 

da luz causado por um campo gravitacional estático gerado por uma fonte 

material localizada. Os cálculos mostram que no caso de raios luminosos que 

passem próximos ao sol a deflexão jaz no intervalo 0 < (f) < 1, 75". Enfo- 

cando a mesma questão a nivel de árvore concluimos que o vácuo é um meio 

dispersivo. Agora 4> é dependente da energia e varia de 0+ a 1,75“ segundos 

de arco. Exploramos também a bela idéia de que a deflexão gravitacional de 

fótons do espectro visivel possa dar origem a um arco-íris de gravidade. 

Palavras-Chaves: Gravitação de Ordem Superior, Unitariedade a Nivel de 

Árvore, Arco-Íris de Gravidade. 

Áreas de Conhecimento: 1.05.03.00 - 5 



ABSTRACT 

An algorithm for computing the propagator for higher-derivative gravity, 

based on the Barnes-Rivers operators, is presented. A systematic study of 

the tree-level unitarity of this theory is developed and its agreement with 

Newton’s law is investigated by computing the corresponding nonrelativistic 

potential. We also study the bending of light caused by a static gravitational 

field generated by a localized material source in the context of quadratic 

gravity. Our calculation shows that for light rays passing dose to the Sun 

the deflection (p lies in the interval 0 < 0 < 1.75". A tree-level approach to 

the same issue tells us that the vacuum is a dispersive médium. Now (p is 

energy-dependent and ranges from 0+ to 1.75“ arcsec. We also explore the 

beautiful idea that the gravitational deflection from the visible spectrum can 

give rise to a gravity’s rainbow. 

Key Words: Higher-Derivative Gravity, Tree-Level, Unitarity, Gravity’s 

Rainbow. 
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Introdução 

A teoria de campo de Einstein explica muito bem todos os fenômenos grav- 

itacionais macroscópicos. Ela é definida pela ação 

S = j d^x > (0-1) 

onde = 32ttG, sendo G a constante de Newton, é a constante de Einstein. 

Ignoramos a possibilidade de uma constante cosmológica que, fundado na 

experiência, deve ser necessariamente muito pequena. 

No entanto, como uma teoria quântica, ela é menos satisfatória, uma vez 

que a gravitação pura possui uma matriz S que, apesar de ser finita a nivel 

de one-loop [27], diverge na ordem de two-loop [28]. 

Nada mais natural, pois, que o teórico de campo quântico encare (0.1) 

como uma aproximação - a grande distância - de alguma ação que exiba mel- 

hor comportamento ultra-violeta e defina uma teoria quântica significante. 

Na verdade, como é bem conhecido, (0.1) não é a ação mais geral permitida 

pelas simetrias (covariança geral) da teoria. A ação geral é dada por [26] 

S — j —R -h a'R^ ^'RauR^'' + iRauRy^R,^ + ... 

onde o;',/?',7', etc., são parâmetros apropriados. A assim chamada teoria de 

gravitação com derivadas de ordem mais alta, por sua vez, é definida pela 
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açao 

d^x 
2R o: _2 P !-> r^/,1/ 
— + -R^ + ^Rf.uR^’' 
K,^ 

(0.2) 

onde a e P são parâmetros de acoplamento adimensionais. Deser e van 

Nieuwenhuizen [29] argumentaram que tal teoria seria renormalizável mas 

conteria fantasmas devido aos propagadores k~‘^. Antoniadis e Tomboulis [5] 

defendem o ponto de vista de que a presença do fantasma massivo de spin 2 

no propagador nu da teoria quadrática é inconcludente, já que esta excitação 

é instável. Stelle [4] demonstrou rigorosamente a renormalizabilidade da ação 

(0.2). Na realidade, em quatro dimensões a teoria de gravitação de ordem 

superior é a única teoria de gravitação que sabe-se ser renormalizável assim 

como seus acoplamentos com a matéria [4]. Este fato, aliado ao resultado 

acima mencionado encontrado por Antoniadis e Tomboulis [5], nos levam a 

concluir que a teoria quadrática é ainda uma possibilidade viável, que merece 

ser investigada. Talvez seja melhor interpretar a ação (0.2) como uma ação 

que descreve uma teoria de gravitação efetiva a baixa energia, assim como 

o modelo sigma não linear descreve efetivamente a interação nucleon-pion 

a baixas energias, enquanto aguardamos o advento da teoria microscópica 

completa [30]. 

Neste trabalho vamos estudar de mais de perto esta intrigante e polêmica 

teoria de gravitação de ordem superior. Nosso enfôque será totalmente à 

la Feynman, ou seja não geométrico. Sempre que possivel procuraremos 

levar em conta o seu provocativo moto “What I cannot create, I do not 

understand.” 

Sem sombra de dúvida o propagador é um dos objetos mais importantes 

no contexto da teoria quântica de campos. Assim sendo começamos o nosso 

estudo calculando o propagador para uma teoria de ordem superior mais sim- 
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pies - a teoria de gravitação R-\- W'. Esquecendo temporariamente o lema 

de Feynman acima mencionado, obtivemos o propagador para esta teoria 

usando a força bruta. Tais cálculos além de envolverem intermináveis pas- 

sagens de álgebra Lorentziana sobre tensores simétricos de segunda ordem, 

fornecem um resultado onde as contribuições dos graus de liberdade massivos 

e não massivos do campo estão ininteligivelmente misturados, não havendo 

além disso nenhuma referência ao conteúdo de spin da teoria. Este resultado 

encontra-se na Ref. [15]. Após este frustante começo resolvemos desenvolver 

um algoritmo que, por um lado, nos permitisse entender o que estávamos 

fazendo e, por outro, evitasse as tediosas passagens algébricas anteriormente 

citadas. Apresentamos este algoritmo no capítulo 1. Na esperança de en- 

contrar uma teoria de ordem superior que fosse unitária a nivel de árvore 

desenvolvemos uma nova teoria de ordem superior - a teoria de Fierz-Pauli 

com derivadas de ordem superior [7]. Esta teoria é analisada pari passu com 

a teoria quadrática nos capítulos 1,2 e 3. 

No capítulo 2 analisamos o limite não relativístico das teorias quadrática [13] 

e de Fierz-Pauli com derivadas de ordem superior [7]. Ambas concordam ass- 

intoticamente com a teoria de Newton, e são finitas na origem. 

Um estudo sistemático da unitariedade a nivel de árvore para teorias de 

gravitação com derivadas de ordem superior é apresentado no capítulo 3 [7]. 

Lá se mostra que as duas teorias em discussão não são unitárias a nivel 

de árvore. Com base nos argumentos apresentados anteriormente decidimos 

então nos dedicarmos unicamente ao estudo da teoria quadrática. 

O próximo passo seria evidentemente verificar se a teoria quadrática, vista 

como uma teoria clássica, passaria nos testes sugeridos por Einstein para 

a relatividade geral. Como estamos trabalhando com a versão linearizada 

da teoria quadrática, concentramos nossa atenção na questão da deflexão 
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gravitacional da luz. Novamente esbarramos em grandes dificuldades, já que 

o gauge de de Donder, que é o gauge usualmente utilizado na relatividade 

geral, é completamente inadequado para tratar a teoria quadrática. Usamos 

então a teoria R + como laboratório teórico e determinamos o desvio 

gravitacional da luz no gauge de de Donder [15]. Após esta aventura no 

reino das integrais que só existem como distribuições, resolvemos procurar um 

gauge que fosse apropriado para a teoria quadrática. Tal gauge foi descoberto 

por Teyssandier em 1989 [14]. No capítulo 4 apresentamos este gauge e 

demonstramos que no mesmo a solução geral da teoria linearizada é uma 

combinação linear de dois campos tensoriais simétricos de segunda ordem e 

de um campo escalar [13]. Usando este gauge determinamos a solução geral 

no caso particular de uma partícula pontual estática [13]. Tal solução é de 

primordial importância para os estudos subsequentes. 

No capítulo 5 estudamos o problema do desvio gravitacional da luz. 

Mostramos, de duas maneiras diferentes, que raios luminosos que passam 

próximos ao sol sofrem um desvio (j) que jaz no intervalo 0 < çí» < 1,75" 

[13]. Os dois enfôques utilizados não fazem parte do arsenal usado pelos 

profissionais da gravitação. 

No capítulo 6 estudamos o espalhamento de fótons por um campo gravita- 

cional estático, tratado como um campo externo, no contexto da gravitação 

com derivadas de ordem mais alta. Desta análise concluimos que o setor 

R? da teoria em nada contribui para o espalhamento de fótons, enquanto 

que o setor produz propagação fotônica dispersiva (dependente da en- 

ergia) [13]. Este resultado é bastante relevante, uma vez que até então não 

se conhecia nenhuma teoria de gravitação capaz de produzir de per si fóton- 

propagação dispersiva. Mostramos também que para fótons passando nas 

vizinhanças do sol (j) varia de 0“^ a 1, 75~ (segundos de arco) [24]. Por fim, dis- 
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cutimos neste capítulo a bela idéia da existência de um arco-íris de gravitação 

no contexto da gravitação quadrática [22]. Um sumário dos principais resul- 

tados é apresentado no epílogo. 

Neste trabalho utilizamos o sistema natural de unidades {c = h = 1). Em 

nossa notação a assinatura é(-l ). O tensor de curvatura é definido por 

H , e o tensor de Ricci por = R^fiux- 
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1. Linearizamos a Lagrangiana correspondente à teoria original. Para 

isto decompomos a métrica, como se segue 

Qnu Vfn> d" (l'l) 

onde é a métrica usual de Minkowski e aí a raiz quadrada da constante 

de Einstein, e substituimos (1.1) na Lagrangiana da teoria. Designaremos a 

Lagrangiana resultante por Cg. 

2. Se estivermos trabalhando com teorias invariantes de gauge, adi- 

cionamos um termo apropriado que quebre esta invariância, o qual denom- 

inaremos Lagrangiana fixadora de gauge e denotaremos por Cfg. 

3. No passo seguinte, tomamos a Lagrangiana resultante 

C = Cg Cfg, 

e a reescrevemos na forma bilinear, 

4. o propagador é dado pelo inverso do operador O. 

O último passo do procedimento acima, isto é, a inversão do operador O, 

envolve, em geral, bastante álgebra tensorial. Para contornar este problema, 

vamos apresentar um algoritmo para inverter este operador [1], baseado nos 

operadores de Barnes-Rivers [2-6]. Para demonstrar a utilidade do mesmo, 

calcularemos o propagador para a teoria quadrática adicionando um termo 

fixador de gauge não convencional à Lagrangiana da teoria. Do resultado 

geral obtido, recobraremos o propagador para a teoria quadrática de gravitação, 

bem como para a teoria de Einstein, numa série de gauges de interesse. 
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Também iremos calcular o propagador relativo à uma teoria de gravitação 

com derivadas de ordem superior não invariante de gauge - a teoria de 

gravitação de Fierz-Pauli com derivadas de ordem superior [7]. 

1.2 O Algoritmo 

De acordo com o que vimos acima, para encontrar o propagador da teoria 

gravitacional, devemos inverter o operador Este operador é simétrico 

nos índices (per) e na troca de por pa. Barnes e Rivers mostraram 

que um conjunto completo de operadores que gera o espaço dos operadores 

com as simetrias acima, é dado no espaço dos momentos por [2-6]: 

^Hv,pa — c) iPfip^i/íT ^pc^vp T ^vp^pa d" ^i^cr^pp) 

^pu,p(7 — A^pp^vtr + Gpa^up) n^pv^i per » 

pO   n 
^pu,pc ~ ^^pu^pa ) 

^pv,pcr — ^pir<^pcr ) 

^pi/,pa ~ ^pir^píT + ^pu^pej ) 

onde 6^1, e Up^r são respectivamente os projetores das componentes transversal 

e longitudinal de um campo vetorial, isto é. 

0pi/ — Ppif ^p^i//^ j ^pir ^pki//k 
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onde é o momento do gráviton trocado. e satisfazem às seguintes 

relações 

^ pu ) ^ u — ^pu ? ^ pp^^ U d. 

o conjunto de operadores {P^, é um conjunto completo de 

operadores de projeção para tensores simétricos de segunda ordem. Eles 

são idempotentes, mutuamente ortogonais e satisfazem à seguinte relação de 

completeza: 

[P P P P P P^]pi>,p(T — '^(jlppVua d* '^pcrVi’p) ~ ^pu,pcr- 

Os operadores P^,P^,P° e P° projetam respectivamente as componentes de 

spin 1, spin 2 e as duas componentes de spin 0 do campo, no referencial 

de repouso do campo tensorial massivo. O operador P°, por sua vez, nada 

mais é que a soma de dois operadores de transferência de spin zero, ou seja, 

Pliy,p,T = + P‘^^]pi',P<T, onde P^"^pu,pc7 = Opuí^pa, P‘^\u,pa = í^puOpa, O 

obedece a seguinte tabuada 

popi ^ pip° = p^p2 ^ p2p^ ^ Q ^ 

popo = 3(P“ + P°) , 

pOpo _ pOpO _ p0i^ 

pOpo _ pOpO — p^^0 

onde O é o operador nulo. 

A expansão do operador O na base {P^, P'^, P^, P^, P^} é trivialmente 

obtida usando-se as seguintes relações que são encontradas a partir das 
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definições dos operadores P°, P°, P°: 

I (?7/íp?7i^ír + r]^„r]^p) = [P^ + P^ + P° + po] 

^0 
HV,pa 

Vpi^Vpa — pP® + P° + P 

Vpp^u^a P Vpcr^f^p d” Vt^p^p^cr d” ^va^pkp ~ k ^2P -|- 4P j 

pv,pa 

'^pu^p^a P 'Hpcr^p^u — ^ 
^0 
P +2P° 

U U U U _ i-4 pO rypl^ul^pl^a — ^pv,p(T 

pUfPa 
(1.2) 

pv,pa 

As identidades 

p2 
■* /Xi/jpíT 2 d~ 'HpcrVi^p] ^Vpt^Vpcr 

pl ^ |p0 -P 

P?„ .. = |7/^i277pa - 5 pV,p(T po + P° 

J pi/,pcr 

fJ,I/jp<7 

(1.3) 

por sua vez, facilitam grandemente a tarefa de escrever o propagador numa 

forma onde os termos proporcionais ao momento do gráviton estão ausentes, 

o que na prática simplifica bastante os cálculos que envolvem correntes con- 

servadas. 

Agora estamos prontos para encontrar o propagador. Expandindo o op- 

erador O na base {P^, P^,P°,P°, p”} com a ajuda das identidades (1.2), 

obtemos 

0 = XiP^+X2P^ + XoP° + xoP° + xoP° . 

Suponhamos então que = y\P^ + U2P^ d- VqP^ d- VqP^ d- VqP^■, onde 

yijy2,yo,yo ^ yo são parâmetros a serem determinados. Porém, 00~^ = I, 
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o que nos leva ao seguinte sistema de equações algébricas 

XiVi-l 

XoVo + ^XoVo = 1 

X2V2 = 1 

xoVo + XoVo = 0 
xoyo + 3x0^0 = 1 

hyo + xoVo == 0 • > 

(1.4) 

Antes de prosseguirmos precisamos de um lema. 

Lema. Se Xi ^ 0, X2 ^ 0, rro^o“3fo 7^ 0, então (1.4) tem uma e somente 

uma solução. 

Prova. Reduzindo por linhas a matriz aumentada do sistema (1.4) à forma 

escalonada, resulta 

Xi 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Xq 

Xo 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Xq 

Xo 

0 

0 

3xo 

Xo 

2>Xo 

Xo 

r 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

X2 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

Xo 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

Xo 
0 

0 

0 

0 

3fo 
35o 

{xoxo - 35q) 
0 

Conseqüentemente o propagador é dado por 

1 

1 

1 

1 

1 

-5o 
0 

+ —p2 + - _ 
X\ X2 XoXo — 3a;, S2 

^0 
XoP + XoP - XoP 

0 

(1.5) 

Em resumo, o algoritmo para o cálculo do propagador consiste dos seguintes 

passos. 

1. Linearize a Lagrangiana original usando (1.1). 
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2. Adicione ao resultado precedente uma Lagrangiana fixadora de gauge 

apropriada. Evidentemente este procedimento só é utilizado no caso de teo- 

rias invariantes de gauge. 

3. Escreva a Lagrangiana resultante na forma bilinear £ = O^u,p<xh^^■ 

4. Encontre os coeficientes xi,X2,... ,ío> expandindo o operador O na base 

{pi p2 po po ajuda das identidades (1.2). 

5. Insira esses coeficientes em (1.5). 

1.3 O Propagador Para a Teoria Quadrática de Gravitação 

A Lagrangiana para a teoria quadrática de gravitação é dada por 

(1.6) 

onde = 327tG, sendo G a constante gravitacional Newtoniana, e a e j3 dois 

parâmetros adimensionais. Linearizando (1.6), obtemos 

- + + (1-7) 

onde , (j) = /i, F^i/ - Aj/^^, b = I3k ^2 e c Oíj 

A Lagrangiana (1.7) é invariante em relação à transformação infinitesimal 

de coordenadas 

x^ x^ + kA^^{x), 

onde A^{x) é um campo vetorial infinitesimal. Ele deve ser infinitesimal 

para evitar que haja inconsistência com (1.1). Como consequência, (1.7) é 

invariante em relação à seguinte transformação do campo 

hpvi^x^ ^ h^i,{x^ A^^j/(x) Ai/^^(x). 
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A transformação acima é uma transformação de gauge local da Lagrangiana 

(Apêndice A). Assim sendo, devemos adicionar um termo fixador de gauge 

a (1.7). Usualmente, escolhe-se uma combinação linear de e d^(f) como 

função de gauge. Porém, examinando-se (1.7) percebemos a presença não 

só desta combinação linear mas também de seu rotacional (F^j/) e de sua 

divergência o que sugere que escolhamos a seguinte Lagrangiana 

fixadora de gauge 

Colocando a Lagrangiana resultante 

C = C, + Cfg, 

na forma bilinear 

e expandindo o operador O na base {P^, P^, P°, P°, p”} com a ajuda de (1.2), 

obtemos 

O = XiP^ + X2P^ + XqP^ + XqP^ + XqP^ , 

onde 

xi = 6/2(A3A:^ + 2Xikyb) , 

X2 = b/2{k^ + 2k‘^/b) , 

Xo = V2(4fc^ - + 12A:^c + 3A2A^A;^ 12XiX‘^k^/b) , 

Xo = b/2{X2k^ - 2XX2k^ - SXXi^/b + AsA^A:^ + 4X^X‘^k'^/b -h 4AiA:Vò) , 

fo = b/2{-XX2k^ - 4AA1P/6 + X2X^k^ + 4AiA2/cV&) . 
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o propagador no espaço dos momentos é dado por (1.5). A partir deste re- 

sultado, podemos obter o propagador para a teoria quadrática de gravitação 

bem como para a teoria de gravitação de Einstein, numa série de gauges in- 

teressantes e que são amplamente usados na literatura, escolhendo adequada- 

mente os parâmetros A, Ai, A2 e A3. Damos abaixo uma lista dos gauges mais 

importantes que resultam de tais escolhas: 

1. Gauge de Julve-Tonin (A = 0) [9] 

Para que a teoria não contenha táquions, mo e mi devem ser reais, o que 

implica em (3o; + P) > 0 e f3 < 0. Note que a escolha A = 0 resulta em um 

propagador que contém apenas os projetores de spin, isto é, P^, e 

e neste caso todos os termos exibem um comportamento A:"^. 

Na gravitação de Einstein, a função de gauge é dada por 

Propagador: 

onde 

K^{3a-\-P) ’ ^ 

2 2 4 
—, m, = —^ 

e o propagador por 
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2. Gauge de de Donder ^A2 = A3 = 0, A = 

Cfg = Al 

Propagador: 

0-1 = 

+ 

:P^ + 
mi p2 ^ 

AiA:^ k‘^{m\ — k^) 2k‘^{k‘^ — m^) 
.po 

+ 
3ml 

P° + 
m, 0 P° 

AiA;^ 2k‘^{k'^ — ml) 2k‘^{k‘^ — ml) 

Na gravitação de Einstein, o propagador no gauge de de Donder se expressa 

como 

2 
0“i - pi + —P^ ^P“ + , 

AiA;2^ Â;2 2A;2 ^ VAiit^ 2A;2 

3 \ pO_J_p^ 
2Â;2 

3. Gauge de Feynman (A2 = A3 = 0, Ai = 1, A = 

Cfg = 

Propagador: 

O -1 
A;2 

P' + 
mi .p2 + rUn 

A;2(mi — A;2) 2fc2(A:2 — mg) 

+ 
2 

TX + 
3mo 

P° + 
mn 

2k‘^{k^ — ml) 
P° 

A;2 2k^{k^ — ml) 

Para a gravitação de Einstein, o propagador no gauge de Feynman é dado 

por 

O 
_1   VfipVi'(T P VpcrVi^p Vpi^VpCT 
pv,pcT — 2^2 
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1.4 0 Propagador no Gauge de “Einstein” 

Para se resolver as equações de Einstein na forma linearizada, se utiliza as 

coordenadas harmônicas ou, equivalentemente, o gauge de de Donder. Este 

procedimento deu origem à opinião generalizada de que o gauge de de Donder 

constitui algo mais fundamental do que uma simples escolha entre várias 

possibilidades matemáticas, sendo inclusive atribuido a este um significado 

físico [11]. Este ponto de vista tradicional é posto em questão no trabalho 

de Hitzer e Dehnen [8], no qual é discutido um novo método para integrar as 

equações de Einstein na forma linearizada. Este método consiste na escolha 

de um novo gauge, denominado gauge de “Einstein”, em virtude de ter sido 

utilizado por Albert Einstein em 1916 para dar a sua teoria de gravitação uma 

forma mais concisa e elegante. Na referência acima citada, Hitzer e Dehnen 

mostram que no gauge de “Einstein” a integração das equações linearizadas 

da gravitação é feita de uma maneira natural e direta, contestando assim o 

caráter fundamental do gauge de de Donder. Além disso, a conexão com o 

limite Newtoniano fica perfeitamente clara quando se usa este novo gauge, 

o que nos obriga a rever os argumentos acerca da natureza fundamental do 

gauge de de Donder. O gauge de de Donder é realizado fazendo-se = 0, 

onde 7^^ = na teoria linearizada de gravitação, enquanto que o 

gauge de “Einstein” é definido por h = 0. A seguir, vamos obter o propagador 

da teoria quadrática e da teoria de Einstein neste novo gauge - o gauge de 

“Einstein”. 

Para tal escolhemos a seguinte função de gauge: 

r 
^Í9 — ^2 ’ 

onde A é o parâmetro de gauge. Adicionamos então este termo a (1.7) e 
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escrevemos a Lagrangiana resultante na forma bilinear C = O. 

Expandindo o operador O na base P°, P°, P°}, obtemos 

2k^ 4A;2 
O = - r + — P" + - - — + 12Fc + 

12A' 

bk^ 

r> 2A -Q 2A ^0 
P“ + -^P° + —P . 

Como consequência, o propagador no espaço dos momentos é dado por 

O -1 mf .p2 + ms 

k'^{rn{ — k‘^) 2k'^{k'^ — ml) 
pO 

+ 
«2 
^ + 

3mo po _ rrin 

2kP‘{k'^ — mg) 
P° 

2A 2A:2(A;2-m§) 

Vamos supor que mg e mi sejam reais, o que corresponde à ausência de 

táquions ( tanto de energia positiva quanto negativa ) no campo dinâmico. 

Assim, quando mg e mf —> oo o propagador se reduz a 

0-1 = J-p2 ?-pO q. 
A;2 2A;2 

K 3 pO _i_p° 
2A;2 

que é o propagador para a gravitação de Einstein no gauge de “Einstein”. 

1.5 O Propagador para uma Teoria de Gravitação 

de Ordem Superior Não Invariante de Gauge 

Consideremos agora, a teoria de gravitação de Fierz-Pauli com derivadas de 

ordem superior [7]. Para construir a Lagrangiana desta teoria adicionamos a 

parte linear da Lagrangiana que contém os termos com as derivadas quárticas, 

p2 e p2^, isto é, 

Chd = \ + (1 + 4c)(A^,^ - , 

onde ò = /?Y,c=^, sendo a “constante de Einstein” para a teoria de 

Fierz-Pauli [10], à Lagrangiana de Fierz-Pauli, ou seja, 

^F.p = -^ + Al + {A„ - - 0^) . 
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No espaço dos momentos a Lagrangiana resultante pode ser escrita como 

+ {2bk^-2k^+ 6bck^+ 2m^)p^+ m^P° . (1.9) 

Devido à presença do termo massivo, a teoria obtida não é invariante de 

gauge. Portanto, não é necessário adicionar uma função de gauge a (1.9) 

para se obter o propagador. Tudo o que temos a fazer neste caso é inverter 

o operador 

Fazendo ò = c = 0em(1.10) recobramos o propagador da teoria gravitacional 

de Fierz-Pauli [12], isto é. 

onde foram omitidos os termos proporcionais ao momento do gráviton. 

1.6 Sumário 

Neste capítulo apresentamos uma prescrição [1] para calcular o propagador 

concernente às teorias de gravitação com derivadas de ordem superior baseada 

nos operadores de Barnes-Rivers. Utilizando este algoritmo computamos o 

Usando (1.5), obtemos 

2bk!^ + Qbck'^ — 2k^ + 2rin? 

3m^ 

(1.10) 
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propagador para a teoria quadrática num gauge não convencional, e por uma 

escolha judiciosa dos parâmetros de gauge, reobtivemos o propagador numa 

série de gauges interessantes que são amplamente usados na literatura. Cal- 

culamos também o propagador tanto para a teoria quadrática quanto para a 

de Einstein num gauge bastante curioso que Hitzer e Dehnen [8] batizaram 

de gauge de “Einstein”. Finalmente, utilizamos a prescrição proposta para 

obter o propagador para a teoria de Fierz-Pauli com derivadas de ordem su- 

perior [7]. Esta teoria é um exemplo de teoria de gravitação com derivadas 

de ordem mais alta que não é invariante de gauge. No próximo capítulo anal- 

isaremos o limite não relativístico tanto da gravitação quadrática quanto da 

teoria de gravitação de Fierz-Pauli com derivadas de ordem superior. 
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Capítulo 2 

O Potencial Efetivo Não 

Relativístico 

Neste capítulo apresentamos o cálculo do potencial efetivo não relativístico tanto 

para a teoria de gravitação de ordem superior [13] quanto para a teoria de gravitação 

de Fierz-Pauli com derivadas de ordem superior[7]. 

2.1 Introdução 

Em princípio toda teoria relativística de gravitação deveria concordar com 

a teoria de Newton no caso limite de movimentos a baixas velocidades em 

campos gravitacionais fracos. Conseqüentemente é importante verificar se as 

teorias de gravitação de ordem mais alta levam a lei não relativística correta 

para à interação gravitacional. Para tal, calculamos o potencial efetivo não 

relativístico concernente à interação de dois bosons massivos idênticos e de 

spin zero via a troca de um gráviton. A expressão que fornece o potencial é 

onde M.N.R. é o limite não relativístico da amplitude de Feynman para o 

(2.1) 
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processo S + S —> S + S, onde S denota um bóson de spin 0 e massa m. O 

diagrama de Feynman correspondente é mostrado na Fig.l. 

A Lagrangiana que descreve a interação entre o campo gravitacional e 

um campo escalar massivo (j) é dada por 

Ci int d^(j)d^(j) - d°‘(f) - 

A partir da expressão anterior a regra de Feynman para o vértice elemen- 

tar pode ser prontamente obtida (vide Fig.2). 

S S 

k 

s s 

Fig. 1 —Contribuição para o espalhamento de duas partículas massivas 

idênticas e de spin zero via a troca de um gráviton. S representa uma 

partícula escalar de massa m. 

A amplitude de espalhamento para o processo em questão é dada por 

M = V,Ap, -q') , 

onde é o propagador do gráviton. Levando este resultado em (2.1) 

e efetuando a integral correspondente, obtemos o potencial não relativístico. 
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VtMu ip-p' + rrí^)] 

Fig. 2 —A regra de Feynman relevante para a interação bóson-bóson. 

2.2 Potencial Não Relativistico para a Teoria Quadrática 

A amplitude invariante para o processo mostrado na Fig.l é dada neste caso 

por 

M = 
2 2 mi 

Y [(P ■ • 9) + (P ■ - 9 • ?') 

2 

k‘^{m\ — k^) 2 

+ {q • q')i'm^ -P-P') + 2(m^ - p • p'){m^ - q ■ q') - ~ P ’ P') 

X (2m^ - q • ç')] + "^0 /o 2 
— mg) 6 

No limite não relativístico essa expressão se reduz a 

{2mr — p-p'){2mr — q ■ q') . 

2 
Ml 

2^4^2 
+ 

K m m 0 
N.R. 2 J^2 ^Jç2 _|_ ^2^ ' gjj^2 ^Jj2 _|_ j^2^ 

Substituindo (2.2) em (2.1) obtemos 

(2.2) 
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U{t) 

+ 

r (r .-i\k\rcose 
6(27r)2Ío Uo 

1 1 

k2 + ml 4 (k2 + mg) 

sin 0 dO 

k^ d|k| 

) 

_3 J_ 

K^m? 1 r ^+°° ix / 3 X 

6(27t)2 r [7-00 \ 4a: a;2 + mfr^ 

4 x2 + mgr^ 
(2.3) 

Integrais do tipo dx {a 7^ 0) existem se e somente se a > 0. 

Neste caso elas podem ser facilmente calculadas pelo método dos resíduos. 

Portanto, admitindo que 3a + P > 0 e ~P < 0, o que corresponde à ausência 

de táquions no campo dinâmico, obtemos prontamente de (2.3) 

1 4e-"*»’" 

r 3 r 3 r 

Segue-se que o potencial para a gravitação quadrática é dado pela expressão [13] 

U (r) = GrrP 

V{r) = Gm 
1 4 
 f- -   
r á r 

1 

3 r 
(2.4) 

Este potencial concorda assintoticamente com a lei de Newton. Na origem 

ele tende ao valor finito Gm 

2.3 Potencial Não Relativistico para a Teoria de 

Gravitação de Fierz-Pauli com Derivadas de Or- 

dem Superior 

Neste caso a amplitude invariante é dada por 

A4 = —2ml 
1 

_(Â:2-Mf)(A;2-M|)J 2 

K 
í(p • q){p' • q') + {p ■ q')ip' • q) 
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+ {p• p'){m‘^ - 9 • + (9• -p-p') + 2(M^ -p■ p'){m‘^ - Q-q') 

- ?(2M2-p-p')(2M"-«•?')] . 

onde Mf = mf + — 2mlm^, M| = ml — yjm\ — 2m'{m?, m\ = —\ — 

— e M denota a massa do bóson. 

No limite não relativístico esta expressão se reduz a 

■M.N.R. — — —/Í^M^ 
mt 

3 (k2 + Mf)(k2 + M|) ■ 

Portanto, 

U{r) = 
yjl — 2m?/m\ ^ 

X Im 
/_■ 

+00 / 7- 
e^x { X 

x2 + Mfr'2 a;2 4-M|r2 
dx (2.5) 

Supondo que /? < 0, e > 2m^, o que corresponde à ausência de táquions 

no campo dinâmico, podemos efetuar as integrais acima. O potencial efetivo 

é dado então por 

—Mir 
U{r) = ,  ^  

3 — 2m?/m\ L ^ 

e o “potencial generalizado de Fierz-Pauli” por [7] 

-AÍ2r ■ 
(2.6) 

4 _ 1 \ p-Mir 
V{r) = -MG-r  - ■ ^  

3 yN —2m2/n^ L ^ 

,-M2r' 
(2.7) 

Este potencial concorda assintoticamente com o potencial Newtoniano e 

tende ao valor finito |MG(M2 — — 2m?/m\ na origem. 
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2.4 A Constante Efetiva da Teoria de Gravitação 

de Fierz-Pauli 

Quando —> oo o “potencial generalizado de Fierz-Pauli” (2.7) se reduz 

ao potencial de Fierz-Pauli, ou seja, 

4 _ 
Vp.p.(r) = --MG  . 

o r 

Comparando este resultado, no limite em que a massa m do gráviton 

associado à teoria de Fierz-Pauli é extremamente pequena, com o poten- 

cial Newtoniano Vn{v) = —MG/r, concluimos que G = |G. Portanto, 

P= G/G = 3/4, onde ^ é a constante de acoplamento efetiva da teoria 

de gravitação de Fierz-Pauli [7]. 

2.5 Sumário 

Obtivemos neste capítulo os potenciais efetivos não relativísticos relacionados 

às teorias de gravitação quadrática e de Fierz-Pauli com derivadas de ordem 

superior. Uma característica interessante desses resultados, é que eles provêm 

de integrais cuja existência implica em ausência de táquions (tanto de energia 

positiva quanto negativa) no campo dinâmico. Mostramos também que a 

razão entre as constantes de acoplamento efetivas relativas às teorias de Fierz- 

Pauli (g) e de Einstein (g) é igual a y^3/4. No próximo capítulo vamos 

analisar a questão da unitariedade a nivel de árvore destas duas teorias, que 

conforme vimos apresentam potenciais que além de finitos na origem tendem 

a zero no infinito, 

ae 
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Capítulo 3 

Um Estudo Sistemático da 

Unitariedade a Nivel de Arvore 

Apresentamos neste capítulo um método de análise da unitariedade a nivel de 

árvore de teorias de gravitação com derivadas de ordem superior [7]. A prescrição 

é usada para investigar a unitariedade tanto da teoria quadrática de gravitação 

quanto da teoria de gravitação de Fierz-Pauli com derivadas de ordem superior. 

3.1 O Método 

Fantasmas e táquions estão ausentes de uma dada teoria de gravitação com 

derivadas de ordem superior se o propagador correspondente apresenta so- 

mente pólos de primeira ordem em = 0 com massas reais M (ausência 

de táquions) e resíduos positivos (ausência de fantasmas) [8,31,32]. Con- 

seqüentemente, para testar a unitariedade a nivel de árvore destas teorias 

acoplamos o propagador à correntes externas conservadas, compatíveis 

com as simetrias da teoria e examinamos a amplitude corrente-corrente nos 

pólos. A amplitude de transição no espaço dos momentos, por sua vez, pode 
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ser escrita como 

A = , (3.1) 

onde g é a constante de acoplamento efetiva da teoria. Note que somente os 

operadores de spin e fornecem contribuições não nulas para a ampli- 

tude corrente-corrente, uma vez que = 0. 

É necessário agora que expandamos as fontes em uma base conveniente. 

O conjunto de vetores independentes do espaço dos momentos, 

k“={k\k) , Ã"=(fc",-k) . ef^íO.íi) , í=l,2, 

onde êi e t2 são vetores unitários mutuamente ortogonais e que são também 

ortogonais a k, serve para os nossos propósitos. O tensor de corrente simétrico 

pode então ser colocado sob a forma 

+ bM‘' + + dkH''^ + f. 

A conservação de corrente, k^T^'' = 0, nos dá as seguintes relações de 

vínculo entre os coeficientes a, b, d, P e /* 

ak"^ -f + k^) ^ = 0 , (3.2) 

b (kl + k^) + d^ — 0 , (3.3) 

Pk^ + f (kl + ]í‘^) = 0 . (3.4) 

Se saturarmos os índices de T^'' com momentos k^, obtemos a equação 

kfiki^T^^ = 0, que leva à seguinte relação de consistência para os coeficientes 

a, b e d 

ak‘^ + b(kl + k^) -|- dk'^ (k^ -f- k^) = 0 . (3.5) 
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Tudo que temos que fazer agora é calcular o resíduo de A em cada pólo 

de primeira ordem do propagador e verificar se seu sinal é positivo. 

3.2 Estudo da Unitariedade da Gravitação Quadrática 

a Nivel de Arvore 

Proposição 1. A teoria de gravitação com derivadas de ordem mais alta é 

não unitária a nivel de árvore. Se > 0 (3o; + /? > 0) e mf > 0 (—/3 > 0), 

a teoria é não taquiônica e apresenta uma partícula física de massa nula e 

spin 2, um fantasma massivo de spin 2 e uma partícula normal massiva de 

spin 0. 

Prova. De (3.1) e (1.8), obtemos prontamente 

A = g^Tf^^ -P^ + 
k?‘{rn\ — kP') 2k'^ {k^ — ml) 

- TV2 - TV3 

pO pp<7 

. fiUjpa 
p2 

k^ k!^ — m\ 6 {fP' — ml)\ 
(3.6) 

onde T = Portanto, temos dois pólos no setor de spin 2, ou 

seja, k"^ = 0ek“^ — m\, e um pólo no setor de spin 0: k“^ = m^. Determinemos 

pois o sinal do resíduo nesses pólos. Vamos supor que a teoria quadrática 

seja não taquiônica, o que implica em rug > 0 e mf > 0. 

• Pólo k"^ = 0. De (3.2), (3.3), (3.4) e (3.6), concluimos que o resíduo de A 

no pólo = 0 é 

ResA 
jfc2=0 

>0 . 
fc2=0 

Segue-se que a partícula sem massa é uma partícula normal. 
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• Pólo k'^ — ttÍq . Neste caso 

k^=mQ 

O que nos permite concluir que o resíduo da amplitude corrente-corrente no 

pólo = ml é sempre positivo. Logo, a partícula escalar massiva é uma 

partícula física. 

ResA 

• Pólo k"^ = m\. O resíduo da amplitude de transição no pólo k'^ = m\ é 

dado por 

2 
ResA 

k^=m^ 
= —g^ I ab (kl + + b^k"^ + bdk^ (kl + + (p^^ 

- i (t? + k^) eT - Ç (r)' 

- i \ak'^ + bk^ — P'‘ + d{kl + k^)l | , 
o *■ J k^=m\ 

= I [(a - b)kf + (o‘p + ^ [(e‘)^ - (f)^] 

- } (3.7) 

Na obtenção deste resultado utilizamos (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5). A expressão 

(3.7) pode também ser escrita como 

ResA 
k‘^=m\ 

= -9 
2 

[(a - b)k'^] 

5(a-)-)í;V‘| 
3 J fc2 = 

+ {é^f - 
kP 

+ y [(eO^ - iff] 

k'^=m\ 

Supondo agora, como de hábito, que T > 0, chegamos a conclusão que 

c» < 0, o que implica em ResA 
fe2=mf 

< 0. Portanto, temos um fantasma 

massivo de spin 2, não taquiônico, no propagador da gravitação quadrática. 
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Conseqüentemente, a teoria de gravitação com derivadas de ordem mais alta 

é não unitária a nivel de árvore. O 

Corolário 1. Se a> 0, então a teoria de gravitação R + R^, que é definida 

pela ação 

j d^^Xyf^ 
'2R a 2 
—+ õ^ 2 J 

é não taquiônica e unitária a nivel de árvore. 

5 

Prova. Trivial. O 

Este resultado vem de encontro à opinião em voga que teorias de ordem 

superior são sempre taquiônicas e não unitárias. 

Corolário 2. A relatividade geral é unitária a nivel de árvore. 

Prova. Trivial. O 

3.3 Unitariedade a Nivel de Arvore da Teoria de 

Gravitação de Fierz-Pauli com Derivadas de Or- 

dem Superior 

Proposição 2. Se fi < 0 e ml > 2m?, onde m\ = —\ = então 

a teoria de gravitação de Fierz-Pauli com derivadas de ordem superior é 

não taquiônica e apresenta uma partícula normal massiva de spin 2 e um 

fantasma massivo de spin 2. 

Prova. (1.10) nos diz que o propagador associado à teoria de gravitação de 
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Fierz-Pauli com derivadas de ordem superior pode ser escrito como 

1 ^ 1 ^ 26fc" + 6òcA;^-2A:^ + 2m^ -0 1 po 

— rm? 3m^ 3m^ 

Por outro lado, 

-rri^ =- M^) [k'^ - Ml) , 

onde 

Ml = 

Ml = 

A amplitude de espalhamento 

então a forma 

ml + \Jm\ — 2m?'m\ , 

m\ — \Jm\ — 2m?m\ , 

1 _ 2 

b (3k^ 

no espaço dos momentos [veja (3.1)] assume 

A = 
-2m\ 

- MDik^ - MIY 
jipa 

pi/,p(T 

-1 Tp.Ti^'' - TV3 
+ 

onde g é a constante de acoplamento efetiva da teoria de gravitação de Fierz- 

Pauli. Logo, se /? < 0 e mf > 2m^, a teoria de gravitação de Fierz-Pauli 

com derivadas de ordem superior é não taquiônica e apresenta dois modos 

massivos de spin 2: a partícula de massa Mi é um fantasma, enquanto que 

a de massa M2 é uma partícula física. O 

Corolário 3. A teoria de gravitação de Fierz-Pauli com derivadas de ordem 

superior não é unitária a nivel de árvore 
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Prova. Trivial. O 

Corolário 4. A teoria de gravitação de “Fierz-Pauli + ”, que é definida 

pela Lagrangiana [7] 

^ ,\2 
^ 

- i [a>-DV + .42 + (yl„ - - ^2) , 

é não taquiônica e unitária a nivel de árvore. 

Prova. O propagador da teoria em questão é 

1 
= 

A;2 - m‘‘ 
p2 _ J_pi _ - 2^ + 2m? 1 ^0 

3m‘^ 3m‘^ 

A amplitude de espalhamento [veja (3.1)], por sua vez, pode ser escrita como 

A = f 
- |T2 

A;2 — m2 

Segue-se que a teoria de gravitação de “Fierz-Pauli + B? ” é não taquiônica 

e unitária a nivel de árvore. O 

Note que a adição da parte linear do termo quadrático / R'^^y—gd‘^x à ação 

da teoria de gravitação de Fierz-Pauli não melhora o comportamento ultra- 

violeta desta última. 

Corolário 5. A teoria de gravitação de Fierz-Pauli é unitária a nivel de 

árvore 

Prova . Trivial. O 
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3.4 Sumário 

Mostramos neste capítulo que as teorias de gravitação quadrática e de Fierz- 

Pauli com derivadas de ordem superior não são unitárias a nivel de árvore. 

Por outro lado, apresentamos duas teorias de ordem superior: a gravitação 

i? + e a gravitação de “Fierz-Pauli + que são não taquiônicas e 

unitárias a nivel de árvore. Estes dois exemplos vão diretamente de encon- 

tro à crença generalizada de que teorias de ordem superior estão irreme- 

diavelmente vinculadas à presença de fantasmas e táquions. Os exemplos 

mencionados deixam bastante claro que o calcanhar de Aquiles tanto da 

teoria quadrática quanto da teoria de Fierz-Pauli com derivadas de ordem 

superior é o termo proporcional a Tal termo, pelo menos no caso da 

teoria quadrática, é necessário para que a teoria seja renormalizável [4]. A 

questão da unitariedade da gravitação quadrática, no entanto, é uma questão 

ainda em aberto. Senão vejamos. Nossos cálculos mostraram que o propa- 

gador nu do gráviton contem, além do usual gráviton de massa nula, uma 

partícula massiva de spin-2 de resíduo negativo, ou seja, um fantasma. Tal 

excitação, entretanto, é instável, afirmam Antoniadis e Tomboulis [5]. Como 

até o presente ninguém apresentou uma demonstração que invalidasse a tese 

dos autores em questão, acreditamos que não possamos rejeitar ainda a 

teoria quadrática como uma possibilidade viável. Assim sendo dedicare- 

mos os próximos capítulos ao estudo de algumas propriedades clássicas e 

semiclássicas desta intrigante e controvertida teoria de ordem superior. No 

próximo capítulo vamos discutir um novo gauge para a teoria quadrática 

linearizada. 
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Capítulo 4 

Um Novo Gauge para a Teoria 

de Gravitação Linearizada de 

Ordem Superior 

Neste capítulo, vamos escrever as equações de campo da teoria de ordem superior 

em um novo gauge - o gauge de Teyssandier [14]. Neste gauge, a solução geral 

para as equações de campo linearizadas da teoria de quarta ordem pode ser facil- 

mente deduzida de um sistema de equações de segunda ordem. Após demonstrar 

a consistência destes resultados, vamos obter a solução para o caso particular de 

uma fonte pontual e estática de massa M localizada na origem do sistema de co- 

ordenadas [13]. Esta solução será de importância fundamental para o estudo do 

desvio da luz no campo gravitacional de ordem superior. 

4.1 Introdução 

Na aproximação linear da teoria de gravitação de Einstein, é comum a uti- 

lização das chamadas coordenadas harmônicas, ou gauge de de Donder, onde 

as equações de campo assumem uma forma bastante simples. No entanto, 

quando se trata da teoria de quarta ordem, o gauge de de Donder se torna in- 
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adequado, fazendo com que o trabalho de encontrar soluções para as equações 

de campo fique bastante difícil e sobrecarregado de integrais que só existem 

como distribuições. Na referência [15] encontramos um exemplo onde o gauge 

de de Donder é utilizado na obtenção da solução das equações linearizadas 

da teoria /? + A partir daí, podemos ter uma idéia de como ficaria este 

cálculo para a teoria quadrática completa. 

Teyssandier [14] encontrou um gauge, que envolve derivadas de terceira 

ordem do campo, no qual as soluções das equações de campo na aproximação 

linear da teoria de quarta ordem podem ser facilmente obtidas. 

Na seção 4.2, obtemos a aproximação linear das equações de campo 

da teoria quadrática da gravitação, partindo das equações gerais da teoria 

(Apêndices B e C). A partir das equações de campo linearizadas da teoria 

completa, mostramos que o tensor momento-energia se conserva. 

Na seção 4.3, escrevemos as equações de campo linearizadas no gauge de 

Teyssandier. 

Na seção 4.4, obtemos a solução geral do sistema no gauge em questão [13], 

e na seção 4.5, encontramos a solução das equações de campo linearizadas no 

gauge de Teyssandier para uma fonte pontual estática de massa M localizada 

na origem do sistema de coordenadas [13]. 

4.2 A Aproximação Linear 

As equações de campo para a teoria da gravitação de ordem superior se 

escrevem como ( ver Apêndices B e C ): 

G fiu + 
a 

2 
+ 2V^Vi/i? — 2Çfj,^OR 2 

P<T 
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+ + 2R^px„R^^ — —gfj,n^R — ^Rfj,u + -Tp, = 0 . (4.1) 

Para se obter a aproximação linear, antes de mais nada, omitiremos os ter- 

mos quadráticos em R^i, e R, bem como os termos 2RR /iJ/ e 2Rp,pXuR"^ na 

expressão acima. Fazendo isto, (4.1) se reduz a 

^ + I (2V^V.i? - 2gp,UR) 

- \gp,UR - URp,^ + ]^Tp, = 0 . 

A partir daí, a aproximação linear é obtida quando substituimos 

gtiv — V/iu 4" t^hpi, (4-2) 

na equação acima . Assim, o tensor Rp^ se torna 

R =—nh — — í'y ^ +'Y 

onde 'ypu = hp^ — \Vtivh. Conseqüentemente, 

Para simplificar a notação das equações de campo, vamos redefinir o tensor 

de Ricci e o escalar de curvatura fazendo 

R->R=- e Rp^-^Rp^ = ^ . 
K 

Com isso, obtemos 

(I - f □) (b„. - n,4) “ (“ + 2) 
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onde 

fi=ÍDft-rV <* 

a = ,rS^S. . 

Notando que = |R,^, concluímos que 

1 
= 0 

Portanto, (4.3) implica em 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

= 0 ■ (4.7) 

Estas são as leis de conservação de momento e energia na relatividade especial 

que implicam nas equações de movimento válidas na ausência de campos 

gravitacionais. 

4.3 Equações de Campo da Teoria Quadrática no 

Gauge de Teyssandier 

Como sabemos, quando utilizamos as chamadas coordenadas harmônicas, 

conseguimos simplificar consideravelmente as equações linearizadas da teoria 

de Einstein. No entanto, isto não ocorre quando estamos lidando com as 

equações linearizadas da teoria quadrática. Provavelmente, a falta de um 

gauge apropriado para a teoria da gravitação de quarta ordem seja, até certo 

ponto, responsável pelo atraso na investigação de suas previsões teóricas e 

também da sua confrontação com os resultados experimentais conhecidos. 
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Veremos como o gauge de Teyssandier nos permite escrever as equações lin- 

earizadas da teoria em uma forma bastante conveniente para o estudo de 

suas soluções. 

Tomando o traço de (4.3), ficamos com 

R . (4.8) 

Substituindo (4.8) em (4.3), obtemos 

1 P 
6 \ 

n I t]^i,R + Í a + 
2k 

Agora, fazendo uso de (4.4), ficamos com a seguinte expressão para as equações 

de campo linearizadas 

onde 

,A 
7m’ - « + Õ 

P\ K 

2 
(4.10) 

É interessante notar que quando a = /5 = 0, (4.9) e (4.8) se tornam 

respectivamente 

^7(0/ lífiX V li>\ /14" 7 ^,\p'nfiv — ^Trj^iui (4.11) 

kT _ 2 

"6" - 3* 
(4.12) 

Portanto, descartando-se os termos que contém as derivadas de ordem su- 

perior, as equações de campo (4.9) se reduzem às equações linearizadas da 

teoria de Einstein, ou seja. 

°7) tív Ipx V Ivx /I 4" 7 ^,xpVni> — 2 (4.13) 

44 



Agora, veremos como o gauge de Teyssandier pode ser realizado. A trans- 

formação de gauge do campo gravitacional linearizado é (ver Apêndice A) 

hfiu ^ hfii, = hfiiy 

É fácil verificar que (4.9) é invariante sob a transformação (4.14), enquanto 

que se transforma de acordo com 

r„(i) ^ fp(x) = r„(i) - - ê^ò\ aA^(x). (4.15) 

Portanto, podemos obter uma simplificação significativa das equações de 

campo impondo a condição f ^ = 0, ou equivalentemente, P^ = ^1 — nA^^. 

Esta condição define o gauge de Teyssandier. Assim, o problema de encon- 

trar a solução para as equações de campo linearizadas da teoria de quarta 

ordem se reduz à resolução do seguinte sistema de equações: 

r„ = 

1 , 
 Uh 

2 

1 K 
/UI/ + ) — 7 

!3k^ 
□ ,A 

— I ® T -r I ~^R 

(4.16) 

(4.17) 

4.4 Solução Geral das Equações de Campo Linearizadas 

da Teoria Quadrática no Gauge de Teyssandier 

Nesta seção, vamos encontrar a solução geral para o sistema definido por (4.16) 

e (4.17). Para tanto, notemos que (4.16) pode ser reescrita na forma 

(m? + □) 
[-□A, lif 4" 

m 

K 

2 

onde 
-4 

k^/3’ 
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Vamos definir as grandezas por 

2 mf 

onde é solução do sistema (4.16) e (4.17). Sendo assim, deve satis- 

fazer à equação 

(4.18) 

+ mjJ = 
K 

2 ) 

o que implica em 

K 

2 L 
T, /XI/ 

(4.19) 

(4.20) 

Por outro lado, lembrando que ml = , podemos reescrever (4.8) na 

forma 

Rearranjando os termos, obtemos 

^ kT HR 
A 2 
4 ml 

(4.21) 

Usando (4.21), podemos escrever (4.20) na forma 

3mo 

K 

2 

Tv, fj,!/ 
■ /XI/ 

Agora, lembremos que as equações linearizadas da teoria de Einstein no gauge 

de de Donder, isto é = 0, com ^ , se escrevem 

como 

Portanto, 

□^(s) = --T 
ifuy 2^“^' 
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Conseqüentemente, 

= - Cf 
Tv, -T. /il/ 

h — ^ lífiu — -r 'üf^u 2^2 ’ 

onde é solução das equações de Einstein linearizadas no gauge 

Donder. Notemos que (4.22) implica em 

I ^ ,/il/ -M + 

Usando (4.21) para eliminar DR da equação acima, ficamos com 

1 kT 
+ llí  

I ,íii/ ^ ,111' 2 12 
R 

3 

Por outro lado, tomando o traço de (4.18) e lembrando 

obtemos 

I ,111' 
R 

3 

Agora, calculando o traço de (4.19), obtemos 

que R = Infi— 

12 

Portanto, 

T2 
= -7 

^1I' 
,Hi' 

R 

J ■ 

Eliminando com o uso de (4.23), obtemos = 0. 

modo, vemos que satisfaz às equações: 

(4.22) 

de de 

(4.23) 

ylH' 
I ,!ivi 

(4.24) 

Deste 
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Finalmente, definindo $ pela relação $ = , vemos que de acordo 

com (4.21), $ deve satisfazer à equação 

(□+mS)$ = ^ . (4.25) 

Resumindo, podemos dizer que para mg ^ 0 e mf 7^ 0, a solução geral das 

equações de campo linearizadas da teoria quadrática no gauge de Teyssandier, 

é dada por [13] 

hfiu ~ 4“ ■> 

onde e $ devem satisfazer às seguintes equações: 

2 [ 2 

(□ + ml) ^ 

^ fXI/ 

1 
^ /ZI/ Tv, ̂1/ 

= 0, 

/l-l 2^ .T, (□ + mS)$=— , 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 

com 

7; ifu' ''‘fj.iy 2’ 

É interessante notar que a solução geral encontrada é uma combinação 

linear dos campos e $. 

Vamos mostrar agora a consistência do gauge de Teyssandier. Em out- 

ras palavras, vamos provar que a solução geral das equações de campo lin- 

earizadas concernentes à gravitação quadrática satisfaz realmente a condição 

subsidiária F^ = 0 [13]. Substituindo (4.26) em (4.10), obtemos 

(mf □) 
2 mf 

fli^) 4- ^ ^ 
^ 3ml 2^^^" [ 

4R ' 

3m^y j 

- r+2 

P\ 
Rn 
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Por outro lado, 

Bf,u = 
{ml + □) 

2 mf 
hfj+« Rn, 'liu 

3mn 

{m\ 4- □) 

mf 
7. '\xi) d" ^iiv + 

Rn /ii/ 

3mo 

K 

y 

3mo J 

Qí + 2 j RVfj.i' 

m 
□7Íf^ + "íi7Íf + + °) + n) ^ 

+i(o + m5)^' 
3 ^ mn 

« / /5 \ r, 
"T “■^2^’'"'' 

Levando em conta que 

°i'íS‘ = 
kT, liv 

, (ml + □) I T;.. - ^T'nnu 

podemos escrever 

1 
Bfiv — 2 

mf 

mf 

2 (E) _ Vnui^íT 2\^ 
12 

(- 

ml 

K 

2 i“+5)«’'*•*■ 

/íT UR\ 1 mf 
. + 
4 m, 2 ' + 3m2^"^^" 

Porém, de acordo com (4.21), 

1 

kT I Dü + ^ = — i2. Portanto, ' m.i ■ 

= — 
mf 

2 (£) RVfiu , ^mf 
T (“ + f) 

i??7, 7ii/ 
I {XU ' 

(E) j_ Rn,^u 
ifitx 3 

Rn^it/ 

1 1 3k^q; 3/í^/? 

mf mo 2 4 

1 1 /o ,o\ 

1 

mf mí 

1 

mf. 

1 

mf 
= I 
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Assim, somos levados a concluir que 

^ /í í/ji/ ^ 

Desta forma, vemos que o gauge de Teyssandier leva ao gauge de de Donder. 

4.5 Solução na Presença de uma Fonte Pontual Estática 

de Massa M Localizada na Origem 

Vamos agora encontrar a solução das equações de campo linearizadas da 

teoria quadrática no gauge de Teyssandier para o caso de uma partícula de 

massa M localizada em r = 0. Neste caso, o tensor momento-energia assume 

a seguinte forma: 

T,, = (r) 

Para obter devemos conhecer e 3>. 

(4.30) 

• cálculo de . 

Como sabemos, a solução de 

AE) ,«/ _ Q (E) = AE) _ i L 
Ifiv — lni/ — "'fiu ’ 

para dado por (4.30), é [16] 

ftif) = c> = = kif = ^ (^) . 

• cálculo de 

As componentes não nulas de são ^oo e = ^22 = 'í'33, e devem 

□/.« = f 
pu 

-T, HV 
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satisfazer às seguintes equações: 

(mf - V^) í„„ = (r) , (m? - V") (r) , i= 1,2,3. 

Estas equações estão resolvidas em [17]. As soluções são 

^oo(A:) = 
kM e-'"!’’ 

^11 
127T r 

onde TTii é real e diferente de zero. 

22 
247T r 

• cálculo de $ . A equação para $ é 

{ml - V^) $ 
kM5^ (r) 

12 
) 

Sendo sua solução dada por [17] 

^ kM e 

487T r ’ 

onde mo é real e diferente de zero. 

Reunindo os resultados acima, concluimos que a solução geral para o caso 

estudado, é [13] 

hoo{r) = 
Mk 

IGtt 

1 1 e-""®’’ 4 

r 3 r 3 r 

h\i — h‘21 — àas — ‘22 33 
Mk 

lÔTT 

1 2 e“’^i'‘ 1 
 1" õ õ  

r 3 r 3 r 

Notemos que nhoo = 2F [veja (2.4)], como era esperado. 

(4.31) 

(4.32) 

4.6 Sumário 

Neste capítulo, reduzimos as equações não lineares que governam a teoria 

quadrática da gravitação à forma linearizada. Reescrevemos então estas 
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equações em um novo gauge, o gauge de Teyssandier, o qual é bastante conve- 

niente quando estamos trabalhando com as equações de campo linearizadas 

da teoria quadrática. Utilizando este novo gauge encontramos a solução geral 

para a teoria linearizada na forma de uma combinação linear de dois campos 

tensoriais simétricos, e e mais um campo escalar O primeiro, 

é solução das equações de Einstein linearizadas no gauge de de Don- 

der, evidenciando que o gauge de Teyssandier contém o gauge de de Donder. 

Os outros dois, $ e nu, resultam respectivamente da presença dos termos 

B? e na ação da teoria. Terminamos este capítulo calculando a solução 

para teoria linearizada no caso em que o campo gravitacional é originado por 

uma fonte pontual e estática de massa M localizada em r = 0. Esta solução, 

obtida para o setor não taquiônico da teoria, é fundamental para o estudo 

da deflexão gravitacional da luz que será realizado no capítulo seguinte. 
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Capítulo 5 

Deflexão da Luz na teoria 

Gravitacional de Ordem 

Superior 

Estudamos neste capítulo a deflexão da luz causada por um campo gravitacional 

estático gerado por uma fonte material localizada, no contexto da gravitação 

quadrática. Nossos cálculos mostram que para raios luminosos passando próximos 

ao sol a deflexão <j) jaz no intervalo 0 < (^ < 1,7b" [13]. 

5.1 Introdução 

Na teoria Newtoniana de gravitação uma partícula suficientemente rápida 

movendo-se no campo gravitacional de um corpo massivo possui uma órbita 

hiperbólica. A deflexão da partícula em relação à trajetória em linha reta, 

ou seja, o ângulo 0 entre as assintotas, é dado pela fórmula bem conhecida 

0 = 2GM/hv‘^, onde M é a, massa do corpo, v a velocidade e b o parâmetro 

de impacto. Evidentemente este resultado só é válido se a deflexão for pe- 

quena. Einstein, por sua vez, obteve um resultado diferente para a deflexão 

gravitacional da luz, ou seja, 0 = AGM/b, exatamente o dobro do resultado 
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Newtoniano. Esta fórmula nos diz que 0 = 1, 75" no caso da luz que passa 

próxima ao sol, resultado este que está em boa concordância com os valores 

medidos utilizando-se luz visivel e ondas de rádio, para os quais a incerteza 

é de cerca de 10 a 20%. Seria interessante, portanto, saber o que a teoria 

quadrática teria a nos dizer sobre a deflexão da luz. Vamos analisar esta 

questão neste capítulo. Para tal utilizaremos duas abordagens inteiramente 

diferentes: 

(i) via equações de Maxwell na forma e - // [18,19]; 

(ii) à la Feynman [20,7]. 

5.2 Equações de Maxwell na Forma e - n 

Na ausência de campos gravitacionais, as equações de Maxwell se escrevem 

como 

= f, 

Ffiv,\ + = 0 , 

(5.1) 

(5.2) 

onde 

F^,u{x) - 

( 0 “E/x ~Ey —Ez 

Ex 0 Bz ~By 

Ey —Bz 0 Bx 
\ Ez By -Bx 0 

e = (p, j) é o quadrivetor corrente. O acoplamento mínimo de com a 

gravitação se obtém pela conversão da derivada comum em derivada covari- 

ante (,—>^;). As equações (5.1) e (5.2) se tornam então 

F/íi' _ 
^ J 1 
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Como F é antisimétrico, as derivadas covariantes em (5.4) podem ser substi- 

tuídas por derivadas ordinárias, resultando assim na forma usual das equações 

de Maxwell homogêneas 

V X E + ôíB = 0 , (5.5) 

V-B = 0 . (5.6) 

Para um sistema de partículas carregadas, — Y,ek:^^S^{x — Xk), onde 

Cfc = constante é a carga da partícula A:, = dx^^/dt , x‘^{t) é a linha do 

universo da partícula k e x^ = t. Neste caso , (5.1) pode ser reescrita como 

(y^g^^^dy^Fan) =J2ek [5^(x - x*)] . (5.7) 
k 

Porém, em qualquer variedade localmente Lorentziana, estática e esferica- 

mente simétrica, pode-se introduzir “coordenadas espacialmente isotrópicas”, 

o que permite escrever a métrica como se segue 

ds^ = goo(r)dF - f{r)dx^ . (5.8) 

Neste caso, (5.7) pode ser posta na forma 

V-(eE) = 0 , 

Vx - = j + 0í(eE) , 
g- 

onde 

P = ^ek6^{x-Xk{t)) , j = [á^(x-Xfe(í))] Vfc , e = p = {f/gooY^^ ■ 
k k 

Logo, o efeito do campo gravitacional estático esfericamente simétrico 

sobre as equações de Maxwell é conferir ao espaço uma constante dielétrica 

efetiva e e uma permeabilidade (jl que além de serem idênticas, são funções 

(5.9) 

(5.10) 
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específicas das componentes do tensor métrico. As equações (5.9) e (5.10) 

encontram-se na assim chamada forma e - /i [18]. Como para a luz = 0, 

podemos dividir (5.8) por /(r) o que implica em 0 = (^) dt^ — dx^. Segue- 

se que o campo gravitacional pode ser visto como o agente responsável por 

dotar uma região do espaço-tempo Minkowskiano com um índice de refração 

n(r) = y/êji = \Jf /goa, o que implica em que um raio de luz propagando-se 

nas vizinhanças de uma massa gravitante seria evidentemente defletido de sua 

trajetória original. Portanto, podemos concluir que dado n{r), o cálculo da 

deflexão gravitacional da luz se reduz a um problema usual de ótica. Pode-se 

mostrar que o ângulo de deflexão (j) associado a um raio luminoso em 0{G) 

obedece à equação diferencial [19] onde r = \/x^ -\- b^. 

A deflexão total corresponde a (j){oo). 

5.3 Deflexão da Luz 

Vamos agora analisar a questão da deflexão da luz no contexto da gravitação 

quadrática. 

Proposição. Raios luminosos que passam nas vizinhanças do sol sofrem, 

no contexto da gravitação quadrática, uma deflexão (f) que jaz no intervalo 

O<0< 1,75" [13] 

Prova 1 (via equações de Maxwell na forma e - p). 

Suponhamos que o sol seja uma partícula pontual de massa M localizada em 
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r = 0. Nestas condições, (4.31) e (4.32) nos dizem que 

9oo{r) 

f{r) 

1 + 

1 - 

2MG 

r 
2MG 

1 4 
1 - 

3 3 

1 + 
3 3 

Conseqüentemente, o índice de refração, 

n(r) = 1 + 
2MG 

r 
? 

em C>(G) pode ser reescrito na forma n(r) = riE{r)—n{r), onde ue = 1 + ^^ 

é o índice de refração relacionado à teoria de Einstein e n{r) = {2MG/r)e'^^^ 

é o índice de refração concernente à gravitação o qual é sempre positivo 

(como esperado). A análise precedente nos permite concluir que a deflexão 

na periferia do sol prevista pela gravitação com derivadas de ordem mais 

alta é menor que a prevista pela teoria de Einstein. Examinando a equação 

diferencial obedecida por cf), ou seja, 

d(j){x) 

dx 

2bMG 
-2bMG g-mir 

podemos constatar facilmente que nossa conclusão é correta. Mostramos na 

Fig. 3 a variação qualitativa da deflexão com mi. 
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Fig. 3 - Deflexão versus m\. (pE — 1,75” é a deflexão prevista pela relatividade 

geral e é aquela prevista pela teoria de gravitação 72^^,. 

Prova 2 (à la Feynman). 

Considere a interação entre uma fonte fixa como o sol, e um raio luminoso. 

Os tensores momento-energia associados serão designados respectivamente 
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por e F^''. A amplitude corrente-corrente para este processo é dada por 

No gauge de Julve-Tonin o propagador é dado por (1.8). Como e 

k^F^'' = 0, segue-se que 

A = 
m? 

-p2 + 
mí 

k'^{rrí{ — k"^) 2k‘^{k‘^ — rriQ) J llV.,p(T 

Lembrando que o tensor momento-energia para a luz (radiação eletromagnética) 

tem traço nulo, enquanto que T'^'' = para uma fonte estática, e 

tendo em conta (1.3), obtemos prontamente 

A = g^T^OjpOO 
¥ kP' — m\ 

Como g"^T^^F^^ /k"^ é precisamente a amplitude corrente-corrente para a in- 

teração entre uma fonte fixa e um raio luminoso no contexto da relatividade 

geral, concluimos que a deflexão gravitacional prevista pela teoria quadrática 

é sempre menor que a prevista pela teoria de Einstein. Segue-se que 0 < 0 < 

1,75". O 

Note que o inofensivo modo escalar massivo não contribui em nada para a 

deflexão gravitacional. Como consequência, na fórmula para a deflexão solar 

só irá aparecer o parâmetro f3. 

Corolário . Raios luminosos que passam nas vizinhanças do sol sofrem, 

no contexto da teoria de gravitação R-\-FF, a mesma deflexão que a prevista 

pela teoria de Einstein, ou seja, 1,75" [15,21]. 

Prova. Trivial. O 
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Nas referências [15] e [21] mostra-se que as teorias i?-|-e a de Einstein 

são conformemente relacionadas, o que explica o fato delas fornecerem o 

mesmo resultado para a deflexão solar. 

5.4 Sumário 

Mostramos neste capítulo que a teoria quadrática prevê um desvio 0, no caso 

de um raio luminoso que passa nas vizinhanças do sol, que jaz no intervalo 

0 < 0 < 1,75". No próximo capítulo vamos estudar a deflexão de fótons pelo 

sol, a nivel de árvore, no contexto da teoria quadrática. 
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Capítulo 6 

Espalhamento de Fótons por 

um Campo Gravitacional 

Externo no Contexto da 

Gravitação com Derivadas de 

Ordem Mais Alta 

Estudamos neste capítulo o espalhamento de fótons por um campo gravitacional 

estático, tratado como um campo externo, no contexto da gravitação quadrática. 

Mostramos que o setor P? da teoria não contribui em nada para o espalhamento 

do fóton, enquanto que o setor R'^^, produz propagação fotônica dispersiva (depen- 

dente da energia) [13]. Exploramos também a bela idéia que a deflexão gravita- 

cional de fótons do espectro visivel poderia dar origem a um arco-íris de gravitação 

[22]. 

6.1 Introdução 

De acordo com o princípio de equivalência, fótons seguem geodésicas nulas 

do espaço-tempo curvo. Além disso experimentam a mesma deflexão grav- 
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itacional, a qual é independente da energia e da polarização. Tanto a teoria 

de Einstein [23] quanto a teoria de gravitação R-\- B? [15,21] são exemplos 

de teorias gravitacionais que obedecem este princípio, o que implica em que 

propagação fotônica dispersiva não pode se dar no contexto das mesmas. 

Isto não é verdade, no entanto, no que concerne à teoria de gravitação com 

derivadas de ordem superior. Nosso objetivo neste capítulo é exatamente 

mostrar que a gravitação quadrática produz espalhamento fotônico depen- 

dente da energia [13]. Vamos calcular esta deflexão no caso de fótons que 

passam próximos ao sol, e obter o ângulo segundo o qual o espectro visivel 

seria espalhado [22]. 

6.2 Espalhamento de Fótons 

Vamos analisar aqui a questão do espalhamento de fótons por um campo 

gravitacional externo no contexto da gravitação com derivadas de ordem 

mais alta 

Proposição 1. A deflexão fotônica é dependente da energia no contexto da 

gravitação quadrática. 

Prova. A Lagrangiana para a interação de um fóton com um campo gravita- 

cional externo é 

O vértice concernente à interação de um fóton com um campo gravitacional 

externo está mostrado na Fig. 4. O campo gravitacional no espaço dos 
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momentos, ou seja, /i^i.(k) = /d^r e pode ser escrito como 

onde 

  K.M 
ri/iu — ^ 'Hnv I f^^VnOVvO 

m2+k2 2(m-f +k2) • 

kMt)uoVuO h(R'^) 
2k2 ’ 'Ví' 

kM ihiv p 
12 mg+k2 

ÍP,P') = \k.H^p (k) {—V^ivVXpP - p' PXpPup'p 
+ 2 {ppiyPXPp — PupPXPp — VpXPvPp + VpXVi'pP ■ p')] 

Fig.4 - o vértice para a interação fóton-campo gravitacional externo. Aqui |p| = 

|P'I- 

A seção de choque não polarizada para o processo exibido na Fig. 4 é 

da 

dÇl 

1 2 2 

onde Mrr' = e(f(p)e(f,(p')Ad^i,, onde e{í(p) e e(f,(r') são vetores de polar- 

ização associados aos fótons incidentes e espalhados, nesta ordem. Antes de 

prosseguirmos notemos que a amplitude de Feynman pode ser reescrita como 

onde 
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K 
= 

2 

kM rj 
[-rl^,url\pP ■ p' + P\pPuP'p 

12 m§ + k2 

+ ‘^{VnuPxP'p-PvpPxp'f,-Pp\PuP'p + Pp\PupP-p')] ■ 

Evidentemente = 0 o que implica em que o setor da teoria quadrática 

não contribui em nada para o espalhamento fotônico. Na realidade ele 

também não contribui no contexto da teoria de gravitação /? + [15,21]. 

Após esta pequena digressão retornemos ao cálculo da seção de choque. 

Fazendo os cálculos, obtemos 

da 

dO, 
(1 + GOs4>Y 

1 
+ 

l2 

k2 mf + k2 2567t2 

onde E é a. energia do fóton incidente. No caso de ângulos pequenos esta 

expressão se reduz a 

da 

dO, 
= 16G^M^ 

1 
+ 

E^ 

Porém, para ângulos pequenos. 

da 

dí2 

çí»2 mf + (jx^E"^ 

r dr 

4> d(l) 

De (6.1) e (6.2) segue-se imediatamente que 

E^ 1 
+ 

2E^ , 
+ -^In 

(6.1) 

(6.2) 

(6.3) 
(j)^ mf -|- E‘^(jP’ mf mf -1- E"^(t)^ 

Portanto a deflexão fotônica é dependente da energia no contexto da gravitação 

quadrática. O 

Note que a parte dependente da energia em (6.3) provém unicamente do setor 

B? da teoria quadrática. 
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Proposição 2. Fótons que passam nas vizinhanças do sol sofrem, no 

contexto da gravitação quadrática, uma deflexão 4> que varia de O"*" a 1,75“ 

(segundos de arco)[24]■ 

Prova. No caso de um fóton que passa nas proximidades do sol (6.3) nos diz 

que 

a- 
*ii. 

l + a2 ' a2“‘l + a2 ’ 

onde 4>e = e Note que o lado direito de (6.4) tende a 

zero quando mi —> oo, o que implica em (j) 4>e (como esperado). Para 

completar nossa demonstração precisamos de um lema. 

Lema. Se b < c, onde b e c são números reais, e b > 0, então \nb/c < 

{b - c)jc [24]. 

Prova. Pelo teorema do valor médio, = 4, onde b < d < c. Levando em ’ c—0 a’ 

conta que ^ concluimos que \nb/c < ^. O 

Utilizando o lema acima, chegamos à conclusão que ^ In < 

— < 0, o que implica em 0 < ([e- Portanto, para um fóton passando 

próximo ao sol 0 varia de 0“*' a 1,75“ (segundos de arco). O 

✓ 
6.3 Arco-íris de Gravitação no Contexto da Gravitação 

Quadrática 

A propagação dispersiva de fótons que encontramos na seção anterior consti- 

tui em princípio uma violação, a nível de árvore, do princípio de equivalência. 
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Isto nos leva a uma questão bastante interessante: seria a dispersão em 

questão observável? Para responder a esta indagação vamos avaliar, usando 

(6.4), a grandeza do ângulo segundo o qual o espectro visivel seria espalhado. 

Para tal precisamos determinar a ordem de grandeza de m\. Se \/3\ ~ 

[25,26], ~ 1,5 X 10“® Por outro lado, £'vioieta ~ 1,6 x 10^ m~^ e 

-É^vermeiho ~ 9,0 X 10® 771“^. Usando estes resultados, obtemos a partir de (6.2) 

^violeta ~ 3,0 X 10“'* segundos de arco , 

Ç^vermeiho ~ 9,3 X 10“* segundos de arco . 

Como conseqüência, o espectro visivel, cujo comprimento de onda varia de 
O 

4000 a 7000(^), seria espalhado segundo um ângulo A0 da ordem de 6 x 10““* 

segundos de arco. Em princípio tal arco-íris de gravidade seria observável. 

Não podemos, no entanto, confiar plenamente neste resultado, uma vez que 

ele depende do valor estimado para rrii. No presente, tudo o que sabemos 

sobre este parâmetro é que ele pode tomar aparentemente qualquer valor 

entre 0 e oo. Evidentemente, tais flutuações de rrii irão se refletir no valor 

estimado para A(f). Concluindo podemos dizer que arco-íris de gravidade e 

gravitação quadrática podem coexistir sem conflito, porém se tal arco-íris 

seria observável é uma questão ainda em aberto. 

6.4 Sumário 

Mostramos neste capítulo que a teoria de gravitação quadrática produz propagação 

dispersiva de fótons. O setor da teoria não contribui para o espalhamento 

destes num campo gravitacional estático, tratado como campo externo, sendo 

a contribuição dependente da energia inteiramente devida ao setor 

Mostramos também que a teoria de gravitação quadrática prevê a existência 
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de um arco-íris de gravidade. Se tal arco-íris seria observável, é uma questão 

ainda em aberto. 
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Epílogo 

Listamos em sequência a nossa contribuição para o estudo da gravitação com 

derivadas de ordem superior, bem como para a teoria de gravitação R + R^. 

• Construção de um algoritmo para o cálculo do propagador do gráviton em 

teorias de gravitação de ordem superior [1]. 

• Apresentação de um método que permite calcular o potencial gravitacional 

de teorias quadráticas via teoria de campos [7,13]. 

• Apresentação de um método sistemático para o estudo da unitariedade a 

nivel de árvore de teorias gravitacionais [7]. 

• Apresentação de uma teoria de gravitação de ordem superior - a “teoria de 

Fierz-Pauli+R^”, que é não taquiônica e unitária a nivel de árvore [7]. 

• Demonstração de que no gauge de Teyssandier [14] a solução geral das 

equações de campo linearizadas concernentes à teoria quadrática é uma com- 

binação linear de dois campos tensoriais simétricos de segunda ordem e de 

um campo escalar, assim como um estudo da consistência deste gauge [13]. 

• Estudo do desvio da luz, bem como da deflexão gravitacional de fótons, no 
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contexto da teoria R + B?' e nos gauges de de Donder [15] e Teyssandier [21j. 

• Prova de que a deflexão gravitacional (p para raios luminosos que passam 

próximos ao sol jaz no intervalo 0 < (p < 1, 75", no caso da teoria quadrática 

[13]. 

• Demonstração de que a propagação fotônica é dispersiva no caso da teoria 

quadrática [13]. 

• Prova de que a deflexão gravitacional (p para fótons que passam nas vizin- 

hanças do sol varia de 0”^ a 1,75~ (segundos de arco) no contexto da teoria 

quadrática [24]. 

• Demonstração de que a teoria quadrática prevê a existência de um arco-íris 

de gravidade [22]. 

• Estudo sobre a possiblidade deste arco-íris de gravidade ser ou não ob- 

servável [22]. 

• Demonstração de que a teoria quadrática viola o prinçípio de equivalência 

a nivel de árvore [22]. 
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Apêndice A 

Transformações de Gauge na 

Gravitação 

A simetria de gauge na gravitação decorre diretamente da invariância da teo- 

ria sob transformações gerais de coordenadas. Seja então a seguinte trans- 

formação de coordenadas infinitesimal 

, (A.l) 

ou seja, 

õx^ = x'^ — x^ — kA^ , 

onde A^ é um campo vetorial infinitesimal. Quando submetemos o tensor 

métrico à transformação infinitesimal (A.l), este se transforma como 

se segue 

dx‘^ dx^ 

dx^ dx^ 

= 9nÁ^) - l^^\9aÁ^) - 
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Porém, 

9^lÁ^) = 9íiu{x-^kK) 

= 9íiÁ^) + - 3:^) ^xg^iu{x) 

= 9^J.u{x) + Kk^dxg^,u{x) . 

Como 5gfj,u{x) = gfiu{x) - g^u{x), podemos substituir g^^v{x) por g^j,u{x) em 

todos os termos que contenham A^. Segue-se, então, que g^n,{x) = g^iw{x) -I- 

KA^dxgfii^ix). Portanto, 

^9n>^{x) = -Kh.^dxg^iu{x) - Kk^^^gau{x) - KA^,,gfj_p{x) . (A.2) 

Num sistema geodésico, (A.2) toma a seguinte forma; 

Sgt^uix) = -KA^^.^gauix) - KA^.^gf,p{x) 

— ^Ajyj^ /íA^jj/ . (A.3) 

Como (A.3) é uma equação tensorial, ela é válida em qualquer sistema de 

coordenadas. Logo, 

— 9iiv{p^^ f^Afj^-i, kA^,-^ . (A.4) 

No caso da teoria linearizada, 

gtivix'^ — nh^ni^x^ . (A.5) 

Levando (A.5) em (A.4), obtemos a transformação de gauge local para o 

campo gravitacional linearizado, ou seja, 

hij,i/{x^ — h^i/{x^ A^^jj{x^ An^^{x^ . (A.6) 
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Apêndice B 

Equações de Campo para a 

Teoria Quadrática 

As equações de campo para a teoria quadrática podem ser deduzidas a partir 

da ação I = Iq — Im, sendo 

onde, Cm é a densidade Lagrangiana de matéria. 

A variação da ação acima com relação à métrica g^i, fornece as equações 

de campo. Para calcular 51 vamos determinar separadamente as variações 

das integrais / d^Xy/—gR , / e / 

(i) Variação de R^^^x- 

Num sistema geodésico, onde o símbolo de 

Christoffel P^^j, é definido por 

e 
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Assim, 

= -VjírV + = Ip'” + V„ís„, 

Como conseqüência obtemos 

Variação de R^^,. 

= 5R\^p 

— 2 + 9^'^^{n^L>)Sgpa + , 

onde V(^V^) = | (V^V^, + V^V^). 

(iii) Variação de R. 

Como 5R = ô (g^^Rpi,), podemos escrever 

ÔR = RpJg^’' -V^V''ôgp, + g^‘'nÔ9p, . 

Lembrando que ôg^'' = —g^'^g’''^ôgpa, obtemos 

5R=[-R>^^+ g^''n]5gp^ . (B.l) 

(iv) Variação de ^ d^^x^/^R. 

Observando que 

= \yf^g^''5gpu , (B.2) 

^ a^9^,v\ 
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podemos escrever 

5 J éx^f^R = J ^ R^’' + J d‘^x^/^g'^^aôg^ 

- I d^x^V^V''6g^,. 

Por outro lado, 

J d'^xy/^g'^‘'nõg^^ = j drp^/^g^''V’5gf,^ , 

àg. /XI/ 

I = I dTpyf^gP^V^Ôgp,. 

Supondo que ôg^i, e se anulem na superfície que limita a região de 

integração, resulta 

51 d'^xV^R = I d^Xyf^ 

(v) Variação de f d^^Xy/^R^. 

Usando (B.l) e (B.2), obtemos 

õ j d‘^Xy/^R? -- J d^^Xy/^ 

+ 2g»^''DR]ôgp,. 

g^^''R? 
- 2RR^^'' - 2V>^W^R 

(vi) Variação de f d^Xy/^R^^,. 

ó I d^xy/^Rp,R^‘' = I d^xy/^R%Çôgp, + I d^xyf^2R>^''5R^'' 

-1 d^Xyf^2R^^>>R;5gp, . 

Porém, 

I d^xyf^2R>^’'5Rp^ = I d^xy/^ [-2VaV"í:^^ + g^''VpV,RP^ + ôg^. 
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No apêndice C mostramos que 

- Rf^PRp'' 

e 

= \"^^R- 

Como conseqüência: 

J d‘^Xy/^2RP’'5Rp„ = J d^xy/^ V^V‘'R - 2RPP^‘'R pX 

r^fÀI/ 
+ 2RPPRJ' + ^ Di? + URP'' ^9, fil/ 

Desta forma, a variação de / (Rx^/^R^p,^ é dada por 

(51 (Rx^RI, = I d^x^ [^p-Ç - - 2RPP^^R^ pX 
^pv 

+ ^UR-^URP'' 
Rii ^9; RLlf 

(vii) As equações de campo. 

Reunindo os resultados acima, e levando em conta que 

rppv 
SIm = fiiy > 

obtemos as equações de campo para a teoria quadrática de gravitação, ou 

seja. 

—r +- 
K, 

~29pvR^ + 2RRpn + fjR7 uR — 2gpi,nR + 
R 

ry9pi^R. 2 2 
2 

■per 

1 
+ y pR7 vR + 2RppXi,RP^ — -^gpu^R — + 2^pv — 0 
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Apêndice C 

Uma Identidade Tensorial 

Importante 

Uma identidade tensorial importante envolvendo as derivadas de um tensor 

contravariante de segunda ordem é 

4“^ _ 4“/^ — AP^ 4- A°^P ~ -ít 

Para provar este resultado notemos que num sistema geodésico são válidas 

as seguintes relações: 

(1) «V = -rV, + . 

fn\ AaP _ / \ _ , pa ApjS , Aap 
^ \pu ■'P) ,u ^ ^ ^ ’ 

/'Q'\ /t«/3 _ 40/3 I ra API3 r p^ 

Logo, 

t 4«p 
;pi/ ppu^ I -ít 

A equação acima é covariante e portanto possui a mesma forma em todos os 

sistemas de coordenadas. Usando esta identidade podemos escrever 
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na forma 

^ - RPPRJ' . 

Mas, como sabemos, {rp^ — \gP^R^^ = 0, o que implica em R^^-x — \R^’^- 

Segue-se que 

RP^'\ = ]^RP^ + RPP^^Rpx - R^^Rp'' , 
Li 

que é justamente a identidade tensorial que procurávamos. Este resultado 

mostra que R^^'''x é simétrico na troca de // por v, como esperado. 
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