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Resumo 

Estudamos, tanto no nível clássico e quântico, a teoria de Duffin-Kemmer- 

Petiau (DKP). No nivel clássico, o problema referente à existência de um termo 

anômalo na Hamiltoniana de interação de partículas escalares carregadas DKP 

interagindo com o campo EM é resolvido considerando-se de forma correta a 

componente física do campo DKP. 

Quanticamente, usando a representação de Kãllen-Lehmann, obtemos as funções 

de Green exatas para o fóton e a partícula escalar carregada DKP. Mostramos 

que, na aproximação a um loop, as funções de Green para o fóton coincidem nas 

teorias de DKP e Klein-Gordon (KG). Da mesma maneira, calculamos a um loop 

a função de Green para o caso da partícula escalar de DKP. 

Palavras Chave: Teoria DKP, representação de Kãllen-Lehmann, Eunções de 

Green exatas. 

Área de conhecimento: Teoria de Campos. 



Abstract 

The Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) theory is studied both on the classical 

and quantum leveis. In the classical levei, we see that the problem related to the 

presence of an anomalous term in the interaction Hamiltonian of charged scalar 

DKP particles interacting with the eletromagnetic field is solved by correctly 

using the physical component of DKP field. 

In the quantum levei, we use the Kállen-Lehmann (KL) representation to 

obtain the exact Green Functions (GF) for the photon and scalar charged DKP 

particles. We show that the GF for the photon coincide in the DKP and Klein 

Gordon (KG) theories in one-loop aproximation. We calculate the GF for the 

scalar DKP particles in one-loop aproximation, too. 

Keywords: DKP Theory, The Kállen-Lehmann Representation, Exact Green 

Functions. 
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Introdução 

A equação de Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) [1, 2, 3] é uma equação relativista 

conveniente para a descrição de partículas de spin 0 e 1, com a vantagem sobre 

outras equações relativistas do tipo Klein-Gordon (KG) [4, 5, 6] para partículas 

de spin 0, ou Proca para partículas de spin 1, por ser uma equação diferencial 

linear de primeira ordem; fato este importante quando o formalismo canônico 

é adotado na teoria. É importante mencionar que a equação de DKP é muito 

semelhante à equação de Dirac (spin 1/2), com a diferença de que as matrizes 

satisfazem uma álgebra diferente. 

O primeiro a propor o que agora se conhece como álgebra de DKP foi Petiau 

[1], que baseou seus trabalhos nas equações lineares de primeira ordem contendo 

matrizes 16 x 16, as quais, por sua vez, foram obtidas a partir de duas repre- 

sentações diferentes para as matrizes de Dirac. Posteriormente, foi mostrado que 

tal representação é redutível, podendo-se decompor em outras 3 representações 

irredutíveis: 1 representação 5x5 (para spin 0), 1 representação 10 x 10 (para 

spin 1) e uma última representação trivial. 

São os trabalhos de Proca [7] que inspiram Kemmer, que consegue obter as 

equações de Proca como descritas por equações acopladas de primeira ordem, 

levando-o a escrever equações análogas para o caso de spin 0. No entanto, ele 
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não consegue clarificar, num primeiro instante, qual é a álgebra que as matrizes 

P devem satisfazer. 

Muito antes, Duffin [2], um matemático, que assistiu a um seminário sobre as 

equações de Proca dadas por Kemmer, consegue relacionar campos de spin 0 e 1 

com as equações de primeira ordem na formulação P, afirmando que elas devem 

satisfazer as já conhecidas relações de comutação obtidas também por Petiau. É 

Kemmer quem sintetiza seus trabalhos, junto aos avanços realizados por Duffin e 

Petiau, escrevendo seu célebre trabalho em 1939 [3]. 

Embora transcorridos já mais de 60 anos, podemos, no entanto, dividir este 

período em trés fases: a primeira, de 1939 (com a aparição do clássico trabalho 

de N. Kemmer) até aproximadamente 1970; a segunda, de 1970 até 1980, e a 

última, de 1980 até os dias atuais. 

Durante o primeiro período a maioria dos trabalhos sobre a equação de DKP 

foi dedicada ao desenvolvimento do formalismo e à investigação sobre a interação 

das partículas de DKP com o campo EM. Para uma série de processos, os cálculos 

baseados nos formalismos de DKP e Klein-Gordon (KG) proporcionam resultados 

idênticos [8, 9], inclusive para as correções a um loop [10, 11]. 

Uma contribuição importante feita para a compreensão de tais problemas foi 

feita por Wightman no seu trabalho [12] dedicado ao 70° aniversário de P.A.M. 

Dirac em 1971. Ele mostrou que, para o acoplamento mínimo com o campo EM 

(~ erpPfj^ipAfP), há estabilidade da equação DKP para partículas de spin 0 sob 

perturbações locais do campo externo, ou melhor, que o caráter retardado das 

soluções da equação DKP é conservado sob tais perturbações. O ponto central 

da prova dada por Wightman é o fato do caráter retardado da solução estar 

vinculado à renormalização da teoria no caso de interação com um campo EM 
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quantizado. 

O segundo período pode ser caraterizado por algumas desilusões. Neste 

período dois grandes descobrimentos foram feitos: a violação da paridade e a 

criação de uma teoria unificada para as interações eletrofracas (o modelo de 

Weinberg-Salam). O problema sobre a equivalência entre as duas teorias DKP 

e KG é levantado novamente ao pretender-se descrever novos processos. Muitos 

trabalhos [8] foram realizados aplicando o formalismo DKP para a desintegração 

de mésons K e outros mésons instáveis, levando a resultados diferentes dados 

pela equação de KG. 

O terceiro período é marcado pela incerteza a respeito da equivalência entre 

as duas teorias DKP e KG. Não são muitos os trabalhos publicados a respeito. 

Uma prova concludente sobre a equivalência entre os elementos físicos da matriz 

S, em qualquer ordem da teoria de perturbações, das teorias DKP e KG foi dada 

recentemente [13, 14] para os casos de partículas escalares carregadas interagindo 

com um campo EM externo ou quântico com acoplamento mínimo. 

Recentemente tem aumentado o interesse pela teoria de DKP. Em particu- 

lar, esta foi aplicada à QCD (a curtas e longas distâncias) por Gribov [15], à 

dinâmica covariante hamiltoniana por Kanatchikov [16], e tem sido analisada sua 

generalização relativística acoplada a campos gravitacionais [17, 14, 18]. 

Num primeiro instante, no presente trabalho, é dada uma introdução sobre as 

equações relativísticas lineares de primeira ordem no nível clássico e observa-se 

de maneira transparente como elas aparecem de forma natural caso a condição 

de KG seja exigida. No capítulo 2 serão apresentadas as equações de DKP e 

as propriedades algébricas que as matrizes /? devem satisfazer; além disso uma 

representação particular é obtida para o caso escalar. Introduzindo os projetores 
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P e Pf^ [19], é selecionada a componente física do campo DKP e prova-se ao 

mesmo tempo a invâriancia relativística da teoria. 

A interação com o campo EM é introduzida e vê-se que para manter a in- 

variância por transformações de gauge local é necessário selecionar a componente 

física do campo tal que a regra de acoplamento mínimo seja bem justificada. É 

importante mencionar que o procedimento não causa problemas vinculados ao 

termo anômalo inicialmente mencionadas por Kemmer e recentemente analisado 

no trabalho [20]. 

Por outro lado, no capítulo 3 é realizada a quantização do campo DKP usando 

o formalismo canônico, calculando-se o propagador do campo escalar (função de 

Green) e notando, como conseqüência dos vínculos existentes na teoria [13], o 

surgimento de um termo a mais, proporcional a (1 — /3q), que não contribui para 

os elementos da matriz S para os estados físicos da partícula. 

No capítulo 4 obtemos a representação de Kãllen-Lehmann (KL) [21, 22, 23, 

24] para o caso escalar usando a teoria de KG e a Função de Green exata do fóton 

e do campo escalar carregado na teoria DKP. São calculados, na aproximação a 

um loop, as Funções de Green para o caso do fóton e da partícula escalar carregada 

DKP [25]. 

No capítulo 5 calculamos a polarização do vácuo fl^fj e a correção de masa 

[25] para uma partícula escalar carregada DKP a um loop. Em ambos os 

casos são obtidos resultados que coincidem aos fornecidos pela teoria de KG, e 

pode-se dizer que as duas teorias são idênticas ao nível de um loop. 

Finalmente, apresentamos nossas conclusões e perspectivas no capítulo 6. 



1. A equação de onda 

relativística 

1.1 O campo livre 

Em princípio definiremos o espaço-tempo, que está determinado pela métrica 

= (+, +, +, +)• (1-1) 

Essa métrica define o chamado espaço-tempo de Minkowski. No espaço de Minkowski 

podemos definir os 4-vetores. O 4-vetor para a coordenada é dado por 

= (Xi,X2,X3,X4) = (X,X4) = (x, ÍXq) = (x,ZCí). (1.2) 

Vemos que com esta notação estamos evitando as definições de 4-vetor covariante 

e de 4-vetor contravariante que usualmente se usa na maioria da literatura. A 

utilidade desta medida é que deixaremos de nos preocupar com a posição em 

que devem ser escritos os índices (acima ou abaixo). O produto invariante dos 

4-vetores segundo (1.2) é 

= x^ - {ctf — inv. (1.3) 
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Definimos do mesmo modo o 4-vetor momento 

Pc = (P.P4> = I P'’" (1.4) 

A condição de invariância para o 4-momento na camada de massa é 

E'^ 
p,p^ = p - (1.5) 

A equação de onda da mecânica quântica não relativística não tem a forma in- 

variante de Lorentz, por isso é necessário procurar equações que derivam das 

equações não relativísticas e sua conseqüente extensão à Teoria Quântica de Cam- 

pos (TQC) que descrevam as partículas livres, pois aqui elas adquirem a forma 

invariante de Lorentz. Podemos tomar um dos exemplos mais comums para ilus- 

trar a idéiaP É sabido que na mecânica não relativística a energia e o momento 
2 

se relacionam como: E = Na Mecânica Quântica estas quantidades são 

interpretadas como operadores 

Essa é uma relação bem conhecida que garante a conexão entre a onda e a 

partícula. Nota-se que (1.6) pode ser obtida facilmente usando-se a representação 

4-vetorial para como = —10^. Fazendo uso de (1.5) é fácil obter a equação 

de onda para os campos Qq(x), a = 1,2,n 

(1.6) 

p = —íV. 

(□ - rn^) Qa(a:) = 0, □ = 9^5^, (1.7) 

Daqui em diante usaremos o sistema de unidades para o qual a velocidade da luz c = 1 e a 

constante de Planck h= 1. 



Capítulo 1. A equação de onda relativística 7 

a qual é conhecida como equação de Klein-Gordon (KG). Desta forma, assumire- 

mos que os campos quânticos de qualquer TQC devem satisfazer a mencionada 

condição de KG. 

Os campos quânticos correspondem às partículas elementares livres que satis- 

fazem a equação (1.7). Uma ilustração familiar é a proporcionada pelas compo- 

nentes A^(a;) do campo Eletromagnético (EM). Se considerarmos que as com- 

ponentes do campo Qq(x) correspondem às partículas com diferentes massas 

(toi, m2,..., m„), a equação (1.7) é substituída 

n (□ - m^) Qa(x) = 0. (1.8) 
5=1 

A diferença entre a equação (1.8) e a equação não relativística é que na primeira 

se tem uma derivada segunda no operador temporal. Isto traz como conseqüência 

que a "densidade de probabilidades” não é positivamente definida. E bem con- 

hecido que qualquer equação diferencial de ordem superior nas derivadas pode 

ser convertida a um sistema de equações de primeira ordem com o incremento do 

número de variáveis. 

O fato que a equação de onda não-relativística é de primeira ordem em relação 

à derivada temporal é crucial para a mecânica quântica no formalismo canônico, 

no qual a invariância canônica da teoria reflete a conservação das probabilidades. 

Com o objetivo de preservar a lei mencionada adota-se o formalismo canônico na 

TQC. Esta formulação canônica dos campos quânticos está baseada na condição 

que as equações diferenciais devem ser de primeira ordem. A formulação canônica 

pode aplicar-se à quantização dos campos quânticos sempre e quando a condição 

de KG seja satisfeita. 

Um exemplo bem conhecido de equação de campo de primeira ordem nas 

derivadas espaço-temporais encontra-se no eletromagnetismo. As equações de 
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Maxwell são um sistema de equações diferenciais de primeira ordem para 4 com- 

ponentes do vetor potencial A^{x) e as 6 componentes do tensor de campo EM 

= d^Ai, — duAfj, que satisfazem (1.7). 

Podemos converter, para o caso de uma componente, a equação (1.7) 

{a - m^) Q{x) = 0 (1.9) 

no seguinte sistema de equações diferenciais e de primeira ordem: 

Qf,{x) = df,Q{x) (1.10) 

d^Q^i{x) = m^QÇx). 

Desta forma adicionamos à componente original Q{x) 4 componentes Q^i{x), ou 

seja, temos agora um campo composto por 5 componentes (Q, Q^). Em geral a 

equação de onda relativística para as funções de onda Qa(x) possui a forma 

KMQÁ^) = 0. (1.11) 

A condição de KG (1.9) limita a equação de onda por exigir a existência de um 

operador diferencial da/sid) que satisfaça a relação 

da0{d)A0p{d) = (□ - m^) (1.12) 

onde dap{d) é definido por 

^(^) = [^ap{d)] = —a -f -I-... + + ... (1-13) 

e a,ap,... são matrizes de dimensão n. Se denotamos a ordem máxima dos 

operadores diferenciais por b, então 

a = 0 V l>b. (1.14) 
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A matriz Aap{d) da equação (1.11), (1.12) é de primeira ordem no operador d, 

tendo a forma geral 

A{d) = [Aa/3(5)] = + m/3, (1.15) 

onde e P são matrizes de dimensão n, m é uma constante (em princípio, não 

assumimos que represente a massa da partícula) e Qa{x) é uma matriz coluna. 

Considerando a condição de KG, de (1.12), (1.13) e (1.15) podemos escrever 

{-a + 0^5^ + + ...) (p^5^ + m/3) = (□ - nP) I (1-16) 

Essa é a forma mais geral onde levamos em conta a condição de KG. Começaremos 

a analisar d{d) para diferentes casos. 

Caso I: Vejamos um primeiro caso quando d{d) é de ordem zero em relação 

às derivadas, ou seja uma constante. Temos então 

d{d) = —a. (1.17) 

Substituindo na equação (1.12) teremos que 

—a{p^dfi + mP) = (n — nP)l —amP = —rrPl, (1.18) 

obtendo então a igualdade 

a = m/3“^. (1-19) 

Assim, mostramos que existe a matriz /3“^ de modo que /3 é uma matriz não- 

singular. Nota-se que o aparecimento de —a em (1.13) está justificado pelo valor 

positivo que a assume em (1.19). Retornando à equação (1.11), analisaremos a 

expressão 

A{d)Q{x) =0 + f^P) Q{x) = 0. (1.20) 
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Já que 3 /J ^ então multiplicamos (1.20) por e obtemos 

Qip^) = 0- (1.21) 

Definindo as matrizes 

= P~'pf (1.22) 

escrevemos (1.11) como 

{!3^id^-\-m)Q{x)— Q. (1.23) 

Sendo esta uma teoria equivalente a (1.20), podemos escrever sempre a equação 

relativística na forma (1.23). 

Caso II. Vejamos o que acontece quando d{d) é de primeira ordem em relação 

às derivadas, ou seja, 

d{d) - -a + a^d^. (1-24) 

Substituindo em (1.12) temos que 

{-a + a^d^) + m) = (□ - m^) I 

-am - + ma^dy, + = (□ - rn^) I- 

Comparando os termos que não contêm derivadas em ambos os membros dessa 

equação chegamos à conclusão que 

—am = m^I a = ml. (1-25) 

Comparando os termos que contêm a primeira derivada, temos 

-oí^^d^ + maf,d^ = 0 =í> a^ = 13^. (1.26) 
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Finalmente, considerando os termos que contêm as derivadas segundas, vemos 

que chegamos à seguinte relação 

a^l3^df,du = d^d^I => 

obtendo 

(1.27) 

Cabe lembrar que são matrizes de ordem n x n. Mais adiante se verá que b, 

que entra na definição (1.14), e que indica o número máximo dos operadores de 

derivação, é igual a 2/ , onde / é o valor máximo do spin que descreve o campo 

Qa{x). Vemos que, segundo o que foi dito anteriormente, o caso//tratado acima 

se refere a um sistema para o qual o campo Qa{x) possui spin igual a já que 

ò = 1. Poderiamos, por outro lado, procurar que matrizes satisfazem a condição 

desejada (1.27). 

Vejamos o que ocorre quando n = 2. Aqui teríamos matrizes 2 x 2, e 

poderiamos recorrer às matrizes de Pauli e à matriz identidade, que formam 

uma base 

(1-28) 

de onde teriamos as seguintes regras para os brackets 

= 2újfc; (1.29) 

= 2ai. 

Claramente se vê que (1.29) não satisfaz a condição (1.27), portanto as matrizes 

(1.28) não podem ser tomadas como base para este caso, não podendo ser iden- 

tificadas com as matrizes 
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Agora, se tomamos n = 4 teremos as matrizes de Dirac, que satisfazem a 

condição (1.27), podendo ser identificadas então com as matrizes Lembremos 

que as matrizes de Dirac são obtidas quando d{d) é de primeira ordem, ou seja, 

f — ^ (spin 1). Algumas propriedades das matrizes de Dirac são discutidas nas 

seções 1.2, 1.3. Recordaremos apenas que temos aqui uma base de 16 matrizes 

(representações irredutíveis), a partir das quais pode-se construir todas as demais 

matrizes. Estas são 

I ln liilb 75 

; ; i ; ; (1.30) 

14 4 16 

onde 

(1.31) 75 = I71727374; 

~ 2 ~ 7i^7m) • 

1.2 Equação de Dirac 

Os campos com spin 1 são descritos pela teoria de Dirac. Partículas fermiônicas 

massivas, de massa m, são descritas pela equação 

+ = (1.32) 

As matrizes 7^ devem satisfazer as seguintes relações: 

d" ~ (1.33) 

De (1.32) e (1.33) chega-se à 

(□ — m^) = 0, (1.34) 
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em concordância com a condição de KG já vista anteriormente; porém, agora, 

baseada na equação de Dirac. Qualquer função X das matrizes 7^ pode ser 

escrita como uma combinação linear das 16 matrizes onde 7^^ (^ = 1, 2, ...16) 

são definidas por 

7 
A 

I ^ 1 

Tíí 4 

^ 7m75 ^ 4 

75 -)■ 1 

^nu 6 

(1.35) 

e 75 são dados por (1.31). Pode-se mostrar que as matrizes 7^ satisfazem as 

seguintes condições 

(77' = í; 

Tr{-A) =0 , 7''#/; 

Tr{'y^^^) =0 , A^B. 

(1.36) 

As matrizes 7^^ são linearmente independentes e portanto formam uma base (as 

16 quantidades). Para mostrar isso basta demonstrar que a condição 

^CV = 0, C^eC, (1.37) 

A 

é satisfeita se todos os coeficientes fossem simultaneamente nulos. É por isso que 

qualquer matriz A, 4 x 4, pode ser descomposta em função de 7^^, isto é, 

A = ^C^7^. (1.38) 
A 

O complexo conjugado de um c-número será representado por (*), e o hermi- 

tiano conjugado de um q - número por (-I-). Assim, por exemplo, o hermitiano 
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conjugado de A = [üap] será denotado por A+ = [oJq], onde é o complexo 

conjugado de a^a- 

Duas diferentes representações de 7^, digamos e 7", são relacionadas entre 

si através de uma matriz unitária S , da seguinte forma: 

7Í = S-'7Í'S. (1.39) 

Sempre podemos escolher uma representação para as matrizes 7^, onde estas 

sejam hermitianas, ou seja, 

7m = 7Í- (1-40) 

1.3 As matrizes 7^ sob as transformações de Lorentz 

É necessário exigir invariância de Lorentz para a equação de Dirac (1.32). Teremos 

assim as seguintes transformações: 

tp' = Aip, (1.42) 

onde as matrizes de transformação satisfazem as seguintes relações: 

AA~^ = /; (1.43) 

|detA| = 1. 

A expressão |det A| = 1 em (1.43) nos diz que A é pseudo-ortogonal. A invariância 

da equação de Dirac (1.32) com respeito a (1.41) e (1.42) implica que 

A ‘7pA = o„.,7„. (1.44) 
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As transformações de Lorentz infinitesimais são dadas por 

CL^i/ — ^ixu “1“ 

onde são os parâmetros infinitesimais. Da condição de ortogonalidade (1.43) 

deriva-se 

— SuJi/n- (1.46) 

Assim, a matriz de transformação que se usa em (1.42) pode-se expandir como 

A = / + (1-47) 

onde considerando (1.45) obtém-se 

(1.48) 

Substituindo (1.47) e (1.45) em (1.44) obtemos que 

[TA) (1'^^) 

onde uma solução de (1.49) para seria 

= — {'Ifilíi' ~ Ti/7/i) • (1.50) 

Definamos agora o campo ip, adjunto a iIj, da seguinte maneira: 

ip = ^+74. (1.51) 

Comprova-se facilmente que ip satisfaz a equação 

- mip = 0. (1.52) 

Sob transformações de Lorentz (1.41) e (1.42) a quantidade transforma-se como 

ip' = -074A*74. (1.53) 
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Para uma transformação infinitesimal do tipo (1.47) ou uma reflexão espacial 

tem-se 

xp' = xf;A~^, (1-54) 

ao passo que para uma reflexão temporal tem-se 

'ip' — —(1.55) 

Portanto, 'ip'tp muda de sinal sob uma reflexão temporal. 

Vejamos as propriedades do traço para as matrices 7^. Para calcular este 

traço levaremos em conta que a quantidade Tr forma um tensor 

4-dimensional de posto n (tensor no sentido da álgebra 7). Isto segue-se do fato 

que V'7^i7|i2...7/i„'0 ó um tensor (como também '0o’^j/'0). Assim 

Tr (7/xi7íí2-7Mn) = “^7m7M2-7íin“fc (1-56) 
k 

também é um tensor, onde se normalizam as amplitudes üu = 1. 

Já que o traço das matrices 7^ não depende da representação usada, a forma 

do tensor (7^,7^2---7Mn) também não dependerá da escolha do sistema de co- 

ordenadas. O único tensor que tem essas propriedades é o tensor 5^^. Portanto, 

o tensor desejado deve ser constituido por combinações de Daqui segue-se 

que, se n é ímpar, então 

^^(7/.i7M2-7/.n) = 0 > n = 2k + l. (1.57) 

Agora, se n é par, teremos 

Tr (7/Ji7íi2"'7/in) ^ 

p 
(1.58) 
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onde P são todas as permutações possíveis dos índices ■■Pn e ap são cer- 

tos coeficientes que se podem determinar notando-se que TrI = 4. Por isso 

escrevemos 

(1.59) 

p 

Vejamos alguns traços; 

^Tr(7i7A:) = ôik] (1.60) 

—(7i7fc7í7m) ” ^ik^lm ^il^km d" ^im^kl- 

1.4 Equações de onda relativísticas generalizadas 

Revisar-se-á uma vez mais a equação de onda relativística, já analisada na primeira 

parte. A equação diferencial linear para o campo ipix) é dada por 

A{d)ip{x) = 0. (1-61) 

A condição de KG supõe a existência de um operador d{d) de tal forma que se 

verifica 

d(d)A(d) = (□ - m^) 7, (1.62) 

onde d{d) é dado por (1.13) e A{d) é dada por 

A{d) = + m. (1.63) 

Nota-se que a única diferença em relação a (1.15) é que se tem já incluídas as 

matrizes Revisando os resultados já obtidos para as diferentes ordens de d{d), 

dados por (1.19) e (1.22) para o caso em que d{d) é de ordem zero, e os dados por 

(1.25) e (1.26) para o caso em que d{d) é de primeira ordem, estaria nos faltando 
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ver um terceiro caso em que d{d) é de segunda ordem e assim, de alguma maneira, 

generalizar os resultados obtidos. 

Em geral temos que 

A{d) = I3f,d^ + m, 

d(d) Oi + Oifj^dn + Oi^i/d^di/ + ... + d” 

e com isso podemos analisar os diferentes casos abaixo: 

Caso I: Quando d{d) é de ordem zero temos b = 0 e f = 0. Assim, 

d{d) = —o;; 
< 

a = m. 

Caso II. Quando d{d) é de priilieira ordem, b = 1 e f — ^ : 

d{d) - -Oi + 0^5^; 

Qí TTl , Oi^ — 

{PnPi2 + PuPfi) = 

- PM = 0- 

Caso III. Quando d{d) é de segunda ordem, 6 = 2 e / = 1 : 

d{d) = -a + af,df, + 

< a = m , 

(^ixu = ~ [v^ll' ~ 2 iPtíPi' + PuPp)\ = ^ ^ {Vfn> ~ P^lPu) ; 

além disso temos a álgebra 

í o>^uPxd,,d„dx = 0; 

I oinuPx + OixnPn. + Oi^xPn = 0 Oifj,^Px = 0. 

(1.64) 

(1.65) 

(1.66) 

(1.67) 

r 
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Substituindo (1.66) em (1.67) temos a álgebra para as matrizes (3 : 

- W = 0, (1.68) 

onde essa expressão pode ser comparada a (1.65). 

Caso IV. Quando d{d) é de terceira ordem, 6 = 3 e / = | : 

d{õ'^ d" OL^i/d^dif 

< a = m , (1.69) 

e a álgebra é 

f^fii^Pxdfidi/õx + cXf^i/xõfj^õi/dx — 0, 

^HuX d” ^^luPx d" (^XfiPi/ d“ (XifxP^t — 0) 

CXf^uX = Pu iVi^x - Pi'P\) ■ 

Note-se que a álgebra dada em (1.68) coincide com o elemento 0^,^^ de (1.70), ou 

seja, o elemento correspondente à ordem n nos dá a álgebra para as matrizes (3 

para a ordem (n — 1). Assim podemos expressar em geral o termo da 

expressão (1.13) como 

Está claro que sob as condições (1.14) pode-se facilmente obter a álgebra das 

matrizes (3 a partir de (1.70). Colocando í = 5-1-1 é satisfeita a condição (1.14), 

anteriormente mencionada, obtendo-se desta maneira a álgebra das matrizes P, 

isto é, 

^ [<^m6M6+i ~ P/j^bP^íb+i] ~ d. (1-72) 

A respeito de (1.72), Harish-Chandra assinala que esta álgebra das matrizes P não 

gera uma álgebra finita para 5 = 1, (/ > 1). Uma das condições necessárias para 
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as matrizes /? é que sua álgebra seja finita. Vejamos os resultados das álgebras 

correspondentes aos diferentes casos: 

a. ) Para spin | (/ = |, 6 = 1). De (1.65) segue-se que a álgebra das matrizes (3 é 

(1-73) 

Logo, as matrizes (3^ coincidem com as matrizes 7^ de Dirac. 

b. ) Para spin 1 (/ = 1,6 = 2). De (1.68) segue-se que 

XI (1-74) 

que se pode escrever como 

X - PiyVnx) = 0. (1.75) 

Para ter uma soma sobre todas as permutações possíveis é necessário quebrar 

a simetria de ou seja, a simetria do termo f3xr]fj,u- 



2. A Teoria de 

DufRn-Kemmer-Petiau 

2.1 A equação de Duffin-Kemmer-Petiau e as 

propriedades algébricas das matrizes [3 

Para a análise das propriedades dos campos vetoriais massivos (de spin 1) e 

dos campos escalares massivos (de spin 0), é conveniente partir não da equação 

de onda de segunda ordem, mas de uma equação que seja de primeira ordem. 

Este tipo de situação se obtém aumentando o número de variáveis, (veja por 

exemplo (1.10)). Esta equação é proporcionada pela teoria de Duffin-Kemmer- 

Petiau (DKP) 

+ = 0, (2.1) 

a qual é de primeira ordem. A álgebra que satisfazem as matrizes P nesta teoria 

é 

P^iPuPx + PxPvPti = PtJ.à\u + Px^iiv (2.2) 

Portanto a equação (2.1) descreve as propriedades de partículas livres de spin 0 e 

spin 1, com as matrizes /3 satisfazendo as propriedades algébricas (2.2) em ambos 
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casos. A diferença entre os dois valores de spin consiste no fato que no caso de 

spin 0 a função de onda ijj tem 5 componentes, enquanto que no caso de spin 1 a 

função '0 tem 10 componentes. Conseqüentemente, as matrizes /? serão matrizes 

5x5 (para o caso de spin 0) ou matrizes 10 x 10 (para o caso de spin 1). 

contêm a função de onda escalar ip e suas quatro derivadas espaço-temporais 

transformando-se estas últimas como um 4-vetor. Já que as matrizes /? satisfazem 

as mesmas relações (2.2) no caso de partículas escalares e no caso de partículas 

de spin 1, as fórmulas gerais para os elementos de matriz que determinam os 

diferentes processos de interação para partículas de spin 0 e spin 1 terão as mesma 

formas. As probabilidades destes processos são diferentes para os dois tipos de 

partículas, devido ao fato que os traços [Tr) para as matrizes, no caso de serem 

5 X 5 ou 10 X 10, são diferentes. Sabemos, além disso, que existe um único tensor 

anti-simétrico de segunda ordem com relação a /J, dado por 

A prova desta expressão baseia-se na invariância relativistica e será vista na seção 

2.3. Da álgebra (2.2) para p ^ u obtemos 

As 5 componentes da função de onda 0 que descreve partículas de spin 0 

(2.3) 

0t)Pr . í* # (2.4) 

Podemos, além disso, obter as seguintes relações 

/3u , /> = !'; (2.6) 

(2.6) 

(2.7) 
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onde não estamos tomando a soma sobre o índice que se repete. Definiremos 

agora as matrizes dadas por: 

= 201 - 1. (2.8) 

Resulta dessa definição que satisfaz as seguintes relações: 

4 = 1; (2.9) 

VfiVu = (2.10) 

M ^ (2.11) 

(2.12) 

onde novamente não tomamos a soma sobre o índice que se repete. Como já 

dissemos anteriormente, pode-se encontrar uma representação na qual as matrizes 

sejam hermitianas. Desta afirmação, e segundo a definição (2.8) podemos 

deduzir que 77^ também é hermitiana. 

Definamos agora o campo adjunto a da seguinte maneira 

= V'"^?74. (2.13) 

Pode-se mostrar que ip deve satisfazer a seguinte equação de onda 

- mip = 0. (2.14) 

Lembremos que a matriz é hermitiana, isto é P^ = P^i- Segundo (1.43) e 

(2.3) vemos que, sob transformações infinitesimais de Lorentz, a quantidade ip 

transforma-se como 
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devido ao fato que ôujik e 5ují4 em (1.46) são reais e imaginários, respectivamente. 

Se temos uma reflexão espacial, isto é, x'/^ = — Xk e x'4 = X4, então a relação 

análoga a (1.44), isto é, 

(2.16) 

nós dá 

A = ±7/4. (2.17) 

Os detalhes sobre os sinais serão discutidos na seção 2.2. Multiplicando a ex- 

pressão (2.1) por dpPpPi, pelo lado esquerdo encontraremos a seguinte igualdade 

= d^/3^f3pip. (2.18) 

Fazendo o mesmo na equação (2.14) chegamos a 

dpi) = d^xj)(3pP^. (2.19) 

Com base em (2.1) e (2.14) é fácil construir agora a quantidade jp definida por 

jp = itPpi), (2.20) 

que satisfaz a “equação de continuidade” 

dpjp = 0, (2.21) 

podendo ser identificada como o 4-vetor densidade de carga e corrente. De (2.1) 

e (2.18) podemos obter a equação de KG para i), 

(□ -rn^)'tp = 0. (2.22) 

Da mesma forma, de (2.14) e (2.19) obtemos a equação de KG para 

(□ — m^) i) = 0. (2.23) 
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Obervamos que a densidade jo, definida em (2.20), não é necessariamente positiva, 

pois toma a forma jo = . No entanto, este não é um requisito necessário 

na região relativística. 

É claro que (2.21), (2.22) e (2.23) são suficientes para mostrar que este for- 

malismo é adequado para descrever a teoria quântica das partículas. Falta ainda 

demonstrar que esta abordagem é relativisticamente invariante para poder, defini- 

tivamente, passar à quantização dos campos. 

2.2 As representações de /3 na teoria de DKP 

Vimos anteriormente que a teoria de DKP corresponde aos campos de spin 1 e 

spin 0. Por conseguinte, faremos a separação das funções de onda de spin 1 e 0 

da seguinte maneira. Para selecionar a função de onda de spin 0 , é necessário 

introduzir os operadores P e definidos por 

P = 0iDl0l0i\ (2.24) 

= Pf},. (2.25) 

Pode ser mostrado que 

p2 = P, (2.26) 

o que torna possível denominar o operador P de operador de projeção. Assim 

também se deduz a relação 

= Pôf^u. (2.27) 

Considerando (2.25) pode-se escrever esta última relação como 

= P5^,. (2.28) 
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Isto nos leva à igualdade 

(2.29) 

Assim, sob uma transformação infinitesimal de Lorentz arbitrária, temos 

PKxjj = P'ijj, (2.30) 

onde A = / + Da mesma maneira, veremos se Pij) transforma-se da 

mesma forma que (2.30) sob reflexões espaciais (2.17). Temos que a ação do 

projetor P sobre A = ±774 será 

P (±7/4) = (±) (2f3l - 1) = (±) f3jf3^PlPl = (±) P, (2.31) 

cuja forma coincide com (2.30). Por conseguinte, podemos obter o resultado 

PA'0 = < 

\ 

-P^ 

+Pí/' 

A = -774; 

A = -1-774. 
(2.32) 

Assim a equação (2.32) mostra que Pip é um escalar ou um pseudoescalar, de 

acordo com o sinal (4-) ou (—) que se tome para A em (2.17). De forma análoga, 

se considerarmos as transformações de Lorentz (1.45)-(1.47) junto a (2.27) tem-se 

Pf^Aip = P^ip + Suj^^P^ip = a^^P^^p. (2.33) 

Além disso, considerando a reflexão espacial A = ±774 e usando (2.9)-(2.12), 

pode-se concluir que 

P^.^ = 
pseudovetor , A = —774; 

t 
vetor , A = -t-774. 

(2.34) 
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Aplicando os projetores P e a, (2.1) e considerando as definições (2.25) e (2.27) 

obtemos as equações 

df, {Ptii>) = -m {Pip); (2.35) 

dfj, (Pi>) = -m (P^'0). (2.36) 

Introduzindo a notação 

P^P = U, P^iP = U^, (2.37) 

as equações acima são expressas na forma 

= -mí7; (2.38) 

dfj,U = -mU^, 

que, combinadas, resultam em 

(□ - m^) {P^p) = 0, (□ - m^) 7/ = 0. (2.39) 

Observamos que estas são as equações de onda para spin 0 e que (í/, t/^) descrevem 

campos escalares ou pseudoescalares segundo o sinal (+) ou (—) tomado em (2.17) 

para A. 

De forma similar podemos escolher a função de onda para spin 1 introduzindo 

o operador 

I A* —1)2,3; 

/3mMl-^l) , /^ = 4, 

(2.40) 

ou em uma forma compacta 

■“ (^/í4 ■ (2.41) 

Além disso, introduzimos também o operador 

R liv = R^lPu- (2.42) 
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Dessas duas últimas equações deduz-se imediatamente que 

RnPi.13^ = Í^//(7-R/Í 

(2.43) 

(2.44) 

Usando essa última relação pode-se mostrar que satisfaz as relações 

— Rp, f^u^p) — ^ppRu ^puRp') 

Rpi/Rpa — ^upRptr ^p<jRup ^ppRucr ^udRppt 

que nos levam a 

RpR = a^uRu, (2.47) 

Rpi/^^ — Rpu^ d" ôüJi/xRuxip -l- Síüpij^Rijpijj, (2.48) 

onde ttpi, e A são dados por (1.45) e (1.47) respectivamente para transformações de 

Lorentz infinitesimais. Por outro lado, usando a definição (2.40) e as propriedades 

(2.8) e (2.12), podemos escrever 

(2.45) 

(2.46) 

/i — 1)2,3; 

/i = 4. 
(2.49) 

Considerando a reflexão espacial, ou seja, (2.17) com A = ±r/4, encontramos uma 

classificação semelhante a (2.34), ou seja. 

Rpfp ' 
vetor 

pseudovetor 

A = -774; 

A = +774. 
(2.50) 

Uma vez conhecido o comportamento de R^rp podemos aplicar na equação de 

primeira ordem (2.1) os projetores Rp e Rpu que junto a (2.43) e (2.44), resultam 
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nas equações 

= rn {R^'tp); 

Rnuip = ^ {Rutp) - dy {R^'ip)]. 

(2.51) 

(2.52) 

Introduzindo a notação 

R^'^^ — R^if'^ — Ri_ (2.53) 

as equações (2.51) e (2.52) escrevem-se como 

(2,54) 

Fiiu — df^Ai, di/Af^. 

Essas últimas são as equações de primeira ordem para campos de spin 1 e massa 

m. Assim, provamos que a teoria de DKP, dada por (2.1) e (2.2) é equivalente às 

teorias de spin 0 e 1. A função de onda geral na teoria de DKP deve dar-se então 

pela superposição de (2.34) e (2.50) ou seja 

Introduzamos uma representação especial para as na qual serão usados dois 

índices a e. a' {a,a' = 1,2,3,4). Usando duas representações não equivalentes 

para 7q,7Ó, que separadamente satisfazem as relações de comutação (1.33), e as 

matrizes identidade / e podemos mostrar que a relação fundamental (ou a 

álgebra) para as matrizes na teoria de DKP (2.2) é satisfeita pela matriz 

partícula pseudoescalar -f partícula vetorial , A = —774 (2.55) 

partícula escalar + partícula pseudovetorial , A = -I-774 

(2.56) 
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Devido ao fato que em (2.56) as matrizes e V têm 4 linhas e 4 colunas, 

por ser um produto direto de duas representações não equivalentes, é uma 

matriz 16 x 16, o que nos leva a concluir de (2.1) que 4^ (x) tem 16 componentes 

(nota-se que estamos usando uma função no lugar de -0). Devemos ter em 

conta que a representação dada por (2.56) é uma representação redutível. Assim, 

a teoria baseada na equação 

('Y^ 0 I' + I 0 Yf,) '^ + = 0 (2.57) 

é equivalente à teoria de DKP dada em (2.1) e (2.2), tal que as matrices 7^,7(4 

comutam isto é [7/i,7(j] = 0. Podemos também concluir a partir de (2.57) que 4^ 

transforma-se como o produto direto de duas funções de onda de Dirac. 

Como se mostrou anteriormente, (2.38) e (2.54) nos dão as representações 

irredutíveis para os campos de spin 1 e 0. Como se pode ver, estas duas rep- 

resentações, incluída uma terceira representação trivial, estão contidas na repre- 

sentação particular para dada em (2.56) 

Depreende-se de (2.38) que o campo de spin 0 tem 5 componentes ([/, U^) 

e o campo de spin 1, dado por (2.54), tem 10 componentes Desta 

forma, as representações irredutíveis para campos de spin 0 e spin 1 nos dão 15 

componentes. Devido a (2.56), as representações redutíveis para as têm 16 

componentes, é necessário encontrar uma última componente, a fim de decompô- 

la em três representações irredutíveis: 16 = 10 © 5 © 1. 

Esta última componente será então uma representação irredutível, de modo 

que ela deverá ser uma quantidade escalar satisfazendo uma equação diferencial 

de primeira ordem. Contudo, é impossível encontrar tal equação para uma com- 

ponente escalar que satisfaça também a equação de segunda ordem de KG, a 
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menos que este escalar seja zero. Temos assim que esta última componente é 

trivial, e não tendo interesse físico. 

Devido a irredutibilidade das três representações, das quais uma é de primeira 

ordem, uma de quinta ordem e a outra de décima ordem, o número de matrizes 

linearmente independentes será dado por 

(1)2 + (5)2 + (10)2 = 126. (2.58) 

Para uma representação redutível, como é o caso de (2.56), que pode ser de- 

composta em outras representações irredutíveis, como é o caso de (2.38), (2.54) 

e a componente escalar, o número de componentes linearmente independentes 

para esta representação redutível se dá pela soma dos quadrados dos graus das 

respectivas representações irredutíveis. 

Pode-se mostrar usando (2.2), que toda matriz e seus produtos entre si (nos 

referimos a qualquer matriz na álgebra /3), pode ser expressa como uma com- 

binação linear das seguintes 126 matrizes. 

I 

PfiPu 

-> 1 

^ 4 

12 

^ 12 

^ 6 

Vp 

rjpPu 

VpPuPp 

VpVu 

-)■ 12 

^ 6 

-> 12 

-)■ 12 

6 

VpVuPp 

VpViyPpP<r 

VpVuVp 

VpVi^VpPa 

VpluVpria 

12 

^ 12 

4 

^ 4 

1 

(2.59) 

Em qualquer representação que se dá para as 126 matrizes, só 16 possuem traços 

não nulos, ou seja, os 77^ e todos os produtos entre eles. Lembremos que já 

está incluída em 77^ como 77^ = 2/?2 — 1. Os traços para a matriz e para as 

matrizes que contêm 77^ são os seguintes: 

T'r (/3^j/5^2-"^M2n+i) ~ 0; (2.60) 
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íi2n-lM2n 

M2n-2M2n-l ' 

s = 1 s = 0 trivial 

TrI 10 5 1 

Tr{r)^) 2 -1 -1 

Tr{r]fj,r]u) -2 11 

Tr{j]^r]^r]p) -2 3 -1 

(2.61) 

Tr{r]pr]^r}pr]^) 2-3 1 

O traço de um número ímpar de matrizes Pp é sempre nulo. Para os cálculos 

de diferentes magnitudes observáveis é necessário unicamente conhecer as pro- 

priedades algébricas das matrizes Pp, que nos levam às conclusões (2.60) e (2.61) 

para os 16 traços mencionados. Por isso, a física (medição dos observáveis) não 

vai depender de forma alguma da representação específica para as matrizes. 

Daremos aqui uma dessas representações específicas (que não é a única possível) 

para as matrizes Pp nos três casos mencionados. Para o caso trivial, obviamente, 

todas as matrizes devem ser igualadas a zero 

Pi — P2 — p3 — Pa — 0. (2.62) 

No caso de spin 0 as matrizes são 5x5, isto é 

/ 0 1 0 0 0 \ / 0 0 1 0 0 \ 

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Pi 00000 ,p2 = 10000 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

yoooooy yoooooy 
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Ps — 

^ 0 0 0 1 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

10 0 0 

^ 0 0 0 0 

/ 0 0 0 0 -í 

0 0 0 0 0 

, Pa = 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

í 0 0 0 0 

\ 

(2.63) 

e no caso de spin 1 as matrizes serão 10 x 10, 

/ 

Pi = 

0 0 0 

0 0-1 

0-10 

0 

0 0 0 

0 0-1 

0 1 0 

\ 

0 

0 

\ -1 0 0 
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(2.64) 

Todas essas matrizes (2.62), (2.63) e (2.64) satisfazem a relação fundamental de 

DKP (2.2) e, como se vê, são realmente irredutíveis. 

Em seguida, fazendo uso da representação (2.63) para (3^ no caso escalar, 

obteremos uma forma explícita para 'ip, P-0 e P^'0. Uma vez que ip tem 5 compo- 

nentes, deve-se adotar a forma 

'ip = 

^1 

1p2 

1p3 

\ #4 / 

(2.65) 

Por outro lado, verifica-se que P, definido em (2.24), na representação (2.63) 
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resulta ser 
( \ 

V / 

1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

P= 0 0 0 0 0 ■ (2.66) 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

Nota-se que este último resultado depende da representação utilizada. Con- 

siderando (2.65), (2.66) obtemos 

< 

0 

0 

0 

V 0 } 

0 

0 

0 

V 0 / 

u = = 

u„ Paij = 

e da segunda linha em (2.38) temos 

ou considerando (2.67) e (2.68), 

   
m 

m 

Representando a quinta componente de ip por 

ip5 = -Vmíf, 

(2.67) 

(2.68) 

(2.69) 

(2.70) 

(2.71) 
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onde tp é um campo escalar, resulta 

= -j=dníp, 
\/m 

de modo que -0 escreve-se como 

ip = 

^ —rrnp ^ 

dkV 

\ idiíp j 

Por conseguinte, (2.67) e (2.68) passam a ser 

U = Píp — —\/m 

U. = P„V’ = 

0 

0 

0 

\o/ 

0 

0 

0 

\ 0 J 

Considerando (2.74) e substituindo-o em (2.39), obtemos 

(2.72) 

(2.73) 

(2.74) 

(2.75) 

(□ -m^)ip = 0, (2.76) 

que é a equação de KG para a componente escalar. Vemos assim que o projetor P 

seleciona a componente física do campo DKP dado por (2.67). A forma (2.73) 

é chamada de forma física do campo DKP. De maneira análoga, para o caso de 
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spin 1, pode ser usada a representação (2.64), para selecionar com o auxilio de 

as 4 primeiras componentes do campo ip de tal forma que sejam dadas por 

Afj,. As demais componentes, selecionadas por R^,y, resultam em 

2.3 A invariância relativística 

A prova da invariância relativística para a teoria de DKP é feita em analogia ao 

caso do campo de Dirac. O comportamento de sob transformações de Lorentz 

é conhecido, e o que requeremos é uma transformação linear conveniente para 

que nos leve das equações (2.1) ou (2.18) para as mesmas equações no novo 

sistema de coordenadas. 

Será suficiente encontrar semelhante transformação para o caso de uma rotação 

infinitesimal em 4 dimensões. De modo geral, as transformações são da forma: 

x'^ = (2.77) 

i)' = A?/;; (2.78) 

= ^A-^ (2.79) 

onde a^i, é a matriz de transformação de Lorentz. Se a rotação é infinitesimal, as 

matrizes e A, adotam a forma 

(2.80) 

A = I + (2.81) 

onde ôu^i, são os parâmetros infinitesimais da transformação. Além disso, as 

matrizes e A satisfazem as seguintes condições de normalização: 
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AA"' = /; 

|detA| = /. 

Obtemos das transformações (2.80) e (2.81) que e 5^^ são antissimétricos: 

ScVfiu - 

= 

Para que uma equação linear do tipo (2.1) seja invariante com respeito às trans- 

formações de Lorentz é necessário que 

A-'^^A = (2.84) 

Substituindo as formas infinitesimais (2.80) e (2.81) em (2.84), temos 

= (2.85) 

(2.82) 

-S^^. (2.83) 

Usando as relações (2.84), mostra-se que transforma como 

A“^5^,,A = a^pü^aSpc- (2.86) 

Assim, Sp,^ é um tensor de segunda ordem na (3 -álgebra. Em geral todo tensor 

na (3 -álgebra pode ser escrito como uma combinação linear do produto de (3 e 5 

[26, 27]. Substituindo as expressões (2.84) e (2.85) em (2.86) obteremos a relação 

) — ^fiaSi/p 3-S ifpEpff dppSinj di/fjSpp. (2.87) 

Encontraremos agora uma expressão para 5^,,. Usaremos para isto a álgebra 

(2.2), a qual escrevemos na forma 

(3uPp.(3\ + ^\!3p^v — I3v^\p + PxSpi,. (2.88) 
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Trocando os índices // •H-1/ podemos também escrever a álgebra (2.2) como 

PfiPuPx + f3\f3u(^n ~ (2.89) 

Agora, se subtraímos (2.89) de (2.88), obtemos 

- PuPn) - Px = Puhn - PtiàuX, (2.90) 

que coincide com (2.85) se S^i, é tomado na forma 

= PuPu - PuPn- (2.91) 

Pode-se dizer então que a invariância está provada. Pela aplicação de trans- 

formações infinitesimais semelhantes, pode-se provar também que j^, definido 

por (2.20), é um vetor; dado por (2.103), é um tensor, etc. Notemos que a 

prova da invariância independe da representação que possa ter 

Introduzindo as matrizes ak da maneira 

(Jh — i^klmSlm i ^ ~ 1? 2, 3, (2.92) 

e levando em conta (2.87), teremos 

[o'fc,(7/] — (2.93) 

Essa relação é também satisfeita pelas matrizes de Pauli, [^, ^] = i£kim^, a 

menos do fator que em (2.93) não aparece, o que é vinculado ao valor do spin 

I que descreve o campo. 

Já que (2.93) é a relação de comutação para as matrizes do momento angu- 

lar, então cTfc terá as propriedades do momento angular e tomará os autovalores 

(/, / — 1,..., — / -f-1, —/), onde / é um inteiro ou seminteiro. A equação carac- 

terística para ak é 

{(Xk - /) (o-fc - / + 1) ••• (<7fc + /) = 0. (2.94) 
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Em geral, as representações das matrizes do momento angular que satisfazem 

(2.94) podem ser decompostas em representações irredutíveis D\f\, do 

grupo de rotações tridimensionais. Estas representações irredutíveis correspon- 

dem a valores |/|, |/ — 1|,... do momento angular. Já que numa representação 

irredutível Di a função de onda tem (2/ -f 1) componentes independentes, cor- 

respondentes às diferentes direções do momento angular, mostra-se que no caso 

do campo DKP 'ip descreve o estado de uma partícula com spin / = 1. As- 

sim, vemos que a função de onda em (2.1) descreve os estados da partícula com 

spin l/l, 1/— 1|,.... Este momento angular é uma propriedade intrínseca das 

partículas, porque ela não desaparece, inclusive, quando as partículas se encon- 

tram no estado de repouso. 

Pode-se provar um importante teorema vinculado às propriedades de d{d), ou, 

mais exatamente, com respeito à ordem máxima das derivadas do operador d{d), 

denotado por b. O teorema diz que existe uma relação entre a ordem máxima 

das derivadas 6 e a magnitude / (spin), dada por 

b = 2f ^ m^O, (2.95) 

onde / é o valor máximo de spin dos diferentes campos descritos por -ip. 

2.4 A invariância de gauge e a interação com o 

campo EM 

Até agora foram tratados somente campos livres (sem interação), mas é claro 

que, em qualquer medida, o registro da partícula só pode ser feito graças à sua 

interação com outros campos. Por outro lado, o tipo de interação entre os campos 
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fundamentais está regido pelo princípio de invariância de gauge, que provém da 

exigência que as magnitudes conservadas devam conservar-se localmente. Assim, 

para o caso do campo DKP com interação EM, a invariância de gauge local deve 

ser exigida, o que implica nas transformações 

^ ^ V''= (2.96) 

^ (/?'= 

para os campos DKP e KG respectivamente. Aplicando estas últimas trans- 

formações à forma física (2.73), tem-se 

/ —rrup' \ 

dk^' 

\ 2^49?' ! 

Jea{x)„ \ e—'^■^'rrup 

gteo(x) ^ iedkOí {x)) (f 

^ (^4 -p ied^a {x)) y 

^gíea(x)^^ (2.97) 

mostrando que a forma física (2.73) é inconsistente com a invariância de gauge. 

O problema é superado caso a forma física seja trocada por 

^ —rrup ^ 

dk^ 

\ J 

(2.98) 

onde — ieA^. A invariância de gauge impõe que se transforme como 

(a:), (2.99) 

de modo que (2.98) preserve sua forma com transformações do tipo (2.96). 

Antes de começar a análise da interação com o campo EM, introduziremos as 

definições para os valores médios das diferentes magnitudes físicas na teoria de 
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DKP. Em geral, na mecânica quântica temos que o valor médio de uma magnitude 

física / é definida como 

tp+fipdV, (2.100) 

onde / é o operador da magnitude física /. Na teoria de DKP o valor médio será 

dado por 

'] = j^Jj^dV. (2.101) 

A expressão (2.101) apresenta uma matriz dentro da integral que, junto ao 

operador, de alguma maneira tem que ser simetrizado. Isso é o que se indica com 

a dupla barra que aparece em (2.101). Levando isso em conta podemos escrever 

para o vetor de energia-momento 

■P/i = y ippJrdf,ipdV, (2.102) 

onde Semelhante definição (2.102) é muito diferente daquela usual- 

mente adotada, contudo pode-se demonstrar que as duas definições são equiva- 

lentes. Notamos que, como foi visto no capítulo anterior, a teoria de DKP tem 

uma grande semelhança com a teoria de Dirac para spin com a diferença que 

aquela satisfaz álgebras diferentes para suas matrices 

O tensor de energia-momento deve ser real, ou seja = T^v-, por isso será 

dado por 

P/iü = ^ . (2.103) 

O tensor (2.103) é também chamado de tensor canônico de energia-momento. 

Pode-se comprovar facilmente que de (2.103) obtém-se 

= 0. (2.104) 
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Note-se, contudo, que o tensor (2.103) não é simétrico e deve ser substituído por 

um tensor simétrico para satifazer as exigências do tensor de energia-momento. 

Na verdade, a relação (2.104) pode ser satisfeita se o tensor T^i, tem a forma 

T^i/ = ©yui/ + dpA^ijp', (2.105) 

Ap,p - -App,, (2.106) 

onde Api,p é um tensor antissimétrico nos índices e p, de modo que 

dudpAp^p = 0. (2.107) 

Reescrevemos agora (2.103), de modo que 0^^ seja simétrico, da seguinte forma: 

= ipí3uôpp,dpi> = 'ip {f3u(3pl3p -h Í3p^p^u - ^^iuPp) dpip, (2.108) 

onde se leva em conta (2.2). Reescrevendo de forma similar o segundo termo de 

(2.103) chegamos a 

Tp. = 0;.. + \dp - MM , (2.109) 

onde Qp^ é dado por 

Qpu = -m p {I3pl3u -f- 'ip - Sputptp] (2.110) 

e satisfaz a equação 

d,Qp. = 0, (2.111) 

só que agora 0^^ é simétrico como se requer para o tensor de energia-momento. 

Mais que isso, a energia é positivamente definida, ou seja 

044 : —mip'^lp, (2.112) 
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onde il) = ip'^r)4; além disso, devido a ©44 = —©oo, temos que 

©00 = (2.113) 

Por outro lado, como segue-se de (2.109), pode-se representar os valores esperados 

de energia-momento definidos por (2.102) atravéz de ©^4, isto é, 

(2.114) 

tal que ©44 é uma densidade de energia. Um teorema geral indica que a existência 

de um tensor simétrico de energia-momento encerra a possibilidade de definir um 

4 tensor de momento angular. Uma forma de fazer a escolha de T^i, única a fim 

de satisfazer (2.104) é expressando o 4-tensor do momento angular através de 

4-momento (2.114), isto é. 

P^i/ — ^ ^dPj/ Xi/dP^^^ — (^^©i/p ^i/©pp) dSp* (2.115) 

Para obter as componentes espaciais, é necessário integrar pela hipersuperfície 

dS4 = dxdydz — dV, com xo = const., obtendo assim 

Pit- Pu-j(xie,A x,e»)dv, (2.116) 

onde Pik é necessariamente constante, isto é, conserva-se para um sistema fechado. 

Como sabemos, as componentes espaciais deste 4-tensor de momento angular 

coincidem com as componentes do 3-vetor do momento r x p. Agora, segundo 

(2.109), teremos que 

o;i©fc4 = XiTk4 - ^Xidp p {PpPkPi - pApkPp) '0] • (2.117) 

Fazendo o mesmo com o outro termo, temos: 

Xk&i4 = XkTi4 - ]^Xkdp [0 (/3pA/^4 - PaMp) 0] • (2.118) 
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Daqui, combinando essas duas últimas expressões, obtemos 

Xkdi) ipdV + J t/)/?4 {f3i(3k - Pk/di) tpdV. (2.119) 

O primeiro termo em (2.119) é interpretado como o momento angular orbital e o 

segundo termo como o momento angular “espinorial” do sistema. Assim, segundo 

a definição (2.101), o operador de spin será 

Sik = Pi/3k - PkPi- (2.120) 

Note-se a semelhança que há com o campo de spin Para o caso de spin | temos 

Sik — \ ililk — Ikli)- Pode-se provar que Sik de (2.120) comuta com /?4, ou seja 

[5ífc,/?4] =0, (2.121) 

além de 

Sl = Sik. (2.122) 

Isso demonstra uma vez mais que o spin na teoria DKP pode ser somente ±1,0. 

E satisfatória a possibilidade de se definir o spin como um momento segundo 

(2.119), independentemente de qualquer consideração sobre o número dos estados 

de polarização 

Levando em conta a invariância de gauge e a forma física (2.98) adotada pelo 

campo il), a interação com o campo EM é introduzida de uma forma muito simples 

com a regra de acoplamento mínimo, que consiste na substituição 

- ieA^, 

quando a diferenciação é aplicada a tp, e 

(2.123) 

-> 9+ =df, + ieAf, (2.124) 
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quando a diferenciação é aplicada a -i/’. Como é sabido, caracteriza ao campo 

EM sendo e a carga da partícula. Não é trivial que esse tipo de procedimento 

possa ser usado para a interação em DKP. De fato em teorias de tipo similar deve- 

se ter cuidado ao aplicar esta regra, já que a mesma pode resultar inconsistente 

caso seja aplicada a todas as equações fundamentais; porém, em nosso, caso é 

correto aplicar estas substituições às equações (2.1) e (2.14), que se transformam 

em 

Aplicando a (2.125) os projetores P e obteremos equações semelhantes a 

(2.35) e (2.36): 

+ = 0; 

9'^'^P^-rmp = 0. 

(2.125) 

(2.126) 

df, (P^V^) = -m {Pi}); (2.127) 

(2.128) 

que combinandas resultam 

{d^ - m^) {Pi}) = 0. (2.129) 

Da mesma forma, (2.74) e (2.75) passam a ser 

0 

U Pi) = —y/rn 0 

0 

(2.130) 
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0 

0 

0 

V 0 J 

(2.131) 

A equação de KG para a componente escalar cp, quando há interação EM, se 

torna 

(a;a; - m") ^ = o. (2.132) 

Observamos novamente que as expressões (2.127)-(2.132) são obtidas selecionando 

o campo de spin 0 com os projetores P e Podemos, no entanto, analisar de 

forma geral para ambos spins as mudanças que a interação EM produz e que 

resultados obtêm-se com a regra de acoplamento mínimo. Aquelas equações que 

não contêm as derivadas 9^ permanecen inalteradas. Este é o caso do 4-vetor de 

corrente j^, definido por (2.20). 

O tensor simétrico de energia-momento 0^j,, definido em (2.110), mantém- 

se também igual, o mesmo não acontecendo com o tensor de energia-momento 

canônico T^^,, que contém derivadas em sua definição, este passa a ser 

= i 9l3,a-i> - . (2.133) 

No lugar de (2.104) e (2.111), teremos que 

di,Tf,u = (2.134) 

onde é o tensor do campo EM, definido por 

Ffj,u = dfj,A^ - (2.135) 

De forma similar, a equação (2.119) para o momento angular é somente alterada 

no termo que contém as derivadas d^, que é a parte orbital, que muda para d~. 
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A parte espinorial (2.120) se mantém inalterada. Nas relações (2.18) e (2.19) 

ocorrem algumas mudanças. Para analisá-las faremos uso da seguinte regra de 

comutação 

- ajaj = (2.i36) 

obtendo para (2.18) a nova relação 

d~ip = d~!3y^^ip -h {PpPpPi^ - ^ppPu) tp, (2.137) 

e, de forma correspondente, para (2.19) 

    26   
d^Í^ = {í^ul^pPp - SpM . (2.138) 

As equações de KG, que são de segunda ordem na derivada, também são modifi- 

cadas. Assim, (2.22) transforma-se em 

76 26 
9pd~ip = rrí^i) + {Fup {(^pí^p^u ~ íj} (2.139) 

e de forma correspondente a (2.23), 

d*d+ii = {F„pV; WA - ■ (2-i40) 

O segundo termo em (2.139) tem seu semelhante na teoria de Dirac para partículas 

de spin |. Fazendo uso da regra de acoplamento mínimo (2.123), podemos escr- 

ever a equação de Dirac (1.32), considerando já a interação EM, como 

{ip^p + m) = 0. (2.141) 

A diferença substancial com (2.125) é que as matrizes 7^ obedecem a uma álgebra 

diferente, dada por (1.33). Assim, a equação de KG (1.34) transforma-se em 

26 
9pd~ip = m^-ip + —Fpulplu'4’, (2.142) 
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onde o fator | que aparece no segundo termo em (2.142) está vinculado ao spin 

da partícula. Por outro lado, o segundo termo em (2.139) descreve a interação 

do campo EM externo com os momentos magnético e elétrico da partícula. O 

terceiro termo, contudo, aparece somente na teoria de DKP, devido à álgebra 

(2.2), e não pode ser interpretado de forma direta. Outro caso, com análise 

semelhante, pode-se reproduzir para o segundo e terceiro termos de (2.140). O 

problema que surge pela presença deste termo, dito anômalo, pode ser resolvido 

com o uso apropriado da forma física para o campo DKP. 

Num primeiro instante, aplicamos o projetor P definido em (2.24) na equação 

(2.139), para o campo de spin 0, obtendo assim 

que coincide com (2.129). Vemos então que, selecionando corretamente o setor 

Pij) para spin 0, tal termo anômalo desaparece. De igual forma, o termo que 

contém a interação EM, também é eliminado, como deve ser para o caso 

do campo escalar. Do mesmo modo, pode-se ver que, aplicando os projetores 

P e Px a. (2.137), obtêm-se igualdades triviais ou novamente a equação de KG 

(2.144). Uma análise semelhante pode ser feita para (2.138) e (2.140). 

No caso de spin 1 podemos atuar da mesma forma que se fez em (2.54), 

aplicando os projetores e na equação (2.125) e obtendo 

de onde, considerando (2.27)-(2.29), tem-se 

(2.144) 

= m {Rui}); 

R^ui} = ^ - d~R^i) i). 

(2.145) 

(2.146) 
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Introduzindo novamente, como em (2.51)-(2.54), a notação 

(2.147) 

podem-se escrever as últimas equações como 

(2.148) 

= d~Al-d;Al, 

que são as equações de Proca para partículas massivas de spin 1. O novo campo 

pode ser expressado através de dado em (2.53), como 

FI,,, = Ff,^-iem{A^Al~ A^A^) . (2.149) 

Aplicando o operador R\ na equação (2.139), obtém-se 

{Rx'tp) = vF- {Rxip) + —F^^RxSf^^ip + —d~ {F^pRx {PpPpl3u - Sppf3^) ip} , 

(2.150) 

que se pode mostrar ser redutivel à mesma equação de Proca (2.148). Aplicando 

o operador Rx na equação (2.137) obtém-se 

3; (R^Í>) = (2-151) 

A importância do resultado aparece quando, ao selecionarmos as componentes 

físicas do campo DKP, o termo anômalo é eliminado, de modo que o mesmo 

não tem significado físico. Desejamos ressaltar que essa conclusão independe da 

representação usada. 
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2.5 Formulação hamiltoniana 

Levando em conta a equação linear de DKP, multiplicamos por /?4 pela esquerda 

e, realizando a soma para índices repetidos, obtemos 

+ PiPkdki’+ mP4'ilj = 0. (2.152) 

Agora consideramos a componente p = 4 em (2.18), isto é, 

Ô4V’ = d,,/3t,/34lp = /5|Ô4'0 + pkpAÕktp, 

e obtemos que 

(1 - Pl) ÕAip - Pkp4dki^ = 0. (2.153) 

Somando (2.152) a (2.153) chegamos a 

diip + {/34pk - dkip + m/?4'0 = 0. (2.154) 

Devido à métrica (1.2), temos que 84 = —ido = —idt- Assim, a última expressão 

transforma-se em 

-idti} + (A^it - /dfc/?4) dkip + ml34ilj = 0. 

Devido a (1.6) temos que E = idt e assim pode-se escrever (2.154) como 

- 0, (2.155) 

onde 

H = {p4l3k - PM dk + mp4 (2.156) 

Se H pudesse ser identificado com o hamiltoniano do sistema, esta seria uma 

possível forma para o operador de energia. Agora, segundo as definições (2.101) 
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e (2.102), podemos concluir que o valor esperado (valor médio) da energia seria 

dado por 

E = (2.157) 

onde a inclusão da matriz P4 em (2.157) é de vital importância já que as quanti- 

dades 

/ 
'ipHipdV e 

não estão vinculadas à energia. Notamos que, se o valor esperado de qualquer 

quantidade física Q é representado por 

-I 
Q = / iPQipdV, (2.158) 

sua derivada com respeito ao tempo será definida como 

jp = R = J^R^ipdV, (2.159) 

onde 

R=^ (^HQ - QH^ . (2.160) 

O único fato nessas relações que as tornam menos simples que no caso da teoria 

de Dirac é que Q e H não são os operadores correspondentes a. Q e R, segundo 

a definição (2.101), de modo que devemos ter cuidado ao acrescentar o fator /?4 

quando usamos estas relações. A equação (2.154), ainda, não reproduz em sua 

totalidade a equação linear de DKP (2.1), pois a multiplicação por /?4 usada para 

obter (2.152) elimina de (2.1) a parte que corresponde ao autovalor 0 de Esta 

parte omitida pode ser escolhida com a multiplicação de (2.1) pelo fator (1 — /5|). 

Atuando desta maneira podemos chegar a 

Pk0ldkip + (1 - 0Í) = 0, (2.161) 
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que é uma conexão que não contém o tempo e por isso pode ser considerada como 

uma condição inicial que a função de onda deve satisfazer (vínculo). Se levarmos 

em conta agora a interação EM vemos que, segundo (2.123), a relação (2.18) é 

substituída por (2.137), com o que o hamiltoniano (2.156) passa a ser 

26 
H = {p4pk - PkPi) dk + mp4 - ieAi - i^F^p ~ SpM , (2.162) 

e a condição (2.161) do mesmo modo se modifica e passa a ser 

PkPldk V' + (l - P4) ^'4’ = 0. (2.163) 

Antes de concluirmos com a formulação canônica, faremos também algumas ob- 

servações sobre a formulação em termos da Lagrangiana L. Definimos a ação 

como um funcional 5, dado por 

F = J d'^C,{i>,dp,ip) = J dt (^J d^xC{'ip,dp,tp)^ = J dtL {xp, d, (2.164) 

onde £ é a densidade Lagrangiana e L é a Lagrangiana. Se levarmos em conta o 

princípio de ação mínima (<55 = 0) podemos obter, após variar os campos ip e suas 

derivadas primeiras d^ip^ as equações de Euler-Lagrange, ou seja, as equações de 

movimento. 

Com isto pode-se propor um “Lagrangiano” (densidade de Lagrange £), tal 

que, partindo dele, se obtenha as equações de DKP (2.1) e (2.14). Supon- 

hamos que C = C{ip, ip, dpip, d^-tp). Então se pode comprovar que a partir do 

Lagrangiano para o campo livre 

>Co = ^ {iijdpdpip - dpipPpip) 4- m'ip'ip (2.165) 

obtém-se as equações de movimento para ip e ip dadas por (2.1) e (2.14), respec- 

tivamente. Pode-se provar, usando a forma física (2.73) para 'ip, que Cq em 
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termos da componente escalar é dada como 

Cq = —^ + rn^(p*^i (2.166) 

da qual se obtém, a menos de uma divergência, o Lagrangiano usual de KG. 

Cq = d^íp*d^(p + m^(p*ip. (2.167) 

Levando em conta o princípio de ação mínima que nos leva às equações de Euler- 

Lagrange podemos chegar à seguinte expressão para o tensor de energia momento 

canônico : 

Substituindo (2.165) em (2.168) vemos que se obtém para : 

\ {'<PPud^'il^ - d^ipp^xp) , (2.169) 

que coincide com a expressão (2.103). Da mesma forma que em (2.20), o 4- 

vetor de corrente será dado por A interação com o campo EM é 

dada também pela regra de acoplamento mínimo (2.123) e (2.124). Assim, o 

Lagrangiano (2.165) passa a ser 

^ - ieA^) V» - (9^ + ieAfj) 'ip/3^,'ip] + mip-ip, 

ou 

= \ (2.170) 

A expressão (2.170) contém tanto o Lagrangiano para o campo livre Cq como o 

Lagrangiano de interação Cint, dado por 

Cint — = Cj^A^, (2.171) 
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de modo que 

£'o = £o + (2.172) 

O Lagrangiano total, Ct-, é obtido somando a (2.172) o Lagrangiano do campo 

EM Cem^ que é dado por 

Cem = i {d,A^) {d,A^). (2.173) 

Esse Lagrangiano, ao contrario de não oferece problemas na quantização 

canônica, já que os momentos conjugados estão bem definidos. Assim, o 

Lagrangiano total será 

^ + ímpij + ^ (d^A^) (ô^A^), (2.174) 

ou, em forma explícita, 

^ + rml)il) - iei}l3f,'il)A^ + ^ (5^A^) {d^A^). (2.175) 

O Lagrangiano total Ct pode ser expresso de forma similar a (2.166) e (2.167), 

isto é, em termos da componente escalar (/?; porém, deve-se ter cuidado ao tomar 

a forma física ip do campo DKP, que estaria agora dada pela expressão (2.97). 

Pode-se comprovar também que, usando as equações de Euler-Lagrange, são obti- 

das as seguintes equações de movimento: 

+ m'4) = ief3fj,'(pA^] 

- rml) = -ieip/3fj,A^; (2.176) 

que são as equações de movimento explícitas para -0 e -0 (veja-se (2.125) e (2.126)). 



3. Quantização 

3.1 Quantização do campo DKP 

A quantização é realizada em analogia com a mecânica quântica de partículas. 

O campo será um operador atuando no espaço de Hilbert dos possíveis estados 

físicos que satisfaçam as mesmas equações do campo clássico correspondente. Isto 

significa nada menos que quantizar os campos com o formalismo canônico. 

Vamos considerar o estado de uma partícula livre de momentum p = (p, ipo), 

dado pela função 

onde ípp = p{p) é uma função que depende do 4-momentum. Se levarmos em 

conta a equação (2.1) pode-se comprovar que <p{p) satisfaz a relação 

{ip + m)ipp — 0, (3.2) 

onde p = Pp(3p. Pode-se mostrar também que qualquer vetor q satisfaz 

q{f-q^)=0. (3.3) 

Devemos notar que para o campo de Dirac de spin e com a álgebra (1.33), tem- 

se que ^ onde p = Pp')p. Na equação de DKP as matrizes (3p satisfazem 
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um álgebra diferente, dada por (2.2) e por conseguinte ^ 7^ p^, onde p = p^f3^. 

Usando (3.2) e (3.3) pode-se obter a condição relativista 

Po = ±\/p2 + m? = ±üjç. (3.4) 

Vemos assim que a condição relativista é satisfeita pela solução do tipo (3.1). 

Assim, para um valor dado do momento da partícula temos duas soluções para 

V?p, diferentes no sinal de po> dadas por (3.4). Essas soluções podem ser associadas 

a soluções de freqüência positiva e negativa. Representamos as amplitudes a elas 

correspondentes por e Por conseguinte, as soluções (3.1) escrevem-se 

na forma geral como 

(3-5) 

onde satisfaz a equação 

{±ip + m) = 0, (3.6) 

e as soluções para o adjunto são dadas por 

(3-^) 

onde satisfaz a equação 

(±íp + m) = 0, (3.8) 

além disso 'ip{x) = onde 774 é determinado por (2.8). 

A fim de ter o significado físico destas soluções definimos a energia e a carga 

do campo usando as fórmulas gerais (2.103) e (2.20). Uma vez que satisfaz 

(2.104) podemos expressar também o 4-momentum como 

(3.9) 
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Nota-se que o 4-momentum foi dado inicialmente pela expressão (2.114), onde 

(3.9) é uma expressão equivalente devido à condição (2.104). Considerando a 

componente — ipo — iE, obtemos 

(3.10) 

onde é dado por (2.103). Vemos assim que para soluções do tipo (3.5) e (3.7) 

obtém-se 

Tu = ■ (3.11) 

Logo, substituindo esta última expressão em (3.10), temos que 

E = dV. (3.12) 

Da mesma maneira define-se a carga, levando em conta (2.20), como 

Q = ^ J kdV = ^ J dV. (3.13) 

Integrando sobre o volume, (3.12) e (3.13) escrevem-se como 

E = ±po ; (3-14) 

Q = e . (3.15) 

Assim, se exigirmos que a energia em (3.14) seja positivamente definida devemos 

assumir a normalização para Pp da seguinte maneira: 

(^WA4^0 = ±1. (3.16) 

Neste caso E coincide com |po| = \Zp^”+”m^, enquanto que a carga (3.15) é igual 

a 4-e no estado (p^\ e igual a —e no estado As soluções de freqüência 
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positiva e negativa, dadas por (3.5), descrevem partículas de ambos os sinais na 

carga. 

Para quantizar o campo DKP, vamos proceder da mesma forma que no caso 

de Dirac. Para isso os campos 'ip e ijj são considerados como operadores atuando 

no espaço de Fock e obedecem a determinadas regras de comutação. 

Vamos então expandir os campos 'ip(x) e ip{x) em termos de ondas planas 

usando as soluções (3.5) e (3.7). Assim tem-se 

^ E [“Pi (3.17) 
P 

p 

onde satisfaz a condição de normalização (3.16). Os operadores Op,a^,6p e 

bp atuam no espaço de Fock. Definimos também o estado fundamental (vácuo) 

|0) tal que 

òp|0) = ap|0) = 0; (3.18) 

(0|6+ = (0|a+ = 0, 

para todo p. Da mesma maneira deve-se entender o produto de dois operadores 

distintos como atuando em dois espaços diferentes, ou seja, 

“pi^Í2 |0) = “pi |0) ® K2 10) = |Pi) ® IP2) =" IP11P2) • (3-19) 

Se substituímos a expansão (3.17) em (2.20) e (2.103), obtemos as expressões 

para a energia E, o momento P e a carga Q do campo como 

E = (apOp+ ^P^p) ; 
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P = ^ p (a+Op + 6p6+) ; (3.20) 

p 

Q ~ ^ ^ (®p*^p ”1” ^p^p) • 
p 

Assumindo que os operadores Op,ap,òp e 6+ satisfazem as seguintes regras de 

comutação: 

[OpiOp,] = [^P>^p'] = ^pp'j 

[upj Up^j — [^p? ^p^] — [^p? ^p^] — ^5 (3.21) 

[a+,aj] = =0, 

onde os autovalores de a^Op e b^bp são inteiros. Podemos introduzir a seguinte 

notação 

JV<+> = aj«p; (3.22) 

iV<-> = 6J6p. 

Vemos então que as magnitudes J5, P e Q, adotam a forma 

E = ^p„(Af<+)+Af(-) + l); 

P 

P = ^ p (AT(+> + WW + 1); (3.23) 

P 

Q = ^ e (iV(+) - JV‘-> - 1), 
P 

onde, além da normalização (3.16), assume-se que 

= 0- (3-24) 

Os operadores A^p’*’^ e Np~'^ são os operadores do número de partículas de carga 

positiva e negativa com momento p. 
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3.2 Regras de comutação. Propagador do campo 

DKP. Função de Green 

Para a quantização, 'tp{x) e ip{x) são considerados como operadores (em geral 

distribuições). Vamos calcular então as relações de comutação levando em conta 

a expansão (3.17). Assim obtemos 

onde 

Kpip) = pí~\p)pp^\p)- 

(3.25) 

(3.26) 

Pode-se mostrar que F^^{p) e (p) devem satisfazer as equações 

{ip + m)F+p{p) = 0; (3.27) 

{-ip + m) F~^(p) = 0. 

Devido à relação (3.3) e à condição p^ + = 0, obtém-se 

p (p^ -I- m^) = 0, (3.28) 

por isso podemos concluir que as soluções para (3.27) são dadas por 

F~^{p) — ap{ip — m)\ (3.29) 

F~ (p) = bp {ip d- m), 

onde a e. b são coeficientes (não matrizes) que podem ser calculados a partir da 

condição de normalização (3.16), isto é, 

= Tr (AF+(p)) = 1; 

= Tr(/?,í-(p)) = -l. 

(3.30) 
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Substituindo as soluções (3.29) nesta última expressão, obtém-se 

\ = {(iipiip- m)); 

\-=Tr m)). 
0 

(3.31) 

Fazendo uso das propriedades do traço para as matrizes /3^, dadas em (2.61), 

obtemos 

a — b — 

Logo, (3.29) é dado como 

F*(p) = 

F-(p) = 

2mpo 

ip (ip — m) 

2mpo 

ip {ip + m) 

2mpo 

(3.32) 

(3.33) 

Finalmente, substituindo estas últimas expressões em (3.25), obtemos a regra de 

comutação para os campos: 

[ipa{x), i^/){x')] = ^ {/3^^df,{P^d^ - m))^p A{x - x'), 

onde A(a; — x') é a função de Pauli-Jordan, definida como 

A(x - ^') = ^ I] ^ . 

Podemos escrever esta última expressão como integral fazendo V —> oo 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

assim a função de Pauli-Jordan é escrita como 

A(a; - x') = ^ 
^ ^ (27t)3 J 2po\ ) 

= A+(x — a;')-t-A_(a: — a;'). 

(3.37) 
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onde 

A,(x-x') = 

A+(a; —a:') = —A_(x' —x), 

,±ip{x—x'). 

ou também na forma invariante 

A±(a; — x') 

A±(x — x') 

±- i-3 [ + 
TT) J 

gíp(i-i') 
(27t) 

(Tp- 
{2nf Jc± p^ + m'^' 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 

Figura 3.1: 

onde 

d{Po) 
1 , po > 0; 

0 , po < 0. 

Fazendo uso destas novas definições, escrevemos, em analogia a (3.34): 

p 

(3.41) 

(3.42) 
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= — - m))^^ A+ {x - x'); 
77T» 

{0fíg(x')M^)\0) = i E (3-«) 

P 

= -—{p^d^{^udu-m))^^A.{x-x'). 
TTlf 

A função de Pauli-Jordan pode também ser expressa em forma invariante. Usando 

(3.39) e (3.40) tem-se 

A{x - x') = J Ípo) ô {p^ + rrí^) ; (3.44) 

j r pip(x-x') 

= WrJa/’’WT^^- 

O contorno Cq contém os dois pólos que aparecem no denominador, em con- 

cordância com (3.4), -I- = (p^ -I- m?) — pl = - {po — ujp) (po + ^p), 

Figura 3.2: 
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onde foi definida a função 

e(Po) 
1 , po > 0 

-1 , Po < 0 

A condição de causalidade implica que 

(3.46) 

A{x — x') = 0 , V (z — x'f > 0 

dxQ 
A{x — x') — —iô^ (x — x') 

Xq—Xq 

Pode-se provar tambéirr que, junto a (3.34), têm-se as relações: 

(3.47) 

(3.48) 

[ipa{x),'ip0{x')] = 0; (3.49) 

\^a{x),'ip0Íx')] = 0. 

Definimos agora o ordenamento temporal para os operadores do campo como 

T {ipa{x),'tpp{x')) = 6{t - t')ÍJa{x)ip0{x’) + 9{t' - t)ipp{x')i;a{x), (3.50) 

onde 9{t) foi dado em (3.41). Usando as identidades 

9{t-t') = i(l + e(í-í')); (3.51) 

9{t'-t) = i(i-e(í-í')), 

pode-se escrever (3.50) como 

T {lpa{x),'tpp{x')) = ^{lpa{x)-lp/3{x') +1p^{x')xpa{x)) (3.52) 

+ \s{t - t') {^a{x)'4}p{x') - ^0{x')Í}a{x)) , 

onde o comutador dos campos nessa expressão é dado por (3.34), ou seja, a função 

de Pauli-Jordan A(x — x'). Note-se também que na última expressão aparece o 



Capítulo 3. Quantização 67 

anticomutador. O valor esperado deste no vácuo, usando (3.42) e (3.43), 

ser 

(0| |0) = — ií3M^>'du - m))^^ - x'), 
TTX 

onde 

A^^^(a: — x') 
1 f ^ P (jp{x-x') 

J 2po \ 

A+(a; — x') — A-{x — x'). 

Na forma invariante, temos que 

A^^^(a: —x') = —f {p^ + m^); 
(27t) J 

gtp(x-x') 
A^^^(a: —a:') = 

L 
d p- 

(27t)^ Jc, “ + rm?' 

A diferença entre A(a: — x') e A^^l(a; — x') reside na forma do contorno, 

contorno mostrado na figura 3.3 

resulta 

(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 

(3.56) 

Cl é o 

Figura 3.3: 
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Levando isto em conta, obtemos o valor esperado no vácuo 

{0|r(V-„(x).í&^M)|0> = 2^(/JA(/3A-m))„^AW(x-x') 

O qual pode ser escrito na forma 

(0| T (V’«(x), íj(i')) |0) = ns(x - x') + i (1 - 01),D S(x - x'). (3.57) 
lí t 

onde /?o = —í^a- O termo proporcional a (1 — /?o), que não é relativisticamente 

invariante, aparece quando consideramos as componentes não físicas do campo. 

Pode-se mostrar que este termo não contribui para os elementos físicos da matriz 

S. Assim, para os cálculos pode-se usar 

T^{x - x') = —- {0udu -m) - dl + rri^] A‘^{x - x'), (3.58) 

com A‘^{x) definido como 

A‘^{x — x') = 9 {xq — Xq) A+{x — x') + 6 {xq — xq) A+{x'— x)] (3.59) 
j r pip{x-x') 

tal que T^(a; — x') é a funçaõ de Green para a equação (2.1) e, portanto, deve 

satisfazer a relação 

(0„dn + Tn)T'^(x) = Sí:. 

Esta função é o propagador da partícula DKP (para o caso de uma partícula). 

Vemos que ela se diferencia do valor esperado no vácuo de T (-0a(x)'0^(x')) na 

quantidade (—^) (1 — Pq) ó(x - x'). 

Nota-se que no caso do campo elétron-pósitron, o propagador não difere do 

correspondente valor esperado no vácuo. Isto vem associado ao fato de que na 
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Figura 3.4: 

teoria de DKP nem todas as componentes do campo ip{x) são linearmente inde- 

pendentes. 

Daremos também a expressão para a transformada de Fourier da função T‘^{x), 

a ser usada em cálculos posteriores 

T‘=(x) 

T^ip) 
ip (ip — m) +p^ + 

= {ip + m) = 
m -t- m^) 

(3.62) 



4. Representação de 

Kâllen-Lehmann (KL). Funções 

de Green Exatas 

A presença de estados intermediários de uma partícula leva a obter pólos nos 

elementos de matriz do ordenamento temporal do produto dos campos. Estados 

intermediários de muitas partículas levam a singularidades muito mais compli- 

cadas e, em geral, são difíceis de descrever. Não obstante, para o caso especial do 

valor esperado no vácuo envolvendo dois operadores, tem-se uma representação 

conveniente, que é uma forma explícita de conhecer a estrutura analítica da trans- 

formada de Fourier. Em particular, esta representação pode ser usada para propa- 

gadores, quando os dois operadores são os campos das partículas elementares. 

4.1 Campo escalar 

Consideremos um operador escalar complexo 4> (x) na representação de Heisen- 

berg, que pode ou não ser o campo de uma partícula elementar (inicialmente 

será usada a teoria de KG para obter uma relação espectral. Não obstante, o 
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procedimento pode ser estendido à teoria de DKP). 

O valor esperado no vácuo do produto $ (x) (y) pode ser expresso como 

(0| $ (x) $+ (y) |0) = ^ (0| $ (x) |n) (n| (y) |0), (4.1) 
n 

onde usamos a relação de completeza |n) (n| = 1 (em geral a soma sobre n 

inclui ambos espectros: contínuo e discreto). Fazendo a escolha dos estados como 

autoestados do 4-momento p^, vemos que a invariância de translação, 

$ (x) = (xo) (4.2) 

leva-nos a 

(Ol$(x)|n) = (0| $ (0) In); (4.3) 

(n|<^+(y)|0) = (n| $+(0) 10). 

Então (4.1) pode ser escrita como 

(0| $ (x) $+ (y) |0> = |(0| $ (0) \n)f . (4.4) 
n 

É conveniente escrever esta última expressão em termos de uma função espectral. 

Se considerarmos a seguinte soma 

Íp-Pn) |(0|^(0) |n)l^ 
n 

podemos notar que é uma função escalar do 4-vetor p^ e, por conseguinte, pode 

depender somente de (para todo ^ 0) e da função 0{po). Assim, a soma 

considerada adota a forma 

^ (p - pn) 1 (0| $ (0) |n) = (27t)"^ 9 (po) p (-p^), 
n 

(4.5) 
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com p (—p^) = 0 para > 0. O fator é considerado por conveniência 

futura. Já da expressão (4.5) pode-se ver que p(—p^) é real e positiva. Logo, 

ao multiplicar por exp ip{x — y) ambos os lados de (4.5) e integrar em d^p, (4.4) 

resulta em 

(Oj (rr) (p) |0) = {2n)~^ J 9 (po) p {-p"^) (4.6) 

= (27r)”^ J (po) J dj^p (x^) ô (p^ + x^) . 

Trocando a ordem da integração sobre p e a última relação pode ser expressa 

como 
roo 

(0| $ (x) (p) |0) = / dx^p (x^) A+(x - p; x^) , (4.7) 
Jo 

onde A+ é a função já antes obtida em (3.39), 

A+ (x — p; x^) = {2n)~^ j d'^pe‘‘‘’^^~'^^9 (po) 5 (p^ -1- x^) . (4.8) 

Da mesma maneira, em analogia a (4.7), obtém-se 

roo 
(0l$+(p)$(x) 10) = / dx^p (x^) A+(p - x; x^) , (4.9) 

Jo 

com uma segunda função p(x^) espectral definida como 

^ (p - Pn) I (n| (0) 10) p = (27t)“^ 9 (po) P (-P^) . (4.10) 
n 

Podemos então expressar o valor esperado do comutador usando os resultados 

agora obtidos 

^OO 
(01 [$ (x), $+ (p)] 10) = / dx^ (p (x^) A+ (x - p; x^) - p (x^) A+ (p - x; x^) } . 

Jo 
(4.11) 



Capítulo 4. Representação de Kâllen-Lehmann (KL). Funções de 

Green Exatas 73 

A condição de causalidade (3.47) implica que 

(4.12) 

Assim, usando a equação (4.11), o valor esperado no vácuo do ordenamento tem- 

poral é 
poo 

(0ir{4> (a:) $+(y)} |0) = / d>c^p {x^) {x - y\, (4.13) 
Jo 

onde Af é o propagador de Feymann para partículas de spin 0 e massa x : 

Ap (x - y\x^) = 6> (xo - yo) A+ {x - y, x‘^)+9 {yo - xo) A+ {y - x] x^) . (4.14) 

Usando a transformada de Fourier para passar ao espaço dos momentos, pode-se 

obter a função de Green total como 

Ap (-p2) = J d^xe-^P^^-y^ (0| T {$ (x) $+ (y)} [0) (4.15) 

= J dx^p[x^) j d‘^xe~^P^^~y^ Ap [x — y, 3^) . 

Finalmente, levando em conta que 

f d'^xe~^P^'"~y'> Ap (x - y; >í2) = ^(4.16) 
J + x^ — le 

tem-se 

i-p^) = / 
Jo 

p (x^) dx^ 
2 2 ■ ’ (4-17) p^ x^ — le 

sendo esta a representação de Kâllen-Lehmann para a função de Green exata 

no caso de uma partícula escalar de massa x (lembremos que se está usando a 

teoria de KG). 

Agora, da igualdade: 

X =F ze X 
± ZTrá (x), (4.18) 
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V e —)■ 0 e "P denota o valor principal de Cauchy. Podemos obter de (4.17) uma 

relação para a parte imaginária de Aj? (—p^), qual seja, 

Im Af (-P^) = irp (-p^) , (4.19) 

e assim escrever a relação de dispersão na forma 

Im Air (>í^) d>c^ 1 
(4.20) 

íQ p-^ + — te 

Isto significa que a função de Green total pode ser recuperada se é conhecida a 

sua parte imaginária. 

A função p (x^) é chamada função espectral e, em princípio, é sempre positiva: 

p(^) > 0. (4.21) 

A igualdade é satisfeita para 4-vectores tipo espaço. 

Podemos usar a representação espectral (4.20) junto às relações de comutação 

(calculadas num mesmo tempo) para obter uma condição que a função espectral 

deve satisfazer. 

Se (x) é um operador do campo convencional, normalizado, então, usando 

(3.48), tem-se que 

= -i8 (x - y). (4.22) 

Fazendo uso de (4.11) e (4.12), vemos que deve-se cumprir 

p (x^) dx^ = 1. (4-23) 

Para o caso especial de um campo livre de massa m, a função espectral (x^) 

é dada por 

(x, í) , . , ^ 

p(0) 5 (4.24) 
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Em geral, estados intermediários de uma partícula de massa m contribuem 

com c5 (x^ — m^), de modo que em geral tem-se 

p (x^) = cô (x^ — m^) -I- (7 (x^) , (4-25) 

onde (7 (x^) representa a contribuição dos estados intermediários com espectro 

de massa contínuo, como estados de duas ou mais partículas. Assim, quando é 

tratado um só tipo de partícula escalar de massa m, o termo a (x^) desaparece 

para x^ < 4m^. A constante c pode ser determinada pela condição de renormal- 

ização. 

Introduzamos o valor esperado no vácuo do comutador dos operadores renor- 

malizados {x) como 

(0| [^r (a:), (y)] |0) = ^r{x-y), (4.26) 

com 

^{x) = Zl/^^r{x), (4.27) 

de modo que os operadores do campo renormalizado estão vinculados com os 

11*2, 
não-renormalizados por uma transformação de escala dada pela constante Z^' . 

A condição de normalização é dada por 

(01 (a:) \p) = {2poVy^^^ (4.28) 

significando que a parte discreta é normalizada da mesma forma que é realizada 

para o campo livre, isto é 

Pr (x^) = 5 (x^ — m^) -I- Or (x^) • (4.29) 

Por outro lado, temos que 

p {x?) = Zsp, (x^), (4.30) 
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onde p{x^) foi dada em (4.25). Daí podemos obter, após integração em e 

considerando (4.30), 

cr (x^) - Z^Gr (x^) ; (4.31) 

c = Z^i, 

de onde deduz-se que 

Z^^ = 1-1- J Gr (x^) dx^ > 1, (4.32) 

com Gr (x^) positivamente definida. Por conseguinte 

1 > ^3 > 0. (4.33) 

4.2 Função de Green exata para o fóton 

Usando-se os campos na representação de Heisenberg, a função de Green exata 

é dada por 

(x - y) = (0| T {A, {x) A, (y)) |0), (4.34) 

onde a dependência (x — y) deve-se à invariância por translações no espaço- 

tempo. Vemos, segundo (4.34), que será necessário calcular termos como 

(0| A, (x) A, (y) |0). (4.35) 

Realizando translações espaço-temporais semelhantes a (4.2), escrevemos 

A^{x) = e^^^A^{0)e-^'^\ (4.36) 

Introduzindo a relação de completeza 

|n) {n\ = I 
n 

(4.37) 
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podemos expressar (4.35) como 

(0| {x) A, (y) |0) = (0) \n) {n\ A, (0) [0) (4.38) 

n 

onde pode-se ver a dependência explícita de {x — y), explicando o argumento que 

se segue a (4.34). De forma semelhante a (4.5), é possível definir uma função 

espectral (—^^) na forma 

9 {ko) (27r)-' {-k^) =^5^{k- fc„) (0| A, (0) |n) (n| A, (0) |0>, (4.39) 

n 

onde a soma é dada sobre todos os estados intermediários possíveis. Assim, 

o cálculo de (4.34) reduz-se ao cálculo de (4.39). A representação de Kãllen- 

Lehmann (4.17) fornece a relação entre estas expressões 

D (-k^)=/ 
Jo A k!^ — i€ ’ 

sendo esta a forma mais geral que {—k^) pode ter. Além disso. 

(4.40) 

ImD^,, {-k'^) = Trp^i. (~^^) (4-41) 

e, devido à invariância relativista, p^j, deve assumir a forma 

(-(.=>) =(V-^)í.H^), (4.42) 

onde p (—A:^) é uma função espectral escalar. Tomando o traço de (4.42) obtém-se 

a relação 

Pufk (-k^) = 3p (-k^) . (4.43) 

As expressões (4.39)-(4.42) definem então a função de Green exata para o caso 

do fóton. Diferentes aproximações podem ser obtidas a partir de (4.39). Por 
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exemplo, para o caso de uma partícula (caso livre), podemos usar a expansão de 

(x) como 

onde campos são considerados sem polarização, e” (k) = (k). De (4.44) tem-se 

^ (2^ / ^ ^ 

(4.46) 

e, substituindo em (4.39), para o caso de uma partícula, 

C (-*:") = '5'" (*') ■5».- 

onde definimos 

5+ (A;2) = í (fc2) e (ko). (4.47) 

De (4.46) tem-se que p^*)] (~^^) = 45"'' (fc^); comparando com (4.43) obtemos 

(4.48) p(«) (_fc2) ^ (^2) 

e, substituindo em (4.42) e depois em (4.40), tem-se finalmente 

D<”> {-k^) = i (V 
kaki/ 

(4.49) 
A;2 y A;2’ 

Vejamos agora o caso de duas partículas (caso com interação). Levando-se em 

conta (2.176) podemos dar as soluções assintóticas para (x) na forma 

Af, {x) = A^^ (x) -ie j {x-y)'4^ [y) M (y) éy, (4.50) 

onde (x) é um campo livre e sua expansão é dada por (4.44). A"* (x — y) é 

a função de Green retardada que, para o caso livre, é definida como 
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As soluções para 'ip (y) ,ip (y) são dadas por 

^(y) 
(27T) 

Substituindo (4.50)-(4.52) em (4.39) obteremos, para duas partículas, 

pg) (-e) = L-4 f ^õ+ (ç2 + m^) ô- (p2 + m^) 
^ ’ (27t)^ to2 J J 

Tripiip- m) P„iq{iq- m) (5^, 

X 

(4.53) 

onde q = k-\-p. Se considerarmos (4.41) teremos 

ImDg) (—/c^) — ^-^7T [ (q^ + m^) 5~ (p^ + m^) x V J ^27t)^ to2 J k^k^ ) 

Trip{ip- m) Pi,iq{iq- m) (4.54) 

expressão esta a ser obtida na seção 5.1. 

4.3 Função de Green exata para a partícula DKP 

Usando-se os campos na representação de Heisenberg, a função de Green Exata 

Gap é dada por 

Gap {x-y) = (0| T (i>a (a:) ip^ {y)) |0). (4.55) 

Aqui também a dependência {x — y) está vinculada à invariância por translações 

espaço-temporais. Vemos, segundo (4.55), que será necessário calcular termos 

como 

(01 ipa (x) ^p (y) |0). (4.56) 
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Realizando translações espaço-temporais nos campos ipa (a:^) e (z), escrevemos 

(4.57) 

^,(x) = (0) 

e, introduzindo a relação de completeza 

E |n> (n| = /, (4.58) 
n 

podemos expressar (4.56) como 

(0| ipa (x) ^13 (y) |0) = (0| iJa (0) \n) (nl -ipp (0) |0) (4.59) 
n 

É possivel também definir uma função espectral pap {w, —p^) da forma 

9 (po) (27t) ^ Pap {ip, -p^) = ^ 5"* (p - Pn) (0| (0) \n) {n\ (0) |0), (4.60) 
n 

onde a soma é tomada sobre todos os estados intermediários possíveis. Separando 

de forma conveniente a contribuição de partícula livre das contribuições de ordem 

superior, escrevemos a representação de Kállen-Lehmann para a função de Green 

exata na forma 

Í^q/3 (ÍP) -p2) = (íp + 
PaP {ip, 

xP' + p^ — ie ’ 
(4.61) 

sendo esta a forma mais geral que Gap {ip, —p^) pode ter. Além disso, temos que 

Im G^f (ip, -p^) = npau (ip, -/) , (4.62) 

e, devido à invariância relativista, pap deve ter a forma 

P (ip, -P^) = Pl(-p‘) + (ip) P2(-P^) + (ipf P3 (-P^) . (4.63) 
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As relações (4.60)-(4.63) definem a função de Green exata para o caso DKP. Po- 

dem também ser obtidas diferentes aproximações a partir de (4.60). Por exemplo, 

para o caso livre será necessário usar as soluções (4.52) 

^ (2^ / ^ ; (4-64) 

Usando a definição (3.18), além das soluções (3.33), obtém-se para uma partícula. 

(ip, —p^) = —ip{ip — m) á"*" (p^ + m^) , (4.65) 
m 

a qual está em concordância com (4.61). Para o caso de duas partículas levaremos 

em conta (2.176), dando as soluções assintóticas para íp (x) e 'ip (x) na forma 

ip (a:) = (o;) + J {x - y) Ã (y) tp (y) d^y\ (4.66) 

ip (x) = (x) +ie j ip{y)Ã {y) {y - x) éy, 

onde -0®” (x) e (a:) são campos livres com expansões dadas por (4.52). {x — y) 

é a função de Green retardada para o caso livre, definida como 

(27t) J ip + m^^ lepo 

Usando-se novamente as expansões (4.52), além de 

1 r ^ 

g 14 ^ 4 (k) , 

obtemos, para o caso de duas partículas, 

pP)(ip,V) = 
(27t) Trn j [ip + m) 

(4.67) 

(4.68) 

(4.69) 
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onde q = p + k. Se consideramos (4.41) teremos 

lmGai3 {ip, -P^) = f ^ ^ 
(27t) rn J [ip + m) 

(4 



5. Correções radiativas a um loop 

5.1 Polarização do vácuo 

p 

Figura 5.1: 

Veremos as correções radiativas de segunda ordem em e para o fóton usando 

a teoria de DKP. A polarização {k) é dada por 

í + m)“^), (5.1) 
(27t) J 

onde q = p + k. Com o uso do propagador T^{p) (Função de Green) definido em 
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(3.62), tem-se 

“ (2ir)‘ m^J ’^ P Up" + m2) ^ ^\ (,2 + m^) 
+ 1 

(5.2) 

Para tomar a parte imaginária usaremos uma fórmula semelhante a (4.18), 

1 \ / 1 
Im 

X — le) \y — is 
= 2^6 (x) S (y) (5.3) 

e, aplicando-a a (5.2), teremos para a parte imaginária de n|fj(—A;^) 

Imnjfj(-A:^) = f d‘^pTr[pf,ip{ip-m)pJq{iq-m)] 
(27t) rn^ J 

S~ {p^ -t- m^) 5^ [q^ -1- m^) , (5.4) 

onde definimos 

6 [p^ -I- m^) = á + m^) 9 {-po); (5.5) 

4- m^) = 5 + m^) 9 (qo). 

Introduzimos agora a notação para a parte imaginária 

= Im njfj(-A:^) = {TrPpp{ip- m)p„iq{iq- m)), (5.6) 

sendo esta equivalente a (5.4). O cálculo do traço em (5.6) dá 

= {Pf,Pi,q^ + qt,q^p^ ~ {p^q^ -i- Puqn)) (5.7) 

e, devido à presença das funções ô em (5.4), os cálculos são realizados na camada 

de massa, de modo que -1- = 0 e -f = 0. Considerando isto, (5.7) 

pode-se escrever como 

= -m? (p„p„ + + p„ç„), (5.8) 
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ou considerando q = p + k, 

((2p^ 4- k^) {2pu + k^)) (5.9) 

Já que a identidade de Ward deve ser satisfeita também para a parte imaginária, 

tem-se que 

k^M^u = 0, (5.10) 

que é satisfeita devido à forma adotada por em (5.9). Levando em conta a 

invariância de Lorentz, a parte imaginária deve ter a forma 

k^ku 
(5.11) 

Para o cálculo de tt {—k^), levaremos em conta que (5.9) e (5.11) são equiva- 

lentes; assim, multiplicando estas expressões por e igualando-as, teremos 

T {-k^) = (l + ^ I 7, (5.12) 

onde I é dado por 

1 = 
(27T) 

^-^27t^ [ d^pô [p^ -4- m^) 5 (q^ + m^) 9 (-po) 9 (go) • (5.13) 
7t) J 

Nota-se que 9 {—po) implica que po < 0, de modo que de 9 (qo) = 9 {po + ko) 

segue-se que ko > —po > 0, ou seja, ko é positivamente definido. Tomando o 

referencial k = 0 tem-se para (5.13) 

1 e2 
1 = tTT TT\ 1 + 

4rn^ 

(27r)^m2 V 

Substituindo este resultado em (5.12), temos 

2 / id 2 \ 

(5.14) 

(5.15) 
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A parte imaginária é dada por 

Imngl = 
G 2 / r knki/ 

47T 7T ( V ^ 
3(27t) 

(5.16) 

A função d {—k"^ — Am^) foi introduzida a fim de garantir que —k"^^ Am?, valor 

crítico para a criação de pares. Pode-se provar também que a integral (5.13) é 

uma função analítica em —e cresce logaritmicamente, In \—k‘^\ —> oo. Isto é 
— >-CX) 

importante uma vez que implica na necessidade de se fazer uma subtração quando 

escrevermos as relações de dispersão para i~k^) renormalizado. Assim ter- 

emos 

f°° {>?) dx? 
(-^^)=- 

^ J An '4m2 

Substiutindo (5.16) nesta última expressão, obtemos 

(5.17) 

p2 roo dx? 

njfi (-*:") = -^2 (,,2 + J.2 _ . (5-18) 

onde X? = —k'^. Fazendo uma mudança de variável = 1 — na integral, 

vemos que 

3/2 

/ J 4) 4m2 - *e) 2m2 Jo 1 + (1 _ ^2) ír 

v^dv 
(5.19) 

e, substiutindo em (5.18), 

v‘^dv 

,(27t)^- -- 1+ £,(!_ ^2)’ 

expressão esta coincidente com a calculada em [11]. 

(5.20) 



Capítulo 5. Correções radiativas a um loop 87 

k 

Figura 5.2: 

5.2 Correção de massa 

Da figura 5.2 tem-se 

{i% -p^) = -7^ j {iq -i- m) ^ (5.21) 
(27t) 

Com o uso da função de Green (3.62), escrevemos {ip, —p^) como 

{ip, -p^) = 
(27t)" m 

- í d^kp^ 
'nj 

'iq{Íq-m) \ ^ 

q^ + m? ^ 
(5.22) 

sendo a parte imaginária desta expressão dada por 

„2 9_2 f 
ImS^^^ {ip, -p^) = -7—4  / d^kpf,iq{iq- m) p^5~ {k^) 5+ {q‘^ -f- rrP) 

(27r) Tfi j (27t)‘* m 

Em geral, {ip, —p^) deve ter a forma 

{ip, —p^) = A + {ip) B + {ip)^ C. 

Tomando a parte imaginária tem-se 

Im E^^^ {ip, —p^) = a + {ip) b -1- {ip}"^ c, 

onde a, b e c são funções que dependem de —p^, dadas por 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

a = ImA, ò = Im5, c = ImC'. (5.26) 
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Portanto, o cálculo da parte imaginária de {ip, —p^) reduz-se a encontrar os 

coeficientes a,b e c definidos em (5.26). Multiplicando por (ip), (ip)^ e calculando 

os traços correspondentes em (5.24) obtém-se 

(ip, —p^) = 5A — 2p^C\ (5.27) 

TrpE^"^^ (ip, —p^) = 2ip^B] 

Trp^TP'^ (^ip,—p^^ = 2p^(A — p^C). 

Levando em conta a relação (5.26) pode-se obter as partes imaginárias como 

Im (zp,—p^) = 5a — 2p^c; (5.28) 

Im (zp,—p^) = 2zp^6; 

ImTrp^E^^^ (zp, —p^) = 2p^(a — p^c). 

Vemos então que é necessário calcular o lado esquerdo destas últimas relações. 

Usando para isso a expressão explícita (5.22), tem-se para a primeira linha em 

(5.28): 

p2 27t2 r 
ImTrE^^^ (ip, -p^) = - ^4~y ékTr(5^iq{iq ~ m) [q^ -f m^) 5~ (fc^) . 

(5.29) 

Fazendo os cálculos correspondentes, teremos 

07t2 
ImTrE^^^ (ip,—p^) = j òm?I, (5.30) 

^ ^ (27t)^ m ’ ^ ^ 

onde I é definido como 

7 = J d‘^(^q^ + m?) ô~ (^k^) . (5.31) 

De forma similar para a segunda linha em (5.28), teremos 

„2 27t2 r 
Im(zp,-p^) = J d^kTrpP^iq{iq-m) X 

d- m^) S~ (â:^) . (5.32) 
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Usando as propriedades do traço encontramos 

Im (ip, —p^) — 
27T^ 

(27t) m 
{—im) {p^ — m^) I. (5.33) 

Finalmente, calcularemos a última linha em (5.28) como 

ImTrp^E^^^ (ip, —p^) = 
3^ 27T^ 

(27r)‘^ m 

+ m^) S~ (A:^) . 

J d^kTrp^fí^iq{iq-m)P^x 

(5.34) 

Levando novamente em conta as propriedades do traço, 

ImTrp^S^^^ {ip,—p^) = — ^4^^2m^p^I. 
{2ny m 

(5.35) 

Reunindo os resultados (5.30), (5.33) e (5.35) obtém-se o sistema de equações 

27t2 
-5m I = 5a — 2p c; 

(27t) rn 

 4 ~~ {—im) (p^ — m^) I = 2ip^ò; 
(27t) m 

(27t)^ m 
2m^p^I = 2p^ (a — p^c) , 

cuja solução para os coeficientes é dada por 

27T^ 
a = 

ib — 

(27t)^ m 
rv?I\ 

2'k^ , X (p^ — m^) r 
(-'"") — (27t) m 2p2 

c = 0. 

(5.36) 

(5.37) 

Substituindo estes valores em (5.25), tem-se 

Im (ip, —p^) 
(27t)^ 

r27T^ 
ip ( m 

m - — { 1 r- pí (5.38) 
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onde o cálculo da integral definida por (5.31) resulta ser 

(5.39) 

Notemos que a parte imaginária Im {ip, —p^) tem a forma Im {ip, —p^) = 

a{—p^) + (zp) b{—p^), com c = 0. Finalmente, fazendo uso da representação de 

Kállen-Lehmann obtemos E^^ {ip, —p^) renormalizado como 

{ip, -/) = 
p + m‘ 

7T / J m 

Im E^^) {ip, >í^) 

2 {k^ + w?) {>c^ + — it) ’ 

onde 

Im E^^^ {ip, >í^) 
{2^r 

r27r" 
ip m 

m - — [ 1 + — 
7T / m 

de modo que 

{ip, -P^) 
{27ry 

f*\ 
ip r 

2 L 

7T^ (P^ + \ ^ f 
I J m 

” (i+^) (i-g)rf^^ 

2 (x^ + m?) {k^ + p^ — ze) í 

(l - #) 

(5.40) 

(5.41) 

2 (x^ + m^) (x^ + p^ — ie) 

(5.42) 



6. Conclusões 

A análise realizada inicialmente por Kemmer para a interação do campo DKP 

com o campo EM depara-se com alguns de problemas já mencionados; um desses 

problemas é a existência de um termo anômalo que aparece na teoria (eq. 2.139) 

como conseqüência da álgebra das matrizes j3. Na seção 2.4 concluímos que o 

princípio de acoplamento mínimo é justificado quando a invariância de gauge 

local é exigida na teoria DKP. Concomitantemente, concluímos que o problema 

referente ao termo anômalo, antes mencionado, desaparece quando é selecionada 

de maneira correta a componente física do campo DKP com os projetores P e 

P,- 

Ao utilizarmos o formalismo canônico para quantizar o campo DKP obtemos 

o ordenamento temporal dos campos ip{x) e ^^{x') que não é coincidente com a 

função de Green T^; isto se deve ao fato de não serem todas as componentes do 

campo DKP linearmente independentes; no entanto, pode-se mostrar que o termo 

adicional que aparece na teoria não contribui para os elementos físicos da matriz 

S, sendo possível para efeitos de cálculo usarmos somente a função de Green 

dada pela eq. (3.62). 

Por outro lado, como foi citada no capítulo introdutório deste trabalho, a 

equivalência entre as teorias DKP e KG foi no início questionada devido a possíveis 
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divergências nos resultados obtidos quando foram utilizadas as duas teorias [8]. 

Recentemente provou-se a equivalência de ambas as teorias nos trabalhos [13, 14]. 

Fazendo uso da representação de Kãllen-Lehmann obtivemos as funções de 

Green exatas para o caso do fóton e a partícula DKP escalar carregada e, cal- 

culamos na aproximação a um loop a polarização do vácuo e a correção 

de massa Nos dois casos, os resultados são idênticos aos proporcionados 

pela teoria de KG, podendo-se dizer que as teorias são equivalentes nessa aprox- 

imação. E importante ressaltar que a representação de KL usada para as funções 

de Green está fundamentada na propriedade de analiticidade da matriz S, assim 

as amplitudes UiiJ e T,}j,u são expressas através de sua parte imaginária que não 

são modificadas pelo processo de renormalização, levando-nos a concluir que a 

representação de KL é uma ferramenta poderosa para obter resultados finitos. 

O seguinte ponto importante a ser abordado é o cálculo do vértice, explorando 

a simetria de gauge via identidades de Ward. Ponto este que vem sendo estudado 

e com resultados parciais bastante promissores. 

A teoria de DKP na sua formulação inicial refere-se à partículas massivas, 

no entanto foi generalizada para partículas não massivas [28]; dessa forma, as 

perspectivas para sua aplicação posterior são as das mais diversas: o uso da 

teoria de DKP para o campo EM no espaço-tempo de Riemann, sua generalização 

ao espaço-tempo de Riemann-Cartan [29], a descrição teleparalela da gravidade 

como passo para comparar o acoplamento de campos DKP nas duas teorias, etc. 
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