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RESUMO: 
 

 

Este trabalho apresenta um modelo matemático alternativo aos filtros passa-baixas 

convencionais no Processamento Digital de Imagens. O modelo de Equação Diferencial 

Parcial (EDP) foi aplicado em imagens orbitais para extração das feições de interesse e os 

resultados obtidos foram comparados com os resultados do operador de Sobel e o Gradiente 

Morfológico. O modelo matemático utilizado no trabalho foi baseado na teoria de EDPs e 

surge como uma proposta metodológica alternativa para a área de Cartografia. O modelo de 

EDP consiste em aplicar seletivamente a equação, suavizando adequadamente uma imagem 

sem perder as bordas e outros detalhes contidos na imagem, principalmente pistas de 

aeroportos e estradas pavimentadas. 

 

 

Palavras-chaves: Equações Diferenciais Parciais; Cartografia; Imagens Orbitais; 

Sensoriamento Remoto; Segmentação.  

 

 



 

 

  

ABSTRACT 

 

This work presents an alternative mathematical model for conventional low-pass filters in 

Digital Image Processing. The model of Partial Differential Equation (PDE) was applied to 

orbital image to extract features of interest and the obtained results were compared to over 

obtained for Sobel operator and Morphological Gradient. The mathematical model used in 

this work was based on PDE theory and was intented to be on alternative methodology for 

Cartography area. This model consists in selectivels applying the model of PDE, in order 

adequatels smooth an image without losing edges and other details on the image, mainls 

airports tracks and paved roads.   

 

 

Words keys: Partial Differential Equations; Cartography; Orbital Images; Remote Sensing; 

Segmentation. 
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CAPÍTULO 1 

 

 

 

 

INTRODUÇÃO 

 

 

 

1.1 Considerações iniciais  

 

Com o avanço tecnológico, a área de processamento digital de imagens tem 

se tornando cada vez mais abrangente. Técnicas de Processamento Digital de Imagens (PDI), 

são utilizadas em imagens de diversas fontes. Nas imagens de Sensoriamento Remoto essas 

técnicas são utilizadas para resolver problemas relacionados à extração de feições dos alvos 

presentes na cena.  
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No caso de imagens orbitais, as mesmas contêm muita informação, o que 

dificulta a sua interpretação se o método escolhido para extrair as feições de interesse não for 

o mais adequado possível. Essa grande quantidade de informação presente nas imagens 

orbitais da superfície terrestre, diz respeito à diversidade de alvos contidos na cena. 

Um problema freqüente na aquisição de imagens de Sensoriamento Remoto 

é a presença de ruídos, os quais constituem uma tarefa difícil para a segmentação de imagens. 

Considerando que os ruídos são caracterizados pelas altas freqüências, os denominados filtros 

passa-baixas atenuam ou eliminam os componentes de alta-frequência deixando as baixas 

freqüências inalteradas, produzindo assim um efeito de “borramento” na imagem. São 

considerados ruídos nas imagens de Sensoriamento Remoto, no caso da área de Cartografia, 

todas as feições que não são de interesse para extração. 

Várias são as ferramentas e/ou técnicas utilizadas, por pesquisadores da área 

de Cartografia, com vistas à extração de feições. Este trabalho tem como objetivo apresentar 

um modelo matemático alternativo aos filtros passa-baixas convencionais no tratamento 

digital de imagens. Os modelos fundamentados pela teoria de Equações Diferenciais Parciais 

(EDPs) se inserem no âmbito do PDI e têm como função primordial à eliminação de ruídos e 

segmentação de imagens. Consequentemente, pretende-se aplicar um modelo via EDPs no 

processo de segmentação das feições de interesse e comparar os resultados obtidos com o 

operador de Sobel e o Gradiente Morfológico. 
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1.2 Trabalhos relacionados 

 

   Quando se trata da utilização de EDPs em PDI, inicialmente devem ser 

consideradas algumas contribuições importantes para o desenvolvimento de modelos 

matemáticos para o tratamento digital de imagens. 

   Um trabalho considerado pioneiro nesta área foi desenvolvido por Marr e 

Hildreth (1980), onde a teoria descrita por esses autores leva em consideração a detecção de 

bordas em imagens, utilizando a convolução da imagem original com o Laplaciano da função 

Gaussiana. 

    Koenderink (1984), relacionou as estruturas das imagens à equação do 

calor, através de princípios de causalidade1 e homogeneidade2, definindo um processo para 

suavização de imagens que utiliza a evolução temporal, onde uma família de imagens é obtida 

a partir do cálculo da solução de uma Equação Diferencial Parcial (EDP) para diferentes 

níveis de suavização.  

Perona e Malik (1990), desenvolveram um modelo cuja idéia central 

consistia em realizar uma suavização seletiva na imagem. A partir dessa idéia a equação 

passou a representar um modelo de difusão não linear, fornecendo um algoritmo potencial 

para segmentação de imagens, remoção de ruídos, detecção de bordas e realce de imagem, 

tornando-se imprescindível para posteriores linhas de pesquisa. 

 O modelo de difusão não linear serviu como ponto de referência para o 

surgimento de novos trabalhos nesta linha de pesquisa. Nordström (1990), desenvolveu um 

modelo resultante da unificação do modelo de difusão não linear com um termo de 

regularização, onde o termo regularizador tem como função manter as imagens geradas na 

evolução temporal próximas à imagem original. 

                                                           
1 causalidade: o sinal é simplificado com a escala. 
2 homogeneidade: a suavização é espacialmente invariante. 
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 Esses modelos ainda apresentavam inconsistências na sua formulação, o 

que impulsionou trabalhos de pesquisas voltados ao aperfeiçoamento de novos modelos. Uma 

grande contribuição foi dada por Alvarez, Lions e Morel (1992), que substituíram o Gradiente 

da função pelo produto de convolução em uma vizinhança dos pontos discretizados.  

Outros trabalhos surgiram e com o intuito de melhorar o desempenho dos 

modelos, alguns termos foram acrescentados ou alterados. Cabe ressaltar que os modelos 

desenvolvidos por Barcelos e Chen (2000) e o modelo de Barcelos, Boaventura e Silva Jr. 

(2001), estão inseridos em uma linha teórica que explora o uso de Equações Diferenciais 

Parciais que vem produzindo bons resultados. 

   Diante dos resultados obtidos a partir dos modelos anteriormente descritos, 

o presente trabalho visa à utilização de EDPs na eliminação de ruídos e segmentação de 

imagens. O modelo matemático utilizado nessa dissertação foi baseado na teoria de EDPs 

como uma proposta metodológica alternativa para a área de Cartografia. Logo, esse trabalho 

tem como proposta utilizar o modelo de equação de difusão não linear proposto por Barcelos, 

Boaventura e Silva Jr. (2001).  Esse modelo consiste em aplicar seletivamente a equação, 

permitindo suavizar adequadamente uma imagem sem perder as bordas e outros detalhes 

contidos na imagem. 

A utilização dessa técnica vem produzindo resultados satisfatórios em 

imagens digitais convencionais. Assim torna-se viável implementar o modelo e testá-lo em 

imagens orbitais. 
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1.3 Objetivos 

O objetivo central desta dissertação é a implementação de um modelo 

matemático não linear para a remoção de ruídos e segmentação de imagens orbitais. Onde a 

partir dos resultados obtidos será realizada uma análise comparativa do modelo com o 

operador de Sobel e o Gradiente Morfológico. 

 

 Os objetivos específicos consistem em: 

¾ implementar numericamente o modelo proposto no ambiente 

MATLAB; 

¾ testar e avaliar o desempenho do modelo nas Imagens teste; 

¾ comparar e analisar os resultados em relação à utilização do operador 

de Sobel e o Gradiente Morfológico. 

 

 

1.4 Justificativa 

 

A utilização de um modelo fundamentado pela teoria de EDPs justifica-se 

pela simplificação do formalismo do modelo e pela forma de atuação diferenciada em pontos 

de bordas e em pontos interiores dos objetos presentes na imagem, onde  a utilização do 

modelo proposto permitirá extrair informações contidas em imagens orbitais de feições de 

interesse, principalmente pistas de aeroportos e estradas pavimentadas. 
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É importante destacar que a utilização de EDPs vem se tornando uma 

ferramenta alternativa e eficiente, em substituição aos filtros passa-baixa no tratamento digital  

de imagens, pois  as imagens digitais contendo os alvos da superfície terrestre possuem 

grande variação de brilho e isso dificulta, em muito, o processo de extração dessas feições.  

Ao final, os resultados obtidos com o modelo matemático em questão serão 

comparados com filtros que tenham como característica principal a suavização e a detecção de 

bordas. Neste sentido, será possível analisar de forma comparativa os resultados e destacar a 

viabilidade da utilização de EDPs na área de Cartografia, salientando que o modelo atuará no 

processo de eliminação de ruídos e segmentação de imagens que serão utilizados em 

processos futuros de atualização de feições.  

 

 

1.5 Estrutura do trabalho 

 

O capítulo 2 apresenta a revisão bibliográfica, conceituando os filtros (Sobel 

e Gradiente Morfológico) utilizados para a análise comparativa com o modelo baseado em 

EDPs, bem como conceitos e fundamentações teóricas sobre as EDPs que representam os 

aspectos primordiais ao desenvolvimento do trabalho. É feito  neste capítulo uma revisão dos 

modelos fundamentados pela teoria de EDPs e a conceituação teórica sobre o modelo 

implementado no projeto. 

No capítulo 3 estão descritos os materiais utilizados no desenvolvimento da 

dissertação, bem como a metodologia utilizada para a discretização do modelo de EDP.   

O capítulo 4 apresenta os resultados obtidos com o modelo e a análise 

comparativa com o operador de Sobel e o Gradiente Morfológico. 
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No capítulo 5 estão apresentadas as conclusões a respeito dos resultados 

obtidos e as recomendações futuras do trabalho, bem como as referências bibliográficas e 

bibliografias consultadas.  
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CAPÍTULO 2 

 

 

 

 
FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

 

 

 

2.1 Processamento Digital de Imagens 

 

A área de Processamento Digital de Imagens (PDI) vem apresentando ao 

longo dos anos um aumento significativo no desenvolvimento tecnológico, envolvendo 

aplicações em diversas áreas do conhecimento humano. 

O Processamento Digital tem auxiliado na tarefa de análise de imagens em 

diversas áreas de aplicação, dentre elas destacam-se a Arqueologia, onde métodos de 

processamento de imagens são utilizados para restaurar figuras fotografadas borradas de 

artefatos raros que ao longo dos séculos foram perdidos ou tiveram sua estrutura danificada; 
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Medicina, na qual procedimentos com técnicas adequadas melhoram imagens de raios X 

facilitando a informação  visual   e   principalmente  a  interpretação  de  especialistas  da  

área;  na  Geografia, técnicas são utilizadas em imagens de satélites para o monitoramento de 

recursos naturais dentre outros. 

O Processamento Digital de imagens obtidas por Sensoriamento Remoto 

tem contribuído para o desenvolvimento científico e tecnológico, pois através dessas imagens 

torna-se possível à extração de feições que podem ser utilizadas para auxiliar na resolução de 

diversos problemas práticos. No âmbito da Cartografia pode-se destacar a detecção de feições 

de interesse para a atualização cartográfica, visto que essa atualização pode ser realizada de 

forma dinâmica, considerando a periodicidade em que as informações são obtidas. 

No processamento de dados de cenas para percepção através de máquinas, o 

objetivo é extrair de uma imagem, informação de maneira adequada para o processamento 

computacional. Exemplos de percepção por máquina que utilizam técnicas de processamento 

digital podem ser citados, tais como: reconhecimento militar, processamento de imagens 

aéreas e de satélites para previsão do tempo e monitoramento de culturas. 

 Assim, o processamento digital tem como função primordial fornecer 

ferramentas para facilitar a identificação e a extração de informações contidas nas imagens. 

Logo, as técnicas de PDI processam um volume considerável de informações presentes em 

uma imagem com o intuito de melhorar a informação visual para a análise e interpretação 

humana.  

Diante do aumento da capacidade de cálculo e da velocidade de 

processamento dos modernos computadores. Segundo Gomes e Velho (1994), torna-se 

evidente a consolidação das técnicas de Processamento Digital de Imagens, Visão 

Computacional e Computação Gráfica, logo, a fusão dessas técnicas oferece suporte ao 

desenvolvimento de métodos de extração de informações de imagens digitais.  
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De acordo com Gomes e Velho (1994) no Processamento Digital de 

Imagens, o sistema admite como entrada uma imagem que, depois de processada, produz 

outra imagem na saída. Essa imagem pode ser observada num dispositivo gráfico. Um 

exemplo dessa área é o processamento de imagens obtidas por satélites de Sensoriamento 

Remoto, a técnica utilizada nesse caso realça feições de objetos presentes na imagem de saída. 

Dessa forma, entende-se por PDI a manipulação e a interpretação de uma 

imagem por computador, de tal maneira que a entrada e saída do processo sejam imagens 

digitais. 

 

 

2.1.1 Conceito de imagem digital 

 

Uma imagem digital é uma imagem ƒ(x, y) discretizada em coordenadas 

espaciais e em valores de brilho. Uma imagem digital pode ser considerada como sendo uma 

matriz cujos índices de linha e de coluna identificam um ponto na imagem e o correspondente 

valor do elemento da matriz identifica o nível de cinza naquele ponto. A figura 1 representa 

um exemplo de imagem digital (GONZALEZ E WOODS, 2000).    

        

 

                
Figura 1 – Representação de uma imagem digital 

 

 
f(x,y) 

 
x  

y
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A representação da matriz digital é dada através dos elementos dessa matriz, 

os quais são denominados elementos da matriz ou pixels (picture elements). Cada pixel é 

definido pelas coordenadas espaciais ),( yx que indicam sua localização na cena, sendo que a 

cada posição ),( yx é atribuído um valor digital (nível de cinza) correspondente ao valor 

radiométrico registrado pelo sensor.  

 

 

2.1.2 – Convolução de imagens 

 

  A convolução é uma forma importante de processar uma imagem. Na figura 

2 é ilustrado o processo de convolução entre uma imagem ),( baf  com o núcleo ),( bah ,  

representada  por hf ∗ definida no pixel de coordenadas ),( yx  dada por: 

 

                 ∑∑
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onde:  ),( yx  é a dimensão da imagem f ; 

           ),( nm  são as dimensões do filtro h ; 
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 (a)                                   (b)    (c) 

    
Figura 2 – Operação de convolução bidimensional (Fonte: GOMES E VELHO, 1994). 

   

  O processo de convolução bidimensional definido na equação (1), é 

ilustrado geometricamente na figura 2, onde a sequência ),( bah −− é obtida de ),( bah fazendo 

uma reflexão em torno do eixo x , seguida de uma reflexão em torno do eixo y  (figura 2 (b)). 

A seqüência ),( byaxh −−  na figura 2 (c) é obtida transladando a seqüência ),( bah −−  pelo 

vetor ),( yx . A área escura na figura 2 (c) representa os pixels comuns às imagens 

),( byaxh −−  e ),( baf , esses pixels são multiplicados dois a dois, e o resultado é somado de 

modo a obter o valor da convolução hf ∗ no pixel de coordenadas ),( yx (GOMES e VELHO, 

1994). 

 

 

2.1.3 Segmentação de imagens 

 

 Com o intuito de analisar uma imagem e gerar uma descrição de seu 

conteúdo, torna-se necessário dividí-la em partes que correspondam às feições de interesse. 

Uma imagem deve ser separada em regiões significativas, sendo que cada uma dessas regiões 

deve definir os objetos que compõem a imagem. Essa é uma das maiores dificuldades em 

processamento de imagens. 

f  
 
yf  f  

 
),( bah −−

 
),( byaxh −−  

x  
h
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 A segmentação é uma das primeiras etapas no processo de extração de 

informação em imagens digitais. Esse processo consiste em particionar uma imagem em seus 

objetos constituintes, ou seja, o nível de subdivisão é realizado de acordo com o problema a 

ser resolvido e o critério de término segue o princípio do isolamento dos objetos de interesse.  

 A figura 3 (a) ilustra a imagem original e 3 (b) sua segmentação, dessa 

forma pode-se verificar visualmente o princípio do isolamento dos objetos, obtendo como 

produto final às bordas da imagem. 

  

       Figura 3 – Imagem correspondente ao aeroporto Internacional Antônio Carlos Jobim - RJ 
(Landsat    5 -    TM), (a) imagem original, (b) imagem segmentada. 

 

 Os algoritmos de segmentação para imagens monocromáticas são                  

geralmente baseados nas propriedades básicas de valores de níveis de cinza: descontinuidades 

e similaridades (GONZALEZ e WOODS, 2000). Para a área de interesse dessa dissertação, 

levou-se em consideração a abordagem de descontinuidades, onde uma imagem é  

particionada  baseada em mudanças bruscas de níveis de cinza, ou seja, detecção de bordas 

presentes na imagem (figura 3). As similaridades baseiam-se em limiarização, crescimento de 

regiões, divisão e fusão de regiões. 

 

 

(a) (b) 
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2.1.4 Processamento no domínio espacial 

  

 As abordagens que envolvem métodos no domínio espacial referem-se ao 

próprio plano da imagem, e as abordagens nesta categoria são baseadas na manipulação direta 

sobre os pixels da imagem. O uso de máscaras espaciais para o processamento de imagens é 

usualmente chamado de filtragem espacial e as máscaras são denominadas filtros espaciais.  

 Os filtros espaciais mais utilizados são classificados em passa-baixa, passa-

alta e passa-banda. 

 Os filtros passa-baixa ou de suavização eliminam os componentes de alta 

freqüência, deixando “passar” as baixas freqüências. Esse tipo de filtro causa um 

“borramento” acentuado na imagem, devido fundamentalmente a caracterização dos 

componentes de alta freqüência, onde os mesmos evidenciam as bordas e outros detalhes 

finos da imagem. Dessa forma, a imagem perde detalhes, ou seja, a informação de alta 

freqüência. 

 O filtro Gaussiano é um exemplo de filtro linear passa-baixa, ele é utilizado 

para eliminação de ruídos. A imagem é suavizada pela convolução da imagem com o núcleo 

Gaussiano. No entanto, o operador Gaussiano é isotrópico, suavizando a imagem em todas as 

direções, fazendo com que as bordas tornem-se “borradas”. 
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2.1.4.1 Filtro Gaussiano 

 

 O filtro Gaussiano é um importante filtro de suavização, onde para o caso 

unidimensional seu núcleo Gσ(x) no domínio contínuo é dado por: 

 

 ,
2

1)( 2

2

2σ
σ

πσ

x

exG
−

=                                                        (2) 

 

onde: σ é o desvio padrão; 

          σ2 representa a variância. 

            

 Para o caso bidimensional, o núcleo Gaussiano é definido por: 
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2
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yx

eyxG
+−

=                                                  (3) 

 

 O filtro Gaussiano é caracterizado por ser: 

9 linear, espacialmente invariante; 

9 a transformada Fourier de uma distribuição Gaussiana é uma outra 

Gaussiana; 

9 é separável e rotacionalmente simétrico, ou seja )()(),( yGxGyxG σσσ = ; 

9 a função Gaussiana é também conhecida como distribuição normal de 

variância 2σ , onde σ  é o desvio padrão de ),( yxGσ . É imediato verificar 
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que sua média é 0, pelo fato de )(xGσ ser uma função par, onde 

)()( xGxG −= σσ . 

 

 Cabe ressaltar que o filtro Gaussiano é um filtro passa-baixa, onde as altas 

freqüências do sinal filtrado sofrem uma suavização de ordem exponencial. Em EDPs o 

núcleo σG é conhecido como núcleo de Poisson ou núcleo do calor.  

 Em se tratando de filtros passa-alta, os mesmos eliminam as feições de 

baixa freqüência, logo o efeito resultante desses filtros é a caracterização das bordas e outros 

detalhes finos da imagem. Os filtros passa-banda removem regiões selecionadas entre altas e 

baixas freqüências, no entanto, raramente são interessantes para realce de imagens. 

 

 

2.1.5. Métodos de detecção de bordas 

 

Segundo Lim (1990), uma borda em uma imagem é um limite ou contorno 

no qual uma mudança significativa ocorre em algum aspecto físico da imagem, como a 

refletância, iluminação ou à distância da superfície visível do observador.  

Os métodos de segmentação baseados na detecção de bordas envolvem 

basicamente a localização de regiões da imagem onde a variação dos níveis de cinza ocorrem 

de maneira relativamente abrupta. As descontinuidades podem ocorrer na forma de pontos 

isolados, linhas, segmentos ou curvas e, a partir disto, são formados os contornos, ou bordas, 

dos objetos contidos na imagem. Na figura 4 (b) é possível visualizar as descontinuidades nos 

valores de brilho da imagem, o eixo x  da figura 4 (b) representa as colunas da imagem 

original e o eixo y  as variações dos níveis de brilho desta imagem. Neste exemplo apenas 
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uma linha da imagem 4 (a) foi  considerada  para  representar  graficamente  essa variação. 

Tal linha corresponde a  posição “ 90” na imagem original (figura 4(a)). 

 

  

     Figura 4 - (a) Imagem original, (b) gráfico da linha 90 representado em branco na figura  
     4 (a). 
 

Alguns operadores detectam as descontinuidades através da aplicação de 

operadores de derivação, tais como os operadores de Gradiente e o Laplaciano, os quais são 

operadores de derivada de primeira e segunda ordem (figura 5).  

 

(a) (b) 
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         (a)                                 (b) 

 
Figura 5 - Detecção de bordas por operadores de derivação: (a) faixa clara sobre um fundo 

escuro; (b) faixa escura sobre um fundo claro. (Fonte: GONZALEZ E WOODS, 
2000). 

 

A figura 5 ilustra graficamente a primeira e a segunda derivadas em uma 

imagem, neste caso as imagens são formadas por faixas claras e escuras. Logo a primeira 

derivada de qualquer ponto da imagem é obtida usando-se a magnitude do Gradiente naquele 

ponto, esta derivada permite encontrar as transições, visto que para as regiões de níveis 

constantes da imagem a derivada será zero e para as descontinuidades deverá assumir um 

valor de máximo ou mínimo. A segunda derivada é obtida através do Laplaciano. A partir da 

figura 5 é possível notar que a segunda derivada possui um cruzamento por zero na posição de 

cada borda, o que torna possível distinguir a ocorrência de transição de um tom escuro para 

um tom claro ou vice-versa. 
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2.1.5.1 Operador de Gradiente 

 

 Uma borda, como já definida, é considerada como sendo o limite entre duas 

regiões com propriedades distintas de nível de cinza. O Gradiente é um dos métodos que pode 

ser utilizado no processo de detecção de bordas. 

 Segundo Gonzalez e Woods (2000), o Gradiente de uma imagem ƒ(x, y) na 

posição (x, y) é dado pelo vetor: 
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onde magnitude desse vetor é : 

  

 [ ] 2/122)( yx GGfmagf +=∇=∇                                           (5) 

 

Resultados similares são alcançados aproximando o Gradiente com valores 

absolutos: 

 yx GGf +=∇                                                         (6) 

  

 A aplicação dos operadores Gx e Gy  resultam nos gradientes da borda nas 

direções x  e y , assim é possível obter a magnitude e a direção (ângulo) da borda em cada 

pixel, figura 6. 
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                  α  

 
 Figura 6 – Magnitude dos Gradientes e do ângulo    

 

 A direção do Gradiente em um ponto qualquer da imagem é dada por: 

 

 





= −

Gx
Gyg 1tanα                        (7) 

 

 Portanto, a magnitude da primeira derivada pode ser usada na detecção da 

presença de bordas em uma imagem. Devido a esse fato, o operador Gradiente é utilizado 

nessa dissertação como uma ferramenta para a segmentação de imagens. 

 

 

2.1.5.2 Operador de Sobel 

 

O operador de Sobel é um estimador de bordas e tem como característica 

suavizar e detectar bordas ao mesmo tempo. Logo, o operador realça linhas verticais e 

horizontais mais escuras que o fundo, sem realçar pontos isolados. 

Gx

Magnitude 

Gy  
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Esse operador calcula um Gradiente discreto nas direções horizontal e 

vertical, para um pixel de localização (i, j). Assim, as componentes discretas do vetor 

Gradiente são dadas por: 

 

[ ] [ ])1,1(),1(2)1,1()1,1(),1(2)1,1( +−+−+−−−+++++−+= jiUjiUjiUjiUjiUjiUGx

[ ] [ ])1,1()1,(2)1,1()1,1()1,(2)1,1( −++−+−−−++++++−= jiUjiUjiUjiUjiUjiUGy

)( 22
),( yxJi

GG +=∇                                                (8) 

 

O operador Sobel é equivalente à aplicação simultânea das máscaras 

representadas na figura 7. 

 

101
202
101

121
000
121

−
−
−

=
−−−

= yx GG  

Figura 7 - Máscaras utilizadas no operador de Sobel  

 

Como esse operador apresenta os efeitos de suavização e diferenciação ao 

mesmo tempo, é importante destacar que as regiões homogêneas da imagem apresentam uma 

resposta nula. Assim, magnitudes de pequeno valor indicam que o pixel em estudo não 

pertence a uma borda bem definida. 

Os resultados da aplicação do operador de Sobel podem ser visualizados a 

partir da figura 8. Inicialmente tem-se uma imagem original figura 8 (a); em seguida é 

aplicado o operador na direção horizontal xG , sendo o resultado apresentado em 8 (b); neste 

caso obtém-se respostas fortes ao longo das bordas horizontais; logo após verifica-se a 

aplicação do operador na direção vertical yG  conforme resultados em 8 (c), fato similar 
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ocorre na direção vertical. E, finalmente a imagem resultante do operador de Sobel, 

combinando os resultados na direção horizontal e vertical, é apresentado em 8 (d). 

 
 

 (a)         (b) 

 
    (c)            (d) 
 
Figura 8 – (a) Imagem original; (b) resultado da aplicação do operador na direção horizontal 
(Gx); (c) resultado da aplicação do operador na direção vertical (Gy); (d) imagem completa do 
operador de Sobel. 
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2.1.6 Morfologia Matemática 

 

A Morfologia Matemática (MM) teve seu início na década de sessenta 

através de Georges Matheron e Jean Serra. A palavra morfologia tem origem grega e significa 

estudo das formas, ela concentra seus esforços no estudo da estrutura geométrica das 

entidades presentes numa imagem. A morfologia matemática em termos de imagens 

representa um ramo não linear das técnicas de PDI, permitindo processar imagens com 

objetivos de realce, segmentação, detecção de bordas entre outras.  

A grande potencialidade da morfologia matemática reside na palavra 

elemento estruturante, o qual é caracterizado como sendo um conjunto completamente 

definido e conhecido (forma, tamanho), que é comparado, a partir de uma transformação, ao 

conjunto desconhecido da imagem. Alguns exemplos de elementos estruturantes (3x3) com 

origem no centro do elemento são dados na figura 9. 

 

 

                                        

                            (a)  (b)                  (c)               

Figura 9 - Elemento estruturante - (a) cruz; (b) quadrado; (c) hexagonal. 
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2.1.6.1 Gradiente Morfológico  

 

Dentre os operadores morfológicos destaca-se o Gradiente Morfológico, o 

qual é muito utilizado no processamento de imagens para detectar bordas. Ele é construído a 

partir dos operadores básicos da teoria de Morfologia Matemática (erosão e dilatação), logo, 

torna-se importante definir esses operadores. 

 

Definição 1. A erosão segundo Soille (1999), de um conjunto X  pelo 

elemento estruturante B é dada por: 

 

}|{)( XBxX xB ⊆=ε ,                                                                       (9) 

   

onde:   ε  representa a erosão; 

     B é o elemento estruturante; 

          xB  é o elemento estruturante centrado no pixel x  X∈ ; 

         

      A figura 10 apresenta o efeito da aplicação do operador erosão em um 

conjunto X  por um elemento estruturante (B) cruz (3x3) com origem no centro do elemento 

(representado pelo ponto branco), pode-se observar que a operação de erosão subtrai pontos 

do conjunto X . 
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                                                                             (a) 

 

 

 

 
        (b)              (c)     

Figura 10 - (a) Elemento estruturante (B) cruz (3x3) com origem no centro do elemento;  (b) 
conjunto original ( X ), representado pelos pixels cinza; (c) conjunto erodido representado 
pelos pixels pretos. 
  

 Definição 2. De acordo com Soille (1999), a erosão de uma imagem em 

tons de cinza f  por um elemento estruturante B é definida como: 

 

 [ ] { })()(min)()( bBbxfxf
BbB −+=

∈
ε                               (10) 

 

onde:  Bε representa a erosão pelo elemento estruturante B ; 

     b pertence ao elemento estruturante B ; e 

      a erosão é representada pelo min (mínimo) de )()( bBbxf −+ . 

 

 Na figura 11 é possível perceber o efeito da erosão em uma imagem binária 

e em uma imagem em tons de cinza. Aplicando o elemento estruturante cruz (3x3) com 

origem no centro, tem-se a erosão de uma imagem binária (figura 11 (b)) e na figura 11 (d) 

tem-se respectivamente o efeito da erosão sobre uma imagem em tons de cinza (figura 11 (c)). 
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Assim, a aplicação do operador de erosão apresenta os efeitos de aumento do fundo escuro 

sobre os padrões claros, resultando em uma diminuição significativa da palavra morfologia. 

 

                

         (a) Imagem binária       (b) resultado da erosão sobre (a) 

                 

 

Figura 11 – Erosão de uma imagem binária e em tons de cinza pelo elemento      
estruturante (3x3) com origem no centro. 

 
                                    

  Definição 3. Segundo Soille (1999), a dilatação de um conjunto X  pelo 

elemento estruturante B é dada por: 

 

 }|{)( ∅≠∩= XBxX xBδ ,                                                   (11) 

   

onde: δ  representa a dilatação; 

    B é o elemento estruturante; 

   xB  é o elemento estruturante centrado no pixel x  X∈ . 

  

          (c) Imagem em tons de cinza       (d) resultado da erosão sobre (c). 
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  Na figura 12 (a) o elemento estruturante B com origem no centro do 

elemento (representado pelo ponto branco) percorre a imagem e centrado em cada pixel x  do 

conjunto original X representado na figura 12 (b), verifica uma  possível  intersecção  com  a  

vizinhança  de x , caso ocorra essa intersecção o pixel será considerado relevante, neste caso a 

operação de dilatação acrescenta pontos ao conjunto X , resultado observado na figura 12 (c), 

pixels pretos. 

            

  

             (a) 

 

 

 

 

                                                    (b)                                               (c) 

Figura 12- (a) Elemento estruturante (B) cruz (3x3) com origem no centro do elemento;  (b) 
conjunto original; (c) conjunto dilatado. 
 

 Definição 4. De acordo com Soille (1999), a dilatação de uma imagem em 

tons de cinza f por um elemento estruturante B é definida como: 

 

 [ ] )(max)()( bxfxf
BbB +=

∈
δ                                (12) 

 

onde:  Bδ representa a dilatação de uma imagem pelo elemento estruturante B ; 

     b pertence ao elemento estruturante B ; e 

      a dilatação é representada pelo max (máximo) de )( bxf + . 



Utilização de Equações Diferenciais Parciais no Tratamento de Imagens Orbitais 
 

42

 Na figura 13 é possível perceber como ocorre a dilatação em uma imagem 

binária e em uma imagem em tons de cinza. A figura 13 (b) ilustra o resultado da dilação em 

uma imagem binária (figura 13 (a)) pelo elemento estruturante cruz (3x3) com origem no 

centro. A figura 13 (d) representa o resultado da dilatação sobre uma imagem em tons de 

cinza (figura 13 (c)). As imagens resultantes apresentam os efeitos de aumento dos padrões 

claros (palavra morfologia) sobre o fundo escuro da imagem, resultando em um aumento 

significativo da palavra morfologia. 

 

            

                       (a) Imagem binária          (c) resultado da dilatação sobre (a) 

            

             (c) Imagem em tons de cinza         (d) resultado da dilatação sobre (c). 

Figura 13 - Dilatação de uma imagem binária e em tons de cinza pelo elemento    
estruturante (3x3) com origem no centro do elemento.  

 

 A partir dos operadores básicos da Morfologia Matemática (erosão e 

dilatação), Soille (1999) define o Gradiente Morfológico por erosão como sendo a diferença 

entre a imagem original e a imagem erodida pelo elemento estruturante B: 
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 )()( fff BB ερ −=−
,                                                    (13) 

onde: −
Bρ  representa o gradiente por erosão; 

          ƒ representa a imagem original; 

         B é o elemento estruturante; 

          Bε  é a erosão pelo elemento estruturante B. 

  

 Através da figura 14 (b) é possível destacar a detecção de bordas em uma 

imagem em tons de cinza a partir do elemento estruturante cruz 3x3 com origem no centro do 

elemento, ressaltando que o gradiente por erosão tem como resultado a detecção de bordas nas 

posições dos níveis de cinza mais elevados das bordas. 

 

                

        Figura 14 - (a) Imagem original                 (b) gradiente por erosão 
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 Como definido em Soille (1999), o Gradiente Morfológico de uma imagem  

ƒ  por um elemento estruturante B  a partir da dilatação é: 

 

 fff BB −=+ )()( δρ                                                               (14) 

  

onde: +
Bρ  representa o gradiente por dilatação; 

          B é o elemento estruturante; 

          Bδ  é a dilatação pelo elemento estruturante B. 

 

O gradiente por dilatação em níveis de cinza detecta bordas nas posições dos 

níveis de cinza mais baixos das bordas, esse fato pode ser visualizado na (figura 15 (b)) a 

partir do elemento estruturante cruz 3x3 com origem no centro do elemento. Logo, esses 

operadores têm como princípio básico à detecção de contornos mais finos na imagem.  

 

                 

                                                 
       Figura 15 - (a) Imagem original                             (b) gradiente por dilatação 
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 De acordo com Soille (1999), o Gradiente Morfológico por dilatação e 

erosão é definido como a diferença aritmética entre a dilatação e erosão de uma imagem ƒ por 

um elemento estruturante B : 

 

 )()()( fff BB εδρ −=                                                       (15) 

 

onde: ρ  representa o gradiente por dilatação e erosão; 

           Bδ  é a dilatação pelo elemento estruturante B; 

           Bε  é a erosão pelo elemento estruturante B. 

 

Na figura 16 (b) pode-se verificar a detecção de bordas em uma imagem em 

tons de cinza a partir do elemento estruturante cruz 3x3 com origem no centro, utilizando o 

gradiente por dilatação e erosão. 

 

                 

                                                                      
        Figura 16 - (a) Imagem original                            (b) gradiente por dilatação-erosão 

 

Através desse processo observa-se que o gradiente por dilatação e erosão 

em níveis de cinza agrupa os resultados dos gradientes por erosão e por dilatação em níveis de 

cinza. Salienta-se que esse operador é mais efetivo no sentido de detecção de bordas, portanto 

será utilizado para a análise comparativa com o modelo de EDPs, onde será possível verificar 

o potencial do referido modelo, no sentido esperado de uma melhoria na extração de feições.  



Utilização de Equações Diferenciais Parciais no Tratamento de Imagens Orbitais 
 

46

2.2 Equações Diferenciais Parciais 

 

  Segundo Iório (1991) uma EDP é definida como sendo uma equação 

envolvendo duas ou mais variáveis independentes x, y, z, t, ... e derivadas parciais de uma 

função (variável dependente) u = u(x, y, z, t ...). Mais precisamente, uma EDP é uma equação 

da forma: 

  

   0,...,,...,,,...,,,,...,
1

2

2
1

2

1
1 =















∂

∂

∂∂

∂

∂

∂
∂
∂

∂
∂

k
n

k

nn
n

x
u

xx
u

x
u

x
u

x
uuxxF ,                         (16) 

 

onde x= (x1, ... , xn) ∈ Ω, Ω é um subconjunto aberto de ℜn, F é uma função dada e u = u(x) é 

a função que se quer determinar. 

 

  uDu
x
u

xx ,,
∂
∂

   são as derivadas parciais de u  com relação a x . 

   

  uDu
x
u

xxxx,,2

2

∂
∂

     são as derivadas de segunda ordem com relação a x . 

   

 Uma EDP é dita linear se é de primeiro grau em u  e em todas as suas 

derivadas parciais que ocorrem na equação; caso contrário a EDP é dita não linear. A forma 

mais geral de uma EDP linear de primeira ordem é: 
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 0)()()(
1

=++∑
=

xcuxbuDxa j

n

j
j ,                                                     (17)

   

onde alguns dos coeficientes aj não são identicamente nulos e Dju corresponde a derivada 

parcial de u com relação a variável xj.  

 

 Para equações de segunda ordem, a forma mais geral de uma EDP linear é: 

   

  0)()()()(
11,

=+++∑∑
==

xduxcuDxbuDDxa jj

n

j
ji

n

ji
ij ,                  (18) 

 

onde alguns dos coeficientes aij não são identicamente nulos e DiDju corresponde a derivada 

parcial mista com relação a xi e xj. 

 

 

2.2.1 Classificação das Equações Diferenciais Parciais. 

 

Dada a Equação Diferencial Parcial da forma:  

 

),,,(),(),(2),( yxyyxyxx uuyxfuyxcuyxbuyxa =++                (19) 

é possível associar a seguinte função (discriminante). 

),(),(),(),( 2 yxcyxayxbyx −=δ                                        (20) 
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Definição: A EDP dada pela equação (19) é classificada como sendo: 

(i) parabólica no ponto (x, y) ∈ Ω se δ (x, y) = 0; 

(ii) hiperbólica no ponto (x, y) ∈ Ω se δ (x, y) > 0; 

(iii) elíptica no ponto (x, y) ∈ Ω se δ (x, y) < 0. 

 

Alguns exemplos de EDP são interessantes do ponto de vista físico, pois são 

protótipos dos tipos parabólico, hiperbólico e elíptico. 

 

Tipo parabólico: O protótipo é dado pela Equação do Calor. 

 

2
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2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂ α                                                                                            (21) 

 

onde u = u(x,t), x∈ℜ, t > 0 e α2 é uma constante.  

 

Tipo hiperbólico: O protótipo é dado pela equação da onda. 
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                                                        (22) 

 

onde t > 0 representa o tempo, x ∈ℜ é a variável espacial e c > 0 é uma constante. 
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Tipo elíptico: O protótipo é dado pela equação de Poisson. 

  

 ),(2

2

2

2
yxh
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u

x
u
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∂
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∂
∂

                                                     (23) 

  

Pode ser dito ainda que a EDP dada na equação (19) é dita parabólica 

(respectivamente hiperbólica, elíptico) em Ω se for parabólica (respectivamente hiperbólica, 

elíptica) em todos os pontos de Ω. 

 

 

2.2.2 A Equação do Calor 

 

 A Equação do Calor também conhecida como equação de difusão, 

representa o protótipo das equações parabólicas. Segundo Teixeira (2001), para o caso 

unidimensional a solução da Equação do Calor. 
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é dada pela convolução: 

  

 )(*)(),( 0 xuxGtxu t=                                           (25) 
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onde Gonzalez e Woods (2000), definem a convolução de duas funções ƒ(x) e g(x), dada por 

ƒ(x)*g(x), como sendo: 

  

 ( )* ( ) ( ) ( )f x g x f u g x u du
∞

−∞

= −∫                                                    (26) 

 

No caso bidimensional a Equação do Calor é dada por: 
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                            (27) 

 

cuja  solução é dada pela convolução: 

 

 ),(*),(),,( 0 yxuyxGtyxu t=                                         (28) 

 

Dessa forma, o produto de convolução é utilizado no processamento de 

imagens para encontrar uma média ponderada dos valores em uma vizinhança de um 

determinado ponto.  

O cálculo da solução da equação diferencial parcial dada pela equação (27) 

proporciona a obtenção de uma família de imagens para sucessivos instantes de tempo. 

Observar-se através da figura 17, níveis de suavização cada vez mais elevados a partir do 

aumento do número de iterações e ressalta-se também que há um efeito de “borramento” na 

imagem, visto que ocorre uma suavização dos componentes de alta-frequência, caracterizado 

por bordas e outros detalhes finos da imagem. 
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Figura 17 – Exemplo de Aplicação da Equação do Calor em uma imagem para 
diferentes níveis de suavização. 
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2.2.3 Espaço de escala 

 

A convolução de um sinal com o núcleo Gaussiano tende a eliminar 

estruturas de escala menor, dependendo da variância escolhida. A escolha da variância 

adequada para uma determinada suavização é de suma importância em PDI, pois a imagem 

precisa ser suavizada adequadamente para que ocorra uma eliminação satisfatória das 

informações irrelevantes contidas na imagem. 

Assim, torna-se natural definir como espaço de escala de um sinal (ou 

imagem) a composição deste sinal convoluído com Gaussianas de todas as variâncias 

possíveis. Segundo Teixeira (2001), deve-se notar que o objetivo da criação de um espaço de 

escala não é somente o de suavizar o sinal (ou imagem) em diversas quantidades, mas 

aproveitar as estruturas através das diferentes escalas para analisar a imagem em diferentes 

níveis de localização. 

 Dentre as possibilidades de se definir espaços de escala usando núcleos de 

convolução diferentes do Gaussiano e, além disso, criar estruturas distintas das usadas com a 

convolução de um sinal com o núcleo Gaussiano, surge uma definição alternativa para o 

espaço de escala Gaussiano que envolve a Equação do Calor ao invés da convolução com a 

Gaussiana. 

 O espaço de escala Gaussiano possui algumas propriedades matemáticas 

importantes como: 

9 linearidade: a transformação que leva o sinal original )0,(xu  ao espaço de 

escala Gaussiano ),( txu é linear; 

9 invariância por translações: se T é uma transformação, o espaço de escala 

)0,(xTu é ),( txTu , pois ));0,()(()0,()( xuxGTxTuxG tt ∗=∗  

9 causalidade: o sinal )0,(xu é simplificado com a escala. 
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 As propriedades de linearidade e invariância por translações surgem do fato 

da Equação do Calor ser linear e todos os seus termos serem invariantes por translações, ou 

seja, como consequência do fato de )0,()( xuxG ∗σ ser solução da Equação do Calor. 

 A propriedade de causalidade está relacionada com o fato do princípio do 

máximo, onde se torna possível a partir da evolução de um sinal (ou imagem) no espaço de 

escala, verificar que a quantidade de mínimos e máximos locais  não  aumenta  durante essa 

evolução, ou seja, quando a escala temporal aumenta, os valores de mínimos tendem a 

aumentar e os valores de máximos a decrescer.  A partir da figura 18, observa-se o efeito 

de suavização ocasionando a eliminação de “ruídos”, suavizando a imagem em todas as 

direções. 

   

         
Figura 18 – Suavização através da Equação do Calor 

 

 

Os efeitos observados na figura 18 correspondem à aplicação da Equação do 

Calor, onde a partir do aumento do tempo de evolução tem-se como resultado uma perda de 

detalhes, ou seja, a imagem torna-se “borrada”, causando uma atenuação progressiva dos 

componentes de alta-frequência, onde os mesmos são caracterizados por bordas e detalhes 

finos da imagem. Esse “borramento” é uma característica inerente do processo de difusão. 
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2.3 Implementação Numérica 

 

Em se tratando de equações diferenciais, poucas técnicas matemáticas são 

conhecidas para encontrar uma função, ou uma família de funções, as quais representem o 

conjunto solução dessas equações. Obter uma solução analítica, na maior parte dos casos, 

torna-se uma tarefa difícil restando, no entanto, a busca de aproximações numéricas através de 

métodos apropriados para cada problema.  

Para explicitar as respectivas equações numéricas, utilizam-se métodos de 

diferenças finitas e, através da discretização do domínio de solução, obtêm-se as soluções 

numéricas das equações de diferenças, onde as mesmas representam um estágio da evolução 

na escala temporal, ou seja, a solução da EDP no estágio n representa a evolução da EDP no 

instante de tempo tn. 

Segundo Cunha (2000) a essência dos métodos numéricos está na 

discretização do contínuo. É essa discretização que torna “finito” o problema e, portanto, 

viabiliza sua “solução” através de computadores. 

O método das diferenças finitas consiste em discretizar as derivadas parciais 

que estão na equação diferencial, ou seja, as derivadas são aproximadas por diferenças entre 

valores da solução discretizada. A série de Taylor é a ferramenta matemática utilizada na 

definição de aproximações das derivadas na região dos pontos de interesse. 

 

Assim, para o caso unidimensional, isto é, funções de uma variável, define-

se: 

1) fórmula avançada  )(''
2

)()()(' ξyh
h

xyhxyxy −
−+

=                                 (29) 

2) fórmula atrasada     )(''
2

)()()(' ξyh
h

hxyxyxy +
−−

=                         (30) 
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3) fórmula centrada    )('''
!32

)()(
)('

2
ξyh

h
hxyhxy

xy +
−−+

=                 (31) 

 

A fórmula da discretização da derivada de segunda ordem é dada por: 

 

)(
12

)()(2)()('' )(
2

2 ξivyh
h

hxyxyhxyxy +
−+−+

=                                          (32) 

para algum ξ ∈ ),( hxhx +− .          

 

Segundo Cunha (2000) na construção de soluções aproximadas para 

equações diferenciais parciais, em primeiro lugar discretiza-se o domínio onde a equação 

diferencial é definida. Nesta dissertação foram utilizadas imagens representadas pela função 

ℜ→ℜ∈Ω nu : , com n = 2, onde procura-se a solução nxxu ℜ∈),( das EDPs nas quais 

baseia-se o modelo. Com isso, definiu-se a malha sobre a qual foi calculada a solução 

aproximada. 

A malha de passo h e k (figura 19), associada a ),( ji yx é constituída por: 

 ( , ) ( , ) , 1, 2,...i ix y x ih y jk i j= + + =  
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 Considerando h = k, tem –se uma malha regular em ),( yx . 

      0=i                       m  

Figura 19 – Malha de m x n  pontos e h = 1. 

 

Generalizando as definições do caso unidimensional para o caso 

bidimensional, obtém-se as seguintes equações de diferenças relativas às derivadas parciais da 

função ),( yxu .  

 

1) Fórmula avançada jijix uuu ,,1 −≅→ +  

2) Fórmula atrasada jijix uuu ,1, −−≅→  

3) Fórmula centrada 2
,1,1 jiji

x

uu
u −+ −

≅→  

4) Fórmula avançada jijiy uuu ,1, −≅→ +  

5) Fórmula atrasada 1,, −−≅→ jijiy uuu  

6)   Fórmula centrada 2
1,1, −+ −

≅→ jiji
y

uu
u  

          

0=j  

n
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7)   Derivada parcial mista 

44
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8)  Derivadas de segunda ordem em yex . 

1,,1,

,1,,1

2

2

−+
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+−≅→

+−≅→

jijijiyy

jijijixx
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Utilizando as fórmulas das derivadas parciais de segunda ordem e o 

operador de diferenças avançadas ou atrasadas no tempo, pode-se discretizar o operador 

Laplaciano, o qual é comum aos três protótipos dados pelas equações do calor da onda e de 

Poisson.  

 

  2
,1,1 2
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yxu jiijji
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≈                              (33) 

      
, 1 , 1

2

2
( , ) i j ij i j
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≈                              (34) 

 

Utilizando uma malha uniforme e igualmente espaçada nas duas direções, 

tem-se: 

)(
22 2

2
1,,1,

2
,1,1

),(
2 h

h

uuu

h

uuu
u jijijijiijji

yx ji
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+−
+
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    (35) 

 

A malha regular fornece uma aproximação com erro da ordem de h2. 
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 Nesta dissertação foram utilizadas imagens de dimensão mxn , as quais são 

representadas pela função u: Ω ∈ ℜ2 → ℜ. Assim a região Ω foi discretizada em uma malha 

uniforme e igualmente espaçada com h = 1. 

Generalizando a discretização do Laplaciano dado pela equação (35) em 

relação a variável tempo em uma malha regular e considerando as seguintes condições: 

 

 

0( , ,0) ( , ), ( , )

0 ( )

u x y u x y x y R Condição inicial

u Condição de contorno Neumann
η

 = ∈
∂
 =
∂

 

  

A partir da condição de contorno de Neumann, tem-se para as regiões de 

contorno C1, C2, C3 e C4 as seguintes fórmulas de diferenças. 

 

 

 Utilizando essas condições de contorno na malha (figura 20), têm-se: 

 

 

 

 

 

 
 

Fórmula avançada

Fórmula atrasada

Fórmula atrasada

Fórmula avançada

'
1 , 1, , 1, , , 1,0i j i j i j i j i j i j i jC u u u u u u u+ + += = − ⇒ = − ⇒ =

'
2 , , 1, , 1, , 1,0i j i j i j i j i j i j i jC u u u u u u u− − −= = − ⇒ = − ⇒ =

'
3 , , , 1 , , 1 , , 10i j i j i j i j i j i j i jC u u u u u u u− − −= = − ⇒ = − ⇒ =

'
4 , , 1 , , 1 , , , 10i j i j i j i j i j i j i jC u u u u u u u+ + += = − ⇒ = − ⇒ =
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Figura 20 - Malha das derivadas parciais de primeira ordem na região de contorno,    (pontos 
internos) e  (pontos de contorno). 

 

Nas figuras 21 e 22 estão apresentados os dois esquemas numéricos 

correspondentes aos métodos explícito e implícito. 

O método explícito é obtido usando diferenças avançadas no tempo e a 

discretização usual para a segunda derivada é dada por:  

 

{ }
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∆
            (36) 

1: 1, 1: 1 0,1,...com i m j n e k= − = − =  

              1, +jiu  

        

                                      

                                                             jiu ,1−                  jiu ,                         jiu ,1+  

   
Figura 21 – Esquema computacional para o método explícito  

          

C3

C4

 

 C C2 C1 
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A figura 21 ilustra o esquema computacional utilizado no método explícito, 

este método é considerado condicionalmente estável, pois a estabilidade do método depende 

de uma relação entre os tamanhos dos passos utilizados na discretização das variáveis 

independentes da equação. Nesta dissertação foi utilizado o método explícito, pelo fato da 

resolução do problema por esse método ser relativamente simples e o método apresentar um 

esquema de evolução na variável temporal, no qual a cada nível de tempo a solução é 

calculada de modo explícito. 

O método implícito será definido apenas a título ilustrativo, pois o mesmo 

não foi utilizado nesse trabalho. Sua equação geral é dada por: 
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1: 1, 1: 1 0,1,...com i m j n e k= − = − =  

                 

                     

 

      jiu ,1−         jiu ,   jiu ,1+  

                           

       

      1, −jiu  

Figura 22 – Esquema computacional para o método implícito 

 

A figura 22 representa o esquema computacional para o método implícito, 

esse método apesar de ser considerado incondicionalmente estável, independente do número 

(37) 
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de pontos da malha, tem um custo computacional maior, uma vez que é necessário resolver 

um sistema de equações lineares em cada nível de tempo. 

 

 

2.3.1 Modelos de Equações Diferenciais Parciais 

 

 Alguns trabalhos vêm sendo desenvolvidos na última década, com intuito 

principal de eliminar ruídos preservando bordas e outros detalhes da imagem. Silva Jr., 

Boaventura e Barcelos (2001), apresentam um trabalho de pesquisa que leva em consideração 

a proposta de um modelo de difusão não linear e uma análise comparativa com modelos 

importantes propostos na literatura. É importante destacar que esse trabalho serviu de 

inspiração para o desenvolvimento desta dissertação.  

 Faz-se necessário salientar, que a Equação do Calor possui papel 

fundamental nesses estudos, a qual é dada por:  
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tyxu
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tyxu
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∂
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+
∂
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=
∂
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                                        (38) 

 
onde: u(x, y, t) representa a imagem para a escala t; 

2),( ℜ∈yx ; e, as derivadas de segunda ordem com relação a yex , representam o 

operador Laplaciano ( ∇ 2 ). 

  

 A partir da Equação do Calor linear dada em (38), alguns autores propuseram 

alterações e acréscimos na sua estrutura, fazendo com que os modelos fundamentados a partir 
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de então tivessem como característica principal à difusão anisotrópica, ou seja, suavização 

maior em áreas homogêneas da imagem e menor próximo às bordas. 

A equação proposta por Perona e Malik (1990), foi de grande contribuição 

para a comunidade de processamento de imagens. A idéia central desses autores consistia em 

realizar uma suavização seletiva na imagem. A partir dessa idéia a equação passou a 

representar um modelo de difusão não linear, que fornece um algoritmo potencial para 

segmentação de imagens, remoção de ruídos, detecção de bordas e realce de imagem (WEI, 

1998). Essa equação é dada por: 

 

( )[ ]

),()0,,(

,),,(|),,(|),,(

yxIyxu

tyxutyxugdiv
t

tyxu

=

∇∇=
∂

∂

                            (39) 

 

onde: div  representa o operador divergente; 

          ∇ é o operador gradiente; 

g é uma função suave e monótona decrescente, onde )0(g =1, 0)( ≥sg , e    →)(sg 0,  

quando ∞→s . 

 

Seguindo esta linha de pesquisa, outros autores propuseram algumas 

alterações no modelo. Uma importante contribuição foi dada por Nordström (1990), que 

sugeriu a inclusão de um termo regularizador )( Iu − na equação (39). Esse termo tem como 

função principal preservar melhor os contornos e bordas da imagem.  

Adotando uma notação simplificada para os modelos a seguir, a equação 

(39) com o termo )( Iu −  passou a ser expressa por: 
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( )[ ]

),()0,,(

)(||

yxIyxu

Iuuugdivut

=

−−∇∇=

                                             (40) 

 

onde: ),,( tyxu representa a imagem suavizada no instante t ; 

         ),( yxI  representa a imagem original. 

 

A função g , neste caso, utiliza a idéia de || u∇ , dada por: 

 

2||1
1|)(|

u
ug

∇+
=∇                     (41) 

 

Quando a função g dada em (41) é utilizada, verifica-se que esse detector de 

bordas apresenta inconsistências. Se a imagem apresentar uma grande quantidade de ruídos, 

no caso de imagens orbitais informações irrelevantes, o módulo do gradiente || u∇  será 

grande e como efeito indesejável, a função g será quase nula em todos os pontos, e quase 

todos os ruídos permanecerão, assim esse processo não elimina suficientemente as regiões 

“ruidosas” da imagem. 

Para que essa instabilidade fosse superada,  houve a substituição do 

gradiente por uma suavização com a Gaussiana, o termo |*| uGσ∇  representa uma média dos 

valores circunvizinhos a jiu , , o que torna possível a identificação de componentes de alta 

freqüência isolados, não detectando essas regiões, mas se for uma região de contorno o 

comportamento do gradiente será uniforme, possibilitando a detecção desse contorno. A partir 

dessa alteração a função g  dada em (41) foi substituída por: 
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2|*|1
1|)*(|

uGk
uGg

σ
σ

∇+
=∇                   (42) 

 

onde: k  é uma constante; 

         [ ])2/()(exp
4

1),( 222 σ
πσσ yxyxG +−= ; 

         ),,( tyxu  representa a imagem suavizada no instante t . 

 

Usando a equação conhecida como fluxo da curvatura média: 
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u
udivuut                                                      (43) 

Alvarez, Lions e Morel (1992), propuseram um modelo, seguindo a corrente 

teórica proposta por Perona e Malik (1990), combinando a equação (43) com a substituição 

feita na função g . Assim, a equação (40) passou a ser escrita como: 
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onde: 2|*|1
1|)*(|

uGk
uGg

σ
σ ∇+

=∇ ; 

          ),( yxI  representa a imagem original; 

          ),,( tyxu  é a imagem suavizada a partir de I no instante t . 
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Segundo Silva Jr., Boaventura e Barcelos (2001) esse modelo apresentou 

melhores resultados que os modelos descritos anteriormente, consequência direta da 

aproximação efetuada pelo produto de convolução. 

Baseados em modelos propostos na literatura Barcelos e Chen (2000), 

descreveram um modelo que apresenta resultados expressivos, no que tange a remoção de 

ruídos e segmentação de imagens.  

Esse modelo segundo Silva Jr., Boaventura e Barcelos (2001), apresentou 

resultados satisfatórios, principalmente em relação à qualidade da segmentação de imagens. 

Esse modelo consiste em: 
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               (45) 

 

onde: 2|*|1
1|)*(|

uGk
uGg

σ
σ ∇+

=∇ ,          k  constante; 

          σσ
πσσ ),4/||exp(

4
1)( 2xxG −= > 0 constante. 

 

Seguindo os modelos propostos anteriormente Barcelos, Boaventura e Silva 

Jr. (2001) propuseram um modelo de equação de difusão não linear, que segue a corrente 

teórica formulada a partir de Perona e Malik (1990), onde através de substituições e 

acréscimos, tem-se a seguinte equação: 
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onde: 2|*|1
1|)*(|

uGk
uGg

σ
σ ∇+

=∇ ; 

          λσ e  são parâmetros. 

 

O modelo definido na equação (46), tem como objetivo primordial suavizar 

seletivamente a imagem, considerando onde o uG *σ∇  é pequeno, tem-se g ∼ 1 o que 

resulta em )1( g− ∼ 0. Assim o termo regularizador )( Iu −  não atuará no modelo, fazendo 

com que a região homogênea sofra maior suavização. O efeito contrário ocorrerá se uG *σ∇  

for grande. Se isso ocorrer tem-se g ∼ 0, o que implica em )1( g− ∼ 1 fazendo com que o 

termo regularizador )( Iu − atue significativamente na imagem, mantendo as características 

originais das bordas contidas na imagem. 

A função Gaussiana utilizada na equação (46), sofreu uma substituição de 

parâmetros, os autores consideraram 2σ=at . Essa adaptação se justifica pela relação entre o 

parâmetro de escala σ  e o tempo de evolução t . Assim, a função Gaussiana é dada por: 

 

22/)( ),(,
2

1),(
22

ℜ∈= +− yxe
ta

yxG atyx
t π

                (47) 

 

Barcelos, Boaventura e Silva Jr. (2001) introduziram ainda o conceito de “tempo 

ótimo de suavização”, onde a partir de uma estimativa do nível de ruído ou nível de 

informação irrelevante contida na imagem, é possível evoluir até o grau de suavização 

adequado.     

Esse tempo ótimo é definido pela expressão: 
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a
T

2

0
σ

=                       (48) 

onde: a é o parâmetro presente no núcleo de suavização Gaussiana; 

         σ é o valor estimado para o nível de informações irrelevantes. 

 

Cabe salientar que esse modelo serviu de inspiração para essa dissertação, 

pois o modelo vem ao encontro das expectativas em relação à eliminação de ruídos 

(informações irrelevantes) e detecção de bordas, aplicado a imagens orbitais de 

Sensoriamento Remoto.  
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CAPÍTULO 3 

 

 

 

 

MATERIAIS E MÉTODOS 

 

 

 

3.1 Software utilizado na implementação do modelo 

 

�  Software MATLAB e a Toolbox de Morfologia Matemática 

 

De acordo com Vieira (2001), o termo "MATLAB" tem origem na 

conjugação dos termos MATrix e LABoratory. É um software interativo de alta performance 

voltado para o cálculo numérico. Ele integra análise numérica, cálculo com matrizes, 

processamento de sinais e construção de gráficos em ambiente de fácil utilização, onde 
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problemas e soluções são expressos quase exatamente como são escritos matematicamente, ao 

contrário da programação tradicional. 

 O ambiente MATLAB possui uma janela de trabalho (figura 23), que 

permite a realização de algoritmos numéricos sobre matrizes com o mínimo de programação. 

Além disso, no ambiente MATLAB é possível a criação e manipulação de matrizes sem a 

necessidade de dimensionamento prévio. 

 

 

 
 

Figura 23 – Tela do ambiente MATLAB. 

 

O sistema MATLAB é constituído pela linguagem, a qual permite a 

manipulação e criação de matrizes de forma rápida e intuitiva, possuindo um conjunto muito 

vasto de funções que permitem resolver problemas complexos de forma eficiente. 

Na figura 24 pode-se visualizar o editor do ambiente MATLAB, este 

ambiente de trabalho permite a gestão e visualização das  variáveis,  leitura  e  gravação das  
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mesmas em disco, gerando programas em linguagem MATLAB, possibilitando assim a 

automatização de cálculos complexos.  

 

 
Figura 24 – Tela do editor do ambiente MATLAB 

 

O ambiente MATLAB possui um recurso gráfico, onde a criação, 

visualização e manipulação dos mesmos são de fácil utilização. E, ainda possui as Toolboxes 

que são constituídas por um conjunto de pacotes de funções para as mais variadas áreas de 

cálculo científico. As Toolboxes podem ser utilizadas em processamento de sinal, sistema de 

simulação dinâmico, sistema de identificação, redes neurais, processamento digital de 

imagens e outros. 

Nesta dissertação, o MATLAB foi utilizado como plataforma para a 

Toolbox de Morfologia Matemática da SDC Information Systems a qual manipula e trata 

imagens por processos morfológicos através de realce, segmentação, detecção de bordas, 

esqueletização, tratamento visual, análise de formas, entre outros operadores da polivalente 

ferramenta morfológica (SDC Morphology Toolbox for MATLAB 5, 2002) . 
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Figura 25 – Tela da Toolbox da Morfologia Matemática 

 

A Toolbox da Morfologia Matemática ilustrada na figura 25, encontra-se no 

item geral (General) do MATLAB. Para verificar seus componentes basta digitar no visor o 

comando de ajuda morfológica (help morph) após a linha de comando ativo (prompt “>>”), e 

assim verificar todos os operadores morfológicos. 
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3.2 Imagens teste utilizadas 

 

 No desenvolvimento desta dissertação foram utilizadas imagens Landsat TM. 

 

�                      Imagens LANDSAT TM 

Segundo Novo (1989), um sistema sensor pode ser definido como qualquer 

equipamento capaz de transformar alguma forma de energia em um sinal passível de ser 

convertido em informação sobre o ambiente. No caso específico de Sensoriamento Remoto, a 

energia utilizada é a radiação eletromagnética e a imagem obtida é gerada à distância. 

Os diferentes sistemas sensores são caracterizados por sua resolução, onde o 

termo resolução é definido como a medida de habilidade que um sistema sensor possui de 

distinguir entre respostas que são semelhantes espectralmente ou próximas espacialmente e 

pode ser classificado em resoluções espacial, espectral, radiométrica e temporal.  

As imagens teste utilizadas na dissertação foram: 

� A sub-imagem3 contendo o Aeroporto Internacional Antônio Carlos 

Jobim (RJ) representada na figura 26, foi escolhida por apresentar uma multiplicidade de 

bordas e fronteiras que delineiam as pistas do aeroporto, as quais representam as feições 

cartográficas de interesse. A imagem é do Landsat 5 – TM, resolução de 30 metros, banda 3, 

datada de 01/08/1987. 

 

 

 

                                                 

3 – O termo sub-imagem refere-se a uma parte da imagem original. 
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             Figura 26 – Sub-imagem do Aeroporto Internacional Antônio Carlos Jobim (RJ). 

 
 A sub-imagem contendo a região de Presidente Prudente (figura 27), contém 

uma avenida construída recentemente que não consta da carta do município, esse fato torna 

extremamente relevante a detecção dessa feição para posterior atualização cartográfica. Essa 

sub-imagem é do Landsat 7 – ETM, resolução de 30 metros, banda 3, datada de 22/08/2000. 

                                 

  

 

 

           Figura 27 – Sub-imagem da região de Presidente Prudente  (SP). 
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 Tais imagens foram escolhidas por estarem disponíveis no banco de imagens 

da FCT/UNESP de Presidente Prudente.  

 

 

3.3 Discretização dos termos presentes no modelo de EDP 

 

Como já descrito no capítulo 2, foi utilizado o método de diferenças finitas 

para discretizar os termos presentes no modelo de EDP dada por: 

 

),)(1(
||

|| Iug
u
udivugut −−−







∇
∇

∇= λ                  (49) 

 

Para explicitar a evolução temporal que está presente no modelo, deve-se 

ressaltar que essa evolução se caracteriza por um processo iterativo. Assim, para a derivada de 

u com relação ao tempo, foi utilizado neste caso o operador de diferenças avançadas no 

tempo, conforme segue: 
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                     (50) 

 

onde: 1
,
+n
jiu  representa a imagem no estágio de tempo ,1+n onde    Nn ,...,2,1= . 

         
n

jiu ,  representa a imagem no estágio de tempo n ; 

         t∆ representa o tamanho do passo da evolução temporal. 
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Tomando, ))(1(
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O método de discretização da derivada com relação ao tempo dado em (50) 

está associado com o esquema numérico correspondente ao método explícito. 

A função |)*(| uGg σ∇ , utilizada no modelo, tem na sua formulação o 

produto de convolução. Neste caso para convoluir a função u  com o núcleo Gaussiano, 

utilizou-se o produto de convolução por extenção constante. E, como já descrito no capítulo 2, 

a convolução é uma forma importante de processar uma imagem, na qual o processo ocorre 

entre uma imagem ),( baf com o núcleo ),( bah , representada por hf ∗  definida no pixel de 

coordenadas ),( yx que é dada por: 
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1

0

1
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m

a

n

b
byaxhbafyxhf                  (52) 

 

com  0 < m  ≤ M   e  0 < n  < N . 

 
Os valores inteiros nem correspondem ao subdomínio discreto de pontos 

ou máscara a qual é utilizada para calcular a convolução. A figura (28) ilustra o núcleo de 

convolução com a máscara (3x3) centrada no ponto em destaque. 
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Figura 28 - Núcleo de convolução com a máscara (3x3) centrada no ponto jiu ,  em destaque. 
 

Para calcular o produto de convolução, foi utilizada nesta dissertação, a 

regra de Simpson para o cálculo das integrais. Mas inicialmente é importante destacar que o 

produto de convolução é utilizado para encontrar uma média ponderada de valores em uma 

vizinhança de um determinado pixel. Iório (1991) define a convolução de duas funções 

gef )2( lSC per∈ , o espaço das funções seccionalmente periódicas de período l2 , 

considerando 1=l , como a função ℜ→ℜ∗ :gf definida por: 

 

∫ −
−=∗

l

l
dyyxgyf

l
xgf )()(

2
1))((                   (53) 

 

A convolução das funções gef  é calculada em uma vizinhança (3x3) do 

ponto jiu , . 

Assim, a partir do cálculo da integral dada por: 
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 C 



Utilização de Equações Diferenciais Parciais no Tratamento de Imagens Orbitais 

 

77

Pode-se avaliar essas integrais, utilizando a regra de Simpson. Tomando 

uma função )(xf e num intervalo [a,b] os pontos ax =0 , 
21

bax +
=  e bx =2 , onde 

)()(),( 210 xfexfxf são conhecidos, a regra de Simpson para a aproximação da integral 

∫
b

a
dxxf )(  é dada por: 

 

         ∫ 







−++=2

0
0

)4(
5

210 ),(
90

)]()(4)([
3

)(
x

x
xfhxfxfxfhdxxf β < β < 2x ,                   (55) 

 

onde, )(
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)4(
5

βfh
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
−  representa o erro cometido na aproximação. 

 

Assim, a partir da integral dupla dada em (54), tem-se: 
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1 12 2
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Utilizando a regra de Simpson dada em (55) para calcular o valor das 

integrais dadas em (56) e (57), respectivamente, tem-se: 
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(58) 
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e: 
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A partir das considerações feitas em (59), a expressão numérica dada em 

(58) é reescrita da forma:  
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Utilizando a forma “conv” (de convolução) para a expressão (60), 

),( jiconv = ),)(( jiuG ∗σ , e o operador de diferenças centradas para o cálculo das derivadas 

de primeira ordem de conv, já descrito no capítulo 2, tem-se: 
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Dessa forma, é obtida a expressão 




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Finalizando o processo a expressão acima é dada por: 

 

(60) 
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O resultado obtido em (62) é utilizado na função ,g  dada por: 
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O termo de difusão dado por 







∇
∇

∇
||

||
u
udivu , foi discretizado a partir dos 

operadores de diferenças finitas, descritos anteriormente no capítulo 2. Após o 

desenvolvimento dos termos presentes na expressão, tem-se: 
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Utilizando os operadores de diferenças finitas, tem-se: 
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É importante salientar que foram utilizadas condições de contorno de 

Neumann 







=

∂
∂ 0
η
u , ressaltando que nas regiões de contorno não há pontos suficientes para a 

utilização da fórmula de diferenças centradas. Logo, foram utilizados os operadores de 

diferenças avançadas e atrasadas para os pontos existentes nessas regiões. 

De posse dos termos já discretizados, é possível implementar a equação 

diferencial parcial como segue: 

 

n
ji

n
ji

n
ji uuLtu ,,
1

, )( +∆=+
                              (65) 

 

 Após a aplicação do modelo de EDP dado pela equação (65), é realizada a 

segunda etapa do processo que consiste na segmentação da imagem processada. A função 

utilizada para a segmentação é dada por: 

 



Utilização de Equações Diferenciais Parciais no Tratamento de Imagens Orbitais 

 

81

 2||1
1|)(|
∇+

=∇
k

g                     (66) 

  

 A função (66) foi discretizada utilizando as fórmulas de diferenças finitas 

centradas em yex . Os resultados obtidos com o modelo de EDP dado pela equação (65) e a 

segmentação dada pela função (66) são apresentados no capítulo 4.  
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CAPÍTULO 4 

 

 

 

 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

 

 

 Os resultados apresentados neste capítulo foram obtidos a partir da 

aplicação do modelo de EDP, do Gradiente Morfológico por erosão e dilatação e, o operador 

de Sobel em imagens orbitais. O modelo de EDP e o operador de Sobel foram implementados 

no software MATLAB e o Gradiente Morfológico foi obtido a partir da Toolbox da 

Morfologia Matemática contida no ambiente MATLAB. 

 O modelo de EDP implementado corresponde a equação: 
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 A imagem obtida a partir desse resultado, é segmentada através do detetor 

de bordas dado por: 
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 Nos testes realizados com a aplicação do modelo de EDPs na sub-imagem 

referente ao Aeroporto Internacional Antônio Carlos Jobim (RJ) foram utilizados os seguintes 

parâmetros: 

 0T  - corresponde ao total de iterações realizadas; 

rσ  e λ - valores estimados que dependem da quantidade de informações 

irrelevantes contida na imagem; 

 t∆  - tamanho do passo da evolução temporal; 

 k  - variável estimada; 

 a  - constante presente na função Gaussiana; 

 kseg – constante presente no detetor de bordas. 

  

 A escolha dos valores de rσ  levam em conta a distribuição média dos 

valores dos níveis de cinza presentes na imagem, fato observado através do histograma da 

imagem, onde é possível verificar o desvio padrão de uma imagem e a partir deste dado 

estimar o valor de rσ . 
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 A figura 29 representa o histograma da sub-imagem do aeroporto do Rio de 

Janeiro. Através do desvio padrão da imagem dado por 1.23=rσ , foi possível estimar  

valores aproximados para rσ  (tabela 1), obtendo a partir desses parâmetros níveis adequados 

de segmentação após aplicação do modelo de EDP. 

 

 
 
             Figura 29 – Histograma da sub-imagem do Rio de Janeiro 
 
 
 
 A tabela 1 apresenta os parâmetros utilizados para a sub-imagem do Rio de 

Janeiro.  

                            Tabela 1 – Parâmetros utilizados no modelo de EDP. 

 

Imagens Parâmetros 

 0T  rσ  λ  t∆  k  a  kseg 

1- c , d 11 15 15 0.2 706.8 100 0.001

2 – e , f 45 30 30 0.2 2827.4 100 0.001

3 – g , h 122.5 35 35 0.1 1924.2 100 0.001

 
 
 
 A figura 30 apresenta o procedimento metodológico utilizado para a sub-

imagem do Rio de Janeiro, neste caso a coluna esquerda da figura apresenta a imagem 

original em 30 (a) e as imagens 30 (c), 30 (e) e 30 (g) com 3530,15 er =σ  
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respectivamente, a coluna direita apresenta os resultados obtidos do processo de segmentação 

a partir das imagens da coluna esquerda. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         (c)       (d)   
   
   
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
       (g)       (h) 
Figura 30 -  (a) Imagem original e (b) sua segmentação, (c) e (d) imagem com rσ = 15 e sua 
segmentação, (e) e (f) imagem com rσ  = 30 e sua segmentação, (g) e (h) imagem com rσ  = 
35 e sua segmentação. 

(e)               (f) 

(a) (b)
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 A figura 30 (a) ilustra a imagem original e sua respectiva segmentação 30 

(b); neste caso observa-se uma excessiva segmentação da imagem. Na imagem ilustrada em 

30 (c) pode-se observar o produto da aplicação do modelo de EDP e 30 (d) sua respectiva 

segmentação. Nesta imagem é possível perceber o efeito positivo da aplicação do modelo, 

uma vez que o resultado obtido tem menor nível de segmentação em comparação ao resultado 

obtido em 30 (b). Os resultados obtidos em 30 (f) e 30 (h), utilizando a imagem original com 

35,30 == rr e σσ  respectivamente, apresentam melhorias significativas da diminuição da 

segmentação. Em 30 (f), percebe-se claramente esta diminuição em relação a 30 (d) em toda a 

imagem, facilitando a identificação das pistas. Em 30 (h), visualmente, o resultado obtido foi 

ainda melhor, onde a segmentação presente pode ser considerada mínima.  

 Na seqüência o mesmo procedimento metodológico utilizado para a sub-

imagem do Rio de Janeiro foi seguido para a sub-imagem de Presidente Prudente. A 

figura 31 apresenta o histograma da imagem de Presidente Prudente, após a realização de um 

contraste na imagem. Neste caso o desvio padrão obtido não foi utilizado como estimativa 

para o rσ  presente no modelo de EDP.  

 

  

Figura 31 – Histograma da sub-imagem de Presidente Prudente (após realização de contraste 
na imagem). 
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 A figura 32 apresenta o histograma da imagem original de Presidente 

Prudente (banda 3), neste caso o desvio padrão obtido foi utilizado como estimativa para a 

escolha dos rσ  constantes da tabela 2. 

   

                  Figura 32 – Histograma da imagem de Presidente Prudente (sem contraste). 
 

 A tabela 2 apresenta os parâmetros utilizados no modelo de EDP e na 

segmentação da imagem, respectivamente. 

 

                            Tabela 2 – Parâmetros utilizados no modelo de EDP. 

 

Imagens Parâmetros 

 0T  rσ  λ  t∆  k  a  kseg 

1 - c e d 11 15 15 0.2 706.8 100 0.001

2 – e e f 32 17.9 17.9 0.1 503.2 100 0.001

3 – g e h 36 19 19 0.1 567.1 100 0.001

 

 A figura 33 apresenta todos os processamentos realizados sobre a sub-

imagem da região de Presidente Prudente, sendo que na coluna esquerda da referida imagem 

tem-se: em 33 (a) a imagem original e em 33 (c), 33 (e) e 33 (g) a imagem processada pelo 

modelo de EDP com ,19,9.17,15 === rrr σσσ  respectivamente, e a coluna direita 

apresenta os resultados obtidos da segmentação das imagens à esquerda. 
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Figura 33 – (a) Imagem original e (b) sua segmentação, (c) e (d) imagem com rσ = 15 e   sua 
segmentação, (e) e (f) imagem com rσ  = 17.9 e sua segmentação, (g) e (h) imagem com rσ  
= 19 e sua segmentação. 
 

(a)             (b) 

      (c)                 (d) 

         (e)            (f) 

     (g)             (h)
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 A figura 33 (a) apresenta grande variabilidade nos valores de níveis de cinza 

dos alvos presentes na cena, tornando mais difícil à obtenção de uma baixa segmentação. A 

figura 33 (a) representa a imagem original e 33 (b) sua respectiva segmentação, a partir das 

figuras subsequentes é possível observar as imagens após a aplicação do modelo de EDP e 

suas respectivas segmentações. Nestas imagens, com a mudança de parâmetros ocorre o efeito 

de suavização seletiva e detecção de bordas, sendo que a figura 33 (h) possui 

consequentemente menor nível de segmentação em relação aos resultados da figura 33 (d) e 

33 (f), diminuindo boa parte das informações irrelevantes e principalmente mantendo as 

regiões de interesse (avenidas). 

 As imagens de Sensoriamento Remoto apresentam grande variabilidade 

interna nos valores dos níveis de cinza presentes na cena. Isto decorre do fato de alvos 

diferentes estarem contidos numa mesma imagem. As duas imagens teste são de áreas com 

presença de alvos diferentes. Isto faz com que os parâmetros utilizados em cada uma das 

imagens, sejam também diferentes. 

 O operador de Sobel corresponde a aplicação simultânea dos operadores xG  

na direção horizontal e Gy na direção vertical, resultando na imagem completa do operador. O 

resultado obtido para a sub-imagem do Rio de Janeiro é o apresentado na figura 34 e, na 

figura 35 está o resultado para a sub-imagem de Presidente Prudente. 

              (a)                  (b) 

         Figura 34 – (a) Imagem original, (b) resultado da aplicação do operador de Sobel. 
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(a)               (b) 
 

Figura 35 – (a) Imagem original, (b) resultado da aplicação do operador de Sobel. 

 

 Da análise da figura 34 (b) conclui-se que há um nível elevado de 

segmentação e há partes das pistas onde o nível de brilho se confunde com o valor de fundo 

prejudicando a visualização completa da feição. Na figura 35 (b) é possível identificar as 

pistas rodoviárias com boa definição, apesar da segmentação ser grande. 

 O Gradiente Morfológico por dilatação e erosão a partir dos elementos 

estruturante cruz e box 3x3 respectivamente, foi aplicado sobre as imagens teste. Na figura 36 

os resultados obtidos são da sub-imagem do Rio de Janeiro e na figura 37 correspondem a 

sub-imagem da região de Presidente Prudente. 
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        (a) 

                             
                                        (b)         (c) 
    
    Figura 36 – (a) Imagem original, (b) aplicação do Gradiente Morfológico a partir do     

elemento estruturante cruz 3x3, (c) aplicação do Gradiente Morfológico a partir do 
elemento estruturante box 3x3. 

 

 O resultado obtido em 36 (b) usando o elemento estruturante cruz 3x3 

mostra-se com pior desempenho visual em relação ao elemento estruturante box 3x3 

apresentado em 36 (c). Ambos apresentam alto nível de segmentação, mas o resultado em 36 

(c) apresenta as pistas com melhor definição visual. 

 

     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Utilização de Equações Diferenciais Parciais no Tratamento de Imagens Orbitais 92

 
   (a) 

             (b)                  (c) 
 
Figura 37 – (a) Imagem original, (b) aplicação do Gradiente Morfológico a partir do 
elemento estruturante cruz 3x3, (c) aplicação do Gradiente Morfológico a partir do elemento 
estruturante box 3x3. 
  

 

 Os resultados obtidos em 37 (b) e 37 (c) não possuem diferenças 

significativas, mesmo com a mudança do elemento estruturante. Nesses resultados, percebe-se 

claramente segmentação excessiva. 

 A figura 38 apresenta os resultados comparativos entre os testes efetuados 

para a sub-imagem do Rio de Janeiro. 

 

 

 

 

(a) (b)
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Figura 38- Teste comparativo para o modelo de EDP com parâmetros dados na tabela 1, (a) 
imagem original e (b) sua segmentação, (c) aplicação do parâmetro rσ =15 (d) sua 
segmentação, (e) aplicação do parâmetro rσ =30, (f) sua segmentação, 
 

 

 

 

 

 

 

                   (a)      (b) 

                    (c)                  (d) 

    (e)             (f) 
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Cont.  Figura 38- Teste comparativo para o modelo de EDP com parâmetros dados na tabela 
1, (g) aplicação do parâmetro rσ =35, (h) sua segmentação, (i) gradiente morfológico a partir 
do elemento estruturante box 3x3, (j) operador de Sobel. 
 
 
 

 Da análise da figura 38, em relação ao modelo de EDP, considerando os 

parâmetros fornecidos respectivamente na tabela 1, pode-se concluir que os melhores 

resultados referem-se a figura 38 (h) em relação aos outros resultados; neste caso a quantidade 

de segmentação é relativamente baixa e a estrutura da pista não sofre alteração no nível de 

brilho, fato observado com a aplicação do operador de Sobel figura 38 (j), onde parte da pista 

tem o nível de brilho confundido com o valor de fundo, dificultando a visualização das pistas. 

Na figura 38 (d) o modelo de EDP foi implementado com parâmetros que resultam em 

resultados inferiores aos resultados comparativos em relação à segmentação obtida na figura 

38 (f). No entanto, quando o tempo de evolução aumenta, conforme resultado na figura 38 (h), 

visualmente, tem-se uma melhor performance do modelo em relação aos outros operadores. O 

        (i)                     (j) 

               (g)                                                                       (h) 
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Gradiente Morfológico e o operador de Sobel produz segmentação excessiva de acordo com 

resultados apresentados nas figuras 38 (i) e 38 (j), neste caso a evolução temporal e a 

alteração em busca de parâmetros adequados tornam o modelo de EDP mais adequado para os 

propósitos cartográficos, ou seja, eliminação de informações indesejadas mantendo as pistas, 

feições de interesse, devidamente segmentadas.    

 A figura 39 representa a comparação entre o modelo de EDP para a sub-

imagem da região de Presidente Prudente (SP), o operador de Sobel e o Gradiente 

Morfológico a partir do elemento estruturante box 3x3. 

 As imagens da coluna esquerda representam em 39 (a) a imagem original e 

em 39 (c), 39 (e) e 39 (g) respectivamente as imagens processadas pelo modelo de EDP, e em 

39 (i) a imagem resultante da aplicação do Gradiente Morfológico. A coluna direita da 

imagem representa em 39 (b) a segmentação da imagem original e em 39 (d), 39 (f) e 39 (h) 

as respectivas segmentações relativas às imagens da coluna esquerda, em 39 (j) a imagem 

após aplicação do operador de Sobel. 
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           (a)        (b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     (c)                    (d) 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
         
 
      (e)         (f) 
 
Figura 39 - Teste comparativo para o modelo de EDP com parâmetros dados na tabela 2, (a) 
imagem original e (b) sua segmentação, (c) aplicação dos parâmetros rσ =15 (d) sua 
segmentação, (e) aplicação dos parâmetros rσ =17.9, (f) sua segmentação, 
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     (g)        (h)      

                              (i)        (j) 
 

Cont. Figura 39 - Teste comparativo para o modelo de EDP com parâmetros dados na tabela 
2, (g) aplicação dos parâmetros rσ =19, (h) sua segmentação, (i) gradiente morfológico a 
partir do elemento estruturante box 3x3, (j) operador de Sobel. 

 
 

 
 A análise dos resultados obtidos com os testes comparativos para a sub-

imagem da região de Presidente Prudente (figura 39), considerando os parâmetros utilizados 

respectivamente na tabela 2, apontam visualmente na figura 39 (b) um elevado nível de 

segmentação, mas em 39 (d) após a aplicação do modelo para rσ =15 tem-se uma redução 

desses níveis de segmentação. Já em 39 (f) e 39 (h) os resultados mostram-se melhores em 

relação à figura 39 (d), no entanto, o resultado obtido em 39 (h) é similar ao obtido em 39 (f), 

considerando os níveis de segmentação. Em relação ao Gradiente Morfológico e o operador 

de Sobel, esses apresentam resultados inferiores ao modelo de EDP apresentado em 39 (h), 

pois ocorre em 39 (i) e 39 (j) grandes níveis de segmentação. Assim, a evolução temporal e a 
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alteração em busca de parâmetros adequados satisfazem o objetivo desejado, ou seja, diminuir 

a quantidade excessiva de segmentação, mantendo as feições cartográficas de interesse.    

 A partir dos testes realizados para as duas áreas testes, é possível destacar o 

desempenho positivo da aplicação do modelo de EDP em relação aos operadores de Sobel e 

Gradiente Morfológico. O modelo de EDP mostrou-se superior, apresentando um menor nível 

de segmentação e principalmente mantendo as bordas das pistas e rodovias presentes. Cabe 

ressaltar que os resultados obtidos foram analisados visualmente e por imagem diferença, 

dessa forma, pode-se concluir o bom desempenho do modelo de EDP comparativamente com 

os outros operadores.   
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CAPÍTULO 5 

 

 

 

 

CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

 
 
 
 A área de Cartografia vem buscando ao longo dos anos técnicas capazes de 

extrair adequadamente áreas ou feições de interesse. Algumas técnicas mostram-se capazes de 

oferecer resultados satisfatórios para este fim, no entanto, a complexidade e a variabilidade de 

alvos e principalmente a presença de informações irrelevantes que por características próprias 

possuem níveis de cinza semelhantes aos das feições de interesse, dificultam a extração 

seletiva dessas feições. Contudo técnicas que forneçam detecção seletiva de bordas são de 

grande interesse para o processamento digital de imagens orbitais de Sensoriamento Remoto. 

 O modelo de EDP produziu resultados satisfatórios em relação ao operador 

de Sobel e o Gradiente Morfológico por dilatação  e  erosão. Através  da  realização  de  testes 
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para uma quantidade variada de parâmetros foi possível alcançar resultados significativos para 

as imagens teste utilizadas.  

 As imagens resultantes da aplicação do modelo de EDP demonstraram o 

potencial do mesmo em suavizar regiões homogêneas da imagem, mantendo seletivamente as 

pistas e rodovias contidas nas imagens teste. Na figura 38 (d) pode-se notar o elevado nível de 

segmentação para o modelo de EDP, visto que nesta imagem os parâmetros utilizados 

representam menor estimativa para a quantidade de informações irrelevantes contidas na 

imagem. Logo, a evolução temporal neste caso é menor ocasionando resultados similares ao 

operador de Sobel. No entanto deve-se ressaltar que ainda nesta figura o modelo de EDP 

demonstrou-se visualmente superior em relação aos outros processos no que tange a 

segmentação sem o efeito de perda de parte das pistas. 

 Ao estimar valores mais elevados, figura 38 (f) deve-se levar em 

consideração o aumento da evolução temporal e consequentemente a obtenção de menores 

níveis de segmentação, neste caso o efeito seletivo do modelo diminui as áreas irrelevantes da 

imagem e mantém a estrutura das pistas. A figura 38 (h) apresenta o melhor resultado para a 

imagem do aeroporto, os parâmetros estimados representam uma maior evolução na escala 

temporal, gerando a partir desse processamento um nível de segmentação melhor em relação 

ao operador de Sobel, nesse caso, mesmo a evolução sendo maior não houve perdas 

significativas das pistas do aeroporto. 

 Ao aplicar o modelo de EDP na sub-imagem da região de Presidente 

Prudente foi possível notar que apesar da excessiva segmentação não houve perda progressiva 

das feições de interesse, nesse caso uma avenida em destaque na figura 39 (a). A imagem 

apresenta  uma   grande  variabilidade   de  níveis  de   brilho, o  que  dificultou  a  escolha  de  
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parâmetros adequados para alcançar o objetivo proposto. Neste caso com o aumento na 

evolução temporal figura 39 (h), houve resultados visualmente superiores aos outros 

processamentos, tornando o modelo viável para os propósitos cartográficos pelo fato de 

manter inalteradas a estrutura da avenida em destaque na figura 39 (h). O Gradiente 

Morfológico (figura 39 (i)) e Sobel (figura 39 (j)), apresentam altos níveis de segmentação na 

imagem. 

 Essa dissertação trouxe contribuições significativas para a área de PDI, 

principalmente no que se refere a segmentação de imagem com eliminação de “ruídos”, 

informações irrelevantes contidas na imagem. Cabe salientar que do ponto de vista 

computacional a extensa quantidade de métodos numéricos existentes na literatura favorecem 

o uso de Equações Diferenciais Parciais. 

 Como recomendações futuras, em função dos resultados obtidos, sugere-se 

que novos parâmetros sejam testados, buscando a obtenção de resultados superiores aos 

alcançados neste trabalho e ainda, a implementação da equação através de outras linguagens 

buscando obter maior rapidez no processamento, visto que o MATLAB, apesar das 

facilidades já descritas no capítulo 3, não possui a rapidez no processamento e 

conseqüentemente limita a realização de um maior número de testes para alcançar parâmetros 

mais adequados. 

 Em relação à Morfologia Matemática, essa possui outros operadores que por 

suas características próprias são mais eficientes que o Gradiente Morfológico dependendo do 

problema a ser solucionado, como, por exemplo, os operadores watershed, abertura por 

reconstrução, entre outros.    

 Em se tratando de extração e atualização de feições cartográficas, sugere-se 

a utilização do modelo fundamentado pela teoria de EDPs, com análise estatística do método 
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para posterior extração da pista ou avenidas, utilizando essas feições extraídas em processos 

de atualização de produtos cartográficos.  
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