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RESUMO

CANELLA, G. A. Transicoes de fase quanticas em nanoestruturas desordenadas.
2021. 98p. Tese (Doutor em Ciéncias) - Instituto de Quimica de Araraquara, Universidade

Estadual Paulista, Araraquara, 2021.

O estudo de transicoes de fase quéanticas tem despertado o interesse de cientistas teoéricos
e experimentais. Quando um sistema é exposto a uma desordem moderada ou forte a fun-
¢ao de onda eletronica se localiza transformando metais ou supercondutores em isolantes.
Neste trabalho, investigamos as transi¢oes superfluido-isolante e metal-isolante através do
emaranhamento quantico. Utilizamos o modelo de Hubbard fermiénico unidimensional
para descrever as nanoestruturas desordenadas, obtendo os valores de energia e densidade
através da teoria do Funcional da Densidade e quantificando o grau de emaranhamento do
sistema através da entropia linear. Para a transicao superfluido-isolante verificamos que
ela pode ser desencadeada pela concentracao de impurezas, pela intensidade de desordem
ou pela densidade média de particulas. Encontramos uma relacao direta entre a concentra-
¢ao critica da transicao e a densidade média e mostramos que a classificacao da transicao
e a existéncia de um V,,,;,, depende se o sistema esta em um estado de localizagao total ou
localizacao ordinaria. Na abordagem da termodinamica fora do equilibrio verificamos que
a extracao maxima de trabalho ocorre quando o sistema esta exatamente na concentracao
critica e que para temperaturas altas s6 é possivel a producao de trabalho. Para a tran-
sicao metal-isolante verificamos que, diferentemente da transicao superfluido-isolante, ha
uma competicao entre U e V pois cada pardmetro contribui de maneira diferente para a
fase isolante. Mostramos que a relacao entre a concentracgao critica e a densidade média

para esse caso depende do tipo da transicao metal-isolante em questao.

Palavras-chave: Transicao de fase quantica. Modelo de Hubbard. Teoria do funcional

da densidade. Emaranhamento. Trabalho quantico



ABSTRACT

CANELLA, G. A. Quantum phase transitions in disordered nanostructures. 2021.
98p. Thesis (Doctor in Science) - Instituto de Quimica de Araraquara, Universidade

Estadual Paulista, Araraquara, 2021.

The study of quantum phase transitions has aroused interest of theoretical and experi-
mental scientists. When a system is exposed to moderate or strong disorder, the electronic
wave function becomes localized, transforming metals or superconductors into insulators.
In this thesis, we investigate the superfluid-insulator and metal-insulator transitions th-
rough quantum entanglement. We use the one-dimensional fermionic Hubbard model
to describe the disordered nanostructures, obtaining the energy and density profiles via
Density Functional theory and quantifying the degree of entanglement through the linear
entropy. For the superfluid-insulator transition, we showed that it can be triggered by the
concentration of impurities, the intensity of disorder or the average density of particles.
We found a direct relationship between the critical transition concentration and the ave-
rage density, and we showed that the order of the transition and the existence of a V,,;,
depends on whether the system is in a state of total or ordinary localization. In the out-
of-equilibrium thermodynamics approach we found that the maximum work extraction
occurs when the system is exactly at the critical concentration and for high temperatures
only work production is possible. For the metal-insulator transition we verified that unlike
the superfluid-insulator transition, there is a competition between U and V due to their
different contributions to the insulator phase. We showed that the relationship between
the critical concentration and the average density for this case depends on the type of

metal-insulator transition.

Keywords: Quantum phase transition. Hubbard model. Density Functional theory.

Entanglement. Quantum work
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1 INTRODUCAO

1.1 Supercondutividade

Na linha de pesquisa de Nanomateriais e Nanoestruturas, grande parte dos fundamen-
tos teodricos é oriunda da chamada fisica da matéria condensada. Nesta linha de pesquisa,
estudam-se nao apenas as propriedades de materiais ja conhecidos, mas busca-se também
descobrir novos tipos de materiais, sendo que, em ambos os casos, solidos tém se mostrado
materiais promissores, pois ja apresentam intimeras aplicagoes, principalmente na area de
tecnologias quéanticas (1,2).

Materiais sélidos podem ser classificados de diferentes maneiras: quanto ao tipo de
material do qual ele é composto, ao arranjo das particulas na sua estrutura cristalina, as
diferentes ligacoes formadas por essas particulas, a estrutura de bandas e as propriedades
elétricas, etc. Especificamente com relagao a capacidade de conduzir corrente elétrica,
os materiais podem ser classificados como condutores, isolantes ou semicondutores, como
ilustra a Figura 1.

Materiais condutores sao aqueles que apresentam uma camada de valéncia totalmente
preenchida e nao hd um gap de energia entre a banda de valéncia e a de conducao.
Materiais semicondutores possuem um pequeno gap entre a banda de valéncia e a de
conducao, de forma que a passagem de elétrons de uma banda a outra requer energia,
que pode vir, por exemplo, de uma excitacao térmica ou 6ptica. Ja os isolantes possuem
um grande gap de energia entre a banda de valéncia e a de condugao, o que proibe a

movimentagao eletronica de uma banda a outra.
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Figura 1 — Representagao da estrutura de bandas de materiais condutores (esquerda), semicon-

dutores (centro) e isolantes (direita), em que a banda proibida é o gap de energia.

proibida

energia

banda proibida

Condutor Semicondutor Isolante

Fonte: Autoria propria.

Essas diferentes estruturas de bandas definem caracteristicas especificas a esses tipos
de materiais. Por exemplo, condutores sao materiais cuja condutividade elétrica diminus
com a temperatura, nos semicondutores a condutividade aumenta com a temperatura, e
os isolantes nao conduzem corrente elétrica. Entretanto, em 1911 o fisico Heike Onnes
descobriu que ao se resfriar um fio de mercirio até 4.2 K, sua resisténcia elétrica sobre esse
fio tende a zero (3), ou seja, a corrente elétrica pode fluir sem dissipagao de calor. Esse
fenémeno ficou conhecido como supercondutividade, que ocorre quando um material
conduz eletricidade sem resisténcia alguma.

Trés anos depois, Onnes descobriu que o chumbo também é um supercondutor s6 que
a uma temperatura diferente (7 K) (4), ele percebeu entao que essa temperatura de super-
conducao é especifica para cada material, denominando-se assim temperatura critica
Tc. Nos anos seguintes, varios outros elementos foram descobertos como sendo supercon-
dutores (5), mas apenas em 1957 é que John Bardeen, Leon Cooper e Rober Schrieffer
conceberam a primeira teoria microscopica que explica o fendémeno da supercondutivi-
dade (6), conhecida como teoria BCS (do inglés, Bardeen-Cooper-Schrieffer theory). O
aspecto central dessa teoria é a existéncia de uma interacao efetiva atrativa entre dois

elétrons: para T' < T um elétron se movendo em uma rede cristalina causa nesta uma
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distor¢ao, criando uma &area de maior densidade de carga positiva ao seu redor. Um se-
gundo elétron que esteja a uma certa distancia dessa regiao de distorc¢ao (fénon) é atraido
por ela. Assim, a interagao efetiva entre esses dois elétrons sera atrativa, devido a pre-
sencga dos fonons da rede deformada. Esse sistema elétron-fonon-elétron ficou conhecido

como par de Cooper (7), como ilustra a Figura 2.

Figura 2 — Representagdao do movimento de um par de Cooper pela rede do cristal. O movimento
primeiro elétron gera uma distor¢ao na rede (fonon) aumentando a densidade de carga

positiva naquela regiao, que acaba atraindo um segundo elétron.

par de Cooper

Fonte: autoria propria.
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1.2 Transicoes de fase quanticas

1.2.1  Transicdo Superfluido-Isolante

Como vimos na se¢ao anterior, podemos classificar um material em termos de suas
propriedades de conducao de 4 maneiras diferentes: condutor, semicondutor, isolante
ou supercondutor. Entretanto, para que um material alcance o estado supercondutor,
sua temperatura deve estar abaixo de uma determinada temperatura 7. Portanto, um
material que em 7" > T é isolante ou condutor, podera se tornar um supercondutor para
T < Ty. Existe ainda uma outra classe de supercondutores chamados "supercondutores
de alta temperatura critica" HTSC (do inglés, high-To Superconductors), que, como o
proprio nome diz, apresentam uma 7 bem maior do que os convencionais. Até o comeco
da década de 80, eram conhecidos apenas materiais cuja T é de poucos graus Kelvin, mas,
em 1986, uma nova ceramica foi descoberta com uma temperatura de aproximadamente
30 K (8). Nos anos seguintes, diversos materiais foram sendo descobertos com T cada
vez mais proxima da temperatura ambiente. Atualmente, o sulfeto de hidrogénio HoS com
Te =203 K (=70 °C) (9) é o supercondutor de maior temperatura critica conhecido.

Do ponto de vista macroscopico, quando variamos a temperatura de um material e
alcancamos uma 7T especifica, esse material pode passar de uma fase para outra. Nesse
caso, como quem determina a transicao de fase sao as flutuacoes térmicas, chamamos essa
mudanca de transicao de fase cldssica ou transicao de fase térmica. Na medida em que
T — 0, flutuagoes térmicas desaparecem e restam apenas as flutuagoes quénticas. Di-
ferentemente das térmicas, as flutuagoes quanticas sao governadas por um outro tipo de
parametro nao-térmico que pode afetar a ordenagao do sistema, como: campo magnético,
impurezas (desordem) no sistema, concentragao, entre outros (10). Porém, sendo transi-
¢oes em regime quantico, sua detec¢ao nem sempre é trivial. Varias abordagens tém sido
exploradas como, por exemplo, correlagoes quanticas (11) e concorréncia (12) do estado
fundamental, entropia de von Neumann (13), emaranhamento (14-16), entre outras.

Uma dessas transigoes é a transicao superfluido-isolante SI (do inglés, Superfluid-

Insulator Transition), fendmeno que foi primeiramente modelado por Anderson (17), que
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propds que para grau de desordem moderado ou forte a funcao de onda eletronica do
sistema se torna localizada, transformando metais ou supercondutores em isolantes (18,
19). Por se tratar de fenomenos de caracteristicas opostas, materiais contendo ambas,
localizacao e supercondutividade, sao promissores para diversas aplicacoes, e estuda-los
pode nos fornecer uma melhor compreensao de outros sistemas superfluidos diferentes
como, por exemplo, supercondutores de alta T, nanofios supercondutores (16), gases
atomicos ultra frios (20), entre outros.

Entretanto, a maioria dos estudos da transi¢ao SI tem tratado de sistemas bosonicos
com fraca desordem ou nao-interagentes (21-25), devido a limita¢ado computacional de
resolver exatamente sistemas de muitos corpos desordenados. Sendo assim, a teoria do
Funcional da Densidade DFT (26) (do inglés, Density Functional Theory) apresenta van-
tagens em relagao a outras técnicas pois permite o tratamento de problemas de muitos
corpos de uma maneira suficientemente precisa com relativamente baixo custo computa-
cional, uma vez que sua variavel chave é a densidade eletronica e nao a fungao de onda.

Outro ponto importante é que nenhum dos estudos anteriores considerou sistemas su-
perfluidos puramente fermiénicos e nenhum deles reportou a transicao SI desencadeada
pela concentracao de impurezas V' ou pela densidade de particulas n usando emaranha-
mento. Além disso, existe uma extensa discussao sobre a existéncia ou nao de uma
intensidade de desordem minima V,,;, necessaria para a localizagao em sistemas 1D e
2D (27-30) e também sobre a natureza da transi¢ao SI, se de fato é uma transicao de fase

ou um crossover (31,32).

1.2.2  Transicao Metal-Isolante

Como dito na se¢ao anterior, uma mudanca em certos parametros do sistema pode
levar a uma transicao entre as fases metalicas e isolante. Entretanto, diferentemente da
transigao SI a transigao metal-isolante MI (do inglés, Metal-Insulator Transition) pode
ser desencadeada por dois mecanismos distintos: um aumento no grau de desordem no
sistema (por exemplo, intera¢do Coulombica) que leva & uma localiza¢do das particulas

em sitios especificos, conhecida como transicao Metal-Isolante de Anderson (Ander-
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son MI) (17), ou um aumento da interagao entre particulas, conhecida como transi¢ao
Metal-Isolante de Mott (Mott MI) (33-35), que também induz & uma localizacao
quando ha uma particula por sitio.

Recentemente, significativos avancos tém sido alcancados em estudos teéricos consi-
derando ambas transi¢oes (36-43). Entretanto, a maioria desses estudos utilizam a teoria
do campo médio dindAmico DMFT (do inglés, Dynamic Mean Field Theory) (44), que
apesar de conseguir tratar bem a correlacao eletronica em sistemas de muitos corpos é
um método computacionalmente muito custoso.

O objetivo deste trabalho foi estudar as transigoes superfluido-isolante e metal-isolante
em nanoestruturas desordenadas cujas impurezas foram distribuidas aleatoriamente pelo
sistema. Para isso utilizamos a entropia linear como forma de quantificar o emaranha-
mento das diferentes fases. Nosso foco foi tentar entender como que certos parametros do
sistema, como concentragao de impurezas, densidade e outros, afetam o comportamento
dessas transi¢oes. Encontramos uma relacao entre a concentragao de impurezas e a den-
sidade do sistema para ambos os casos. Especificamente para a transi¢ao superfluido-
isolante ainda fizemos um estado incluindo temperatura no sistema, onde analisamos
propriedades como trabalho quantico, variancia e assimetria.

Os fundamentos tedricos da tese sao apresentados no Capitulo 2, onde iniciamos pelo
modelo de Hubbard. A segunda parte do capitulo é dedicada a apresentar os fundamentos
da teoria do Funcional da Densidade (DFT) onde incluimos o esquema de Kohn-Sham
(KS) e a versao da DFT para o modelo de Hubbard. A parte final do capitulo ¢é reservada
para a apresentagao da definicao de emaranhamento e como aplicamos o emaranhamento
para o modelo de Hubbard.

No capitulo 3 apresentamos os resultados do trabalho onde comecamos pela transicao
superfluido-isolante, passando pela analise dos sistemas sem temperatura e utilizando
o emaranhamento como medida de quantificar a transicao. Em seguida, discutimos os
resultados obtidos através da andlise do trabalho quéntico e outros momentos quando
incluimos temperatura no sistema. A tultima parte do capitulo foi destinada a discussao
sobre a transicao metal-isolante. Por fim, no Capitulo 4 apresentamos as conclusoes finais

e as perspectivas futuras.
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2 FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 Modelo de Hubbard

Um dos grandes desafios de trabalhar com sistemas de muitos corpos é a descrigao, em
nivel microscopico, da interagao de uma grande quantidade de particulas. Sendo assim, é
impossivel resolver esses problemas analiticamente e, mesmo numericamente, a descri¢ao
exata se torna proibitiva ja para poucas particulas.

Na tentativa de descrever sélidos microscopicamente, John Hubbard introduziu um
Hamiltoniano que considera as correlacoes eletronicas em bandas de energia, modelo que
ficou conhecido como modelo de Hubbard (45). Apesar de ser um modelo relativamente
simples, ele consegue prever diversos fendmenos interessantes como, por exemplo, orde-
nac¢ao magnética do material, transi¢goes de fase quénticas (metal-isolante e superfluido-
isolante), efeitos de supercondutividade, entre outros.

O modelo de Hubbard consiste em considerar um so6lido formado por posi¢oes nucleares
(sitios) e elétrons em uma estrutura cristalina tridimensional. Uma vez que os niicleos
sao muito mais pesados que os elétrons, utiliza-se a aproximacao de Born-Oppenheimer:
rede cristalina estética, considerando portanto apenas os graus de liberdade eletronicos.
Em sua versao mais simples, o modelo de Hubbard considera interacao de curto alcance,
isto é, os elétrons interagem entre si apenas quando localizados em um mesmo sitio e
possuem uma probabilidade de se deslocar para sitios vizinhos proximos. Sendo assim, o

Hamiltoniano de Hubbard em segunda quantizacao é dado por:

L

Z it ( CZJCI_HU—FHC)—T(CJ{GCLU—FHC —l—ZUmlTnu%—Zano, (1)

=1 =1 l=1,0
onde t;;1; ¢ o parametro de hopping associado a energia cinética do sistema, H.c. ¢
o Hermitiano conjugado do primeiro termo do parénteses, 7 é o acoplamento entre o
primeiro e o ultimo sitio da cadeia, U, é a interacao intra-sitio, V; é o potencial externo do
sitio [, élTU e ¢, sao os operadores de criagao e destruigao de particulas de spin ¢ no sitio [,

respectivamente, e 1, = é}aélg é o operador densidade. A densidade média de particulas
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¢é definida como

n= f? (2)

onde N é o ntmero total de particulas (N = Ny + N|) e L é o ntimero de sitios da cadeia.
A eq. (1) representa o Hamiltoniano de Hubbard para um sistema unidimensional.
Basicamente, o modelo é representado por uma cadeia linear de sitios onde cada sitio

pode acomodar até dois elétrons com spin opostos, como ilustra a Figura 3.

Figura 3 — Representacao de uma cadeia unidimensional de L sitios descrita pelo modelo de

Hubbard em sua versao mais simples.

bt
U, U, /”;y U,
M4 * A 4 * * A *
L1 L 11 I

Fonte: Autoria propria.

Para o caso particular em que o hopping t e a interacao U é a mesma para todos os
sitios, a distribuicao de particulas pela cadeia vai depender de dois fatores: do potencial
externo V; e das condi¢oes de contorno. Para sistemas sem campos externos (V; = 0),
as particulas serao distribuidas de maneira equivalente pelos sitios da cadeia, e, assim,
chamamos o sistema de homogéneo e, quando houver algum tipo de potencial externo
(V; # 0), entdo chamamos o sistema de heterogéneo. Mas note que pode haver efeitos
de tamanho finito, que geram oscilagoes na distribuicao de particulas, devido & presenca
das bordas, dependendo da condic¢ao de contorno adotada. As condi¢oes de contorno sao
inseridas através do acoplamento 7, onde, para condi¢oes de contorno abertas OBC (do
inglés, Open Boundary Conditions) temos: 7 = 0; para condigdes de contorno periddicas
PBC (do inglés, Periodic Boundary Conditions) temos: T = t; e, para condi¢bes de
contorno torcidas TBC (do inglés, Twisted Boundary Conditions) temos 7 = te'?, onde
@ € a tor¢ao (46), como ilustra a Figura 4.

Para alguns casos limites, o Hamiltoniano da eq. (1) tem solugao exata. Para o caso
em que a cadeia é homogénea e no limite L — 0o, obtém-se, através da solucao exata de

Bethe-Ansatz (47), a energia do estado fundamental,
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Q
e = —2L/ p(k) cos kdk, (3)
-Q

onde a funcdo p(k) vem de um conjunto de equagoes integrais acopladas de Lieb-Wu,

1 cosk [P 8Ua(N)
~or 4
=52t on /_B U? 4 16(sin k — /\)2d)\ (4)
L[ AU p(k) 1 (B 2Ue(N)
N=7 dk — — aN
a(A) 7T/Q U? + 16(\ — sink)? W/BU2+4()\—)\’)2 ’ (5)

em que () e B sao determinados pelas condi¢oes

/Q p(k)dk = n /_B s(VdA = n, (6)

Para casos de cadeias heterogéneas e/ou de tamanhos finitos, deve-se utilizar outros

métodos para resolver o Hamiltoniano da eq. (1) como, por exemplo, o Grupo de Renor-
malizacao da Matriz Densidade DMRG (48) (do inglés, Density-Matriz Renormalization
Group) ou a teoria do Funcional da Densidade DFT. Embora a DMRG seja numerica-
mente exata, apresenta algumas dificuldades para algumas condigoes de contorno e se
torna computacionalmente muito custosa para L 2 200 (49). Sendo assim, na proxima
secao discutiremos os principais conceitos da DFT e suas vantagens em relagao a outros

métodos.
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Figura 4 — Ilustracao de trés possiveis condi¢ées de contorno. Os painéis representam as condi-

¢oes de contorno (a) aberta, (b) periddica e (c) torcida.
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Fonte: Adaptado (46).
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2.2 Teoria do Funcional da Densidade

De acordo com a teoria da mecénica quéntica, toda a informacao possivel de se obter
sobre um sistema estd contida em sua funcao de onda 1. Em casos nao relativisticos,
sob acao de potenciais externos independentes do tempo, obtemos essas informagoes re-
solvendo a equagao de Schrédinger independente do tempo, a qual com a aproximagao de
Born-Oppenheimer, que separa as descri¢oes dos nticleos e dos elétrons devido a diferenca

de massa, é dada por:

(T+U+V) ) = Ep), (7)

onde

. ;2
T=- ng’ (8)

2

2 q
U= —_— 9
>t )

i<j

V:;% = o(r), (10)

i

em que o primeiro termo Téo operador de energia cinética dos elétrons, o segundo Uéa
interacao Coloumbiana entre eles e o ultimo termo Véo potencial de interacao entre os
nicleos e os elétrons. Conhecendo a func¢ao de onda (ou supondo uma fungao tentativa
que seja uma combinagao linear de outras fungoes) e definindo o potencial V, resolve-se
a eq. (7), obtém-se a energia do sistema e, através dos valores esperados de operadores
para essa 1, calculam-se os observaveis como, por exemplo, a densidade de particula do

sistema

n(r) = N/d3r2/d3r3 e /w*(r,rg, N NS LEIC TSNS 17 AN (11)

Muitos métodos poderosos para se resolver a eq. (7) foram desenvolvidos para proble-
mas de muitos corpos como, por exemplo, o método de Interagao de Configuracao CI (50)
(do inglées, Configuration Interaction) ou a teoria de Pares Acoplados CC (51) (do inglés,
Coupled-Cluster theory), porém a maioria desses métodos é baseada no conhecimento da

funcao de onda.
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Entretanto, o problema desses métodos é a grande demanda computacional, princi-
palmente para sistemas com um grande ntimero de dtomos. Por exemplo, para descrever
uma variavel precisamos de um ntmero P de parametros que estd vinculado com uma
acuracia a desejada para o resultado. Assim, como cada elétron precisa de 3 coordenadas
para ser descrito, o niimero de parametros necessarios para se descrever um sistema de N

elétrons é

P=a*N

O valor de a é arbitrario e valores tipicos estao entre 3 < a < 10, onde para a = 3
a precisao é ruim e para a = 10 a precisao é boa. Entao, para descrever um sistema
com N = 100 elétrons e com uma boa precisao, o numero de pardmetros necessarios é de
103, que ¢ um ndimero proibitivo de parametros, mesmo com o avanco computacional
que temos atualmente.

A grande diferenca da DF'T nesse sentido é que ela é uma teoria baseada na densidade
eletronica n(r) do sistema, e nao mais na fun¢ao de onda. Uma vantagem pratica dessa
diferenca é que para descrever o sistema nao é necessario mais de 3N coordenadas dos
elétrons, mas apenas de 3 coordenadas da densidade, ou seja, para se obter um resultado

O3N

confiavel usando um método baseado na funcao de onda precisam-se de 1 parametros,

e, para um método baseado na densidade eletronica, apenas 10® parametros.

2.2.1  Teoremas de Hohenberg-Kohn (HK)

A base da teoria do Funcional da Densidade ¢ o teorema de Hohenberg-Kohn (52),
que afirma que a energia E do estado fundamental, a fungao de onda 1 e qualquer outra
propriedade molecular pode ser obtida univocamente através da densidade eletronica do
estado fundamental ng(r). Sendo assim, como consequéncia temos que a funcao de onda,

a energia e os observaveis sao funcionais da densidade eletronica do sistema, ou seja,

b = ¢lno(r)], E = Elno(r)], O = Ofno(r)].

O outro teorema que é base para a DFT é chamado de teorema variacional de
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Hohenberg-Kohn, que afirma que sendo ny(r) a densidade eletronica do estado funda-

mental, essa serd a densidade que minimiza a energia do sistema,

Ey = E[ng] < E|n], (12)

em relagao a energia de qualquer outra densidade n(r). Entao,

Eo = ([no]| H [[ne]) = ([no]| T+ U + V [1b[no])
= T'[no] + Ulno| + V[no]

onde Fng| = T'[ng] + U[ng] ¢ um funcional da densidade universal, e V[ng] é o funcional
dependente do sistema especifico. Entretanto, a eq. (13) ndo tem solugao exata pois os
funcionais T[ng] e Ulng| sdo desconhecidos na maioria dos casos. Sendo assim, é preciso

utilizar aproximacoes para os termos de energia cinética e interagao eletronica.

2.2.2 Esquema de Kohn-Sham (KS)

Os teoremas de HK garantem que é possivel calcular a energia e todas as outras
propriedades moleculares através da densidade eletronica do estado fundamental, e que
essa densidade minimiza o valor da energia. Porém, os teoremas nao fornecem meios para
obter a densidade sem o conhecimento de 1 e ainda como calcular £ e outras propriedades
através de ng(r).

A solucgao para parte deste problema veio em 1965 com o esquema de Kohn-Sham
(KS) (53). O esquema KS é capaz de resolver, a principio, o problema de um sistema de
elétrons interagentes através de um outro sistema de referéncia ficticio de elétrons nao-
interagentes. Para isso, esse sistema ficticio experimenta um potencial externo Vig(r),
especificamente construido para que a densidade eletronica ficticia seja igual a densidade

do estado fundamental real.
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Figura 5 — Ilustragdo do esquema de Kohn-Sham: utiliza-se um sistema ficticio de elétrons nao-

interagentes que apresenta uma densidade do estado fundamental igual ao sistema
real, quando sob ac@o do potencial externo Vi g(r)

VKS ('l" )
Sistema real

\Sistema ficticio
” 1
- LA
® -
/
’ \
AR
™ -
no(r)

ns(r) = no(r)
Fonte: Autoria propria

Assim, definem-se duas novas quantidades

AT[n] =Tn] —

Ty[n] (14)
2 !
AU[n] = c / d>r’ / n{r)n(r’) >d3r, (15)
2 lr — |
em que a primeira ¢ a diferenca entre a energia cinética do sistema real e do ficticio Ts[n]

a segunda a diferenca entre a energia de interacao Coulombiana e a energia de Hartree Uy

(energia eletrostatica classica, isto é, que descarta correlagoes quanticas)
as equagoes acima na eq. (13) temos

. Substituindo

E[n] =Vn] +Tn|+ Uln|

:/nU()W+T

/d3 //
_/nU()W+T
onde usamos a relagao (]

/d3 ’/ (16)
Ju(ri) [y) =

[ n(r)v(r)dr. Define-se entao o funcional ener-
gia de troca e correlagao F,. (do inglés, exzchange-correlation energy)

d3+Aﬂm+Am]

d3 + E,.[n],

E.[n] =

AT[n] + AU|n)].
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Precisamos portanto encontrar a densidade n(r) que minimiza a eq. (16),

SE[n]  0Tg[n]
p— pummy 1
onde Vig é o potencial de Kohn-Sham,
Vis(r) =v(r) + / ‘:?2/‘ dr’ + Vie(r), (19)

onde V,.(r) = dE,.[n|/on(r) é definido como potencial de troca e correlagao.
A eq. (18) representa a minimizagao de um sistema de particulas nao interagentes
através de uma densidade n(r) de particulas interagentes. Para resolver essa equagao, a

densidade eletronica precisa satisfazer a equagao de Schrédinger para o sistema ficticio,

h2

2m,

V2 + VKS(T)} DI (r) = ;055 (r), (20)

onde os orbitais ®X° que reproduzem a densidade do sistema real sio chamados de or-

bitais de Kohn-Sham e levam & densidade,

n(r) = ngs(r) = Z DS (r)|”. (21)

As egs. (20) e (21) possuem dois problemas: a sua soluc¢do e o funcional E,.. Em
relagdo ao primeiro, para se encontrar a densidade n(r) do sistema, sdo necessarios os
orbitais ®X% mas para encontri-los precisa-se resolver a equacao de Kohn-Sham, que
por sua vez, contém dois termos (o segundo e o terceiro termo de Vikg) que dependem
de n(r). Uma maneira de lidar com esse problema é utilizar uma ferramenta chamada
de método auto-consistente, em que, primeiramente, define-se uma densidade tentativa
n(r) e com essa densidade calcula-se Vikg. Resolve-se entdo a eq. (20) e obtém-se os
orbitais de Kohn-Sham. Com esses orbitais calcula-se uma nova densidade e compara-se
esta nova densidade com a densidade tentativa inicial. Se o sistema convergir, isto é, se
a diferenca entre elas for menor do que um certo valor de precisao pré-estabelecido, a
densidade foi encontrada e pode-se a partir dela obter a energia e outras propriedades do
sistema. Caso a convergéncia nao tenha sido obtida, essa densidade final é usada como

densidade tentativa e um novo ciclo se inicia, como ilustra a Figura 6.
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Figura 6 — Representagao do ciclo auto-consistente para resolver as equagoes de Kohn-Sham. O

valor de convergéncia é arbitrario.
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Fonte: Autoria propria.

O segundo problema ¢ o funcional F,.. Até agora, pelos teoremas de Hohenberg-Kohn
e pela equacao de Kohn-Sham vemos que a DFT é exata. Entretanto, a energia de troca
e correlacao nao é conhecida, exceto para casos particulares. Somente aqui, devido a
necessidade de aproximagoes para essa expressao ¢ que os calculos de DFT se tornam

aproximados, e a precisao destes dependeré crucialmente das aproximacoes utilizadas.

2.23 AproximacOes para a energia de troca e correlacdo: Aproximacio da Den-

sidade Local

A aproximagao mais simples para a energia de troca e correlagao é a aproximacao da
Densidade Local (53) LDA (do inglés, Local-Density Approzimation). A ideia central
da LDA consiste em usar informagoes de sistemas interagentes, porém homogéneos (com

n(r) = n = constante), como aproximagao para sistemas heterogéneos, substituindo-se
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n pela densidade exata n(r) do sistema. Assim, por exemplo, se conhecermos o funcio-
nal da densidade explicitamente para uma propriedade no caso de sistemas homogéneos,
Oho™[n(r)], podemos aplicar a LDA para obter de forma aproximada a grandeza O"¢![n(r)]
do sistema heterogéneo:

OFPAIn(r)] = O n(r)] = /Ohom(n)d3r (22)

n—n(r)

Por construcao, a LDA é formalmente exata em sistemas homogéneos e uma boa apro-
ximagcao em sistemas cuja densidade varie lentamente com a posi¢ao como, por exemplo,
solidos. Para o modelo de Hubbard, e em particular para célculos de emaranhamento, a

LDA se mostra uma aproximagao eficiente, com desvios médios de ~ 2% (54-56).

2.2.4 DFT para o modelo de Hubbard

Como mostra a eq. (22), a realizagdo de calculos de DFT via aproximacao LDA
no modelo de Hubbard, requer funcionais da densidade para cadeias homogéneas para

as grandezas de interesse. Para a energia, utilizamos o funcional aproximado analitico

(LSOC) (57). Assim a LDA para a energia sera dada por:

EPA [n; U] = Z eLSOC(n’ U>|n—>ni7 (23)
hom ~ oLSOC _ _25(U) sin ™
e (n,U) ~ (n,U) - (5((]))7 (24)

onde B(U) é um ntumero obtido da equagao transcendental

SISy (R P [ /L N
U (B(U)) 4/0 93[1+6:Bp(Ua:/2)]d’ (25)

em que Jy e J; sado as fungdes de Bessel de ordem 0 e 1, respectivamente, e S(U) tem

valor exato nos limites S(U =0) =2 e S(U = 00) = 1.
Sendo assim, para obtermos a energia de troca e correlacao por sitio de um sistema

homogéneo, inserimos a energia cinética e a energia de Hartree,

eze(n,U) = e99%(n,U) — t,(n) — ey (n), (26)
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onde

a4 . /7
ts = —;Sll’l (7), (27)
2

Apesar de existir um funcional aproximado para energia do modelo de Hubbard (58)
mais geral que o LSOC, pois permite o tratamento de sistemas magnetizados e fendémenos
dependentes de spin, neste trabalho adotamos o LSOC pois desconsideramos magnetizacao
interna ou presenca de campos magnéticos externos.

Neste trabalho utilizou-se o modelo de Hubbard unidimensional para descrever os
superfluidos com cadeias de L = 100 sitios e também considerou-se uma interagao intra-
sitio e uma probabilidade de hopping uniforme por toda a cadeia (U, = U e t;;41 =t) e
em unidades de ¢, com t = 1. Além disso, para todos os céalculos adotou-se a aproximagao
BA-LDA para a energia de troca e correlacao e condi¢ao de contorno aberta. Sendo assim,

reformulando a DFT para o modelo de Hubbard o Hamiltoniano KS é

100 100 100
BES — 4 Z <62L,oél+l,a + H.c.) + Uzﬁmﬁz,¢ + Z ViEShy (29)
I=1,0 =1 l=1,0
onde
VIS = VES] = V[ + Vigla] + Vaelni] (30)

2.3 Emaranhamento

A mecénica quantica, por natureza, ¢ uma teoria que intriga pesquisadores desde o
comeco do século XX devido aos seus fendmenos contra-intuitivos, como por exemplo, o
principio da Incerteza de Heisenberg e o tunelamento quantico. Um de seus fenémenos
mais fascinantes e talvez o mais desafiador é o emaranhamento. Um sistema, que é
formado por subsistemas, é dito emaranhado se sua funcao de onda nao pode ser escrita

como um produto das funcoes de onda de seus subsistemas de maneira separada. Sendo



36

assim, uma medida feita sobre um subsistema ira afetar outros, dependendo do grau de
emaranhamento que possuam.
Matematicamente, para um sistema composto por apenas dois subsistemas, 1 e s,

o sistema total é emaranhado se:

W) # [¥1) @ [¢a) - (31)

Os estados abaixo ilustram casos de sistema separavel e emaranhado:

(|01) + |10))
9 =100) = 10) ©0) 0 = =
estado separavel estado emaranhado

onde a notacao |00) indica duas particulas no estado |0), e |01) e |10) uma particula no
estado |0) e uma no estado |1).

Como pode ser visto, em ambos os casos o estado do sistema todo é bem definido, mas
em sistemas emaranhados o de cada subsistema nao é. Contudo, identificar e quantificar
o grau de emaranhamento de um sistema nao é uma tarefa trivial. E como o emara-
nhamento é uma peca importante no desenvolvimento de tecnologias quanticas, incluindo
dispositivos de criptografia e computacao quéntica, é essencial que haja o desenvolvimento
de novas ferramentas com esse intuito.

Na pratica, a maneira de quantificar o grau de emaranhamento depende do tipo de
sistema. Neste trabalho vamos tratar apenas de sistemas bipartidos (dois subsistemas) de
estado total puro, para os quais o emaranhamento é bem definido pela entropia de von

Neumann (59), técnica ja bem estabelecida na literatura.

2.3.1 Entropia de von Neumann

Para obtermos informacao sobre um determinado sistema na teoria Classica da Infor-
macao usamos o conceito de entropia. A entropia mede a incerteza sobre uma medida
aleatoria de acordo com a probabilidade dessa medida de ocorrer. A maneira que fazemos

isso classicamente ¢ através da entropia de Shannon (59). Assim, considere um con-
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junto H = {hq, ha, ..., h;} onde cada variavel h; esta associada a uma probabilidade p;,
onde Zf p; = 1. A entropia de Shannon associada com a distribui¢ao de probabilidades

{p1,p2,...,px} € definida como

k
H(p17p27"'7pk) = _szlog2pz (32)

O anélogo quéantico da entropia de Shannon é a entropia de von Neumann (59) em
que a informagao esta associada com os estados quanticos [¢;) do sistema e sua distribui¢ao
de probabilidades {p1,p2,...,pr}. A maneira que usamos para representar esses estados

é através da matriz densidade ou operador densidade, definida como

p= sz'|¢z'> (Wi - (33)

Assim, a entropia de von Neumann para um determinado estado p é definida como

S(p) = =Tr(plogy p) - (34)

Se \; sdo os autovalores de p, entdo podemos reescrever a eq. (34) como

S(p) = — Z A logy A;. (35)

Para um estado total puro bipartido,

P12 = [Y12) (12,

pode-se quantificar o grau de emaranhamento entre os subsistemas através da expressao

S1==Tr(p1logy p1), (36)

onde p; é a matriz densidade reduzida do subsistema 1, que é obtida através do traco da

matriz densidade total nos graus de liberdade do subsistema 2,

p1="Tr(p12) . (37)

Pode-se mostrar que S; = Sy = —T'r[py log, pa], com ps = T'r[p12], 0 que é consistente

com o fato de que o grau de emaranhamento entre os subsistemas 1 e 2 é um s6.
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2.3.2 Emaranhamento para o modelo de Hubbard

Na segao anterior, vimos que o grau de emaranhamento de um sistema quantico esta
relacionado com a matriz densidade desse sistema. Entao essa matriz densidade vai de-
pender do tipo do subsistema e da natureza do emaranhamento. Por exemplo, se os
subsistemas 1 e 2 sao particulas com um determinado spin ¢ podemos ter o emaranha-
mento entre essas particulas devido as suas posi¢oes espaciais ou as suas orientacoes de
spins. Se elas estiverem fixas, entao o emaranhamento se dara apenas entre os spins.

No caso do modelo de Hubbard, as particulas podem ocupar diferentes sitios. Para
uma cadeia com L sitios definimos um dos sitios como o subsistema 1 e o resto da cadeia
como o subsistema 2. Sendo assim, o emaranhamento serd entre a ocupacao dos sitios
pelas particulas, o que chamamos de emaranhamento de ocupag¢do. Para isso precisamos
reescrever a entropia na base de ocupagao.

Como visto na Secao 2.2.4 a varidvel utilizada no modelo de Hubbard é o ntimero
de ocupagao. Dessa maneira, os estados possiveis de um tnico sitio nesse modelo sao:
10), 1), [4) e [T)) que representam, respectivamente, nenhuma ocupagdo, ocupagao de
uma particula com spin up, ocupacao de uma particula com spin down e ocupagao dupla
de particulas com spins opostos (devido ao Principio de Exclusao de Pauli).

Assim, representamos a matriz densidade reduzida de um sitio i na base de ocupacgao

como

wg 0 0 0
0 wT 0 0
pi =
0 0 w 0
0 0 0 we
= wo |0) (O] + wr [1) (] 4wy [1) (L + w2 [T1) (1], (38)

onde wy é a probabilidade de ocupagao nula, w, é a probabilidade de ocupagao de uma
particula de spin o e wy é a probabilidade de dupla ocupacao, tal que ) . w; = 1. Assim,

de acordo com a eq. (35) entropia de emaranhamento do sitio i torna-se

S; = —wp log, wy — wy logy wy — wy logy w) — wy logy wo. (39)
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O valor esperado dos operadores de densidade serao:

(g) =T (Rypi) = wi 4 w2 (40)
(ny) = Tr (dypi) = wy + wy (41)
(yy) = Tr (i) = wo (42)

Por consequéncia, a probabilidade de ocupagao nula ¢ wy = 1 —wy — wy — we. A

probabilidade de dupla ocupagao pode ser obtida em termos da energia do sistema,

860(71, U)
= g

gragas ao teorema de Hellman-Feynman (60), onde ¢y = Ey/L é a energia do estado

(43)

fundamental por sitio. Entao através das expressoes de densidade e magnetizacao n =
(ny) + (ny) e m = ((fy) — (ny)) /2 e da eq. (43) obtemos as probabilidades de ocupacao

em funcao da energia, densidade e magnetizagao,

n Oe
’LUT §—a—U0+m (44)
n Oe
’wi—E—a—UO—m (45)
w0:1—n+%, (46)

e reescrevemos a entropia de emaranhamento para o modelo de Hubbard homogéneo,

2 oU 20U
_(mi e N, (mi Oco
2 “ou ")\ Tar "
860 860 860 860
— (1—m+%) log, (1—ni—i—%) —Wlog2 <%) : (47)

Esta é a equacao que quantifica o emaranhamento de um tnico sitio em relacao aos
demais em cadeias de Hubbard. Se o estado do sitio é conhecido, entao um dos w; = 1
e os outros sao nulos, e o emaranhamento é nulo. Ao contrario, quando ha a total
indeterminacao do estado do sitio entao todas as probabilidades de ocupacao possuem
o mesmo valor (1/4) e o emaranhamento é igual a 2. Entao o valor da entropia de

emaranhamento de von Neumann para um tnico sitio varia de 0 a 2.
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A entropia de von Neumann esta associada a pureza (61) dos subsistemas,

v(p) =Tr (p'p) = Tr (p*) . (48)
A pureza mede o quao puro é um estado quantico. Assim, para um estado normalizado
|t)) em um espago de Hilbert de dimensao a, a pureza satisfaz a relagao 1/a < v < 1.

Entao para relacionar a pureza de um estado quantico com a entropia, expandimos a

fungao logaritmica da eq. (34) e truncamos a série no primeiro termo,

S(p) = —Tr(plog, p)

=1-Tr(p*) =1-1~. (49)

Para sistemas homogéneos e em L — oo, em que todos os sitios sao equivalentes, S
serd o mesmo para todos os sitios e obtidos exatamente pela expressdao (47). Perceba
portanto que temos na eq. (47) um funcional da densidade exato para o emaranhamento
em sistemas homogéneos. Portanto podemos usé-lo em uma aproximagao LDA (62) para
obter o emaranhamento aproximado em cadeias heterogéneas.

A eq.(49) é chamada de entropia linear e relaciona de uma maneira mais simples a
pureza de um estado e o emaranhamento. Assim, para um estado totalmente puro, v =1
e S = 1, e para um estado parcialmente misturado a entropia de emaranhamento vai
estar entre 0 e 1.

A entropia de von Neumann tem sido utilizada para medidas de emaranhamento em
sistemas bipartites de estados puros (63). Entretanto, a entropia linear tem se mostrado
uma alternativa mais viavel para sistemas com muitos graus de liberdade (64-66), uma
vez que computacionalmente ela é mais pratica. Além disso, resultados experimentais de
sistemas com atomos ultrafrios em redes 6pticas tem sido precisamente reproduzidos pelo
modelo de Hubbard unidimensional (67,68). Com essa motivagao, Franga e colaboradores
desenvolveram um funcional da densidade aproximado para a entropia linear (56).

Para expressar a entropia linear como uma funcao explicita da densidade, elas propu-

seram os funcionais



41

Stnin;, U > 0] = 2n,; — 372%2 + [(4n; — 2)a(U) — 40*(U)] x © [n; — a(U) — 1/2],  (50)

para interagoes repulsivas e

2 . i
St U7 < 0] ~ s — % +2a(|U]) sin (%) — 40*(|U]) sin? (?) . (51

para interagoes atrativas, onde

9] ) Jy(z eUx/Q
wy = a(U) = 2/0 JO((l )_;_];U:Jc)/2)2 dx, (52)

vem da solucao exata de Lieb-Wu e O(x) é uma funcao degrau

0, para z < 0
O(z) = (53)
1, para x > 0
Neste trabalho, utilizamos as expressoes das eqs. (51) e (50) para quantificar o grau

de emaranhamento dos sistemas.



3 RESULTADOS

A fundamentacao tedrica na qual o modelo de Hubbard é baseado e os critérios se-
lecionados para descrever a desordem do sistema (impurezas pontuais com intensidade
V;) foram apresentados no capitulo 2.1. Consideramos como uma fase superfluida aquela
cuja intensidade de desordem é V = 0 e U < 0 em contraponto com a fase metalica que

é caracterizada quando V = 0 e U > 0. Além disso, foi definida uma concentracao de

impurezas C do sistema,

onde Ly é o ndmero de sitios com impurezas V' # 0 e L é o nimero de sitios total da

cadeia.

L
C = 100% x =L

L

A Tabela 1 resume a metodologia utilizada para estudar cada transicao.

Tabela 1 — Resumo da metodologia utilizada para investigar cada transicao de fase.

transicao superfluido-isolante transicao metal-isolante

T=0 T#0 T=0
L 100 6 100
n 0<n<l1 semi preenchida O0<n<2

U<0 U>0
método DFT diagonalizagao DFT
exata
trabalho quantico
analise | entropia linear variancia entropia linear
assimetria

Nas proximas segoes apresentamos e discutimos o impacto dessa desordem em super-

fluidos e metalis.
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3.1 Regime de interacao atrativa entre particulas U < 0

E esperado que a transicdo superfluido-isolante (SI) seja desencadeada por uma varia-
¢ao da intensidade de desordem ou pela variagao da densidade de particula no sistema (69).
Entretanto, utilizando o protocolo de desordem que adotamos, a concentracao de impu-
reza também é um parametro relevante para a transicao. Sendo assim, analisamos a

transicao SI quando desencadeada por todos esses fatores citados.

3.1.1 Transicao Sl desencadeada pela intensidade de desordem V

Primeiramente, analisamos a SI desencadeada pela intensidade de desordem V' . Para
isso, variamos a intensidade das impurezas tanto para regime atrativo (V' < 0) quanto
para repulsivo (V' > 0), mantendo fixos a densidade (n = 0.8) e a interacao (U = —5t).
A Figura 7 mostra o emaranhamento médio £ em funcdo da intensidade de impureza V
para diferentes concentragoes C'.

Na Figura 7 observamos 4 aspectos importantes: primeiro, vemos que quando a in-
tensidade da impureza é nula (V' = 0) o valor de emaranhamento é maximo, o que é
equivalente a um sistema homogéneo (C' = 0). Segundo, qualquer pequeno valor de V/
(V = —0.25t) é suficiente para diminuir em pelo menos 50% o valor de emaranhamento.
Terceiro, apo6s esse decréscimo o emaranhamento satura, levando a interpretacao de que o
sistema esta com seus graus de liberdade de carga congelados, ou seja, em um estado iso-
lante. Esse comportamento é caracteristico de uma transicao superfluido-isolante: para
V = 0 os pares de Cooper possuem total liberdade de ocupacao em qualquer sitio da
cadeia, diferentemente de quando V' < 0, pois nesses casos os pares terao maior probabi-
lidade de ocuparem os sitios com impurezas. Entretanto, para concentragoes diferente de
40% o emaranhamento satura em valores finitos. Esse tipo de comportamento é caracte-
ristico de um sistema parcialmente localizado, que chamamos de localizagao ordinaria,
porque a posicao especifica dos pares de Cooper localizados nao é totalmente definida: as

impurezas sao sem duvida os sitios mais provaveis, mas como o nimero de pares é diferente
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do numero de impurezas (mais pares que impurezas para C' < C¢ e mais impurezas do
que pares para C' > C¢ neste caso Co = 40%), ha sempre uma certa indeterminagao na
localizagao. Ja para o caso C' = 40% héa o ntimero exato de sitios impuros necesséarios para
localizar todos os pares de Cooper do sistema, assim o sistema estd completamente locali-
zado. Denominamos a concentragao para a qual o sistema esta em um estado totalmente
localizado de concentragao critica C. E quarto, vemos que para impurezas atrativas o
emaranhamento diminui com o aumento da concentracao até C' = 40%, invertendo esse

comportamento a partir dessa concentracao.

Figura 7 — Emaranhamento médio £ em funcdo da intensidade de desordem V para diferentes
concentracoes de impurezas. Esses resultados foram extraidos de sistemas com den-
sidade média n = 0.8 e interacdo U = —bt entre particulas. As intensidades de

desordem vao desde intensidades atrativas (V' < 0) quanto repulsivas (V' > 0).

U = -5t
06l @ C=10% * .
- C = 30% n=0.8
05| A C = 40% |
' —+C = 50%
- C = 60%
04 o C=170% 8
2 03] ﬁ |
:i \I\.
02 & A Ay  TEaw :
g A b -
0.1} i
0.0 i

—-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 g8 10
v/t

Fonte: Autoria propria.

Quando olhamos para o emaranhamento em relagao a concentragao, vemos que ele
apresenta um comportamento nao monotonico. Para os casos em que V' < 0, o emara-
nhamento minimo ocorre em uma concentragao critica C' = Co = 40% (n = 0.8) e quando
V > 0 o emaranhamento minimo ocorre em Cc = 60%. Essa mudanca na concentrac¢ao

critica evidencia a relagdo entre a intensidade de desordem (atrativa ou repulsiva) e a
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localizacao dos pares: para C' = 40% e V < 0 o sistema possui 40 sitios com intensidade
atrativa de desordem que sao necessarios para localizar os 40 pares de Cooper. Entre-
tanto, para V' > 0 sao necessérios 60 sitios com impurezas repulsivas para localizar os
pares. E essa simetria é verificada para outros pares de concentragoes, como por exemplo
C' = 30% para impurezas atrativas e C' = 70% para impurezas repulsivas.

Esses estados de localizagao sao confirmados pelas probabilidades de dupla ocupacao
em sitios com impurezas (wy = >_.(f;7;))/Ly) e sem impurezas (wy =0 = > (R ) /(L—
Ly )) mostrados na Figura 8. Para C' < C¢ (Figura 8a) os pares estdo em maior niimero
do que os sitios com impurezas e portanto todos esses sitios estao ocupados (w;’ — 1
para V. — —o0) e ainda ha alguns pares delocalizados em sitios sem impurezas. Para
C' > C¢ (Figura 8b) ha mais sitios com impurezas do que pares, entao ha um certo grau
de delocalizagao desses pares mas nao ha pares nos sitios sem impurezas (w) —° — 0 para
V — —o0).

Dessa forma, a localizagao total em C¢ representa um estado bem definido com @) = 1
e wy =" = 0, que é caracterizado pelo £ — 0, diferentemente da localizacao ordinaria onde
L satura em valores finitos. Surpreendentemente, a energia do estado fundamental néo
apresenta nenhum comportamento especial, como podemos ver na Figura 9, sugerindo
assim que a SIT quando desencadeada pela intensidade das impurezas é suave, uma tran-
sicao de fase quantica de segunda-ordem ou simplesmente um crossover.

Para os casos de V' > 0, as impurezas repulsivas irao repelir os pares para os sitios sem
impurezas, sendo assim, no caso onde C' = 40% os pares estarao localizados nos 60 sitios

sem impurezas. Isso ¢ evidenciado pela mudanca de comportamento na Figura 7 para

V > 0, onde a concentracao que leva a localizacao total (£ — 0) passa a ser C' = 60%.
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Figura 8 — Probabilidades médias de dupla ocupagdo para sitios com impurezas wy e sem im-

V=0 em fungdo da intensidade de desordem V para sistemas com (a) C =

purezas w
10% de impurezas e (b) C = 40% de impurezas. Esses resultados foram tirados de

sistemas com densidade média n = 0.8 e interacao U = -5t.

(a) C = 10%
1.00 |- 10.33
0.95
10.32
0.90
(s . 10.32
—e—sit10s com 1mpurezas o
= 0.85 | & sitios sem impurezas J
|
C = 10% +10.31
0.80 -
0.75 | 1931
0.70 +10.30
| | | | | | | | | | |
-10-9 8 -7 6 -5 -4 -3 -2-1 0
V/t
(b) C = 40%
1.00
10.20
0.90 -
(s . 10.15
—e—sit10s com 1mpurezas
... 0.80| ™ sitios sem impurezas T
3 ’ =
= C = 40% 10.10
0.70 |
+10.05
0.60 [
1 0.00
-10-9 8 -7 -6 -5 -4 -3 -2-10
V/t

Fonte: Autoria propria.
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Figura 9 — Energia por sitio E; em fungdo da intensidade de desordem V para sistemas com
diferentes concentragoes de impurezas C'. Para todos os sistemas a densidade média

én = 0.8 e a interagao ¢ U = -5t.

=200 U= -5t 1
—30F n=0.8 .
—4.0 -
—5.0 -
6.0} |
K
—7.0F -
ol -0 C =10% |
e = C =30%
—90/ —A-C =40% |
—+C = 50%
~10.0 | —4-C =60% |
o C = 70%
_110 (- | | | | | | | | | | | 1

-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
v/t

Fonte: Autoria propria.

3.1.2  Transicao Sl desencadeada pela concentracdo de impurezas C

Em seguida, monitoramos a relagao entre emaranhamento e a concentracao de impu-
rezas, para intensidade de desordem atrativa fraca, moderada e forte. Como podemos
ver na Figura 10, para se alcancar localizagao total na concentragao critica, que pode-
mos verificar através de uma abrupta nao-monotonicidade do emaranhamento quando
V — 00, é necessario um V,,;,. Para |V| < V,,;, (neste caso Vi, ~ 3t), observamos
um comportamento diferente do emaranhamento em fungao de C': a nao-monotonicidade
existe mas nao é abrupta, o emaranhamento minimo é maior que zero e nao ocorre em

C = Co = 40%.
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Figura 10 — Resultados de emaranhamento médio £ em funcdo da concentracio de impurezas C
obtidos de sistemas com densidade média n = 0.8, interacao U = -5t e diferentes

intensidades de desordem V.

0.35| |
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0.25 |-
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Fonte: Autoria propria.

Esse comportamento de |V| < Vj,;,, € interpretado como uma localizagao total frus-
trada onde V' nao é suficientemente forte para atrair os pares para os sitios com impurezas.
A probabilidade média de dupla ocupacao nos sitios com e sem impurezas para sistemas
com fraca intensidade de atracao e forte intensidade de atragao, apresentada na Figura

V=0 & sempre nao nula para V = —1t. Ao contrério,

12, confirma nossa interpretacao. w
para V = —10¢ o sistema alcancga o estado de localizacao total na concentracao critica
Cc, onde wy ~ 1 para C' < Cg e wy =" — 0 para C' > Cg.

Além disso, a relagao entre a energia do estado fundamental e a concentracao C de
impurezas, apresentada na Figura 13, revela a natureza da transigao: para |[V| > Vi, a
transicao ocorre de um estado de localizagao ordinéria, apresentando uma descontinuidade
na primeira derivada em C' = Cg, como ilustra a Figura 11, o que caracteriza uma
transigdo de fase quantica de primeira ordem (10). Para |V| < V,,;, a energia é suave

e nao apresenta descontinuidade na primeira e na segunda derivada, indicando que nao

hé transicao de primeira ou segunda ordem, o que é consistente com a auséncia de um
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estado totalmente localizado. A existéncia de um V,,;, para que haja a transicao explica
o comportamento monotonico quando V' é pequeno, como é visto na Figura 10.

Figura 11 — Derivada da energia 0F; em fungao da concentragdo de impurezas C' para sistemas

com diferentes intensidades de desordem V. Todos os sistemas apresentam interagao

U = —5t e densidade n = 0.8. Valores adimensionais.
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Fonte: Autoria propria.



Figura 12 — Probabilidades médias de dupla ocupagao para sitios com impurezas ws
purezas w

sidade (a) V = -1t e (b) V = -10t de desordem. Esses resultados foram tirados de
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Figura 13 — Energia por sitio F; em funcao da concentragao de impurezas C' para sistemas com
diferentes intensidades de desordem V. Para todos os sistemas a densidade média é

n = 0.8 e a interagao é U = -5t.
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Fonte: Autoria prépria.

Em seguida exploramos a dependéncia entre a concentracao critica e a densidade média
de particulas. Nessa concentracao todos os sitios com impurezas fortemente atrativas
(V < 0) estao duplamente ocupados, e ndo ha particulas presentes em outros sitios. Os
resultados presentes na Figura 14 mostram que C¢ ocorre quando o nimero de pares, N/2,
coincide com o numero de sitios com impurezas. Para desordem fortemente repulsiva
(V > 0) os sitios com impurezas irdo repelir os pares, impedindo-os de se localizarem
neles. Assim, para o caso n = 0.8 a concentragao critica passa a ser 60% pois 60 sitios
estarao com impurezas fortemente repulsivas, e os pares estarao localizados nos 40 sitios
sem desordem. De uma maneira geral, sendo Ly os sitios com impurezas e Lo = L — Ly
os sitios sem impurezas, encontramos uma relagao entre a concentragao de impurezas do

sistema e sua densidade média de particulas,
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(55)

Para C < Co e V < 0 (V > 0) ha mais pares do que sitios com impurezas (sem

impurezas), assim todos esses sitios estao ocupados e os pares extras estao espalhados

ao longo do resto da cadeia. Em C' = C¢ os pares ocupam exatamente todos os sitios

com impurezas (sem impurezas) para V' < 0 (V' > 0) e assim o sistema se encontra em

um estado de localizagdo total com emaranhamento nulo (£ — 0 para |V| — 00). Por

fim, para C' > C¢ ha mais sitios com impurezas (sem impurezas) do que pares e esses

pares estao todos localizados nesses sitios, entretanto como ainda hé sitios com impurezas

(sem impurezas) vazios o sistema mantém um certo grau de liberdade devido a competi¢ao

entre as probabilidades de dupla ocupagao e zero ocupagao. Nesse caso nao hé localizagao

total dos pares mas o sistema mantém uma localizacao ordinaria, o que explica o fato do

emaranhamento saturar a um valor finito £ > 0.
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Figura 14 — Emaranhamento médio £ em funcio da concentracao de impurezas C para sistemas
com intensidade de desordem (a) atrativa (V = -10t) e (b) repulsiva (V = 10t) para

diferentes densidades médias, todos com uma interagdo de U = -5t.
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Fonte: Autoria propria.
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3.1.3 O impacto da interacdo intra-sitio U

Considerando que a intensidade de desordem V' esta relacionada com a presenca de
uma localizagao total ou parcial, e assim afetando diretamente a transicao SI, realizamos
também uma analise sobre a interagao U e como ela impacta na concentracao critica para
a localizacao total.

Como a intensidade de V' pode ser atrativa ou repulsiva influenciando na localizacao
dos pares e a interacao U impacta no quanto os férmions se atraem quando estao no
mesmo sitio, poderia haver uma relacao entre essas duas grandezas de maneira a reforcar
ou atenuar a transi¢cdo SI, dependendo se h& uma competi¢ao (U < 0 e V > 0) ou
contribui¢ao (U < 0 e V < 0) entre elas.

Inesperadamente, como mostra a Figura 15, a variacao de U nao apresenta nenhum
impacto sobre a Cc nem para intensidade de desordem fortemente atrativa quanto para
intensidade fortemente repulsiva, mantendo-se as mesmas relagoes apresentadas pelas
equagoes 55 e 6.

Para intensidade de desordem moderadamente atrativa (V' = —3t), o emaranhamento
apresenta um minimo proximo de zero em C¢ para interagao fortemente atrativa (U =
—10t) e outro minimo significativamente maior que zero para interagao fracamente atrativa
(U = —1t), como mostra a Figura 16a. Esse resultado revela que para intensidade de V/
moderadamente atrativa, existem um U,,;, =~ —3t para que o sistema alcance um estado
de localizagao total em Co.

Entretanto, para desordem fracamente atrativa (V' = —1t¢), como mostra a Figura
16b, o sistema nao alcanca um estado de localizacao total mesmo para uma interagao
fortemente atrativa U = —10t. Isso acontece pois como a intensidade de desordem é fraca
os sitios com impurezas e sem impurezas sao igualmente favoraveis a ocupagao, levando
0s pares a ocuparem os sitios aleatoriamente. Como a localizacao total é caracterizada

pela localizacao de todos os pares nos sitios com impurezas, ela nao ocorre para esse caso.
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Figura 15 — Emaranhamento médio £ em funcio da concentracao de impurezas C para sistemas
com diferentes interagoes entre particulas U, com intensidades de desordem forte-
mente atrativa (a) V = -10t e fortemente repulsiva (b) V = 10t. Para todos os

sistemas a densidade média vale n = 0.8.
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Fonte: Autoria propria.
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Figura 16 — Emaranhamento médio £ em funcéo da concentracao de impurezas C para sistemas
com diferentes interagoes entre particulas U, com intensidades de desordem atrativa
média (a) V = -3t e fracamente atrativa (b) V = -1t. Para todos os sistemas a

densidade média vale n = 0.8.
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Fonte: Autoria propria.
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3.1.4 O impacto do confinamento harmdnico

Uma das maneiras de se estudar experimentalmente transicoes de fase quanticas é
utilizando atomos ultrafrios (do inglés, ultracold atoms), que sdo atomos resfriados a tem-
peraturas perto do zero absoluto (na casa dos microkelvin, pK). Para simular esses tipos
de sistemas na teoria utilizamos um confinamento harmoénico: inserimos no Hamiltoniano
(eq. (1)) um segundo potencial externo de comportamento parabolico V; = k(i —i)? com

curvatura k e centrado em ig = 50.5,

=ty (aj.aej(, n a}U@ig) + U i, + Y [Vituio + k(i —i0)?] . (57)
(ij)o i io

Primeiramente, analisamos a influéncia do confinamento harmonico na concentragao
critica C¢ para a localizagao total. Como vemos na Figura 17, para k < 0.003 o sistema
ainda alcanca a localizacdo total, ou seja, o emaranhamento £ — 0 para V — —o0 na
concentracao critica Cq. Para k > 0.003 o emaranhamento nao tem o minimo em Cg,
mas satura em um valor préximo de zero (£ =~ 0.025) para concentragoes C' > Cg. Esse
deslocamento na concentracao em relacao a Co para a localizacao pode ser explicada pela
densidade efetiva no centro do potencial: para forte confinamento (maior k), os sitios da
borda tornam-se energeticamente desfavoraveis para a ocupagao de particulas (a menos
que coincida com sitios de impureza V' < 0), aumentando a densidade efetiva no centro
da cadeia; e como vimos, quanto maior n, maior Co. Porém, o fato de £ saturar para
C' > C¢ (em vez de voltar a aumentar, como nos casos com k < 0.003) sugere que para
k > 0.003 o sistema estd em um estado de localizagao ordinaria, o que ¢ também sugerido
pelo comportamento ainda mais suave da energia, mostrado na Figura 18.

Para comprovar nossa hipotese, analisamos o emaranhamento médio em funcao da
intensidade k. A Figura 17, demonstra que para concentragoes C diferentes da critica
(Ce = 40% nesse caso), o emaranhamento satura em valores finitos com o aumento de
k mas nunca chega a 0, confirmando que o sistema estd em um estado de localizagao
ordinaria. Consistentemente, para C' = C¢ o emaranhamento £ — 0 para confinamento
harménico fraco (k < 0.003), que representa localizagao total. Esse valor de k é o valor
maximo de confinamento que pode ser introduzido no sistema sem afetar o estado de

localizagao total (K™ = 0.003), assim, para qualquer valor de k > k™ sistema estara

em uma localizagao ordinéaria.
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Figura 17 — Resultados de emaranhamento médio £ em funcio da concentracdo de impurezas
C' para sistemas com interagao U = -5t, densidade média n = 0.8 e intensidade de
desordem V = -10t. Nesses sistemas foram aplicados confinamento harménico com

diferentes intensidades de potencial harmoénico k.

0.10 -k — 0.001 |
-m-k = 0.002
Ak = 0.003
0.08 —49-k = 0.004
Q 0.06 R
0.04 -
0.02 -

Fonte: Autoria propria.

Figura 18 — Valores de energia por sitio F; em fungdo da concentragao de impurezas C' para
sistemas com interacao U = -5t, densidade média n = 0.8 e intensidade de desordem
V = -10t. Nesses sistemas foram aplicados confinamento harménico com diferentes

intensidades de potencial harmonico k.
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Figura 19 — Emaranhamento médio £ em fung¢ao da intensidade do potencial harménico k para
sistemas com diferentes concentracoes de impurezas C'. Todos os sistemas apresen-

tam interagao U = -5t, densidade média n = 0.8 e desordem V = -10t.
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Fonte: Autoria propria.

3.1.5 Transicao Sl desencadeada pela densidade média de particulas n

Por fim, exploramos a transi¢cao desencadeada através da densidade de particulas do
sistema para intensidades de desordem atrativa fraca e forte, como pode ser visto na Fi-
gura 20. Para intensidades suficientemente fortes de V', as mesmas caracteristicas vistas
anteriormente quando o sistema se encontra na concentragao critica C' = C¢, podem ser
observadas agora em uma densidade critica nc = 2C/100, como por exemplo, a nao-
monotonicidade abrupta do emaranhamento em n = n¢, indicando localizacao total com
L ~ 0 e a localizacdo ordinaria com £ finito e constante para n < n¢. Esse comporta-
mento reflete o fato de que para densidades pequenas a desordem dificulta a conexao dos
pares (71-73), devido a uma maior distancia média entre eles. Sendo assim, para uma

concentracao maior de impurezas o plateau observado em n < ng torna-se mais extenso
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e apresenta um £ maior, pois a distancia média entre os pares diminui.

Figura 20 — Emaranhamento médio £ em func¢ao da densidade média de particulas n para siste-
mas com diferentes concentragdes de impurezas, com intensidade de desordem fraca

(V = —1t) e forte (V = —10t). Valores em unidades adimensionais.
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Fonte: Autoria prépria.

Para intensidades fracas de desordem, V' = —1t¢, essas caracteristicas nao sao obser-
vadas, ou seja, o emaranhamento decresce monotonicamente com a densidade n, o que
confirma a existéncia de um V,,;, para se alcangar um estado de localizacao total. Além
disso, ambos os perfis de energia por sitio e probabilidades de dupla ocupacao em fun-
¢ao da densidade média (Figura 21), corroboram para a interpretagao de que o sistema
alcanga um estado de localizacao total para fortes intensidades de desordem (V' = —10t),
enquanto que para fraca desordem (V' = —1t) o sistema se mantém em um estado de lo-
calizacao total frustrada. Além disso, a descontinuidade na primeira derivada da energia
revela que a SIT quando desencadeada pela densidade também é uma transicao de fase
quantica de primeira-ordem em relacao a um estado de localizacao total, enquanto que

para um estado de localizagao ordinaria a transi¢do é suave (Figura 22).
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Figura 21 — Probabilidades médias de dupla ocupagdo para sitios com impurezas wy e sem im-

V=

purezas wy —° em funcdo da densidade de particulas n para sistemas com intensidade

de desordem (a) V = —1t e (b) V = —10¢. Esses resultados foram obtidos de sis-

temas com interagao U = —5t e com C = 25% de impurezas. Valores em unidades
adimensionais.
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Fonte: Autoria propria.



62

Figura 22 — Energia por sitio F; em fungao da densidade de particulas n para sistemas com
diferentes concentragoes de impurezas e com intensidades de desordem fraca (V =
—1t) e forte (V = —10t). Para todos os valores a interagao é de U = —5t. Valores

em unidades adimensionais.
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Fonte: Autoria propria.

3.1.6  Estatisticas do trabalho quantico ao longo da transicdo SlI

Em sistemas de muitos corpos, interagoes fortes afetam diretamente as flutuagoes
energéticas e, consequentemente, afetam a extragao de trabalho em dinamicas fora do
equilibrio. Assim, uma pergunta que fizemos nesse trabalho foi se era possivel identificar
a transicao superfluido-isolante através da distribuicao de trabalho nesse cenario e como
a transicao em si afeta a extragao de trabalho. Entao, avaliamos as propriedades estatis-
ticas da distribui¢ao do trabalho quantico ap6s uma mudanga abrupta (do inglés, sudden
quench) de parametros especificos do sistema (desordem e concentragdo de impurezas).
Além disso, também avaliamos essas propriedades com o aumento da temperatura do

sistema.
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Sudden quench Uma maneira de se explorar a dindmica de sistemas quanticos isolados
é aplicando o método chamado sudden quench, onde mudamos abruptamente um parame-
tro do Hamiltoniano, tirando o sistema do equilibrio. Assim, sendo A\ o parametro critico
define-se o Hamiltoniano inicial como H; = H (o) e entdo, instantaneamente, muda-se
para o Hamiltoniano final Hy = H()) sem que ocorra a evolugio no tempo (7 = 0).

Como a transicao SI é desencadeada tanto pela intensidade de desordem quanto a
concentracao de impurezas, essas duas propriedades do sistema foram escolhidas como
parametros criticos. Sendo assim, definimos dois protocolos: no protocolo 1 o parametro
critico é a concentragao e no protocolo 2 é a intensidade de desordem.

A diferenca entre os dois protocolos se da em relagao a variagdo do parametro critico:
no protocolo 1 a concentracao do H § serd sempre a concentracao consecutiva em relacao
a concentragao do H;. Por exemplo, para superfluidos com cadeias de L = 6 sitios, as
concentracoes de impurezas possiveis sao 16%, 33%, 50%, 66% e 83%. Sendo assim, no
primeiro quenching os Hamiltonianos inicial e final sao, H, = FI(C =16%) e ]f[f = I:[(C =
33%), no segundo quenching sdo H; = H(C = 33%) ¢ Hy = H(C = 50%) e assim por
diante. No protocolo 2 a intensidade de desordem V do Hamiltoniano final é mantida
fixa, e varia-se apenas a intensidade do Hamiltoniano inicial. A Tabela 2 resume os dois

protocolos.

Tabela 2 — Protocolos adotados no sudden quench. No protocolo 1 o parametro critico é a con-

centragao de impurezas C' e no protocolo 2 é a intensidade de desordem V.

protocolo 1 protocolo 2

Hy(C)) = Hy(Cina) | Hi(V;) = H(V)

Trabalho quantico Em sistemas quanticos, a distribuicao de trabalho quantico contém
importantes informagoes sobre as transi¢oes entre os autoestados, o que faz com que as
propriedades estatisticas mudem dramaticamente ao longo da transicao. Nesse sentido,
usamos os trés primeiros momentos da distribuicao de trabalho para analisar o compor-
tamento da transicao quando o sistema ¢é tirado do equilibrio, onde a expressao para o

momento de k-ésima ordem é

(Wk) = Z P(W;)(W; — W)F, (58)
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onde para sistemas fechados a distribui¢ao de probabilidade (74) é dada por

P(W) = Z 0 [W - (Em - En)]pnpmlm (59)

onde p, é a populagao do n-ésimo autoestado |n) de H;, p,, € a probabilidade de encontrar
o sistema no estado |m) depois do quench quando o estado inicial era |n) e os trés primeiros
momentos sdo o trabalho quéntico médio (k = 1), a variancia (k = 2) e a assimetria
(k= 3).

A probabilidade de ocupacao inicial do n-ésimo autoestado é dado pelo fator de Boltz-

manr

_eXp<_BEn)
b =""Zm

onde Z(B) = > e PP & a funcdo de particio do Hamiltoniano inicial, 8 = (kgT)! ¢ a

(60)

temperatura inversa e p,,, ¢ dada por

Prnin = [(m[n)[*. (61)

Os calculos de sudden quench foram todos obtidos via diagonalizagao exata para sis-
temas com L = 6 sitios e densidade média n = 1.0. Considerando que cada conjunto de
parametros (C;; V;) possui diferentes configuragoes de impurezas para ambos Hamiltonia-
nos inicial e final, cada quench de H; para Hy possui um nimero diferente de combinacoes
possiveis de estados, assim as quantidades analisadas sao uma média sobre todas essas
combinagoes.

Primeiramente, calculamos o trabalho quantico para sistemas com cadeias de L = 100
sitios e densidade média n = 0.8, como descrito no Apéndice APENDICE A, para poder
validar os resultados que obtivemos para cadeias menores de L = 6 sitios. Pela Figura 23a,
podemos ver que o ponto onde ha a extracao méaxima de trabalho quantico do sistema
¢ em C = 40%, precisamente a concentracao critica C¢ encontrada para o perfil de
emaranhamento da Figura 10. Ainda, comparando com a Figura 23b, vemos que o perfil
do trabalho para sistemas de cadeias menores possui o mesmo comportamento que o
perfil de cadeias grandes, além do pico se encontrar na mesma concentragao critica. Isso
evidencia que os resultados obtidos para cadeias com L = 6 sitios nao apresenta efeitos de

borda significativos capaz de alterar os resultados, dando uma maior confiabilidade para
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os resultados seguintes. Além disso, podemos notar que para essa temperatura especifica

(8 = 100t) a extracao de trabalho é possivel para qualquer concentragdo de impurezas ou

intensidade de desordem.

Figura 23 — Trabalho quéntico médio (W) em fungao da concentracao do estado inicial Cy para
sistemas com (a) L = 100 sitios e n = 0.8 e (b) L = 6 sitios e n = 1.0, para diferentes

intensidades de desordem V. Para todos os casos o valor da interagao é de U = —5t

e = 100t. Valores em unidades adimensionais.
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Fonte: Autoria propria.
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Além da extragao méaxima de trabalho na concentragao critica (C' = 50%) vemos
também pela Figura 24a que o processo é otimizado pois nao ha flutuagoes (a variancia
praticamente desaparece). Esse maximo de trabalho sendo extraido com uma dispersao
quase nula esta relacionado com o fato de que, basicamente, a energia estd sendo trans-
ferida entre dois estados "efetivos". Considerando que a distribuicao leva em conta as
possiveis transi¢coes entre H e H £, quando o (W) é grande isso indica que a distribuigao
esta centrada em uma diferenca de energia F,, — F, que é grande e como a varidncia é
pequena, entdo poucos sao os estados que de fato contribuem para o trabalho. E como se
o (W) fosse descrito por uma tnica transicao entre 1y € ¢, onde esses estados seriam os
estados efetivos.

Outra relacao importante é quando comparamos o perfil do trabalho com o do ema-
ranhamento. Como podemos notar, independente do tamanho da cadeia o trabalho apre-
senta uma descontinuidade exatamente na concentracgao critica do sistema, o que indica
que também é possivel de se detectar a transicao SI. Além disso, a extragao de trabalho se
dé& no ponto onde o emaranhamento ¢ minimo, mostrando uma relagao direta entre essas
duas grandezas. Por fim, pela Figura 24b vemos uma mudanga no sinal da assimetria
de positivo para negativo a partir da concentracao critica, comportamento semelhante
visto para a transi¢do metal-isolante de Mott (75). Essa mudanga de sinal indica um
deslocamento da distribui¢ao de probabilidades o que confirma a transi¢ao entre as fases
superfluida e isolante.

Para temperaturas moderadas (8 = 0.5t) vemos que é possivel a extracao de de traba-
lho quéntico do sistema exceto para o caso de intensidades de desordem baixas (V' = —1t),
como mostra a Figura 25a. Além disso, a Figura 25b mostra que a temperatura comega a
afetar também a dispersao do trabalho, o que indica que agora mais estados estao contri-
buindo para a diferenga Fy — E. Entretanto, para altas temperaturas a Figura 26 mostra

que ¢é apenas possivel de produzir trabalho e que as flutuacoes sao grandes.
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Figura 24 — Valores de (a) variancia média (W?) e (b) assimetria média (W3) para sistemas com
L = 6 sitios, densidade n = 1.0, interacdo U = —5t e § = 100t, para diferentes

intensidades de desordem V. Valores em unidades adimensionais.
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Fonte: Autoria propria.
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Figura 25 — Valores de (a) trabalho quantico médio (W) e (b) variancia média (WW?2) para sistemas

com L = 6 sitios, densidade n = 1.0, interacdo U = —5t e = 0.5t, para diferentes

intensidades de desordem V. Valores em unidades adimensionais.
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Fonte: Autoria prépria.
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Figura 26 — Valores de (a) trabalho quantico médio (W) e (b) variancia média (WW?2) para sistemas
com L = 6 sitios, densidade n = 1.0, interaggo U = —5t e § = 0.0333t, para

diferentes intensidades de desordem V. Valores em unidades adimensionais.
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Em seguida, investigamos o trabalho quantico médio e os outros dois momentos no pro-
tocolo 2, onde mantivemos a mesma concentragao de impurezas e variamos a intensidade
de desordem entre os estados inicial e final.

Pela Figura 27a, vemos que o méaximo de extragao de trabalho quantico é na con-
centracao critica assim como no protocolo 1. Entretanto, diferentemente do protocolo
1 vemos que aqui apenas em alguns casos conseguimos extrair trabalho quantico do sis-
tema, mesmo para uma intensidade de desordem fortemente atrativa do estado inicial
(V = —7t). Além disso, para uma intensidade de V' = —5¢ nao conseguimos mais ex-
trair trabalho na concentragao critica e em intensidades abaixo dessa nao extraimos de
nenhuma concentracao.

Na Figura 23b observamos novamente um comportamento distinto daquele observado
no protocolo 1. E possivel identificar a transicdo superfluido-isolante mesmo para uma
desordem fracamente atrativa (V' = —1t), apesar de bem suave. No caso da Figura 27a
vemos que a assinatura da transi¢ao desaparece para valores |V| < 2t. Esse resultado pode
ser explicado quando olhamos a Figura 27b: mesmo para intensidades fracas a variancia é
alta, indicando que varios estados estao contribuindo para a diferenca de energia Ey — £
que leva aquele valor de trabalho quéantico. Isso mostra também que as transi¢oes sao
mais afetadas pela intensidade de desordem.

Por fim, a Figura 28 revela que em altas temperaturas a assinatura da transicao
desaparece completamente mesmo para intensidades de desordem fortemente atrativas,
ou seja, nao é mais possivel extrair trabalho de nenhum caso e as flutuacoes quanticas sao

grandes.
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Figura 27 — Valores de (a) trabalho quantico médio (W) e (b) variancia média (W?) em funcio
da concentracao C para sistemas com L = 6 sitios, densidade n = 1.0, interacao
U = —5t e § = 100t, para diferentes intensidades de desordem V do estado inicial.
Para todos os casos a intensidade de desordem do estado final ¢ Vy = —10¢. Valores

em unidades adimensionais.

(a) Trabalho quantico médio

T T T T T T
10 - A
0 [ |
—101 |
S |
—30 N
401 i
_50 | | | | | | | | i
10 20 30 40 50 60 70 80
C
(b) Variancia
T T T

100 - A

80 |- 8

60 | 8

=
40
20 1 a
ol i
| | | | | | | |

10 20 30 40 90 60 70 30

Fonte: Autoria propria.
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Figura 28 — Valores de (a) trabalho quantico médio (W) e (b) variancia média (W?) em funcao
da concentragdo C para sistemas com L = 6 sitios, densidade n = 1.0, interagao
U = —5t e 8 = 0.0333t, para diferentes intensidades de desordem V do estado
inicial. Para todos os casos a intensidade de desordem do estado final ¢ Vy = —10¢.

Valores em unidades adimensionais.
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3.2 Regime de interacao repulsiva entre particulas U > 0

Assim como no caso da transicao SI, aqui também aplicamos calculos de DFT para
obter valores de energia e densidades e usamos a entropia linear para quantificar o grau
de emaranhamento dos sistemas e investigar a transicao MI de Mott-Anderson em cadeias
com impurezas. Apesar de ser uma ferramenta conhecidamente eficaz para se identificar
transigoes de fase quanticas (76-80) e estados exoticos da matéria (81-85), o emaranha-
mento também tem sido utilizado para explorar a transicao MI de Mott mas em sistemas
sem desordem (86-89). Entretanto, poucos estudos investigaram a transicao MI de Mott-

Anderson do ponto de vista do emaranhamento (90-92).

3.2.1 Transicao Ml desencadeada pela densidade média de particulas n

A fim de investigar o comportamento de ambos os fendmenos juntos (MI de Mott-
Anderson), primeiro analisamos cada caso separado (MI de Mott e MI de Anderson).
Pela Figura 29 vemos que a transicao de Mott, que ocorre quando nao ha desordem no
sistema (V' = 0), apresenta uma queda no emaranhamento com o aumento da interagao
U, no ponto de densidade média n = 1. Nesse valor de densidade, surge um minimo
local para valores de U 2 2t que se torna mais acentuado conforme o valor da interagao
aumenta. Denominamos essa densidade como densidade critica nZ. A saturagio do
emaranhamento em um valor finito de £ = 0.5 para U — oo ¢ a assinatura da transigao
de Mott, onde o aumento da interagao U congela os graus de liberdade das particulas em
relacao a probabilidade de hopping entre os sitios, apresentando probabilidades méximas
de ocupagao simples (wy = w; — 0.5 - ver Apéndice). Apesar das particulas estarem
congeladas nos sitios, o emaranhamento para U — oo nao é zero pois as particulas ainda

possuem os graus de liberdade de spin, que nao estao congelados. Isso resulta em um tipo

de localizacao parcial.
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Figura 29 — Emaranhamento médio £ em funcdo da densidade média de particulas n para sis-
temas com diferentes interagoes intra-sitios e sem desordem (Mott MI). Valores em

unidades adimensionais.
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Fonte: Autoria propria.

De maneira semelhante, como mostra a Figura 30, na transicao MI Anderson hé uma
queda do emaranhamento com o aumento da intensidade de desordem com minimo de
emaranhamento na densidade critica nl, = 2C//100 para valores de |V'| > 3t. Esse minimo
em ng primeiramente observado na transigao SI (93,94) é a assinatura que caracteriza
a localizagao de Anderson: uma desordem V' atrativa congela os graus de liberdade das
particulas favorecendo a dupla ocupagao nos sitios com impurezas. Entretanto, diferente-
mente do caso de Mott, na transicao de Anderson hé uma localizacao total das particulas

caso a intensidade de desordem for suficientemente forte (wy — 1 e £ = 0 para |V | — o).
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Figura 30 — Emaranhamento médio £ em funcdo da densidade média de particulas n para sis-
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Fonte: Autoria prépria.

Por fim, analisamos o comportamento da transicao MI na presenca de desordem V' e

interagao U, como mostra a Figura 31. Vemos pela Figura 31a que com uma intensidade

de desordem fraca (V = —1t) o perfil de emaranhamento é semelhante ao do caso "clean"

(C=0eV =0): o minimo se mantém em n¥% = 1 e o minimo em nY% da transicio de

Anderson nao aparece, permanecendo apenas a Mott MI. Conforme o valor de V' cresce,

a desordem comega a impactar na transicao de Mott (Figura 31b): a densidade critica da

transicio de Mott ¢ deslocada para valores de nZ 7Y > 1, o que indica que a densidade

efetiva nos sitios sem impurezas (ny—g) € menor que n, pois como as particulas estao

localizadas nos sitios com impurezas (V' < 0) ¢ necessario uma densidade n > 1 para

satisfazer a relagao de ny—y = 1 na transicao de Mott.
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Figura 31 — Emaranhamento médio £ em funcdo da densidade média n de particulas para sis-
temas com (a) diferentes concentragoes de impurezas e intensidades de desordem e

(b) com C' = 25% e intensidade fortemente atrativa (V = —20t). Todos os casos

apresentam interacdo U = —5t. Valores em unidades adimensionais.
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Para desordem atrativa (V' < 0) a maioria das particulas esta localizada nos sitios com
impurezas Ly podendo ter até 2 particulas por sitio, ou seja, 2Ly. Sobram assim L — Ly
sitios sem impurezas e N — 2Ly particulas nesses sitios. Sendo assim, a densidade efetiva

dos sitios sem impurezas pode ser definida como,

(N —2Ly)
nNy—og= ————""—"".
V=0 (L—LV)
U—-V

A densidade critica ngs " serd portanto a densidade média n para que ny—o = 1, que

(62)

em termos de concentragao pode ser escrita como,

ny— = 1,
(N -2Ly) _
(L — Ly) ’
N = L+ Ly,
N Ly
= 14+ =X
L + L’
C
U—=V
= 1+ —. 63
e T 100 (63)

De modo semelhante, tem-se uma densidade efetiva para os sitios com impurezas

definida como

onde a densidade critica nZ" tem que ser menor que 1 para que ny = 1. Essa densidade
critica é induzida pela desordem e esté associada a uma transi¢ao do tipo Mott (Mott-like

MI) que, em termos de concentragao, é dado por

ny = ]_,
N
Ly ’
N Ly
L L’
ngeV = Wco' (65)

U<V

Os minimos suaves em ng~" sao induzidos por desordem suficientemente forte, como

mostra a Figura 31a, que para os casos V = 0 e V = —1t estao ausentes. Além disso, a
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densidade critica n, permanece em 2C'/100 mas com um valor de emaranhamento maior
que 0 (em comparagao com a Figura 30), indicando que na presenca de interagao U é
preciso um valor de desordem mais forte para que o sistema alcance uma localizagao total
(L = 0). Isso ocorre pois enquanto U > 0 contribui favorecendo a ocupagao simples das
particulas (wy,w)), V contribui favorecendo a dupla ocupagao (wy). Sendo assim, para
a transicdo MI de Anderson ha uma competigao entre U e V' de maneira que o sistema
precisa de uma desordem mais forte para alcancar a fase isolante, o que contrasta com a
transi¢ao SI quando desencadeada por desordem, pois nesse caso U < 0 também favorece
a dupla ocupagao e essa competi¢do nao é observada (93,94).

Outra caracteristica que vemos na Figura 31a é que o minimo na densidade critica
ng Y é menor para concentragoes menores pois o impacto de U ¢ menos relevante para
densidades baixas, diminuindo a competicao entre V e U. Além disso, a Figura 31b
mostra que com uma desordem suficientemente forte o sistema alcanca a localizagao total
em nY%~Y independente da interagdo U. Ainda, vemos um comportamento semelhante
a0 que viamos para a transicao SI: uma "plataforma" no perfil de emaranhamento para
valores de n < nl;”Y que esta relacionada com a dificuldade de conexao entre as particulas
devido a distancia média dos sitios com impurezas. Com o aumento de C', a distancia
entre esses sitios diminui e a plataforma fica mais extensa e apresenta um £ maior.

A Tabela 3 resume os tipos de transigao (Mott, Anderson ou Mott-Anderson) e as
respectivas densidades criticas para intensidade de desordem atrativa (V' < 0). Para
obter as mesmas expressoes para intensidade de desordem repulsiva, utiliza-se a simetria
particula-buraco e toma-se ng — ng = 2 — ne. A simetria particula-buraco pode ser
confirmada através da Figura 32, onde temos nY, = 0.5, n%~V = 1.25 e nY~" = 0.25 para

V < 0 (curva marrom) e ng = 1.50, nZ~V = 0.75 e n¢=V = 1.75 para V > 0 (curva

vermelha).
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Tabela 3 — Relagao entre densidade critica ng e concentragao de impurezas C para os diferentes

tipos de transi¢ao metal-isolante (Mott, Anderson e Mott-Anderson).

Transicao Mott Anderson Mott-Anderson
MI U>2t, V=0 | [V|23t,U=0 U > 2t |V| >3t
nd=Y = 14 C/100
densidade - v
nY =1 nt, =2C/100 | %~V = p¥%=20/100
critica
ndeV = C/100

Fonte: Autoria propria.

Figura 32 — Emaranhamento médio £ em funcio da densidade média de particulas n para sis-
temas com intensidade de desordem atrativa (V = —20t) e repulsiva (V = —20¢), e

interacao U = 5t. Valores em unidades adimensionais.
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3.2.2  Transicdo MI desencadeada pela concentracdo de impurezas C

Semelhantemente ao comportamento da transicao SI, na metal-isolante também vemos
uma nao-monotonicidade na concentracio critica (C = 40%) com £ =~ 0 indicando um
estado de localizagao total do sistema (Anderson MI), como mostra a Figura 33a. Além
disso, esse minimo também esté relacionado com a intensidade de desordem: para fraca
desordem, a nao-monotonicidade torna-se menos abrupta e o minimo nao ocorre em C¢,
caracterizando o estado de localizacao total frustrada.

Entretanto, na transicao MI vemos um minimo local adicional em C' = 80% que
corresponde a transi¢ao de Mott: nesse ponto a interagao suficientemente forte (U = 10¢)
favorece a ocupacao simples das particulas (ws,w)), e praticamente todos os sitios estao
ocupados ou com particulas de spin-up ou de spin-down. Essa interpretacao é confirmada
pelas probabilidades médias de ocupagao como mostra a Figura 34.

A Figura 33b mostra a simetria em relacao ao sinal da desordem: para desordem repul-
siva a concentracao critica é C' = 60% pois agora 60 sitios possuem impurezas repulsivas
e as particulas estarao duplamente ocupadas nos 40 sitios sem impurezas. Da mesma ma-
neira, temos a simetria em relacao ao minimo local que para impurezas repulsivas ocorre

em C = 20%.
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Figura 33 — Emaranhamento médio £ em funcio da concentracao de impurezas C para sistemas
com intensidade de desordem (a) atrativa e (b) repulsiva. Em todos os casos, os
sistemas apresentam interagao U = 10t e densidade média n = 0.8. Valores em

unidades adimensionais.
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Figura 34 — Probabilidades médias de ocupagao simples (a) spin-up e (b) spin-down para sitios
com impurezas ) e sem impurezas w, —° em funcio da concentracio de impurezas
C para sistemas com intensidade de desordem V = —20t, densidade média n = 0.8

e interagao U = 10t. Valores em unidades adimensionais.
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Fonte: Autoria propria.
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3.2.3  Transiciao Ml desencadeada pela interacio intra-sitio U

Por fim, quando analisamos o perfil de emaranhamento médio em fungao da interagao
intra-sitio fica mais explicito a competicao entre U e V. A Figura 35 mostra que é
necessario uma desordem fortemente atrativa (V' = —20t) ou repulsiva (V' = 420t) para
se alcancar o estado de localizagao total. Mesmo uma intensidade de desordem V = —10t,
que no caso do regime de U < 0 era considerada fortemente atrativa, no regime U > 0 ela
nao ¢ suficientemente forte para levar o sistema hé localizacao total, ja que V' contribui
favorecendo a ocupagao dupla dos sitios com impurezas (wy) enquanto que U contribui
favorecendo as probabilidades desemparelhadas (wy e wy).

Sendo assim, podemos resumir que para os casos de concentracao critica quanto maior
a interagao U e menor a intensidade V o sistema estard em um estado onde as particulas
tem maior mobilidade, sendo classificado como um estado metalico. Entretanto, quanto
menor a interacao U e maior a intensidade V' o sistema estard em um estado de pouca

mobilidade das particulas, sendo classificado como isolante.
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Figura 35 — Emaranhamento médio £ em funcdo da interacio intra-sitio U para sistemas com

(a) C = 40% de impurezas atrativas e (b) C = 60% de impurezas repulsivas, com

densidade média n = 0.8. Valores em unidades adimensionais.
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4 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Na presente tese, estudamos duas transicoes de fase quéanticas em nanoestruturas
desordenadas: a transicao superfluido-isolante e a transicao metal-isolante. Utilizamos
o modelo de Hubbard fermionico unidimensional para descrever as nanoestruturas e a
desordem foi inserida através de impurezas localizadas, aleatoriamente distribuidas na
cadeia, de acordo com uma concentracao especifica. Para identificar essas transicoes foi
utilizado o grau de emaranhamento quantificado via entropia linear.

No Capitulo 1, apresentamos brevemente diferentes tipos de fases e como elas se re-
lacionam. Discutimos também a diferenca entre uma transicao de fase classica e uma
transicao de fase quéntica, e quais as principais caracteristicas da ultima. Além disso,
discorremos das duas principais transi¢oes aqui estudadas: a transicao metal-isolante e a
transicao superfluido-isolante.

No Capitulo 2, introduzimos a fundamentacao teérica do modelo de Hubbard e as espe-
cificidades que adotamos neste trabalho. Adicionalmente, apresentamos os fundamentos
da teoria do Funcional da Densidade e sua formulacao para o modelo de Hubbard. Por
fim, discutimos a formulacao do emaranhamento para esse modelo e as aproximacgoes que
adotamos para o calculo da entropia linear.

O Capitulo 3 foi dedicado as discussoes dos resultados. Comecamos investigando a
transicao superfluido-isolante e sua relacao com a concentracao de impurezas. Mostra-
mos que a transicao SI pode ser desencadeada pela intensidade das impurezas V', pela
concentracao das impurezas C' e pela densidade média de particulas n. Vimos que en-
quanto a interagao U praticamente nao afeta a transi¢ao, o confinamento harménico k, se
suficientemente forte, pode induzir uma transi¢ao do estado totalmente localizado para a
localizagao ordinaria.

Mostramos que quando a transicao é desencadeada pela intensidade de desordem,
qualquer valor pequeno de V' é capaz de levar o sistema de um estado de superfluidez para
um estado localizado. Ainda, mostramos que o emaranhamento satura com o aumento de
|V | indicando um estado isolante. Quando comparamos o perfil da entropia em fungao da
intensidade de desordem para valores atrativos (V' < 0) e repulsivos (V' > 0), mostramos

também que ha uma simetria particula-buraco em relagao a concentragao critica.
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Estendemos nossa analise para o caso onde a transicao SI é desencadeada pela con-
centracao de impurezas. Para esse caso, mostramos que h& uma intensidade minima de
V capaz de levar o sistema de um estado de superfluidez para um estado de localizacao
total. Quando esse V' nao é forte o suficiente, o sistema vai para um estado que chamamos
de localizagao frustrada. Além disso, mostramos que ha uma relacao bem definida entre a
concentracao de impurezas e a densidade média do sistema. Discutimos também a ordem
da transicao em relacao ao parametro critico: quando desencadeada por V' a transicao é
de segunda ordem e quando desencadeada por C, de primeira ordem.

Adicionalmente, exploramos a transicao SI do ponto de vista da termodinamica fora-
do-equilibrio. Verificamos que é possivel identificar a transicao através do trabalho quéan-
tico para temperaturas baixas e moderadas e que, na concentracao critica, temos a situ-
acao em que melhor se extrai trabalho do sistema.

Finalmente, exploramos a transi¢gao metal-isolante quando ha apenas interagao U (V' =
0) na transicao "metal-isolante de Mott", e observamos que o emaranhamento apresenta
um minimo na densidade critica n = 1 mas que ¢ nao-nulo, indicando que a localiza¢ao
é parcial. Em contraste, na presenga apenas de desordem V (U = 0), na transigao
metal-isolante de Anderson, o emaranhamento pode ser nulo na concentracao critica,
para desordem suficientemente forte, caracterizando a localizagao total. Vimos também
que as transi¢coes de Mott e de Anderson apresentam uma tnica densidade critica quando
separadas e trés quando combinadas: uma referente a interacao U, outra referente a
intensidade de desordem V' e a terceira que é referente & competicao entre desordem e
interacao e esté relacionada com a densidade efetiva do sistema.

A maior parte dos resultados aqui apresentados ja fora publicada em trés artigos

cientificos:
1. G. A. Canella, V. V. Franga, Scientific Reports 9, 15313 (2019) (93)
2. G. A. Canella, V. V. Franca, Physica A 545, 123646 (2020) (94)

3. G. A. Canella, V. V. Franca, Physical Review B 104, 134201 (2021) (95)

Outros dois artigos cientificos estao em preparacao, contemplando os efeitos de tem-
peratura tanto na transicao SI quanto na MI. Como perspectivas futuras, ressaltamos a
possibilidade de investigar as transi¢oes SI e MI via emaranhamento em sistemas com

diferentes topologias de desordem, pois neste trabalho nos limitamos a modelagem de



87

desordem via impurezas pontuais de mesma intensidade. Um outro sistema interessante
de ser explorado é o de "superredes" onde temos modulacoes periddicas de impurezas.
Ou ainda, investigar sistemas que possuem magnetizacao. Com isso, esperamos que essa
tese inspire a comunidade a investigar essas e outras questoes e que ajude a contribuir

para a area.
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97

APENDICE A TRANSICAO SUPERFLUIDO-ISOLANTE

Calculo do trabalho quantico para sistemas de cadeias L = 100

O calculo do trabalho quantico para cadeias de L = 6 sitios foram realizados utilizando
os autovalores e autovetores obtidos através da diagonalizacao exata do sistema. Para os
sistemas de L = 100 sitios e 7" = 0 utilizou-se uma outra abordagem.

O trabalho quéantico é descrito como a diferenca de energia entre os estados final e

inicial de um sistema,

Wy = / AW P(W)
= (Yy|Hyltby) — (Yol Holtbo)- (A1)

Como no processo de sudden quench o sistema passa do estado inicial para o final
instantaneamente e nao hé temperatura no sistema, o estado final vai ser igual ao estado

inicial,

(W) = (to|Hylwo) — (o Holvo)
= (Wo|Ty + Us + Vilyho) — (vo|To + Uo + Vo|tbo)- (A2)

Em ambos os protocolos o parametro critico ou foi a concentragao de impurezas C' ou
foi a intensidade das impurezas V. Sendo assim, os termos de energia cinética e interacao

do estado inicial e final da eq. A.2 s@o iguais, o que resulta em
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