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RESUMO

CANELLA, G. A. Transições de fase quânticas em nanoestruturas desordenadas.

2021. 98p. Tese (Doutor em Ciências) - Instituto de Química de Araraquara, Universidade

Estadual Paulista, Araraquara, 2021.

O estudo de transições de fase quânticas tem despertado o interesse de cientistas teóricos

e experimentais. Quando um sistema é exposto a uma desordem moderada ou forte a fun-

ção de onda eletrônica se localiza transformando metais ou supercondutores em isolantes.

Neste trabalho, investigamos as transições superfluido-isolante e metal-isolante através do

emaranhamento quântico. Utilizamos o modelo de Hubbard fermiônico unidimensional

para descrever as nanoestruturas desordenadas, obtendo os valores de energia e densidade

através da teoria do Funcional da Densidade e quantificando o grau de emaranhamento do

sistema através da entropia linear. Para a transição superfluido-isolante verificamos que

ela pode ser desencadeada pela concentração de impurezas, pela intensidade de desordem

ou pela densidade média de partículas. Encontramos uma relação direta entre a concentra-

ção crítica da transição e a densidade média e mostramos que a classificação da transição

e a existência de um Vmin depende se o sistema está em um estado de localização total ou

localização ordinária. Na abordagem da termodinâmica fora do equilíbrio verificamos que

a extração máxima de trabalho ocorre quando o sistema está exatamente na concentração

crítica e que para temperaturas altas só é possível a produção de trabalho. Para a tran-

sição metal-isolante verificamos que, diferentemente da transição superfluido-isolante, há

uma competição entre U e V pois cada parâmetro contribui de maneira diferente para a

fase isolante. Mostramos que a relação entre a concentração crítica e a densidade média

para esse caso depende do tipo da transição metal-isolante em questão.

Palavras-chave: Transição de fase quântica. Modelo de Hubbard. Teoria do funcional

da densidade. Emaranhamento. Trabalho quântico



ABSTRACT

CANELLA, G. A.Quantum phase transitions in disordered nanostructures. 2021.

98p. Thesis (Doctor in Science) - Instituto de Química de Araraquara, Universidade

Estadual Paulista, Araraquara, 2021.

The study of quantum phase transitions has aroused interest of theoretical and experi-

mental scientists. When a system is exposed to moderate or strong disorder, the electronic

wave function becomes localized, transforming metals or superconductors into insulators.

In this thesis, we investigate the superfluid-insulator and metal-insulator transitions th-

rough quantum entanglement. We use the one-dimensional fermionic Hubbard model

to describe the disordered nanostructures, obtaining the energy and density profiles via

Density Functional theory and quantifying the degree of entanglement through the linear

entropy. For the superfluid-insulator transition, we showed that it can be triggered by the

concentration of impurities, the intensity of disorder or the average density of particles.

We found a direct relationship between the critical transition concentration and the ave-

rage density, and we showed that the order of the transition and the existence of a Vmin

depends on whether the system is in a state of total or ordinary localization. In the out-

of-equilibrium thermodynamics approach we found that the maximum work extraction

occurs when the system is exactly at the critical concentration and for high temperatures

only work production is possible. For the metal-insulator transition we verified that unlike

the superfluid-insulator transition, there is a competition between U and V due to their

different contributions to the insulator phase. We showed that the relationship between

the critical concentration and the average density for this case depends on the type of

metal-insulator transition.

Keywords: Quantum phase transition. Hubbard model. Density Functional theory.

Entanglement. Quantum work
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Supercondutividade

Na linha de pesquisa de Nanomateriais e Nanoestruturas, grande parte dos fundamen-

tos teóricos é oriunda da chamada física da matéria condensada. Nesta linha de pesquisa,

estudam-se não apenas as propriedades de materiais já conhecidos, mas busca-se também

descobrir novos tipos de materiais, sendo que, em ambos os casos, sólidos têm se mostrado

materiais promissores, pois já apresentam inúmeras aplicações, principalmente na área de

tecnologias quânticas (1, 2).

Materiais sólidos podem ser classificados de diferentes maneiras: quanto ao tipo de

material do qual ele é composto, ao arranjo das partículas na sua estrutura cristalina, às

diferentes ligações formadas por essas partículas, à estrutura de bandas e às propriedades

elétricas, etc. Especificamente com relação à capacidade de conduzir corrente elétrica,

os materiais podem ser classificados como condutores, isolantes ou semicondutores, como

ilustra a Figura 1.

Materiais condutores são aqueles que apresentam uma camada de valência totalmente

preenchida e não há um gap de energia entre a banda de valência e a de condução.

Materiais semicondutores possuem um pequeno gap entre a banda de valência e a de

condução, de forma que a passagem de elétrons de uma banda à outra requer energia,

que pode vir, por exemplo, de uma excitação térmica ou óptica. Já os isolantes possuem

um grande gap de energia entre a banda de valência e a de condução, o que proíbe a

movimentação eletrônica de uma banda à outra.
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Figura 1 – Representação da estrutura de bandas de materiais condutores (esquerda), semicon-

dutores (centro) e isolantes (direita), em que a banda proibida é o gap de energia.
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banda de valência
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proibida
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Fonte: Autoria própria.

Essas diferentes estruturas de bandas definem características específicas a esses tipos

de materiais. Por exemplo, condutores são materiais cuja condutividade elétrica diminui

com a temperatura, nos semicondutores a condutividade aumenta com a temperatura, e

os isolantes não conduzem corrente elétrica. Entretanto, em 1911 o físico Heike Onnes

descobriu que ao se resfriar um fio de mercúrio até 4.2 K, sua resistência elétrica sobre esse

fio tende a zero (3), ou seja, a corrente elétrica pode fluir sem dissipação de calor. Esse

fenômeno ficou conhecido como supercondutividade, que ocorre quando um material

conduz eletricidade sem resistência alguma.

Três anos depois, Onnes descobriu que o chumbo também é um supercondutor só que

a uma temperatura diferente (7 K) (4), ele percebeu então que essa temperatura de super-

condução é específica para cada material, denominando-se assim temperatura crítica

TC . Nos anos seguintes, vários outros elementos foram descobertos como sendo supercon-

dutores (5), mas apenas em 1957 é que John Bardeen, Leon Cooper e Rober Schrieffer

conceberam a primeira teoria microscópica que explica o fenômeno da supercondutivi-

dade (6), conhecida como teoria BCS (do inglês, Bardeen-Cooper-Schrieffer theory). O

aspecto central dessa teoria é a existência de uma interação efetiva atrativa entre dois

elétrons: para T < TC um elétron se movendo em uma rede cristalina causa nesta uma



20

distorção, criando uma área de maior densidade de carga positiva ao seu redor. Um se-

gundo elétron que esteja a uma certa distância dessa região de distorção (fônon) é atraído

por ela. Assim, a interação efetiva entre esses dois elétrons será atrativa, devido à pre-

sença dos fônons da rede deformada. Esse sistema elétron-fônon-elétron ficou conhecido

como par de Cooper (7), como ilustra a Figura 2.

Figura 2 – Representação do movimento de um par de Cooper pela rede do cristal. O movimento

primeiro elétron gera uma distorção na rede (fônon) aumentando a densidade de carga

positiva naquela região, que acaba atraindo um segundo elétron.
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Fonte: autoria própria.
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1.2 Transições de fase quânticas

1.2.1 Transição Superfluido-Isolante

Como vimos na seção anterior, podemos classificar um material em termos de suas

propriedades de condução de 4 maneiras diferentes: condutor, semicondutor, isolante

ou supercondutor. Entretanto, para que um material alcance o estado supercondutor,

sua temperatura deve estar abaixo de uma determinada temperatura TC . Portanto, um

material que em T > TC é isolante ou condutor, poderá se tornar um supercondutor para

T < TC . Existe ainda uma outra classe de supercondutores chamados "supercondutores

de alta temperatura crítica" HTSC (do inglês, high-TC Superconductors), que, como o

próprio nome diz, apresentam uma TC bem maior do que os convencionais. Até o começo

da década de 80, eram conhecidos apenas materiais cuja TC é de poucos graus Kelvin, mas,

em 1986, uma nova cerâmica foi descoberta com uma temperatura de aproximadamente

30 K (8). Nos anos seguintes, diversos materiais foram sendo descobertos com TC cada

vez mais próxima da temperatura ambiente. Atualmente, o sulfeto de hidrogênio H2S com

TC = 203 K (−70 ◦C) (9) é o supercondutor de maior temperatura crítica conhecido.

Do ponto de vista macroscópico, quando variamos a temperatura de um material e

alcançamos uma T específica, esse material pode passar de uma fase para outra. Nesse

caso, como quem determina a transição de fase são as flutuações térmicas, chamamos essa

mudança de transição de fase clássica ou transição de fase térmica. Na medida em que

T → 0, flutuações térmicas desaparecem e restam apenas as flutuações quânticas. Di-

ferentemente das térmicas, as flutuações quânticas são governadas por um outro tipo de

parâmetro não-térmico que pode afetar a ordenação do sistema, como: campo magnético,

impurezas (desordem) no sistema, concentração, entre outros (10). Porém, sendo transi-

ções em regime quântico, sua detecção nem sempre é trivial. Várias abordagens têm sido

exploradas como, por exemplo, correlações quânticas (11) e concorrência (12) do estado

fundamental, entropia de von Neumann (13), emaranhamento (14–16), entre outras.

Uma dessas transições é a transição superfluido-isolante SI (do inglês, Superfluid-

Insulator Transition), fenômeno que foi primeiramente modelado por Anderson (17), que
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propôs que para grau de desordem moderado ou forte a função de onda eletrônica do

sistema se torna localizada, transformando metais ou supercondutores em isolantes (18,

19). Por se tratar de fenômenos de características opostas, materiais contendo ambas,

localização e supercondutividade, são promissores para diversas aplicações, e estudá-los

pode nos fornecer uma melhor compreensão de outros sistemas superfluidos diferentes

como, por exemplo, supercondutores de alta TC , nanofios supercondutores (16), gases

atômicos ultra frios (20), entre outros.

Entretanto, a maioria dos estudos da transição SI tem tratado de sistemas bosônicos

com fraca desordem ou não-interagentes (21–25), devido à limitação computacional de

resolver exatamente sistemas de muitos corpos desordenados. Sendo assim, a teoria do

Funcional da Densidade DFT (26) (do inglês, Density Functional Theory) apresenta van-

tagens em relação a outras técnicas pois permite o tratamento de problemas de muitos

corpos de uma maneira suficientemente precisa com relativamente baixo custo computa-

cional, uma vez que sua variável chave é a densidade eletrônica e não a função de onda.

Outro ponto importante é que nenhum dos estudos anteriores considerou sistemas su-

perfluidos puramente fermiônicos e nenhum deles reportou a transição SI desencadeada

pela concentração de impurezas V ou pela densidade de partículas n usando emaranha-

mento. Além disso, existe uma extensa discussão sobre a existência ou não de uma

intensidade de desordem mínima Vmin necessária para a localização em sistemas 1D e

2D (27–30) e também sobre a natureza da transição SI, se de fato é uma transição de fase

ou um crossover (31,32).

1.2.2 Transição Metal-Isolante

Como dito na seção anterior, uma mudança em certos parâmetros do sistema pode

levar a uma transição entre as fases metálicas e isolante. Entretanto, diferentemente da

transição SI a transição metal-isolanteMI (do inglês, Metal-Insulator Transition) pode

ser desencadeada por dois mecanismos distintos: um aumento no grau de desordem no

sistema (por exemplo, interação Coulombica) que leva à uma localização das partículas

em sítios específicos, conhecida como transição Metal-Isolante de Anderson (Ander-
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son MI) (17), ou um aumento da interação entre partículas, conhecida como transição

Metal-Isolante de Mott (Mott MI) (33–35), que também induz à uma localização

quando há uma partícula por sítio.

Recentemente, significativos avanços têm sido alcançados em estudos teóricos consi-

derando ambas transições (36–43). Entretanto, a maioria desses estudos utilizam a teoria

do campo médio dinâmico DMFT (do inglês, Dynamic Mean Field Theory) (44), que

apesar de conseguir tratar bem a correlação eletrônica em sistemas de muitos corpos é

um método computacionalmente muito custoso.

O objetivo deste trabalho foi estudar as transições superfluido-isolante e metal-isolante

em nanoestruturas desordenadas cujas impurezas foram distribuídas aleatoriamente pelo

sistema. Para isso utilizamos a entropia linear como forma de quantificar o emaranha-

mento das diferentes fases. Nosso foco foi tentar entender como que certos parâmetros do

sistema, como concentração de impurezas, densidade e outros, afetam o comportamento

dessas transições. Encontramos uma relação entre a concentração de impurezas e a den-

sidade do sistema para ambos os casos. Especificamente para a transição superfluido-

isolante ainda fizemos um estado incluindo temperatura no sistema, onde analisamos

propriedades como trabalho quântico, variância e assimetria.

Os fundamentos teóricos da tese são apresentados no Capítulo 2, onde iniciamos pelo

modelo de Hubbard. A segunda parte do capítulo é dedicada a apresentar os fundamentos

da teoria do Funcional da Densidade (DFT) onde incluímos o esquema de Kohn-Sham

(KS) e a versão da DFT para o modelo de Hubbard. A parte final do capítulo é reservada

para a apresentação da definição de emaranhamento e como aplicamos o emaranhamento

para o modelo de Hubbard.

No capítulo 3 apresentamos os resultados do trabalho onde começamos pela transição

superfluido-isolante, passando pela análise dos sistemas sem temperatura e utilizando

o emaranhamento como medida de quantificar a transição. Em seguida, discutimos os

resultados obtidos através da análise do trabalho quântico e outros momentos quando

incluímos temperatura no sistema. A última parte do capítulo foi destinada a discussão

sobre a transição metal-isolante. Por fim, no Capítulo 4 apresentamos as conclusões finais

e as perspectivas futuras.
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2 FUNDAMENTOS TEÓRICOS

2.1 Modelo de Hubbard

Um dos grandes desafios de trabalhar com sistemas de muitos corpos é a descrição, em

nível microscópico, da interação de uma grande quantidade de partículas. Sendo assim, é

impossível resolver esses problemas analiticamente e, mesmo numericamente, a descrição

exata se torna proibitiva já para poucas partículas.

Na tentativa de descrever sólidos microscopicamente, John Hubbard introduziu um

Hamiltoniano que considera as correlações eletrônicas em bandas de energia, modelo que

ficou conhecido comomodelo de Hubbard (45). Apesar de ser um modelo relativamente

simples, ele consegue prever diversos fenômenos interessantes como, por exemplo, orde-

nação magnética do material, transições de fase quânticas (metal-isolante e superfluido-

isolante), efeitos de supercondutividade, entre outros.

O modelo de Hubbard consiste em considerar um sólido formado por posições nucleares

(sítios) e elétrons em uma estrutura cristalina tridimensional. Uma vez que os núcleos

são muito mais pesados que os elétrons, utiliza-se a aproximação de Born-Oppenheimer:

rede cristalina estática, considerando portanto apenas os graus de liberdade eletrônicos.

Em sua versão mais simples, o modelo de Hubbard considera interação de curto alcance,

isto é, os elétrons interagem entre si apenas quando localizados em um mesmo sítio e

possuem uma probabilidade de se deslocar para sítios vizinhos próximos. Sendo assim, o

Hamiltoniano de Hubbard em segunda quantização é dado por:

Ĥ = −
L∑

l=1,σ

tl,l+1(ĉ
†
l,σ ĉl+1,σ +H.c.)− τ(ĉ†1,σ ĉL,σ +H.c.) +

L∑
l=1

Uln̂l,↑n̂l,↓ +
L∑

l=1,σ

Vln̂lσ, (1)

onde tl,l+1 é o parâmetro de hopping associado à energia cinética do sistema, H.c. é

o Hermitiano conjugado do primeiro termo do parênteses, τ é o acoplamento entre o

primeiro e o último sítio da cadeia, Ul é a interação intra-sítio, Vl é o potencial externo do

sítio l, ĉ†lσ e ĉlσ são os operadores de criação e destruição de partículas de spin σ no sítio l,

respectivamente, e n̂lσ = ĉ†lσ ĉlσ é o operador densidade. A densidade média de partículas
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é definida como

n =
N

L
, (2)

onde N é o número total de partículas (N = N↑+N↓) e L é o número de sítios da cadeia.

A eq. (1) representa o Hamiltoniano de Hubbard para um sistema unidimensional.

Basicamente, o modelo é representado por uma cadeia linear de sítios onde cada sítio

pode acomodar até dois elétrons com spin opostos, como ilustra a Figura 3.

Figura 3 – Representação de uma cadeia unidimensional de L sítios descrita pelo modelo de

Hubbard em sua versão mais simples.

Ul Ul Ul
tl,l+1

L

Fonte: Autoria própria.

Para o caso particular em que o hopping t e a interação U é a mesma para todos os

sítios, a distribuição de partículas pela cadeia vai depender de dois fatores: do potencial

externo Vl e das condições de contorno. Para sistemas sem campos externos (Vl = 0),

as partículas serão distribuídas de maneira equivalente pelos sítios da cadeia, e, assim,

chamamos o sistema de homogêneo e, quando houver algum tipo de potencial externo

(Vl 6= 0), então chamamos o sistema de heterogêneo. Mas note que pode haver efeitos

de tamanho finito, que geram oscilações na distribuição de partículas, devido à presença

das bordas, dependendo da condição de contorno adotada. As condições de contorno são

inseridas através do acoplamento τ , onde, para condições de contorno abertas OBC (do

inglês, Open Boundary Conditions) temos: τ = 0; para condições de contorno periódicas

PBC (do inglês, Periodic Boundary Conditions) temos: τ = t; e, para condições de

contorno torcidas TBC (do inglês, Twisted Boundary Conditions) temos τ = teiϕ, onde

ϕ é a torção (46), como ilustra a Figura 4.

Para alguns casos limites, o Hamiltoniano da eq. (1) tem solução exata. Para o caso

em que a cadeia é homogênea e no limite L→∞, obtém-se, através da solução exata de

Bethe-Ansatz (47), a energia do estado fundamental,
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e = −2L

∫ Q

−Q
ρ(k) cos kdk, (3)

onde a função ρ(k) vem de um conjunto de equações integrais acopladas de Lieb-Wu,

ρ(k) =
1

2π
+

cos k

2π

∫ B

−B

8Uσ(λ)

U2 + 16(sin k − λ)2
dλ (4)

σ(λ) =
1

π

∫ Q

−Q

4Uρ(k)

U2 + 16(λ− sin k)2
dk − 1

π

∫ B

−B

2Uσ(λ′)

U2 + 4(λ− λ′)2
dλ′, (5)

em que Q e B são determinados pelas condições

∫ Q

−Q
ρ(k)dk = n

∫ B

−B
σ(λ)dλ = n↓ (6)

Para casos de cadeias heterogêneas e/ou de tamanhos finitos, deve-se utilizar outros

métodos para resolver o Hamiltoniano da eq. (1) como, por exemplo, o Grupo de Renor-

malização da Matriz Densidade DMRG (48) (do inglês, Density-Matrix Renormalization

Group) ou a teoria do Funcional da Densidade DFT. Embora a DMRG seja numerica-

mente exata, apresenta algumas dificuldades para algumas condições de contorno e se

torna computacionalmente muito custosa para L & 200 (49). Sendo assim, na próxima

seção discutiremos os principais conceitos da DFT e suas vantagens em relação a outros

métodos.
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Figura 4 – Ilustração de três possíveis condições de contorno. Os painéis representam as condi-

ções de contorno (a) aberta, (b) periódica e (c) torcida.
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Fonte: Adaptado (46).
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2.2 Teoria do Funcional da Densidade

De acordo com a teoria da mecânica quântica, toda a informação possível de se obter

sobre um sistema está contida em sua função de onda ψ. Em casos não relativísticos,

sob ação de potenciais externos independentes do tempo, obtemos essas informações re-

solvendo a equação de Schrödinger independente do tempo, a qual com a aproximação de

Born-Oppenheimer, que separa as descrições dos núcleos e dos elétrons devido à diferença

de massa, é dada por:

(T̂ + Û + V̂ ) |ψ〉 = E |ψ〉 , (7)

onde

T̂ = − ~2

2me

∑
i

∇2
i , (8)

Û =
∑
i<j

q2

|rrri − rrrj|
, (9)

V̂ =
∑
i

Qq

|rrri −RRR|
=
∑
i

v(rrri), (10)

em que o primeiro termo T̂ é o operador de energia cinética dos elétrons, o segundo Û é a

interação Coloumbiana entre eles e o último termo V̂ é o potencial de interação entre os

núcleos e os elétrons. Conhecendo a função de onda (ou supondo uma função tentativa

que seja uma combinação linear de outras funções) e definindo o potencial V̂ , resolve-se

a eq. (7), obtém-se a energia do sistema e, através dos valores esperados de operadores

para essa ψ, calculam-se os observáveis como, por exemplo, a densidade de partícula do

sistema

n(rrr) = N

∫
d3r2

∫
d3r3 · · ·

∫
ψ?(rrr, rrr2, . . . , rrrN)ψ(rrr, rrr2, . . . , rrrN)d3rN . (11)

Muitos métodos poderosos para se resolver a eq. (7) foram desenvolvidos para proble-

mas de muitos corpos como, por exemplo, o método de Interação de Configuração CI (50)

(do inglês, Configuration Interaction) ou a teoria de Pares Acoplados CC (51) (do inglês,

Coupled-Cluster theory), porém a maioria desses métodos é baseada no conhecimento da

função de onda.
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Entretanto, o problema desses métodos é a grande demanda computacional, princi-

palmente para sistemas com um grande número de átomos. Por exemplo, para descrever

uma variável precisamos de um número P de parâmetros que está vinculado com uma

acurácia a desejada para o resultado. Assim, como cada elétron precisa de 3 coordenadas

para ser descrito, o número de parâmetros necessários para se descrever um sistema de N

elétrons é

P = a3N .

O valor de a é arbitrário e valores típicos estão entre 3 ≤ a ≤ 10, onde para a = 3

a precisão é ruim e para a = 10 a precisão é boa. Então, para descrever um sistema

com N = 100 elétrons e com uma boa precisão, o número de parâmetros necessários é de

10300, que é um número proibitivo de parâmetros, mesmo com o avanço computacional

que temos atualmente.

A grande diferença da DFT nesse sentido é que ela é uma teoria baseada na densidade

eletrônica n(r) do sistema, e não mais na função de onda. Uma vantagem prática dessa

diferença é que para descrever o sistema não é necessário mais de 3N coordenadas dos

elétrons, mas apenas de 3 coordenadas da densidade, ou seja, para se obter um resultado

confiável usando um método baseado na função de onda precisam-se de 103N parâmetros,

e, para um método baseado na densidade eletrônica, apenas 103 parâmetros.

2.2.1 Teoremas de Hohenberg-Kohn (HK)

A base da teoria do Funcional da Densidade é o teorema de Hohenberg-Kohn (52),

que afirma que a energia E do estado fundamental, a função de onda ψ e qualquer outra

propriedade molecular pode ser obtida univocamente através da densidade eletrônica do

estado fundamental n0(r). Sendo assim, como consequência temos que a função de onda,

a energia e os observáveis são funcionais da densidade eletrônica do sistema, ou seja,

ψ = ψ[n0(r)], E = E[n0(r)], O = O[n0(r)].

O outro teorema que é base para a DFT é chamado de teorema variacional de
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Hohenberg-Kohn, que afirma que sendo n0(r) a densidade eletrônica do estado funda-

mental, essa será a densidade que minimiza a energia do sistema,

E0 = E[n0] ≤ E[n], (12)

em relação à energia de qualquer outra densidade n(r). Então,

E0 = 〈ψ[n0]| Ĥ |ψ[n0]〉 = 〈ψ[n0]| T̂ + Û + V̂ |ψ[n0]〉

= T [n0] + U [n0] + V [n0]

= F [n0] + V [n0], (13)

onde F [n0] = T [n0] + U [n0] é um funcional da densidade universal, e V [n0] é o funcional

dependente do sistema específico. Entretanto, a eq. (13) não tem solução exata pois os

funcionais T [n0] e U [n0] são desconhecidos na maioria dos casos. Sendo assim, é preciso

utilizar aproximações para os termos de energia cinética e interação eletrônica.

2.2.2 Esquema de Kohn-Sham (KS)

Os teoremas de HK garantem que é possível calcular a energia e todas as outras

propriedades moleculares através da densidade eletrônica do estado fundamental, e que

essa densidade minimiza o valor da energia. Porém, os teoremas não fornecem meios para

obter a densidade sem o conhecimento de ψ e ainda como calcular E e outras propriedades

através de n0(r).

A solução para parte deste problema veio em 1965 com o esquema de Kohn-Sham

(KS) (53). O esquema KS é capaz de resolver, a princípio, o problema de um sistema de

elétrons interagentes através de um outro sistema de referência fictício de elétrons não-

interagentes. Para isso, esse sistema fictício experimenta um potencial externo VKS(r),

especificamente construído para que a densidade eletrônica fictícia seja igual à densidade

do estado fundamental real.
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Figura 5 – Ilustração do esquema de Kohn-Sham: utiliza-se um sistema fictício de elétrons não-

interagentes que apresenta uma densidade do estado fundamental igual ao sistema

real, quando sob ação do potencial externo VKS(r).

Sistema real

n0(rrr)

VKS(rrr)

Sistema fictício

ns(rrr)⇒ n0(rrr)

Fonte: Autoria própria.

Assim, definem-se duas novas quantidades,

∆T [n] ≡ T [n]− Ts[n] (14)

∆U [n] ≡ U [n]− e2

2

∫
d3r′

∫
n(rrr)n(rrr′)

|rrr − rrr′|
d3r, (15)

em que a primeira é a diferença entre a energia cinética do sistema real e do fictício TS[n], e

a segunda a diferença entre a energia de interação Coulombiana e a energia de Hartree UH

(energia eletrostática clássica, isto é, que descarta correlações quânticas). Substituindo

as equações acima na eq. (13) temos

E[n] = V [n] + T [n] + U [n]

=

∫
n(rrr)v(rrr)dr + Ts[n]− e2

2

∫
d3r′

∫
n(rrr)n(rrr′)

|rrr − rrr′|
d3r + ∆T [n] + ∆U [n]

=

∫
n(rrr)v(rrr)dr + Ts[n]− e2

2

∫
d3r′

∫
n(rrr)n(rrr′)

|rrr − rrr′|
d3r + Exc[n], (16)

onde usamos a relação 〈ψ|
∑

i v(rrri) |ψ〉 =
∫
n(rrr)v(rrr)dr. Define-se então o funcional ener-

gia de troca e correlação Exc (do inglês, exchange-correlation energy),

Exc[n] ≡ ∆T [n] + ∆U [n]. (17)
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Precisamos portanto encontrar a densidade n(r) que minimiza a eq. (16),

0 =
δE[n]

δn(rrr)
=
δTs[n]

δn(rrr)
+ VKS(rrr), (18)

onde VKS é o potencial de Kohn-Sham,

VKS(rrr) = v(rrr) +

∫
n(rrr′)

|rrr − rrr′|
d3r′ + Vxc(rrr), (19)

onde Vxc(rrr) ≡ δExc[n]/δn(rrr) é definido como potencial de troca e correlação.

A eq. (18) representa a minimização de um sistema de partículas não interagentes

através de uma densidade n(r) de partículas interagentes. Para resolver essa equação, a

densidade eletrônica precisa satisfazer a equação de Schrödinger para o sistema fictício,

[
− ~2

2me

∇2 + VKS(rrr)

]
ΦKS
i (rrr) = εiΦ

KS
i (rrr), (20)

onde os orbitais ΦKS
i que reproduzem a densidade do sistema real são chamados de or-

bitais de Kohn-Sham e levam à densidade,

n(rrr) ≡ nKS(rrr) =
∑
i

∣∣ΦKS
i (rrr)

∣∣2 . (21)

As eqs. (20) e (21) possuem dois problemas: a sua solução e o funcional Exc. Em

relação ao primeiro, para se encontrar a densidade n(r) do sistema, são necessários os

orbitais ΦKS
i , mas para encontrá-los precisa-se resolver a equação de Kohn-Sham, que

por sua vez, contém dois termos (o segundo e o terceiro termo de VKS) que dependem

de n(r). Uma maneira de lidar com esse problema é utilizar uma ferramenta chamada

de método auto-consistente, em que, primeiramente, define-se uma densidade tentativa

n(r) e com essa densidade calcula-se VKS. Resolve-se então a eq. (20) e obtém-se os

orbitais de Kohn-Sham. Com esses orbitais calcula-se uma nova densidade e compara-se

esta nova densidade com a densidade tentativa inicial. Se o sistema convergir, isto é, se

a diferença entre elas for menor do que um certo valor de precisão pré-estabelecido, a

densidade foi encontrada e pode-se a partir dela obter a energia e outras propriedades do

sistema. Caso a convergência não tenha sido obtida, essa densidade final é usada como

densidade tentativa e um novo ciclo se inicia, como ilustra a Figura 6.
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Figura 6 – Representação do ciclo auto-consistente para resolver as equações de Kohn-Sham. O

valor de convergência é arbitrário.

nk0(r)

densidade tentativa

calcula

VKS

resolve

ĥKSΦKS
i = εiΦ

KS
i

calcula

nk+1
0 =

∑
i |ΦKS

i |2

|nk+1
0 − nk0| < conv.?

cálculo

auto-consistente

calcula

O[nk+1
0 ]

NÃO

SIM

Fonte: Autoria própria.

O segundo problema é o funcional Exc. Até agora, pelos teoremas de Hohenberg-Kohn

e pela equação de Kohn-Sham vemos que a DFT é exata. Entretanto, a energia de troca

e correlação não é conhecida, exceto para casos particulares. Somente aqui, devido à

necessidade de aproximações para essa expressão é que os cálculos de DFT se tornam

aproximados, e a precisão destes dependerá crucialmente das aproximações utilizadas.

2.2.3 Aproximações para a energia de troca e correlação: Aproximação da Den-

sidade Local

A aproximação mais simples para a energia de troca e correlação é a aproximação da

Densidade Local (53) LDA (do inglês, Local-Density Approximation). A ideia central

da LDA consiste em usar informações de sistemas interagentes, porém homogêneos (com

n(r) = n = constante), como aproximação para sistemas heterogêneos, substituindo-se
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n pela densidade exata n(r) do sistema. Assim, por exemplo, se conhecermos o funcio-

nal da densidade explicitamente para uma propriedade no caso de sistemas homogêneos,

Ohom[n(r)], podemos aplicar a LDA para obter de forma aproximada a grandeza Ohet[n(r)]

do sistema heterogêneo:

OLDA[n(r)] ≈ Ohet[n(r)] =

∫
Ohom(n)d3r

∣∣∣∣
n→n(r)

(22)

Por construção, a LDA é formalmente exata em sistemas homogêneos e uma boa apro-

ximação em sistemas cuja densidade varie lentamente com a posição como, por exemplo,

sólidos. Para o modelo de Hubbard, e em particular para cálculos de emaranhamento, a

LDA se mostra uma aproximação eficiente, com desvios médios de ∼ 2% (54–56).

2.2.4 DFT para o modelo de Hubbard

Como mostra a eq. (22), a realização de cálculos de DFT via aproximação LDA

no modelo de Hubbard, requer funcionais da densidade para cadeias homogêneas para

as grandezas de interesse. Para a energia, utilizamos o funcional aproximado analítico

(LSOC) (57). Assim a LDA para a energia será dada por:

ELDA[n;U ] =
∑
i

eLSOC(n, U)|n→ni
, (23)

ehom(n, U) ≈ eLSOC(n, U) = −2β(U)

π
sin

(
πn

β(U)

)
, (24)

onde β(U) é um número obtido da equação transcendental

− 2β(U)

π
sin

(
π

β(U)

)
= −4

∫ ∞
0

J0(x)J1(x)

x [1 + exp (Ux/2)]
dx, (25)

em que J0 e J1 são as funções de Bessel de ordem 0 e 1, respectivamente, e β(U) tem

valor exato nos limites β(U = 0) = 2 e β(U =∞) = 1.

Sendo assim, para obtermos a energia de troca e correlação por sítio de um sistema

homogêneo, inserimos a energia cinética e a energia de Hartree,

exc(n, U) ≈ eLSOC(n, U)− ts(n)− eH(n), (26)



35

onde

ts = −4t

π
sin
(πn

2

)
, (27)

eH =
Un2

4
. (28)

Apesar de existir um funcional aproximado para energia do modelo de Hubbard (58)

mais geral que o LSOC, pois permite o tratamento de sistemas magnetizados e fenômenos

dependentes de spin, neste trabalho adotamos o LSOC pois desconsideramos magnetização

interna ou presença de campos magnéticos externos.

Neste trabalho utilizou-se o modelo de Hubbard unidimensional para descrever os

superfluidos com cadeias de L = 100 sítios e também considerou-se uma interação intra-

sítio e uma probabilidade de hopping uniforme por toda a cadeia (Ul = U e tl,l+1 = t) e

em unidades de t, com t = 1. Além disso, para todos os cálculos adotou-se a aproximação

BA-LDA para a energia de troca e correlação e condição de contorno aberta. Sendo assim,

reformulando a DFT para o modelo de Hubbard o Hamiltoniano KS é

ĥKS = −t
100∑
l=1,σ

(
ĉ†l,σ ĉl+1,σ +H.c.

)
+ U

100∑
l=1

n̂l,↑n̂l,↓ +
100∑
l=1,σ

V KS
l n̂l,σ, (29)

onde

V KS
l = V KS[ni] = V [ni] + VH [ni] + Vxc[ni]. (30)

2.3 Emaranhamento

A mecânica quântica, por natureza, é uma teoria que intriga pesquisadores desde o

começo do século XX devido aos seus fenômenos contra-intuitivos, como por exemplo, o

princípio da Incerteza de Heisenberg e o tunelamento quântico. Um de seus fenômenos

mais fascinantes e talvez o mais desafiador é o emaranhamento. Um sistema, que é

formado por subsistemas, é dito emaranhado se sua função de onda não pode ser escrita

como um produto das funções de onda de seus subsistemas de maneira separada. Sendo
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assim, uma medida feita sobre um subsistema irá afetar outros, dependendo do grau de

emaranhamento que possuam.

Matematicamente, para um sistema composto por apenas dois subsistemas, ψ1 e ψ2,

o sistema total é emaranhado se:

|ψ〉 6= |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 . (31)

Os estados abaixo ilustram casos de sistema separável e emaranhado:

|ψ〉 = |00〉 = |0〉 ⊗ |0〉 |φ〉 =
(|01〉+ |10〉)√

2

estado separável estado emaranhado

onde a notação |00〉 indica duas partículas no estado |0〉, e |01〉 e |10〉 uma partícula no

estado |0〉 e uma no estado |1〉.

Como pode ser visto, em ambos os casos o estado do sistema todo é bem definido, mas

em sistemas emaranhados o de cada subsistema não é. Contudo, identificar e quantificar

o grau de emaranhamento de um sistema não é uma tarefa trivial. E como o emara-

nhamento é uma peça importante no desenvolvimento de tecnologias quânticas, incluindo

dispositivos de criptografia e computação quântica, é essencial que haja o desenvolvimento

de novas ferramentas com esse intuito.

Na prática, a maneira de quantificar o grau de emaranhamento depende do tipo de

sistema. Neste trabalho vamos tratar apenas de sistemas bipartidos (dois subsistemas) de

estado total puro, para os quais o emaranhamento é bem definido pela entropia de von

Neumann (59), técnica já bem estabelecida na literatura.

2.3.1 Entropia de von Neumann

Para obtermos informação sobre um determinado sistema na teoria Clássica da Infor-

mação usamos o conceito de entropia. A entropia mede a incerteza sobre uma medida

aleatória de acordo com a probabilidade dessa medida de ocorrer. A maneira que fazemos

isso classicamente é através da entropia de Shannon (59). Assim, considere um con-
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junto H = {h1, h2, . . . , hk} onde cada variável hi está associada a uma probabilidade pi,

onde
∑k

i pi = 1. A entropia de Shannon associada com a distribuição de probabilidades

{p1, p2, . . . , pk} é definida como

H(p1, p2, . . . , pk) ≡ −
k∑
i

pi log2 pi. (32)

O análogo quântico da entropia de Shannon é a entropia de von Neumann (59) em

que a informação está associada com os estados quânticos |ψi〉 do sistema e sua distribuição

de probabilidades {p1, p2, . . . , pk}. A maneira que usamos para representar esses estados

é através da matriz densidade ou operador densidade, definida como

ρ ≡
k∑
i

pi |ψi〉 〈ψi| . (33)

Assim, a entropia de von Neumann para um determinado estado ρ é definida como

S(ρ) ≡ −Tr (ρ log2 ρ) . (34)

Se λi são os autovalores de ρ, então podemos reescrever a eq. (34) como

S(ρ) = −
∑
i

λi log2 λi. (35)

Para um estado total puro bipartido,

ρ12 = |ψ12〉 〈ψ12| ,

pode-se quantificar o grau de emaranhamento entre os subsistemas através da expressão

S1 = −Tr (ρ1 log2 ρ1) , (36)

onde ρ1 é a matriz densidade reduzida do subsistema 1, que é obtida através do traço da

matriz densidade total nos graus de liberdade do subsistema 2,

ρ1 = Tr (ρ12) . (37)

Pode-se mostrar que S1 = S2 = −Tr[ρ2 log2 ρ2], com ρ2 = Tr[ρ12], o que é consistente

com o fato de que o grau de emaranhamento entre os subsistemas 1 e 2 é um só.
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2.3.2 Emaranhamento para o modelo de Hubbard

Na seção anterior, vimos que o grau de emaranhamento de um sistema quântico está

relacionado com a matriz densidade desse sistema. Então essa matriz densidade vai de-

pender do tipo do subsistema e da natureza do emaranhamento. Por exemplo, se os

subsistemas 1 e 2 são partículas com um determinado spin σ podemos ter o emaranha-

mento entre essas partículas devido às suas posições espaciais ou às suas orientações de

spins. Se elas estiverem fixas, então o emaranhamento se dará apenas entre os spins.

No caso do modelo de Hubbard, as partículas podem ocupar diferentes sítios. Para

uma cadeia com L sítios definimos um dos sítios como o subsistema 1 e o resto da cadeia

como o subsistema 2. Sendo assim, o emaranhamento será entre a ocupação dos sítios

pelas partículas, o que chamamos de emaranhamento de ocupação. Para isso precisamos

reescrever a entropia na base de ocupação.

Como visto na Seção 2.2.4 a variável utilizada no modelo de Hubbard é o número

de ocupação. Dessa maneira, os estados possíveis de um único sítio nesse modelo são:

|0〉 , |↑〉 , |↓〉 e |↑↓〉 que representam, respectivamente, nenhuma ocupação, ocupação de

uma partícula com spin up, ocupação de uma partícula com spin down e ocupação dupla

de partículas com spins opostos (devido ao Princípio de Exclusão de Pauli).

Assim, representamos a matriz densidade reduzida de um sítio i na base de ocupação

como

ρi =


w0 0 0 0

0 w↑ 0 0

0 0 w↓ 0

0 0 0 w2


= w0 |0〉 〈0|+ w↑ |↑〉 〈↑|+ w↓ |↓〉 〈↓|+ w2 |↑↓〉 〈↑↓| , (38)

onde w0 é a probabilidade de ocupação nula, wσ é a probabilidade de ocupação de uma

partícula de spin σ e w2 é a probabilidade de dupla ocupação, tal que
∑

iwi = 1. Assim,

de acordo com a eq. (35) entropia de emaranhamento do sítio i torna-se

Si = −w0 log2w0 − w↑ log2w↑ − w↓ log2w↓ − w2 log2w2. (39)
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O valor esperado dos operadores de densidade serão:

〈n̂↑〉 = Tr (n̂↑ρi) = w↑ + w2 (40)

〈n̂↓〉 = Tr (n̂↓ρi) = w↓ + w2 (41)

〈n̂↑↓〉 = Tr (n̂↑↓ρi) = w2. (42)

Por consequência, a probabilidade de ocupação nula é w0 = 1 − w↑ − w↓ − w2. A

probabilidade de dupla ocupação pode ser obtida em termos da energia do sistema,

w2 =
∂e0(n, U)

∂U
, (43)

graças ao teorema de Hellman-Feynman (60), onde e0 = E0/L é a energia do estado

fundamental por sítio. Então através das expressões de densidade e magnetização n =

〈n̂↑〉 + 〈n̂↓〉 e m = (〈n̂↑〉 − 〈n̂↓〉) /2 e da eq. (43) obtemos as probabilidades de ocupação

em função da energia, densidade e magnetização,

w↑ =
n

2
− ∂e0
∂U

+m (44)

w↓ =
n

2
− ∂e0
∂U
−m (45)

w0 = 1− n+
∂e0
∂U

, (46)

e reescrevemos a entropia de emaranhamento para o modelo de Hubbard homogêneo,

Si(n,m,U) =−
(
ni
2
− ∂e0
∂U

+m

)
log2

(
ni
2
− ∂e0
∂U

+m

)
−
(
ni
2
− ∂e0
∂U
−m

)
log2

(
ni
2
− ∂e0
∂U
−m

)
−
(

1− ni +
∂e0
∂U

)
log2

(
1− ni +

∂e0
∂U

)
− ∂e0
∂U

log2

(
∂e0
∂U

)
. (47)

Esta é a equação que quantifica o emaranhamento de um único sítio em relação aos

demais em cadeias de Hubbard. Se o estado do sítio é conhecido, então um dos wi = 1

e os outros são nulos, e o emaranhamento é nulo. Ao contrário, quando há a total

indeterminação do estado do sítio então todas as probabilidades de ocupação possuem

o mesmo valor (1/4) e o emaranhamento é igual a 2. Então o valor da entropia de

emaranhamento de von Neumann para um único sítio varia de 0 a 2.



40

A entropia de von Neumann está associada à pureza (61) dos subsistemas,

γ(ρ) ≡ Tr
(
ρ†ρ
)

= Tr
(
ρ2
)
. (48)

A pureza mede o quão puro é um estado quântico. Assim, para um estado normalizado

|ψ〉 em um espaço de Hilbert de dimensão a, a pureza satisfaz a relação 1/a ≤ γ ≤ 1.

Então para relacionar a pureza de um estado quântico com a entropia, expandimos a

função logarítmica da eq. (34) e truncamos a série no primeiro termo,

S(ρ) = −Tr (ρ log2 ρ)

= −Tr
{
ρ

[
(ρ− 1)− (ρ− 1)2

2
+ · · ·

]}
= −Tr [ρ(ρ− 1)]

= 1− Tr
(
ρ2
)

= 1− γ. (49)

Para sistemas homogêneos e em L → ∞, em que todos os sítios são equivalentes, S

será o mesmo para todos os sítios e obtidos exatamente pela expressão (47). Perceba

portanto que temos na eq. (47) um funcional da densidade exato para o emaranhamento

em sistemas homogêneos. Portanto podemos usá-lo em uma aproximação LDA (62) para

obter o emaranhamento aproximado em cadeias heterogêneas.

A eq.(49) é chamada de entropia linear e relaciona de uma maneira mais simples a

pureza de um estado e o emaranhamento. Assim, para um estado totalmente puro, γ = 1

e Slin = 1, e para um estado parcialmente misturado a entropia de emaranhamento vai

estar entre 0 e 1.

A entropia de von Neumann tem sido utilizada para medidas de emaranhamento em

sistemas bipartites de estados puros (63). Entretanto, a entropia linear tem se mostrado

uma alternativa mais viável para sistemas com muitos graus de liberdade (64–66), uma

vez que computacionalmente ela é mais prática. Além disso, resultados experimentais de

sistemas com átomos ultrafrios em redes ópticas tem sido precisamente reproduzidos pelo

modelo de Hubbard unidimensional (67,68). Com essa motivação, França e colaboradores

desenvolveram um funcional da densidade aproximado para a entropia linear (56).

Para expressar a entropia linear como uma função explícita da densidade, elas propu-

seram os funcionais
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Slin[ni, U > 0] ≈ 2ni −
3n2

i

2
+
[
(4ni − 2)α(U)− 4α2(U)

]
×Θ [ni − α(U)− 1/2] , (50)

para interações repulsivas e

Slin[ni, U < 0] ≈ ni −
n2
i

2
+ 2α(|U |) sin

(πni
2

)
− 4α2(|U |) sin2

(πni
2

)
, (51)

para interações atrativas, onde

w2 ≡ α(U) = 2

∫ ∞
0

J0(x)J1(x)eUx/2

(1 + eUx/2)2
dx, (52)

vem da solução exata de Lieb-Wu e Θ(x) é uma função degrau

Θ(x) =

 0, para x < 0

1, para x ≥ 0
(53)

Neste trabalho, utilizamos as expressões das eqs. (51) e (50) para quantificar o grau

de emaranhamento dos sistemas.
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3 RESULTADOS

A fundamentação teórica na qual o modelo de Hubbard é baseado e os critérios se-

lecionados para descrever a desordem do sistema (impurezas pontuais com intensidade

Vi) foram apresentados no capítulo 2.1. Consideramos como uma fase superfluida aquela

cuja intensidade de desordem é V = 0 e U < 0 em contraponto com a fase metálica que

é caracterizada quando V = 0 e U > 0. Além disso, foi definida uma concentração de

impurezas C do sistema,

C = 100%× LV
L
, (54)

onde LV é o número de sítios com impurezas V 6= 0 e L é o número de sítios total da

cadeia.

A Tabela 1 resume a metodologia utilizada para estudar cada transição.

Tabela 1 – Resumo da metodologia utilizada para investigar cada transição de fase.

transição superfluido-isolante transição metal-isolante

T = 0 T 6= 0 T = 0

L 100 6 100

n 0 < n ≤ 1 semi preenchida 0 < n ≤ 2

U U < 0 U > 0

método DFT
diagonalização

exata
DFT

análise entropia linear

trabalho quântico

variância

assimetria

entropia linear

Nas próximas seções apresentamos e discutimos o impacto dessa desordem em super-

fluidos e metais.
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3.1 Regime de interação atrativa entre partículas U < 0

É esperado que a transição superfluido-isolante (SI) seja desencadeada por uma varia-

ção da intensidade de desordem ou pela variação da densidade de partícula no sistema (69).

Entretanto, utilizando o protocolo de desordem que adotamos, a concentração de impu-

reza também é um parâmetro relevante para a transição. Sendo assim, analisamos a

transição SI quando desencadeada por todos esses fatores citados.

3.1.1 Transição SI desencadeada pela intensidade de desordem V

Primeiramente, analisamos a SI desencadeada pela intensidade de desordem V . Para

isso, variamos a intensidade das impurezas tanto para regime atrativo (V < 0) quanto

para repulsivo (V > 0), mantendo fixos a densidade (n = 0.8) e a interação (U = −5t).

A Figura 7 mostra o emaranhamento médio L̄ em função da intensidade de impureza V

para diferentes concentrações C.

Na Figura 7 observamos 4 aspectos importantes: primeiro, vemos que quando a in-

tensidade da impureza é nula (V = 0) o valor de emaranhamento é máximo, o que é

equivalente a um sistema homogêneo (C = 0). Segundo, qualquer pequeno valor de V

(V = −0.25t) é suficiente para diminuir em pelo menos 50% o valor de emaranhamento.

Terceiro, após esse decréscimo o emaranhamento satura, levando à interpretação de que o

sistema está com seus graus de liberdade de carga congelados, ou seja, em um estado iso-

lante. Esse comportamento é característico de uma transição superfluido-isolante: para

V = 0 os pares de Cooper possuem total liberdade de ocupação em qualquer sítio da

cadeia, diferentemente de quando V < 0, pois nesses casos os pares terão maior probabi-

lidade de ocuparem os sítios com impurezas. Entretanto, para concentrações diferente de

40% o emaranhamento satura em valores finitos. Esse tipo de comportamento é caracte-

rístico de um sistema parcialmente localizado, que chamamos de localização ordinária,

porque a posição específica dos pares de Cooper localizados não é totalmente definida: as

impurezas são sem dúvida os sítios mais prováveis, mas como o número de pares é diferente
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do número de impurezas (mais pares que impurezas para C < CC e mais impurezas do

que pares para C > CC neste caso CC = 40%), há sempre uma certa indeterminação na

localização. Já para o caso C = 40% há o número exato de sítios impuros necessários para

localizar todos os pares de Cooper do sistema, assim o sistema está completamente locali-

zado. Denominamos a concentração para a qual o sistema está em um estado totalmente

localizado de concentração crítica CC . E quarto, vemos que para impurezas atrativas o

emaranhamento diminui com o aumento da concentração até C = 40%, invertendo esse

comportamento a partir dessa concentração.

Figura 7 – Emaranhamento médio L̄ em função da intensidade de desordem V para diferentes

concentrações de impurezas. Esses resultados foram extraídos de sistemas com den-

sidade média n = 0.8 e interação U = −5t entre partículas. As intensidades de

desordem vão desde intensidades atrativas (V < 0) quanto repulsivas (V > 0).
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Fonte: Autoria própria.

Quando olhamos para o emaranhamento em relação à concentração, vemos que ele

apresenta um comportamento não monotônico. Para os casos em que V < 0, o emara-

nhamento mínimo ocorre em uma concentração crítica C = CC = 40% (n = 0.8) e quando

V > 0 o emaranhamento mínimo ocorre em CC = 60%. Essa mudança na concentração

crítica evidencia a relação entre a intensidade de desordem (atrativa ou repulsiva) e a
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localização dos pares: para C = 40% e V < 0 o sistema possui 40 sítios com intensidade

atrativa de desordem que são necessários para localizar os 40 pares de Cooper. Entre-

tanto, para V > 0 são necessários 60 sítios com impurezas repulsivas para localizar os

pares. E essa simetria é verificada para outros pares de concentrações, como por exemplo

C = 30% para impurezas atrativas e C = 70% para impurezas repulsivas.

Esses estados de localização são confirmados pelas probabilidades de dupla ocupação

em sítios com impurezas (w̄V2 =
∑

i〈n̂i↑n̂i↓〉/LV ) e sem impurezas (w̄V=0
2 =

∑
i〈n̂i↑n̂i↓〉/(L−

LV )) mostrados na Figura 8. Para C < CC (Figura 8a) os pares estão em maior número

do que os sítios com impurezas e portanto todos esses sítios estão ocupados (w̄V2 → 1

para V → −∞) e ainda há alguns pares delocalizados em sítios sem impurezas. Para

C ≥ CC (Figura 8b) há mais sítios com impurezas do que pares, então há um certo grau

de delocalização desses pares mas não há pares nos sítios sem impurezas (w̄V=0
2 → 0 para

V → −∞).

Dessa forma, a localização total em CC representa um estado bem definido com w̄V2 = 1

e w̄V=0
2 = 0, que é caracterizado pelo L̄ → 0, diferentemente da localização ordinária onde

L̄ satura em valores finitos. Surpreendentemente, a energia do estado fundamental não

apresenta nenhum comportamento especial, como podemos ver na Figura 9, sugerindo

assim que a SIT quando desencadeada pela intensidade das impurezas é suave, uma tran-

sição de fase quântica de segunda-ordem ou simplesmente um crossover.

Para os casos de V > 0, as impurezas repulsivas irão repelir os pares para os sítios sem

impurezas, sendo assim, no caso onde C = 40% os pares estarão localizados nos 60 sítios

sem impurezas. Isso é evidenciado pela mudança de comportamento na Figura 7 para

V > 0, onde a concentração que leva à localização total (L̄ → 0) passa a ser C = 60%.
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Figura 8 – Probabilidades médias de dupla ocupação para sítios com impurezas w̄V2 e sem im-

purezas w̄V=0
2 em função da intensidade de desordem V para sistemas com (a) C =

10% de impurezas e (b) C = 40% de impurezas. Esses resultados foram tirados de

sistemas com densidade média n = 0.8 e interação U = -5t.
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Figura 9 – Energia por sítio Ei em função da intensidade de desordem V para sistemas com

diferentes concentrações de impurezas C. Para todos os sistemas a densidade média

é n = 0.8 e a interação é U = -5t.
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Fonte: Autoria própria.

3.1.2 Transição SI desencadeada pela concentração de impurezas C

Em seguida, monitoramos a relação entre emaranhamento e a concentração de impu-

rezas, para intensidade de desordem atrativa fraca, moderada e forte. Como podemos

ver na Figura 10, para se alcançar localização total na concentração crítica, que pode-

mos verificar através de uma abrupta não-monotonicidade do emaranhamento quando

V → ∞, é necessário um Vmin. Para |V | < Vmin (neste caso Vmin ∼ 3t), observamos

um comportamento diferente do emaranhamento em função de C: a não-monotonicidade

existe mas não é abrupta, o emaranhamento mínimo é maior que zero e não ocorre em

C = CC = 40%.
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Figura 10 – Resultados de emaranhamento médio L̄ em função da concentração de impurezas C

obtidos de sistemas com densidade média n = 0.8, interação U = -5t e diferentes

intensidades de desordem V .
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Fonte: Autoria própria.

Esse comportamento de |V | < Vmin é interpretado como uma localização total frus-

trada onde V não é suficientemente forte para atrair os pares para os sítios com impurezas.

A probabilidade média de dupla ocupação nos sítios com e sem impurezas para sistemas

com fraca intensidade de atração e forte intensidade de atração, apresentada na Figura

12, confirma nossa interpretação. w̄V=0
2 é sempre não nula para V = −1t. Ao contrário,

para V = −10t o sistema alcança o estado de localização total na concentração crítica

CC , onde w̄V2 ≈ 1 para C ≤ CC e w̄V=0
2 → 0 para C ≥ CC .

Além disso, a relação entre a energia do estado fundamental e a concentração C de

impurezas, apresentada na Figura 13, revela a natureza da transição: para |V | > Vmin a

transição ocorre de um estado de localização ordinária, apresentando uma descontinuidade

na primeira derivada em C = CC , como ilustra a Figura 11, o que caracteriza uma

transição de fase quântica de primeira ordem (10). Para |V | < Vmin a energia é suave

e não apresenta descontinuidade na primeira e na segunda derivada, indicando que não

há transição de primeira ou segunda ordem, o que é consistente com a ausência de um
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estado totalmente localizado. A existência de um Vmin para que haja a transição explica

o comportamento monotônico quando V é pequeno, como é visto na Figura 10.

Figura 11 – Derivada da energia ∂Ei em função da concentração de impurezas C para sistemas

com diferentes intensidades de desordem V . Todos os sistemas apresentam interação

U = −5t e densidade n = 0.8. Valores adimensionais.
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Figura 12 – Probabilidades médias de dupla ocupação para sítios com impurezas w̄V2 e sem im-

purezas w̄V=0
2 em função da concentração de impurezas C para sistemas com inten-

sidade (a) V = -1t e (b) V = -10t de desordem. Esses resultados foram tirados de

sistemas com densidade média n = 0.8 e interação U = -5t.
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Figura 13 – Energia por sítio Ei em função da concentração de impurezas C para sistemas com

diferentes intensidades de desordem V . Para todos os sistemas a densidade média é

n = 0.8 e a interação é U = -5t.
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Fonte: Autoria própria.

Em seguida exploramos a dependência entre a concentração crítica e a densidade média

de partículas. Nessa concentração todos os sítios com impurezas fortemente atrativas

(V < 0) estão duplamente ocupados, e não há partículas presentes em outros sítios. Os

resultados presentes na Figura 14 mostram que CC ocorre quando o número de pares, N/2,

coincide com o número de sítios com impurezas. Para desordem fortemente repulsiva

(V > 0) os sítios com impurezas irão repelir os pares, impedindo-os de se localizarem

neles. Assim, para o caso n = 0.8 a concentração crítica passa a ser 60% pois 60 sítios

estarão com impurezas fortemente repulsivas, e os pares estarão localizados nos 40 sítios

sem desordem. De uma maneira geral, sendo LV os sítios com impurezas e L0 = L− LV
os sítios sem impurezas, encontramos uma relação entre a concentração de impurezas do

sistema e sua densidade média de partículas,
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para V < 0 :
N

2
= LV

nL

2
=
CL

100

CC = 100
n

2
, (55)

para V > 0 :
N

2
= L0

nL

2
= L− LV = L− CL

100

CC = 100
(

1− n

2

)
. (56)

Para C < CC e V < 0 (V > 0) há mais pares do que sítios com impurezas (sem

impurezas), assim todos esses sítios estão ocupados e os pares extras estão espalhados

ao longo do resto da cadeia. Em C = CC os pares ocupam exatamente todos os sítios

com impurezas (sem impurezas) para V < 0 (V > 0) e assim o sistema se encontra em

um estado de localização total com emaranhamento nulo (L̄ → 0 para |V | → ∞). Por

fim, para C > CC há mais sítios com impurezas (sem impurezas) do que pares e esses

pares estão todos localizados nesses sítios, entretanto como ainda há sítios com impurezas

(sem impurezas) vazios o sistema mantém um certo grau de liberdade devido a competição

entre as probabilidades de dupla ocupação e zero ocupação. Nesse caso não há localização

total dos pares mas o sistema mantém uma localização ordinária, o que explica o fato do

emaranhamento saturar a um valor finito L̄ > 0.
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Figura 14 – Emaranhamento médio L̄ em função da concentração de impurezas C para sistemas

com intensidade de desordem (a) atrativa (V = -10t) e (b) repulsiva (V = 10t) para

diferentes densidades médias, todos com uma interação de U = -5t.
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3.1.3 O impacto da interação intra-sítio U

Considerando que a intensidade de desordem V está relacionada com a presença de

uma localização total ou parcial, e assim afetando diretamente a transição SI, realizamos

também uma análise sobre a interação U e como ela impacta na concentração crítica para

a localização total.

Como a intensidade de V pode ser atrativa ou repulsiva influenciando na localização

dos pares e a interação U impacta no quanto os férmions se atraem quando estão no

mesmo sítio, poderia haver uma relação entre essas duas grandezas de maneira a reforçar

ou atenuar a transição SI, dependendo se há uma competição (U < 0 e V > 0) ou

contribuição (U < 0 e V < 0) entre elas.

Inesperadamente, como mostra a Figura 15, a variação de U não apresenta nenhum

impacto sobre a CC nem para intensidade de desordem fortemente atrativa quanto para

intensidade fortemente repulsiva, mantendo-se as mesmas relações apresentadas pelas

equações 55 e 56.

Para intensidade de desordem moderadamente atrativa (V = −3t), o emaranhamento

apresenta um mínimo próximo de zero em CC para interação fortemente atrativa (U =

−10t) e outro mínimo significativamente maior que zero para interação fracamente atrativa

(U = −1t), como mostra a Figura 16a. Esse resultado revela que para intensidade de V

moderadamente atrativa, existem um Umin ≈ −3t para que o sistema alcance um estado

de localização total em CC .

Entretanto, para desordem fracamente atrativa (V = −1t), como mostra a Figura

16b, o sistema não alcança um estado de localização total mesmo para uma interação

fortemente atrativa U = −10t. Isso acontece pois como a intensidade de desordem é fraca

os sítios com impurezas e sem impurezas são igualmente favoráveis a ocupação, levando

os pares a ocuparem os sítios aleatoriamente. Como a localização total é caracterizada

pela localização de todos os pares nos sítios com impurezas, ela não ocorre para esse caso.
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Figura 15 – Emaranhamento médio L̄ em função da concentração de impurezas C para sistemas

com diferentes interações entre partículas U , com intensidades de desordem forte-

mente atrativa (a) V = -10t e fortemente repulsiva (b) V = 10t. Para todos os

sistemas a densidade média vale n = 0.8.
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Figura 16 – Emaranhamento médio L̄ em função da concentração de impurezas C para sistemas

com diferentes interações entre partículas U , com intensidades de desordem atrativa

média (a) V = -3t e fracamente atrativa (b) V = -1t. Para todos os sistemas a

densidade média vale n = 0.8.
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3.1.4 O impacto do confinamento harmônico

Uma das maneiras de se estudar experimentalmente transições de fase quânticas é

utilizando átomos ultrafrios (do inglês, ultracold atoms), que são átomos resfriados a tem-

peraturas perto do zero absoluto (na casa dos microkelvin, µK). Para simular esses tipos

de sistemas na teoria utilizamos um confinamento harmônico: inserimos no Hamiltoniano

(eq. (1)) um segundo potencial externo de comportamento parabólico Vi = k(i− i0)2 com

curvatura k e centrado em i0 = 50.5,

Ĥ = −t
∑
〈ij〉σ

(
ĉ†iσ ĉjσ + ĉ†jσ ĉiσ

)
+ U

∑
i

n̂i↑n̂i↓ +
∑
iσ

[
Vin̂iσ + k(i− i0)2

]
. (57)

Primeiramente, analisamos a influência do confinamento harmônico na concentração

crítica CC para a localização total. Como vemos na Figura 17, para k . 0.003 o sistema

ainda alcança a localização total, ou seja, o emaranhamento L̄ → 0 para V → −∞ na

concentração crítica CC . Para k > 0.003 o emaranhamento não tem o mínimo em CC ,

mas satura em um valor próximo de zero (L̄ ≈ 0.025) para concentrações C > CC . Esse

deslocamento na concentração em relação a CC para a localização pode ser explicada pela

densidade efetiva no centro do potencial: para forte confinamento (maior k), os sítios da

borda tornam-se energeticamente desfavoráveis para a ocupação de partículas (a menos

que coincida com sítios de impureza V < 0), aumentando a densidade efetiva no centro

da cadeia; e como vimos, quanto maior n, maior CC . Porém, o fato de L̄ saturar para

C > CC (em vez de voltar a aumentar, como nos casos com k ≤ 0.003) sugere que para

k > 0.003 o sistema está em um estado de localização ordinária, o que é também sugerido

pelo comportamento ainda mais suave da energia, mostrado na Figura 18.

Para comprovar nossa hipótese, analisamos o emaranhamento médio em função da

intensidade k. A Figura 17, demonstra que para concentrações C diferentes da crítica

(CC = 40% nesse caso), o emaranhamento satura em valores finitos com o aumento de

k mas nunca chega a 0, confirmando que o sistema está em um estado de localização

ordinária. Consistentemente, para C = CC o emaranhamento L̄ → 0 para confinamento

harmônico fraco (k < 0.003), que representa localização total. Esse valor de k é o valor

máximo de confinamento que pode ser introduzido no sistema sem afetar o estado de

localização total (kmax = 0.003), assim, para qualquer valor de k > kmax sistema estará

em uma localização ordinária.
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Figura 17 – Resultados de emaranhamento médio L̄ em função da concentração de impurezas

C para sistemas com interação U = -5t, densidade média n = 0.8 e intensidade de

desordem V = -10t. Nesses sistemas foram aplicados confinamento harmônico com

diferentes intensidades de potencial harmônico k.
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Fonte: Autoria própria.
Figura 18 – Valores de energia por sítio Ei em função da concentração de impurezas C para

sistemas com interação U = -5t, densidade média n = 0.8 e intensidade de desordem

V = -10t. Nesses sistemas foram aplicados confinamento harmônico com diferentes

intensidades de potencial harmônico k.
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Figura 19 – Emaranhamento médio L̄ em função da intensidade do potencial harmônico k para

sistemas com diferentes concentrações de impurezas C. Todos os sistemas apresen-

tam interação U = -5t, densidade média n = 0.8 e desordem V = -10t.
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3.1.5 Transição SI desencadeada pela densidade média de partículas n

Por fim, exploramos a transição desencadeada através da densidade de partículas do

sistema para intensidades de desordem atrativa fraca e forte, como pode ser visto na Fi-

gura 20. Para intensidades suficientemente fortes de V , as mesmas características vistas

anteriormente quando o sistema se encontra na concentração crítica C = CC , podem ser

observadas agora em uma densidade crítica nC = 2C/100, como por exemplo, a não-

monotonicidade abrupta do emaranhamento em n = nC , indicando localização total com

L̄ ≈ 0 e a localização ordinária com L̄ finito e constante para n < nC . Esse comporta-

mento reflete o fato de que para densidades pequenas a desordem dificulta a conexão dos

pares (71–73), devido a uma maior distância média entre eles. Sendo assim, para uma

concentração maior de impurezas o plateau observado em n < nC torna-se mais extenso
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e apresenta um L̄ maior, pois a distância média entre os pares diminui.

Figura 20 – Emaranhamento médio L̄ em função da densidade média de partículas n para siste-

mas com diferentes concentrações de impurezas, com intensidade de desordem fraca

(V = −1t) e forte (V = −10t). Valores em unidades adimensionais.
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Fonte: Autoria própria.

Para intensidades fracas de desordem, V = −1t, essas características não são obser-

vadas, ou seja, o emaranhamento decresce monotonicamente com a densidade n, o que

confirma a existência de um Vmin para se alcançar um estado de localização total. Além

disso, ambos os perfis de energia por sítio e probabilidades de dupla ocupação em fun-

ção da densidade média (Figura 21), corroboram para a interpretação de que o sistema

alcança um estado de localização total para fortes intensidades de desordem (V = −10t),

enquanto que para fraca desordem (V = −1t) o sistema se mantém em um estado de lo-

calização total frustrada. Além disso, a descontinuidade na primeira derivada da energia

revela que a SIT quando desencadeada pela densidade também é uma transição de fase

quântica de primeira-ordem em relação a um estado de localização total, enquanto que

para um estado de localização ordinária a transição é suave (Figura 22).
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Figura 21 – Probabilidades médias de dupla ocupação para sítios com impurezas w̄V2 e sem im-

purezas w̄V=0
2 em função da densidade de partículas n para sistemas com intensidade

de desordem (a) V = −1t e (b) V = −10t. Esses resultados foram obtidos de sis-

temas com interação U = −5t e com C = 25% de impurezas. Valores em unidades

adimensionais.
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Figura 22 – Energia por sítio Ei em função da densidade de partículas n para sistemas com

diferentes concentrações de impurezas e com intensidades de desordem fraca (V =

−1t) e forte (V = −10t). Para todos os valores a interação é de U = −5t. Valores

em unidades adimensionais.
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Fonte: Autoria própria.

3.1.6 Estatísticas do trabalho quântico ao longo da transição SI

Em sistemas de muitos corpos, interações fortes afetam diretamente as flutuações

energéticas e, consequentemente, afetam a extração de trabalho em dinâmicas fora do

equilíbrio. Assim, uma pergunta que fizemos nesse trabalho foi se era possível identificar

a transição superfluido-isolante através da distribuição de trabalho nesse cenário e como

a transição em si afeta a extração de trabalho. Então, avaliamos as propriedades estatís-

ticas da distribuição do trabalho quântico após uma mudança abrupta (do inglês, sudden

quench) de parâmetros específicos do sistema (desordem e concentração de impurezas).

Além disso, também avaliamos essas propriedades com o aumento da temperatura do

sistema.
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Sudden quench Uma maneira de se explorar a dinâmica de sistemas quânticos isolados

é aplicando o método chamado sudden quench, onde mudamos abruptamente um parâme-

tro do Hamiltoniano, tirando o sistema do equilíbrio. Assim, sendo λ o parâmetro crítico

define-se o Hamiltoniano inicial como Ĥi = Ĥ(λ0) e então, instantaneamente, muda-se

para o Hamiltoniano final Ĥf = Ĥ(λ) sem que ocorra a evolução no tempo (τ = 0).

Como a transição SI é desencadeada tanto pela intensidade de desordem quanto a

concentração de impurezas, essas duas propriedades do sistema foram escolhidas como

parâmetros críticos. Sendo assim, definimos dois protocolos: no protocolo 1 o parâmetro

crítico é a concentração e no protocolo 2 é a intensidade de desordem.

A diferença entre os dois protocolos se dá em relação a variação do parâmetro crítico:

no protocolo 1 a concentração do Ĥf será sempre a concentração consecutiva em relação

a concentração do Ĥi. Por exemplo, para superfluidos com cadeias de L = 6 sítios, as

concentrações de impurezas possíveis são 16%, 33%, 50%, 66% e 83%. Sendo assim, no

primeiro quenching os Hamiltonianos inicial e final são, Ĥi = Ĥ(C = 16%) e Ĥf = Ĥ(C =

33%), no segundo quenching são Ĥi = Ĥ(C = 33%) e Ĥf = Ĥ(C = 50%) e assim por

diante. No protocolo 2 a intensidade de desordem V do Hamiltoniano final é mantida

fixa, e varia-se apenas a intensidade do Hamiltoniano inicial. A Tabela 2 resume os dois

protocolos.

Tabela 2 – Protocolos adotados no sudden quench. No protocolo 1 o parâmetro crítico é a con-

centração de impurezas C e no protocolo 2 é a intensidade de desordem V .

protocolo 1 protocolo 2

Ĥi(Ci)⇒ Ĥf (Ci+1) Ĥi(Vi)⇒ Ĥf (V )

Trabalho quântico Em sistemas quânticos, a distribuição de trabalho quântico contém

importantes informações sobre as transições entre os autoestados, o que faz com que as

propriedades estatísticas mudem dramaticamente ao longo da transição. Nesse sentido,

usamos os três primeiros momentos da distribuição de trabalho para analisar o compor-

tamento da transição quando o sistema é tirado do equilíbrio, onde a expressão para o

momento de k-ésima ordem é

〈W k〉 =
∑
i

P (Wi)(Wi − W̄ )k, (58)
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onde para sistemas fechados a distribuição de probabilidade (74) é dada por

P (W ) =
∑
n,m

δ [W − (Em − En)] pnpm|n, (59)

onde pn é a população do n-ésimo autoestado |n〉 deHi, pm|n é a probabilidade de encontrar

o sistema no estado |m〉 depois do quench quando o estado inicial era |n〉 e os três primeiros

momentos são o trabalho quântico médio (k = 1), a variância (k = 2) e a assimetria

(k = 3).

A probabilidade de ocupação inicial do n-ésimo autoestado é dado pelo fator de Boltz-

mann

pn =
exp(−βEn)

Z(β)
, (60)

onde Z(β) =
∑

n e
−βEn é a função de partição do Hamiltoniano inicial, β = (kBT )−1 é a

temperatura inversa e pm|n é dada por

pm|n = |〈m|n〉|2. (61)

Os cálculos de sudden quench foram todos obtidos via diagonalização exata para sis-

temas com L = 6 sítios e densidade média n = 1.0. Considerando que cada conjunto de

parâmetros (Ci;Vj) possui diferentes configurações de impurezas para ambos Hamiltonia-

nos inicial e final, cada quench de Hi para Hf possui um número diferente de combinações

possíveis de estados, assim as quantidades analisadas são uma média sobre todas essas

combinações.

Primeiramente, calculamos o trabalho quântico para sistemas com cadeias de L = 100

sítios e densidade média n = 0.8, como descrito no Apêndice APÊNDICE A, para poder

validar os resultados que obtivemos para cadeias menores de L = 6 sítios. Pela Figura 23a,

podemos ver que o ponto onde há a extração máxima de trabalho quântico do sistema

é em C = 40%, precisamente a concentração crítica CC encontrada para o perfil de

emaranhamento da Figura 10. Ainda, comparando com a Figura 23b, vemos que o perfil

do trabalho para sistemas de cadeias menores possui o mesmo comportamento que o

perfil de cadeias grandes, além do pico se encontrar na mesma concentração crítica. Isso

evidencia que os resultados obtidos para cadeias com L = 6 sítios não apresenta efeitos de

borda significativos capaz de alterar os resultados, dando uma maior confiabilidade para
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os resultados seguintes. Além disso, podemos notar que para essa temperatura específica

(β = 100t) a extração de trabalho é possível para qualquer concentração de impurezas ou

intensidade de desordem.

Figura 23 – Trabalho quântico médio 〈W 〉 em função da concentração do estado inicial C0 para

sistemas com (a) L = 100 sítios e n = 0.8 e (b) L = 6 sítios e n = 1.0, para diferentes

intensidades de desordem V . Para todos os casos o valor da interação é de U = −5t

e β = 100t. Valores em unidades adimensionais.
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Além da extração máxima de trabalho na concentração crítica (C = 50%) vemos

também pela Figura 24a que o processo é otimizado pois não há flutuações (a variância

praticamente desaparece). Esse máximo de trabalho sendo extraído com uma dispersão

quase nula está relacionado com o fato de que, basicamente, a energia está sendo trans-

ferida entre dois estados "efetivos". Considerando que a distribuição leva em conta as

possíveis transições entre Ĥi e Ĥf , quando o 〈W 〉 é grande isso indica que a distribuição

está centrada em uma diferença de energia Em − En que é grande e como a variância é

pequena, então poucos são os estados que de fato contribuem para o trabalho. É como se

o 〈W 〉 fosse descrito por uma única transição entre ψ0 e ψf , onde esses estados seriam os

estados efetivos.

Outra relação importante é quando comparamos o perfil do trabalho com o do ema-

ranhamento. Como podemos notar, independente do tamanho da cadeia o trabalho apre-

senta uma descontinuidade exatamente na concentração crítica do sistema, o que indica

que também é possível de se detectar a transição SI. Além disso, a extração de trabalho se

dá no ponto onde o emaranhamento é mínimo, mostrando uma relação direta entre essas

duas grandezas. Por fim, pela Figura 24b vemos uma mudança no sinal da assimetria

de positivo para negativo a partir da concentração crítica, comportamento semelhante

visto para a transição metal-isolante de Mott (75). Essa mudança de sinal indica um

deslocamento da distribuição de probabilidades o que confirma a transição entre as fases

superfluida e isolante.

Para temperaturas moderadas (β = 0.5t) vemos que é possível a extração de de traba-

lho quântico do sistema exceto para o caso de intensidades de desordem baixas (V = −1t),

como mostra a Figura 25a. Além disso, a Figura 25b mostra que a temperatura começa a

afetar também a dispersão do trabalho, o que indica que agora mais estados estão contri-

buindo para a diferença Ef−E0. Entretanto, para altas temperaturas a Figura 26 mostra

que é apenas possível de produzir trabalho e que as flutuações são grandes.
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Figura 24 – Valores de (a) variância média 〈W 2〉 e (b) assimetria média 〈W 3〉 para sistemas com

L = 6 sítios, densidade n = 1.0, interação U = −5t e β = 100t, para diferentes

intensidades de desordem V . Valores em unidades adimensionais.
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Figura 25 – Valores de (a) trabalho quântico médio 〈W 〉 e (b) variância média 〈W 2〉 para sistemas

com L = 6 sítios, densidade n = 1.0, interação U = −5t e β = 0.5t, para diferentes

intensidades de desordem V . Valores em unidades adimensionais.
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Figura 26 – Valores de (a) trabalho quântico médio 〈W 〉 e (b) variância média 〈W 2〉 para sistemas

com L = 6 sítios, densidade n = 1.0, interação U = −5t e β = 0.0333t, para

diferentes intensidades de desordem V . Valores em unidades adimensionais.
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Em seguida, investigamos o trabalho quântico médio e os outros dois momentos no pro-

tocolo 2, onde mantivemos a mesma concentração de impurezas e variamos a intensidade

de desordem entre os estados inicial e final.

Pela Figura 27a, vemos que o máximo de extração de trabalho quântico é na con-

centração crítica assim como no protocolo 1. Entretanto, diferentemente do protocolo

1 vemos que aqui apenas em alguns casos conseguimos extrair trabalho quântico do sis-

tema, mesmo para uma intensidade de desordem fortemente atrativa do estado inicial

(V = −7t). Além disso, para uma intensidade de V = −5t não conseguimos mais ex-

trair trabalho na concentração crítica e em intensidades abaixo dessa não extraímos de

nenhuma concentração.

Na Figura 23b observamos novamente um comportamento distinto daquele observado

no protocolo 1. É possível identificar a transição superfluido-isolante mesmo para uma

desordem fracamente atrativa (V = −1t), apesar de bem suave. No caso da Figura 27a

vemos que a assinatura da transição desaparece para valores |V | ≤ 2t. Esse resultado pode

ser explicado quando olhamos a Figura 27b: mesmo para intensidades fracas a variância é

alta, indicando que vários estados estão contribuindo para a diferença de energia Ef −E0

que leva àquele valor de trabalho quântico. Isso mostra também que as transições são

mais afetadas pela intensidade de desordem.

Por fim, a Figura 28 revela que em altas temperaturas a assinatura da transição

desaparece completamente mesmo para intensidades de desordem fortemente atrativas,

ou seja, não é mais possível extrair trabalho de nenhum caso e as flutuações quânticas são

grandes.
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Figura 27 – Valores de (a) trabalho quântico médio 〈W 〉 e (b) variância média 〈W 2〉 em função

da concentração C para sistemas com L = 6 sítios, densidade n = 1.0, interação

U = −5t e β = 100t, para diferentes intensidades de desordem V do estado inicial.

Para todos os casos a intensidade de desordem do estado final é Vf = −10t. Valores

em unidades adimensionais.
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Figura 28 – Valores de (a) trabalho quântico médio 〈W 〉 e (b) variância média 〈W 2〉 em função

da concentração C para sistemas com L = 6 sítios, densidade n = 1.0, interação

U = −5t e β = 0.0333t, para diferentes intensidades de desordem V do estado

inicial. Para todos os casos a intensidade de desordem do estado final é Vf = −10t.

Valores em unidades adimensionais.
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3.2 Regime de interação repulsiva entre partículas U > 0

Assim como no caso da transição SI, aqui também aplicamos cálculos de DFT para

obter valores de energia e densidades e usamos a entropia linear para quantificar o grau

de emaranhamento dos sistemas e investigar a transição MI de Mott-Anderson em cadeias

com impurezas. Apesar de ser uma ferramenta conhecidamente eficaz para se identificar

transições de fase quânticas (76–80) e estados exóticos da matéria (81–85), o emaranha-

mento também tem sido utilizado para explorar a transição MI de Mott mas em sistemas

sem desordem (86–89). Entretanto, poucos estudos investigaram a transição MI de Mott-

Anderson do ponto de vista do emaranhamento (90–92).

3.2.1 Transição MI desencadeada pela densidade média de partículas n

A fim de investigar o comportamento de ambos os fenômenos juntos (MI de Mott-

Anderson), primeiro analisamos cada caso separado (MI de Mott e MI de Anderson).

Pela Figura 29 vemos que a transição de Mott, que ocorre quando não há desordem no

sistema (V = 0), apresenta uma queda no emaranhamento com o aumento da interação

U , no ponto de densidade média n = 1. Nesse valor de densidade, surge um mínimo

local para valores de U & 2t que se torna mais acentuado conforme o valor da interação

aumenta. Denominamos essa densidade como densidade crítica nUC . A saturação do

emaranhamento em um valor finito de L = 0.5 para U → ∞ é a assinatura da transição

de Mott, onde o aumento da interação U congela os graus de liberdade das partículas em

relação a probabilidade de hopping entre os sítios, apresentando probabilidades máximas

de ocupação simples (w↑ = w↓ → 0.5 - ver Apêndice). Apesar das partículas estarem

congeladas nos sítios, o emaranhamento para U →∞ não é zero pois as partículas ainda

possuem os graus de liberdade de spin, que não estão congelados. Isso resulta em um tipo

de localização parcial.
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Figura 29 – Emaranhamento médio L̄ em função da densidade média de partículas n para sis-

temas com diferentes interações intra-sítios e sem desordem (Mott MI). Valores em

unidades adimensionais.
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Fonte: Autoria própria.

De maneira semelhante, como mostra a Figura 30, na transição MI Anderson há uma

queda do emaranhamento com o aumento da intensidade de desordem com mínimo de

emaranhamento na densidade crítica nVC = 2C/100 para valores de |V | & 3t. Esse mínimo

em nVC primeiramente observado na transição SI (93, 94) é a assinatura que caracteriza

a localização de Anderson: uma desordem V atrativa congela os graus de liberdade das

partículas favorecendo a dupla ocupação nos sítios com impurezas. Entretanto, diferente-

mente do caso de Mott, na transição de Anderson há uma localização total das partículas

caso a intensidade de desordem for suficientemente forte (w̄2 → 1 e L̄ = 0 para |V | → ∞).
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Figura 30 – Emaranhamento médio L̄ em função da densidade média de partículas n para sis-

temas com diferentes intensidades de desordem e sem interação entre partículas

(Anderson MI). Para esses sistemas a concentração de impurezas é de C = 50%.

Valores em unidades adimensionais.
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Fonte: Autoria própria.

Por fim, analisamos o comportamento da transição MI na presença de desordem V e

interação U , como mostra a Figura 31. Vemos pela Figura 31a que com uma intensidade

de desordem fraca (V = −1t) o perfil de emaranhamento é semelhante ao do caso "clean"

(C = 0 e V = 0): o mínimo se mantém em nUC = 1 e o mínimo em nVC da transição de

Anderson não aparece, permanecendo apenas a Mott MI. Conforme o valor de V cresce,

a desordem começa a impactar na transição de Mott (Figura 31b): a densidade crítica da

transição de Mott é deslocada para valores de nU→VC > 1, o que indica que a densidade

efetiva nos sítios sem impurezas (nV=0) é menor que n, pois como as partículas estão

localizadas nos sítios com impurezas (V < 0) é necessário uma densidade n > 1 para

satisfazer a relação de nV=0 = 1 na transição de Mott.



76

Figura 31 – Emaranhamento médio L̄ em função da densidade média n de partículas para sis-

temas com (a) diferentes concentrações de impurezas e intensidades de desordem e

(b) com C = 25% e intensidade fortemente atrativa (V = −20t). Todos os casos

apresentam interação U = −5t. Valores em unidades adimensionais.
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Para desordem atrativa (V < 0) a maioria das partículas está localizada nos sítios com

impurezas LV podendo ter até 2 partículas por sítio, ou seja, 2LV . Sobram assim L−LV
sítios sem impurezas e N − 2LV partículas nesses sítios. Sendo assim, a densidade efetiva

dos sítios sem impurezas pode ser definida como,

nV=0 ≡
(N − 2LV )

(L− LV )
. (62)

A densidade crítica nU→VC será portanto a densidade média n para que nV=0 = 1, que

em termos de concentração pode ser escrita como,

nV=0 = 1,

(N − 2LV )

(L− LV )
= 1,

N = L+ LV ,

N

L
= 1 +

LV
L
,

nU→VC = 1 +
C

100
. (63)

De modo semelhante, tem-se uma densidade efetiva para os sítios com impurezas

definida como

nV ≡
N

LV
, (64)

onde a densidade crítica nU↔VC tem que ser menor que 1 para que nV = 1. Essa densidade

crítica é induzida pela desordem e está associada a uma transição do tipo Mott (Mott-like

MI ) que, em termos de concentração, é dado por

nV = 1,

N

LV
= 1,

N

L
=

LV
L
,

nU↔VC =
C

100
. (65)

Os mínimos suaves em nU↔VC são induzidos por desordem suficientemente forte, como

mostra a Figura 31a, que para os casos V = 0 e V = −1t estão ausentes. Além disso, a
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densidade crítica nVC permanece em 2C/100 mas com um valor de emaranhamento maior

que 0 (em comparação com a Figura 30), indicando que na presença de interação U é

preciso um valor de desordem mais forte para que o sistema alcance uma localização total

(L = 0). Isso ocorre pois enquanto U > 0 contribui favorecendo a ocupação simples das

partículas (w↑, w↓), V contribui favorecendo a dupla ocupação (w2). Sendo assim, para

a transição MI de Anderson há uma competição entre U e V de maneira que o sistema

precisa de uma desordem mais forte para alcançar a fase isolante, o que contrasta com a

transição SI quando desencadeada por desordem, pois nesse caso U < 0 também favorece

a dupla ocupação e essa competição não é observada (93,94).

Outra característica que vemos na Figura 31a é que o mínimo na densidade crítica

nV→UC é menor para concentrações menores pois o impacto de U é menos relevante para

densidades baixas, diminuindo a competição entre V e U . Além disso, a Figura 31b

mostra que com uma desordem suficientemente forte o sistema alcança a localização total

em nV→UC independente da interação U . Ainda, vemos um comportamento semelhante

ao que víamos para a transição SI: uma "plataforma" no perfil de emaranhamento para

valores de n < nV→UC que está relacionada com a dificuldade de conexão entre as partículas

devido a distância média dos sítios com impurezas. Com o aumento de C, a distância

entre esses sítios diminui e a plataforma fica mais extensa e apresenta um L̄ maior.

A Tabela 3 resume os tipos de transição (Mott, Anderson ou Mott-Anderson) e as

respectivas densidades críticas para intensidade de desordem atrativa (V < 0). Para

obter as mesmas expressões para intensidade de desordem repulsiva, utiliza-se a simetria

partícula-buraco e toma-se nC → ñC = 2 − nC . A simetria partícula-buraco pode ser

confirmada através da Figura 32, onde temos nVC = 0.5, nU→VC = 1.25 e nU↔VC = 0.25 para

V < 0 (curva marrom) e nVC = 1.50, nU→VC = 0.75 e nU↔VC = 1.75 para V > 0 (curva

vermelha).
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Tabela 3 – Relação entre densidade crítica nC e concentração de impurezas C para os diferentes

tipos de transição metal-isolante (Mott, Anderson e Mott-Anderson).

Transição

MI

Mott

U & 2t, V = 0

Anderson

|V | & 3t, U = 0

Mott-Anderson

U & 2t, |V | & 3t

densidade

crítica
nUC = 1 nVC = 2C/100

nU→VC = 1 + C/100

nV→UC = nVC = 2C/100

nU↔VC = C/100

Fonte: Autoria própria.

Figura 32 – Emaranhamento médio L̄ em função da densidade média de partículas n para sis-

temas com intensidade de desordem atrativa (V = −20t) e repulsiva (V = −20t), e

interação U = 5t. Valores em unidades adimensionais.
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3.2.2 Transição MI desencadeada pela concentração de impurezas C

Semelhantemente ao comportamento da transição SI, na metal-isolante também vemos

uma não-monotonicidade na concentração crítica (C = 40%) com L̄ ≈ 0 indicando um

estado de localização total do sistema (Anderson MI), como mostra a Figura 33a. Além

disso, esse mínimo também está relacionado com a intensidade de desordem: para fraca

desordem, a não-monotonicidade torna-se menos abrupta e o mínimo não ocorre em CC ,

caracterizando o estado de localização total frustrada.

Entretanto, na transição MI vemos um mínimo local adicional em C = 80% que

corresponde a transição de Mott: nesse ponto a interação suficientemente forte (U = 10t)

favorece a ocupação simples das partículas (w↑, w↓), e praticamente todos os sítios estão

ocupados ou com partículas de spin-up ou de spin-down. Essa interpretação é confirmada

pelas probabilidades médias de ocupação como mostra a Figura 34.

A Figura 33b mostra a simetria em relação ao sinal da desordem: para desordem repul-

siva a concentração crítica é C = 60% pois agora 60 sítios possuem impurezas repulsivas

e as partículas estarão duplamente ocupadas nos 40 sítios sem impurezas. Da mesma ma-

neira, temos a simetria em relação ao mínimo local que para impurezas repulsivas ocorre

em C = 20%.
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Figura 33 – Emaranhamento médio L̄ em função da concentração de impurezas C para sistemas

com intensidade de desordem (a) atrativa e (b) repulsiva. Em todos os casos, os

sistemas apresentam interação U = 10t e densidade média n = 0.8. Valores em

unidades adimensionais.
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Figura 34 – Probabilidades médias de ocupação simples (a) spin-up e (b) spin-down para sítios

com impurezas w̄Vσ e sem impurezas w̄V=0
σ em função da concentração de impurezas

C para sistemas com intensidade de desordem V = −20t, densidade média n = 0.8

e interação U = 10t. Valores em unidades adimensionais.
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3.2.3 Transição MI desencadeada pela interação intra-sítio U

Por fim, quando analisamos o perfil de emaranhamento médio em função da interação

intra-sitio fica mais explícito a competição entre U e V . A Figura 35 mostra que é

necessário uma desordem fortemente atrativa (V = −20t) ou repulsiva (V = +20t) para

se alcançar o estado de localização total. Mesmo uma intensidade de desordem V = −10t,

que no caso do regime de U < 0 era considerada fortemente atrativa, no regime U > 0 ela

não é suficientemente forte para levar o sistema há localização total, já que V contribui

favorecendo a ocupação dupla dos sítios com impurezas (w2) enquanto que U contribui

favorecendo as probabilidades desemparelhadas (w↑ e w↓).

Sendo assim, podemos resumir que para os casos de concentração crítica quanto maior

a interação U e menor a intensidade V o sistema estará em um estado onde as partículas

tem maior mobilidade, sendo classificado como um estado metálico. Entretanto, quanto

menor a interação U e maior a intensidade V o sistema estará em um estado de pouca

mobilidade das partículas, sendo classificado como isolante.
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Figura 35 – Emaranhamento médio L̄ em função da interação intra-sítio U para sistemas com

(a) C = 40% de impurezas atrativas e (b) C = 60% de impurezas repulsivas, com

densidade média n = 0.8. Valores em unidades adimensionais.
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4 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Na presente tese, estudamos duas transições de fase quânticas em nanoestruturas

desordenadas: a transição superfluido-isolante e a transição metal-isolante. Utilizamos

o modelo de Hubbard fermiônico unidimensional para descrever as nanoestruturas e a

desordem foi inserida através de impurezas localizadas, aleatoriamente distribuídas na

cadeia, de acordo com uma concentração específica. Para identificar essas transições foi

utilizado o grau de emaranhamento quantificado via entropia linear.

No Capítulo 1, apresentamos brevemente diferentes tipos de fases e como elas se re-

lacionam. Discutimos também a diferença entre uma transição de fase clássica e uma

transição de fase quântica, e quais as principais características da última. Além disso,

discorremos das duas principais transições aqui estudadas: a transição metal-isolante e a

transição superfluido-isolante.

No Capítulo 2, introduzimos a fundamentação teórica do modelo de Hubbard e as espe-

cificidades que adotamos neste trabalho. Adicionalmente, apresentamos os fundamentos

da teoria do Funcional da Densidade e sua formulação para o modelo de Hubbard. Por

fim, discutimos a formulação do emaranhamento para esse modelo e as aproximações que

adotamos para o cálculo da entropia linear.

O Capítulo 3 foi dedicado às discussões dos resultados. Começamos investigando a

transição superfluido-isolante e sua relação com a concentração de impurezas. Mostra-

mos que a transição SI pode ser desencadeada pela intensidade das impurezas V , pela

concentração das impurezas C e pela densidade média de partículas n. Vimos que en-

quanto a interação U praticamente não afeta a transição, o confinamento harmônico k, se

suficientemente forte, pode induzir uma transição do estado totalmente localizado para a

localização ordinária.

Mostramos que quando a transição é desencadeada pela intensidade de desordem,

qualquer valor pequeno de V é capaz de levar o sistema de um estado de superfluidez para

um estado localizado. Ainda, mostramos que o emaranhamento satura com o aumento de

|V | indicando um estado isolante. Quando comparamos o perfil da entropia em função da

intensidade de desordem para valores atrativos (V < 0) e repulsivos (V > 0), mostramos

também que há uma simetria partícula-buraco em relação a concentração crítica.
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Estendemos nossa análise para o caso onde a transição SI é desencadeada pela con-

centração de impurezas. Para esse caso, mostramos que há uma intensidade mínima de

V capaz de levar o sistema de um estado de superfluidez para um estado de localização

total. Quando esse V não é forte o suficiente, o sistema vai para um estado que chamamos

de localização frustrada. Além disso, mostramos que há uma relação bem definida entre a

concentração de impurezas e a densidade média do sistema. Discutimos também a ordem

da transição em relação ao parâmetro crítico: quando desencadeada por V a transição é

de segunda ordem e quando desencadeada por C, de primeira ordem.

Adicionalmente, exploramos a transição SI do ponto de vista da termodinâmica fora-

do-equilíbrio. Verificamos que é possível identificar a transição através do trabalho quân-

tico para temperaturas baixas e moderadas e que, na concentração crítica, temos a situ-

ação em que melhor se extrai trabalho do sistema.

Finalmente, exploramos a transição metal-isolante quando há apenas interação U (V =

0) na transição "metal-isolante de Mott", e observamos que o emaranhamento apresenta

um mínimo na densidade crítica n = 1 mas que é não-nulo, indicando que a localização

é parcial. Em contraste, na presença apenas de desordem V (U = 0), na transição

metal-isolante de Anderson, o emaranhamento pode ser nulo na concentração crítica,

para desordem suficientemente forte, caracterizando a localização total. Vimos também

que as transições de Mott e de Anderson apresentam uma única densidade crítica quando

separadas e três quando combinadas: uma referente à interação U , outra referente à

intensidade de desordem V e a terceira que é referente à competição entre desordem e

interação e está relacionada com a densidade efetiva do sistema.

A maior parte dos resultados aqui apresentados já fora publicada em três artigos

científicos:

1. G. A. Canella, V. V. França, Scientific Reports 9, 15313 (2019) (93)

2. G. A. Canella, V. V. França, Physica A 545, 123646 (2020) (94)

3. G. A. Canella, V. V. França, Physical Review B 104, 134201 (2021) (95)

Outros dois artigos científicos estão em preparação, contemplando os efeitos de tem-

peratura tanto na transição SI quanto na MI. Como perspectivas futuras, ressaltamos a

possibilidade de investigar as transições SI e MI via emaranhamento em sistemas com

diferentes topologias de desordem, pois neste trabalho nos limitamos à modelagem de
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desordem via impurezas pontuais de mesma intensidade. Um outro sistema interessante

de ser explorado é o de "superredes" onde temos modulações periódicas de impurezas.

Ou ainda, investigar sistemas que possuem magnetização. Com isso, esperamos que essa

tese inspire a comunidade a investigar essas e outras questões e que ajude a contribuir

para a área.
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APÊNDICE A TRANSIÇÃO SUPERFLUIDO-ISOLANTE

Cálculo do trabalho quântico para sistemas de cadeias L = 100

O cálculo do trabalho quântico para cadeias de L = 6 sítios foram realizados utilizando

os autovalores e autovetores obtidos através da diagonalização exata do sistema. Para os

sistemas de L = 100 sítios e T = 0 utilizou-se uma outra abordagem.

O trabalho quântico é descrito como a diferença de energia entre os estados final e

inicial de um sistema,

〈W 〉 =

∫
dWP (W )

= 〈ψf |Hf |ψf〉 − 〈ψ0|H0|ψ0〉. (A.1)

Como no processo de sudden quench o sistema passa do estado inicial para o final

instantaneamente e não há temperatura no sistema, o estado final vai ser igual ao estado

inicial,

〈W 〉 = 〈ψ0|Hf |ψ0〉 − 〈ψ0|H0|ψ0〉

= 〈ψ0|T̂f + Ûf + V̂f |ψ0〉 − 〈ψ0|T̂0 + Û0 + V̂0|ψ0〉. (A.2)

Em ambos os protocolos o parâmetro crítico ou foi a concentração de impurezas C ou

foi a intensidade das impurezas V . Sendo assim, os termos de energia cinética e interação

do estado inicial e final da eq. A.2 são iguais, o que resulta em
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〈W 〉 = 〈ψ0|V̂f |ψ0〉 − 〈ψ0|V̂0|ψ0〉

= 〈ψ0|V̂f − V̂0|ψ0〉

=

〈
ψ0

∣∣∣∣∣∑
i

vfi n̂i −
∑
i

v0i n̂i

∣∣∣∣∣ψ0

〉
=

∑
i

[
vfi − v0i

]
〈ψ0|n̂i|ψ0〉

=
∑
i

[
vfi − v0i

]
ni (A.3)


