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RESUMO

Realiza-se a formulagdo matemdtica do escoamento potencial no interior de contracdes
bidimensionais usando sistemas de coordenadas cartesianas e cilindricas. Para tal considera-se
que as geometrias das contragdes sejam bidimensionais no sistema de coordenadas cartesianas
e bidimensionais com simetria axial no sistema de coordenadas cilindricas. A formulacdo é
adaptada a partir das equacdes tridimensionais de Euler em coordenadas cartesianas e
cilindricas, fazendo-se as hipdteses de bidimensionalidade, regime permanente, fluido
inviscido e escoamento irrotacional.

O formalismo diferencial do escoamento potencial no interior de contragdes bidimensionais €
formalmente resolvido utilizando-se a Técnica da Transformada Integral Generalizada —
TTIG - cuja fundamentagdo estd na expansao de fung¢des-quadrado-integraveis em séries de
funcdes ortogonais.

Desenvolveu-se algoritmos computacionais, em linguagem computacional Fortran 95, para
simular as solugdes formais obtidas e produzir resultados numéricos que possibilitassem a
andlise do escoamento potencial nas referidas contragdes.

Realizou-se extensivos testes numéricos para quatro familias de geometrias das contracdes,
sendo que cada familia ainda possuia diferentes funcdes modeladoras do formato de suas
paredes, bem como os parametros razdo e esbeltez e razao de contragdo.

Analisou-se os resultados visando sintetizar aspectos e caracteristicas de como as contragdes

operam e que formatos sao mais adequados ou nao.

Palavras-chave: Contragdes, transformadas integrais, potencial de escoamento.



ABSTRACT

It was done the mathematical formulation for potential flow inside two-dimensional
contractions using both Cartesian and cylindrical coordinate systems. To achieve such aim it
was considered that contraction geometries are two-dimensional in the Cartesian coordinate
system and two-dimensional with axial symmetry in cylindrical system. Formulation is
adapted from tri-dimensional Euler equations in Cartesian and cylindrical coordinate systems,
doing hypothesis such as: two-dimensionality, steady flow regime, inviscid fluid and
irrotational flow.

Differential formulae that models potential flow inside two-dimensional contraction is
formally solved using Generalized Integral Transform Technique — GITT — which is based
upon orthogonal series expansion of square-integrable functions.

It was developed some computational algorithms, using Fortran 95 computational language,
to simulate the obtained formal solutions and to produce numerical results that allows
potential flow analysis for referred contractions.

It was done comprehensive numerical tests for four families of contraction geometries, being
that each family yet has different contraction wall modeling functions, as well length and
contraction ratios.

Results were analyzed aiming to synthesize aspects and characteristics of how contractions

operate and which forms are more adequate or not.

Keywords: Contractions, integral transform, potential flow
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CAPITULO 1

1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

O estudo de escoamento de fluidos sempre foi e continuard sendo realizado e discutido
em razao de sua grande importancia nas aplica¢des industriais e materiais.

Problemas de transportes, energia elétrica, combustdo, irriga¢do, controle de
inundacdo, abastecimento de dgua, disposicdo de esgoto, movimento de projéteis, oleodutos,
gasodutos, dentre inimeros outros, envolvem o movimento e transportes de fluidos.

Durante muito tempo, técnicas analiticas cldssicas foram aplicadas para a obtencao de
solucdo de problemas diversos da engenharia, como um todo. No entanto, para os problemas
que envolvem geometrias de contracdo, apesar de se tratar de um problema geometricamente
simples, apresenta grande complexidade hidrodinamica e ndo possui solugdo analitica. Desta
forma, a solucdio do problema por métodos numéricos permite a caracterizacdo do
escoamento.

Assim, diante da necessidade de se obter solu¢des de problemas mais realisticos,
diversas técnicas numéricas foram e continuam sendo desenvolvidas, tais como: Método de
Elementos Finitos, Diferencas Finitas, Volumes Finitos dentre outros. A Técnica da
Transformada Integral Generalizada — TTIG por fornecer solug¢do analitica, permite a
obtencdo de solucdes mais precisas para este tipo de problema.

O estudo da contragdo em escoamentos € importante, pois hd uma necessidade comum
nas inddstrias em geral, mais especificamente, industrias quimicas e petroliferas de se abordar
nesse contexto, o comportamento da dindmica dos fluidos.

Pesquisas experimentais em mecanica dos fluidos podem ser validadas cientificamente

na medida em que se estudam geometrias de contracao.
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As contragdes sdo parte integrante de todos os tuneis aerodinadmicos e hidrodinamicos,
utilizados para pesquisas basicas, ensaios ou modelamento de escoamentos. A contragcdo €
responsavel pela uniformizagdo das linhas de corrente, objetivando um perfil uniforme, de
baixa intensidade turbulenta e de camada limite de pequena espessura na secao de testes. Uma
vez que a pressdo total permanece constante a velocidade média é reduzida. Informacdes
sobre contracdo em tdneis aerodindmicos podem ser obtidas em Bradshaw & Pankhurst,
(1964) e Gorecki (1989).

Segundo Doolan & Morgans, (2007), o principal propdsito de se estudar estruturas de
contragdes ¢ a melhoria na qualidade de teste. Em seus experimentos conseguiram obter
resultados satisfatorios.

Apesar da simplicidade da geometria do problema, uma complexidade no estudo da
dinamica do fluido através da contracdo se instala, fornecendo uma dificil solu¢do analitica
das equacgdes que regem o problema, necessitando assim de uma solu¢do numérica
aproximada.

As equacdes que modelam o problema, a equagdo de Laplace, por possuir derivadas de
quarta ordem devido a fungdo corrente eliminar a equacdo da continuidade, requerem uma
andlise computacional mais apurada.

Computacionalmente, para se obter resultados satisfatorios, deve-se realizar a
discretizacdo das equagdes que modelam o problema que se pretende estudar, utilizando para
isso, uma ferramenta matemaética especifica.

Nesse sentido, a Técnica da Transformada Integral Generalizada (TTIG) serd utilizada
para se obter valores do perfil de velocidades nas direcdes x e y do campo de escoamento. O
método serd aplicado em um modelo de contracdo em coordenadas retangulares e cilindricas
bidimensional para um fluido ideal.

A Técnica da Transformada Integral Generalizada (TTIG), € uma ferramenta que
permite a solugdo das mais variadas geometrias de contracdo. Basicamente, essa técnica
consiste em transformar a equacdo diferencial parcial ou conjunto de equagdes diferenciais
parciais, em um sistema de equagdes diferenciais ordindrias acoplado e infinito, o qual é
truncado em uma ordem suficientemente grande e resolvido numericamente.

Esse método tem sido utilizado com éxito em vdrios problemas da drea de ciéncias
térmicas e também nos problemas que envolvem geometrias de contracdo, alcancando-se
excelentes resultados nao s6 do ponto de vista da precisdo de solu¢do, mas também se tem

mostrado bastante eficiente sob a O6tica de custos computacionais demonstrado ainda
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viabilidade na solu¢do de problemas tipicos em engenharia, com taxas de convergéncia

satisfatorias.

1.2 OBJETIVOS

Nessa pesquisa tem-se por objetivos:

e Efetuar a formulagdo matemadtica das equagdes diferenciais parciais que modelam o
escoamento potencial no sistema de coordenadas cartesianas bidimensional, bem
como no sistema de coordenadas cilindricas bidimensional com simetria axial;

e Estabelecer conjunto pertinente de condi¢des de contorno para o escoamento potencial
em contracdes descritas nos sistemas de coordenadas cartesianas e cilindricas;

e Aplicar a Técnica da Transformada Integral Generalizada — TTIG na obtencdo de
solucdo formal das equacdes diferenciais que modelam o escoamento potencial no
interior de contracdes bidimensionais;

e Desenvolver cédigo computacional para simular o formalismo desenvolvido
utilizando a TTIG, visando obter resultado para o escoamento potencial em
contragdes;

e Analisar os resultados obtidos visando entender e explicitar a influéncia dos
parametros razdo de esbeltez e razdo de contracdo; e da funcdo que modela o formato

da parede da contracdo.

1.3 ESCOPO DO TRABALHO

Este trabalho é composto de oito capitulos, cujos assuntos sao resumidos a seguir.

Capitulo 1. Introducao. Neste capitulo apresenta-se uma motivagido abordando os principais
aspectos da pesquisa desenvolvida, apresentando alguns conceitos e justificativa para o estudo
de Contracdes e a utilizacdo da Técnica da Transformada Integral Generalizada. As metas

principais dessa pesquisa também foram descritas aqui.
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Capitulo 2. Revisao Bibliografica. Neste capitulo é apresentado algumas referéncias sobre o
tema abordado para enriquecer, contribuir e subsidiar o estudo sobre contracdes e técnicas de

resolugdes.

Capitulo 3. Formulacdo em Coordenadas Cartesianas. Apresenta-se neste capitulo a
formulacdo matemadtica do problema estudado, abordando as equacdes governantes em
coordenadas cartesianas, a definicio do modelo de contracio a ser utilizado, e as

consideragdes empregadas na solu¢dao do problema.

Capitulo 4. Formulacdo em Coordenadas Cilindricas. Assim como feito no capitulo 3, é
apresentada aqui a formulacdo matemadtica para o problema, abordando as equagdes

governantes do problema estudado em coordenadas cilindricas.

Capitulo 5. Funcoes Usadas para Modelar o Formato da Parede da Contracao.
Neste capitulo é feita uma andlise das fun¢des que podem descrever a parede da Contracao
utilizando derivadas de primeira e segunda ordem, pois é desejavel que a fun¢ao seja de classe

2 . .~
C”, em seu intervalo de definicao.

Capitulo 6. Resultados e sua anilise para o Escoamento Potencial em Contracgoes
Cartesianas. Pretende-se, neste capitulo, apresentar e analisar parte dos resultados obtidos na
simulacdo numérica do escoamento potencial no interior de contracdes descritas utilizando-se

o sistema de coordenadas cartesiano.

Capitulo 7. Resultados e sua Analise para Escoamento Potencial em Contracoes
Cilindricas com Simetria Axial. Assim como feito no capitulo 6, pretende-se analisar parte
dos resultados obtidos na simulacdo numérica do escoamento potencial no interior de

contragdes descritas utilizando-se o sistema de coordenadas cilindrico.

Capitulo 8. Conclusao. Apresenta-se neste capitulo as principais conclusodes, dos resultados
encontrados com relagdo a convergéncia da expansido em séries, e influéncia das razdes de

contragdo e esbeltez, bem como sugestdes para trabalhos futuros.



22

CAPITULO 2

2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Existem muitos modelos que sdo utilizados para se abordar as geometrias de
contragdo. Algumas aproximagdes analiticas ou métodos numéricos estao sendo aplicados na
intencdo de melhorar e aperfeicoar a investigacdo das diversas vertentes que circundam esse
assunto.

De forma mais particular, a resolucio de problemas de contracdo por meio de
simulacdes numéricas se torna importante para o avango cientifico — tecnoldgico ja que
conseguem caracterizar ¢ mapear de maneira geral um escoamento. Também é possivel
economizar muitas horas de experimentag¢do produzindo resultados computacionais.

Muitas solucdes analiticas obtidas através de modelamentos e aproximacgdes, tem sido
propostos na literatura no intuito de conseguir estudar e testar diferentes se¢des transversais
de geometria de contracgao.

Geralmente, trabalha-se com a solucao das equacgdes de Stokes-Beltrami para a fungdo
corrente de duas dimensdes com eixo geométrico axissimétrico.

Tulapurkara & Bhalla, (1998) relacionaram quinze diferentes formas de geometrias de
contragdo axissimétricas. Essas solu¢des produziram uma infinidade de linhas de corrente no
escoamento com gradientes de pressao toleraveis.

Durst e Loy (1985) realizaram testes em escoamentos laminares e newtonianos
comparando dados experimentais e numéricos através de uma contracao.

Monpean (2002) produziu uma simulacdo numérica de escoamentos de fluidos
newtonianos e viscoeldsticos com baixo nimero de Reynolds através de uma contracio plana.
Para isso, utilizou-se um modelo denominado Oldroyd — B obtendo-se 6timos resultados.

Aboubacar et al (2002) utilizou contragdes axissimétricas e planares para se estudar o
escoamento viscoeldstico. Para esses escoamentos utilizou-se a condi¢do de creeping flow, ou
seja, com Reynolds nulo. Foi comparado as linhas de corrente apresentadas durante o

escoamento e o desprendimento e a geracao de vortices.
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E importante ressaltar que toda a andlise do comportamento dos escoamentos através
de contragdes s6 € possivel devido ao tratamento que se realiza nas equacdes governantes do
problema para que seja viabilizada uma simulacio numérica em um ambiente de
programacao.

A Técnica da Transformada Integral Generalizada — TTIG, € uma das principais
ferramentas numéricas utilizadas para se obter solucdes aproximadas de problemas
matematicos que partem de um modelo fisico, como por exemplo, os problemas de Mecanica
dos Fluidos, mais especificamente neste trabalho, as contragcdes. Por isso, € necessario um
estudo mais profundo sobre sua aplicabilidade em diversas vertentes para enriquecer ainda
mais o trabalho proposto.

A Técnica da Transformada Integral Generalizada consiste em transformar a equagao
diferencial parcial que modela a situagdo problema que se pretende resolver em um sistema
infinito de equacOes diferenciais acopladas que deve ser truncado com uma ordem
suficientemente grande para depois ser resolvido numericamente. Em seguida utiliza-se a
férmula de inversdo para se obter o potencial original.

Ozisik & Murray (1974) foram um dos pioneiros a utilizar a TTIG que consistia em
tratar coeficientes de contorno varidveis. Muitas idéias foram surgindo com o objetivo de
estender esse procedimento para problemas mais complexos. Assim, segundo (Cotta, 1993) a

Técnica da Transformada Integral Generalizada abrange problemas da seguinte categoria:

¢ Problemas envolvendo equacdes com coeficientes varidveis;

¢ Problemas envolvendo condi¢des de contorno com coeficientes varidveis;
e Problemas com contornos maéveis;

¢ Problemas em que a complexidade esta associada ao problema auxiliar;

e Problemas ndo-lineares.

Para a aplicacdo da TTIG, Cotta (1993), apresenta alguns passos bdsicos:

1. Escolher um  problema  auxiliar  associado, (evitando-se  problemas
computacionalmente complexos);

2. Obter o par transformada — inversa apropriado;

3. Aplicar a transformada Integral na equagao diferencial parcial original, resultando em

um sistema de equacdes diferenciais ordindrias;
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4. Resolver o sistema de equagdes diferenciais ordindrias acopladas, truncando-o com
uma ordem suficientemente grande para entdo resolvé-lo numericamente;

5. Utilizar a férmula da inversa para construir o potencial original.

Muitos outros pesquisadores utilizaram a TTIG para resolver os mais variados
problemas. Muitos desses resultados podem ser encontrados em Cotta (1993). Como a TTIG
tem a capacidade de tratar dificuldades especiais, tais como: ndo linearidades, coeficientes
varidveis nao separdveis e dominios irregulares ela tem atraido uma atencdo muito
considerdvel e o nimero de pesquisadores atuando nessa drea tem aumentado. Uma indicacao
deste crescimento foi o aparecimento de trés outros textos sobre o assunto (Cotta e Mikhailov,
1997), (Cotta, 1998) e (Santos, Quaresma e Lima, 2001).

Utilizando a TTIG, problemas de autovalores descritos por equagdes diferenciais
parciais também podem ser transformados em problemas de autovalores algébricos, os quais
sdo resolvidos utilizando c6digos computacionais disponiveis na literatura. Mikhailov e Cotta
(1994) apresentaram uma formulagdo para os operadores que frequentemente aparecem em
fendmenos de difusdo de calor e massa.

Campos Silva et al (1992) utilizou a TTIG no problema de desenvolvimento
simultaneo da velocidade e temperatura em escoamento laminar de fluido newtoniano, em um
canal de placas paralelas.

Aparecido, Vieira e Silva (2000) aplicaram a TTIG para estudar os campos de
velocidades de escoamentos subsdnicos e incompressiveis na geometria de contracao de um
tinel de vento com secao transversal retangular em coordenadas cartesianas.

A TTIG também foi utilizada com sucesso na solu¢do de problemas inversos de
conveccdo, termicamente em desenvolvimento, em dutos retos de sec¢do transversal em
forma de setor circular segundo trabalho de If]zigik & Aparecido  (1998,1999a,b;
2001) e na solucdo de problemas ndo lineares unidimensionais de difusdo térmica em soélidos,
com mudanca de fase na fronteira, por Diniz & Aparecido (1990), Diniz et al (1992) e Diniz
et al (1993).

Apés essas consideragdes, fica claro que a Técnica da Transformada Integral
Generalizada — TTIG € uma ferramenta que da suporte ao objeto de estudo, sistematiza toda a
problematizacdo e compatibiliza a descricdo das equagdes governantes do problema em um
ambiente de programacdo computacional.

O estudo do comportamento de fluidos escoando em contragdo com certeza pode ser

melhor analisado e discutido quando abordado utilizando a TTIG.
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CAPITULO 3

3 FORMULACAO EM COORDENADAS CARTESIANAS

A formulacdo matemadtica do escoamento em regime permanente, incompressivel,
inviscido e irrotacional no interior de contragdes utilizando o sistema de coordenadas

cartesianas € apresentada. A solu¢do do equacionamento ¢é realizada usando a Técnica da

Transformada Integral Generalizada — TTIG.

3.1 FORMULACAO MATEMATICA

Para obter um modelo numérico que forne¢a dados sobre as componentes do vetor
velocidade, pressdo e linha de corrente no escoamento de fluidos dentro de uma contracdo, a
respectiva formula¢do matematica deve ser desenvolvida.

Neste trabalho, a situagdo a ser estudada, neste capitulo, serd a de escoamento
irrotacional bidimensional, a ser representado em coordenadas cartesianas no interior de
contracdes, de fluido inviscido utilizando o conceito de linha de corrente.

A funcdo linha de corrente é definida de tal forma que atenda a equacdo da
continuidade. A equac¢do da continuidade para escoamentos em regime permanente pode ser

escrita como

ou dv . .
Veu=—+—=0, u=u(x,y)i+v(x,y)j. (3.1.1a-b)
ox dy

Assim, pode-se escrever uma definicdo para a funcdo linha de corrente, W(x,y),

como segue

0¥ 0¥
u=— V=

y Tox (3.1.2a-b)
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O vetor vorticidade () para escoamentos bidimensionais pode ser escrito da seguinte

forma
i j k
0=Vxu=wi+ao, j+aok=det 25() %(y) aa(z) =(g—;—g—;tjk (3.1.3)
u v 0
entdo
dv  du
@, =0, w, =0 ¢ @, Eg—g : (3.1.4a-c)

Sob a hipétese de irrotacionalidade a equagao (3.1.4c) torna-se

a)—a—v—a—”—o
T oy . (3.1.5)

Substituindo as defini¢des de u e v, Egs. (3.1.2a-b), na equacgdo (3.1.5), tem-se

® zi(_a_‘l’)_i o __ i(a_‘f'}ri ¥_,
© ox\ ox ) dyldy ox\ dx ) dy| dy - 3.16)

Desta forma consegue-se escrever a equacao para a funcao linha de corrente na forma

apresentada a seguir

'Y o°Y
VW¥(x,y)= 2 - 5 =0, (3.1.7)

A equacdo (3.1.7) é chamada de Equagdo de Laplace. Contém derivadas de segunda
ordem e portanto, para sua solu¢do sdo necessdrias duas condi¢des de contorno para cada
eixo.

Particularmente, o problema a ser modelado aqui consiste num escoamento no interior

da contracdo apresentada logo em seguida. L; e L3 sdo respectivamente comprimentos
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indicados na figura 3.1, L, € o comprimento ao longo da linha de centro da contracdo e

f (x) é fungdo unidimensional prescrita.

\/“ﬂ

L4

x ¥

|

Lz

Figura 3.1- Geometria da contragdo.

L)

La

A Equacdo de Laplace que modela o escoamento e as condi¢cdes de contorno para esse

tipo de problema sao:

O"W(x,y)  IW(xy) _

0,
ox’ dy’

YO0,y)=u,y ye(0,L),

d¥(x,y)

™ =0 ye(0,Ly),

x=L,
Y(x,0=0 xe[0,L,],

Y(x, f(x)=u,l, x€[0,L,].

(3.1.8a)

(3.1.8b)

(3.1.8¢)

(3.1.8d)

(3.1.8¢)
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P, fx)=ul  fx

[ |
Ls OV (x,
V(0. y)=u,y Fxy) =0
y i 2 S WS Ls
- L]
e Pix.0)=0
()
Figura 3.2— Geometria da contracdo com condi¢des de contorno.
Pode-se definir varidveis adimensionais como segue:
X L L X . Y(x,
XE_’RgEi,YEl,RC-E_:;’F(X)E& € ‘P(X9Y)EM
L | L L L u,L,
(3.1.9a-f)

Os parametros R, equagdes (3.1.9b), e R, equagdes (3.1.9d), sio denominadas,

respectivamente, de razio de contragdo e razao de esbeltez.

FX)

—

s ¥

|
X

Figura 3.3— Geometria da contragdo com eixos adimensionais.

Re-escrevendo as equacdes (3.1.8a-e) e considerando as adimensionalizagdes, tem-se:
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BZ‘P*(X,Y)+82‘P*(X,Y) B

0
oX 2 JY?2 , (3.1.10a)
wOr)=y, ve©) e LD 0 ye©R) @riome
aX X=R,
P(X0)=0 e Y(X,FAX)=1, Xe[O.R]. (3.1.10d-e)

(XL X)) =1 F(X)

1
\ 1 (XY
v'Or)=7| | ':'_ﬁ—} =0 s
h'd k'l =R i
)
L E3
X P (X.0)=0
R

&
Figura 3.4- Condi¢des de contorno adimensionais e geometria da contragao.

Como conseqiiéncia da adimesionalizagdo dos parametros que compdem o

equacionamento, as componentes do vetor velocidade tornam-se:

u(x,y) _ 0¥ (X.,Y) VX.Y)= v(x,y) _ 0¥ (X.Y)
u oy ’ u oX

o o

UX,)Y)=

.(3.1.11a-b)

As condigdes de contorno (3.1.10b-e) ndo sdo homogéneas, sendo assim € possivel
torna-las homogéneas ja que o problema de auto-valor necessita. Desta forma, altera-se a

varidvel dependente ‘P*(X,Y) da seguinte forma

Y(X,Y)=P(X,Y)+ (3.1.12)

F(X)

Assim, as equacgdes (3.1.9a-e) sdo modificadas para:
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Y (X,Y) 9P (X.Y)
~— + - =YH(X
x> e (X)), (3.1.13a)
Y'(X,00=0 e Y'(X,F(X))=0, Xe[0,R,], (3.1.13b-c)
¥ (0,Y)=0, Ye(0,) CLAC.O0 N ZY dFX) =0, Ye(O,R)
X |, FX dx |,
(3.1.13d-¢)

Na qual H(X) é representa a seguinte expressio de classe C*

H(X)E_dF‘(X)_ 1 {dF(X)_ 2 dF*(X)

X P00 ax®  FX) dx } (3.1.14)

Desta forma, as novas condi¢des de contorno dispostas na Figura 3.5, da geometria da

contragio apresenta-se,

PHY . F(X))=0 F(X)
\

1 A+
¥ (0,7) =0 N(x.T)
v i ax

¥ FHX.0)=0

)
X

R

5

Figura 3.5- Condig¢des de contorno na variavel dependente modificada.

3.2 AFUNCAO F(X) QUE DESCREVE A PAREDE DA CONTRACAO.

F(X) € uma fun¢do que descreve um dos contornos da contra¢io em estudo.
Essa funcdo deve ter algumas caracteristicas especiais, pois como se pode observar,

existe na formulacdo (3.1.14) derivadas de segunda ordem e por isso para que o sistema de
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equacgdes ndo seja singular, essa funcdo deve ser pelo menos de classe C? dentro do intervalo
[0,R,], ou seja, F(X)eC Q) e F(X)>0, significando que suas primeira e segunda
derivadas devem ser continuas nesse dominio. Consequentemente, F(X) deve ter uma
transi¢ao continua entre a entrada e a saida da contrag@o.

Note também que € necessdrio para se obter a condi¢do homogénea em (3.1.13e) que o
formato da parede da contracdo, F(X), atenda a restricao (3.1.13e).

Entdo, para definir a geometria de contragdo no minimo as seguintes restricoes devem

ser satisfeitas:

dF(X)
dX

dF (X)

FO:LFR :R, =
(0) (R,)=R, . X

=0,  (3.2.1ad)

X=R,

3.3 APLICANDO A TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL
GENERALIZADA NA DIRECAO DO EIXO0 Y.

Com o objetivo de preparar a equagdo (3.1.13a) e suas condi¢des de contorno
(3.1.13b-e) que regem o escoamento inviscido e irrotacional no interior de uma dada
contragdo, para produzir simula¢cdes numéricas, pode-se escolher, de acordo com Aparecido
(1997), o seguinte problema auxiliar de autovalor, na dire¢do Y:

d’w(X.,Y
LD L2 00p(H.N)=0, 0<Y<FX). Gt

A equagdo (3.3.1a) estard sujeita as seguintes condicdes de contorno:
w(X,00=0 e w[X,F(X)]=0, (3.3.1b-c)

Resolvendo a equacgdo diferencial ordindria, com X parametrizado, tem-se como

solucdo as seguintes autofuncdes ortonormais

/ 2 . .
v.(X.,Y)= FOX) sin[4,(X)Y], i=12,..,00, (3.3.22)

na qual
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¥4
A(X)= ,1=12,..00
A(X) X , (3.3.2b)

s@o os autovalores.
Usando o conjunto das autofunc¢des ortonormais ¥,(X),i=1,2,....0 pode-se definir
uma transformada integral relacionada ao eixo Y, e também a respectiva transformada inversa

(Cotta,1993), como segue:

~ F(X) N .
Transformada: &' (X) = [y, (X, )W (X, Y)Y, i=123,...00, (33.3)

oo

Transformada Inversa: ¥ (X.,Y)= Z v.(X.Y )@; (X). (3.3.4)

i=1

Visando transformar a equagdo diferencial original (3.1.12a), deve-se multiplicd-la

pelas autofungdes ¥,(X), i=1.2,...00. A equacdo do problema de autovalor auxiliar (3.3.1a)

deve ser multiplicada pela varidvel dependente da equacdo (3.1.12a), ¥ (X,Y). As equacdes

resultantes sdo subtraidas uma da outra e a equagdo final € integrada sobre dominio [0, F(X)],
levando em consideracdo as condi¢cdes de contorno, associadas ao eixo Y, das equacdes

(3.1.12a e 3.3.1.a). A equacdo resultante desse processo torna-se

dqﬁ(x i B(X)a"P (X)+q].(X)fP;(X)]—ﬂf(X)fI‘{f(X):H(X)g,.(X), i=12,.00 (3.3.5)
na qual
0, para i=j
B,x)=2[""y,(x.y) Wjé(x’ Lay = | [dF(X)} (3.3.6)
4D | dx

, para i # j

@’ - FX)
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A azlﬂj(X,Y ) B
Qj(X)_L %(X,Y)TdY—
N 2
_3+4(3m) {dF(X)} IR0, =i
12 dx
B ol - dF(X) d’FX)| . d°AX) dF(X)
R - X
27[2(_1)i+j+1(ij)21|:3 dX I F(X) dx> }"‘ |:dX2 + dX I K ):| e
@ = j) AX) ’ '
(3.3.7)
€
F(X)
Z(O=H(X) [y,(X,Y)dY. (3.3.8)
0

A equacdo (3.3.5) define um sistema infinito de equagdes diferenciais ordindrias de
segunda ordem com coeficientes varidveis descritos nas equacoes (3.3.6-7).

Para se obter as condi¢des de contorno para o sistema de equacdes (3.3.5), é
necessdrio transformar as condicdes de contorno primitivas associadas a direcdo X, equacdes

(3.1.12d-e). Para que isso seja possivel, basta multiplicar as referidas equagdes por ¥, (X) e

integrar ao longo do intervalo [0,F(X)]. O resultado desse processo sdo as equacdes a seguir:

F(X) -
y,(X,Y)¥"(0,Y)dY =0 = ¥/ (0)=0 (3.392)
0
PO MW (XY d¥; (X
l//,-(X,Y)MY =0 = A (X) =0. (3.3.9b)
o oX dX

X=R, X=R,
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3.4 APLICANDO A TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL
GENERALIZADA NA DIRECAO X

Para transformar o sistema de equagdes diferenciais ordindrias (3.3.5) submetido as
condi¢des de contorno (3.3.8a-b) escolheu-se, segundo Aparecido (1997), um problema
auxiliar de autovalor definido no eixo X conforme segue

d*$(X)

g +u’P(X)=0, 0<X <R, (3.4.12)

sujeito as condi¢des de contorno

dg(X)
dX

=0, (3.4.1b-c)

X=R,

90)=0 e

A solucdo da equacdo diferencial ordindria (3.4.1a) sujeita as condi¢des de contorno

(3.4.1b-c) leva a obtencao das autofuncdes ortonormais associadas ao eixo X

12 .
@, (X)= R—Sln(,umX), m=12,..00 (3.4.2)
na qual
2m—1)r7
L — =120 (343)

sdo os autovalores.

Usando o conjunto das autofungdes ortonormais ¢, (X), m =1,2,...00, pode-se

definir a transformada integral associada ao eixo X e a respectiva transformada inversa

= R, ~
Transformada: ¥, = .[o @, (XY (X)dX, m=12,...0, (3.4.4)

1

Transformada Inversa: ¥, (X) = > ¢, (X N (3.4.5)

m=1

Para transformar o sistema de equacdes diferenciais ordindrias (3.3.5) basta multiplica-

las pelas autofungdes ¢, (X ), m=12,..,0. Adicionalmente, a equacdo auxiliar do problema

de autovalor na direcdo X, deve ser multiplicada por ‘I’f(X ), i=12,.,0. As equacdes
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resultantes sdo subtraidas e integradas no dominio [0, R¢]. Apds a integragdo e considerando

as condi¢des de contorno, (3.4.1.b,c), associadas ao eixo X, a equagdo resultante é

D> By + Cin = D8 — 16,6, )% =g, i.hm=123.. (3.4.6)

ijmn m> i mn
j=1 n=1

O sistema de equacdes acima ¢é constituido por um sistema algébrico infinito. Para
obter resultados numéricos, o sistema (3.4.6) deve ser truncado em uma ordem finita
suficientemente grande de acordo com a precisdo desejada ou conforme os recursos
computacionais disponiveis. Deste modo, truncando cada uma das expansdes em série, (3.3.4)
e (3.4.5), para nimeros de termos iguais a N, cada, tem-se um sistema algébrico finito, como

segue

N N —
2 D+ _ P —
ZZ(BUmn + Cijmn - Diimné:j _ﬂmé‘ij5mn)lyjn = 8im> LIM= 1’2’3""’N (347)

j=1 n=1

na qual

= R, ~ .
P = jo 8, (X)¥; (X)dX . (3.4.82)

Cim = Jo" Co( X )0,,( X )0,( X )dX |

2

do (X
Bijmn = .[(fA BU(X )q)m(X )%d){
(3.4.8b-¢)

(X)9,(X) o

Dy, = () [ 2 P70X) L B =[ 0, COHOOZ, (X)X . (3.48d-0)

A equacdo (3.4.7) € um sistema linear algébrico e pode ser escrito na forma matricial

como
Ad=g, (3.4.9)

na qual A é uma matriz quadrada e representa a contribuicio dos coeficientes

B. ,C. ,D. 0. ¢€ ,u25..5 . Os 0’s s@o os deltas de Kronecker, os vetores @ e g sdo

gmn® ~ijmn® " iimn i ° m i mn

definidos como

~ ~ ~ ~ ~

®=[¥,.9,. ..9,.9,.9,..9,. .99, ..%,1", (3.4.10a)

=081 812> 8in> 8215 8225+ 8ans > & w1 gNZ""’gNN]T' (3.4.10b)
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A solugdo simbdlica do sistema linear algébrico é dado por
d=A"g. (3.4.11)

Ap6s a obtencdo de @ com a solucdo do sistema algébrico linear, equacdo (3.4.9),
tem-se os elementos ¥, e entdo, utilizando as férmulas de inversdo para as expressdes
correspondentes aos eixos X e Y, obtém-se a funcao linha de corrente que resulta

Y

W(X,Y) = ZZW(X N0,C0F; + o

i=l m=l1

(3.4.12)

Tendo obtido a funcdo linha de corrente (3.4.12), é possivel calcular os componentes
do campo de velocidade U e V do escoamento no interior da contragao.

Usando as relagdes entre campo de velocidade e linha de corrente, tem-se

U(X,Y) :w =F'(X) +ZZ%¢,H(X)‘P; . (3.4.13a)
i=1 m=1

m -

XY Y dFX) Iy (X,Y) d¢ (X)
V(X,Y)= X X dx Zl:;{ 3, (X)+y (X, 1) ——— ¥

(3.4.13b)

3.5 DISTRIBUICAO DE PRESSAO

Para calcular a pressio em um dado ponto do escoamento no interior de uma

contracgdo, utiliza-se aqui, a equagao de Euler

pe-Vp=p— (35.1)

DV dv dv v v
naqual —=—+u—+v

W,
Dt ot dx dy dz

A equacgdo (3.5.1) pode ser escrita para o escoamento bidimensional, em regime

permanente, inviscido e irrotacional na entrada da contragdo, x = 0, da seguinte forma

dv  dv)_
=—plu—+v— |=0_ (3.5.2)
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Integrando a equacdo (3.5.2) no intervalo [0,y], tem-se que

[ZE dy=0= p(0,»)=p(0.0)=0 = p(0,y)= p(0.0)=cte, ye[0,L,].

(3.5.3)

Na Figura 3.6 apresenta-se, simbolicamente, a distribui¢do de pressio ao longo de uma
linha de corrente. Note que em conformidade com a equagdo (3.5.3) a pressdo na entrada da
contragdo € constante, em conseqiiéncia das condi¢des de contorno estabelecidas para o

campo de velocidade e para a fungdo linha de corrente.

5
i e
M
| _orrente i
Ll PO, i)
v § X, Yoo | &
L - 1
pi00j=0 %
Lz

Figura 3.6 - Pressdo ao longo de uma linha de corrente.

Na Figura 3.6, yic(«) significa um dado y ao longo de uma dada linha de corrente - LC.

Aplicando a equacgao de Bernoulli, ao longo de uma linha de corrente tem-se

(X% Yiew) v:ou’ O, Yrcr)  ul
P View) = P View) +—2= p(x,y)= p(0,0)+£(u§ —? _MZ)
yo, 2 2 Yo 2 2
(3.5.4)
Para adimensionalisar a expressdo (3.5.2), basta realizar as substitui¢des

x=XL ,y=YL, , u=Uu, e v=VVy, . Desta forma, tem-se:

op _ Uy UaV uovav o _ O(UB_V+V8_V)
pLAY L oX L Y  py oX oY
d(p/lu;p) oV dV
= Py ( py™ + aY). (3.5.5)
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Portanto, neste a distribuicdo de pressdo adimensional é dada por P = p/(puo2 12).

Dividindo a equacgdo de Bernoulli, (3.5.4), por pu§ , resulta

p(x,y) _ p(OO) Y (2

T2
(g~ =)= Px. 1) =PO0)+ — VTV
Py g 2:0”0 2

(3.5.6)

Com isso tem-se uma expressao que possibilita o computo da distribuicdo de pressao

no escoamento dentro da contragao.

3.6 COMPONENTES DA VELOCIDADE JUNTO A PAREDE E COEFICIENTE
DE PRESSAO

As componentes do campo de velocidade na parede e o coeficiente de pressdao sdo
representados aqui, respectivamente, por U, (X), V,,(X) e Cp.(X).

Utilizando as expressdes de U(X,Y) e V(X,Y) descritas em (3.4.13a-b), consegue-se
escrever U,(X) e V,,(X) aplicando Y = F(X).

A partir da equacdo (3.5.6) que possibilita o célculo da distribuicdo de pressao,

consegue-se obter o coeficiente de pressao junto a parede, de acordo com a sua defini¢ao

2 p(x, f(x)) — p(0,0)]
p

Cp, (X)) = =P(X,F(X))=P0,0)=1-U;(X)-V, (X)), (3.6.1)

na qual

U, (X)=U(X,F(X))= F-I(X)+223V/(X Y)

i=1 m=1

9, (X )‘H; . (3.6.2)

Y=F(X)

Y _dRX) s a"’(XY)mX)w/(XY)

V.(X)=V(X,F(X))= FX) dx 4l dx

im -

dg, (X)} T
Y=F(X)

(3.6.3)
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3.7 MEDIDA DA UNIFORMIDADE DA VELOCIDADE NA SAIDA DA
CONTRACAO

E desejivel que na saida da contragdo a distribuicio de velocidade seja a mais
uniforme possivel. Isto se deve ao fato de que, em geral, logo apds o final da contragdo vem a
secdo de testes. Pode-se entao definir um indicador de qualidade baseado no quanto uma dada
contragdo consegue produzir distribuicdo de velocidade proxima aquela uniforme obtida
usando o principio da conservagdo da massa.

Definindo a componente U(X,Y) do campo de velocidade, na saida da contracdo,

X = R;, como segue
Us,Y)=U(R,Y), (3.7.1)

e sabendo que a velocidade uniforme, U, , segundo o principio da conservagdo, na saida da
contracao €

U,=R". (3.7.2)

Assim, pode-se definir uma medida, ou seja, uma norma para quantificar a

nao-uniformidade da distribui¢cao de velocidade, AUs, ndo saida da contragao

R, _
AU, = | ‘Usg)R_ Usldr _ [0 -Tar . (3.7.3)
Nale's
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CAPITULO 4

4 FORMULACAO EM COORDENADAS CILINDRICAS

A formulacdo matemdtica do escoamento em regime permanente, incompressivel,
inviscido e irrotacional no interior de contragdes utilizando o sistema de coordenadas
cilindricas é também outra vertente apresentada. A solucdo do equacionamento é realizada
usando a Técnica da Transformada Integral Generalizada — TTIG, assim como feito no

Capitulo 3.

4.1 FORMULACAO MATEMATICA

Para obter um modelo numérico que forne¢a dados sobre as componentes do vetor
velocidade, o campo de pressdo e linha de corrente no escoamento de um fluido ideal no
interior de uma contragdo com simetria cilindrica, a respectiva formulacdo matemaética deve
ser desenvolvida.

Para esse desenvolvimento, € considerada a geometria da contracdo com simetria
axial, ou seja, o escoamento segue o mesmo padrdo quando visto em qualquer plano
meridional utilizando como referéncia o eixo Z.

Da mesma forma que utilizamos a equacdo da continuidade para a obtengdo da
formulaciao que refere ao capitulo 3, serd empregada aqui a equacdo da continuidade em sua
formulacdo cilindrica utilizando o conceito de linhas de corrente.

A equacdo da continuidade em sua formulacdo em coordenadas cilindricas se

apresenta na forma

19(rv) 1ow du
- et —=
r or rad@ oz

0, 4.1.1)
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Como hipétese, o escoamento ndo possui velocidades e variagdes tangenciais, assim,

w=0e % =0. Escrevendo a equacgdo (3.1.1a), novamente, tem-se
19d(rv) du
— +—=0 (4.12)
r or 0z

Pode-se agora calcular o vetor ( para esse tipo de escoamento fazendo

r 0 Z
() 19() () Jdv du
=V xu= B+wz=det| =2 -2 D) |Z_ g
(0} Xu=ar+a,0+w.z=det . ey Py (BZ Brj (4.1.3)
% 0 u
entao
Jdv du
®,=0, Wy=——-—" ¢ w,=0 . (4.1.4a-c)
dz Or

Sob a hipdtese de irrotacionalidade a equacao (3.1.4b) torna-se

, =ﬁ_8_u_0
* =92 o : (4.1.5)

Assim, pode-se escrever uma defini¢do para a fun¢do linha de corrente WW(z,r), como
segue,
10¥  10¥

V=————, u= ,
r or

r Oz ; (4.1.6a-b)

Substituindo as igualdades (3.1.6a-b) na equacao (3.1.5) tem-se

LT AR T ATRETC T AT
oz\ roz) or\ror) " roz\az) arlrar - (41.72-b)

Multiplicando a equacdo (3.1.7b) por —r, escreve-se, finalmente, a equagdo governante

para o escoamento com geometria axial no interior da contra¢do que apresenta como
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Y - or (4.1.8)

0*W(z,7) 0 {1 0¥ (z, r)}
———+r ———= =0
97’ or '

A equagdo (4.1.8) contém derivadas de segunda ordem e por, portanto, para sua
solucdo sdo necessdrias duas condi¢des de contorno para cada eixo.

Supdem-se para esse escoamento que as forgas inerciais prevalecem sob as viscosas.
Também é bem conhecido que este modelo falha préximo das paredes sélidas, mas neste caso
o maior interesse ¢ sobre a regido distante da parede, para qual essa aproximacio ¢é
suficientemente boa.

Fisicamente, o problema consiste de um escoamento que estd chegando a face r; e
saindo pela face r;. L é o comprimento ao longo da linha de centro da contragio e f(z) é a

funcdo prescrita unidimensional que descreve a parede da contracdo. A Figura 4.1 mostra a

geometria para o problema.

S

'

)
L)

Figura 4.1- Geometria da contragdo com simetria cilindrica.

A Equacgdo que modela o escoamento e as condigdes de contorno para esse tipo de

problema sdo:

e - or (4.1.9a)

2
J ‘P(f,r)+r J [18‘1’(z,r)}:0
0z or
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2
r
Y(0,r)=u, 5 € 0,7,), (4.1.9b)
0¥ (z,r)
— =0 re(0,r,),
% |, 0,7,) (4.1.9¢)
0¥ (z,r)
—= =0 ze |0, L],
o | [0, L] (4.1.9d)
72
¥z, f(2)] =u(,17 ze[0,L]. (4.1.9€)
}.2
Yz, f(2))=u, 1
CfE =L
1 \
[ |
i o¥(z.r)
2 =o| |,
7 r i 2
VYO, 1)y =u,— =L
21 - 1
z
- - -
= )
Mz, r) ~0
or r={
Figura 4.2— Geometria da contragdo com condi¢des de contorno.
Pode-se definir varidveis adimensionais como segue:
2
L . Y(z,
z=2r=tR="R z[’lj F@=tD e w@zr="20
h h h h h un

(4.1.10a-f)
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Os parametros R., equacdes (4.1.10b), e Ry, equacgdes (4.1.10d), sdo denominadas,

respectivamente, de razdo de contra¢do e razdo de esbeltez.

F(Z)

i
¥

R

3

Figura 4.3— Geometria da contragdo com eixos adimensionais.

Re-escrevendo as equacdes (4.1.9a-e) e considerando as adimensionalizagdes, tem-se:

2 * *
9’ (Z,R)+Ri{l8‘1’ (Z,R)}ZO,

9Z> dR| R  OR (111
. R’ oV (Z,R
wO,R =2, ren ¢ ZER ReO.R). (4111b-c)
2 oz |
oV (Z,R . 1
% =0. ZelO.R] ¢ WIZPDI=. ZEDR]. @iide)

R=0



45

. 1
¥ [Z*P{E}]=; F(2)
| \
|
1 MV (Z.R)
R h oz B R
IIKK{{}*R}:T : Z=R :
) e
z
=il RS =
MN(Z.R)| 0
R |

Figura 4.4- Condicdes de contorno adimensionais e geometria da contracao.
Como conseqiiéncia da adimesionalizacio dos parametros que compdem o

equacionamento, as componentes do vetor velocidade tornam-se:

Uz ry=Men) LV (ZR) o gy V@) 1 0¥ (ZR)

1
u R OR u R oZ

o o

(4.1.12a-b)

As condi¢des de contorno (4.1.11b-e) ndo sdo homogéneas, sendo assim € possivel
torna-las homogéneas alterando a varidvel dependente W' (X,Y) da seguinte forma
R?
2F*(2)"

¥Y'(Z,R=Y"(Z,R)+ (4.1.13)

Assim, as equacdes (4.1.11a-e) sdo modificadas para:

2+ + 2 2
PR (Z,R)+Ri{la‘1’ (Z,R)}:G(Z’R):R{ L dF 34(dFj }
Fdz? F'\az) |

0Z* OR|R OR
(4.1.14a)
oV (Z,R +
A ZR 0 zel0O.R] e WIZ.F@)1=0. ZEO.R]. w.11400
R |
+ oWV (Z,R
WH(0,R)=0, Re (0,1) % =0, Re (O+/R). (4.1.14d)
Z=R,
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Desta forma, as novas condi¢des de contorno dispostas na Figura4.5, da geometria da

contragdo, apresentam-se,

Yz F(Z)]=0 F(Z)

l \
i

1 MN(Z,R)

PrO.R)=0|, } CEE =0 R
I=FR
J - 1
z
- R -
¥H(Z,0) 0
oR

Figura 4.5 Condi¢Oes de contorno na varidvel dependente modificada.

4.2 AFUNCAO F(Z) QUE DESCREVE A PAREDE DA CONTRACAO.

A funcgdo F(Z) deve atender todos os aspectos que mencionados para a fun¢do F(X), no

capitulo 3. No Capitulo 5, algumas op¢des para a F(X) e F(Z) serdo estabelecidas.

4.3 APLICANDO A TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL
GENERALIZADA NA DIRECAO R.

A fim de transformar as equag¢des que governam o problema, apresentado acima, €

escolhido, de acordo com Aparecido (1997) o seguinte problema de autovalor

20 Fay/(z,k)

A2 2 w(Z,R)=0, 0<R<P(Z
i i }+(>z//< ) <R<P(Z)

(4.3.1a)
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A equagdo (4.3.1a) estard sujeita as seguintes condi¢cdes de contorno:

oW (Z,R)

Y R=O=0 e Y(Z,R),_py =0. (4.3.1b-c)

Resolvendo a equacdo diferencial ordindria, com Z parametrizado, tem-se como

solucdo as seguintes autofuncdes ortonormais

V2

T F2)IAF(2)]

w.(Z,R) RJ,(AR), i=12,..,00, (4.3.2a)

na qual os autovalores sdo obtidos através da seguinte equagao

JAF(Z)N=0 = A(2)= I'CSIII}a(rza;ZdeJI’ i=1.2..00. (432b)

Jo e J; sdo funcdes de Bessel do primeiro tipo e ordens zero e um, respectivamente.

Usando o conjunto das autofungdes ortonormais ¥, (Z,R), i =1,2,...,00 pode-se definir

uma transformada integral relacionada ao eixo R, e também a respectiva transformada inversa

(Cotta,1993), como segue:

~ F(z) 1 N .
Transformada: ¥, (Z) = Jo EWZ- (Z,R)Y " (Z,R)dR, i=123,...00 (4.3.3)

+ _ \Tha
Transformada Inversa: Y (Z,R) = Z v (Z, Y/ (Z) ) 4.3.4)
i=1

Visando transformar a equag@o diferencial parcial original (4.1.14a), deve-se

y,(Z.R) .
R )

multiplicd-la pelas autofuncdes i=12,..,0. Paralelamente, a equacdao do

problema de autovalor auxiliar (4.3.1a) deve ser multiplicada pela varidvel dependente da
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equacdo (4.1.14a),

Y*(Z,R ~ - ,
%. As equacdes resultantes sdo subtraidas uma da outra e a

equacdo resultante € integrada sobre dominio [0, F(Z)], levando em consideracao as condicdes
de contorno, associadas ao eixo R, das equacgdes (4.1.14a e 4.3.1.a). A equacgdo resultante

desse processo torna-se

PR AANE < { d¥(Z) - o
—— a.(Z)———+b,(2)¥Y (2) |-AL (DY (Z)=g,, i=12...00
dzZ = / dzZ / /
4.3.5)
na qual
a;(Z)=0
Fo) | v, (Z.R) *
o @=2[ v VIR g A M LdE g,
/ 0Z ij %2
A2 —4; F dz
o1 o’w,(Z,R)
b.(Z I Z,R ’—dR 3.
i (Z) = y,(Z,R) o (4.3.6b)
e 1 é araiz das funcdes de Bessel, entédo
( A 1 (dFY
b.(Z)=—""—|—|, para i=]
i(Z) 3 Fz(de p J
X
—2A 7, a1 1 (dFY 1 d°F (4.3.60)
b.(Z)=—2L||3+—" e , para i# ]
(%) Ryl | Ry (dZJ Faz | ? /
€
Fz) 1 V2| 1d°F 3 (dFY
—w. (Z,R)G(Z,R)YdR=——| — —
@)= SVI(ZRGEZ.R) T T FZ(de 43.7)

A equacgdo (4.3.5) define um sistema infinito de equacgdes diferenciais ordindrias de
segunda ordem com coeficientes varidveis descritos nas equacoes (4.3.6-7).
Para se obter as condi¢des de contorno para o sistema de equacdes (4.3.5), é

necessdrio transformar as condicdes de contorno primitivas associadas a dire¢do R, equacdes
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(Z,R
(4.1.14d-e). Para que isso seja possivel, basta multiplicar as referidas equacodes por M

e integrar ao longo do intervalo [0,F(Z)]. O resultado desse processo sdo as equagdes a seguir:

F(Z) 1 ~
j SVZRYORR=0 = F(0)=0 (43 8a)
0
FZ) W (Z,R) d¥(Z)
—w(Z IR =0 = 20
JO RW’( ) 37 - 17 -~ . (4.3.8b)

4.4 APLICANDO A TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL
GENERALIZADA NA DIRECAO Z

Para transformar o sistema de equacgdes diferenciais ordindrias (4.3.5) submetido as
condi¢des de contorno (4.3.8a-b) escolheu-se, segundo Aparecido (1997), um problema
auxiliar de autovalor definido no eixo Z conforme segue

d>P(Z)

= +u*p(Z)=0, 0<Z<R, (4.4.1a)

sujeito as condi¢des de contorno

dg(Z)
dzZ

#(0)=0 ¢ =0, (4.4.1b-c)

Z=R,

A solucdo da equagdo diferencial ordindria (4.4.1a) sujeita as condi¢des de contorno

(4.4.1b-c) leva a obtencao das autofungdes ortonormais associadas ao eixo Z
2 .
9, (2) = R—Sln(ﬂmz) ; (4.4.22)
N

2m—-1)7x
ﬂm:%, m=12,...00 (3.4.2b)

S

na qual

sdo os autovalores.
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Usando o conjunto das autofungdes ortonormais ¢, (Z), m=12,...,00, pode-se

definir a transformada integral associada ao eixo Z e a respectiva transformada inversa

~ Rs ~
Transformada: lP,-:, = J ¢m (Z)lP,-Jr (Z)dZ, m=123,..0 , (4.4.3a)
0
Transformada Inversa: ¥ (2) = Z O (2)¥, . (4.4.3b)
m=1

Para transformar o sistema de equacdes diferenciais ordindrias (4.3.5) basta multiplicé-

las pelas autofungdes ¢, (Z), m =12,..,0 . Adicionalmente, a equagdo auxiliar do problema

de autovalor na direcdo Z, deve ser multiplicada por ‘I‘f(Z), i=12,.,0. As equacdes

resultantes sdo subtraidas e integradas no dominio [0, Ri]. Apds a integracdo e considerando

as condi¢des de contorno, (4.4.1.b,c), associadas ao eixo Z, a equacdo resultante é

ZZ(AW+BW—C 8, —125,8,)8" = 3

iimn " ij m ij mn zm’

i,m=1,2,3.... (4.4.4)
j=1 n=1
O sistema de equagdes acima define um sistema algébrico infinito. Para obter
resultados numéricos, o sistema (4.4.4) deve ser truncado em uma ordem finita
suficientemente grande de acordo com a precisdao desejada ou conforme os recursos
computacionais disponiveis. Para nimeros de termos iguais a N, tem-se um sistema algébrico

finito, como segue

N
Z(Az;,'mn‘*‘Bii'"” ~C, 8. — 1200 )‘P+ =8 LM=123...N (445)

umn -y ﬂ’l iy mn

™M=

Il
—_

j=1 n=1

na qual

= R, ~
¥ = 0. @)% @xz @460

d¢()

R, R,
Ajn = | @y @0, D FEZdZ By, = [T 0,(200,200,20Z | 446
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umn

_ R, N
=(1- emmaralzdeJ)I W}i)—ggz)dZ, &im =I0 P (2)8,(Z)dZ

(4.4.6d-e)

A equacdo (4.4.5) € um sistema linear algébrico e pode ser escrito na forma matricial

como

Adb=g, (4.4.7)

na qual A é uma matriz quadrada que representa a contribuicio dos coeficientes

B. .C. ,D. 0. °80.0. . Os &s sdo os deltas de Kronecker, os vetores @ e g sdo

ijmn® ~ijmn?® iimn""ij? € ltlm ij “mn

definidos como

~

(P [(I'lll, {i‘lz, veey fPuv, IIIZI’ IIIZZ’ ceey ‘PZN’ ceey {\I:‘Nl’ lIINZ, veey l‘\I:‘NN]T , (4483)

8=[811, 812> 8in> 8215 &aas -2 8ans > & w1 gNZ"“’gNN]T' (4.4.8b)

A solucao simbdlica do sistema linear algébrico é dada por
d=A"g. (4.4.9)

Ap6s a obtencdo de @ com a solucdo do sistema algébrico linear, equacdo (4.4.7),

tem-se os elementos ¥, e entdo, utilizando as féormulas de inversdo para as expressdes

m

correspondentes aos eixos Z e R, obtém-se a funcdo linha de corrente que resulta

. N N — R?
Y(Z,R)=) D V,(Z. R, ()Y, +

22, D) (4.4.10)

Tendo obtido a funcdo linha de corrente (3.4.10), é possivel calcular os componentes
do campo de velocidade U e V do escoamento no interior da contragao.

Usando as relagdes entre campo de velocidade e linha de corrente, tem-se

dw.(Z,R =
lP(Z B F‘2(2)+ZZ W’( )¢m(Z)‘P,-?;1 (4.4.11a)

i=l j=1

1
U(Z,R)=———"—
(Z,R) =~
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0, (2)+y (Z,R)— ==

1 0¥ (Z,R) _ F (Z) < i{ay/i(z,R)

1 _ de,(Z)
Vz,B)= R dZ F Z) = ROZ } "

RdZ

J

(4.4.11b)

4.5 COMPONENTES DA VELOCIDADE JUNTO A PAREDE E COEFICIENTE
DE PRESSAO

As componentes do campo de velocidade na parede e o coeficiente de pressdao sdo
representados aqui, respectivamente, por U,(Z), V..(Z) e Cp,(Z).

Utilizando as expressdes de U(Z,R) e V(Z,R) descritas em (4.4.11a-b), consegue-se
escrever U,(Z) e V,,(Z) aplicando em R = F(Z) assim:

6,0%, s

R=F(Z)

U,(2)=UlZ,F(Z)]=F(Z) + Zzw
i=l j=1

8, ()%, (452

R=F(Z)

V,(2)=V(Z, F(Z))—

F(Z) o, (Z,R)
2; T

Consegue-se também obter o célculo da distribui¢ao de pressao na parede de acordo

com a defini¢do

2 —
CPW(Z)E(pW—fo)ﬂ—UVZV(Z)—Vf(Z) (4.5.3)

P U

na qual p,é€ a pressdo na entrada, Z = 0.
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4.6 MEDIDA DA UNIFORMIDADE DA VELOCIDADE NA SAIDA DA
CONTRACAO

Semelhante ao que ocorre em contracdes cartesianas, também em contragdes
cilindricas é desejdvel que na saida distribui¢cao de velocidade seja a mais uniforme possivel.
Isto se deve ao fato de que, em geral, logo ap6s o final da contracdo vem a secdo de testes.
Pode-se, em analogia ao desenvolvido no capitulo 3, entdao definir um indicador de qualidade
baseado no quanto uma dada contracdo consegue produzir distribui¢do de velocidade préxima
aquela uniforme obtida usando o principio da conservagdo da massa.

Definindo a componente U(Z,R) do campo de velocidade, na saida da contracdo,

Z = R;, como segue

Us(R)=U(R,,R), 4.6.1)

e sabendo que a velocidade uniforme, U, , segundo o principio da conservagdo, na saida da
contracao €

U,=R". (4.6.2)

Assim, pode-se definir uma medida, norma, para quantificar a ndo-uniformidade da
distribuicdo de velocidade, AUs, ndo saida da contragdo e que leve em consideracdo a

curvatura existente em coordenadas cilindricas

) 2LR\US(R)—US\RdR
B UR.

AU =2 LR’\US (R)-Uj|RdR . (4.6.3)
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CAPITULO 5

5 FUNCOES USADAS PARA MODELAR O FORMATO DA PAREDE
DA CONTRACAO

Conforme mencionado, rapidamente, no capitulo 3, a funcdo que modela o formato da
parede da contragdo deve atender a certos requisitos de continuidade. Como na formulagdo
apresentada nos capitulos 3 e 4 aparecem a fungdo e suas derivadas de primeira e segunda
ordem, entdo é desejdvel, é importante que a funcdo seja de classe C°, em seu intervalo de
defini¢ao.

A seguir apresenta-se o desenvolvimento de algumas fun¢des de natureza polinomial e
uma trigonométrica. Também se desenvolve funcdes polinomiais e trigonométrica, mas que
sao continuas por partes.

Apresenta-se também a formulacdo da funcdo de parede e suas respectivas derivadas
utilizando o sistema de coordenadas cartesiano. A formulacdo obtida é muito semelhante a
obtida para coordenadas cilindricas. Ao final do capitulo apresenta-se as modificacdes
necessdrias para se adaptar a formulacdo para contragcdes modeladas em coordenadas

cilindricas.

5.1 CASOA: GEOMETRIA DA CONTRACAO NA FORMA SIMPLIFICADA

Nesse caso A, trata-se de modelar a geometria da contragio tal como apresentada na
Figura 3.3.

As restri¢des relativamente a funcdo da parede da contragao sio:

F(0)=1 e F(R)=R.. (5.1.1a-b)
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z

Contracdo € acessorio que faz a ligacdo entre duas partes de tubulacdes, as quais
possuem paredes paralelas. Assim, a derivada primeira da funcdo de parede é nula na
tubulacdo imediatamente antes da contragio e na tubula¢do imediatamente apds a contragdo.
Por continuidade a primeira derivada da funcdo deve ser nula na entrada e na saida da

contragcdo. Assim, as restricdes para as primeiras derivadas da fung¢do tornam-se:

dFXOl _g o X _ (5.1.2a-b)
X |y dX X=R,

Para as derivadas de segunda ordem pode-se realizar arrazoado semelhante ao

efetuado para as de primeira ordem. Nesse caso as restricdes sao:

d*F(X)
dx*

d*F(X)
dx’

=0, (5.1.3a-b)

X=0 X=R,

As restricdes apresentadas anteriormente sdo as mais importantes. Seria possivel

também fazer restri¢des sobre derivadas acima de segunda ordem.

5.1.1 FUNCAO POLINOMIAL DE TERCEIRO GRAU - A1

Um polindmio de terceiro grau possui quatro parametros e, portanto, pode representar

até quatro restricoes. Aplicando ao polindmio
F(X)=a+bX +cX*+dX°, (5.1.1.1a)

as restricdes (5.1.1a-b) e (5.1.2a-b) obtém-se a funcdo de parede e em conseqii€éncia suas

respectivas derivadas apresentadas a seguir

X H Xy BYE.St EFapyes
F(X)—1+(RC—1){3(E) 2(R)} 1+(R, 1)(R){3 Z(RS)] (5.1.1.1b)

S S s
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dF(X) _6(R.-D[ X X,] 6R-D X[ X

dX R {(Rs) (Rs)} TR (RS){l (RS)] (5.1.1.1¢)
‘ F(zX) :6(R“2_1){1—2(£)}. (5.1.1.1d)
dX RS R‘v

Nesse caso, como ndo houve restricdes sobre as segundas derivadas elas assumem os

seguintes valores nas extremidades do intervalo de defini¢dao

dC*FX)| _6(R-D  dFX)|  _ -6 D
dx? R? dx? R’

|X:0 s |X:RA. s

(5.1.1.2a-b)

A segunda derivada do polindmio de terceiro grau anula-se para X =X =R /2, ou
seja, na metade do intervalo [0, R ]. No intervalo [0,R, /2) a derivada segunda serd negativa e
no intervalo (R /2,R ] serd positiva porque R.<1. A posi¢cdo X* € o local onde ha inflexdo

na curvatura da curva. Para X < X* a curvatura da curva é negativa e para X < X* a curvatura

€ positiva.

5.1.2 FUNCAO POLINOMIAL DE QUARTO GRAU - A2

Polinémios de quarto grau

F(X)=a+bX +cX*+dX’ +eX* (5.1.2.1a)

possuem cinco parametros por determinar. As equagdes (5.1.1a-b) e (5.1.2a-b) formam um
conjunto de quatro restrigdes. Utilizando essas quatro restricdes pode-se determinar quatro
dos parametros como fun¢do do quinto pardmetro que fica indeterminado. Realizando
procedimento similar ao descrito para o polindmio de terceiro grau obtém-se o seguinte

polindmio de quarto grau e respectivas derivadas de primeira e segunda ordem
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F(X)=1+[e+3(R. —1)](%)2 e+ (R, _1)](%)3 +g%)4, 5.12.1b)
dF(X) _ 2 X X X,
X R {[8+3(Rc D](RY) 3[e+(R, D](Rs) +2€(Rs)}’ (5.1.2.1¢c)
d’F(X) _ 2 RE X X,
X —Rf{[g+3(Rc D]-6le+(R, 1)](RS)+6€(RJ)}. (5.1.2.1d)

O parametro € precisa ser arbitrado, no entanto, esse arbitramento deve-se ser de tal
modo que a funcdo parede obtida represente uma contracdo e ndo uma expansao ou formas
mais complexas. Parte das informacdes contidas nas restri¢des (5.1.2a-b) podem ser usadas
para estabelecer limites no arbitramento de €.

Ao se fazer na equacgido (5.1.2.1b) o parametro € igual a zero, isto € € = 0, o polindmio
passa de quarto grau para terceiro grau, exatamente o mesmo da equacdo (5.1.1.1b), e,

portanto com inflexdo de curvatura na posigdo X =X =R, /2.

Para o polindmio de quarto grau é razodavel supor que quando sdo definidos valores de

¢ diferentes de zero, o ponto de inflexdo, no intervalo [0, R, ], serd deslocado a um ponto que

difere da metade da relacdo de esbeltez. Seguindo esta idéia, pode se imaginar um valor
critico adequado, &, para € que produzird um ponto de inflexdo no inicio do intervalo,

significando X =X* = (. Matematicamente, esta idéia leva a seguinte formulagdo

d’F(X)

e =le +3(R, ~D]=0 = &,=-3(R -1)=301-R)>0. (5.1.2.2a-b)

X=X*=0 s

Ao arbitrar-se €=E€_; > 0 na equacdo (5.1.2.1d), a derivada segunda terd duas raizes

ja que € um polindmio de segunda ordem. Uma raiz estd em X = X* =0 conforme foi
considerado inicialmente, a outra raiz estd em X =X* = 2R,/3, significando que a funcio de
parede terd dois pontos de inflexdo dentro do intervalo, um deles na extremidade X =0 e o
outro a dois ter¢cos do comprimento adimensional da contragao.

Da mesma forma pode-se encontrar um valor critico associado ao deslocamento do

ponto de inflexdo da curvatura para o final do intervalo X = X* = R; denominado de €, , para
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£ Para essa posi¢do a segunda derivada do polindmio de quarta ordem sob essa condi¢ao

torna-se

d*F(X)
dx*

2
= (€ 3R ~DI=6le, +(R ~DI+6£,,)=0 = £, =3(R~D<0.

X=X*=R,

(5.1.2.2¢-d)

Note-se que & ,=—€,;, & & ,=—&€ =€ = 31-R.)>0. Destes resultados,

conclui-se que o parametro £deve pertencer ao seguinte intervalo, I,
Ig={€cvfSSSECJ}={—€CS€S+€C}’ (5.1.2.2¢)

caso contrario a fun¢do de parede produzida ndo representard uma contragdo, conforme pode

ser visto nas Figuras 5.1a,b.

Figura 5.1- Fungdes de parede para contragio: a) Com € € I ¢;eb)Com €& I e -

A figura (5.1a) mostra que as diferentes fungdes possuem um comportamento
mondtono aceitdvel para € dentro do intervalo /.. As fun¢des na figura (5.1b) para & fora do

intervalo /. mostram um comportamento divergente inaceitdvel para a contracao.
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5.1.3 FUNCAO POLINOMIAL DE QUINTO GRAU - A3

O polindmio de terceiro grau desenvolvido anteriormente atende as restri¢des (5.1.1a-
b) e (5.1.2a-b) e ndo atende as restri¢des (5.1.3a-b).

O polindbmio de quarto grau, apresentado anteriormente, também atende as restri¢des
(5.1.1a-b) e (5.1.2a-b) e pode atender mais uma restricdo conforme o valor arbitrado para o
parametro €, dentro de seu intervalo de defini¢do. Mas, nao pode atender as condicdes (5.1.3a-

b) simultaneamente. Os polindmios que podem fazé-lo sdo os de quinto grau

F(X)=a+bX +cX*+dX’ +eX*+ fX°, (5.1.3.1a)

o qual apds a aplicagdo das restricdes (5.1a,b), (5.2a,b) e (5.3a,b), torna-se

X X X
F(X)=1+(R. =D 10(:=)® =15()* +6(-=)° |,
(X) (R. )[ (RS) (RS) (RX)} (5.1.3.1b)
cujas primeira e segunda derivadas sdo:
dF(X) 30R-D] X, X, X,
= ‘ —) =2(—=—) +(=)" |,
e R _(RS) (RX) (RS) } (5.1.3.1¢)
d*F(X) 60(R.—1)| X X, X,
= c 22332 +2(3) .
e R _(Rs) (RS) (RS) (5.1.3.1d)

Note-se que o polindmio de quinto grau também apresenta ponto de inflexdo de

curvatura na metade do intervalo [0, R ], isto é, na posi¢do X = X* = R/2, semelhante ao que

ocorre com o polindmio de terceiro grau.
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5.1.4 FUNCAO TRIGONOMETRICA COSSENOIDAL - A4

Uma das fungdes trigonométricas que pode ser usada para representar a geometria de

uma contracio é
F(X)=a+bcos(cX +d), (5.1.4.1a)

a qual possui quatro parametros e, portanto pode atender a quatro restricdes, no caso aquelas
expressas nas equagdes (5.1.1a-b) e (5.1.2a-b). Apds aplicagdo das referidas restricdes a

funcdo e suas respectivas primeira e segunda derivadas tornam-se

F(X)= 1+M[l—cos(7££)] , (5.1.4.1b)
2 R
aFX) 7z R-D Xy, (5.1.4.1¢)
dX R R
d’F(X) _ 7, (R -] X
X _(Rs) . cos(z R‘). (5.1.4.1d)

s

5.1.5 COMPARACAO DAS FUNCOES DO CASO “A”

Na Figura 5.2 apresenta-se os graficos das quatro fun¢des desenvolvidas para o Caso
A, sendo que a funcdo A2 € apresentada para dois valores do parametro €. Os dois casos da

funcdo A2, para € =+€, e € =—€_, sdo os extremos. A primeira tem menor taxa de mudanca

proximo da entrada da contragdo e maior taxa de mudanca préximo da saida. A segunda tem
comportamento inverso: muda rapidamente no inicio e lentamente no final. Entre esses dois
extremos estdo o polindmio de terceiro grau e a funcdo trigonométrica cossenoidal.
Ligeiramente diferenciada dessas duas estd o polindbmio de quinta ordem, o qual tem
variacdes mais suaves na entrada e na saida e maior taxa de varia¢do na regido central do
intervalo. Note-se que em todos os casos as fun¢des iniciam com valor igual a unidade, no
inicio do intervalo, e variam monotonamente até o final da contracdo onde terminam com

valor igual a R,.
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1.0 4

0.8

F(X)

0.2

0.0 r . . . , . , . , . ,
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

X/R

5

Figura 5.2 Diferentes casos da fungdo F(X).

As taxas de variagOes das fungdes F(X) podem ser observadas na Figura 5.3 onde se
apresenta os graficos de suas derivadas. Nota-se que todos os valores das derivadas sdo
negativos, isso se deve ao fato das fun¢des serem monoétonas decrescentes. Todas as derivadas
sdo continuas, iniciando com o valor nulo e terminando também com valor nulo, em
conformidade com as restricdes impostas as fung¢des. Os polindmios de terceiro e quinto
graus, e a fun¢do cossenoidal apresentam derivadas simétricas em relagdo a posicdo X = Ry/2.

As fungdes representadas pelo polindmio de quarto grau, nos casos em que €=+E, €
£ =—¢&_, ndo apresentam simetria em suas primeiras derivadas em relagdo a posi¢do X = R/2.
Note que o polindmio de quarto grau, para £ =+&,, apresenta maiores valores absolutos de
sua derivada para X > R/2, e que o polindmio para € =—¢&, apresenta os maiores valores

absolutos para X < R/2. O polindmio de quinto grau € a fun¢do que apresenta o maior valor
absoluto de sua derivada, sendo que esse mdximo ocorre na posicio X < R/2. Em
conseqii€éncia esse polindmio apresenta as menores derivadas, em valor absoluto, em ambas as

partes inicial e final da contracao.
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0.0
-0,2 -
0.4 -

-0.6 4

0,8 -

dF(X) / dX

-1,0 4
-1,2 4

14

-1.6 4

X/R,

Figura 5.3- Derivada de primeira ordem para as vérias funcdes F(X).

As derivadas segundas das fun¢des F(X) sdo apresentadas na Figura 5.3. Todas sdo
continuas no intervalo de definicdo, mas apenas o polindmio do quinto grau atende

completamente as restri¢cdes (5.1.3a-b). O polindmio de quarto grau para &€ =+¢&, atende a
restricdo (5.1.3a), mas ndo atende a (5.1.3b), enquanto para &£€=-—¢, atende a restricdo

(5.1.3b) e ndo atende a (5.1.3a). O polindmio de terceiro grau e a fun¢do cossenoidal nao
atendem as restricdes (5.1.3a) e (5.1.3b). Excetuando as posicdes das extremidades do
intervalo, X = 0 e X = R;, todas as segundas derivadas anulam-se apenas uma vez dentro do
intervalo [O,R;], significando que no dominio mudam de curvatura negativa para positiva
apenas uma vez. Essa propriedade é fundamental para a defini¢cdo de fun¢des de parede para
contracdes. Os polindmios de terceiro e quinto grau, e a fungdo cossenoidal apresentam
antissimetria em relagcdo a posi¢do X = Ry/2. O polindmio de quarto grau, nas duas versodes
apresentadas, ndo apresenta em suas segundas derivadas nem simetria, nem antissimetria. Os
valores numéricos para as segundas derivadas de todas as fun¢des analisadas mostram que no
inicio do intervalo a curvatura da parede € negativa, depois passa por um ponto de inflexdao

intermedidrio e finalmente passa a ter curvatura positiva.
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Figura 5.4- Derivada de segunda ordem para as varias fungdes F(X).

5.2 CASO B: GEOMETRIA DA CONTRACAO COM EXTENSAO NA ENTRADA

O denominado caso “B” refere-se a geometria mostrada na Figura 5.5 cuja principal
diferenca em relagdo ao caso “A” € que na regido de entrada da contragdo existe uma parte,
comprimento R,, cujas paredes sdo paralelas, e, portanto F(X) para essa parte € igual a
unidade. Essa extensdo tem por objetivo verificar se a adicdo de uma extensdo na regido de
entrada melhora, ou ndo, a uniformidade do escoamento na saida da contracdo. A fracdo de R;

ocupada por R, foi definida o, como segue

~ & R =0R.. (5.2.1a-b)

K
Il

Essencialmente, as fun¢des usadas no caso “B” s@o “as mesmas” utilizadas no caso
“A”, porém no caso “A” a funcdo F(X) estd definida sobre o intervalo [0, R, ], enquanto no
caso “B” a fun¢do F(X), redenominada de F*(X), estd definida sobre o intervalo [R,,R ]. No

intervalo [0, R,) a fun¢do F(X) € igual a unidade. Matematicamente, entdo define-se

I, se 0<X<R,

. (5.2.2)
F*(X), se R <X<R

F(X)={
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Figura 5.5- Geometria da contragdo com extensio na entrada.

As restri¢cdes (5.1.1a-b), (5.1.2a-b) e (5.1.3a-b) que se aplicam para a funcio F(X)

devem ser adaptadas para a fung¢do F*(X), resultando

F*(Re)zl e FX(RS):RC’ (5.2.3a'b)
dF (X)|  _ daF (Xl _, (5.2.4a-b)
ax |, ax |,
2 % 2p*
dF Xl _g o 4K g (5.2.5a-b)
dx* | _, 22, G P

O desenvolvimento das fungdes F*(X) € semelhante aquele ja& apresentado,
anteriormente, nesse capitulo. Assim, nas proximas secdes o procedimento ndo € repetido

apresentando-se apenas as fungdes resultantes.

Polinomio de terceiro grau — B1 — e respectivas primeira e segunda derivadas:

* _ 3 X-R ., , X-
F*(X)=1+(R, {XR ) 2R

e )3} , (5.2.6a)

s e
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dF*(X) _6(R.-1) ) »
dX  R-R {(RS—Re) (RS—R ) } (5.2.6b)

2% _
ar EX) Ok, -1 2(—X o ) |- (5..2.6¢)
dx (R.—R, ) R —R
Polinémio de quarto grau — B2 — e respectivas derivadas:
F*(X)=1+[e+3(R. —1)](X R 2 _2[e+(R. —1)]( f) (g_% ), (5.2.72)

X e N e

dF*(X) 2
dX R -R

s e

{[8+3(RC—1)]( <) -3+ (R, —1)]( Re) +2¢( _i )} (5.2.7b)

S e S e

d’F*(X) _ 2
dx? (R,—R)

s

2{[8+3(RC—1)]—6[8+(RC—1)](;( <)+ 6¢ (X 1;)}. (5.2.7¢)

Fungdo e derivadas de primeira e segunda ordem para o polinémio de quinto grau —

B3:
PO - _ X -R X - X-R
F*(X)=1+(R, 1){10(5 Re) 15(R )+6( R)}, (5.2.82)
dF*(X) _30(R.-D| X-R, . X-R ., X-R .
dX R -R {(R‘Y—Re) 2(&—RE) +(RX—RE)] (5.2.8b)

sz*(X)_60(RC—1){(X—RE X-R , , X-R (5.2.80)

= -3 <) +2(—2) |.
dx’* (R,—R)’ RS—Re) (RS—Re) (R—R)}

S e

A funcao trigonométrica cossenoidal — B4 — e suas derivadas de primeira e segunda

ordem sdo apresentadas a seguir:
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X-R
1- —)], 5.2.9
[=cos(z-—2")] (5:2.92)

s e

F*(X)= 1+—(R02_1)

. _ _
aF*X)__ . R-D Xk (5.2.9b)
X R-R 2 R -R

S e S e

2% — —

e s e

Conforme mencionado anteriormente as fun¢des do caso “B” sdo assemelhadas com
as do caso “A”, com a diferenca que na regido a partir da entrada da contracdo até o
comprimento R, a funcdo permanece unitiria e apds essa posicdo passa a variar e essa
variagdo € qualitativamente semelhante aquela descrita para as funcdes do caso “A”. O

comportamento das funcdes do caso “B” pode ser observado na Figura 5.6.

1.0

0.8 +

0.6 1

F(X)

0.4 -

0.2 +

0.0 , . , . , . , . , . ,
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X/R

5

Figura 5.6- Funcdes F(X) para a parede, com extensdo na entrada da contragdo.

Na Figura 5.7 pode-se visualizar as derivadas primeiras das fungdes F(X). Todas sdo

continuas no intervalo de defini¢do [0,R ] e todas apresentam valores negativos ou nulos

mostrando a monotonicidade das fung¢des.
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Figura 5.7- Derivadas primeiras das fun¢des F(X), para contracdes com extensao na entrada.

As derivadas segundas das fun¢des F(X) podem ser analisadas na Figura 5.8. A unica

derivada segunda totalmente continua no intervalo [0,R ] e que atende ambas as restrigdes

(5.2.5a-b) € aquela correspondente ao polindmio de quinto grau — B3. O polindmio de quarto

grau — B2 — para £=-¢ , atende apenas a restricio (5.2.5b), apresentando uma
descontinuidade no intervalo [0, R, ], na posi¢do X = R,. Para € =+&_ o polindmio de quarto
grau € continuo sobre todo o intervalo [0,R ], mas ndo atende a restricdo (5.2.5b). O

polindmio de terceiro grau e a funcdo cossenoidal ndo atendem as restricdes (5.2.514a-b) e

ainda apresentam uma descontinuidade na posi¢ao X = R,.
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Figura 5.8- Derivadas segundas das func¢des F(X), para contragdes com extensao na entrada.

5.3 CASO C: GEOMETRIA DA CONTRACAO COM EXTENSAO NA SAIDA

Na Figura 5.9 € mostrada a geometria do chamado caso “C” cuja principal diferenca
em relacdo ao caso “B” € que a parte constante da funcao F(X), no caso “C”, estd na regidao de
saida da contracdo, em regido com comprimento R,, cujas paredes sdo paralelas, e F(X) é

igual a R., no intervalo (R, —R,,R,]. O objetivo desse acréscimo € verificar se a adicdo de

uma extensdo na regido de sai melhora a uniformidade do escoamento na saida daquela

regido. A fragdo de R; ocupada por R, foi definida £, como segue

~

e
I

& R =/R. . (5.3.1a-b)

=

As funcdes usadas no caso “C” sdo assemelhadas aquelas utilizadas no caso “B”,
porém no caso “B” o trecho constante da funcdo F(X) esta definido sobre o intervalo [O,R,),
enquanto no caso “C” a parte constante da funcdo F(X), estd definida sobre o intervalo

(R,—R,,R_]. Entao se pode definir
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F*(X), se 0<X<(R,—R)
R, se (R-R)<X<R

C

F(X) :{ (5.3.2)

Figura 5.9- Geometria da contragdo com extensao na saida.

As restricoes (5.2.3a-b), (5.2.4a-b) e (5.2.5a-b) que se aplicam para o caso “B” podem

ser adaptadas para o caso “C”, resultando

F'0)=1 ¢ F'(R-R)=R., (5.3.3a-b)
dF'(X)|  _ dF (X) —0 (5.3.4a-b)
dX X=0 dX X=R,—R
2 2
dFXO _y o 47X 0. (5.3.5a-b)
X X=0 dX X=R,-R,

Realizando-se procedimentos semelhantes aqueles efetuados para os casos “A” e “B”
obtém-se as fun¢des que modelam o formato das paredes das contragdes para o caso “C”. A

seguir apresenta-se as formulagdes resultantes.

Polin6mio de terceiro grau — C1 — e respectivas derivadas:

X o ., X
F*(X)—1+(RC—1){3(RS_R8) 2(RS—R6)] (5.3.62)
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dF*(X) 6(R.—1) X X o
dX  R-R {(R PR Re)}’ (5.3.6b)

e s

sz*(X) 6(R. —1) e X ) (53.60)
dX> (R -R)’ R-R| o

Funcdo e respectivas derivadas de primeira e segunda ordem para o polinomio de

quarto grau — C2:

X X
—R) +€(—R R) , (5.3.7a)

% — _ X 2 _ _
F*(X)=1+[e+3(R, 1)](R )’ —2[e+(R, 1)](R

s e S e s e

dF*(X) 2
dX R -R

B e

X X X
- - - ? 1, (5.3.7b
{[e+3<RC 1>]<RA__ 7 3le+(R, 1)](RS_ R e Rg)} (5.3.7b)

d’F*(X) 2 AL B X
X’ (R —Re)z{[€+3(Rc Dlelexx. 1)](RY—

s

X
Re)+6€(RX—R ) } (5.3.7¢)

e

Polinémio de quinto grau — C3 — e suas derivas de primeira e segunda ordem:

F*(X)=1+(R, —1){10( ) —15( ) +6(R — )*} (5.3.82)
dF *(X) 30(R.—1) X o X X
dX R -R {(R‘Y—Re) 2(RX—RE) +(RX—RE)] (5.3.8b)

d’F*(X) _60(R, —1) X X o X
dx> _(RS—Re){(R & %-r’ +2(R—Re)} (:3-80)

e s e s
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A funcio trigonométrica cossenoidal — C4 — e suas derivadas de primeira e segunda

ordem sdo expressas por:

F*(X):1+M[1—cos(7z NE (5.3.92)
2 R —R,

X))z RD o X (5.3.9b)
dx R-R 2 R —R
d’F*(X) . 7w L(R -1 X

X —(R R ) 2 cos(iZ'R "R ). (5.3.9¢)

s e N e

As funcgdes e respectivas derivadas de primeira e segunda ordem, correspondentes ao
caso “C” sdo representadas graficamente nas Figuras 5.10-12. A partir do valor unitdrio no
inicio da contragdo todas as funcdes decaem monotonicamente até atingir na regidao da saida

da contracdo um valor constante, caracteristico desse caso.

1,0 H

0,8 +

0,6 1

F(X)

0.4 +

0,2 +

00 , . , . . . , . . . .

X/R

Figura 5.10- Funcoes F(X) para a parede, com extensao na saida da contragdo.
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Concordando com a monotonicidade apresentada na Figura 5.10, as derivadas
primeiras, Figura 5.11, apresentam todos seus valores negativos ou nulos. Todas as curvas sdo

continuas e atendem ambas as restri¢des (5.3.4a-b).

T T T T T T T T T T T
0,0 4 -
-0.5 H -
S
~
—
E‘__S' -1.0 H -
T
-1,5 - -
-2.0 -
T T T T T T T T T T T
0,0 0.2 04 0,6 0.8 1.0
X/R,

Figura 5.11- Derivadas primeiras das func¢des F(X), para contragdes com extensdo na saida.

Relativamente, as derivadas segundas, Figura5.12, qualitativamente os
comportamentos nos casos “B” e “C” sdo semelhantes. A principal diferenca é que a posicao
dentro do dominio [0,R ] onde havia descontinuidade era X = R, para o caso “B” e mudou

para a posicio X =R _— R, , no caso “C”. Novamente, a segunda derivada do polindmio de

quinto grau — C3 — € a tnica continua em todo o intervalo [0,R ] e que atende ambas as

restricoes (5.3.5a-b).
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Figura 5.12- Derivadas segundas das func¢des F(X), para contragdes com extensdo na saida.

5.4 CASO D: GEOMETRIA DA CONTRACAO COM EXTENSAO NA ENTRADA
E NA SAIDA

7

A geometria do denominado caso “D” € apresentada na Figura 5.13, a qual de certa
forma €é uma espécie de combinacdo dos casos “B” e “C” visto que possui extensdes tanto na
regido da entrada quanto na da saida da contracdo. Nesse caso a funcdo F(X), é constante e

igual a unidade no intervalo [0, R,), constante e igual a R. no intervalo (R, —R,,R ], e com
variagdo mondtona decrescente no intervalo [R,,R. —R,]. O objetivo desses dois acréscimos €

verificar se a adi¢do dessas extensdes nas regides de entrada e de saida da contragdo melhora
a uniformidade do escoamento na saida da contracdo. Na andlise feita nesse trabalho as
extensOes adicionais na entrada e na saida da contracdo sdo de mesma dimensao e iguais a R,,

cada uma. A fracdo de R, por R, foi definida % como segue

ﬁe & R =R (5.4.1a-b)

s

/4

As fungdes usadas no caso “D” sdo assemelhadas aquelas utilizadas nos casos “B” e

“C”, porém no caso “D” o trecho varidvel da funcdo F(X) estd definido sobre o intervalo
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[R,,R —R,], e permanecendo constante, por partes, no restante do intervalo [0, R ]. Pode-se

definir a funcdo F(X) como segue

I, se 0<X <R
F(X)=.F*(X), se R<X<(R —-R). (5.4.2)
R s se (RY_Re)<XSRg

c

Figura 5.13- Geometria da contragdo com extensao na entrada e na saida.

As restrigdes (5.2.3a), (5.2.4a) e (5.2.5a) que se aplicam para o caso “B” e as restri¢des
(5.3.3b), (5.3.4b) e (5.3.5b) que se aplicam sobre o caso “C” podem ser adaptadas para o caso

“D”, resultando

F»(Re)zl e F*(RJ_Re):Rca (5.4.3a'b)
dEEX)| _  dEQO] (5.4.4a-b)
dX X=R, dX X=R,-R,
IFX)| d’F'(X) ~0 (5.4.5a-b)
dx’? YR dx’ X=R,-R .
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A obtencdo das respectivas funcdes para o caso “D” pode ser realizada de modo
similar aqueles usados nos casos “A”, “B” e “C”. A seguir apresenta-se resumo das fungdes e

suas respectivas derivadas de primeira e segunda ordem:

Polinomio de terceiro grau — D1:

X-R X-R
F*(X)=1+(R. -1)|3 ¢ ) -2 ¢ )’ 5.4.6a
(X) (R, )[ (RS—2R6) (Rs_zRe)} ( )
dF*(X) 6(R -1)| X-R X-R
(X) _ O(R, )( <) —( <)’ (5.4.6b)
dx R -2R| R -2R,” "R -2R,
2% _ —
d’r EX): O(R. 1) 1—2(ﬁ). (5.4.6¢)
dx (R,—2R,) R —2R,
Polin6mio de quarto grau — D2:
X -R, X-R
F*(X)=1+|e+3(R, - D])(———)* -2|e + (R, ~1 ¢ — <y (54.7a
(X)=1+[e+3(R -Dl T e+ (R~ D}~ _2R> g G4
dF*(X) 2 X-R X-R X-R
= £+3(R 1 <) _3[e+(R - D)) +2e(=——=)*}, (5.4.7b
P, Rs—zRe{[ (R )](RS_ZR) e+ (R, )](RS_ZR) Py }( )
d’F*(X) 2 X-R X-R
= E+3(R. -D|-6le+ (R, —D)|(——F=)+6¢ < . (54.c
e (RS—ZRe)Z{[ (R, =D]-6le + (R D PR RAL )} (5.4.7c)
Polinomio de quinto grau — D3:
X -R X -R X -R
F*(X)=1+(R, 1) 10(——=)’ -15 <) +6 ¢ )’ 5.4.8
(X) (R, ){ (RX—ZRE) (RX—ZRE) (RX_QRE)} (5.4.8a)
dF*(X) 30(R.-1)|,6 X—-R X -R X -R
( ): ( c ) ( e )2_2( e )3+( e )4 , (548b)
dx R —2R, | R —2R, R —2R, R 2R,
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2k — — — -
d°F EX): 60(R, 1)2 ( X —-R )—3( X —-R )42 X -R . (5.4.8¢)
dX (R,-2R)"| R, —-2R, R —2R, R —2R,
Funcao trigonométrica cossenoidal D4:
(R.—-1) X-R
F*(X)=1+——~[1-cos(m————=)], 5.4.9a
(X) 7 ll-costr ) (5.4.92)
* — —
ar=X) __ 2 R =D X=Rey (5.4.9b)
dX R —-2R, 2 R —2R,
d*F*(X) 7 LR -1 X-R
= < cos[(T——)]. 5.49
' ko) 2 TR R (459

s e s e

Nas Figuras (5.14-16) apresenta-se a fung¢do F(X) e suas respectivas primeira e
segunda derivadas. Por inspe¢do da Figura 5.14 nota-se que, conforme esperado, inicialmente,

a fungdo permanece constante e igual a unidade. Apds a posicdo X /R, =y =0,2 a funcdo
comeca a decrescer monotonicamente at€é a posi¢ao (X —R))/R, =y =0,8, a partir da qual

torna-se, novamente, constante e igual a R., no caso RC = % .

1.0 4

0.8 +

0.6 1

F(X)

0.4 S

0.2 +

0,0 T T T T T T T T T T T

Figura 5.14- Funcoes F(X) para a parede, com extensdo na entrada e na saida da contracao.
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As primeiras derivadas das fungdes F(X), Figura 5.15, sdo todas continuas e com

valores negativos ou nulos comprovando o comportamento de decaimento mondtono da

funcdo.

0.0 4

-0.5 4

-1.0

dF(X) /dX

-1.5

-2.0

2.5

X/R,

Figura 5.15- Derivadas primeiras das fun¢des F(X), para contracdes com extensao na entrada

e na saida.

Na Figura 5.16 sio mostradas as derivadas segundas das fungdes F(X). Das

apresentadas apenas a correspondente ao polindmio de quinto grau — D3 — € continua sobre

todo o dominio de defini¢do [0, R ] e atende a ambas as restri¢cdes (5.4.5a-b). As restantes nao

atendem a uma ou a ambas restricdes (5.4.5a-b), e, portanto possuem uma ou duas

descontinuidades no intervalo (0,R) .
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Figura 5.16- Derivadas segundas das func¢des F(X), para contragdes com extensdo na entrada e

na saida.

5.5 RELEITURA DA FUNCAO F(X)

Nessa secdo faz-se uma releitura da definicdo da funcdo F(X) e das restricdes que a
ela pode-se aplicar. Genericamente, a funcdo F(X) pode ser definida como continua, de
classe Ck(Q), monotonicamente decrescente no intervalo Q=[0,R ], e que atenda as

seguintes condigdes:

F0)=0, F(R)=R; (5.5.1a-b)
dFCO|  _, dFOl _ (5.5.10)
dX X=0 ’ dx X=R, ’ o
m =0 m =0: (5.5.1e-f)
dX2 X=0 , dX2 X=R , o
d(k)F(X) —0 d(k)F(X) —0 (5 5 1g_h)
dX(k) X=0 , dX(k) X=R o
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Fazendo a seguinte mudanga de varidveis independente e dependente

F(X)=1+(R -DG(X), 0<R <1, X s% & G(X) :%, (5.5.2a-b)
as equagoes (5.37a-h) sdo substituidas por
G0)=0, G()=1, (5.5-2a-b)
dG(X)| _, d6X)| _, (5.5.30-d)
dX X=0 dX X=1
2 s 2 4t
d GA(ZX) =0, d Gg() =0; (5.5.3e-1)
ax- |, ax-= |,
O (¥ O (¥
&Ex) =0, w =0. (5.5.3g-h)
dX( ) s dX( ) o

A equacdo (5.5.2a) é uma transformacao linear nio-singular e, portanto inversivel. O

dominio da fun¢do F(X) € [0,R ] e aimagem € [1,R ]. No equacionamento usando a func¢io

G(X ) o dominio da funcdo € [0,1] e a imagem [0,1], portanto normalizados e destituidos dos

parametros R e R_.

Entende-se que o uso de G(X), no modelamento de fungdes de parede de contragdes,

em comparacdo com o uso de F(X), seja ligeiramente mais vantajoso.
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5.6 FUNCOES DE PAREDE PARA CONTRACOES USANDO COORDENADAS
CILINDRICAS.

No capitulo 3 o sistema coordenado utilizado foi o cartesiano e um ponto no plano foi
representado por (X,Y). No capitulo 4 utilizou-se coordenadas cilindricas € um ponto no plano
de interesse era representado por (R,Z).

Portanto a formulacdo para a fun¢do modeladora do formato da parede da contracdo
desenvolvida no capitulo 5, para coordenadas cartesianas, pode ser usada em coordenadas
cilindricas desde que se troque o eixo X — sistema-cartesiano pelo eixo Z — sistema-cilindrico.

Em conseqiiéncia deve-se trocar F(X) por F(Z).

Deve-se lembrar que a dimensdo da saida da contragdo R_, no sistema de coordenadas

. ] . w1, . . N .
cartesiano, torna-se RL/ , ho sistema de coordenadas cilindrico, devido a curvatura do sistema

e também da defini¢cao do que € razdo de contracgao.
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CAPITULO 6

6 RESULTADOS E SUA ANALISE PARA ESCOAMENTO
POTENCIAL EM CONTRACOES CARTESIANAS

Nesse capitulo pretende-se apresentar e analisar parte dos resultados obtidos na
simulagdo numérica do escoamento potencial no interior de contragdes descritas utilizando-se
o sistema de coordenadas cartesiano.

Para a obtencdo de resultados numéricos utilizou-se programacdo computacional do
equacionamento apresentado no capitulo 3. As varidveis dependentes que se calculou,
basicamente, foram: funcdo linha de corrente, W*(X,Y); componentes U(X,Y) e V(X,Y); e
campo de pressao, P(X,Y). Para o cOmputo dessas distribui¢des variou-se os parametros razao
de esbeltez, Ry; razdo de contragdo, R.; e as fungdes F(X).

Baseando-se na formulagdo desenvolvida no capitulo 3 pode-se calcular a matriz A e o
vetor g, da equacdo (3.4.9). Resolvendo-se o sistema linear (3.4.9) obtém-se o vetor das
incognitas ®. A funcdo linha de corrente W*(X,Y) é calculada utilizando-se a equagdo
(3.4.12), as componentes U(X,Y) e V(X,Y) do vetor velocidade sdo obtidas usando-se as
equacgoes (3.4.13a,b) e o campo de pressdo € determinado usando-se a equagdo (3.5.6). As
grandezas U,/(X), V,(X) e C,(X) sdo as componentes do vetor velocidade e o campo de
pressdo, respectivamente, junto a parede da contragao.

Contragdes em geral sdo utilizadas para produzir escoamentos, relativamente, bem
comportados em sua se¢do transversal de saida. A maior organizacdo do escoamento na saida
da contracdo ¢ obtida através da aceleracdo do escoamento durante sua passagem pela
contracdo e que, por conseguinte também aumenta sua velocidade média. Em escoamentos
acelerados, em geral, o gradiente de pressdo é favordvel (valores negativos), embora em
geometrias complexas possa haver pequenas regides do escoamento com gradientes
desfavordveis (valores positivos). Assim, ndo € desejavel que haja em uma contracio

gradientes desfavordveis de pressao.
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Enfim, nesse trabalho, considera-se que uma dada contracdo deva produzir
escoamento o mais uniforme possivel na sua saida ¢ ndo apresentar gradiente adverso de

pressdo ao longo de sua parede.

6.1 CONVERGENCIA DAS SERIES

Rigorosamente, as séries existentes nas equacdes (3.4.12), (3.4.13) e (3.5.6) seriam
infinitas, no entanto, se possivel, o computo de uma série infinita demandaria um tempo
também infinito. Assim, visando reduzir o tempo de processamento de infinito e invidvel,
truncam-se as séries para um ndmero finito, N, de termos para cada expansdao. Como naquelas
férmulas houve duas expansdes entdo elas possuem no todo N’ termos, cada uma. Para
expansdo em séries de funcdes quadrado-integraveis esse truncamento produz resultados que
convergem para os, respectivos, valores-verdadeiros que seriam obtidos caso se usasse as
séries com infinitos termos (Apostol, 1974). Como as funcdes existentes nesse trabalho sdo
finitas e definidas sobre dominio finitos entdo sdo quadrado-integraveis e, portanto suas
expansdes em série sdo convergentes.

Na Figura 6.1 (a) apresenta-se a componente de velocidade U(X,Y) na saida da
contracdo, U(R,Y)/U

ressalte-se que nessa figura exceto para N =35, as outras curvas

estdo bastante proximas e, portanto convergindo para a fungdo valor-verdadeiro. Para maior
discernimento entre as vdrias curvas apresenta-se na Figura 6.1 (b) o detalhamento das curvas
na vizinhanca de Y/R. =1. Ali, nota-se também que a medida que N aumenta as curvas
tendem para a fungdo valor-verdadeiro. Nas Figuras (6.1) (c¢) e (d) também percebe-se a

convergéncia da série correspondente a C, (X).

pw
Os resultados apresentados sdo relativos a funcdo de parede Al — polindmio de

terceiro grau - com pardmetros R =) e R =1, mas foram testadas as mais variadas

combinagdes e sempre as séries apresentaram comportamento de convergéncia.



(a)

(b)

(0

(d)

Figura 6.1- Teste de convergéncia das séries de U(R.,Y)/U,, e C, (X), para N=35,

10, 15, 20, 25 e 30.

6.2 RESULTADOS E SUA ANALISE PARA O CASO “A”

83

Nesta secdo apresenta-se os resultados para o caso “A”. Foram realizados testes

numéricos variando os valores de R, e R., bem como para as fun¢des F(X). Como a totalidade

de dados gerada foi grande entdo apresenta-se de forma sintética aqueles resultados que se

considerou mais significativos ao processo de andlise e que pudessem levar a compreensao do

escoamento e dai tirar conclusodes.



84

6.2.1 INFLUENCIA DA RAZAO DE ESBELTEZ

Procura-se nessa subsecdo apresentar os dados e analisar qual a influéncia da razao de

esbeltez sobre o escoamento. Para tal faz-se variar o parametro R, =1, 2,3, mantendo to o

restante constante. Na Figura 6.2 apresenta-se resultados tipicos para linha de corrente,
P*(X,Y); componentes do vetor velocidade, U(X,Y) e V(X,Y); e campo de pressdo, P(X,Y),
para a funcdo Al, R =1e R, = );. Na distribuicdo de velocidade axial U(X,Y) nota-se que,

em geral, a velocidade aumenta na dire¢cdo do escoamento, ou seja 0 escoamento acelera-se
devido a existéncia da contracdo. O incremento nio € uniforme e inclusive existe uma regido
do escoamento, préximo a posicdo (0,1), na qual a velocidade, U, decai ligeiramente. Nessa
regido na qual primeiramente o escoamento encontra a contragdo vai ocorrer uma regiao com
pequena estagnacao caracterizada pelo acréscimo na pressao e decréscimo na velocidade. A
componente de velocidade meridional, V, inicialmente nula, vai aumentando em valor
absoluto até, aproximadamente a posi¢do X = 0.8, a partir daf ela comecar a decair em valor
absoluto até anular-se na saida da contracdo. As maiores modificacdes na distribuicdo da
velocidade V ocorrem principalmente na regido proxima a parede da contragdo. Na dire¢ao do
escoamento a drea disponivel da secdo transversal da contragdo diminui, por defini¢do, em
conseqiiéncia as velocidades aumentam, portanto a energia cinética aumenta e a pressao
diminui. Entdo, os resultados apresentados na Figura 6.2, e em outras que sucedem, estdo em

concordancia com a fisica subjacente da mecanica de fluidos inviscidos.
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Figura 6.2- Linha de corrente, componentes do vetor velocidade e campo de pressdo para

contragdo com: funcdo Al, R. =)5,e R =1.

Apresenta-se na Figura 6.3 os resultados para o escoamento em contracdo com

R =),e R =3, ou seja, uma contraciio mais alongada do que aquela apresentada na Figura
6.2. Nesse caso, R =3, percebe-se que as distribui¢des da componente de velocidade U e o

campo de pressdo sdo mais paralelos, e, portanto mais uniformes, do que aqueles apresentados

para R =1, Figura 6.2. O valor méximo da velocidade V, em valor absoluto, ¢ menor para o
caso R =3 do que para o caso R =1. Comparando-se os dois casos nota-se que o
escoamento para R =3 ¢é mais uniforme do que aquele para R =1. A razdo fisica da
diferenca € que para uma contragdo com maior esbeltez, maiores valores de R, existe mais

espaco e, portanto mais tempo para que as por¢des de fluidos desloquem-se com aceleracdes

menores.
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Figura 6.3- Linha de corrente, componentes do vetor velocidade e campo de pressdo para

contragdo com: funcdo Al, R. =)5,e R =1.

Para consolidar o conhecimento sobre a influéncia da esbeltez da contracdo sobre o

escoamento fez-se vdrias simulagdes, para diferentes valores de R, . Na Figura 6.4 mostra-se
resultados para a velocidade axial na saida da contracdo, U(R,_,Y), e o coeficiente de pressdo,

C

> obtidos variando R, =1, 2,3, e mantendo a fun¢do Al e a razdo de contracdo, R. = )%,

constantes. Percebe-se, analisando os resultados da Figura 6.4, que a medida que a razdo de
esbeltez aumenta o perfil de velocidade axial na saida da contracdo, U(R_,Y), torna-se mais
uniforme; e o perfil do coeficiente de pressao, C pw(X ), tem menor variagdo menos intensa na

regido de saida da contracdo, tendo inclusive menor valor absoluto. Interessante notar que no
intervalo [0, R /2] ocorre pouca variacdo do coeficiente de pressdo, indicando que a

contragdo com parede modelada pela funcdo Al € pouco efetiva, nesse intervalo, para

converter energia de pressdo em energia cinética. A maior parte da conversio ocorre no
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intervalo (R, /2, R ]. Conclui-se entdo que se aumentando a razdo de esbeltez produz-se

escoamentos mais uniformes na saida da contra¢io, para uma dada funcdo de parede e razao
de contragdo. No entanto, ndo se pode aumentar o comprimento da contracio ilimitadamente

por razdes de espago e de custo.

Figura 6.4- Distribui¢do de velocidade U(R,Y) e coeficiente de pressio C,, para: funcdo

Al, R =),eR =1,2,3.

Visando generalizar e comparar resultados a velocidade axial na saida da contragdo,

U(R,,Y), pode ser normalizada resultando na velocidade axial normalizada, U(R,Y)/U_,, ,
cujos resultados podem ser apreciados a Figura 6.5. Como U, , nesse caso € constante, visto
que U, = R, conforme capitulo 3, entdo a Figura 6.5 é “igual” & Figura 6.4, porém com

escalas diferentes para os eixos das ordenadas e das abscissas. O “igual” anterior significa:

com o mesmo conteddo informacional.
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Figura 6.5- Distribui¢do de velocidade normalizada U(R.,Y)/U , para: fungdo Al,

R =Y%,eR =1,23.

A influéncia da razdo de esbeltez também foi avaliada para outras funcdes de parede
da contracao, além da fun¢do A1l apresentada anteriormente. Na Figura 6.6 estdo os resultados

para a velocidade axial normalizada, U(R_.Y)/U,

s,m?

e o coeficiente de pressao, pr,

calculados com a funcdo A3 e os pardmetros R =);,e R =1,2,3. Nota-se que as

velocidades normalizadas mais uniformes na saida da contracdo sdo aquelas correspondentes
as contragdes mais longas. Também para contracdes mais longas o coeficiente de pressao
apresenta os menores valores em modulo. Esses aspectos mencionados concordam
completamente com aqueles correspondentes nas Figuras 6.4 e 6.5. Algo diferente que ndo
ocorre na Figura 6.4, para a funcdo Al, é que ocorre na regido final da contragdo, para a
funcdo A3, Figura 6.6, gradientes adversos de pressdao. No caso da ocorréncia, indesejada, de
gradientes adversos de pressdo pode-se atenud-los ou mesmo elimind-los através do aumento
da razdo de esbeltez. Na Figura 6.6 a distribuicio de velocidade mais desuniforme

corresponde aos pardmetros R = );,e R =1, os quais correspondem também aos mais

intensos gradientes adversos de pressdao que se estendem por uma regido também maior.
Comparando as velocidades axiais normalizadas existentes nas Figuras 6.4 e 6.6 nota-se que
no caso correspondente a fungdo A3 os perfis sdo mais uniformes do que para a fungcdo Al.

Isto se deve ao fato de que no caso da funcdo Al os gradientes de pressdao sdo todos
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favordveis e, relativamente, intensos, portanto com tendéncia a acelerar o escoamento e
produzir maiores e desuniformes velocidades. No caso da fun¢do A3 os gradientes de pressdao
sdo adversos ou, aproximadamente, nulos, na regido final da contracdo. Os gradientes
adversos junto a parede tendem a frear o escoamento e produzir perfil mais uniforme na saida
da contracdo. Depreende-se dessas informacdes que o gradiente de pressdo deve ser favordvel,

porém com magnitude ndo muito intensa.

Figura 6.6- Distribui¢do de velocidade normalizada U(R,Y)/U, e coeficiente de pressdo

C,, para: fungdo A3, R, = Y,eR =1,2,3.

Para maior e melhor entendimento da formagdo de gradientes adversos de pressdo em
contracOes apresenta-se o campo vetorial de velocidade, Figura 6.7. Na posi¢ao X /R, =0,8
da Figura 6.7(a) nota-se que o vetor velocidade tangente a parede forma um angulo com o
eixo X de, aproximadamente, 45°. Significando que as duas componentes do vetor velocidade
tétm magnitudes absolutas iguais ou semelhantes. Na Figura 6.7(b), para a posi¢ao
X /R, =0,8, percebe-se que o angulo que o vetor velocidade forma com a horizontal € menor
que 45° significando que a componente V € menor que a U. Desse fato decorre que para
posicdes homélogas nas paredes das duas contracdes a energia cinética, (U*+V?)/2, é maior
naquela que tem a menor razio de esbeltez, e, por conseguinte naquela posi¢ao a pressao serd
menor. Quando o escoamento aproxima-se da saida da contragdo a componente meridional da
velocidade tende & nulidade e a componente axial tende a R.'. Como nos dois casos a razio
de contragdo € igual entdo a velocidade média axial na saida da contragdo também € igual.
Portanto, as energias cinéticas médias finais nas duas situa¢des sdo iguais ou bem préximas.

Assim, poderdo ocorrer situagdes nas quais a referida variacdo de energia cinética no
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escoamento ao longo da parede propicie o aparecimento de gradientes adversos de pressao,
caracterizado pelo aumento da pressdao ao longo de uma linha de corrente, na dire¢do do

escoamento.

(a)

7.50
6.64
579
493
4.07
3.21
2.36
1.50

>-0.5.—:

(b)
Figura 6.7- Campo vetorial de velocidade grafado sobre o campo de velocidade axial para:

funcdo A3, R, =1 (a)e R, =3 (b).

6.2.2 INFLUENCIA DA RAZAO DE CONTRACAO

Nessa subsecdo dedica-se a estabelecer a natureza da influéncia que a razdo de
contragdo exerce sobre a velocidade axial na saida da contragcdo e no coeficiente de pressdo ao
longo de sua parede. Para realizou-se vdrias experimentacdes numéricas variando a razdo de

contracdo e mantendo o restante inalterado.

Na Figura 6.2 apresentou os resultados para: fun¢do Al, R. = ),e R =1, na Figura
6.8 disponibiliza-se os resultados para: funcdo Al, R =)j,e R =1. A interpretacdo fisica

desses resultados € semelhante a apresentada na sec¢do anterior. Quando a contracdo aumenta,
menores valores da razdao de contracdo, as velocidades axiais e meridionais aumentam, a

energia cinética aumenta e a pressdao diminui.
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Figura 6.8- Linha de corrente, componentes do vetor velocidade e campo de pressdo para

contragdo com: funcdo Al, R. = )5, e R =1.

Fixou-se R =1 e variou-seR =%, %, %Y, %, os resultados obtidos para a

velocidade axial na saida da contragdo, U(R,,Y), e o coeficiente de pressdo, C sao

o
mostrados na Figura 6.9. Entende-se que a medida que a contracdo aumenta, significando
menores valores de R., a magnitude da velocidade axial aumenta e o coeficiente de pressdo
diminui. Nesse trabalho o coeficiente de pressao é combinagao linear do campo de pressao, na
parede da contracdo, assim pode-se analisar tanto em termos de coeficiente de pressdo como

de campo de pressdo. Para R =) a velocidade axial é no entorno de U(R,,Y) =8, para

R. =Y, noentorno de U(R_,Y) = %, assim sucessivamente.
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Figura 6.9 -Distribui¢do de velocidade U(R,Y) e coeficiente de pressio C,, para: fungdo

AL R =6 % )25 Jo i@ R =1,

Conforme mencionado na subse¢do anterior introduziu-se o conceito de velocidade
axial normalizada na saida da contragdo para efetivar comparagcdes e estabelecer padroes.
Apresenta-se, Figura 6.10, a distribui¢do de velocidade axial normalizada para a fungdo Al,
R =1 e alguns valores significativos para a razdo de contracdo R, ='Y, %, SV V.
Percebe-se que as duas distribuicdes mais desuniformes sdo as correspondentes a R. = %;, /, e
as duas mais uniformes sdo as relacionadas com R, ='%,, )%, ficando em posicdo
intermedidria aquela associada a R, =},. Fica claro que existe relacdo ndo linear entre a
velocidade axial normalizada e a razdo de contracdo. Quando a razdo de contragcdo tende a
unidade a contragdo tende a desaparecer e a distribuicdo de velocidade tende a uniformidade
completa. No outro extremo, quando a razdo de contragdo fica pequena, por exemplo,
R =), a desuniformidade da distribuicdo de velocidade axial aumenta, mas a velocidade
axial média aumenta em propor¢do maior e, portanto a uniformidade da distribuicdo de
velocidade axial normalizada aumenta. Porém em geral a razdo de contracdo é um dos
objetivos de um projeto-de-contracdo. Razdes de contragdo préximas da unidade nao
apresentam grande interesse pratico, pois, pouco elevaria a velocidade na saida da contragdo.
Assim, em geral, fixa-se um razio de contra¢do desejada e variam-se os outros parametros ou

fun¢des. Em relacdo ao coeficiente de pressdo quanto menor a razdo de contragdo, R , maior

serd seu decaimento ao longo da parede da contragdo, na direcdo do escoamento.
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Figura 6.10- Distribui¢do de velocidade normalizada U(R,Y)/U_, para: fungdo Al,
Rc' :1%6’ %’ %’%1, % eRS =1.

Foram realizados testes numéricos extensos € comprovou-se que, para varias fungdes
que modelam a parede da contracdo, a relacdo ndo linear entre uniformidade na distribui¢do
da velocidade axial normalizada e a razdo de contragdo também esta presente. Como exemplo

adicional mostra-se os resultados obtidos usando-se a funcdo A3, R =1, e

R. =, %, %, i, %, nesse caso também a distribui¢do mais desuniforme estd associada a

C
R =);, sendo que para outros valores da razdo de contragdo, maiores ou menores, os perfis

de velocidade normalizada sdo mais uniformes. Quando a razdo de contragcdo aumenta o
respectivo coeficiente de pressdo também aumenta. Esses resultados sdo semelhantes aos

obtidos usando a fun¢do Al, para os mesmos parametros R, e R . Para fungdo A3 também

ocorre gradiente adverso de pressdo para R, = ),, % , sendo mais intenso para R, = ).
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Figura 6.11- Distribui¢do de velocidade normalizada U(R,Y)/U ,, e coeficiente de pressdo

C,, para: fungdo A3, R =", %, 15, )i, se R, =1.

6.2.3 INFLUENCIA DA FUNCAO DE PAREDE DA CONTRACAO

Nessa subsecao procura-se apresentar resultados e analisar a influéncia da funcdo que
modela o formato da parede da contrag@o, F(X). Para tal fixou-se a razao de esbeltez, R, =1,
a razdo de contracdo, R. = ), e variou-se a fungdo de parede para as opcdes: A1-A4. Sendo
que para a fun¢do A2 ainda se considerou trés subcasos para: € =+¢€,, —€,, —0,803¢. .

Os resultados para a fungdo Al com R, = ); e R, =1 foram apresentados nas Figuras
6.2, 6.4 e 6.5. Os resultados para as demais funcdes A2-A4 com R, =),eR =1 sdo
apresentadas nas Figuras 6.12-17. Na Figura 5.2 nota-se que a fun¢do A2 com & =+&,
apresenta maiores valores que a fun¢do Al no intervalo (0,R,) significando que,
proporcionalmente, o fluido acelera-se mais, por exemplo, no intervalo [0,R, /2] para a
funcdo A1l do que para a funcdo A2, em conseqiiéncia a aceleragdo do fluido no intervalo
[R,/2,R ] serda maior para a funcdo A2 do que para a funcdo Al. Comparando-se a
distribuicao de velocidade meridional, V, para a fung¢dao Al, Figura 6.2, e para a funcido A2,
£ =+&,, Figura 6.12, percebe-se que V tem maior valor absoluto para a fungdo A2, e=+¢_, ¢
o local onde essa velocidade maxima, em valor absoluto, ocorre estd mais préximo da saida
da contracao do onde ocorre o mdximo, em valor absoluto, para a fungdo Al. Entdo, para a
funcdo A2, £ =+&_, a energia cinética serd maior na regido proxima da saida da contrag@o e o

coeficiente de pressdo serd menor.
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Figura 6.12- Linha de corrente, componentes do vetor velocidade e campo de pressdo para

contragdo com: funcio A2, e=+€;R =),e R =1.

Os valores para a fungdo A2, €=—-€;R =) e R, =1, sdo menores do que os da

funcdo Al no intervalo (0,R ), Figura 5.2. Assim, para fungdo A2, £ =—¢€_, o escoamento

serd mais acelerado no intervalo [0,R /2] do que ocorre para a funcdo Al. E no intervalo

[R,/2,R ] o escoamento serd menos acelerado no caso da fungdo A2, £ =—¢£, do que para a

funcdo Al. Em conseqiiéncia a distribuicdo de velocidade axial normalizada serd mais

uniforme para a funcido A2, £ =-¢&_, do que para a fun¢do Al, porém para a primeira haverd

gradiente adverso de pressdo, Figura 6.17.
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Figura 6.13- Linha de corrente, componentes do vetor velocidade e campo de pressdo para

contragdo com: funcido A2, e=—-€;R =)4,e R =1.

Para a funcdo A2, e£=+€;R =),eR =1, ocorre a mais desuniforme das
distribuicdes de velocidade axial normalizada e o gradiente de pressdo é favordvel, Figura
6.17, e no caso da fungdo A2, €=-¢;R =)eR =1, o perfil de velocidade axial
normalizada é o mais uniforme, porém apresentando gradiente adverso de pressdo. Realizou-
se, entdo, vdrios experimentos numéricos visando encontrar um valor de € que produzisse um
perfil de velocidade axial normalizada, relativamente, uniforme e que ndo apresentasse
gradiente adverso de pressdo. O valor encontrado foi € =-0,803¢,. Nas Figuras 6.14 ¢ 6.17

apresenta-se os resultados para essa funcdo A2, £€=-0,803¢,;R =)%e R, =1. Na Figura

6.17 percebe-se que a distribuicdo da velocidade axial normalizada continua, relativamente,

uniforme e a distribuic@o de pressdo na apresenta gradiente adverso de pressao.



97

v i u
095 8.00
085 5 - 662
P i A2, € =- 0803, 862
065 R.z1m :
0.8 R;=1 3.71
055 Saa
045 3 Tes
035 3 T
025 3 113
018 06 090 o~
: 090
B 1.01
- |
I 113
0.4
1.44
02 183
2.44 00
3.71 -
5.12 [
0
0 0.2 04 06 0.8 1
X

-0.03
-0.20
-0.49
-0.78
-1.07
-1.36
-1.64
-1.93
-2.22
-2.80

0.07
-0.06
-0.31
-0.65
-1.28
-2.46
-4.97
-9.89

-2220
-33.57

0.4 0.6

. . 04
X X

Figura 6.14- Linha de corrente, componentes do vetor velocidade e campo de pressdo para

contragdo com: funcio A2, £ =-0,803¢,; R. =), e R, =1.

A funcdo A3 ¢ bem assemelhada com a func¢do Al, no intervalo (0,R /2) os valores
da primeira sdo ligeiramente maiores do que os da segunda, e no intervalo (R, /2,R ) ocorre o

inverso. A principal vantagem da funcdo A3 sobre a A1 € que a primeira atende as restricdes
de derivadas de segunda ordem nulas nos dois extremos do dominio de defini¢do. Os
resultados para a funcdo A3 sdo apresentados nas Figuras 6.15 e 6.17, nota-se que o perfil de
velocidade axial normalizado para a funcdo A3 é, praticamente, igual aquele obtido para a

funcdo A2, £ =-0,803¢,; R, = % e R, =1, porém com gradiente adverso de pressao.
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Figura 6.15- Linha de corrente, componentes do vetor velocidade e campo de pressdo para

contragdo com: funcdo A3, R =, e R, =1.

A funcdo A4 ¢ muito assemelhada com a fung¢do Al, Figura 5.2. Suas primeiras e
segundas derivadas também o sdo, Figuras 5.3 e 5.4. Portanto, os resultados obtidos para a
funcido A4, R =)5e R =1, também sdo muito semelhantes aqueles obtidos para a fungdo
Al, R =)eR, =1, conforme pode ser comprovado nas Figuras 5.16 e 5.17. Assim, a

fun¢cdo A4 ndo serd mais considerada no rol de func¢des sendo analisadas, visto que a fungdo

Al leva a resultados representativos para as duas.
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Figura 6.16- Linha de corrente, componentes do vetor velocidade e campo de pressdo para

contracdo com: funcdo A4, R = ;e R =1.

A reunido de resultados significativos para as fungdes A1-A4 ¢é feita na Figura 5.7.
Quanto a distribui¢do da velocidade axial normalizada a funcdo que leva a distribuicdo mais

desuniforme € a A2, € =+¢€,; R, = )% e R, =1. Em posi¢ao intermedidria estdo os resultados

para as funcdes Al e A4 que conforme explanacdo anterior produz resultados bastante
proximos. As trés que produziram distribui¢cdes de velocidade axial normalizada as mais

uniformes foram A2, £ =-¢,; A2, £ =-0,803¢,; e A3. Das trés apenas a A2, £ =-0,803¢_,

ndo apresenta gradiente adverso de pressdo. A que apresentou o perfil normalizado mais
uniforme foi a funcdo A3, porém apresentando gradiente adverso de pressdo. E interessante
mencionar que de acordo com o analisado sobre a razao de esbeltez, gradientes adversos de
pressdo podem ser eliminados aumentando o comprimento da contracdo, se factivel.

A fun¢do que levou a distribuicdo de velocidade axial normalizada mais uniforme e

sem gradiente adverso de pressao foi a A2, € =-0,803¢, .
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Figura 6.17- Distribui¢do de velocidade normalizada U(R,Y)/U ,, e coeficiente de pressdo

C,, para: fungdes A1-A4, R, =), e R =1.

6.3 RESULTADOS E SUA ANALISE PARA O CASO “B”

No caso “B” procura-se investigar a influéncia que ocorre no escoamento no interior
da contracdo quando se introduz no inicio da contracdo um trecho em que a funcdo F(X) €
constante e igual a unidade. A descri¢do desse caso e as caracteristicas da funcdo de parede
podem encontradas no capitulo 5, mais especificamente nas Figuras 5.6-8. Foram realizados

extensos testes numéricos variando os parametros, R e R_, e as func¢des F(X), na Figura 6.18
sdo apresentados os resultados para a fungdo B2, £ =-0,803¢., ¢ =0,1; R, = ;e R, =1. Esse
subcaso foi escolhido para apresentacdo de resultados porque a fungdo correspondente A2,
£=-0803¢., R =), eR =1, foi a que apresentou os melhores resultados nas comparagdes
que se fez quando da andlise dos resultados do caso “A”. Nas Figuras 6.19-22 sdo
apresentados resultados correspondentes as fungdes B1, B2, £ =-¢_; B2, £ =-0,803¢, ; e B3.
Os resultados correspondentes as funcdes B2, €=+&.; e B4 ndo sdo apresentados, pois,

considerou-se na anédlise apresentada anteriormente, caso “A”, que essas duas funcdes levam
aos piores resultados.

O parametro adimensional o, Equagdo (5.2.1a), € a métrica associada com o tamanho
R,, Equacdo 5.10b, da extensdo no inicio da contragcdo. Nos resultados da Figura 6.18
utilizou-se & =0,1 e nos das Figuras 6.19-22 utilizou-se a = 0; 0,1; 0,2; 0,3. Lembrando que,
por exemplo, a fun¢do B3 para @ =0 € o mesmo que a funcdo A3, e assim, sucessivamente,

para as outras funcdes.
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Figura 6.18- Linha de corrente, componentes do vetor velocidade e campo de pressdo para

contragdo com: fung¢do B2, £ =-0,803¢,, « =0, R. = e R =1.

Para a fungdo B1 sdo apresentados, Figura 6.19, os resultados para a velocidade axial
normalizada e o coeficiente de pressdo, correspondentes a diferentes valores de

a=0;0,1;0,2;e0,3. Embora, para & =0,1 a distribuicdo de velocidade axial normalizada

tenha se tornado mais uniforme, para todos os outros valores ndo nulos de o os perfis
tornaram-se mais desuniformes e os coeficientes de pressdo passaram todos a apresentar
gradiente adverso de pressdo. Assim, como regra geral, para a funcdo B1 a introdugdo de

extensao no inicio da contracdo causa um efeito desfavoravel.
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Figura 6.19- Distribuigdo de velocidade normalizada U(R.,Y)/U , e coeficiente de pressdo

C,, para funcdo B1, R. =%, R =1, =0,1;0,2;0,3.

Na Figura 6.20 s3o apresentados os resultados para a funcdo B2,

£=-0,803¢., @ =0.,1;0,2; 0,3, mantidos os parametros restantes. Claramente, a uniformidade
da distribui¢ao de velocidade axial normalizada piora a medida que o varia de & =0,1 para
a =0,3, e todas sdo piores do que aquela que corresponde a & =0, isto é a fungdo A2. O

aspecto positivo que se pode mencionar € que ndo aparece gradiente adverso de pressdo. De

qualquer forma para a funcdo B2, £=-0,803¢,a2=0,1 os resultados pioraram com a

introdugdo de extensdo na entrada da contrag@o.

Figura 6.20 - Distribui¢do de velocidade normalizada U(R.,Y)/U ,, e coeficiente de pressio

pr para funcdo B2, € =-0,803¢.,R. = %, R, =1, ¢ =0,1;0,2;0,3.

Para a funcdo B2, €=-¢,R =),R =1,a2=0,1;0,2;0,3, os resultados sado

mostrados na Figura 6.21, nesse subcaso também a uniformidade da velocidade axial
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normalizada piora a medida que o parametro o aumenta. O coeficiente de pressdo que
apresentava gradiente adverso de pressdao para & =0, continuou apresentando para « #0,
porém com intensidades mais acentuadas para maiores valores de o. Assim, os resultados

pioraram para & # 0 quando comparado com aqueles associados a & =0.

Figura 6.21 - Distribui¢do de velocidade normalizada U(R.,Y)/U ,, e coeficiente de pressio

C,, para funcdo B2, e=-¢,R =)%,R =1, =0,1;0,2;0,3.

Qualitativamente, os resultados correspondentes a funcdo B3, Figura 6.22, sdo

semelhantes aqueles da funcdo B2, £ =-¢_, Figura 6.21. A distribui¢do de velocidade axial

normalizada torna-se mais desuniforme a medida que o parametro o aumenta e o coeficiente
de pressdo que apresentava gradiente adverso de pressdo, para & =0, continua a manté-los
para @ #0. Entdao também para a funcdo B3 os resultados pioram com a introdug¢do de
extensao na entrada da contragdo.

A conclusdo referente ao caso “B” € que a introducdo de extensdo na entrada da
contracdo faz aumentar a desuniformidade da distribuicdo de velocidade axial normalizada.
Quanto maior for o tamanho da extensdo considerada maior sera a desuniformidade causada
ao perfil de velocidade axial normalizada. Em relagao ao coeficiente de pressao os resultados
também pioraram, quando, para & =0, ndo havia gradiente adverso de pressdo, para & #0,
passa-se a té-los; quando, para @ =0, os havia, entdo para & #0, suas intensidades sdo
incrementadas.

A opcao por geometrias do caso “B” devem ser evitadas, pois, consomem espago Util,

destinado a R,, e pioram os resultados.
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Figura 6.22 - Distribui¢do de velocidade normalizada U(R,Y)/U ,, e coeficiente de pressdao

C,, para funcdo B3, R. =%, R =1, ¢=0,1;0,2;0,3.

6.4 RESULTADOS E SUA ANALISE PARA O CASO “C”

O caso “C” caracteriza-se por considerar uma extensdao na saida da contracdo
conforme apresentado no capitulo 5, Figura 5.9. Os formatos das fun¢des de parede relativas a

esse caso podem ser vistas na Figura 5.10, e suas primeira e segunda derivadas nas Figuras
5.11-12.

Para esse caso foram realizados variados testes numéricos para valores dos parametros
R e R_, para os subcasos das fun¢des de parede Cl; C2, £ =-0,803¢,; C2, e=-¢,,C3, e
com o pardmetro £ =0,1;0,2;0,3.

Para os parimetros R =1,R =)%e =01 sdo mostrados na Figura 6.23 os
resultados correspondentes a funcdo C2, & =-0,803¢,. Comparando-se esses resultados com

os correspondentes A2 e B2 nota-se que a distribuicdo de velocidades ficou mais uniforme

ndo regido proxima a saida da contragdo.
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Figura 6.23 - Linha de corrente, componentes do vetor velocidade e campo de pressdo para

contragdo com: fun¢do C2, € =-0,803¢., =0, R, =4 e R =1.

Os resultados relativos a funcdo C1 para f£=0,1;0,2;0,3, mantidos os outros

paramentos, sdo apresentados na Figura 6.24. Nota-se que com a introducdo de extensdao ao
final da contracdo a velocidade axial normalizada uniformiza-se bastante se comparada com a
correspondente ao caso sem extensdo, caso “A”. De =0, contracdo sem extensdo (caso
“A”), a f=0,1; contragdo com extensdo correspondente a 10% de seu comprimento total, o
perfil de velocidade axial uniformizou-se bastante. De =01 a £=0,2 houve pequeno
incremento na uniformizagio; e de f=0,2 a f=0,3 as curvas na Figura 6.24, praticamente,
confundem-se. Para f=0 o coeficiente de pressdo ndo apresenta gradiente adverso de
pressdo. Para £ =0,1;0,2; 0,3 todas as curvas do coeficiente de pressdo apresentam gradiente
adverso de pressdo. Quanto maior o valor de B mais intenso o gradiente adverso e ocorrendo

N .

mais para o interior da contragdo. Quanto a posicdo onde ocorre o menor valor para o
coeficiente de pressdo € claro que estd associado ao local onde ocorre a transicdo da fungdo

F*(X) para o trecho constante de F(X). Quanto a intensidade do gradiente estd associada ao
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fato de que quanto maior o valor de  maior serd a inclinagdo da fungido F*(X) na regido final
de seu intervalo de defini¢do e maiores serdo a velocidades meridionais, V; maiores serdo as

energias cinéticas e, portanto maiores serdo os gradientes adversos de pressao.

Figura 6.24 - Distribui¢do de velocidade normalizada U(R,Y)/U ,, e coeficiente de pressdao

C,, para fun¢io C1, R, = )4, R, =1, £=0,1,0,2;0,3.

Quando se utiliza a fun¢do C2, &=-0,803¢,, para modelar a funcdo parede da
contragdo, R.=)%,R =1, para £=0,1;0,2;0,3; obtém-se os resultados apresentados na

Figura 6.25. Qualitativamente, os resultados sdo semelhantes aos obtidos para a funcdo C1.
Quantitativamente, as distribuicoes de velocidade axial sdo mais uniformes do que as

correspondentes a fungdo C1. Quanto ao coeficiente de pressdo, que nao possuia gradiente

adverso para £ =0, passa a possuir para £ # 0, mais intensos para maiores valores de £.

Figura 6.25 - Distribui¢do de velocidade normalizada U(R.,Y)/U ,, e coeficiente de pressio

pr para func¢do C2, £ =-0,803¢,,R. =%, R, =1, £=0,1;0,2;0,3.
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Para a fungdo C2, £ =—¢_, variando £=0,1;0,2;0,3, para R, =%, R, =1, obtém-se
resultados, Figura 6.26, muito semelhantes aqueles obtidos para C2, £ =-0,803¢,. Apenas

duas pequenas diferencas: as distribui¢des de velocidade axial s@o, levemente, mais uniformes

no caso €=-¢, do que no caso £€=-0,803¢.. E os respectivos gradientes adversos de

pressdo sdo mais acentuados. No subcaso da fungdo C2, &€ =-¢,, mesmo para =0 havia

gradiente adverso de pressao.

Figura 6.26 - Distribui¢do de velocidade normalizada U (R.,Y)/U ,, e coeficiente de pressdo

C,, parafungdo C2, e=—¢,, R = ¥%,R =1,£=0,1,0,2;03.

Os resultados para a fungao C3, Figura 6.27, também sdo muito assemelhados aos da

funcdo C2, &€ =-0,803¢,, apresentando, aproximadamente, 0 mesmo nivel de uniformidade

no perfil de velocidade axial normalizada. A diferenca mais notdvel é que para o subcaso da
funcdo C3 os gradientes adversos de pressdo sdo mais intensos do que para a fungdo C2,

£=-0,803¢, .

Figura 6.27 - Distribui¢do de velocidade normalizada U(R,Y)/U ,, e coeficiente de pressdao

C,, para fungdo C3, R. = )4, R, =1, £=0,1,0,2;0,3.
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Conclui-se que a adicdo de um trecho com secdo transversal constante ao final da
contracdo tem o papel de aumentar a uniformizacdo da distribuicdo de velocidade axial,
embora ao custo de produzir e/ou aumentar a intensidade do gradiente adverso de pressao.
Esse “efeito colateral” do aparecimento e/ou aumento do gradiente adverso de pressao pode

ser mitigado aumentando-se o comprimento, R , da contracdo.

Nota-se que quando hd muita uniformidade na velocidade axial na regido da saida da
contragcdo € porque hé gradiente adverso de pressdo ou estd na iminéncia de haver. De outra
forma: quando h4 gradiente adverso de pressdo ele tende a frear o escoamento na regido onde
ocorre. No caso da saida de contracdes esse fato leva a velocidades mais uniformes.
Escoamento com gradientes favoraveis tendem a acelerar o escoamento na regiao que ocorre €
no caso de contracdes leva a aumentar a desuniformidade da distribuicio de velocidade axial.

Pelos resultados obtidos entende-se que a adi¢do de extensdo na saida de contracdo é
favoravel para aumentar a uniformidade do escoamento, mas que deve-se realizar pesquisas
adicionar para evitar ou mitigar a existéncia de gradientes adversos de pressdo na regiao
anterior a saida da contracao.

No caso “C” a funcdo que produziu distribuicdo de velocidade axial com maior
uniformidade e menores intensidades de gradientes adversos de pressdo foi a C2 para

£=-0,803¢.. A outra que se aproximou bastante da C2, £=-0,803¢., foi a C2 para

£ =-0,803¢_, a qual apresentou os melhores resultados no caso “A”.

6.5 RESULTADOS E SUA ANALISE PARA O CASO “D”

O caso “D” é um tipo de combinacdo dos casos “B” e “C”. Da andlise feita dos casos
“A”, “B” e “C” constatou-se que o caso “B” ndo é adequado, pois, 0 seu uso aumenta a
desuniformidade da distribuicdo de velocidade axial na saida da contragdo. Também se
constatou no caso “C” que seu uso é favordvel para aumentar a uniformidade da velocidade
axial na saida da contracdo, embora tenha-se que tomar medidas relativas ao gradiente
adverso de pressdo que, em geral, tende a ocorrer. Assim, é provdvel que o caso “D” leve a
resultados piores do que no caso “C” e a melhores do que no caso “B”. Na Figura 6.28
apresenta-se resultados tipicos para a funcdo D2, £=-0,803¢,, y=0,05R. = $e R =1.

Note que no caso ¥ = 0,05 corresponde, em termos de espago ocupado, a @ =0,1 ou f=0,1,

conforme Figura 5.13.
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Figura 6.28 - Linha de corrente, componentes do vetor velocidade e campo de pressdo para

contragdo com: fun¢do D2, £ =-0,803¢,, y=0,05;R. =4, e R, =1.

Para a funcdo D1, R = )4, R, =1 variou-se ¥ =0,05;0,1;0,15 e os resultados obtidos
para a velocidade axial normalizada e para o coeficiente de pressdo estdo mostrados na Figura
6.29. Percebe-se, comparando com os resultados correspondentes do caso “C”, que a
uniformidade do perfil de velocidade piorou no caso “D” e também apresenta gradiente

adverso de pressao.
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Figura 6.29 - Distribui¢do de velocidade normalizada U(R.,Y)/U ,, e coeficiente de pressdo

C,, para funcdo D1, R. =%, R =1, y=0,05;0,1; 0,15.

Os resultados da distribui¢ao de velocidade axial e coeficiente de pressao, Figura 6.30,
para a fungdo D2, € =-0,803, R. =%, R =1, com y=0,05;0,1;0,15 foram melhores dos que

os apresentados para a funcdo D1, porém piores dos que os respectivos do caso “C”, fun¢ao

C2, € =-0,803, Figura 6.25.

Figura 6.30 - Distribui¢ao de velocidade normalizada U(R,Y)/U ,, e coeficiente de pressdao

C,, para fungdo D2, £ =-0,803, R. = Y%, R =1,7=0,050,10,5.

Na Figura 6.31 sao apresentados os resultados da distribui¢ao de velocidade axial e do

coeficiente de pressdo para a fungcdo D2, £=-¢

c?

R =), R =1, variando o parametro
y =0,05; 0,1; 0,15 . Esse caso apresenta os melhores resultados no caso “D”, porém piores que

o respectivos do caso “C”, relativos a fungdo C2, £ =—¢,.
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Figura 6.31- Distribui¢do de velocidade normalizada U(R,Y)/U ,, e coeficiente de pressdo

C,, para funcdo D2, e=—-¢,,R. = )%, R, =1, 7=0,05;0,1;0,15.

Em relacdo a fungdao D3 mostra-se os resultados para a velocidade axial e o coeficiente
de pressdo na Figura 6.32. Esses resultados também sdo piores que aqueles obtidos quando

usando a funcao C3.

Figura 6.32 - Distribui¢do de velocidade normalizada U (R.,Y)/U ,, e coeficiente de pressio

C,, para funcdo D3, R. = )%, R =1, y=0,05;0,1; 0,15.

Dos resultados apresentados para o caso “D” e de sua andlise fica estabelecido que a
colocagdo de extensdes na entrada e na saida da contragdo piora a uniformidade da
distribuicao de velocidade axial normalizada na saida da contragdo, em relacdo os resultados
obtidos no caso “C”. A principal razdo do aumento da desuniformidade da velocidade axial no
caso “D” em relacdo ao caso “C” estd associada a extensdo existente na entrada da contragdo,
conforme visto no caso “B” essa adicdo leve a piorar a uniformidade do escoamento. Assim,

entende-se que o uso do caso “D” em contragdes deve ser evitado.
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CAPITULO 7

7 RESULTADOS E SUA ANALISE PARA ESCOAMENTO
POTENCIAL EM CONTRAGOES CILINDRICAS COM SIMETRIA
AXIAL

Apd6s a andlise construida nos capitulos 5 e 6 sobre o formato da parede da contragdo —
funcdes que podem descrevé-las, e a andlise dos escoamentos no interior de contragcdes
descrito para quatro geometrias diferentes, em coordenadas cartesianas, percebe-se que para a
analise em coordenadas cilindricas, todos esses fatores devem ser observados.

Desta forma serdo apresentados e discutidos nesse capitulo, a fung¢do que produziu
uniformidade na distribui¢cdo da velocidade axial e que ndo possui gradiente adverso de
pressdo (A2, € =—¢,). A influéncia dos parametros Ry e R, também serdo discutidos porém
sua influéncia j4 foi sistematizada na subsecdo 6.2.1 e 6.2.2.

Inicialmente foram plotadas as figuras para o caso A2, £€=-£ que é a geometria de
contracio na forma simplificada na direcdio R e Z com razdo de contragdo
R. =)} e R.=1/2 erazio de esbeltez R, =1e R, =3.

Observando a figura 7.1 e 7.2 logo adiante, em relacdo a razdo de esbeltez variando os
pardmetros R, =1e R; =3. Nota-se que em 7.1 a velocidade axial U(Z,R) aumenta, ou seja,
o escoamento acelera-se devido a existéncia da contracdo, fato esse ja observado no capitulo
anterior. Porém existe uma regido do escoamento préxima a posi¢do (0,1), na qual a
velocidade U (R, Z) cai ligeiramente, pois nessa regido onde o escoamento encontra a
contragdo vai ocorrer uma pequena estagnacdo caracterizada pelo acréscimo de pressdo e
decréscimo de velocidade.

A componente da velocidade meridional R inicialmente vai aumentando e depois comega

a decair em moédulo ate anular-se na saida da contracdo.
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Figura 7.1 - Linha de corrente, componentes do vetor velocidade e campo de pressdo para

contragdo com: fungdo A2, R. = %,e R =1.

Apresenta-se na figura 7.2 os resultados para o escoamento R. =1/8¢e R, =3, ou
seja, uma contracdo mais alongada do apresentada em 7.1. Nesse caso, percebe-se que a
distribuicao de velocidade U e o campo de pressdo sdo mais paralelos e, portanto, mais
uniformes do que aqueles apresentados para R, =1 . Comparando-se os dois resultados, nota-
se que o escoamento para R, =3 ¢é mais uniforme do que aquele para R, =1 . Tal fato
também foi observado em coordenadas cartesianas.

Analisando a influenciada razdo de contracdo, deve-se observar as figuras 7.2 e 7.3
onde sdo apresentadas para a fungio A2, €=—¢€,, R, =), e R, =1/2 .

Assim como foi discutido na subsecdo 6.2.2, em coordenadas cartesianas, também em
coordenadas cilindricas verifica-se que quando a contracdo aumenta, ou seja, para menores
valores de R, as velocidades axiais e meridionais aumentam, a energia cinética aumenta e a

pressdo diminui, seguindo o mesmo padrao descrito na figura 6.9.
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Figura 7.2 - Linha de corrente, componentes do vetor velocidade e campo de pressdo para
contragdo com: fungdo A2, R. = );,e R, =3.

E importante colocar que ndo existe relacio linear entre a velocidade axial
normalizada e razdo de contracdo. Quando R, tende a unidade, a contracdo tende a
desaparecer e a distribui¢io de velocidade tende a uniformidade completa.

Porém, contracdes proximas a unidade pouco elevaria a velocidade na saida da

contracgio.
Quando R, fica pequeno, por exemplo, R. = % da figura 7.2, a velocidade axial

possui desuniformidade, mas a velocidade axial média aumenta em propor¢do maior, contudo
a uniformidade de velocidade axial normalizada aumenta.
Analisando agora a funcdo que descreve a parede da contracdo, assim como dito

anteriormente no inicio do capitulo, foi plotado apenas, para coordenadas cilindricas, o caso

A2, £ =—¢_, por apresentar 6timos resultados no que se refere a influéncia da geometria para

a determinacdo dos campos p* ,U, VeP.



115

0.45
0.39
0.32
0.25
0.21
0.16
0.11
0.06

2.39
220
1.93
172
154
1.38
123
1.1
1.02
0.94

0.03
0.01

0.05

0.00
-0.09
-0.25
-047
-0.70
-1.00
-1.37
-1.76
-2.20

0.4 0.6
z

Figura 7.3 - Linha de corrente, componentes do vetor velocidade e campo de pressdo para

contragdo com: fun¢do A2, R. = )%,e R =1.

As outras geometrias, casos B, C e D que apresentam extensdes na entrada, na saida e
simultaneamente na entrada e na saida das contrag¢des, respectivamente, como citados no
capitulo 6, apresentam uniformidades na distribui¢do de velocidades, porém como
conseqiiéncia, gradientes adversos de pressdo, ou ndo possuem gradientes adversos de
pressdo, mas ndo possuem perfis de velocidades uniformes.

O caso D que € a unido dos casos B e C, desuniformiza os perfis de velocidade e
acrescenta gradientes adversos de pressdo. Nao é uma geometria que deve ser utilizada.

Voltando a figura 7.1, pode-se dizer que os escoamentos no interior da contra¢io
descrita pela fungdo A2, £€=-¢€_, R. = y ,€ R, =1 sera mais acelerado no intervalo [0,

R/2]. No intervalo [R¢/2, Rs] 0 escoamento serd menos acelerado. Em decorréncia deste fato,
a velocidade axial normalizada serd mais uniforme e ndo haverd gradientes adversos de

pressdo.
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CAPITULO 8

8 CONCLUSAO

Nesse capitulo estabelecem-se as principais conclusdes a que se chegou ao longo do
desenvolvimento desse trabalho.

Quanto a convergéncia da expansdao em séries, 0s experimentos numéricos
comprovaram que ao aumentar-se o nimero de termos na expansdo os resultados sdo
convergentes. Esse fato numérico estd em concordancia com a teoria de que a expansiao em
série de funcdo quadrado-integravel é convergente.

Em relacdo a influéncia da razdo de esbeltez constatou-se que ao se aumentar o valor
de R_, tornando a contracdo mais longa, o escoamento na saida da contra¢do torna-se mais
uniforme. Se o gradiente de pressao for adverso na regido da saida da contracdo, ao aumentar-

se o valor de R o gradiente adverso reduz-se em intensidade.

Quando a razdo de contragdo R, for proximo da unidade a velocidade U, normalizada,
¢ bastante uniforme. Quando se vai diminuindo o valor de R , a partir da unidade, o
escoamento normalizado na saida da contrag¢do vai-se tornando mais desuniforme. Entretanto,
para valores ainda menores de R,  a uniformidade normalizada do escoamento volta a
aumentar. Grandes contracdes, baixos valores de R, associadas com pequenas razdes de

esbeltez tendem a produzir gradientes adversos de pressdo na regido da saida da contragdo.
Existe relacdo ndo linear entre uniformidade na velocidade axial normalizada e razdo de
contrac¢io.

Para o caso “A” variando-se a fun¢do F(X) ndo opgOes elencadas: Al; A2, €=—-¢€_;

A2, €=-0,803¢.; A2, £=+¢,; A3 e A4; constatou-se que a fun¢do que produz a maior
uniformidade na distribuicdo de velocidade axial e que ndo possui gradiente adverso de

pressdo € a A2, £=-0,803¢,; e que a fungdo que produz os resultados mais desuniformes
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para a velocidade axial normalizada é a A2, € =+¢€, . Constatou-se também que as funcdes Al

e A4 sdo muito semelhantes e levam também a resultados muito semelhantes.

Concluiu-se que a introducdo de extensdo no inicio da contracdo, caso “B”, faz
aumentar a desuniformidade da distribuicdo de velocidade axial normalizada. Quanto maior
for o tamanho da extensdo considerada, maior serd a desuniformidade causada ao perfil de
velocidade. Em relagdo ao coeficiente de pressao os resultados também pioraram a medida
que o comprimento da extensdo aumenta. A op¢do por geometrias do caso “B” devem ser

evitadas, pois, consomem espago Uutil, destinado a R, , e pioram os resultados.

Em relacdo as geometrias do caso “C”, nas quais introduz-se extensdo ao final da
contragdo, concluiu-se a uniformizacdo da distribuicdo de velocidade axial aumenta com o
aumento do comprimento da extensdo, embora ao custo de produzir e/ou aumentar a
intensidade do gradiente adverso de pressdo. Esse efeito do aparecimento e/ou aumento do
gradiente adverso de pressdo pode ser evitado ou diminuido, aumentando-se o comprimento,

R, da contracio.

Nota-se que quando hd boa uniformidade na velocidade axial na regido da saida da
contracdo € porque had gradiente adverso de pressdo ou estd na iminéncia de haver. Pois,
quando ha gradiente adverso de pressdo ele tende a frear o escoamento na regidao onde ele
ocorre. Escoamento com gradientes favordveis tendem a acelerar-se naquela regido, e no caso
de contracdes leva a aumentar a desuniformidade da distribui¢c@o de velocidade axial.

Pelos resultados obtidos e anélises efetuadas entende-se que a adi¢do de extensdo na
saida de contracdo € favordvel para aumentar a uniformidade do escoamento, mas que deve-se
realizar pesquisas adicionais para evitar ou diminuir a existéncia de gradientes adversos de
pressao na regido anterior, préxima, a sua saida.

No caso “C” a funcdo que produziu distribuicdo de velocidade axial com maior
uniformidade e menores intensidades de gradientes adversos de pressdo foi a C2 para

£=-0,803¢, .

O caso “D” combina caracteristicas dos casos “B” e “C”. Como o caso “B” tende a
desuniformizar o perfil de velocidade axial normalizada na saida da contragdo também o caso
“D” tende a fazé-lo, embora em menor intensidade. Deve-se evitar o uso desse tipo de
geometria em contracgoes.

Enfim, fazendo um resumo das conclusdes pode-se afirmar, dentro do escopo deste

trabalho, que:
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Ao se aumentar o comprimento de um conjunto de contra¢des, mantidas as outras
caracteristicas, as distribui¢des de velocidade axial na saida da contragdo tendem a ser
tornar mais uniformes. Os gradientes adversos de pressdo, se houver, tendem a reduzir
de intensidade.

Existe relacdo ndo linear entre a uniformidade do perfil de velocidade axial
normalizada e a razdo de contragdo. Para valores da razdo de contracdo proximo da
unidade ou préximos da nulidade, os perfis normalizados tendem a ser mais
uniformes. Para valores intermedidrios da razdo de contracdo a uniformidade da
distribuicao de velocidade axial normalizada diminui.

As geometrias de contragdo do caso “C” tendem a produzir melhores resultados do
que nos casos “A”, “B” e “D”. Os casos “B” e “D” devem ser evitados.

; C2,

No caso “C” as funcdes que levaram a melhores resultados foram: C2, &€ =—¢

c

£=-0,803¢.; e C3; com prevaléncia da C2, £€=—¢,. As que levaram aos piores

resultados foram: C1; C2, € =+¢,; e C4.

Duas possiveis complementagdes a esse trabalho sao:

Desenvolver e testar, numericamente, um conjunto de funcdes de parede para o caso
“C” que produzam boa uniformidade na distribuicdo de velocidade axial normalizada
na saida da contragdo e elimine, ou reduza bastante, o gradiente adverso de pressao

que, em geral, ali aparece.

Sintetizar via otimizag¢do (problema inverso) o formato da func¢do parede de contracdo
que atinja dois objetivos: maximize a uniformidade da distribui¢ao de velocidade axial
normalizada na saida da contragdo e minimize a intensidade dos gradientes adversos

de pressdo na regido proxima a saida da contracao.
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