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Resumo

Neste trabalho vemos que a imagem de um ideal do anel dos inteiros dos
corpos de nimeros, via o homomorfismo de Minkowski, é um reticulado, chamado
de reticulado algébrico. Assim, o principal objetivo deste trabalho é a construcao

de reticulados algébricos de dimensao 2,4,6 e 8, com densidade de centro 6timo.

Palavras chave: corpos ciclotomicos, reticulados algébricos, densidade de

centro, forma quadratica.



Abstract

In this work, we see that the image of an ideal from the algebraic integer ring
of the numbers fields by the Minkowski homomorphism is a lattice, named algebraic
lattice. In this way, the main aim of this work is the construction of algebraic lattices

of dimensions 2,4,6 and 8, with the center density excellent.

Key words: cyclotomic fields, algebraic lattices, center density, quadratic

form.
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Introducao

No Congresso Internacional de Matematica, realizado em Paris em 1900, David
Hilbert citou uma seleta lista de 23 problemas abertos, entre estes o 18° problema,
cujo desafio era o de encontrar empacotamentos esféricos com alta densidade.

Entende-se por empacotamento esférico a distribuicao de esferas de mesmo raio
no R", de forma que a intersecao de quaisquer duas esferas tenha no maximo um
ponto. Assim, defini-se densidade de empacotamento esférico, como a proporcao do
espago R™ coberta pela uniao das esferas.

O maior interesse nos empacotamentos esféricos sao os conjuntos constituidos
pelos centros das esferas formando um subgrupo discreto do R™ e o raio, chamado
de empacotamentos reticulados.

O estudo de reticulados comecou a despertar grande interesse entre os matemati-
cos por volta de 1950, quando o matemaético Claude A. Shannon publicou um artigo
mostrando a relagao entre empacotamentos esféricos com alta densidade com cédigos
corretores de erros eficientes.

Na Teoria Algébrica dos Ntumeros, utilizando a técnica descrita por Minkowiski,
podemos gerar reticulados através do anel de inteiros dos corpos numéricos, chama-
dos de reticulados algébricos. Neste trabalho, o principal objetivo é a construcao de
reticulados algébricos. O trabalho esta dividido em 5 capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos alguns resultados bésicos da teoria algébrica dos
numeros, que servird de base para os préximos capitulos. Assim, apresentamos o
conceito de um A-modulo, e algumas de suas propriedades, os elementos inteiros,

algébricos, anel de inteiros algébricos, e algumas de suas principais propriedades.
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Também apresentamos os elementos algébricos e as extensoes algébricas, em par-
ticular, os corpos de numeros que sao extensoes finitas dos racionais. Definimos
também, a funcao traco, a funcao norma, o discriminante de uma n-upla, as formas
quadréticas e também algumas propriedades destas fun¢oes. Em seguida, mostramos
que o anel de inteiros do corpo de fra¢oes de um anel principal A é um A-modulo livre
de posto finito. Por fim, apresentamos um estudo rapido sobre os anéis Noetherianos
e de Dedekind, apresentando algumas de suas principais propriedades, e introduzi-
mos o conceito de norma de um ideal do anel de inteiros algébricos, que serd muito
util no calculo da densidade de centro dos reticulados algébricos.

No capitulo 2, apresentamos o conceito de duas extensoes algébricas abelianas,
a saber, os corpos quadraticos e os corpos ciclotomicos, apresentando resultados de
como determinar seus anéis de inteiros algébricos e seus discriminantes. Além disso,
verificamos quando o grupo Z é ciclico e apresentamos métodos de como determinar
anéis de inteiros algébricos dos subcorpos de Q(,).

O capitulo 3 representa a parte central deste trabalho, pois nele apresentamos
métodos que nos ajuda a decompor os ideais primos em uma determinada extensao,
e apresentamos o conceito de reticulados e uma tabela de densidade de centro de
reticulados conhecidos na literatura. Lembramos que até a dimensao 8 é provado
que sao os que possui densidade de centro 6tima.

No Capitulo 4, apresentamos resultados sobre formas quadraticas via corpos
ciclotomicos, que nos auxiliard na determinagao da densidade de centro de um retic-
ulado algébrico. Assim, apresentamos resultados sobre formas quadraticas via os
corpos ciclotomicos Q((p), Q((pr), Q(Cpg), com p, g primos distintos e r um inteiro
maior ou igual a 1.

O Capitulo 5, tem como objetivo apresentar resultados que facilite o calculo da
densidade de centro dos reticulados algébricos. Além disso, apresentamos exemplos
de reticulados algébricos obtidos via os corpos ciclotomicos, Q((,), Q((r) € Q((pq)
de dimensao 2, 4, 6 e 8, com densidade de centro 6tima. Lembramos, que o uso do

software MATHEMATICA foi indispensavel nos calculos apresentado neste capitulo.



Capitulo 1

Teoria Algébrica dos Numeros

1.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados basicos da teoria algébrica dos
numeros, que servird de base para os proximos capitulos. Na Secao 1.2, apresen-
tamos o conceito de um A-médulo, e algumas de suas propriedades. Na Secao
1.3, apresentamos os elementos inteiros, anel de inteiros, e algumas de suas prin-
cipais propriedades. Na Secao 1.4, apresentamos os elementos algébricos e as ex-
tensoes algébricas, em particular, os corpos de nimeros que sao extensoes finitas
dos racionais. Na Secao 1.5, apresentamos a funcao trago, a funcao norma, o dis-
criminante de uma n-upla, e também algumas propriedades destas fungoes. Em
seguida, veremos que o anel de inteiros do corpo de fragoes de um anel principal
A é um A-moédulo livre de posto finito. Na Secao 1.6, apresentamos a definicao
de formas quadraticas, e algumas de suas principais propriedades, que serao muito
uteis no estudo dos reticulados para determinar sua densidade de centro. Na Secao
1.7, apresentamos um estudo rapido sobre os anéis Noetherianos e de Dedekind,
apresentando algumas de suas principais propriedades. Na Se¢ao 1.8, introduzimos
o conceito de norma de um ideal do anel dos inteiros algébricos, que sera muito 1util

no calculo da densidade de centro dos reticulados algébricos.
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1.2 Mobdulos

Nesta secao, apresentamos o conceito de médulos e algumas de suas principais

propriedades.

Definigcao 1.2.1 Seja A um anel comutativo com unidade. Um A-médulo M €
um grupo abeliano aditivo, munido com uma aplicagao o : A x M — M, definida
por a(a,m) =am(a € Aem € M), satisfazendo,

(a) (a+b)m = am + bm,

(b) a(m +n) = am + an,

(c) a(bm) = (ab)m,

(d) Im =m,

para todo a,b € A e para todo m,n € M.

Definigao 1.2.2 Sejam A um anel comutativo com unidade, M um A-mddulo e
N C M um subconjunto nao vazio. Dizemos que N é um A-submédulo de M se

¢ um subgrupo aditivo de M, e que sen € N ea € A, entao an € N.

Definicao 1.2.3 Um A-mddulo M é finitamente gerado se existem elementos
1y, Ty € M tal que M = Axy + ...+ Ax,. Neste caso, dizemos que {z1,...,x,}
¢ um sistema de geradores de M. Se o conjunto de elementos {x1,...,x,} forem
linearmente independente sobre A, dizemos que {x1,...,x,} forma uma base para
M. Todo A-modulo M que possui uma base é chamado de A-modulo livre, cujo

o numero de elementos da base é chamado posto de M.

Observacgao 1.2.1 Nem todo A-mddulo finitamente gerado possui uma base, e nem

todo A-submddulo N de um A-mddulo livre também € livre.

Teorema 1.2.1 ([1], p.21) Se A € um anel principal, M um A-mddulo livre de
posto n, e N um A-submddulo de M, entao:

(a) N € livre de posto ¢, 0 < g < n,

(b) Se N # 0, entdo existe uma base {e1,...,e,} de M e elementos ay,...,a, € A
nao todos nulos, tais que {ejay,...,eqa,} € uma base de N e a; divide a;y1, com

1<i<q-—1.
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1.3 Elementos Inteiros

Nesta secao, apresentamos a definicao de elementos inteiros, anel dos inteiros e

algumas de suas principais propriedades.

Definicao 1.3.1 Sejam B um anel e A C B um subanel. Dizemos que o € B € um
elemento inteiro sobre A se a for raiz de um polindmio maonico com coeficientes
em A, ou seja, existem aq,...,a,_1 € A nao todos nulos, tal que

p(a) =a™ +ap_10" 4+ .. +aa+ay=0,

onde esta equacao € chamada de equacao de dependéncia inteira de o sobre A.

Teorema 1.3.1 ([1], p.27) Sejam B um anel, A um subanel de B e o um elemento
de B. As sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) a € um elemento inteiro sobre A;

(b) O anel Ala] € um A-mdédulo finitamente gerado;

(c) Existe um subanel R de B tal que R é um A-mddulo finitamente gerado contendo

Aea.

Proposigao 1.3.1 ([1], p.28) Sejam B um anel, A um subanel de B. Considere
{ar, a9, ,...,a,} C B, se ay € um elemento inteiro sobre A e a; é um elemento
inteiro sobre Alay, ..., a;_1], para todo i = 1,...,n, entio Alay,...,a,] € um A-

modulo finitamente gerado.

Corolario 1.3.1 ([1], p.29) Sejam B um anel, A um subanel de B. Considere
Ap = {a € B,aé um elemento inteiro sobre A}. Se o e B sao elementos de A,

entdo o+ 3, a3 € A, ou seja, Ag é um anel.

Definicao 1.3.2 O anel Ag = {a € B : o é um elemento inteiro sobre A} é chamado

de anel de elementos inteiros de A em B, ou de B sobre A.

Definicao 1.3.3 Sejam B um anel e A um subanel de B. Dizemos que B € inteiro

sobre A, se todo elemento de B ¢ um elemento inteiro sobre A, isto €, Agp = B.
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Proposicao 1.3.2 ([1/, p.29) Sejam C um anel, B um subanel de C' e A um subanel
de B. Assim C € inteiro sobre A se, e somente se, B € inteiro sobre A e C' € inteiro

sobre B.

Proposicao 1.3.3 ([1/, p.29) Se A C B sao anéis, onde B € inteiro sobre A, entdo

A € um corpo se, e somente se, B € um corpo.

Definicao 1.3.4 Sejam A um dominio e K = {g;a,s € A s#0} o corpo de
s

fragoes de A. Dizemos que A € integralmente fechado se Ax = A.

Proposicao 1.3.4 ([1], p.30) Sejam A um dominio e K seu corpo de fragoes. O

anel dos elementos inteiros Ag ¢é integralmente fechado.

Proposicao 1.3.5 ([1/, p.30) Se A é um dominio principal, entao A € integralmente
fechado.

Observagao 1.3.1 Todo dominio fatorial é integralmente fechado, pois € principal.

Note que o anel Z ¢é integralmente fechado, pois é um anel principal.

1.4 Corpos de Numeros

Nesta secao, apresentamos os conceitos de elementos algébricos e extensoes algé-
bricas de um corpo. Em particular, apresentamos as extensoes do corpo dos racionais,
que sao chamados de corpos de niimeros, e também apresentamos alguns resultados

principais destas extensoes.

Definicao 1.4.1 Sejam A um anel e K um corpo onde K C A. Dizemos que o € A
¢ um elemento algébrico sobre K se existe um polindmio nao nulo f(z) € K[z,
tal que f(a) = 0. Caso contrdario, o € chamado elemento transcendente sobre K.
O polinomio ménico f(x) € K[z] de menor grau tal que f(a) = 0 é chamado de

polinémio minimal de o sobre K.
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Definicao 1.4.2 Sejam A um anel e K um corpo tal que K C A. Se todo elemento
de A ¢ algébrico sobre K dizemos que A € algébrico sobre K. Agora, no caso quando

A for um corpo, A é chamado de extensao algébrica de K.

Definicao 1.4.3 Se K C L sdo corpos, tal que dimgll = n, entao I é chamado

uma extensao do corpo K, e n é chamado o grau de I sobre K.

Definicao 1.4.4 Sejam K,IL corpos tal que K C L. Chamamos de dimensao de
L sobre K, visto como espaco vetorial, o grau da extensdo de I sobre K, denotada

por [L: K].

Teorema 1.4.1 ([1], p.30) Sejam K 1L corpos tal que K C 1L e a um elemento de
L. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) « € algébrico sobre K,

(b) [K(a) : K] € finito.
Corolario 1.4.1 ([1], p.31) Toda extensao finita € algébrica.

Definicao 1.4.5 Um corpo de numeros K é uma extensao algébrica finita do
corpo dos numeros racionais. Os elementos de K que sao elementos inteiros sobre
Z sao chamados de inteiros algébricos, e o conjunto desses elementos é chamado

anel de inteiros algébricos de K.

Teorema 1.4.2 ([2/, p.47) Se « € raiz de um polinémio maonico, onde o0s coeficientes

sao inteiros algébricos, entao a € inteiro algébrico.

Teorema 1.4.3 (/2/, p.40) Se K é um corpo de nimeros, entao existe 0 € K tal

que K= Q(0). O elemento 6 é chamado elemento primitivo.

Teorema 1.4.4 ([1], p.31) Sejam K,L e M corpos, com K C L C M. Entao
M ¢é uma extensdo algébrica finita de I e I € uma extensao algébrica finita de

K, se e somente se, Ml é uma extensao algébrica finita de K. Consequentemente,

M: K] =[M:LJL : K].
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Definicao 1.4.6 Sejam L e M extensoes de um corpo K. Dizemos que o« € L e
o' € M sao conjugados sobre K se existe um K-isomorfismo ¢ de K(a) em K()
tal que p(a) = o'. Assim, dizemos que . e M sdo conjugados sobre K, se existe

um K-isomorfismo ¢ de . em M tal que p(a) = a, para todo a € K.

1.5 Norma, Traco e Discriminante

Nesta secao, apresentamos os conceitos de fungao traco, de funcao norma, do
polinomio caracteristico e do discriminante de uma n-upla, apresentamos também
algumas de suas principais propriedades. Em seguida, veremos que o anel dos in-
teiros do corpo de fracdes de um anel principal A, é um A-mdédulo livre de posto
finito.

Sejam A C B anéis tal que B é um A-médulo livre de posto n e {ey,es,...,€,}
uma base de B sobre A. Seja v, : B — B um homomorfismo de anéis definido por

o(r) = ax, com a € B. Assim,
wa(el) = ap1e; + apea + ... +  aipeén

,lvboc(en) = ap1e1 + apes + ... + Apn€n,

onde a;; € A, para 1 <1,j < n, e deste modo

¢a(€1) ay; ... Qaip €1

Q;Doz(en) Ap1 ... QAnp €n

Definicao 1.5.1 Definimos o trago de um elemento o € B por Trp a(a) = Z Qi
i=1
a morma de o por Npja(a) = det(a;j) e o polindmio caracteristico de a por

mp/a(x) = det(xl — [a;;]).

Proposicao 1.5.1 ([1], p.36) Se K é um corpo de caracteristica zero ou um corpo

finito, . uma extensao algébrica de K de grau n, a um elemento de L e ay, ..., ay,
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as raizes do polinomio minimal de o sobre K, entao TT]L/K(a) =)+ ...+,

Nyjk(a) =oag...opn em(z) = (2 — o) (@ — az) ... (x — o).

Proposicao 1.5.2 ([1/, p.38) Se A é um dominio, K seu corpo de fragoes de
caracteristica zero, . uma extensao finita de K, e a um elemento de Il inteiro sobre
A, entdo os coeficientes do polinomio caracteristico m(x) de « sao elementos inteiros

sobre A. Em particular, Try k(o) e Nyjk(a) sio elementos inteiros sobre A.

Corolario 1.5.1 (/1], p.38) Se A é um anel integralmente fechado, entao os coefi-
cientes do polinomio caracteristico m(x) sao elementos de A, em particular, T'ry k()

e Nuk(o) sao elementos de A.

Agora, apresentamos algumas propriedades do trago e da norma, que serao muito

uteis no decorrer de nosso trabalho.

Proposicao 1.5.3 Se K C L. ¢ M sao corpos de nimeros, a e &' € M e a € K,
entao valem as sequintes propriedades:

(a) Tryyx(a + o) = Tryx(a) + Tryx(a’);
(b) Trywyx(ac) = alryyx(o);

(c) Tryk(a) = [M: Kla,

(d) Trugyx(er) = Tro(Truy(@));

(e) Nuyk(aa') = Nyyx(a)Nyyk(o);

(£) Nyx(a) = oM,

(8) Nuyk(ac) = a™ Ny k (a);

() Nugyi(er) = Noyj(Nugye(@));

e em particular, se B € L, entao:

(1) Trux(B) = M : L|Tryx(8);

(4) Nk () = Nok(5)MH.

Definigcao 1.5.2 Sejam A C B anéis tal que B é um A-mddulo livre de posto finito

n e (ay,...,a,) € B". Definimos o discriminante de («oq,...,o,) por

DB/A(CH; o 0y) = det(TTB/A(OéiOéj))-
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Exemplo 1.5.1 Sejam K = Q(v/5) um corpo de niimeros e {1,+/5} uma base de

K sobre Q, entao

Dero(L,v5) = Tr(1)  Tr(V/5) |20 .
e Tr(vB) Tr(v5)? 0 10 '

Observacao 1.5.1 Se {ay,...,a,} e {01,...,0.} sdo duas bases de B sobre A,
entao a matriz (aij), que expressa uma base em termos da outra, admite matriz
inversa com entradas em A. Assim, ambos os det(a;;) e det(a;;)™" sao inversiveis

em A, e portanto os discriminantes dessas duas bases sao associados.

Proposicao 1.5.4 ([1], p.38) Sejam A C B anéis tal que B é um A-mddulo livre
de posto finito n, e (ay,...,ap) € B™. Se ((1,...,0,) € B™ € um outro conjunto de

elementos de B tais que [3; = Zaijaj, onde a;; € A, para i,j =1,2,...,n, entdo
j=1

Dp/a(Brs -5 5n) = (det(aij))2DB/A(oz1, e Q).
Exemplo 1.5.2 Vimos no Exemplo 1.5.1, que o discriminante da base {1, \/5} do
corpo K = Q(v/5) ¢ 20. Tomando outra base para K, por exemplo {1++/5,3 —/5},
tem-se pela Proposicao 1.5.4, que Dx g1 + V5,3 —/5) = 320.

Definicao 1.5.3 Sejam A C B anéis tal que B € um A-mdédulo livre de posto finito

n. O discriminante de B sobre A € um ideal principal em A, definido por,
DB/A = (DB/A(Oéh e 706n)>;

onde {ay,...,a,} € uma base de B sobre A.

Lema 1.5.1 (Lema de Dedekind) (/1/, p.39) Se G é um grupo, K um corpo
e {o1,...,0,} homomorfismos distintos de G no grupo multiplicativo K*, entdo

{o1,...,0,} sdo linearmente independente sobre K.

Proposicao 1.5.5 ([1], p.39) Se K € um corpo finito ou de caracteristica zero, 1L
uma extensao finita de K de graun, e {o1,...,0,} os K-isomorfismos distintos de
L em um corpo algebricamente fechado M contendo K, e se {a, ..., a,} € uma base

de I sobre K, entao
D]L/K(Oél, Ce ,Oén> = det(ai(aj))2 7é 0
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Exemplo 1.5.3 Sejam K = Q(v5) e a = a4+ b/5 € K. Como [K : Q] =
seque que existem dois Q-isomorfismos, o1 e oo onde oq(a + b\/g) =a+0/5 e
oo(a +bV5) = a — by/5. Como {1,v/5} ¢ uma base de K sobre Q, obtemos que

2

Dx (1, V5) = det(o4()) = (—2v5)% =

\/_ \/_
Proposicao 1.5.6 ([1/, p.41) Se K é um corpo finito ou de caracteristica zero,
L = K(a) uma extensdo finita de K de grau n, e m(x) o polindmio minimal de «
sobre K, entao

Drg(la,...,a"") = (=1)2"" DN g (m/ (),

onde m'(x) € a derivada de m(x).

Exemplo 1.5.4 Sejam K = Q(v/5) em(z) = x2—5 o polinémio minimal de o = /5
sobre Q. Como m'(v/5) = 2v/5 e Ngjo(m'(V5)) = Ng/o(2V5) = —20, seque que
Dieja(1,v/5) = (=1)2°C7) Ny g (m'(V5)) = (~1)(=20) = 20.

Teorema 1.5.1 ([1], p.40) Se A é um anel integralmente fechado, K seu corpo de
fracoes e I. uma extensao de K de grau n, entdo o anel de elementos inteiros Ay, de
A em L € um submddulo de um A-mddulo livre de posto n. Em particular, se A for

um anel principal, entao Ay, € um A-mddulo livre de posto n.

Sejam L um corpo de nimeros de grau n e A = Z. Como A é principal, pelo
Teorema 1.5.1, segue que o anel Ay de elementos inteiros de L. é um Z-mddulo
livre de posto n. Dessa forma, chamamos uma Z-base de Ap, de base integral e
o discriminante de uma base integral é chamado de discriminante absoluto do

corpo L e denotado por Dy.

1.6 Formas Quadraticas

Nesta secao, apresentamos as formas quadraticas sobre o R", que serao indis-

pensaveis no calculo da densidade de centro dos reticulados.
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Definicao 1.6.1 Seja n inteiro. Definimos a forma quadrdtica sobre R" por

n

Qu(z) =) (@) + Y (wi—)

=1 1<i<j<n
onde x = (x1,...,1,) € R™

n

Agora, como Z (z; —z;)* = (n—1) Za:f -2 Z ;% ;, segue que

1<i<j<n i=1 1<i<j<n

_nle -2 Z TiTj.

1<i<j<n

Para cada r, s inteiros, também podemos escrever

Qr,s(mla---, Z.T + s Z

1<i<y<r

Observagao 1.6.1 A forma quadrdtica Q,(x) € uma funcao positiva, e totalmente
simétrica pois Qn(T1,...,%n) = Qn(Te1, ..., Ten) para qualquer permutacao o do

conjunto [1,...,n].

Proposicao 1.6.1 ([3/, p.64) Se Q,(x) é uma forma quadrdtica, entdao:

(a) o menor valor que Qn(x1,...,,) assume com entradas inteiras nao todas nulos
én.

(b) para a € 7", tem-se que Q,(a) =n quando a = £(1,1,...,1) ou a = +e;, para

i=1,...,n, onde {e1,...,e,} € aZ-base canonica de Z".

Lema 1.6.1 (/3/, p.76) A forma quadrdtica Q,(ay, ..., a,) nao atinge o valor n+1,

para (ay, ..., a,) € Z"

Lema 1.6.2 ([3/, p.80) Se Qn(x1,...,x, Zl‘ + Z — )%, e
1<i<j<n
a=(ay,...,a,) € R", entao

Qulay,...,a,) = d*(a,0)+ nd*(a,A),

onde d*(a,0) e d*(a,A) sao os quadrados das distancias euclidianas de a até a

origem e de a até a diagonal do R™, respectivamente.
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Teorema 1.6.1 ([3/, p.81) Sejam as,...,a; nimeros inteiros com t < n. Se
F(zii1, .. 20) = Qula, ..., a4, Tpy1, ..., xy,), entdo F atinge seu valor minimo com

coordenadas inteiras no ponto
n

(y,...,y), ondey = [(Zai>/t+1

i=1

)

e [z] denota o inteiro mais proximo de z.

Teorema 1.6.2 ([3], p.84) Sem € N e Q) (m) = Q,(m,t,...,t), onde t = [m/2],
isto é, se Q'(m) € o menor valor que Q,(m,xs,...,x,) assume fazendo xo, ..., x,

variar no conjuntos dos nimeros inteiros, entao Q) € uma funcao crescente de m.

1.7 Anéis Noetherianos e Anéis de Dedekind

O objetivo, desta segao, é definir os Anéis Noetherianos e os Anéis de Dedekind,

e suas principais propriedades.

Definigcao 1.7.1 Sejam A um anel e M um A-mddulo. Dizemos que M é um A-
mddulo Noetheriano, se satisfaz uma das sequintes condigoes.

(a) Todo conjunto nao vazio de submddulos de M contém um elemento maximal.
(b) Toda sequéncia crescente de submddulos de M € estaciondria.

(c) Todo submdédulo de M é finitamente gerado.

Um anel A é chamado de Noetheriano, quando A considerado como um A-

modulo for Noetheriano.

Exemplo 1.7.1 Todo anel principal é Noetheriano, pois todos os seus ideais sao

submaodulos finitamente gerado por um elemento.

Proposicao 1.7.1 ([1], p.46) Sejam A um anel, M um A-médulo e M" um submddu-

M
lo de M. Entao, M é Noetheriano se, e somente se, M’ e i sao Noetherianos.

Corolario 1.7.1 ([1], p.27) Sejam A um anel. Se M,..., M, sio A-mddulos

Noetherianos, entao My x ... x M, é um A-mddulo Noetheriano.
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Corolario 1.7.2 ([1], p.47) Se A é um anel Noetheriano e M um A-mddulo fini-

tamente gerado, entio M € um A-modulo Noetheriano.

Definigao 1.7.2 Um anel A é chamado um anel de Dedekind, se A for Noethe-

riano, integralmente fechado e todo ideal primo nao nulo de A € maximal.

Exemplo 1.7.2 Se A € um dominio principal, entao A € um anel de Dedekind.

Por exemplo, 7 € um anel de Dedekind.

Proposicao 1.7.2 ([1], p.47) Se A é um anel Noetheriano e integralmente fechado,
K seu corpo de fragoes com caracteristica zero, I uma extensao de K de grau n e
Ay, o anel de elementos inteiros de A em IL, entao Ay, € um A-mddulo finitamente

gerado e um anel Noetheriano.

Proposicao 1.7.3 ([1], p.49) Se A é um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes,
L uma extensao de K de grau n e Ay, o anel de elementos inteiros de A em 1L, entao

Ap € um anel de Dedekind.

Definicao 1.7.3 Sejam A um dominio e K seu corpo de fracoes. Dizemos que um
A-submaodulo I de K é um tdeal fraciondrio, se existe um d € A, nao nulo, tal

que dI C A. Quando d =1, dizemos que I é um ideal inteiro.

Teorema 1.7.1 ([1], p.50) Sejam A um anel de Dedekind e K seu corpo de fragdes.
Se p € um ideal primo de A, entao existe um ideal fraciondrio de A, denominado
ideal fraciondrio inverso de p, e denotado por p~* = {x € K;xp C A}, tal que

pp~t = A

1.8 Norma de um Ideal

Nesta secao, definimos a norma de um ideal do anel de inteiros algébricos de
um corpo de numeros e veremos algumas propriedades, dentre elas que a norma é
multiplicativa. Para isto, consideramos K um corpo de nimeros de grau finito n e

Ak o anel de inteiros algébricos de K.
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Definicao 1.8.1 Seja a um ideal de Ax. A norma de a € definida como,

N = # ().

a

Observagao 1.8.1 Se a € Ag e a # 0, entao, pelo Coroldrio 1.5.1, seque que
N(Oé) S AK

A

Proposicao 1.8.1 ([1], p.52) Se a € Ak, entio |N(a)| = #(A_K)’ onde
KO

Aga = (o).

Proposicao 1.8.2 ([1], p.52) Se a € um ideal nio nulo de Ak, entio N(a) é finita.

Proposicao 1.8.3 ([1], p.52) Se a e b sao ideais ndo nulos de Ag, entao
N(ab) = N(a)N(b).

Proposicao 1.8.4 ([12], p.84) Se a C K € um ideal, entao,
(a) N(a) € a

(b) N(a) =1 se, e somente se, a = Ag.

1.9 Conclusao

Neste capitulo vimos alguns resultados da Teoria Algébrica dos Ntumeros, que
nos auxiliard nos préximos capitulos. Por exemplo, introduzimos o conceito de
anéis de inteiros algébricos e discriminante de um corpo K, pois no segundo capitulo,
apresentaremos alguns resultados, de como determinar os anéis de inteiros dos corpos
quadraticos e dos corpos ciclotomicos. Vimos também algumas propriedades sobre
as funcgoes traco e norma, que sera muito 1til no célculo da densidade de centro dos
reticulados algébricos. Além disto, apresentamos alguns resultados sobre as formas
quadraticas, pois veremos no quarto capitulo, a relagao entre as formas quadraticas

e a funcao trago aplicada em um elemento de um corpo K com o seu conjugado.



Capitulo 2

Corpos Abelianos

2.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar o conceito de duas extensoes algébricas
abelianas, a saber, os corpos quadraticos e os corpos ciclotomicos. Assim, na Secao
2.2, apresentamos os corpos quadraticos, determinando seus correspondentes anéis
de inteiros algébricos e discriminantes associados. Na Secao 2.3, apresentamos o
grupo Z;, verificando quando este grupo é ciclico. Na Secao 2.4, definimos o
polinomio ciclotomico e as extensoes ciclotomicas, apresentando algumas de suas
principais propriedades. Na Secao 2.5, determinamos os anéis de inteiros algébricos
para as extensoes ciclotomicas, e alguns resultados que facilitam o cdlculo do dis-
criminante destas extensoes. Na Secao 2.6, apresentamos resultados sobre corpos

abelianos, e como deteminar os anéis de inteiros algébricos dos subcorpos de Q((,).

2.2 Corpos Quadraticos

Nesta secao, apresentamos o conceito de corpos quadraticos, determinando seus

anéis de inteiros algébricos, e um método para encontrar seus discriminantes.

Definicao 2.2.1 Um corpo quadrdtico é um corpo de numero K, cujo grau da

extensao sobre o corpo dos niumeros racionais € 2.
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Proposicao 2.2.1 ([2], p.67) Os corpos quadrdticos sao da forma Q(v/d), onde d

¢ um inteiro livre de quadrados.

Demonstracao: Seja K um corpo quadratico. Como K é um corpo de ntimeros,
pelo Teorema 1.4.3, segue que existe § € K tal que K = Q(6). Sendo [K : Q] = 2,
tem-se que o polinémio minimal de ¢ sobre K é dado por m(z) = 2? + az + b,
com a,b € Q. Assim 6% +af +b = 0, e deste modo 0 = —at 2a2 —db
raizes de m(z). Como 20 + a = v/a®> — 4b segue que K = Q(0) = Q(va? — 4b?).

) u
Por outro lado, como a,b € Q, segue que a® — 4b € Q, e assim a? — 4b = —, com
v

sao as

u,v € Z e mde(u,v) = 1, de modo que u e v nao sejam quadrados perfeitos, pois caso
uw

contrario, terfamos Q(f) = Q. Assim, a® — 4b = v —, e K=Q(0) = Q(vuv).
vow
Agora, supondo que uv = m2d, com m,d € Z, e d livre de quadrados, obtemos que

Q) = Q(vuv) = Q(Vm2d) = Q(Vd). =

Seja K = Q(\/E) um corpo quadratico. Se d > 0 dizemos que K é um corpo
quadratico real e se d < 0 dizemos que K é um corpo quadratico imagindario.
Note pela Proposicao 2.2.1 que todo corpo quadratico é da forma Q(\/El), onde d é
livre de quadrados, tem-se desta forma que {1,v/d} é uma base de Q(+/d) sobre Q.

Proposicao 2.2.2 ([1], p.35) Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, com d um
inteiro livre de quadrados. Se o elemento a = a + bvVd € Q(v/d) ¢ um inteiro

algébrico, entao 2a e a® — db® sdo numeros inteiros.

Demonstracao: Se a € K é um inteiro algébrico, entao existem ag, ..., a,_1 € Z,
nao todos nulos tal que

Q"+ ap 10" L+ aa+ap = 0.

Tomando ¢ um automorfismo de K tal que a(\/a) = —Vd, segue que

o(a)* + ap_10()" '+ ...+ aro(a) +ag = 0,
ou seja, o(«) também é um inteiro algébrico de K. Logo, pelo Corolério 1.3.1, tem-se
que a + o(a) e ao(a) sdo inteiros algéricos de K. Além disso, se o = a + bv/d, com
a,b € Q, entdo a + o(a) = 2a € Q e ac(a) = a®> — db* € Q. Por outro lado, como

7 é integralmente fechado, segue que 2a e a? — db? sao ntimeros inteiros. 0
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Lema 2.2.1 (/2], p.67) Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, com d um inteiro
livre de quadrados. Se o elemento o = a + bVd € Q(V/d) € um inteiro algébrico

sobre Z com b # 0, entdo existem u e v € Z, tal que u® — dv* € 4Z, onde u = 2a ¢

v = 2b.

Demonstracdo: Seja a = a + bv/d € Q(v/d) um inteiro algébrico sobre Z. O
polindmio minimal de « sobre Q é dado por m(z) = 2% — 2ax + a* — db*. Pela
Proposicao 2.2.2, tem-se que 2a e a®> — db* € Z, e assim (2a)? — d(2b)? € Z. Logo
d(20)? € Z, pois 2a € Z. Portanto 2b € Z, pois caso contrario, no seu denominador
existiria um fator primo p que apareceria na forma p® no denominador de (2b)? e
como d ¢ livre de quadrados terfamos que d(20)? € Z, o que é um absurdo. Assim,

u v
tomando a = e b= 3> com u, v € 7, obtemos que u? — dv? € 47. O

Teorema 2.2.1 (/2], p.35) Seja K = Q(v/d) wm corpo quadrdtico, onde d é um
inteiro livre de quadrados. O anel dos inteiros algébricos Ax de K é dada por:

(a) Ag = Z[Vd], se d =2 ou d = 3(mod4).

(b) Ak =27 1+2\/E , se d = 1(mod4).

Demonstragao: (a) Se d = 2 ou d = 3(mod4), entdo u e v, dados como no
Lema 2.2.1, sdo pares, pois caso contrario, se v fosse impar teriamos v? = 1(mod 4).
Deste modo, como u? — dv? € 4Z, segue que u* — d € 47, e assim d = 1(mod 4) ou
d = 0(mod4), o que é um absurdo. Portanto v é par. Logo v? = 0(mod4), e assim
u? € 47, ou seja, u também é par. Agora, se a = a + bv/d € Ag, entdo a € Z[V/d],
e assim Ag C Z[Vd]. Por outro lado, se o € Z[V/d], entdo existe um polinémio
m(x) = 2® — 2ax + a® — db?, tal que « é raiz de m(z). Pela Proposicio 2.2.2 tem-se
que 2a e a®> — db?> € Z, e assim m(z) € Z[z]. Logo a € Ak, ou seja, Z[vVd] C Ag.
Portanto conclufmos que Agx = Z[v/d|.

(b) Se d = 1(mod4), e como u? — dv? € 47, tem-se que u e v sdo ambos pares ou
fmpares. Se u e v sdo pares, entdo a,b € Z, logo a = a + bV/d € Z[/d]. Se u e v

sao impares, entao

1++d
9

d - 1 d
a:a+b\/_:g+v\2/_:(uzv)+v( +2\/_)€Z
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1+d

Portanto Ax C Z 5

)

1+d
9

1
. Por outro lado, se « = a-+b < +2\/C_l> S/

2 2 5
1 —
coma,bEZ,entéoQa—bEze<a+é> —d(b) :a2—|—ab—|—( d)b c 7.

2 2 4
1+Vd
2

pois d = 1(mod4). Logo Z C Ak, pois os coeficientes do polinomio

minimal de a, m(z) = 2* — (2a+ b)x + a® + ab+ (1 — d)b*/4 estao em Z. Portanto

1+Vd
9

V/

= Ag. O

Teorema 2.2.2 (/2], p.68) Se K = Q(\/d) ¢ um corpo quadrdtico, com d um inteiro
livre de quadrados, entao o discriminante absoluto Dy €

(a) d, se d = 1(mod4),

(b) 4d, se d =2 ou 3(mod4).

2.3 O grupo 7Z;

O objetivo desta secao ¢é verificar quando o grupo multiplicativo Z; é ciclico,

pois sera muito 1til para determinar os anéis de inteiros algébricos dos subcorpos

de @(Cp>

Teorema 2.3.1 (Teorema de Lagrange) (/4/, p.134] Se G é um grupo finito e
H um subgrupo de G, entao a ordem de H divide a ordem de G. Em particular, se

a € G, entao a ordem de a divide a ordem de G.

Proposicao 2.3.1 ([, p.135] Seja G um grupo abeliano. Se a,b € G sao dois

elementos de ordem finita tal que mdc(o(a),o(b)) =1, entao o(ab) = o(a)o(b).

Demonstracao: Suponhamos que o(a) = neo(b) = meo(ab) = k. Como G é um

n m,n

grupo abeliano, segue que a e b comutam. Assim (ab)"™™ = (a")™(b™)" = e™e™ = ¢,

e deste modo, k|lmn. Por outro lado, como o(ab) = k, ou seja, (ab)* = e, segue que,

e = (@ = (@ = @) = @) = b
e = (ab)* = [(ab)F]™ = (ab)*™ = (a™b™)F = a™*.
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Como o(a) = n e o(b) = m, segue que n|mk e m|nk. Também, como mdec(n,m) = 1,

segue que n|k e m|k, e assim nm|k. Portanto mn = k, ou seja, o(ab) = o(a)o(b). O

Lema 2.3.1 (/4/, p.135) Seja G um grupo abeliano. Se a,b € G sao elementos de

ordem finita, entao existe um elemento ¢ € G tal que o(c) = mmc(o(a), o(D)).

Demonstracao: Supondo que o(a) = n e o(b) = m, tem-se dois casos a conside-
rar:

(a) Se mde(n,m) = 1, entado pela Proposigao 2.3.1, é suficiente tomar ¢ = ab.

(b) Se mdec(n,m) # 1, entao podemos considerar as decomposigoes de n e m em

elementos irredutiveis da seguinte forma;

n = pi*.. .pzkp(,jﬂl v
/B )
m = pfl ...pf,f’“pk’fil ...pft

com «;, 3 € N, tais que 0 < oy < 3, parat = 1,...,k, ¢ 0 < 3; < «j, para

j = 1,...,t, com os p.s todos primos distintos. Agora, considere os elementos
5
aq g k+1 B . n o
_ _ o) . _ k+1 (e%
ay = aPr Pe e by = bPk+1 Pt com isso obtemos, o(a1) = = = D4y - Pi
b1 Py
m - .
e o(by) = 5 pfl . .p’gk. Logo as ordens de a; e by sao relativamente
t
Pry1 -+ Pt

primas, e pela Proposi¢ao 2.3.1, tem-se que o(a;1b1) = o(ay)o(b;). Portanto, tomando

¢ = ay1by, o lema esta provado. O

Proposicao 2.3.2 ([5/, p.101) Seja G um grupo abeliano. Se considerarmos

r =max{o(g);g € G} com r finito, entdo o(x) divide r para todo x € G.

Demonstracao: Por hipdtese, existe a € G tal que o(a) = r. Suponha que
exista um elemento b € G, tal que o(b) 1 r. Pelo Lema 2.3.1, existe ¢ € G tal que
o(c) = mmc(o(a),o(b)) = mme(r,o(b)). Assim, o(c) > r, o que é absurdo, pois

r = maz{o(g); g € G}. Portanto, o(x)|r, para todo = € G. 0

Proposicao 2.3.3 ([5/, p.102) Se G € um subgrupo finito do grupo abeliano multi-

plicativo K* de um corpo K, entao G € ciclico.

Demonstracao: Sejam o(G) = n e a € G um elemento de ordem igual a r,

onde r = max{o(g);g € G}. Pelo Teorema 2.3.1 tem-se que r|n, e assim r < n.



29

Pela Proposigao 2.3.2, tem-se que para todo z € G, o(z)|r, ou seja, existe ¢ € N,
tal que r = qo(x). Logo, " = 2°® = (2°@)9 = 1, para todo r € G. Se
f(x) =2"—1 € K|z], entdo f(a) =0 para todo a € G. Como o(G) = n, segue que
o polinémio f(z) tem no maximo n raizes distintas. Logo, n < df = r, assimn = r.

Portanto a é um gerador do grupo G, ou seja, G é um grupo ciclico. O

Corolario 2.3.1 (/5], p.102) Se K é um corpo finito, entao o grupo abeliano mul-

tiplicativo K* do corpo K ¢é ciclico.
Demonstragao: E suficiente tomar G = K* na Proposicao 2.2.3. O

Lema 2.3.2 ([5], p.119) Se r e s sao dois nimeros inteiros positivos nao nulos,
com mdc(r,s) = 1, entao

Livs >~ Loy X L.
Demonstracao: Sejam o, : Z — Z, e 05 : Z. — Z4 0os homomorfismos canonicos
de Z em Z,, e de Z em Zj respectivamente, onde 0,.(a) = {z;x = a(modr)} = a+rZ
e os(a) = {x;z = a(mods)} = a + sZ, para todo a € Z. Considerando a aplicacao

p L — Ly X Ly

a — (0,(a),04(a)),

para todo a € Z, temos os seguintes fatos:

(a) p é um homomorfismo de Z em Z, x Zs. De fato, dados a,b € Z temos
pla+0b) = (o,(a+0b),0:(a+0b)) = (0,(a) + 0,(b),05(a) + o5(b)) =

= (0v(a),05(a)) + (04(b), 04(0)) = p(a) + p(b),

plab) = (or(ab), o5(ab)) = (ov(a)or(b), 0s(a)os(b)) =
= (0,(a), 05(a)(0r(b)os(b)) = p(a)p(b).
(b) Ker(p) = rsZ. De fato, lembre-se que

Ker(p) = {a € Z; p(a) = (0,0) = (rZ, sZ)}.

Assim, se a € Ker(p), entao p(a) = (0,0) = (rZ, sZ) = (0,(a),04(a)). Deste modo,

a = 0(modr) e a = 0(mods), ou seja, rla e sla. Como mdc(r,s) = 1, segue que
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rsla. Logo a € rsZ, ou seja, Ker(p) C rsZ. Por outro lado, se a € rsZ, entao
a = rsn, onde n € N. Assim a = 0(modr) e a = 0(mod s), ou seja, o.(a) = rZ e
os(a) = sZ. Logo, p(a) = (o,(a),04(a)) = (rZ,sZ) = (0,0), ou seja, x € Ker(p).
Portanto rsZ C Ker(p), e deste modo, temos a igualdade.

(c) p é sobrejetora. De fato, se o € Z, X Zg, pelo fato das aplicagoes o, e oy
serem sobrejetoras, segue que existem a,b € Z, tal que a = (0,(a),o4(b)). Como

a,b,res € Z e mdc(r,s) = 1, pelo Teorema do Resto Chinés, segue que existe x € Z

tal que
xr = a (modr)
xr = b (mods),
isto é,
o-(r) = o.(a)

os(x) = os(b).
Logo p(z) = (0,(x),05(x)) = (0.(a),05(b)) = «, e portanto p é sobrejetora. Como p
¢ um homomorfismo sobrejetor e Kerp = rsZ, segue pelo Teorema do Homomorfis-

mos de Grupos que
posd Ty~ T, % T,

0 que prova o lema. O
Lema 2.3.3 ([5], p.120) Se n > 1 é um nimero natural e se n = pi'p3*...p;* € a
decomposicao de n em fatores primos, entao

Zn ~ Zp? X Zpgz X ... X prt.
Demonstracao: Segue por indugao, usando o Lema 2.3.2. O

Lema 2.3.4 ([4], p.162) Um elemento o,(a) de Z, admite simétrico multiplicativo

se, e somente se, mdc(a,n) = 1.

Demonstracao: Se o0,(a) admite simétrico multiplicativo, entao existe b € Z,
tal que o,(a)o,(b) = o,(ab) = 0,(1). Logo ab = 1(modn), ou seja, existe ¢ € Z
tal que ng = ab — 1. Assim, ab — ng = 1, o que mostra que o mdc(a,n) = 1.
Por outro lado, se mdc(a,n) = 1, entao existem zg,yy € Z tal que azg + nyy = 1.
Assim, axg— 1 = —nyp, ou seja, njaxry — 1, e deste modo axg = 1(modn). Portanto,

on(a)on(xg) = on(axy) = 0,(1), ou seja, o,(a) admite simétrico multiplicativo. O



31

Proposicao 2.3.4 ([5/, p.120) Se r e s sao dois nimeros naturais maiores do que

1 tal que mde(r,s) =1, entao
7~ T X T

Demonstracao: Sejam o, : Z — Z,, 05 : Z — Zs € 05 : Z — Z,s 0s homomor-
fismo canonicos de Z em Z,, de Z em Zg e de Z em Z,,, respectivamente. Considere
a aplicacao

p Ly, — Ly X I

ors(a) — (ov(a), 05(a)).

Observe que, se d; = mdc(a,r) e dy = mdc(a,s) entao dy|r e da|s. Logo di|rs e
do|rs. Como dla e dy|a segue que dy e dy s@o divisores comuns de a e rs. Sendo
mdc(a,rs) = 1, tem-se que d; = dy = 1, e portanto o,.(a) € Z* e o4(a) € Z:. A
aplicagao p é um isomorfismo, uma vez que,
(a) p estd bem definida e é injetora. De fato, se a,b € Z, entao:
plors(a)) = p(o,s(b)) se, e somente se, (o,(a),05(a)) = (o,(b),05(b)) se, e somente
se, o.(a) = 0,.(b) ecs(a) = o4(b) se, e somente se, a = b(modr) e a = b(mod s) se, e
somente se, rla—b e s|a—b se, e somente se, rs|a—b se, e somente se, a = b(modrs)
se, e somente se, 0,5(a) = 0,5(b).
(b) p é sobrejetora. De fato, se (m,7n) € Z! x Z?, entao devemos mostrar que ex-
iste 0,.4(2) € Z7, tal que p(o,5(z)) = (m,n) onde z € Z. Como (m,n) € Z x Z*,
segue que m = a +rZ e n = b+ sZ, onde mdc(a,r) = mde(b,s) = 1. Sabendo
que Z; X Z; C Z, X Zs, pelo Lema 2.3.2, tem-se que existe z € Z, tal que
(a +7rZ,b+ sZ) = (z + rZ,z + sZ), ou seja, z = a(modr) e z = b(mod s). Agora,
se d = mdc(z,r), entdo d|z e d|r. Como z = a(modr), segue que r|(a — 2), e as-
sim d|(a — z). Como d|z, segue que d|a. Logo d|a e d|r, e como mdc(a,r) = 1,
concluimos que d = 1. De modo anélogo, obtemos que mdc(z,s) = 1. Também
mde(z,rs) = 1, uma vez que se existir um primo p tal que p | z e p | rs, entao
plroup|s. Assim,p|zep|roup|zep]|s Masisso, contradiz o fato de
mdc(z,7) = mdc(z,s) = 1. Portanto mdc(z,rs) = 1, e desse modo, 0,5(z) € Z=,.
Assim, concluimos que se (m,7) = (0,.(a),05(b)) € Z: x Z? entdo existe 0,5(z) € Z,

tal que p(os(2)) = (0,(2), 04(2)) = (,(a), 0,(8)) = (7, 7).
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(c) p é homomorfismo. De fato, se o,5(a),0,5(b) € Z7,, entao

p(ors(a) + 0,5(b)) = ploys(a+0)) = (0,(a+b),05(a+b)) =
= (0v(a) + 0,(b), 05(a) + 04(b)) = (0:(a), 05(a)) + (0,(b), 04(D)) =
= p(ors(a)) + plors(b)).
plors(a)oss(b)) = ploys(ab)) = (ov(ab), 05(ab)) = (0v(a)o,(b), os(a)os(b)) =
= (0:(a),05(a))(0,(b)as(b)) = p(oss(a))p(ors(D)).

Portanto por (a), (b) e (c) concluimos que Z}, ~ Z} x Z. 0

Proposicao 2.3.5 ([5/, p.120) Sejan > 1 um nimero natural. Sen = pi*p3 ... p;*

¢ a decomposicao de n em fatores primos, entao

*N * * *
Zn—ijl pr;2 X ... prst.

t

Demonstracao: Segue, por inducao, usando a Proposicao 2.3.4. a

Definicao 2.3.1 Seja n um inteiro positivo. A funcio ® de Euler do niumero n,
denotada por ®(n), é definida como sendo o nimero de inteiros positivos menores

do que n ou iguais a n que sao relativamente primos com n, ou seja,

O(n) =#{a € N;1 <a <n,mdc(a,n) = 1}.

Proposicao 2.3.6 ([5/, p.120) O nimero de elementos do grupo multiplicativo 7.,
é igual ®(n).

Demonstracao: Pelo Lema 2.3.4, os elementos de Z} sao da forma o,(a), com
mdc(a,n) = 1. Como consideramos apenas os o, (a) com mdc(a,n) = 1, segue que

o numero de elementos de Z7 é igual a ®(n). O

Proposigao 2.3.7 (/5], p.120) Se r e s sao dois nimeros naturais nao nulos com

mdc(r,s) =1, entao ®(rs) = O(r)d(s).

Demonstracao: Pela Proposi¢ao 2.3.4, vimos que Z;, ~ Z} x Z, e deste modo

s

o(Zr,) = o(Z:)o(Z*). Pela Proposigao 2.3.6, tem-se que o(Z}) = ®(n), e portanto
O(rs) = O(r)d(s). O
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Lema 2.3.5 (/5/, p.121) Seja n um nimero natural maior que 1. Sen = pi'ps? ... p;"

€ a decomposi¢ao de n em fatores primos positivos, entao ®(n) = ®(pi*) ... ¢(p;*).
Demonstracao: Segue, por inducao sobre n, aplicando a Proposicao 2.3.4. O
Proposicao 2.3.8 (/5/, p.124) Os grupos Z e Zj sao ciclicos.

Demonstragao: Como Zj = {1}, segue que 1 é um gerador para Z}, e portanto,
Z3 é ciclico. Agora, como Z; = {1, 3}, onde 3 é um gerador de Z}, segue que Zj; é

ciclico. O

Lema 2.3.6 (/5/, p.124) Para todo inteiro impar b e para todo natural t, vale a
congruéncia
b = 1(mod 2t77).

Demonstracao: Se b é um inteiro impar, entao existe k € 7, de modo que
b= 2k+ 1. A prova sera feita por indugao sobre t. De fato, para t = 0, tem-se que
V= (2k+1)> =4k>+4+1 = 4k(k+1)+1, e assim b* = 1(mod 2%). Por hipétese de
inducdo, suponhamos o resultado valido para t, ou seja, b2 = 1(mod 2t73). Assim
existe a € Z tal que b7 =1+ a2t3. Agora,

b2t+2 _ b2(t+1)2 _ (bgt+1)2 _ (1 + a2t+3)2 —
=1+ a2 + a?2%0 = 1 4+ 24 (a + o2211).
Tomando (o + a?2'%2) = 3 € Z, obtemos b*° = 1(mod 2!**), assim o lema estd

provado. a
Lema 2.3.7 (/5], p.124) O grupo 7. nao é ciclico para r > 3.

Demonstragao: Pela Proposicao 2.3.6 tem-se que o(Z3.) = ®(27) = 2”71, Agora,
mostraremos que a ordem de qualquer elemento de Zi é no mdximo 272
Se oyr @ Z — Zor é o homomorfismo canonico e x um elemento de Zj., entao
existe b € Z tal que oor(b) = z se, e somente se, b é impar. Como r é um nimero
natural maior ou igual a 3, e b é um inteiro impar, tomando t = r — 3, segue pelo
Lema 2.3.6, que b = 1(mod 2'+3), ou seja, b* = 1(mod 2"). Logo 22~ = oy (1),

e assim a ordem de z é no méaximo 2"~2. Portanto o grupo Z3, nao é ciclico. O
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Lema 2.3.8 ([5], p.121) Sejam o, : Z — Z, € 0y : Z — Z, homomorfismos
Se a

A ~ . . .y . . r—1
canonicos, onde a,b,p e r sao inteiros positivos com p primo e a = bP

imagem de b pelo homomorfismo canonico de Z. em 7., possui ordem p — 1 em Z,,
isto €, o(o,(b)) = p—1, entao a imagem de a pelo homomorfismo canonico de Z em

Z,y possui ordem p — 1 em Zy,r, ou seja, o(opr(a)) =p — 1.

Demonstragao: Como Z, ¢ corpo, segue pelo Corolério 2.3.1, que Z; é ciclico.
Pela Proposi¢ao 2.3.6, tem-se o(Z;) = ®(p) = p — 1. Logo, existe b € Z tal que
o(o,(b)) = p — 1 e p ndo divide b. Agora, se a = b e d = mde(a,p"), entdo d|p”
edla=0t""". Sed|p, entdo d = 1,p,p?,...,p", pois p é primo. Se d # 1, entdo

d =p', para algum i = 1,...,r. Como p1b segue que p' {b. Seja b= ¢ ¢5* ... q%,
com ¢; # p, para todo j = 1,...,s. Assim a = W' = qf“prflquprfl g

Logo p' t a, para i = 1,...,r, o que é absurdo, pois d # 1. Portanto d = 1,
ou seja, mdc(a,p”) = 1, e desse modo o,r(a) = x € Zy.  Consequentemente,
1 = (o (@) = (7P = 0D — 1, pois ofZ5,) = B(F) = p - p,
Como p' { b, para todo i = 1,...,r, segue que o mdc(b,p") = 1, e portanto b € Loyr

ou seja, o(z) =p — 1. O

Lema 2.3.9 ([5], p.122) Se p > 2 € um nimero primo, entdo para todo nimero

natural n, vale . . )
(14+p)" =14 p"  (modp™*?).

Demonstracao: Faremos a prova por indugao sobre n. De fato, para n = 0,
tem-se (1 +p)! = 1+ p, e assim (1 + p)' = 1 + p(modp*). Por hipStese de

inducao, suponhamos que o resultado seja valido para n = k, ou seja, que
(1+p)?" =1+ pF' (mod p*+2).
Assim, existe um elemento « € Z tal que
(1+p)" = 14 p*! +aptt2 = 14 p* (1 + ap),
Agora,

k+1

(1+ PP = (1 +p)7 = (1 +p)") = (1 + P (1 + ap)))” =
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p p
T P (1+ap)+ 5 PP (Lrap)+. . ApP Y (Lhap)? =

= 1+p"2 + pp*ts,

k41

com 3 € Z. Portanto, (1 +p)?" =1+ p*2(mod p**3), o que prova o lema. 0

Lema 2.3.10 ([5], p.128) Se p > 2 € um nidmero primo, r um inteiro positivo maior
do que 1 e oy 1 Z — Zyr 0 homomorfismo candnico, entdo o elemento 3 = o, (1+p)

1

tem ordem p"" em Zy; .

Demonstragao: Pelo Lema 2.3.9, tomando n = r — 1 tem-se que
(1+pP " =1+4p (modp™?).

Assim, existe o € Z tal que
(1 —i—p)prf1 =14+p +ap ™ =1+p (14+ap)=1+pp",

onde 3 = (1 +ap) € Z. Logo (1 + p)’ ' = 1(modp"), o que mostra que
B = g,r(1). Desse modo o(B)|p"~'. Como p é primo, segue que o(3) = p/,
com 0<j<r—1. Sej<r—1, entdo (o, (1+p))” = a,(1), ou seja, (1+p)”’ =
1(modp"). Novamente pelo Lema 2.3.9, tem-se que (14 p)?’ = 1 4 p/*! (mod pi+2).
Assim, existem u,v € Z tais que (1+p)” =14 up” e (14 p)? =1+ p/t' + up'.
Logo, up™ = pit! + vpit? e pitl = up’ — upi*2 = upi*2pF — ypit? = pit2(upk — v),
pois j+2 < r. Assim, p?* = 0(modp’?), o que é um absurdo. Portanto, j =r—1,

0 que prova o lema. O

Proposicao 2.3.9 ([5/, p.121) Sep > 2 é um nimero primo e r um inteiro positivo,

entao o grupo L. € ciclico.

Demonstracao: Sejam o, : Z — Zy e oy : 7 — Zy 0s homomorfismos canonicos.
Como Z é ciclico, segue que existe b € Z tal que o(0,(b)) = p — 1. Pelo Lema 2.3.8

existe a = WP, tal que o(opr(a)) =p—1em Zy. Se B = 0, (14 p), entdo pelo
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Lema 2.3.10, tem-se que o(3) = p" !

em Z,. Tomando a = g,r(a) e B = o,r (14+p"),
e como mdc(o(a),0(3)) = mde(p — 1,p" 1) = 1, segue pela Proposigao 2.3.1, que
o(af) = o(a)o(B) = (p—1)p"~" = o(Z},). Portanto, a3 ¢ um gerador do grupo Z,,

ou seja, o grupo Z,, ¢ ciclico. O

Proposicao 2.3.10 ([5], p.127) Se p > 2 ¢ um nimero primo, entio o grupo Zs,,

é ciclico.

Demonstracao: Como p > 2 é um nimero primo, segue que mde(2,p") = 1.
Logo, pela Proposicio 2.3.4, tem-se Z5, ~ Zj x Z:,. Como Zj = {1}, segue
que Zy, =~ Z,. Agora, pela Proposigao 2.3.9, segue que Zj, ¢ ciclico, e portanto

concluimos que Z3,- é ciclico. a

Lema 2.3.11 ([5], p.128) Se G1,Ga,...,Gs sao grupos finitos, entdo o grupo pro-
duto G1 x Go X ... x Gy € ciclico se, e somente se, cada G; € ciclico e as ordens de

G; e G sao primos entre si, para i,j = 1,2,...,n, com i # j.

Proposicao 2.3.11 ([5], p.127) Se o grupo Z:, com n inteiro maior do que 1, é
ciclico, entao n = 2,4,p" ou 2p", onde p > 2 € um numero primo er > 1 ¢ um

numero natural.

Demonstracao: Pela Proposigao 2.3.10 tem-se que, se n é uma poténcia de 2
diferente de 2 e de 4, entao o grupo Z; nao ¢ ciclico. Agora, se n é um numero par
e nao uma poténcia de 2, entao n tem uma decomposicao em fatores primos do tipo
n=2p"ps?...p% ondea >1,s>1, oy > 0 e p; sdo primos distintos, com p; # 2,
paratodo? =1,...,s. Pela Proposicao 2.3.5, tem-se que Z;, ~ Z3. XZ;(;I X.. .xZ;?S.
Como, por hipétese, Z; é ciclico, segue pelo Lema 2.3.11, que Z3., Z;clxl, e ,Z;?S Sa0
ciclicos. Desse modo, pelo Lema 2.3.7, concluimos que a = 1 ou a = 2. Se a = 2,
entdo parai,j = 1,2,...,s, tem-se que mdc(4, p;" —pg“_l) > 2, o que é um absurdo.
Assim a = 1. Além disso, s = 1, uma vez que se s > 1, entao, para i,j =1,2,...,s
com i # j, tem-se que mde(p;" — p?i_l,p?j —p?j_l) # 1, pois parai,j =1,2,...,s,

-1

’ 1 a; « ~ ’
tem-se que, p;" —pi"~" e p;” —p;7 " sao nimeros pares. Portanto a =1e s =1, ou
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seja, n = 2p}'. Finalmente, se n é um ndmero impar, entao n tem uma decomposigao
em fatores primos do tipo n = p?lpéb...pfS, onder; > 1, s>1, 06 >0, p #2
ep #pjsei#j,parai,j =1,2,...,n. Agora, se s > 1, pela Proposicao 2.3.5,
tem-se que Z; =~ Z;ffl X ... X Z;gs. Como, por hipétese, Z; é ciclico, segue pelo
Lema 2.3.11 que os Z;@i sao ciclicos, para ¢ = 1,...,s, o que é um absurdo, pois
mde(p? —piﬁ"_l,pf-j - ];f"*l) # 1, para qualquer 7 # j, onde 7,5 = 1,2,...,s. Logo

s =1, ou seja, n:pfl‘ O

Teorema 2.3.2 ([5/, p.127) O grupo Z € ciclico se, e somente se, n = 2,4,p" ou

2p", onde p > 2 é um numero primo er > 1 é um numero natural.

Demonstracao: Se Z;, ¢ ciclico, segue pela Proposicao 2.3.11, que n = 2,4, p" ou
2p", onde p > 2 é um numero primo e r > 1 é um ntmero natural. Reciprocamente,
se n = 2 ou n = 4 entao, pela Proposi¢ao 2.3.8, segue que o grupo Z, é ciclico.
Sen = p" com p > 2 um nimero primo e r > 1 um numero natural, entao pela
Proposicao 2.3.9, segue que Z; ¢é ciclico. Finalmente, se n = 2p”", com p > 2 um
numero primo e 7 > 1 um ndimero natural, segue pela Proposi¢ao 2.3.10, que Z} é

ciclico. O

2.4 Corpos Ciclotomicos

Nesta secao, apresentamos os conceitos de polinomio ciclotomico e da extensao
ciclotomica, mostrando algumas propriedades, que serao muito 1teis nos proximos

capitulos. Mas antes faremos um breve estudo sobre o grupo multiplicativo U,,.

Definicao 2.4.1 Sejam ¢ um elemento de C e n um inteiro positivo. Se (" = 1,
dizemos que ¢ € uma ratz n-éstma da unidade. Agora, se (" =1 e (™ # 1, para

todo 1 < m < n, dizemos que ( € uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Lema 2.4.1 Seja ¢, € C uma raiz n-ésima primitiva da unidade e k € N. Assim,

C* é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se, e somente se, mdc(n, k) = 1.
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Demonstragao: Suponha que (¥ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, e
o mde(k,n) = d # 1 e d # n. Agora, note que n = dz, com x € N, assim
(Mt = ¢h = CS% = (ij)g =1 = 1, o que é um absurdo, pois d < n e ¢¥ ¢ uma
raiz n-ésima primitiva da unidade. Por outro lado, sejam € N, tal que (¢¥)™ =1, ou
seja, ¢*™ = 1, como ¢, é uma n-ésima primitiva da unidade, tem-se que n|km, como
por hipétese mdc(n, k) = 1, segue que n|m, logo ¢* é uma raiz n-ésima primitiva da

unidade. O

Seja U, = {¢",..., ("} C C o conjunto de todas as raizes distintas do polinomio

2 — 1. Como (C:1)" = (CA)™(G)" = (CHY(CHY = 1 e (g—) )

()

que U, é um grupo multiplicativo finito. Assim, pelo Lema 2.3.1, tem-se que U, é

ciclico. Desse modo, podemos representar as raizes n-ésimas primitivas da unidade
por (n, 2, ...,¢" =1, onde ¢, é um gerador do grupo U,. Pelo Lema 2.4.1, tem-se
que as raizes n-ésimas primitivas da unidade sao os geradores do grupo U, ou se€ja,

os elementos ¢* € C, com mdc(k,n) = 1, para k = 1,...,n, geram U,.

Lema 2.4.2 ([6], p.277] Se m,n € Z, e mdc(m,n) = 1, entdo

Ui = U, x U,,.

Demonstracao: Seja a aplicagao,

v o Uy xU, — Unpn
(a,b) — ab.

A aplicagdo ¢ estd bem definida, pois (ab)™ = (a™)*(b™)™ = 1"1™ = 1.
Também 1) é um homomorfismo, pois para todo (a,b),(c,d) € U,, x U,, tem-se
que ¥((a,b)(c,d)) = ¥(ac,bd) = (acbd) = (abcd) = (ab)ip(cd). Além disso, 1) é
injetora, uma vez que Ker(¢) = {(a,b) € Uy, x U, ; ¥(a,b) = 1} = {1,1}. De
fato, se (a,b) € U,, x U, é tal que ¥ (a,b) = 1, entdo a = ¥ e ¢!, para algum
k=0,1,2,...,m—1,eparaalgum [ =0,1,2,...,n — 1. Assim, ¢(a,b) =ab =1
se, e somente se, (¥ ¢! =1 se, e somente se, (¥ = (! se, e somente se, (¥ = ("

se, e somente se, ("* = 1. Como (,, é uma raiz m-ésima primitiva da unidade, segue
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que m|nk e como mde(m,n) = 1, tem-se que mlk, ou seja, k = mx, onde x € Z.
De modo anélogo, nll, ou seja, [ = ny, onde y € Z. Como k < n e l < n segue
que k = [ = 0. Portanto ab = 1 se, e somente se, a = b = 1. Logo 1 é injetora.
Finalmente, como mdc(m,n) = 1, segue que o(Uny,) = o(Up)o(U,), e como ) é

injetora, segue que 1 é sobrejetora. Portanto, ¥ é um isomorfismo, ou seja,
0 que prova o lema. O

Proposicao 2.4.1 ([6], p.277] Sejam m,n € N e (G, ¢, € C raizes m-ésimas e
n-ésimas da unidade, respectivamente. Se mdc(m,n) = 1, entdo ¢* ¢ é uma raiz
mn-ésima primitiva da unidade, onde 0 < k<m-—1e0<1[l<n-—1, se, e somente
se, C¥ € uma raiz m-ésima primitiva da unidade e ¢, é uma raiz n-ésima primitiva

da unidade.

Demonstragao: Se (¥ € C nio é uma raiz m-ésima primitiva da unidade, entao

pelo Lema 2.4.1, tem-se que mdc(m, k) = d > 1. Assim,

mn gmn o mn

(GnGn)"d = (Gm * ) (G

kn lm

)= (CMECEHE = ()FL)E =1,

0 que é um absurdo pois “* < mn e por hipétese, ¢k (¢l é uma raiz mn-ésima
primitiva da unidade. Portanto (¥ é uma raiz m-ésima primitiva da unidade. De
modo andlogo, ¢! ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Reciprocamente, se
¢* e (! sao rafzes m-ésimas e n-ésimas primitivas da unidade, respectivamente,
entdo segue pelo Lema 2.4.1, que mdc(k, m) = mdc(l,n) = 1. Assim, tem-se que
(CF(L)® =1 se, e somente se, (*2¢' = 1 se, e somente se, (¥ = (1@ se, e somente
se, Cham = (~lan ge e somente se, (CF)* = 1 se, e somente se, m|an. Como
mdc(m,n) = 1, segue que m|a. De modo andlogo, n|a. Assim, usando novamente o
fato do mdc(m,n) = 1, obtemos que mn|a. Agora, como (¥ ¢L)m" = ({m)kn((n)im =

1, concluimos que mn é a menor poténcia tal que (¢*¢!)™ = 1. Portanto, ¢* ¢! ¢

uma raiz mn-ésima primitiva da unidade. O
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Definigao 2.4.2 Sejamn € N e (, € C uma raiz n-ésima da unidade. O polinomio
On(z) = H (x — (%) é chamado de n-ésimo polinémio ciclotémico.

j=1,mdc(j,n)=1

Proposicao 2.4.2 ([6], pg 279) Se n € um inteiro positivo, entdo ™ —1 = H da(z).
din

Demonstragao: Sejam f(z) = 2" — 1 e {1,(,,(2,..., ("'} C C as raizes de
f(x). Assim, 2" — 1= (z — 1)(x — () ... (x — ¢*'). Analisando as ordens de cada
raiz de f(x) e escrevendo todas as raizes de mesma ordem como um polinémio da

forma ¢4(x) = H (x — (), obtemos que z" — 1 = H(bd(x). O

d=o((n) din

Observacao 2.4.1 Pela Proposicao 2.4.2, seque que para todo inteiro positivo n

nq
podemos escrever ¢, (x) = B —
II ¢l

dln ,d<n

Exemplo 2.4.1 Sejam p um primo e f(x) = aP — 1. Assim,
2? =1 =[] du(z) = ¢1(2)¢(2),
dlp
e deste modo,

P —1 P —1

Op(x) = = =P P4 41
P( ) ¢1 (ZE) r—1
Em particular, se n = p", com p primo e r um inteiro maior que 1, tem-se que
| P —1 r— -
¢pT<x): = — = g(P=p 1+...—|—xp 1+1,

d1(x)po(x) ... ppr-a(x) 2P —1

Definicao 2.4.3 Seja ¢, € C uma raiz n-ésima primitiva da unidade, onde n € N.
Dizemos que um corpo K € um corpo ciclotémico, se K for uma extensao de Q

gerada por C,, isto €, K = Q((,).

Teorema 2.4.1 ([6], p.278) Se ¢, € C é uma raiz n-ésima primitiva da unidade,
entdo [Q((,) : Q) = ®(n), onde ® é a fungdo de Euler.
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Demonstracao: Seja f(z) o polindmio minimal de ¢, sobre Q, dessa forma,
tem-se que 2" — 1 = f(x)g(z), com g(x) € Q[z]. Pelo, Lema de Gauss, segue
que f(x),g(x) € Zlx]. Se p é um primo, tal que p t n, entdo, segue pelo Lema
2.4.1, que (P é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Como z™ — 1 = f(x)g(z),
seguie que (C?)" — 1 = f(CN)g(CP), ou seja, f(CD)g(C?) = 0. Assim, se C? nao
for raiz de f(x), entdo (P é raiz de g(z) e (, ¢é raiz de g(a?). Como f(z) é o
polinémio minimal de ¢, segue que f(x)|g(z?). Assim, pelo Lema de Gauss, tem-
se g(z?) = f(x)h(z), com h(x) € Z[x]. Pelo Teorema de Fermat, tem-se que
a? = a(modp), e deste modo g(af) = g(x)P(mod p). Assim, f(x)h(z) = g(x)?(mod p),
ou seja, g(x)? = f(z)h(z)(modp). Como (, é raiz de f(z), segue que ¢((,)? = 0,
e deste modo §((,) = 0. Logo, f e g tem uma raiz em comum. Como, 2" — 1 =
f(2)g(x), segue que " — 1 tem raizes multiplas. Logo nz" ' = 0, e deste modo,
para qualquer a € Z,, obtemos que na™ ! = 0. Como a caracteristica de Z, é p,
segue que pln, o que é um absurdo, pois supomos que p 1 n. Portanto, (¥ é raiz

de f(x), para todo p t n, onde mde(p,n) = 1. Desse modo, d(f(z)) > d(¢(x)),

pois toda raiz de ¢,(x) é raiz de f(z). Finalmente, como f(z)|¢,(x), segue que

O(dn(x)) = O(f(x)), e portanto I(f(x)) = O(gn(z)) = P(n). O

Corolario 2.4.1 ([7], p.44) Se , € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entao
P

QG+ 0= 2

Demonstracao: Tem-se que Q(¢, + ¢,') é o subcorpo maximal de Q((,),
onde Q C Q¢ + ¢,;Y) € Q). Assim, pelo Teorema 1.4.4, segue que
Q) - @ = Q) : Qe + GHIQE + &)« Q) Pelo Teorema 2.4.1,
tem-se que [Q(¢,) : Q] = ®(n), e como o polinoémio f(x) =22 — (¢, + ¢, )z +1 tem
(n, como raiz e é irredutivel sobre Q(¢, + ¢, 1), segue que [Q(¢,) : Q(¢n + ¢, 1)) = 2.

Portanto [Q(¢, + ¢, 1) : Q] = @

O

Coroléario 2.4.2 ([6], p.278) Se m,n sao nimeros inteiros, tal que mde(m,n) =1,

entao @(Cm)Q(Cn) = Q(Cmn)

Demonstracao: Segue do Teorema 2.4.1. O
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Definicao 2.4.4 Seja L uma extensao de K. O grupo de Galois de I sobre K €
dado por:
Gal(L/K) = {0 € Aut(L); o(x) =z, Vo € K}.

Definicao 2.4.5 Seja L uma extensao de um corpo K. Dizemos que L é uma

extensao ciclica, se o grupo de Galois G = Gal(L/K) € ciclico.

Teorema 2.4.2 Seja n um inteiro positivo, assim, uma extensdao ciclotomica Q((,)

¢ ciclica se, e somente se, n=2,4,p" ou 2p”, com p primo e diferente de 2, e r um

inteiro maior ou iqual a 1.

Demonstracao: Sabendo que o grupo de Galois de Q((,) é isomorfo a Z:, o

resultado segue pelo Teorema 2.3.2. O

2.5 Anel de Inteiros Algébricos

O objetivo, desta secao, é determinar o anel de inteiros algébricos dos corpos
ciclotomicos, e suas respectivas bases, e metdédos que possam nos ajudar no calculo

do discriminante destes corpos ciclotomicos.

Lema 2.5.1 ([8], p.19) Se (, € C € uma raiz p-ésima primitiva da unidade, onde
p € primo, e K = Q((,) entdo:

(a) Trg(Q) = -1, e Trgi(l—¢)=p, para j=1,....,p—1.
(b) Nejo(Gp—1) = (=1)"'p e Ngjo(l—¢) =p.
(p=01-G)A-¢G).. A=)

Demonstracao: (a) Sabemos que o p-ésimo polindémio ciclotémico é dado por
¢p(x) = 2P~ 42P~2 4. . 42+1 e que suas raizes sao 1, (,, 5, o ,C]ﬁ’*l. Como %(Q{) =
0,paraj=1,...,p—1, obtemos que (3"~ 4% 2 4 . 4+¢+1=0, e deste modo
e g2y +¢ = —1. Como Tryq(¢]) = Il | =2y 4], segue que

Trgsq(¢)) = —1, para j = 1,2,...,p — 1. Agora, pela Proposicao 1.5.3 no item (a)
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tem-se Ty (1)) = Trrjo(1) —Trro(¢)) e Tryo(l) = 14+1+.. .+1 = p—1, pois
[Q(¢) : Q] =p—1, e como TTK/Q(CIZ) = —1, segue que TTK/Q(l—Cg) =p—1+1=p

(b) Como ¢, — 1 é uma raiz do polinémio f(z) = 2?~! + Z P 2771 segue
j=p-1 \ J

que Nig/g(Gp — 1) = (=1)P7'p e Nxso(l — ) = Ngse((—1)(G — 1)) =p.

(c) Sendo Cp,Cz, . ,C]’D’_l as rafzes do p-ésimo polinémio ciclotomico ¢,(z), segue

que (z—G)(x—¢) ... (x—¢") =aP +aP?+ .. +x+1. Deste modo, tomando

p =1, obtemos que p = (1 = &)1 =) ... (1 = ¢7). O

Lema 2.5.2 ([8], p.20) Sejam (, € C uma raiz p-ésima primitiva da unidade, onde
p um numero primo e Q((,) = K. Se Ak € o anel de inteiros algébricos de K, entao,
(a) (1 —-¢)AxNZ = pZ.

(b) Trxjo(a(l — () € PZ, para todo o € Ak.

Demonstracao: (a) Pelo Lema 2.5.1, tem-se que p = (1—(,)(1-¢2) ... (1—-¢Z71).
Como 1 — Cg € Ak, para j =1,...,p— 1, obtemos que p € (1 — (,)Ag. Portanto,
pZ C (1= ()Ag NZ. Agora, suponha que pZ & (1 —(,)Ax NZ C Z. Como Z é um
anel principal, segue que o ideal primo pZ é maximal e assim pZ = (1 — (,)Ax N Z
ou (1—¢,)AxNZ =7Z. Se (1—(,)AxNZ =Z e como 1 € Z, segue que 1 = (1—-(,)a,
onde o € Ag. Assim 1 — (, é inversivel, e consequentemente 1 — Cg sao inversiveis
em Ag, para j = 2,...,p — 1. Visto que p = (1 = {)(1 = ¢))... (1 —¢271), segue
que p ¢é inversivel em Z, o que é um absurdo. Portanto (1 — (,)Ax NZ = pZ.

(b) Pelo item (a) é suficiente mostrar que Trg g(a(l — () € (1 — (,)Ax NZ. Se
a; (1 — C;) sdo os conjugados de a(1 — (), entdao cada conjugado é um multiplo de
1—(,em Ag,ondei=1,...,p—1. Como 1—(’; = (1—Cp)(C]i_1+C;_2+. .+ G+,
parat = 1,2,...,p — 1, segue que 1 — Ci é um mﬁltiplo de 1 — (, em Ag. Agora,

usando este fato, obtemos Trg (o Z a;(1 B(1—-¢,), onde € Ag.

Logo Trgg(a(l — () € (1 — ()Ak. Agora pela Observacao 1.3.1, tem-se que Z
é integralmente fechado, e pela Proposicao 1.5.1, segue que Trg (ol — () € Z
Assim, Trg g(a(l = () € (1 = ()Ax NZ = pZ. O
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Teorema 2.5.1 ([1], p.43) Se (, € C é uma raiz p-ésima primitiva de unidade,
onde p um nidmero primo e K = Q((,), entao o anel de inteiros algébricos de K ¢é

Z[G) e 1,6, G5, CB7Y € uma base de Z[(,) como um Z-mddulo.

Demonstracao: Se Ag ¢ o anel de inteiros algébricos de Q((,), entao Z[(,] C Ak.
Se a € Ax C Q(¢,), entao
a = Qg + CLle + CLQCE 4+ ...+ CLP,QC572 (21)

onde a; € Q, para i = 1,...,p— 2. Multiplicando ambos os lados da Equagao (2.1),

por 1 — ¢, obtemos
a(l = () = ao(l =) +ai((p — Cﬁ) +.oF apf2(C5_2 - Cf;_l)- (2.2)

Aplicando o traco na Equacao (2.2), pelo Lema 2.5.2 e pela linearidade do trago,

tem-se que
Tr(a(l = G)) = aoTr(l — G)aaTr(C — ) + - ..+ ap_2Tr(C2 — (1) € pZ.

Agora, pelo Lema 2.5.1, obtemos que T'r (¢} —¢)*) = Tr(¢)—Tr((t) = —=1+1 =0,
para todo ¢ = 1,...,p — 2. Novamente, pelo Lema 2.5.1 parte (a), tem-se que
aoTr(1 — (,) = app € pZ, e portanto ay € Z. Por outro lado, como Cp_l =,
segue que Cg’l € Ag. Assim, pela Equacao (2.1), segue que

(Oz — Cbo)cp_l = + ag(Cp) + e —I— ap_ggg_?). (23)
Multiplicando ambos os lados da Equagao (2.3) por (1 — (,) obtemos que

(@—a)l, (1 =¢) =ar(1 =) +aa(G— )+ +ap2(C° =872 (24)

Aplicando o trago na Equagao (2.4), usando a linearidade do traco, concluimos que

TT((Q_QO)Cgl(l_Cp)) = alTr(l_Cp)“’@Tr(Cp_Cg)“" . -+%—2T7’(C£’3—C}372) € pZ,

e de modo andlogo, obtemos que a; € Z. Prosseguindo com o mesmo raciocinio,

concluimos que a; € Z, para todo i = 1,...,p — 2. Portanto a € Z[(,)], ou seja,
Ag = Z[(,]. Finalmente, como {1, (,, 5, o Cgfz} ¢ linearmente independente sobre
Q segue que {1, ¢, 5, cee C5_2} é linearmente independente sobre Z, e usando o

fato de Ag = Z+ Z¢, + ... + Z¢E 2, concluimos que {1,{,, (2, ..., (2%} é uma base

D’

de Z[¢,)]. O
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Proposicao 2.5.1 (/9], p.19) Se ¢, € C é uma raiz p-ésima primitiva da unidade,

onde p € um primo impar, entdo o dicriminante de Q((,) sobre Q é dado por
_ p—1
DK/Q(17CP7"'a<5 2) = (_1)p2 pp 2'

Demonstracao: Pelo Teorema 2.5.1, {1,{,,(2,...,¢?7%} é uma base de Z[(),

e pela Proposicao 1.5.6 0 Dgg(1,(p, ..., (27%) = (—1)%]\7@@(%(@;)), onde

¢,(x) é a derivada do p-ésimo polinémio ciclotémico. Assim

5(C) = pG (G- — (-1 _ pGt  —pG
per (Cp_l)z Cp_l 1_Cp

Aplicando a norma de K sobre Q em ambos os lados da Equagao (2.5), usando sua

(2.5)

linearidade e o Lema 2.5.1, obtemos que

N, (—pgg—l> _ Nejo(=p)Nejo(G™')  (—p)r'1 — 2
K — = = .
PNT-¢ Nijo(l —Gp) p
Finalmente, como p é fmpar, segue que (—1)P~2 = —1, e portanto
_ p=1
D]K/Q(17Cp7"'7§5 2) = (_1)p2 pp 27
0 que prova a proposicao. O

Teorema 2.5.2 ([7], p.48) O anel de inteiros algébricos de K = Q(¢p, + ¢, '), com
1 1—

p primo, € Z[G,+ (' e {G+ 7 ,C:? +Cpr} € uma base de Z[¢,+ '] como

um Z-maodulo.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.5.1 tem-se que Z[(,| é o anel dos inteiros algébri-
cos de Q((p). Como ¢, e ¢ ! sdo inteiros algébricos, pelo Corolério 1.3.1, segue que
Cp + Cp_l é um inteiro algébrico, e portanto Z[(, + Cg_l] C Ag. Agora, se a € Ag,
entao _1 1-p

>

a=a(G+ G T e+ &+ (G +67) (2:6)

onde a; € Q, parai=1,..., ’%1. Multiplicando ambos os lados da Equagao (2.6)

p—1 p+1

p=1 p=3
por (,° , obtemos que (,*> o = a1(* + a1(p® + ...+ apT—lcg_l + ap_1, e por-
tanto é um inteiro algébrico de Q((,), ou seja, pertence a Z[(,]. Logo a; € Z,

para i = 1,...,’%1, e assim Ag C Z[(, 4 ¢,']. Deste modo Ax = Z[¢, + ('],
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Agora, como {(, + Cp_l, e ,C:g + Cp } ¢ uma base de K sobre Q e pelo fato

que {¢, + Cp_l,...,C;; + Cp } C Z[G + ('] = Ak, é suficiente mostrar que
{¢ + - Lo ,CZ T + Cp } Sao hnearmente independentes. Assim, se conside-
rarmos a1 (G, + ) + ... 4 ap 1(Cp + Cp ) =0, com ay,...,ap1 € Z, entao,
a1y + a1(t .+ aps 1Cp7 +ap Clg = 0. Como {1,(p,...,¢7"*} é uma base
de Z[(,], segue que a1 = ay = ... = apm =0, e assim {G+ ¢, ,C]%“}‘Cp%}
¢ linearmente independente. Portanto {(, + @171’ e ,C: T + Cp 7 } é uma base de
Z[Gy + ¢, '] sobre Z. O

Teorema 2.5.3 ([7], p.93) Se K € um subcorpo de Q((,), onde p é um primo impar,
entao o discriminante de K sobre Q € dado por

| D jq| = p® .

Lema 2.5.3 (/8], p.20) Seja K = Q((,r), com p primo e r um inteiro maior que 1.
Se Ak € o anel de inteiros algébricos de K entao:

(a) (1 —(r)AxkNZ = pZ.

(b) Trxjg(a(l — () € PZ, para todo o € Ag.

Demonstracao: Anéloga a do Lema 2.5.2. O
Lema 2.5.4 ([11], p.30) Se p é um primo impar e r > 1, entao Z[1 — (,r] = Z[(yr].

Demonstracao: Se o € Z[1 — (,r], ent@o

a = Qg + al(l - CpT) + aQ(l — Cpr)Q + e + a(p_l)pr,1(1 — Cpr)(p_l)pr —

= (a() +a+...+ a(p_l)prfl) -+ (—CL1 — 2a2)(pr +

. _ (p—1)p" ! _
e assim o = by+b1Cpr+. . . +bp—1)pr—1(pr € Z[yr]. Portanto, Z[1—(yr] € Z[yr].
Por outro lado, se a € Z[(,r], entao existem a; € Z, para i = 0,1,...,(p — 1)p"*
tal que
o = Qg + alC; + ...+ CL(p 1)pr— 1C(p D" . (27)

Como (pr =1 — (1 — (,r), segue que podemos escrever a Equagao (2.7) como
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a=ag+ar(l—(1=Gr) +as(l—(1=G) 4. 4 ag (1= (1= )P
=(ap+ar+ ...+ ap-1p-1)+(—a1 —2a — ... — ((p— Dp ! — Lap-1ypr-1-1)

(1— )+ (az—3az+...)(1—Gr)* +...,

r—1

eassim o = by+b1(1— () +b2(1— G )24 . .+ bporypr—1 (1= )PP € Z[1— (],
o que mostra que Z[(yr] C Z[1 — (r]. Portanto Z[1 — (yr] = Z[(pr]. 0

Proposicao 2.5.2 ([11], p.81) Se K = Q((yr), onde p € um primo e r é um inteiro
maior que 1, entao:
(a) Nejo(C) = (=)D para j =1,2,...,p"", onde mde(j,p") = 1.
(b) Se a € um ideal, entdo Trx/g(a) = (p— 1)p"'a e Ngjg(a) = a-DP" ",
(c) Septk, ondel <k <p", entao H(l — C;fr) = p, assim, Ngo(1 — () = p.
2

Demonstracao: (a) Como NK/Q(CIZ,-) = Cnggjl . Cg:rpril, para j = 1,...,p 1,
onde mdc(j,p) = 1, e como C,f,} e (g:r P sio conjugados, obtemos que
NK/Q(CI{T) = (=)@ paraj=1,...,p""", onde mde(j,p") = 1.
(b) Como [Q(¢r) : Q] = (p— 1)p" !, o resultado segue dos itens (c) e (f) da
Proposicao 1.5.3.
(c) O p"-ésimo polinémio ciclotomico é dado por

P —1 P —1

' - - = (p—l)pT* Ce Pt .
Gpr () o1(z)pa(x) ... gbpr,l(x) ] T + +x 11

Assim, para todo k, tal que pf kel < k < p", tem-se que os elementos CIfT Sao

’ ~ , (o ~ ~ 4 r—1
rafzes de ¢,-(z), uma vez que sao raizes de ¥ — 1, mas néo sao raizes de ¥ = — 1.

Deste modo, ¢,r(x) = H(x — (%), e existem ®(p") = (p— 1)p’~" valores de k, pois

k
Aoy (x)) = (p— 1)p"'. Agora, tomando x = 1, obtemos que
p" )
b (1) = JJ1-¢h) = 14177 4 100w
k ;ptk

—1

=p= Ngso(l — () =p.
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Teorema 2.5.4 ([11], p.31) Sejam K wuma extensao finita de grau n de Q e
{ag, ag,as, ..., a,} uma base de K sobre Q, com «; € Ag, parai =1,...,n. Se

Dy g(on, ag,as, ..., o) = d e a € Ag, entdo o pode ser escrito da forma

miaq + ...+ mya,

= y ,

2

5 € dwvisivel por d, para j =1,...,n.

onde mj € Z em

Demonstracao: Como a € Ag, e como Ag C K, segue que a = ajaq+. . . +a,ay,,
onde a; € Q, parat=1,...,n. Sejam o;, para i =1,2,...,n, os Q-monomorfismos

de K em C. Aplicando todos os o.s em «, obtemos um sistema de n equagoes dado

por
0'1(06> = CL10’1(O(1) + ... + anal(an)
on(a) = aion(an) + ...+ auon(ay).
Resolvendo este sistema por Cramer, obtemos as n raizes, que sao dadas por a; = %,

onde 0 = det(o;(cy)) e 7; € obtido de ¢ trocando a j-ésima coluna por o;(«), para
i,7 = 1,2,...,n. Note que 0 e v;, para j = 1,...,n, sao inteiros algébricos, uma
vez que sao obtidos via a}s, que sdo inteiros algébricos. Assim pela Proposicao 1.5.5,
obtemos que 6* = d, e deste modo da; = d%¥ = 0*°% = §v;, para j = 1,2,...,n,
e portanto da; é um inteiro algébrico, para j = 1,2,...,n. Como Z é integral-
mente fechado, segue que da; € Z, para j = 1,2,...,n. Tomando m; = da;, para

m=
7 =1,2,...,n, ésuficiente mostrar que 7] € 7, pois assim m? sera divisivel por d.
m2
Agora, como Q é o corpo de fracoes de Z e 7] € Q, paraj =1,2,...,n, ésuficiente
2
mostrar que FJ ¢ um inteiro algébrico. Deste modo, se m; = da; = Jv;, para
2
. ~ 2 2.9 2 . _j 2 . 2 s . .
J=12,...,n, entao mj = §*y; = dvj, ou seja, 7 = Assim, m7 ¢ um inteiro
m2

algébrico, pois «; ¢ um inteiro algébrico, para j = 1,2...,n. Portanto, 7] € Z,
miaq + ... +myoy,

d )
onde m; € Z e m3 é divisivel por d para j =1,...,n. O

ou seja, m? é divisivel por d, para j = 1,2,...,n. Assim, a =
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Lema 2.5.5 ([11], p.31] Seja K = Q((r), com p primo e r um inteiro maior que
1. Se Dgyo(1,¢), ... ,C(p_l)pril_l) =d, entdao d = p', para algum t € N.

p’f‘
Demonstracao: Sabemos que o p"-ésimo polinomio ciclotomico é dado por

pr - 1 r r—1
Opr () = JZTTl’ logo, 27 — 1 = ¢,r(x)g(x), onde g(x) = 2P = — 1. Agora,
x —

derivando ambos os lados, obtemos p"z? ~' = ¢! (x)g(x) + ¢pr(x)g (x), e substi-
tuindo x por -, obtemos que p’((pr)” ™ = @, (Gr)g(Cpr ), POIS Ppr (Gpr) = 0. Assim,
P (Gor )P (Gor) ™ = e (Gr)9(Gpr ), o seja,

P = Cprﬁﬁ;r ((pr)9<Cpr>' (2.8)

Aplicando a fungao norma na Equacao (2.8), obtemos

Pela Proposicao 1.5.5, gg—slé que_l)g(g T %, S (éppg(@r)%1 = (il)N(¢/r<<pr)) e

por hipdtese, DK/Q(l,C;, . ,Cgf Lp"™ ) = d. Assim, pr®- D" = =dN(Grg(Gr)), €
portanto d = p', para algum t € Z. O

Teorema 2.5.5 ([11], p.30) Seja K = Q(,r), com p primo e r um inteiro maior

que 1. Se Ag € o anel de inteiros algébricos de K, entdo Ax = Z[(yr].

Demonstracao: Pelo Lema 2.5.4, tem-se que Z[1 — (,r] = Z[(,r]. Suponhamos
que Ag # Z[1 — (r]. Sejam v € Ag e n = [K: Q] = ©(p"). Pelo Teorema 2.5.4 e
pelo Lema 2.5.5 podemos escrever

_m +ma(l— () + .o+ my(1— )"t
ps

Y

onde m; € Z e m? divisivel por p* = d, para todo i = 1,...,n. Assim, existe o € Ag
de modo que nem todos os m; sao divisiveis por p°. Seja ¢ < n tal que os m; nao
sejam divisiveis por p®. Deste modo, existem ¢,r € Z tal que m; = p°q + r, com

r < p®. Dessa forma podemos escrever a da seguinte forma,
_m A ma(1=Cp)+ ...+ (Pq+7r)(1—Cr) 4+ 4+ my(1— )™t
pS

Com isso, Ak possui um elemento da forma

7"(1 — Cpr)i_l + m,-+1(1 — Cpr)i + ...+ mn(l — CpT)n—l
P

8= (2.9)
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Multiplicando ambos os lados da Equacio (2.9) por p*~!, obtemos

Byt = r(1—Cr) ™+ mi (1 —Gr) 4 oo+ mp (1 — ()t
p Y

ou seja,

\— ai(1 =)+ aip1 (1= G )+ oo+ an(1— )™t
P

onde a; € Z e a; nao divisivel por p. Agora, pela Proposicao 2.5.2, tem-se que
p’l'

H (1 —¢%) =p. Como 1 — ¢¥ é divisivel por 1 — (,r em Z[1 — (,+], segue que

)

P P
ke=1,ptk
P P
———— € Z[1 — {pr]. Agora, como ———— € Z[1 — (,r] e A € Ak, segue que
(1 - Cpr)n ! (1 - CpT)n !
Ap
—— € Z[1 — ).
(1 - Cp’“)n !
Subtraindo termos que estao em Ak obtemos (1a—i<) € Ag, e assim Ng/g(1 — ()
—(pr

divide Ng/g(a;). Agora, como Ng/g(a;) = ai' e Ngo(1 — (r) = p, segue que play,
o que é um absurdo pois p { a;. Portanto Ax = Z[1 — (,r] = Z[(,r]. O

Corolario 2.5.1 ([7], p.52) Se K = Q(Cpr—i-Cp_rl), com p primo e r um inteiro maior

que 1, entdo o anel dos inteiros de K é Agx = Z[(yr + (']

Proposicao 2.5.3 ([10], p.9) Se K = Q((yr), com p wm primo impar e r um inteiro

maior que 1, entao o dicriminante de K sobre Q ¢ dado por

—Dpr—1-1 r=1(p(p—1)—
Dxjo(1, Gy, CZ7IPT T = g = D-D),
Demonstragao: Pela Proposicao 1.5.6, tem-se que

_ r—1_
D(1, Gy, G = £ N o (¢ (Gor),

onde ¢, () é a derivada do p"-ésimo polinémio ciclotémico. Assim,

: S (ST Il (S Ao/ S
ol = o = ——, (210
o @ -1 e 2O
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uma vez que (5: = 1. Aplicando a norma em ambos os lados da Equacgao (2.10),

usando sua linearidade e a Proposigao 2.5.2, obtemos que

Ni/g(=p") pr - RV
Nesal6)(Gr) = _ET e
[ Ni/o(1 — G)Nk/o(Gr) PP
e portanto, Dk /q(1, G, - -, I(,f_l)prfl_l) = 4pp r-D)-1) 0

Teorema 2.5.6 ([7], p.92) Seja p um primo impar e r um inteiro positivo. Se
K é um subcorpo de Q((yr), com [K : Q] = up’, onde u é um divisor de p — 1 e

0<j<r—1, entao o discriminante do corpo K sobre Q é dado por:

| Dy jq| = pPed,

) j+1 -1
onde B =u |(j+2)p — p;T -1

Teorema 2.5.7 ([10], p.11) O anel de inteiros algébricos de K = Q((,) € Z[(,] e

{1,C, - - -, Q?‘”)‘l} ¢ uma base de Z[(,] como um Z-mdédulo.

Teorema 2.5.8 ([10], p.12) Se K = Q((,), onde n é um inteiro maior que 1, entdo
o discriminante de K sobre Q ¢ dado por

®(n)
P(n)— n
DK/Q(]-Jgna"‘ang(n) 1) =TT e

[[»"/e

pln

Definigao 2.5.1 Sejam K el corpos de nimeros, {aq,...,an} e{B1,...,Bm} bases
de K sobre Q e 1L sobre Q, respectivamente. Dizemos que K e I sao linearmente

disjuntos se {a1 01, ..., a,0n} € uma base de KL sobre Q.

Teorema 2.5.9 ([7], p.110) Sejam K e L corpos de nimeros de graus n e m, res-
pectivamente. Se os discriminantes Dk, e Dy g sdo relativamente primos e o0s

corpos sao linearmente disjuntos, entao

Dxrjo = (Dk/o)" (Drsg)"



52

2.6 Corpos Abelianos

Nesta secao, apresentamos alguns resultados de corpos abelianos e também sobre
seus subcorpos. Assim, através destes resultados, determinamos o anel de inteiros
algébricos de subcorpos de Q((,), que serd muito 1til no decorrer do nosso trabalho,

principalmente na construcao de reticulados via subcorpos de corpos ciclotomicos.

Teorema 2.6.1 ([10], p.401) (Kronecker-Weber) Se I é uma extensao abeliana de
Q entio L C Q((,), para algum n.

Com base no Teorema 2.6.1, concluimos que o estudo de corpos de niimeros

abelianos é equivalente ao estudo de subcorpos de corpos ciclotomicos.

Definigao 2.6.1 Seja L uma extensao finita e abeliana de Q. O menor n tal que

L C Q(&,) é chamado de condutor de L.

Sejam (, € C uma raiz n-ésima primitiva da unidade, L. = Q(¢,), K C L,
onde [L : K] = m, § = Tryk(.) e g € Z tal que o, gera o grupo de Galois
G = Gal(LL/Q). Como G é um grupo ciclico (logo abeliano) segue que os subgrupos
de GG sao normais. Assim, pelo Teorema Fundamental de Galois, temos que os
subcorpos correspondentes a esses subgrupos sao extensoes Galoisianas. Portanto
Q C Q(#) é uma extensao Galoisiana.

Se H = Gal(L/K) entdao H tem ordem m. Como G = (o,), segue pelo Teorema

2.4.1, que a ordem de o, é ®(n). Assim, 0 s gera um subgrupo de ordem m, e
g m

portanto H = {0 s, 0 e, *,0  sw }. Além disso, tem-se que
gm  g*m g m
®(n) 5 b(n) o 2(0)
9:C9m _|_<'9m _|_..._|_<"9 m
e
P(n) P(n) P(n) P(n P(n) ®(n)

) 4

“+1 m

+C‘g2m _|_..._|_C9 m ,

0i(0) =0u(C9™ +CT T T )=

= pi' - p% a decomposi¢ao de n em fatores primos distintos,

e t1,19,11, 7 nimeros inteiros tais que 1 < t1,ty < m,1 < iy,19 < s.
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Proposicao 2.6.1 ([13/, p.69) Se t; = ty e iy # iy (ou ty # ty e iy = iy) entdo
Cgtls+i1 # Cgt28i2'

t1s8+1 tos+i . . .
T = (97777 com t; = ty e iy # iy, assim

Demonstracao: Suponha que (9
ghsti = gl25t2(mod n), ou seja, n divide gl — gl2stiz = ghis(gih — ¢i2)  Como
t; = ty e pi* divide n, segue que p* divide ¢g**(¢" — ¢*), para i = 1,2,--- ,s.
Além disso, como mdc(g,n) = 1 segue que mde(g"*®,pf") = 1 e portanto pj* divide

gt — g para i = 1,2,---,s. Assim, n divide g — ¢g2. Deste modo, se i; > iy

entao i; = 4y + ¢t com ¢ um inteiro positivo. Assim, n divide g*2(¢* — 1) e portanto

n divide ¢* — 1, uma vez que mdc(n, g®?) = 1. Logo, g* = 1(mod n). Agora, como
t=1—1u<s—1< % < ®(n), segue que a ordem do subgrupo gerado por g é

7 t1s5+1% tos+i
menor que ®(n), o que é um absurdo. Portanto (97" #£ (927, Para o caso em

que t; # ty e i1 = i a demonstragao é anédloga. O
Proposicao 2.6.2 ([13], p.69) Se t, # ty e iy # iy entdo (97 #£ (92,

Demonstragio: Se (97" = (97" entdo g"5t" = ¢™5t2(mod n), ou seja, n
divide gftsti — gt2sFi2 . Agora, se t; > ty € i1 > 49, entao existem ki, ko € N tais que
t; =ty + ky e iy = iy + ko, e portanto n divide g'zs+i2(ghsth2 — 1), Agora, como

Fisthz 1) ou seja, gMst*2 = 1(mod n).

mdc(n, g**T®2) = 1, segue que n divide g
Como k1 < m —1¢e ky < s—1, segue que k1s < (m — 1)s e que kys + ky <
(m—1)s+s; =ms—1<ms= ¢(n). Logo, a ordem de g é menor que ®(n), o que
6 um absurdo. Portanto (97" £ (927" O

P(n) | .

Corolério 2.6.1 ([13], p.69) Os elementos (¢ ™ ', comt = 1,2,--- .m e i =

1,2,--- ,%, sao dois a dois distintos.
Demonstracao: Segue diretamente das Proposigoes 2.6.1 e 2.6.2. O

Lema 2.6.1 ([13], p.69) Se K é um subcorpo Q((,), com p primo, [Q((,) : K] = r,
K:Q]=s, ege G étal que o, gera G = Gal(Q((,)/Q), entdo o conjunto

s+1 rs+1 s+2 rs+2

s+s rs+s
{gg 7"'7<£ 7<—Zg) 7"'7(5 7"‘7Cg 7”‘7<g }7

¢ linearmente independente.
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Demonstracao: Considere a seguinte combinacao linear,

i Z a;;¢¢"" = 0. (2.11)

j=1 i=1

Pelo Corolario 2.6.1, segue que os elementos Cgisﬂ sao dois a dois distintos, num total

de p — 1 elementos. Assim, a Equagao (2.11) pode ser escrita da seguinte forma,
p—1
Zbk(’;f =0, com b, € Q, para k =1,...,p — 1. Mas, pelo Teorema 2.5.1, tem-se
k=1
que o conjunto {¢,, Cz, o ,Cg_l} ¢ uma base de Q((,) sobre Q, e assim b, = 0, para

k=1,...,p—1. Deste modo, segue que aj; = 0, paratodoj =1,...,sei=1,...,1.
Com isto, concluimos que o conjunto

s+1

{G ¢

rs+1 s+2 rs+2 s+s

rs+s
7Cg 7"'7(5 7"'7C;)] 7"'7Cg }

¢é linearmente independente. O

Teorema 2.6.2 (/13/, p.70) Se K é um subcorpo de Q((,), com p primo, de modo
que [Q(¢) : K] = r, [K: Q] = s, Troe,) k(&) =0 eg € G € tal que o, gera
G = Gal(Q(¢)/Q), entao K = Q(0).

Demonstragao: Por hipétese, como Trge,)x(¢) = 0, segue que § € K, e
portanto Q(f) C K. Por outro lado, pelo Teorema 2.4.2, tem-se que o grupo
G = Gal(Q(¢y)/Q) ¢ ciclico, ou seja, G =< g, >. Agora, seja G' = Gal(Q({,)/K).
Como [Q(¢,) : K] = r, segue que o subgrupo ciclico que fixa o corpo K tem
ordem r. Sendo {g7, g%, ..., g° = 1} o tnico subgrupo de Z, de ordem r, e
como ordem de G’ é r, segue que G' =< 04 >= {04s,04ps,...,04s}. Do fato
que Q C Q(F) € K C Q(¢), e que G é um subgrupo ciclico, segue que Q(6) ¢é
fixado por um subgrupo ciclico, ou seja, logo um subgrupo normal. Assim, Q(6)/Q
¢ uma extensdo galoisiana. Agora, se f(z) € Q(6) é o polinémio irredutivel de 6,

entao

f(0) = 0"+ an 10"+ ..+ a1+ ag =0, (2.12)

onde a; € Q, para ¢ = 1,...,n — 1. Aplicando o, na Equacao (2.12), para

i=1,...,s, vemos que 0, (f) é raiz de f(z). Como Q(6)/Q é uma extensdo ga-
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loisiana, concluimos que o,i(0) € Q(f), parai =1,...,s. Agora, se Z a;o4i(0) =0,

i=1
onde a; € Q, parai =1,...,s, entao,

alcgs+1 + o +a1<g7's+1 +a2<gs+2 + o +a2<g7's+2 + o +as<_gs+s + o +as<_g7's+s _ 0
Dessa forma, pelo Lema 2.6.1, tem-se que o conjunto

s+1 rs+1 s+2 rs+2 s+s rs+s
{G G G G GG )

¢é linearmente independente, e portanto a; = 0, para ¢t = 1,...,s. Portanto, o con-
junto {o4(0),0.2(0),...,04:()} é linearmente independente, e como esse conjunto
estd contido em Q(6), segue que [Q(0) : Q] > s. Mas, como Q(f) C Ke [K: Q] = s,
segue que K = Q(0). O

Teorema 2.6.3 ([15], p.71) Se K é um subcorpo Q((,), com p primo, de modo

que [Q(¢) : K] =7, [K: Q] = s, TT@(gp)/K(Cp) =0 egec G € tal que o, gera
G = Gal(Q(¢,)/Q), entdo Zoy(0) + ...+ Zoy(0) € o anel dos inteiros algébricos de
K.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.6.2, tem-se que K = Q(6), logo uma base de

K sobre Q é {04(0),0.2(0),...,04:(8)}. Se a € Zoy(0) + ... + Zoy(), entao

rs+1i

o= Zaiagi(ﬁ), onde a; € Z, para i = 1,...,s. Como 0, (f) = ng +o+ g
i=1

s+1i rs+1i

segue que 04i(f) = 0¢, + 0G24+ ... +C¢¢ + ...+ ¢+ ...+ 0" Assim,
0,i(0) € Z[G) e como 0,(0) € K segue que, o,(8) € KN Z[(,), e portanto
Zog(0) + ... + Zoy () C Ag. Agora, se « € Ag C K, entdo existem a; € Q,

parai =1,...,s, tal que a = Zamgi(@), e {04(0),0,2(0),...,04(0)} é uma base

=1
s s

de K sobre Q. Assim, podemos escrever a = Zaiagi(e) = ZangTH, e deste
modo, com 0 mesmo ralciocinio usado na demonéa}agéo do Teorie:rila 2.6.1, a pode
ser escrito como o = pg: bi(’;, onde b, € Q, parat=1,...,p— 1. Como K C Q((,),
segue que Ag C Z[Qpi]z.l Assim a € Z[(y], onde b, € Z parai = 1,...,p—1, e

S
consequentemente a; € Z, para i = 1,...,s. Portanto a € ZZagi(Q), ou seja,
i=1
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Ag C Z Zo4i(0). Assim, concluimos que Ag = ZZO'gi<9). O
i=1

i=1
Exemplo 2.6.1 Seja K um subcorpo de Q((5), tal que [Q(¢5) : K] = 2. Assim,
K : Q] =2. SeG = Gal(Q(¢)/Q), entao G ~ Zt = {1,2,3,4}, e pelo Teorema
2.4.2, seque que Q((5) € uma extensdao ciclica de Q. Como o9 € G e o(0oy) = 4,
que € igual a ordem do grupo G, seque que G =< g9 >, e assim, pelo Lema 2.6.1
o conjunto {¢2°,¢Z, ¥, (¥} = {3, 2 ¢, A} ¢ linearmente independente. Agora,
se H = Gal(Q(¢)/K), e como [Q(¢5) : K] = 2, seque que o(H) = 2. Como
{1,4} € o tnico subgrupo de Z% de ordem 2, seque que H =< o4 >= {01,04}.
Sendo § = Tro,)/k(C), obtemos que 6 = 01((s5) + 04(G) = G + (5, e assim, pelo
Teorema 2.6.2, temos que K = Q((s + (2). Portanto, pelo Teorema 2.6.3, o anel de

inteiros algébricos Ax de K € Zoo((s + () + Zoa(Cs + () = Z(C + C3) + Z(¢s + ¢2).

Um fato importante é que o Teorema 2.6.3 nao se aplica para poténcias de pri-
mos, mesmo a extensao ciclotomica Q((,r) sendo ciclica. Isto segue do fato que,
dado um subcorpo K da extensdo ciclotomica Q((,r) tal que [Q((r) @ K] = r
e [K: Q = s, e g, gera o grupo G = Gal(Q(r)/Q), segue que o conjunto

41 rebl | get2 rst2 sts rots

G ¢ ¢ G Gy, C ) nao é linearmente indepen-

dente. Abaixo, daremos um exemplo mostrando este fato.

Exemplo 2.6.2 Sejam p=3,r =2 ¢ K C Q((32) = Q(¢o) tal que [Q(y) : K] =2
e [K : Q = 3. Tem-se que Q((9) € uma extensio ciclotomica ciclica, pois
G = Gal(Q({)/Q) ~ Z§, e pelo Teorema 2.4.2, seque que Z§ € ciclico. Se o9 € G,
entao o(og) = 6, e deste modo < oo >= G, pois o(G) = 6. Agora, tem-se que
o conjunto {¢2', 2,2, 2,2, 2" = {7, 2,5, ¢, Co, ) nao € linearmente in-
dependente, uma vez que, como o polinémio ciclotomico p(x) de Q({o) € dado por
plx) = 2% + 2% + 1, seque que (§ + ¢ +1 =0, e assim (§ = —1 — (§. Deste
modo, (¢ = —Co — (3 e (5 = —(2 — (5, ou seja, os elementos (3 e (3 se escrevem
como combinacio linear de elementos de {¢I,¢32, (5, (4, Co, (5. Assim, o conjunto
{¢T,¢2,¢5,Ca,Co, €8} mao € linearmente independente, e portanto o Teorema 2.6.3,

nao se aplica.
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2.7 Conclusao

Neste capitulo, tinhamos como objetivo mostrar quando o grupo Z; ¢ ciclico,
pois o grupo de Galois de uma extensao ciclotomica é isomorfo ao grupo Z}. Agora,
como todo corpo abeliano esta contido em uma extensao ciclotomica, segue que
os estudos dos corpos abelianos é equivalente ao estudo dos subcorpos de corpos
ciclotomicos. Mas, uma das grandes dificuldades nossa, é determinar a cara destes
subcorpos, assim, como o seu anel de inteiros. Assim, sabendo quando uma extensao
ciclotomica é ciclica, vimos um método de como determinar a cara destes subcorpos,
quando estes subcorpos estiverem contidos em corpos ciclotomicos da forma Q(¢,),
com p primo. Além disso, vimos que este mesmo método, nao se aplica quando
consideramos o corpo ciclotémico da forma Q((,), com p primo e r um inteiro
maior que 1, mesmo esta extensao ciclotomica sendo ciclica. Com isto, uma das

perspectivas para futuros, é encontrar métodos que ajudem a resolver este problema.



Capitulo 3

Lema de Kummer e Reticulados

Algébricos

3.1 Introducao

Este capitulo representa a parte central deste trabalho, pois nele apresentamos
métodos que nos ajudam a decompor os ideais primos em uma determinada ex-
tensao e apresentamos os reticulados e suas respectivas densidades de centro. As-
sim, na Secao 3.2, apresentamos a decomposi¢ao de um ideal em uma certa extensao
verificando que, quando o ideal pertence a um anel de Dedekind, este ideal se de-
compoOe unicamente em ideais primos. Por fim demonstramos o Lema de Kummer
e apresentamos exemplos da decomposicao de um ideal em uma extensao. Na
Secao 3.3, definimos reticulados e empacotamentos esféricos. Ja na Secao 3.4, apre-
sentamos o método de Minkowiski que nos fornece um método de gerar reticulados

via ideais dos anéis de inteiros algébricos de um corpo de nimeros.

o8
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3.2 Decomposicao de Ideais Primos em uma Ex-
tensao

Nesta secao, apresentamos a decomposicao de ideais primos em uma extensao
juntamente com suas principais propriedades. Um dos principais resultados desta
secao ¢ o Lema de Kummer.

Dados A C B anéis e a um ideal de A, denotamos por aB, o ideal de B formado
pelos elementos da forma Z Yy, onde r; Eaey; € B, parat=1,2,...,n. Além
disso, consideramos K C ]Ll:clorpos de nimeros, onde [L : K] = n.

Lema 3.2.1 ([1], p.47) Sejam A C B anéis. Se p é um ideal primo de B, entdo
ANyp € um ideal primo de A.

Demonstracao: Consideremos a inclusao ¢ : A — B, a projecao canodnica
h : B — B/p e a composicio f = hoi. O nicleo de f é AN p e portanto
(A/(ANp)) ~ f(A) C B/p. Desse modo, A/(ANp) é um dominio, e assim ANyp é

um ideal primo de A. O

Lema 3.2.2 ([1], p.48) Se um ideal primo p de um anel A contém um produto

aj...a, deideais de A, entdo p contém pelo menos um dos ideais a;.

Demonstracao: Se a; € p, parai=1,...,n, entdo, para i =1,...,n, existe um
elemento o; € a; — p. Assim, «; ..., nao pertence a p, pois p é um ideal primo,
eseqp...a, €ay...a, Cp, entao o a pertence p, para i = 1,...,n, o que é um

absurdo. Portanto, a; C p, para algum ¢ = 1,2,... n. O

Lema 3.2.3 ([1], p.48) Todo ideal nio nulo de um anel A de Dedekind contém um

produto de ideais primos nao nulos de A.

Demonstracao: Seja F' o conjunto de todos os ideais nao nulos de A que nao
contém um produto de ideais primos nao nulos de A. Se F' # (), entdao, como A

¢ Noetheriano, segue que F' tem um elemento maximal m, onde m nao é primo e
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m # A. Como m nao é um ideal primo, segue que existem x,y € A — m tal que
xy € m. Osideais m+xA e m+yA contém m, mas como m é maximal, segue que esses
ideais nao estao em F'. Assim, existem ideais primos nao nulos p; ... ps e q; ... q; tais
quep;...ps Cm+zxAeq;...q C m+yA Comom =m+zyA = (m+zA)(m+yA),

segue que P ...Psq1 ... q¢ C m, o que é um absurdo, pois m € F. O

Teorema 3.2.1 ([1], p.50) Se A é um anel de Dedekind e a é um ideal ndo nulo

de A, entao existem tideais primos nao nulos p1,...,p, de A e inteiros positivos
g

e1,...,¢eq tal que a = pri, e esta expressao € unica.
i=1

Demonstracao: Pelo Lema 3.2.3, segue que existem ideais primos py, . . ., ps, D20

nulos, tal que p;...ps C a. Provemos que a é um produto de ideais primos por
inducao sobre s. Assim, se s = 1, obtemos que p; C a. Agora, como p; é maximal,
pois A é um anel de Dedekind, segue que p; = a. Agora, por hipétese de indugao,
supomos que todo ideal de A que contém um produto de s — 1 ideais primos nao nu-
los de A é um produto de ideais primos de A. Assim, como p;...ps C a e como A é
Dedekind, segue que a estd contido em um ideal maximal m de A. Seja m~! o ideal
fracionario inverso de m. Como p;...ps C a C m, segue pelo Lema 3.2.2) que m
contém um dos p)s, digamos p; C m. Como pg é maximal, segue que ps = m.

1

Assim, pipa...pso1 C am™ ! C mm~! = A Por hipétese de inducao obtemos

que am~!

= (1(2...(s_1 € portanto a = 14z ...qs_1Ps, cOmo queriamos. Agora,
para a unicidade, suponhamos que pi,...,9,,q1, ..., s sao ideais primos nao nulos
de A tal que, p1...p, =q1...qs. Agora, como py...p, =¢q1...qs C (1, segue pelo
Lema 3.2.2, que q; contém um dos p;, parat=1,2,...,r, e sem perda de generali-
dade, podemos supor que p; C q;. Como q; ¢ maximal e p; # A segue que p; = q;.

Portanto, ps...p, = g2...qs. De modo andlogo, segue que r = s e p; = q;, para

1=2,3,...,7T. O

Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes e Ag o anel de inteiros
algébricos. Pela Proposicao 1.7.3 segue que Ag é um anel de Dedekind, e pelo
Teorema 3.2.1, segue que todo ideal nao nulo de Ag pode ser fatorado de modo

unico como um produtos de ideais primos nao nulos de Ag.
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Definicao 3.2.1 Se p = ANgq, dizemos que q estd acima de p.

Proposicao 3.2.1 ([1/, p.71) Se p é um ideal primo, nao nulo, de Ax e
g

pA = qul ¢ a decomposicao do ideal pAy, em ideais primos de Ay, entdo os
=1

ideias pis sao os unicos ideais primos de Ay, cuja interse¢io com Ax coincide com

p.

Demonstracao: Paracadai=1,...,q, tem-se que p C pAy C q;. Assim, pelo

Lema 3.2.1, segue que ¢; N Ak, para ¢ = 1,2,...,¢9, ¢ um ideal primo de Ak que

contém p. Como p é maximal e q; N Ax # Ak, segue que p = q; N Ak, para

1 =1,2,...,9. Assim, se b é um ideal primo de Ar, tal que p = b N Ag. Assim

b =pAL = ﬁ q;', e deste modo, pelo Lema 3.2.2 tem-se que gq; C b, para algum 1.

Como g, é r;iaulximal, segue que b = g;. a
g

Sejam p C Ag um ideal primo e pAp, = H q;" a decomposicao de pAr, em ideais
primos de Ap. O ndmero g é chamado dézrluimero de decomposicao de p na
extensao L/K. Os expoentes e; ou e(q;,p), para ¢ = 1,2,...,¢, sdo chamados de
indice de ramificagao de q; sobre Ax. Quando e; > 1, para algum ¢t =1,2,...,g,
dizemos que p se ramifica em L.

Pelo Lema 3.2.1, vemos que Ag/p pode ser visto como um subcorpo de Ar/q;,
para ¢ = 1,2,...,¢g, uma vez que, como Ax C A, tem-se que a inclusao Ag C Ap
induz um homomorfismo de anés Ax — Ay /p;, e como o nicleo é Ax N q; = p,
obtém-se a imersao Ax/p — Ar/q;. Os corpos Ag/p e Ar/q;, parai = 1,2,...,¢,
sao chamados de corpos residuais associados a p e ¢;. Indicamos por f; ou f(q;,p)

a dimensao [Ap/q; : Ax/p] e chamamos de grau residual de g; sobre Ak, para

i=1,2...,4.

Teorema 3.2.2 ([1], p.71) Sejam K C L corpos de nimeros tal que [L : K] = n,
e Ax e Ar seus respectivos anéis de inteiros algébricos. Se qy,...,q, sao os ideais

primos de Ay, acima de um ideal primo p de Ak, entdao
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g

> eifi=[An/pAs : A/p] =n,

i=1
onde ey,...,eq € f1,..., f4 sao os indices de ramificacoes e o0s graus residuais, res-

pectivamente.

Definicao 3.2.2 Sejam K C L corpos de nimeros tal que [L : K] = n, Ag e A,
seus respectivos anéis de inteiros algébricos. Dizemos que um ideal p de Ag €,

(a) totalmente decomposto em L, se g = n e assim e; = f; = 1 para todo
1=1,2,...,9,

(b) inerte em L, se g=1, e; =1 e assim f; =n,

(c) totalmente ramificado em L, se g =1 e consequentemente f =1 e e; = n,
(d) ramificado em L se existir um ideal primo q; de Ay, que esta acima de p tal

que e; > 1 para algum 1 =1,2,...,g9.

Teorema 3.2.3 ([1], p.74) Seja K um corpo de nimeros. Uma condigcdo necessdria

e suficiente para que um ideal primo pZ de 7Z se ramifique em Ag € que p divida

Dxg.

Proposicao 3.2.2 ([12], p.84) Se p € um ideal primo nao nulo de Ak, entao
N(p) = p/, onde f € o grau de inércia de p.

Teorema 3.2.4 (Lema de Kummer) (/2/, p.186 ) Sejam K um corpo de nimeros
de grau n, Ax o seu anel de inteiros algébricos e 0 € Ax tal que K = Q(0). Sejam p
um nimero primo tal que p ndao divide [Ax : Z[0]] e p(x) o polindmio minimal de 0
sobre Z[z]. Se p(z) = pi(x)* Pa(x) ... Ty(x)% € a fatoragdo do polinémio minimal
p(x) como o produto de polinomios irredutiveis distintos sobre Zy[z], entdo existem
idetas primos distintos qi,qs,...,d, de Ag acima de pZ, no qual pZ decompoe-se
de modo unico da forma
pAg =qi' ... gy,

onde q; = (p,pi(0)) = pAx + pi(0)Ax e [Ax/q; : Z/pZ] = Opi(x) = fi, onde Ipi(x)
denota o grau de p;(x), parai=1,2,...,g.
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Demonstracao: Considere a aplicacao

¢+ Z[0] — Zp[0),

para j = 1,...,g, no qual consideremos q; = Ker(¢;), sendo 9_] uma raiz de
Dj(x). Mostremos que q; = pAx + p;(#)Ax. Tem-se que pAg + p;(8)Ax C q;, para
Jj=1,...,9, pois se © € pAg + p;(6)Ak, entao x = py + p;(6)w, onde y,w € Ag.
Assim, ¢;(z) = py + p;(0;)w = 0, pois p = 0 e 0; é raiz de p;. Portanto
x € Ker(¢;) = q;. Por outro lado, se a@ € q;, entdo a = g¢(#), para algum
g(z) € Z[f). Como g(f;) = p;(g(d)) = 0 e p; é o polinémio minimal de ; so-
bre Z,[z], segue que existe h(z) € Z[z] tal que g(x) = p;(r)h(z). Assim, tem-se que
g(z) — p;(z)h(x) € pZ]x] e consequentemente

a = (g9(0) — p;(0)h(0)) + p;(0)R(0) = (9 — pjh)(0) + p;(0)h(0) € pAk + p;(0)Ax.

Assim, q; = pAg + p;(0)Ax, para j =1,2,...,g. Agora mostraremos que qq, ..., g
sdo os Unicos ideias primos de Ag, que estao acima de pZ. Tem-se que q5', ..., q," C

pag, pois, para quaisquer ideais, a, m, m; € Ag, tem-se que (a+m)(a+m;) C a+mm;,

assim q7*, ..., q5° C pAx + (p1(0)pa(0)2 ... py(0)°)Ax. Agora, como por hipétese

p(x) = pi(z)...pg(z)%, segue que p(x) — (Pi(x)p2(0)*... Pg(x)®) = 0.
Logo, p(x) — p1(x)°* ... py(x)% € pZlx], e como p(#) = 0, segue que

p(0) = p1(0) ... pg(0)% = pi(0) ... py(0) € pAk.

. e ~ . . .
Assim, tem-se que q7',. .., q," C pax. Notemos que nao existe um outro ideal primo

b de Agx que divide pAg. Assim, qi,...,¢q, sao os tnicos ideias primos de Ak, que

9
estao acima de pZ, portanto pAg = H q;(qj’pz). Note que e(q;,pZ) < e;, para todo

j=1
j=1,...,9, assim pelo Teorema 3.2.2, tem-se que
g 9
Ze a;,p72) f(a;,pZ) = > _ e(a;,pZ)d Z d(p) = n.
Jj=1 Jj=1 J=1
Portanto, e(q;,pZ) =e;, para j =1,...,9. O

Exemplo 3.2.1 Sejam K = Q((21) e Ax = Z[(21] 0 seu anel de inteiros algébricos.

O polinéomio minimal de (o1 sobre Q é
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flx)=1—ax+2®—2* +2°5 — 28 + 2% — 2™ 4 212

Agora vamos obter as fatoracoes de 3Ax e TAg usando o Lema de Kummer. Para
3Ag tem-se que f(z) = p1(x)*(mod 3Z[z]), onde p1(x) = 1+x+2?+ 23+ +2°+2°.
Assim, obtemos que g =1, e; =2 e f1(x) = d(p1(x)) = 6. Consequentemente, pelo
Lema de Kummer, seque que p1 = (3,p1(Co1)) = 3Ak + p1((o1)Ak € o unico ideal
primo acima de 3Z e 3Ax = pi. Observe que 3Ax se ramifica em K, pois ey > 1, mas
nao é totalmente ramificado. Para TAg tem-se que f(x) = q1(2)%qa(x)%(mod TZ[z]),
onde q1(x) = 3+ e ga(x) = 5+ x. Assim, obtemos que g = 2, e; = ey = 6,
fi(z) = O(qi(z)) = 6 e folz) = O(q2(x)) = 6. Assim, pelo Lema de Kummer,
seque que 41 = (7,¢1(C21)) = TAx + ¢1(C1)Ak e g2 = (7,¢2(C21)) = TAk + ¢2((o1) Ak

Logo TAg = ¢5.45, e deste modo TAg se ramifica em K.

Sejam K um corpo de ntmeros com grupo de Galois ciclico, I uma extensao
galoisiana de K, com grupo de Galois G = Gal(L/K), e Ax e A, os anéis de inteiros

algébricos de K e L, respectivamente.

Definicao 3.2.3 Sejam q,q’ dois ideais de Ay,. Dizemos que q,q" sio K-conjugados
se existir o € G tal que o(q) = q'. Quando, K = Q, diremos apenas que sao con-

jugados.

Lema 3.2.4 ([1], p.89) Se A é um anel € b,py,...,p, sdo ideais primos de A tal
que b nao esta contido em p;, para todoi =1,...,r, entao existe um elemento b € b

tal que b nao pertence a p;, para todot=1,...,7r.

Demonstragao: Sem perda de generalidade podemos considerar o caso em que
p; nao estd contido em p;, para i = 1,2,...,7, ¢ # j. Sejam z;; € p; — p;, com
Z#], 1< Z,] <r,ea; € b—pl Se bl = ain,-j, entéobl- & b, bz € A—pz ebz- €p;,

i#]
para i # j. Tomando b = b; + ...+ b,, tem-se que b € b e b = b;(modp;). Assim,

beb— U p; ¢ o elemento desejado. O
i=1



65

Proposicao 3.2.3 ([1/, p.89) Se p é um ideal primo de Ayg, entio os ideais
primos q;, para i = 1,2,...,9, que estao acima de p, sao dois a dois conjuga-

dos, tém o mesmo grau residual f e o mesmo indice de ramificacao e. Portanto,
g e

pAp = (H qi> ,eassimn=efg.
i=1

Demonstragao: Suponhamos que existam dois ideais primos q e g’ acima de p
tal que o(q) # ¢, para todo ¢ € G. Como q e g’ sdo maximais, suponhamos que
g nao esteja contido em o(q’), para todo o € G. Considere, agora, um elemento

a€q-— U o(q") como obtido no Lema 3.2.4. Como «a € Ag, segue que o(a) € Ag.
oG
Assim, H o(a) = Npjk(a) é um elemento de g, e consequentemente é um elemento

oceG
de Ag N g. Por outro lado, tem-se que o(a)) nao pertence a ¢, pois, caso contréario

terfamos o~ !(o(a)) = @ € o7(q'), contradizendo a hipéStese feita sobre a. Desse

modo, Ny k(o) = H o(«) nao pertence a q', pois ' é um ideal primo. Assim, p
oceG

nao estd contido em ¢’, o que é absurdo. O

Proposicao 3.2.4 ([15], p.57) Se p € um nimero primo e Ax € o anel de inteiros

algébricos de K = Q((,), entao o ideal pAx € da forma pAx = (1 — (,)P 1 Ag.

Demonstracao: Sel < k,j <p—1, entao existe um inteirot, com 1 <t <p—1,

tal que j = kt(modp). Assim,
L= =1- () =1 =+ +...+ (),

e portanto, (1—¢¥)|(1—¢/). Analogamente, tem-se que (1—¢J)[(1—CF). Assim, 1—(J
p—1

el— C]’; sao associados em Ag. Pelo Lema 2.5.1, tem-se que p = H(l — Cg), e deste
j=1

modo, segue que existe um elemento inversivel 3 em Ak tal que p = (1 — ()P~ 3.

Assim, pAg = (1 — ()P 'Ag e (1 — (,)Ax é um ideal primo de Ag. Finalmente,

segue pelo Teorema 3.2.2 que o grau residual de (1 — (,)Ak sobre Z ¢é 1. a

Proposicao 3.2.5 ([15], p.58) Sejam p um nimero primo e r um inteiro maior
que 1. Se K = Q((,r) e Ak € o anel de inteiros algébricos de K, entdo o ideal pAx
¢ da forma pAx = (1 — ()PP Ay
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Demonstracao: Demonstracao analoga a da Proposigao 3.2.4. a

Sejam p C Ag um ideal primo, ¢ C Ap um ideal primo tal que NV Ag = p e os

conjuntos

D=D(q)={c€G;0o(q) =q}

E=FE(q) ={0€G;o(x)=x(modq),para todox € Ag}.

Os conjuntos D e F sao subgrupos de G. Além disso, tem-se que £ C D uma vez que
se 0 € F entdo, o(x) — x € q, para todo = € Ag. Em particular, o(x) = z (mod q),
para todo x € q. Assim, o(z) € q, paratodo = € g, e portanto o(q) C ¢. Finalmente,
como ¢ é um ideal maximal, segue que o(q) é um ideal maximal. Assim, o(q) = ¢,

e portanto, £ C D.

Definicao 3.2.4 Os subgrupos D e E de G sio chamados grupo de decom-

posicao e grupo de inércia de q com relacao a p, respectivamente.

3.3 Reticulados

O objetivo, desta secao, é apresentar os conceitos de reticulados e de empacota-
mentos esféricos. Além disso, nesta secao, apresentamos a densidade de centro dos
reticulados, com o objetivo de encontrar o melhor empacotamento esférico. Por fim,

apresentamos uma tabela de reticulados e suas respectivas densidades de centro.

Definicao 3.3.1 Sejam V um espago vetorial de dimensao finita n sobre um corpo
K, A C K um anel e {vy,...,vn} vetores de V linearmente independentes sobre
K com m < n. Chama-se reticulado com base § = {vq,...,v,} ao conjunto dos

elementos de V' da forma
{x:Zaivi, com a; € A, parai = 1,2,...,m},
i=1

que denotamos por Hp.
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Seja Hz um reticulado com base {vy,...,v,}. Se {wy,...,w,} é um conjunto de
n

elementos de Hj, entao existem a;; em 7Z tal que w; = E a;jvj, para
j=1

i,7 =1,2,...,n. Uma condigdo necessaria e suficiente para que {ws,...,w,} seja

uma base de Hz é que det(a;;) seja um elemento inversivel de Z.

Definicao 3.3.2 Seja Hg C R"™ um reticulado, com Z-base f = {v1,...,v,}. Defin-

imos a regiao fundamental de Hg, com relagdo a base {vy,...,v,}, por

sz{xER" : x:ZAivi, ondeOS/\i<1pamizl,2,...,n}.

i=1
Sejam Hz C R™ um reticulado, onde 8 = {vy,...,v,} é uma base de Hg, e Pg
a regiao fundamental de Hg. Se v; = (vi1,...,v), para i = 1,...,n, definimos o

volume da regiao fundamental P3, como o médulo do determinante da seguinte

matriz
V11 U122 ... Uip
V21 V22 ... Vg
B= ",
Unt Up2 ... Upn
ou seja, Vol(Hg) =| det(B) |. Além disso, definimos o volume do reticulado

Hg C R™, com base = {v1,...,v,}, como Vol(Hz) = Vol(Ps).

Um empacotamento esférico é uma distribuicao de esferas de mesmo raio
no R™ de forma que a intersecao de quaisquer duas esferas tenha no méaximo um
ponto. Deste modo, um empacotamento esférico pode ser descrito indicando apenas
o conjunto dos centros das esferas e o raio. A densidade de empacotamento
de um reticulado é definido como sendo a proporc¢ao do espago do R™ coberta pela
uniao das esferas.

Nosso interesse esta nos empacotamento associado a um reticulado Hg em que
as esferas tenham raio maximo. Deste modo, para a determinagao deste raio, observe
que fixado k£ > 0, a interse¢ao do conjunto compacto {z € R";|z| < k} com o retic-
ulado Hg é um conjunto finito. Assim, o nimero Hg, , = min{|A\[;\ € Hg, A # 0}

estd bem definido e (Hg,,. )* ¢ chamado de norma minima do reticulado. Como
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p = Hga,./2 é o maior raio para o qual é possivel distribuir esferas centradas nos
pontos de Hz e obter um empacotamento, segue que, estudar os empacotamentos
esféricos equivale ao estudo dos reticulados.

Seja B(p) a esfera com centro na origem e raio p. A densidade de empacota-

mento de Hg ¢ igual a

volume da esfera ~ Vol(B(p))  Vol(B(1))p"
volume da regido fundamental — Vol(Hz) ~ Vol(Hp)

A(Hg) =

Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro, chamado de den-

sidade de centro, que é dado por

Y2

p
5) = Sl

e um dos principais problemas é encontrar reticulados com maior densidade de
centro.

A tabela abaixo, apresenta exemplos de reticulados encontrados na literatura
em ([14]) com densidade de centro 6tima (dimensao de 1 a 8), e reticulados com

densidades de centro recordes, mas nao se sabe se essas densidades sao 6timas.
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dimensao

© 00 N O Ot ke W NN = O

NN NN NN NN e e e
(=) O R I VI es BN e B S > NG B S GV (S )

densidade
0
1/2
1/(2v3)
1/4/2
1/8
1/8v2
1/8v/3
1/16
1/16
1/16v2
1/16v/3
1/18v/3
1/27
1/18V/3
1/16v/3
1/16v/2
1/16
1/16
1/8v/3
1/8v2
1/8
1/4/2
1/2/3
1/2
1
1/V2
1/V/3

reticulado

Ao

MN=2A=Z

Ay = A

ANy =Dy
A5 = Dy
Ne = Ej
A =2 FE;
Ag = FEg

dimensao
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
54
56
64
80
128

densidade
1/v/3
2/3
1/v/3
3135 /922
315 /2235
316 /924
3165 /925
3165 /925
2v2
918 /310
4/V2
8
316 /920, /T4
317 /9225
317 /9215
318 /222
319 /9225
320/2%
321 /9235
3215 /923
323 /924
324 /924
215.88
1.5%
316

240.14

297.40

reticulado
Bar
Bag
Bag

Q30
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3.4 Reticulados Algébricos

Nesta secao, descrevemos o método de Minkowki para a geracao de reticulados
via ideias de corpos de nimeros. Deste modo, apresentamos algumas propriedades
de monomorfismos de um corpo de nimeros, onde introduzimos o homomorfismo de
Minkowski. Por fim, apresentamos um resultado que permite calcular a densidade
de centro dos reticulados algébricos.

Se K é um corpo de niimeros de grau n, entao existem Q-monomorfismos distintos
0, : K—C, paraj=1,2,...,n. Seo;(K) CR diz-se que o; é real, caso contrario,
o; ¢ dito imagindario, para j = 1,2,...,n. Se r; é a quantidade de indices 7,
tal que 0;(K) C R, entdo n — r; é um ntimero par. Assim, podemos escrever
r1+2ry = n, onde 2ry indica a quantidade de monomorfismos imaginéarios. Dizemos
que K é um corpo totalmente complexo quando todos os Q-monomorfismos de
K em C forem complexos e K é dito um corpo totalmente real quando todos os

Q-monomorfismos sao reais.

Definicao 3.4.1 Seja x um elemento de K. O homomorfismo ok : K — R" definido
por

O'K(‘x) = (0'1(1'), R (:L‘), 9!{O.f‘ﬁrl(x)?SO’THrl(:U)? s 79%UT1+T‘2 (.Z'), S(77‘1+7”2 (Q?)),

¢ um homomorfismo injetivo de anéis, chamado homomorfismo canénico (ou
Minkowski), onde as notagoes R(x) e F(x) representam as partes real e imagindria

do niumero complexo x, respectivamente.

Na proxima proposigao, veremos que através do homomorfismo candnico, pode-
mos gerar reticulados no R", via ideais inteiros. Uma das vantagens deste método é

a obtencao de uma expressao para o volume de tais reticulados.

Proposicao 3.4.1 ([1], p.56) Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se M C K
¢ um Z-modulo livre de posto n e se (z;)1<j<n € uma Z-base de M, entiao ox(M) €

um reticulado no R™, cujo volume é

Vol(ox(M)) = 27"*|deti<jp<n (0 (k)|
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Demonstracao: Para cada j fixo, as coordenadas de ok (z;), com respeito a base

canonica do R™, sao dadas por

(@1(25); -+ o1 (25), RO, 1(25), §Ory41(25), -+ ROvy iy (), §Or 4y (25)) - (3:1)

Seja D a matriz que tem a j-ésima coluna dada pela Equagao (3.1), ou seja,

o1(z1) o1(x;) o1(zn)

oa(1) oa(z;) oo (n)

Ory (xl) Ory (ZB]) Ory (xn)
D= R(or11(21)) R(or+1(75)) R(0r+1(20))
§(0r11(21)) §(or11(25)) §(0r11(zn))
m(JT1+T2 (:El)) %(O—Tﬁrm (l'])) %(O—Tﬁrm (l’n))
F(Or 4y (71)) (O 1ry(25)) (O 11y (Tn))

Agora, fazendo uso das férmulas R(z) = 3(z + z), §F(2) = 5:(z — 2), para z em C,

1

e de algumas operagoes elementares, como a adigdo da (r; + 2[)-ésima linha com a

anterior e em seguida pela subtracao da (r; + 2] — 1)-ésima coluna com a posterior,

onde [ =1,...,ry, obtemos que
o1(21) o1(z;) o1(zy)
oa(71) oa(x;) o9(n)
Ory (1‘1) Ory ($]) Ory (3:71)
det(D) = %(arlJrl(:El)) %(UT1+1($J‘)) 9%(0r1+1(l‘n)> -
S(or41(21)) S(or1(x5)) §(or+1(Tn))
9{(0-7"1+7“2 (xl)) 92i(0-7“1+7’2 ('xj)) 9{<0'7“1Jr1“2 (.Q?n))
(04 (71)) S(0ry 1y (1;3)) (O (7))

(=) (=

2

r2
> det(D;), onde Dy é a matriz,




Ul(fbl)

0'2(.171)
Ory (1‘1)
or1(21) + o1 (1)

Or+1(21) = Oy y1 (1)

Ori+rg <$1> + Ori+re (l‘1>

Ori+ry (xl) — Oritro (‘Il)

i aaip)~ ()"
o1(z1)
o2(x1)
o (1)

Oryy1(71) + 01 (1)

Ory41(21) = 011 (1)

Ory+ry (561) + Ory+ry (x1>

Ori+ry (xl) — Ori+ry ([)31)

1

21

o1(z;) o1(zn)
oa(7;) oa(n)
Ory ('rj) Oy (T0)

0-7"1+1(xj) + Or 41 (IJ)

Ori+1 (xj) — Ori+1 (.’L'])

Ory+rg ("L‘]) + Orygry (xj)

Ori+rg (ZBJ) — Ori4ro (.17])

T2
) 2"2det(D,), onde Dy é matriz,

o1(z;) o1(zn)
oa(z5) oa(n)
Orq (:Cj) Oy (7)

Ory+1 (‘IJ) + 041 (17])

Ori+1 (mj) — Opri+1 (ij)

Orq+ry (l’]) + Oy try (x])

Oy 4rg (JZJ) — Ori+ry (ZL‘])

Assim, obtemos que det(D) é,

Or41(Tn) + 0y 11(T0)

Or1(Tn) = O 1 (20)

Ori+ry (xn) + Orytry ("En)

Oyt (Tn) = Opy 4y (xn)

0ri4+1(Tn) + Ory1(Tn)

Or41(Tn) = Oy 1 ()

Orq4ry (l’n) + Ory+ry (xn>

Oyt (Tn) = Opy gy ()
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o1(z1) o1(x;) o1(z)
oa(21) o2 () o2(2)
T ro Ory ('rl) Ory (xj) Ory (In)
07 (3) (5) 2] onnl@) - onale) o ol |-
UT1+1($1) UT1+1(xj) UT1+1($H)
Orytry (T1) Ori+ry (‘%) Orytrs (Tn)
Ori+re (33’1) Ori+ry (.17]) Ori+ry (.Tn)
o1(1) o1(x;) o1(zy)
o2 (1) o2 (x;) o2(wn)
1 2 0'r1<l’1) O'”(C(]j) O-m(xn) N —
= (= = (20) "det(0j(xy)).
(22) ori4+1(71) Or4+1(25) Opi+1(Tn)
UT1+2($1) UT1+2(xj) UT1+2(:E”)
Oryt2r, (1) Oryv2r, (T5) Oryt2rs (Tn)

Logo, det(D) = (2i)""2det(o;(zx)), para j,k = 1,...,n. Como (z;)1<j<, ¢ uma
base de K sobre Q, segue pela Proposicao 1.5.5, que det(o;(xy)) # 0 e portanto,
det(D) # 0. Assim, os vetores ok (z;) do R” s@o linearmente independentes e geram
ox(M).

Como {z1,...,x,} é uma Z-base de M, segue que se m € M, entao

n n
m = Zajxj,onde aj € Z, para j = 1,...,n. Assim, og(m) = ZajaK(xj), onde

j=1 j=1
a; € Z, para j = 1,...,n, consequentemente,
n
ox(M) = {Z ajor(x;); a; € Z}
j=1

¢ um reticulado no R", cujo volume é dado por
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Vol(og(M)) = 27"|det1<j r<n(0;(zk))|.

O

Proposicao 3.4.2 ([1], p.57) Se K é um corpo de nimeros de grau n, Dy o dis-
criminante de K, Ag o anel de inteiros algébricos de K, a um ideal nao nulo
de Ag e o a metade do nimero de monomorfismo imagindrios, entio ox(Ax) e
ox(a) sio reticulados, cujos volumes sio dados por, Vol(ox(Ag)) = 27| Dx|z,

Vol(og(a)) = Vol(ox(Ax))N(a), respectivamente.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.5.1, tem-se que a e Agx sao Z-moddulos livres
de posto n. Assim, pela Proposicao 3.4.1, segue que a e Ak sao reticulados do
R", onde Vol(ox(Ax)) = 272|Dg|2, pois pela Proposicio 1.5.5 tem-se que
Dx = det(o;(x1))?, para {x1,...,7,} uma Z-base de Ag. Para a segunda férmula,
temos que og(a) é um subgrupo de ox(Agk) de indice N(a), uma vez que Ag/a é
isomorfo a ox(Ak)/ox(a). Além disso, como a regiao fundamental de ok(a) é a
uniao disjunta de N(a) cépias de uma regiao fundamental de ox(Ak), segue que

Vol(ox(A/K)) = 27"2| Dg|2. Portanto Vol(ok(a)) = Vol(ok (Ax))N(a). O

Exemplo 3.4.1 Se K = Q((7), Ak € o seu anel de inteiros algébricos, a um ideal
nao nulo de Ag, dado por a = (1 — (;)Ax, entao Dx = —7°, N(a) =7 e ry = 3.
Assim, pela Proposi¢cao 3.4.2, obtemos que

725/? e Vol(aK(a)):73\/§.

VOZ(O'K<AK)) = 8

Observagao 3.4.1 Seja K um corpo de numeros de graun e Ax o anel de inteiros
algébricos de K. O reticulado ox(a), onde a C Ag é um ideal, serd chamado neste
trabalho de reticulado algébrico. Em consequéncia das Proposicoes 3.4.1 e 3.4.2,

tem-se que a densidade de centro do reticulado ox(a) é dada por

_ 22(plox(a)"
Dl N (o)

d(ox((a)) (3.2)

Proposicao 3.4.3 ([14], p.225) Se K é um corpo de nimeros de graun e x € K,

entao
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|ox(2)? = cxTri g (aT),
onde
1, se K for totalmente real
%, se K for totalmente imagindrio.
Demonstragao: Como og(x) € R™, segue que
low(2)]* = (01(2))* + ... + (01, (2))* + R(07,41(2))* + F(or41(2))* + ... +

+ iR<O-7"1+7“2 (ZL’))2 + S(0-7“1-&-7"2 (l‘))2

Observe que R(ox(2))?+F(0x(2))? = or(x)or(z) = 01(2T), parar;+1 < k < ri+7y.

Com isso, obtemos que

0w (@) = (01(2)2 + - .-+ (On () + (Or1(5T)) + - . + (G103 (5T)).
Agora, se r; = 0, entao
|JK(I)|2 = (Ul(xf)) +...+ <0T2 (J]f)) = (0-7’2+1(xf>) +.o.+ (0T2+T2 (:L’f)),

pois sendo @ a conjugacao complexa, vemos que 0,,4;(2T) = (¢ 0 0,)(2T) = 0;(27),

para j = 1,...,re. Portanto
2ok (2)|? = 01(2T) + ... + 0y (XT) + Opyi 1 (TT) + . ..+ Opygry (2T) =

Z 0:(27),

e como os 0;(xT) sdo os conjugados de xT, para i = 1,2,...,n, concluimos que
o 1 -
lox(z)]* = §T7“K/Q(:m).

Agora, se ry = 0, entao
log(2)|> = o1(2T) + ... + 0, (2T),
pois o;(x) = (G oo;)(x) = 04(T), parai =1,2,... 7. Portanto,

(@) = oilam) = Trejole),

0 que prova a proposicao. O
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Observacao 3.4.2 Com base na Proposicio 3.4.3, considerando K wum corpo de
numeros de graun e a um ideal nao nulo de A, podemos escrever o raio de empa-

cotamento do reticulado algébrico ox(a) como,

1

p(o(a)) = 5 min{low(r)| 7 € a7 £ 0} = %min{ cxTrijoa®) , x € 0,240}

Assim, pela Observagao 3.4.1, a densidade de centro do reticulado ox(a) € dada por:

(3)2

S(ow(a) = —A—, (3.4
| Dx|2 N (a)

onde, t = min{Trg(2T),x € a,z # 0}.

3.5 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos uma tabela de reticulados com as suas melhores
densidade de centro em determinadas dimensoes. Tem-se que até dimensao 8 é
provado qual é a melhor densidade de centro para estes reticulados, mas para reti-
culados com dimensoes acima de 8 temos qual é a maior densidade de centro, mas nao
se sabe se é a melhor. Assim, um dos grandes interesses sobre o estudo de reticulados
algébricos, é de encontrar reticulados de dimensao 1 a 8 que possuam densidade de
centro 6tima, e de achar reticulados de dimensao acima de 8 que possuam densidade
de centro melhor que as encontradas na literatura. Um dos métodos, que tem sido
muito estudados, é o método descrito por Minkowski, que mostra que através dos
ideais dos anéis de inteiros algébricos, podemos gerar reticulados via o homomorfismo
de Minkowski. Assim, neste capitulo, vimos alguns resultados sobre fatoracao de
ideais, como, por exemplo, o Lema de Kummer, que permite decompor ideais. Uma
das grandes dificuldades de determinar a densidade de centro destes reticulados
gerado por ideais, é de calcular a funcao traco, assim, no préximo capitulo, daremos

alguns resultados, que facilite o célculo desta fungao.



Capitulo 4

Formas Quadraticas sobre Corpos

Ciclotomicos

4.1 Introducao

No proximo capitulo apresentamos a construgao de reticulados via corpos ci-
clotomicos. Primeiramente apresentamos resultados sobre formas quadraticas via
corpos ciclotomicos, que serao ttil na determinacao da densidade de centro de
um reticulado algébrico. Assim, na Secao 4.2, apresentamos resultados sobre for-
mas quadraticas via os corpos ciclotomicos Q((,), com p primo. Na Secdo 4.3,
apresentamos as formas quadraticas sobre os corpos ciclotomicos Q((,r), com p
primo e r um inteiro maior ou igual a 1. Por fim, na Secao 4.4, apresentamos al-
guns fatos envolvendo o célculo da fungao trago via os corpos ciclotomicos Q((py),
com p e q primos distintos. Além disso, apresentamos as formas quadraticas via os

subcorpos de Q((pq)-

4.2 Forma Quadratica Associada a Q((,)

Nesta se¢ao, apresentamos alguns resultados sobre formas quadraticas via os

corpos ciclotomicos Q((,), onde p é um numero primo, e também alguns fatos que

7
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permitem minimizar a forma quadratica via esses corpos com p > 2.

Teorema 4.2.1 ([15], p.86) Se K = Q((,), Ax = Z[(,] o anel de inteiros algébricos

p—2
deKea= Z a;(}, € Z[Gy), entio
i=0
Tripaa) Za + Z — a;)°
0<i<j<p—2
p—2
Demonstragao: Como ¢, = (; L segue que @ = Z a;C, ' eassim,
i=0

p—2
aa:(ZaZ{;) (Za ) (@@ +-+a2_y)+ (a0ar +araz+- -+ ap3a,-2)(Gp
=0

+G )+ (a0ay-3 + 10, 2) (G0 + G )+ agap o (G2 G ).

Por outro lado, fazendo a; = CI’) + C;’ e A; = apa; + a1a;41 + -+ + ap_2_;a,p_2, Para
t = 0,1,...,p — 3, obtemos que aax = Ay + A1 + -+ + A,_2a,_2. Pelo Lema
2.5.1, tem-se que Trg/q(¢)) = —1, para j = 1,...,p — 1, e assim Ty q(a;) = —2.

Portanto,

Trijg(aa) = (p— 1)Ag — 2(A; + Ay + -+ + App) =
=(p—1)A¢ — 2(apas + - - - + ap_sa,—o + apas + - - - + @p_gap_o + - - -+

+ Qpap—3 + a1ap—2 + (loCLp_Q).

Assim,

Triq(ow) pZa — [Za +2 Z azaj]7

0<i<j<p—2

e, portanto,

Trg q(o@) Za - [Zai] : (4.1)

=0

Fazendo algumas operacoes no segundo membro da Equacgao (4.1), obtemos que

Triq(a) Za + Z (4.2)

0<i<j<p—2

0 que prova o teorema. O
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Note que, a Equagao (4.2) é a defini¢ao da forma quadratica @,—1(x) calculada
em r = (ap, a1, - ,a,—2). Quando nao ocorrer problemas, usaremos () em vez de

Qp—1~

Teorema 4.2.2 ([13], p.72) Seja K = Q(0) um subcorpo de Q((,) com p primo, tal

que [Q(¢) : K] =7, [K: Q] =5, Trge,)x =0, e G = Gal(Q(()/Q) =< 04 >, com
g €Z. Sey € Ak, entao

TTK/Q yy Za +7r Z Qrs( )

1<i<j<s

comy = a104(0) + ...+ as0,(0).
Demonstracao: Como 0 = Trq,)/k, segue que 0 = Z ags((’p) = Z Cgis. Deste
i=1 =

modo, tem-se que o}, () = Z ngm, parai=1,2,...,s. Assim,
j=1

' + Cgrs+1) (Cg
+<grs+s)

s+1 s+2

(Cg 4 Cgrsw) (Cgs-s-s L Cgrs-s-s) o

+ as(Cgs+S

Pelo argumento usado no Lema 2.6.1, e pela defini¢ao de forma quadratica, podemos
associar a y a (p — 1)-upla y = (a,...,a1,0z,...,0as,...,as,...,a,), onde cada aj,

parai = 1,2,...,s, aparece r vezes. Assim, Trq(c,)/0(yY) = @p-1,1(y), e deste modo

S

TrogyeWy) =rY a+ 1 > (4 —a;)’

i=1 1<i<j<s

Agora, como Trqc,)0(yy) = [Q(¢) : K|Trkq(yy), segue que

_ 1 _
Tryo(yy) = ;TT@@p)/@(yy)-

Portanto,

TTK/Q yy ZCL +7r Z QTS( )

1<i<j<s

0 que prova o teorema. O

Proposicao 4.2.1 (/8/, p.41) Se p é o ideal de Ax = Z[(,] gerado por 1 — (,,
a € Z[G) e f(z) € Z[z] tal que o = f((p), entao
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a€p < f(1) = 0(modp).

Proposicao 4.2.2 ([3], p.72) Se p > 2 entdo Q(x) > 2p, onde x € p = (1 — (,)Ax
e x # 0. Além disso, Q(z) = 2p para x =1 — (,.

Demonstracao: Sejaz =ao+a1(+---+ ap,gcg_Q um elemento de p e supomos
que (ag, -+ ,ap—2) € Iy = {(b1,- -+ ,bn) € Z", |b;] < 1}, parai=1,2,...,n. Sejam r
e s o numero de a}s iguais a 1 e -1, respectivamente. Assim, o nimero de a,s nulos

sera p—r — s — 1. Como a forma quadratica Q(z) é totalmente simétrica, segue que

Q(a07"' 7ap—2):Q(17"' 717_17"' 7_1707"' 70):
=r+s+4drs+rjp—1—-r—s)+s(p—1—r—3s)=

2—7’S+Sp—8—87"—82:

=r+s+4drs+rp—r—r
=2rs+rp+sp—ri—st=

=—(r—s)"+p(r+s).

Agora, quando x € p, pela Proposigao 4.2.1, tem-se que f(1) = 0(modp), ou seja,
se f(z) =ag+ a1z + -+ + a,_22P" % entao

p—2

f(l)Zao+---+ap,2:Zai:r—SEO(modp),
i=0

e consequentemente r = s, tendo em vista o intervalo de variacao de r e s. Portanto
Q(z) = 2pr, e para r = 1 temos que Q(x) = 2p é o valor minimo. Se (by,-- ,b,—2)
é uma (p — 1)-upla de I, — I, entao pelo Teorema 1.6.1, tomando a; =2 er =1

teremos que y = % =1, e assim
Qbo, - bp2) >Q(2,1,--- 1) =44+p—2+p—2=4+2p—4=2p.
Pelo Teorema 1.6.2, se (by, -+ ,by_2) € 14 — I4_1, com d > 1, entdo
Q(bo, -+ ,bp—2) > 2p,

o que demonstra a primeira parte da demonstracao. Para a segunda parte, se

x=1-¢, €p, entao



81

Q(r) =Qp1(1,—-1,0,--- ,0) =12+ (=1)* +4+ (p—3)1 + (p—3)1

=6+p—3+p—3=2p—-06+6=2p,

e isto conclui a demonstracao. O

4.3 Forma Quadratica Associada a Q((,r)

Nesta se¢ao, veremos que a forma quadratica em corpos Q((,) é uma soma
de p"~! formas quadraticas. Além disso, apresentamos um resulado que permite
calcular o traco sobre estes corpos e também resultados que serao muito 1teis na
minimizacao da forma quadratica quando r > 1, tomando valores em reticulados

algébricos obtidos via esses corpos.

Sejam K = Q(§r) e Ak = Z[(,r] o anel de inteiros algébricos de K. Se
m—1

x = Z aiC;r € Z[(y], com m = ¢(p"), entao existe uma tnica representacao de x
i=0

da forma
t
T = Z TG
§=0
ondet=p ' —1e
m—1
T = Z a;iCyr, para j =0, -+ ,t.

i=0,i=j(modp"—1)

Lema 4.3.1 (/8], p.43) Se p é um nimero primo e r é um nimero inteiro positivo,

entao
0, se mde(k, p") < p",
k T— s T—
TragelGy) = Y, se mde(k, pr) = pr,

P p—1), se mde(k,p") > p L

Demonstracao: Como o polinomio minimal de (,» sobre Q ¢é dado por
gD =2 4 2P 4 1) onde r > 1, segue que Troe,)/0(Cr) = 0.

Agora, note que, se mdc(k, p") = 1, entdo Cl’fr ¢ um conjugado de (-, ou seja, Cl’fr é
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raiz do mesmo polinémio minimal e assim possui o mesmo trago de (,-, e portanto
Troe,)a(Cl) = 0. Assim, supondo que mde(k, p") > 1, teremos que considerar

trés casos :

°caso: Se mdc(k, p") = p* < p"! entdao s < r — 2, e como pf|k segue que
s 2mip®
existe ky € Z tal que k = p°k;. Agora como, ¢ = e = Cpr—s, Segue que

C]]jr = Cg:kl = (}’fj_s, onde mdc(p™*, ki) = 1, e assim

Trow,/(Ch) = Troge(C-s) = Trow/a(Gr—s)-
Como Q((pr—s) C Q((pr) segue que

Troe,n/e(Gr-+) = [Q(¢r) : @(CPT‘S)]TTQ(va-fs)/Q(Cp“s)'

Finalmente, como Trg,_,) /a(Gr—s) = 0, concluimos que Trg,.)/0(Cpr—s) = 0, e

portanto Trc,.y/q(Cr) = 0.

2°caso: Se mdce(k,p”) = p"!, entao p" |k, ou seja, existe k; € Z tal que
k = p"~'ki. Observe que mdc(ky,p) = 1. Agora, como Cfr = Cg&pFl = C}’fj,(r,l) = C;fl,

segue que
Tragne(ér) = Trecn/a(G):
Desde que Q(¢,) C Q((pr), segue que

Trogn/a(épt) = [QGr) : QG Traw)/e(és!)-

Como mdc(ky,p) = 1, segue pelo Lema 2.5.1, que Tr@(cp)/Q(C[’fl) = —1 e como
[Q(&r) = Q(Gp)] = p' !, conluimos que Trgqe,y/0(¢h) = —p" "

32caso: Se mdc(k, p") > p"!

, entao mde(k,p”) = p". Assim, p"|k, ou seja, existe
ki € Z, tal que k = kip”. Com isso obtemos que ¢ = Cf)’:kl = () =1 = 1.

Agora como [Q((yr) : Q] = (p— 1)p" !, segue que

Troe, /() = Troe,e(l) = (p— Dp ™
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Teorema 4.3.1 ([3/, p.67) Se p é um nimero primo, r um nimero inteiro positivo,
n=~o@p") ex=ay+ay+ -+ a,_1("" um inteiro algébrico de K = Q(¢yr),

entao 1
p ~
ox(@)? = L= Qu(e),

onde z = (ag, a1, ,an_1), Qr(x) = Qp-1(z0) + -+ Qp-1(zy), comt =p~' —1e

T = (ak, Qpr—14f, " * ,Cl(p_Q)pr—1+k).

1
Demonstragao: Pela Proposicio 3.4.3, tem-se que |ox(z)|> = §T7“K/Q(xf).

Pelo Lema 4.3.1, tem-se que os elementos C]}, com mde(k, p") < p"~!, tem trago

nulo. Deste modo, podemos considerar os elementos C;fr tal que mde(k,p") >

r—1 1

P Note que, se mde(k,p”) > p"~' entdo mdc(k,p”) = p". Assim, k& = 0 ou

k>p > (p—1)p~' oquenio ocorre pois 1 <k <n-—-1= (p—1)p~! -1

Logo, podemos considerar apenas os k tal que mdc(k, p") = p"~!, e neste caso
m—1

k=p—t 2=t ... (p—2)p~'. Tomando 2T = Ay + Z A;a;, com o = C]‘;T + CI;«Z

=1
m—(j+1)

e A = E a;a;4;, para j =0,--- ,m — 1, tem-se
i=0

n—1
1 1
o (x)|?> = §T7"K/@(xf) =3 <TTK/Q(A0) -+ ZTTK/Q(AiOéi)> =

i=1

n—1
1
— 5 ((p — 1)p7"_1 Z a? + AlTT’K/Q(Oél) + -+ An—lTTK/Q(an—1)> =

i=0
n— -2
(=1, [ (N
= 5 P 1 Za? —p 1 ZA]prfl =
i=0 Jj=1

pr_l n—1 p—2
(e () o)
1=0 7j=1

n—1
Escrevendo (p — 1) ( a?) —(p—Dby+---+(p—1)b, ondet =p~ ' —1e
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(
bo=ag+as .+ - +ai 5 .

— 42 2
bl - a’l _I_ a/prfl_;'_l _I_ + a(p Q)pT 141

bt—at+a,1+t+ -+ a?

(p=2)pr =1+t
p'r—l
tem-se que |og(z)]* = 5 (p—Dbyg+---+(p—1)b —QZA r—1 |.  Assim,
p—2
Ajpr—1 = Za,aj, onde a tltima soma é tomada sobre todos os a)s, para
j=1
i = 0,---,n— 1, satisfazendo i < j e i = j(modp™'), uma vez que, tomando

a;a; tal que i < j e i = j(modp"!), tem-se que p"~!|(i — j) o que implica que existe
we{l,---,p—2}talquei—j = up" !, ouseja, j = i+up” . Logo a;a; = a;ja; ypr-1.
Agora, observe que no primeiro somatoério, um produto a;a; aparece uma unica vez,

o que prova a igualdade. Podemos, agora, reescrever

r—1

ow(@) = o ((p = 1)bo = 2do + -+ + (p — )b — 24,),

onde dy, = Y a;a;, parai < j, j = k(modp™™'),e k=0,--- ,t. Assim

( — 1)bk — Qdk Qp 1(ak, Aftpr—1, . ,ak+(p_2)pr_1),

para k=0,--- ,t, o que completa a demonstracao. O

Exemplo 4.3.1 Sejam p = 11,7 =1 e x = 1 — (31 um elemento de Z[(11]. Se
x=(1,-1,0,0,0,0,0,0,0,0), entdo

ok (2)]? = 1Q10(z) = 1Qu0(1,-1,0,0,0,0,0,0,0,0) = (10 + 10+ 2) = 11,
| = V1L

ou seja, o ()

Exemplo 4.3.2 Sejam p = 2,7 = 3 e x = 1 — (g5 um elemento de Z[(s]. Se
x=(1,-1,0,0), entao

lox(@)]* = 3Qs(2) = 2(Q1(1) + Qi (=1) + Q1(0) + Q1(0)) = 2(1+1+0+0) = 4,
ou seja, o(z)| = V4 =2.
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Proposicao 4.3.1 (/8/, p.41) Se p é o ideal de Ax = Z[(y] gerado por 1 — (pr,
a € Z[Gy], f(x) € Z[z] tal que a = f((yr), entao

0 € Pt F(1)= F(1) = = FO(1) = O(modp).
onde 9 (x) denota a i-ésima derivada de f(z), parai=0,1,2,...,m, em = ¢(p").

Proposicao 4.3.2 ([3], p.82) Se r > 1, entdo Q.(z) > 2(p — 1), para qualquer
rep=(1—-Cr)Ax ex #0. Além disso, Qr(z)=2(p—1) para z =1 — Cpr-

Demonstragao: Se z = ag+ a1y + -+ + a1 € Z[Gyr], onde m = ®(p"),
entao podemos escreve-lo de uma tnica maneira como x = xg + x1(pr + -+ + xt§£r7

ondet=p~!t—1e

( r—1 r—1
p—2)p" ",
To = ag + ap“lggr +oe a(p—2)p“1§1(f ) ’

_ P 1 (p—2)p" "' +1,
r1 = aq + apr—1+1gpr + o+ a(p72)p’4_1+1<p’" 3

r—1 r—1
_ P+t (p—2)p" '+t
L Ty = Q¢ + (Ipr—l_’_tcpr + R + a(p_g)prfl_i_tgpr .

Assim, pelo Teorema 4.3.1, tem-se que

r—1 r—1

5 Qrl) = 5 (Qea) + -+ Q)

2 P
) 5

o (2

Se x € p e se existir um tnico z; ndo nulo na decomposigao acima, entdo Q(z;) > 2p,
e portanto Q,(z) > 2p > 2(p—1). Visto que p— 1 é o menor valor que Q(a) assume,

com g € ZP~!, segue que se o nimero dos a}s nao nulos for maior que 1, entao

Qr(z) >2(p—1).

Finalmente, tem-se que o elemento x = 1 — {,» € p satisfaz QT(:B) =2(p—1) eisto

conclui a demonstracao. O

4.4 Forma Quadratica Associada a Q((,,)

Nesta secao, apresentamos resultados sobre o calculo da funcao trago via os

corpos ciclotomicos Q((,), onde p e g sao primos distintos.
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Lema 4.4.1 ([8], p.66) Se p e q sao niumeros primos distintos entdo

(

1, se mdc(k,pq) =1
1 —p, semdc(k,pq) =p

Trown/0(Gy) =
Pq Pq 1— q, se de(k7PQ> =4q
| (1=p)(1 =), se mde(k,pq) = pq
Demonstragao:  Tem-se que Tro()0(C) = Trow)/e(Trag./ee) (Ge)):

pois Q(¢,) C Q(Cpg). Pelo Lema 2.5.1, segue que, Trg,)/o(¢s) = —1, quando o
mdc(p, k) = 1. Também Tro,)/0(1) = [Q(¢) : Q] = p — 1. Analogamente, temos

os mesmos resultados para Q((,) C Q((py). Assim, temos 4 casos a considerar.

12caso: Se mdc(k,pq) = 1, entdo mde(p, q) = 1, segue que existem r, s € Z tal que
pr+qs = 1. Assim k = kpr + kqs, com mdc(q, kr) = mdc(p, ks) = 1. Dessa forma,

VEmos que

Trac, /() = Trac,,)e(Cr ) = Troe,,)(CF¢r) =
= T/ %) = Tro)/o(Tra) /a6 (6 6)) =
= Troe,) /(S Trown/ae) (GF) = Troe) (¢ Troe,) () =

- _TTQ(CP)/Q(CpS) =1

2°caso: Se mdc(k pq) = p, entdo existe ky € Z tal que k = kyp, com mdc(ky, q) = 1.

Assim, C’““’ = C"“l, e portanto,

T /0(Gh) = Traca(Gt) = Trae)/e(Trec) o) (61)) =
= Troe,)e(Trac) () = Troe,)e(—1) =

——1p-1)=1-p

3%caso: Se mdc(k pq) = q, entao existe ky € Z tal que k = kogq, onde mde(kq, p) = 1.

Assim, (’“2‘1 = Ckz, e portanto,
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TrowG0/0(G) = TTa/0(G?) = Traey) /e (Troe.) ee) (G2)) =

= Troe)/0(Trae)o(?) = Troeg)e(—1) = —1(¢ —1) =

=1-—q.

4°caso: Se mdc(k,pq) = pq, entdo existe k3 € Z tal que k = (pqg)ks. Logo
k= G = (Gt = 1% = 1 Como [Q(Gy) : @) = (p— 1)(g — 1), segue

que T7g(,)/0(Cpy) = Tra/e(l) = (p—1)(g —1). O
Corolario 4.4.1 (/8], p.67) Se 0 < k < pq entao
—pq se k=pg—pouk=pg—q
Tran/a((l = Gy = Gy + G ™)-Co) = § pa, se k=0 ouk=pg—p—q,
0, caso contrario,.
Demonstragao: Observe que (1— 4 Rk = G — (R — (LR 4 (orath,

assim, tem-se 3 casos a considerar.

2caso: Se mdc(pgq, k) = 1, entao pelo Lema 4.4.1, como o expoente de cada parcela

é primo com pgq, segue que o trago de cada uma dessas parcelas é 1. Assim

Troe,/e((1 — ¢ — ¢ + ) = Troe./e(Cy) — Trag.) /o) —

—T7rQ(e0) /() 4 Tro(cy) /0 (CoF )
—1-1—-1+1=0.

2°caso: Se k = 0, entao pelo Lema 4.4.1, obtemos que
Troee((l—C — ¢+ G =p-1)(g-—1)+p—1+g—1+1=
=pg.
Agora, se k = pq — p — q entao

C’P+f1) Pq—p— Q) pPq—p—q__ pq q__ Cpq p+ pQ>

T /(Ch
= Tra) (G — Gl — G + 1) =

T e((1-

=1-(1-¢-(1-p+QA-p(1-9q =

= Dq.



32caso: Se k = pq — p, entao
Trae,o((1— (B, — Co + o) CPIP) = Tro, ) o(CRaP — 1 — (PaPHa — (4tpa) =
= T7Q(¢q)/ (Cpqq Y —Cp p+q+<pq1+p)
=l-p-(1-p(l-qg-1+1-q=
=l-p—pg+tptqg—1—-1+1-qg=

= —pq.
Analogamente para k = pq — ¢, temos que

T /(1 = Gy = G + G )G = —pg,
e isto conclui a demonstracao. O

Proposicao 4.4.1 ([8], p.67) Se p e q sao nimeros primos distintos, n = ®(pq) e

n 1

x € um elemento de Z[Cyy), com x = ag+ a1(pg + -+ - + 1 , entao

Tro@®) = (p—1)(g— DAg+2(1—p) > Ac+2(1—q) Y Ax+2 > Ay,

plk qlk Ak, q )k
n—(k+1)
onde Ay = Z a;aii;, para k=0,1,--- n—1.
i=0

n—1
Demonstracao: Como 27 = Ag + Z A, segue que
i=1

n—1

Trgc/0(@E) = Tro@ao(de) + > AxTrg,,) ol),
k=1

com o, = }’,fq + Cp_qk. Pelo Lema 4.4.1, tem-se que

Troe,q /(@) = Ao(p — 1)(g — 1) + AiTrge,)0(Cg + g ) + -+
+ A1 Troe (Gt + Gt =

= (p— (= DA +2(1—-p) Y A+2(1—q) > Ar+2 > A,

plk qlk Pk, qfk

e isto conclui a demonstracao. O
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4.5 Forma Quadratica Associada a Subcorpos de

Q(Cpg)

Sejam K C L corpos de nimeros com [L : K] = n, og e o, 0os homomorfismos
canonicos de K e L, respectivamente. Se x € K e ck, ¢ assume os valores no

conjunto {1/2,1} conforme o corpo em questao seja real ou complexo, entao

|0L(3:)|2 = c . TrLo(2T) = neLTrg o(27),

o que implica em

2 CK 2
ox(x)|? = —|o(z)]*.
| K( )| ncL| ]L( )|

Sejam K um subcorpo de Q((,) de indice n e G o grupo de Galois de Q((,) sobre
K. Assim, pelo Teorema 2.6.2, tem-se que K = Q(0), onde 0 = T'rqc,)/x((p)-

Observando a simetria de @, pondo u = (p — 1)/n, obtemos,

lox(z)]? = Trgjo(eT) = ETTL/Q(xf) = %Qp_l(ao, e 0y ey gy e ey Oy )
onde cada a;, para i = 0,1,2,...,u, aparece repetido n vezes. Assim, chega-se a
expressao,
1
jox (@) = S (a7 + .. +ag) + ny (a—a)?).
i<j

Sejam K; € Q(¢,), Ko € Q(¢y) e {aq,...,au}, {f1,...,0,} bases integrais de
Ag, e Ag,, respectivamente, e

x = Z Z a0 = ijﬁj € KiKy,
j=1

=1 i=1

u
onde x; = E a;joy, para j = 1,2,... 7.
i=1
Se ' e " sao as formas quadraticas associadas a K; e K,, respectivamente,

entao

Tri,x,/0(2T) = Q" (Q' (1), ..., Q' (7).
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4.6 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos as formas quadraticas associadas aos corpos cicloto-
micos, onde vimos, que a fungao trago de um elemento de um corpo de niimeros K
com o seu conjugado é equivalente a forma quadratica deste elemento. E como o
objetivo deste trabalho é encontrar reticulados algébricos que possuam densidade
de centro 6tima, apresentamos alguns resultados que facilitem o cédlculo da funcao
trago, que esta diretamente ligado ao célculo da densidade de centro de um reticulado

algébrico.



Capitulo 5

Construcoes Algébricas

5.1 Introducao

Este capitulo tem como objetivo apresentar resultados que facilitem o cédlculo da
densidade de centro dos reticulados algébricos. Além disso, apresentamos exemplos
de reticulados algébricos de dimensao 2, 4, 6 e 8, com densidade de centro 6tima.
Assim, na Secdo 5.2, apresentamos alguns reticulados algébricos obtidos via Q((,)
com suas respectivas densidade de centro. Na Secao 5.3, verificamos que a densidade
de centro é periédica e apresentamos reticulados algébricos obtidos via Q({,"), com
p primo e r > 1. Para finalizar, na Secao 5.4, apresentamos os reticulados algébricos
via Q((p,), onde p e ¢ sdo primos distintos. Lembramos, que o uso do software

MATHEMATICA foi indispensavel nos cédlculos apresentado neste capitulo.

5.2 Reticulados via Q((,)

Nesta secao, apresentamos um método para calcular a densidade de centro de
reticulados algébricos via corpos ciclotomicos Q((,), com p primo. Antes, daremos

um exemplo construtivo para ilustrar este resultado.

Exemplo 5.2.1 Se K = Q((3), entdo [K : Q] = 2. Agora, seja p um ideal primo
de Ak, onde p = (1 — (3)Ax. Observe, pelo Teorema 2.5.1, que Ax = Z[(3]. Assim,
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se x € p, entao existem ag,a1 € 7, tal que v = (1 — (3)(ap + a1(3). Agora, como

(3= (3, seque que T = (1 — (M) (aop + ar(3 ), e assim

ITT = (1 — Cg)(ao + CL1C3)<1 — le)(ag + alggl)
= ag + aj + (a1 — a9)® + (apay — a3)(Gz + G 1)+

+ (apar — ai)(Gs + G5 1) + (—aoar)(G3 + ¢572).

Usando a linearidade do trago, o fato que Tri g(a;) = 2a; e o Lema 2.5.1, item(a),
tem-se que
Tricjq(aT) = Trigsolag + ai + (a1 — ao)® + (aoar — ag)(G + G5 )+
+aoar — a?) (G + G ) + (a0 ) (G + 7)) =
= 2a3+2a3+2(ay —ag)* —2(apay —ad) — 2(apa; —a?) —2(—apa;) =
= 6ag + 6a? — 6apa; .
Fazendo t = min{Trkq(aT);x € pex # 0}, obtemos que t =6, com ag =0 e a; =
1. Agora, pela Proposi¢io 2.5.1, tem-se que Dy q(1,(3) = —3, e pelas Proposicoes
1.8.3 € 1.8.4, temos que N(p) = N((1 — (3)Ax) = N(1 — )N(Ag) = N(1 — (3).
Assim, pelo Lema 2.5.1, concluimos que N(p) = N(1 — (3) = 3. Portanto, para
calcular a densidade de centro do reticulado algébrico ox(p), usamos a Observagdo

3.4.2, ou seja,

(o(l = Go)) = S(or(a)) = —+1) i

_ _ 4 _
|Dg|:N(a) V3.3

que ¢é a maior densidade conhecida em dimensao 2, que corresponde a densidade de

1
~ 0, 288675,
2V/3

centro do reticulado As.
Agora, vamos considerar ideais principais nao nulos do anel de inteiros algébricos
Ag de K = Q((,) e calcular a densidade de centro dos reticulados algébricos obtidos

via esses ideais. Deste modo, seja p = AAg o ideal primo de Ak, com A =1 — (,. Se

p—2 p—2
a € p, coma = ZaiC;, temos que o = Zai(modp), uma vez que ¢, = 1(modp).
i=0 i=0
p—2
Assim, a € p se, e somente se, Z a; € pNZ = pZ. Como 1—(, € p, pela Proposicao
i=0

4.2.2, segue que Q(1,—1,0,--- ,0) = 2p, e assim

ty = min{Trg q(ad); o € p, a # 0} = 2p.
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Pelo Lema 2.5.1, tem-se que N(p) = N(X) = p e pela Proposicao 2.5.1 tem-se que
Dg = —pP~2. Assim, pela Observacao 3.4.2, a densidade de centro do reticulado

ox(p), onde o ideal p = AAg é dada por

p—1

(2]?) =z

.l i

4 z 1

0(ox(p)) = ~—F7— =" 7 = T (5.1)
pzp 27 pz p22

onde a melhor densidade de centro ocorre com p = 3.

y4
2

5.3 Reticulados via Q((,)

Nesta secao, apresentamos a densidade de centro de alguns reticulados obtidos
via os corpos ciclotomicos Q((,r). Primeiramente, calculamos a densidade de centro
dos reticulados o(p*), para ¢ > 1, onde p é um ideal principal de Z[(,] gerado pelo
elemento 1 — (,». Além disso, verificamos que a densidade de centro ¢ periédica com
periodo igual o grau da extensao ciclotomica de Q((,r). Finalmente, analisamos

quando os reticulados o(p’), para i > 1, possuem a maior densidade de centro.

Proposicao 5.3.1 Se K = Q((,r) e Ax = Z[(,r], entdo a densidade de centro do

reticulado ox(p?), para j € N, € periddica, ou seja,

6(ox(p")) = d(ox(p"™™)),

comm = ®(p") en € N,

Demonstracao: Pela Proposicao 3.2.4, tem-se que pAx = p™, portanto
p = (1 — (r)Ax ¢é a fatoragao de pAg em ideais primos de Ak, e p se ramifica com-
pletamente. Logo, p"*t™ = p"p™ = pp™, o que implica que N(p"*™) = p"*™. Como

n+m

p"t™ = pp™, segue que T € P se, e somente se, r = py, onde y € p”. Assim, pelo
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Teorema 4.3.1, segue que

0,y = 7@ _ 2Aoloy)? _ 2Trey olpypy)

pr—l pr—l pr—l
2 , 2, B
= pr_lTT]K/ QP YY) = prr Trro(yy) =

2 ~ 2
= pzpr,lTrK/@(yy) = png lo(y))* =

- p2Qr (Q) .

Pela Proposicao 3.4.3, segue que

plotpr)) =min { " ey a0

€

|o(2)]

2
o ()]

= min {T; repp”,r# 0} = pp(ok(p™)).

p(ok(p™™)) = min ;xep“mw¢0}:

Assim, pela Observacao 3.4.1, segue que

S(ox(p™t™)) = 272 (p(ox(p™™))" _ 272 (pp(og(p™)))™ _

|DK|%pn+m |DK|$pn+m
2 (plok ()" 22 (p(ok(pM)"
| D |zpmp™ |Dk[2p"
= 0(ox(p")),
concluindo a demonstrgao. O

Exemplo 5.3.1 Sejam K = Q({g) e p um ideal primo de Ak, onde p = (1 — (3)Ax.
Note que Ax = Z[(s] e [K : Q] = 4. Mostramos que §(ox(p?)) = d(ox(p>™)). De
fato, p? = (1 — 2(s + (2)Axg, e assim dado x € p?, tem-se que

x = (1—2¢ + &) (ao + arls + aaC? + asC?),

e seu conjugado €,

T=(1-2G"+) a0+ ails " + aas® + azls ).
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Portanto,
2T = (6a3 — 8agay + 6a3 — 8ajay + 6a3 + 8apaz — 8agaz + 6a)+
+(—4a§ + 6aga; — 4a3 + 6ayay — 4a3 — 6agas + 6azaz — 4a3)(s+
+(4a2 — 6agay + 4a? — 6ayay + 4a2 + Gagas — Gagas + 4a2)CE.
Pelo Lema 4.3.1, como o mdc(1,8) = mdc(3,8) = 1 < 4, seque que Trygg(Cs) =

Triyg(¢3) =0, e assim
Trio(2T) = 4(6a§ — 8agar + 6a7 — 8ajas + 6a3 + Bagas — Bagasz + 6a3).

Fazendo t = min{Trg,q(2T),z € p*, & # 0}, tem-se que t = 8, com a3 = 0 e
ap = a; = as = —1. Pela Proposicio 2.5.3, tem-se que Dg = 2% e pelas Proposicoes
2.5.2 ¢ 1.8.3, tem-se que N(p?) = 22. Assim, a densidade de centro do reticulado
ox(p?), € dado por

§(or(p?)) > L _0,0625

g = ——" — = .

kP 2422 7 16

Por outro lado, considere, agora p® = p?p*. Pela Proposicao 3.2.5, tem-se que

p* = 2Ak, e assim p° = 2p?Ax. Dessa forma, se x € p5, entdo
x = 2(1 -2 + ¢§) (a0 + a1z + as§ + as(y)
e seu conjugado €,
T=2(1-2¢" + ) (a0 + ary '+ ass? + +as ).

Fazendo xx obtemos que
T = (24a2 — 32apa; + 24a3 — 32a1a5 + 2403 + 32apaz — 32aza3 + 24a3)+
+(=16a2 + 24apa; — 16a? + 24a,ay — 16a3 — 24agaz + 24asa3 — 16a3) s+
+<16CL% - 24@0@1 + 16(1,% — 24(11@2 + 16@% + 24&0(13 — 24@2@3 + 160{2)))C§)

Usando, novamente o Lema 4.5.1, seque que TTK/@(Q;) = TTK/@(Q;”) =0, e assim
Trig(aT) = 4(24af — 32apa1 + 24ai — 32ara2 + 24a3 + 32apa3 — 32aza; + 24a3).
Fazendo t = min{Trgq(2T), x € p°, x # 0}, obtemos que t = 32. Como, Dx = 2°

e N(p%) = 25, seque que a densidade de cento do reticulado ox (p®) € dado por

; 26 1

Portanto, concluimos que 6(a1,(p?)) = 0(ow(p®)).
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A seguir, nosso objetivo ¢ mostrar que em um corpo ciclotomico Q(¢,r) = K,
com p primo e r > 2, o ideal p = (1 — (,r)"Ag possui densidade de centro étimo

quando ¢ = 1. Mas antes daremos um exemplo, para mostrar este resultado.

Exemplo 5.3.2 Seja K = Q((yr), onde p =2 er =3 ep um ideal primo de A,
comp = (1—C3)Ax. Pelo Teorema 2.5.5, tem-se que Ax = Z|[(g], onde {1, (s, (2, (3}

¢ uma base de Z[(s] como um Z-mddulo. Se x € p, entao

xr = (1 — Cg)(ao + CL1C8 + a’2<82 + a3<§)7

com a; €7, para i =0,1,2,3. SeT € o conjugado de x, entdo

T=(1-¢"(a+alg" +als? +ass?).
Assim,

1T = (202 — 2001 + 2a% — 2aya5 + 202 + 2apa3 — 2aza3 + 2a2)+
+(—ag + 2a0a1 — ai + 2a1ay — a3 — 2agas + 2aza3 — a3)Cs+
+(ag — 2apay + ai — 2ayaz + a3 + 2apas — 2azas + a3)G .
Pelo Lema 4.3.1, como 0 mdc(1,8) = mdc(3,8) = 1 < 4, seque que Trgq(Cs) =

Trrp(¢3) =0, e assim,
Trro(2aT) = 4(2a§ — 2a0a1 + 203 — 2a1as + 243 + 2apa3 — 2aza3 + 2a3).

Agora, calculando t = min{Trg,g(2Z);x € p, v # 0}, obtemos que t = 8, para
ay = a1 = 1 e ay = a3 = 0. Por outro lado, pela Proposicao 2.5.3, temos
que Dy o(1,Cs,C3,¢3) = 28 e pelas Proposigoes 1.8.3, 1.8.4 e 1.5.5, obtemos que
N(p) = N(1—(g) = 2. Portanto, a densidade de centro do reticulado ok (p), usando
a Observacao 3.4.2, € dado por

1 /2 1 8 1 1
= = _— = — = - = 07 ]_25’
2Dy 2N(p) 225122 ~ 25 8

0(ox(1 = (s))

que € a maior densidade em dimensao 4, e que corresponde a densidade de centro

do reticulado Ay.

Pelos Exemplos 5.3.1 e 5.3.2 vemos que (o (1 — (g)) > d(ox(1 — (g)?).



97

Lema 5.3.1 (/3], p.75) O elemento 1 — Cgfd pertence a p? .

Teorema 5.3.1 ([8], p.48) Ser >2 ep = (1 —(r)Ax entdo a maior densidade de

centro entre os reticulados ok (p*), parai =1, -- ,p" 2, ocorre com i = 1.

Demonstragao: Pelo Lema 5.3.1, temos que o elemento z = 1 — C}f: -~ pertence a
p? e além disso, pela Proposicao 4.3.2, temos que Q,(z) = 2(p — 1). Assim, para

i=1,---,p 2 temos que

plok(p) = ————,

e a densidade de centro é dada por

((p = 1))

5(0K(Pi>>: 2”/2|D |lp"
K 2

T—l(

I

pr—r—1)

onden = ®(p") e |Dg| = p* . Isto mostra que ok (p) tem a maior densidade

de centro dentre os reticulados considerados. O

Observamos que, quando K = Q((,r) com p primo maior que 2 e r = 2, o ideal
p = (1— ()" tem maior densidade de centro quando i = 2. Veremos um exemplo,

antes de mostrar este resultado.

Exemplo 5.3.3 Se K = Q((), entdo [K: Q] =6 e seu anel de inteiros algébricos
¢ Ag = Z[(y]. Sejap = (1—(9)*Ax. Se x € p, entao

x = (1 —2¢ + ¢F)(ao + a1y + a2l + a3l + asy + as(y)
e seu conjugado €
T=(1-20"+ ¢ ao+ale" +ay® + ass” + asGe ™ + as(y”).

Fazendo xx obtemos que,

2T = (6a§ — Yapay + 6a} + ...+ 6a2) + (—Had + 1laga; — 5aj + ... — 5a2)(e+
+(5a3 — 11lagay + 5a? + ... +5a2)(2 + (—a2 + dapa; — a3 + ... — a2)(5+
+(4a3 — Tagay + 4a3 + ... + 4a2)(5.

Como mde(1,9) = mde(2,9) = mde(4,9) = mde(5,9) = 1 < 3, assim pelo Lema

4.3.1, seque que
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Tri o) = 6(6ai — Yapar + 6aj + ... + 6a3).

Tomando t = min{Trg(2T),x € p,x # 0}, temos que t = 18, com ay = 1,
ag =as =—1ea; =ay =az =0. Como Dg = —3° e N(p) = 32, obtemos que a
densidade de centro do reticulado ok (p) € dada por

30 1
00wl = G)) = gagmn = g5 = 0.07217,

que € mator densidade de centro em dimensao 6, que corresponde a densidade de

centro do reticulado Ag.

Teorema 5.3.2 (/8/, p.48) Ser = 2,p > 2 ep = (1 — (,»)Ax entao a maior

densidade de centro dos reticulados ox(p*), para i =1,--- ,p, ocorre com i = 2.

5o: C o v .
Demonstracao: Mostramos que para i = 2, ,p, 0 menor valor assumido por
Q,(x) para x € p’ é 2p. Comecamos com o caso i = 2 e sejam x um elemento de
p? e os xis como na Proposicao 4.3.2. Se apenas um dos s é nao nulo, entao, pela

Proposicao 4.2.2, temos que

Qr(x) > 2p,

para z € p. Para a € ZP~! temos que o menor valor que Q(a) assume é p— 1. Assim,
se 0 nimero dos z/s nao nulos for maior do que 2, entdo Q,(z) > 3(p — 1) > 2p,

uma vez que, Q. () = Qp_1(x0) 4+ - -+ + Qp_1(2;), com t = p’~' — 1, e portanto

Qr(x) = Qp—l(CLO» Apr=1,- " 7a(p—2)pT*1)+' : '+Qp—1(at7 Apr—14¢, " aa(p—2)prfl+t) >
>p—1+p—-1+p—-1=
=3(p—1) = 2p.

Assim, resta mostrar o caso em que apenas dois dos x}s nao sao nulos, digamos z; e
xj. Mostramos, primeiramente, que neste caso ().(z) nao atinge o valor 2(p —1). Se

isto ocorre, temos que Q(z;) = Q(x;) = p—1 e isto ocorre apenas nos casos seguintes:

1°caso : Se x; = +e; e x; = *e,, entao podemos supor, sem perda de generalidade,

que x; = ¢; e v; = —e;. Logo, existem a, b € N tal que

v =Chai+ Gy = — =1 - &) = (),
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onde f(x) = 2* — 2°. Como z € p?, segue que pela Proposicao 4.3.1, que
f'(1) =a—b=0(modp).
Como estamos considerando apenas dois dos zs nao nulos, segue que a — b =
0(mod p) nao ocorre, o que é uma contradicao.
2°caso: Sez; = (1,1,...,1) e x; = *e,, temos que se € p entdo x; = es. Logo =
¢é da forma
i j i i —2)p+i j+s
v=emi+ &y =&+ N 4 0T L g = £y,

onde f(x) =2'+---+ 2775, Se z € p?, pela Proposigao 4.3.1, segue que

f(y=i+---+(p—-2p+i+j+s=i—j=0(modp),

0 que nao ocorre, pois i, j € {0,--- ,p—1}.
3%caso:Sex; = (1,1,...,1)ex; = £(—1,-1,--- ,—1),entdoz; = (—1,-1,--- ,—1)
e

v =Coi+ Cray =+ O b T (TP 2 p (),

onde f(x) =2’ + -+ + @2+ _ g7 ... 4 (P21 Qe g € p?, entdo

f' (1) =i—j=0(modp),

0 que novamente nao ocorre.
Mostramos, assim, que para € p? e dois z}s nao nulos, o valor 2(p — 1) nao ¢é
atingido por Qr(:c) Mas, pelo Lema 1.6.1, o valor 2p — 1 também nao ¢ atingido, e

portanto para x € p? tem-se que Qr(x) > 2p. Observe que o elemento x = 1 — Cgr
|2 B prfl

= —5—Qr(x), segue

pertence a p’, parai = 1,--- ,p, e Q.(z) = 2p. Como |og () 5

que

r—1

2

ok (z)|” = 2p=7p',

, 1 . "
o que implica que p(og(p')) = §mm{|a(x)|, r # 0,z € p'} = \/2]7_, para
i=1,2,---,p. Como o ideal de menor norma é p?, segue que ox(p?) tem a maior
densidade de centro. Assim, para i =1,---,p, a maior densidade de centro é obtida

em og(p) ou ox(p?). Para r = 2, temos que
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(p_l)p_l

o ~ (1) >

Logo, ox(p?) é o mais denso dentre os reticulados considerados, e sua densidade de

centro é dada por

(p—1)p
5(ow(p?)) = ——

2(@—21)p ’DK’%p27

o que conclui a demonstracao. O

5.4 Reticulados via Q({,)

Nesta secao, apresentamos resultados que permitem calcular a densidade de cen-
tro de reticulados obtidos via as extensoes ciclotomicas Q((,,), com p e g primos
distintos. Em particular, apresentamos um resultado que permite encontrar reticu-
lados de dimensao 8 com densidade de centro 6tima, através de subcorpos de Q((py)-

Quando tratamos de ideais no anel de inteiros algébricos de corpos de ntimeros
L = Q((pq), com p e g ntimeros primos distintos, a fatoracao dos ideais pAr, ou gAx
em produtos de ideais primos de A, assume algumas particularidades interessantes.
Vamos denotar o grupo de decomposicao de um ideal de Ay, acima de pZ por Dy, (p),

enquanto que Dk(p) ird representar o grupo de decomposi¢ao de um ideal acima de

pZ em K = Q((p).

Observacao 5.4.1 Sejam L = Q((,,) e AL seu anel de inteiros algébricos, T a
conjugacao compleza de Q((pq) € PAL = (p1p2...py)¢, como na Proposi¢io 3.2.3.
Quando T nao pertence ao grupo Dy (p), entdo para cada i = 1,... g, existe um
tnico indice k ,k # i, tal que (p;) = p; = px. Neste caso, T(p;) = p;. Aplicando &

ao ideal pAy, obtemos,
pAL = (P1b2...Py)".

Podemos supor py = p1, Pg—1 = P2, € assim sucessiwamente. Reordenando os ideais

de maneira conveniente, obtemos

PAL = (p1p2 .. -PgjaPib2 .. 'pg/2)6-
Deste modo, para saber em que situacoes teremos a fatoragdo acima, precisamos

caracterizar quando & pertence ao grupo de decomposicao.
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Proposicao 5.4.1 ([8/, p.70) Com as notagées acima, & pertence a Dy(p) se, e

somente se, T pertence a Dg(p).

Demonstracao: Seja 0; € Dg(q) definido por o;((}). Para cada o; € Dk(q),
tem-se que existem ¢ — 1 extensoes o;; de Dy,(¢q). Cada o;; é definido por seu valor

em (pq. Sejam u e v tais que 1 = pu + quv. Desse modo, segue que

0i,5(Cpg) = 03 (CEH9) = 035 (B )0 5 (C) = 04,5(C) 0,4 (C) = GGyt = Chatave,
Assim, @ € D (q) se, e somente se, existem i, tais que puj + qui = —1(mod pq),
ou seja, puj + qui = —1(mod p) e puj + qui = —1(mod q). Note que, o segundo caso
sempre vale, ja que j pode assumir qualquer valor nao nulo médulo ¢. Ja o primeiro

caso, é equivalente a @ € Dk(p), assim concluimos a prova. O

Corolario 5.4.1 ([8], p.71) A conjugagio compleza & pertence a Dy(p) se, e so-
mente se, 04(p) = 0(mod 2)

Exemplo 5.4.1 Sejam K = Q(C21), p =7 e ¢ = 3. Como 03(7) = 1, seque pelo
Coroldrio 5.4.1, que @ nao pertence a Dk (7). Assim, o ideal TAg se decompoe como
na Observagao 5.4.1. Agora como 07(3) = 6, seque que T pertence a Dk (3), assim

o0 ideal 3Ag ndo se decompoe como na Obseravacao 5.4.1.

Lema 5.4.1 ([8], p.77) Sejam L um corpo de nimeros e K um subcorpo de L tal
que [L : K] = h seja impar. Se q € um nimero primo e se em Ay, a decomposi¢io de
qAr € da forma qAL = q1 ... 45291 - - - 4s/2, para algum s € N, entao a decomposi¢ao

de qAg em ideias primos é da forma

qAg =q ... qt/291 - - - 9e/2,

para algum t € N.

Demonstragao: Consideremos em Ak um ideal primo q que divide gAg. Assim,
gAp = by ...b;, onde ¢ divide h, ou seja, t é impar. Por outro lado, se ¢ = q, entao
by...b, = by...b,, e para cada ideal b;, i = 1,...,t, existe j # i tal que b; = b;.
Assim, os ideais acima de q aparecem aos pares, o que contraria a hipdtese sobre a

paridade de t. Logo, q # ¢, e portanto o lema esta provado. O
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Lema 5.4.2 ([16], p.97) Sejam K um corpo de nimero, a um ideal nao nulo de Ax
e G =Gal(K/Q). Se o(a) =a, para todo 0 € G e x € a, entdo

Try o(x) = 0(modr),

onderZ = anZ.

Sejam p e ¢ primos distintos satisfazendo a condicao o,(q) = 0,(p) = 1(mod?2)
e Ki € Q(G), Kz € Q(G,), tais aue [Q(G) : K] = hy e [Q(C,) : Ko = hy sejam
fmpares. Sejam ainda [K; : Q] = ny e [Ky : Q] = ny. O corpo K = KK, tem grau
ning, € sendo K; e Ky corpos linearmente disjuntos, ou seja, se tem discriminantes
relativamente primos e satisfazem K; N Ky = Q, entao pelos Teoremas 2.5.9 e 2.5.3
seu discriminante é dado por

DK — pnz(nl—l)qru(nz—l)‘

Em K, sejam r, e 7, a quantidade de primos acima de p e g, respectivamente. Sendo

hy e hy impares vale as decomposicoes

pAK = (]31 o Clr,,/2pl A prp/2>n2

QAK = (ql e qTq/qu Ce qrq/2>n1'

Seja a = pi...Py, 201 - - dryj2- Sua norma é N(a) = p"2/2g™/% e se x € a, entdo
Trgjo(2T) = KIthTQ(Cpq) so(2T). Como hy, e hy sdo impares e em Z[(y|, a forma
quadratica pela Proposicao 4.4.1, é par, segue pelo Lema 5.4.2, que T'rg /o (2%) > 2pq.

Com isso a expressao para a densidade de centro é dada por:

_ (2pg)™ "2/ 1

o pn2(n1—1)/2qn1(nz—l)/Qpng/Qqnl/Qinng = oning/2° (52)

1
Assim, quando nin, = 8 a densidade de centro é § = 6= 0,06250, que é a mesma
densidade de centro do reticulado Fg. A seguir construiremos alguns reticulados de

dimensao 8 que possuem densidade de centro étimo.
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Exemplo 5.4.2 Sejam L = Q((55), Ky = Q(¢) e Ko € Q(¢11) de modo que
[Q(¢11) : Ky] = 5. Assim, tomando K = K Ky temos que [K : Q] = 8. O polinémio

minimal de (55 sobre Q ¢ dado por
flo) =2 — a3 + 23 — 23 4 429 —ab 4 25—z + 1.

Agora vamos fatorar os ideais bAy, e 11Ay em produto de ideias primos utilizando

o Lema de Kummer. Assim

(a) f(x) = pi(z)*pa(x)(mod 5Z[z]), onde

pi(x) =a® + 4ot + 423 + 2% + 3w + 4

pa(x) = 2° + 22% + 423 + 2% + 2 + 4,

comg=2,e1=ey=4efi=fo=>5. Logop1 =<5,p1((s5) > epa =< 5,p2(Cs5) >.
Portanto, 5A1 = (p1p2)*.

(b) f(z) = q1(2)P¢(x)03(2) Y q4(x)°(mod 11Z][z]), onde

a@)=24+2, ¢@r)=2+6

Q3(ZE):$+7,Q4(1‘):$+87

comg =4, e =e =e3=¢e =10¢e f; = fo = f3 = fr = 1. Logo q1 =<
11, q1(Gs5) >, g2 =< 11,¢2(Gs) >, g3 =< 11, ¢3(Gs)
Portanto, 11AL = (q1929394)'°. Como

> e qy =< 11,q4(Cs5) >.

05(11) =1 = 1(mod2) e 011(5) =5 = 1(mod 2),

seque pelo Coroldrio 5.4.1, que a conjugacao @ ¢ Dy (5) e ¢ Dy (11), como q2 = qq,
qs = Gz € P2 = P1, seque que HAL = (p1p1)* e 11AL = (q193q193)'°. Agora, como
K; : Q] =4 e [Ky : Q] = 2, consideremos as decomposi¢oes em Ax da segquinte

forma, 5Ax = (p1p1)* e 11Ax = (q1939:93)%. Se a = piqiqs C Ag, entio sua
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norma é N(a) = N(p1)N(q:)N(q3) = 5.11.11 = 5.112. Como o(aa) = aa, seque
pelo Lema 5.4.2, que para x € a tem-se que Trg o(2T) € aa N Z = 55Z, ou seja,
Trg)o(xZ) = 55h, com h € N. Pela Proposi¢io 4.4.1, como p = 5 e ¢ = 11
seque que Tryg(2) € par. Logo, Trgq(2T) = %TTL/Q(Z‘T) também € par, e assim
Trgjo(aT) > 2.55. Determinamos, agora uma base para K. Como Ky = Q((5),

segque que

{1 C57<57C5}_{1 4557 557C§’§}

¢ uma base para Ky. Agora, como Ko C Q((11), seque pelo Teorema 2.6.2 que,

Ky = Q(6), onde

0= Cu+ (G + ¢+ ¢+ G-

Logo uma base para Ky €

By={L,Cu+¢ +¢h+G + ¢ ={1,+ @2+ @+ G2+ G2}

Portanto, tem-se que B = By X By € uma base para K, onde

B ={1,5+ Co + G5+ 2+ Gon, G, Gap + G5+ Gh + G0 + G (22,

4 G4 G+ G (B G+ B+ G+ R

Dado x € K, tem-se que
= agtar ((G5+C3 55+ (53 ) FasCss +as (55 +CE8 +(E5 (8 +Cos) Haa(FE+
Fas(C + T+ G2+ + ) +aglE + ar(CB+ B+ B+ &+ &),
Usando os fatos que (s5 = (55 e que (29 = (39 — (22 + ¢34 .= (s + G5 — 1, tem-se

que
oT = (a2 — apar + ... + 3a2) + (—aray + arag + . .. + agar)Css + asar(Gs+
+(a1a2 — Q9203 + e — a4a7)C§5 + Ce + (—2a1a4 + 2(10&5 + e — a5a7) 5?59

Usando o Lema 4.4.1, obtemos que

Tri o(2T) =8aj — 8agay + 24a3 — dagas + 2a1az + . .. +

+ 2aqa7 — 12asa7 — Sagar + 24@? > 2.55.
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Tomando t = min{Trg,p(2%); x € aex # 0}, temos que t = 110, com ag = ay =
—1,a1=a3=a5 =ag =1, ap =2 e a; = 0. Pelos Teoremas 2.5.3 e 2.5.9 tem-se
que Dg = 5%11%, portanto pela Observacao 3.4.2, seque que a densidade de centro

do reticulado algébrico ox(a) é:

n

(i)

1
=/ — _ —0,0625.
| Dk[2N(a)

24

d(ox(a))

Exemplo 5.4.3 Sejam L = Q((a50), K1 € Q(¢7), Ko € Q((37), de modo que,
[Q(¢r) : Ki] = 3, [Q(Gr) : Ko] = 9. Assim, Ky : Q] =2 e [Ky: Q] =4. Tomando
K = K Ky, tem-se que [K : Q] = 8. O polinémio minimal de (o59 sobre Q é dado

por
flx) =210 — 225 4 2209 4 42" — 2+ 1.

Agora, vamos fatorar os ideais TAy, e 37TAL, em produto de ideais primos, utilizando

o Lema de Kummer. Assim,

(a) f(x) = pi(2)®pa(x)8p3(2)®ps(x)(mod 7TZ[z]), onde

p1(z) = 2% + 325 + 42° + 42t + 223 + 22? 4+ 52 + 6,
pa(z) = 2% + 27 4 22° + 225 + 22" + 623 + 322 + = + 6,

p3(z) = 2% + 228 + 527 + 525 + 32° + 32t + 42° + 6

pa(x) = 2% + 62% + 42" + 2% + 52® + ba* + 523 + 622 + 6,

comg=4,e,=e3=e3=¢e4=06 ¢ f1 = fo = f3 = f4, =9. Deste modo, tem-se que
p;, =< 7,p,~(§259) >, para 7 = 1,2,3,4. Portanto, 7AL = (p1p2p3p4)6.
(b) f(z) = q1(7)*0qe(x)3¢ (mod 37Z|x]), onde

qi(x) = 2® + 92% + 8z + 36



106

q2(z) = 23 + 2922 + 287 + 36,

comg=2,e; =ey=236¢ f; = fo =3. Deste modo, tem-se que q; =< 37, q;((a59) >,
para i = 1,2. Portanto, 37Ap, = (q1q2)°.

Agora, como 03(7) = 9 = 1(mod2) e 07(37) = 3 = 1(mod?2), segue pelo
Coroldrio 5.4.1 que a conjugac¢ao @ ¢ Dy(7) ed ¢ Dy (37). Como py =p1, ps =Pp3 €
q2 = q1, seque que TAL = (p1p3p1p3)® € 37AL = (q191)%. Pelo Lema 5.4.1, tomamos
as decomposi¢oes em Ag da sequinte forma, TAx = (p1psp1p3)* e 37TAx = (q.q1)°.
Tomando a = p1p3q1 C Ag, tem-se que N(a) = 7237. Usando o mesmo raciocinio

do Exemplo 5.4.2, tem-se que t = min{Trgo(2T); x € aex # 0} = 2.7.37. Como

Dy g = 7437%, seque que a densidade de centro do reticulado algébrico ox(a) €

<t>3 (2_7_37>g

1 4 1

d(ok(a)) = = - = — =0,0625.
IDx|:N(a)  |74375)37237 2

De modo andlogo aos Exemplos 5.4.2 e 5.4.3, é possivel obter reticulados algébricos,
com densidade de centro igual ao do reticulado Eg, para os seguintes pares de primos

distintos da seguinte tabela.

(p,a) (p.a) (p,a)

(7.37) | (7,109) | (11,157)
(11,317) | (19,101) | (19,149)
(19,157) | (19,227) | (23,29)
(23,173) | (23,197) | (23,269)
(23,317) | (31,101) | (31,149)
(31,317) | (43,181) | (43,229)
(43,317) | (47,53) | (47,61)
(47,157) | (47,173) | (47,269)

5.5 Conclusao

O objetivo deste trabalho, foi construir reticulados algébricos de dimensao 1

a 8 com densidade de centro 6tima. Porém, conseguimos obter apenas reticulados
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algébricos com densidade de centro 6tima para dimensao 2,4, 6 e 8, ja para dimensao
3,5 e 7 nao foi possivel. Assim, fica como objetivo para os préximos trabalhos,
encontrar métodos que ajudem a encontrar estes reticulados. Além disto, um dos
objetivos para trabalhos futuros é melhorar a densidade centro, para reticulados
com dimensao acima de 8. Vale ressaltar que o uso do software MATHEMATICA,

serd muito 1util para este objetivo.
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