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INTRODUÇÃO

No presente trabalho apresentamos resultados
que constituem parte de nossos estudos e pesquisas em Com
binatória, especificamente sobre permutações em alguns ti­
pos notadamente as relacionadas com o "Problema dos Encon­
tros", importantes não sô por sual possíveis aplicações
(por exemplo em probabilidades e problêmas de contagem) co
mo também pelo aspecto teórico que envolve.

Inicialmente o nosso proposito era desenvolver
estudos e pesquisas sobre "Polinômios de Torres" consideran
do o interesse em nos despertado pela importância do assun
to devido ao relacionamento existente com tópicos. de mate­
mática aplicada como por exemplo na Teoria dos Grafos por
meio dos Polinômios Cromáticos, como Polinômios Ortogonais
e também com problemas de contagem principalmente envolven
do os vários tipos de permutações dos elementos de um con­
junto finito qualquer.

Entretanto, na busca e estudode suas questões
fomos motivados a desenvolver com maior cuidado e interes­
se pesquisas referentes as permutações, mesmo porque estão
contidos nesse assunto vários problemas de contagem e enu­

i
|

|

| "oo '

meração, em particular o clâssico problema dos encontros ,
constantemente tratado em trabalhos divulgados em revistas
especializadas com publicações: recentes inclusive, e oque
é óbvio, um estreito relacionamente com os polinômios de
torres.

Assim sendo, diante da obtenção dos primeiros
resultados optamos por um desenvolvimento teórico do assun

to procurando estabelecer. resultados gerais os quais impli
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cam necessariamente num estudo, abrangente de tópicos como
os acima relacionados.

Consideramos também, para a elaboração do pre
sente trabalho, o fato da não existência, ao nosso ver, de
uma sistematização da teoria implícita no assunto.Isto por
que observamos na divulgação de resultados que tratam dire
tamente das permutações em certos aspectos em particular a
quelas que compreendem o problema dos encontros, à obten.­
ção de fórmulas para determinação da solução e vários rela
cionamentos.

O tratamento dado até então ao assunto em ter
mos de conteúdo e formalizaçãode uma teoria praticamente
resume­se no seguinte:

Historicamente o problema dos encontros — foi
proposto por P.R.Montmort em cuja obra "Essay d 'Analyse sur
le Jeux de Hassard"” (1708) contêm cêrtamente a primeira dis
cussão do problema, segundo David e Barton (11).

Hã várias discussões do problema diferenciando

“na formade apresentação e dependendo do contextoo ' qual
encontra­se inserido.

Knopf [33] trata do referido problemasob o tí
tulo "Um. problema fundamental no jogo dos treze” desenvolvi
do em termos probabilísticos e cuja preocupação êa deter­.
minação: da probabilidade de se retirar r fichas numeradas

pode uma urna contendo n, r<m, sem que. naja coincidência en
“tre a ordem da TYetirada e o número da ficha.

"Na revista "Máthematique Notae”" (47) foram pu­
blicadas duas soluções propostas por Sispânov e Frucht do
seguinte problema: "De quantas maneiras diferentes pode se
colocar n torres em um tabuleiro, tipo tabuleiro de xa­

­2­
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drês, de nº celas de modo que nenhuma elimine a outra
uma das diagonais do tabuleiro fique livre de figuras". |
Frucht observou que a questão éE equivalente ao problêéma dos
encontros, ou seja, trata­se da determinação do valor de
D, número, de certas permutações de n elementos as quais de
nominâmos permutações­deslocamento.

.Riordan [42] apresenta uma discussão teórica do
problema fundamentada no princípio de inclusão e exclusão,
o qual trata da contagem do número de elementos de um con­
junto que satisfazem exatamente m das n propriedades asso­
ciadas a tais elementos. É feito um desenvolvimento. polino
mial a partir de funções geradoras bem como a determinação
da relação do número PD, com o câlculo de diferenças fini­
tas em particular o resultado. D, = APo

Kaufman (27) estudaa questão também fundamen­
tando­se no princípio acima, referido assim como outros au
tores relacionados na bibliografia, e. generaliza o. problema

através dos valores D, k onde k indica fo número de coinci­
dências entre os elementos que constituem as permutações e.
as respectivas posições dos mesmos. Obtêm a relação entre

“o número Dnº permanente de uma matriz sem entretanto apre
sentar desenvolvimento. teórico contenciosoresumindo­­se em

citações ou verificações de algumas propriedades.
Em geral os resultados apresentados nos traba­

1hos conhecidos resumen­se:na obtenção. das expressões:
a) D.

n
, fórmula de Oettinger

b). ne1 *? (­1)º, fórmula de Euler

(n­1) (Dn1+Dn.2)o formula de Euler

­3­
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além de algumas aplicações.
Na bibliografia brasileira encontramos no .li­

vro de A.C.Bachx e outros "Prelúdio à Analise Combinatoria"

com a denominação "permutação desarrumada" ou "permutação

caotica" para o cálculo de Dr. Os autores obtêm a fórmula
de Oettinger pela relação y = N(E)­N(E, E, ... E “quenº
na realidade trata­se do princípio de inclusão e exclusão.

No livro de R. Nogueira "Liçãode Análise Com­
binatória", o problema ê estudado estabelecendo­se o resul
tado geral que exprime o número de maneiras que exatamente

k objetos ocupam a posição primitiva nas permutações de n
elementos com posições pré­fixadas, trata­ se dos valores
Dn, k ja mencionados.

No livro de R.M.Barbosa (1) encontramos elemen
tos. básicos Sobre polinômios de torres com ilustrações e
aplicações em problemas de Combinatória.

Em relação ao presente trabalho julgamosconve
niente dividí­ lo em duas.«partes.

+

A primeira tratando das permutações relaciona­
das ao problema e a segunda sobre os polinômios de torres,

especificamente aqueles com maior relacionamento com permu
tações.|

Estabelecemos inicialmente uma expressão poli­

nomial a duas variáveis a qual denominamos Indicador de
Permutaçõespor Número de Ciclose obtivemos como resulta­

dos básicos duas relações de recorrência do referido indi­
cador, mais. adequadas as finalidades propostas.

Como consequência obtivemos os primeiros resul
tados sobre o que denominamos permutações­deslocamento e
permutações­encontro que abrangem o estudo sobre o proble­

­ 4.
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ma dos encontros e outros relacionados. Para tanto estabe­
lecemos os indicadores para tais permutações, obtivemos as
respectivas relações de recorrência inclusive para os seus
coeficientes.

Por meio da geradora exponencial de cada Uma
das referidas permutações, determinamos as expressões explíi
citas respectivas dos indicadores.

Como consequência obtivemos alguns resultados
entre os quais o valor de D, do problema dos encontros nas
várias formas e o valor D, | que corresponde as permutações­
encontro e diretamente relacionado com De

Constatamos o relacionamento existente entre as

permutações e as frações contínuas obtendo resultados que
possibilitam o cálculo 'de D, e D, por meio das reduzidas de
ordem n de um particular tipo de fração contínua. bem como
novas relações para tais valorese a interessante Gidentida
de formal entre eles.

Desenvolvemos um capítuio sobre permutações e
as permanentes no qual apresentamos as várias propriedades
e teoremas a partir da definição introduzida envolvendo a­
plicações injetoras entre conjuntos finitos.

Atravês das permanentes de matrizes booleanas

obtivemos as relações com as permutações em estudo.

Sobre permutações com posições interditadas on
de estão contidos 0os mais variados tipos de permutações /

construímos, em co­autoria, um algoritmo de enumeração das
'

e . .
­ a U

. ­ ­

mesmas possibilitando não sô a determinação do seu número

como também suas especificações.

Na segunda parte onde cuidamos dos polinômios

de torres, nos fixamos com alguns tipos especiais particu­

­5­
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larmente naqueles com maior relacionamento com problemas
envolvendo permutações.

Fixamo­nos no estudo sobre os tabuleiros retan
gulares e quadrangulares e consequente obtenção de foórmu­
lase relações não comumente tratadas na bibliografia e
que ampliam os resultados no assunto.

Criamos tipos de tabuleiros retangulares com ce
las acrescentadas obtendo as expressões respectivas para
Ta OS vários tipos e com isso novas possibilidades de apli
cações da teoria.

Por último tratamos das permutações com posi ­
ções interditadas em particular com as que. denominamos des
locamento porêm agora através dos polinômios de torres ca
racterizando um relacionamento entre as duas partes.

No decorrer do desenvolvimento deste trabalho
ora apresentado como tese satisfazendo a um dos requisitos
para obtenção do título de Livre­Docente, verificamos por
várias vezes a possibilidade de estendermos as nossas pes
quisas com a consequente obtenção de novos resultados aos
quais ainda não nos dedicamos pelas próprias limitações im
postas pelos objetivos por nós propostos. |

Ao apresentá­lo então para julgamento temos no

entanto convicção de termos oferecido contribuição tantono
aspecto quantitativo: como qualitativo.
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CAPÍTULO |

INDICADOR DE PERMUTAÇÕES POR NUMERO DE ENCONTROS E: NÚMERO
DE OUTROS CICLOS.

T.A. Preliminares
Indicaremos em tudo que se segue um conjunto fi

nito com n elementos por Xnº
Consideremos as. permutações dos elementos de X

especificando o número de ciclos unitários (encontros) e o
número de outros ciclos... |

' Deftrtição: Indicador das permutações .por número
de encontrose o número de outros ciclos sobre X, é o poli
nônio nas variáveis ue v, fo) qual, indicaremos por z n (4;v),
cujo coeficiente Zn k,Rg de uve. é o número de tais permu­
tações com k encontros el de outros ciclos, sendo z o u;v)==]
e k e 2 variando de 0 a'n. |

“Em termos de função geradora,
z (U;sv) = Grtn, k, 25 O:vo) com 2 (u;v) =

e RKE0,1,2, 12n; =0,1,2,..0,n An kt acima definido.
T.B. Reconnentes Básicas
1. B.1. Primeira Recorrente Básica
Valendo­se. de argumentos combinatórios e admiti

do conhecido 2,5 (0;v) sobre Xão i=0,1,2,...,n, vamos de
terminar Zn4+7 CO v) sobre. o conjunto Xna1º

O conjunto Xn +1 pode ser. considerado como sendo
o conjunto X acrescentando­se um novo elemento.

Acrescentando­se um novô elemento em X, as si
tuações abaixo deverão ocorrer originando as permutações de Xn+1º"

­7­
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a) O novo elemento constituir­se­ã em um encon­
tro, enquanto que o número de outros ciclos fica inaltera­
do e portanto uz (u;v) serã parcela da expressão " de
zn41 (4;V);

b) O novo elemento formará um ciclo binário com
um elemento de xXx, e portanto onúmerode encontros é o mes
mo que em X, 7, € O número de outros ciclos serâo mesmo
que em Xn­1 aumentado de uma unidade. Comoo novo elemen­
to pode formar ciclo binário com qualquer um dos n elemen­
tos de X, pelas considerações acima, nvz, | (u;v) será par
cela da expressão de z.,,(u;v);

c) O novo elemento formará um ciclo ternariocom

dois elementosde X, e portanto o número de encontros É o
mesmo que em Xn­2 eo número de outros ciclos será o mesmo
que em Xn­2 aumentado de uma unidade. Como o novo elemento
pode formar ciclo ternáriocom dois elementos quaisquer de

x, € três elementos podem formar 2! ciclos ternários, pe­
las considerações acima, n vzn­2 (UV) sera parcela da ex

“pressão de zn47 (UV)
d) O novo elemento formará um ciclo quaternâário

com três elementos de X. . Com o mesmo raciocínio dos casos
anteriores observa­se que nv, z(Usv) será parcela da
expressão de Za 1 (UV).

Assim sucessivamenteatê que o novo elemento for
mará um ciclo pleno (n+1'­ ciclo) 'com osn elementos de X
onde nPIvz, (u;v) será parcela da expressão de z (Uusv) .n+1l

Conclusão:

CCI MA (i)
:Zn47 (UV) = uz (Usv) + ão nº “vz; (Us),

n>1l com zo (u;v)=1 por definição e z, (u;v)=u.

­8­
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exemplo:

1.B.2. Segunda Recorrente Basica

Do resultado acima
n ;

SA
: OG) :nz, (u;v) nuz, 7 (U;v) + são n Van g (Us)

Efetuando 2, ,,7(u;v) ­ nz (u;v), temos:
en+1 (UV) *­ (nt+u)z, (U;v) + n(v­u)z, 7 (U;v)
1.5.3. Tlustrações

Com as recorrentes obtemos sucessivamente, por

zo (U;v)
z7 (Uu;v)

“Z2(U;v)
23 (U;v) U? + 3uv + 2vV
z,4(U;v) = nº + 6uº
2. (uiv) uº + 104º

+ 20Vê

zo (U;V) uº + 15uty + 40uº*v + 115uºv + asu?vês

v + 8uv + 6v+ 3yº
2 2v + 20u”v + 30uv + l5uv” + 24v +

+144uv + 95uvê + 120v+ 130vº + 15v”
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CAPÍTULO 11

PERMUTAÇÕES­DESLOCAMENTO

IT.A., Pretíminares.

Definição: A aplicação bijetora £:X >? X, e uma
permutação­deslocamento, se e somente se f(i) £* i para to­
do i em Xnºoo

Deftiniçao: Indicador das permutações­deslocamen
to sobre X, êo polinômio na variável v,.o qual indicare ­
mos por d (v), cujo coeficiente d, 2 de vt & o número de
tais permutações com £ ciclos,.2 variando de O a n.

Em termos de função geradora,

d, (v) = G(d, piv) com 2 = 0,1,2,...,n e dh 2 à”
cima definido.

17T.B. Relações entre os indicadores 2, (uz;v)
dv) o ;

Em z (U;v) u especifica o número de encontros,
portanto fazendo u=0, 2, (0;v) é o indicador das permutações­
­deslocamento por número de ciclos.

Assim z, (o,v) = d (v) conforme a definição aci­

11.C. Reconnentes para o Indicador de Permuta ­
.cçoes­Destocamento

IT.C.1. Paimeixa Recomnente
Pela primeira recorrente básica,

2 41 (0:v) = A nº vZo  (osv)
Como z,(0;v) = d,(v),

­10­
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n

di 47 (7) = a ne van; (O)
­ s . s s

CC.
. que é a primeira recorrente do indicador das permutações ­

deslocamento.

É claro que do (v) = 1 e di(vV) = 0 e portanto to
mamos n>1l na recorrente.

11.C.2. Segunda Reconnendo
Pols segunda recorrente básica,
Zn41 0057) = nz, (0;v) + nvzn.7 (03)
Como 2, (o0;v) = d,(v),
dni1(v) = nd (v) + nvd 10).

du,7() = níaO) + van. 1())
que ê uma recorrente obtida por Riordan [43], pp. 73, por
outro procedimento.

"

11.C.3. Recornrnentes paraos Coeficientes
Como consequência das igualdades acima (primei­

ra e segunda recorrentes) obtivemos recorrentes paraos nú
d ue são:meros d, ,» q

O IT.C.3.1. Primeira Recormnente (Propriedades das
“CoLunas)

— Como d, (v) = G(d, 23) pela primeira recorren­
te do indicador das permutaçõoes­deslocamento vem:

SCETAA = E nd), GÍa
Por propriedades de geradora:

nei ei”)

(i)
:ão n v Gldni ei)
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n vio
|Z ndo, p­17 QUE denominamos

i=1 '

Proprtedadedas Colunas face a disposição de tais rúmeros

Logo n+1,2 *

na tabela.

11.C.3.?. Segunda Recorrente

Pela segunda recorrente do indicador das permu­

taçoes­deslocamento vem:

Cídni1 ei”) " nG(a, piv) + nvel(a, 1 iv
­ Por propriedades de geradoras,

G(a = GÍna, ,* manel ei”) eo n­1,0­1:”)
Logo d,7 2" nd7, * dn gl)
Casos Partteulares:

a) dn 0 = O para nz>1l
b) dn,1 * (n­1): para n > 2

Dl I1T.D. Número Total de Permutações­DesLocamento
Pela definição de df (v) o valor d(1) é o núme­

TO total de permutações­deslocamento sobre o conjunto X..
Indicando por D, tal número, isto é, D"d,(1) =

n ; :

= E do ,, temos imediatamentepelas recorrentes anterio­
£=0 : :

res as duas recorrentes dos totais de permutações­desloca­
mento.

a) Ds]

b) D

sendo n>1, D, = 1

(*) Riordan dã uma prova direta por um argumento combinatório,

­12­
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IT.E. Tabela dos Núineros d.2 e D, e Quadro dasO Permutações­­Destocamento.
A tabela nº 1 dadaa seguir fornece os coeficier

tes d. 2eos totais PD, (n de 1 a 10), e pode ser construí
da com qualquer dos esquemas, baseados nas recorrentes,for
necidos abaixo.

No quadro nº 1 estão indicadas as, estruturas cí
clicas das permutações­deslocamento correspondentes e cu­
jas constagens foram obtidaspor argumentos combinatóriosdi
retos.

Esquema 1 (Utilizando­se à primeira recorrente)
L |

:

n a 1... 2­1 a.

coca vececoess. n

. .

e eee eceoeceeoeoedosooeoeoeoosoecoeoo

Esquema 2 (Utilizando­se a segunda recorrente)
el

:

nn 1 cecececvc..o)

eecececeeceeceeoreoeeooesreceoeoseTl

e eoecoeceeosoeooeeeeoceeoecooceooeosnoa
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Tabelano 1 (U

6

24

120

720
5040

40320

362880

5 6

3 O

20 0

130 15 O
924 210 O
7308 2380 105

64224 ­ 26432 2520
623376 303660 44100
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Quadro nº 1 (Permutaçõoes­deslocamento por Estrutura Ciclica)
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1T.F. Geradora Exponencial do Indicador de Per­
. mutaçoes­DesLocamento

!

i .

Coloquemos G = Z d. (v) 7r Como a geradora ex­
i=0 . o

ponencial do indicador de permutaçõoes­deslocamento.

Derivando em relação a x,
:

! xi”­1 ES
“G' = d; (v) TD) fazendo i­l = j,izl

o

G' Er d ( x) Z” a1
Aplicando a primeira recorrente do indicador de

permutações­deslocamento obtemos:

A jel CE . vd; ; (1) jº ' 214 y + 1 T) x
Por produto convolutório,

| : “od. PSG'=(E oovx).(E GO dd,

ETR des E)Logo, q, = GG. Te (ja" Sm e Portanto
x) o '

­G=exp.(|X v E. +h), h= constante, que é dej=2 ;

:

terminada fazendo x=0 para o qualo valor de G é 1 e conse
quentemente o valor de h ê O.

Conclusão: G = exp.(v z É).
: j=2

11.6, Expressão Expeícita ou Fórmula Geral doTn
díicador de Permútações­ DesLocamento

Pelo resultado anterior,

GE(d (v);x) = exp.(v E ;
j=2

Ou seja,
­lE d (v);x) exp. (­vx).exp(v En(l1­x) )

­17­
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Porém, o ­
Aexp(­vx) = (2 ;x) e exp.(v en(1­x) 13=Gfo;l. .

Por propriedades de geradora,
|

vinX)GE (dn Cv) ix) (x toi'Tn­ET)k=

E d (v);x) = SI o ek.71 b­Jo)
. n UÚ '

—­Conclusão: d, (v) = E Aentb x)
ks0 co ” ”

que E a fórmula geral do indicador de permutações­desloca­
mento.

o

Ilustração:

Para n=6, dg)= E,bev)X lo­k)
= 120vy + 130Vº + 15 o que es de acordo com

a tabela nº 1.

I1.H. Geradoxa Exponencial eFormula Geral — do
. Número Total de Permutações­desLocamento

Vimos em II.F. que D=d (v) para vel, então na
geradora exponencial de d, (v) fazendo v=1, temos:

GE(a, (1):x) ­ GE(Dx) = exp(E *)
| “j=2

x |

= exp.( | TF) ­exp(x)j=e1l. o.
de onde se obtêm facilmente que GE(D,; x)= A1­x97]

. Esta fórmulafoi obtida por Liu ( 34), a partir
n

da recorrente Dn"nDn., "(1)", multiplicando por — e soman
do sobre na partir de 2 quando se obtêm

D(x) ­ D, ­ Dx ­ x (D(x)­Dg) et (1­x).
Como Do=1 e D,=0 obtemos (I­x)D(x) = e *, e fi­
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nalmente a geradora exponencial
| DX ­x ­1
D(x) = Z — =e (l­x) ”"

= nºn=0

Da geradora exponencial .(1­x)"1,."X dos números
DP, e com o mesmo raciocínio utilizadona determinação da
fórmula geral de d(v) obtivemos como corolário a expres ­
são explícita de Da

n k
=

nº ­1)

11.J. Expressões do Número Total de Permutações
­destocamento

a) D = nC(DJ+D 1).n+1
Í

n ( k

ambas já estudadas e obtidas anteriormente.|

c) PD, = nDn., + (­1)”, obtida da anterior.
I1T.K. Aproximações de D,
Da expressão b) obtida em IIT.H. temos:
lim — = e 1 portanto para n suficientemente
n+ . Na

|
|

;

grande Dente”.
Assim por exemplo, considerando e” =0,36787944,

para n=8, nº = 40320 e Dº 14832,90 o que se confirma pela
tabela nº 1.

; ­ ­1
Estudo da aproximação nie de D,'

: k=n+1

sene un numero impar, nie ­D, <xZp, Se ne um número par,
­l 1 s e =1 ­

. ­D,"n:e <maqT' 15to é, ne — é uma aproximação de D, com
erro inferior a (n+1)71,
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CAPITULO III

PERMUTAÇÕES­ENCONTRO

111... PreLiminares

Definição:A aplicação bijetora f:X, > X, ê
. uma permutação­encontro, se e somente se, f(i)=i para al­

gum 1 em XxX
|

: Definição: Indicador das permutaçoes­encontro

sobre o conjunto X, êo polinômio na variável u, o qual
indicaremos por e tu), cujo coeficiente e, , de us ê o nú­
mero de tais permutações com k encontros, k variando de O

n.

Em ternosde função geradora

en.kiU), k =. 0,1, 2, +... nee pacima defi­

I11T1.B. Retação entre os Indicadores Z,(uzu) e
e, lu) '

|
Em 2) (u;v) fazendo v=l, desdé que v especifica

o número de outros ciclos, 2 (u;1) E o indicador das per­
mutações­encontro.

Assim z (us1l) = e, (uu) conforme a definição da­
da acima.

ITI.C. Recornentes: para o Indicador das Permu­
taçõoes­Encontro

I111.C.1. Primeina Reconnente
Pela primeira recorrente básica, fazendo v=1 te

(u;1)=uz, (Uu;1) + nz (usa)“n+l
i=1

­20­
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Como z,(U;1) = eu), obtemos

Een+1 () = ue (u) + . ne
i=1 >

; (UU).

sendo n>1, com en(u) = 1 e e, (U) = u.

IT1.C.2. Segunda Recorxnente

Pela segunda recorrente básica, com v=1 temos:

Zna71(US1) = (Nt+u) 2n (451) + n(1­u) zn­100;51)
Como z, (U;1) = e,(U) encontramos a segunda re ­

corrente

ens1(U) = (mtu) en(u) + n(1­u) en,(u)
I1T1.C.3. Recorxrentes para .os Coeficientes

Como consequência das igualdades acima obtive ­

mos recorrentes para os números en x VE são:
,

.

III1.C.3.1. Primeira Recormente

Como e (u) = G Cena) pela 1º recorrente do in
dicador das permutações­encontro temos:

É
:Glensa Ko!

Por propriedadesde geradora
|

: No çoGlensa, io) " Glen k­1iU) + GSE
Consequentemente,

|

n :

= + xr nOn+l,k Sn,k­l n

i=1 n­i,k

que ê a primeira recorrente para os números e, x
'

'
:

?

1117.0.3.?. Segunda Recorrente

Pela segunda recorrente do indicador das permu­

taçoes­encontro temos:
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Glensa o) = (n+u) Elen ia) *+ n(1­u) Glen xo)
Por propriedades de geradora,

G(ens1 130) = Gn KU) + Sl, k­iu) +
+ 6 (n En­1,k50) ­ G(n eEn, k­130)

. Consequentemente,

+ SEO +Sn­1,k ” En­1,k­1) * Sn,kol
que é a segunda recorrente para os números E x,

|

"

Em ambas n > 1.

111.0. Númexro Total de Permutações­Encontro
Pelo fato de en.xk SET O número de permutações

?

de n elementos com k encontros o”? DE número de permu­
,

tações­deslocamento.
o n

Portanto. E e
çoes­encontro. Indicando tal número por D = Zemn Cinto

im = LNAssim Dr, n. DD,"
Aplicando a recorrenteb) dos números PD, obte ­

mos Drs1 = n(D, + D 1):
Analogamente atravês da expressãoc) dos números
ANN crashD, obtemos D, = n Dr.7 (­1)
Também aqui n>1, sendo Do” o)

TIIT. E. Tabela dos Números ep? D, e Quadrodas Permutações­cEndontno.
“A tabela nº 2 dada aseguir fornece os coeficien

tes e, , eos totais D, (n de 1 a 10) é. pode ser construí­
da com qualquer dos esquemas, baseados nas recorrentes ,for
necidos abaixo.
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No quadro nº 2 estão indicadas as
e . ­­

ciclicas das permutaçoes­encontro correspondentes e

estruturas

cujas
.

:

|

. e...
D

.

contagens foram obtidas por argumentos combinatorios dire

tos

Esquema

N

k
n

1 (Utilizando­se a primeira recorrente)

Esquema

k
n

e
e

.
.
.

2: (Utilizando­se

e
A

A
A

e
o

.
.
.
.

na)
nn

(1)
n

segunda recorrente)

No LL
wo ee oecoeoceeeosooo og?

RSA MENS
O o o ES ao A o or o o

2

e o e. 0 00eedóorãiõis
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Tabela no 2 ­ Cen,k e D)

9
!

6 o o o 15
44 2 45.270 20 2 100 O o 0 o 76
265 264 135 40 15 o 454

1854 1855 924 315 70 21 3185

14833 — 14832 7420 2464 630 112 25458

133496 133497 66744 22260 5544 1134 | 229179
1334961 1334960 667485 222480 55650 11088 |

2291663
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TIT.F. Germadora Exponencialdo Indícador de Per
mutaçoes­Encontro

Coloquemos G= E e. (u) = como a gerador'a expo
i=0 i: | 2 ­

nencial do indicador de permutações­encontro..

Derivando em relação a x,

1
x. dA eoG ão e. (u) TIDO» Fazendo i­1l j,

j=0
G' =

2

Pela primeira recorrente do indicador das permu
taçoes­encontro,

G' = E
:

j so j
+

; (1) x

; |u e; Cu) E) ez) Txo i=1 É

.
jo 3 e.)

G'=Y ue.(uU)&e+ E E EITDDI x”jo 2 3: jso asa, DID:
: "e.(W)

uG+ (E xº)).(E dx»)
j=1 2 j=o ?' |

= G(u + E x)
j=1"

3+1
FT) e então,

que é determina­

da fazendo x = O para cujo valor G é le consequentemente

­

j
Conclusao: G = exp.(u x + E z ).

—js2
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111.6. Expressão Expbeéceita ou Formula Geral do
Indicador de Perxrmutaçoes­Encontro

Pelo resultado anterior (III.F.)|
,

1

|

x? :
:GE e (u),x] = exp(ux + 'Z F) ou seja,

j=2

GE fe (u) ,x) = exp(ux­x).exp. en(l­x) "*,
1. i

Porém: exp(u­l)x = cf). ;x)
exp.ên(1­x)"* = G(1;x)

Logo, por propriedades de geradora,
,

n Qk. !

:

GE e (u);x|] = G[ z (u­1) ;x) = GE'n! n u­1)
k=0 K'

ta" que é a fórmu
k=0, “/.**

­

la geral do indicador de permutações­encontro.
Conclusão: e, (u) = n:

Ilustração:

para n=6, e.(u) = 6! z ED.
4­6eg(u) = 265+264U+135U+40u +15U +u

cujos coeficientes podem ser verificados com a tabela nº 2.

IIT.H. Um novo metodo de obtenção do indicador
de permutaçoes­encontro

Da fórmula geral obtêm­se o resultado:
en (u) = n en­1(4), eU) derivada em relação a

Consequentemente, d e, (u) = mn en­10) du, ou se
ja, en (u) =n Se, 7 (u)du + h, h=constante, que nos forne ­
ceu um novo método de obtenção.

O método consiste então em aplicar a última
gualdade e a partir de en(u)=1 obter sucessivamente os
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mais indicadores sendo que para cada integral calcula­se o

valor da constante para u=0 lembrando que e (0)=e, 9"Dn'
Assim, e, (u) = fen(u)jdu + h=urh |
Fazendo u=z0, e, (0) . h e como e, (0)=D, e D,=0,

h=0, portanto e, (Uu) = u. " Do
— e,(u) = 2/e,(u)du + h= u+h

Fazendo u=0, e,(0)=h e como e, (0)
h=1, portanto e,(u) = u2+1 "

ex(u)= 3/e,(u)du + h = u*+3uth
Fazendo u=0, ez(0)=h e como éz(0) =

h=2, portanto ez (u)=u"+3u+2.

Nota: A constante em cada integral podera
cocOn

calculada fazendo u=1 lembrandoque e (1)= EX e ,=nl.

Assim, e, (u) = fef(u)du + h = u+h
Fazendo u=1, e, (1)=1+h e como e, (1)=1, h=0,

tanto e, (u)=u.
o

e) (u)=2/e,(u)du + h = u”+h
Fazendo u=1, e;(1)=1+h e como e,(1)=2, h=1,

tanto e, (u)=u"+l..
e; (u)=3/e,(u)duth = u”+3uth.
Fazendo u=1, ez(1)=4+h,e como ez (1)=6, h=2,

tanto ez (u)=u”+3u+2

ITI.J. Uma nova propriedade para os coegícien ­

tes do indicador de permutaçõoes­encontro
n 1

|

a

k

Sendo e, (u) eo Sn, k u e desde que
er (u) = ne 10), temos,

Kk e x ul nl, k uí, ou então,
k=1

2 3 4 5 6 7 unesp ”*.. 12 13 14 15 16 17 18



Portanto, (Kk+1) en 141 =n Sn­1,k' ou k Sn, k =
s = n := nen;1 o que equivale a An, k k n­1,k­1º k>1, que

é uma nova recorrente para os valores e, px e que fornece
UH

um novo esquema para construção da tabela nº 2.

Esquema

“k
n

encarece OD .*

AAA

IITT.K. Estudo da distribuição do número de pear­
mutações­encontropelo número de encon ­
tros

Sendo Sn, k o número de permutações de n elemen­
tos com k encontros podemos associar a esse fato uma distri
buição de frequências representadas por tais números confor
me os valores de k.

Consequentemente pode se determinar a média, mo
mento fatorial e variança da referida distribuição possibi
litando interpretações estatística para o indicador das per
mutações­encontro.'

Vimos anteriormente que,
: n k

e(u) = Glen xiu) = nº E De
O momento fatorial Mr) de ordem r é dado

­29­
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onde GU) é a derivada de ordemr da geradora.

a) Media:

: ­ Qk­1n!' |1 7 (u­1) ]
k=1 (k­1):

dG

Portanto Mr,,=1, isto é, u=1 média da distribui

­b) Momento fatorial de 2º ordem e variança:

Portanto M2571> com o qual segue imediatamente
a variança,

o = M(2) "O Ma) EE o (*)

Ilustração:

Para n=5, er(u) = 44+450+20uº2+10u* 5
+u”, e o qua­

dro de distribuição de permutações­encontro pelo número de
encontros €,

k.e

44 o. o

as
dd.

as 45

20 40 — 80
10 30

| o
NS RANAAr o

1 jo 5. | 25

(*) Resultado que coincide com os valores obtidos por Da­
vid and Barton [ 11) ou Feller [18],

­30­
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5

Variança O 2*=

6

Dk 5 k

PCs k
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CAPÍTULO IV

RELAÇÕES COM AS FRAÇÕES CONTINUAS E O CALCULO DE DI,FEREN­
ÇAS FINITAS

Considerando os resultados obtidos com os nume­

ros D, e D, e o estudo das frações contínuasem particular
certas propriedades das reduzidas, bem como elementos do

calculo de diferenças finitas em particular a aplicação do
operador de diferenças ascendentes à função fatorial, esta
belecemos algumas relações úteis entre aqueles números e
tais tópicos.

Ne

Com isso novas expressões para D e D, são obti
das ampliando a série de resultados conseguidos referentes
as permutaçõoes­encontro e deslocamento.

IV.A. Relações com as frações contínuas

Consideremos a fração contínua geral,

b, .p

1 a7' 93

Pela Iei de formação das reduzidas, os números

Pp, E 9, São determinados pelas relações,

PR * an*Pn­1*Pn*Pn­2 e 4 Se an In­1*Pn*An­2º
com polo q0=0, Ppr7a, e q,71.

Pelos resultados obtidos em relação aos números

D, e D, segue o teorema:
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­ Teorema: A reduzidade ordem n da fração contí­

D
é igual a À

e n ­ . . . ­

(o calculo de — é efetuado sem simplificações)
o 5

Demonstração:

A fração contínua acima é obtida da fração con­

tínua geral considerando a,=0, b.=i­1 e a.=i­l, i>2.
Pela lei de formação das reduzidas,

(n­1) (P.1tPn­2) e dn (n­1) (q1­7*97­2) e
|

Dp

“*t 3 1 7
PD
mm.Sabemos que

e também

DR (n­1) (Dn 1*Pn2) € Dr " (n­1) Dr­1*Dn­2)­
" Então por comparação conclui­se que as sucessões

p, e D, bem como q. e D são idênticas e portantoa reduzi
n n

: n n D — 11 SS

da de ordem n da fração contínua acima é PR
o Do

2 CTN ­ n =Corolarto 1: DF nD,. tl 1) e PD,
De fato, considerando a fração contínua do teo­

rema e pela seguinte propriedade das reduzidas,

Pn*Ihn­1 7 Pn­179h º CD «ba.bz.bá.++ br temos imediatamen
D

| 2 r295D a eo PNte D..­Dn., Dn=1*Pn (1) da qual conclui se o corola
rio 1.

MP ADS:nº (n­1)fn.D, 2­1] «e
D, = (n­1)(n:D +19”)

Corolario 2: D

Considerando a fração contínua do teorema e pe­

­33­
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seguinte propriedade das reduzidas,

­ Pn­2 (1797 n ba +++ Dn
In­2 | nº tAin­2

, temos imediatamente

Dn­2 (1). (n­1)"
= SS 2 ou seja, Dn'Pn­27"Pn*Pn­2 =

n n­2 "nº n­2

(1)? (nen) da qual conclui­se o corolário 2.

IV.B. Relações com as Diferenças Finitas
No cálculo de diferenças finitas, vide referên­

cia | 13|, são válidas relações entre os operadores de di
ferenças descendentes e deslocamento de maneira que,

n
nAPoxt = (E­1)"x! = E SADCDÃ Genk:

k=0" :

o

Considerando x=O0,
n : k

n.., nr 4 k : (=1)A Ol = 3 (1)(­1) .(n­k)! = n:kx=o X x=o E

Portanto, de acordo com a expressão geral dos nú

meros DP, obtida em II.H, vem:
Nº 0Or =D

on

Empregando então a tabela do “operador A para a
função x!, os valores de D, São obtidos imediatamente,pois
as sucessivas diferenças de um mesmo argumento se dispoem
em diagonal descendente, e para x=0 os valores correspon ­
dem aos números D, e se localizam na primeira diagonal con
forme a tabela nº 3.
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TABELA nº 3

6
: ­

24 18 un
120 96 78 64 44=
720 600 504 426 362 | 309|  265=

5040 4320 3720 3216 — 2790 2428 2119 1854 =D,
40320 | 35280 30960 “27240 |  240M 21234 18806 | 16687 14833 =D 8

362880 322560 — 287280 256320 229080 205056 183822. 165016 148329 133496 =D,
3628800 | 3265920 | 2943360 | 2656080 | 2399760 | 2170680 | 1965624 | 1781802 | 1616785 | 1468457 | 1334961 = Pi,
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CAPTTULO V

RELAÇÕES COM AS PERMANENTES

V.A. Pretiminanres

Inicialmente "permanente" foi definida como o
valor de uma função escalar de uma matriz da seguinte ma­
neira:

Se A = la) é uma matriz quadrada de ordem n,
então permanente de A que indicamos por per A ê definidaco
mo segue,

NM a. ,..) , onde à soma se esten­os io(1) *
:n i1=1 :

de sobre todas as nº! permutações do conjunto X, ou então on
de a soma se estende sobre Soo Sh grupo simétrico de grau
n.

Posteriormente notou­se que permanente pode ser

definida para qualquer matriz À = (a; 5] do tipo mxn porém
com m<n, da seguinte maneira:

m
!

*
|

per A=Z N a. ,., ondea soma se estende so
—

o isl. io(i) !

"”

bre todas as m­permutações dos elementos de x,"
Essa função escalar de uma matriz aparece re­

petidamente na literatura de combinatória em conexão com
certas enumerações por ser em geral um invariante apropria
do para matrizes que surgem em pesquisas na area onde o
problema ê essencialmente inalterado por transformações e­
lementares sobre matrizes como por exemplo no cálculo das
permutações­deslocamento e outras como veremos em seguida.

Segundo Minc [ 35] os primeiros estudos sobre
permanentes surgiram em 1812 por Cauchy para posteriormen­

­36­
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te vários resultados serem publicados muitos dos quais en
volvendo identidades especiais com determinantes. Porém o
desenvolvimento maior do assunto deu­se nos últimos20 anos
com a publicação de vários resultados inclusive com aplica

ções à fisica e à teoria das probabilidades.

Para a obtenção dos nossos resultados sobre as

permutações­deslocamento e outras atravês da teoria das

permanentes consideramos a seguinte definição.

Definição: Dada a matriz A = (a;,) do tipo mxmn,
m ;

com m<n, per A = Z 1 a...
j. àsl Dj

das as aplicações t injetoras do conjunto Xm no conjunto
cuja soma ê estendida a to­

n

Os primeiros Indices são elementos do domínio

e os segundos Índicessão elementos do conjunto imagem. Co
mo consequência notamos que o número de parcelas na soma €

(m)
n

V.B. Teoremas Basicos

Teorema 1 ­ SeB E uma matriz obtida da ma­
triz A efetuando­se trocas de posições entre linhas ou en
tre colunas, então per B= per A.

De fato:

Vamos supor que a matrizB seja obtida da ma­
triz A trocando­se a linha r pela linha s com r<s.

Entao B = bislmxn com b;: a;; Para itr,ifsJ 1)

as
a

Portanto
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ecc dos ce...ou, per B = £Z 913, %23,' “si, rj,
Isto é, per B = per A.

De maneira análoga demonstra­se quando B é ob

tida de A efetuando­se troca de posições entre colunas em

A.

Teorema 2 ­ Multiplicando­se todos os elementos
> uma mesma linha ou coluna de uma matriz A por um escalar

a permanente da matriz fica multiplicadapor ».
A demonstração é imediata.

Teorema 3 ­ A permanente de uma matriz quadra­

A é igual a permanente da sua transposta At,
De fato:

per A = Z 213 a1t+ DNS

per A = ; bs. .. b.
23, nja

­ Como a somaé estendida.a todas às aplicações £f
“= :

injetoras de X, em X, e sendoN(&HE"!, e como 2: = bi as
parcelas da soma com os bi são as mesmasda soma com os

Logo, per A = per Aº
Teorema 4 = (Propriedade da Expansão)
Se A;j êa matriz obtida da matriz A do : tipo

mxn suprimindo­se a linha i e a coluna j, então
m :

er AÀ­= 3 a.. per A.., jeX..? eg SEP Co? nm
De fato:

“Para j=l, per A; e a soma dos produtos dos ars
onde ri e os s são as imagens das aplicações injetoras de
(1, 2,...,m)­ (il em (2,3,...,ml).

oO valor a;, per A;, ê igual a soma dos produ ­
­38­
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tos dos aço T qualquer e s as, imagens das aplicações inje
toras de (1, 2 aaa) em (1,2,...,n) tal que a imagem de à

l.

Portanto E a; per A: e igual a soma dos
produtos dos a ., onde r é do domínio e s da imagem de toTS

das as aplicações f de x, EM X que ê exatamente per A.
A demonstração foi feita para j=l1 porém pelo

teorema 1 o resultado é valido para os demais valores de j.

Teorema 5 ­ Consideremos:

A = (a;;) do tipo mxn com m <n;
Ax matriz obtidade A substituindok colunas

por colunas constituídas de zeros, k=0,1,2,..:,n­l;
b;, à soma dos elementosda linha 1 da matriz

Av m.
NiCc =

. b;x et x estendida a todas as combi­i=1

nações de n colunas k a k;
: m­l s :

o.
" 217) nm+iNessas condiçoes, per à “EO ( i JECnomei

A demonstração ê baseada no princípio da inclu
e exclusão­ generalizado :fo) qual trata­ se do seguin­

. Associemos acada elemento i do conjunto X

um número real a: denominado o seu peso. Seja P,, Ps es
e... Pro e... propriedades relacionadas com os elementos de

Xx e NO; 3 Pio, o Ja soma dos.Pesos das elementosn 11 2 “i,
de XxX que satisfazem Tr propriedades cada um.

Se EM) é a soma dos pesos dos elementos de
. que satisfazem exatamente m das n propriedades, então:

n­mE(m) = 3X (­1) i m+i, W(m+i), com
"

m

Wír)= IW(P. , P; ,.
17 >
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Dada então a matriz A = (a,;) do tipo mxn, com
m<n e sendo S o conjunto das m­uplas obtidas de (1,2,3,..
.«.., n), podemos considerar:

i

... ; ue à Oo eso as­37 “2d, mi .
sociado ao elemento SEE j2º e.)mm) do. conjunto S;

a) O valor a;

b).As propriedades Po PJ” e... P ... rela ­Tr

cionadas com os elementos de S tal que um elemento qualquer
satisfaz a propriedade P: se não possui o elemento i.

Considerando as matrizes A, e os valores Cc, con
forme o enunciado do teorema, a soma dos pesos dos elemen­

tos de S que satisfazem r propriedades cada um serãâ Cr" As
sim W(r) = Z Cr" »

Por outro 1ado, sendo per As "13, 23,

Conforme a definição, per Aê igual a soma dos
pesos dos elementos. de S que satisfazem exatamente n­m pro
priedades P..

Portanto pelo resultado acima expresso pelo va
lor E(m) temos:

| |

|

mel i,n­m+i
per A = E(n­m) = Z CD f( Ca JZEc=0

­m+1
i n­m+1

Corolário: No caso em:que m=n, isto €, A é ma­
n­l

triz quadrada, per A= Z ZE(­ 1)º
iso

V.C. Permanente de Matrizes BooLeanas

No caso de termos A = (2; 3Jmxn tal que a;jº 0
ou 1 dizemos, como é usual, que A é matriz booleana.|

Teorema 6 ­ Se I é matriz identidade de ordem

n então, per I = 1.

De fato:
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SendoI = (a; Jnxn' 2; ; 1 parai =

O parai É

per I1= "13, *2j> e... ni, cuja soma esten­
dida a todas as aplicações injetoras de X. em X,.

Neste particular tais aplicações, cujos valo ­

res 31; são diferentesde zero, resumem­se na aplicação i­
dentica e portanto per I = 11 822 +++ an PL

Teorema 7 ­ Se.P é matriz depermutação então,

De fato:

A matriz P = Pijlnmm é de permutação se Pijº”
0Ooule ZU op

i=l 1). 1j
2, ...,n).

Pelo teorema 1, per P = per I e portanto pelo
teorema 6, per P = 1.

Teorema 8 ­ Se J ê matriz quadradade ordem n
com todos elementos iguais aum então, per J = nl.

De fato:

J= TG.) com j 1.Nij­nxn ij
Para n=1,:J =[1)], per J:= 1 1º

n=2, J [|
: 1 1), per J=2=2!

Por indução, supondo válido para n=k, sendo a­
gora n=k+1, per J= Z j...per J.., (j=1,2,...,n) pelo teo

127 733 TG)
'

=

rema 4. |

Kal
., Ou Seja,Como 31371 per J= [3Z per J;j

k+1 ­
|

i­l

per J= EZ k! = (k+H1)! . Assim o teorema éê válido para
i=1

qualquer valor da ordem n da matriz JJ.
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n­l ”

Corolário: E (­1)".(n­r)" =
r=0

Aplicando o teorema 5 para o cálculo da matriz

J teremos os seguintes valores:

=D “LA PS: mn 9coFN, re, ()& 1), te, (5) (n 2)
2º n n :

­ ­FEn­1 (n­12"! , pois como b:r (n­r),
c.=(n­r)”, entretanto existem () matrizes J, o que impli­
ca EC (PD) (n­r)"

r Tr | nel

Logo, per J= E (­1)". (n­r)” é consequente ­
n­l

r n r=70 |

mente (­1)..(n­r) =n!
r=0 '

V.D. Permanentes e as Permutaçoes­Destocamento

Consideremos as matrizes quadradas:
b;;) = J­I, que indicamos por.B para ordem n,

B, para ordem.n­1 e Ba, para ordem
n­2.

k1ã) comki; 1 para ij*j
Rael |

|

k; O para i=j, iz1 e jál
que indicamos comK para ordem n, K, para ordem n­1 e K,
para ordem n­2.

Lema 1 ­ per B = (n­1) per K
De fato:

per B= : b., per Bio B., é de ordem n­1.
! i

|

|

per B =. per B;,, pois br, =0 e. b:;1? 1 para
i=2

ão per K,, pois B., * k, para ijl.i

­42­

AAA

cem 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”*.. 12 13 14 15 16 17 18



Logo, per B = (n­1) per K,.

Lema 2 — per K, = per B, + (n­2) per K,

De fato: .
n­1l

per K,. = k., per K.1 127 32 il

n­l

per K, = k,,­Per Ka + per K;1
| 1=2

" n­1l

per K, per B, + EX per(6K pois K,, = B, &«
i=2

|

:

2 11

de acordo com as considerações iniciais.

Logo, per K, = per B, + (n­2) per K,.
Teorema 9 ­ perB = (n­1) [perB, + per B,)
De fato: |

Pelo lema 1, per B = (n­l) perK, e portanto pe1

lo lema 2, per B = (n­1) (per B,+ (n­2) per KT.
Ou seja, per B =. (n­1) per B, + (n­1) per B,.
Logo, per B.= (n­1).[per B, *+ per BJ.
Corolário: per B = D,
De fato:

Para n=2, per B=1.
!

Como D,=1 e DA MN­1) (Dn 1*Pn­2) que É exatamen
te a mesma recorrente para per B demonstrada no teorema 9,

então concluímos que as sucessões D, e per B são idênticas.
Observação:

O câãlculo de per B atravésdo teorema 5 é ex ­
presso pela igualdade:

n­1 o >
per B= E (­1)" (2). (n­r1­1)" r

r=0

pois de acordo com a definição da matriz B
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n­r para r linhas

n­r­l para a restante n­r linhas

. Então, .c. = (n­r)".(n­r­1)""" e
le, * () (nr) 7. (mren9PTT
Segue portanto o seguinte teorema:

|

| : n­1

Teorema 10­ D ='L (­1)* (2) (n­r) "(n=r­1)"""
.r=0 Doo

Demonstração imediata pela observação e o .coro

Ilustração:

Cálculo de D; por permanentes.
Temos que Dz = per B, B de ordem 3.

o O 1 1

Portanto Dz = per 1 0 1

1 1 0

a) Por regra análoga à de Sarrus:
1

b) Pelo corolário do teorema5:

— per B Co ­ Ee + tes, sendo
bio Cc, bb; ec, b.

i=1 À i=1

o Bg 7 Beas matrizes
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as matrizes do t

Consequentemente:

= Pro”

1.1.

ipo

2.1.

1.2.

1.1.

1.0

0.1

para

“para
para

£ £ para
.l] = 0 para a

1 = 0. paraa:

­ matriz

« matriz

.­ matriz

matriz

:« matriz

. matriz

do:

do

do

do
do

do

tipo

tipo

tipo

tipo

tipo
tipo

Então per B = 8 ­ (2+2+2)+ (0+0+0) = 2

Pelo teorema 10:.
2
DE

—r=0

6

en GN"
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CAPITULO VI

INDICADOR DAS PERMUTAÇÕES COM POSIÇÕES INTERDITADAS

Como vimos na parte de permanentes, toda permu

tação dos elementos do conjunto Xn pode ser representada
|

­
n

por uma matriz booleana A = (a;;) de ordem n com E 2;
| isl1

1=1,2,...,n. Para tanto con
n

= 1, j=el,2,...,n e ED

|
J?

venciona­se que se a.ij = 1 o elemento i ocupa a posição j e

= O o elemento i não ocupa a posiçãoj na permutação.

1 3

ij

As permutações com posições interditadas serão

representadas por matrizes booleanas em cujas posições in­
.

"
.

Í

.

o
. ­terditadas necessariamenteo elementoda matrize zero e

os demais elementos serão 1 ou O dependendo da permutação
considerada.

Assim, por exemplo, nas. permutações­deslocamen
to as matrizes booleanas que as representam têm os elemen­
tos da diagonal principal, a;jo todos iguais a zero.

Entretanto, uma matriz booleana identifica­se
de uma certa maneira com um tabuleiro, tipo tabuleiro de
xadrês, onde as celas (casas) interditadas correspondem na
matriz às posições interditadas cujo elemento corresponden
te é necessariamentezero e cujas celas livres correspondem
na matriz elementos que poderão ser 1 ou 0.

Valendo­se da representação de permutações em
tabuleiros descreveremos nesta parte um algorítmo (O) que
possibilita a determinação de um polinômio o qual denomina
remos Indicador das Permutações com Posições Interdíitadas,

(*) O algorítmo foi encontrado em pesquisa conjunta com R.
M. Barbosa e posteriormente feita a programação paraHP­9830 ­ BASIC por J.S.Jr.

­46­
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e cujas posições serão representadas por celas interdita ­

das no tabuleiro.

Algoritmo:

Uma primeira forma:

: Fases: F, a cada linha 1, i=1,2,...,1D, do tabu
leiro associa­se o polinômio P: = o x;jo diferente da
coluna em cuja linha i hâá cela interditada.

F,­ efetua­se o produto P,.P,...P1

F; ­ anula­seos termos do produto que contenha
n

em seus fatores dois segundos Índices iguais.
O produto resultante é o Indicador de Permuta­

ções com Posições Interditadas cuja expressão é da forma

x
x

.. e cada um dos termos x
nj,

EX4: AX5s 0...
; PARA*1j, 2j, 13, 2j, :

indica uma permutação cuja representaçãono tabuleiro faz­
se marcando as celas correspondentes aos Índices duplos de

cada x.

“Uma segunda forma:
Fases: Fy­a cada linha i, i=1,2,...,7D, do ta

:

: n.
buleiro associa­se o polinômio P.= E —j diferentedaXi,

ii ja 3
coluna em cuja linha i hã cela interditada.

EF, ­ escreve­se Y = Po
F, ­ calcula­se YEY. IP 172,3,...,nN, e a

cada passo elimina­seos termos com dois segundos Índices
iguais.

O polinômio resultante de Y, € o Indicador de
Permutações Interditadas.

Prova do Algoritmo:

— Observemos que os P. não permitem ter elementos
nas posições interditadas e obriga ter um elemento em cada

­A7­
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A eliminação de termos com segundos Índices i­
guais não permite ter dois elementos numa mesma coluna.

Assim, os termos do polinômio resultante P,­
«Pa... P, ou Yn correspondem as permutações dos n elementos
considerando­se a disposição das posições a serem ocupadas

no tabuleiro, uma e apenas uma em cada linhae em cada co­
luna e nunca em posições interditadas.

Caso particular:

Como caso particular de permutações com posi­
ções interditadas temos as permutações­deslocamento as
quais são representadas por um tabuleiro nxn com celas in­
terditadas na diagonal principal.

Ilustração:

1&­Sejao tabuleiro 4x4 com posições interdita
das as quais marcamos com x.

1 2 3

x

Através do mesmo podem ser representadas todas

as permutaçõesdos elementos do conjunto X, tal que o ele
mento 1 não pode ocupar a posição3, o elemento 2 não pode
ocupar as posições 1 e 2, o elemento3 não pode ocupar as

“posições 2 e 4 e o elemento 4 não pode ocupara posição 4.

Assim: P, = Xx11 + X12 + X14
Pa = X73 + X5,
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Pz =x37 * X33
PQ =x47 + XX) * X43

Encontra­se pela primeira ou segunda forma,

= x17 X24 “33 X42 * X12 “24 “31 “Xa3 * “12 “24 “33 “41 *

+ X74 X23 X37 X42) DUE corresponde as seguintes solu­
ções:

Solução 1 Solução ?2 Solução 3 Solução 4
ol x dlolx|. jo lx X

X JxIx X Jo

x T x

28 ­ Permutações­­deslocamento
Consideremos o conjunto Xz3 então o tabuleiro

que pode representar todas as permutações­ deslocamento eo
seguinte:

Neste caso, P, = x172 + X130 Pr.= X] + X>3
+ Xz32º

Encontra­se pela primeira ou segunda forma,
=“ “37

x" x12 Xo3 Xx237 * 13 *x71 “3
Solução | Solução 2?

x lo Ex do
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CAPITULO VII

POLINOÔMIOS DE TORRES

VIT.A. Prediminares

Nesta segunda parte estudamos os polinômios de
torres detendo­nos em alguns tipos especiais particularmen
te naqueles correspondentes a tabuleiros retangulares e qua
drangulares pelo maior relacionamento dos mesmos com a pri
meira parte do trabalho.

Os nossos estudos nesta área iniciaram­se com
os polinômios detorres, e na busca e estudo de suas ques
tões fomos motivados a dar um bom desenvolvimentoao traba
lho no que tange ao que denominamos primeira parte.

Tratamos inicialmente dos elementos básicos do
assunto para então nos fixarmos nos polinômios de torres
para tabuleiros retangulares e quadrangulares e. alguma ex­
tensão a tabuleiros retangulares com celas acrescentadas em
linha e ou coluna, onde novamente cremos ter fornecido con
tribuições.

VIT.B. Conceitos e Teoremas Basicos

— Definição: Denominamos tabuleiro um subconjun­

to finito qualquer de NxN, N conjunto dos números naturais.

Intuitivamente, um tabuleiro serã considerado
um conjunto de celas ou quadrículas tipo tabuleiro de xa­
drês como afirmamos anteriormente o que facilitará o enten
dimento bem como fixação de idéias.

A cada ponto corresponderá uma celae recipro­
camente, estando os mesmos dispostos em linhas e colunas.
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Indicaremos por rt, (C) o número de maneiras de
se considerar k pontos ou k pares ordenados (m;n) no tabu­
leiro C tal que dois deles não estejam na mesma linha ou
mesma coluna. Consideremos ra (C) = le observamos .que
r, (C) = 0a partir de um certo valor de k dependendo da
constituição do tabuleiro Ceoseu número de celas.

j número rt, (C) corresponde então ao número de
maneirasde se colocar k torres num tabuleiro sem que ne­
nhuma elimine outra, ou seja, duas quaisquer são estejam
numa mesma linha oucoluna.

Definição:A função geradora da 'sequência
<T, (C)> é denominada polinômio, de torres do tabuleiro C.

Indicandopor R(x,C) o polinômio de torres do.
tabuleiro C, R(x;C) = [8,(0), x] onde ro (C) = 1,

|
Teorema 1 ­ Qualquer que seja o tabuleiro C,

R(0,C) = 1.

Imediato.

Teorema 2 ­ Se um tabuleiro.C possue r çelas
então .r, (C) = T.

Imediato.

Definição: Dois tabuleiros C, eC, são disjun­
tos, se e somente se, para todo (my .n,) eC, não existe
(m,,n,) eC, tal que my = m, OU Nº E Ny.

­.. Teorema 3 ­ Se um tabuleiro C consiste de dois
outros Ci.e C, disjuntos, então R(x,C) = R(x,C1).R(Xx,C,).

Defato:

rt, (C) = são r;(C1).r ;(C2), pois colocar k tor
res em C é o mesmo que colocar j em Cc. e k­j em C,, j=0,1,

­51­
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2,

Consequentemente, <r, (C)> = <r, (C1)> * <r, (C,)>,
(produto convolutório).

Então, 6(<r, (C)>, x). = Ger, (C)>*<ry(C7)>,xJ­
G[<x, (C; )>,x) . G(<rr (0,)>, x) e portanto R(x,C) =

= R(x,eR(x, C,).
Teorema 4 ­ Fixada, uma cela qualquer num tabu­

leiro C e indicando .por C, o tabuleiro obtido de C elimi ­
nando­se a linha e a coluna da cela escolhida e por Cc. o

tabuleiro obtido de C eliminando­se apenas a cela escolhi­
da, então: R(x,C) = xR(x,C,) + R&X,C,).

De fato:

O número de maneiras de se colocar k torres
em C pode ser dividido em duas categorias:

|

a) aquela que tem uma torre na cela escolhida,
corresponde ao número Ty.1; ) de se colocar k torres em C.

b) aquela que não tem: torre na cela escolhida,
corresponde ao número TEC) de se colocar " torres em C. ..

Então, ry(C) = Tx­ 1 (Ci )+rx (Ce).Portanto G[r, (C), x] = Crato), x) +
+ Gr, (CL), x). o

Por propriedade de geradora,
G(r, (C), x) = xG(r, (C;), x) +fr, (Cc), x)
Portanto, R(x, C).=: xR(x, C;1) + R(x,Ced.
Trata­se portanto de uma fórmula de recorrência

a qual possibilita a determinação do polinômio de torres de
um tabuleiro qualquer, geralmente empregada cómo técnica de

cálculo de tais polinômios.
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CAPITULO *VIII

­— TABULEIROS RETANGULARES E QUADRANGULARES

” Definição: Diremos que um tabuleiro C ê retan­
gular do tipo mxn, se e somente se, o mesmo é constituído
de m.n “celas dispostas em m linhas e n colunas.

“Indicaremos por Rm,,nC) o. polinômio de torres
do tabuleiro retangular do tipo mxn. (m e n inteiros posi­
tivos).

VIII.A. Redação de Reconnência

Para os tabuleiros retangulares do tipo mxn,va

(x) + nxR 1 ne1 0):? Rá­1,n
De fato:

Pelo teorema 4, fixada uma cela qualquer no ta
buleiro, temos:

NS

o

1, ,n­1009+ ROC)—Rm,nCO " xR
|

:

sendo C,.o tabuleiro retangular sem a cela fixada.
m­1,n­

Novamente com aplicação do teorema 4, porêm a­
gora em C,, fixando­seuma cela da mesma linha ou colunada
primeira fixada, temos:

|

o o Ro . ;Rm,n O) | XRm­1,n=100) FRnI1 ,n=100 RX, Co)
sendo Ci o tabuleiro retangular sem as duas celas já fixa­
das.

Com esse raciocínio aplicando­se sucessivamen­

te o teorema4 a tabuleiros do tipo C, chega­se ao retangu
Jar do tipo mxn com n­1 celas fixadas numa mesma linha e

cuja expressão é a seguinte,
= (nº

(n­2)Ra, nCO (n 1)XRn­1 n­100 + R(x, Cs )

Por último aplicando o teorema 4 no tabuleiro

­53=
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cin?) fixando­se a única cela existente naquela linha das
celas fixadas, temos:

Rm,n CC) " Ru­1,n CO + NXR 1 n­10)

VITI.B. Formula Gemxmal deR (x)
m,n

a) Por raciocinio direto!
A colocaçãode k torres no tabuleiro retangular

do tipo mxn exige a fixação de k linhas entre as m existen­

tes, o que podese dar de (E) maneiras,e a fixaçãode k co
lunas entre as n existentes o que pode se dar de (T) manei­
Tas.

torres podem ser colocadas de k! maneiras, pois existem k
Porêm fixadas as k linhas e as k colunas, as k

2

celas e duas torres não podem ser colocadas numa mesma linha
ou coluna.

nm 9) 0)Então, rr, = k! (EGO= ”
(k) ,(k) |

R Oo = GPMn | k:!

e portanto

x) oa m se m<n
m

Assim, Rm nO) = |k=0

b) Pox indução:

É claro que, R, n = l+nx

= (2) 2
à

=. (2) 2Ran) 1+2nx+n x, R3 nO) 1+3nx+5n x +

Prosseguindo com o mesmo raciocínio para outros

valores de m, os resultados nos levam para à expressão de

Rm, nO) seguinte:
C(Kk), (k)

"mn À k . x x
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Com aplicação do mêtodo de indução, supondo a

expressão válida para m vamos demonstrar a sua validade pa
ra mtl.

Pelo teorema 4 ea hipótese da indução,
2 Am dO k nm (k).kPnsa,n0O “ (E, nx mx to Gp) x

— Separando a primeira parcelado primeiro soma­
tório, trocando a variãvel do segundo somatório, e isolan­

do a sua| última parcela podemos escrever:
(k) x“ + (7aRu+1, n

NA

(&)=mnx ++ 2 (0 tGeDIA
Considerando a. clássica relação de Stifel e o

(MS) e Q) = eatesES Ciak)fato que (o” obtemos:
Ru+1; n

IePropriedades
1%) Relação com os polinômios de Laguerre
“os polinômios. de Laguerre são. definidos por:
& : :

!

­ n . ­: LPCX) = ex E (e x tão)
: dx

tal que, LEG)
' LI(x) sarl­x

o 1%) 2. [153Bx)x)
Para a. inteiro:o)= ERn) (nto) (xKke"Rn, n+a

PES k x”
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fazendo n­k = k,

Portanto, R
n,

2%) Diferença finita parcial

a, Rm ,n CO) = nxRo n­1 0%)
sendo à, o operador de diferenças finitas atuando sobre a
variávei m (1º variável).

De fato:

à, Rm ,n CO) = Ru,17 nO " Rm, n(*)
Pela relação de recorrência,

Rum+1,n CO) " Rm,n + NXR n­1 0)
Portanto: A, Rm ,n CO) = nxR, 1.710)

. VITI.D. Método para obtenção de R, nx)
,

A partir da igualdade Ru ,10) = l+mx e com apli
cação da segunda propriedade e resultados do cálculo de di
ferenças finitas podemos obter sucessivamente as expressões

(x).de Rm, 20) Rh 300, etc., R
Estabelecemos assim um método para a obtenção

m,nm

dos polinômios de torres para os tabuleiros retangulares /
conforme descrevemos abaixo:

O ENA o 2a, Rm 20) = exRm 7 CX) = 2x+2mx
Aplicando o operador 3 (somação) de diferenças

finitas na igualdade acima, temos:

34, RJ 20) = Z3(2xt2mx”), onde os operadores
­56­
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atuam sobre a variável nm. :

| 2 m+]l (
|

Logo, Ru.1 20%) = 2x(m+1) + 2xº, mil +
h constante.

Para m=0, Ry 20) = 2x+h, e como R7 20) =1+2x,
conclui­se que h=1l.

2).2Assim,me, 2 (x) = 1+2(m+1)x + cmea) dx ou
Ri 20) 1+2mx+m x .

Analogamente obtêm­se Rm z (x). por:

à, Rm ,3 0) = SXR 25A, Rm, 30) 3x+6mxº +3m 2),5
Aplicando o operador z como anteriormente,
307 Ri,309 * 3 (3x+ómx43ml2)xó)
Logo, Rn.1,3() = SGm+1)x+ SCme1) (2)x? +

+ (m+1) O x5, h, h constante..
Fazendo m=0 prova­ se que h=1 e portanto,

Rh 30X) = 1+3(m+1)x + soma 5x2, Ima) Sô, ou
Ru 30) = 10+ 3mo+ BmCx? nó 5.

Prosseguindo com esse raciocínio podemos obter
Rh 4 CO, etc., (x) supondo conhecido Rm ne100 com apliRm, ncação da segunda propriêdade eo operador somação.

VITI.E. Geradora Exponencialdos Polinômios de
Tonnes para TabuLteiros Retangulares.,

Consideremos as duas funções geradoras,
fe Gl: te (xt) ­ LGxt)

O produto das mesmas serã:

et. (1+4xt)P= 6; t) [Axe
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ponencial dos polinômios de torres R. nx) é et, (1+xt)” e

el. (xt) = 1 RC)

e (Er d& CIA
Considerando i­j=k, obtemos:

el. xt) .= E (E TES MxI
i=0 k=0

Isto é, pela fórmula geral de R: nO);
E
1!

e portanto
“1=0

GER, No t) = et. (1+xt)”.
VIITI.F. Propriedade da Derivada
Pelo resultado anterior vimos que a geradora ex

portanto derivando em relação.a x teremos:
d

dx CE

ddx CER; OO; t) Glix t).G(; +)

P d nt ... nel
R; neo: t = x (1+xt) .e” = nt(1+xt) “.e

Por propriedades de geradora, obtemos:
1

Multiplicando às geradoras efetuando o produto
convolutório, teremos:..

dTx GER; CG); tj) =
Considerando i­j=k,
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rá

|
­ ii nl (i­1)1xETLnO: ts GElni E 7) To t)

Considerando a expressão geral dos polinômios

de torres para tabuleiros retangulares e o fato que

GEÍR; n (x); t] = GE (& R; nO: tl, concluímos
= R; n*) = ni Rj 7 n100 O.

Consequência imediata dessa igualdade é o resul

n Co) = in /R, (x) dx + C
i­l,n­1l

que na realidade poderia serempregado como uma outra têc­

nica para o cálculo dos polinômios de torres para tabulei­
ros retangulares.

VIII.G. Tabuleiros QuadranguLares
Trata­se dos tabuleiros do tipo Rom ,n CO) onde

m=n. Indicaremos por Qh(x) tais tabuleiros e portanto con­
siderando a relação de recorrência para os retangulares do
tipo mxn, temos:

Qn(X) = Rua,no + nxQ,­109
Qn+1) = Rh n4209 + (M+1)IXQ,o)
Como, nxQ (x) = nxRh. 7 nC) + nx?Qn­1(%), vem:

Que1 (%) = mxQu(x) = Rh p410%) = mxRhp n(%) + (n+1)XQn (x)­
­ nx Q, 7)

Usando a relação de recorrência em R, n+1 CO e
À

(*) Pode ser obtida por derivação direta através da fórmu­
la geral.
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substituindo na igualdade acima, temos:

Qua1() = Í1+ Cant1IX)Qu (%) = nx Q, Co)
recorrente para os tabuleiros quadrangulares.

0x0)=
Q, (x) =
Qg (2)

tangulares,

e) Q,O&) =n

Exemplos:

A partir de Qo (x) = 1 e Q)(xX) =1+x, obtemos,
4x + x?

9x + 18X” + 6x”
16x + 72xº + 96x? + 24x”
21x + 136xº + 312x? + 216xº? + 24x?

A partir das propriedades válidas para os re ­
temos:

—
1 n ­1 a

=a) Q, (x) = nx L, (­x ) com L, Cx) =
k

=

n (=x)
k o nt k!

b) fe Qu) = nm Qu16
2 sQn21 (%) + C, o que corresponde

a um novo métodode obtenção dos polinômiosde torres para
ós tabuleiros quadrangulares.
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CAPÍTULO IX

TABULEIROS RETANGULARES COM CELAS ACRESCENTADAS

ITX.A. TabuL£eiros Retangulares com Celas acres­
centadas em Colunas

IX.A.l. Uma cela é àcrescentadaao tabuleiro re
tangular mxn transformando­o num tabuleiro constituído de

m linhas e n+1 colunas com uma das colunas possuindo uma

única cela.

Indicando por c! o tabuleiro assim constituído,
pelo teorema 4:

R(x,C)) = xR(x,Ci) + R(x,CL)
o o

. :

Portanto: R(x,C) = XRm­1,nÉl ) + Rm nO)
Desenvolvendo Ru­1,n() e Rm, nO)»:

RC)= 1 +2[GEDROSD + goa9)] ko
IX.A.2. Duas celas são acrescentadas ao tabulei

ro retangular mxn transformando­o num tabuleiro constituído
de m linhas e n+1 colunas com uma das colunas possuindo duas

celas.
|

Indicando por Cº o tabuleiro assim constituído:
RO6,C) = xR(x,CI) + ROC)

(x) + R(x,C])Portanto: R(x,C ) * XRe1,n
Desenvolvendo R ;mel, e R(x,C”),
R(x,02) = 1 + (aC) + (nO) xk

k=]1

IX.A.3. De um modo geral consideramos o acrêsci

mo de r celas, r<m, ao tabuleiro retangular mxn transforman
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do­o num tabuleiro constituído, de m linhas e n+1 colunas
com uma delas possuindo r celas.

Indicando por C* o tabuleiro assim construído;

R(x,C") = xR(x,C1) + R(x,Cx)
mea, + ROC)

(x)e R(x,C"")),
Portanto: R(x,C") = xR
Desenvolvendo Ru­1,n

R&6,C7) = 1+ "a [rec ACD, (ma COTAA,
que ê a expressão geral do polinômio de torre para tabulei
ros construídos por acrêscimos de celas em colunas.

Tal expressão foi induzida pelos resultados
IX.A.l. e IX.A.2. supondo válida para R(x,C""), porém de
monstra­se a mesma por indução:

De fato:

­ a) Jã verificamos a sua validade para r=1e r=2;
b) Supondo valida para r verificamos que também

é para r+l. Nas i o
REGCTT) = xRme1,n0) * R(x,C”)

x 12Cn] 1
+

. k=1

m

E

ROÇCTHD =q1+ zo (EIDAOSD ko,
k=1

/
| 1, (k­1 ! k k

RGE) e 1 Leno cpa tod + ana|
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TX.B. Tabuleiros Reftangulares com Celas acres ­
centadas em Linhas

IX.B.l. Uma cela ê acrescentada ao tabuleiromxn

transformando­o num com m linhas e n+1 colunas (mesmo estu

IX.B.2. Duas celas são acrescentadas ao tabulei
ro mxn, numa mesma linha, transformando­o num com m linhas

e n+2 colunas.

Indicando por 1º o tabuleiro assim construído:
R&X,Lº).= xR(x,L1) + R(x,L2)
Portanto: R(x,Lº). xR (x) + R(x,C])

m­l,n

R(x,Lº) = R(x,C) (IX.A.2.)

IX.B.3. Três celas são acrescentadas aotabulei
ro mxn, numa mesma linha,, transformando­o num com m linhas
e n+3 colunas.

Indicando por 1º o tabuleiro assim construído:

RCX,L?) = xR(x,LÍ)+ R(x,L))
Portanto: RCx,L”) xRp­1 n(X) * R(x, LO)

3
R(x,L ) XRm­1/n
R(x,L”) = R(x,C?) O (IX.ASB)

(x) + R(x,Cº)

TIX.B.4. De um modo geral considerando o acrêsci

mo 'de r celas ao tabuleiro mxn, numa mesma linha, transfor
mando­o num com m linhas e n+rcolunaso qual indicando­se

"por L”, temos:
R(x,L”) ; xR(x,LI) + R(x,L5)
R(x,L") = xR, (x)+ ROL)

­1XRu­1,n() * R(x,CTT*)
R(x,L) = R(x,CO) (IX.A.3.)

­63­

PV
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp ”*.. 12 13 14 15 16 17 18



que é a expressão geral do polinômio de torre para tabulei
ros construídos por acrêscimos de celas numa mesma linha.

Tal expressão foi induzida pelos resultados

IX.B.2. e IX.B.3. supondo válida para R(x,L”) a qual pode

ser demonstrada por indução.

De fato:

a) Já verificamos a sua validade para r=l, r=2e

b) Supondo válida para r verificamos que também

é para r+1, pois:

RCxX,LTT5) = xRo o, O) + REOGL)
r

XRm­1, nO) + R(x,C )
= R(x,C"*) (IX.A.3.)

IX.C. Tabuleiros Retangutares com Celas acrescen
tadas em Colunas e Linhas simuttaneamente

Consideremos a seguir o tabuleiro mxn acrescido

de r celas em coluna, isto é, o tabuleiro cr,

IX.C.l. acrescentamos numa cela a C* transforman
do­o num com m linhas e n+2 colunas com uma das colunas pos
suindo r celas e outra uma única cela.

Indicando por cr? o tabuleiro assim construído:
R(x,C"L]) = xR(x,C"Li) + R(x,C"LZ)

(x,y) + REX,C):
ril. ­Portanto: R(x,C L") XRm­1,n

x[1+ [2 (r­1) (RIn UT,

: m­l != 1 + (l+rim n)x + e [en qLDEoo + (1+1) Cn (O +
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+ 11) nt | x*1
IX.C.2. Acrescentando duas celas C'* transforman

do­o num com m linhas e n+3 colunas com uma das colunas pos
suindo r celas e outras duas uma única cela cada.

 Indicando por c"L? o tabuleiro assim constituí­

R(x,CTL2) = xR(x,C"L) + R(x,C"Lº)
r­l T,l

= XRm­1,n(*C ) + R(x,C L)
m­1

­ ­
:| E ED nex|/1+

­

+ EC) no | + 11 (1+r+m n)x + E, [­1) an lAD,
+ (147). 7) nO QI nto xº*l

R(x,C LO) = 1 + (2rrimn)x + E [2cr­1) AD.
.ntED, (2+r) Mb G1) nO 1 del

IX.C.3. De um modo geral considerando o acrêsci
mo de s celas a C* numa mesma linha transformando­o num com
m linhas e n+s+1 colunas com uma das colunas possuindo Tr

celas e outras s colunas possuindo uma única cela.

Indicando tal tabuleiro por:

R(x,C"L?) usando o teorema 4

R(x,C L?) = xR(x,C Li) + R(x,CTLS)
o XRn­1,n CCO) + R(x, CLS!)

­l1 + (strim)x 7 [scr­1) (n­29n CD),
(s+r) CDC + mon CD) del

que é a expressão geral para o tipo de tabuleiros acima con
siderados.
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Tal expressão foi induzida pelos resultados
IX.C.1. e IX.C.2. supondo válida para R(x,CTLS"ly, porêmde
monstra­se por indução.

Para s=1,2 vimos a validade da mesma.
Supondo válida para s vamos demonstrâá­la para

De fato:

R(x, CLS] = xR(x,C"LS*L) + R(x,CTLS*A)
T,S+l.,

|

R(x,C'L ) XRn­1,n
nz! ­2 ­1, ,(kx[1+[" (r­1)(R) + (OOM |

(x, CL) + REX,CTLÔ)

PM ESSAS “melx | + 1 + (strim n)x + Z [s6­v.
!

k=1

E RIDAOTD + (senha

QI pn ED) K*1+
:

2 mel1 + ((s+1)+rim n)X'Z [(5+1) (7­1)
AD nCOD + (ss) MD nO,

nte | xÉ*1m(x+1
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CAPITULO X

POLINOÔMIOS DE TORRES E O PROBLEMA DAS PERMUTAÇÕES­DESLOCA­
MENTO.

; X.A. Penrmutações com Posiçoes Tnterditadas

Na primeira parte do trabalho estudamos esta

questão no tocante a apresentação de um ­algorítmo de enume
ração (capítulo VI).

Voltamos agora nesta segunda parte a analisar oO

problema que nos possibilitarã relacionaá­loaos polinômios"
de torres, e o que É importante, determinaruma fórmula ge
ral de contagem de tais permutações.

Formula Geral de Contagem
Consideremos um tabuleiro nxn com posições inter

ditadas (celas proibidas) e seja rt, (1) o número de maneiras
de se colocar k torres sobre o tabuleiro I constituídodas
posições interditadas, com a condição que duas torres quais
quer não estejam numa mesma linha ou coluna...

Indiquemos por A; o conjunto das permutações dos
elementos de X, nas quais o i­esimo elemento (i=1,2,...,n)
ocupa uma posição interditada.

Assim a questão de contagem do número de permu­
taçoes com posições interditadas, isto é, sem elementos em
cela proibida constitui­se no cálculo do número,

N = NÇAAZ AZ es A)
onde considerou­se A o conjunto das permutações dos elemen

tos de Xº A; um sub conjunto de A nas condições acima e
A; o complementar a A; em relação a A.

­67­
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Com a aplicação do princípio de inclusão e ex

clusão, .temos:

E NCÇAÇÃO) = E NCAÇASAN = N(A) ­ IN(A.) +
e di<j i<j<k J 1)

+ 11. + (1)? N(A AZ AZ 1 A)
Por outro lado,

N(A) = nº

ENÇA;) = (n­1)! 7, (1), pois um único elemento
tã em posição interditada.

ENCAÇAS) = (n­2)! r, (1), pois exatamente dois e
lementos estão em posições interditadas.

E assim sucessivamente, considerando N(A) =.

= ro (n­0)!, segue que:
n k

N=ZXZ (­1) « (n­k) rr, (1)
k=0

fôrmula na qual os números r, (1) são os coeficientes do po
linômio de torres do tabuleiro I constituído das celas in­

terditadas.

Ilustração:

A seguir damos um exemplo de utilização da fór­
mula completando com a aplicação do algorítmo para uma me
lhor visão do seu uso.

Seja o tabuleiro 5x5 com celas interditadas as­

sinaladas com x. xx
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a) Contagem:

Parao tabuleiro I das celas interditadas encon

tra­se com os teoremas básicos o seu polinômio de torres ,
214 7X + 12x? + dx?

Portanto, pela fórmula:

N=EX (1). (5­k)! R. (1) SE
k=0 NS

N = ta 7 +31 12­21 4+110­ 01 0=16
b) Enumeração:.
X12 *X15

+

X53 + Xs54 tX5s5o

Através da aplicação do algorítmo determina­se o

polinômio:

5 “CPO 32 ora 4352 A 2X axa Aa Asa TN] 2X AX a SA A 3X 5]
A 2X onX3 Ng aNÇ4 TX] 2XaSX3 Na 4X5 3X] pXa SN 3 4NA NS 3H] No SN ANA 3Xç 1?
5X 13 4X43X5 2X] SX o AX 3  XggXÇatX] IX XT ANA ZA Ç ÇA] oXo IXZAXA GXÇ at

PAX 2X21X 354354 NX] 2X Nasa 5a NX] No AX a  XaaX5ÇtX] DX AXz XaÇX53
Tal polinômio enumera especificando as 16 permu

tações que se obtêm com os elementos de X5 respeitadas as
posições interditadas conforme o tabuleiro 5x5 acima.
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Assim por exemplo, o primeiro termo desse poli

nomio, X11X%24X35X 43520 especifica a permutação cuja repre
sentação no tabuleiro é a seguinte:

0 XxX | x
Idem para os demais termos.

X

o

X.B. O problema das permutações­desLtocamento
Para este problema a questão se resume em ade ­

quar apenas o estudo anterior ao tabuleiro abaixo, pois as
posições interditadas são aquelas da diagonal do tabuleiro.

Consideremos o caso de n elementos

O tabuleiro I constituído das celas interditadas

possui por polinômio de torreso seguinte:

E x"
n

(1+x)P = Z
|

k=0

Consequentemente,
n k n= EX (­1) (n­k):(,)

n r=0 k

­70­
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n k
= ' (­1)

ou D, n. Ko ES
que nada mais é que a fórmula de Oettinger jã vistana pri
meira parte do presente trabalho.
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