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INTRODUGAO

No presente trabalho apresentamos resultgdos
que constituem parte de nossos estudos e pesquisas em Com
binatdoria, especificamente sobre permutagdes em alguns ti-
pos notadamente as relacionadas com o "Problema dos Encon-
tros', importantes ndo s por suag possiveis aplicagles
(por exemplo em probabilidades e problemas de contagem) co
mo também pelo aspecto tedrico que envolve.

Inicialmente o nosso propSSito era desenvolver
estudos e pesquisas sobre '"Polinomios de Torres' consideran
do o interesse em nos despertado pela importancia do assun
to devido ao relacionamento existente com topicos de mate-
matica aplicada como por exemplo na Teoria dos Grafos por
meio dos Polinomios Cromaticos, como Polindomios Ortogonais

e também com problemas de contagem principalmente envolven

do os varios tipos de permutacdes dos elementos de um con-

junto finito qualquer.

Entretanto, na busca e estudo de suas questoes
fomos motivados a desenvolver com maior cuidado e interes-
se pesquisas referentes as permutagdes, mesmo porque estao
contidos nesse assunto varios problemas de contagem e enu-
meragcao, em particular o classico problema dos encontros ,
constantemente tratado em trabalhos divulgados em revistas
especializadas com publicagoes recentes inclusive, e o que
€ obvio, um estreito relacionamente com os polindomios de
torres.

Assim sendo, diante da obtengao dos primeiros
resultados optamos por um desenvolvimento tedrico do assun

to procurando estabelecer resultados gerais os quais impli
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cam necessariamente num estudo. abrangente de topicos como
os acima relacionados.

Consideramos também, para a elaboragdo 50 pre
sente trabalho, o fato da nao existéncia, ao nosso ver, de
uma sistematizacdo da teoria implicita no assunto. Isto por
que observamos na divulgagao de resultados que tratam dire
tamente das permutagOes em certos aspectos em particular a
quelas que compreendem o problema dos encontros, a obten -
¢dao de formulas para determinagdo da solugdo e varios rela

cionamentos.

O tratamento dado até entdo ao assunto em ter
mos de contetdo e formalizacao de uma teoria praticamente
resume-se no seguinte:

Historicamente o problema dos encontros foi
proposto por P.R.Montmort em cuja obra "Essay d'Analyse sur
le Jeux de Hassard'" (1708) contém certamente a primeira dis
cussao do problema, segundo David e Barton [11].

Ha varias discussées do problema diferenciando
na forma de apresentacao e dependendo do contexto o' qual

encontra-se inserido.

Knopf [33] trata do referido problema sob o ti

tuio "Um problema fundamental no jogo dos treze" desenvolvi
do em termos probabilisticos e cuja preocupacao € a deter-
minagao da probabilidade de se retirar r fichas numeradas
de uma urna contendo n, r<n, sem que haja coincidéncia en
tre a ordem da retirada e o numero da ficha.

Na revista '"Mathematique Notae" [47] foram pu-

blicadas duas solugGes propostas por Sispanov e Frucht do

seguinte problema: 'De quantas maneiras diferentes pode se

colocar n torres em um tabuleiro, tipo tabuleiro de xa-
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drés, de n2 celas de modo que nenhuma elimine a outra

uma das diagonais do tabuleiro fique livre de figuras'.
Frucht observou que a questdo € equivalente ao probléma dos
encontros, ou seja, trata-se da determinagao do valor de
Dn nimero de certas permutagdes de n elementos as quais de
nominamos permutacdes-deslocamento.

Riordan |42} apresenta uma discussdo tedricado
problema fundamentada no principio de inclusdo e exclgséo,
o0 qual trata da contagem do numero de elementos de um con-
junto que satisfazem exatamente m das n propriedades asso-
ciadas a tais elementos. E feito um desenvolvimento polino
mial a partir de fungdes geradoras bem como a determinagéo
da relagao do numero D, com o calculo de diferengas fini-
tas em particular o resultado Drl = alo!

Kaufman [2?1 estuda a questdo também fundamen-
tando-se no principio acima, referido assim como outros au
tores relacionados na bibliografia,e generaliza o problema
através dos valores Dn,k onde k indica o numero de coinci-

déncias entre os elementos que constituem as permutagoes e

as respectivas posicoes dos mesmos. Obtém a relacdao entre

0 namero Dn e permanente de uma matriz sem entretanto apre

sentar desenvolvimento tedrico contencioso resumindo-se em
citacgoes ou verificacGes de algumas propriedades.
Em geral os resultados apresentados nos traba-

lhos conhecidos resumem-se na obtengdo das expressées:

k
al)i D s it L%il—. formula de Oettinger
K !

b) n.D + (-1)", foérmula de Euler

n-1
(n-l)(Dn_l+Dn_2), formula de Euler

-3~
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além de élgumas aplicacdes.

Na bibliografia brasileira encontramos no 1li-

‘
vro de A.C.Bachx e outros '"Preludio a Analise Combinatoria’

com a denominacdo '"permutacdao desarrumada' ou ''permutagao
caotica'" para o calculo de D_. Os autores obtém a formula

de Oettinger pela relagao y = N(E)—N(El E, ... E que

)
na realidade trata-se do principio de inclusao e exclusao.
No livro de R. Nogueira "Ligdo de Analise Com-
binatoria', o problema & estudado estabelecendo-se o resul
tado geral que exprime o nimero de maneiras que exatamente
k objetos ocupam a posigao primitiva nas permutagoes de n
elementos com posicoes pré-fixadas, trata-se dos valores

Dn,k ja mencionados.

No livro de R.M.Barbosa [l] encontramos elemen

tos basicos sobre polindomios de torres com ilustragoes e

aplicacOes em problemas de Combinatodria.

Em relagao ao presente trabalho julgamos conve
niente dividi-lo em duas partes.

A primeira tratando das permutagoes relaciona-
das ao problema e a segunda sobre os polinomios de torres,
especificamente aqueles com maior relacionamento com permu
tagoes.

Estabelecemos inicialmente uma expressao poli-
nomial a duas variaveis a qual denominamos Indicador de
Permutagées por Nimero de Ciclos e obtivemos como resulta-
dos bésicos duas relacdes de recorréncia do referido indi-
cador, mais adequadas as finalidades pfopostas.

Como consequéncia obtivemos os primeiros resul

tados sobre o que denominamos permutagoes-deslocamento e

permutagoes-encontro que abrangem o estudo sobre o proble-

=d=
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ma dos encontros e outros relacionados. Para tanto estabe-
lecemos os indicadores para tais permutagoes, obtivemos as
respectivas relagdes de recorréncia inclusive para o; seus
coeficientes.

Por meio da geradora exponencial de cada uma
das referidas permutagoes determinamos as expressoes expli
citas respectivas dos indicadores.

Como consequéncia obtivemos alguns resultados
entre os quais o valor de D  do problema dos encontros nas
varias formas e o valor ﬁn que corresponde as permutagoes-
encontro e diretamente relacionado com Dn.

Constatamos o relacionamento existente entre as

permutacoes e as fragGes continuas obtendo resultados que

possibilitam o calculo de D e 5n por meio das reduzidas de

ordem n de um particular tipo de fragdao continua bem como
novas relacgoes para tais valores e a interessante identida
de formal entre eles.

Desenvolvemos um capitulo sobre permutacdes e
as permanentes no qual apresentamos as varias propriedades
e teoremas a partir da definicao introduzida envolvendo a-
plicagOes injetoras entre conjuntos finitos.

Através das permanentes de matrizes booleanas
obtivemos as relagoes com as permutagoes em estudo.

Sobre permutacoes com posigoes interditadas on
de estao contidos os mais variados tipos de permutagoes /
construimos, em co-autoria, um algoritmo de enumeracao das
mesmas possibilitando ndo s6 a determinacao do seu numero
como também suas especificacgées.

Na segunda parte onde cuidamos dos polinomios

de torres, nos fixamos com alguns tipos especiais particu-

TS
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larmente naqueles com maior relacionamento com problemas
envolvendo permutacoes.

Fixamo-nos no estudo sobre os tabuleiros retan
gulares e quadrangulares e consequente obtencao de formu-
las e relagoes nao comumente tratadas na bibliografia
que ampliam os resultados no assunto.

Criamos tipos de tabuleiros retangulares com ce
las acrescentadas obtendo as expressoes respectivas para
ra os varios tipos e com isso novas possibilidades de apli
cagoes da teoria.

Por GUltimo tratamos das permutagGes com posi -
cOes interditadas em particular com as que denominamos des
locamento porém agora através dos polinomios de torres ca
racterizando um relacionamento entre as duas partes.

No decorrer do desenvolvimento deste trabalho
ora apresentado como tese satisfazendo a um dos requisitos
para obtengdo do titulo de Livre-Docente, verificamos por
varias vezes a possibilidade de estendermos as nossas pes
quisas com a consequente obtencao de novos resultados aos
quais ainda ndo nos dedicamos pelas proprias limitagGes im
postas pelos objetivos por nés propostos.

Ao apresenta-lo entao para julgamento temos no

entanto convicgdo de termos oferecido contribuigao tanto no

aspecto quantitativo como qualitativo.
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CAPITULO I

INDICADOR DE PERMUTACOES POR NOMERO DE ENCONTROS E &OUMERO
DE .OUTROS CICLOS.

I1.A., Preliminares

Indicaremos em tudo que se segue um conjunto fi
nito com n elementos por Xn.

Consideremos as permutacoes dos elementos de Xn
especificando o numero de ciclos unitarios (encontros) e o
numero de outros ciclos.

Definigdo: Indicador das permutacdes por numero
de encontros e o numero de outros ciclos sobre X & o poli
nonio nas variaveis u e v; o qual, indicaremos por zn(u;v],
cujo coeficiente 2o k.8 de ukvz, € o numero de tais permu-
tacoes com k encontros e £ de outros ciclos, sendozohnv)=l

e k e £ variando de 0 a n.

Em termos de fungao geradora,

9

: i sl aateing AT : =
zn(u,v) G zn‘k‘z,(u,v}j com zo{u,v} 1

erkmOrd . 26y NEE=OL T 20,00 0% Z acima definido.
n,k,£

1.B. Reconnentes Basicas

1.B.1. Prnimeina Recorhente Basica

Valendo-se de argumentos combinatorios e admiti
do conhecido zn_i(u;v) sobre xn-i‘ 1=0,1,2,..,0 VEMOS de
terminar zn+1(u;v) sobre o conjunto Xn+1'
O conjunto Xn+1 pode ser ,considerado como sendo

o conjunto Xn acrescentando-se um novo elemento.

Acrescentando-se um novo elemento en Xn as si

tuagoes abaixo deverao ocorrer originando as permutacoes de X4

Rt
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a) O novo elemento constituir-se-a em um encon-
tro, enquanto que o numero de outros ciclos fica inaltera-
do e portanto uzn(u;v) sera parcela da expressao ! de
IR

b) O novo elemento formara um ciclo binario com
um elemento de X e portanto o numero de encontros & o mes
mo que em X _, e o numero de outros ciclos sera o me smo

que em X aumentado de uma unidade. Como o novo elemen-

n-1
to pode formar ciclo binario com qualquer um dos n elemen-
tos de Xn‘ pelas consideracgoes acima, nvzn_l(u;v) sera par

cela da expressao de zn+1(u;v);

c) O novo elemento formara um ciclo ternario com
dois elementos de X e portanto o numero de encontros &€ o
mesmo que em Xn-Z e o numero de outros ciclos sera o mesmo
que em Xn-Z aumentado de uma unidade. Como o novo elemento

pode formar ciclo ternario com dois elementos quaisquer de

Xn e trés elementos podem formar 2! ciclos ternarios, pe-
n(z)vz

las consideracoes acima, n_z(u;v) sera parcela da ex

pressao de zn+1(u;v).

d) O novo elemento formara um ciclo quaternario

com trés elementos de Xn' Com o mesmo raciocinio dos casos

(3)

anteriores observa-se que n vzp_s(u;v) sera parcela da

mara um ciclo pleno (n+l - ciclo) com os n elementos de Xn

(n)

onde n vzo(u;v) sera parcela da expressao de zn+1(u;v) ;

Conclusao:
A ot . (i) .
Zeq (U5V) uz (u;v) + s ntlvz s (usv),

n>1 com zo(u;v]=1 por definicao e zl(u;v)=u.

=

2 3 4 5 6 7 unesmel 12 13 14 15 1o

17

18



1.B.2. Segunda Reconnrente Basica

Do resultado acima
n X
B e (3) :
nz (u;v) = nuz_ _,(u;v) + jEZ n vzn_j(u,v]
Efetuando zn+1(u;v) - nzn(u;v), temos:

zn+1(u;v) = {n+u)zn{u;v) + n(v—u)zn_l(u;v)

1.B.3. TLlustracoes

Com as recorrentes obtemos sucessivamente, por
exemplo:
2o (u5v)
zl(u;v)
2, (usv)
zs{u;v) u3 + 3uv + 2v
: 4 2 2
24(u.v) = u + 6u”v + 8uv + 6v + 3v
zs(u;\q US + 10u3v + ZUUZV + 30uv + lSuv2 + 24v +

+ 20v2

zﬁ{u;v) u6 + 15u4v + 4Ou3v + 115u2v + 45u2v2+

i i
B A T v b o e B 1 e e
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CAPTTULO II

PERMUTACOES-DESLOCAMENTO

I1T.A. Preliminanres

Definigao: A aplicacao bijetora £:X X € uma
permutacao-deslocamento, se e somente se f(i) # i para to-
do i em Xn'

Definigao: Indicador das permutagoes-deslocamen

to sobre X € o polindomio na variavel v, o qual indicare -

mos por dn(v), cujo coeficiente dn 2 de v2 € o numero de

tais permutagoes com £ ciclos, £ variando de 0 a n.
Em termos de fungao geradora,

' = af e L
dn(v) G{dn’z,v/ com £ 05152, ..o e d

a—
n,4

cima definido.

11.B. Relacoes enthe 04 indicadores zn(u;u)
dn(u}

Em zn(u;v) u especifica o numero de encontros,

portanto fazendo u=0, zn(O;v) € o indicador das permutagoes-

-deslocamento por numero de ciclos.

Assim zn[o,v) = dn(v) conforme a definigao aci-

I1.C. Recornrentes para o Indicador de Peamuta -
coes-Deslocamento

IT.C.1. Prdimeinrna Recorrnente
Pela primeira recorrente basica,
(1)

2] (OGV) = vz _; (05v)

Como zn(o;v) dn(v),

-10-
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Be “(i)n
dn+1(v} = .E n vd
1=1

(v)

n-i
que € a primeira recorrente do indicador das permutagﬁes =
deslocamento.

E claro que do(v) =1e dl(v] = 0 e portanto to
mamos n > 1 na recorrente.

11.C.2. Segunda Recorrente

Pela segunda recorrente basica,

zn+1(o;v) - nzn(O;v) + nvzn_l(o;v)

Como zn(o;v) = dn(v),

dn+1(v) ndn(v) + nvdn_l(v}

d (V) =nld (v) + vd _ (V)]

que € uma recorrente obtida por Riordan [43 ], pp 73, por

outro procedimento.

I1.C.3. Recornrentes para os Coefdcdentes

Como consequéencia das igualdades acima (primei-
ra e segunda recorrentes) obtivemos recorrentes para os na

meros dn g+ Que sao:

I71.C.3.1. Primeira Recorrente (Propriedades das
Colunas )

Como dn(vJ = G{dn‘ﬁ;vj, pela primeira recorren-
te do indicador das permutagoes-deslocamento vem:
n
( -
GLdﬂ+1,f’V] g iz

(1) ol o
i Ny GLdn-i,E‘VJ

Por propriedades de geradora:

r
v G|

|
~

d. . ,iv|
n-i,£’"’
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que denominamos

Propriedade das Colunas face a disposicdo de tais rmimeros

na tabela.
11.C.3.2. Segunda Recorrente

Pela segunda recorrente do indicador das permu-

tagoes-deslocamento vem:

1 v e f 5 | :
thn+1,£’vi nGLdn,K’VJ + nvG[dn_l’z,v]

Por propriedades de geradoras,

( -5
thn+1,£‘vﬁ

Logo dn+1,£ =

Cascs Particulares:

a) dn 0 para n:1

10+

b) dn (n=1). para n > 2

il

< 11.D. Numero Total de Peamutacdoes-Deslocamento
) ;

Pela definicao de d (v) o valor d_(1) € o nume-
ro total de permutagﬁes—deslocamento sobre o conjunto Xn.
Indicando por D, tal numero, isto €, Dn=dn[1) =

n

LT dn X temos imediatamente pelas recorrentes anterio-
£=0 !

res as duas recorrentes dos totais de permutagoes-desloca-

mento.

a) D

n(i).D
n

n+l -i

b) Dhsa

sendo n»1, D0 =1

(*) Riordan da uma prova direta por um argumento combinatorio.

A e
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11.E. Tabela dos Nuameros dn 2 © Dn e Quadro das
2 Penmutagdes-DesLocamento.
A tabela n® 1 dada a seguir fornece os coeficien

tes dn ¢ € ©os totais D, (n de 1 a 10), e pode ser construi

da com qualquer dos esquemas, baseados nas recorrentes,for

necidos abaixo.

No quadro n® 1 estao indicadas as estruturas c:
clicas das permutagoes-deslocamento correspondentes e cu-
jas constagens foram obtidas por argumentos combinatorios di
retos.

Esquema 1 (Utilizando-se a primeira recorrente)

2
n 2-1

Esquema 2 (Utilizando-se a

4
n 1 avaiarai s awne: =1

n
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Tabela n9 1

(d

n,L

3

e D)

n

24

120
720
5040
40320
3562880

5 6

20

130
924
7308
64224
623376

0

0

15

210
2380
26432
303660

A
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unesp @,

0
105
2520

44100

12

13

14

265
1854
14833
133496
1334961
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Quadro n? 1 (Permutagoes-deslocamento por Estrutura Ciclica)
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I1.F. Geradora Exponencial do Indicador de Pen-
mutagoes-Deslocamento
xi
Coloquemos G = di(v) 3T como a geradora ex-
i=0 .

ponencial do indicador de permutagoes-deslocamento.

Derivando em relacao a x,
' Xi-l . i
G _i : di(v) =T fazepdo f=1 miig

d x?
j+1 0 3T

] - d xj -
Silsros oL DS

z
j=0 =

j=1
Aplicando a primeira recorrente do indicador de

permutagoes-deslocamento obtemos:

: j j d:b=(v) ;
j(l)vdj_i(v)) e or 3 v

J
G' =% (% w5
=1 i= j=1 i=1 (3-1)-

jul im1
Por produto convolutdrio,

; d, (v)
Gl vx)).(z: -szl x7)
j=1 Jm 0t

X‘]+1

d V. —TTT) e portanto

Logo, 3% = G. é% ( E

j=1

j
Gimegexpal Te v %r + h), h = constante, que € de
j=2

terminada fazendo x=0 para o qual o valor de G € 1 e conse

quentemente o valor de h € 0.

J
Conclusao: G = exp.(v I EF)
j=2 J

11.G. Expressao Explicita ou Formula Geral do In
dicador de Permutacoes-Deslocamento

Pelo resultado anterior,
GE[dn(v);x] = exp.v I

j=2
Ou seja,

GE[dn(v);x] exp. (-vx) .exp (v Kn(l-x)-l)

-1 7=




Poreém,

exp(-vx) = G[L;¥li ;x] e exp.(v £n(1-x)"

1.

Por propriedades de geradora,

GE(d_(v);:x]

GE[dn(v);x]
Conclusao: d_ (v)

que € a formula geral do indicador de permutagoes-desloca-
mento.

Ilustragao:
(6-x]

0.6 k
Para n=6, dé(v) = iy (k)(-v) .V
k=0
= 120v.+ 130¥ +=15v- 30 que esta de acordo com

a tabela n® 1.

11.H. Geradora Exponencial e Formula Geral  do
Nimero Total de Peamutacoes-deslocamento

Vimos em II.F. que Dn=dn[v) para v=1, ent3ao na

geradora exponencial de dn(v) fazendo v=1, temos:

GE[dn(l);x] = GE[Dn,xl

.

J
de onde se obtém facilmente que GEﬁ%ﬁx]=Urx)-1.

xJ
= exp.( I jr).exp(-x)

~ Esta formula foi obtida por Liu [ 34], a partir
n
da recorrente Dn-nDn_l=(-l)n, multiplicando por %T e soman
do sobre n a partir de 2 quando se obtém

D(x) - Dy = Dyx - x [D(x)-Dy] = e ™ -

Como D0=1 e D1=0 obtemos (1-x)p(x) = ef
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nalmente a geradora exponencial
1l
2 an = -1
D(X) = z T sre .(I‘X)
n=0 .
Da geradora exponencial (1-x)—l.e_x dos nﬁmeros

D e com o mesmo raciocinio utilizado na determinagdao da

formula geral de dn(v) obtivemos como corolario a expres -

sdo explicita de D_,

n! L:%%E

k=0

Expressoes do Namero Total de Peramutacoes
-deslocamento
?) § n(Dn+Dn-l)

n k
b) D_ = n! o i:%%—

n+1l

ambas ja estudadas e obtidas anteriormente.

c) D, =nD . + (-1)", obtida da anterior.

I1T.K. Aproximagoes de 0,

Da expressao b) obtida em II.H. temos:

D
lim H& = .e 1, portanto para n suficientemente
n->eo °

1

grande Dnznie‘
Assim por exemplo, considerando e 1=0,36787944,

para n=8, n. = 40320 e r%: 14832,90 o que se confirma pela

tabela n® 1.

Estudo da aproximacio nle - de D
k

n’

nte™l = p_+ n! z (-1)
R k=n+1

- - - “'1 1 - -
se n € um numero impar, nie 'Dn‘:ﬁTT’ Se n € um numero par,

-1 1 . - -1 - . -
Dn-nle <o T isto e, n.e € uma aproximagao de Dn com

1

erro inferior a (n+1)"

A
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CAPTTULO III
PERMUTAGOES-ENCONTRO

ITT1.A. Preliminares

Definigao: A aplicacao bijetora f:Xn - Xn é
uma permutagao-encontro, se e somente se, f(i)=i para al-

gum i em Xn.

Definigao: Indicador das permutacgoes-encontro

sobre o conjunto X € o polindmio na varidvel u, o qual

DN : < 4 k - -
indicaremos por en(u), cujo coeficiente e, rdeu & o nu-
]

mero de tais permutagoes com k encontros, k variando de 0
an.

Em ternos de fungao geradora
el (u)i= GLen’k;uJ. kK =0 L, 2, 8:5. ne e, k acima defi-

nido.

IT11.B. Relacao entre 04 Indicadores zn(u;u] e
e, (u)
Em z_(u;v) fazendo v=1, desde que v especifica
o numero de outros ciclos, zn(u;l) € o indicador das per-
mutagoes-encontro.

Assim zn(u;l) = en(u) conforme a definicao da-

I11.C. Recornrentes para o Indicador das Permu-
tagoes-Encontro

ITTI.C.1. Primeira Recorrente

Pela primeira recorrente basica, fazendo v=1 te

2,47 (Uil)=uz_(u;1) + B n(i)zn_i(u;l)

2 3 4 5 6 7 unesmel 12 13 14 15 1o
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Como zn(u;l) = en(ug, obtemos

= (11}

n(i}en_l

n
en+1(u) = uen(u] + .E

1=1

sendo n>1, com eo(u) =1e el(u) =i,

ITT.C.2. Segunda Recorrente

Pela segunda recorrente basica, com v=1 temos:
zn+1(u;1) = (n+u) zn(u;l) + n(l-u) zn_l(u;l)
Como zn{u;l) = en(u) encontramos a segunda re -

corrente

en+i(u) = (n+u) en(u) + n(1l-u) en_l(u)

ITI.C.3. Recorrentes panra 04 Coeficientes

Como consequéncia das igualdades acima obtive -

mos recorrentes para os numeros e, x que Sa0:
£
ITT.C.3.1. Primedira Recornrente

Como en(u) =G rer1 k;u} , pela 12 recorrente do in

[
-~

dicador das permutagoes-encontro temos:

J

n(i] G[erl

( T ( o1y
ern+1,k’ui uG'e k.u + E

o1l
Gaf Y -1,k

i=1

Por propriedades de geradora

o ()

(
: + G
\en+1‘k,(ll 2

sul n
n, k=1*7) s

= clf
= GLe

Consequentemente,

= e + g n(i)
®n+1,k n. k=1 o
1i=1

que € a primeira recorrente para os numeros e

n-i,k
n. k'

ITT.C.3.2. Segunda Recornrente

Pela segunda recorrente do indicador das permu-

tagoes-encontro temos:

AV
AVAYL
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Gien+1,k;U} =1(n+u) G[en:k;u} + n(1-u) G[en_l‘k:u]

Por propriedades de geradora,

G[en+1‘k;u] = G[n en‘k;u] + G[en‘k_l;u] +

+ G[n en-l,k;uI - G[n en-l,k-l;u}

Consequentemente,
en+1,k i n(en,k 5 en-l,k i en—l,k—l) § en,k-l

que € a segunda recorrente para 0S numeros e k-
3

Em ambas n > 1.

I111.D. Numenro Total de Peamutacoes-Encontro

Pelo fato de e, x Ser o numero de permutagoes
Ll

de n elementos com k encontros B D, numero de permu-

k]

tacoes-deslocamento.
n
Portanto I e € o numero total de permuta
m k=1 ™M i n
goes-encontro. Indicando tal numero por Un, ﬁn —kzlen,k.

Assim D = n. - Dn'
Aplicando a recorrente b) dos numeros Dn obte
= n(Un + Dn_l).
Analogamente através da expressao c) dos numeros
= = n
Dn obtemos Dn = n Dn-l - (=1)"".

Também aqui n >1, sendo 50= 0 eD

111. E. Tabela dos Numeros ¢ e

das Penmutacoes-Encontro.

A tabela n® 2 dada a seguir fornece os coeficien
tes e | € 0s totais ﬁn (n de 1 a 10) e pode ser construi-

da com qualquer dos esquemas, baseados nas recorrentes, for

necidos abaixo.
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No quadro n® 2 estao indicadas as estruturas

ciclicas das permutagdoes-encontro correspondentes e cujas
: : el . .

contagens foram obtidas por argumentos combinatorios dire

tos

Esquema 1 (Utilizando-se a primeira recorrente)

kil
lt‘.t.l

Esquema 2 (Utilizando-se segunda recorrente)

k-1

AYA
AVAYA)
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Tabela n9 2 - (en,k e Dn)

8 6 ; 15

44 L L 20 10 0 76

265 264 135 40 15 0 454
1854 1855 924 315 70 21 3185
14833 14832 7420 2464 630 112 25458
133496 133497 66744 22260 5544 1134 229179

1334961 1334960 667485 222480 55650 11088 2291663
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ITI.F. Geradora Exponencial do Indicador de Pex
mutacoes-Encontro

1 .
Coloquemos G= I ei(u) X como a gerador'a expo
i=0 1

nencial do indicador de permutacoes-encontro.

Derivando em relagao a X,

T, iy S AP
G izl ei(u) (GTERRE fazendo i-1 35

J
= X
G E ej+1(u) T

j=0

Pela primeira recorrente do indicador das permu

tagoes-encontro, ; .
: J : J
G' = |ue;(u) +¢% j(lJe- (u)] ¥

f=0s 1A i=1 i 2

J e ;)

j :

Dl X J
- €. ﬁ"'z E

IR iy, —G-n7 >

j J=0 =4
7 CHst 005 R
TR eIy 2 o : Sl i)
j=1 j=0 3

Portanto gg =

J -
exp.(u x + % %r + h), h = constante que e determina-
j=2

da fazendo x = 0 para cujo valor G € 1 e consequentemente

5 j
Conclusao: G = exp.(u x + I ? 3ir

j=2

A
AVAVAY
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111.G. Expressao Expllcita ou Formula Genral
Indicador de Peamutacoes-Encontro
Pelo resultado anterior (III.F.)

- et < |
GEI\en(u),x_l = exp(ux + I TF)‘ ou seja,
j=2

GE(ﬂn(u)‘KE exp[ux-x).exp.-ﬁn(l—x)-l.

s n ol
Porém: exp(u-1)x = Gligiil— ;X}

exp.in(l—x)n1 - G[l;x]
Logo, por propriedades de geradora,

GE[en(u);x} - G[ E (u l)

Conclusao: e_(u)
o k 0
la geral do indicador de permutagoes-encontro.

Ilustragao:

para n=6, e6{u) 3
k=0

eg(u) = 265+264u+135u2+40u3+15u44u6

cujos coeficientes podem ser verificados com a tabela n° 2.

ITI.H. Um novo metodo de obtencao do indicador
de permutagoes-encontro
Da formula geral obtém-se o resultado:

en(u) = n en_l(u), en[u) derivada em relacao a

Consequentemente, d en(u} = n en_l(u) du, ou se
ja, en(u) = n fen_l(u)du + h, h=constante, que nos forne -
ceu um novo método de obtencao.

O método consiste entdao em aplicar a Ultima

gualdade e a partir de eo(u)=1 obter sucessivamente os

.‘TAYA!'
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mais indicadores sendo que para cada integral calcula-se

valor da constante para u=0 lembrando que en(0)=en 0=Dn

Assim, el(u) = feo(u)du +nhe= uth
Fazendo u=0, el(O) = h e como e1(0)=Dl e D1=

h=0, portanto el(u) = u,

e,(u) = 2fe; (u)du + h = u’+h

Fazendo u=0, e2(0)=h e como e2(0)
h=1, portanto ez(u) = u2+1
es(u) = 3fe2(u)du + h = u3+3u+h
Fazendo u=0, e3(0}=h e como e3[0)
h=2, portanto e3(u)=u3+3u+2.
Nota: A constante em cada integral podera

n

calculada fazendo u=1l lembrando que e_(1l)= I e =n..
n 0 n,k

Assim, el(u) = feo(u)du + h = u+h

Fazendo u=1, el(l)=l+h € como e1(1)=1, h=0,
tanto elfu)=u.

e, (u)=2fe  (u)du + h = u’+h

Fazendo u=1, ez{l)=l+h e como e2(1)=2, h=1,
tanto ez(u)=u2+l.

e5(u)=3/e, (u)duth = u’+3u+h

Fazendo u=1, e3[1)=4+h,e como e3(1)=6, h=2,

tanto es(u)=u3+3u+2

I11.J. Uma nova propriedade para 04 coeficien -

tes do indicadorn de permutacoesd-encontro

n
- k
Sendo en(u) -REO en,k u” e desde que

e;(u) =ne -1 (u), temos,

k e
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(j+1) en,j.‘,l

Portanto, (k+l)‘en,k+1 =n en-l,k’ ou k en,1<

. “n
= n en-l,k-l 0 que equivale a ean- E en-l,k~1’ kKzil sgue

€ uma nova recorrente para os valores e, x © aue fornece

?

um novo esquema para construgao da tabela n° 2.

Esquema

I11.K. Estudo da distribuigao do numero de per-
mutacoes-encontro pelo namero de encon -
thos

Sendo i nimero de permutacdes de n elemen-
tos com k encontros podemos associar a esse fato uma distri
buigao de frequéncias representadas por tais numeros confor
me os valores de k.

Consequentemente pode se determinar a média, mo
mento fatorial e varianga da referida distribuigao possibi
litando interpretagaes'estatfstica para o indicador das per
mutagoes-encontro.

Vimos anteriormente que,

. n (u-l)k

en(u) = G[en’k;UJ = n.kEO S oy

0 momento fatorial M(r) de ordem r €& dado

-2Q-
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de ordem r da geradora.

. k-1
=-n! |1+ E (u-1) ]
k=1 (k-1):

Portanto M( )=1, isto €, u=1 média da distribui

b) Momento fatorial de 22 ordem e varianga:

n k-2
Y (u-1)
¢ o, D) )

Portanto M(2)=1, com o qual segue imediatamente

a varianga,

2 y S A .
0 =Ml M gats Mepy = (*)

Ilustragao:

Para n=5, es[u) = 44+45u+20u2+10u3+u5, e 0 qua-
dro de distribuigao de permutagGes-encontro pelo numero de

encontros €,

oes,k

0
45
80
90

0
25"

(*) Resultado que coincide com os valores obtidos por Da-
vid and Barton [ 11] ou Feller [ 18].

-30=-

A
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Ekes’k

Média u = =1

2

Ees,k

2
Tk eS,k

Varianga ig:c =
Ees,k

AV
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CAPTTULO IV

RELAGCOES COM AS FRACOES CONTINUAS E 0 CALCULO DE DLFEREN-
CAS FINITAS

Considerando os resultados obtidos com os nume-
TOS Dn e En e o estudo das fracGes continuas em particular
certas propriedades das reduzidas, bem como elementos do
calculo de diferencas finitas em particular a aplicacao do
operador de diferencas ascendentes a funcdo fatorial, esta
belecemos algumas relacées Uteis entre aqueles nimeros e

tais topicos.

Com isso novas expressoes para DS e D sao obti

das ampliando a série de resultados conseguidos referentes
as permutagoes-encontro e deslocamento.
IV.A. Relacoes com as fracoes continuas

Consideremos a fracao continua geral,

e as reduzidas,

Pela lei de formagao das reduzidas, os numeros

p, € q, sao determinados pelas relagoes,

Pp = an’pn—1+bn'pn-2 24y = an'qn-l+bn’qn-2‘
com p,=1, q0=0, p;=a; e q;=1.

Pelos resultados obtidos em relacdo aos numeros

D E segue o teorema:
- e - g teo a

AVA
AVAVAN
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Teorema: A reduzida de ordem n da fracao conti-

€ igual a

(o cdlculo de =% & efetuado semsimplificacgdes)

DI'l

Demonstragao:

A fracao continua acima € obtida éa fracdo con-
tinua geral considerando a;=0, b.=i-1 e a,;=i-1, i>2Z.

Pela lei de formagao das reduzidas,

(n-1) (pn_1+p !

n_z) € ql’l [nﬂl)(qn_lq'qn__z) e =

q5
g g )" =0}
Tt 0 15

D3 D

2

7
Sabemos que ;;— R %, I "ﬁi
1 4 S5 4

e também

D, = (n-1)(D,_y*D_ _,) e D= (n-1)(D,_;+D

n n-2)'

Entao por comparagao conclui-se que as sucessoes

p. e D_bem como q_ e D_ sdo idénticas e portanto a reduzi
n n n n D =

. - - . - n
da de ordem n da fracao continua acima € — .

n

o b 0 Lt S ety
Corolario 1: D_ = nDn_1+( ]ii<tie D nDn_1 (-1

n n

De fato, considerando a fracao continua do teo-
rema e pela seguinte propriedade das reduzidas,

I S S (-1)" b, b b .bn temos imediatamen

te Dn'Dn-l - Dn-l'Dn = (-1) da qual conclui-se o corola -

rio: 1.

e ) _ ey
Corolario 2: Dn (n l)Ep.Dn_z (=1)i=|

= = n
D_ (p—l}[n.Dn_2+(-1) )
Considerando a fragao continua do teorema e pe-

i

n'A Y
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seguinte propriedade das reduzidas,

P sana b b
STl (_1)n DS n S

Ah-2 i qn'qn-z

n-1

, temos imediatamente

D 31 n-1yt

nD

n=2 el

, ou seja, Dn'Dn~2_D .D

._1 =
ﬁ n"n-2

n-2

;(n—l}l da qual conclui-se o corolario 2.

1V.B. Relacoes com as Diferencas Finditas
No calculo de diferencas finitas, vide referen-
cia | 13|, sao validas relagoes entre os operadores de di

ferencas descendentes e deslocamento de maneira que,

n

Il
Al xi = (B=11%x! =% (E)(-l)k.(x+n-k)!

Considerando x=0,

= k

n
Alos = 5 M EnS dgl=nl ¢ S0
k=0 !

k=0
Portanto, de acordo com a expressao geral dos nu

meros Dn obtida em II.H, vem:

Empregando entao a tabela do operador A para a
fungao x!, os valores de D sao obtidos imediatamente,pois
as sucessivas diferencas de um mesmo argumento se dispoem
em diagonal descendente, e para x=0 os valores correspon -
dem aos numeros D, e se localizam na primeira diagonal con

forme a tabela n® 3.
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TABELA n¢ 3

6

24
120 96 78 64
720 600 504 426 362 309 265 =
5040 4320 3720 3216 2790 2428 2119 1854 =D

7

40320 35280 30960 27240 24024 21234 18806 16687 14833 =D8

362880 322560 287280 256320 2295080 205056 183822 165016 148329 133496 =D9

3628800 | 3265920 | 2943360 | 2656080 | 2399760 | 2170680 | 1965624 | 1781802 | 1616785 | 1468457 | 1334961 = D} 0
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CAPITULO V

RELACUES COM AS PERMANENTES
V.A. Preliminanes

Inicialmente '"'permanente'" foi definida como
valor de uma funcao escalar de uma matriz da seguinte ma-
neira:

Se A = LaijJ € uma matriz quadrada de ordem n,
entdo permanente de A que indicamos por per A € definida co

mo segue,

n
Il

d . - Ollde S s
n

de sobre todas as n. permutagoes do conjunto Xn ou entao on
de a soma se estende sobre Sn’ Srl grupo simétrico de grau

n.

Posteriormente notou-se que permanente pode ser

definida para qualquer matriz A = [aij} do tipo mxn porém
com m<n, da seguinte maneira:
m
per Abes il
c i=1

3 : onde a soma se estende so
io (i) =

bre todas as m-permutacoes dos elementos de Xn.

Essa fungao escalar de uma matriz aparece re-
petidamente na literatura de combinatoria em conexao com
certas enumeragoes por ser em geral um invariante apropria
do para matrizes que surgem em pesquisas na area onde o
problema € essencialmente inalterado por transformacdes e-
lementares sobre matrizes como por exémplo no calculo das
permutacoes-deslocamento e outras como veremos em seguida.

Segundo Minc [ 35] os primeiros estudos sobre

permanentes surgiram em 1812 por Cauchy para posteriormen-

A
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te varios resultados serem publicados muitos dos quais en
volvendo identidades especiais com determinantes. Porém o
desenvolvimento maior do assunto deu-se nos dltimos ‘20 anos
com a publicacdo de varios resultados inclusive com aplica
coes a fisica e a teoria das probabilidades.

Para a obtencao dos nossos resultados sobre as
permutacoes-deslocamento e outras através da teoria das

permanentes consideramos a seguinte definicgao.

S : 4 :
Definigao: Dada a matriz A = Laij] do tipo mxn,
m
com m<n, per A = I IT a3 5 cuja soma € estendida a to-
HES =1 i
das as aplicacgoes ! injetoras do conjunto Xm no conjunto

-

n
Os primeiros indices sao elementos do dominio

e os segundos indices sao elementos do conjunto imagem. Co
mo consequéncia notamos que o numero de parcelas na soma €

(m)

n
V.B. Teoremas Basicos

Teorema 1 - Se B € uma matriz obtida da  ma-
triz A efetuando-se trocas de posigoes entre linhas ou en
tre colunas, entao per B = per A.

De fato:

Vamos supor que a matriz B seja obtida da ma-

triz A trocando-se a linha r pela linha s com r<s.

~ » ~ ; =
Entao B = [bijjmxn com bij a; s

para i#r,i#s
brj asj
sj = 2rj

Portanto 3 b




ou, per B = L aljl‘aij"'aSj ...arj ...amj

S 1% m

Isto €, per B = per A.
De maneira analoga demonstra-se quando B € ob

tida de A efetuando-se troca de posigoes entre colunas em

A.

Teorema 2 - Multiplicando-se todos os elementos
uma mesma linha ou coluna de uma matriz A por um escalar
a permanente da matriz fica multiplicada por A.

A demonstracdao € imediata.

Teorema 3 - A permanente de uma matriz quadra-
A € igual a permanente da sua transposta At.
DeMfato:

per A = a

Litaqn 5
1]1 2]

per At =

Como a soma € estendida a todas as aplicagodes f

=nhE

o ||
injetoras de X em X_ e sendoN(BE }, e como a

parcelas da soma com oS bji sao as mesmas da soma com ~OS

aij .

Logo, per A = per At

Teorema 4 - (Propriedade da Expansao)

Se Aij € a matriz obtida da matriz A do  tipo

mxn suprimindo-se a linha i e a coluna j, entao
m
pexr Au=Sd a.. per Aij‘ j eXn.

j=1 1J
De fato:

Para 'j=1, per A, € a soma dos produtos dos a_.
onde r#i e os s sao as imagens das aplicacgoes injetoras de
{1, 2; ieamnli={1 )Y em -{2Z+3, ;o mits

O valor a;, per Ail € igual a soma dos produ -
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tos dos a_c,» T qualquer e s as.imagens das aplicagoes inje

toras: de . {1.,2; coo;mbiiem {12, o...ynkctaliique .a dmagem 'de 1

1 -
m

Portanto I a,; per Ay, € igual a soma dos
{=100 1 :

produtos dos a__, onde r € do dominio e s da imagem de to

1.5

das as aplicagdes f de Xn em Xn que € exatamente per A.
A demonstragao foi feita para j=1 porém pelo

teorema 1 o resultado € valido para os demais valores de j.

Teorema 5 - Consideremos:
A = [a..w do tipo mxn com m < n;
1)/
Ak matriz obtida de A substituindo k colunas
por colunas constituidas de zeros, k=0,1,2,...,n-1;
bik a soma dos elementos da linha i da matriz

Ak; m :
K =121 bik e I Cy estendida a todas as combi-

nagoes de n colunas k a k;
N ndico er A =m§l(-1)i(“"“*i)zc
essas condigoes, per & i Slngs
A demonstracdo € baseada no principio da inclu

e exclusao generalizado o qual trata-se do seguin-

Associemos a cada elemento i do conjunto X
n
um nimero real a; denominado o seu peso. Seja Py, Py, ....

Aty Pr’ ... propriedades relacionadas com os elementos de

X e WP. , P. , ««.y,.P.. ) a soma dos .pesos dos elementos
n 17 1, 1r :
de Xn que satisfazem r propriedades cada um.

Se E(m) € a soma dos pesos dos elementos de

Xn que satisfazem exatamente m das n propriedades, entao:
n-m - :
E(m) = I (_1)1(m;1) W(m+i), com
i=0

W(r)= sW(P. , P.
b L
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Dada entao a matriz A = [aij] do tipo mxn, com

m<n e sendo S o conjunto das m-uplas obtidas de {1,2,3,..

L]

..., N}, podemos considerar:

a)'0 valor.a,.: . ... a_. Qque € o peso as-
1Jl 232 me

sociado ao elemento (jl, jz, e jm) do conjunto S;

N .. rela e

b) As propriedades Pry Pyy o vnn, Pr

cionadas com os elementos de S tal que um elemento qualquer

satisfaz a propriedade Pi se nao possui o elemento i.
Considerando as matrizes A e os valores c_.con

forme o enunciado do teorema, a soma dos pesos dos elemen-

tos de S que satisfazem r propriedades cada um sera Cpe As

sim W(r) = Z Cp
Por outro lado, sendo per A = Ealj a

1 2)

2
amjm'
Conforme a definicdo, per A é igual a soma dos
pesos dos elementos de S que satisfazem exatamente n-m pro

priedades P,.
Portanto pelo resultado acima expresso pelo va

lor E(m) temos:
m=-1 i n-m+i
per A = E(n-m) =5 (=1)( i )

-m+1
i=0 n-m+1

Corolario: No caso em que m=n, isto €, A € ma-
n-1 :
triz quadrada, per A = I Z(-l)1 Cy
i=0

V.C. Permanente de Matrnizes BoolLeanas

No caso de termos A = [aij}mxn tal que aij= 0

ou 1 dizemos, como € usual, que A € matriz booleana.

Teorema 6 - Se I € matriz identidade de ordem
n entao, per I = 1.

De

AYA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesmel 12 13 14 15 I1e .17

18



1 para i =
0 para i #

Lot
dzi cuja soma esten-

perSIyeStTa Th NaT sy etere
131 2]2 nj,

dida a todas as aplicagoes injetoras de Xn em Xn.
Neste particular tais aplicacoes, cujos valo -
res aij sao diferentes de zero, resumem-se na aplicagao i-

dentica e portanto per I = a7 855 e A = 1

Teorema 7 - Se P &€ matriz de permutacao entao,

De fato:
A matriz P = [ﬁ é de permutacdo se Pis=
n
Ofouitl¥es sEEep St N Ol 2t n ) R = e (=1
j=1 1J j=1 1)

N
ijJnXm

wisTLi)
Pelo teorema 1, per P = per I e portanto pelo

teorema 6, per P =1:

Teorema 8 - Se J € matriz quadrada de ordem
com todos elementos iguais a um entao, per J = n!.
De fato:

= I b 1 =
J Jjj/nxn com Jij 1.

Para n=1,.J =[1], per J =1
1

1

1} i per J
1

Por inducdo, supondo valido para n=k, sendo a-
k+1
gora n=k+1, per J = Jecnperid g (Ju1 2 ,.00y0) pelo! teo
j=1 ~1J 1) —
rema 4. k1
Como Jij=1, per J = iil per Jij‘ ou seja,
k+1 -
per J = I k! = (k+1)! . Assim o teorema €& valido para
i=1

qualquer valor da ordem n da matriz J.
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N n-1 5 n
Conolavrto: ' (=1) .(n=r) = n.
r=0

Aplicando o teorema 5 para o calculo da matriz

J teremos os seguintes valores:

co=i & Ic i (Slin=1) ST co= () (n=2) 5,

0

= n n 1 = o~
5 (n-l)'l , pois como bir (n-1),

“n-1
cr=(n-r)n, entretanto existem (?) matrizes Jr 0 que impli-
= T1 _an
ca Ecr = (r)(n )i,
Logo, per J (-1)r.(n-r)n e consequente -
n=1

DY m-r)" = n!
=0

V.D. Peamanentes e as Permutacoes-Deslocamento

Consideremos as matrizes quadradas:

[bij] = J-1, que indicamos por B para ordem n,

B, para ordem n-1 e B, para ordem
n-2.
¢ S
(kij] com kij 1 para i#j
kll = 8]
kij 0 para i=j, i#l e j#l
que indicamos com K para ordem n, K, para ordem n-1 e X,

para ordem n-2.

Lema 1 - per B = (n-1) per Ky
De fato:
per B = oy bil per Bil’ B.11 e de ordem n-1

per B ; Bil’ pois b11=0 e bil=1 para

A per Kl, pois B,y = kl para i#l.
i

-47=
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Logo, per B = (n-1) per Kl.
Lema 2 - per K, = per 32 + (n-2) per K2

De fato:
n-1

per K, = kil per Kil

K de

i=1

n-1
per Kl kll.per I(11 + iE

per Ky

2

per K1 per B2 B per KZ, pois Kll

acordo com as consideragoes iniciais.

Logo, per K1 = per B2 + (n-2) per KZ'

Teorema 9 - per B = (n-l)[perB1 + per sz
De fato:

Pelo lema 1, per B =1 (n-}) per;: K, 'e portanto pe

1A
lo lema 2, per B = [n-l)[per B2+(n—2) per Kz].

Ou seja, per B = (n-1) per B2 + (n-1) per Bl‘

Logo, per B:= (n-l).{per B1 + per sz.

Corolario: per B = D
De fato:
Para n=2, per B=1.

Como D2=1 e Dn=(n—1)(Dn_1+Dn_2) que & exatamen

te a mesma recorrente para per B demonstrada no teorema 9,

entao concluimos que as sucessoes Dn e per B sao identicas.

presso pela

Observagao:
0 calculo de per B através do teorema 5 € ex -

igualdade:

n-1
per Bi= % (-l)r(r;).(n-r-l]n—hr
r=0

pois de acordo com a definigao da matriz B
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n-r para r linhas
n-r-1 para a restante n-r linhas

ec = (n-r)T.(n-r-1)"" T e
Ic, (I;_)(n-r)r.(n-r-l]n"r

Segue portanto o seguinte teorema:
n-1

Teorema 10 - D_ =% (-1) " () (n-r)* (nrr-1) 53"
r=0

Demonstragao imediata pela observagao e o coro

Ilustragao:
Calculo de D; por permanentes.
Temos que D3 = per B, B de ordem 3.

0 1
Portanto D3 = per 1 1
1 1 0

a) Por regra analoga a de Sarrus:

0

1
1 0

b) Pelo corolario do teorema 5:

per B = Co - ch + Ic,, sendo

b

i &5
B e as matrizes

do tipo By sdao:
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as matrizes do

0
0
0

t

Consequentemente:

ipo

0.1

'b20'b30-= 2
Al 2 para

2 para

2 para

0 para

0 para

ol 0 para

2.2 =8
. matriz
. matriz
. matriz
. matriz
. matriz

. matriz

do
do
do
do
do
do

tipo
tipo
tipo
tipo
tipo

tipo

Entao per B = 8 - (2+2+2) + (0+0+0) = 2

c)

D

3

Pelo teorema 10:

6

2
z

r=0

8-6

1T G- (27T

L 'unesp
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CAPTTULO VI

INDICADOR DAS PERMUTACOES COM POSIGOES INTERDITADAS

Como vimos na parte de permanentes, toda permu

tagao dos elementos do conjunto Xn pode ser representada
- n
por uma matriz booleana A = Lai-] de ordem n com I a
y J i=1 J
=l =l i nte ik i 1 =12 .o 0. [Para tantoscon
=1

J

venciona-se que se aij = 1 o elemento i ocupa a posigao j e

15 0 o elemento i ndo ocupa a posigdo j na permutagao.
As permutagOoes com posigoOes interditadas serao

representadas por matrizes booleanas em cujas posigdes in-

terditadas necessariamente o elemento da matriz € zero e

os demais elementos serao 1 ou 0 dependendo da permutagao
considerada.

Assim, por exemplo, nas permutagoes-deslocamen
to as matrizes booleanas que as representam tém os elemen-

tos da diagonal principal, a todos iguais a zero.

ije

Entretanto, uma matriz booleana identifica-se
de uma certa maneira com um tabuleiro, tipo tabuleiro de
xadrés, onde as celas (casas) interditadas correspondem na
matriz as posigGes interditadas cujo elemento corresponden
te € necessariamente zero e cujas celas livres correspondem
na matriz elementos que poderao ser 1 ou 0.

Valendo-se da representacao de permutagées em
tabuleiros descreveremos nesta parte um algoritmo *) que

possibilita a determinagao de um polinomio o qual denomina

remos Indicador das Permutagoes com Posigoes Interditadas,

(*) O algoritmo foi encontrado em pesquisa conjunta com R.
M. Barbosa e posteriormente feita a programacgao para
HP-9830 - BASIC por J.S.Jr.
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e cujas posigoes serao representadas por celas interdita -

das no tabuleiro.

ALgonitmo:
Uma primeira forma:

Fases: F1 a cada linha i, 1=1,2,...,n;, do tabu
n
leiro associa-se o polindmio Pi wi Xij‘ j diferente da
j=1
coluna em cuja linha i ha cela interditada.

F2 - efetua-se o produto Pl'PZ"‘Pn

F; - anula-se os termos do produto que contenha
em seus fatores dois segundos indices iguais.

O produto resultante € o Indicador de Permuta-
coes com Posicoes Interditadas cuja expressao € da forma
Ix

Sl X e cada um dos termos X,. x2j S
2

nj, 134

indica uma permutacgao cuja representagao no tabuleiro faz-

L .x . x .
131 232 Jn
se marcando as celas correspondentes aos indices duplos de

cada x.

Uma segunda forma:

Fases: Fl = aicada linhal i, i=1,2,.::,n,; do ta
n
buleiro associa-se o polindmio A
3=1
coluna em cuja linha i ha cela interditada.

xij‘ j diferente da

F, - escreve-se Y, = P

2 1 15
Fir=vcalcula=senYo=Yer 4Pr. ra=2-3enqcone e a
3 1 1-1
cada passo elimina-se os termos com dois segundos indices
iguais.

O polinomio resultante de X € o Indicador de

Permutacoes Interditadas.

Prova do ALgoritmo:
Observemos que os Pi nao permitem ter elementos

nas posigoes interditadas e obriga ter um elemento em cada

—d 7~
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A eliminagdo de termos com segundos indices i-
guais nao permite ter dois elementos numa mesma coluna.

Assim, os termos do polinomio resultante Pl.
‘PZ"‘Pn ou Yn correspondem as permutagoes dos n elementos
considerando-se a disposigao das posigoes a serem ocupadas
no tabuleiro, uma e apenas uma em cada linha e em cada co-
luna e nunca em posigoes interditadas.

Caso particular:

Como caso particular de permutagoes com posi-
goes interditadas temos as permutagoes-deslocamento as

quais sao representadas por um tabuleiro nxn com celas in-

terditadas na diagonal principal.

Ilustragao:
l?-Seja o tabuleiro 4x4 com posigoes interdita

das as quais marcamos com X.
112 3

X

Através do mesmo podem ser representadas todas

as permutagoes dos elementos do conjunto X, tal que o ele
mento 1 nao pode ocupar a posigcao 3, o elemento 2 nao pode

ocupar as posigcoes 1 e 2, o elemento 3 ndo pode ocupar as

"posigbes 2 e 4 e o elemento 4 nao pode ocupar a posigdo 4.

Assim: Pl = X911 + X192 + Xq4

By =|Xa3i *+ X9y
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p X

3 B,

Py = Xp1 *' X4 * X3
Encontra-se pela primeira ou segunda forma,
Yog =K1 Xg Xag X g5 SEX X0 ( Xaq  Xg g 6T X0 Xog Xzgiyg

% que corresponde as seguintes solu-

A oz akay
goes:

42°

Solugao 1 Solugao 2 Solugao 3 Solugao 4

0 X 0| X T x| o

X X X 0

X X

22 - Permutagdes-deslocamento

Consideremos o conjunto Xg, entdo o tabuleiro

que pode representar todas as permutagoes-deslocamento € o

seguinte:

Neste caso, P1

2ol e )0

Encontra-se pela primeira ou segunda forma,

=g

SER

=Xq7 %9z X3q 13 *21

Solugao 1 Solugao 2

X110 X 0
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CAPTTULO VII
POLINDMIOS DE TORRES

VIT.A. Preliminares

Nesta segunda parte estudamos os polinomios de
torres detendo-nos em alguns tipos especiais particularmen
te naqueles correspondentes a tabuleiros retangulares e qua
drangulares pelo maior relacionamento dos mesmos com a pri
meira parte do trabalho.

Os nossos estudos nesta area iniciaram-se com
os polinomios de torres, e na busca e estudo de suas ques
toes fomos motivados a dar um bom desenvolvimento ao traba
lho no que tange ao que denominamos primeira parte.

Tratamos inicialmente dos elementos basicos do
assunto para entdo nos fixarmos nos polinomios de torres
para tabuleiros retangulares e quadrangulares e alguma ex-
tensao a tabuleiros retangulares com celas acrescentadas em
linha e ou coluna, onde novamente cremos ter fornecido con

tribuigoes.
VIT.B. Conceitos e Teoremas Basicos

Definigao: Denominamos tabuleiro um subconjun-
to finito qualquer de NxN, N conjunto dos numeros naturais.

Intuitivamente, um tabuleiro sera considerado
um conjunto de celas ou quadriculas tipo tabuleiro de xa-

drés como afirmamos anteriormente o que facilitara o enten

dimento bem como fixagao de idé€ias.

A cada ponto correspondera uma cela e recipro-

camente, estando os mesmos dispostos em linhas e colunas.

=50~
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Indicaremos por rkCC) o numero de maneiras de
se considerar k pontos ou k pares ordenados (m;n) no tabu-
leiro C tal que dois deles nao estejam na mesma linha ou
mesma coluna. Consideremos rO(C) = 1 e observamos.que
r . (C) = 0 a partir de um certo valor de k dependendo da
constituigﬁo do tabuleiro C e o seu numero de celas.

O numero rk(C) corresponde entdo ao numero de
maneiras de se colocar k torres num tabuleiro sem que ne-
nhuma elimine outra, ou séja, duas quaisquer sao estejam

numa mesma linha ou coluna.

Defintgao: A funcao geradora da' sequéncia
<rk(C)> € denominada polindmio de torres do tabuleiro C.
Indicando por R(x,C) o polindmio de torres do

tabuleiro C, R(x,C) = [rk(C), x| onde r,(C) = 1.

Teorema 1 - Qualquer que seja o tabuleiro C,
R(0,C) = 1,

Imediato.

Teorema 2 - Se um tabuleiro.C possue r celas ,
entao ry(C) = r.

Imediato.

Definigao: Dois tabuleiros C,eC, sao disjun-
tos, se e somente se, para todo (ml‘nl) eCl nao existe
(mz,nz) eC, tal que my = m, ou n; = n,.

Teorema 3 - Se um tabuleiro C consiste de dois
outros C1 e C, disjuntos, entao R(x,C) = R(x,Cl).R(x,Cz).

De fato:

rk(C) =

J

res em C € o mesmo que colocar j em C1 e k=-j em CZ} j=0,1,

k
EO rj(Cl).rk_j(Cz), pois colocar k tor

-51-
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Consequentemente, <rk(C)> = <rkﬁa)>*<rkﬂa)>,

(produto convolutdrio).
Entdo, G[<r, (C)>, x] = G[<rk(C1)>*<rk(C2)>,x]=
G[<xk(Cl)>,xJ . G[<rk(C2)>, x] e portanto R(x,C) =
= R(x.Cl);R(x,Cz).

Teorema ¢4 - Fixada uma cela qualquer num tabu-
leiro C e indicando por Ci o tabuleiro obtido de C elimi -
nando-se a linha e a coluna da cela escolhida e por Ce 0
tabuleiro obtido de C eliminando-se apenas a cela escolhi-
da, entao: R(x,C) = xR(x,Ci) + R(x,Ce).

De fato:

O numero de maneiras de se colocar k torres
em C pode ser dividido em duas categorias: .

a) aquela que tem uma torre na cela escolhida,

corresponde ao nimero Ty .1 (C;) de se colocar k torres em C.

b) aquela que nao tem torre na cela escolhida,
corresponde ao numero rk(Ce)_de'se colocar k torres em C.

Entﬁo,_rk(C) = rk_l(Ci) f rk(Ce).

Portanto G[r, (C), x] = G[r,_;(C;), x] +
+ G[fk(Ce). x].

Por propriedade de geradora,

G(rpe(e) , x) "= xGx, (€30, x] + Gy (€ )i x]

Portanto, R(x,C) = xR(x,Ci) + R(x,Ce).

Trata-se portanto de uma formula de recorréncia
a qual possibilita a determinagao do polinomio de torres de
um tabuleiro qualquer, geralmente empregada como técnica de

calculo de tais polindmios.
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CAPTTULO :VIII
TABULEIROS RETANGULARES E QUADRANGULARES

Definigao: Diremos que um tabuleiro C & retan-
gular do tipo mxn, se e somente se, o mesmo € constituido
de m.n célas dispostas em m linhas e n colunas.

. Indicaremos por Rm,n(x) o polindomio de torres
do tabuleiro retangular do tipo mxn. (m e n inteiros posi-

tivos).
VITI.A. Refacdo de Recorréncia

Para os tabuleiros retangulares do tipo mxn,va

= R (x)"+ nxR

m=-1,n m—l,n—l(x)'

De fato:
Pelo teorema 4, fixada uma cela qualquer no ta
buleiro, temos:

Rm,n(x) = xR

m-1,n-1(") *+ R(x,C.)

sendo C, o tabuleiro retangular sem a cela fixada.

Novamente com aplicagdo do teorema 4, porém a-
gora em C,, fixando-se uma cela da mesma linha ou Eolunach
primeira fixada, temos:

Ry al®) = xRy o (X) #R, 1(X) + R(x, C)

sendo C_ o tabuleiro retangular sem as duas celas ja fixa-

das.

Com esse raciocinio aplicando-se sucessivamen-
te o teorema 4 a tabuleiros do tipo C_ chega-se ao retangu
lar do tipo mxn com n-1 celas fixadas numa mesma linha e
cuja expressdao € a seguinte,

Ry n() = (n-1)xR LX) + R(x, c(772),

m-1,n-
Por Gltimo aplicando o teorema 4 no tabuleiro

-53-
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C(n-Z) fixando-se a Unica cela existente naquela linha das

e

celas fixadas, temos:

Rm,n(x) = Rm-l,n(x) + nxR 1(x)

m=-1,n-

VIIT.B. Formula Genal de Rm n(xl

’ 6

a) Por raciocinio dinreto:

A colocagao de k torres no tabuleiro retangular
do tipo mxn exige a fixacao de k linhas entre as m existen-
tes, o0 que pode se dar de (E) maneiras, e a fixagao de k co
lunas entre as n existentes o que pode se dar de (EJ manei-
ras.

Porém fixadas as k linhas e as k colunas, as k
torres podem ser colocadas de k. maneiras, pois existem kz
celas e duas torres nao podem ser colocadas numa mesma linha

ou coluna.

Entao, Do ) (E)(i) = 2

(k)
Rm,n(x) i G[m k.n

Assim, Rm'n(x) =

b) Por indugao:

E claro que, Rl,n(x) = l+nx

Rz,n(x) = 1+2nx+n(2)x2, RS,n(x) = l+3nx+3n(2)x2+
+ n(s)xs.

Prosseguindo com o mesmo raciocinio para outros

valores de m, os resultados nos levam para a expressao de

R n(x) seguinte:

' G (e
R (x) = e Y
Motk kt

A
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Com aplicacao do mé€todo de indugao, supondo a
expressao valida para m vamos demonstrar a sua validade pa

ra m+l.

Pelo teorema 4 e a hipotese da inducgao,

m+l n

() = T @k nx @ -1y KK
k=0 k=0

Separando a primeira parcela do primeiro soma-
torio, trocando a variavel do segundo somatdrio, e isolan-
do a sua ultima parcela podemos escrever:

(x)s=iggint 02z () gk, (@) (m#1) )

m+1 n

m
+ I (m)+ -
k=1[ K)* (o) )n

Considerando a classica relacdo de Stifel e o

fato que (E) = [m+1) e ( ) = (2:1), obtemos:

m+1

(x) =2

RU (®1yn(K) K

VITI.C. Propriedades

1%) Relacdo com os polindmios de Laguerre

Os polinomios de Laguerre sdao definidos por:
[ a n“'d'.
n. Ln(x) : X )

tal que, Lg(x)
L?(x] a+l-x

La(x) s 2 (n+a) (=x)id x)
n - '
k=0 k!

Para a inteiro:

n
Ry neg ()= I () (n+a) BIxE
k=0

n,n+o

(R xX

."A'A"
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fazendo n-k = k,

A Ry

sendo A, o operador de diferencas finitas atuando sobre a
varidvel m (12 wvariavel).

De fatoi:
(x)

8 IR B (&) (x)

7 Rm+1,n i Rm,n

Pela relagao de recorréncia,

(x) = (x) + nxR 5 (%)

m+l n m n

Portanto: A n(x) = nXRm,n-l(x)

1 R

VITI.D. M2todo para obtencdo de Ry (%)
1

A partir da igualdade Rm,l(x) = 1l+mx e com apli
cagdo da segunda propriedade e resultados do calculo de di
ferencas finitas podemos obter sucessivamente as expressoes
de Rm‘z(x), Rm,3(x], etc.., Rm'n(x).

Estabelecemos assim um método para a obtencao
dos polinomios de torres para os tabuleiros retangulares /

conforme descrevemos abaixo:

A

o 4 2
Rm,Z(x) = Zme‘l(x) = 2Xx+2mx

1
Aplicando o operador:g (somagao) de diferengas
finitas na igualdade acima, temos:

38, R ,(x) =3(2x+2mx2), onde os operadores

-56-
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atuam sobre a variavel m.
2 (m+1)(2) ;

Logo, Rm+1,2[x) = 2x(m+1l) + 2x >

h constante.
Para m=0, Rl‘z(x) = 2x+h, e como Rl'z(x)=1+2x,
conclui-se que h=1l.

i 222
Assim, Rm+1,2(x) = 1+2(m+1)x + (m+1)( il -

o (2),2
Rm’z(x) 1+2mx+m X
Analogamente obtém-se R, z(x) por:

Ay Rm’3[x) = SxR (x)

(2) 3
Al Rm,S(x) 3x+6mx +3m

Aplicando o operador 3; como anteriormente,

248, R 2(x) = 3 (3x+6mx 243m(2)x 3

Logo, Ry,; 3(X) = 3(me)x + 3(m+1) (Bx? +
e

+ (m+1 + h, h constante.
Fazendo m=0 prova-se que h=1 e portanto,

() = 1+3@e)x + 3me1) Blx? o (me1) B, ou

R ;(x) = 1+ 3mx + 31 02D %8 ey (3

Prosseguindo com esse raciocinio podemos obter

(x) supondo conhecido R

Rm'4[x), etc., (x) com apli

,n=1

cacao da segunda propriedade e o operador somagao.

mn

VITTI.E. Geradora Exponencial dos Polinomios de
Tonnes pana Tabuleiros Retangulanres.
Consideremos as duas funcgoes geradoras,

A eSS RS (R

O produto das mesmas sera:

G A e el e [ F e

ATAYA
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i
i=0 j=0

Considerando i-j=k, obtemos:

i A

t n 1 Nk

e'd. (ltxit)i s SeaCael — Ga) x &)t
j=0 k=0 (1-K)7 °k

Isto €, pela formula geral de Ri_n(x),

1
=
Ri,n(x) e e portanto

et.(1+xt)? = 1
=0 1!

1

t
GE (R, (x); t] = e .(1+xt)".

VITI.F. Propriedade da Derdivada
Pelo resultado anterior vimos que a geradora ex
ponencial dos polindmios de torres R; n(x) e et.(1+xt)n e

portanto derivando em relagao a X teremos:

d t

& CGER ()t = 2 @+xt)e® = ntext)™ et

Por propriedades de gerhdora,obtemos:

é% GE[Ri,n(x); t] = G[n(?:%)xi-l; t].G[f%; tj

Multiplicando as geradoras efetuando o produto

convolutério, teremos:

GE[R. _(x); t]

i.n

Considerando i-j=k,

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesmel 12: 13 14 15 16 17 18



at k
OB G[kgo 20Th doyr 9

: " (i-1): x
= t] = GE Z =t
& J Lnl k=0 ( ) (i-k)! ]

Considerando a expressao geral dos polinomios

de torres para tabuleiros retangulares e o fato que

é% GE[Ri,n(x); t] = GE[&% Ri,n(x); t], concluimos

&% R; n(x) = ni R, ) (&5

Consequéncia imediata dessa igualdade € o resul

_(x) = in /R, LX) dx' + C

i-1,n-
que na realidade poderia ser empregado como uma outra téc-
nica para o calculo dos polinomios de torres para tabulei-

ros retangulares.

VITI.G. Tabuleirnos Quadrangulares

Trata-se dos tabuleiros do tipo Rm’n(x) onde
m=n. Indicaremos por Qn(x) tais tabuleiros e portanto con-
siderando a relagao de recorréncia para os retangulares do
tipo mxn, temos:

Q) = R4 n(x) + nxQ _, (x)

n

Qa1 (X)) = Ry 14 (X)) + (n+1)xQ (x).
Como, nxQn(x) = ann_l n(x) + nzszn_l(x), vem:

Queq (X) - nxQ (x) () = nxR_y(x) + (n+1)xQp (x)-

R
n,n+

- n’xfq_; ()

Usando a relagao de recorréncia em R (x)ie
?

(*) Pode ser obtida por derivagdo direta através da formu-
la geral.

ATAYA
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substituindo na igualdade acima, temos:

4

Qn+1(x) = \1+(2n+1)x].Qn(x) - nzszn_l(X)

recorrente para os tabuleiros quadrangulares.
Exemplos:
A partir de Qo(x] =1e Ql(x)'= 1+x, obtemos,
2

4x + X

2

Q5 (x) = ox + 18x° + 6x°

Q4(x)'- 16X+ 72x2 + 96x3 + 24x4

2 3

Qs(x) = 21x + 136 '+ 3l2x + 216x4 + 24x5

A partir das propriedades validas para os re -
tangulares, temos:
S i ] =
a) Qn(x) = nilex Ln( Xii5) com Ln(x) =
k

L R (=)
K o(n‘k) k!

b)FE Qi) ='nfQll . (x)

c) Qn(x) = n2 IQn_l(x) + C, o que corresponde

a um novo método de obtencdao dos polindmios de torres para

os tabuleiros quadrangulares.

A
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CAPITULO IX
TABULEIROS RETANGULARES COM CELAS ACRESCENTADAS

IX.A., Tabuleiros Retangulares com Celas achres-
centadas em Colunas

IX.A.1. Uma cela € acrescentada ao tabuleiro re
tangular mxn transformando-o num tabuleiro constituido de
m linhas e n+l colunas com uma das colunas possuindo wuma
Unica cela.

Indicando por C1 o tabuleiro assim constituido,
pelo teorema 4:

R(x,C") = xRx; 03 * R, C2)

Portanto: R{x,Cl) = xR + R (x)

m-l,n(x] m,n

Desenvolvendo Rm-l,n(x) e Rm,n(x)’

Ri(x 0o =t 1 DM s O eI URIEL 8

k=1

IX.A.2. Duas celas sao acrescentadas ao tabulei
ro retangular mxn transformando-o num tabuleiro constituido
de m linhas e n+l colunas com uma das colunas possuindo duas
celas.

Indicando por C2 o tabuleiro assim constituido:

R(x,C%) = xR(x,CI) + R(x,c2)

Portanto: R(x,C%) = xR (x) + R(x,ch)

m-1,n

Desenvolvendo R (x) e R(X,Cl),

m-1,n

R(x,C%) = 1 +k?1 2GR Gyn s

IX.A.3. De um modo geral consideramos o acrésci

mo de r celas, r<m, ao tabuleiro retangular mxn transforman

A
AVAYA
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do-o num tabuleiro constituido.de m linhas e n+l colunas

com uma delas possuindo r celas.
Indicando por CT' o tabuleiro assim construido;

R(x,CH) = xR (a0, CH) T R(%4G2)

Portanto: R(x,Cr) = xR r—l)

m-l.n(x) + R(x,C
(x) derR (x50 a5)

(k-1) , )n(k3]

Desenvolvendo R 1
,n

R(x,Cr) =1 + ; {r(k_l) n

m-
m
z

k
que € a expressao geral do polindmio de torre para tabulei
ros construidos por acréscimos de celas em colunas.

Tal expressao foi induzida pelos resultados
IX.A.d1. e IX.A.2." supondo validaspara ‘R(x, Rhis 1)

monstra-se a mesma por indugao:

De fato:

, porém de

a) Ja verificamos a sua validade para r=1 e r=2;

b) Supondo valida para r verificamos que também
€ para r+l.

R(x,c™*1) = xr (x) + R(x,CT)

m=1,n

o1 (K) k]

( Ln J + BTt

(k-1) | (my, ()

I

:
e giaitt e )n(k3}
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IX.B. Tabuleinros Refangulares com Celas acres -

centadas em Linhas
IX.B.1. Uma cela &€ acrescentada ao tabuleiro mxn
transformando-o num com m linhas e n+l colunas (mesmo estu

do de - IX.A.l.)

IX.B.2. Duas celas sao acrescentadas ao tabulei
ro mxn, numa mesma linha, transformando-o num com m linhas
e n+2 colunas.

Indicando por L® o tabuleiro assim construido:
RIGATE )= xR oo, 12 e R (o, 1.2)

Portanto: R(x,Lz] = xR (x) + R(x,Cl)

m=-1,n

R(x,L%) = R(x,C%) (IXA.2.)

IX.B.3. Trés celas sao acrescentadas ao tabulei

ro mxn, numa mesma linha, transformando-o num com m linhas
e n+3 colunas.

3

Indicando por L o tabuleiro assim construido:

R(x,L3) = xR(x,Lg) + R(x,Lg)

Portanto: R(x,Ls) me_l n(x) + R(x.LZ)

R(x,L3%) = xR (x) + R(x,C?%)

m-1,n
R(x,L%) = R(x,C) (IX.A:Bi)
IX.B.4. De um modo geral considerando o acrésci
mo de r celas ao tabuleiro mxn, numa mesma linha, transfor
mando-o num com m linhas e n+r colunas o qual indicando-se
por Lr, temos:
R(x,LD) xR(x,Li) + R(x,L;)
-1
R(x,LT) xRy ;L (x) + Rix-L~ =)
xR (x) + R(x,cT™ 1y

m=1,n
R(x,LY) = R(x,Ch) (IX A3

=65
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que € a expressao geral do polinomio de torre para tabulei
ros construidos por acréscimos de celas numa mesma linha.
Tal expressao foi induzida pelos resultados
IX.B:2. £ IX:B.3, supondosvalida, para R{x.Lr) a qual pode
ser demonstrada por inducao.
De fato:

a) Ja verificamos a sua validade para r=1, r=2e

b) Supondo valida para r verificamos que também
€ para r+l, pois:

r+1)

- T
R(x,L = XRm-l,n(x) + Ri(x, L)

T
= XRm-l,n(X) + Ri(x,C™)

R(x,cT*1y (IX.A.3.)

IX.C. Tabuleiros Retangulares com Celas acrescen
tadas em Colunas e Linhas simultaneamente
Consideremos a seguir o tabuleiro mxn acrescido

de r celas em coluna, isto &, o tabuleiro CT.

IX.C.1. acrescentamos numa cela a C' transforman
do-o num com m linhas e n+2 colunas com uma das colunas pos
suindo r celas e outra uma Unica cela.

Indicando por CrL1 o tabuleiro assim construido:

R(x,C'LY) = xR(x,C"L{) + R(x,C"L))

Portanto: R(x,C"L!) = xr__, _(x,c™"1) + R(x,CT)

m-1
x|1+| L (r-l)(m-z)n(k_1)+
[ k:l k-l

A

n(k)]ka + 1 + k?lir(E:i)n(k—l) + (E) n(k)‘ xF =

m-1

1 + (l+T+m n)x + T [(r-l)(ﬁji)AK‘13 ¢ @) (Mn )
k=1

A
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+

m oy (k*1)] kel
SRSl o '

IX.C.2. Acrescentando duas celas CT transforman
do-o num com m linhas e n+3 colunas com uma das colunas pos
suindo r celas e outras duas uma unica cela cada.

Indicando por CrL2 o tabuleiro assim constitui-

R(x,CTL?) = xR(x,CrLg) + R(x,CrLz)
e ) P R(xCHL)

Gige ) mitsa bR

_ -1
+ (mil) n(k)]xk} + 1 (1+r+m n)x + :EO [(r-l)(ﬂ:i)n(k-l)+
+ @l ) g BRIk

R(x,CrLz) = 1 + (2+r+m n)x + I [Z(r-lJ(ﬂ:%).

. n(k-1) (2+r)(mi1)+ [krfl) n(k+1)Jxk+l

IX.C.3. De um modo geral considerando o acrésci
mo de s celas a C' numa mesma linha transformando-o num com
m linhas e n+s+1 colunas com uma das colunas possuindo T
celas e outras s colunas possuindo uma Unica cela.

Indicando tal tabuleiro por:

R(X,CTLS) usando o teorema 4

R(x,CFL®) = xR(x,G8L3) + Rix,0"L7)

' XR. 4 Sk, 05 5 R(x,c5r%

-1
1 + (s+r+m)X +mZ {s(r-l)(m-Z)n(k-1)+
k=1*

(5+r)(m£l)n(k) . (le)n(k+1)} K+l

que € a expressao geral para o tipo de tabuleiros acima con

siderados.

A
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Tal expressao foi imduzida pelos resultados
IX.C.1. e IX.C.2. supondo valida para R(x,CrLs_l), porém de
monstra-se por indugao.

Para s=1,2 vimos a validade da mesma.

Supondo valida para s vamos demonstra-la para

De fato:

R(x,CTLS*]y - xR(x,crL§+1) . R(x,CrLz+l)

Rl GEE> hy = xR s (CHE) B R G GILS)

[, [msl =2y o (M=l (k)
xLlf[kil (r-l)(ﬁ_l) ( }

k m-1
X ] + 1+ ‘(s+r+m njx * T [s(r-l).
k=1

k1) 4 () (W Lyn(0)

m-2
.(k_ljn

(kT1)n(k+l)] St
m=1
1l + ((s+l)+r+m n)x'Z {(s+l)(r-1)
k=1
-2

m k)
(ko1

+

) a8 ((senyen) )

In(k+1)] k+1

m
(k+1
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CAPTTULO X

POLINOMIOS DE TORRES E O PROBLEMA DAS PERMUTACUES-DESLOCA-
MENTO.

. X.A. Penmutagoes com Posigoes Interditadas

Na primeira parte do trabalho estudamos esta
questdo no tocante a apresentagao de um algoritmo de enume
ragao (capitulo VI).

Voltamos agora nesta segunda parte a analisar o
problema que nos possibilitard relaciona-lo aos polindmios

de torres, e o que € importante, determinar uma formula ge

ral de contagem de tais permutagoes.

Formula Geral de Contagem

Consideremos um tabuleiro nxn com posigoes inter
ditadas (celas proibidas) e seja rk(I) o numero de maneiras
de se colocar k torres sobre o tabuleiro I constituido das
posigoes interditadas, com a condigao que duas torres quais
quer nao estejam numa mesma linha ou coluna.

Indiquemos por Ai o conjunto das permutagoes dos
elementos de Xn nas quais o i-ésimo elemento (i=1,2,...,n)
ocupa uma posigao interditada.

Assim a questdo de contagem do numero de permu-
tacoes com posigdes interditadas, isto €, sem elementos em

cela proibida constitui-se no calculo do numero,

onde considerou-se A o conjunto das permutagoes dos elemen

um sub conjunto de A nas condigoes acima e

tos de Xn, Ai

Ai 0o complementar a Ai em relagao a A.

-67-
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Com a aplicagdo do principio de inclusao e ex -
clusao, temos:
N = N(A) - EN(Ai) + L N(AiAj) - I N(AiAjAk) +

i<j i<j<k

P satey BT (-l)n N(Al AZ A . A )

) it n
Por outro lado,
N(A) = n.
EN(Ai) = (n-1)! rl(I), pois um Unico elemento es
ta em posigdo interditada.
EN(AiAj) = (n-2). rZ(I), pois exatamente dois e
lementos estao em posigdes interditadas.

E assim sucessivamente, considerando N(A) =

= ro(n—O)l, segue que:
n

N =2

k=0

-1, (n-k) i1y (1)

formula na qual os numeros r, (1) sdo os coeficientes do po
linomio de torres do tabuleiro I constituido das celas in-

terditadas.

Ilustragao:

A seguir damos um exemplo de utilizagdo da for-
mula completando com a aplicagdo do algoritmo para uma me
lhor visao do seu uso.

Seja o tabuleiro 5x5 com celas interditadas as-

sinaladas com x.

A
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a) Contagem:

Para o tabuleiro I das celas interditadas encon

tra-se com os teoremas basicos o seu polinomio de torres |,

1 + 7x + 12x2 .+ .4x°.

Portanto, pela formula:

-1 (5-k) ! R (1)

0 '
Sisttoiid LTRSS I3IE 120 = 2HIS4 N4-E] BR800 1 K0 =t 16

b) Enumeracao:

L1ty

i

225

+2 X X

44 45

Xca) & Xoq 4 o
Através da aplicagao do algoritmo determina-se o
polinomio:

X

X11X24%35%43%X52% %11 %

Tohs 25%34%43%52"%12%24%35%41 %53 %1 2% 24%35%43%51
X12%25%31X43% 541X 2% 25X 31X 44X 53 %1 2X25%34%41X 531X 2X 25X 34X 43X 51 *

X1 5%21X34%43%52° %) 5X24%31%43%52 %1 2%21X34%4 37551 %) 2X21%34%X45%53*
X12X21%35%43% 541X 2%21X35%44%531%1 2% 24X 31 X4 3% 55X 2X 24X 31X 45X 53

Tal polindmio enumera especificando as 16 permu

tagoes que se obtém com os elementos de XS respeitadas as

posigGes interditadas conforme o tabuleiro 5x5 acima.

-60=-
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Assim por exemplo, o primeiro termo desse poli
NOomio, X,,X,,XzcX,zXco, especifica a permutagao cuja repre

sentagao no tabuleiro € a seguinte:

Idem para os demais termos.

0

X.B. 0 problema das permutagoes-deslocamento

Para este problema a questao se resume em ade -
quar apenas o estudo anterior ao tabuleiro abaixo, pois as
posigoes interditadas sao aquelas da diagonal do tabuleiro.

Consideremos o caso de n elementos

O tabuleiro I constituido das celas interditadas

possui por polinomio de torres o seguinte:

(1+x)" =

Consequentemente,

n
= I
k=0

-1 -1t ()

n

~70=
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n k

ouD =n. I Ll%;-
n .

k=0

que nada mais € que a formula de Oettinger ja vista na pri

meira parte do presente trabalho.
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