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RESUMO

Neste trabalho sdo propostos novos métodos de controleati@para uma classe de siste-
mas nao lineares incertos utilizando a decomposicdo em dengaadrados. Inicialmente é
apresentada uma revisao dos conceitos e projetos de ealures baseados em desigualdades
matriciais lineares (do ingl@snear Matrix Inequalities LMIs) e a decomposi¢do em soma de
quadrados (do ingl&Sum of SquaresSOS), buscando evidenciar as diferencgas e vantagens das
metodologias para a area de controle. Comumente sdo dtiszaodelo$uzzypara realizar a
andlise da estabilidade e projeto de controladores pagargs ndo lineares, e estes modelos
podem ser classificados de acordo com a parte consequeraedinpolinomial. Busca-se neste
trabalho evidenciar as diferencas entre os dois mode#tzye a metodologia para projeto de
controladores. Para o caso de sistemas cujas dinamicas pedelescritas apenas por funcdes
polinomiais, serdo consideradas incertezas politopi€agao, visando flexibilizar o projeto
utilizando um controlador composto por um Unico ganho potial e aumentar a regido de
factibilidade, séo propostos controladores com ganhasglais chaveados. O objetivo desta
lei de chaveamento é minimizar a derivada da fun¢éo de Lyapeimpregada no projeto. Con-
siderando uma classe de sistemas nao lineares mais gergragistos controladores com
ganhos chaveados para modediazzypolinomiais. A metodologia proposta ndo necessita do
conhecimento das func¢des de pertinéncia para a implengenti;lei de controle chaveada.
Este fato é uma vantagem importante com relagdo aos inumetmglos que consideram as
funcdes de pertinéncia disponiveis pois, muitas vezesyradés de pertinéncia podem ser
complexas ou podem também depender de parametros incarpdarda, o que dificultam ou
inviabilizam as suas implementacdes. Através dos reqdtabtidos, com analises tedricas e
exemplos numéricos, foi possivel mostrar a vantagem dadoletgia proposta.

Palavras-chave: Controlador chaveado. Modeldszzypolinomiais. Sistemas néo lineares
incertos. Soma de quadrados (SOS). Sistemas chaveados.



ABSTRACT

In this manuscript new control methods are proposed forss@éuncertain nonlinear systems
using a sum of squares decomposition. Initially is pregkeateevision of concepts and control
design procedures based on Linear Matrix Inequalities @Mhd on sum of squares (SOS)
evidencing the differences and advantages of these mdtweésin the control system design.
Fuzzy models are commonly used to perform stability anslgad controller design for nonli-
near systems, and can be classified by a linear or polynoonalecjuent model. A goal of this
dissertation is to compare these two methodologies in thé@osystem design of a class of
uncertain nonlinear systems. For the case of systems wiyosenics can be described only by
polynomial functions will be also considered polytopic artainty. Therefore, in order to make
the design more flexible than that obtained with only one radler with polynomial gain and
increase the feasibility region, a new procedure for desgynontrollers with switched poly-
nomial gains is proposed. The purpose of this switching &t iminimize the time derivative
of the Lyapunov function employed in the design. For a momega class of nonlinear sys-
tems, controllers with switched gains for polynomial furagdels are proposed. The proposed
methodology does not require the knowledge of the membefahctions for an implementa-
tion of the control law. This fact is an important advantagerdhe many methods that consider
available the membership functions, because the membpérgigtions can often be complex
or may also depend on uncertain plant parameters, whichsrbke implementation difficult
or impossible. The presented results, with theoreticalygaea and numerical examples, show
the advantages of the proposed procedure.

Keywords: Switched controller. Polinomial fuzzy models. Uncertagnhnear systems. Sum
of Squares (SOS). Switched systems.
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LISTA DE SIMBOLOS

R Conjunto dos numeros reais.

R" Conjunto dos vetoresx 1 com elementos reais.

RM™M Conjunto das matrizesx m com elementos reais.

N Conjunto dos numeros naturais.

K, Conjuntos dos numerdd, 2,...,r}.

MT Transposta da matriz relsl.

M > (>)0 M é uma matriz simétrica e definida (semidefinida) positiva.

M< ()0 M é uma matriz simétrica e definida (semidefinida) negativa.
Matriz identidade.

|Z| Valor absoluto de um namero real

x| Norma euclidiana do vetore R": ||x|| = VXTx.

argirenﬂgi"{hi} Menor indicej € K tal que, para o conjuntfhy,hy,....h}, hj = ie]Ii<rr]{hi}; por

exemplo, dado um conjuntd = {h; = 3,hp = 1, h3 = 6,hy = 3,hs = 1}, sendo
r =5, entdo arg ?Qiﬁ{hi} =min{2,5} = 2.
IS r
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11

1 INTRODUCAO

Neste capitulo é apresentada a motivacao para o traballeadsee definindos os objetivos
a serem atingidos. Ao final deste capitulo apresenta-seaaiaegéo do texto.

1.1 CONTROLE DE SISTEMAS NAO LINEARES

No mundo real e n&o idealizado, a maioria dos sistemas doo&mencontrados tem natu-
reza nédo linear (SLOTINE; LI et al., 1991). Entretanto, otcole e a analise de sistemas nao
lineares estao entre os problemas mais desafiadores gade@istemas de controle. Apesar de
muitos anos de pesquisa, ainda ndo ha uma metodologia salipara andlise da estabilidade
e desempenho de sistemas nao lineares, muito menos pargto pie controladores para tais
sistemas (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004).

A teoria introduzida pelo matematico russo Alexandr Mikinach Lyapunov € uma im-
portante ferramenta para o estudo da estabilidade e cedidistemas néo lineares. O método
proposto nao é restrito a anélise de apenas uma regido cug®operacao. Ele determina as
propriedades de estabilidade do sistema néo linear pettragéo e analise ao longo do tempo
de uma funcéo “energia”’, ndo havendo, desta forma, a ndeessde resolver as equacdes
diferenciais que descrevem o sistema (SLOTINE; LI et aB1)9

Considerando as candidatas a fun¢des de Lyapunov do tiplodjica ou composta, € possi-
vel formular varios problemas na teoria de controle atraeédesigualdades matriciais lineares
(do inglés,Linear Matrix Inequalities LMI), que comumente sdo utilizadas para a anélise da
estabilidade e projeto de controladores para sistemaadaéBOYD et al., 1994).

A descricao dos sistemas nao lineares por modelzsyTakagi-Sugeno (TS) (TAKAGI;
SUGENO, 1985) possibilita representa-los como uma congémde modelos locais lineares,
ponderados por fun¢des de pertinéncia. Estes modelogeferema descricdo matematica ade-
quada dos sistemas nao lineares (TAKAGI; SUGENO, 1985) esdgfrdo amplamente utiliza-
dos na modelagem e controle de sistemas néo lineares. Ssiderawnlas fungdes de Lyapunov
guadraticas e modelos locais lineares e utilizadas as LiHs gnalise da estabilidade e pro-
jeto de controladores com restricdes, indices de deserogeimtertezas (TANAKA; IKEDA,
WANG, 1998; TANAKA; WANG, 2004; TEIXEIRA; ASSUNCAO; AVELLAR, 2003; MO-
ZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2008; SOUZA et al., 2013; ALVES dl., 2016).

Os modelo$uzzyTS possibilitam a representagéo dos sistemas néo linearsslgsistemas
combinados através das fungfes de pertinéncia, e por meiéatdcas propostas por Taniguchi
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et al. (2001), também conhecida como forma generalizadsistesnas ndo lineares podem ser
representados de forma exata em uma regiao de operagao.

Esta representagéo exata permite entao o projeto de cdrek para sistemas néo linea-
res através de sua descricdo pelo mofietayTS, desde que o sistema permaneca na regido de
espaco de estados na qual o modelo foi obtido. Neste corgestem ser aplicadas técnicas de
controle que utilizam a Compensacao Paralela DistributdaP) (TEIXEIRA; ZAK, 1999;
WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1995, 1996; TANAKA; IKEDA; WANG, 19%8B; TANAKA;
WANG, 2004), fazendo uso das funcdes de pertinéncia dos Io®filzzyna composicdo da
lei de controle (ALVES et al., 2016).

Em Parrilo (2000) propdem-se a decomposicao de funcdesmeares polinomiais mul-
tivariadas em soma de quadrados (do in@és of Squares SOS). Essa nova metodologia
aplicada na andlise da estabilidade e projeto de contn@adimuxe varios avancos em relagédo
as LMIs, como, por exemplo, a possibilidade de ndo se rgstapenas as funcdes de Lyapu-
nov quadraticas ou compostas (TANAKA et al., 2009; PRAIJINAPRCHRISTODOULOU;
WU, 2004).

Considerando sistemas néo lineares cujas dindmicas paefetiescritas apenas por fun-
¢cbes polinomiais dependentes do vetor de estado do sissisten{as polinomiais), ndo ha a
necessidade da utilizacdo de moddlozyTS para a analise da estabilidade e projeto de con-
troladores (PAPACHRISTODOULOU; PRAJNA, 2002; PRAINA; BAHRISTODOULOU;
WU, 2004). Como exemplos de sistemas cujas dinamicas poeleragesentadas apenas por
fungBes polinomiais estdo os sistemas caoéticos, comoearsstie Lorenz (LORENZ, 1963),
Rossler (ROSSLER, 1976), Chen (UETA; CHEN, 2000) e Lu (LU;EDH ZHANG, 2002).

Sistemas cadticos sdo nao lineares e apresentam uma cardpl@rica aperiddica, sendo
a trajetéria do sistema muito sensivel as condicdes isici@s sistemas cadticos apresentam
vérias aplicacdes nos dias de hoje, tais como em comunisagéioa, sistemas biologicos, siste-
mas ecoldgicos, entre outros (LAM, 2010; CHUANG et al., 20Cntrole e sincronizagéo de
sistemas caoticos podem ser eficientemente solucionaa&Os (LAM; LI, 2014; RAMOS et
al., 2017). A principal diferenca entre a utilizagdo de mosl®izzyTS, linearizagcdo em torno
do ponto de equilibrio e a decomposicdo em SOS, é que, diéedars dois primeiros, com
0 uso das técnicas de soma de quadrados, o projeto dos edones € valido para qualquer
condicéo inicial, ndo havendo necessidade de limitar ersista uma regido de operacao.

A andlise da estabilidade e o projeto de controladores pstensgs polinomiais podem,
em principio, serem considerados restritivos em relac8siatemas néo lineares que, em ge-
ral, possuem func¢des ndo polinomiais no modelo do sistenmret&nto, tendo em vista o
crescente aumento de técnicas de analise e projetos bassadsOS, tais sistemas estao se
tornando cada vez mais atrativos. Em Xu, Xie e Wang (2009hea¥easin, Narikiyo e Kawa-
nishi (2010) sao propostos projetos de controladores todymara sistemas polinomiais com
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incertezas politdpicas. Em Nguang, Saat e Krug (2011) sasideradas incertezas limitadas

em norma para realizar o projeto do controlador para realagéo estatica da saida de siste-
mas polinomiais. No trabalho Huang, Hong-Fei e Jian-Pildg 82 propuseram controladores

com garantia da norntd., para sistemas polinomiais incertos.

Para contemplar sistemas nao lineares cujas dinamicagpésentadas ndo apenas por
funcdes polinomiais, Tanaka et al. (2007b) propuseram a&fagdm em modeldsizzypolino-
miais para analisar a estabilidade e em Tanaka et al. (208&)tores propuseram projetos de
controladores via compensacéo paralela distribuidagmilial (CAO et al., 2014). No trabalho
Tanaka et al. (2009) é possivel verificar que 0 SOS é um casogagl que inclui as LMIs,
deste modo os resultados dos trabalhos mostraram que agEsigdo em SOS dos sistemas
nao lineares utilizando model@szzypolinomiais e fun¢gdes de Lyapunov polinomiais, reduz o
conservadorismo imposto pelas LMiIs.

O SOS constitui um método flexivel para resolver problemasimados a engenharia de
controle possibilitando assim como as LMIs, transform&eidios problemas de controle em
restricdes soluciondveis via algoritmos computacion@sSOS pode resolver problemas que
envolvam muitas varidveis matriciais, contemplando tambécaso de matrizes polinomiais,
sendo os polindbmios dependentes do vetor de estado do aisdém disso, diversas restricoes
podem ser impostas a estas varidveis como indices de desmmeeestricbes exigidas no
projeto do controlador.

Motivados pelos beneficios da proposta de analisar a &dtate e de projetar controlado-
res de sistemas nao lineares via SOS, pesquisadores dpragepropostas, como a analise da
estabilidade com garantia de taxa de decaimento (YUM; WARG33), a analise da estabili-
dade e estimacao da regido de atragdo (CHEN et al., 2015jJiseada estabilidade utilizando
multiplas fun¢des de Lyapunov (GUELTON et al., 2013), coletcom custo garantido de mo-
delosfuzzypolinomiais (TANAKA; OHTAKE; WANG, 2009), o critério de eabilidade ndo
convexa para modeldsizzypolinomiais (CHEN et al., 2013) e restricbes de entrada @asai
considerando modeldazzypolinomiais (YU; HO, 2012).

Problemas mais complexos como o controle de sistemas réards através de modelos
fuzzypolinomiais considerando atraso no vetor estado do sistesngeito a saturagcao sao pro-
postos em Gassara, Hajjaji e Chaabane (2016). Projeto d®leaiores robustos considerando
a reducao da normid,, para modelo$uzzypolinomiais séo propostos por Yu, Huang e Cheng
(2016). O controle robusto com custo garantido de modeipsypolinomiais considerando
atraso no vetor de estado do sistema sdo propostos por Lig (ah2).

Devido aos problemas de carater pratico e académico forgpogtas condicbes que garan-
tem a estabilidade de sistemas chaveados (SOUZA, 2013)n#slg dessas condicdes séao ba-
seadas em LMIs (GEROMEL; DEAECTO, 2009; DEAECTO; GEROMEKBAFOUZ, 2011)

e, recentemente, foi desenvolvida a metodologia de centtdveado para sistemas lineares e
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nao lineares com incertezas politopicas (SOUZA et al., 20QB4a; ALVES et al., 2016).

No mundo real a maioria dos sistemas podem conter incesterdasdos de desgaste me-
canico, variagdo de constantes no modelo do sistema, ilsfoatos componentes elétricos do
circuito, entre outros. Portanto, a habilidade para céatnam sistema em um ambiente in-
certo ou impreciso é uma caracteristica importante nogaadbres a serem projetados (MA-
CHADO, 2003).

Um procedimento que considera as incertezas do sistemaguesaguzzyTS foi proposto
em (SANTIM et al., 2012). Este método considera que o sist@ndinear possui parametros
incertos, sendo os extremos conhecidos. Ainda assim, g@adter um modeléuzzyque
represente exatamente este sistema em uma regido de apéfagiudo, neste procedimento,
embora sejam conhecidos os modelos locais, as fun¢destoh@peia obtidas séo incertas, pois
serdo dependentes dos parametros incertos. Assim, teéquieaitilizam o conceito de controle
CDP nao podem ser diretamente utilizadas.

Em Souza et al. (2014a) e Souza et al. (2014b) os autoresepeop@o utilizacdo das fun-
cOes de pertinéncia do modelo na estrutura do controlaesta forma, ndo ha a necessidade de
utilizar as expressodes que definem as funcdes de pertingareia calculo do sinal de controle,
gue muitas vezes podem ser complexas e dificil de se obteei delchaveamento proposta
tem como objetivo a minimizacdo da derivada da funcdo de wyayp Nesta abordagem, a
derivada da funcéo de Lyapunov com este controle chaveadeérmu igual a derivada da
funcao de Lyapunov com a lei de controle usando CDP, queaenasas funcdes de pertinéncia
disponiveis. As condi¢cfes de projeto sdo descritas em sedebMIs e podem ser resolvidas
computacionalmente.

A lei de controle chaveada (SOUZA et al., 2014a, 2014b) amtasmenor conservado-
rismo quando comparada ao uso de um unico ganho de realgAenfodendo ser aplicada no
controle de modeldgizzyTS incertos e também de modelos lineares com incertezd8oés
(SOUZA et al., 2013). Em Alves et al. (2016) é proposto um elemue ilustra o ganho de
desempenho que pode ser obtido ao considerar o controleadl@em comparacdo com a re-
alimentacéo do vetor de estado com um unico ganho em um siditegar incerto e invariante
no tempo. A partir deste exemplo é possivel observar o memsecvadorismo da lei de con-
trole chaveada em relacéo a realimentacdo do vetor de estadam Unico ganho e também
melhores indices de desempenho, quando comparada acéiilide uma lei de controle com
um unico ganho (OLIVEIRA et al., 2018).

Em Buzetti (2017) é provado que se um sistema pode ser caddroitiizando um Unico
ganho, havera um controlador com ganhos chaveados pragagt8OUZA, 2013; SOUZA et
al., 2014a, 2013) que também podem controlar o sistema. Eexemplo também apresentado
em Buzetti (2017) é possivel observar o melhor desempenltoroolador chaveado e a re-
ducao do conservadorismo, pois foi possivel controlar stesia utilizando ganhos chaveados
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mas n&o com um unico ganho.

O controle chaveado de sistemas néo lineares utilizandelogidzzyTS é uma metodolo-
gia eficaz e pode solucionar problemas complexos, como etprde controladores chaveados
H. para uma classe de sistemas nao lineares incertos sujataracgio (OLIVEIRA et al.,
2018), sem a necessidade de obter as funcdes de pertinéect@ibinam os modeldazzy
TS. Deste modo, estas técnicas de controle sdo convenpanteaplicacdes praticas.

Em Chen e Juang (2011) foram desenvolvidos controladoee®allos para modelaszzy
polinomiais, em que a lei de controle € dependente das fard@@ertinéncia e a lei de cha-
veamento esta relacionada com o vetor de estado do sisteatdidd com regraiizzy Em
Baldi, Kosmatopoulos e loannou (2013) foi proposto uma ahdtmgia de controle chaveado de
supervisao adaptativo para sistemas nao lineares incertos

Em Cao et al. (2014) os autores propuseram o controle densistedo lineares incertos

utilizando modelo$uzzypolinomiais considerando as incertezas limitadas em nertambém

a diminuicédo do conservadorismo no projeto dos controkslem relagéo ao trabalho proposto
em Tanaka et al. (2009). Atualmente, os trabalhos que trd¢esistemas nao lineares utilizando
modelosfuzzypolinomiais utilizam incertezas limitadas em norma (LI; M@, 2012; CAO et
al., 2014; TANAKA et al., 2016; KIM; PARK; JOO, 2016; YU; HUAGE; CHENG, 2016).
Nestes casos, o sinal de controle é obtido através da cogdioitid@s ganhos com as fungdes de
pertinéncia.

As incertezas limitadas em norma também foram utilizadas&malhos nos quais a planta
foi descrita através de modelagzzyTS, como em Tanaka e Wang (2004), Lee, Park e Chen
(2001). Para realizar a modelagem do sistema considerandoatezas limitadas em norma é
necessario conhecer os limites das incertezas para raaprajeto e também escolher matrizes
adicionais adequadas que sédo utilizadas para expressargeia e que influenciam no projeto
do controlador (LEE; PARK; CHEN, 2001). Desta forma, modeia sistema utilizando as
incertezas limitadas em norma, pode acarretar em resgltifdoentes ou infactiveis, de acordo
com a escolha das matrizes utilizadas para representareateiras.

Os projetos de controladores robustos chaveados parmastgio lineares baseados na
decomposicdo em soma de quadrados ainda € um tema ndo dmpharditeratura. Neste
trabalho, serédo propostos controladores chaveados losseadSOS considerando incertezas
politépicas, portanto sera necessario conhecer os valeresgximo e minimo das incertezas.
Os controladores chaveados propostos serdo uma extensdi@balhos Souza et al. (2013,
2014a).
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1.2

OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho € propor novas leis daerote, considerando uma classe

de sistemas incertos cuja a dindmica € dada apenas por fupgbeomiais dependentes do

vetor de estado do sistema. Também serédo consideradonasstéio lineares incertos cujas
dindmicas néo séo representadas apenas por fun¢des paisy@ando que para iSso seréo uti-
lizados os modelofizzypolinomiais. Para atingir estes objetivos, neste trabs#ttopropostos
0S seguintes objetivos secundarios:

1.3

Descrever um sistema néo linear incerto utilizando SOSiderendo incertezas politd-
picas, sendo conhecidas as néo linearidades e também cesval@ximos e minimos das
incertezas.

Propor projetos de controle para sistemas néo linearézamtilo modelo$uzzypolino-
miais baseados em (SOUZA, 2013; SOUZA et al., 2014a, 2088)sando necessario o
conhecimento das func¢des de pertinéncia.

Estabelecer procedimentos de projetos para controladbee®ados de sistemas nao li-
neares incertos utilizando SOS.

Apresentar exemplos e simula¢gfes que demonstrem as vastdgemeétodos propostos.

ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Para uma apresentacdo adequada do tema e dos resultados,asie trabalho esta orga-

nizado da seguinte forma:

¢ No Capitulo 2 seré feita uma revisdo da literatura sobre l&VBOS na area de controle,

apresentando os conceitos fundamentais necessarios gasgmvolvimento e compre-
ensdo do trabalho. De forma tedrica, sera possivel compsiaojetos de controladores
com a abordagem de LMIs e SOS.

No Capitulo 3 serdo tratados os moddioazy TS, com foco nos modelos com partes
consequentes lineares e polinomiais, observando o setdéinear das duas metodologias
e destacando as diferencgas entre elas. Ainda neste capérdio comparados os projetos
de controladores para um sistema nao linear utilizando loetlezzyTS e polinomiais.
Desta forma, através de um exemplo, sera possivel observangagens da utilizacao
dos modelosuzzypolinomiais.

No Capitulo 4 sera considerada uma classe de sistemas raceknincertos cuja a di-
namica pode ser descrita apenas por fun¢des polinomiagalinente sera utilizada a
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proposta de se realizar o controle dos sistemas polinomigstos por um controlador
K(x) polinomial dependente do vetor de estado. Com o objetivedezir o conserva-
dorismo e aumentar a regido de factibilidade, serd propostganhoK;(x) para cada
vérticei do politopo das incertezas, sendo apresentadas duas lefmdeamento para
selecionar 0 ganho que reduzird a derivada da funcdo de hgapDesta forma, a lei
de controle sera dada por= Kg(x)X(X), sendox(x) um vetor coluna contendo mono-
mios dependentes do vetor de estado do sisteona €1,2,...,r}, o indice do ganho do
controlador chaveado selecionado, que é uma funcdo doxes@o apresentados neste
capitulo exemplos e simula¢des computacionais.

e No Capitulo 5 seré considerada uma classe de sistemas aawebrincertos mais geral,
sendo a dindmica do sistema descrita ndo apenas por fungidespais. Desta forma,
serdo utilizados os modeld#gzzycom parte consequente polinomial. Inicialmente sera
proposto o controle dos sistemas néo lineares incertositbsspgor modelosuzzypoli-
nomiais através de duas leis de chaveamento, sendo queeadentiole sera dada por
u = Kg(X)X(x). Deve-se observar que as lei de chaveamento, de certa fortetizara
as funcdes de pertinéncia, de modo a reduzir a derivada g¢aduthe Lyapunov. Sao
apresentados neste capitulo exemplos e simula¢des canonaia.

e No Capitulo 6 serdo apresentadas as conclusfes sobre ihdrabaposto. Diante dos
resultados obtidos e o estado da arte do problema estu@ado descritas as perspectivas
para trabalhos futuros.

Neste trabalho, as implementa¢cdes computacionais foriéas fao MATLAB. Problemas
sintetizados a partir de LMIs foram implementadas atraeést@rface YALMIP (LOFBERG,
2004), com solverSeDuMi (STURM, 1999). Para os problemas sintetizados cof®, &fpam
implementados através da interface SOSTOOLS (PAPACHRIZEJQLOU et al., 2013) com
o0 solverSeDuMi.
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2 DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES E SOMA DE QUADRADOS

Neste capitulo sdo apresentados alguns conceitos soligealdades matriciais lineares
(LMIs) (BOYD et al., 1994), e também sobre soma de quadra8OS). Ao final deste capitulo
sera possivel observar que a abordagem utilizando somaadeaglos € uma extenséo da abor-
dagem utilizando LMIs. Sera também apresentado o projetmdtiolador por realimentacao
de estado que torna o sistema globalmente assintoticam&tdieel para controlar um sistema
nao linear via SOS, cuja a dinamica possa ser representadasapor funcdes polinomiais
dependentes do vetor de estado do sistema.

2.1 DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES

Na década de 1980 foram abertos caminhos para que problencasittole pudessem ser
convertidos em problemas convexos descritos por desigdesdmatriciais lineares. O desen-
volvimento de sofisticados algoritmos numéricos tornarassfvel a solu¢cdo computacional de
LMIs de modo eficiente. (BOYD et al., 1994).

As LMIs podem ser usadas para resolver problemas complemsmyolvam muitas va-
riveis matriciais e, considerando os projetos relaciosadengenharia de controle, diversas
restricbes podem ser impostas a estas variaveis, dependesdequisitos de projeto, consti-
tuindo um método flexivel para a sintese de controladore¥ [B€ al., 1994).

Uma definicdo importante para o entendimento das LMIs é osttande matrizes definidas
positivas e semidefinidas positivas. Uma matriz siméffiéadita definida positivaR > 0) se
todos os autovalores forem maiores que 0 e sera dita senmidgbiositiva P > 0) se todos os
autovalores forem maiores ou iguais a 0.

Uma LMI € uma desigualdade da seguinte forma (BOYD et al.4199

S(x) =So+_iXaS > 0. (1)

Na equacdo (1% € R" é uma variavel vetorial (suas componentes)gdo=1,...,n) e as
matrizes simétrica§ = S|T c R™Mi=0,1,...,nsdo conhecidas. A LMI (1) é uma restricdo
convexa enx, ou seja, o conjuntfx/S(x) > 0} &€ convexo. A desigualdade (1) pode representar
uma ampla variedade de restricdes convexas, éams como restricbes para controle de sistemas
dindmicos, de acordo com uma candidata a fun¢&o de Lyapwramiré@tica.
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Contudo as LMIs sdo normalmente escritas de forma que as/e#isejam matrizes, como
por exemplo:

R+ M7 PiNg +NJ PoaMa + - - - + M PaNn -+ N P,Mj, < 0. )

em queM;, Nj eR, i =12,...,n, s&o matrizes com elementos constant€s e=1,2,...,n
sao variaveis matriciais simétricas, ou seja, cada elentintnatriz € uma variavel, sendo estes
valores obtidos a partir da solucao da restricéo (2).

Considere o seguinte sistema linear e invariante no tempo:

X = Ax+ Bu, 3)

sendoA ¢ R™", x € R" o vetor de estad® < R™*™, a matriz de entrada do sistemae R™ o
vetor de entrada. Suponha que todas as variaveis de estaddisponiveis para realimentacgao.
Deste modo, uma lei de controle do sistema € dado por:

u= _KX7 (4)
sendoK € R™N,

Teorema 1. (BOYD et al., 1994) Considere o sistema descrito por (3) e ddeontrole dada
em (4). Caso existam uma mathkc R™" e uma matriz simétrica definida positiac R"*"
tais que

XAT —M'BT + AX —BM < 0, (5)

entdo a lei de controle (4), senlo= MX 2, torna o sistema realimentado (3) e (4) globalmente
assintoticamente estavel.

DemonstracdoA prova serd omitida e pode ser obtida em (BOYD et al., 19943s Mleve-

se observar que foi utilizada uma candidata a funcdo de Inmpguadratica da forme =
Ty—1

X' X7 0]

A LMI (5) pode ser escrita como a inequacdao (1), seg&fdoma matriz nula, portanto:

n n m n
X = iYi, M= wsg 6
i;nglJ ij S;q; a¥sq (6)

sendo querjj e Wsqsdo matrizes com element@sj), (j,i) e(s,q), (0,S) respectivamente iguais
a 1 e todos os outros elementos iguais & Pe Wsq Sdo constantes parg,q € K, es € K.
Assim, de (1), tem-se que
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~_XAT+MTB"T — AX+BM

:_ZlZXuYuA +lewsqqu B" - lex” ”+Bz\zwsqqu>0 (7)
:_ZZX”WJA +AY.,)+ S

n
Y @q(BWgs + WaB" ).

s=10g=1
2.2 SOMA DE QUADRADOS

Métodos computacionais baseado na decomposi¢cao em sornadtados e programacao
semidefinida foram propostos em Papachristodoulou et @13)2 Seiler (2013) para analisar
ou criar uma funcdo multivariada semidefinida positivas Taétodos podem ser utilizados para
a construcao de fungdes de Lyapunov polinomiais para asarddi estabilidade, desempenho e
projeto de controladores (PARRILO, 2000; PRAJNA; PAPACHRDDOULOU; WU, 2004;
TANAKA et al., 2009).

A proposta da estrutura baseada em SOS fornece uma sérievdgdes e melhorias as
estruturas baseadas em LMIs e também para o controle de asddety(TANAKA et al.,
2009). A possibilidade de considerar candidatas a funcdga@unov mais complexas do que
apenas quadraticas relaxa o sistema, da mesma forma queciieapado de ganhos formados
por termos polinomiais dependentes das variaveis de estado

O avang¢o computacional permitiu que algoritmos pudessemeder solugcdes para proble-
mas complexos, como determinar o coeficiente dos monémm$ogunam um polindmio e o
tornam semidefinido positivo, fornecendo uma condicédo isufie € ndo necessaria que € res-
tringir este polindbmio para ser uma soma de quadrados. Raeaale controle, estes resultados
sdo importantes, pois permitem projetos de controladarescgnsiderem fungdes de Lyapu-
nov polinomiais e a presencga de termos polinomiais naszeatque formam as restricdes nos
projetos de controladores (PARRILO, 2000; PRAJNA; PAPACSIRFODOULOU; WU, 2004;
TANAKA et al., 2009).

Na subsecdes a seguir serdo apresentados os conceitosegatadade global e decom-
posicdo em soma de quadrados, que serdo necessérios fizea eeascolha da candidata a
funcao de Lyapunov para o estudo da estabilidade e projetordeoladores.

2.2.1 Nao negatividade global

Um problema basico que aparece em muitas areas da mateghaédéicar a positividade
de uma fungéo polinomial de varias variaveis (multivar)a@ansidere um polinbmio multiva-
riadoF (x),x € R", sendo
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F(X1,...,%1) >0, VXg,...,X €R. (8)

Certamente, o problema é dar condi¢des equivalentes ou aregmento para verificar
a validade da proposicdo. Para se estudar o problema agmrttima abordagem algoritmica,
precisa-se fornecer mais restricdes para a classe de BIR¢He uma vez que a questdo geral
pode nao ter solucédo (PARRILO, 2000).

A seguir serdo apresentadas definicdes que serdo Uteisopapeeender o trabalho.

Definicéo 1. (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) Um mondmio depentdete
x € R" é uma funcgédo da forrr1>€1x§2 ..xP sendgBy, B, . . ., By inteiros ndo negativos.

Deve-se notar que 0 monémio é um polindbmio e a ordem do polm@apendera do maior
valor def;,i € {1,2,...,n}.

Definicdo 2. (PARRILO, 2000) Um polinémio multivariadd (x) € uma combinacéo linear
finita de mondmios:

f(x):ZchB:Zchfl...xﬁ”, cg €1, )
B B
sendo que a soma é sobre um numero finito de n-varifvei$fs, ..., Bn), B € N.

Muitos problemas da area de controle podem ser reduzidosoatear fungdes de Lyapu-
nov que permitam analisar a estabilidade do sistema e arajentroladores de acordo com as
restricbes impostas ou requeridas pelo projetista, oy aejarificacdo da positividade global
de fung¢des polinomiais multivariadas (PARRILO, 2000).

O problema geral de testar a positividade global de uma tupgénomial multivariada é,
de fato, um problema dificil e complexo. Para evitar comipledte inerente relacionada com
a solucéo exata, uma dessas condi¢cdes é dada pela existénciea decomposicdo em soma
de quadrados das fung¢des polinomiais (PARRILO, 2000). éoesido, serdo consideradas
restricbes na classe de fungdes polinomiais multivaripdesdeterminar a positividade global.

2.2.2 Decomposicao em soma de quadrados

Se um polinémid- (x) satisfaz (8), entdo uma condig&o simples para uma fungéalde v
realF (X) ser ndo negativa em toda regido € dada pela existéncia dapesigdo em soma de
quadrados:

F(x) = Zfiz(x)Vi =1,....,n. (10)
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Se uma fun¢dd- (x) pode ser escrita como (10), paraolindmiosf;(x), entdo ela é ndo
negativa para todos os valoresxde

Embora a soma de quadrados ofereca uma condigéo suficieitenecessaria, as experi-
éncias numéricas parecem indicar que a diferenca dosadsslobtidos entre a soma de qua-
drados e a ndo negatividade de polindbmios € pequena (PRABANRACHRISTODOULOU;
WU, 2004).

O que é ainda mais instrumental para aplicacbes de controléato de que quando o
polindmio multivariadof (x) ndo é exatamente determinado, mas os coeficientes dos namomi
gue formam o polinémio sdo de outra forma parametrizadosemos de alguma incégnita, a
busca por valores eficientes que torn&fr) uma soma de quadrados ainda pode ser realizada
usando programacao semidefinida.

A decomposicdo em soma de quadrados pode ser representaéa db matrizde Gram. A
ideia basica do método é expressar o polinbmio dado como ammea fquadratica em algumas
novas variaveig;. Estas novas variaveis sdo dependentes das varidveisaisigi Sendo
o grau do polinémiam, os monémios serdo de grau inferior ou iguahg2 e dados pelos
diferentes produtos das variavejs Portanto,F(x) pode ser representado como (PARRILO,
2000):

F(x)=2'Qz (11)

sendo qué&) uma matriz constante. Se na representacao aQimaemidefinida positiva, entdo
F(x) & também semidefinida positiva. Esta metodologia pode sexeceadora de um modo
geral. A principal raz&o é que, uma vez que as varigya&ido sdo independentes, a represen-
tacdo (11) pode nédo ser Unic®gode ser semidefinida positiva para algumas representagcdes
mas ndo para outras. Usando restricdes identicamentiegatigjue relacionam as variaveis
z entre si (da forma;z; = zz ou z|2 = z2z), pode-se demonstrar que existe um subespaco li-
near de matrize® que satisfaz (11). Se a interseccéo deste subespaco cone dzonatriz
positiva semidefinida néo for vazia, entdo é garantida quaeab originaF (x) € uma soma

de quadrados (e portanto semidefinida positiva). Isso tedar uma decomposicao espectral
para matrizes simétrica®,= Y DY, sendoD uma matriz diagonal com elementos na diagonal
principal iguais a; > 0, que implica a soma de quadradox) = Z d (Y z)iz, sendo queY 2);

|
corresponde ao elemento da linhdo vetor(Y 2, conforme a Observacéo 1. Por outro lado, se
F(x) pode de fato ser escrita como uma soma de quadrados de paf@&ntdo a expansao
em mondmios ira fornecer a representacao (PARRILO, 2000).

Observagéo 1.A matriz Q € uma matriz simétrica, sendo a fun¢cda)Fem(11) uma soma
de quadrados. Os autovalores da matriz Q serdo iguais ou mesigue zero, pois (x) > 0.
Desta forma, pode-se utilizar a decomposigéo espectral patrizes simétricas, obtendo-se a
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seguinte representacdo-©Y'DY, sendo Y uma matriz ortogonal formada pelos autovetores
da matriz Q e a matriz diagonal D, cujos elementos da diageé&alos autovalores da matriz
Q, representados por; dDeve-se observar que 0, portanto ¢d > 0. Desta forma, tem-se:

F(x)=2'Qz=Z'Y'DYz=(Y2'D(Y2)
= Z(Yz)idi(Yz)i = Zdi(YZ)iz Vi=1,...,n

Deve-se observar qu& 2 € um vetor com apenas uma coluna, portaima); corresponde
ao elemento i da linha do vetor.

Como exemplo, considere o seguinte polinémio apresentad®arilo (2000), sendo
F (x1,X2) = 2X + 2Gx2 — Xax5 + 5x3. Definindo o vetor de monémiaszomposto pelos seguin-
tes elementog; = x‘%, = x%, Z3 = X1Xp, portanto, o polinbmio pode ser escrito da seguinte
forma:

F(x1,%2) = 2} + 2% — X2x5 4-5x3 = 7' Qz

~ - T -
X3 2 0 1][x%
= x% 05 0 x%
[ XX |1 0 —1] [x1X%
~ - T -
X2 2 —A 1 X2
=| %3 -A 5 0 X5

| X1X2 | 1 0 —-1+2A X1X2

Observe que a matriz simétri@ané&o € necessariamente Unica e o polindfio, x2) pode
ser representado na forma quadratica para qualquer valaig2 .

Considerandd = 3, a matrizQ pode ser decomposta da seguinte forma:

1102 -3 1
Q=L"L, L=—
V2|10 1 3

Deve-se observar que a decomposi€ie L'L é uma condigdo para que a matriz simé-
trica Q seja semidefinida positiva (CHEN, 1998). Deste modo, o paiio F (X3, %) pode ser
decomposto em uma soma de quadrados:

1
F(x1,%2) = > ((2x§ — 3x§ + x1x2)2 + (x% + 3x1x2)2).

Uma decomposicdo em soma de quadradoskpérapode ser obtida usando programacao
semidefinida, uma vez que equivale a procurar por um elenf@ma intersec¢cao do cone
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de matrizes semidefinidas positivas e um conjunto definidcajfgumas restricées afins que
surgem de (11) (PARRILO, 2004).

As propriedades mais importantes que distinguem a condi@oogramacao semidefinida

de outras abordagens para o problema da ndo negatividadepil € a sua relativa adaptabili-
dade e o fato de que ela pode ser facilmente estendida ancastwij isto €, quando procura-se
um polindmio semidefinido positive (X) sujeito a condigbes adicionais (PARRILO, 2000).
Este Ultimo recurso € importante para a aplicacdo em muitddemas relacionados com a
teoria de controle. A partir da teoria apresentada antegate, pode-se formular a seguinte
proposicao.
Proposicdo 1. (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) Seja(x) um polindmio
multivariado dependente dec R" de grau &. Além disso, considere queéX) é um vetor
coluna com todos 0s seus elementos sendo mondmioscem grau ndo maior quet Entao,
F(x) € um SOS se, e somente se, existe uma matriz semidefinidag@e&dial que

F(x) = X7 (X)PX(X). (12)

Um polinémio multivariad@ (xy, . . ., Xn) € uma soma de quadrados se existirem polindmios
f1(X),..., fm(X) tais que

m
p(x) = 3 F2(x).
5"
Portanto,p(x) € um SOS, ou sej@(x) > 0. Sep(x) — &(x) € um SOS sendo quEXx) > 0
parax # 0, entdop(x) > 0 parax # 0.

Deve-se ter em mente que nem todo polinémio semidefiniddiymsi um SOS, como € o
caso do polinbmio de Motzkin,

M (X y) = 2yt Y2 4+ 1— 3y, (13)

sendo quéM (x,y) > 0 mas ndo pode ser decomposto em um SOS (PARRILO, 2000).

Portanto toda soma de quadrados é um polinémio, mas nem thidémio semidefinido
positivo € uma soma de quadrados. Assim, a soma de quadradosubconjunto das funcdes
polinomiais semidefinidas positivas.

2.2.3 Estabilizagédo utilizando soma de quadrados

Considere um sistema= f(x) + g(x)u sendof (x) e g(x) fun¢Bes polinomiais. Encon-
trar um controlador para o sistema, pode ser equivalentées otma lei de realimentagéo de
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estado polinomiall = K(x)X(x) e uma funcdo de Lyapunov polinomial (ndo necessariamente
quadrética) (x) tais que

V(X)—e(x) éSOS

(14)
—aa—\;(f(x) +9(x)K(x)X(x)) €é SOS

sendog(x) > 0 parax # 0 eK(x) uma matriz polinomial de dimensdes apropriadas.

No entanto, o conjunto solucéo 8Ex) e K(x) que satisfazem as condi¢bes anteriores
n&o é um conjunto convexo e portanto uma busca simultanes déx) e K(x) é complexa,
equivalente a resolver algumas desigualdades matridiaisdres (BMIs) (PRAJNA; PAPA-
CHRISTODOULOU; WU, 2004).

O produto direto ou produto de Kronecker, que serd utilizadeguir para o relaxamento
das condic¢des polinomiais, € denotado @orO produto de Kronecker é um operador em que
duas matrizes de dimensoes arbitrarias resulta em um blaticral (GRAHAM, 1981). O
produto de Kronecker ndo deve ser confundido com a multigiio de matriz usual.

Dadas as matrizes ¢ R™" formada pelos elementag e B € RP*9 formada pelos ele-
mentosy,, define-se o produto de Kronecker A@or B como a matri € R™P<"d dada por:

ajabi; @by - aubiyg o+ oo @bin @bz -+ anbig)
a1bpr  anbpy oo apabpg - oo ambpr @b --- ainbyg
apbpr anbpy - abpg - --- abpr ambp - abpg
C=A®B=
ambi1 ambio -+ ambig - - @mbir @mabiz -0 @mnbig
amib21 amboo --- ambyg - - @mnb2r amnbzz --- @mnbag
lambpr amibp2 - @mbpg 0 0 @mnbpr @mabp2 - @mnbpg]

A seguir serd apresentada uma proposi¢ao importante cagéoeho relaxamento de con-
di¢cdes polinomiais.

Proposicéo 2.(PRAJINA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) Suponha que é dada) <
RN*N uma matriz polinomial simétrica de grad Plependente de € R". Além disso, seja
X(x) um vetor coluna cujos elementos séo todos mondmiog eam grau N4o maior que.
Considere as seguintes condi¢des:
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1. F(x) > 0 para todox € R";
2. UTF (X)v é um SOS, sendo quee RN;

3. Existe uma matriz positiva semidefini@Qeal que
VTF(X) U =(a%(X)"Q(u®X(X), em quex denota o produto de Kronecker.

Entdo, k=2 e 2=3.

Demonstracdol<«2: sendouTF(x)u uma soma de quadrados implica que a desigualdade
uTF(x)u > 0 para todqu,x) € RN*" que é uma consequéncia equivalente(g) > 0 para
todox € R".

2<-3: Esta equivaléncia segue como um caso especial da 1. Odestoondmios pode ser
escolhido da forma ® X(x), devido ao resultado em Reznick (1978), que caracterizaoo®m
mios que podem aparecer na forma quadrética (12). Os detsd¢n@o omitidos por estarem
fora do escopo do trabalho. O

A equivaléncia inversa=+2 geralmente ndo € valida. Um caso especial quando esta im-
plicacdo é valida é pama= 1, como apresentado em Gatermann e Parrilo (2004), sendo uma
matriz polinomial simétric& (x) tal queuv™ F(x)u é uma soma de quadrados é denominada de
matriz soma de quadrados (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; W04

A seguir sera apresentado um Lema que sera til na formutiggicestricbes utilizando
SOS.

Lema 1. (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) Para uma matriz polinial simé-
trica P(x) que é ndo singular para todptem-se que

IP(X) P~ 1(x)
=— . 15
0% P() ( 0% P() (15)
DemonstracdoComoP(x) é n&o singular, tem-se qiéx)P~1(x) = I. Diferenciando ambos

os lados com respeito@obtém-se
IP(X)\ - 1 P\
(2209 o 400 (8109 -
Multiplicando a equagéo pela direita g@fx), tem-se que:

9P(x) = —P(x) <Ll(x)) P(X).

0% 0%
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Que resulta em (15) e a prova esta concluida. O

Considere o sistema= f(x) + g(x)u, escrito da seguinte forma em espaco de estados

X = A(X)X(X) + B(x)u, (16)

sendcA(x) e B(x) matrizes polinomiais, ou seja, cada elemento das matrassnp conter um
polindmio em funcg&o do vetor de estado do sistexfig,€ RN é um vetor coluna de mondmios
dependentes também do vetor de estado do sistema sattkfezeaguinte suposicao

Suposicdo 1.X(x) = 0 se, e somente se=x0.

Desta forma, esta sendo considerado que a ordem dos mongun@aaompdem o vetor
colunax{x) possui ordem maior ou igual a 1.

Define-seT (x) € RN*" como uma matriz polinomial cujos elementas) séo dados por

Tl (%) = aj}ijx), (17)

parai=1,...,N, j=1,...,n. Considera-se qufé‘(x) denota alinh&deA(x), k = {ky, ko, ..., km}
sdo os indices das linhas @x) correspondentes as linhas iguais a zero e define=se ~

(Xkl,sz, .. .,ka).

Considere a lei de controle por realimentacéo de estado

u(t) = K (x)X(x), (18)
que serd projetada com o objetivo de tornar o ponto de eqaikb- 0 assintoticamente estavel.

Logo, de (16) e (18) o sistema em malha fechada pode ser eapael® por

X = (A(X) +B(x) K(x))X(x). (19)

Teorema 2. (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) Para o sistema (Xijponha
que existam uma matriz simétrica polinomi(%) € RN*N, uma matriz polinomiaM(x) €
R™N sendce; > 0 egy(x) > 0, tais que

T (X(X)—&1l)u éSOS (20)
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—uT <X(>2)AT(x)TT (X) + T (X)AX)X(X)

+MT ()BT (X)TT(x) + T (X)B(X)M(X) (21)
OX(X) / k) nm .
- k;( % (A (x)x(x)) + 82(X)|) v éS0S
sejam factiveis, sendo € RN um vetor que independe de A matriz T(x) € RN*" definida

conforme a equacéao (17).

Além disso, se (21) é factivel com(x) > 0 para todox = 0, entdo o ponto de equilibrio
em x = 0 é assintoticamente estavel. X&) € uma matriz constante, entdo é garantida a
estabilidade global do sistema. O ganho de realimentd¢&opode ser obtido por

K(x) = M(x)X"1(%). (22)

DemonstracdoA prova sera omitida e pode ser obtida em (PRAJNA; PAPACHRIBDU-
LOU; WU, 2004). No Capitulo 4 ha a demonstracdo do Teoremaé cqnsidera o caso em
que o sistema polinomial contém incertezas, sendo a deragastsemelhante a do Teorema 2.
Deve-se observar que foi utilizada uma candidata a fun¢cadgyaleunov polinomial da forma
V =T ()X HR)R(X).

O

Observacéo 2.Note quev € RN é um vetor que independe de x. Considerando uma matriz
polinomial simétrica L(x) dependente de X, ela ndo é sempre uma matriz semidefinidev@osi
para todo Xt) mesmo se™(x) L (x) x(x) € um SOS. Contudo é garantido através da Proposig&o
2 que sew "L (x) v é um SOS, entdo(k) > 0 para todo x(TANAKA et al., 2009).

Observacéo 3.Para evitar a introducéo de condi¢cbes ndo convexas, asseagre XX) é ape-

nas dependente das variaveis de estadg,dpie ndo sao diretamente afetadas pelas entradas
de controle, associadas as linhas correspondente$xa @ue séo nulas. Em relacéo a isto,
pode ser vantajoso empregar uma transformacao de estadalipara introduzir linhas nulas
quando possivel em(B) (TANAKA et al., 2009; PRAJINA; PAPACHRISTODOULOU; WU,
2004).

2.3 COMENTARIOS

QuandaA(x) e B(x) séo matrizes constanteg(&)"= x 0 sistema sera linear, como o sistema
representado em (3). Caso a candidata a fungdo de Lyapdifie)X (%)% dada no Teorema
2 possuaX(X) como uma matriz também constante, a candidata a fungéo ¢rihga sera
quadratica, e desta forma, tem-se o que foi abordado nofedr@apenas para sistemas lineares
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e funcbes de Lyapunov quadraticas. Desta forma, podemobigaiue a abordagem utilizando
SOS é uma extensdo das LMIs, sendo as LMIs um caso partialabardagem com SOS.
Assim, a utilizacdo do SOS para resolver problemas na areantiele pode fornecer condicbes
mais relaxadas para o projeto de controladores.
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3 MODELOS FUZZY COM PARTE CONSEQUENTE LINEAR E POLINOMIAL

3.1 COMENTARIOS INICIAIS

Um diagrama de blocos de um sistema de controle com moéletagé apresentado na
Figura 1. O diagrama consiste em uma planta néo linear esgeeta por modeldsizzye um
controladorfuzzyconectado em malha fechada. O vetor de estado do sisi¢jmeu vetor de
saiday(t) (para o caso de realimentagéo da saida), combinado comralestatrada(t), seréo
processados pelo controladozzypara gerar o sinal de controlgét) que é entdo inserido na
planta ndo linear de modo que o sistema controlado apresengesempenho adequado.

Figura 1 - Diagrama de blocos do sistema de controle de meflepy

r(t) - @ e(t) Controlador | w(t) Planta Nio Linear representada x(t)

Fuzzy por um Modelo Fuzzy

Fonte: Adaptado de Lam (2011).

Os modelosuzzypossibilitam a representagcao do sistema nao linear porsseilvsis com-
binados através das funcdes de pertinéncia. Uma ampl& dassstemas néo lineares podem
ser representadas de forma exata atraves das técnicastasopor Taniguchi et al. (2001), tam-
bém conhecida como forma generalizada. Varias metodadgi@abtencdo dos modelzzy
foram propostas e classificadas como os conjufutezsyTipo 1 e 2 (MENDEL; JOHN; LIU,
2006), cuja a diferenca entre eles esta nas funcdes degraritine modelofuzzycom subsis-
temas lineares ou polinomiais. Portanto, como mostradagwad2, ha 4 tipos de modelos
fuzzy

As funcgbes de pertinéncia do modélzzyTipo 1 ndo sédo boas na representagao de in-
certezas, o que limita sua capacidade de modelagem de aistarnomparacao aos conjuntos
fuzzydo Tipo 2. O modelduzzydo Tipo 2 pode ser considerado como uma combinag&o de um
namero infinito de modeldsizzytipo 1.

Os modeloguzzycom parte consequente linear sdo comummente denominadosgde-
losfuzzyTS. O objetivo deste trabalho sdo os modé&zzydo Tipo 1 com a parte consequente
polinomial. Sera introduzido, inicialmente os moddlaszydo Tipo 1 com a parte consequente
linear, com o objetivo de mostrar as diferencas e comparédm os modelo&izzycom parte
consequente polinomial.
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Figura 2 - Tipos de modeldazzy

Tipo de Consequente

\ Polinomial
/me‘” Polinomial Linear

Modelo Fuzzy Modelo Fuzzy Modelo Fuzzy Modelo Fuzzy
TS Tipo 1 Polinomial Tipo 1 TS Tipo 2 Polinomial Tipo 2
\ A /
Tipo 1 Tipo 1 po Tipo 2

S\ /7

Tipo de Fungdo de Pertinéncia

Fonte: Adaptado de Lam (2011).

3.2 MODELOSFUZZY COM PARTE CONSEQUENTE LINEAR

Os modeloguzzyTS sdo descritos por regras SE-ENTAO que representam lentgnas
relacdes lineares entre a entrada e a saida de um sistemag#z@oA descri¢do local da planta
dindmica a ser controlada esta disponivel em termos doslasddeais:

X(t) = Aix(t) + Bju(t),
y(t) = Gix(t),
sendo qué =1,2,....r, 0 vetor de estadr(t) € R", o vetor de entrada(t) € R™, o vetor de

saiday ¢ RY A ¢ R™", B ¢ R™™MeC ¢ R%™". A informacdo acima é entdo fundida com as
regras Se-Entdo disponiveis, sendo gu€sima regra pode ter a forma:

(23)

Regrai : Sez;(t) My E - Ezy(t) €My,

1
Enis O{ X(t) = AX(t) + Biu(t), (24)
y(t) = Cix(t),

sendoi =1,2,....r, M'] j=1,2,...,p € o conjuntdfuzzy jda regrd, x(t) € R" é o vetor de
estadou(t) € R™ é o vetor de entradg,c R9é o vetor de saidaz(t), ..., zp(t) sdo as variaveis
premissas, que serdo consideradas iguais as variaveisade és planta, isto &(t) = x(t).
Cada equacdo linear representadag(t) + Bju(t) sera chamada de subsistema.

Como apresentado em Taniguchi et al. (2001), dado ¢xo8r; u(t)), o vetor de saida final
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do sistemduzzyé inferido da seguinte forma:

_ 3@ () (AX(t) +Biu(t))

X SToEy)

(25)

Y

STl ()G
YO =TS o)

sendo

P r
2t) = [Z(t)l 2t)2 ... ZAt)p|, w(@l)= [LM}(Z(t)j), Z\m(Z(t)) >0, w(z(t) =0,
i - (26)
para todd € K;. M} (z(t)j) € 0 “peso” do conjunttuzzy M associado a variavel premisza) ;.

Define-se “peso” normalizado e/ou fungéo de pertinénciaada cegra, como sendo

, _ ()
ai(z(t)) = ST 0 Z0)" (27)
De (26) e (27) tem-se que
iiai(z(t)) =1 e ai(z(t)) >0, iek. (28)

Portanto, de (25)-(28), a equacéao (25), pode ser escriteagilange forma (TANIGUCHI et
al., 2001)

r

X(t) = _Zlai (z(t)) [Aix(t) +Biu(t)] = Aa(z(t))) x(t) +B(a(z(t))) u(t),
T (29)
y(t) = Z\ai (z(t)) Gix(t) = C(a(z(1))) x(t).
sendo_zlai(z(t)) =1edaqi(z(t)) >0, para todo € K.
Considerando o modelinizzy(24), os reguladorefizzyvia compensacéo paralela distri-
buida (CPD) (WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1995) possuem a segeifdrma:

Regrai :Sez;(t) €M) E --- Ezp(t) €M,

. (30)
Entdou(t) = —Kix(t), i=12,...,r.

De forma anéloga a obtencao de (29), pode-se concluir que
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u(t) =— Zlori (z(t)) Kix(t). (31)

r
Substituindo a equacéo (31) em (29), consideratje= x(t) e lembrando qu<£l ai(X(t)) =
i=
1, obtém-se

ﬂwsgmwm/wm—a<imQMmeﬂ
i= i=

r r r

= 3 ai ) zmummmw—zmumm&mq (32)

j=1 =1

r r

=3 3 ai(z(t) a (&) [A - BiKy | x().
1I=1]=

Utilizando a forma generalizada proposta por Taniguchi.g2801) em que os modelos
locais s&o obtidos em funcéo da regido de operagéo, os nsddelos irdo corresponder aos
valores extremos das néo linearidades do sistema, ou esjmaximos e minimos.

Uma grande variedade de sistemas que estejam no mesmaiotgdevoperacdo podem ser
modelados através desta técnica. Na construcdo dos modetosgalmente, ndo sao conside-
radas particularidades do comportamento das funges,praas0s valores extremos de cada
funcdo nao linear.

As funcdes de pertinéncia também sdo construidas a pastuadiores extremos das funcées
nao lineares e a combinacdo com os modelos locais produzamoxhelagem exata. Portanto
0 numero de regrasizzynecessario sera igual  2endos o nimero de funcdes néo lineares
do sistema.

3.2.1 Setor nao linear via modelos lineares

O setor néo linear € baseado na seguinte ideia: consideréstema néo linear simples
x = f(x), sendof (0) = 0. O objetivo é encontrar um setor global tal que f(x) € [a1, az]x.
Considere como exemplo o seguinte sistema:

X

X = 1Oser()—2(> 4 ox= <%+2> X = g(X)x. (33)

Os modelos locais e as fungdes de pertinéncia podem semestaiseguinte forma:
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a; =max(g(x)) =7, ax=min(g(x))=0,9138
_9(x) —min(g(x)) o (34)
" maxg(q) - ming)’ 2T

ax

Deve-se observar que a fungd(x) possui valores de maximo e minimo finitos para qual-
quer valor dex, 0 que possibilita a construcéo do setor ndo linear globdfighira 3 ilustra a
funcdof (x) e os modelos locais linearag e ap, que devem ser combinados com as fungfes de
pertinéncia para que seja possivel a reproducdo da fuigdio Esta abordagem garante uma
construcdo exata da funcao néo linear através de mollelpgl' S.

Figura 3 - Setor nao linear global.

150

100+ -

-100F .

_150 - 1 1 1 1 1 1 1
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

(t)
Fonte: Proprio autor.

Contudo,algumas vezes é dificil encontrar um setor gloda pistemas nao lineares em
geral. Neste caso, pode-se considerar um setor nao liredy doque € razoavel, pois as varia-
veis dos sistemas fisicos sdo sempre limitadas. Portamsjdere como exemplo o seguinte
sistema, no qual os modelos locais e as fun¢fes de pertingeréio construidos considerando
o0 sistema limitado na seguinte regiéie [—26,5, 26,5|:

X = ser(x)(2x)2 + 75x = (4ser{x)x+ 75) x = g(X)X. (35)

Os modelos locais e as func¢des de pertinéncia, para a opemnaséa regido, podem ser
escritas da seguinte forma:
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a; =max(g(x)) =1788119 ap; =min(g(x)) = —19,3317,

~ g(¥—min(g(x))

~ max(g(x)) — min(g(x))’
A Figura 4 mostra o setor néo linear local, sendo que, asdiairavermelho sdo os modelos

locais lineares que transformam-se nos setores locaigide x < d, sendad = 26,5. A linha

em azul tracejada é a regidao em que os models/TS representam de forma exata o sistema

nao linear. O modelfuzzyTS representa exatamente o sistema nao linear na regiai”;loc

isto é, de—d < x(t) < d, através da combinag&o dos modelos locais com as funcdestie p

néncia. Deve-se observar que fora da regido de oper&Qdof [a;, ay] %, e ndo seré possivel

representar a funcdo nao linear através da combinacédo dibelasdocais com as funcdes de

(36)

ai a>=1—a;.

pertinéncia.

Figura 4 - Setor n&o linear local.
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Fonte: Proprio autor.

Deve-se observar que quanto maior for o setor ndo lineagrreaia o numero de fung¢des
nao lineares que poderao ser representados pelos mesmemsiodais, desta forma, maior
sera a complexidade em projetar um controlador que tornentopte equilibrio assintotica-
mente estavel.

3.2.2 Projeto de controladores via LMIs

A analise da estabilidade e o projeto dos controladoresstiensas nao lineares represen-
tados através de modelaszzy TS com parte consequente linear podem ser sintetizados em
problemas de desigualdades matriciais lineares, comasidercandidatas a fungéo de Lyapunov
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do tipo quadratica, como em (TANAKA; WANG, 2004; SANTIM et a2012; SOUZA et al.,
2014a; ALVES et al., 2016). O projeto dos controladdtezypode ser realizado a partir do
teorema a seguir.

Teorema 3. (TANAKA; IKEDA; WANG, 1998) O ponto de equilibriok = 0 do sistemduzzy
continuo no tempo dado em (32) € assintoticamente est&velistirem uma matriz simé-
trica definida positivaX € R™"(X > 0) e matrizedv; € R™" tais que para todo j € K;, as
seguintes LMIs sejam factiveis:

XA +AX—BM; —-MTB] <0, (37)

(A+A)X+X (A+A)T —BM; —B;M —MTB] -MJBT <0, i<, (39

excluindo os pareéi, j) tais quea; (z(t)) aj(z(t)) = 0 para toda(t). Se (37) e (38) forem
factiveis, os ganhos sédo dados gpe MX 1 i e K,

DemonstracdoA prova sera omitida e pode ser obtida em (TANAKA; WANG, 2Q04gs
deve-se observar que foi utilizada uma candidata a funcdgajeunov quadréatica da forma
V =x"X"1x O

Considere o seguinte exemplo de sistema nao linear apaelsesin Tanaka et al. (2009) e
dado a seguir

X1 = —X1+X‘%+X%+X‘%X2—X1X%+X2-|—X1U

Xp = —Sernxi) — X2 (39)

Na Figura 5 é apresentado o plano de fase do sistema néq |daearo caso em que=
0, sendo que os pontos referentes as condic¢des iniciais wabwes finais da simulagdo sdo
representados por um circulo e um quadrado em azul respeetnte.

Figura 5 - Plano de fase do sistema né&o linear (39) consideras: 0.

Sjj:f:ji:::i: S B : 1===
NS CEEEEEES | 1S
—_ - S - - - e/
= 0= T — - - -
8 == | iz =3
-4’§ ,::;::;;,Vof_f;
_8: B S e g
-8 -4 -2 0 2 4 6 8

1(t)
Fonte: Proprio autor.
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De acordo com a Figura 5, a origem nao € um ponto de equilibtavel para qualquer
condicdo inicial. O objetivo do controlador a ser projetadma estabilizar o sistema na origem
para qualquer condicéo inicial pertencente a uma detedairegido de operacdo. O projeto
dos controladores sera feito utilizando LMIs. O sistema livdear podera ser representado
exatamente por model@iszzyTS considerandg, € [—di, di] exe € [—dy, dp], em qued; e ds
sao constantes satisfazenda @; < o e 0< dy < 0.

O modelofuzzyTS pode ser obtido da seguinte forma

[ee]

X="Y oi(z) [Ax+Biu], (40)

sendo que = [xl xz]T, zZ= [xl XZ]T,

A= Kmax 1 , Ay — Kmax 1 7
_hmin —1_ _hmin -1
As— Kmax 1 7 A= Kmax 1 ,
_hmaX _1_ _hmaX _1
A5 _ I(min 1 7 AG _ I(min 1 7
_hmin —1 hmln -
-kmin 1 kmin 1
A= e 1l R =l 1l (41)
L max max
d]_ _dl
B1=B3=Bs=B7= , Bo=B4=Bg=Bg= ;
0 0
. —Ssenx —Ssenx
Amin = min (&) Pmax= max (A)
Ix¢|<dy X1 Ix1|<ds X1
kmn= min (14X +X§+ XX —%3)
1] <dy,|%2|<dp
ax=  max (—1+x1—|—x%+x1xz—x§).

[x1]<dy,|x2|<d2

As fungdes de pertinéncia sao as seguintes:
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T A e i B
)= e ] *
L A i
e e e R T
as(z) = kmk':;i_k:m X (h:a;_hr:]ir:in) y Xl;c;ldl’ (42)
%(7) = kmk:fi_k:m : (h:;r;:m d12;1X1’
R e R
) o o o) 25
k=-1+x+¢+xx—x, h= %Z(Xl)

Utilizando o Teorema 3 é possivel encontrar os ganhos denesath¢céo para a lei de con-
trole (31) de modo a assegurar a estabilidade do sistemaparaegido de operacdo. Deve-se
observar que a factibilidade das LMIs dependera da regidmpdeacdo do sistema, pois ela
influencia na obteng&do dos modelos locais. Portanto, nad&asta representada a regido de
factibilidade do projeto do controlador para o sistema (B9jacordo com o Teorema 3 para
uma regido de operacéo diferente especificada em ternusedi.

Figura 6 - Area de factibilidade do projeto de controladai@sistema (39) considerando mo-
delosfuzzyTsS.

10¢

dy

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
(11

Fonte: Adaptado de Tanaka et al. (2009).
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3.3 MODELOSFUZZY COM PARTE CONSEQUENTE POLINOMIAL

Na subsecéo anterior, os modefozzyTS foram utilizados para modelar sistemas néo li-
neares, sendo possivel a utilizacdo de LMIs para realizadbsa da estabilidade, e obter o
desempenho e projeto de controladores baseados em fungrsiticas de Lyapunov. Nesta
subsecao serdo explorados sistemas nédo lineares reptEseatravés de modelaszzycom
parte consequente polinomial. A andlise da estabilidaaldedempenho e o projeto de contro-
ladores seréo baseados em fungdes de Lyapunov polinootiaigndo a abordagem de SOS
(TANAKA et al., 2009).

Considere o sistema nao linear representado abaixo:

X(t) = f(x(t),u(t)), (43)

T
sendof (x(t),u(t)) uma funcédo néo lineax(t) = [xl(t) Xo(t) -+ Xp(t)| o vetorde estado

eu(t) = jug(t) ux(t) --- um(t) ! 0 vetor de entrada.

Utilizando o conceito de setor néo linear, sera utilizadornadelofuzzypolinomial para
representar de forma exata o sistema (43). A principalefifga entre o modelo (24) e o modelo
fuzzypolinomial reside na representacdo da parte consequented®@lofuzzy(24) apresenta
como parte consequente um modelo linear, enquanto que daerfadeypolinomial tem como
consequente um modelo néo linear.

Regrai : Sezy(t) M} E - E zp(t) éMp,

e
Entéo{ X() = A (D)) (1) + Bi () u(t), (44)
y(t) =G (x(1)) X (x(1))-

sendoi = 1,2,...,r, M},j =1,2,...,p é o conjuntofuzzy jda regrai. A (x(t)) e B;(x(t))
matrizes polinomiais em(t). O termox(x(t)) € RN é um vetor coluna cujos elementos s&o
todos mondmios em(t). Portantod; (x(t))X(x(t))+ B (x(t)) u(t) € um vetor polinomial. Entdo

o0 modelduzzypolinomial (44) pode conter néo linearidades (termos patirais) em cada parte
consequente.

O processo de defuzzificagdo do modelo (44) pode ser repaeseromo

( X(t) = Si-1 @ (2(1) (AX(D)R(X(1)) +Bi(x(D)u(t))
Yi—1 @ (2(1)) ’

ST 0 (20)) G (X()ROX(1))
YO @)

(45)
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sendo

2t) = |at) z(t)...zp)|, W(Z(t))zﬂ'\/‘}(zj(t)), zM(Z(t))>O, w(z(t)) =0,

(46)
paratodd € K, M} (zj(t)) € o0 “peso” do conjuntéuzzy M associado a variavel premiszgit).
O peso normalizado e/ou fungéo de pertinémgiac K, de cada regra, como sendo

@)
1@ (z0)

De (46) e (47) pode-se observar que

ai(z(t)) 47)

ifxi(z(t)) =1 e ai(z(t)) >0, iek;. (48)

Portanto, (45)-(48), a equacao (45), pode ser escrita dangedorma

— A0 (z(t), X)) R(x()) + B (a(z(t), x(1))) u(t), (49)

Sex(x(t)) = x(t) e A (x(t)) e Bi (x(t)) sdo matrizes constantes para tédentdo tem-se
queA; (x(t))X(x(t)) +Bj (x(t))u(t) é reduzido paréx(t) + Bju(t), equivalente a (25). Portanto
a representacao (45) é mais geral.

Para sistemas néo lineares representados a partir de madelgpolinomiais o nimero de
regrafuzzysera no minimo igual &2 sendgo o niimero de termos néo polinomiais do sistema.
Desta forma, o nUmero de regras sera igual ou menor que o aameegras dos modelaszzy
TS. Os modelos locais nao lineares e as fungdes de periéngeréo formados de acordo com
os valores de maximo e minimo das fun¢cdes n&o polinomiaisstensa, semelhante ao caso
dos modelos locais lineares, obtendo também uma repredergaata do sistema nao linear.

No projeto de controladordsizzypolinomial também sera utilizado o conceito de Com-
pensacao Paralela Distribuida (CPD) para projetar regrgagara estabilizar os sistemas néao
lineares descritos por modelfgzzypolinomial. A ideia é projetar um compensador para cada
regra do modelduzzye para cada regra serdo utilizadas técnicas de projetomeardss, con-
siderando fun¢des de Lyapunov polinomiais. O regulddpzyprojetado ira compartilhar os
mesmos conjuntos de regras com o modietaynas partes premissas possuem a seguinte forma
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Regrai :Sez(t) éM; E --- Ezp(t) €M,

(50)
Entaou(t) = —K; (x(t))X(x(t)), i=1,2,...,r.
O controladorffuzzyglobal pode ser calculado como
u(t) = —_Ziai (2(t)) Ki (x(t)) X (x(t)) - (51)

De (45) e (51) o sistema em malha fechada pode ser repreaatgagguinte forma

r r

Xt) =3 5 ai(zt)aj(zt) {A (X)) = Bi (x(1)) Kj (x(t)) } X(X(1)). (52)
i ]
i=1]=

3.3.1 Setor néo linear via modelo$uzzy polinomiais

O setor néo linear via SOS sera construido a partir de motias ndo lineares. Desta
forma torna-se possivel em muitos casos encontrar um detmlgara um sistema nao linear,
garantindo a exata representacao da funcdo néo linear piwlosfuzzy Portanto, considere
como exemplo o sistema (35). Os modelos locais e as funcdpsrtieéncia sédo dados da
seguinte forma:

X = ser(x)(2x)% + 75x = (4ser{x)x+ 75) x = g(X)X.

a; = max(ser(x))(2x)2 + 75x = (2x)? + 75x,
ap = min(ser(x))(2x)? + 75x = —(2x)% 4 75x, (53)
ser(x) —min(senx))

~ max(ser(x)) — min(senx))’

Na Figura 7 é possivel visualizar o setor ndo linear utilitamodelos locais lineares (linha

a1 a,=1-—0o;.

continua em vermelho) como na Figura 4, que transformanossetores locais ded < x <

d (linha tracejada em azul), sendo= 26,5, e utilizando modelos locais nao lineares (linha
continua em verde). Deve-se observar que o setor ndo lioeatraido através de modelos
locais néo lineares é mais proximo da funcdo néo liri¢ay (linha continua em preto) que o
setor ndo linear construido utilizando modelos locaislias e possibilita a construgéo do setor
nao linear global sem a necessidade de se considerar uréea degoperacdo. Este fato também
pode reduzir o conservadorismo no projeto de controlagdpmes restringe a classe de funcdes
gue seriam representadas pelos modelos |doary.
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Figura 7 - Representagéo do setor néo linear via SOS coasiieo sistema (35).
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Fonte: Proprio autor.

3.3.2 Projeto de controladores via SOS

Considerando modeldazzypolinomial, a andlise da estabilidade e estabilizacdo idtes s
mas nao lineares podem ser solucionados através da dedoagpes SOS. A seguir € apre-
sentado um teorema (TANAKA et al., 2009) para o projeto detrotadores para sistemas
representados a partir de modefozazypolinomiais.

Considere qué(x) denota a linh& de Aj(x), e quek = {ky, ko, ...,kn} & 0 conjunto dos
indices das linhas d& (x) que correspondem as linhas nulas e define=s¢xy, , X,, - . ., Xk,)-

Teorema 4. (TANAKA et al., 2009) Para o sistema (49) e (51), suponha gustam uma
matriz simétrica polinomiaX (%) € RN*N e matrizes polinomiais; (x) e R™N, tais que (54)
e (55) sejam factiveis, sendg(x) e &:j(x) polindmios ndo negativos tais qagx) > 0 para
X# 0 e&j(x) > 0 para todo:

T (X(®) —e(x))v €SOS (54)
—u' (T (A ()X (R) = T (X)Bi (X)M; (x) + X (AT ()T (x) = M[ (x)B] () T' ()

+T QAT ()X (R) — T (x)Bj (x)Mi(x) + X(RA] (})TT(x) =M (x)B] ()T (x)

5 a;<X<ki> (A0 3 agx(? (A0 +€2ij(X)I)U 6508, | g(j55)

sendo € RN um vetor que independe deA matrizT (x) € RN*" definida conforme a equagéio
(17).
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Além disso, se (55) € factivel coggj(x) > 0 para todo # 0, entéo o ponto de equilibrio
emx = 0 é assintoticamente estavel. ) é uma matriz constante, entéo é garantida a estabi-
lidade global do sistema, sendo que o ganho de realimengaddito poK;(x) = M;(x)X ().

Demonstracdo A demonstracdo serad omitida e pode ser obtida em (TANAKA .e28I09).
No Capitulo 5 hd a demonstragdo do Teorema 11, que considesaooem que 0 sistema
modelado por modeldsizzypolinomiais contém incertezas, sendo a demonstracéo lsantel
a do Teorema 4 mas deve-se observar que foi utilizada uméeaad funcao de Lyapunov da
formaV (x) = X (X)X “1(R)K(x). O

Como exemplo, considere o sistema (39). Observe que aodlsedx;)/x1) possui valo-
res de maximo e minimo definidos, sendo ($&xX1)/x1) = 1 € min(sin(xy)/x;) = —0,2172.
Deste modo a dindmica deste sistema nédo linear pode seseafada exatamente através de
modelosfuzzypolinomial, sem a necessidade de se considerar uma regidzedacao. Deste
modo

Xx=") ai(2) {A(X)X+Bi(x)u} (56)

_—1+x1+x%+x1x2—x§ 1]
A=
-1 -1
_—1+x1+x§+x1x2—x§ 1]
A= (57)
0.2172 -1
_Xl X1
Bl = , Bo= .

As funcdes de pertinéncia sdo dadas por

ser(xl) 40,2172, X1 — SeI’(X]_)
a1(Z) = ar(zZ) = ———————=.
12 12172% 2(7) 12172

(58)

Deve-se notar que a utilizagdo de moddiazypolinomiais reduziu o nimero de modelos
locais e o sistema pode ser representado de forma exata sE@ssilade de se considerar uma
regido de operacao. Sera empregado o Teorema 4 para pogjetantroladores polinomiais. A
lei de controle utilizada é dada por:

u(t) = —iai(z(t))Ki (X(©)X(x(t))-
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Nas restricdes (54) e (55), adotou-se que&) = &j (X) = T(X24x3) e T um valor pequeno,
sendo que neste projeto sera considemagal0°.

Portanto, a partir das restricdes (54) e (55) foi encontaagizguinte solugéo

w_ | 12011 -0,0086
~ |-0,00862 20677 |’

Ky = [2, 48650 +0,98934 +0,91279 79618x 10~ "1 +3,0177x 10 8%, + 0, 00434 :

Ko = [2, 4902 +0,98318; +0,97115 78183x 10 9"x; +2,2813x 10 %x, + 0, 03094 .
(59)

Na Figura 8 esta representado o plano de fase do sistema dra feelhada considerando
vérias condig¢des iniciais representadas por um circulbeaawondicao final por um quadrado
azul.

Figura 8 - Plano de fase do sistema (39) em malha fechadzamtilo modelofuzzypolinomi-
ais.
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Fonte: Proprio autor.

Pode-se observar na Figura 8 que a estabilidade no pontouidlédbeq x = 0 é global,
diferente do resultado obtido utilizando modefiozzyTS cuja a estabilidade dependera de uma
regido de operacao que ird influenciar na factibilidade dgepy dos controladores, como pode
ser observado na Figura 6.

3.4 COMENTARIOS

Neste capitulo, pode-se verificar que os modklagyTS com parte consequente linear sdo
um caso particular dos modelészzycom parte consequente polinomial, pois se as matrizes
Ai(x),Bi(x)i € K¢, X(X) e Mj(x)] € K, forem constantes, entédo a representa¢éo pode ser feita
através de modeldazzyTsS.
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Neste caso, a andlise da estabilidade, desempenho e mptejebntroladores podem ser
realizados através de LMIs, considerando desta formapasge Lyapunov quadraticas. Foi
observado o setor nao linear formado pelos modelzzyTS efuzzypolinomial através de um
exemplo abordando um sistema néo linear simples, sendévpbdsstacar as vantagens na
utilizacao dos modeldsizzypolinomial.

Através de um exemplo proposto em Tanaka et al. (2009) faipelsverificar que a ob-
tencdo dos controladores depende da regido de operac&ijeramdo os modeldszzyTS.
Deve-se observar que o projeto dos controladores consiiei@regido de operacédo nao ga-
rante que o sistema ira permanecer nesta regido sem aqgétdizie restricoes adicionais para
garantir que o sistema permaneca nesta regiao, como em @EVEIl., 2016; OLIVEIRA et
al., 2018).

Com a utilizagdo dos modeldazzypolinomiais, foi possivel projetar controladores que
garantem a estabilidade global no ponto de equilibrio, definomo a origem do espaco de
estados, do sistema néo linear em malha fechada. Deste o®wdmdeloguzzypolinomiais
se tornam atrativos em relagdo ao modélzzylineares para a estabilizacdo de sistemas nao
lineares.

Nos proximos capitulos serdo tratados os sistemas nasdsieam incertezas, propondo
um conjunto de incertezas politdpicas e leis de chaveanpamgotornar o sistema estavel.
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4 CONTROLE ROBUSTO CHAVEADO DE SISTEMAS NAO LINEARES VIA SOS

Neste capitulo sera proposto o projeto de controladoresealas considerando incertezas
politopicas para uma classe de sistemas nao lineares o@jaidia pode ser representada apenas
por funcdes polinomiais. Sera necessario conhecer osegadatremos das incertezas, ou seja,
os valores de maximo e minimo.

Por conveniéncia, serdo estabelecidas algumas notagdesigo utilizadas neste capitulo:
Ky ={1,2,...,rhreN; x{t)=x VXt)=V; |[X]2=VXX

r

(A(X), B(x),C(x),K(x))(a) = -Zlai (A (%), Bi(x), Gi(x), Ki(x)),

: (60)

sendar = 2° esé o nimero de parametros incertos distintos.

4.1 PROJETO DE CONTROLADOR ROBUSTO VIA SOS

Considere o sistema néo linear, cuja a dindmica é dada apendsgncdes polinomiais
dependentes do estado do sistema, com incertezas pasopic

x=A(a,X)X(x) +B(a,x)u, (61)

sendox € RN o vetor de estada € R" a entrada de controlé(a,x) e B(a,x) como em (60)
comi € K.

Admitindo que todas as variaveis estejam disponiveis galanrentacéo, a lei de controle
utilizada sera dada por

u=—-K(X%R(x), K(x)eR™N, (62)

Substituindo (62) em (61), obtém-se o sistema em malhadecha

X = A, %00 — B(a, KR = 3 i (AI(X) — Bi (0K (x))%(X). (63)
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O teorema a seguir € baseado nos resultados apresentados, efie>Xe Wang (2009),
que possibilita o projeto de um controlador robuste —K(x)X(x) para sistemas polinomiais
baseado em SOS, com a especificacdo de um limitante infeniargtaxa de decaimento dado
por( > 0.

Teorema 5. Para o sistema nao linegi63), suponha que existam uma matriz simétrica polino-
mial X(%) € RN*N, uma matriz polinomial Nx) € R™N e uma constantg > 0, tais que(64)

e (65) sejam factiveis, sendn(x) > 0 e &;(X) > 0 para todo x# 0, polinbmios ndo negativos,
paratodo i€ K,

vl (X(X)—e1(x))u  éSOS (64)

T (X&W OTT (0 + TRAIX(R)

—MT (B ()T (X) — T(X)Bi(X)M(X) (65)
2 %Ef) (AXOR(x)) +2BX(X) +2(X)1)u € SOS
kek

sendau € RN um vetor que independe de x. A matrixle RN*" definida conforme a equacéo
(17).

Além disso, sé65) é factivel coneyi(X) > 0 para todo x# 0, entdo o ponto de equilibrio
em x= 0 € assintoticamente estavel, com taxa de decaimento maigualia 8. Se XX) €
uma matriz constante, entdo é garantida a estabilidadeajldb sistema, sendo o ganho de

~

realimentacéo Kx) = M(x)X ().
Demonstragdo Considere uma candidata a fungéo de Lyapunoy = X' (X)X ~1(X)X(x), sendo

X (%) = XT(%) > 0, 0 que é obtido através da restrigao (64). Portaifi) € uma funcéo definida
positiva. A derivada no tempo d&x) ao longo da trajetéria em malha fechada (63), levando
em consideracéo a definicdo @éx) em (17), é dada a seguir

= (X HRT 00X + K (TTEOX LRI + 87 () ( y % ) 2.
kek
ComoBK(x) = 0 parak € k, tem-se que
i 3 @i (A00s00). 7)

parak € k. Por outro lado, sendg em quei ¢ k e sabendo que a matriz simétrica polinomial
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X(X) ndo contém tais variaveis de estado, tem-se

ox1 .
|
parai ¢ k. Considerand@;(x) = (Ai(x) — Bi(X)K(x)) e substituindo em (66), obtém-se com

(63)

V(x) = _ilapzT (X) (GiT(x)TT(x)X_l(i) FXHRTEG)+ 5

kek

<A~k<x>ﬁ<x>>)ﬁ<x>.
(69)

Pré e po6s multiplicando o termo dentro dos parénteses enp@)(X), considerando que
K(x) = M(x)X~1(%) e utilizando os resultados do Lema 1, tem-se a expressdo

TOA )X (R) =T (B ()M (x) + X (AT (X)T (x) =MT (x)Bf ()T (x) =

(70)

Deste modo, para qué(x) se torne semidefinida negativa a seguinte condicdo deve ser
satisfeita

(71)

—MTBl (T — 5 2

Kex % <A|k<X))A((X))> >0, Viek,.

Lembrando que a especificacdo de uma taxa de decaimentoguagwal a8 > 0 é feita
através da condicad(x) < —2BV(x) e utilizando os resultados apresentados na Proposigao
2, note que este indice de desempenho é garantido atravéstdedo (65). Além disso, se
&i(x) > 0 parax # 0, entdoV (x) < 0 parax # 0. Desta forma, o ponto de equilibrio= 0 é
assintoticamente estavel. FinalmenteX$®) é uma matriz constante, enté¢x) é radialmente
ilimitada e a estabilidade é global.

Definindo outra lei de controle com realimentacao do vetasiado como segue:

U=Ugq = —ilai Ki(¥)X(x), Ki(x)eR™N jcK,. (72)

Esta lei de controle é ficticia, pods, | € K, sdo parametros incertos que podem ser in-
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disponiveis para medi¢cdo. Considerando (60) e substayirg) em (61), obtém-se o sistema
realimentado conforme é apresentado a seguir

~ 3 S aia (A - BOK 00X, (73)

=1

X = A(a,x)X(x) —B(a,x)K(a,x)X(x

&M“

Agora a ideia é estender o Teorema 5 para o0 caso em que a leittele@ como em (72).
Assim, segue o seguinte teorema, que foi inspirado em (TANA&Kal., 2009), considerando
uma taxa de decaimento maior ou igug@l & O.

Teorema 6. Para o sistema nao linegi63), suponha que existam uma matriz simétrica polino-
mial X(%) € RN*N, matrizes polinomiais k) € R™N e uma constantg > 0, tais que(74) e
(75) séo satisfeitas, sendn(x) > 0 para todo x#£ 0 e &5 > 0, séo polinbmios néo negativos

vl (X(X)—e1(x))u  éSOS (74)

~u’ (T (A OX(R) ~ T (BIIM;(X) +X(RAT ()TT (x) =M (B} ()TT (x)

+T(®)A; (X)X (%) = T (x)B; (x)Mi (%) + X(RA] ()T (x) = MT (x)B] ()T ()

-5 OX(X) (AGO%(09) - Z L(Ak R( >)+4BX(>~<>+82--(x>|)u .
kek 0% kek !
éS0S, K|

sendau € RN um vetor que independe de x. A matrixle RN*" definida conforme a equacéo
(17).

Além disso, s€74) ¢ factivel coneyj(x) > 0 para todo x# 0, entdo o ponto de equilibrio
x = 0 é assintoticamente estavel e a taxa de decaimento € maigualia3. Se XX) é uma
matriz constante, entdo € garantida a estabilidade globaidtema. Os ganhos do controlador
sdo dados por Kx) = Mi(x)X ().

Demonstragdo Considere uma candidata a fungéo de Lyapuney = X' (X)X ~1(X)X(x) sendo
X1(%) e RN*N uma matriz simétrica polinomial. A condigéo (74) implicaecambosX (X) e
X~1(%) séo definidas positivas para togeV (x) é uma fungéo definida positiva.

Sendo a matrid (x) € RN*" definida conforme a equac&o (17), a derivada no tempo de
V(x) ao longo da trajetéria de malha fechada (73) € dada por
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= X" ()X HRT )X(x) +XT () TTOXHK)R(X) +KT (%) ( 0Xa:k()~(> )*(X)- o)
kek
ComoBK(x) = 0 parak € k, tem-se que
i 3 a0 (A00s00). 77)

parak € k. Por outro lado, sendg em que ¢ k e sabendo que a matriz simétrica polinomial
X(X) ndo contera tais variaveis de estado, tem-se que

-1
‘9;; (%) =0 (78)

parai ¢ k. De (73), (77) e (78) tem-se

= % Zl i ai(x)a,-(x)f(T(x){Qi i (X) +Qji (X) (79)

sendo que

Qji(x) =X 2R T() {A() —BiIK; ()} + {A () —Bi(K ()} TT )X (R,

A condicao (75) implica que
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€ semidefinida positiva para todos os valoresxdeMultiplicando a expressao anterior por
X~1(%) pela direita e pela esquerda, tem-se

—{QiJ(X)+jS(X)

- 3 X X (A0 80)
—kz x—1(>~<>‘9;<7$x—1(>~<) (A'f(x)i(x)) } >0, i<]j

parax # 0. Utilizando o Lema 1 e definindl;(x) = K;(x)X(X), a inequacgéao (80) pode ser
escrita da seguinte forma

X LX)

_{Qij(x)-l-jS(X)—I—z ) %

5 (A'f(x)k(x))}zo, i <j

(81)

parax # 0. Portanto, se (81) é valida, entéo tem/$g) < 0 de (79). Além disso, s&ij(x) >0
parax # 0, entddV (x) < 0 parax # 0. Desta forma, o ponto de equilibrie= 0 é assintotica-
mente estavel. Finalmente,X€X) € uma matriz constante, entd¢x) é radialmente ilimitada e

a estabilidade é global. Adicionalmente, de (75), € obtigarantia de uma taxa de decaimento
maior ou igual g8 > 0 tal queV (x) < —2BV(X). O

Considere o caso em qi#a,x) = B(x) € uma matriz conhecida, isto B(x) sera depen-
dente apenas do vetor de estado do sistema e néo sera ddgpeafadeimcertezas. Assim como
em (61), o sistema pode ser representado da seguinte forma:

x=A(a,X)X(x) + B(x)u. (82)
Desta forma € proposto o seguinte corolario.

Corolario 1. Para o sistemd82) com a lei de realimenta¢gd(’2), suponha que existam uma
matriz simétrica polinomial Xt) € RN*N, matrizes polinomiais Mx) € R™N e uma constante
B > 0, tais que(83) e (84) sdo satisfeitas, sendn (x) > 0 para todo x# 0 e &ij > 0, séo
polinbmios n&o negativos

vl (X(X)—e1(x))u  éSOS (83)



4.2 PROJETO DE CONTROLADORES ROBUSTOS CHAVEADOS VIA SOS 52

T (T(x)ﬂq (X (R) + XFRAT()TT (4
CTBXOM() — MT (BT ()TT (%) (84)

2D (A 00%0) + 2BX(7) + ea(X)1 U 6505

sendou € RN um vetor que independe de x.

Além disso, s€84) ¢ factivel coneyj(x) > 0 para todo x# 0, entdo o ponto de equilibrio
x = 0 é assintoticamente estavel e a taxa de decaimento € maigualia3. Se XX) € uma
matriz constante, entao € garantida a estabilidade globaidtema. Os ganhos do controlador
sdo dados por Kx) = Mi(x)X " 1(X).

Demonstracdo Segue diretamente do Teorema 6, consider&@ydo = B(x), i € K. O

4.2 PROJETO DE CONTROLADORES ROBUSTOS CHAVEADOS VIA SOS

Nesta secdo sera proposta uma nova metodologia de projewmntteladores chaveados
para uma classe de sistemas nao lineares com incertezZ@pals utilizando a decomposicao
em soma de quadrados. Tal método utilizar4 uma Unica fungdgyapunov polinomial e a
decomposicdo em soma de quadrados para projetar um cou@irganhos para controlador
chaveado baseado em SOS.

O controlador proposto é composto por um Unico ganho, quersr a um conjunto de
ganhos previamente projetados, e € selecionado por uma lelha/eamento que retorna o
menor valor da derivada temporal da funcdo de Lyapunov. fstadologia € uma extensao
dos trabalhos propostos em (SOUZA et al., 2013; SOUZA, 28T8JZA et al., 2014a).

Embora os ganhos sejam obtidos supondo uma combinagédxea@ueguada dos mesmos,
utilizando a lei de chaveamento proposta ndo ha a necesgiéaédr acesso a esta combinacao,
ou seja, 0s parametros utilizados no projeto para obtecesthinacéo, que podem ser incertos,
ndo precisam ser medidos a cada instante de tempo favooeaplichcbes préticas.

4.2.1 Caso 1: matrizB(a,x) = B(x) conhecida

Nesta subsecao o projeto de um controlador chaveado patemainéo linear incerto (61)
é proposto, admitindo qu&(a,x) = B(x) € uma matriz conhecida, assim como em (82).

Antes de propor a lei de controle sera estabelecida a Daji@igAspirada nos resultados
obtidos com os trabalhos Souza et al. (2013, 2014a) que si&zada ao longo do trabalho.

Definicdo 3. Considere o conjunto de indic&s, (t) definido abaixo:
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Qn = arg mink' (X)H; (X)X(x) = {j € Kn : X (X)H;(X)R(X) = min k" (x)Hi(x)k(x)} ,

ieKn ieKn

sendo que He RN*N i € Ky e xe R". O menor indice £ Qn seré dado por

. * ,\T . A . . .
arg min® {£' ()H (%)} = min |.

Da Definigédo 3, nota-se que o conjuifidg pode conter mais do que um elemento. Assim,
ao definir argmiri estabelece-se uma forma de selecionar o menor deles.

Agora suponha que as condi¢des presentes no Corolariort &ejtiveis para todoe K;
e sejamK;(x) = M;(x)X (%), i € K,, os ganhos do controlador dado (72). Entéo, a partir da
Definigdo 3 e considerandd) (x) = —X ()T (x)B(x)K;(x), define-se o controlador chaveado

u=Uy = —Ks(x)R(x), o=argmin* {-%" (X)X HK)TXBXKi(XR(X)}, o0eckK.

ieKn
(85)
Portanto, considerando (60), o sistema controlado (8254 8ado por
r
% = A(a,X)R(X) + Bug = Zlai (Ai (X) — B(X) KU> R(%). (86)
i=

Teorema 7. Suponha que as condi¢es do Corolario 1 sejam satisfeitascgg(x) > 0 para
todo x# 0 e X(X) é uma matriz constante, relativas ao sistg®2) com a lei de control€¢72)
e obtenha Kx) = M;(x)X (%), i € K,. Entéo a lei de controle chaveada dada 88) torna
o ponto de equilibrio x= 0 do sistemd82), globalmente assintoticamente estavel.

Demonstracdo Considere uma candidata a fungéo de Lyapunpy = X" (x)X " 1(%)X(x). De-
finaVyq (x) eVug(x) a derivada temporal dé(x) para o sistema (82), com a lei de controle (72)
e (85), respectivamente.

De (17) e (86), tem-se:

= 2% ()X H(R)T (x) [A(a, %) — B(X)Ko ()] X(x) +K' (%) < >

ComoB!(x) = 0 parak € k, tem-se que:
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i 3 ao) (Aost0). (88)

parak € k. Por outro lado, sendg em que ¢ k e sabendo que a matriz simétrica polinomial
X(X) ndo contém tais variaveis de estado, logo tem-se:

IX1(%)

% =0. (89)

Portanto, de (87) e (88), tem-se que

Vuo (X) = 2" ()X~ HK)T (%) [A(a, X) — B(X)Ko(X)]X(X)

R n dx—l(
+R7 () <k; % (Ak a, %)% )
= 28T ()X LT ()A(a, x)R(x) — 2% (X)X LK) T (X)B(X)Kg (X)R(X)
n -1/g
+57 (%) (Z ‘”Tk(x) (Ak(a,x)x(x))> 2(%).

k=1

Assim, note que de (85), lembrando-se que o minimo de um eanfle numeros reais é
menor ou igual do que qualquer combinacao convexa dos etem@este conjunto,

min{ —x" ()X (R T(X)BXKi(X)R(X) } < —K (X)X &) T (x)B(x) (ilai K; (x)) K(X).

icKy

Portanto, de (90) e das leis dadas em (72) e (85) observaese qu
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Vo (X) = 28T (X)X LR T (X A(a, X)R(X) + 2iré1li<n{—>“<T (X)X LR) T (X)BX)Ki(X)R(X) }

n -1/
+ 57 (%) <kzl MTK(X) (Ak(a,x)f((x)>> R(X)

< 28T )X 1R T (A, X)R(x) + 2% ()X HK)T (x)B(x) <— aiK| (X)> X(x)

n -1/
+57 (%) <Z MTK(X) (Ak(a,x)f((x)>> R(X)

k=1

= 287 ()X LK) T (x) [Alar, X) + B(X)ug] R(X)

+5T(x) <§ OX1R) (A(@,%09) | %09 = Via (9.

=1 ] Xk

Ent&o,Vys (X) < Ve (X). Como as condigbes do Corolario 1 asseguramVgyéx) < 0 se
X # 0, a demonstracao esta concluida.

O

Observacédo 4.0 Teorema 7 mostra que, se as condi¢cdes do Coroléario 1 foréisfeitas com
&j(X) > 0Vx # 0, entéo\'/ua(x) < Oparatodo x£0e portantoVug(x) < 0 para todo x# 0,
assegurando que o ponto de equilibrie-»0 do sistema controlad(B2) com a lei de controle
(85) seja globalmente assintoticamente estavel. Assim, o &wwadl pode ser utilizado para
projetar os ganhos Kx),Ka(x),...,K:(x) e a matriz X (%) da lei de controle chavead@5).
Adicionalmente, observa-se que a lei de controle chavé@8pnao utiliza os parametros;,

I € Ky, que podem ser incertos.

4.2.2 Caso 2: matrizB(a,x) incerta

Neste caso, sera considerado o sistema néo linear conmeiragfolitdpicas como dado em
(61), comoa;, i € K, definido em (60), ou seja,

~

X =A(a,0X(X) +B(a,Xu, Aa,X)= iaiﬁq(i), B(a,X) = iaiéi(%), (91)
i=1 i=1

sendaxo vetor de estado da plant&() um vetor de mondmios em funcéo o ~
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Sejav € R™ a derivada temporal do vetor de entrada de contradéR™. Definax,. e v,
t
tais quexp. | = U = V|, OU Sejaxn. = U = / vidt,1 =1,2,....,m. Assim, obtém-se o seguinte
. 0
sistema:

%= A(a,X)X(X) +B(a,X)u,

Xnt1 = V1, (©2)

Xntm = Vi,
ou equivalente (BARMISH, 1983),

x=A(a,X)X(x) +Bv, (93)

sendo

T Ala B(a.X 0

X — [XT Xnil ... Xn—i—m] AL X) = (a,x) (a,X) e B= | Mml
Ome 0mxm mxm

Das consideragfes acima, nota-se que o sistema (93) € legtevao sistema (82) e por-
tanto o problema cai no Caso 1, serxa) € RN+M>1 - Agsim, pode-se adotar o proce-
dimento estabelecido no Caso 1 para projetar a lei de centtveadas = —Kg(X)X(X),
Ky € Rmx(N+ )

A seguir sera proposta uma nova lei de chaveamento, coasttetambém o caso em que
a matrizB(a,x) contém parametros incertos, mas sem a necessidade dardutitegradores
adicionais como em (91)-(93). Esta nova lei de chaveameiitpaumatrizes auxiliare®); €
RN*Nj € K, e através delas, define-se um indice de chaveanserfista lei de chaveamento
também tera por objetivo reduzir a derivada da funcéo delyay

Considere que no projeto do controlador as restricdes sSkjetiveis para todo € K, e
sejamK; (x) = Mj(x)X (%), j € Ky, os ganhos do controlador (72). Entéo, a partir da Definigio
3, tem-seH; = Qj(x), define-se o controlador chaveado,

u=tg = Ko (%9, 0 =argmin“{{(MQNIN}. TEK. (o)

ou sejag € K, possui o menor valor do indigeque resulta no menor valor ot (X)Q;j (X)R(X).

Teorema 8. Para o sistemd61) e (94), suponha que existam matrizes simétricas polinomiais
X(%),Qi(x(1)),Z(x(t)) € RNN matrizes polinomiais Mx) € R™N e uma constantg > 0,

tais que(95), (96) e (97) séo satisfeitas, sendn (x) > 0 para todo x# 0, £4(X), £3j(X) > O,

sao polinbmios nao negativos:
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u{ (X(X)—&(x)vy € SO0S (95)

T (T(X)Ai(X)X(”)JrX(i)A.T(X)
A (96)

AX)R(X) + Qi (X) + Zi (X) + 2BX(K) + &2i (x)) v éS0S

kek

_UT<_T(X)Bi(x)|v|j(x)_MjT(x)BiT(x)T(x)—Zi(x)—éj(X)+esij(X))U eSo0s  (97)

sejam satisfeitas para todo i e j, senda RN um vetor que independe de x. A matrixre
RN*" definida conforme a equacd?).

Além disso, s€96) & factivel coneyj(x) > 0 para todo x# 0, entdo o ponto de equilibrio
em x= 0 € assintoticamente estavel e a taxa de decaimento é maigualia 3. Se XX)
€ uma matriz constante, entdo € garantida a estabilidadbajldo sistema através da lei de
chaveament¢94), sendo K(x) = M;(x)X1(X) e Q(x) = X LX) Qi (x) X ~1(%).

DemonstracdoConsidere uma candidata a funcéo de Lyapiney = X' (X)X~ 1(%)%(x) sendo
X~1(%) e RN*N uma matriz polinomial simétrica. A condigéo (95) implicaecambosX (X) e
X~1() s&o definidas positivas para todeV (x) € uma funcéo definida positiva para todos os
valores dex. A condicaoV (x) < —2BV(x) para todas as trajetériasé equivalente a especifi-
cacdo de uma taxa de decaimento maior ou igy&alBessa forma, considerandigx) € RN*"
definida conforme a equacéo (17), tem-se:

V(x) + 2BV (x) =X (x) <AT(a,x)TT(x)X_1—|— X LT X)A(a,x) +2BXL(R)
— K& ()BT (a,)TT ()X 1K) — X(I)T (x)B(a,X)Kg (X) (98)

+ 3 Z5 B i00) )30,

Agora, considere que existam matrizes simétrias), Q(x) € RNN tais que

~(XTHR T (0B ()K;j (x) + K] (0B ()T ()X "H(R) < Zi() +Qj(x), Vi,j € Kr.  (99)

Entdo, multiplicando-se (99) pax;, pré e pds multiplicando po<rT(x) e pés multiplicando
por X(x), tomando a somatéria de= 1 ar, considerand@\(a,x), B(a,x) definidos em (60),
tem-se que:
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(100)

Deve-se ter em mente que 0 minimo de um conjunto de nimerigsrezenor ou igual a
toda combinacg&o convexa dos elementos deste conjunto. tih ¢a(60) e (94), observe que
r

KT (X) Qo (X)X(X) = Jrg;{n (RT(X)Qj(X)R(X)) < _ZlaiiT(x)Qi(x)f((x). Ent&o, de (100) tem-se

—R(X) (XIT(X)(R)B(a, X)Kg (x) + Kg (X)BT (a,x) TT (X)X (%) )R(x) < i aix" (X)(Z +Q)R(X).

(101)
Lembrando que; >0 e_i ai =1, de (98) e (101) tem-se que:
V(x)+2BV(x) <0, (102)
se
AT OOTT X HR) +XHRIT (A (X) +Zi (%) +Qi(X)
OXYR) N (103)
+k%< o (A(X)R(x)) +2BX(X) < 0.

Agora, definaZ; = X(%)Z (X)X (%),Q = X()QiX(X) e Mj(x) = Kj(x)X(X). Pré e pds mul-
tiplicando (99) e (103) paX(X) e considerando os resultados estabelecidos na Propos@sio 2
condicdes (96) e (97) sao obtidas, respectivamente.

O

Em aplicacdes praticas, a grande maioria dos sistemas telegpossuem limitagdes no
sinal de controle. Assim, segue o seguinte teorema ingpead(YU; HO, 2012) para realizar
a restricdo do sinal de controle.

Teorema 9. Considere que a condigéo inici&l0) é conhecida. A restricagu(t)||, < u é
assegurada parat O se as restricdes dos Teoremas 6 ou 8 (ou 5 substituindo & K(x) e
M;i(x) = M(x)) ou Corolério 1 e as seguintes condigbes forem satisfeitas:
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of | 1 4 XO)I,  esos (104)
X(x(0))  X(X)
X(%) M7 .
v] Mi((’;)) uz(IX) U, éSOS (105)

sendo que XX) € RN*N é uma matriz polinomial simétrica, i{4) € R™N é uma matriz poli-
nomial evy, U, séo vetores de dimensdes adequadas que independem de xh®@dgareali-
mentacdo é Kx) = Mi(x)X 1(X).

Demonstracao Esta demonstracéo € baseada nos trabalhos (YU; HO, 201 3AKANNANG,
2004). Consider¥ (x) = X' (x(t)) X "1(%)X(x(t)) uma candidata a funcéo de Lyapunov e a con-
digaox (x(0)) X (R (x(0)) < 1.

Consequentemente,

1— %" (x(0)) X~ 1(%)%(x(0)) > 0. (106)

A condicao (104) implica que

T
[ 1 < (x(0) - (107)

X(x(0))  X(X)

e ainequacao (106) é transformada em (107) pelo procedinderdomplemento de Schur.

Sera agora demonstrado que, com as factibilidades de (104)5¢, sera atendida, para
todot > 0, a condigad|u(t)|, < u,

r r

(Ot = 3 3 @(0ai( 09K 00K|K0R09 < %
i=1j=1
Portanto, esta condicao é equivalente a
Zl Z ai(x TOKT (K (0R(x) < 1. (108)

Ent&o, comd (x) < 0 parax+ 0, tem-se qua" (X)X " 1(R)&(x) < X" (x(0)) X "1(R)X(x(0)) <
1 parat > 0. Logo, considerando a factibilidade de (104), tem-se @6)(Gue
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2 3 3 00m 00T (0K 09K (950 < 1 (0 1500 < H0) X HRN0)) < 1
=N

entdo (108) é valida. Portanto, tem-se

r r 1

Z 'Zl ai(x)aj (x)RX" (x) (F KT (%)K;(x) — X‘l(i)) R(x) < 0. (110)
i=1j=

Do lado esquerdo de (110), note que € possivel represettirda seguinte forma:

35, 3 008 (0 (7 00K (0 KT 09K~ 2X 160 ) 26
I=1]=
=33 3 a0a 008700 5 (7 KiC0
i=1j=
KT 090 ) — 1 (K0~ Ki00) (K100 K3 (%) 2R )20

1 r r R 1 o )
<33, 2,100 098 00 5 (T 090+ KT 00K ) ~2X 09 ) 09

Se

KT (0Ki(x) = X(%) <0, (111)

M (X)Mi(x) - X(%) <0. (112)

A condicao (105) implica que

X(®) M (%)
Mi(x) 2l

>0, (113)

arestricdo (112) é transformada em (113) pelo procedindmmtmmplemento de Schur. [

A vantagem do controlador chaveado para sistemas naodseam incertezas politdpicas
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€ que ela € menos conservador do que quando se tem um unianfgemiando o controlador.
O Teorema 10 a seguir, mostra que se um sistema pode serladatomom um Unico ganho
polinomial, entdo ele também pode ser controlado por v@@odhos chaveados, utilizando o
método de projeto de controle chaveado proposto.

Teorema 10. Suponha a existéncia de uma matriz simétrica polinomial(X) € RN*N, uma
matriz polinomial Mx) € R™N e uma constant@ > 0 tais que as restricbegl14) e (115)
sejam factiveis, sendn(x) > 0 para todo x# 0 e &;(x) > 0 para todos os valores de x, sendo
polinbmios n&o negativos

0T (X7HR) —e(x))u € SOS (114)

-7 (X AR 09 (A - BOIK(X) + (A - BOKX) T 09X 1R
+y M(A}‘(x)f((x)) +2BX (%) + &2 (X)|)U €S0S o
kek 0% |

sendou € RN um vetor que independe de x e a matrix)Te RN*" definida conforme a equa-
¢ao (17). Considerando quéll5) é factivel comey(x) > 0 para x# 0, entdo o ponto de
equilibrio x= 0 é assintoticamente estavel. S&)Xé uma matriz constante, entdo é garan-
tida a estabilidade global do sisterma= (Ai(x) — Bj(x)K(x))X(X) com uma taxa de decaimento
maior ou igual 83 > 0, sendo u= —K(X)X(X).

Entdo existem Kx), j € K, tais que, para N(x) = K;(x)X (%), as restricdeg95), (96)
e (97) sdo satisfeitas.

Demonstracdo Como visto no Teorema 10, as restricdes (96) e (97) equivatedesigualda-
des (99) e (103) respectivamente:

— %7 (x) (XTHR T (X)Bi(x)K;j (%) + K] (B () TT (x)X 1K) R(x) < X' (X) (Zi (%) + Qj (X)) X(X),
K7 (%) <A,-T OTTOX 1R + X IT (XA (X) +Zi(X) + Qi(X)

IX LX)
an

2

kek

(ASOR() + ZBX‘1<>?)> 2(x) <0,

Isto implica que a lei de controle (94) pode tornar o pontogiélério x = 0 do sistema =
(A(a,x) — B(a,x)Ks(x))X(x) globalmente assintoticamente estavel com taxa de decaimen
maior ou igual 3.

Para mostrar que (115) implica em (99) e (103) impde-sekgie = K(x), Q;j(x) = Q(X)
e Zi(x) = 0. Entdo de (115) nota-se que existe gz 0 suficientemente pequeno tal que:
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~T -1/g . T T 1
T (x) (x RTOAX) +A ()T (X)X 0‘”% X

+ (= XETXBi (K (X) — KT (x)B () TT ()X LX)+ ¢l) +2BX (%) | R(x) < O.
(116)

Definindo Qj(x) = —X }(R)Bi(x)K(x) — KT ()BT TT (X)X (%) + 28X LX) + ¢, entdo
(116) implica na factibilidade da expresséo
&' (x) (A-T TTIXHER) +XHRT )A(X)

IXL(R)
kek dxk

(AOR(9) + Qix) + ZBX‘l(f()> %(x) < 0

descrita em (103).

Note que a restricdo em (99) também é satisfeita:

— 5T (x) (— XL R)T ()81 (0K, (%) — KT (0BT (0TT (00X 1(%) — 0 (117)

A partir do Teorema 10, pode-se obter uma prova de que se h@wnimolador Gnico for-
mado por polinbmios dependentes do vetor de estado do sistaémbém havera controladores
chaveados que tornam o sistema globalmente assintotitaestavel. A prova do Teorema 10
foi realizada com base na lei de chaveamento (94), mas @evlservar que também é valida
caso se utilize a lei de chaveamento (85) e a prova pode sdaalet forma semelhante.

Deve-se observar que a lei de controle chaveado (94) utiletaizes auxiliares, enquanto
a lei de chaveamento (85) ndo necessita. Portanto a lei deaianto (85) quando a matriz
B(a,x) = B(x) é conhecida, tem um custo computacional menor, pois néo eéessidade de
se obter as variaveis matriciais auxiliares.
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4.3 RESULTADOS E SIMULACOES

Nesta secao, através de exemplos de sistemas nao lined@eessivel comprovar a vali-
dade da metodologia proposta neste capitulo, assim conzoedisi@ncia em realizar o controle
chaveado de sistemas nao lineares incertos cujas dingnaoidam ser representadas apenas por
funcdes polinomiais.

4.3.1 Exemplo 1 - sistema caadtico unificado

Considere o sistema cadtico unificado proposto em LU et@D2AR

X1 = (255-1— 10) (X2 — X]_),

%o = (28— 353)x1 — X1X3 + (295 — 1)Xp, (118)
: 5+8
X3 = X1Xo — 3 X3,

sendo classificado da seguinte forma:

e Quando X 0 < 0.8, o sistema (118) pertence ao sistema generalizado deZ (irén
RENZ, 1963), e sé& = 0 o sistema sera equivalente ao sistema caadtico de Lorenz;

e Quandad = 0.8 o sistema (118) representa o sistema caédtico de Lii (LU; GHERNG,
2002);

e Quando B < d < 1, o sistema (118) pertence ao sistema generalizado de CREEN
UETA, 1999), e s& = 1 o sistema sera equivalente ao sistema cadtico de Chen.

O sistema cadtico unificado conecta os sistemas de Loreen €hi, estabelecendo um
espectro de transi¢cao e o controle do paramétnoostra a evolugcédo do comportamento dina-
mico do atrator de Lorenz até o atrator de Chen. Este sistadti@ao foi utilizado em projetos de
sincronizagdo cadtica para comunicacao segura (GRZYBOWSKFIKOV; BALTHAZAR,
2009; VITAL; VARGAS, 2014).

Considere o valor dé@ como uma incerteza, cujo o valor maximo é 1 e o valor minimo é 0.
Sera proposto um unico controlador polinomial, dependeéateetor de estado do sistema. O
projeto do controlador sera realizado utilizando a dec@iggdo em soma de quadrados, com
0 objetivo de garantir que o sistema seja globalmente atisi@tnente estavel para os sistemas
caoticos expostos na classificacdo anterior. Deve-sewvavsgue para utilizar as técnicas ba-
seadas em LMiIs seria necessario limitar o sistema em umioregi operagéo, o que poderia
influenciar no projeto dos controladores, dependendo daaelg operagéo do sistema.
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T
O sistemaincerto (118) pode ser descrito como em (61), derasido(x) = [xl X2 xs}

[—(25x0410) (25x 0+ 10) 0 ] [1]
Ai(x) = | (28—35x0) (29x0-1) —X1 Bi(x) = |1
: 0 X1 —(0+8) /3: _o: (119)
—(25x14+10) (25x1+10) 0 1
Ax(x)=| (28-35x1) (29x1-1) —X1 B2(X) = [1].
I 0 X1 —(1+8)/3] 0

Utilizando o Teorema 5, considerando @iie- 2,6, a matrizX(X) sendo constante. Sendo
X" x = (x4 4 x5+ x3) um polindémio definido positivo pana 0 e 10" um valor maior que 0 e
pequeno para que o projeto dos controladores possa seefadfinimoss; = 10 2 eg; > 0
e =102 x (x% —i—xg -I-X%),i € K, desta forméay, &5 > 0. O ganho do controlador obtido
K(X) possui em cada elemento da matriz um polinbmio, sendo ecddstutilizando mondmios
da ordem O e 1, os resultados sdo dados a seguir

3,51365 145390 —4,1x 1014
X(%)=10°x | 1,45390 382421  1x10°Y |, (120)
—4,1x107% 1x107*® 237030
.
1,4877x 10714 + 2,1053x 10716, +4.9106x 10 %3 — 13,6603
K(X) = | —6,9906x 10 %x; — 3.354x 10 6x, — 4,9667x 10 %3 + 33,4455 (121)

0,61338 +1,4374x 107 18x, + 2,8668x 10 1% — 9,7768x 107°

As respostas do sistema caético de Lorenz(0) sendo a condicéo inicial escolhida para
T
o sistemad&(0)=|—-10 —10 —10] , LU (6 =0.8) e Chen § = 1) sendo a condic¢éo inicial

escolhida para os sistemasx{8) = [—20 -20 Zq T, podem ser obtidas nas Figuras 9, 10 e
11 respectivamente. Considerou-se que até 5 segundosmaigermanece em malha aberta e
posteriormente é aplicado o sinal de controle no sistemde-Be observar que com um Unico
controlador foi possivel garantir a estabilidade globairdética de 3 sistemas cadticos.
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Figura 9 - Trajetdria e variaveis de estado do sistema (1dri@)aplicacdo do sinal de controle
apos 5 segundos de acordo com a lei de realimentacgéo (62) controlado dado
em (121), considerandbd= 0.

. 20 T T
= _28 \/\/\/\/\f\/\/
=40 ; : :
0 2 4 6 8 10
t(s)
_ 40 ‘ ‘
= OJWU\VW
¥ 40 : ‘
0 2 4 45 6 8 10
__ 60 : : : :
= 38 f\W
" 30 : : : :
0 2 4 6 8 10
t(s)
15
= 0
S 15) [
-30 -
0 2 4 6 8 10
) t(s)
(%) 0. 30 x1(t)
(a) Trajetoria do sistema. (b) Variaveis de estado e sinal de controle
do sistema.

Fonte: Proprio autor.

Deve-se observar que para realizar o controle do sistetimnotdo modelo$uzzyTS seria
necessario limitar a regido de operacao, restringir a datala funcéo de Lyapunov em apenas
funcdes quadraticas e os ganhos do controlador serem otesstaendo que, deste modo, 0
problema pode ser solucionado via LMIs. Pode-se verificaiapto, que a utilizacdo da de-
composicdo em SOS para a resolucéo do problema de controlarstema polinomial ndo
linear incerto trouxe beneficios.
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Figura 10 - Trajetéria e variaveis de estado do sistema (@d@)aplicacédo do sinal de con-
trole apds 5 segundos de acordo com a lei de realimentacfioqi®2o controlado
dado (121), considerandb= 0.8.

40 T T
O AAANAAAA
_40 1 I |
0 2 4 6 8 10
t(s)
40 T T
= oA ANAANAA
-40 : ‘
0 2 4 6 8 10
t(s)
.40 ‘ ‘ ‘
=20 W
= O | |
0 2 4 6 8 10
t(s)
500
0
S -500 ,
-1000
2 4 6 8 10
t(s)
(%) %0 %0 x1(t)
(a) Trajetoria do sistema. (b) Variaveis de estado e sinal de controle
do sistema.

Fonte: Proprio autor.

Figura 11 - Trajetoria e variaveis de estado do sistema (@d@)aplicacéo do sinal de con-
trole apds 5 segundos de acordo com a lei de realimentacfioqi®2o controlado
dado (121), considerandb= 1.

t(s)
40 ‘ ‘ ‘
< o pANARANAA A
¥ 40 : ‘ :
0 2 4 6 8 10
t(s)
50 : : :
8 0 L L
0 2 4 6 8 10
t(s)
200 T T
< 100
= 10 -
0 2 4 6 8 10
t(s)
(a) Trajetoria do sistema. (b) Variaveis de estado e sinal de controle
do sistema.

Fonte: Proprio autor.

4.3.2 Exemplo 2 - sistema cadtico de Lorenz

Considere o sistema caético de Lorenz com a entrada de atlescrito a seguir
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X1 = —A1Xg + A1 + U,
X2 = AoX1 — X2 — X1X3, (122)
Xg = X1 X2 — )\3X3.

sendo os valores nominais (&, A2, A3) iguais a(10, 28,8/3) para o surgimento do caos como
em (LORENZ, 1963). Na Figura 12 é possivel visualizar a toaj@ do sistema caotico de

T
Lorenz em malha aberta, considerando a condi¢&o inicia{@e= [5 5 1@ representada
por um circulo em azul e a condicao final apdés 15 segundos pouanrado em azul.

Figura 12 - Estado e trajetéria do sistema (122) em malhaaaber

20

~ 10 1
= of 1
H_lo,

-20

(a) Trajetoria do sistema. (b) Variaveis de estado do sistema.

Fonte: Proprio autor.

Neste exemplo seré considerado que os paramétiod,, Az) sdo incertos e podem as-
sumir valores dentro de uma faixa correspondente a umangagem do seu valor nominal.
Portanto o sistema pode ser descrito por uma combinacaexamoemo em (61) considerando

X(X) = [xl X2 x;.;]T e

Al Al o 1
A =| A -1 —x|, BX=|0|, (123)
0 x1 A} 0

senda =1,2,...,8¢ej,k1=12.

Os valores dé\lj,)\é‘ e A} podem ser obtidos da seguinte forma
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M=Ax1+y), A=Ax(1-vy),
M=Xx1+y), A2=tx(1-y), (124)
A =2Aax(1+y), A3=Asx(1-y).

sendoy o valor referente a porcentagem de incerteza com relacambmes nominais.

Como a matriB(x) é conhecida, torna-se possivel a utilizagdo do Corolariddhsidere
£1=10"%egy =10 %% (¢ +x5+x3),i € K,, e ataxa de decaimento escolhida igudl-a0,5.
O sistema pode ser controlado supondo uma incerteza de #&l89 valores nominais, e
portantoy = 0,8. O ganhos do controlador chavedtig(x) € R™N obtido, possuem em cada
elemento da matriz um polinémio, sendo construido utiitamondémios da ordem O e 1, a
matriz X (X) foi considerada constante, e os resultados séo dados ejre({PZ5).

[ 1,1701x 10 1% — 4,9591x 10 ¥, + 1,7752x 10 "x3 + 43,1096 |
Ky = |—2,4236% 10 1% + 2,4745x 10 15, + 5,5896x 10 16x3 + 27,2428 , (125a)
| —0,1183%; — 1,9652x 10 1%, — 1,1408x 10 %3 — 6,7643x 10 1°|

[—8,2853x 10 %¢; — 1,5708x 10 %, — 2,1382x 10 x5 + 43,0844
Ko = | —2,4236x 10 1% + 1,3026x 10 6, +2,1221x 10 03+ 27,0225 , (125b)
| —0,1183%; — 6,2248x 10 1%, 4 3,7163x 10 10x3 — 2,4176x 10717

- T

3,9678x 10 %, — 4,8718x 10 %, — 3,4795x 10 1°x3 + 33,1541
Ks= | —2,428x 10 1% — 1,2038x 10 1%, + 6,6931x 10 16x;+236977| , (125c)
| —0,11838 +9,3762x 10 1%, 4 2,751x 10 153 — 3,0014x 10~ %

- T
—7,6148x 10 1% — 4,8347x 10 5%, + 7,9921x 10 10x3 + 21,7011

Kg= |—2,4317x 10 121 +4,7757x 10 18, + 7,1725x 10 6x3 + 21,5056 , (125d)

| —0,11838; — 1,3269x 10 %, 4 1,4064x 10~ %3 — 3,201x 10~ 10

— T

4,8383x 10 % + 1,0781x 10 2x, — 8,9096x 10 23 + 40,0365
Ks= |—2,428x 10712, —7,9127x 10 "%, — 3,3215x 10 %3+ 13,7926| , (125e)
| —0,1183%; —2,772x 10 2 +9,9279x 10 103 4-7,8998x 10~ %

[ 4,6355% 10 1%; — 7,0796x% 10 %%, + 1,7979x 10 x5 + 30,2244 |
Ke = | —2,3965x 10 1%x; — 2,8128x 10 1%, +9,0987x 10 16x3+ 11,3168 , (125f)
| —0,1183%; — 4,2568x 10 "%, + 3,8851x 10 O34 1,1741x 107 %]

[ 4,9878x 107 1% + 1,5497x 10 8%, + 2,8708x 10 10x3 + 50,8373
K7=| —2,427x 10712 +9,4641x 10 1'%, + 1,1826x 10 16x3+8,7501 | , (125Q)
| —0,11838; — 6,3243x 10 1%, — 3,1737x 10 10x3 — 4,9225% 107
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.
2,3228x 10 x; — 2,3125% 10 1%, + 9,0743x 10 1'x3 + 50,7379

Kg= | —2,4128x 10 1% —1,3853x 10 %%, +2,6199% 10 1'x3+8,6768| , (125h)
—0,11838¢ +4,813x 10 1'%, +8,7142x 10 1x3 + 1,3599x 1010

0,3465x10° —0,4149x10° 8,524x107°
X(X) = | —0,4149x10> 3,5050x10° 1,7x10°% |. (126)
8,524x10° 1,7x10°' 3 5050x10°

As simula¢bes foram realizadas adotando-seXjue 1512 = 36,4,A3 = 4,8 e 0 ponto

inicial igual ax(0) = [5 5 10}T. Na Figura 13 é possivel observar a trajetéria do sistema,
sendo a condigéo inicial e final dadas por um circulo em védronelum quadrado em azul,
respectivamente. Na Figura 14 pode-se observar as varideeistado, o sinal de contraig)

e o sinal de chaveamenti(t). Foi considerado que o sistema até 5 segundos permaneceria
em malha aberta e depois em malha fechada, utilizando a lemteole chaveado (85) e os
controladores projetados em (125).

Figura 13 - Trajetoria do sistema (122) considerando iezag nos valores nominais com
aplicacdo do sinal de controle apos 5 segundos de acordo Emeachavea-
mento (85) e o controlador dado em (125).

40

0
20 -20

o(t) 40 -40 o(t)

Fonte: Proprio autor.
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Figura 14 - Variaveis de estado, sinal de controle e chavetnge sistema (122) conside-
rando incertezas nos valores nominais com aplicacéo dbd&rntrole apos 5
segundos de acordo com a lei de chaveamento (85) e o comtralado em (125).
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—~ O0f
8 20+ ,
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_40 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 10
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60 T T T T T
< 45F B
=30 1
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0 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 10
t(s)
1500 T
= 1000 [~ N
S 500 .
0 | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 10
8r I
&r I
=8 l
Tal l
3r l
3r l
2r | | | | I
0 1 2 3 4 5 6 7 10
t(s)
Fonte: Proprio autor.
4.3.3 Exemplo 3 - equacao de Van der Pol
Considere o seguinte sistema dado pela equacgéo de Van der Pol
Xl 0 1 X1 0
Tl = 5 + u. (127)
X2 -1 {(1—-x7)| | % 1

Na Figura 15 é apresentado o plano de fase do sistema (127)a#ima aberta, conside-
rando{ = 1 e 5 e as condicdes iniciais e finais dadas por um circulo e @urgdo em azul
respectivamente.
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Figura 15 - Plano de fase do sistema (127) em malha aberta.

(a) Considerandg = 1. (b) Considerandg = 5.

Fonte: Proprio autor.

Considerando que possa haver uma falha nos atuadores, yjuale@ multiplicar o sinal
de controleuem (127) por um parametro entre ¥, { sendo um valor incerto, o sistema pode
ser descrito por uma combinagéo convexa de acordo com (figiderandx(x) = [xl xz] T,
da seguinte forma:

A= 0 1 A, — 0 1
L —1 min(Z)(1-x7)|’ 721 ming)1—%) |’
[0 1 0 1
Ag = -1 maKZ)(l—xg)]’ Ag = [_1 maxz)(l—xi)]’ (128)
R

Utilizando o Teorema 8 e considerando que= 10"°, &5 = 10 9 x (¢ +x3)Vi e K, e
g5j = 1079 x (¢ +x3)Vi, j € K, foram obtidas as matrizé§(X),Q(x) e Z(x) constantes e a
matrizM(x) contendo em cada elemento um polinémio formado por mond&siesdem O e 1,
sendo que foi especificada uma taxa de decaimento maior aba@u= 0. Foram projetados
ganhos, que serdo chaveados de acordo com a lei de chaved@wntconsiderando que o
atuador possua uma falha de até 80%, portapte,0.8 e { possa variar entre 1 e 5. Os
resultados obtidos sdo dados a seguir:

7,8790 —0,0000
XR)=103x | ’ , (129)
—0,0000 78621
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6, 0,013478 6612 ~ |0,013478 103129
t | 6,612 —767,3515] | 10,3129 -160784598|’ (130)
G = 0,013478 66747 ~ |0,013478 103881
3T | 6,6747 —503660445| *7 | 10,3881 —678748001]
- T
Ky(x) = —3,5475x 10%%; +9,1132x 10 2%, — 0,002125
ST 8656110 P —9,1346x 10 Plxp 44,4946 |
- T
Ka(x) = 5,917x 10 2% +1,4211x 10 %, — 0,002636
2= | —1,6399x 10 %% +2,6022x 10 *'x; +5,5332| 131)
- 4T
Ka(x) = 2,5826x 10 2%, — 2,0325x 10 1%, — 0,0021224
SV T 1,7914% 102%; — 2,8197x 10 2%, +7,9064 |
- 1T
Ka(x) = 2,4346% 102%; —5,9009x 102, — 0,0026454
A | —9,5957x 10 ?'x; +3,1329x 10 ?'x; +9,1472 |

Na Figura 16 é apresentado o plano de fase do sistema (127)imanfialha no sinal de
controle de 20%, considerando os ganhos (131) para o cadtrothaveado (94), sendo as
condicdes iniciais e finais, apos 50 segundos, represenpadaim circulo e um quadrado em
azul respectivamente.

Figura 16 - Planos de fase do sistema (127) considerandabsgél31) para o controlador
chaveado (94).

(a) Considerandg = 1. (b) Considerandg = 5.

Fonte: Proprio autor.

Considerando que o sinal de controle seja limitaddwera u, utilizou-se o Teorema 9 para

=
restringir o sinal de controle considerando a condigaaahi¢0) = [2 —6] . Inicialmente
foram projetados controladores considerando um Unicoaaathavés do Teorema 5 para o
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sistema incerto (127) considerando a combinagéo conveda eia (128). A seguir foram
projetados controladores com ganhos chaveados, atrayé@dema 8. Na Figura 17 é possivel
ver a comparacao da factibilidade entre os dois projetosmteatadores robustos, considerando
a restricdo na entradavariando de 35 até 40 e a incertgzde 0,78 até 0,9, a incerteZafoi
mantida de 1 até 5 para todos os projetos.

Figura 17 - Regido de Factibilidade utilizando o Teorema8)‘e o Teorema 8 (“0”).
0.993232220808008383030RRRRRRREIDIRRRRRRIZIZIZRRRBVRVY
0.88 282222300080 8383833RRRRRRRETIDIRRRRRRVZIZBRO00
0.862222223202020R888833RRRRRRREBRBYB/RRV0000
(.84 22222222000020000R800@R8RRR0000
0.82 22222228888808R888®0000

0.8 ®2288880000
0.78 | | |
40 39 38 37 36 35
Restri¢ao na Entrada (u)
Fonte: Proprio Autor.

Desta forma, o projeto de controle com ganhos chaveadogeobiea regidao de factibili-
dade maior que utilizando um unico ganho.

Considerando que € necessario restringir o sinal de cerdemmodo quéu| < 39, entdo
serdo utilizados os Teoremas 8 e 9 para limitar o sinal daa@en¢ garantir que o sistema

seja assintoticamente estavel, considerando que a coridicél é igual ax(0) = [2 —G]T,
possa haver uma falha no sinal de controle de 20% e a incerteaaando de 1 até 5. Deve-
se observar que ndo seria possivel projetar um controlador,estes requisitos de projeto,
utilizando um Unico ganho e o projeto com base nos Teorem&s besta forma, obtém-se os
seguintes resultados.

63,5677 —0,0045
X (% :[ : : ] (132)

—0,0045 384479|’
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I 22 ) 17
Ky(x) = 2,2763x 1072%x; +3,1209x% 10 %3x, — 0, 38964
nye | 9,0018x 10 %% —5,0488x 10 **x;+ 4,6837|
I 22 22 17
ko) = 2,7219x 10 22, — 1,4461x 10 2%, — 0,48714
2T | —6,184x 10 P — 4,6372x 10 P, +4,9178] 123
- 1T
Ka(x) = 1,0318x 10 ?1x; + 2,9855x 10 ?%x, — 0, 38642
ST | 2,7543x 10 2% + 1,685 10 %, 46,1005
- T
Ka() = —6,8288x 10 %%, +1,0165x 10 %%, — 0,4938
| 4,974x 10 %% —7,8807x 10 %%, +6,2551 |
6, (0,013595 97437 | 6, (0,013501 153288
"7 | 97437 —234147° ° | 153288 —69,5827 13
6, (0,01379 96711 | 60— (0,013819 155246
°" | 96711 1938821 ' | 155246 —2399069

Na Figura 18 podem ser visualizadas as variaveis de estasistdma (127) considerando
y =5 e uma falha no sinal de controle de 90%, utilizando os r@do# obtidos em (132),
(133) e (134). Na Figura 18 também pode ser visualizado d denahaveamento, pode-se
verificar que ndo houve um chaveamento constante, mas tsagendos foram selecionados
em determinados instantes de tempo, de modo que a derivadagio de Lyapunov fosse
minimizada.
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Figura 18 - Variaveis de estado, sinal de controle e sinahdeeamento do sistema (127)
considerandy = 5 e uma falha no sinal de controle de 15% apdés 40 segundos, de
acordo com a lei de chaveamento (94) e os ganhos do contralados em (133).

Fonte: Proprio autor.

4.4 COMENTARIOS

Neste capitulo foram propostos projetos de controladanesiderando sistemas nao linea-
res incertos cuja dinamica pode ser representada apenasipdes polinomiais. A partir dos
exemplos e simulacdes na Sec¢éo 4.3 foi possivel visualizfici@ncia da metodologia pro-
posta para o controle de sistemas nao lineares incertoge-f#eobservar que nao foi necessaria
a utilizacéo de técnicas como a linearizacdo ou modelzis/TS para controlar tal classe de
sistemas ndo lineares, projetando controladores glolédnassintoticamente estaveis.

O projeto de controladores via SOS foi uma metodologia fexjue permitiu ao projetista
acrescentar restricdes de acordo com o projeto, como tedk@caémento e restricdo na entrada,
como pode ser visto nos exemplos propostos. Com o objetiabi@mger uma classe maior de
sistemas néo lineares incertos, cuja dindmica pode s&segada por termos nao polinomiais,
no Capitulo 5 serdo utilizados modefogzypolinomiais, sendo proposto o controle chaveado
para sistemas nao lineares utilizando modalagypolinomiais incertos.
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5 CONTROLE DE MODELOS FUZZY POLINOMIAIS INCERTOS VIA SOS

Neste capitulo serd proposto o projeto de controladoresgaothos chaveados para sis-
temas néo lineares modelados a partir de modelzsypolinomiais considerando incertezas
sendo que a dindmica do sistema é descrita também por fungdglinomiais ou caso seja
necessario limitar o sistema em uma regiao de operacao.p&grésto um procedimento que
considera as incertezas nos modélzzypolinomiais do sistema, deste modo os extremos das
incertezas devem ser conhecidos. Por conveniéncia, setidimetecidas algumas notagdes que
serdo utilizadas neste capitulo:

Ky ={1,2,...,rhreN; x{t)=x VXt)=V; |[X]2=VXX

(A(X), B(x),C(x),K(x))(a) = -Zlai (A (%), Bi(x), Gi(x), Ki(x)),

r (135)
ai(z2)>0 e Zai(z) =1, a=[a1(2),a2(2),...,a:(2)]",

—

z=[x 8], 5=51), 8=[01,&...5]", a(@=a,

sendor = 2° e s € 0 nimero de parametros incertos e fungdes nédo polinonigistds na
planta, o vetord representa os parametros incertos distintos presentestema. Deve-se
observar que a funcam (funcéo de pertinéncia) sera dependente do \ztojos elementos sdo
variaveis premissas que dependem do vetor de egtadde parametros incertos ou variaveis
desconhecidas do sistema, deste modo € diferente da f@@owpresentada no Capitulo 3 em
que as funcdes de pertinéncia sdo dependentes das vadévwestado do sistema. Portanto,
neste capitulo, para representar as incertezas presergestaema, sera considerada funcdes de
pertinéncia que podem ser incertas.

O sistema nao linear incerto sera representado por moetngolinomiais incertos (suas
funcdes de pertinéncia sdo dependentes dos parametrassda planta). Portanto, considere
0 seguinte sistema néo linear incerto

x=f(2)(xu), (136)

T T
sendof uma funcéo néo lineax,= [xl x2-~-xn} € 0 vetor de estadole= [ul uzmum}

€ o vetor de entrada. Desta forma, pode-se representaremaigii36) com modeldsizzy
polinomial (globalmente ou semiglobalmente) da seguimimé
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Regrai : Sez; éM{ E --- Ezp éM},
Xx=A (X)X(X)+Bi (X)u (137)
entaol X = AMOX B9
y=Ci(x)X(x),
sendo =1,2,...,r, M},j =1,2,...,p é o conjuntduzzy jda regra. A (X) e Bj (x) matrizes
polinomiais emx. O termox{x) € RN é um vetor coluna cujos elementos s&o todos monémios

emx. PortantoA; (x) X(X) + Bj (x)u € um vetor polinomial. Entdo o modefozzypolinomial
(137) pode conter néo linearidades (termos polinomiais3&aa parte consequente.

O processo de defuzzificagdo do modelo (137) pode ser repaesecomo

;

o 2iz1@ (2 (AYR(X) +Bi(x)u)
Y10 (2) ,
(138)
y_ 2 DGR
\ z{zl ' (Z) ’
sendo
P r
= = Lz >
z [zl zz...zp} , w(2) DlM](z,), i;m(z) >0, w(z)>0, (139)

para toda € K, M}(zj) € 0 “peso” do conjuntduzzy M associado a variavel premisga O
peso normalizado e/ou funcéo de pertinémgia € K, de cada regra, como sendo

__w(@
Si_1w(2)

Desta forma, de (139) e (140) pode-se notar que

ai(2) (140)

ilai(z)zl e ai(2 >0, iek,. (141)

0 que condiz com as notagdes (135).

De (138)-(141), a equacéao (138), pode ser escrita da segama

A(a(z,x))X(x)+B(a(zx))u, (142)

Uma vez que o CPD utiliza a estrutura do modeipzyde um sistema, um controlador
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fuzzycom parte consequente polinomial pode ser construidoiag@arnhodelofuzzypolinomial
(137).

Regrai :Sez; éM{ E --- Ez, éM],

(143)
Entdou = —K; (x)X(x), i=121,2,...,r.
O controladoffuzzyglobal pode ser calculado como:
r
U= — Zlai (2) K (X)X(X). (144)
i=
De (138) e (144), o sistema em malha fechada pode ser retadegror
) r r
X = ZZ ai (2) aj (2) {A (X) = Bi (X) Kj (X) } X(X) . (145)
i=1j=1

Considerando a lei de controle (144) e uma taxa de decaimeaito ou igual g3 > 0, os
controladores para controlar o sistema néo linear (145¢moskr obtidos através do projeto
dado pelo teorema a seguir inspirado nos resultados aprdssrem (TANAKA et al., 2009).

Teorema 11. Para o sistema nao lineafl42) suponha que exista uma matriz simétrica po-
linomial X(%) € RN*N, matrizes polinomiais Mx) € R™N e uma constantg > 0, tais que
(146)e (147)sao satisfeitas, sendn (x) > 0 para todo x# 0 e &j > 0, sdo polinbmios néo
negativos

vT(X(R) —&e(x)l)u  éSOS (146)
= (T(X)Ai ()X (R) =T (0B ()M; (%) + X (RAT ()T () = M{ (0B ()TT (%)
+TOA] ()X (R) = T (0B (})Mi (X) +X(RA] ()T (x) = M ()B] ()T (x)

J
-5 20 (Asw) - 3 S

(147)
K L 0% <AIJ'((X))?(X)> + 4BX(X) + €2ij (X)I)u

6 SOS, K j

sendo € RN um vetor que independe de x. A matrizxTe RN*" definida conforme a equagéo
(17).

Além disso, s€147)é factivel conzyij (x) > 0 para todo x# 0, entdo o ponto de equilibrio
x = 0 é assintoticamente estavel e a taxa de decaimento € maigual &3 > 0. Se XX)
€ uma matriz constante, entdo é garantida a estabilidadbajldo sistema. Os ganhos do
controlador s&o dados porik) = M;(x)X ~(%).
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DemonstracaoA prova é semelhante a do Teorema 6. O

Desta forma, torna-se possivel representar e projetarotadbres para um sistema nao li-
near incerto globalmente, através de mod&lagypolinomial, com o conhecimento dos valores
extremos das incertezas e fun¢des nao polinomiais, masseéeseservar que nesta metodolo-
gia de projeto, as fungcbes de pertinéncia seréo incertasta@@ma serdo propostas leis de
chaveamentos que irdo estimar as fungdes de pertinéncia odjetivo de reduzir a derivada
da funcéo de Lyapunov.

5.1 PROJETO DE CONTROLADORES CHAVEADOS VIA SOS

A seqguir serdo considerados dois casos para o projeto deleaitres chaveados. O pri-
meiro caso abordara sistemas @fe,x) = B(x), ou seja, ndo havera fungdes nao polinomiais
ou incertezas na matr(x). O segundo caso abordard uma classe mais abrangente de siste
mas nos quais a matr(a,x) é composta também por pardmetros incertos ou fun¢des néo
polinomiais.

5.1.1 Caso 1: matrizB(a,x) = B(x) conhecida utilizando modeloguzzy polinomiais

Nesta secao sera proposto o projeto de um controlador at@paaa o sistemiuzzypoli-
nomial incerto (142), considerando 8@, X) = B(X), ou seja, ndo hé fungdes néo polinomiais
e incertezas erB(x), isto é

x=A(a,X)X(x) + B(x)u. (148)
Os controladores podem ser obtidos através do projeto dad@iearema 11. A seguir sera

proposto um corolario considerando o caso emBjue x) = B(X).

Coroléario 2. Para o sistemg148)com a lei de realimentacdd44), suponha que exista uma
matriz simétrica polinomial XX) ¢ RN*N matrizes polinomiais Mx) € R™N e uma constante
B > 0, tais que(149) e (150) séo satisfeitas, sendn (x) > 0 para todo x# 0 e &;; > 0 para
todos os valores de x

T (X(%)—&1(x))v  éSOS (149)

T (T(x)ﬂq (OX(R) + XRAT0TT (4

—T(X)BX)M;i(x) — M (X)BT(x)TT(x) (150)
+ 5 28 () + 28X+ eall o 6505
kek dxk |
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sendau € RN um vetor que independe de x. A matrixe RN*" definida conforme a equacéo
(17).

Além disso, s€150)é factivel conzyij (x) > 0 para todo x# 0, entédo o ponto de equilibrio
x = 0 é assintoticamente estavel e a taxa de decaimento € maigual &3 > 0. Se XX)
€ uma matriz constante, entdo é garantida a estabilidadbajldo sistema. Os ganhos do
controlador s&o dados porikk) = M;j(x)X ~(%).

Demonstracdo Segue diretamente do Teorema 11, consider&ndo = B(x), i € K. O

Suponha que as restrigcBes (149) e (150) sejam factiveism Egjx) = Mi(x)Xfl(f(),i €
Ky, os ganhos do controlador dados em (14X)#) obtidos das condi¢des do Corolario 2. En-
tao, considerando na DefinicA¢3(x) = X ~1(%)T (x)B(x)K;(x), define-se o controlador chave-
ado

u=uUs = —Kg(X)R(x), o=argmin* {-%" (X)X 1 NTXBXKXRX)}, o0eckK.

ieKn
(151)
Portanto, considerando (135), o sistema controlado (1d48yé por
r
%= A(Q,X)X(X) + Bug = Zai (Ai (X) — B(X) Ka) . (152)
i=

Teorema 12.Suponha que as condi¢des do Corolario 2 sejam satisfeitasg(x) > 0 para
todo x# 0 e X(X) € uma matriz constante, relativas ao sistgfi¥8)com a lei de controlél144)
e obtenha Kx) = M; ()X (%), i € K;. Entdo a lei de controle chaveada dada &61)torna
o ponto de equilibrio x= 0 do sistemd148), globalmente assintoticamente estavel.

Demonstracdo A demonstracédo € semelhante a do Teorema 7. O

O Teorema 12 mostra que, se as condi¢des do Coroléario 2 fatisfetas, entdo a derivada
da funcdo de Lyapunov com a lei de realimentacdo chaveada $&5 menor ou igual que a
derivada da funcdo de Lyapunov utilizando as funcdes dénpedia. Deve-se observar que
as funcdes de pertinéncia podem ser incertas. Assim, aagfio da lei de chaveamento se
faz eficaz ao, de certa forma, sintetizar as funcdes de pedia com o objetivo de reduzir a
derivada das fungdes de Lyapunov.

5.1.2 Caso 2: matrizB(a,x) incerta utilizando modelosfuzzy polinomiais

Neste caso, sera considerado o sistémaysimilar ao dado em (142), comm, i € K,
definido em (135), ou seja,
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r r

~

X=A(a, )X(%) + B(a, %)u, AWXFEZQA&% QGXFEZQE&% (153)

sendaxo vetor de estado da plant&() um vetor de mondmios em funcéo o ~

Sejav € R" a derivada temporal do vetor de entrada de contradé™. Definax,,; e v,
1
tais quexp.| = U = V|, OU Sejaxn.| = U = / vidt,1 =1,2,....,m. Assim, obtém-se o seguinte
. 0
sistema:

%= A(a,X)X(X) +B(a,X)u,

Xni1 = V1,
. n+1 1 (154)
Xn+m = Vm,
ou equivalente (BARMISH, 1983),
x=A(a,X)X(X) +B(x)v, (155)
sendo
T - |Aa,x) B(a,X 0
X= |:)2T Xn+l N Xn+m:| 5 A(G,X) - ( ) ( ) e B = xm .
OmxnN Omxm Imxm

Das consideragfes acima, nota-se que o sistema (155) @legiévao sistema (148) e por-
tanto o problema cai no Caso 1, semx) & RNFM 1 Agsim, pode-se adotar o procedimento
estabelecido no Caso 1 para projetar a lei de controle ciavea Ky (X)X(x), Ko € R™ (N+M)

A seguir sera proposto uma nova lei de chaveamento, coasdi@também o caso em que
a matrizB(a,x) contém parédmetros incertos, mas sem a necessidade dardutitegradores
como em (153)-(155). Esta nova lei de chaveamento utilizeinea auxiliare; < RNN j e
Ky, que serdo definidas posteriormente, e escolhe um iadiEsta lei de chaveamento também
tera por objetivo reduzir a derivada da funcéo de Lyapunov.

Considere que no projeto do controlador as restricdes sSkjetiveis para todo € K; e
sejamK;(x) = Mj(x)Xfl(f(), ] € Ky, os ganhos do controlador (144). Ent&o, considerando a
Defini¢céo 3H; = Q;(x), define-se o controlador chaveado,

U= g = —Ko(%(x), 0 =arg min'{x' (})Q; (YA}, 0 €Kr. (156)

ou sejao € K, possui o valor do indic¢ que resulta no menor valor o€ (X)Q; (X)X(x).
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Teorema 13. Para o sistemq138) e (156), suponha que existam matrizes simétricas polino-
miais X(%),Qi(x),Z(x) € RN*N matrizes polinomiais Mx) € R™N e uma constantg > 0,

tais que(157), (158)e (159)sdo satisfeitas, sendi(x) > 0 para todo x# 0 e &5 (x) > 0 para
todos os valores de x, sendo polinbmios ndo negativos:

ug (X(X) —e1(X)1)vy  é SOS (157)

T (nm (OX(X) + X(RAT ()
(158)

(X) + Qi (X) + Zi (X) + 2BX () + & (X)l) v €SO0S

|
™M
Q,
S
/)E\_
x

A

—uT (—T(X)Bi OOM; (x) = M (x)BI (X) T (X) — Zi(X) — Q;j(X) &aij (x)l) v éSO0S (159)

sejam satisfeitas para todo i e j, senda RN um vetor que independe de x. A matrixe
RN*" definida conforme a equacd?).

Além disso, s€158)é factivel conzyij (x) > 0 para todo x# 0, entéo o ponto de equilibrio
em x= 0 é assintoticamente estavel e a taxa de decaimento é maiguaba 3 > 0. Se XX)
€ uma matriz constante, entdo € garantida a estabilidadbajldo sistema através da lei de
chaveament¢156), sendo K(x) = M;(x)X~1(%) e Q(x) = X" 1(%)Qi (x) X "L(%).

Demonstracdo A demonstracdo € semelhante a do Teorema 8. O

5.2 RESULTADOS E SIMULACOES

Nesta sec¢do, serédo apresentados exemplos do controléetieasisndo lineares incertos via
SOS baseados em modefagzypolinomial utilizando ganhos chaveados de acordo com uma
lei de chaveamento, cujo o objetivo é reduzir a derivada dgéio de Lyapunov. Com exemplos
e simulacdes sera possivel verificar a eficiéncia da metg@odie controle proposta.

5.2.1 Exemplo 1 - exemplo numérico

Considere o sistema néo linear adaptado de (TANAKA et aQ92Gontendo duas incer-
tezash1(t) e Ap(t):

X1 = (=14 D1 (t) + X1+ X + X1 X0 — X5) X1 + Xo + XU,

(160)
Xp = —2Sin(X1) — (64 Ax(t)) X2+ 7u,
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sendo qué\; (t) = c4Sin(200mt), Ax(t) = ¢, Sin(200mt), ¢, e ¢y Séo valores incertosteé o sinal
de controle.

Na Figura 19 é representado o plano de fase do sistema (1606)adima aberta, sendo a
condicao inicial representado por um circulo em azul. Aglggires finais apds 10 segundos se
distanciam muito da origem e por este motivo ndo estao repiadas.

Figura 19 - Plano de fase do sistema (160) em malha aberta.

2
T
H

w

M

Fonte: Préprio Autor.

As funcgbes de pertinéncia no projeto de controle robustzaido a modelagerfuzzy
proposta, devido as incertezas, sdo incertas. O nimeradéds nao polinomiais e incertezas
independentes presentes no sistema é igual a 3, portantoeyamde modelos locais necessarios
para representar de forma exata o sistema nao linear ircagtal a 2 = 8 modelos locais.

Portanto, o sistema néo linear com parametros incertos g@depresentado utilizando a
T
variagdo paramétrica das incertezas como em (148), coasiequex(X) = X = [xl xz} :
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Ay() = [— 1+ max(Ca) + X1+ X + XgXo — X3 1
-2 —6-+maxcy) |’
Ao(x) — [ 1+ max(Ca) + X1+ + X Xo — X3 1 ]
0,4344 —6-+max(cy) |’
Ag() — [—1—max(Ca) + X1+ + XX — X3 1 ]
-2 —6+min(cy) |’
Aul) — [—1—max(Ca) + X1+ + X1 %o — X3 1 ]
0,4344 —6+min(cy) |’
(14 min(Ca) + X1 + X + X1Xo — X3 1 ]
po(x) = | 1 MING) XX , (161)
-2 —6—max(cp)
Ag(x) — [ 1+ min(Ca) + X1 + X + X1Xo — X3 1 ]
0,4344 —6—maxcy) |’
Ar(x) — [—1—min(Ca) + X1 + X + X1Xo — X3 1 ]
-2 —6—min(cy) |’
Ag(x) — [—1— min(Ca) + X1 + X + X1Xo — X3 1 ]
0,4344 —6—min(cy) |’
X1
B1(X) = B2(X) = ... =Bg(X) = [7

Através do projeto dos ganhos do controlador chaveado da@wrolario 2 considerando
£1=1072 & (x) = 1079 x (x +Xx2), X (X) uma matriz constanteM(x) uma matriz polinomial,
sendo que cada elemento € um polinémio contendo os mondmmsldm O e 1. A regido de
factibilidade do projeto dos ganhos para o controlador ehdo € descrita na Figura 20 e sera
dada em funcéo dos valores incertgsc, e da taxa de decaimento maior ou igu@ & O.
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Figura 20 - Regiédo de factibilidade com a aplicacdo do ctaday chaveado (151) para o sis-
tema (160) considerando o projeto dos ganhos através ddagord .

0.2

xn 0.1

Fonte: Préprio Autor.

Deve-se observar a influéncia da taxa de decaimento na mgiactibilidade, pois quanto
maior a taxa de decaimento, houve uma menor regido de fatdAie em relacdo aos valores
das incertezas. Considerangp= 8 = 0 tem-se o exemplo dado em (TANAKA et al., 2016),
que considera no projeto dos controladores incertezataliias em norma e regido nao con-
vexa, sendo que foi obtido um controlador pega< 0.76. Este artigo também apresenta uma
comparacao com a metodologia do trabalho (CAO et al., 2@#) obteve controladores para
Ca < 0.39, 0 mesmo obtido nesta dissertacdo. Deve-se observaiaguetndologia proposta,
ndo h4 a necessidade de se utilizar as funcdes de pertip@naieompor o sinal de controle e 0
projeto pode ser realizado de maneira sistematica contieaswvalores de maximo e minimo
das incertezas, sem a necessidade de matrizes adiciona(§FARAKA et al., 2016) e (CAO
et al., 2014), os procedimentos de projeto utilizados ciemam o conhecimento das fungdes
de pertinéncia para a implementacéo das leis de controle.

A vantagem da metodologia proposta é que ndo ha a necessdigadizar as fungbes de
pertinéncia para compor o sinal de controle.

Considerando o projeto para dos ganhos do controlador atiavsilizando o Corolario 2,
sendoB = 0.1,c4 = 0.14 ecy = 0.25, os resultados obtidos sdo dados a seguir:

0.1566 ~8.3682x 1010
X(%) = 10° x b 8 , (162)
~8.3682x 10 2.3896
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ka0 [ 1,7813; +0,01087 %, + 1,8678
BT | -2,7966x 10 1% — 1,4928x 10 %%, —0,78392
- T
ko) = 1,7804 +0,01942%; +2,2178
2 4,9319% 10 1% + 1,8711x 10 %%, —0,7839
KX [ 1,7823 +0,011106¢ + 1,8674
ST 1 _3,8433% 10719 — 1,9388x 10 %%, — 0,78393

[ 1,7866¢; -+ 0,0086538; + 2, 2232
Ka(x) = 09 09 ,
—2,9754x 10"%%; — 4.643x 10 %%, — 0, 7840

- T (163)
Ke(x) = 1,9285¢ + 0,01633%; +1,8711
SV | —3,3689x 10 1% — 1,6954x 10 %, —0,85523
- 1T
Ke(x) = 1,9285¢ +0,018146 + 2,2175
o | —5,9315x 10 1% —3,0008x 10 %, —0,85523
- 1T
k() = 1,9307%; + 0,01246%;, + 1,8686
e | —2,4958x 10 %) — 2,0848x 10 %, — 0,85526
- 1T
Ke(x) = 1,9353 4+ 0,007981%, + 2,2076
8 | —9,3492x 10 1% —2,5724x 10 %%, —0,85535

Na Figura 21 pode ser visualizado o plano de fase do sistedfg, (donsiderando, = 0,14
e ¢, = 0,25, em malha fechada através dos ganhos dados em (163) dbsaepartir da lei de
controle (151).

Figura 21 - Plano de fase do sistema (160) considerafndgo0.14 ec, = 0.25, em malha
fechada através dos ganhos dados em (163) e a lei de corttevieacio (151).

O ——

Fonte: Proprio Autor.

Na Figura 22 podem ser visualizados as variaveis de estasistéma ao longo do tempo,
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o sinal de controle e o chaveamento ao longo do tempo coasidiea condigdo iniciad(0) =
T
[—2 —6] sendocy = 0,14 ecy = 0, 25.

Figura 22 - Variaveis de estado, sinal de controle e chavetnge sistema (160) conside-
randoc, = 0,14 ec, = 0, 25, utilizando os ganhos dados em (163) e a lei de con-
trole chaveada (151).

o

0 1 2 3 4 5
t(s)
10
< 57 1
= 0r
& 5L .
_10 L L L L
0 1 2 3 4 5
t(s)
10
s 2r ]
= Or
3 _5/\J |
_10 Il Il Il
0 1 2 3 4 5
t(s)
8, -
7 -
/‘\6 j
=9 *
o 4
3 H N
2, -
17 L L |
0 1 2 3 4 5

Fonte: Proprio autor.

5.2.2 Exemplo 2 - exemplo numérico

Considere o seguinte sistema néo linear adaptado do toalNAKA et al., 2012):

X1 = ser{xy) — 5% + (X5 + 5)u,
1 Mx1) — 5% + (X3 +5) (164)
Xz = —X1 —-Xg.
sendau o sinal de controle.

Na Figura 23 é apresentado o plano de fase do sistema (164)aim aberta, sendo a
condicéo inicial e final apds 100 segundos representadasoirculo e um quadrado em azul
respectivamente.
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Figura 23 - Plano de fase do sistema (164) em malha aberta.

10— TT ]

2o (t)

a0
0 -8

-2 0 2
I (f)
Fonte: Proprio Autor.

10

Neste exemplo sera considerado que pode haver uma falha6el®8inal de controle.
Portanto, o sistema néo linear com parametros incertosggdepresentado utilizando a vari-

T
acao paramétrica das incertezas como em (148), considegara{x) = x = [xl xz] ,

A1(X) = Az(X) =

B1(X) = Ba(X) =

1

-1
%345
0

5
2

bl

], Aolx) = Au(x) = [‘0’_21172 -

B3(x) = Ba(X) = 0,1 x

X%+5

(165)

Desta forma, sera considerando que pode haver o caso em=gu& (x)X(x), sendo 01 <
A <1, considerando o caso em haja 100% do sinal de conthkole {) sendo aplicado no
sistema até o caso em haja apenas 10% do do sinal de coitrel®,(), sendo possivel desta
forma haver uma falha no atuador do sistema de até 90%.

Através do projeto dos ganhos do controlador chaveado dadearema 13 considerando
£1(X) = &i(X) = &3ij(X) = 107%(x2 +x3), X(%),Q(x) e Z(x) sdo matrizes constanted,(x) é
uma matriz cujos elementos sao polindémios formados por m@m¥da ordem 0 e 1, e sera
considerado que a taxa de decaimento especificada € maigualua = 0. Portanto, os
resultados obtidos sdo dados a seguir.
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Ki(X) = [1,4595 —2.3779x 10—8}, Ka(X) = [1,4367 —2.3408x 10—8},
(166)
Ka(X) = [2, 5314 —4,1243x 10—8}, Ka(X) = [1,5687 25558 10—8},
(-0,14987 005816 7.3427 Q05816
Qi(X) = : Q2(X) = ,
0,058169 008877 0,058169 008877 67
(1601693 05815 40,6331 Q05815
Q3(X) = : Qa(X) = ,
| 0,058153 008877 0,058151 008877
72,9305 3764x 10~
x(® = | (29905 2STea o) (168)
2.3764x 10 14,5861

Na Figura 24 € apresentado o plano de fase do sistema (165)lemando os ganhos (166)
para o controlador chaveado (156) considerando as corsdigigais e finais apos 20 segundos,

representadas por um circulo e um quadrado em azul resppeetite.

Figura 24 - Planos de fase do sistema (165) considerandmbeg§166) para o controlador

chaveado (156).

(a) 100% do sinal de controle.

(b) Apenas 10% do sinal de controle.

Fonte: Proprio autor.

Através deste exemplo pode-se verificar a estabilidadatassa global de sistemas néo
lineares incertos utilizando modelhszypolinomiais via SOS, através de uma lei de chavea-

mento.
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5.3 COMENTARIOS

Neste capitulo foi proposto o projeto de controladoresidenando sistemas néo lineares
incertos em geral, utilizando modelaszzypolinomial. Os controladores com ganhos cha-
veados trazem algumas vantagens em relacdo as técnitzadasl na literatura (CAO et al.,
2014; TANAKA et al., 2016), como a ndo necessidade da uifimadas funcdes de pertinéncia
e um desempenho melhor dos controladores em comparagaoscgamloos interpolados com
as funcdes de pertinéncia. Pode-se verificar na Secao 5e3wasados com os controladores
propostos neste capitulo.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

De um modo geral, neste trabalho procura-se estabeleces povjetos de controle para
sistemas néo lineares incertos, utilizando como recursg@ndposicdo em soma de quadrados,
gue pode ser vista como uma extensado das desigualdadesamsalimeares. As desigualdades
matriciais lineares € uma metodologia comumente utilizzetta a analise de desempenho e
projeto de controladores para sistemas lineares e ndedmatlizando modelokizzyTS com
parte consequente linear.

No Capitulo 1 foi apresentada uma revisao do estado da adeopapntrole de sistemas
nao lineares de forma mais abrangente, sendo possivelaartbenicas relevantes atualmente
disponiveis para o projeto de controladores para siste&mbneares baseados na decomposi-
cdo em soma de quadrados. No Capitulo 2 foi apresentada vis@xeéa literatura em que 0s
conceitos fundamentais necessarios para o desenvolvraam@mpreensao do trabalho foram
revisados, dentre esses, destacam}se;estabilidade no sentido de Lyapundy;projeto de
controladores baseado em desigualdades matriciaisdm@ara sistemas linearés); projeto
de controladores baseado em decomposi¢cdo em soma de qpsadead sistemas nao linea-
res cuja a dindmica é representada apenas por fun¢desrpiaiappossibilitando deste modo,
observar que a metodologia via SOS é mais geral do que a lsaseadMVIs.

No Capitulo 3 também foi apresentada uma revisao da litreratum foco em modeldszzy
com parte consequente linear e polinomial, destacaigwopjeto de controladores para siste-
mas nao lineares baseado em mod&lagyTS considerando func¢des de Lyapunov quadréticas;
i) projeto de controladores para sistemas nao lineares lmseadnodeloguzzypolinomial
considerando func¢des de Lyapunov polinomidiy;estudo e comparagcéao do setor néo linear
de acordo com as duas metodologias tratagaspmparacao entre os modefagzylineares e
polinomiais.

6.1 PRINCIPAIS CONTRIBUICOES

No Capitulo 4 foram propostas metodologias de controledoksena decomposicdo em
soma de quadrados para sistemas nao lineares com incegrtditépicas com a dinamica do
sistema descrita apenas por fun¢des polinomiais. O prrpedjeto estudado, visa o projeto de
um unico ganho polinomial de acordo com a lei de realimewotagé —K (x)X(x). Em seguida
foram propostos dois outros métodos de projeto para a mdasseae sistema considerando
controladores com ganhos chaveados, de acordo com a leildeertacdal = —Kg (X)X(X).
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Foi possivel provar que se houver um controlador com ganito &x) que garanta a estabili-
dade do sistema, havera um controlador com ganhos chavéa@gsprojetado com o método
proposto. Através de um exemplo pode-se observar que cGconméo é valido.

Com o objetivo de projetar controladores para sistemaan@seincertos, cuja a dinamica
nao pode ser descrita apenas por funcdes polinomiais, nibu@ap foram propostos contro-
ladores com ganhos chaveados baseados na decomposicamardesquadrados, utilizando
uma lei de controle do tipa = —Kg(Xx)X(X). As incertezas foram consideradas nos modelos
fuzzypolinomiais, desta forma, as funcdes de pertinéncia sed@stas o que torna adequada
a utilizacdo das lei de chaveamento proposta para, de oema.fsintetizar a funcao de perti-
néncia. Deste modo, ndo ha a necessidade de se conheceg@esfda pertinéncia, que muitas
vezes podem ser complexas e/ou desconhecidas.

Os projetos de controladores para sistemas nao lineamsdaag@ropostos se diferenciam
do projeto de controladores com incertezas limitadas blasean SOS descritos na literatura
por ndo dependerem das fungcdes de pertinéncia para compwl de controle. Através das
leis de chaveamento propostas, pode-se realizar projetmsdroladores considerando a norma
He, Sistemas sujeitos a saturacéo no sinal de controle g&stna entrada, entre outros indices
de desemprenho.

6.2 PERSPECTIVAS FUTURAS

e Estabelecer condigbes de relaxamento baseado no traltdMp PARK; JOO, 2016).
Deste modo, considerando aplica¢des praticas, o objetnéotsrnar os ganhos do con-
trolador independentes da matriz polinonX&Kk).

e Na metodologia proposta neste trabalho, foram considsi@talidatas a funcao de Lya-
punow (x) = (X)X 1(X)%, sendaxtomposto pelas variaveis de estado que n&o s&o dire-
tamente afetadas pela entrada de controle. Baseado nafaojodrabalho (GASSARA,
HAJJAJI; CHAABANE, 2016) pretende-se considerar candigla funcéo de Lyapunov

A

mais gerai®/ (x) = (X)X " 1(x)x.

e Tendo em vista aplicacdes préticas, pretende-se consisiEi@acdo no sinal de con-
trole, estabelecendo deste modo uma regido de operacaoetorfALVES et al., 2016;
KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2015) e (GASSARA; HAJJAJI; CHAABNE, 2016).
Podendo ainda estabelecer projetos de controle semilglebte estaveis como em (TA-
NAKA et al., 2016).
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6.3.1 Trabalho completo publicado em anal de congresso

RAMOS, I. T. M.; TEIXEIRA, M. C. M,; ASSUN(;AO, E.; CARDIM, R.ALVES, U. N. L.

T.; MACHADO, E. R. M. D. Controle do sistema cadtico de loren#izando soma de quadra-
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DINCON, 41, 2017, S&o José do Rio Prefmais... Sdo José do Rio Preto: SBA, 2017. p. 1-7.

6.3.2 Trabalho completo aceito em congresso

RAMOS, I. T. M.; ALVES, U. N. L. T.; de OLIVEIRA, D. R. de; TEIXEIRA, M. C. M.; CAR-
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