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RESUMO

Neste trabalho são propostos novos métodos de controle chaveado para uma classe de siste-

mas não lineares incertos utilizando a decomposição em somade quadrados. Inicialmente é

apresentada uma revisão dos conceitos e projetos de controladores baseados em desigualdades

matriciais lineares (do inglêsLinear Matrix Inequalities- LMIs) e a decomposição em soma de

quadrados (do inglêsSum of Squares- SOS), buscando evidenciar as diferenças e vantagens das

metodologias para a área de controle. Comumente são utilizados modelosfuzzypara realizar a

análise da estabilidade e projeto de controladores para sistemas não lineares, e estes modelos

podem ser classificados de acordo com a parte consequente linear ou polinomial. Busca-se neste

trabalho evidenciar as diferenças entre os dois modelosfuzzye a metodologia para projeto de

controladores. Para o caso de sistemas cujas dinâmicas podem ser descritas apenas por funções

polinomiais, serão consideradas incertezas politópicas.Então, visando flexibilizar o projeto

utilizando um controlador composto por um único ganho polinomial e aumentar a região de

factibilidade, são propostos controladores com ganhos polinomiais chaveados. O objetivo desta

lei de chaveamento é minimizar a derivada da função de Lyapunov empregada no projeto. Con-

siderando uma classe de sistemas não lineares mais geral, são propostos controladores com

ganhos chaveados para modelosfuzzypolinomiais. A metodologia proposta não necessita do

conhecimento das funções de pertinência para a implementação da lei de controle chaveada.

Este fato é uma vantagem importante com relação aos inúmerosmétodos que consideram as

funções de pertinência disponíveis pois, muitas vezes, as funções de pertinência podem ser

complexas ou podem também depender de parâmetros incertos da planta, o que dificultam ou

inviabilizam as suas implementações. Através dos resultados obtidos, com análises teóricas e

exemplos numéricos, foi possível mostrar a vantagem da metodologia proposta.

Palavras-chave: Controlador chaveado. Modelosfuzzypolinomiais. Sistemas não lineares

incertos. Soma de quadrados (SOS). Sistemas chaveados.



ABSTRACT

In this manuscript new control methods are proposed for a class of uncertain nonlinear systems

using a sum of squares decomposition. Initially is presented a revision of concepts and control

design procedures based on Linear Matrix Inequalities (LMIs) and on sum of squares (SOS)

evidencing the differences and advantages of these methodologies in the control system design.

Fuzzy models are commonly used to perform stability analysis and controller design for nonli-

near systems, and can be classified by a linear or polynomial consequent model. A goal of this

dissertation is to compare these two methodologies in the control system design of a class of

uncertain nonlinear systems. For the case of systems whose dynamics can be described only by

polynomial functions will be also considered polytopic uncertainty. Therefore, in order to make

the design more flexible than that obtained with only one controller with polynomial gain and

increase the feasibility region, a new procedure for designing controllers with switched poly-

nomial gains is proposed. The purpose of this switching law is to minimize the time derivative

of the Lyapunov function employed in the design. For a more general class of nonlinear sys-

tems, controllers with switched gains for polynomial fuzzymodels are proposed. The proposed

methodology does not require the knowledge of the membership functions for an implementa-

tion of the control law. This fact is an important advantage over the many methods that consider

available the membership functions, because the membership functions can often be complex

or may also depend on uncertain plant parameters, which makes their implementation difficult

or impossible. The presented results, with theoretical analyses and numerical examples, show

the advantages of the proposed procedure.

Keywords: Switched controller. Polinomial fuzzy models. Uncertain nonlinear systems. Sum

of Squares (SOS). Switched systems.
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1 INTRODUÇÃO

Neste capítulo é apresentada a motivação para o trabalho realizado e definindos os objetivos

a serem atingidos. Ao final deste capítulo apresenta-se a organização do texto.

1.1 CONTROLE DE SISTEMAS NÃO LINEARES

No mundo real e não idealizado, a maioria dos sistemas dinâmicos encontrados tem natu-

reza não linear (SLOTINE; LI et al., 1991). Entretanto, o controle e a análise de sistemas não

lineares estão entre os problemas mais desafiadores da teoria de sistemas de controle. Apesar de

muitos anos de pesquisa, ainda não há uma metodologia universal para análise da estabilidade

e desempenho de sistemas não lineares, muito menos para o projeto de controladores para tais

sistemas (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004).

A teoria introduzida pelo matemático russo Alexandr Mikhailovich Lyapunov é uma im-

portante ferramenta para o estudo da estabilidade e controle de sistemas não lineares. O método

proposto não é restrito a análise de apenas uma região ou ponto de operação. Ele determina as

propriedades de estabilidade do sistema não linear pela construção e análise ao longo do tempo

de uma função “energia”, não havendo, desta forma, a necessidade de resolver as equações

diferenciais que descrevem o sistema (SLOTINE; LI et al., 1991).

Considerando as candidatas a funções de Lyapunov do tipo quadrática ou composta, é possí-

vel formular vários problemas na teoria de controle atravésde desigualdades matriciais lineares

(do inglês,Linear Matrix Inequalities- LMI), que comumente são utilizadas para a análise da

estabilidade e projeto de controladores para sistemas lineares (BOYD et al., 1994).

A descrição dos sistemas não lineares por modelosfuzzyTakagi-Sugeno (TS) (TAKAGI;

SUGENO, 1985) possibilita representá-los como uma combinação de modelos locais lineares,

ponderados por funções de pertinência. Estes modelos oferecem uma descrição matemática ade-

quada dos sistemas não lineares (TAKAGI; SUGENO, 1985) e vêmsendo amplamente utiliza-

dos na modelagem e controle de sistemas não lineares. São consideradas funções de Lyapunov

quadráticas e modelos locais lineares e utilizadas as LMIs para análise da estabilidade e pro-

jeto de controladores com restrições, índices de desempenho e incertezas (TANAKA; IKEDA;

WANG, 1998; TANAKA; WANG, 2004; TEIXEIRA; ASSUNÇÃO; AVELLAR, 2003; MO-

ZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2008; SOUZA et al., 2013; ALVES etal., 2016).

Os modelosfuzzyTS possibilitam a representação dos sistemas não lineares por subsistemas

combinados através das funções de pertinência, e por meio das técnicas propostas por Taniguchi
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et al. (2001), também conhecida como forma generalizada, ossistemas não lineares podem ser

representados de forma exata em uma região de operação.

Esta representação exata permite então o projeto de controladores para sistemas não linea-

res através de sua descrição pelo modelofuzzyTS, desde que o sistema permaneça na região de

espaço de estados na qual o modelo foi obtido. Neste contextopodem ser aplicadas técnicas de

controle que utilizam a Compensação Paralela Distribuída (CDP) (TEIXEIRA; ZAK, 1999;

WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1995, 1996; TANAKA; IKEDA; WANG, 1998; TANAKA;

WANG, 2004), fazendo uso das funções de pertinência dos modelos fuzzyna composição da

lei de controle (ALVES et al., 2016).

Em Parrilo (2000) propõem-se a decomposição de funções não lineares polinomiais mul-

tivariadas em soma de quadrados (do inglêsSum of Squares- SOS). Essa nova metodologia

aplicada na análise da estabilidade e projeto de controladores trouxe vários avanços em relação

as LMIs, como, por exemplo, a possibilidade de não se restringir apenas as funções de Lyapu-

nov quadráticas ou compostas (TANAKA et al., 2009; PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU;

WU, 2004).

Considerando sistemas não lineares cujas dinâmicas podem ser descritas apenas por fun-

ções polinomiais dependentes do vetor de estado do sistema (sistemas polinomiais), não há a

necessidade da utilização de modelosfuzzyTS para a análise da estabilidade e projeto de con-

troladores (PAPACHRISTODOULOU; PRAJNA, 2002; PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU;

WU, 2004). Como exemplos de sistemas cujas dinâmicas podem ser representadas apenas por

funções polinomiais estão os sistemas caóticos, como o sistema de Lorenz (LORENZ, 1963),

Rossler (RÖSSLER, 1976), Chen (UETA; CHEN, 2000) e Lü (LÜ; CHEN; ZHANG, 2002).

Sistemas caóticos são não lineares e apresentam uma complexa dinâmica aperiódica, sendo

a trajetória do sistema muito sensível às condições iniciais. Os sistemas caóticos apresentam

várias aplicações nos dias de hoje, tais como em comunicaçãosegura, sistemas biológicos, siste-

mas ecológicos, entre outros (LAM, 2010; CHUANG et al., 2013). Controle e sincronização de

sistemas caóticos podem ser eficientemente solucionados via SOS (LAM; LI, 2014; RAMOS et

al., 2017). A principal diferença entre a utilização de modelos fuzzyTS, linearização em torno

do ponto de equilíbrio e a decomposição em SOS, é que, diferente dos dois primeiros, com

o uso das técnicas de soma de quadrados, o projeto dos controladores é válido para qualquer

condição inicial, não havendo necessidade de limitar o sistema a uma região de operação.

A análise da estabilidade e o projeto de controladores para sistemas polinomiais podem,

em princípio, serem considerados restritivos em relação aos sistemas não lineares que, em ge-

ral, possuem funções não polinomiais no modelo do sistema. Entretanto, tendo em vista o

crescente aumento de técnicas de análise e projetos baseados em SOS, tais sistemas estão se

tornando cada vez mais atrativos. Em Xu, Xie e Wang (2009) e Jennawasin, Narikiyo e Kawa-

nishi (2010) são propostos projetos de controladores robustos para sistemas polinomiais com
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incertezas politópicas. Em Nguang, Saat e Krug (2011) são consideradas incertezas limitadas

em norma para realizar o projeto do controlador para realimentação estática da saída de siste-

mas polinomiais. No trabalho Huang, Hong-Fei e Jian-Ping (2013) propuseram controladores

com garantia da normaH∞ para sistemas polinomiais incertos.

Para contemplar sistemas não lineares cujas dinâmicas são representadas não apenas por

funções polinomiais, Tanaka et al. (2007b) propuseram a modelagem em modelosfuzzypolino-

miais para analisar a estabilidade e em Tanaka et al. (2007a)os autores propuseram projetos de

controladores via compensação paralela distribuída polinomial (CAO et al., 2014). No trabalho

Tanaka et al. (2009) é possível verificar que o SOS é um caso mais geral que inclui as LMIs,

deste modo os resultados dos trabalhos mostraram que a decomposição em SOS dos sistemas

não lineares utilizando modelosfuzzypolinomiais e funções de Lyapunov polinomiais, reduz o

conservadorismo imposto pelas LMIs.

O SOS constitui um método flexível para resolver problemas relacionados à engenharia de

controle possibilitando assim como as LMIs, transformar diversos problemas de controle em

restrições solucionáveis via algoritmos computacionais.O SOS pode resolver problemas que

envolvam muitas variáveis matriciais, contemplando também o caso de matrizes polinomiais,

sendo os polinômios dependentes do vetor de estado do sistema. Além disso, diversas restrições

podem ser impostas a estas variáveis como índices de desempenho e restrições exigidas no

projeto do controlador.

Motivados pelos benefícios da proposta de analisar a estabilidade e de projetar controlado-

res de sistemas não lineares via SOS, pesquisadores apresentaram propostas, como a análise da

estabilidade com garantia de taxa de decaimento (YUM; WANG,2013), a análise da estabili-

dade e estimação da região de atração (CHEN et al., 2015), a análise da estabilidade utilizando

múltiplas funções de Lyapunov (GUELTON et al., 2013), controle com custo garantido de mo-

delosfuzzypolinomiais (TANAKA; OHTAKE; WANG, 2009), o critério de estabilidade não

convexa para modelosfuzzypolinomiais (CHEN et al., 2013) e restrições de entrada e saída

considerando modelosfuzzypolinomiais (YU; HO, 2012).

Problemas mais complexos como o controle de sistemas não lineares através de modelos

fuzzypolinomiais considerando atraso no vetor estado do sistemae sujeito a saturação são pro-

postos em Gassara, Hajjaji e Chaabane (2016). Projeto de controladores robustos considerando

a redução da normaH∞ para modelosfuzzypolinomiais são propostos por Yu, Huang e Cheng

(2016). O controle robusto com custo garantido de modelosfuzzypolinomiais considerando

atraso no vetor de estado do sistema são propostos por Li e Wang (2012).

Devido aos problemas de caráter prático e acadêmico foram propostas condições que garan-

tem a estabilidade de sistemas chaveados (SOUZA, 2013). Algumas dessas condições são ba-

seadas em LMIs (GEROMEL; DEAECTO, 2009; DEAECTO; GEROMEL; DAAFOUZ, 2011)

e, recentemente, foi desenvolvida a metodologia de controle chaveado para sistemas lineares e
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não lineares com incertezas politópicas (SOUZA et al., 2013, 2014a; ALVES et al., 2016).

No mundo real a maioria dos sistemas podem conter incertezas, oriundos de desgaste me-

cânico, variação de constantes no modelo do sistema, imprecisão nos componentes elétricos do

circuito, entre outros. Portanto, a habilidade para controlar um sistema em um ambiente in-

certo ou impreciso é uma característica importante nos controladores a serem projetados (MA-

CHADO, 2003).

Um procedimento que considera as incertezas do sistema nos modelosfuzzyTS foi proposto

em (SANTIM et al., 2012). Este método considera que o sistemanão linear possui parâmetros

incertos, sendo os extremos conhecidos. Ainda assim, pode-se obter um modelofuzzyque

represente exatamente este sistema em uma região de operação. Contudo, neste procedimento,

embora sejam conhecidos os modelos locais, as funções de pertinência obtidas são incertas, pois

serão dependentes dos parâmetros incertos. Assim, técnicas que utilizam o conceito de controle

CDP não podem ser diretamente utilizadas.

Em Souza et al. (2014a) e Souza et al. (2014b) os autores propõe a não utilização das fun-

ções de pertinência do modelo na estrutura do controlador, desta forma, não há a necessidade de

utilizar as expressões que definem as funções de pertinênciapara o cálculo do sinal de controle,

que muitas vezes podem ser complexas e difícil de se obter. A lei de chaveamento proposta

tem como objetivo a minimização da derivada da função de Lyapunov. Nesta abordagem, a

derivada da função de Lyapunov com este controle chaveado é menor ou igual à derivada da

função de Lyapunov com a lei de controle usando CDP, que considera as funções de pertinência

disponíveis. As condições de projeto são descritas em termos de LMIs e podem ser resolvidas

computacionalmente.

A lei de controle chaveada (SOUZA et al., 2014a, 2014b) apresenta menor conservado-

rismo quando comparada ao uso de um único ganho de realimentação, podendo ser aplicada no

controle de modelosfuzzyTS incertos e também de modelos lineares com incertezas politópicas

(SOUZA et al., 2013). Em Alves et al. (2016) é proposto um exemplo que ilustra o ganho de

desempenho que pode ser obtido ao considerar o controle chaveado em comparação com a re-

alimentação do vetor de estado com um único ganho em um sistema linear incerto e invariante

no tempo. A partir deste exemplo é possível observar o menor conservadorismo da lei de con-

trole chaveada em relação à realimentação do vetor de estadocom um único ganho e também

melhores índices de desempenho, quando comparada à utilização de uma lei de controle com

um único ganho (OLIVEIRA et al., 2018).

Em Buzetti (2017) é provado que se um sistema pode ser controlado utilizando um único

ganho, haverá um controlador com ganhos chaveados propostoem (SOUZA, 2013; SOUZA et

al., 2014a, 2013) que também podem controlar o sistema. Em umexemplo também apresentado

em Buzetti (2017) é possível observar o melhor desempenho docontrolador chaveado e a re-

dução do conservadorismo, pois foi possível controlar um sistema utilizando ganhos chaveados
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mas não com um único ganho.

O controle chaveado de sistemas não lineares utilizando modelosfuzzyTS é uma metodolo-

gia eficaz e pode solucionar problemas complexos, como o projeto de controladores chaveados

H∞ para uma classe de sistemas não lineares incertos sujeito a saturação (OLIVEIRA et al.,

2018), sem a necessidade de obter as funções de pertinência que combinam os modelosfuzzy

TS. Deste modo, estas técnicas de controle são convenientespara aplicações práticas.

Em Chen e Juang (2011) foram desenvolvidos controladores chaveados para modelosfuzzy

polinomiais, em que a lei de controle é dependente das funções de pertinência e a lei de cha-

veamento está relacionada com o vetor de estado do sistema deacordo com regrasfuzzy. Em

Baldi, Kosmatopoulos e Ioannou (2013) foi proposto uma metodologia de controle chaveado de

supervisão adaptativo para sistemas não lineares incertos.

Em Cao et al. (2014) os autores propuseram o controle de sistemas não lineares incertos

utilizando modelosfuzzypolinomiais considerando as incertezas limitadas em normae também

a diminuição do conservadorismo no projeto dos controladores em relação ao trabalho proposto

em Tanaka et al. (2009). Atualmente, os trabalhos que tratamde sistemas não lineares utilizando

modelosfuzzypolinomiais utilizam incertezas limitadas em norma (LI; WANG, 2012; CAO et

al., 2014; TANAKA et al., 2016; KIM; PARK; JOO, 2016; YU; HUANG; CHENG, 2016).

Nestes casos, o sinal de controle é obtido através da combinação dos ganhos com as funções de

pertinência.

As incertezas limitadas em norma também foram utilizadas emtrabalhos nos quais a planta

foi descrita através de modelosfuzzyTS, como em Tanaka e Wang (2004), Lee, Park e Chen

(2001). Para realizar a modelagem do sistema considerando as incertezas limitadas em norma é

necessário conhecer os limites das incertezas para realizar o projeto e também escolher matrizes

adicionais adequadas que são utilizadas para expressar a incerteza e que influenciam no projeto

do controlador (LEE; PARK; CHEN, 2001). Desta forma, modelar um sistema utilizando as

incertezas limitadas em norma, pode acarretar em resultados diferentes ou infactíveis, de acordo

com a escolha das matrizes utilizadas para representar as incertezas.

Os projetos de controladores robustos chaveados para sistemas não lineares baseados na

decomposição em soma de quadrados ainda é um tema não explorado na literatura. Neste

trabalho, serão propostos controladores chaveados baseados em SOS considerando incertezas

politópicas, portanto será necessário conhecer os valoresde máximo e mínimo das incertezas.

Os controladores chaveados propostos serão uma extensão dos trabalhos Souza et al. (2013,

2014a).
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1.2 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho é propor novas leis de controle, considerando uma classe

de sistemas incertos cuja a dinâmica é dada apenas por funções polinomiais dependentes do

vetor de estado do sistema. Também serão considerados sistemas não lineares incertos cujas

dinâmicas não são representadas apenas por funções polinomiais, sendo que para isso serão uti-

lizados os modelosfuzzypolinomiais. Para atingir estes objetivos, neste trabalhosão propostos

os seguintes objetivos secundários:

• Descrever um sistema não linear incerto utilizando SOS considerando incertezas politó-

picas, sendo conhecidas as não linearidades e também os valores máximos e mínimos das

incertezas.

• Propor projetos de controle para sistemas não lineares utilizando modelosfuzzypolino-

miais baseados em (SOUZA, 2013; SOUZA et al., 2014a, 2013), não sendo necessário o

conhecimento das funções de pertinência.

• Estabelecer procedimentos de projetos para controladoreschaveados de sistemas não li-

neares incertos utilizando SOS.

• Apresentar exemplos e simulações que demonstrem as vantagens dos métodos propostos.

1.3 ORGANIZAÇÃO DA DISSERTAÇÃO

Para uma apresentação adequada do tema e dos resultados obtidos, este trabalho está orga-

nizado da seguinte forma:

• No Capítulo 2 será feita uma revisão da literatura sobre LMIse SOS na área de controle,

apresentando os conceitos fundamentais necessários para odesenvolvimento e compre-

ensão do trabalho. De forma teórica, será possível compararos projetos de controladores

com a abordagem de LMIs e SOS.

• No Capítulo 3 serão tratados os modelosfuzzyTS, com foco nos modelos com partes

consequentes lineares e polinomiais, observando o setor não linear das duas metodologias

e destacando as diferenças entre elas. Ainda neste capítulo, serão comparados os projetos

de controladores para um sistema não linear utilizando modelos fuzzyTS e polinomiais.

Desta forma, através de um exemplo, será possível observar as vantagens da utilização

dos modelosfuzzypolinomiais.

• No Capítulo 4 será considerada uma classe de sistemas não lineares incertos cuja a di-

nâmica pode ser descrita apenas por funções polinomiais. Inicialmente será utilizada a
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proposta de se realizar o controle dos sistemas polinomiaisincertos por um controlador

K(x) polinomial dependente do vetor de estado. Com o objetivo de reduzir o conserva-

dorismo e aumentar a região de factibilidade, será propostoum ganhoKi(x) para cada

vértice i do politopo das incertezas, sendo apresentadas duas leis dechaveamento para

selecionar o ganho que reduzirá a derivada da função de Lyapunov. Desta forma, a lei

de controle será dada poru = Kσ (x)x̂(x), sendo ˆx(x) um vetor coluna contendo monô-

mios dependentes do vetor de estado do sistema eσ ∈ {1,2, . . . , r}, o índice do ganho do

controlador chaveado selecionado, que é uma função do vetorx. São apresentados neste

capítulo exemplos e simulações computacionais.

• No Capítulo 5 será considerada uma classe de sistemas não lineares incertos mais geral,

sendo a dinâmica do sistema descrita não apenas por funções polinomiais. Desta forma,

serão utilizados os modelosfuzzycom parte consequente polinomial. Inicialmente será

proposto o controle dos sistemas não lineares incertos descritos por modelosfuzzypoli-

nomiais através de duas leis de chaveamento, sendo que a lei de controle será dada por

u = Kσ (x)x̂(x). Deve-se observar que as lei de chaveamento, de certa forma sintetizará

as funções de pertinência, de modo a reduzir a derivada da função de Lyapunov. São

apresentados neste capítulo exemplos e simulações computacionais.

• No Capítulo 6 serão apresentadas as conclusões sobre o trabalho proposto. Diante dos

resultados obtidos e o estado da arte do problema estudado, serão descritas as perspectivas

para trabalhos futuros.

Neste trabalho, as implementações computacionais foram feitas no MATLAB. Problemas

sintetizados a partir de LMIs foram implementadas através da interface YALMIP (LOFBERG,

2004), com osolverSeDuMi (STURM, 1999). Para os problemas sintetizados com SOS, foram

implementados através da interface SOSTOOLS (PAPACHRISTODOULOU et al., 2013) com

o solverSeDuMi.
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2 DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES E SOMA DE QUADRADOS

Neste capítulo são apresentados alguns conceitos sobre desigualdades matriciais lineares

(LMIs) (BOYD et al., 1994), e também sobre soma de quadrados (SOS). Ao final deste capítulo

será possível observar que a abordagem utilizando soma de quadrados é uma extensão da abor-

dagem utilizando LMIs. Será também apresentado o projeto docontrolador por realimentação

de estado que torna o sistema globalmente assintoticamenteestável para controlar um sistema

não linear via SOS, cuja a dinâmica possa ser representada apenas por funções polinomiais

dependentes do vetor de estado do sistema.

2.1 DESIGUALDADES MATRICIAIS LINEARES

Na década de 1980 foram abertos caminhos para que problemas de controle pudessem ser

convertidos em problemas convexos descritos por desigualdades matriciais lineares. O desen-

volvimento de sofisticados algoritmos numéricos tornaram possível a solução computacional de

LMIs de modo eficiente. (BOYD et al., 1994).

As LMIs podem ser usadas para resolver problemas complexos que envolvam muitas va-

riáveis matriciais e, considerando os projetos relacionados à engenharia de controle, diversas

restrições podem ser impostas a estas variáveis, dependendo dos requisitos de projeto, consti-

tuindo um método flexível para a síntese de controladores (BOYD et al., 1994).

Uma definição importante para o entendimento das LMIs é o conceito de matrizes definidas

positivas e semidefinidas positivas. Uma matriz simétricaP é dita definida positiva (P> 0) se

todos os autovalores forem maiores que 0 e será dita semidefinida positiva (P≥ 0) se todos os

autovalores forem maiores ou iguais a 0.

Uma LMI é uma desigualdade da seguinte forma (BOYD et al., 1994):

S(x) = S0+
n

∑
i=1

xiSi ≥ 0. (1)

Na equação (1),x∈ R
n é uma variável vetorial (suas componentes sãoxi , i = 1, . . . ,n) e as

matrizes simétricasSi = ST
i ∈ R

m×m, i = 0,1, . . . ,n são conhecidas. A LMI (1) é uma restrição

convexa emx, ou seja, o conjunto{x/S(x)> 0} é convexo. A desigualdade (1) pode representar

uma ampla variedade de restrições convexas emx, tais como restrições para controle de sistemas

dinâmicos, de acordo com uma candidata a função de Lyapunov quadrática.
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Contudo as LMIs são normalmente escritas de forma que as variáveis sejam matrizes, como

por exemplo:

R+MT
1 P1N1+NT

2 P2M2+ · · ·+MT
n PnNn+NT

n PnMn < 0. (2)

em queMi, Ni e R, i = 1,2, . . . ,n, são matrizes com elementos constantes ePi, i = 1,2, . . . ,n

são variáveis matriciais simétricas, ou seja, cada elemento da matriz é uma variável, sendo estes

valores obtidos a partir da solução da restrição (2).

Considere o seguinte sistema linear e invariante no tempo:

ẋ= Ax+Bu, (3)

sendoA∈R
n×n, x∈R

n o vetor de estado,B∈R
n×m, a matriz de entrada do sistema eu∈R

m o

vetor de entrada. Suponha que todas as variáveis de estado estão disponíveis para realimentação.

Deste modo, uma lei de controle do sistema é dado por:

u=−Kx, (4)

sendoK ∈ R
m×n.

Teorema 1. (BOYD et al., 1994) Considere o sistema descrito por (3) e a lei de controle dada

em (4). Caso existam uma matrizM ∈R
m×n e uma matriz simétrica definida positivaX ∈R

n×n

tais que

XAT −MTBT +AX−BM < 0, (5)

então a lei de controle (4), sendoK =MX−1, torna o sistema realimentado (3) e (4) globalmente

assintoticamente estável.

Demonstração.A prova será omitida e pode ser obtida em (BOYD et al., 1994). Mas deve-

se observar que foi utilizada uma candidata à função de Lyapunov quadrática da formaV =

xTX−1x.

A LMI (5) pode ser escrita como a inequação (1), sendoS0 uma matriz nula, portanto:

X =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

χi j ϒi j , M =
m

∑
s=1

n

∑
q=1

ϖsqΨsq (6)

sendo queϒi j eΨsqsão matrizes com elementos(i, j),( j, i) e(s,q),(q,s) respectivamente iguais

a 1 e todos os outros elementos iguais a 0,χi j e ϖsq são constantes parai, j,q∈ Kn e s∈ Km.

Assim, de (1), tem-se que
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−XAT +MTBT −AX+BM

=−
n

∑
i=1

n

∑
j=1

χi j ϒi j A
T +

m

∑
s=1

n

∑
q=1

ϖsq(Ψqs)
TBT −A

n

∑
i=1

n

∑
j=1

χi j ϒi j +B
m

∑
s=1

n

∑
q=1

ϖsqΨqs> 0

=−
m

∑
i=1

n

∑
j=1

χi j

(

ϒi j A
T +Aϒi j

)

+
n

∑
s=1

n

∑
q=1

ϖsq

(

BΨqs+ΨqsB
T
)

.

(7)

2.2 SOMA DE QUADRADOS

Métodos computacionais baseado na decomposição em soma de quadrados e programação

semidefinida foram propostos em Papachristodoulou et al. (2013), Seiler (2013) para analisar

ou criar uma função multivariada semidefinida positiva. Tais métodos podem ser utilizados para

a construção de funções de Lyapunov polinomiais para a análise da estabilidade, desempenho e

projeto de controladores (PARRILO, 2000; PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004;

TANAKA et al., 2009).

A proposta da estrutura baseada em SOS fornece uma série de inovações e melhorias às

estruturas baseadas em LMIs e também para o controle de modelos fuzzy(TANAKA et al.,

2009). A possibilidade de considerar candidatas à função deLyapunov mais complexas do que

apenas quadráticas relaxa o sistema, da mesma forma que a especificação de ganhos formados

por termos polinomiais dependentes das variáveis de estado.

O avanço computacional permitiu que algoritmos pudessem fornecer soluções para proble-

mas complexos, como determinar o coeficiente dos monômios que formam um polinômio e o

tornam semidefinido positivo, fornecendo uma condição suficiente e não necessária que é res-

tringir este polinômio para ser uma soma de quadrados. Para aárea de controle, estes resultados

são importantes, pois permitem projetos de controladores que considerem funções de Lyapu-

nov polinomiais e a presença de termos polinomiais nas matrizes que formam as restrições nos

projetos de controladores (PARRILO, 2000; PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004;

TANAKA et al., 2009).

Na subseções a seguir serão apresentados os conceitos de nãonegatividade global e decom-

posição em soma de quadrados, que serão necessários para realizar a escolha da candidata à

função de Lyapunov para o estudo da estabilidade e projeto decontroladores.

2.2.1 Não negatividade global

Um problema básico que aparece em muitas áreas da matemáticaé verificar a positividade

de uma função polinomial de várias variáveis (multivariada). Considere um polinômio multiva-

riadoF(x),x∈ R
n, sendo
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F(x1, . . . ,xn)≥ 0, ∀x1, . . . ,xn ∈ R. (8)

Certamente, o problema é dar condições equivalentes ou um procedimento para verificar

a validade da proposição. Para se estudar o problema a partirde uma abordagem algorítmica,

precisa-se fornecer mais restrições para a classe de funções F(x), uma vez que a questão geral

pode não ter solução (PARRILO, 2000).

A seguir serão apresentadas definições que serão úteis para compreender o trabalho.

Definição 1. (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) Um monômio dependente de

x∈ R
n é uma função da formaxβ1

1 xβ2
2 . . .xβn

n , sendoβ1,β2, . . . ,βn inteiros não negativos.

Deve-se notar que o monômio é um polinômio e a ordem do polinômio dependerá do maior

valor deβi, i ∈ {1,2, . . . ,n}.

Definição 2. (PARRILO, 2000) Um polinômio multivariadof (x) é uma combinação linear

finita de monômios:

f (x) = ∑
β

cβ xβ = ∑
β

cβ xβ1
1 . . .xβn

n , cβ ∈ η, (9)

sendo que a soma é sobre um número finito de n-variáveisβ = (β1, . . . ,βn), βi ∈ N.

Muitos problemas da área de controle podem ser reduzidos a encontrar funções de Lyapu-

nov que permitam analisar a estabilidade do sistema e projetar controladores de acordo com as

restrições impostas ou requeridas pelo projetista, ou seja, a verificação da positividade global

de funções polinomiais multivariadas (PARRILO, 2000).

O problema geral de testar a positividade global de uma função polinomial multivariada é,

de fato, um problema difícil e complexo. Para evitar complexidade inerente relacionada com

a solução exata, uma dessas condições é dada pela existênciade uma decomposição em soma

de quadrados das funções polinomiais (PARRILO, 2000). Deste modo, serão consideradas

restrições na classe de funções polinomiais multivariadaspara determinar a positividade global.

2.2.2 Decomposição em soma de quadrados

Se um polinômioF(x) satisfaz (8), então uma condição simples para uma função de valor

realF(x) ser não negativa em toda região é dada pela existência da decomposição em soma de

quadrados:

F(x) = ∑
i

f 2
i (x)∀ i = 1, . . . ,n. (10)
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Se uma funçãoF(x) pode ser escrita como (10), paran polinômios fi(x), então ela é não

negativa para todos os valores dex.

Embora a soma de quadrados ofereça uma condição suficiente e não necessária, as experi-

ências numéricas parecem indicar que a diferença dos resultados obtidos entre a soma de qua-

drados e a não negatividade de polinômios é pequena (PRAJNA;PAPACHRISTODOULOU;

WU, 2004).

O que é ainda mais instrumental para aplicações de controle éo fato de que quando o

polinômio multivariadof (x) não é exatamente determinado, mas os coeficientes dos monômios

que formam o polinômio são de outra forma parametrizados em termos de alguma incógnita, a

busca por valores eficientes que tornamf (x) uma soma de quadrados ainda pode ser realizada

usando programação semidefinida.

A decomposição em soma de quadrados pode ser representada através da matriz de Gram. A

ideia básica do método é expressar o polinômio dado como uma forma quadrática em algumas

novas variáveiszi . Estas novas variáveis são dependentes das variáveis originaisxi . Sendo

o grau do polinômiom, os monômios serão de grau inferior ou igual am/2 e dados pelos

diferentes produtos das variáveisxi . Portanto,F(x) pode ser representado como (PARRILO,

2000):

F(x) = zTQz, (11)

sendo queQ uma matriz constante. Se na representação acimaQ é semidefinida positiva, então

F(x) é também semidefinida positiva. Esta metodologia pode ser conservadora de um modo

geral. A principal razão é que, uma vez que as variáveiszi não são independentes, a represen-

tação (11) pode não ser única eQ pode ser semidefinida positiva para algumas representações

mas não para outras. Usando restrições identicamente satisfeitas que relacionam as variáveis

zi entre si (da formazizj = zkzl ou z2
i = zkzl ), pode-se demonstrar que existe um subespaço li-

near de matrizesQ que satisfaz (11). Se a intersecção deste subespaço com o cone da matriz

positiva semidefinida não for vazia, então é garantida que a função originalF(x) é uma soma

de quadrados (e portanto semidefinida positiva). Isso decorre de uma decomposição espectral

para matrizes simétricas,Q=YTDY, sendoD uma matriz diagonal com elementos na diagonal

principal iguais adi ≥ 0, que implica a soma de quadradosF(x) = ∑
i

di (Yz)2
i , sendo que(Yz)i

corresponde ao elemento da linhai do vetor(Yz), conforme a Observação 1. Por outro lado, se

F(x) pode de fato ser escrita como uma soma de quadrados de polinômios, então a expansão

em monômios irá fornecer a representação (PARRILO, 2000).

Observação 1.A matriz Q é uma matriz simétrica, sendo a função F(x) em (11) uma soma

de quadrados. Os autovalores da matriz Q serão iguais ou maiores que zero, pois F(x) ≥ 0.

Desta forma, pode-se utilizar a decomposição espectral para matrizes simétricas, obtendo-se a
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seguinte representação Q= YTDY, sendo Y uma matriz ortogonal formada pelos autovetores

da matriz Q e a matriz diagonal D, cujos elementos da diagonalsão os autovalores da matriz

Q, representados por di. Deve-se observar que Q≥ 0, portanto di ≥ 0. Desta forma, tem-se:

F(x) = zTQz= zTYTDYz= (Yz)TD(Yz)

= ∑
i
(Yz)idi(Yz)i = ∑

i
di(Yz)2

i ∀ i = 1, . . . ,n.

Deve-se observar que(Yz) é um vetor com apenas uma coluna, portanto(Yz)i corresponde

ao elemento i da linha do vetor.

Como exemplo, considere o seguinte polinômio apresentado em Parrilo (2000), sendo

F(x1,x2) = 2x4
1+2x3

1x2−x2
1x2

2+5x4
2. Definindo o vetor de monômioszcomposto pelos seguin-

tes elementosz1 = x2
1, z2 = x2

2, z3 = x1x2, portanto, o polinômio pode ser escrito da seguinte

forma:

F(x1,x2) = 2x4
1+2x3

1x2−x2
1x2

2+5x4
2 = zTQz

=







x2
1

x2
2

x1x2







T 





2 0 1

0 5 0

1 0 −1













x2
1

x2
2

x1x2







=







x2
1

x2
2

x1x2







T 





2 −λ 1

−λ 5 0

1 0 −1+2λ













x2
1

x2
2

x1x2






.

Observe que a matriz simétricaQ não é necessariamente única e o polinômioF(x1,x2) pode

ser representado na forma quadrática para qualquer valor real deλ .

Considerandoλ = 3, a matrizQ pode ser decomposta da seguinte forma:

Q= LTL, L =
1√
2

[

2 −3 1

0 1 3

]

Deve-se observar que a decomposiçãoQ = LTL é uma condição para que a matriz simé-

trica Q seja semidefinida positiva (CHEN, 1998). Deste modo, o polinômio F(x1,x2) pode ser

decomposto em uma soma de quadrados:

F(x1,x2) =
1
2
((2x2

1−3x2
2+x1x2)

2+(x2
2+3x1x2)

2).

Uma decomposição em soma de quadrados paraF(x) pode ser obtida usando programação

semidefinida, uma vez que equivale a procurar por um elementoQ na intersecção do cone
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de matrizes semidefinidas positivas e um conjunto definido por algumas restrições afins que

surgem de (11) (PARRILO, 2004).

As propriedades mais importantes que distinguem a condiçãode programação semidefinida

de outras abordagens para o problema da não negatividade polinomial é a sua relativa adaptabili-

dade e o fato de que ela pode ser facilmente estendida ao caso incerto, isto é, quando procura-se

um polinômio semidefinido positivoF(x) sujeito a condições adicionais (PARRILO, 2000).

Este último recurso é importante para a aplicação em muitos problemas relacionados com a

teoria de controle. A partir da teoria apresentada anteriormente, pode-se formular a seguinte

proposição.

Proposição 1. (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) SejaF(x) um polinômio

multivariado dependente dex ∈ R
n de grau 2d. Além disso, considere que ˆx(x) é um vetor

coluna com todos os seus elementos sendo monômios emx com grau não maior qued. Então,

F(x) é um SOS se, e somente se, existe uma matriz semidefinida positiva P tal que

F(x) = x̂T(x)Px̂(x). (12)

Um polinômio multivariadop(x1, . . . ,xn) é uma soma de quadrados se existirem polinômios

f1(x), . . . , fm(x) tais que

p(x) =
m

∑
i=1

f 2
i (x).

Portanto,p(x) é um SOS, ou seja,p(x) ≥ 0. Sep(x)− ε(x) é um SOS sendo queε(x) > 0

parax 6= 0, entãop(x)> 0 parax 6= 0.

Deve-se ter em mente que nem todo polinômio semidefinido positivo é um SOS, como é o

caso do polinômio de Motzkin,

M (x,y) = x2y4+x4y2+1−3x2y2, (13)

sendo queM (x,y) ≥ 0 mas não pode ser decomposto em um SOS (PARRILO, 2000).

Portanto toda soma de quadrados é um polinômio, mas nem todo polinômio semidefinido

positivo é uma soma de quadrados. Assim, a soma de quadrados éum subconjunto das funções

polinomiais semidefinidas positivas.

2.2.3 Estabilização utilizando soma de quadrados

Considere um sistema ˙x = f (x)+ g(x)u sendo f (x) e g(x) funções polinomiais. Encon-

trar um controlador para o sistema, pode ser equivalente a obter uma lei de realimentação de
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estado polinomialu = K(x)x̂(x) e uma função de Lyapunov polinomial (não necessariamente

quadrática)V(x) tais que

V(x)− ε(x) é SOS,

−∂V
∂x

( f (x)+g(x)K(x)x̂(x)) é SOS.
(14)

sendoε(x)> 0 parax 6= 0 eK(x) uma matriz polinomial de dimensões apropriadas.

No entanto, o conjunto solução deV(x) e K(x) que satisfazem as condições anteriores

não é um conjunto convexo e portanto uma busca simultânea de tal V(x) e K(x) é complexa,

equivalente a resolver algumas desigualdades matriciais bilineares (BMIs) (PRAJNA; PAPA-

CHRISTODOULOU; WU, 2004).

O produto direto ou produto de Kronecker, que será utilizadoa seguir para o relaxamento

das condições polinomiais, é denotado por⊗. O produto de Kronecker é um operador em que

duas matrizes de dimensões arbitrárias resulta em um bloco matricial (GRAHAM, 1981). O

produto de Kronecker não deve ser confundido com a multiplicação de matriz usual.

Dadas as matrizesA ∈ R
m×n formada pelos elementosai j e B ∈ R

p×q formada pelos ele-

mentosbkl, define-se o produto de Kronecker deA porB como a matrizC∈ R
mp×nq dada por:

C= A⊗B=













































a11b11 a11b12 · · · a11b1q · · · · · · a1nb11 a1nb12 · · · a1nb1q

a11b21 a11b22 · · · a11b2q · · · · · · a1nb21 a1nb22 · · · a1nb2q
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

a11bp1 a11bp2 · · · a11bpq · · · · · · a1nbp1 a1nbp2 · · · a1nbpq
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...

am1b11 am1b12 · · · am1b1q · · · · · · amnb11 amnb12 · · · amnb1q

am1b21 am1b22 · · · am1b2q · · · · · · amnb21 amnb22 · · · amnb2q
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

am1bp1 am1bp2 · · · am1bpq · · · · · · amnbp1 amnbp2 · · · amnbpq













































.

A seguir será apresentada uma proposição importante com relação ao relaxamento de con-

dições polinomiais.

Proposição 2.(PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) Suponha que é dadaF (x) ∈
R

N×N uma matriz polinomial simétrica de grau 2d dependente dex ∈ R
n. Além disso, seja

x̂(x) um vetor coluna cujos elementos são todos monômios emx com grau não maior qued.

Considere as seguintes condições:
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1. F (x) ≥ 0 para todox∈ R
n;

2. υTF (x)υ é um SOS, sendo queυ ∈ R
N;

3. Existe uma matriz positiva semidefinidaQ tal que

υTF (x)υ = (υ ⊗ x̂(x))T Q(υ ⊗ x̂(x)), em que⊗ denota o produto de Kronecker.

Então, 1⇐2 e 2⇔3.

Demonstração.1⇐2: sendoυTF(x)υ uma soma de quadrados implica que a desigualdade

υTF(x)υ ≥ 0 para todo(υ,x) ∈ R
N+n, que é uma consequência equivalente aF(x) ≥ 0 para

todox∈ R
n.

2⇔3: Esta equivalência segue como um caso especial da 1. O vetorde monômios pode ser

escolhido da formaυ ⊗ x̂(x), devido ao resultado em Reznick (1978), que caracteriza os monô-

mios que podem aparecer na forma quadrática (12). Os detalhes serão omitidos por estarem

fora do escopo do trabalho.

A equivalência inversa 1⇒2 geralmente não é válida. Um caso especial quando está im-

plicação é válida é paran = 1, como apresentado em Gatermann e Parrilo (2004), sendo uma

matriz polinomial simétricaF(x) tal queυTF(x)υ é uma soma de quadrados é denominada de

matriz soma de quadrados (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004).

A seguir será apresentado um Lema que será útil na formulaçãodas restrições utilizando

SOS.

Lema 1. (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) Para uma matriz polinomial simé-

tricaP(x) que é não singular para todox, tem-se que

∂P(x)
∂xi

=−P(x)

(

∂P−1(x)
∂xi

)

P(x). (15)

Demonstração.ComoP(x) é não singular, tem-se queP(x)P−1(x) = I . Diferenciando ambos

os lados com respeito axi obtém-se

(

∂P(x)
∂xi

)

P−1(x)+P(x)

(

∂P−1(x)
∂xi

)

= 0.

Multiplicando a equação pela direita porP(x), tem-se que:

(

∂P(x)
∂xi

)

+P(x)

(

∂P−1(x)
∂xi

)

P(x) = 0,

∂P(x)
∂xi

=−P(x)

(

∂P−1(x)
∂xi

)

P(x).
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Que resulta em (15) e a prova está concluída.

Considere o sistema ˙x= f (x)+g(x)u, escrito da seguinte forma em espaço de estados

ẋ= A(x)x̂(x)+B(x)u, (16)

sendoA(x) e B(x) matrizes polinomiais, ou seja, cada elemento das matrizes podem conter um

polinômio em função do vetor de estado do sistema, ˆx(x) ∈R
N é um vetor coluna de monômios

dependentes também do vetor de estado do sistema satisfazendo a seguinte suposição

Suposição 1.x̂(x) = 0 se, e somente se, x= 0.

Desta forma, está sendo considerado que a ordem dos monômiosque compõem o vetor

colunax̂(x) possui ordem maior ou igual a 1.

Define-seT(x) ∈ R
N×n como uma matriz polinomial cujos elementos(i, j) são dados por

T i j (x) =
∂ x̂i(x)

∂x j
, (17)

parai =1, . . . ,N, j =1, . . . ,n. Considera-se queAk(x) denota a linhak deA(x), κ = {k1,k2, . . . ,km}
são os índices das linhas deB(x) correspondentes às linhas iguais a zero e define-se ˜x =

(xk1,xk2, . . . ,xkm).

Considere a lei de controle por realimentação de estado

u(t) = K (x) x̂(x) , (18)

que será projetada com o objetivo de tornar o ponto de equilíbrio x= 0 assintoticamente estável.

Logo, de (16) e (18) o sistema em malha fechada pode ser representado por

ẋ= (A(x)+B(x)K (x)) x̂(x) . (19)

Teorema 2. (PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU, 2004) Para o sistema (16),suponha

que existam uma matriz simétrica polinomialX(x̃) ∈ R
N×N, uma matriz polinomialM(x) ∈

R
m×N, sendoε1 > 0 eε2(x)≥ 0, tais que

υT (X(x̃)− ε1I)υ é SOS (20)
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−υT
(

X(x̃)AT(x)TT(x)+T(x)A(x)X(x̃)

+MT(x)BT(x)TT(x)+T(x)B(x)M(x)

− ∑
k∈κ

∂X(x̃)
∂xk

(

Ak(x)x̂(x)
)

+ ε2(x)I

)

υ é SOS

(21)

sejam factíveis, sendoυ ∈ R
N um vetor que independe dex. A matriz T(x) ∈ R

N×n definida

conforme a equação (17).

Além disso, se (21) é factível comε2(x) > 0 para todox 6= 0, então o ponto de equilíbrio

em x = 0 é assintoticamente estável. SeX(x̃) é uma matriz constante, então é garantida a

estabilidade global do sistema. O ganho de realimentaçãoK(x) pode ser obtido por

K(x) = M(x)X−1(x̃). (22)

Demonstração.A prova será omitida e pode ser obtida em (PRAJNA; PAPACHRISTODOU-

LOU; WU, 2004). No Capítulo 4 há a demonstração do Teorema 5, que considera o caso em

que o sistema polinomial contém incertezas, sendo a demonstração semelhante a do Teorema 2.

Deve-se observar que foi utilizada uma candidata à função deLyapunov polinomial da forma

V = x̂T(x)X−1(x̃)x̂(x).

Observação 2.Note queυ ∈ R
N é um vetor que independe de x. Considerando uma matriz

polinomial simétrica L(x) dependente de x, ela não é sempre uma matriz semidefinida positiva

para todo x(t) mesmo se xT (x)L(x)x(x) é um SOS. Contudo é garantido através da Proposição

2 que seυTL(x)υ é um SOS, então L(x)≥ 0 para todo x(TANAKA et al., 2009).

Observação 3.Para evitar a introdução de condições não convexas, assume-se que X(x̃) é ape-

nas dependente das variáveis de estado dex̃, que não são diretamente afetadas pelas entradas

de controle, associadas às linhas correspondentes a B(x) que são nulas. Em relação a isto,

pode ser vantajoso empregar uma transformação de estado inicial para introduzir linhas nulas

quando possível em B(x) (TANAKA et al., 2009; PRAJNA; PAPACHRISTODOULOU; WU,

2004).

2.3 COMENTÁRIOS

QuandoA(x) eB(x) são matrizes constantes e ˆx(x) = x o sistema será linear, como o sistema

representado em (3). Caso a candidata à função de Lyapunov ˆxT(x)X(x̃)x̂ dada no Teorema

2 possuaX(x̃) como uma matriz também constante, a candidata à função de Lyapunov será

quadrática, e desta forma, tem-se o que foi abordado no Teorema 1 apenas para sistemas lineares
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e funções de Lyapunov quadráticas. Desta forma, podemos concluir que a abordagem utilizando

SOS é uma extensão das LMIs, sendo as LMIs um caso particular da abordagem com SOS.

Assim, a utilização do SOS para resolver problemas na área decontrole pode fornecer condições

mais relaxadas para o projeto de controladores.
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3 MODELOS FUZZY COM PARTE CONSEQUENTE LINEAR E POLINOMIAL

3.1 COMENTÁRIOS INICIAIS

Um diagrama de blocos de um sistema de controle com modelosfuzzyé apresentado na

Figura 1. O diagrama consiste em uma planta não linear representada por modelosfuzzye um

controladorfuzzyconectado em malha fechada. O vetor de estado do sistemax(t) ou vetor de

saíday(t) (para o caso de realimentação da saída), combinado com o vetor de entradar(t), serão

processados pelo controladorfuzzypara gerar o sinal de controleu(t) que é então inserido na

planta não linear de modo que o sistema controlado apresenteum desempenho adequado.

Figura 1 - Diagrama de blocos do sistema de controle de modelos fuzzy.

Fonte: Adaptado de Lam (2011).

Os modelosfuzzypossibilitam a representação do sistema não linear por subsistemas com-

binados através das funções de pertinência. Uma ampla classe de sistemas não lineares podem

ser representadas de forma exata através das técnicas propostas por Taniguchi et al. (2001), tam-

bém conhecida como forma generalizada. Várias metodologias de obtenção dos modelosfuzzy

foram propostas e classificadas como os conjuntosfuzzyTipo 1 e 2 (MENDEL; JOHN; LIU,

2006), cuja a diferença entre eles está nas funções de pertinência e modelosfuzzycom subsis-

temas lineares ou polinomiais. Portanto, como mostrado na Figura 2, há 4 tipos de modelos

fuzzy.

As funções de pertinência do modelofuzzyTipo 1 não são boas na representação de in-

certezas, o que limita sua capacidade de modelagem de sistema em comparação aos conjuntos

fuzzydo Tipo 2. O modelofuzzydo Tipo 2 pode ser considerado como uma combinação de um

número infinito de modelosfuzzytipo 1.

Os modelosfuzzycom parte consequente linear são comummente denominados por mode-

los fuzzyTS. O objetivo deste trabalho são os modelosfuzzydo Tipo 1 com a parte consequente

polinomial. Será introduzido, inicialmente os modelosfuzzydo Tipo 1 com a parte consequente

linear, com o objetivo de mostrar as diferenças e compará-los com os modelosfuzzycom parte

consequente polinomial.
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Figura 2 - Tipos de modelosfuzzy.

Fonte: Adaptado de Lam (2011).

3.2 MODELOSFUZZYCOM PARTE CONSEQUENTE LINEAR

Os modelosfuzzyTS são descritos por regras SE-ENTÃO que representam localmente as

relações lineares entre a entrada e a saída de um sistema não linear. A descrição local da planta

dinâmica a ser controlada está disponível em termos dos modelos locais:

ẋ(t) = Aix(t)+Biu(t),

y(t) =Cix(t),
(23)

sendo quei = 1,2, . . . , r, o vetor de estadox(t) ∈ R
n, o vetor de entradau(t) ∈ R

m, o vetor de

saíday∈ R
q, Ai ∈ R

n×n, Bi ∈ R
n×m eCi ∈ R

q×n. A informação acima é então fundida com as

regras Se-Então disponíveis, sendo que ai-ésima regra pode ter a forma:

Regrai : Sez1(t) éMi
1 E · · · E zp(t) é Mi

p,

Então

{

ẋ(t) = Aix(t)+Biu(t),

y(t) =Cix(t),

(24)

sendoi = 1,2, . . . , r, Mi
j , j = 1,2, . . . , p é o conjuntofuzzy jda regrai, x(t) ∈ R

n é o vetor de

estado,u(t)∈R
m é o vetor de entrada,y∈R

q é o vetor de saída ez1(t), . . . ,zp(t) são as variáveis

premissas, que serão consideradas iguais às variáveis de estado da planta, isto é,zi(t) = xi(t).

Cada equação linear representada porAix(t)+Biu(t) será chamada de subsistema.

Como apresentado em Taniguchi et al. (2001), dado o par(x(t),u(t)), o vetor de saída final
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do sistemafuzzyé inferido da seguinte forma:



























ẋ(t) =
∑r

i=1 ω i (z(t))(Aix(t)+Biu(t))

∑r
i=1 ω i (z(t))

,

y(t) =
∑r

i=1 ω i (z(t))Cix(t)

∑r
i=1ω i (z(t))

,

(25)

sendo

z(t) =
[

z(t)1 z(t)2 . . . z(t)p

]

, ωi(z(t)) =
p

∏
j=1

Mi
j(z(t) j),

r

∑
i=1

ωi(z(t))> 0, ωi(z(t))≥ 0,

(26)

para todoi ∈Kr . Mi
j(z(t) j) é o “peso” do conjuntofuzzy Mi

j associado à variável premissaz(t) j .

Define-se “peso” normalizado e/ou função de pertinência de cada regra, como sendo

αi(z(t)) =
ωi(z(t))

∑r
i=1ωi(z(t))

. (27)

De (26) e (27) tem-se que

r

∑
i=1

αi(z(t)) = 1 e αi(z(t))> 0, i ∈Kr . (28)

Portanto, de (25)-(28), a equação (25), pode ser escrita da seguinte forma (TANIGUCHI et

al., 2001)



















ẋ(t) =
r

∑
i=1

αi (z(t))[Aix(t)+Biu(t)] = A(α(z(t)))x(t)+B(α(z(t)))u(t),

y(t) =
r

∑
i=1

αi (z(t))Cix(t) =C(α(z(t)))x(t).
(29)

sendo
r

∑
i=1

αi(z(t)) = 1 eαi(z(t))≥ 0, para todoi ∈Kr .

Considerando o modelofuzzy(24), os reguladoresfuzzyvia compensação paralela distri-

buída (CPD) (WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1995) possuem a seguinte forma:

Regrai :Sez1(t) éMi
1 E · · · E zp(t) éMi

p,

Entãou(t) =−Kix(t), i = 1,2, . . . , r.
(30)

De forma análoga à obtenção de (29), pode-se concluir que
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u(t) =−
r

∑
i=1

αi (z(t))Kix(t). (31)

Substituindo a equação (31) em (29), considerandoz(t)= x(t)e lembrando que
r

∑
i=1

αi(x(t))=

1, obtém-se

ẋ(t) =
r

∑
i=1

αi (z(t))

[

Aix(t)−Bi

(

r

∑
j=1

α j (z(t))K jx(t)

)]

=
r

∑
i=1

αi (z(t))

[

r

∑
j=1

α j (z(t))Aix(t)−
r

∑
j=1

α j (z(t))BiK jx(t)

]

=
r

∑
i=1

r

∑
j=1

αi (z(t))α j (z(t))
[

Ai −BiK j
]

x(t).

(32)

Utilizando a forma generalizada proposta por Taniguchi et al. (2001) em que os modelos

locais são obtidos em função da região de operação, os modelos locais irão corresponder aos

valores extremos das não linearidades do sistema, ou seja, aos máximos e mínimos.

Uma grande variedade de sistemas que estejam no mesmo intervalo de operação podem ser

modelados através desta técnica. Na construção dos modelos, normalmente, não são conside-

radas particularidades do comportamento das funções, mas apenas os valores extremos de cada

função não linear.

As funções de pertinência também são construídas a partir dos valores extremos das funções

não lineares e a combinação com os modelos locais produzem uma modelagem exata. Portanto

o número de regrasfuzzynecessário será igual a 2s, sendos o número de funções não lineares

do sistema.

3.2.1 Setor não linear via modelos lineares

O setor não linear é baseado na seguinte ideia: considere um sistema não linear simples

ẋ= f (x), sendof (0) = 0. O objetivo é encontrar um setor global tal que ˙x= f (x) ∈ [a1, a2]x.

Considere como exemplo o seguinte sistema:

ẋ= 10sen
(x

2

)

+2x=

(

10sen
( x

2

)

x
+2

)

x= g(x)x. (33)

Os modelos locais e as funções de pertinência podem ser escritas da seguinte forma:
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a1 = max(g(x)) = 7, a2 = min(g(x)) = 0,9138,

α1 =
g(x)−min(g(x))

max(g(x))−min(g(x))
, α2 = 1−α1.

(34)

Deve-se observar que a funçãog(x) possui valores de máximo e mínimo finitos para qual-

quer valor dex, o que possibilita a construção do setor não linear global. AFigura 3 ilustra a

função f (x) e os modelos locais linearesa1 ea2, que devem ser combinados com as funções de

pertinência para que seja possível a reprodução da funçãof (x). Esta abordagem garante uma

construção exata da função não linear através de modelosfuzzyTS.

Figura 3 - Setor não linear global.
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Fonte: Próprio autor.

Contudo,algumas vezes é difícil encontrar um setor global para sistemas não lineares em

geral. Neste caso, pode-se considerar um setor não linear local, o que é razoável, pois as variá-

veis dos sistemas físicos são sempre limitadas. Portanto, considere como exemplo o seguinte

sistema, no qual os modelos locais e as funções de pertinência serão construídos considerando

o sistema limitado na seguinte regiãox∈ [−26,5, 26,5]:

ẋ= sen(x)(2x)2+75x= (4sen(x)x+75)x= g(x)x. (35)

Os modelos locais e as funções de pertinência, para a operação nesta região, podem ser

escritas da seguinte forma:
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a1 = max(g(x)) = 178,8119, a2 = min(g(x)) =−19,3317,

α1 =
g(x)−min(g(x))

max(g(x))−min(g(x))
, α2 = 1−α1.

(36)

A Figura 4 mostra o setor não linear local, sendo que, as linhas em vermelho são os modelos

locais lineares que transformam-se nos setores locais de−d < x< d, sendod = 26,5. A linha

em azul tracejada é a região em que os modelosfuzzyTS representam de forma exata o sistema

não linear. O modelofuzzyTS representa exatamente o sistema não linear na região “local”,

isto é, de−d < x(t) < d, através da combinação dos modelos locais com as funções de perti-

nência. Deve-se observar que fora da região de operação,f (x) /∈ [a1, a2]x, e não será possível

representar a função não linear através da combinação dos modelos locais com as funções de

pertinência.

Figura 4 - Setor não linear local.
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Fonte: Próprio autor.

Deve-se observar que quanto maior for o setor não linear, maior será o número de funções

não lineares que poderão ser representados pelos mesmos modelos locais, desta forma, maior

será a complexidade em projetar um controlador que torne o ponto de equilíbrio assintotica-

mente estável.

3.2.2 Projeto de controladores via LMIs

A análise da estabilidade e o projeto dos controladores de sistemas não lineares represen-

tados através de modelosfuzzyTS com parte consequente linear podem ser sintetizados em

problemas de desigualdades matriciais lineares, considerando candidatas a função de Lyapunov
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do tipo quadrática, como em (TANAKA; WANG, 2004; SANTIM et al., 2012; SOUZA et al.,

2014a; ALVES et al., 2016). O projeto dos controladoresfuzzypode ser realizado a partir do

teorema a seguir.

Teorema 3. (TANAKA; IKEDA; WANG, 1998) O ponto de equilíbriox= 0 do sistemafuzzy

contínuo no tempo dado em (32) é assintoticamente estável, se existirem uma matriz simé-

trica definida positivaX ∈ R
n×n(X > 0) e matrizesMi ∈ R

m×n tais que para todoi, j ∈ Kr , as

seguintes LMIs sejam factíveis:

XAT
i +AiX−BiMi −MT

i BT
i < 0, (37)

(

Ai +A j
)

X+X
(

Ai +A j
)T −BiM j −B jMi −MT

i BT
j −MT

j BT
i ≤ 0, i < j, (38)

excluindo os pares(i, j) tais queαi (z(t))α j (z(t)) = 0 para todox(t). Se (37) e (38) forem

factíveis, os ganhos são dados porKi = MiX
−1, i ∈Kr

Demonstração.A prova será omitida e pode ser obtida em (TANAKA; WANG, 2004), mas

deve-se observar que foi utilizada uma candidata à função deLyapunov quadrática da forma

V = xTX−1x.

Considere o seguinte exemplo de sistema não linear apresentado em Tanaka et al. (2009) e

dado a seguir

ẋ1 =−x1+x2
1+x3

1+x2
1x2−x1x2

2+x2+x1u

ẋ2 =−sen(x1)−x2

(39)

Na Figura 5 é apresentado o plano de fase do sistema não linear, para o caso em queu =

0, sendo que os pontos referentes às condições iniciais e aosvalores finais da simulação são

representados por um círculo e um quadrado em azul respectivamente.

Figura 5 - Plano de fase do sistema não linear (39) considerandou= 0.
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Fonte: Próprio autor.
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De acordo com a Figura 5, a origem não é um ponto de equilíbrio estável para qualquer

condição inicial. O objetivo do controlador a ser projetadoserá estabilizar o sistema na origem

para qualquer condição inicial pertencente a uma determinada região de operação. O projeto

dos controladores será feito utilizando LMIs. O sistema nãolinear poderá ser representado

exatamente por modelosfuzzyTS considerandox1 ∈ [−d1, d1] ex2 ∈ [−d2, d2], em qued1 ed2

são constantes satisfazendo 0< d1 < ∞ e 0< d2 < ∞.

O modelofuzzyTS pode ser obtido da seguinte forma

ẋ=
8

∑
i=1

αi(z) [Aix+Biu] , (40)

sendo quex=
[

x1 x2

]T
, z=

[

x1 x2

]T
,

A1 =

[

kmax 1

hmin −1

]

, A2 =

[

kmax 1

hmin −1

]

,

A3 =

[

kmax 1

hmax −1

]

, A4 =

[

kmax 1

hmax −1

]

,

A5 =

[

kmin 1

hmin −1

]

, A6 =

[

kmin 1

hmin −1

]

,

A7 =

[

kmin 1

hmax −1

]

, A8 =

[

kmin 1

hmax −1

]

,

B1 = B3 = B5 = B7 =

[

d1

0

]

, B2 = B4 = B6 = B8 =

[

−d1

0

]

,

hmin= min
|x1|<d1

(−sen(x1)

x1

)

, hmax= max
|x1|<d1

(−sen(x1)

x1

)

,

kmin = min
|x1|<d1,|x2|<d2

(

−1+x1+x2
1+x1x2−x2

2

)

,

kmax= max
|x1|<d1,|x2|<d2

(

−1+x1+x2
1+x1x2−x2

2

)

.

(41)

As funções de pertinência são as seguintes:
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α1(z) =
k−kmin

kmax−kmin
× h−hmin

(hmax−hmin)
× x1+d1

2d1
,

α2(z) =
k−kmin

kmax−kmin
× h−hmin

(hmax−hmin)
× d1−x1

2d1
,

α3(z) =
k−kmin

kmax−kmin
× hmax−h

(hmax−hmin)
× x1+d1

2d1
,

α4(z) =
k−kmin

kmax−kmin
× hmax−h

(hmax−hmin)
× d1−x1

2d1
,

α5(z) =
kmax−k

kmax−kmin
× h−hmin

(hmax−hmin)
× x1+d1

2d1
,

α6(z) =
kmax−k

kmax−kmin
× h−hmin

(hmax−hmin)
× d1−x1

2d1
,

α7(z) =
kmax−k

kmax−kmin
× hmax−h

(hmax−hmin)
× x1+d1

2d1
,

α8(z) =
kmax−k

kmax−kmin
× hmax−h

(hmax−hmin)
× d1−x1

2d1
,

k=−1+x1+x2
1+x1x2−x2

2, h=
−sen(x1)

x1
.

(42)

Utilizando o Teorema 3 é possível encontrar os ganhos de realimentação para a lei de con-

trole (31) de modo a assegurar a estabilidade do sistema parauma região de operação. Deve-se

observar que a factibilidade das LMIs dependerá da região deoperação do sistema, pois ela

influencia na obtenção dos modelos locais. Portanto, na Figura 6 está representada a região de

factibilidade do projeto do controlador para o sistema (39)de acordo com o Teorema 3 para

uma região de operação diferente especificada em termos ded1 ed2.

Figura 6 - Área de factibilidade do projeto de controladoresdo sistema (39) considerando mo-
delosfuzzyTS.
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Fonte: Adaptado de Tanaka et al. (2009).
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3.3 MODELOSFUZZYCOM PARTE CONSEQUENTE POLINOMIAL

Na subseção anterior, os modelosfuzzyTS foram utilizados para modelar sistemas não li-

neares, sendo possível a utilização de LMIs para realizar a análise da estabilidade, e obter o

desempenho e projeto de controladores baseados em funções quadráticas de Lyapunov. Nesta

subseção serão explorados sistemas não lineares representados através de modelosfuzzycom

parte consequente polinomial. A análise da estabilidade, do desempenho e o projeto de contro-

ladores serão baseados em funções de Lyapunov polinomiais,utilizando a abordagem de SOS

(TANAKA et al., 2009).

Considere o sistema não linear representado abaixo:

ẋ(t) = f (x(t),u(t)), (43)

sendof (x(t),u(t)) uma função não linear,x(t) =
[

x1(t) x2(t) · · · xn(t)
]T

o vetor de estado

eu(t) =
[

u1(t) u2(t) · · · um(t)
]T

o vetor de entrada.

Utilizando o conceito de setor não linear, será utilizado ummodelofuzzypolinomial para

representar de forma exata o sistema (43). A principal diferença entre o modelo (24) e o modelo

fuzzypolinomial reside na representação da parte consequente. Omodelofuzzy(24) apresenta

como parte consequente um modelo linear, enquanto que o modelo fuzzypolinomial tem como

consequente um modelo não linear.

Regrai : Sez1(t) éMi
1 E · · · E zp(t) éMi

p,

Então

{

ẋ(t) = Ai (x(t)) x̂(x(t))+Bi (x(t))u(t),

y(t) =Ci (x(t)) x̂(x(t)) .
,

(44)

sendoi = 1,2, . . . , r, Mi
j , j = 1,2, . . . , p é o conjuntofuzzy jda regrai. Ai (x(t)) e Bi (x(t))

matrizes polinomiais emx(t). O termo ˆx(x(t)) ∈ R
N é um vetor coluna cujos elementos são

todos monômios emx(t). PortantoAi (x(t)) x̂(x(t))+Bi (x(t))u(t) é um vetor polinomial. Então

o modelofuzzypolinomial (44) pode conter não linearidades (termos polinomiais) em cada parte

consequente.

O processo de defuzzificação do modelo (44) pode ser representado como



























ẋ(t) =
∑r

i=1 ω i (z(t))(Ai(x(t))x̂(x(t))+Bi(x(t))u(t))

∑r
i=1 ω i (z(t))

,

y(t) =
∑r

i=1 ω i (z(t))Ci(x(t))x̂(x(t))

∑r
i=1ω i (z(t))

,

(45)
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sendo

z(t) =
[

z1(t) z2(t) . . .zp(t)
]

, ωi(z(t)) =
p

∏
j=1

Mi
j(zj(t)),

r

∑
i=1

ωi(z(t))> 0, ω(z(t))≥ 0,

(46)

para todoi ∈Kr , Mi
j(zj(t)) é o “peso” do conjuntofuzzy Mi

j associado à variável premissazj(t).

O peso normalizado e/ou função de pertinênciaαi , i ∈Kr , de cada regra, como sendo

αi(z(t)) =
ωi(z(t))

∑r
i=1ωi(z(t))

. (47)

De (46) e (47) pode-se observar que

r

∑
i=1

αi(z(t)) = 1 e αi(z(t))> 0, i ∈Kr . (48)

Portanto, (45)-(48), a equação (45), pode ser escrita da seguinte forma



























ẋ(t) =
r

∑
i=1

αi (z(t))[Ai(x(t))x̂(x(t))+Bi(x(t))u(t)]

= A(α(z(t),x(t)))x̂(x(t))+B(α(z(t),x(t)))u(t),

y(t) =
r

∑
i=1

αi (z(t))Ci(x(t))x̂(x(t)) =C(α(z(t)),x(t))x̂(x(t)).

(49)

Se x̂(x(t)) = x(t) e Ai (x(t)) e Bi (x(t)) são matrizes constantes para todoi, então tem-se

queAi (x(t)) x̂(x(t))+Bi (x(t))u(t) é reduzido paraAix(t)+Biu(t), equivalente a (25). Portanto

a representação (45) é mais geral.

Para sistemas não lineares representados a partir de modelos fuzzypolinomiais o número de

regrasfuzzyserá no mínimo igual a 2ρ , sendoρ o número de termos não polinomiais do sistema.

Desta forma, o número de regras será igual ou menor que o número de regras dos modelosfuzzy

TS. Os modelos locais não lineares e as funções de pertinência serão formados de acordo com

os valores de máximo e mínimo das funções não polinomiais do sistema, semelhante ao caso

dos modelos locais lineares, obtendo também uma representação exata do sistema não linear.

No projeto de controladoresfuzzypolinomial também será utilizado o conceito de Com-

pensação Paralela Distribuída (CPD) para projetar reguladores para estabilizar os sistemas não

lineares descritos por modelosfuzzypolinomial. A ideia é projetar um compensador para cada

regra do modelofuzzye para cada regra serão utilizadas técnicas de projeto não lineares, con-

siderando funções de Lyapunov polinomiais. O reguladorfuzzyprojetado irá compartilhar os

mesmos conjuntos de regras com o modelofuzzynas partes premissas possuem a seguinte forma
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Regrai :Sez1(t) éMi
1 E · · · E zp(t) éMi

p,

Entãou(t) =−Ki (x(t)) x̂(x(t)) , i = 1,2, . . . , r.
(50)

O controladorfuzzyglobal pode ser calculado como

u(t) =−
r

∑
i=1

αi (z(t))Ki (x(t)) x̂(x(t)) . (51)

De (45) e (51) o sistema em malha fechada pode ser representada da seguinte forma

ẋ(t) =
r

∑
i=1

r

∑
j=1

αi (z(t))α j (z(t))
{

Ai (x(t))−Bi (x(t))K j (x(t))
}

x̂(x(t)) . (52)

3.3.1 Setor não linear via modelosfuzzy polinomiais

O setor não linear via SOS será construído a partir de modeloslocais não lineares. Desta

forma torna-se possível em muitos casos encontrar um setor global para um sistema não linear,

garantindo a exata representação da função não linear por modelosfuzzy. Portanto, considere

como exemplo o sistema (35). Os modelos locais e as funções depertinência são dados da

seguinte forma:

ẋ= sen(x)(2x)2+75x= (4sen(x)x+75)x= g(x)x.

a1 = max(sen(x))(2x)2+75x= (2x)2+75x,

a2 = min(sen(x))(2x)2+75x=−(2x)2+75x,

α1 =
sen(x)−min(sen(x))

max(sen(x))−min(sen(x))
, α2 = 1−α1.

(53)

Na Figura 7 é possível visualizar o setor não linear utilizando modelos locais lineares (linha

contínua em vermelho) como na Figura 4, que transformam-se nos setores locais de−d < x<

d (linha tracejada em azul), sendod = 26,5, e utilizando modelos locais não lineares (linha

contínua em verde). Deve-se observar que o setor não linear construído através de modelos

locais não lineares é mais próximo da função não linearf (x) (linha contínua em preto) que o

setor não linear construído utilizando modelos locais lineares e possibilita a construção do setor

não linear global sem a necessidade de se considerar uma região de operação. Este fato também

pode reduzir o conservadorismo no projeto de controladores, pois restringe a classe de funções

que seriam representadas pelos modelos locaisfuzzy.
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Figura 7 - Representação do setor não linear via SOS considerando o sistema (35).
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Fonte: Próprio autor.

3.3.2 Projeto de controladores via SOS

Considerando modelosfuzzypolinomial, a análise da estabilidade e estabilização dos siste-

mas não lineares podem ser solucionados através da decomposição em SOS. A seguir é apre-

sentado um teorema (TANAKA et al., 2009) para o projeto de controladores para sistemas

representados a partir de modelosfuzzypolinomiais.

Considere queAk
i (x) denota a linhak deAi(x), e queκ = {k1,k2, . . . ,km} é o conjunto dos

índices das linhas deBi(x) que correspondem às linhas nulas e define-se ˜x= (xk1,xk2, . . . ,xkm).

Teorema 4. (TANAKA et al., 2009) Para o sistema (49) e (51), suponha que existam uma

matriz simétrica polinomialX(x̃) ∈ R
N×N e matrizes polinomiaisMi(x) ∈ R

m×N, tais que (54)

e (55) sejam factíveis, sendoε1(x) e ε2i j (x) polinômios não negativos tais queε1(x) > 0 para

x 6= 0 eε2i j (x)≥ 0 para todox:

υT (X(x̃)− ε1(x)I)υ é SOS (54)

−υT
(

T(x)Ai(x)X(x̃)−T(x)Bi(x)M j(x)+X(x̃)AT
i (x)T

T(x)−MT
j (x)B

T
i (x)T

T(x)

+T(x)A j(x)X(x̃)−T(x)B j(x)Mi(x)+X(x̃)AT
j (x)T

T(x)−MT
i (x)B

T
j (x)T

T(x)

− ∑
k∈κ

∂X(x̃)
∂xk

(

Ak
i (x)x̂(x)

)

− ∑
k∈κ

∂X(x̃)
∂xk

(

Ak
j(x)x̂(x)

)

+ ε2i j (x)I

)

υ é SOS, i ≤ j

(55)

sendoυ ∈R
N um vetor que independe dex. A matrizT(x)∈R

N×n definida conforme a equação

(17).
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Além disso, se (55) é factível comε2i j (x) > 0 para todox 6= 0, então o ponto de equilíbrio

emx= 0 é assintoticamente estável. SeX(x̃) é uma matriz constante, então é garantida a estabi-

lidade global do sistema, sendo que o ganho de realimentaçãoé dado porKi(x) = Mi(x)X
−1(x̃).

Demonstração.A demonstração será omitida e pode ser obtida em (TANAKA et al., 2009).

No Capítulo 5 há a demonstração do Teorema 11, que considera ocaso em que o sistema

modelado por modelosfuzzypolinomiais contém incertezas, sendo a demonstração semelhante

a do Teorema 4 mas deve-se observar que foi utilizada uma candidata à função de Lyapunov da

formaV(x) = x̂T(x)X−1(x̃)x̂(x).

Como exemplo, considere o sistema (39). Observe que a relação (sen(x1)/x1) possui valo-

res de máximo e mínimo definidos, sendo max(sin(x1)/x1) = 1 e min(sin(x1)/x1) =−0,2172.

Deste modo a dinâmica deste sistema não linear pode ser representada exatamente através de

modelosfuzzypolinomial, sem a necessidade de se considerar uma região deoperação. Deste

modo

ẋ=
2

∑
i=1

αi(z){Ai(x)x̂+Bi(x)u} (56)

sendox= x̂=
[

x1 x2

]T
, z= x1 e

A1 =

[

−1+x1+x2
1+x1x2−x2

2 1

−1 −1

]

A2 =

[

−1+x1+x2
1+x1x2−x2

2 1

0.2172 −1

]

B1 =

[

x1

0

]

, B2 =

[

x1

0

]

.

(57)

As funções de pertinência são dadas por

α1(z) =
sen(x1)+0,2172x1

1,2172x1
, α2(z) =

x1−sen(x1)

1,2172x1
. (58)

Deve-se notar que a utilização de modelosfuzzypolinomiais reduziu o número de modelos

locais e o sistema pode ser representado de forma exata sem a necessidade de se considerar uma

região de operação. Será empregado o Teorema 4 para projetaros controladores polinomiais. A

lei de controle utilizada é dada por:

u(t) =−
r

∑
i=1

αi(z(t))Ki(x(t))x̂(x(t)).
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Nas restrições (54) e (55), adotou-se queε1(x) = ε2i j (x) = τ(x2
1+x2

2) eτ um valor pequeno,

sendo que neste projeto será consideradoτ = 10−9.

Portanto, a partir das restrições (54) e (55) foi encontradaa seguinte solução

X =

[

12011 −0,00862

−0,00862 20677

]

,

K1 =
[

2,48650x1+0,98934x2+0,91279 7,9618×10−7x1+3,0177×10−8x2+0,00434
]

,

K2 =
[

2,49021x1+0,98318x2+0,97115 7,8183×10−07x1+2,2813×10−08x2+0,03090
]

.

(59)

Na Figura 8 está representado o plano de fase do sistema em malha fechada considerando

várias condições iniciais representadas por um círculo azul e a condição final por um quadrado

azul.

Figura 8 - Plano de fase do sistema (39) em malha fechada utilizando modelosfuzzypolinomi-
ais.
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0
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Fonte: Próprio autor.

Pode-se observar na Figura 8 que a estabilidade no ponto de equilíbrio x = 0 é global,

diferente do resultado obtido utilizando modelosfuzzyTS cuja a estabilidade dependerá de uma

região de operação que irá influenciar na factibilidade do projeto dos controladores, como pode

ser observado na Figura 6.

3.4 COMENTÁRIOS

Neste capítulo, pode-se verificar que os modelosfuzzyTS com parte consequente linear são

um caso particular dos modelosfuzzycom parte consequente polinomial, pois se as matrizes

Ai(x),Bi(x)i ∈ Kr ,X(x̃) e M j(x) j ∈ Kr forem constantes, então a representação pode ser feita

através de modelosfuzzyTS.
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Neste caso, a análise da estabilidade, desempenho e o projeto de controladores podem ser

realizados através de LMIs, considerando desta forma, funções de Lyapunov quadráticas. Foi

observado o setor não linear formado pelos modelosfuzzyTS efuzzypolinomial através de um

exemplo abordando um sistema não linear simples, sendo possível destacar as vantagens na

utilização dos modelosfuzzypolinomial.

Através de um exemplo proposto em Tanaka et al. (2009) foi possível verificar que a ob-

tenção dos controladores depende da região de operação, considerando os modelosfuzzyTS.

Deve-se observar que o projeto dos controladores considerando a região de operação não ga-

rante que o sistema irá permanecer nesta região sem a utilização de restrições adicionais para

garantir que o sistema permaneça nesta região, como em (ALVES et al., 2016; OLIVEIRA et

al., 2018).

Com a utilização dos modelosfuzzypolinomiais, foi possível projetar controladores que

garantem a estabilidade global no ponto de equilíbrio, definido como a origem do espaço de

estados, do sistema não linear em malha fechada. Deste modo,os modelosfuzzypolinomiais

se tornam atrativos em relação ao modelosfuzzylineares para a estabilização de sistemas não

lineares.

Nos próximos capítulos serão tratados os sistemas não lineares com incertezas, propondo

um conjunto de incertezas politópicas e leis de chaveamentopara tornar o sistema estável.
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4 CONTROLE ROBUSTO CHAVEADO DE SISTEMAS NÃO LINEARES VIA SOS

Neste capítulo será proposto o projeto de controladores chaveados considerando incertezas

politópicas para uma classe de sistemas não lineares cuja dinâmica pode ser representada apenas

por funções polinomiais. Será necessário conhecer os valores extremos das incertezas, ou seja,

os valores de máximo e mínimo.

Por conveniência, serão estabelecidas algumas notações que serão utilizadas neste capítulo:

Kr = {1,2, . . . , r}, r ∈ N; x(t) = x; V(x(t)) =V; ||x||2 =
√

xTx;

(A(x),B(x),C(x),K(x))(α) =
r

∑
i=1

αi(Ai(x),Bi(x),Ci(x),Ki(x)),

αi ≥ 0 e
r

∑
i=1

αi = 1, α = [α1,α2, . . . ,αr ]
T ,

(60)

sendor = 2s esé o número de parâmetros incertos distintos.

4.1 PROJETO DE CONTROLADOR ROBUSTO VIA SOS

Considere o sistema não linear, cuja a dinâmica é dada apenaspor funções polinomiais

dependentes do estado do sistema, com incertezas politópicas,

ẋ= A(α,x)x̂(x)+B(α,x)u, (61)

sendox∈ R
N o vetor de estado,u∈ R

n a entrada de controle,A(α,x) e B(α,x) como em (60)

com i ∈Kr .

Admitindo que todas as variáveis estejam disponíveis para realimentação, a lei de controle

utilizada será dada por

u=−K(x)x̂(x), K(x) ∈ R
n×N. (62)

Substituindo (62) em (61), obtém-se o sistema em malha fechada

ẋ= A(α,x)x̂(x)−B(α,x)K(x)x̂(x) =
r

∑
i=1

αi(Ai(x)−Bi(x)K(x))x̂(x). (63)
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O teorema a seguir é baseado nos resultados apresentados em Xu, Xie e Wang (2009),

que possibilita o projeto de um controlador robustou= −K(x)x̂(x) para sistemas polinomiais

baseado em SOS, com a especificação de um limitante inferior para a taxa de decaimento dado

porβ ≥ 0.

Teorema 5. Para o sistema não linear(63), suponha que existam uma matriz simétrica polino-

mial X(x̃) ∈ R
N×N, uma matriz polinomial M(x) ∈ R

m×N e uma constanteβ ≥ 0, tais que(64)

e (65)sejam factíveis, sendoε1(x)> 0 e ε2i(x)≥ 0 para todo x6= 0, polinômios não negativos,

para todo i∈Kr ,

υT(X(x̃)− ε1(x))υ é SOS. (64)

−υT
(

X(x̃)AT
i (x)T

T(x)+T(x)Ai(x)X(x̃)

−MT(x)BT
i (x)T

T(x)−T(x)Bi(x)M(x)

− ∑
k∈κ

∂X(x̃)
∂x j

(

Ak
i (x)x̂(x)

)

+2βX(x̃)+ ε2i(x)I)υ é SOS.

(65)

sendoυ ∈R
N um vetor que independe de x. A matriz T(x)∈R

N×n definida conforme a equação

(17).

Além disso, se(65) é factível comε2i(x) > 0 para todo x6= 0, então o ponto de equilíbrio

em x= 0 é assintoticamente estável, com taxa de decaimento maior ouigual a β . Se X(x̃) é

uma matriz constante, então é garantida a estabilidade global do sistema, sendo o ganho de

realimentação K(x) = M(x)X−1(x̃).

Demonstração.Considere uma candidata a função de LyapunovV(x)= x̂T(x)X−1(x̃)x̂(x), sendo

X(x̃) =XT(x̃)> 0, o que é obtido através da restrição (64). PortantoV(x) é uma função definida

positiva. A derivada no tempo deV(x) ao longo da trajetória em malha fechada (63), levando

em consideração a definição deT(x) em (17), é dada a seguir

V̇(x) = x̂T(x)X−1(x̃) ˙̂x+ ˙̂xT(x)X−1(x̃)x̂(x)+ x̂T(x)Ẋ−1(x̃)x̂(x)

= x̂T(x)X−1(x̃)T(x)ẋ(x)+ ẋT(x)TT(x)X−1(x̃)x̂(x)+ x̂T(x)

(

∑
k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

ẋk

)

x̂(x).
(66)

ComoBk
i (x) = 0 parak∈ κ , tem-se que

ẋk =
r

∑
i=1

αi(x)
(

Ak
i (x)x̂(x)

)

, (67)

parak∈ κ . Por outro lado, sendoxi em quei /∈ κ e sabendo que a matriz simétrica polinomial
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X(x̃) não contém tais variáveis de estado, tem-se

∂X−1

∂xi
(x̃) = 0 (68)

parai /∈ κ . ConsiderandoGi(x) =
(

Ai(x)−Bi(x)K(x)
)

e substituindo em (66), obtêm-se com

(63)

V̇(x) =
r

∑
i=1

αi x̂
T(x)

(

GT
i (x)T

T(x)X−1(x̃)+X−1(x̃)T(x)Gi(x)+ ∑
k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

(Ak
i (x)x̂(x))

)

x̂(x).

(69)

Pré e pós multiplicando o termo dentro dos parênteses em (69)porX(x̃), considerando que

K(x) = M(x)X−1(x̃) e utilizando os resultados do Lema 1, tem-se a expressão

T(x)Ai(x)X(x̃)−T(x)Bi(x)M(x)+X(x̃)AT
i (x)T(x)−MT(x)BT

i (x)T(x)− ∑
k∈κ

∂X(x̃)
xk

(Ak
i (x)x̂(x))

(70)

Deste modo, para quėV(x) se torne semidefinida negativa a seguinte condição deve ser

satisfeita

−
(

T(x)Ai(x)X(x̃)−T(x)Bi(x)M(x)+X(x̃)AT
i (x)T(x)

−MT(x)BT
i (x)T(x)− ∑

k∈κ

∂X(x̃)
xk

(Ak
i (x)x̂(x))

)

≥ 0, ∀ i ∈Kr .
(71)

Lembrando que a especificação de uma taxa de decaimento maiorou igual aβ ≥ 0 é feita

através da condiçãȯV(x) ≤ −2βV(x) e utilizando os resultados apresentados na Proposição

2, note que este índice de desempenho é garantido através da restrição (65). Além disso, se

ε2i(x) > 0 parax 6= 0, entãoV̇(x) < 0 parax 6= 0. Desta forma, o ponto de equilíbriox = 0 é

assintoticamente estável. Finalmente, seX(x̃) é uma matriz constante, entãoV(x) é radialmente

ilimitada e a estabilidade é global.

Definindo outra lei de controle com realimentação do vetor deestado como segue:

u= uα =−
r

∑
i=1

αiKi(x)x̂(x), Ki(x) ∈ R
m×N, i ∈Kr . (72)

Esta lei de controle é fictícia, poisαi, i ∈ Kr , são parâmetros incertos que podem ser in-
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disponíveis para medição. Considerando (60) e substituindo (72) em (61), obtém-se o sistema

realimentado conforme é apresentado a seguir

ẋ= A(α,x)x̂(x)−B(α,x)K(α,x)x̂(x) =
r

∑
i=1

r

∑
j=1

αiα j(Ai(x)−Bi(x)K j(x))x̂(x). (73)

Agora a ideia é estender o Teorema 5 para o caso em que a lei de controle é como em (72).

Assim, segue o seguinte teorema, que foi inspirado em (TANAKA et al., 2009), considerando

uma taxa de decaimento maior ou igual aβ ≥ 0.

Teorema 6. Para o sistema não linear(63), suponha que existam uma matriz simétrica polino-

mial X(x̃) ∈ R
N×N, matrizes polinomiais M(x) ∈ R

m×N e uma constanteβ ≥ 0, tais que(74)e

(75)são satisfeitas, sendoε1(x)> 0 para todo x6= 0 e ε2i j ≥ 0, são polinômios não negativos

υT(X(x̃)− ε1(x))υ é SOS. (74)

−υT
(

T(x)Ai(x)X(x̃)−T(x)Bi(x)M j(x)+X(x̃)AT
i (x)T

T(x)−MT
j (x)B

T
i (x)T

T(x)

+T(x)A j(x)X(x̃)−T(x)B j(x)Mi(x)+X(x̃)AT
j (x)T

T(x)−MT
i (x)B

T
j (x)T

T(x)

− ∑
k∈κ

∂X(x̃)
∂xk

(

Ak
i (x)x̂(x)

)

− ∑
k∈κ

∂X(x̃)
∂xk

(

Ak
j(x)x̂(x)

)

+4βX(x̃)+ ε2i j (x)I

)

υ

é SOS, i≤ j

(75)

sendoυ ∈R
N um vetor que independe de x. A matriz T(x)∈R

N×n definida conforme a equação

(17).

Além disso, se(74) é factível comε2i j (x) > 0 para todo x6= 0, então o ponto de equilíbrio

x= 0 é assintoticamente estável e a taxa de decaimento é maior ou igual aβ . Se X(x̃) é uma

matriz constante, então é garantida a estabilidade global do sistema. Os ganhos do controlador

são dados por Ki(x) = Mi(x)X
−1(x̃).

Demonstração.Considere uma candidata a função de LyapunovV(x)= x̂T(x)X−1(x̃)x̂(x) sendo

X−1(x̃) ∈ R
N×N uma matriz simétrica polinomial. A condição (74) implica que ambosX(x̃) e

X−1(x̃) são definidas positivas para todox eV(x) é uma função definida positiva.

Sendo a matrizT(x) ∈ R
N×n definida conforme a equação (17), a derivada no tempo de

V(x) ao longo da trajetória de malha fechada (73) é dada por
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V̇(x) = x̂T(x)X−1(x̃) ˙̂x+ ˙̂xT(x)X−1(x̃)x̂(x)+ x̂T(x)Ẋ−1(x̃)x̂(x)

= x̂T(x)X−1(x̃)T(x)ẋ(x)+ ẋT(x)TT(x)X−1(x̃)x̂(x)+ x̂T(x)

(

∑
k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

ẋk

)

x̂(x).
(76)

ComoBk
i (x) = 0 parak∈ κ , tem-se que

ẋk =
r

∑
i=1

αi(x)
(

Ak
i (x)x̂(x)

)

, (77)

parak∈ κ . Por outro lado, sendoxi em quei /∈ κ e sabendo que a matriz simétrica polinomial

X(x̃) não conterá tais variáveis de estado, tem-se que

∂X−1

∂xi
(x̃) = 0 (78)

parai /∈ κ . De (73), (77) e (78) tem-se

V̇(x) =
r

∑
i=1

r

∑
j=1

αi(x)α j(x)x̂
T(x)×

{

Ωi j (x)+ ∑
k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

Ak
i (x)x̂(x)

}

x̂(x)

=
1
2

r

∑
i=1

r

∑
j=1

αi(x)α j(x)x̂
T(x)

{

Ωi j (x)+Ω ji(x)

+ ∑
k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

Ak
i (x)x̂(x)+ ∑

k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

Ak
i (x)x̂(x)

}

x̂(x)

(79)

sendo que

Ω ji(x) = X−1(x̃)T(x)
{

Ai(x)−Bi(x)K j(x)
}

+
{

Ai(x)−Bi(x)K j(x)
}T

TT(x)X−1(x̃).

A condição (75) implica que

−
(

T(x)Ai(x)X(x̃)−T(x)Bi(x)M j(x)

+X(x̃)AT
i (x)T

T(x)−MT
j (x)B

T
i (x)T

T(x)

+T(x)A j(x)X(x̃)−T(x)B j(x)Mi(x)

+X(x̃)AT
j (x)T

T(x)−MT
i (x)B

T
j (x)T

T(x)

− ∑
k∈κ

∂X(x̃)
∂xk

(

Ak
i (x)x̂(x)

)

− ∑
k∈κ

∂X(x̃)
∂xk

(

Ak
j(x)x̂(x)

)

)

, i ≤ j
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é semidefinida positiva para todos os valores dex. Multiplicando a expressão anterior por

X−1(x̃) pela direita e pela esquerda, tem-se

−
{

Ωi j (x)+Ω ji(x)

− ∑
k∈κ

X−1(x̃)
∂X(x̃)

∂xk
X−1(x̃)

(

Ak
i (x)x̂(x)

)

− ∑
k∈κ

X−1(x̃)
∂X(x̃)

∂xk
X−1(x̃)

(

Ak
j(x)x̂(x)

)

}

≥ 0, i ≤ j

(80)

parax 6= 0. Utilizando o Lema 1 e definindoMi(x) = Ki(x)X(x̃), a inequação (80) pode ser

escrita da seguinte forma

−
{

Ωi j (x)+Ω ji(x)+ ∑
k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

(

Ak
i (x)x̂(x)

)

+ ∑
k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

(

Ak
j(x)x̂(x)

)

}

≥ 0, i ≤ j

(81)

parax 6= 0. Portanto, se (81) é válida, então tem-seV̇(x)≤ 0 de (79). Além disso, seε2i j (x)> 0

parax 6= 0, entãoV̇(x) < 0 parax 6= 0. Desta forma, o ponto de equilíbriox= 0 é assintotica-

mente estável. Finalmente, seX(x̃) é uma matriz constante, entãoV(x) é radialmente ilimitada e

a estabilidade é global. Adicionalmente, de (75), é obtida agarantia de uma taxa de decaimento

maior ou igual aβ ≥ 0 tal queV̇(x)≤−2βV(x).

Considere o caso em queB(α,x) = B(x) é uma matriz conhecida, isto é,B(x) será depen-

dente apenas do vetor de estado do sistema e não será dependente das incertezas. Assim como

em (61), o sistema pode ser representado da seguinte forma:

ẋ= A(α,x)x̂(x)+B(x)u. (82)

Desta forma é proposto o seguinte corolário.

Corolário 1. Para o sistema(82) com a lei de realimentação(72), suponha que existam uma

matriz simétrica polinomial X(x̃)∈R
N×N, matrizes polinomiais Mi(x)∈R

m×N e uma constante

β ≥ 0, tais que(83) e (84) são satisfeitas, sendoε1(x) > 0 para todo x6= 0 e ε2i j ≥ 0, são

polinômios não negativos

υT(X(x̃)− ε1(x))υ é SOS. (83)
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−υT
(

T(x)Ai(x)X(x̃)+X(x̃)AT
i (x)T

T(x)

−T(x)B(x)Mi(x)−MT
i (x)B

T(x)TT(x)

+ ∑
k∈κ

∂X(x̃)
∂xk

(Ak
i (x)x̂(x))+2βX(x̃)+ ε2i(x)I

)

υ é SOS,

(84)

sendoυ ∈ R
N um vetor que independe de x.

Além disso, se(84) é factível comε2i j (x) > 0 para todo x6= 0, então o ponto de equilíbrio

x= 0 é assintoticamente estável e a taxa de decaimento é maior ou igual aβ . Se X(x̃) é uma

matriz constante, então é garantida a estabilidade global do sistema. Os ganhos do controlador

são dados por Ki(x) = Mi(x)X
−1(x̃).

Demonstração.Segue diretamente do Teorema 6, considerandoBi(x) = B(x), i ∈Kr .

4.2 PROJETO DE CONTROLADORES ROBUSTOS CHAVEADOS VIA SOS

Nesta seção será proposta uma nova metodologia de projeto decontroladores chaveados

para uma classe de sistemas não lineares com incertezas politópicas utilizando a decomposição

em soma de quadrados. Tal método utilizará uma única função de Lyapunov polinomial e a

decomposição em soma de quadrados para projetar um conjuntode ganhos para controlador

chaveado baseado em SOS.

O controlador proposto é composto por um único ganho, que pertence a um conjunto de

ganhos previamente projetados, e é selecionado por uma lei de chaveamento que retorna o

menor valor da derivada temporal da função de Lyapunov. Estametodologia é uma extensão

dos trabalhos propostos em (SOUZA et al., 2013; SOUZA, 2013;SOUZA et al., 2014a).

Embora os ganhos sejam obtidos supondo uma combinação convexa adequada dos mesmos,

utilizando a lei de chaveamento proposta não há a necessidade de ter acesso a esta combinação,

ou seja, os parâmetros utilizados no projeto para obter estacombinação, que podem ser incertos,

não precisam ser medidos a cada instante de tempo favorecendo aplicações práticas.

4.2.1 Caso 1: matrizB(α,x) = B(x) conhecida

Nesta subseção o projeto de um controlador chaveado para o sistema não linear incerto (61)

é proposto, admitindo queB(α,x) = B(x) é uma matriz conhecida, assim como em (82).

Antes de propor a lei de controle será estabelecida a Definição 3 inspirada nos resultados

obtidos com os trabalhos Souza et al. (2013, 2014a) que será utilizada ao longo do trabalho.

Definição 3. Considere o conjunto de índicesΩH(t) definido abaixo:



4.2 PROJETO DE CONTROLADORES ROBUSTOS CHAVEADOS VIA SOS 53

ΩH = arg min
i∈KN

x̂T(x)Hi(x)x̂(x) =

{

j ∈KN : x̂T(x)H j(x)x̂(x) = min
i∈KN

x̂T(x)Hi(x)x̂(x)

}

,

sendo que Hi ∈ R
N×N, i ∈KN e x∈ R

n. O menor índice j∈ ΩH será dado por

arg min
i∈KN

∗ {x̂T(x)Hi(x)x̂(x)
}

= min
j∈ΩH

j.

Da Definição 3, nota-se que o conjuntoΩH pode conter mais do que um elemento. Assim,

ao definir argmin∗ estabelece-se uma forma de selecionar o menor deles.

Agora suponha que as condições presentes no Corolário 1 sejam factíveis para todoi ∈Kr

e sejamKi(x) = Mi(x)X
−1(x̃), i ∈ Kr , os ganhos do controlador dado (72). Então, a partir da

Definição 3 e considerandoHi(x) =−X−1(x̃)T(x)B(x)Ki(x), define-se o controlador chaveado

u= uσ =−Kσ (x)x̂(x), σ = arg min
i∈KN

∗ {−x̂T(x)X−1(x̃)T(x)B(x)Ki(x)x̂(x)
}

, σ ∈Kr .

(85)

Portanto, considerando (60), o sistema controlado (82) e (85) é dado por

ẋ= A(α,x)x̂(x)+Buσ =
r

∑
i=1

αi

(

Ai(x)−B(x)Kσ

)

x̂(x). (86)

Teorema 7. Suponha que as condições do Corolário 1 sejam satisfeitas com ε2i j (x) > 0 para

todo x 6= 0 e X(x̃) é uma matriz constante, relativas ao sistema(82) com a lei de controle(72)

e obtenha Ki(x) = Mi(x)X
−1(x̃), i ∈ Kr . Então a lei de controle chaveada dada em(85) torna

o ponto de equilíbrio x= 0 do sistema(82), globalmente assintoticamente estável.

Demonstração.Considere uma candidata a função de LyapunovV(x) = x̂T(x)X−1(x̃)x̂(x). De-

finaV̇uα(x) eV̇uσ (x) a derivada temporal deV(x) para o sistema (82), com a lei de controle (72)

e (85), respectivamente.

De (17) e (86), tem-se:

V̇uσ (x) = 2x̂T(x)X−1(x̃) ˙̂x+ x̂T(x)Ẋ−1(x̃)x̂(x)

= 2x̂T(x)X−1(x̃)T(x) [A(α,x)−B(x)Kσ(x)] x̂(x)+ x̂T(x)

(

∑
k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

ẋk

)

x̂(x)
(87)

ComoBk
i (x) = 0 parak∈ κ , tem-se que:
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ẋk =
r

∑
i=1

αi(x)
(

Ak
i (x)x̂(x)

)

, (88)

parak∈ κ . Por outro lado, sendoxi em quei /∈ κ e sabendo que a matriz simétrica polinomial

X(x̃) não contém tais variáveis de estado, logo tem-se:

∂X−1(x̃)
∂xi

= 0. (89)

Portanto, de (87) e (88), tem-se que

V̇uσ (x) = 2x̂T(x)X−1(x̃)T(x) [A(α,x)−B(x)Kσ(x)] x̂(x)

+ x̂T(x)

(

n

∑
k=1

∂X−1(x̃)
∂xk

(

Ak(α,x)x̂(x)
)

)

x̂(x)

= 2x̂T(x)X−1(x̃)T(x)A(α,x)x̂(x)−2x̂T(x)X−1(x̃)T(x)B(x)Kσ (x)x̂(x)

+ x̂T(x)

(

n

∑
k=1

∂X−1(x̃)
∂xk

(

Ak(α,x)x̂(x)
)

)

x̂(x).

(90)

Assim, note que de (85), lembrando-se que o mínimo de um conjunto de números reais é

menor ou igual do que qualquer combinação convexa dos elementos deste conjunto,

min
i∈Kr

{

−x̂T(x)X−1(x̃)T(x)B(x)Ki(x)x̂(x)
}

≤−x̂T(x)X−1(x̃)T(x)B(x)

(

r

∑
i=1

αiKi(x)

)

x̂(x).

Portanto, de (90) e das leis dadas em (72) e (85) observa-se que
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V̇uσ (x) = 2x̂T(x)X−1(x̃)T(x)A(α,x)x̂(x)+2min
i∈Kr

{

−x̂T(x)X−1(x̃)T(x)B(x)Ki(x)x̂(x)
}

+ x̂T(x)

(

n

∑
k=1

∂X−1(x̃)
∂xk

(

Ak(α,x)x̂(x)
)

)

x̂(x)

≤ 2x̂T(x)X−1(x̃)T(x)A(α,x)x̂(x)+2x̂T(x)X−1(x̃)T(x)B(x)

(

−
r

∑
i=1

αiKi(x)

)

x̂(x)

+ x̂T(x)

(

n

∑
k=1

∂X−1(x̃)
∂xk

(

Ak(α,x)x̂(x)
)

)

x̂(x)

= 2x̂T(x)X−1(x̃)T(x) [A(α,x)−B(x)K(α,x)] x̂(x)

+ x̂T(x)

(

n

∑
k=1

∂X−1(x̃)
∂xk

(

Ak(α,x)x̂(x)
)

)

x̂(x)

= 2x̂T(x)X−1(x̃)T(x) [A(α,x)+B(x)uα ] x̂(x)

+ x̂T(x)

(

n

∑
k=1

∂X−1(x̃)
∂xk

(

Ak(α,x)x̂(x)
)

)

x̂(x) = V̇uα(x).

Então,V̇uσ (x) ≤ V̇uα(x). Como as condições do Corolário 1 asseguram queV̇uα(x) < 0 se

x 6= 0, a demonstração está concluída.

Observação 4.O Teorema 7 mostra que, se as condições do Corolário 1 forem satisfeitas com

ε2i j (x) > 0∀x 6= 0, entãoV̇uα(x) < 0 para todo x6= 0 e portantoV̇uσ (x) < 0 para todo x6= 0,

assegurando que o ponto de equilíbrio x= 0 do sistema controlado(82) com a lei de controle

(85) seja globalmente assintoticamente estável. Assim, o Corolário 1 pode ser utilizado para

projetar os ganhos K1(x),K2(x), . . . ,Kr(x) e a matriz X−1(x̃) da lei de controle chaveado(85).

Adicionalmente, observa-se que a lei de controle chaveada(85) não utiliza os parâmetrosαi ,

i ∈Kr , que podem ser incertos.

4.2.2 Caso 2: matrizB(α,x) incerta

Neste caso, será considerado o sistema não linear com incertezas politópicas como dado em

(61), comoαi , i ∈Kr , definido em (60), ou seja,

˙̌x= Ǎ(α, x̌) ˆ̌x(x̌)+ B̌(α, x̌)u, Ǎ(α, x̌) =
r

∑
i=1

αiǍi(x̌), B̌(α, x̌) =
r

∑
i=1

αiB̌i(x̌), (91)

sendo ˇx o vetor de estado da planta eˆ̌x(x̌) um vetor de monômios em função do ˇx.
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Sejaν ∈ R
m a derivada temporal do vetor de entrada de controleu∈ R

m. Definaxn+l e νl ,

tais que ˙xn+l = u̇l = νl , ou seja,xn+l = ul =
∫ t

0
νldt, l = 1,2, . . . ,m. Assim, obtém-se o seguinte

sistema:























˙̌x= Ǎ(α, x̌) ˆ̌x(x̌)+ B̌(α, x̌)u,

ẋn+1 = ν1,
...

ẋn+m = νm,

(92)

ou equivalente (BARMISH, 1983),

ẋ= A(α,x)x̂(x)+Bν, (93)

sendo

x=
[

x̌T xn+1 . . . xn+m

]T
, A(α, x̌) =

[

Ǎ(α,x) B̌(α, x̌)

0m×N 0m×m

]

e B=

[

0n×m

Im×m

]

.

Das considerações acima, nota-se que o sistema (93) é equivalente ao sistema (82) e por-

tanto o problema cai no Caso 1, sendo ˆx(x) ∈ R
(N+m)×1. Assim, pode-se adotar o proce-

dimento estabelecido no Caso 1 para projetar a lei de controle chaveadaν = −Kσ (x)x̂(x),

Kσ ∈ R
m×(N+m).

A seguir será proposta uma nova lei de chaveamento, considerando também o caso em que

a matrizB(α,x) contém parâmetros incertos, mas sem a necessidade de utilizar integradores

adicionais como em (91)-(93). Esta nova lei de chaveamento utiliza matrizes auxiliaresQ j ∈
R

N×N, j ∈Kr e através delas, define-se um índice de chaveamentoσ . Esta lei de chaveamento

também terá por objetivo reduzir a derivada da função de Lyapunov.

Considere que no projeto do controlador as restrições sejamfactíveis para todoi ∈ Kr e

sejamK j(x)=M j(x)X
−1(x̃), j ∈Kr , os ganhos do controlador (72). Então, a partir da Definição

3, tem-seHi = Q j(x), define-se o controlador chaveado,

u= uσ =−Kσ (x)x̂(x), σ = arg min
j∈KN

∗{x̂T(x)Q j(x)x̂(x)}, σ ∈Kr . (94)

ou seja,σ ∈Kr possui o menor valor do índicej que resulta no menor valor de ˆxT(x)Q j(x)x̂(x).

Teorema 8. Para o sistema(61) e (94), suponha que existam matrizes simétricas polinomiais

X(x̃),Qi(x(t)),Zi(x(t)) ∈ R
N×N, matrizes polinomiais Mi(x) ∈ R

m×N e uma constanteβ ≥ 0,

tais que(95), (96) e (97) são satisfeitas, sendoε1(x) > 0 para todo x6= 0, ε2i(x),ε3i j (x) ≥ 0,

são polinômios não negativos:
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υT
1 (X(x̃)− ε1(x)I)υ1 é SOS, (95)

−υT
(

T(x)Ai(x)X(x̃)+X(x̃)AT
i (x)

− ∑
k∈κ

∂X(x̃)
∂xk

Ak
i (x)x̂(x)+ Q̂i(x)+ Ẑi(x)+2βX(x̃)+ ε2i(x)

)

υ é SOS,
(96)

−υT
(

−T(x)Bi(x)M j(x)−MT
j (x)B

T
i (x)T(x)− Ẑi(x)− Q̂ j(x)+ ε3i j (x)

)

υ é SOS, (97)

sejam satisfeitas para todo i e j, sendoυ ∈ R
N um vetor que independe de x. A matriz T(x) ∈

R
N×n definida conforme a equação(17).

Além disso, se(96) é factível comε2i j (x) > 0 para todo x6= 0, então o ponto de equilíbrio

em x= 0 é assintoticamente estável e a taxa de decaimento é maior ou igual a β . Se X(x̃)

é uma matriz constante, então é garantida a estabilidade global do sistema através da lei de

chaveamento(94), sendo Ki(x) = Mi(x)X
−1(x̃) e Qi(x) = X−1(x̃)Q̂i(x)X

−1(x̃).

Demonstração.Considere uma candidata a função de LyapunovV(x)= x̂T(x)X−1(x̃)x̂(x) sendo

X−1(x̃) ∈ R
N×N uma matriz polinomial simétrica. A condição (95) implica que ambosX(x̃) e

X−1(x̃) são definidas positivas para todox eV(x) é uma função definida positiva para todos os

valores dex. A condiçãoV̇(x) ≤ −2βV(x) para todas as trajetóriasx, é equivalente à especifi-

cação de uma taxa de decaimento maior ou igual aβ . Dessa forma, considerandoT(x) ∈R
N×n

definida conforme a equação (17), tem-se:

V̇(x)+2βV(x) =x̂T(x)

(

AT(α,x)TT(x)X−1+X−1(x̃)T(x)A(α,x)+2βX−1(x̃)

−KT
σ (x)B

T(α,x)TT(x)X−1(x̃)−X(x̃)T(x)B(α,x)Kσ (x)

+ ∑
k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

(

Ak
i (x)x̂(x)

)

)

x̂(x).

(98)

Agora, considere que existam matrizes simétricasZi(x), Qi(x) ∈ R
N×N tais que

−
(

X−1(x̃)T(x)Bi(x)K j(x)+KT
j (x)B

T
i (x)T

T(x)X−1(x̃)
)

< Zi(x)+Q j(x), ∀ i, j ∈Kr . (99)

Então, multiplicando-se (99) porαi , pré e pós multiplicando por ˆxT(x) e pós multiplicando

por x̂(x), tomando a somatória dei = 1 a r, considerandoA(α,x), B(α,x) definidos em (60),

tem-se que:
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− x̂T(x)
(

X−1(x̃)T(x)B(α,x)Kσ(x)+KT
σ (x)B

T(α,x)TT(x)X(x̃)
)

x̂(x)

=−
r

∑
i=1

αi x̂
T(x)

(

X−1(x̃)T(x)Bi(x)Kσ (x)+KT
σ (x)B

T
i (x)T

T(x)X(x̃)
)

x̂(x)

≤
r

∑
i=1

αi x̂
T(x)Zi(x)x̂(x)+ x̂T(x)Qσ (x)x̂(x).

(100)

Deve-se ter em mente que o mínimo de um conjunto de números reais é menor ou igual a

toda combinação convexa dos elementos deste conjunto. A partir de (60) e (94), observe que

x̂T(x)Qσ (x)x̂(x) = min
j∈Kr

(

x̂T(x)Q j(x)x̂(x)
)

≤
r

∑
i=1

αi x̂
T(x)Qi(x)x̂(x). Então, de (100) tem-se

−x̂(x)
(

X−1T(x)(x̃)B(α,x)Kσ(x)+KT
σ (x)B

T(α,x)TT(x)X(x̃)
)

x̂(x)≤
r

∑
i=1

αi x̂
T(x)

(

Zi +Qi
)

x̂(x).

(101)

Lembrando queαi ≥ 0 e
r

∑
i=1

αi = 1, de (98) e (101) tem-se que:

V̇(x)+2βV(x)< 0, (102)

se

AT
i (x)T

T(x)X−1(x̃)+X−1(x̃)T(x)Ai(x)+Zi(x)+Qi(x)

+ ∑
k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

(

Ak
i (x)x̂(x)

)

+2βX(x̃)< 0.
(103)

Agora, definaẐi = X(x̃)Zi(x)X(x̃),Q̂= X(x̃)QiX(x̃) e M j(x) = K j(x)X(x̃). Pré e pós mul-

tiplicando (99) e (103) porX(x̃) e considerando os resultados estabelecidos na Proposição 2, as

condições (96) e (97) são obtidas, respectivamente.

Em aplicações práticas, a grande maioria dos sistemas de controle possuem limitações no

sinal de controle. Assim, segue o seguinte teorema inspirado em (YU; HO, 2012) para realizar

a restrição do sinal de controle.

Teorema 9. Considere que a condição inicialx̂(0) é conhecida. A restrição‖u(t)‖2 ≤ µ é

assegurada para t≥ 0 se as restrições dos Teoremas 6 ou 8 (ou 5 substituindo Ki(x) = K(x) e

Mi(x) = M(x)) ou Corolário 1 e as seguintes condições forem satisfeitas:
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υT
1

[

1 x̂T (x(0))

x̂(x(0)) X(x̃)

]

υ1 é SOS (104)

υT
2

[

X(x̃) MT
i (x)

Mi(x) µ2I

]

υ2 é SOS (105)

sendo que X(x̃) ∈ R
N×N é uma matriz polinomial simétrica, Mi(x) ∈ R

m×N é uma matriz poli-

nomial eυ1,υ2 são vetores de dimensões adequadas que independem de x. O ganho de reali-

mentação é Ki(x) = Mi(x)X
−1(x̃).

Demonstração.Está demonstração é baseada nos trabalhos (YU; HO, 2012; TANAKA; WANG,

2004). ConsidereV(x) = x̂T (x(t))X−1(x̃)x̂(x(t)) uma candidata à função de Lyapunov e a con-

diçãox̂T (x(0))X−1(x̃)x̂(x(0))≤ 1.

Consequentemente,

1− x̂T (x(0))X−1(x̃)x̂(x(0))≥ 0. (106)

A condição (104) implica que

[

1 x̂T (x(0))

x̂(x(0)) X(x̃)

]

≥ 0 (107)

e a inequação (106) é transformada em (107) pelo procedimento do complemento de Schur.

Será agora demonstrado que, com as factibilidades de (104) e(105), será atendida, para

todot ≥ 0, a condição‖u(t)‖2 ≤ µ,

uT(t)u(t) =
r

∑
i=1

r

∑
j=1

αi(x)α j(x)x̂
T(x)KT

i (x)K j(x)x̂(x)≤ µ2.

Portanto, esta condição é equivalente a

1
µ2

r

∑
i=1

r

∑
j=1

αi(x)α j(x)x̂
T(x)KT

i (x)K j(x)x̂(x)≤ 1. (108)

Então, comȯV(x)<0 parax 6=0, tem-se que ˆxT(x)X−1(x̃)x̂(x)< x̂T (x(0))X−1(x̃)x̂(x(0))≤
1 parat > 0. Logo, considerando a factibilidade de (104), tem-se de (106) que
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1
µ2

r

∑
i=1

r

∑
j=1

αi(x)α j(x)x̂
T(x)KT

i (x)K j(x)x̂(x)≤ x̂T(x)X−1(x̃)x̂(x)≤ x̂(x(0))TX−1(x̃)x̂(x(0))≤ 1

(109)

então (108) é válida. Portanto, tem-se

r

∑
i=1

r

∑
j=1

αi(x)α j(x)x̂
T(x)

(

1
µ2KT

i (x)K j(x)−X−1(x̃)

)

x̂(x)≤ 0. (110)

Do lado esquerdo de (110), note que é possível representar (110) da seguinte forma:

1
2

r

∑
i=1

r

∑
j=1

αi(x)α j(x)x̂
T(x)

(

1
µ2KT

i (x)K j(x)+
1

µ2KT
j (x)Ki(x)−2X−1(x̃)

)

x̂(x)

=
1
2

r

∑
i=1

r

∑
j=1

αi(x)α j(x)x̂
T(x)

(

1
µ2

(

KT
i (x)Ki(x)

+KT
j (x)K j(x)

)

− 1
µ2

(

Ki(x)−K j(x)
)T (

Ki(x)−K j(x)
)

−2X−1(x̃)

)

x̂(x)

≤ 1
2

r

∑
i=1

r

∑
j=1

αi(x)α j(x)x̂
T(x)

(

1
µ2

(

KT
i (x)Ki(x)+KT

j (x)K j(x)
)

−2X−1(x̃)

)

x̂(x)

=
r

∑
i=1

αi(x)x̂
T(x)

(

1
µ2KT

i (x)Ki(x)−X−1(x̃)

)

x̂(x).

Se

1
µ2KT

i (x)Ki(x)−X(x̃)≤ 0, (111)

então (110) é válida. DefinindoMi(x) = Ki(x)X(x̃) para (111) obtém-se

1
µ2MT

i (x)Mi(x)−X(x̃)≤ 0. (112)

A condição (105) implica que

[

X(x̃) MT
i (x)

Mi(x) µ2I

]

≥ 0, (113)

a restrição (112) é transformada em (113) pelo procedimentodo complemento de Schur.

A vantagem do controlador chaveado para sistemas não lineares com incertezas politópicas
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é que ela é menos conservador do que quando se tem um único ganho formando o controlador.

O Teorema 10 a seguir, mostra que se um sistema pode ser controlado com um único ganho

polinomial, então ele também pode ser controlado por váriosganhos chaveados, utilizando o

método de projeto de controle chaveado proposto.

Teorema 10.Suponha a existência de uma matriz simétrica polinomial X−1(x̃) ∈ R
N×N, uma

matriz polinomial M(x) ∈ R
m×N e uma constanteβ ≥ 0 tais que as restrições(114) e (115)

sejam factíveis, sendoε1(x) > 0 para todo x6= 0 e ε2i(x) ≥ 0 para todos os valores de x, sendo

polinômios não negativos

υT(X−1(x̃
)

− ε1(x)I)υ é SOS. (114)

−υT
(

X−1(x̃)T(x)
(

Ai(x)−Bi(x)K(x)
)

+
(

Ai(x)−Bi(x)K(x)
)T

TT(x)X−1(x̃)

+ ∑
k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

(

Ak
i (x)x̂(x)

)

+2βX−1(x̃)+ ε2i(x)I

)

υ é SOS.
(115)

sendoυ ∈ R
N um vetor que independe de x e a matriz T(x) ∈ R

N×n definida conforme a equa-

ção (17). Considerando que(115) é factível comε2i(x) > 0 para x 6= 0, então o ponto de

equilíbrio x= 0 é assintoticamente estável. Se X(x̃) é uma matriz constante, então é garan-

tida a estabilidade global do sistemaẋ= (Ai(x)−Bi(x)K(x))x̂(x) com uma taxa de decaimento

maior ou igual aβ ≥ 0, sendo u=−K(x)x̂(x).

Então existem Kj(x), j ∈Kr , tais que, para Mj(x) = K j(x)X
−1(x̃), as restrições(95), (96)

e (97)são satisfeitas.

Demonstração.Como visto no Teorema 10, as restrições (96) e (97) equivalemàs desigualda-

des (99) e (103) respectivamente:

− x̂T(x)
(

X−1(x̃)T(x)Bi(x)K j(x)+KT
j (x)B

T
i (x)T

T(x)X−1(x̃)
)

x̂(x)< x̂T(x)
(

Zi(x)+Q j(x)
)

x̂(x),

x̂T(x)

(

AT
i (x)T

T(x)X−1(x̃)+X−1T(x)Ai(x)+Zi(x)+Qi(x)

+ ∑
k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

(

Ak
i (x)x̂(x)

)

+2βX−1(x̃)

)

x̂(x)< 0.

Isto implica que a lei de controle (94) pode tornar o ponto de equilíbriox= 0 do sistema ˙x=
(

A(α,x)−B(α,x)Kσ(x)
)

x̂(x) globalmente assintoticamente estável com taxa de decaimento

maior ou igual aβ .

Para mostrar que (115) implica em (99) e (103) impõe-se queK j(x) = K(x), Q j(x) = Q(x)

eZi(x) = 0. Então de (115) nota-se que existe umφ > 0 suficientemente pequeno tal que:
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x̂T(x)

(

X−1(x̃)T(x)Ai(x)+AT
i (x)T

T(x)X−1(x̃)+ ∑
k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

(

Ak
i (x)x̂(x)

)

+
(

−X(x̃)T(x)Bi(x)K(x)−KT(x)BT
i (x)T

T(x)X−1(x̃)+φ I
)

+2βX−1(x̃)

)

x̂(x)< 0.

(116)

Definindo Qi(x) = −X−1(x̃)Bi(x)K(x)− KT(x)BT
i TT(x)X−1(x̃) + 2βX−1(x̃) + φ I , então

(116) implica na factibilidade da expressão

x̂T(x)

(

AT
i (x)T

T(x)X−1(x̃)+X−1(x̃)T(x)Ai(x)

+ ∑
k∈κ

∂X−1(x̃)
∂xk

(

Ak
i (x)x̂(x)

)

+Qi(x)+2βX−1(x̃)

)

x̂(x)< 0

descrita em (103).

Note que a restrição em (99) também é satisfeita:

x̂T(x)

(

−X−1(x̃)Bi(x)K j(x)−KT
j (x)B

T
i (x)T

T(x)X−1(x̃)−Zi(x)−Q j(x)

)

x̂(x)

= x̂T(x)

(

−X−1(x̃)T(x)Bi(x)K j(x)−KT
j (x)B

T
i (x)T

T(x)X−1(x̃)−0

−
(

−X−1(x̃)T(x)Bi(x)K j(x)−KT
j (x)B

T
i (x)T(x)X

−1(x̃)+φ I
)

)

x̂(x) =−φ I < 0.

(117)

A partir do Teorema 10, pode-se obter uma prova de que se há um controlador único for-

mado por polinômios dependentes do vetor de estado do sistema, também haverá controladores

chaveados que tornam o sistema globalmente assintoticamente estável. A prova do Teorema 10

foi realizada com base na lei de chaveamento (94), mas deve-se observar que também é válida

caso se utilize a lei de chaveamento (85) e a prova pode ser obtida de forma semelhante.

Deve-se observar que a lei de controle chaveado (94) utilizamatrizes auxiliares, enquanto

a lei de chaveamento (85) não necessita. Portanto a lei de chaveamento (85) quando a matriz

B(α,x) = B(x) é conhecida, tem um custo computacional menor, pois não há a necessidade de

se obter as variáveis matriciais auxiliares.
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4.3 RESULTADOS E SIMULAÇÕES

Nesta seção, através de exemplos de sistemas não lineares será possível comprovar a vali-

dade da metodologia proposta neste capítulo, assim como a sua eficiência em realizar o controle

chaveado de sistemas não lineares incertos cujas dinâmicaspodem ser representadas apenas por

funções polinomiais.

4.3.1 Exemplo 1 - sistema caótico unificado

Considere o sistema caótico unificado proposto em Lü et al. (2002):

ẋ1 = (25δ +10)(x2−x1),

ẋ2 = (28−35δ )x1−x1x3+(29δ −1)x2,

ẋ3 = x1x2−
δ +8

3
x3,

(118)

sendo classificado da seguinte forma:

• Quando 0≤ δ < 0.8, o sistema (118) pertence ao sistema generalizado de Lorenz (LO-

RENZ, 1963), e seδ = 0 o sistema será equivalente ao sistema caótico de Lorenz;

• Quandoδ =0.8 o sistema (118) representa o sistema caótico de Lü (LÜ; CHEN; ZHANG,

2002);

• Quando 0.8≤ δ < 1, o sistema (118) pertence ao sistema generalizado de Chen (CHEN;

UETA, 1999), e seδ = 1 o sistema será equivalente ao sistema caótico de Chen.

O sistema caótico unificado conecta os sistemas de Lorenz, Chen e Lü, estabelecendo um

espectro de transição e o controle do parâmetroδ mostra a evolução do comportamento dinâ-

mico do atrator de Lorenz até o atrator de Chen. Este sistema caótico foi utilizado em projetos de

sincronização caótica para comunicação segura (GRZYBOWSKI; RAFIKOV; BALTHAZAR,

2009; VITAL; VARGAS, 2014).

Considere o valor deδ como uma incerteza, cujo o valor máximo é 1 e o valor mínimo é 0.

Será proposto um único controlador polinomial, dependentedo vetor de estado do sistema. O

projeto do controlador será realizado utilizando a decomposição em soma de quadrados, com

o objetivo de garantir que o sistema seja globalmente assintoticamente estável para os sistemas

caóticos expostos na classificação anterior. Deve-se observar que para utilizar as técnicas ba-

seadas em LMIs seria necessário limitar o sistema em uma região de operação, o que poderia

influenciar no projeto dos controladores, dependendo da região de operação do sistema.
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O sistema incerto (118) pode ser descrito como em (61), considerando ˆx(x)=
[

x1 x2 x3

]T

e

A1(x) =







−(25×0+10) (25×0+10) 0

(28−35×0) (29×0−1) −x1

0 x1 −(0+8)/3






, B1(x) =







1

1

0






,

A2(x) =







−(25×1+10) (25×1+10) 0

(28−35×1) (29×1−1) −x1

0 x1 −(1+8)/3






, B2(x) =







1

1

0






.

(119)

Utilizando o Teorema 5, considerando queβ = 2,6, a matrizX(x̃) sendo constante. Sendo

xTx= (x2
1+x2

2+x2
3) um polinômio definido positivo parax 6= 0 e 10−9 um valor maior que 0 e

pequeno para que o projeto dos controladores possa ser factível, definimosε1 = 10−9 e ε1 > 0

e ε2i = 10−9× (x2
1+ x2

2+ x2
3), i ∈ Kr , desta formaε1,ε2i > 0. O ganho do controlador obtido

K(x) possui em cada elemento da matriz um polinômio, sendo construído utilizando monômios

da ordem 0 e 1, os resultados são dados a seguir

X(x̃) = 105×







3,51365 1,45390 −4,1×10−14

1,45390 3,82421 1×10−15

−4,1×10−14 1×10−15 2,37030






, (120)

K(x) =







1,4877×10−14x1+2,1053×10−16x2+4.9106×10−16x3−13,6603

−6,9906×10−15x1−3.354×10−16x2−4,9667×10−16x3+33,4455

0,61338x1+1,4374×10−16x2+2,8668×10−16x3−9,7768×10−9







T

. (121)

As respostas do sistema caótico de Lorenz (δ = 0) sendo a condição inicial escolhida para

o sistema dex(0) =
[

−10 −10 −10
]T

, Lü (δ = 0.8) e Chen (δ = 1) sendo a condição inicial

escolhida para os sistemas dex(0) =
[

−20 −20 20
]T

, podem ser obtidas nas Figuras 9, 10 e

11 respectivamente. Considerou-se que até 5 segundos o sistema permanece em malha aberta e

posteriormente é aplicado o sinal de controle no sistema. Pode-se observar que com um único

controlador foi possível garantir a estabilidade global assintótica de 3 sistemas caóticos.
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Figura 9 - Trajetória e variáveis de estado do sistema (118) com aplicação do sinal de controle
após 5 segundos de acordo com a lei de realimentação (62) com ocontrolado dado
em (121), considerandoδ = 0.
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Fonte: Próprio autor.

Deve-se observar que para realizar o controle do sistema utilizando modelosfuzzyTS seria

necessário limitar a região de operação, restringir à candidata a função de Lyapunov em apenas

funções quadráticas e os ganhos do controlador serem constantes, sendo que, deste modo, o

problema pode ser solucionado via LMIs. Pode-se verificar portanto, que a utilização da de-

composição em SOS para a resolução do problema de controlar um sistema polinomial não

linear incerto trouxe benefícios.
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Figura 10 - Trajetória e variáveis de estado do sistema (118)com aplicação do sinal de con-
trole após 5 segundos de acordo com a lei de realimentação (62) com o controlado
dado (121), considerandoδ = 0.8.
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Fonte: Próprio autor.

Figura 11 - Trajetória e variáveis de estado do sistema (118)com aplicação do sinal de con-
trole após 5 segundos de acordo com a lei de realimentação (62) com o controlado
dado (121), considerandoδ = 1.

0
40

10

20

20 30

x
3
(t
) 30

20

x2(t)

0 10

40

x1(t)

0

50

-20 -10
-20

-40 -30

(a) Trajetória do sistema.

0 2 4 6 8 10
t(s)

0
100
200

u
(t
)

0 2 4 6 8 10
t(s)

-40
0

40

x
1
(t
)

0 2 4 6 8 10
t(s)

-40
0

40

x
2
(t
)

0 2 4 6 8 10
t(s)

0
25
50

x
3
(t
)

(b) Variáveis de estado e sinal de controle

do sistema.

Fonte: Próprio autor.

4.3.2 Exemplo 2 - sistema caótico de Lorenz

Considere o sistema caótico de Lorenz com a entrada de controle u descrito a seguir
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ẋ1 =−λ1x1+λ1x2+u,

ẋ2 = λ2x1−x2−x1x3,

ẋ3 = x1x2−λ3x3.

(122)

sendo os valores nominais de(λ1,λ2,λ3) iguais a(10,28,8/3) para o surgimento do caos como

em (LORENZ, 1963). Na Figura 12 é possível visualizar a trajetória do sistema caótico de

Lorenz em malha aberta, considerando a condição inicial dex(0) =
[

5 5 10
]T

representada

por um círculo em azul e a condição final após 15 segundos por umquadrado em azul.

Figura 12 - Estado e trajetória do sistema (122) em malha aberta.

0
50

20

20

x
3
(t
) 40

10

x2(t)

0

x1(t)

0

60

-10
-50 -20

(a) Trajetória do sistema.

0 5 10 15
t(s)

-20
-10

0
10
20

x
1
(t
)

0 5 10 15
t(s)

-30
15

0
15
30

x
2
(t
)

0 5 10 15
t(s)

0

25

50

x
3
(t
)

(b) Variáveis de estado do sistema.

Fonte: Próprio autor.

Neste exemplo será considerado que os parâmetros(λ1,λ2,λ3) são incertos e podem as-

sumir valores dentro de uma faixa correspondente a uma porcentagem do seu valor nominal.

Portanto o sistema pode ser descrito por uma combinação convexa como em (61) considerando

x̂(x) =
[

x1 x2 x3

]T
e

Ai(x) =







−λ j
1 λ j

1 0

λ k
2 −1 −x1

0 x1 λ l
3






, B(x) =







1

0

0






, (123)

sendoi = 1,2, . . . ,8 e j,k, l = 1,2.

Os valores deλ j
1 ,λ

k
2 e λ l

3 podem ser obtidos da seguinte forma
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λ 1
1 = λ1× (1+ γ), λ 2

1 = λ1× (1− γ),

λ 1
2 = λ2× (1+ γ), λ 2

2 = λ2× (1− γ),

λ 1
3 = λ3× (1+ γ), λ 2

3 = λ3× (1− γ).

(124)

sendoγ o valor referente à porcentagem de incerteza com relação aosvalores nominais.

Como a matrizB(x) é conhecida, torna-se possível a utilização do Corolário 1.Considere

ε1= 10−9 eε2i = 10−9×(x2
1+x2

2+x2
3), i ∈Kr , e a taxa de decaimento escolhida igual aβ = 0,5.

O sistema pode ser controlado supondo uma incerteza de até 80% dos valores nominais, e

portantoγ = 0,8. O ganhos do controlador chaveadoKσ (x) ∈ R
m×N obtido, possuem em cada

elemento da matriz um polinômio, sendo construído utilizando monômios da ordem 0 e 1, a

matrizX(x̃) foi considerada constante, e os resultados são dados em (125) e (126).

K1 =







1,1701×10−14x1−4,9591×10−15x2+1,7752×10−17x3+43,1096

−2,4236×10−12x1+2,4745×10−15x2+5,5896×10−16x3+27,2428

−0,11839x1−1,9652×10−15x2−1,1408×10−15x3−6,7643×10−10







T

, (125a)

K2 =







−8,2853×10−15x1−1,5708×10−15x2−2,1382×10−15x3+43,0844

−2,4236×10−12x1+1,3026×10−16x2+2,1221×10−16x3+27,0225

−0,11839x1−6,2248×10−17x2+3,7163×10−16x3−2,4176×10−10







T

, (125b)

K3 =







3,9678×10−15x1−4,8718×10−15x2−3,4795×10−15x3+33,1541

−2,428×10−12x1−1,2038×10−15x2+6,6931×10−16x3+23,6977

−0,11838x1+9,3762×10−16x2+2,751×10−16x3−3,0014×10−09







T

, (125c)

K4 =







−7,6148×10−14x1−4,8347×10−15x2+7,9921×10−16x3+21,7011

−2,4317×10−12x1+4,7757×10−16x2+7,1725×10−16x3+21,5056

−0,11838x1−1,3269×10−15x2+1,4064×10−15x3−3,201×10−10







T

, (125d)

K5 =







4,8383×10−15x1+1,0781×10−15x2−8,9096×10−15x3+40,0365

−2,428×10−12x1−7,9127×10−17x2−3,3215×10−15x3+13,7926

−0,11839x1−2,772×10−15x2+9,9279×10−16x3+7,8998×10−09







T

, (125e)

K6 =







4,6355×10−14x1−7,0796×10−15x2+1,7979×10−15x3+30,2244

−2,3965×10−12x1−2,8128×10−15x2+9,0987×10−16x3+11,3168

−0,11839x1−4,2568×10−17x2+3,8851×10−16x3+1,1741×10−09







T

, (125f)

K7 =







4,9878×10−15x1+1,5497×10−16x2+2,8708×10−16x3+50,8373

−2,427×10−12x1+9,4641×10−17x2+1,1826×10−16x3+8,7501

−0,11838x1−6,3243×10−17x2−3,1737×10−16x3−4,9225×10−09







T

, (125g)
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K8 =







2,3228×10−14x1−2,3125×10−16x2+9,0743×10−17x3+50,7379

−2,4128×10−12x1−1,3853×10−15x2+2,6199×10−17x3+8,6768

−0,11838x1+4,813×10−17x2+8,7142×10−17x3+1,3599×10−10







T

, (125h)

X(x̃) =







0,3465×103 −0,4149×103 8,524×10−9

−0,4149×103 3,5050×103 1,7×10−11

8,524×10−9 1,7×10−11 3,5050×103






. (126)

As simulações foram realizadas adotando-se queλ1 = 15,λ2 = 36,4,λ3 = 4,8 e o ponto

inicial igual ax(0) =
[

5 5 10
]T

. Na Figura 13 é possível observar a trajetória do sistema,

sendo a condição inicial e final dadas por um círculo em vermelho e um quadrado em azul,

respectivamente. Na Figura 14 pode-se observar as variáveis de estado, o sinal de controleu(t)

e o sinal de chaveamentoσ(t). Foi considerado que o sistema até 5 segundos permaneceria

em malha aberta e depois em malha fechada, utilizando a lei decontrole chaveado (85) e os

controladores projetados em (125).

Figura 13 - Trajetória do sistema (122) considerando incertezas nos valores nominais com
aplicação do sinal de controle após 5 segundos de acordo com alei de chavea-
mento (85) e o controlador dado em (125).
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Fonte: Próprio autor.
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Figura 14 - Variáveis de estado, sinal de controle e chaveamento do sistema (122) conside-
rando incertezas nos valores nominais com aplicação do sinal de controle após 5
segundos de acordo com a lei de chaveamento (85) e o controlador dado em (125).
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Fonte: Próprio autor.

4.3.3 Exemplo 3 - equação de Van der Pol

Considere o seguinte sistema dado pela equação de Van der Pol

[

ẋ1

ẋ2

]

=

[

0 1

−1 ζ (1−x2
1)

][

x1

x2

]

+

[

0

1

]

u. (127)

Na Figura 15 é apresentado o plano de fase do sistema (127) em malha aberta, conside-

randoζ = 1 e 5 e as condições iniciais e finais dadas por um círculo e um quadrado em azul

respectivamente.
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Figura 15 - Plano de fase do sistema (127) em malha aberta.
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Fonte: Próprio autor.

Considerando que possa haver uma falha nos atuadores, que equivale a multiplicar o sinal

de controleu em (127) por um parâmetro entre 1 eγ, eζ sendo um valor incerto, o sistema pode

ser descrito por uma combinação convexa de acordo com (61), considerando ˆx(x) =
[

x1 x2

]T
,

da seguinte forma:

A1 =

[

0 1

−1 min(ζ )(1−x2
1)

]

, A2 =

[

0 1

−1 min(ζ )(1−x2
1)

]

,

A3 =

[

0 1

−1 max(ζ )(1−x2
1)

]

, A4 =

[

0 1

−1 max(ζ )(1−x2
1)

]

,

B1 =

[

0

1

]

, B2 = γ ×
[

0

1

]

, B3 =

[

0

1

]

, B4 = γ ×
[

0

1

]

.

(128)

Utilizando o Teorema 8 e considerando queε1 = 10−9, ε2i = 10−9× (x2
1+ x2

2)∀i ∈ Kr e

ε3i j = 10−9× (x2
1+ x2

2)∀i, j ∈ Kr , foram obtidas as matrizesX(x̃),Q(x) e Z(x) constantes e a

matrizM(x) contendo em cada elemento um polinômio formado por monômiosda ordem 0 e 1,

sendo que foi especificada uma taxa de decaimento maior ou igual aβ = 0. Foram projetados

ganhos, que serão chaveados de acordo com a lei de chaveamento (94), considerando que o

atuador possua uma falha de até 80%, portanto,γ = 0.8 e ζ possa variar entre 1 e 5. Os

resultados obtidos são dados a seguir:

X(x̃) = 103×
[

7,8790 −0,0000

−0,0000 7,8621

]

, (129)
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Q̂1 =

[

0,013478 6,612

6,612 −767,3515

]

, Q̂2 =

[

0,013478 10,3129

10,3129 −16078,4598

]

,

Q̂3 =

[

0,013478 6,6747

6,6747 −50366,0445

]

, Q̂4 =

[

0,013478 10,3881

10,3881 −67874,8001

]

,

(130)

K1(x) =

[

−3,5475×10−20x1+9,1132×10−20x2−0,0021259

8,6561×10−22x1−9,1346×10−21x2+4,4946

]T

,

K2(x) =

[

5,917×10−20x1+1,4211×10−19x2−0,0026361

−1,6399×10−20x1+2,6022×10−21x2+5,5332

]T

,

K3(x) =

[

2,5826×10−20x1−2,0325×10−19x2−0,0021225

1,7914×10−20x1−2,8197×10−21x2+7,9064

]T

,

K4(x) =

[

2,4346×10−20x1−5,9009×10−20x2−0,0026456

−9,5957×10−21x1+3,1329×10−21x2+9,1472

]T

.

(131)

Na Figura 16 é apresentado o plano de fase do sistema (127) comuma falha no sinal de

controle de 20%, considerando os ganhos (131) para o controlador chaveado (94), sendo as

condições iniciais e finais, após 50 segundos, representadas por um círculo e um quadrado em

azul respectivamente.

Figura 16 - Planos de fase do sistema (127) considerando os ganhos (131) para o controlador
chaveado (94).
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(b) Considerandoζ = 5.

Fonte: Próprio autor.

Considerando que o sinal de controle seja limitado em|u| ≤ µ, utilizou-se o Teorema 9 para

restringir o sinal de controle considerando a condição inicial x(0) =
[

2 −6
]T

. Inicialmente

foram projetados controladores considerando um único ganho, através do Teorema 5 para o
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sistema incerto (127) considerando a combinação convexa dada em (128). A seguir foram

projetados controladores com ganhos chaveados, através doTeorema 8. Na Figura 17 é possível

ver a comparação da factibilidade entre os dois projetos de controladores robustos, considerando

a restrição na entradaµ variando de 35 até 40 e a incertezaγ de 0,78 até 0,9, a incertezaζ foi

mantida de 1 até 5 para todos os projetos.

Figura 17 - Região de Factibilidade utilizando o Teorema 5 (“×”) e o Teorema 8 (“o”).

353637383940
Restrição na Entrada (µ)

0.78
0.8

0.82
0.84
0.86
0.88

0.9

γ

Fonte: Próprio Autor.

Desta forma, o projeto de controle com ganhos chaveados obteve uma região de factibili-

dade maior que utilizando um único ganho.

Considerando que é necessário restringir o sinal de controle de modo que|u| ≤ 39, então

serão utilizados os Teoremas 8 e 9 para limitar o sinal de controle e garantir que o sistema

seja assintoticamente estável, considerando que a condição inicial é igual ax(0) =
[

2 −6
]T

,

possa haver uma falha no sinal de controle de 20% e a incertezaζ variando de 1 até 5. Deve-

se observar que não seria possível projetar um controlador,com estes requisitos de projeto,

utilizando um único ganho e o projeto com base nos Teoremas 5 e9. Desta forma, obtém-se os

seguintes resultados.

X(x̃) =

[

63,5677 −0,0045

−0,0045 38,4479

]

, (132)
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K1(x) =

[

2,2763×10−22x1+3,1209×10−23x2−0,38964

9,0018×10−25x1−5,0488×10−24x2+4,6837

]T

,

K2(x) =

[

2,7219×10−22x1−1,4461×10−22x2−0,48714

−6,184×10−25x1−4,6372×10−25x2+4,9178

]T

,

K3(x) =

[

1,0318×10−21x1+2,9855×10−22x2−0,38642

−2,7543×10−25x1+1,685×10−24x2+6,1005

]T

,

K4(x) =

[

−6,8288×10−22x1+1,0165×10−22x2−0,49384

4,974×10−23x1−7,8807×10−22x2+6,2551

]T

.

(133)

Q̂1 =

[

0,013595 9,7437

9,7437 −23,4147

]

, Q̂2 =

[

0,013501 15,3288

15,3288 −69,5827

]

,

Q̂3 =

[

0,01379 9,6711

9,6711 −193,8821

]

, Q̂4 =

[

0,013819 15,5246

15,5246 −239,9069

]

,

(134)

Na Figura 18 podem ser visualizadas as variáveis de estado dosistema (127) considerando

γ = 5 e uma falha no sinal de controle de 90%, utilizando os resultados obtidos em (132),

(133) e (134). Na Figura 18 também pode ser visualizado o sinal de chaveamento, pode-se

verificar que não houve um chaveamento constante, mas todos os ganhos foram selecionados

em determinados instantes de tempo, de modo que a derivada dafunção de Lyapunov fosse

minimizada.
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Figura 18 - Variáveis de estado, sinal de controle e sinal de chaveamento do sistema (127)
considerandoγ = 5 e uma falha no sinal de controle de 15% após 40 segundos, de
acordo com a lei de chaveamento (94) e os ganhos do controlador dados em (133).
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Fonte: Próprio autor.

4.4 COMENTÁRIOS

Neste capítulo foram propostos projetos de controladores considerando sistemas não linea-

res incertos cuja dinâmica pode ser representada apenas porfunções polinomiais. A partir dos

exemplos e simulações na Seção 4.3 foi possível visualizar aeficiência da metodologia pro-

posta para o controle de sistemas não lineares incertos. Deve-se observar que não foi necessária

a utilização de técnicas como a linearização ou modelosfuzzyTS para controlar tal classe de

sistemas não lineares, projetando controladores globalmente assintoticamente estáveis.

O projeto de controladores via SOS foi uma metodologia flexível que permitiu ao projetista

acrescentar restrições de acordo com o projeto, como taxa dedecaimento e restrição na entrada,

como pode ser visto nos exemplos propostos. Com o objetivo deabranger uma classe maior de

sistemas não lineares incertos, cuja dinâmica pode ser representada por termos não polinomiais,

no Capítulo 5 serão utilizados modelosfuzzypolinomiais, sendo proposto o controle chaveado

para sistemas não lineares utilizando modelosfuzzypolinomiais incertos.
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5 CONTROLE DE MODELOS FUZZY POLINOMIAIS INCERTOS VIA SOS

Neste capítulo será proposto o projeto de controladores comganhos chaveados para sis-

temas não lineares modelados a partir de modelosfuzzypolinomiais considerando incertezas

sendo que a dinâmica do sistema é descrita também por funçõesnão polinomiais ou caso seja

necessário limitar o sistema em uma região de operação. Seráproposto um procedimento que

considera as incertezas nos modelosfuzzypolinomiais do sistema, deste modo os extremos das

incertezas devem ser conhecidos. Por conveniência, serão estabelecidas algumas notações que

serão utilizadas neste capítulo:

Kr = {1,2, . . . , r}, r ∈ N; x(t) = x; V(x(t)) =V; ||x||2 =
√

xTx;

(A(x),B(x),C(x),K(x))(α) =
r

∑
i=1

αi(Ai(x),Bi(x),Ci(x),Ki(x)),

αi(z)≥ 0 e
r

∑
i=1

αi(z) = 1, α = [α1(z),α2(z), . . . ,αr(z)]
T ,

z=
[

x δ (t)
]

, δ = δ (t), δ = [δ1,δ2, . . . ,δp]
T , α(z) = α,

(135)

sendor = 2s e s é o número de parâmetros incertos e funções não polinomiais distintos na

planta, o vetorδ representa os parâmetros incertos distintos presentes no sistema. Deve-se

observar que a funçãoα (função de pertinência) será dependente do vetorzcujos elementos são

variáveis premissas que dependem do vetor de estadox e de parâmetros incertos ou variáveis

desconhecidas do sistema, deste modo é diferente da formulação apresentada no Capítulo 3 em

que as funções de pertinência são dependentes das variáveisde estado do sistema. Portanto,

neste capítulo, para representar as incertezas presentes no sistema, será considerada funções de

pertinência que podem ser incertas.

O sistema não linear incerto será representado por modelosfuzzypolinomiais incertos (suas

funções de pertinência são dependentes dos parâmetros incertos da planta). Portanto, considere

o seguinte sistema não linear incerto

ẋ= f (z)(x,u), (136)

sendof uma função não linear,x=
[

x1 x2 · · ·xn

]T
é o vetor de estado eu=

[

u1 u2 · · ·um

]T

é o vetor de entrada. Desta forma, pode-se representar o sistema (136) com modelosfuzzy

polinomial (globalmente ou semiglobalmente) da seguinte forma
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Regrai : Sez1 éMi
1 E · · · E zp éMi

p,

Então

{

ẋ= Ai (x) x̂(x)+Bi (x)u,

y=Ci (x) x̂(x) ,

(137)

sendoi = 1,2, . . . , r, Mi
j , j = 1,2, . . . , p é o conjuntofuzzy jda regrai. Ai (x) e Bi (x) matrizes

polinomiais emx. O termo ˆx(x) ∈ R
N é um vetor coluna cujos elementos são todos monômios

em x. PortantoAi (x) x̂(x)+Bi (x)u é um vetor polinomial. Então o modelofuzzypolinomial

(137) pode conter não linearidades (termos polinomiais) emcada parte consequente.

O processo de defuzzificação do modelo (137) pode ser representado como



























ẋ=
∑r

i=1ω i (z)(Ai(x)x̂(x)+Bi(x)u)

∑r
i=1 ω i (z)

,

y=
∑r

i=1ω i (z)Ci(x)x̂(x)

∑r
i=1 ω i (z)

,

(138)

sendo

z=
[

z1 z2 . . .zp

]

, ωi(z) =
p

∏
j=1

Mi
j(zj),

r

∑
i=1

ωi(z)> 0, ω(z)≥ 0, (139)

para todoi ∈ Kr , Mi
j(zj) é o “peso” do conjuntofuzzy Mi

j associado à variável premissazj . O

peso normalizado e/ou função de pertinênciaαi , i ∈Kr , de cada regra, como sendo

αi(z) =
ωi(z)

∑r
i=1ωi(z)

. (140)

Desta forma, de (139) e (140) pode-se notar que

r

∑
i=1

αi(z) = 1 e αi(z)> 0, i ∈Kr . (141)

o que condiz com as notações (135).

De (138)-(141), a equação (138), pode ser escrita da seguinte forma



























ẋ=
r

∑
i=1

αi (z) [Ai(x)x̂(x)+Bi(x)u]

= A(α(z,x)) x̂(x)+B(α(z,x))u,

y=
r

∑
i=1

αi (z)Ci(x)x̂(x) =C(α(z),x) x̂(x).

(142)

Uma vez que o CPD utiliza a estrutura do modelofuzzyde um sistema, um controlador
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fuzzycom parte consequente polinomial pode ser construído a partir do modelofuzzypolinomial

(137).

Regrai :Sez1 éMi
1 E · · · E zp éMi

p,

Entãou=−Ki (x) x̂(x) , i = 1,2, . . . , r.
(143)

O controladorfuzzyglobal pode ser calculado como:

u=−
r

∑
i=1

αi (z)Ki (x) x̂(x) . (144)

De (138) e (144), o sistema em malha fechada pode ser representado por

ẋ=
r

∑
i=1

r

∑
j=1

αi (z)α j (z)
{

Ai (x)−Bi (x)K j (x)
}

x̂(x) . (145)

Considerando a lei de controle (144) e uma taxa de decaimentomaior ou igual aβ ≥ 0, os

controladores para controlar o sistema não linear (145) podem ser obtidos através do projeto

dado pelo teorema a seguir inspirado nos resultados apresentados em (TANAKA et al., 2009).

Teorema 11. Para o sistema não linear(142), suponha que exista uma matriz simétrica po-

linomial X(x̃) ∈ R
N×N, matrizes polinomiais Mj(x) ∈ R

m×N e uma constanteβ ≥ 0, tais que

(146)e (147)são satisfeitas, sendoε1(x) > 0 para todo x6= 0 e ε2i j ≥ 0, são polinômios não

negativos

υT(X(x̃)− ε1(x)I)υ é SOS. (146)

−υT
(

T(x)Ai(x)X(x̃)−T(x)Bi(x)M j(x)+X(x̃)AT
i (x)T

T(x)−MT
j (x)B

T
i (x)T

T(x)

+T(x)A j(x)X(x̃)−T(x)B j(x)Mi(x)+X(x̃)AT
j (x)T

T(x)−MT
i (x)B

T
j (x)T

T(x)

− ∑
k∈κ

∂X(x̃)
∂xk

(

Ak
i (x)x̂(x)

)

− ∑
k∈κ

∂X(x̃)
∂xk

(

Ak
j(x)x̂(x)

)

+4βX(x̃)+ ε2i j (x)I

)

υ

é SOS, i≤ j

(147)

sendoυ ∈R
N um vetor que independe de x. A matriz T(x)∈R

N×n definida conforme a equação

(17).

Além disso, se(147)é factível comε2i j (x)> 0 para todo x6= 0, então o ponto de equilíbrio

x = 0 é assintoticamente estável e a taxa de decaimento é maior ou igual a β ≥ 0. Se X(x̃)

é uma matriz constante, então é garantida a estabilidade global do sistema. Os ganhos do

controlador são dados por Ki(x) = Mi(x)X
−1(x̃).
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Demonstração.A prova é semelhante a do Teorema 6.

Desta forma, torna-se possível representar e projetar controladores para um sistema não li-

near incerto globalmente, através de modelosfuzzypolinomial, com o conhecimento dos valores

extremos das incertezas e funções não polinomiais, mas deve-se observar que nesta metodolo-

gia de projeto, as funções de pertinência serão incertas. Desta forma serão propostas leis de

chaveamentos que irão estimar as funções de pertinência como objetivo de reduzir a derivada

da função de Lyapunov.

5.1 PROJETO DE CONTROLADORES CHAVEADOS VIA SOS

A seguir serão considerados dois casos para o projeto de controladores chaveados. O pri-

meiro caso abordará sistemas queB(α,x) = B(x), ou seja, não haverá funções não polinomiais

ou incertezas na matrizB(x). O segundo caso abordará uma classe mais abrangente de siste-

mas nos quais a matrizB(α,x) é composta também por parâmetros incertos ou funções não

polinomiais.

5.1.1 Caso 1: matrizB(α,x) = B(x) conhecida utilizando modelosfuzzy polinomiais

Nesta seção será proposto o projeto de um controlador chaveado para o sistemafuzzypoli-

nomial incerto (142), considerando queB(α,x) =B(x), ou seja, não há funções não polinomiais

e incertezas emB(x), isto é

ẋ= A(α,x)x̂(x)+B(x)u. (148)

Os controladores podem ser obtidos através do projeto dado no Teorema 11. A seguir será

proposto um corolário considerando o caso em queB(α,x) = B(x).

Corolário 2. Para o sistema(148)com a lei de realimentação(144), suponha que exista uma

matriz simétrica polinomial X(x̃)∈R
N×N, matrizes polinomiais Mi(x)∈R

m×N e uma constante

β ≥ 0, tais que(149)e (150)são satisfeitas, sendoε1(x) > 0 para todo x6= 0 e ε2i j ≥ 0 para

todos os valores de x

υT(X(x̃)− ε1(x))υ é SOS. (149)

−υT
(

T(x)Ai(x)X(x̃)+X(x̃)AT
i (x)T

T(x)

−T(x)B(x)Mi(x)−MT
i (x)B

T(x)TT(x)

+ ∑
k∈κ

∂X(x̃)
∂xk

(Ak
i (x)x̂(x))+2βX(x̃)+ ε2i(x)I

)

υ é SOS,

(150)
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sendoυ ∈R
N um vetor que independe de x. A matriz T(x)∈R

N×n definida conforme a equação

(17).

Além disso, se(150)é factível comε2i j (x)> 0 para todo x6= 0, então o ponto de equilíbrio

x = 0 é assintoticamente estável e a taxa de decaimento é maior ou igual a β ≥ 0. Se X(x̃)

é uma matriz constante, então é garantida a estabilidade global do sistema. Os ganhos do

controlador são dados por Ki(x) = Mi(x)X
−1(x̃).

Demonstração.Segue diretamente do Teorema 11, considerandoBi(x) = B(x), i ∈Kr .

Suponha que as restrições (149) e (150) sejam factíveis e sejamKi(x) = Mi(x)X
−1(x̃), i ∈

Kr , os ganhos do controlador dados em (144) eX(x̃) obtidos das condições do Corolário 2. En-

tão, considerando na Definição 3Hi(x) = X−1(x̃)T(x)B(x)Ki(x), define-se o controlador chave-

ado

u= uσ =−Kσ (x)x̂(x), σ = arg min
i∈KN

∗ {−x̂T(x)X−1(x̃)T(x)B(x)Ki(x)x̂(x)
}

, σ ∈Kr .

(151)

Portanto, considerando (135), o sistema controlado (148) édado por

ẋ= A(α,x)x̂(x)+Buσ =
r

∑
i=1

αi

(

Ai(x)−B(x)Kσ

)

. (152)

Teorema 12.Suponha que as condições do Corolário 2 sejam satisfeitas com ε2i j (x)> 0 para

todo x6= 0 e X(x̃) é uma matriz constante, relativas ao sistema(148)com a lei de controle(144)

e obtenha Ki(x) = Mi(x)X
−1(x̃), i ∈Kr . Então a lei de controle chaveada dada em(151)torna

o ponto de equilíbrio x= 0 do sistema(148), globalmente assintoticamente estável.

Demonstração.A demonstração é semelhante a do Teorema 7.

O Teorema 12 mostra que, se as condições do Corolário 2 forem satisfeitas, então a derivada

da função de Lyapunov com a lei de realimentação chaveada (151) será menor ou igual que a

derivada da função de Lyapunov utilizando as funções de pertinência. Deve-se observar que

as funções de pertinência podem ser incertas. Assim, a utilização da lei de chaveamento se

faz eficaz ao, de certa forma, sintetizar as funções de pertinência com o objetivo de reduzir a

derivada das funções de Lyapunov.

5.1.2 Caso 2: matrizB(α,x) incerta utilizando modelosfuzzy polinomiais

Neste caso, será considerado o sistemafuzzysimilar ao dado em (142), comoαi, i ∈ Kr ,

definido em (135), ou seja,
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˙̌x= Ǎ(α, x̌) ˆ̌x(x̌)+ B̌(α, x̌)u, Ǎ(α, x̌) =
r

∑
i=1

αiǍi(x̌), B̌(α, x̌) =
r

∑
i=1

αiB̌i(x̌), (153)

sendo ˇx o vetor de estado da planta eˆ̌x(x̌) um vetor de monômios em função do ˇx.

Sejaν ∈ R
n a derivada temporal do vetor de entrada de controleu∈ R

m. Definaxn+l e νl ,

tais que ˙xn+l = u̇l = νl , ou seja,xn+l = ul =
∫ t

0
νldt, l = 1,2, . . . ,m. Assim, obtém-se o seguinte

sistema:























˙̌x= Ǎ(α, x̌) ˆ̌x(x̌)+ B̌(α, x̌)u,

ẋn+1 = ν1,
...

ẋn+m = νm,

(154)

ou equivalente (BARMISH, 1983),

ẋ= A(α,x)x̂(x)+B(x)ν, (155)

sendo

x=
[

x̌T xn+1 . . . xn+m

]T
, A(α, x̌) =

[

Ǎ(α,x) B̌(α, x̌)

0m×N 0m×m

]

e B=

[

0n×m

Im×m

]

.

Das considerações acima, nota-se que o sistema (155) é equivalente ao sistema (148) e por-

tanto o problema cai no Caso 1, sendo ˆx(x) ∈R
(N+m)×1. Assim, pode-se adotar o procedimento

estabelecido no Caso 1 para projetar a lei de controle chaveadaν =Kσ (x)x̂(x), Kσ ∈R
m×(N+m).

A seguir será proposto uma nova lei de chaveamento, considerando também o caso em que

a matrizB(α,x) contém parâmetros incertos, mas sem a necessidade de utilizar integradores

como em (153)-(155). Esta nova lei de chaveamento utiliza matrizes auxiliaresQ j ∈ R
N×N, j ∈

Kr , que serão definidas posteriormente, e escolhe um índiceσ . Esta lei de chaveamento também

terá por objetivo reduzir a derivada da função de Lyapunov.

Considere que no projeto do controlador as restrições sejamfactíveis para todoi ∈ Kr e

sejamK j(x) = M j(x)X
−1(x̃), j ∈ Kr , os ganhos do controlador (144). Então, considerando a

Definição 3Hi = Q j(x), define-se o controlador chaveado,

u= uσ =−Kσ (x)x̂(x), σ = arg min
j∈KN

∗{x̂T(x)Q j(x)x̂(x)}, σ ∈Kr . (156)

ou seja,σ ∈Kr possui o valor do índicej que resulta no menor valor de ˆxT(x)Q j(x)x̂(x).
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Teorema 13. Para o sistema(138) e (156), suponha que existam matrizes simétricas polino-

miais X(x̃),Qi(x),Zi(x) ∈ R
N×N, matrizes polinomiais Mi(x) ∈ R

m×N e uma constanteβ ≥ 0,

tais que(157), (158)e (159)são satisfeitas, sendoε1(x)> 0 para todo x6= 0 e ε2i j (x)≥ 0 para

todos os valores de x, sendo polinômios não negativos:

υT
1 (X(x̃)− ε1(x)I)υ1 é SOS, (157)

−υT
(

T(x)Ai(x)X(x̃)+X(x̃)AT
i (x)

− ∑
k∈κ

∂X(x̃)
∂xk

Ak
i (x)x̂(x)+ Q̂i(x)+ Ẑi(x)+2βX(x̃)+ ε2i(x)I

)

υ é SOS,
(158)

−υT
(

−T(x)Bi(x)M j(x)−MT
j (x)B

T
i (x)T(x)− Ẑi(x)− Q̂ j(x)ε3i j (x)I

)

υ é SOS, (159)

sejam satisfeitas para todo i e j, sendoυ ∈ R
N um vetor que independe de x. A matriz T(x) ∈

R
N×n definida conforme a equação(17).

Além disso, se(158)é factível comε2i j (x)> 0 para todo x6= 0, então o ponto de equilíbrio

em x= 0 é assintoticamente estável e a taxa de decaimento é maior ou igual aβ ≥ 0. Se X(x̃)

é uma matriz constante, então é garantida a estabilidade global do sistema através da lei de

chaveamento(156), sendo Ki(x) = Mi(x)X
−1(x̃) e Qi(x) = X−1(x̃)Q̂i(x)X

−1(x̃).

Demonstração.A demonstração é semelhante a do Teorema 8.

5.2 RESULTADOS E SIMULAÇÕES

Nesta seção, serão apresentados exemplos do controle de sistemas não lineares incertos via

SOS baseados em modelosfuzzypolinomial utilizando ganhos chaveados de acordo com uma

lei de chaveamento, cujo o objetivo é reduzir a derivada da função de Lyapunov. Com exemplos

e simulações será possível verificar a eficiência da metodologia de controle proposta.

5.2.1 Exemplo 1 - exemplo numérico

Considere o sistema não linear adaptado de (TANAKA et al., 2009), contendo duas incer-

tezas∆1(t) e ∆2(t):

ẋ1 = (−1+∆1(t)+x1+x2
1+x1x2−x2

2)x1+x2+x1u,

ẋ2 =−2sin(x1)− (6+∆2(t))x2+7u,
(160)
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sendo que∆1(t)= casin(200πt), ∆2(t)= cbsin(200πt), ca ecb são valores incertos eu é o sinal

de controle.

Na Figura 19 é representado o plano de fase do sistema (160) emmalha aberta, sendo a

condição inicial representado por um círculo em azul. As condições finais após 10 segundos se

distanciam muito da origem e por este motivo não estão representadas.

Figura 19 - Plano de fase do sistema (160) em malha aberta.
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Fonte: Próprio Autor.

As funções de pertinência no projeto de controle robusto utilizando a modelagemfuzzy

proposta, devido às incertezas, são incertas. O número de funções não polinomiais e incertezas

independentes presentes no sistema é igual a 3, portanto o número de modelos locais necessários

para representar de forma exata o sistema não linear incertoé igual a 23 = 8 modelos locais.

Portanto, o sistema não linear com parâmetros incertos podeser representado utilizando a

variação paramétrica das incertezas como em (148), considerando que ˆx(x) = x=
[

x1 x2

]T
,
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A1(x) =

[

−1+max(ca)+x1+x2
1+x1x2−x2

2 1

−2 −6+max(cb)

]

,

A2(x) =

[

−1+max(ca)+x1+x2
1+x1x2−x2

2 1

0,4344 −6+max(cb)

]

,

A3(x) =

[

−1−max(ca)+x1+x2
1+x1x2−x2

2 1

−2 −6+min(cb)

]

,

A4(x) =

[

−1−max(ca)+x1+x2
1+x1x2−x2

2 1

0,4344 −6+min(cb)

]

,

A5(x) =

[

−1+min(ca)+x1+x2
1+x1x2−x2

2 1

−2 −6−max(cb)

]

,

A6(x) =

[

−1+min(ca)+x1+x2
1+x1x2−x2

2 1

0,4344 −6−max(cb)

]

,

A7(x) =

[

−1−min(ca)+x1+x2
1+x1x2−x2

2 1

−2 −6−min(cb)

]

,

A8(x) =

[

−1−min(ca)+x1+x2
1+x1x2−x2

2 1

0,4344 −6−min(cb)

]

,

B1(x) = B2(x) = . . .= B8(x) =

[

x1

7

]

.

(161)

Através do projeto dos ganhos do controlador chaveado dado no Corolário 2 considerando

ε1 = 10−9,ε2i(x) = 10−9×(x1+x2), X(x̃) uma matriz constante eM(x) uma matriz polinomial,

sendo que cada elemento é um polinômio contendo os monômios de ordem 0 e 1. A região de

factibilidade do projeto dos ganhos para o controlador chaveado é descrita na Figura 20 e será

dada em função dos valores incertosca,cb e da taxa de decaimento maior ou igual aβ ≥ 0.
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Figura 20 - Região de factibilidade com a aplicação do controlador chaveado (151) para o sis-
tema (160) considerando o projeto dos ganhos através do Corolário 2 .
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Fonte: Próprio Autor.

Deve-se observar a influência da taxa de decaimento na regiãode factibilidade, pois quanto

maior a taxa de decaimento, houve uma menor região de factibilidade em relação aos valores

das incertezas. Considerandocb = β = 0 tem-se o exemplo dado em (TANAKA et al., 2016),

que considera no projeto dos controladores incertezas limitadas em norma e região não con-

vexa, sendo que foi obtido um controlador paraca ≤ 0.76. Este artigo também apresenta uma

comparação com a metodologia do trabalho (CAO et al., 2014),que obteve controladores para

ca ≤ 0.39, o mesmo obtido nesta dissertação. Deve-se observar que na metodologia proposta,

não há a necessidade de se utilizar as funções de pertinênciapara compor o sinal de controle e o

projeto pode ser realizado de maneira sistemática conhecendo os valores de máximo e mínimo

das incertezas, sem a necessidade de matrizes adicionais. Em (TANAKA et al., 2016) e (CAO

et al., 2014), os procedimentos de projeto utilizados consideram o conhecimento das funções

de pertinência para a implementação das leis de controle.

A vantagem da metodologia proposta é que não há a necessidadede utilizar as funções de

pertinência para compor o sinal de controle.

Considerando o projeto para dos ganhos do controlador chaveado utilizando o Corolário 2,

sendoβ = 0.1, ca = 0.14 ecb = 0.25, os resultados obtidos são dados a seguir:

X(x̃) = 105×
[

0.1566 −8.3682×10−10

−8.3682×10−10 2.3896

]

, (162)



5.2 RESULTADOS E SIMULAÇÕES 86

K1(x) =

[

1,7813x1+0,010871x2+1,8678

−2,7966×10−10x1−1,4928×10−09x2−0,78392

]T

,

K2(x) =

[

1,7804x1+0,019427x2+2,2178

4,9319×10−10x1+1,8711×10−09x2−0,7839

]T

,

K3(x) =

[

1,7823x1+0,011106x2+1,8674

−3,8433×10−10x1−1,9388×10−09x2−0,78393

]T

,

K4(x) =

[

1,7866x1+0,0086538x2+2,2232

−2,9754×10−09x1−4,643×10−09x2−0,78409

]T

,

K5(x) =

[

1,9285x1+0,016337x2+1,8711

−3,3689×10−10x1−1,6954×10−09x2−0,85523

]T

,

K6(x) =

[

1,9285x1+0,018146x2+2,2175

−5,9315×10−10x1−3,0008×10−09x2−0,85523

]T

,

K7(x) =

[

1,9307x1+0,012469x2+1,8686

−2,4958×10−10x1−2,0848×10−09x2−0,85526

]T

,

K8(x) =

[

1,9353x1+0,0079817x2+2,2076

−9,3492×10−10x1−2,5724×10−09x2−0,85535

]T

,

(163)

Na Figura 21 pode ser visualizado o plano de fase do sistema (160), considerandoca = 0,14

ecb = 0,25, em malha fechada através dos ganhos dados em (163) chaveados a partir da lei de

controle (151).

Figura 21 - Plano de fase do sistema (160) considerandoca = 0.14 ecb = 0.25, em malha
fechada através dos ganhos dados em (163) e a lei de controle chaveado (151).
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Fonte: Próprio Autor.

Na Figura 22 podem ser visualizados as variáveis de estado dosistema ao longo do tempo,
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o sinal de controle e o chaveamento ao longo do tempo considerando a condição inicialx(0) =
[

−2 −6
]T

sendoca = 0,14 ecb = 0,25.

Figura 22 - Variáveis de estado, sinal de controle e chaveamento do sistema (160) conside-
randoca = 0,14 ecb = 0,25, utilizando os ganhos dados em (163) e a lei de con-
trole chaveada (151).
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Fonte: Próprio autor.

5.2.2 Exemplo 2 - exemplo numérico

Considere o seguinte sistema não linear adaptado do trabalho (TANAKA et al., 2012):

ẋ1 = sen(x1)−5x2+(x2
2+5)u,

ẋ2 =−x1−x3
2.

(164)

sendou o sinal de controle.

Na Figura 23 é apresentado o plano de fase do sistema (164) em malha aberta, sendo a

condição inicial e final após 100 segundos representados porum círculo e um quadrado em azul

respectivamente.
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Figura 23 - Plano de fase do sistema (164) em malha aberta.
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Fonte: Próprio Autor.

Neste exemplo será considerado que pode haver uma falha de 90% do sinal de controle.

Portanto, o sistema não linear com parâmetros incertos podeser representado utilizando a vari-

ação paramétrica das incertezas como em (148), considerando quex̂(x) = x=
[

x1 x2

]T
,

A1(x) = A3(x) =

[

1 5

−1 −x2
2

]

, A2(x) = A4(x) =

[

−0,2172 5

−1 −x2
2

]

,

B1(x) = B2(x) =

[

x2
2+5

0

]

, B3(x) = B4(x) = 0,1×
[

x2
2+5

0

]

.

(165)

Desta forma, será considerando que pode haver o caso em queu= λK(x)x̂(x), sendo 0,1≤
λ ≤ 1, considerando o caso em haja 100% do sinal de controle (λ = 1) sendo aplicado no

sistema até o caso em haja apenas 10% do do sinal de controle (λ = 0,1), sendo possível desta

forma haver uma falha no atuador do sistema de até 90%.

Através do projeto dos ganhos do controlador chaveado dado no Teorema 13 considerando

ε1(x) = ε2i(x) = ε3i j (x) = 10−9(x2
1+ x2

2), X(x̃),Q(x) e Z(x) são matrizes constantes,M(x) é

uma matriz cujos elementos são polinômios formados por monômios da ordem 0 e 1, e será

considerado que a taxa de decaimento especificada é maior ou igual aβ = 0. Portanto, os

resultados obtidos são dados a seguir.
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K1(x) =
[

1,4595 −2,3779×10−8
]

, K2(x) =
[

1,4367 −2,3408×10−8
]

,

K3(x) =
[

2,5314 −4,1243×10−8
]

, K4(x) =
[

1,5687 −2,5558×10−8
]

,
(166)

Q1(x) =

[

−0,14987 0,058169

0,058169 0,088775

]

, Q2(x) =

[

7,3427 0,058169

0,058169 0,088775

]

,

Q3(x) =

[

−160,1693 0,058153

0,058153 0,088775

]

, Q4(x) =

[

−40,6331 0,058151

0,058151 0,088775

]

,

(167)

X(x̃) =

[

72,9305 2,3764×10−7

2,3764×10−7 14,5861

]

, (168)

Na Figura 24 é apresentado o plano de fase do sistema (165) considerando os ganhos (166)

para o controlador chaveado (156) considerando as condições iniciais e finais após 20 segundos,

representadas por um círculo e um quadrado em azul respectivamente.

Figura 24 - Planos de fase do sistema (165) considerando os ganhos (166) para o controlador
chaveado (156).
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(a) 100% do sinal de controle.
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(b) Apenas 10% do sinal de controle.

Fonte: Próprio autor.

Através deste exemplo pode-se verificar a estabilidade assintótica global de sistemas não

lineares incertos utilizando modelosfuzzypolinomiais via SOS, através de uma lei de chavea-

mento.
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5.3 COMENTÁRIOS

Neste capítulo foi proposto o projeto de controladores considerando sistemas não lineares

incertos em geral, utilizando modelosfuzzypolinomial. Os controladores com ganhos cha-

veados trazem algumas vantagens em relação as técnicas utilizadas na literatura (CAO et al.,

2014; TANAKA et al., 2016), como a não necessidade da utilização das funções de pertinência

e um desempenho melhor dos controladores em comparação com os ganhos interpolados com

as funções de pertinência. Pode-se verificar na Seção 5.2 os resultados com os controladores

propostos neste capítulo.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

De um modo geral, neste trabalho procura-se estabelecer novos projetos de controle para

sistemas não lineares incertos, utilizando como recurso a decomposição em soma de quadrados,

que pode ser vista como uma extensão das desigualdades matriciais lineares. As desigualdades

matriciais lineares é uma metodologia comumente utilizadapara a análise de desempenho e

projeto de controladores para sistemas lineares e não lineares utilizando modelosfuzzyTS com

parte consequente linear.

No Capítulo 1 foi apresentada uma revisão do estado da arte para o controle de sistemas

não lineares de forma mais abrangente, sendo possível conhecer técnicas relevantes atualmente

disponíveis para o projeto de controladores para sistemas não lineares baseados na decomposi-

ção em soma de quadrados. No Capítulo 2 foi apresentada uma revisão da literatura em que os

conceitos fundamentais necessários para o desenvolvimento e compreensão do trabalho foram

revisados, dentre esses, destacam-se;i) a estabilidade no sentido de Lyapunov;ii) projeto de

controladores baseado em desigualdades matriciais lineares para sistemas lineares;iii) projeto

de controladores baseado em decomposição em soma de quadrados para sistemas não linea-

res cuja a dinâmica é representada apenas por funções polinomiais, possibilitando deste modo,

observar que a metodologia via SOS é mais geral do que a baseada em LMIs.

No Capítulo 3 também foi apresentada uma revisão da literatura com foco em modelosfuzzy

com parte consequente linear e polinomial, destacando;i) projeto de controladores para siste-

mas não lineares baseado em modelosfuzzyTS considerando funções de Lyapunov quadráticas;

ii) projeto de controladores para sistemas não lineares baseado em modelosfuzzypolinomial

considerando funções de Lyapunov polinomiais;iii) estudo e comparação do setor não linear

de acordo com as duas metodologias tratadas;iv) comparação entre os modelosfuzzylineares e

polinomiais.

6.1 PRINCIPAIS CONTRIBUIÇÕES

No Capítulo 4 foram propostas metodologias de controle baseadas na decomposição em

soma de quadrados para sistemas não lineares com incertezaspolitópicas com a dinâmica do

sistema descrita apenas por funções polinomiais. O primeiro projeto estudado, visa o projeto de

um único ganho polinomial de acordo com a lei de realimentação u=−K(x)x̂(x). Em seguida

foram propostos dois outros métodos de projeto para a mesma classe de sistema considerando

controladores com ganhos chaveados, de acordo com a lei de realimentaçãou= −Kσ (x)x̂(x).
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Foi possível provar que se houver um controlador com ganho único K(x) que garanta a estabili-

dade do sistema, haverá um controlador com ganhos chaveadosKσ (x), projetado com o método

proposto. Através de um exemplo pode-se observar que o contrário não é válido.

Com o objetivo de projetar controladores para sistemas lineares incertos, cuja a dinâmica

não pode ser descrita apenas por funções polinomiais, no Capítulo 5 foram propostos contro-

ladores com ganhos chaveados baseados na decomposição em soma de quadrados, utilizando

uma lei de controle do tipou = −Kσ (x)x̂(x). As incertezas foram consideradas nos modelos

fuzzypolinomiais, desta forma, as funções de pertinência serão incertas o que torna adequada

a utilização das lei de chaveamento proposta para, de certa forma, sintetizar a função de perti-

nência. Deste modo, não há a necessidade de se conhecer as funções de pertinência, que muitas

vezes podem ser complexas e/ou desconhecidas.

Os projetos de controladores para sistemas não lineares incertos propostos se diferenciam

do projeto de controladores com incertezas limitadas baseado em SOS descritos na literatura

por não dependerem das funções de pertinência para compor o sinal de controle. Através das

leis de chaveamento propostas, pode-se realizar projetos de controladores considerando a norma

H∞, sistemas sujeitos a saturação no sinal de controle, restrição na entrada, entre outros índices

de desemprenho.

6.2 PERSPECTIVAS FUTURAS

• Estabelecer condições de relaxamento baseado no trabalho (KIM; PARK; JOO, 2016).

Deste modo, considerando aplicações práticas, o objetivo será tornar os ganhos do con-

trolador independentes da matriz polinomialX(x̃).

• Na metodologia proposta neste trabalho, foram consideradas candidatas à função de Lya-

punovV(x) = x̂(x)X−1(x̃)x̂, sendo ˜x composto pelas variáveis de estado que não são dire-

tamente afetadas pela entrada de controle. Baseado na proposta do trabalho (GASSARA;

HAJJAJI; CHAABANE, 2016) pretende-se considerar candidatas à função de Lyapunov

mais geraisV(x) = x̂(x)X−1(x)x̂.

• Tendo em vista aplicações práticas, pretende-se considerar saturação no sinal de con-

trole, estabelecendo deste modo uma região de operação, como em (ALVES et al., 2016;

KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2015) e (GASSARA; HAJJAJI; CHAABANE, 2016).

Podendo ainda estabelecer projetos de controle semi-globalmente estáveis como em (TA-

NAKA et al., 2016).
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