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RESUMO

O estudo de técnicas de controle de vibração tem grande importância em diversas

áreas da Engenharia, tais como Aeroespacial, Automobilística, Mecânica, Robótica,

etc. Um dos principais problemas observados nesses sistemas referem-se as oscilações

mecânicas oriundas dos movimentos, ocasionando as vibrações nas estruturas �exíveis.

Os sistemas de controle de veículos espaciais, satélites arti�ciais, manipuladores ro-

bóticos, guindastes rotativos, vigas engastadas, entre outros, mesmo se considerados

rígidos, apresentam comportamento não-linear. Analisar essas situações expostas visa,

dentro das diversas áreas, proporcionar maior margem de segurança e estabilidade do

equipamento, da carga e dos usuários. Diante desse contexto, este trabalho tem como

objetivo desenvolver modelos matemáticos para sistemas rotacionais em estruturas �e-

xíveis e aplicar um Observador de Estados para estimar as variáveis de estado, que

permite diminuir a quantidade de sensores, e projetar controladores para atenuar vi-

brações, com base na resposta experimental, na avaliação, veri�cação e validação do

modelo desenvolvido para controlar vibrações em estruturas �exíveis. A metodologia

utilizada baseia-se em desenvolver modelos matemáticos do sistema de controle de vi-

bração para o sistema Rotary Flexible Link da Quanser, que consiste de uma haste

metálica �exível acoplada a um servomecanismo que permite o movimento rotacional

no plano horizontal. Para a obtenção das equações de movimento, considerou-se o

método de Euler-Lagrange. Os resultados foram o desenvolvimento e validação expe-

rimental dos modelos matemáticos para controlar a vibração da viga �exível, e com a

utilização do Observador de Estados permitiu demonstrar uma ótima estimativa das

variáveis de estado, além de eliminar a utilização do tacômetro e do strain gage.

Palavras-chave: Controle de vibração, Estruturas �exíveis, Observador de

estados



ABSTRACT

The study of vibration control techniques has great importance in several areas of

Engineering, such as Aerospace, Automotive, Mechanics, Robotics, etc. One of the

main problems observed in these systems refers to the mechanical oscillations origina-

ting from the movements, causing the vibrations in the �exible structures. Space vehicle

control systems, arti�cial satellites, robotic manipulators, rotary cranes, clamped be-

ams, among others, even if considered rigid, exhibit non-linear behavior. Analyzing

these exposed situations aims, within the several areas, to provide greater margin of

safety and stability of the equipment, the load and the users. Given this context, this

work aims to develop mathematical models for rotational systems in �exible structures

and to apply a State Observer to estimate the state variables, which allows to reduce

the number of sensors, and design controllers to attenuate vibrations, based on the

response Experimental, in the evaluation, veri�cation and validation of the model de-

veloped to control vibrations in �exible structures. The methodology used is based

on developing mathematical models of the vibration control system for the Rotary

Flexible Link system of Quanser, which consists of a �exible metal beam coupled to

a servomechanism that allows rotational movement in the horizontal plane. In order

to obtain the equations of motion, the Euler-Lagrange method was considered. The

results were the development and experimental validation of the mathematical models

to control the vibration of the �exible beam, and with the use of the State Obser-

ver, it was possible to demonstrate a good estimation of the state variables, besides

eliminating the use of the tachometer and the strain gage.

Keywords: Vibration Control, Flexible Structures, State Observer
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Capítulo 1

Introdução

As vigas e eixos são elementos estruturais e mecânicos importantes na engenharia,

onde as vigas são consideradas o mais importante de todos os elementos estruturais,

pois são elementos usados para apoiar os pisos dos edifícios, pontes, asa de aviões, eixos

de automóveis, lança de guindaste, dentre outros (Hibbeler, 2006).

As vibrações em vigas são problemas que devem ser controlados ou minimizados

para dar maior estabilidade e robustez aos sistemas. Logo, o estudo de técnicas de

controle ativo de vibrações tem aplicações em diversas áreas da Engenharia, tais como

Engenharia Aeroespacial, Engenharia Mecânica, Engenharia Civil, Engenharia Auto-

mobilística, Robótica, transporte de cargas e até mesmo em Sistemas Micro-Nano-

eletromecânicos (Junkins and Kim, 1993; Abdel-Rahman et al., 2003; Bhushan, 2004;

Morita, 2009).

No caso dos helicópteros, os problemas de vibrações têm recebido uma grande

atenção. Além de melhorar o conforto da tripulação e dos passageiros, a atenuação

das vibrações na estrutura da aeronave protege os instrumentos de comunicação e

navegação de possíveis falhas (Bittanti and Cuzzola, 2002).

As vibrações em automóveis são minimizadas através do sistema conhecido como

suspensão. O objetivo de um sistema de suspensão de veículo é fornecer amortecimento

e�caz da irregularidade da pista, melhorar a estabilidade e o controle direcional pro-

porcionando maior conforto durante o passeio e proporciona estabilidade ao veículo.

O sistema clássico da suspensão dos veículos é composto por molas e amortecedores

(Yagiz and Sakman, 2005).

14



Em Sistemas de Transporte de carga, o problema da movimentação de grandes

quantidades de cargas pesadas é encontrado em locais como construções, portos, ae-

roportos e complexos industriais, sendo que um dos sistemas mecânicos utilizados na

movimentação de cargas pesadas é o guindaste. Os guindastes são sistemas mecânicos

utilizados para deslocar cargas tanto verticalmente como horizontalmente. Há diversos

modelos de guindastes, que podem ser classi�cados de acordo com o número de graus

de liberdade que o mecanismo de suporte oferece ao ponto de suspensão. O guindaste

gira a viga ou braço do guindaste sobre o plano horizontal em torno de um eixo verti-

cal, permitindo que o ponto de suspensão seja capaz de executar movimentos tanto de

translação como rotação sobre o plano horizontal (Abdel-Rahman et al., 2003).

Em alguns Sistemas Micro e Nano-eletromecânicos, o controle ativo de vibrações

deve não apenas atenuar oscilações indesejáveis, mas também sintetizar movimentos

oscilatórios com precisão su�ciente. No caso do Microscópio de Força Atômica (MFA),

uma microviga deve ser deliberadamente vibrada com frequência e amplitude previa-

mente de�nidas (Morita, 2009; Bhushan, 2004; Balthazar et al., 2013).

Diversas técnicas podem ser usadas para o controle ativo de vibrações, por exemplo,

�ltros e compensadores projetados para garantir a estabilidade e o bom desempenho

do sistema de controle, atenuando apropriadamente os modos de vibração. Algumas

técnicas, como os sistemas eletromecânicos projetados para absorver a energia da vi-

bração como os Energy Absorbers ou Dynamic Vibration Absorbers (DVAs) lineares,

e os Nonlinear Energy Sinks (NES), têm sido objeto de intensa pesquisa atualmente

(Yang et al., 2014; Iliuk et al., 2013).

Os sistemas de controle de veículos espaciais, satélites arti�ciais, manipuladores

robóticos, guindastes rotativos, entre outros, mesmo se considerados rígidos, apresen-

tam comportamento não linear. Dessa forma, o projeto de sistemas de controle de

estruturas �exíveis confronta di�culdades adicionais (Bueno et al., 2010).

As vibrações podem também comprometer a nossa saúde, pois a vibração é um

agente nocivo presente em várias atividades laborais, como as atividades de mineração

e �orestal, a indústria química, de móveis, da carne, automotiva, dentre outras, que

submetem os trabalhadores às vibrações localizadas (também denominadas de vibra-

ção de mãos e braços ou de extremidades) e vibrações de corpo inteiro. As vibrações

localizadas são transmitidas aos membros superiores através de uso de ferramentas ma-
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nuais, portáteis ou não, tais como motosserras, furadeiras, serras, politrizes, britadeiras

e martelos pneumáticos e as vibrações de corpo inteiro são características em platafor-

mas industriais, veículos pesados, tratores, retroescavadeiras e até mesmo no trabalho

em embarcações marítimas, �uviais e trens. Sendo que não há cura para a síndrome da

vibração para mãos e braços, e que a prevenção é a palavra chave, que pode ser imple-

mentada pelo uso de ferramentas com design ergonômico ou com controle da vibração

(Vendrame, 2008).

Nas últimas décadas diversas pesquisas têm sido realizadas, com objetivo de reduzir

amplitudes de vibrações em estruturas submetidas a cargas dinâmicas, por meio de

sistemas de controle de malha fechada. Os sistemas de controle ativo caracterizam-se

por atuadores que necessitam de fonte de energia externa. Os sinais ou leis de controle

são determinados em função das características dinâmicas das estruturas, dos sinais

de excitação e da resposta temporal da planta controlada, ou seja, da amplitude de

resposta do sistema, devendo ser determinada automaticamente, o que resulta em um

maior grau de adaptabilidade (Nagahama, 2013). Além disso, os sistemas de controle

de malha fechada são compostos por:

• Sensores: que traduzem informações como deslocamentos, velocidades e/ou ace-

lerações de determinados pontos da estrutura;

• Controladores: que recebem as informações dos sensores e realizam o cálculo das

ações de controle;

• Atuadores: que aplicam as ações de controle.

Os sistemas de malha fechada são sistemas de controle com realimentação, ou seja,

é um sistema que mantém uma relação entre a grandeza de saída comparando-se com

a grandeza de referência, e utilizando a diferença como meio de controle (Ogata, 2003).

Entretanto, existem diferenças entre teoria de controle moderno e a teoria de con-

trole convencional. A teoria de controle moderno contrasta com a teoria de controle

convencional no sentido de que a primeira é aplicável a sistemas com entradas e saí-

das múltiplas, lineares ou não-lineares, variantes ou invariantes no tempo, enquanto a

última é aplicável apenas aos sistemas mono-variável (uma única entrada e uma única

saída), lineares e invariantes no tempo. Além disso, a teoria de controle moderno é
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uma abordagem centrada essencialmente no domínio do tempo, enquanto a teoria de

controle convencional adota um enfoque no domínio de frequência complexa (Ogata,

2003).

Em projetos de sistemas de controle supõe-se que o vetor de estado completo está

disponível para medição direta, mas nem sempre as variáveis de estado estão dis-

poníveis, necessitando dessa forma estimar as variáveis que não são disponíveis por

medição direta. Nesse caso o vetor de estado pode ser aproximadamente reconstruído,

construindo um observador (Watanabe, 2010).

Luenberger (1966) de�ne que o observador é um projeto de controle de um sis-

tema que produz uma aproximação para o vetor de estado, também conhecido como

observador de Luenberger.

Meirovitch (1970) a�rma que em projeto de sistema de controle utilizando Obser-

vador de Estados, os mesmos podem reconstruir os estados não medidos ou os valores

provenientes de pontos de difícil acesso no sistema a partir das variáveis de estado

disponíveis.

Luenberger (1964) menciona que em diversos sistemas de controle, é �sicamente e

economicamente inviável a instalação de todos os sensores que serão necessários para

medir todas as variáveis de estado, portanto o projeto de sistemas de controle utilizando

os observadores de estado pode reconstruir os estados não medidos, com isso, torna-se

necessária a reconstrução que todos os estados sejam observáveis.

O projeto de controle para estimar as variáveis de estado que não são disponíveis por

medição direta e uma aplicação do projeto de controle em que estima o vetor de estado

para um sistema com Observador de Estado e substituiu um vetor de estado real em

modelos de realimentação linear ou não linear sem perder a estabilidade, assim, concluiu

que os observadores podem efetivamente superar as di�culdades associadas com projeto

de controle quando o vetor de estado não é mensurável (Luenberger, 1971).

Em projeto de sistemas de controle utilizando observadores de estado, os mesmos

podem reconstruir os estados não medidos ou os valores provenientes de pontos de

difícil acesso no sistema a partir das variáveis de estado disponíveis (Meirovitch, 1990).

No desenvolvimento de projeto de sistemas de controle para que haja uma interface

entre a planta e o sistema observado e suas variáveis, é comum a aplicação de softwares,

sendo que o mais utilizado é o MATLABTM/ SIMULINK TM.
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O MATLABTMé um software para a computação técnica e cientí�ca, sua popula-

ridade deve-se a facilidade de utilização desse programa. O nome MATLAB vem da

elisão das palavrasMatrix Laboratory, isto se deve à base operacional, que são as matri-

zes. Esse programa é utilizado para cálculos matemáticos, modelagens e simulações de

sistemas lineares e não-lineares, discretos e contínuos no tempo, análises numéricas e

processamentos, visualização de grá�cos, desenvolvimentos de algoritmos, etc. (Gilat,

2009).

Diante desse contexto, este trabalho tem como objetivo desenvolver modelos ma-

temáticos para sistemas rotacionais com estruturas �exíveis e aplicar um Observador

de Estados para estimar as variáveis de estado, o que permite diminuir a quantidade

de sensores. Além disso, objetiva-se realizar ensaios no sistema Rotary Flexible Link

para validar o projeto dos controladores, de modo a atenuar as vibrações oriundas da

�exão.
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Capítulo 2

Revisão Bibliográ�ca

2.1 Vibrações Mecânicas

O estudo de vibrações surgiu a partir de Galileu Galilei (1564-1642) em sua obra

Discorsi e Dimostrazioni Matematiche Intorno a Due Nuove Scienze, publicado em

1638, no qual Galileu discutiu corpos vibratórios, com enfoque cientí�co. Isaac New-

ton (1642-1727) publicou sua obra Philosophiae naturalis principia mathematica em

1686, na qual descreveu a lei da gravitação universal, bem como as três leis do mo-

vimento. A segunda lei do movimento de Newton é usada em vibrações para derivar

as equações de movimento de um corpo em vibração. Brook Taylor (1685-1731) em

1713 apresentou o famoso teorema de Taylor para séries in�nitas. A frequência na-

tural de vibrações obtida pela equação de movimento derivada por Taylor concordava

com os experimentos de Galileu e Mersenne. Daniel Bernoulli (1700-1782) por meio

das equações dinâmicas em suas memórias publicadas pela Berlin Academy em 1755

de�niu o princípio da coexistência de pequenas oscilações, no qual é conhecido como

princípio da superposição, onde esse princípio é importante para o desenvolvimento da

teoria das vibrações. D'Alembert (1717-1783) e Leonard Euler (1707-1783) duvidaram

da validade desse princípio, entretanto, J.B.J. Fourier (1768-1830) em sua obra Analy-

tical theory of heat (Teoria analítica do calor) em 1822, validou sua expansão sendo

provada por ele. Joseph Lagrange (1736-1813) encontrou uma solução analítica da

corda vibratória. Tal método para estabelecer a equação diferencial do movimento de

uma corda (denominada equação de onda) sobre a teoria da vibração foi desenvolvida
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primeiro por D'Alembert em suas memórias publicadas pela Academia de Berlim em

1750. Sendo que as vibrações de vigas delgadas apoiadas e engastadas foram estudadas

primeiramente por Euler em 1744 e Bernoulli em 1751. Essa abordagem �cou conhe-

cida como a teoria de Euler-Bernoulli ou de viga delgada. Nas abordagens mecânicas

muitos problemas básicos incluindo os de vibrações, são não lineares. Lord Baron Ray-

leigh (1842-1919) publicou um livro sobre a teoria do som, no qual é considerado um

clássico tanto no assunto do som quanto na vibração.Rayleigh determinou a frequência

fundamental de vibração de um sistema conservativo utilizando o princípio da con-

servação de energia, conhecido atualmente como método de Rayleigh. Esse método

apresentou ser extremamente útil para soluções de difíceis problemas de vibrações.

Observa-se que a teoria matemática de vibrações não lineares começou com o trabalho

de Poincaré (1854-1912) e Lyapunov (1857-1918) . Poincaré desenvolveu o método das

perturbações em 1892 em conexão com a solução de problemas de mecânica celeste não

lineares. Lyapunov lançou as bases da teoria de estabilidade em 1892, que é aplicável a

todos os tipos de sistemas dinâmicos. No século XX, os trabalhos de Du�ng e Van der

Pol (1889-1959) resultaram nas primeiras soluções de�nidas da teoria de vibrações não

lineares e apresentaram sua importância para a área de engenharia, sendo que qual-

quer movimento que se repete em um intervalo de tempo é denominado de vibração ou

oscilação (Rao, 2008).

Um sistema mecânico de movimento oscilatório é geralmente referido como vibra-

ção, a questão básica da vibração é como o sistema responde a vários estímulos ou

excitações. A derivação da equação do movimento pode ser realizada por meio de

métodos da mecânica Newtoniana ou por métodos de dinâmica analítica, também co-

nhecida mecânica Lagrangiana (Meirovitch, 1970).

2.2 Elementos da Dinâmica Analítica

As leis de Newton foram formuladas para uma única partícula e podem ser es-

tendidas a sistemas de partículas e corpos rígidos. Ao descrever o movimento, em

coordenadas e forças físicas em quantidades que podem ser representadas por vetores.

Por esta razão, esta abordagem é apresentada como mecânica vetorial. A principal

desvantagem considera os componentes individuais de um sistema separadamente, exi-
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gindo assim o cálculo da interação das forças resultantes de restrições cinemáticas. O

cálculo dessas forças é uma complicação adicional e, além disso, em muitos casos, es-

sas forças não são de interesse e devem ser eliminadas das equações de movimento.

Uma abordagem diferente da mecânica refere-se à mecânica analítica, que considera

o sistema como um todo, do que seus componentes individuais, eliminando assim a

necessidade de calcular as forças que interagem. A abordagem é atribuída a Leibnitz e

Lagrange que formula os problemas da mecânica em duas funções escalares, a energia

cinética e a energia potencial, em uma expressão in�nitesimal, onde o trabalho virtual

é associado a forças não conservativas. A mecânica analítica representa um ponto de

vista mais amplo, pois formula os problemas da mecânica por meio de coordenadas e

forças generalizadas, que não são necessariamente coordenadas e forças físicas, embora

em certos casos possam ser. Desta forma, a formulação matemática é apresentada inde-

pendente em qualquer sistema especial de coordenadas. A mecânica analítica baseia-se

fortemente no conceito de deslocamentos virtuais, o que levou ao desenvolvimento de

cálculos de variações. Por esta razão, a mecânica analítica também é chamada de

abordagem variacional à mecânica (Meirovitch, 1975).

2.2.1 Princípio do Trabalho Virtual

O princípio do trabalho virtual é basicamente uma a�rmação do equilíbrio estático

de um sistema mecânico. É o primeiro princípio variacional na mecânica pode ser

empregado para facilitar a transição da mecânica Newtoniano para Lagrangiano, o

trabalho virtual pode ser escrito para um sistema de N partículas, de modo semelhante

ao conceito de trabalho real (Meirovitch, 1970), como:

¯δW =
N∑
i=1

Ri.δri (2.1)

Onde Ri é a resultante das forças atuantes sobre a partícula i dada por:

Ri = Fi + fi, i = 1, 2, ..., N (2.2)

Sendo Fi a força aplicada e fi a força de vinculo.
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Para um sistema em equilíbrio, cada partícula deve estar em repouso, portanto,

Ri = 0 e, consequentemente, o produto escalar Ri.δri também será nulo. Com isso, a

equação (2.1) é reescrita como:

¯δW =
N∑
i=1

Ri.δri = 0 (2.3)

Substituindo a equação (2.2) na equação (2.3), resulta em

¯δW =
N∑
i=1

Fi.δri +
N∑
i=1

fi.δri (2.4)

Como a partícula é con�nada a se movimentar sobre uma superfície devido às

forças de vinculo (fi) que são normais a esta superfície, o deslocamento virtual será

então paralelo à superfície e como consequência, normal às forças de vinculo. Como o

produto escalar de dois vetores normais é nulo, o somatório de todos os produtos fi.δri

do sistema será nulo, ou seja:

¯δW =
N∑
i=1

fi.δri = 0 (2.5)

Portanto, da equação (2.4) e equação (2.5),

¯δW =
N∑
i=1

Fi.δri = 0 (2.6)

Onde mostra o trabalho virtual ¯δW realizado pelas forças Fi aplicadas através do

deslocamento virtual in�nitesimal δri compatível com os vínculos do sistema é nulo.

2.2.2 Princípio de D'Alembert

O princípio do trabalho virtual lida com o equilíbrio estático de sistemas, o que não

se aplica a problemas da dinâmica, tentando estender este princípio para problemas de

equilíbrio dinâmico, nasce o princípio atribuído a D'Alembert, conhecido como princípio

de D'Alembert (Meirovitch, 1970).

Conforme com a segunda lei de Newton, a equação do movimento para cada partí-

cula pode ser escrita na notação compacta vetorial como,

Fi + fi −mir̈i = 0 (2.7)
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onde −mir̈i é a força devido à inercia, dada pela taxa de variação do vetor do momento

pi = −miṙ. A equação (2.7) é frequentemente chamada de princípio de D'Alembert,

que permite o tratamento de problemas de dinâmica como se fossem problemas de

estática.

Da equação (2.7) pode-se então escrever o trabalho virtual para a i-ésima partícula

como:

(Fi + fi −mir̈i).δri = 0, i = 1, 2, ..., N (2.8)

Somando sobre todo o sistema de partículas e considerando a equação(2.5),

N∑
i=1

(Fi −mir̈i).δri = 0 (2.9)

A equação (2.9) é referida como o princípio generalizado de D'Alembert.

2.2.3 Princípio de Hamilton

O princípio de Hamilton é o princípio variacional mais famoso da mecânica, e é

conceitualmente fácil de aplicar, devido ao uso das energia potencial e cinética que são

funções escalares das variáveis de estado dos sistemas, esse princípio deriva as equações

de movimento tanto para sistemas de parâmetros distribuídos quanto para parâmetros

concentrados (Junkins and Kim, 1993). Considerando uma extensão do princípio de

D'Alembert, pode-se rearranjar a equação (2.9) (substituindo as coordenadas r devida-

mente por coordenadas generalizadas e integrando no tempo) em uma nova formulação,

conhecida como a forma mais geral do princípio de Hamilton.∫ t2

t1

δ(T − V )dt+

∫ t2

t1

δWncdt = 0 (2.10)

Onde T é a energia cinética do sistema, V é a energia potencial do sistema, δ()

representa o operador de deslocamento virtual (ou variacional) e δWnc é o trabalho

virtual realizado pelas forças não conservativas (forças de amortecimento e forças ex-

ternas não incluídas em V). De forma geral o princípio de Hamilton é essencialmente

uma forma integrada do princípio de D'Alembert, é aplicável em vários tipos de sistema

mecânicos. No entanto, o princípio mais comum de Hamilton aplica-se a uma classe
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de sistema mais restrito, onde engloba a maioria dos sistemas mecânicos e estruturais.

Especi�camente, a energia cinética é expressa em termos das coordenadas generaliza-

das e suas derivadas primeira enquanto a energia potencial é expressa somente pelas

coordenadas generalizadas e o trabalho virtual é expresso como uma função linear dos

deslocamentos virtuais nas coordenadas generalizadas, conforme segue:

T =T (q1, q2, ..., qN , q̇1, q̇2, ..., ˙qN , t)

V =V (q1, q2, ..., qN , t)

δWnc =Q1δq1 +Q2δq2 + ...+QNδqN

(2.11)

Onde qi são as forças generalizadas e qi são as coordenadas generalizadas de�nidas

como um conjunto de N variáveis independentes, que são su�ciente para especi�car

completamente a posição inercial de cada elemento de massa no sistema. Para sistemas

discretos, os qi são funções do tempo, enquanto para sistemas de parâmetros distribuí-

dos, algumas ou todas essas variáveis são funções de espaço e tempo. Além disso, para

sistemas de parâmetros distribuídos, as formas T e V devem ser generalizadas para

incluir derivadas e integrais sobre os domínios elásticos. Portanto, consideramos as co-

ordenadas independentes generalizadas qi = qi(t) como funções do tempo. Observe que

as variações de coordenadas δqi são de�nidas como deslocamentos virtuais, que são in-

dependentes, in�nitesimais com mudanças arbitrárias nas coordenadas de um sistema,

mas que devem ser compatíveis com as restrições no sistema. As variações admissíveis

também são limitadas de tal forma que as variações inicial e �nal desaparecem como

δqi(t1) = δqi(t2) = 0; Essa condição é imposta para ser compatível com a versão de

dois pontos do valor limite do princípio de Hamilton.

2.2.4 Método de Lagrange

O princípio estendido de Hamilton permite a derivação de todas as equações de

movimento de um sistema a partir de três expressões escalares, a energia cinética, a

energia potencial e o trabalho virtual devido as forças não conservativas. O princípio

estendido de Hamilton não é o método e�ciente para derivar a equação do movimento,

pois envolve certas operações que devem ser realizadas sempre que o princípio é apli-

cado, como as integrações por partes. Usando o princípio de Hamilton estendido para
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gerar um método rápido para derivar equações de movimento, que elimine a necessi-

dade das operações em questão. Embora seja possível derivar as equações de Lagrange

diretamente do princípio de D'Alembert, isto é, sem o uso do princípio de Hamilton

estendido, a abordagem apresentada aqui é, sem dúvida, a maneira mais simples de

derivar as equações de Lagrange. Para sistemas holonômicos é possível expressar as

equações diferenciais do sistema a partir da formulação Lagrangiana, que provindo dos

princípios de D'Alembert e Hamilton, possui a vantagem no sentido que nesta formula-

ção as equações podem ser deduzidas de uma simples função, denominada Lagrangiana.

Mostra-se ainda que este princípio pode ser também estendido para sistemas não ho-

lonômicos (Meirovitch, 1975).

A substituição da equação (2.11) pela equação (2.10), resolvendo as variações

usando a regra da cadeia e integrando por partes, chega-se as equações de Lagrange

que são amplamente utilizadas para derivar as equações de movimento para sistemas

holonômicos de coordenadas discretas (Junkins and Kim, 1993).

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= Qi, i = 1, 2, ..., N (2.12)

Essa equação é válida para sistemas tanto lineares quanto não lineares, desde que

a equação (2.11) seja obedecida e as coordenadas generalizadas qi sejam funções de-

pendentes somente do tempo, onde T, V e δWnc tem as formas da equação (2.11), L é

de�nida como a Lagrangiana e é dada, na sua forma clássica, por:

L = T − V (2.13)

Uma generalização modesta permite que a equação (2.11) seja aplicada a uma classe

de sistemas, isto é, as coordenadas qi não são independentes, onde as restrições cinemá-

ticas que dependem dos qs e suas derivadas de tempo, o conceito dos multiplicadores de

Lagrange podem ser introduzidos para gerar forças de restrição generalizadas aditivas

no lado direito da equação (2.11).
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2.3 Métodos dos Modos Assumidos

O método dos modos assumidos é um procedimento para a discretização de um

sistema a parâmetros distribuídos aplicado antes da derivação das equações do movi-

mento. As de�exões nas estruturas são representadas através de uma série �nita de

funções dependentes do espaço que são multiplicadas por funções cujas amplitudes são

dependentes do tempo. As funções dependentes do tempo são normalmente escolhidas

como um conjunto de funções lineares independentes, de modo a satisfazer ao menos

as condições de contorno geométrico e de serem diferenciáveis pelo menos a metade

das vezes que o número da ordem do sistema. Estas funções são chamadas funções

admissíveis. Apesar de terem que satisfazer estas condições mínimas expostas, quando

possível, estas funções podem ser selecionadas para satisfazer também as condições

de contorno físicas (naturais) e serem diferenciáveis tantas vezes quanto a ordem do

sistema, sendo conhecidas, neste caso especí�co, como funções de comparação, que

apresenta, para um mesmo número de funções, um resultado mais aproximado ao sis-

tema real em comparação com funções admissíveis. Para gerar um modelo de uma

viga �exível que tenha equação diferencial aproximada N graus de liberdade (D.O.F. -

Degrees Of Freedom), para um sistema contínuo, o deslocamento do sistema contínuo

é expandido como uma combinação linear de N funções de forma prescritas (Junkins

and Kim, 1993). Assim, a deformação y(x, t) é aproximada por:

y(x, t) =
N∑
i=1

φi(x)qi(t) (2.14)

Os φi(x) são as forma de modo assumido, qi(t) é a i-ésima coordenada generalizada

e N o número de termos retidos na aproximação. A equação (2.14) é usada em conjunto

com as equações de Lagrange para obter um sistema aproximado de dimensões �nitas

para as equações diferenciais ordinárias do movimento que governam a evolução das

amplitudes qi(t) no tempo.

Este método será utilizado para a obtenção do modelo a parâmetros distribuídos

descritos na seção 3.3.1.
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2.4 Representação no Espaço dos Estados

O estado de um sistema dinâmico é o menor conjunto de valores de variáveis de

modo que o conhecimento destes valores em t = t0, e os valores do sinal de entrada para

t ≥ t0, determina o comportamento do sistema em qualquer instante t ≥ t0. Sendo que

as variáveis de estado de um sistema dinâmico são as grandezas destes conjuntos de

valores que determinam o estado do sistema, onde as variáveis de estado não precisam

ser grandezas �sicamente mensuráveis ou observáveis. Variáveis que não representam

grandezas físicas e aquelas que não são nem mensuráveis e nem observáveis podem ser

escolhidas como variáveis de estados. Se n variáveis de estado são necessárias para des-

crever o comportamento de um dado sistema, então estas n variáveis de estado podem

ser consideradas as n componentes de um vetor x, este vetor é chamado de vetor de es-

tado. O espaço n-dimensional cujos eixos coordenados consistem nos eixos x1, x2, ..xn

é chamado espaço de estados. As equações no espaço de estados são representadas

por três tipos de variáveis na modelagem de sistemas dinâmicos: variáveis de entrada,

variáveis de saída e variáveis de estado (Ogata, 2003).

Utilizando-se a notação vetorial-matricial, uma equação de ordem n pode ser re-

presentada por uma equação diferencial vetorial-matricial, de primeira ordem. A re-

presentação de um sistema físico no espaço dos estados é dada por:

ẋ = Ax(t) +Bu(t) (2.15)

y = Cx(t) +Du(t) (2.16)

Onde A é a matriz de estado, B a matriz de entrada, C a matriz de saída ou de

observação e D matriz de transmissão direta.

Na abordagem por alocação de pólos no projeto de sistemas de controle, nem to-

das as variáveis estão disponíveis para realimentação, e por isso, precisa-se estimar as

variáveis de estado não disponíveis, sendo que a estimativa de variáveis de estado que

não são mensuráveis é denominada observação. Nesse contexto, é necessário que um

dispositivo ou programa de computador que estime ou observe as variáveis de estado,

no qual é denominado Observador de Estado (Ogata, 2003).
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A equação (2.15) é chamada de equação de estado e a equação (2.16) é a equação de

saída, ambas as equações são representados em forma de diagramas de blocos conforme

Figura 2.1.

Figura 2.1: Diagrama de blocos representado espaço dos estados (Ogata, 2003).

Geralmente em sistemas de controle, o MATLABTMé uma ferramenta utilizada para

realizar os cálculos, devido a grande probabilidade de ocorrência de erro quando rea-

lizados de forma manual, o MATLABTMtambém tem uma excelente interface grá�ca

que auxilia o engenheiro de controle a veri�car se o sistema compensado com o con-

trolador projetado satisfaz as especi�cações de projeto. Aliado ao programa têm-se

o SIMULINKTM, que faz simulações de sistemas lineares e não-lineares, discretos e

contínuos no tempo. Ao projetar um controlador, pode-se inseri-lo no sistema e rea-

lizar a simulação numérica, no qual é possível veri�car se tal controlador satisfaz as

especi�cações de desempenho do sistema (Basilio, 2004).

Um projeto de controle para estimar as variáveis de estado que não são disponíveis

por medição direta e uma aplicação do projeto de controle em que estima um do

vetor de estado para um sistema com Observador de Estado e substituiu um vetor de

estado real em modelos de realimentação linear ou não linear sem perder a estabilidade,

e concluiu que os observadores podem efetivamente superar as di�culdades associadas

com projeto de controle quando o vetor de estado não é mensurável (Luenberger, 1966).

A aplicação do Observador de Estado é amplamente utilizado na realimentação de

estados em malhas de controle projetadas e representada em espaço de estados.
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2.4.1 Observador de Estados

A maior parte dos projetos de sistemas de controle está baseada na suposição de que

o vetor de estado está disponível por medição direta, mas nem sempre as variáveis de es-

tado estão disponíveis, necessitando assim, estimar as variáveis que não são disponíveis

por medição direta, a estimativa de variáveis de estado não mensuráveis é comumente

denominada observação, através de um dispositivo (ou programa de computador) que

estima ou observa essas variáveis de estado (Ogata, 2003).

No projeto de sistemas de controle utilizando observadores de estado, os mesmos

podem reconstruir os estados não medidos ou os valores provenientes de pontos de

difícil acesso no sistema a partir das variáveis de estado disponíveis (Meirovitch, 1990).

O projeto de um sistema que produz uma aproximação para o vetor de estado é

chamado de Observador de Estado ou observador de Luenberger (Luenberger, 1966,

1964)

Observadores de Estados podem ser projetados se, e somente se, a condição de

Observabilidade for satisfeita. Os observadores de estados será utilizada a notação x̃

para representar o vetor de estado observado.

Considere a planta de�nida por:

ẋ = Ax+Bu (2.17)

y = Cx (2.18)

Onde: x = vetor de estados (vetor n)

u = vetor de controle (escalar)

y = sinal de saída (escalar)

A = matriz constante n x n

B = matriz constante n x 1

C = matriz constante 1 x n

O observador é um subsistema para reconstruir o vetor de estado da planta. O

modelo matemático do observador é basicamente o mesmo que o da planta, exceto por

um termo adicional que inclui o erro de estimação para compensar imprecisões nas

matrizes A e B e a falta do erro inicial. O erro de estimativa ou erro de observação
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é a diferença entre as saídas medida e estimada.O erro inicial é a diferença entre o

estado inicial e o estado inicial estimado. Assim, de�nimos o modelo matemático do

observador como:

˙̃x = Ax̃+Bu+Ke(y − Cx̃) = (A−KeC)x̃+Bu+Key (2.19)

O estado x é aproximado pelo estado x̃ que é o estado estimado e Cx̃ é a saída esti-

mada, as entradas do observador são a saída y e a entrada de controle u. A matriz Ke,

que é denominada de matriz de ganho de observador, é uma matriz de ponderação para

o termo de correção envolvendo a diferença entre a saída medida y e a saída estimada

Cx̃. Este termo corrige continuamente a saída do modelo e melhora o desempenho do

observador (Ogata, 2003).

O Observador de Estados pode ser projetado e implementado um modelo de con-

trole de modo de deslocamento com base em um observador de atraso inercial, onde

o observador estima os estados, bem como as incertezas e perturbações de forma in-

tegrada.Para avaliar o desempenho do observador e do controlador, a experimentação

foi realizada sem incertezas e perturbações e em seguida, adicionado 20% de incerte-

zas e distúrbios no sistema. As incertezas de modelagem e as perturbações presen-

tes no sistema proporcionam melhores resultados em comparação com o observador

proporcional clássico. A metodologia foi validada através da experimentação do ser-

vomecanismo da Quanser e os resultados mostraram a e�cácia da combinação entre

controlador-observador (Ginoya et al., 2011).

Normalmente os modos �exíveis presentes nos manipuladores com vigas �exíveis

(Flexible Link Manipulator - FLM ) causam vibrações que limitam o desempenho do

FLM, sendo necessário controlar e atenuar essas vibrações. Desta forma o controle do

manipulador �exível utilizando os modos discretos de deslocamento (Discrete Sliding

Mode - DSM ) e o observador de modo discreto de deslocamento (Discrete Sliding Mode

Observer - DSMO) foram projetados para a estimar os estados onde o erro de estima-

tiva de saída tende a zero em tempo �nito. O DSMC com DSMO foi implementado

experimentalmente para posicionar a ponta da viga �exível, onde o deslocamento an-

gular almejado foi mantido em θ = 25 ◦. Os autores validaram o método por meio de

simulações numéricas (Kurode and Merchant, 2013).
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2.4.1.1 Observador de Ordem Reduzida

O Observador de Estados que observa ou estima menos que n variáveis de estado,

onde n é a dimensão do vetor de estado, é denominado observador de ordem reduzida.

Se a ordem do Observador de Estado de ordem reduzida for a menor possível, o ob-

servador será denominado observador de ordem mínima. Portanto, mostra-se tanto o

observadores de ordem mínima como os observadores de ordem plena (Ogata, 2003).

2.4.1.2 Observador de Ordem Plena

Quando o Observador de Estado analisa todas as variáveis do sistema, as variáveis

não mensuráveis e as variáveis de medição direta, então ele é denominado Observador

de Estado de ordem plena. O sistema de�nido pelas equações (2.17) e (2.18) constroem

o modelo do observador de�nido pela equação (2.19). Para obter a equação de erro do

observador, subtraia-se a equação (2.19) da equação (2.17).

ẋ− ˙̃x =Ax− Ax̃−Ke(Cx− Cx̃)

=(A−KeC)(x− x̃)
(2.20)

De�na-se a diferença entre x e x̃ como sendo o vetor erro e, ou seja:

e = x− x̃

ė = (A−KeC)e (2.21)

Analisando a equação (2.21), notamos que o comportamento dinâmico do vetor de

erro é determinado pelos autovalores da matriz (A − KeC). Se a matriz (A − KeC)

for uma matriz estável, o vetor de erro convergirá para zero, qualquer que seja o vetor

de erro inicial e(0). Ou seja, x̃(t) convergirá para x(t) independente do valor de x(0)

e x̃(0). Se os autovalores da matriz (A−KeC) forem escolhidos de tal maneira que o

comportamento do vetor de erro seja assintoticamente estável e adequadamente rápido,

então qualquer vetor de erro tenderá a zero com uma velocidade adequada.

Outra consideração importante é que se a planta for completamente observável,

é possível escolher a matriz Ke tal que (A − KeC) tenha seus autovalores escolhidos

arbitrariamente. Para tanto, é preciso veri�car a condição necessária e su�ciente para
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observação de estado. Ou seja, a partir das equações (2.17) e (2.18), veri�camos que o

posto de:

[
C∗

... A∗C∗
... ...

...(A∗)n−1C∗
]

(2.22)

O sistema descrito pelas equações (2.17) e (2.18) é completamente observável se e

o posto da matriz n x nm tiver posto n, ou se tiver n vetor-coluna linearmente inde-

pendentes. A matriz dada pela equação (2.22) é chamada matriz de observabilidade.

Existe o Problema Dual no qual refere-se ao problema de projetar um Observador

de Estados de ordem plena que resulta na determinação da matriz de ganho Ke do

observador, tal que as dinâmicas do erro de�nido pela equação (2.21) sejam assintoti-

camente estáveis, com uma velocidade su�ciente de resposta. Portanto, o projeto do

observador de ordem plena resulta na determinação de um ganho Ke apropriado que

A − KeC possua os autovalores desejados. Os autovalores desejados da equação ca-

racterística devem ser escolhidos de modo que o Observador de Estado responda, pelo

menos, duas a cinco vezes mais rápido que o sistema de malha fechada (Ogata, 2003).

A Figura 2.2 representa o diagrama de blocos do sistema com Observador de Estado

de ordem plena.

Figura 2.2: Diagrama de blocos com observador de ordem plena (Ogata, 2003).
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Considerando um sistema completamente controlável e observável, de�nido pelas

equações (2.17) e (2.18), temos a lei de controle baseado no estado observado x̃:

u = −Kx̃ (2.23)

Para esse controle, a equação de estado resulta em:

ẋ = Ax−BKx̃ = (A−BK)x+BK(x− x̃) (2.24)

A diferença entre o estado real x(t) e o estado observado x̃ foi de�nida como o erro

e(t):

e(t) = x(t)− x̃(t)

A substituição do vetor de erro e(t) dentro da equação (2.24) temos:

ẋ = (A−BK)x+BKe (2.25)

A equação do erro do observador foi dada pela equação (2.21), e repetida aqui:

ė = (A−KeC)e (2.26)

Utilizando a equação (2.26) do erro do observador e combinando com a equação

(2.25) obtemos:

ẋ
ė

 =

A−BK BK

0 A−KeC

x
e

 (2.27)

Esse equação descreve as dinâmicas do sistema de controle realimentado por estado

observado. A equação característica desse sistema é:

sI − A+BK −BK

0 sI − A+KeC

 = 0

ou

|sI − A+BK||sI − A+KeC| = 0

Os pólos de malha fechada do sistema de controle realimentado por estado observado

consistem nos pólos decorrentes do projeto por alocação de pólos e dos pólos decorrentes
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do projeto isolado do observador. Isso signi�ca que o projeto da alocação de polos

e o projeto do observador são independentes entre si. Eles podem ser conduzidos

separadamente e combinados para formar o sistema de controle realimentado por estado

observado.

Em relação a função de transferência do controlador baseado em Observador de

Estado de ordem plena, se considerarmos uma planta de�nida pelas equações (2.17) e

(2.18), e supondo que esta planta seja completamente observável, ao aplicarmos uma

lei de controle por realimentação de estado observado, teremos que as equações do

observador serão dadas por:

˙̃x = (A−KeC −BK)x̃+Key (2.28)

u = −Kx̃ (2.29)

Supondo uma condição inicial nula e resolvendo a transformada de Laplace para

X̃(s) da equação (2.28), obtemos:

X̃(s) = (sI − A+KeC) +BK)−1KeY (s) (2.30)

Substituindo X̃(s) na equação (2.29) e realizando a transformada de Laplace, ob-

temos:

U(s) = −K(sI − A+KeC +BK)−1KeY (s) (2.31)

Então, a função transferência U(s)/Y (s)pode ser obtida como:

U(s)

Y (s)
= −K(sI − A+KeC +BK)−1Ke (2.32)

Note que a função de transferênciaK(sI−A+KeC+BK)−1Ke age como controlador

do sistema. Por isso, denominamos esta função de transferência,

U(s)

−Y (s)
=
num

den
= K(sI − A+KeC +BK)−1Ke (2.33)

como função de transferência do controlador-observador.
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O sistema controlador-observador é mostrado conforme Figura 2.3.

Figura 2.3: Diagrama de blocos do sistema controlador-observador (Ogata, 2003).

É importante destacar que a matriz do controlador-observador A − KeC − BK

pode ser estável ou não, embora que A−BK e A−KeC sejam escolhidas para serem

estáveis.

2.4.1.3 Observador de Ordem Mínima

Em alguns casos, necessita-se da observação somente das variáveis de estado não

mensuráveis, por exemplo, como as variáveis de saída são observáveis e estão line-

armente relacionadas com as variáveis de estado, não precisamos observar todas as

variáveis de estado, mas somente n−m dessas variáveis, onde n é a dimensão do vetor

de estado e m é a dimensão do vetor de saída. Um observador que estima menos que n

variáveis de estado, é denominado Observador de Estado de ordem reduzida, e quando

a ordem do Observador de Estado de ordem reduzida for a menor possível, o obser-

vador será considerado Observador de Estado de ordem mínima. Resumidamente, um

Observador de Estado estima as variáveis de estado baseado na medida das variáveis de

saída e das variáveis de controle. Expõe-se que o vetor de estados x seja n-dimensional

e que vetor de saída y, m-dimensional, possa ser medido. Como as m variáveis de saída

são combinações lineares das variáveis de estados, m variáveis de estados não precisam

ser estimadas e, nesse caso, necessitam ser estimadas apenas n−m variáveis de estados.

Portanto, um observador de ordem reduzida se torna um observador de ordem (n−m).

Assim o observador de ordem (n−m) é o observador de ordem mínima (Ogata, 2003).
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A Figura 2.4 mostra o diagrama de blocos de um sistema de controle com observador

de ordem mínima.

Figura 2.4: Diagrama de blocos com observador de ordem mínima (Ogata, 2003).

Para apresentar a ideia básica do observador de ordem mínima, vamos considerar

que a saída que pode ser medida seja um escalar (ou seja, m = 1). Consideramos então,

o sistema como descrito pelas equações (2.17) e (2.18) , onde o vetor x é particionado em

duas partes: xa (escalar) que é igual a saída y e, portanto, pode ser medida diretamente

e xb (vetor com dimensão n− 1) que é a porção não medida do vetor de estado. Desse

modo, a equação de estado particionada e a de saída resultam em:


ẋa

· · ·

ẋb

 =


Aaa

... Aab

· · · ... · · ·

Aba
... Abb



xa

· · ·

xb

+


Ba

· · ·

Bb

u (2.34)

y =
[
1

... 0
]

xa

· · ·

xb

 (2.35)
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Onde:

Aaa = escalar

Aab = matriz 1 x (n - 1)

Aba = matriz (n - 1) x 1

Abb = matriz (n - 1) x (n - 1)

Ba = escalar

Bb = matriz (n - 1) x 1

A partir da equação (2.34), podemos retirar a equação da porção mensurável do

estado que resulta em:

ẋa = Aaaxa + Aabxb +Bau

ou

ẋa − Aaaxa −Bau = Aabxb (2.36)

Consideramos o lado esquerdo da equação (2.36) podem ser medidos, essa equa-

ção age como a equação de saída. No projeto de observadores de ordem mínima, o

lado esquerdo dessa equação tem como quantidades conhecidas. Desta forma podemos

relacionar a quantidades mensuráveis e as não mensuráveis do estado que resulta em:

ẋb = Abaxb + Abbxb = Bau (2.37)

Como as quantidades Abaxa e Bbu são conhecidas, a equação (2.37) descreve as

dinâmicas da porção não mensurável do estado.

Um dos métodos para projetar um observador de ordem mínima pode ser simpli�ca-

dos e for utilizado a técnica de projetos desenvolvido para o observador de ordem plena,

comparando a equação de estado do observador de ordem plena com a do observador

de ordem mínima. A equação de estado do observador de ordem plena é:

ẋ = Ax+Bu (2.38)

e a equação de estado do observador de ordem mínima é:

ẋb = Abbxa + Abaxa +Bbu (2.39)
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A equação de saída do observador de ordem plena é:

y = Cx (2.40)

e a equação de saída do observador de ordem mínima é:

ẋa − Aaaxa −Bbu = Aabxb (2.41)

O projeto do observador de ordem mínima pode ser conduzido da seguinte forma:

primeiro, note que a equação do observador de ordem plena é dada pela equação (2.19),

que repetimos aqui:

˙̃x = (A−KeC)x̃+Bu+Key (2.42)

Em seguida, fazendo as substituições conforme a tabela 2.1 na equação (2.42),

obtemos:

˙̃xb = (Abb −KeAab)x̃b + Abaxa +Bbu+Ke(ẋa − Aaaxa −Bau) (2.43)

onde a matriz de ganho Ke do Observador de Estado é uma matriz (n−1) x 1, observa-

se que para estimar x̃b, precisamos diferenciar xa. Isso representa uma di�culdade, pois

a diferenciação ampli�ca ruídos. Se xa(= y) for ruidoso, o uso de ẋa será inaceitável.

Tabela 2.1: Lista de substituições para escrever a equação do observador de ordem

mínima
Observador de ordem plena Observador de ordem mínima

x̃ x̃b

A Abb

Bu Abaxa +Bbu

y x̃a − Aaaxa −Bau

C Aab

Ke(matriz n x 1) Ke [matriz (n -1) x 1]
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Na equação (2.43) podemos observar que para estimar x̃b, precisamos diferenciar

xa, o que representa uma di�culdade, pois a diferenciação ampli�ca ruídos. Portanto,

analisando a equação (2.36) podemos reescrever a equação do observador de ordem

mínima como:

˙̃xb = (Abb −KeAab)x̃b + Abaxa +Bbu+KeAabxb (2.44)

Subtraindo a equação (2.44) da equação (2.37), obtém-se:

ẋb − ˙̃xb = (Abb −KeAab)(xb − x̃b) (2.45)

De�nindo:

e = xb − x̃b = η − η̃ (2.46)

A equação (2.46) resulta em:

ė = (Abb −KeAab)e (2.47)

Esta é a equação de erro para o observador de ordem mínima, note-se que e é um

vetor de ordem (n - 1). A dinâmica de erro pode ser escolhida como desejado pela

seguinte técnica desenvolvida para o observador de ordem plena, providenciando que o

posto da matriz:


Aab

AabAbb
...

AabA
n−2
bb

 (2.48)

Seja (n - 1). Esta é a condição de observabilidade completa aplicada ao observador

de ordem mínima. A equação característica do observador de ordem mínima é obtida

a partir da equação (2.47) como segue:

|sI − Abb + keAab| =(s− µ1)(s− µ2) · · · (s− µn−1)

=sn−1 + α̂1s
n−2 + · · ·+ α̂n−2s+ α̂n−1 = 0

(2.49)

39



Onde µ1, µ2, · · · , µn−1 são os autovalores desejados do observador de ordem mínima.

A matriz de ganho do observador Ke pode ser determinada escolhendo-se primeiro os

autovalores desejados do observador de ordem mínima e utilizando-se do procedimento

já desenvolvido para o observador de ordem plena com as modi�cações apropriadas.

Para o caso do sistema de controle realimentado por estado observado com observa-

dor de ordem mínima, a mesma conclusão se aplica. Portanto, a equação característica

pode ser obtida como:

|sI − A+BK||sI − Abb +KeAab| = 0 (2.50)

Mais uma vez, os polos de malha fechada do sistema de controle realimentado

por estado observado com um observador de ordem mínima compreendem os polos de

malha fechada da alocação de polos [os autovalores da matriz (A − BK)] e os polos

de malha fechada devido ao observador de ordem mínima [os autovalores da matriz

(Abb−KeAab)]. Portanto, o projeto da alocação de polos e o projeto do Observador de

Estado de ordem mínima são independentes entre si (Ogata, 2003).
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Capítulo 3

Modelo Matemático

O material utilizado nessa pesquisa foi o sistema Rotary Flexible Link, fabricado

pela empresa Canadense Quanser, utilizado para realizar os testes experimentais, assim

como o software MATLABTM/ SIMULINKTM, para demonstrar os cálculos e os grá�cos

resultantes do experimento, para posterior análise dos dados do modelo matemático e

simulações numéricas para controle de vibrações em estruturas �exíveis com interface

em tempo real usando o software QUARC.

3.1 Descrição do sistema Rotary Flexible Link

O equipamento utilizado na pesquisa foi o sistema Rotary Flexible Link do fabri-

cante Quanser, mostrado na Figura 3.1, obtido através do auxílio regular a pesquisa

FAPESP, (processo: 2013/04101-6).

Figura 3.1: Sistema Rotary Flexible Link.
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O equipamento pode ser dividido em dois módulos principais, sendo um servome-

canismo e um link �exível. O servomecanismo é composto por um motor CC equipado

com um conjunto de engrenagens, o qual é acoplado a uma estrutura sólida de alumí-

nio. São acoplados três sensores no servomecanismo, um potenciômetro para medir a

posição angular da saída, o tacômetro para medida de velocidade, e um encoder para

uma medida mais precisa do ângulo de deslocamento. O link �exível consiste em uma

viga de aço inoxidável �xo em uma extremidade, contendo um sensor do tipo strain

gage, no qual tem a função de gerar um sinal de saída proporcional a �exão da viga.

Os parâmetros do sistema com seus valores são mencionados na Tabela 3.1, con-

forme (Quanser, 2011).

Tabela 3.1: Parâmetros físicos do sistema Rotary Flexible Link

Parâmetro Descrição Valor Unidade

Beq Coe�ciente de amortecimento viscoso 0.004 N.m/(rad/s)

Jeq Momento de inércia (eixo do motor) 2.08 x 10−3 kg.m2

m Massa da viga 0.065 kg

l Comprimento da viga 0.419 m

Jl Momento de inércia (centro de massa) 0.0038 kg.m2

Ks Constante de rigidez 1.3 N.m/rad

Kg Relação das engrenagens 70

ηm E�ciência do motor 0.69

ηg E�ciência da caixa de engrenagem 0.90

km Constante da força contra-eletromotriz 7.68 x 10−3 V/(rad/s)

kt Constante de torque do motor 7.68 x 10−3 N.m/A

Vnom Tensão de entrada nominal no motor 6.0 V

Rm Resistência da armadura 2.6 Ω

Lm Indutância da armadura 0.18 mH

ωn Frequência natural 18.5 rad/s

ρ Densidade linear da haste 0.1333 kg/m

EI Módulo de Young da haste 0.1621 N.m2
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O encoder é utilizado para medir o deslocamento angular da viga (carga) é do tipo

óptico, com uma resolução de 4096 contagens em quadratura e mede o ângulo relativo

da viga (carga).

O strain gage é utilizado para medir a �exão da viga, é montado na base do apêndice,

ou haste, e calibrado de tal modo que gere um sinal de aproximadamente 1 volt para

cada polegada deslocada em um sentido ou em outro.

O conjunto do link �exível e o servomecanismo resultam em uma viga �exível com

rotação horizontal, essa montagem se torna ideal para experimentos de sistemas de

estruturas �exíveis, onde constata-se problemas ocasionados por vibrações, no qual

podem ser atenuadas através de técnicas de controle. O software utilizado na coleta

de dados e análise dos grá�cos para a interface do sistema Rotary Flexible Link foi

o MATLABTM/ SIMULINKTMversão 2011, sendo popular em computação técnica e

cientí�ca, sua popularidade deve-se a facilidade de utilização desse programa.

Geralmente em sistemas de controle, o MATLABTMé uma ferramenta utilizada para

realizar os cálculos, devido a grande probabilidade de ocorrência de erro quando reali-

zados de forma manual, aliado ao programa têm-se o SIMULINKTMque faz simulações

de sistemas lineares e não-lineares, discretos e contínuos no tempo (Basilio, 2004).

3.2 Modelo Matemático a Parâmetros Concentrados

O propósito da modelagem matemática é representar todos os aspectos importantes

do sistema com objetivo de obter as equações matemáticas que governam o compor-

tamento do sistema. O modelo matemático pode ser linear ou não linear, dependendo

do comportamento dos componentes do sistema. Modelos lineares permitem soluções

rápidas e são simples de simular. Modelos não lineares às vezes revelam certas ca-

racterísticas do sistema que não podem ser previstas usando modelos lineares (Rao,

2008).

O modelo matemático considera a viga como um sistema a parâmetros concentrados

bastante simples. Esse sistema consiste de uma viga metálica �exível acoplada a um

servomecanismo que permite o movimento rotacional no plano horizontal. O sistema

é instrumentado com um strain gage que pode medir a �exão na ponta da viga. Esse

sistema é similar a estruturas �exíveis de grandes estruturas espaciais, como os painéis
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em satélites arti�ciais ou estações espaciais, ou mesmo uma estrutura �exível como um

manipulador robótico, um guindaste giratório, ou até mesmo ser utilizado para estudar

o sistema de controle do Microscópio de Força Atômica. O sistema Rotary Flexible Link

permite o estudo e análise de vibrações mecânicas em estruturas �exíveis.

Na Figura 3.2 são descritas as posições angulares da viga. A posição da viga rígida

é dada pelo ângulo α, equivalente ao ângulo do servomotor, sendo representada pela

linha reta. A posição da viga �exível, representada pela curva, é dada pela soma do

ângulo do eixo do motor θ com a posição angular devido à �exão α.

Figura 3.2: Representação do movimento da viga �exível (Lopes et al., 2014).

3.2.1 Modelo do Motor de Corrente Contínua

Motores de corrente continua de imã permanente é utilizado no sistema de controle.

O circuito da armadura do motor é composto por uma tensão de entrada Vm, resis-

tência da armadura Rm, indutância da armadura Lm, e a corrente Im do circuito da

armatura. A aplicação do motor CC é usado para gerar o torque necessário. O circuito

da armatura do motor e a caixa de engrenagens são mostrados na Figura 3.3.

A força contra-eletromotriz back-emf, depende da velocidade do eixo do motor ωm

e da constante de back-emf do motor km. Ele se opõe ao �uxo da corrente. A força

contra-eletromotriz é dada por:

eb(t) = kmωm(t) (3.1)
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Figura 3.3: Circuito da armadura do motor CC e caixa de engrenagens (Quanser,

2011).

Usando a lei de tensão de Kirchho�, podemos escrever a seguinte equação:

Vm(t)−RmIm(t)− Lm
dIm(t)

dt
− kmωm(t) = 0 (3.2)

No motor CC a indutância Lm da armadura é muito pequena (Castrucci, 2006;

Ogata, 2003), de modo que:

Lm
dIm(t)

dt
<< RmIm(t) (3.3)

assim a equação (3.2) pode ser simpli�cada para:

Vm(t)−RmIm(t)− kmωm(t) = 0 (3.4)

Para determinar a corrente do motor Im(t) pode ser escrito conforme a equação

abaixo:

Im(t) =
Vm(t)− kmωm(t)

Rm

(3.5)
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Lembrando que ωm = θ̇m, e a força contra-eletromotriz gerada pelo motor é pro-

porcional à velocidade do motor.

O torque do motor τm varia proporcionalmente com a corrente Im aplicada em sua

armadura da seguinte maneira:

τm(t) = ηmktIm(t) (3.6)

Onde kt é a constante da relação corrente-torque em (N.m/A), ηm é a e�ciência do

motor e Im é a corrente da armadura.

O torque τl que é aplicado na base da viga �exível é:

τl(t) = ηgKgτm(t) (3.7)

Onde Kg é a relação das engrenagens e ηg é a e�ciência da caixa de engrenagens. O

conjunto da engrenagem planetária é montada diretamente no servomecanismo do sis-

tema Rotary Flexible Link é representada pelas engrenagens N1, N2, N3 e N4 conforme

a Figura 3.3 tem uma relação de engrenagem de:

Kg =
N2N4

N1N3

(3.8)

Da mesma forma a velocidade angular de corpo rígido (θ) da viga, é proporcional

à velocidade angular do eixo do motor (θ̇m = ωm), ou seja:

θ̇m = Kgθ̇l (3.9)

A partir das equações (3.5), (3.6), (3.7) e (3.9), obtém-se:

τl =
ηgKgηmkt(Vm −Kgkmθ̇)

Rm

(3.10)

que é o torque aplicado na base da viga �exível.

3.2.2 Modelo Matemático da Viga Flexível Rotacional

O sinal de entrada do servomotor Vm gera um torque na engrenagem de carga,

rotacionando a viga �exível. O atrito viscoso e o momento de inércia do eixo do
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servomotor são Beq e Jeq respectivamente. O modelo físico da viga em rotação é

descrito na Figura 3.4.

Figura 3.4: Modelo físico da viga �exível.

Conforme as equações para o deslocamento devido à �exão da viga, deve-se en-

contrar as equações que representam a dinâmica do sistema. Para isso, utilizando a

formulação de Euler-Lagrange (Junkins and Kim, 1993).

A partir das �guras 3.2 e 3.4, a energia potencial V e cinética T do sistema são:

V =
1

2
Ksα

2 (3.11)

A energia cinética total T é dada pela soma da energia cinética devido ao deslo-

camento do corpo rígido com a energia cinética devido ao deslocamento �exível da

viga:

T =
1

2
Jeqθ̇

2 +
1

2
Jl(θ̇ + α̇)2 (3.12)

Onde Jeq é o momento de inercia do eixo do motor, e Jl e o momento de inércia de

corpo rígido da viga.

O Lagrangeano é dado por:

L = T − V (3.13)

e com isso:

L =
1

2
Jeqθ̇

2 +
1

2
Jl(θ̇ + α̇)2 − 1

2
Ksα

2 (3.14)
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As coordenadas generalizadas do sistema são o ângulo de corpo rígido θ e o ân-

gulo da �exão α. Com isso, aplicando a equação de Lagrange para cada coordenada

generalizada tem-se:

d

dt

(
∂Ll

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= τl −Beqθ̇ (3.15)

e

d

dt

(
∂L

∂α̇

)
− ∂L

∂α
= 0 (3.16)

Resolvendo a equação (3.15):

d

dt

[
∂

∂θ̇

(
Jeqθ̇2

2
+
Jl(θ̇ + α̇)2

2
− Ksα

2

2

)]
− ∂

∂θ

(
Jeqθ̇2

2
+
Jl(θ̇ + α̇)2

2
− Ksα

2

2

)
= τl−Beqθ̇

(3.17)

d

dt

[
∂

∂θ̇

(
Jeqθ̇2

2
+
Jl(θ̇2 + 2θ̇α̇ + α̇2)

2
− Ksα

2

2

)]
= τl −Beqθ̇ (3.18)

d

dt

(
Jeqθ̇ + Jl(θ̇ + α̇)

)
= τl −Beqθ̇ (3.19)

Dessa forma, a dinâmica de corpo rígido é dada por:

(Jeq + Jl)θ̈ + Jlα̈ +Beqθ̇ = τl (3.20)

Resolvendo a equação (3.16):

d

dt

[
∂

∂α̇

(
Jeqθ̇2

2
+
Jl(θ̇ + α̇)2

2
− Ksα

2

2

)]
− ∂

∂α

(
Jeqθ̇2

2
+
Jl(θ̇ + α̇)2

2
− Ksα

2

2

)
= 0

(3.21)

d

dt

[
∂

∂α̇

(
Jeqθ̇2

2
+
Jl(θ̇2 + 2θ̇α̇ + α̇2)

2
− Ksα

2

2

)]
+Ksα = 0 (3.22)

d

dt

(
Jeqθ̇ + Jl(θ̇ + α̇)

)
= 0 (3.23)

A dinâmica da �exão é dada pela equação:

Jl(θ̈ + α̈) +Ksα = 0 (3.24)
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Considerando as equações (3.10) e (3.20) obtém-se:

(Jeq + Jl)θ̈ + Jlα̈ +

(
Beq +

ηgηmktkmK
2
g

Rm

)
θ̇ =

ηgηmktKg

Rm

Vm (3.25)

Dessa forma as equações (3.25) e (3.24) representam o comportamento dinâmico do

sistema Rotary Flexible Link, relacionando a tensão de entrada Vm com as variáveis θ

e α, ângulo de corpo rígido e ângulo de �exão, respectivamente.

De�nindo o vetor de estados de acordo com a equação (3.26)

xT =
[
θ α θ̇ α̇

]
(3.26)

uma realização das equações (3.25) e (3.24) no espaço de estados é dada por:

ẋ = Ax+Bu (3.27)

y = Cx+Du (3.28)

sendo,

A =


0 0 1 0

0 0 0 1

0 Ks

Jeq
−ηgηmktkmK2

g+BeqRm

JeqRm
0

0 −Ks(JL+Jeq)

JLJeq

ηgηmktkmK2
g+BeqRm

JeqRm
0

 , (3.29)

B =


0

0

ηgηmktKg

JeqRm

−ηgηmktKg

JeqRm

 , (3.30)

C =
[
1 0 0 0

]
, (3.31)

D =

0

0

 . (3.32)
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3.3 Modelo Matemático a Parâmetros Distribuídos

Os parâmetros distribuídos descrevem muitos sistemas mecatrônicos com aplicações

em industrias aeronáuticas, robóticas, transportes de carga e transmissão de energia,

baseado na teoria da viga de Euler-Bernoulli pode modelar com precisão a vibração

longitudinal e transversal para viga. O subsistema mecânico envolve equações diferen-

ciais parciais (EDP) acopladas a equações de atuador e sensores. A dinâmica elétrica

dos circuitos de interface, atuadores e sensores são tipicamente agrupados e descritos

por equações diferenciais ordinárias (EDO). E a�rma que o princípio de Hamilton tem

duas vantagens sobre outros métodos de geração de equações de movimento para siste-

mas mecânicos. O primeiro, as equações derivam das energias cinética, potencial e de

trabalho do sistema, em segundo lugar, a abordagem gera automaticamente condições

de contorno, incluindo os efeitos da inércia do atuador (Rahn and Rahn, 2001).

Em sistemas contínuos, o princípio de Hamilton estendido é amplamente utilizado

para derivar as equações de movimento, e o uso do princípio de Hamilton oferece

uma vantagem, por exemplo, as leis de Newton, em que as condições de contorno

espaciais são obtidas automaticamente a partir da resultante das condições de trans-

versalidade. Como exemplo clássico, considerou a vibração transversal de um viga de

Euler-Bernoulli (engastada/livre), por sua simplicidade a deformação por cisalhamento

e inércia rotativa foram ignorados para derivar as equações de movimento. Para ge-

neralidade, contudo, manteve uma densidade de massa variável e rigidez à de�exão

(Junkins and Kim, 1993).

A viga �exível mostrado na Figura 3.5 é modelado de acordo com o modelo de uma

viga de Euler-Bernoulli, preso a um cubo rotativo e livre na outra extremidade.

Figura 3.5: Representação da vista superior da haste �exível.

50



A energia cinética e potencial são dadas por:

T =
1

2
ρ

∫ L

0

[(
v̇ + xθ̇

)2
+
(
vθ̇
)2]

dx (3.33)

e

U =
1

2

∫ L

0

EI (v′′)
2
dx (3.34)

O Lagrangeano é de�nido por:

L = T − U (3.35)

Resultando em:

L =
1

2
ρ

∫ L

0

[(
v̇ + xθ̇

)2
+
(
vθ̇
)2]

dx− 1

2

∫ L

0

EI (v′′)
2
dx (3.36)

O princípio de Hamilton a�rma que a variação do Lagrangeano é identicamente

zero t ∈ [t1, t2], ou seja:

δ

∫ t2

t1

L dt = 0 (3.37)

Desde que L = L (v, v̇, v′′, θ̇, x) resulta em:

δ

∫ t2

t1

L dt =

∫ t2

t1

{
∂L

∂v
δv +

∂L

∂v̇
δv̇ +

∂L

∂v′′
δv′′ +

∂L

∂θ̇
δθ̇ +

∂L

∂x
δx

}
dt = 0 (3.38)

As derivadas parciais são dadas por:

∂L

∂v
= ρ

∫ L

0

vθ̇2dx (3.39)

∂L

∂v̇
= ρ

∫ L

0

(
v̇ + xθ̇

)
dx (3.40)

∂L

∂v′′
= −EI

∫ L

0

v′′dx (3.41)

∂L

∂θ̇
= ρ

∫ L

0

(
xv̇ + x2θ̇ + v2θ̇

)
dx (3.42)

∂L

∂x
= ρ

∫ L

0

(
v̇θ̇ + xθ̇2

)
dx (3.43)
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Desenvolvendo as equações (3.39) a (3.43) na equação (3.38), resulta:

∫ t2

t1

{
ρ

∫ L

0

vθ̇2dxδv + ρ

∫ L

0

(
v̇ + xθ̇

)
dxδv̇ +−EI

∫ L

0

v′′dxδv′′+

ρ

∫ L

0

(
xv̇ + x2θ̇ + v2θ̇

)
dxδθ̇ + ρ

∫ L

0

(
v̇θ̇ + xθ̇2

)
dxδx

}
dt = 0 (3.44)

Para eliminar os termos δv̇, δv′′, e δθ̇ na equação (3.44) é realizada a seguinte

integração por partes.

A integração por partes do termo envolvendo δv̇ é dada por:

∫ t2

t1

[
ρ

∫ L

0

(
v̇ + xθ̇

)
dx

]
δv̇dt = uw|t2t1 −

∫ t2

t1

wdu

Para u = ρ
∫ L
0

(
v̇ + xθ̇

)
dx ⇒ du = ρ

∫ L
0

(
v̈ + xθ̈

)
dxdt, e para dw = δv̇dt, desde

que δv̇ = d
dt
δv, com w = δv. Resultando:

∫ t2

t1

[
ρ

∫ L

0

(
v̇ + xθ̇

)
dx

]
δv̇dt = ρ

∫ L

0

(
v̇ + xθ̇

)
dxδv

∣∣∣∣t2
t1

−∫ t2

t1

[
ρ

∫ L

0

(
v̈ + xθ̈

)
dx

]
dtδv (3.45)

Da mesma forma, a integração por partes do termo envolvendo δθ̇ é dada por:

∫ t2

t1

[
ρ

∫ L

0

(
xv̇ + x2θ̇ + v2θ̇

)
dx

]
δθ̇dt = uw|t2t1 −

∫ t2

t1

wdu

Para u = ρ
∫ L
0

(
xv̇ + x2θ̇ + v2θ̇

)
dx ⇒ du = ρ

∫ L
0

(
xv̈ + 2vv̇θ̇ + (x2 + v2)θ̈

)
dxdt, e

para dw = δθ̇dt, desde que δθ̇ = d
dt
δθ, com w = δθ. Resultando em:

∫ t2

t1

[
ρ

∫ L

0

(xv̇ +x2θ̇ + v2θ̇)dx

]
dtδθ̇ = ρ

∫ L

0

(
xv̇ + x2θ̇ + v2θ̇

)
dxδθ

∣∣∣∣t2
t1

−∫ t2

t1

[
ρ

∫ L

0

(
xv̈ + 2vv̇θ̇ +

(
x2 + v2

)
θ̈
)
dx

]
dtδθ (3.46)

Finalmente, a integração por partes do termo envolvendo δv′′ é dada por:

∫ L

0

v′′δv′′dx = uw|L0 −
∫ L

0

wdu
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Para u = v′′ ⇒ du = v′′′dx, e para dw = δv′′dx, desde que δv′′ = d2

dx2
δv, com

w = δv′. Resultando:

∫ L

0

v′′δv′′dx = v′′δv′|L0 −
∫ L

0

v′′′δv′dx

Outra integração por partes é necessária no segundo termo do lado direito da equa-

ção acima. Assim sendo,

∫ L

0

v′′′δv′dx = uw |L0 −
∫ L

0

wdu

Para u = v′′′ ⇒ du = vivdx, e para dw = δv′dx, desde que δv′ = d
dx
δv, com w = δv

consequentemente temos,

∫ L

0

v′′′δv′dx = v′′′δv|L0 −
∫ L

0

vivdxδv

E considerando as relações precedentes, resultando em:

∫ L

0

v′′δv′′dx = v′′δv′|L0 − v′′′δv|L0 +

∫ L

0

vivdxδv (3.47)

Substituindo as equações (3.45), (3.46) e (3.47) na equação (3.44), resulta:

∫ t2

t1

{ ∫ L

0

[
ρ
(
vθ̇2 − v̈ − xθ̈

)
− EIviv

]
dxδv

−
∫ L

0

ρ
[
xv̈ + 2vv̇θ̇ + (x2 + v2)θ̈

]
dxδθ

+

∫ L

0

ρ
(
v̇θ̇ + xθ̇2

)
dxδx− EIv′′δv′

∣∣∣∣L
0

+ EIv′′′δv

∣∣∣∣L
0

+

}
dt

+

∫ L

0

ρ
(
v̇ + xθ̇

)
dxδv

∣∣∣∣t2
t1

+

∫ L

0

ρ
(
xv̇ + x2θ̇ + v2θ̇

)
dxδθ

∣∣∣∣t2
t1

= 0

(3.48)

Como δv(t1) = δv(t2) = 0 e δθ(t1) = δθ(t2) = 0 conforme (Meirovitch, 1970), os

termos de contorno fora da integração sobre t na equação (3.48) são zero, por exemplo,

∫ L

0

ρ
(
v̇ + xθ̇

)
dxδv

∣∣∣∣t2
t1

= 0 (3.49)∫ L

0

ρ
(
xv̇ + x2θ̇ + v2θ̇

)
dxδθ

∣∣∣∣t2
t1

= 0 (3.50)
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Adicionalmente, os termos de contorno dentro da integração sobre t na equação

(3.48), podem ser reescritos como:

∫ t2

t1

(EIv′′′δv|x=L − EIv′′′δv|x=0) dt = 0, (3.51)∫ t2

t1

(EIv′′δv′|x=L − EIv′′δv′|x=0) dt = 0. (3.52)

Para x = 0, a viga é �xa, resultando que δv(0, t) = δv′(0, t) = 0, nas equações

(3.51) e (3.52). Pela mesma razão, em x = 0, resulta as condições de contorno:

v(0, t) = 0, (3.53)

v′(0, t) = 0. (3.54)

Adicionalmente, para x = L, δv(L, t) e δv′(L, t) são arbitrários. Consequentemente,

para satisfazer as equações (3.51) e (3.52), temos as seguintes condições de contorno:

v′′(L, t) = 0, (3.55)

v′′′(L, t) = 0, (3.56)

As variações δx são zero devido a restrições geométricas consideradas no movimento

da viga.

As relações anteriores aplicadas na equação (3.48) resultam:

∫ t2

t1

{ ∫ L

0

[
ρ
(
vθ̇2 − v̈ − xθ̈

)
− EIviv

]
dxδv

−
∫ L

0

ρ
[
xv̈ + 2vv̇θ̇ + (x2 + v2)θ̈

]
dxδθ

}
dt = 0

(3.57)

De acordo com o princípio de Hamilton, a equação (3.57) é identicamente zero,

consequentemente, as seguintes integrais também são identicamente zero.

∫ L

0

ρ
[
xv̈ + 2vv̇θ̇ + (x2 + v2)θ̈

]
dxδθ = 0 (3.58)∫ L

0

[
ρ
(
vθ̇2 − v̈ − xθ̈

)
− EIviv

]
dxδv = 0 (3.59)
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Pode-se notar que δθ é arbitrária sobre x ∈ [0, L] na equação (3.58). E também δv

é arbitrária no intervalo x ∈ [0, L] na equação (3.59) e para x = 0, devido às restrições

de �xação, a expressão entre colchetes na equação (3.59) é zero. Resultando em:

xv̈ + 2vv̇θ̇ + (x2 + v2)θ̈ = τl, (3.60)

ρvθ̇2 − ρv̈ − ρxθ̈ − EIviv = 0 (3.61)

Onde τ representam os torques externos aplicados na viga. As equações (3.60) e

(3.61) representam as equações do movimento, respectivamente para corpo rígido e

para a de�exão.

3.3.1 Aplicação da Técnica dos Modos Assumidos

O método de modos assumidos considera a seguinte separação de variáveis (Meiro-

vitch, 1980; P.Hagedorn and Stadler, 1998).

v =
N∑
i=1

φi(x)qi(t). (3.62)

Substituindo a equação (3.62) na equação (3.36), resulta:

L =
1

2
ρ

∫ L

0

( N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)2

+

(
N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)2

θ̇2

 dx
−1

2

∫ L

0

EI

(
N∑
i=1

φi(x)′′qi(t)

)2

dx

(3.63)

A partir do princípio de Hamilton, declarado na equação(3.37), considerando L =

L
(
q1, · · · , qN , q̇1, · · · , q̇N , θ̇, x

)
, e que as variações δx são zero, resultando em:

∫ t2

t1

{
N∑
η=1

∂L

∂qη
δqη +

N∑
κ=1

∂L

∂q̇κ
δq̇κ +

∂L

∂θ̇
δθ̇

}
dt = 0. (3.64)
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As derivadas parciais são dadas por:

∂L

∂qη
=

∫ L

0

[
ρφη

(
N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)
θ̇2 − EIφ′′η

(
N∑
i=1

φ′′i (x)qi(t)

)]
dx (3.65)

∂L

∂q̇κ
=

∫ L

0

ρφκ(x)

(
N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
dx (3.66)

∂L

∂θ̇
=

∫ L

0

ρ

x( N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
+

(
N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)2

θ̇

 dx (3.67)

Substituindo as equações (3.65), (3.66) e (3.67) na equação (3.64), resulta:

∫ t2

t1

{
N∑
η=1

∫ L

0

[
ρφη

(
N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)
θ̇2 − EIφ′′η

(
N∑
i=1

φ′′i (x)qi(t)

)]
dxδqη+

N∑
κ=1

∫ L

0

ρφκ(x)

(
N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
dxδq̇κ+∫ L

0

ρ

x( N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
+

(
N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)2

θ̇

 dxδθ̇}dt = 0.

(3.68)

Para eliminar os termos δq̇i e δθ̇ na equação (3.68), é realizada a seguinte integração

por partes.

A integração por partes do termo envolvendo δθ̇ é a seguinte:

∫ t2

t1

∫ L

0

ρ

x( N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
+

(
N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)2

θ̇

 dxδθ̇dt = uw|t2t1 −
∫ t2

t1

wdu

Para u =
∫ L
0
ρ

[
x
(∑N

i=1φi(x)q̇i(t) + xθ̇
)

+
(∑N

i=1φi(x)qi(t)
)2
θ̇

]
dx ⇒

du =
∫ L
0
ρ

[
x
∑N

i=1 φi(x)q̈i(t) + 2
∑N

i=1 φi(x)qi(t)
∑N

j=1 φj(x)q̇j(t)θ̇ +(
x2 +

(∑N
i=1 φi(x)qi(t)

)2)
θ̈

]
dxdt, e para dw = δθ̇dt, desde que δθ̇ = d

dt
δθ, com

w = δθ.
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A integração é dada por:

∫ t2

t1

∫ L

0

ρ

x( N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
+

(
N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)2

θ̇

 dxδθ̇dt =

∫ L

0

ρ

x( N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
+

(
N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)2

θ̇

 dxδθ
∣∣∣∣∣∣
t2

t1

−

∫ t2

t1

∫ L

0

ρ

[
x

N∑
i=1

φi(x)q̈i(t) +

x2 +

(
N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)2
 θ̈+

2
N∑
i=1

φi(x)qi(t)
N∑
j=1

φj(x)q̇j(t)θ̇

]
dxdtδθ

(3.69)

A integração por partes do termo envolvendo δq̇κ é dada por:

∫ t2

t1

∫ L

0

ρφκ(x)

(
N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
dxδq̇κdt = uw|t2t1 −

∫ t2

t1

wdu

Para u =
∫ L
0
ρφκ(x)

(∑N
i=1φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
dx ⇒ du =

∫ L
0
ρφκ(x)

(∑N
i=1φi(x)q̈i(t) +

xθ̈

)
dxdt, e para dw = δq̇κdt, desde que δq̇κ = d

dt
δqκ, com w = δqκ. A integração é

então dada por:

∫ t2

t1

∫ L

0

ρφκ(x)

(
N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
dxδq̇κdt =∫ L

0

ρφκ(x)

(
N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
dxδqκ

∣∣∣∣∣
t2

t1

−∫ t2

t1

∫ L

0

ρφκ(x)

( N∑
i=1

φi(x)q̈i(t) + xθ̈

)
dxδqκdt

(3.70)

Substituindo as equações (3.69) e (3.70) equação (3.68), resulta:
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∫ t2

t1

{
N∑
η=1

∫ L

0

[
ρφη

(
−

N∑
i=1

φi(x)q̈i(t)− xθ̈ +
N∑
i=1

φi(x)qi(t)θ̇
2

)

−EIφ′′η
N∑
i=1

φ′′i (x)qi(t)

]
dxδqη+∫ L

0

ρ

[
x

N∑
i=1

φi(x)q̈i(t) +

x2 +

(
N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)2
 θ̈+

2
N∑
i=1

φi(x)qi(t)
N∑
j=1

φj(x)q̇j(t)θ̇

]
dxδθ

}
dt

N∑
η=1

∫ L

0

ρφη(x)

(
N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
dxδqη

∣∣∣∣∣
t2

t1

+

∫ L

0

ρ

x( N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
+

(
N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)2

θ̇

 dxδθ
∣∣∣∣∣∣
t2

t1

= 0.

(3.71)

Os termos δqη(t1) = δqeta(t2) = 0 e δθ(t1) = δθ(t2) = 0, que cada um dos termos de

contorno fora da integração sobre t na equação (3.71) são zero (Meirovitch, 1970).

∫ L

0

ρ

x( N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
+

(
N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)2

θ̇

 dxδθ
∣∣∣∣∣∣
t2

t1

= 0 (3.72)

∫ L

0

ρφη(x)

(
N∑
i=1

φi(x)q̇i(t) + xθ̇

)
dxδqη

∣∣∣∣∣
t2

t1

= 0, (3.73)

para η = 1, · · · , N . A equação (3.71) é identicamente zero, as seguintes integrais são:

∫ L

0

ρ

[
x

N∑
i=1

φi(x)q̈i(t) +

x2 +

(
N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)2
 θ̈+

2
N∑
i=1

φi(x)qi(t)
N∑
j=1

φj(x)q̇j(t)θ̇

]
dxδθ = 0 (3.74)

∫ L

0

[
ρφη

(
−

N∑
i=1

φi(x)q̈i(t)− xθ̈ +
N∑
i=1

φi(x)qi(t)θ̇
2

)

−EIφ′′η
N∑
i=1

φ′′i (x)qi(t)

]
dxδqη = 0 (3.75)

para η = 1, · · · , N .
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Pode-se notar que δθ é arbitrário sobre x ∈ [0, L] na equação (3.74). E também

δqn são arbitrários no intervalo x ∈ [0, L] na equação (3.75), e para x = 0, devido às

restrições de �xação, a expressão entre colchetes na equação (3.75) é zero. Resultando

em:

x

N∑
i=1

φi(x)q̈i(t) +

(
x2 +

( N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)2
)
θ̈+

2
N∑
i=1

φi(x)qi(t)
N∑
j=1

φj(x)q̇j(t)θ̇ = τl

(3.76)

ρφ1

(
−

N∑
i=1

φi(x)q̈i(t)− xθ̈ +
N∑
i=1

φi(x)qi(t)θ̇
2

)
− EIφ′′1

N∑
i=1

φ′′i (x)qi(t) = 0

...

ρφN

(
−

N∑
i=1

φi(x)q̈i(t)− xθ̈ +
N∑
i=1

φi(x)qi(t)θ̇
2

)
− EIφ′′N

N∑
i=1

φ′′i (x)qi(t) = 0

(3.77)

Onde τ representam os torques externos aplicados na viga. As equações (3.76) e

(3.77) representam as equações do movimento, respectivamente para corpo rígido e

para a de�exão.

3.3.2 Equações do Movimento Completa

As equações de movimento obtidas antes da aplicação do método de Modos Assumi-

dos consistem em um conjunto de equações diferenciais parciais. A partir das equações

(3.60), (3.61) e (3.10) as equações de movimento são dadas por:

(x2 + v2)θ̈ + xv̈ +

(
2vv̇ +

ηgηmktkmK
2
g

Rm

)
θ̇ =

ηgηmktkmKg

Rm

Vm, (3.78)

ρvθ̇2 − ρv̈ − ρxθ̈ − EIviv = 0 (3.79)
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Para obter um conjunto de equações diferenciais ordinárias foi aplicado o método

dos Modos Assumidos a partir das equações (3.76), (3.77) e (3.10).

x
N∑
i=1

φi(x)q̈i(t)+

(
x2 +

( N∑
i=1

φi(x)qi(t)

)2
)
θ̈+(

ηgηmktkmK2
g

Rm
+ 2

N∑
i=1

φi(x)qi(t)
N∑
j=1

φj(x)q̇j(t)

)
θ̇ = ηgηmktkmKg

Rm
Vm,

(3.80)

ρφ1

(
−

N∑
i=1

φi(x)q̈i(t)− xθ̈ +
N∑
i=1

φi(x)qi(t)θ̇
2

)
− EIφ′′1

N∑
i=1

φ′′i (x)qi(t) = 0

...

ρφN

(
−

N∑
i=1

φi(x)q̈i(t)− xθ̈ +
N∑
i=1

φi(x)qi(t)θ̇
2

)
− EIφ′′N

N∑
i=1

φ′′i (x)qi(t) = 0

(3.81)
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Capítulo 4

Resultados Experimentais

Conforme o objetivo da pesquisa os resultados experimentais foram desenvolver um

modelo matemático para vigas �exíveis, considerando o método de Euler-Lagrange,

a validação do modelo, análise das condições de controlabilidade e observabilidade,

projeto de um Observador de Estado, estimando a �exão da viga, e com isso, eliminando

o sensor strain gage. Dessa forma foi possível projetar o sistema de controle, atenuando

as vibrações devidas à �exão de viga, utilizando como dispositivo sensor apenas um

encoder para medir a posição angular do eixo do motor, estimando as demais variáveis

de estado, como por exemplo o angulo devido a �exão de viga e a velocidade de rotação

do eixo do motor.

4.1 Projeto do Observador de Estados

Como foi dito anteriormente, um Observador de Estados é um sistema de controle

de malha fechada cujo o objetivo é o de estimar as variáveis de estados da planta.

Entretanto para que seja possível o projeto de um Observador de Estados é necessário

testar se o sistema é controlável e observável, com isso pode-se estimar os estados a

partir da medição da saída (Ogata, 2003).

4.1.1 Controlabilidade

Um sistema é dito controlável no instante t0 se é possível, usando-se um vetor de

controle arbitrário (sem restrições), transferir o sistema de qualquer estado inicial x(t0)
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para qualquer outro estado em um intervalo �nito de tempo (Ogata, 2003).

A representação por espaço de estados para um sistema dinâmico linear, ou seja, a

planta do sistema é apresentada em forma matriciais:

A =


0 0 1 0

0 0 0 1

0 625 −40.5720 0

0 −976.1053 40.5720 0

B =


0

0

61.8933

−61.8933

C =

1 0 0 0

0 1 0 0

D =

0

0


(4.1)

A controlabilidade depende apenas das matrizes A e B e está associada à existência

de uma trajetória ligando dois pontos quaisquer do espaço de estados. O sistema

ẋ = Ax(t) +Bu(t) é controlável se e somente se o posto da matriz de controlabilidade

é igual a n, ou seja, se Mcont tem posto completo.

Mcont =
[
B
... AB

... ...
...An−1B

]
(4.2)

Repare que a dimensão de Mcont é n x n.m. O posto de uma matriz está associado

ao número de linhas (ou colunas) linearmente independentes, e o valor máximo do

posto é dado pelo mínimo entre o número de linhas e o número de colunas. Matrizes

que têm posto máximo são chamadas de matrizes de posto completo.

A Controlabilidade é calculada no MATLABTMcom o comando ctrb.

>> CONT = ctrb(A,B)

CONT = 1.0e+ 005 ∗


0 0.0006 −0.0251 0.6320

0 −0.0006 0.0251 −0.4202

0.0006 0.0251 0.6320 −9.5463

−0.0006 −0.0251 −0.4202 1.3556

 (4.3)

Utilizando o MATLABTMcom o comando rank(CONT) calcula do posto da matriz,

e o comando length(A) monstra a ordem do sistema:

>> rank(CONT)

ans = 4
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>> ordemdosistema = length(A)

ans = 4

Como o sistema é de 4 ordem e o calculo do rank(CONT) é 4, essa igualdade

demonstra que o sistema é controlável.

4.1.2 Observabilidade

Um sistema é dito observável no instante t0 se, com o sistema no estado x(t0), é

possível determinar este estado a partir da observação de saída durante um intervalo

de tempo �nito (Ogata, 2003).

O sistema

 ẋ = Ax(t)

y(t) = Cx(t)
é observável se e somente se o posto da matriz de obser-

vabilidade é igual a n, ou seja, se O tem posto completo. Repare que a dimensão de

Mobs é p.n x n.

O =


C

CA
...

CAn−1

 (4.4)

A Observabilidade é calculada no MATLABTMcom o comando obsv.

>> OBSER = obsv(A,C)

OBSER =


1.0000 1.0000 0 0

0 0 1.0000 1.0000

0 −342.1052 0 0

0 0 0 −342.1052

 (4.5)

Utilizando o MATLABTMcom o comando rank(OBSER) calcula do posto da matriz,

e o comando length(A) monstra a ordem do sistema:

>> rank(OBSER)

ans = 4

>> ordemdosistema = length(A)

ans = 4
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Quando o cálculo do posto da matriz rank(OBSER), é igual a ordem do sistema

(planta), dizemos que o sistema é observável (Kailath, 1980; Chen, 1995).

O modelo matemático foi validado por experimentos e simulações numéricas no

Rotary Flexible Link utilizado para analisar o comportamento da de�exão da viga,

assim como o software MATLABTM/ SIMULINKTM, para demonstrar os cálculos e os

grá�cos resultantes do experimento, com interface em tempo real usando o software

QUARC.

Para implementar e validar o observador para o controle de posição é possível através

das con�gurações experimentais no Rotary Flexible Link da Quanser sob diferentes

condições de carga (Ginoya et al., 2011).

No projeto de sistemas de controle utilizando observadores de estado, os mesmos

podem reconstruir os estados não medidos ou os valores provenientes de pontos de

difícil acesso no sistema a partir das variáveis de estado disponíveis (Meirovitch, 1990).

Observador de estados é um subsistema para reconstruir o vetor de estado da planta.

O modelo matemático do observador é basicamente o mesmo que o da planta, exceto

que por um termo adicional que incorpora o erro de estimação. O erro de estimação é

dado pela diferença entre o estado inicial (x) e o estado estimado (x̃) (Ogata, 2003).

A planta do sistema é dada por:

ẋ =Ax + Bu

y =Cx + Du
(4.6)

A modelagem matemática do observador e de�nida da seguinte forma:

˙̃x =Ax̃ + Bu+ Ke(y −Cx̃)

=(A−KeC)x̃ + Bu+ Key
(4.7)

Onde Cx̃ é a saída estimada e a matriz Ke é a matriz ganho do Observador.

Admitindo que a planta seja dada pelas equações (4.6) e o modelo do observador

pela equação (4.7), é possível obter a equação do erro da observação, para isso basta

subtraí-las.

ẋ− ˙̃x = (A−KeC)(x− x̃) (4.8)

A diferença entre x e x̃ como sendo o vetor erro e, ou seja
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e = x− x̃

Portanto, a equação (4.8) torna-se:

ė = (A−KeC)e (4.9)

A equação (4.9) o comportamento dinâmico do vetor erro é determinado pelos

autovalores da matriz (A −KeC)e, se esta for uma matriz estável o erro convergirá

para zero para qualquer que seja o valor do vetor e(0).

A planta sendo observável é possível escolher uma matriz Ke de tal forma que

(A −KeC)e tenha seus auto valores arbitrariamente escolhidos, pode se dizer que a

matriz Ke (matriz ganho do observador) serve para gerar uma matriz (A − KeC)e

desejada.

Para encontrar a matriz K (ganho) de realimentação, usa-se as matrizes A e B da

planta mais a sua equação característica φ(A).

Reescrevendo as equações (4.6) com realimentação de estado u = −Kx,

ẋ = (A−BK)x (4.10)

Podemos de�nir:

Ã = A−BK (4.11)

Da equação característica:

|sI−A + BK| =|sI− Ã| = (s− µ1)(s− µ2)...(s− µn)

=sn + α1s
n−1 + ...+ αn−1s+ αn = 0

(4.12)

Do teorema de Cayley-Hamilton:

φ(Ã) = Ãn + α1Ã
n−1 + ...+ αn−1Ã + αnI = 0 (4.13)

Como φ(Ã) = 0, obtemos:

φ(Ã) = φ(A)− α2BK− α1BKÃ−BKÃ2 − α1ABK−ABKÃ−A2BK (4.14)
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Logo:

φ(Ã) =B(α2K + α1KÃ + KÃ
2
) + AB(α1K + KÃ) + A2BK

=
[
B

...AB
... A2B

]
α2K + α1KÃ + KÃ2

α1K + KÃ

K

 (4.15)

Com as devidas manipulações pode ser reescrito como:

K =
[
0 0 1

] [
B

...AB
... A2B

]−1
φ(A) (4.16)

A equação (4.16) representa a fórmula de Ackermann para a determinação da matriz

de ganho K de realimentação de estado.

Utilizando a Fórmula de Ackermann encontramos a seguinte matriz de ganho do

observador:

ke =
[
10 9 11 8, 8

]
(4.17)

O desenvolvimento do projeto do Observador de Estados desta pesquisa permitiu

estimar as variáveis de posição, velocidade e o deslocamento da �exão.

A seguir são apresentados os resultados experimentais do projeto do Observador

de Estados, sendo a comparação entre planta do sistema real e as variáveis de estados,

analisando as variáveis de posição angular, velocidade angular, deslocamento �exível e

o erro quadrático.

Diagrama de blocos de um sistema é uma representação grá�ca dos �uxos dos sinais

e das funções desempenhadas por cada componente do sistema diferindo da represen-

tação matemática abstrata pura, tem a vantagem de indicar pela simples interligação

dos blocos, de acordo com o �uxo de sinais do sistema real, e pela possibilidade de

avaliar a contribuição de cada componente para o desempenho global do sistema. Um

diagrama de blocos contém informações relativas ao comportamento dinâmico, mas

não inclui nenhuma informação sobre a construção física do sistema (Ogata, 2003).

A Figura 4.1 mostra o diagrama de blocos do sistema com o observador de ordem

plena, onde foram estimadas todas as variáveis de estados.
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Figura 4.1: Diagrama de blocos com observador de ordem plena.

Após a representação grá�ca do diagrama de blocos, a próxima etapa consistiu

em analisar o comportamento do posicionamento angular da viga, sendo que o ângulo

desejado foi mantido em θ = 90 ◦.

A entrada de controle fornecida é aplicada diretamente no motor CC da planta na

forma de tensão. Para o ensaio experimental em malha fechada foram utilizados uma

onda quadrada com amplitude = 1 radiano, frequência = 0.50 Hertz, e ganho de 20, o

ensaio executado em 15 segundos, tanto para planta como para o observador.

A Figura 4.2 mostra medida de deslocamento angular (θ) de corpo rígido obtida

por um encoder, comparando com estado estimado θ̃ acompanhando a planta nos

movimentos angulares de ambos sentidos (direita e esquerda), tendo como referência

angular o zero grau.

A velocidade angular θ̇ é medida pelo tacômetro e o ˙̃θ estimada pelo observador

é representada em radianos por segundos e podemos considerar um boa estimativa,

conforme apresentado na Figura 4.3.
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Figura 4.2: Comparativo entre planta e o observador, utilizando Encoder.
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Figura 4.3: Comparativo entre planta e o observador, utilizando Tacômetro.

O comparativo em relação ao deslocamento �exível α medido pelo strain gage e a

variável de estado estimada α̃, a Figura 4.4 mostra um bom resultado para a estimação

da amplitude da �exão. Com isso, será possível dispensar a utilização do strain gage

na malha de controle.
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Figura 4.4: Comparativo entre planta e o observador, utilizando strain gage.

O Erro Quadrático entre a variável observada ˙̃θ e a variável medida θ̇, (tacômetro)

mostrado na Figura 4.5, indica que passado o transitório o erro de estimação tende

para um valor su�cientemente pequeno, mostrando que o projeto do Observador de

Estados pode ser considerado satisfatório.
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Figura 4.5: Erro quadrático.
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4.2 Análise do Desempenho do Sistema de Controle

A título de comparação, serão apresentados a seguir, as respostas do sistema Ro-

tary Flexible Link obtidos em diversos ensaios, considerando diferentes estruturas de

controle.

Os ensaios foram realizados em malha aberta, como mostrado no diagrama de blocos

da Figura 4.6. Em malha fechada utilizando um controlador proporcional, o diagrama

de blocos pode ser visto na Figura 4.7.

O último ensaio apresentado, cujo diagrama de blocos pode ser visto na Figura 4.1,

implementa um sistema de controle que utiliza um Observador de Estados, realimenta-

ção de velocidade e um compensador em avanço. No caso desse ensaio, deve-se observar

que a realimentação de velocidade é efetuada através do observador de estados. Com

isso, o tacômetro não é utilizado pela malha de controle.

Figura 4.6: Diagrama de blocos do sistema de malha aberta.

Para os três casos analisados foi utilizado como sinal de referência uma onda qua-

drada com frequência de 0, 5Hz e amplitude de 1rad.

Na Figura 4.8 a resposta de malha aberta é apresentada. Fica evidente, nesse caso,

que a ausência de realimentação faz com que o servomecanismo não seja capaz de seguir

a referência, como era esperado.

Para que o servomecanismo seja capaz de, ao menos, apresentar comportamento se-

melhante ao da referência, é necessária a utilização de um sistema de controle de malha
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Figura 4.7: Diagrama de blocos do sistema com controlador proporcional.
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Figura 4.8: Resposta de malha aberta.

fechada. Na Figura 4.9 a resposta do sistema de controle de malha fechada, utilizando

um controlador proporcional é apresentada. Nesse caso, para ganhos baixos o sistema

de controle apresenta comportamento transitório lento, embora bem amortecido.

Para melhorar a resposta transitória, tornando-a mais rápida, é necessário aumentar

o valor do ganho do controlador proporcional, entretanto, ao fazer isso, a viga passa a

vibrar com amplitude considerável. De fato, para ganhos mais elevados, a amplitude

das oscilações pode se tornar muito elevada, trazendo risco de quebra ao equipamento.

Na Figura 4.9, o valor do ganho do controlador proporcional é 20.

Com o exposto anteriormente, pode-se constatar que o sistema de controle deve
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Figura 4.9: Resposta de malha fechada com controlador proporcional.

apresentar ganho su�cientemente alto, de modo a tornar a resposta transitória su�ci-

entemente rápida. Além disso, ganhos mais altos também diminuem o erro da resposta

de estado estacionário (Ogata, 2003).

Por outro lado, o sistema de controle também deve atenuar as oscilações da viga,

diminuindo a amplitude do sobressinal, amortecendo as vibrações de forma rápida.

A estratégia de controle utilizando realimentação de velocidade é bastante e�ciente

no sentido de permitir ganhos de malha direta mais altos e com sobressinais de ampli-

tudes menores. Compensadores em avanço também são bastante e�cientes no sentido

de atenuar vibrações em sistemas de controle.

A desvantagem de utilizar a estratégia de realimentação de velocidade reside na

necessidade de sensores de velocidade, como tacômetros.

Na Figura 4.10, é apresentada a resposta do sistema Rotary Flexible Link, com

sistema de controle utilizando compensador em avanço e realimentação de velocidade.

Entretanto, nesse caso, a realimentação de velocidade é efetuada a partir do Observador

de Estados, eliminando a necessidade do tacômetro.

Pode-se observar na Figura 4.10, que a sistema de controle atua de modo a fazer

com que o Rotary Flexible Link siga a referência, com resposta transitória rápida e

bem amortecida.

A Figura 4.11 apresenta a resposta do sistema de controle, utilizando ganho um
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Figura 4.10: Resposta de malha fechada com Observador de Estados e ganho 25.

pouco maior. Já se observa, nesse caso, o aparecimento de um pequeno sobressinal,

embora a resposta transitória continue bem amortecida, e o erro de estado estacionário

praticamente nulo.
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Figura 4.11: Resposta de malha fechada com Observador de Estados e ganho 30.

Os principais resultados experimentais nesta pesquisa também estão disponíveis

para serem visualizadas por meio do canal do YouTube "Modelagem e Controle de

Sistemas Dinâmicos ModCon"(Daltin, 2017).
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Capítulo 5

Conclusões

Os modelos matemáticos para o sistema Rotary Flexible Link foram desenvolvidos,

veri�cados e validados experimentalmente. Além disso, também foi projetado um Ob-

servador de Estados, para que se possa estimar em tempo real as variáveis de estado,

e com isso pode determinar a velocidade angular de corpo rígido (eixo do motor CC),

e a amplitude de �exão da viga. Dessa forma, foi possível eliminar a necessidade de

utilização do tacômetro e do strain gage, na malha de controle. Os ensaios mostraram

que o modelo matemático com o Observador de Estados apresentaram resultados sa-

tisfatório, já que a malha de controle foi capaz de controlar o sistema real (planta) e

o sistema observado, apresentando resposta transitória rápida e bem amortecida, bem

como erro de estado estacionário nulo.
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Capítulo 6

Trabalhos Futuros

Pode-se ainda, considerar para continuação do trabalho os seguintes tópicos:

• Estudar e aplicar Filtro de Kalman para o projeto do Observador de Estados;

• Desenvolvimento de Observador de Estados não linear, a partir da abordagem

distribuída para o modelo matemático;

• Aprofundar o estudo de controle de vibração em estruturas com quatros hastes

�exíveis.

• Estudo e projeto de outros métodos de controle, como controle ótimo ou controle

robusto.
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