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Resumo

Nesse trabalho foi investigado a versao relativistica do modelo bouncing ball, onde
através das dinamicas do mapa padrao e relativistico, foi obtido um mapeamento nao
linear bidimensional que apresentou uma dinamica mista, onde variando os parametros
de controle observamos diferentes espagos de fases, que apresentaram mares de caos, ilhas
de estabilidade e curvas invariantes. Na analise estatistica dos modelos, foi estudado a ve-
locidade quadratica média e as propriedades de transporte para diferentes parametros de
controle. No caso da velocidade quadratica média, foram observadas curvas apresentando
um regime de crescimento até a saturagao, e através do estudo determinamos os argu-
mentos de escala. A respeito das propriedades de transporte, estudamos a probabilidade
de sobrevivéncia das particulas, onde foram analisados os espaco de fases ao introduzir
velocidades de escape para diferentes parametros de controles.

Palavras-chave: modelo bouncing ball, mapa padrao e relativistico, dinamica mista e

espacos de fase



Abstract

In this work, the relativistic version of the bouncing ball model was investigated. From
the dynamics of the standard and relativistic maps, a two-dimensional nonlinear map-
ping is derived, exhibiting mixed dynamics. By varying the control parameters, different
phase-space structures were observed, characterized by chaotic seas, islands of stability,
and invariant curves. In the statistical analysis of the models, the root-mean-square ve-
locity and the transport properties were studied for different control parameters. For the
root-mean-square velocity, the curves displayed a growth regime followed by saturation,
and from this study the scaling arguments were determined. Regarding the transport pro-
perties, the particle survival probability was investigated. The phase spaces were analyzed
under the introduction of escape velocities for different control parameters.

Keywords: bouncing ball model, relativistic and standard map, mixed dynamics and

phase-space structures
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas em movimento, mais conhecidos como sistemas dinamicos tem
sido realizados por um longo tempo, onde as suas bases se apoiam em conceitos desenvol-
vidos por Galileu Galilei [Galilei, 2010,Galilei, 1999] em seus estudos envolvendo péndulos,
planos inclinados, projéteis e queda livre. Eles comecaram a ganhar mais forma através
dos estudos de Isaac Newton [Newton, 1846,Newton, 1990], cujas as leis descreviam, atra-
vés de um conjunto de equagoes, a trajetéria de um fenomeno no mundo macroscopico.

Entretanto, foi sé no século XX que as propriedades cadticas dos sistemas dinamicos
comecaram a ser estudadas, devido a dificuldade do seu tratamento analitico. Um dos
trabalhos que viriam a ser pioneiros nessa area seria o problema de trés corpos por Henri
Poincaré [Poincaré, 1899], onde através do estudo de técnicas geométricas e topoldgicas,
ele mostrou que a evolucao do sistema vai ser cadtica, ou seja, que dependendo das con-
digbes iniciais e das perturbagoes que ocorrem em tais condigcoes, o estado final vai ser
completamente diferente de um ponto para outro. Através dessa linha de estudos, surgi-
ram outros trabalhos como o de Birkhoff [Birkhoff, 1927], seguido também de trabalhos
de Kolmogorov [Kolmogorov, 1954] e Smale [Smale, 1967].

Porém foi sé a partir do advento do desenvolvimento e dos avangos computacionais,
que resultados utilizando a integracao numérica de equagoes nao lineares comegaram a
surgir para o caos deterministico. Um exemplo desses resultados foi o trabalho de Lorentz
[Lorenz, 1963] em meteorologia, além de diversos outros trabalhos que surgiram como
os trabalhos de Feigenbaun [Feigenbaum, 1978, Kaplan e Yorke [Kaplan e Yorke, 1979],
Chirkov [Chirikov, 1979], May [May, 1976], Hénon [Hénon, 1976], Pomenau-Manneville
[Pomeau e Manneville, 1980], Grebogi, Ott e Yorke [Grebogi et al., 1982], os quais forne-
ceram propriedades de dinamicas cadticas e como tais dinamicas se instalam em sistemas
fisicos.

Por um longo tempo tem sido realizado o estudo dos sistemas Hamiltonianos, tais

sistemas que se referem a um conjunto de equagoes que estao evoluindo ao longo do



tempo, cujo os resultados variam devido a regras especificas e os diferentes parametros
de controle[Ciubotariu et al., 2002,0liveira et al., 2011,Lan e Yapp, 2008,Nomura et al.,
1992,Chirikov, 1979]. Esses sistemas podem ser classificados de trés maneiras: (1) O
sistema ¢ integravel, onde o espaco de fase é composto por curvas invariantes que dominam
os graficos. (2) A dinamica é ergédica, onde as curvas invariantes sao destruidas e os mares
de caos dominam os espagos de fase. (3) O sistema é misto, onde é observado a coexisténcia
das ilhas de estabilidade, curvas invariantes e os mares de caos.

Para compreender o que sera discutido nesse trabalho, serd feita uma revisao de con-

ceitos chave, para o estudo e a discussao dos resultados.

1.1 Teorema KAM

Esse teorema feito por Kolmogorov—Arnold-Moser (KAM)[Kolmogorov, 1954,Arnol’d
e Avez, 1968 ,Arnol’d, 1963,Moser, 1962,Moser, 1973] estabelece que ao perturbar um
sistema dinamico integravel, nesse caso as curvas invariantes, a pertubacao vai causar a
deformacao e até mesmo a destruicao de algumas curvas do sistema. Isto é visto nos espago
de fases, onde o aumento da pertubacao no espaco, causa a transformacao do sistema de
integravel apresentando curvas constantes, para um sistema misto que estd apresentando
mares de caos coexistindo com ilhas de estabilidade e curvas invariantes de spanning. Com
o aumento dessa pertubacao, ocorre a destruicao da ultima curva invariante do sistema,
passando de um caso misto para um caso ergédico, onde os mares de caos dominam os

espacos de fase conforme os parametros utilizados para definir tal sistema aumentam.

1.2 Mapa padrao relativistico

Através do estudo que serd realizado nesse trabalho das equacoes dos sistemas Ha-
miltonianos, os espacos de fase serao definidos através das equacoes dos mapeamentos
padroes e relativisticos[Oliveira et al., 2011,De Oliveira e Robnick, 2012,Miranda et al.,

2021]. Definindo a equagao do mapeamento relativistico como sendo:

Iy =1, + Ksen(6,)

= _Inn
Oni1 = 0On + > ( mod 2m),

(1.1)

onde [ é a variavel acao, K ¢ intensidade da pertubagao que vai ser fornecida no sistema,
e 5 é o parametro relativistico onde para = 0 recuperamos o mapeamento padrao.

Tal mapeamento serd de grande importancia nesse trabalho devido aos parametros K
e [ que controlam a transicao da integrabilidade para a nao integrabilidade dos mapea-

mentos estudados, pois conforme o parametro K aumenta e [ diminui, o sistema passa
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Figura 1.1: Stickness ao redor de uma ilha de estabilidade

de integravel para misto, e de misto para ergddico e para K diminuindo e § aumentando

teremos o caso inverso.

1.3 Stickiness

Para um espaco de fases do tipo misto, observa-se a presenca tanto de mares de
caos, como ilhas de estabilidade (KAM) e curvas invariantes spanning coexistindo em um
mesmo espaco de fases, e que a presenca dessas estruturas afeta o comportamento das
6rbitas cadticas que existem nos mares de caos. Sendo que esse fendmeno onde as 6rbitas
do mar de caos acabam aprisionadas proximas as ilhas de estabilidade por periodos de
tempo intermitentes, até elas escaparem desse aprisionamento temporario e retornarem
para o mar de caos, é devido a existéncia de conjuntos fractais [Ott, 2002,Lichtenberg e
Lieberman, 1992 Alligood et al., 1996], chamados cantori. Tais objetos vistos na figura
(1.1) ao redor da ilha de estabilidade foram propostos na década de 80 por Macky, Meiss
e Percival[Mackay et al., 1984], e essas estruturas foram formadas através da destruigao
dos toros invariantes com o aumento da pertubacao do sistema.

Devido a presenca dos cantori as orbitas em uma regiao de stickness apresentam na
sua evolucao temporal um cardter quase regular durante o seu aprisionamento préxima a

ilha de estabilidade, até elas escaparem novamente para o mar de caos.



1.4 Aceleracao de Fermi e modelo bouncer

O modelo estudado nesse trabalho esta intimamente ligado ao trabalho proposto em
1949 por Enrico Fermi [Fermi, 1949], que tentava explicar os raios césmicos de alta energia
que viajavam no meio interestelar. Chamado de acelerador de Fermi, esse mecanismo ex-
plicava que as particulas carregadas que compunham os raios cosmicos interagiam com os
campos magnéticos oscilantes de grandes estruturas no espago, como estrelas e galaxias,
e tal interacao resultava na perda ou ganho de energia por essas particulas carregadas.
Fazendo uma analise da energia média, era possivel notar que as particulas estavam ga-
nhando energia com o passar do tempo.

A partir desse mecanismo, foram propostos alguns modelos para explicar a aceleracao
de Fermi, onde o modelo bouncer [Pustilnikov, 1983 Livorati, 2014] que serd estudado
neste trabalho é um desses modelos. O modelo bouncer é composto de uma particula que
se desloca no eixo vertical sobre os efeitos da gravidade g que vai estar funcionando como
um mecanismo de re-injecao da particula a uma zona de colisao dada por uma parede que
se move periodicamente no tempo no tempo ¢t com uma velocidade v, cujo o movimento
da parede é dado pela equagao y(t) = ecos (wt) (onde a zona de colisdo é definida na
regiao y € [—¢,¢|), sendo w a frequéncia da parede e € a amplitude da oscila¢ao. Nota-se
que dependendo da posicao da parede, a particula estda ganhando ou perdendo energia,
podendo ser visto na figura (1.2) que ilustra esquematicamente a dinamica do modelo

bouncer.

g

Ql
—

2

Figura 1.2: Desenho esqueméatico do Modelo bouncer e seus parametros

1.5 Transporte

A presenca de cadeias de ilhas de estabilidade afeta o comportamento das orbitas

caodticas nos espacos de fase, onde elas podem ser aprisionadas por um longo periodo de

10



tempo em regioes estreitas proximas as ilhas até que elas escapem novamente para o mar
de caos. Entao para estudar o comportamento das orbitas cadticas de um sistema misto,
ao invés de definir o comportamento individual de cada particula, podemos estudar os
comportamentos médios dos sistemas.

Um método para a realizacao desse estudo é a introducao de uma barreira ou vaza-
mento, onde a probabilidade da amostragem sobreviver ao vazamento é dada como sendo
Piurv. Nesse sentido podemos dividir a dinamica da sobrevivéncia das particulas em duas,
o primeiro caso sendo para as particulas que escaparam pelo vazamento introduzido, ja
o segundo caso é para as particulas que nao escaparam ainda, e através dessas duas pos-
sibilidades podemos definir uma equagao de acordo com [Gaspard, 1998, Altmann et al.,
2013,Livorati et al., 2015]tal que:

N
1
Psurv = 7 Nrec A 5 1.2
¥ 2 Vo) 12)

onde o somatorio é feito ao longo de um ensemble de N condigoes iniciais distintas, e Nyec
representa o nimero de condic¢oes inicias que nao escaparam pela velocidade de escape
nos espacos de fase.

Considerando os aspectos temporais da probabilidade de sobrevivéncia, sao observados
dois tipos de comportamento. O primeiro se da na regiao do mar de caos onde a érbita
tem um movimento erratico similar a um movimento browniano[Pathria, 2008], possuindo
uma estatistica exponencial para os tempos de escape através do buraco. O segundo caso
ocorre proximo das ilhas de estabilidade, onde devido ao processo de stickness, as orbitas
ficam aprisionadas por um longo tempo proximo das ilhas de estabilidade. Sendo esse
tempo de aprisionamento dado por um formato de lei de poténcia para as correlacoes de
escape [Altmann et al., 2013,Pathria, 2008] e a dinamica das 6rbitas apresenta um carater

quase regular.

1.6 Leis de escala

Para sistemas dinamicos, as leis de escala sao relacoes que governam a variacao de
um objeto de estudo quando os pardmetros dos sistema sao modificados|[Leonel et al.,
2004,Schuster e Just, 2005,0tt, 2002, Zaslavsky, 2004].Para ilustrar o funcionamento das
leis de escala podemos considerar um observavel g descrito pelos parametros z e y. Onde

g(x,y) é uma relacao de escala se (1.5) for satisfeita:

g(z,y) = lg(lz,I"y), (1.3)
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em que [ é um fator de escala arbitrario e a e b sao os expoentes caracteristicos dessa
relagao de escala [Leonel, 2019, Leonel, 2015de Almeida, 2025].Sendo [ um fator de escala

podemos escolher [ = y_%, onde teremos

a

g(z,y) =y rgly bz, 1). (1.4)

Considerando g(z,y) é descrita por leis de poténcia, o estudo das propriedades de
escala em ¢ nos permite obter os expoentes a e b. A generalizacao para um maior nimero

de variaveis é direta, onde para uma funcao g de variaveis z, y e z, temos que:

g(z,y,z) = lg(l*z, Iy, 1°2). (1.5)

1.7 Estrutura e informacoes sobre a Dissertacao

Esse trabalho vai ser baseado em um dos modelos utilizados para explicar o cresci-
mento de energia na aceleragao de Fermi, o modelo bouncer. Foram também introduzidos
conceitos que vao ser utilizados ao longo dessa dissertacao, como por exemplo a integra-
bilidade de um sistema e a presenca de propriedades de stickness em torno das ilhas de
estabilidade.

No Capitulo 2 serda estudado o mapeamento, onde foi definido através de equacoes
os sistemas que formam o mapa padrao e padrao relativistico e através desse sistema foi
possivel encontrar os respectivos espacos de fases.

O capitulo 3 é dedicado a analise dos resultados obtidos através de uma conexao
entre mapa padrao e padrao relativistico e o modelo bouncer, onde observamos como os
parametros € e 5 afetam o comportamento dos resultados dos espacos de fases, tanto pela
analise dos pontos fixos, quanto a andlise das curvas de Viyugs e suas propriedades.

No capitulo 4 é estudado as propriedades de transporte do sistema, onde é realizado um
estudo de como as estruturas do mapeamento afetam os espacos de fase através do estudo
de bacias de escape para determinadas velocidades variam conforme os parametros € e 3, e
sao introduzidas nos espacos de fases. De mesma forma serao estudadas as probabilidades
de uma particula sobreviver a introducao dessas velocidades de escape.

O capitulo 5 sera a conclusao desse trabalho, junto com as perspectivas futuras.

O desenvolvimento dessa dissertacao é o resultado de estudos iniciados em marco de
2024 e terminados em dezembro de 2025. O periodo de mestrado foi financiado pelo
Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq). As simulagoes
numéricas utilizadas para a obtencao dos resultados foram executadas com a utilizacao de
ambos Windows e Linux e os compiladores foram qtgrace, Xmgrace, gnuplot e Gimp. O

programa utilizado no windows foi o Visual Studio Code (VS code) com as extensoes WSL,

12



modern Fortran, Code Runner, C/C++, e o Ubuntu 20,04 para simular um ambiente de
linux no VS code, e para o linux foi utilizado o Fortran 90, o gfortran contido dentro GCC

(GNU Compiler Collection), e o xmgrace.
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Capitulo 2

Mapa padrao

2.1 Mapa padrao

Proposto por Boris Valerianovich Chirikov [Chirikov, 1979, Zaslavsky, 2004,Zaslavsky,
2007], o mapa padrao, vai ser de grande importancia para os estudos realizados nesse
trabalho. O estudo analitico do sistema Hamiltoniano é descrita pelo conjunto de equa-
¢oes variaveis chamados de estado que sao descritas por N coordenadas generalizadas
qg = (¢1,92, .--,qn) € de N momentos conjugados generalizados p = (p1, pa, ..., PN), que
caracterizam o sistema. Evoluindo do estado inicial o sistema passa por pontos dos es-
pacos de fases, sendo esse conjunto de pontos denominado de érbitas, e o conjunto de
todas essas érbitas possiveis vai ser o espago de fases [Ott, 2002,Lichtenberg e Lieberman,
1992]. O movimento desses corpos pode ser descrito pelo formalismo hamiltoniano com a
funcao H(p,q) onde p e ¢ sdo coordenadas generalizadas. Vamos considerar o estudo do
rotor quicado, que se trata de uma massa girando ao redor de um ponto central sofrendo
quiques. Considerando H como a energia do sistema estudado, observa-se que essa ener-
gia vai ser dada pela soma das energias cinética e potencial, tal que poderemos escrever o

hamiltoniano do rotor quicado como sendo:

2

H:%—I—KCOSQ d(t—nT), (2.1)

n=—oo
onde J é o momento angular, # é a posicao angular, I é o momento de inércia, K é a
amplitude dos quiques e T' é o periodo entre quiques onde para t = nl’ o sistema sofre
um quique. Isso é visto na figura (2.1) que representa o rotor quicado.
A evolucao temporal desse formalismo é dada pelas seguintes equagoes de Hamilton
[Goldstein, 1969,Reichl, 2004]:

Gi = 9H(q,p)
(2 6 i
3 _ alﬁqvp) . (2'2)
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Figura 2.1: Exemplo esquemaético do rotor quicado.

Podemos reescrever as equacoes de Hamilton como sendo:

8J  OH -
552}_55::Ksmmmnngt—nTx (2.3)
(§
90 O0H J
_— = — = —, 4
ot aJ 1 24

E dado um impulso de funcao delta no rotor a cada intervalo de tempo t = nT. Entre-
tanto, entre os impulsos, nenhuma forca estd agindo e portanto o rotor evolui livremente.
Entao, entre os impulsos J é constante e 0 esta evoluindo com o tempo. No impulso, J
muda descontinuamente para que a taxa de crescimento de 6 entre os diferentes impulsos
seja diferente. Integrando as equagdes (2.5) e (2.6) de um tempo antes do impulso em
t = nT para um tempo antes do impulso em ¢ = (n+ 1)7". A tnica contribui¢do da forga

ocorre quando t = nI'. Entao:

(+1D) 57 ((n+1)7)
Jpi1 — I = / —dt = / Ksen(0)o(t — nT)dt = Ksen(0,), (2.5)
( (

nT)~ ot nT)~
€
(n+1)T)~ 69 (n+1)T)~ J J T
%H—m:/ —m:/‘ ntl gy = i (2.6)
(wr- O ()~ I !

Concebendo I =1 e T =1, podemos chegar no seguinte mapeamento:

{Jn+1 = J, + Ksen(6,) 2.7)

Oni1 =0, + Jnia ( mod 2).
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Tendo o mapeamento, é possivel observar que para o sistema o parametro K identifica
a intensidade da nao linearidade para o sistema acima, nota-se também que para K = 0
a variavel J se preserva, uma vez que J,.1 = J, = J, de tal modo que o mapa ¢é integra-
vel. Isso se apresenta em formato de toros no espaco de fases, sendo os toros definidos
como curvas invariantes no espaco de fases, onde as condicoes iniciais permanecem em
cima do toro e preenchem uma curva fechada toroidal com a evolugdo temporal [Ott,
2002,Lichtenberg e Lieberman, 1992 ,Goldstein, 1969,Fermi, 1949]. Entretanto, quando
K # 0, J vai estar diretamente relacionado a nao linearidade do pareamento, variando
com o decorrer das interacoes, o que significa que o mapeamento nao vai ser integravel.
Portanto, é possivel observar que o parametro K controla a transicao da integrabilidade
quando K = 0, para a nao integrabilidade quando K # 0.

E possivel observar uma transicao em K = K. ~ 0,9716 de caos local quando K < K.,
para caos global quando K > K, no qual ocorre a destruicao da ultima curva invariante
de tal modo que o comportamento cadtico se difunde ao longo do espaco de fase com
excecao das ilhas de estabilidade, que também desaparecem com o aumento de K. Tais

comportamentos podem ser observados na figura (2.2):

16
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k=15 9 K= b

Figura 2.2: Espacos de fase para (a) K =0; (b) K =0,7; (¢) K =0,9716; (d) K =1,0; () K =1,5¢
(f) K = 2,0.

Na figura (2.2) (a) onde K = 0 é observado um mapeamento integravel com as curvas
invariantes dos espagos de fase. Para (2.2) (b) para K = 0,7, ocorre a transi¢gao da
integrabilidade para a ndo integrabilidade (pois K # 0), onde o sistema é misto e apresenta
mares de caos coexistindo com ilhas de estabilidade e curvas invariantes de spanning. Ja
para a figura (2.2) (¢) K = 0,9716 como ja discutido ocorre a destrui¢ao da tltima curva
invariante e o comportamento do sistema passa de localmente cadtico para globalmente
cadtico. Tal transi¢do ndo é imediatamente visivel na figura (2.2) (d) para K = 1,0,
devido a proximidade do valor do parametro com a figura (2.2) (c). Porém os efeitos
dessa transformagao sao visiveis nas figuras (2.2) (e) K = 1,5 e (2.2) (f) K = 2.0, onde
com o aumento do parametro K, o comportamento cadtico se difunde ao longo dos espagos

de fase.
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2.2 Mapa padrao relativistico

Tendo encontrado o sistema de equacoes para o mapeamento padrao através das equa-
¢oes de Hamilton, serd possivel encontrar de forma similar, um sistema de equacgoes para o
mapeamento padrao relativistico, onde como primeiro passo sera considerado um campo
elétrico de um pacote de onda [Oliveira et al., 2011,Nomura et al., 1992,0liveira e Leonel,
2014]

E(z,t) = i E,sen(kn,x — wyt). (2.8)

n=—oo

Considerando um amplo espectro onde E,, = Ey, k, = ko e w,, = nwy

E(x,t) = Egsen(kor) Z cos (nwot). (2.9)

n=—oo

Usando a decomposicao de Fourier para a fungao delta de Dirac periddica T' = Qf

i T cos (nwot) = i d(t —nT). (2.10)

n=—oo n=—oo

Substituindo na equacao do campo elétrico pode ser encontrado:

E(z,t) = EyT'sen(kox) f: d(t —nT). (2.11)

n=-—00
Assumindo que o movimento de um elétron com massa de repouso mg e carga —e
em um campo elétrico dado pela equacao acima podem ser descritos pela Hamiltoniana

relativistica

E,T >
H(z,p,t) = \/p?c + m3ct — © ——cos(kor) Y o(t—nT), (2.12)

0 n=-—00
mov
V-G

Realizando o célculo das equagoes de Hamilton, onde entre dois impulsos (ou "kicks”)

onde ¢ é a velocidade da luz e p = ¢ o momento relativistico.

consecutivos teremos que a particula esta em movimento livre, temos que o sistema é dado

por:
H 2
P (2.13)
op /p2c? + m2ct
. OH -
p=—"p-= —eFyTsen(kox) nz_:oo o(t —nT), (2.14)

onde & é andalogo a q.
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Definindo ¢ = kox, e introduzindo varidveis auxiliares como 8 = 22, [ = % e

K = %28@, onde (I,,60,) sdo o valores da varidvel antes do n-ésimo kick e (I, 1,0n41),
sao os valores antes do kick (n+1), o mapeamento é dado por:

I, =1, + Ksen(6,)

= N (S
On1 = On + ESETIE (mod 27).

(2.15)

A presenga do parametro 8 que vai estar definindo o mapa como relativistico. Tal
parametro, assim como o parametro K do mapa padrao vai estar definindo o comporta-
mento do sistema. Entretanto, enquanto o aumento de K garante a transicao do sistema
de integravel para misto e de misto para ergddico, o parametro § vai apresentar o com-
portamento inverso, onde para  — 0o o sistema volta a ser integravel, e para § = 0 o
sistema volta a ser um mapeamento padrao dominado apenas por K. Tal comportamento
pode ser observado na figura (2.3) com diversos espacos de fase para diferentes parametros

utilizados:
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0 1 2 3 1 5 (4 4 1 3 b 5 6

c) K=2,5: =0,0001 " d) K=6: $=0,00001 °

Figura 2.3: Espacos de fase para (a) K =1,0,3=0,1; (b) K =1,5,8=0,001; (¢) K =2,5, 8 =0,0001
e (d) K = 6,0, 8 = 0,00001

Na figura (2.3) (a) para K = 1,0, § = 0,1, observamos um espago de fase misto,
cujo os mares de caos sdo locamente cadticos. Jé na figura (2.3) (b) para K = 1,5,
£ = 0,001, temos a destruicao das curvas invariantes, com a transicao do sistema de
localmente cadtico para globalmente cadtico tendo ocorrido, e a difusao do mar de caos
no espaco de fase, entretanto tal difusao ainda é limitada pelas ilhas de estabilidade
presentes. A importancia dessas ilhas para limitar a difusdo dos mares de caos pode
ser comprovada pelas observacao das figuras (2.3) (¢) K = 2,5, 8 = 0,0001 e (2.3)
(d) K = 6,0, 8 = 0,00001, onde devido aos valores de [ estarem diminuindo e os
valores de K aumentando, notamos uma diminuicao do tamanho das ilhas permitindo
uma difusdo maior dos mar de caos no espago de fases para a figura (2.3) (c), e um
completo desaparecimento das ilhas permitindo que os mares de caos se difundam sem

limites para a figura (2.3) (d).
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2.3 Conexao com o modelo bouncer

Para o modelo bouncer podemos observar dois casos para a colisao da particula com
a parede mével, o primeiro caso vai ser para colisoes sucessivas, onde apds a colisao a
particula nao abandona a zona de colisao, e colide novamente com a parede, o segundo
caso é para colisoes indiretas, onde apds a particula sofre uma tnica colisao com a parede,
ela abandona a zona de colisao.

Observando as colisoes das particulas, nota-se que elas vao ser controladas por trés
parametros especificos €, w e g. Podemos através deles definir um conjunto de variaveis
VW Ew

2 . , , . ~
e e = S-e medimos o tempo através do nimero de oscilagoes

da parede movel como sendo ¢, = wt,. A partir dessas variaveis assumindo o instante

adimensionais V,, =

¢ € [0,27], a posicao da particula é y,(¢,) = €cos(¢,) com a velocidade inicial V;, > 0,

poderemos escrever o mapeamento (2.16):

T, {Vnﬂ = Vi + 6 = 2esen(6n1a) (2:16)

Oni1 = [On + AT, ( mod 2m),
onde o subindice ¢ desse mapeamento indica que o modelo estudado é o modelo com-
pleto. Observa-se que as expressoes de V* e AT,, dependem do tipo de colisao que ocorre,
e que o parametro € é a razao das aceleragoes entre a parede vibrante e o campo gravita-
cional.
Para o caso onde ocorre as colisoes sucessivas as expressoes serao V* = V,, e AT,, = ¢,
onde ¢. é obtida no momento da colisao da particula com a parede movel, que é dada

pela seguinte equacao transcendental:

G(pe) = €cos (dn + @) — €cos (¢,) — Ve + %Qﬁ (2.17)

J4 para o caso de colisdes indiretas, a expressao vai ser V,* = —/V.2 + 2¢(cos (¢,) — 1)
e AT, = ¢s + ¢g + ¢, onde ¢, = V,, vai ser o tempo de subida da particula apods

colidir com a parede mével até ela atingir a altura méaxima onde a sua velocidade ¢é zero,

ba = / V2 + 2¢(cos (¢,) — 1) é o tempo de descida da particula apds atingir o dpice da
sua trajetéria até a sua colisao com a parede moével e ¢, vai ser obtido numericamente da

equagao transcendental F'(¢.) = 0, que vai ser dada por

F(00) = ccoslpn + du+ 6] — ¢ — Vg + 362 (2.18)

Outra maneira para estudar o modelo bouncer é assumir a parede como sendo fixa,
porém no instante da colisao a particula sofre uma troca de energia e momentum como se
a parede ainda estivesse em movimento. Tal método é chamada de versao simplificada e

ele foi proposto em uma época onde o poder computacional nao era tao robusto como nos
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dias atuais [Lichtenberg et al., 1980] pois as simulagdes numéricas através desse método
eram mais rapidas. Outra vantagem da versao simplificada é o fato dela nao envolver as
equagoes transcendentais F'(¢.) e G(¢.).

Um fator importante que pode ser observado, serd a conexao que pode ser observada do
mapeamento simplificado com o mapa padrao, onde aplicando o mapa padrao no modelo
bouncer de forma que os sistemas vao estar sendo definidos por um conjunto de variaveis

adimensionais I,, = 2V,,, K =4e e 6, = ¢,.1 + 7, teremos:

{Jnﬂ = I, + Ksen(f,,) Vip1r = Vi — 2esen(éni1)

= STel :
Oni1 =0, + L1 ( mod 2m) Oni1 = On + 2V, ( mod 2m).
(2.19)

Tal mapeamento é observado para o caso onde as particulas apresentam um coeficiente
relativistico f nulo. Para o caso onde o coeficiente § nao é nulo, serd recuperado o

mapeamento relativistico tal que:

Iy =1, + Ksen(6,) 5 Vo1 = Vi — 2esen(¢pq1)
o Int1 = Orel : o 2V,
Opi1 =0, + —\/m ( mod 2m) Ons1 = On + e ( mod 2m).
(2.20)

Nota-se que o parametro €, de forma similar ao parametro K (considerando que K =
4¢), controla a transi¢ao de integrabilidade para a nao-integrabilidade, onde para e =
0, o sistema apresenta um carater integravel, com curvas constantes. Para € # 0, o
sistema apresenta um carater nao integravel, podendo apresentar um cardater ergddico,
sem pertubacoes aleatérias no seu espaco de fases, ou como nos casos estudados nesse
trabalho, quando € = ¢, = 0,2429 (K = K. ~ 0,9716), o sistema apresenta uma transi¢ao
de comportamento, de localmente cadtico para globalmente cadtico, com um carater misto,
apresentando um mar de caos coexistindo com ilhas de estabilidade e curvas invariantes
de spanning.

E possivel observar também que para € < €. os espago de fases apresenta as curvas
invariantes de spanning limitando o crescimento da energia. J& para o caso onde € > ¢,

as curvas invariantes sao destruidas, levando ao crescimento ilimitado da energia.
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1 2

d)K=1,5; B=0,001

Figura 2.4: graficos do modelo bouncer na parte superior para os valores de a) ¢ = 0,375, 8 = 0; b)

e = 0,375, 8 = 0,001, e para o mapa relativistico na parte inferior para os valores de c)
K=15p=0;d) K=1,5 5=0,001

Nas figuras (2.4) (a) e (b), teremos os espagos de fases para o modelo bouncer, onde
em (2.4) (a) e = 0,375, f = 0 temos um espago de fase misto dado pelos sistemas visto
na (2.19). Para a figura (2.4) (b) e = 0,375, 8 = 0,001 o espago de fase continua sendo
misto, porém com a presenca do parametro relativistico 8 influenciando o espaco de fase
como visto no sistema (2.20). Nas figuras (2.4) (c) e (d), teremos o espaco de fases para
o mapeamento padrao e o mapeamento relativistico respectivamente, onde em (2.4) (c)
K = 1,5, p = 0 teremos um espago de fase misto dado pelo sistema (2.7). J& na figura
(24) (d) K = 1,5, 8 = 0,001, teremos um espaco de fase para um sistema relativistico
como foi observado através na equagao (2.15).

Uma das principais diferencas entre o mapeamento padrao e relativistico com o modelo

bouncer, além das variaveis utilizadas em ambos os modelos, é vista na figura (3.4), onde o
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eixo das variaveis de agao para o mapa padrao é positivo e negativo, enquanto as variaveis
de velocidade sao comparaveis as variaveis de acao do mapa padrao relativistico, sé podem

ser positivas.
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Capitulo 3

Resultados numéricos para o Modelo

bouncer relativistico

3.1 Espaco de fases

O estudo do modelo bouncer relativistico se deu através da coleta de dados utilizando as
simulagoes computacionais onde foram utilizadas 20 condigoes iniciais e iteramos elas por
10* iteradas. Um dos resultados observados foram os graficos dos espacos de fase, dados
por V wvs ¢, onde para diferentes parametros de condigoes iniciais, com velocidades
iniciais perto de € e a fase inicial distribuida entre 0 e 27 foram observados diferentes

comportamentos nos espagos de fase, visiveis na figura (3.1)

] ) 0 1 2 3 4 5 6
a) €=0,5; $=0,01 ¢ b) £=10; =0,001 (I) c) e=10; p=0,01 ¢

Figura 3.1: Espacos de fase para (a) e = 0,5, 8 =0,01; (b) e = 10, 8 = 0,001; (c) e = 10, 8 = 0,01. As

curvas em vermelho em cada espaco de fase sdo a primeira curva invariante de spanning

Para os diferentes espago de fases na figura (3.1) observamos diferentes comportamen-

tos, para (3.1) (a) e = 0,5, 8 = 0,01 é observado um espaco de fases misto, que apresenta
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diversas ilhas de estabilidade e uma curva invariante limitando o crescimento do seu mar
de caos, também podemos observar que o sistema vai ser globalmente caético. Em (3.1)
(b) e = 10, = 0,001 observamos poucas ilhas limitando o mar de caos, levando ao
crescimento da energia. Para (3.1) (c) e = 10, 8 = 0,01 entretanto, é observado um au-
mento dos mares de caos para o espaco de fase, mesmo com o aumento do valor de [ e a
quantidade de ilhas de estabilidade no espaco de fase estudado. Podemos observar através
do sistema (2.20) e da imagem (3.1), a variacdo dos espagos de fase devido aos valores
de € e 8. Vamos analisar os pontos fixos [Monteiro, 2011] de periodo V,,41 = V,, = V*
e Ppi1 = ¢On = ¢* + 2mm [Nomura et al., 1992], onde substituindo essas expressoes nas

equacoes do mapeamento para o modelo bouncer relativistico nés temos:

2 1%
V* = mr o) = arcsen(—> (3.1)
V1= (2mnp)? de
onde para m = 0,1,2,3, ..., sendo observado que os pontos fixo sao reais apenas se <

(2mm)~t.
A maneira mais convencional de analisar a estabilidade dos pontos fixos é através da

matriz jacobiana que é definida por:

a‘/n+1 8‘/n«&»l
J: avn a¢n
Opnt1  OPni1

OVn O¢n

onde as derivadas parciais para o mapeamento relativistico sao dadas por:

3;/‘771 =1-—2¢ cos(qﬁnﬂ)ag;fl (3.2)
aavfzﬂ = —2¢ cos(qﬁnﬂ)aggﬂ (3.3)
WV, Jlrdpeve 21445V '
06un . decoss, .
Oy, /14 1632€2 cos ¢? ’ .

substituindo essas equacoes na matriz jacobiana, e realizando os calculos obtemos o de-

terminante como sendo:

det(J) = 1 (3.6)

para det(J) = 1 preserva a area e do espago de fases e portanto é um sistema conser-

vativo.
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3.2 Curvas de Vyug

Para investigar as propriedades estatisticas das orbitas cadticas estudaremos as pro-

priedades médias das velocidades. Para essa analise é utilizado a equagoes da velocidade

quadratica média Viyg = \/Vz(n), dada por:

M n
Vi = 37902 D012 (3.7
=1 j=1

onde o primeiro somatorio se observa as médias no ensemble de condigoes iniciais(M) e
no segundo se observa as médias nas iteradas (n). A média serd realizada para 2 x 103
condicoes iniciais e 10° iteradas.

Nota-se que o comportamento do Vrys é dado pela figura (3.2), onde as curvas apre-
sentam um padrao de crescimento com expoente % para n pequeno, mas para n grande
elas acabam convergindo para um regime de saturacao em um plato constante, que é

determinada por V.

10000

O—3 B=0.00001 £=10

=5 p=0.0001 =100

<—<x B=0,0005 €=1.,0

St B=0,00005 £=1000

1 IR I 4 4 B=0.001 £=100
1 10000 1le+008

Figura 3.2: Grafico das curvas de saturagao para ¢ = 10, § = 0,00001; ¢ = 100, g8 = 0,0001; ¢ = 1,
B8 = 0,0005; ¢ = 1000, 5 = 0,00005; ¢ = 100, 5 = 0,001

Nota-se que para os diferentes parametros de controle € e 5 das curvas que sao vistas
na figura (3.2), é possivel observar que os valores da saturacao Vi, e do crossover n, vao
ser diretamente proporcionais com os valores de €, ou seja quanto maior o valor €, maior
vai ser os valores de Vi, e n,. Ja para o caso do coeficiente 5, Vs e n, vao ser menores
aos valores do coeficiente relativistico, e portanto quanto maior o valor de 3, menor é os
valores de Vi, e n,. com base na figura (3.2), podemos mostrar as seguintes hipéteses de
escala[Leonel, 2019]:
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1. para n << n,, em que « é o expoente de crescimento, onde nesse regime de cresci-

mento através de um ajuste de lei de poténcia encontramos a = 0,5

VRMS X (77,62)& (38)

2. para n >> n,, com expoentes de saturacao vy; e 7o, temos que:

Vams = Viar o< €71 572 (3.9)

3. paran = n,, onde z; e z3 sa0 os expoentes de crossover, teremos:

Ny X €715 (3.10)

3.3 Analise de escala

Com as hipoteses de escala definidas é possivel descrever o comportamento do Vrus

através de uma funcao homogénea generalizada do tipo

Vams(ne, €, 8) = Wams (Ine?, IPe, 1°B), (3.11)

sendo [ um fator de escala e a, b e ¢ expoentes caracteristicos.

Escolhendo [“ne? = 1, temos que:
I = (né?)s, (3.12)

substituindo esse resultado na equagao (3.11) generalizada tem que:

b c

Vaus(ne?, €, B) = (ne?) " Vaus (1, (ne?) e, (ne?) 4 B). (3.13)

Comparando o resultado da (3.13) com a primeira hip6tese em (3.8) de escala pode se

concluir que o = —1.
a

Considerando que para [’c = 1

=3, (3.14)

S

substituindo na (3.11), pode-se observar:

Vinis(n€2, €, B) = €t Vans (e tne, 1,75 3). (3.15)

Fazendo a comparacao do resultado da (3.15) com a segunda hipétese de escala em

(3.9) obtemos v = —3.
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Finalmente, considerando que (¢S = 1, entao:

=B, (3.16)

substituindo na func¢do homogénea generalizada (3.11), observa-se:

VRMS(n€27 €, B) = Bi%VRMS(ﬁi%nEa ﬁ*%a 1) (317)

Comparando o resultado da (3.17) com a segunda hipdtese de escala em (3.9) obtemos
Yo = —%. Para determinar as leis de escala do problema, sera feita as igualdades entre os

valores | das equagoes (3.12) e (3.14) teremos como resultado:

n=cee (3.18)

Comparando essa equagao com a terceira hipdtese de escala em (3.10) para encontrar
z1 teremos que:
=219 (3.19)

«

Realizando novamente as igualdades dos valores | das equagoes (3.12) e (3.16):

n=pg« (3.20)

Realizando a comparagao dessa equagao com a terceira hipdtese em (3.10) de escala
para encontrar z; obteremos:
Y2

= —= 3.21
22 o ( )

Tendo o valor de v = 0,5 os valores de 7; e 72 podem ser obtidos através do ajuste
lei de poténcia dos pardametros € e ( utilizados para definir as curvas em (3.3). Onde
71 =0,36 e v = —0,96.
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Figura 3.3: grafico dos expoentes de saturacao ; e 72 e dos expoentes de crossover z e zs, feito através

das andlises numéricas das hipdteses de escala das curvas de Vrums

A partir dos valores de 7 e ¥, 0s expoentes z; e z5 podem ser obtidos através das leis

de escala, tais que:

o 0,36
=L 9= =" _9=_-197 3.22
21 o 21 0’5 ) 9 ( )
72 0,96
=2 sy =——1"" = _1.992. 3.23
) o ) 0.5 ) ( )

Através da andlise das curvas de V,,,s vs n obtemos os valores dos pontos de saturacao
Vsat € crossover n, para cada curva, e também o expoente de crescimento o = 0,5,
onde tais valores sao utilizados nas hipdteses de escala que definem o comportamento das
curvas. Com as hipoteses de escala serd necessario definir os expoentes criticos 71, o, 21
e z9, que sera realizado através do estudo dos valores dos coeficientes € e 3 e dos valores

obtidos V. e n, obtidos através das curvas. Com esses valores vai ser possivel montar os

30



graficos observados em (3.3) para os expoentes criticos, obtendo os valores de v, = 0, 36,
Yo =—0,96, 21 = —1,27 e 20 = —1,88.

Através dos argumentos de escala, as curvas de Vrus podem ser transformadas de

acordo :
1 T — R — - -
?LO.OI —
=
2>
=
= E E
I T P=0.00001 £=10
0.0001 = EF—£1 B=0,0001 e=100
e B=0,0005 e=1,0
o B=0,00005 c=1000
L v vum [ [ p=0.001 e=100

1le-008 O, 0001 1 10000

n/(e" 1 p7)

Figura 3.4: Colapso universal das curvas de saturagao considerando os argumentos de escala

O colapso universal visto na figura (3.4), é feito através da transformacao dos eixos
da curva de saturacao utilizando as hipdteses de escala, nos permite observar que inde-
pendente dos valores inseridos para os parametros € e 3, todas as curvas vao apresentar
um mesmo comportamento de crescimento até eles alcangarem um determinado valor de

crossover, onde elas entao mudam para um comportamento de saturacao.
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Capitulo 4

Transporte e as curvas de probabilidade

de sobrevivéencia

O estudo dos comportamentos médios dos sistemas sao realizados através das analises
das propriedades de transporte do sistema, onde utilizando a velocidade de saturacao Vgu;
obtida nos gréficos de Vrus vs n da figura (3.2) como uma velocidade de escape para as
orbitas, onde cada Vg, é caracteristico dos valores de 3 e € fornecidos, e a velocidade de
escape nos espago de fases é retratada esquematicamente pela figura (4.1) onde a regido
pontilhada em verde é obtida pela velocidade de saturacao V.

Nota-se que para um ensemble de baixas energias, é considerado que a as condicoes
iniciais escaparam quando elas atingem um valor da velocidade maior que V.. O oposto
vai ser visto para condicoes de altas energias, onde as condig¢oes escapam para valores

menores que V.
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Figura 4.1: Espaco de fase para e = 0,5, 8 = 0,01 com um escape pontilhado em verde em V,; = 22,43

Utilizado uma grade 1000 x 1000 condigoes iniciais que estao igualmente distribuidas
ao longo dos eixos Vj € [0, Vyise] € ¢o € [0,27]. Cada condigao inicial foi iterada até 10°
colisoes com a parede movel ou até que a velocidade de escape fosse atingida pela dinamica,
sendo que a velocidade de escape € obtida através das curvas de Vrus vs n, cujo o valor de
Viat que € utilizado vai estar dependendo dos parametros € e 8 inseridos como condigoes
iniciais, e através desses valores obteremos bacias de escape como observado na figura
(4.2).

33



4 s . u
) i 0
y } b

N 1 i 3 [ 6 2 5 5 ] 1 2 3 4 5 3

) 300 B=0.0000¢ ¢) =07, p=0001

0 1 : 3 4 5

' ) &5 =001 f) e p001

) e=20; 0,001

Figura 4.2: Bacias de escape para a) € = 300, 8 = 0,00001; b) e = 40, 8 = 0,0001; ¢) e = 0,7, 8 = 0,001;
d) e=20,3=0,001;e) e=53=0,01f) e=8, 3 =0,01

O gradiente de cores permite observar o escape durante toda a evolucao da dinamica
da érbita, onde a regiao em vermelho vai estar representando um escape mais rapido
das particulas, as regiodes laranja, amarela e verde vao ser um escape intermediario (indo
da mais rapida para a mais lenta), e a regiao azul vai estar representando escape para
tempos muito longos. As regides brancas que aparecem na figura denotam locais onde
as condicoes iniciais foram dadas em cima de ilhas de estabilidade,e portanto as érbitas
estao confinadas naquele local para sempre.

As bacias de escape dadas na figura (4.2) estao ordenadas do menor valor 8 = 107°
para o maior dado por 3 = 1072. Nota-se em (a) para ¢ = 300 e 8 = 0,00001, que 3 é
um valor muito pequeno em relagao a €. Portanto o parametro [ nao afeta a dinamica de
forma significativa, enquanto que para ¢ = 300 ha um crescimento significativo da energia
no espaco de fase. Por essa razao, quando as érbita sao colocadas nos valores que estao
distantes da V¢, elas acabam levando mais tempo para escapar, com uma pequena regiao
com escapes mais rapidos concentrada apenas em torno da velocidade de escape. A mesma
situagao é observada para (b) € = 40 e § = 0,0001, onde mesmo observado a presenga
de algumas pequenas ilhas, o mar de caos ainda apresenta um crescimento significativo,
e portanto as érbitas nos valores distantes de Vi, apresentam longos tempos de escape.

Porém diferente de (a), as regides com um escape intermediario estdo mais difundidas no
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espago de fase, fazendo com que (b) nao seja totalmente dominada por regides com um
escape mais lento como ¢é visto em (a).

Para (c) e = 0,7 e § = 0,001, observamos o parametro ( limitando o crescimento
do mar de caos no eixo V através das ilhas de estabilidade, e também a influéncia das
ilhas nos tempos de escape, levando a dominacao da regides com o tempo de escape mais
longo em maior parte do espago de fase e as regides com um escape mais rapido sendo
concentradas apenas onde a velocidade de escape foi introduzida, onde nao é observado
ilhas de estabilidade na regiao. Em (d) para e = 20 e 5 = 0,001 observamos como ambos
os parametros afetam o escape, onde observaremos um maior crescimento do mares de
caos no espago de fase em relacdo a (¢) devido a um maior valor de € para o mesmo
valor de 8. Sendo que as regides com o escape mais lento estao concentradas nas regioes
proximas as ilhas de estabilidade. Entretanto ainda é possivel observar uma dominancia
das zonas com um escape intermedidrio em verde na figura, além de um aumento das
zonas em amarelo e vermelho com escapes mais rapidos ao redor da zona da velocidade
de escape.

Para (e) ¢ = 5, f = 0,01, considerando que [ nao é tdo pequeno em relagdo ao
valor de € os mares de caos sao limitados no seu crescimento devido ao parametro 3, e
portanto tempos de escape mais lentos estao confinados apenas nas bordas das ilhas de
estabilidade, onde as regioes proximas as ilhas observamos um escape intermediario, e
para a zonas proximas a velocidade de escape Vg, e que nao estao sendo afetadas pelas
ilhas de estabilidade, os escapes das drbitas sao mais rapidos. E para (f) e =8, 5 = 0,01,
ocorre o desaparecimento de alguma ilhas de estabilidade que estavam atrasando o escape
em (e), e portanto o escape acaba sendo réapido em maior parte do espago de fase, com
excecao das regioes proximas das ilhas de estabilidade com um escape intermediario em
verde, e nas bordas das ilhas, com um escape mais lento em azul.

Um fator importante para esse estudo vai ser a andlise estatistica cumulativa para
a distribuicao dos tempos de recorréncia, a qual sera obtida através da integragao dos
histogramas de escape das particulas. A partir disso, cada condicao inicial que escapou
vai ser salva em um vetor, juntamente com a iteracao onde escape ocorreu, e partir
desses resultados poderemos escrever um histograma caracterizando diferentes tipos de
transporte que podem ser dados por escapes mais rapidos ou mais lentos. Tal distribuicao
¢ também conhecida como probabilidade de sobrevivéncia, e como vista no capitulo (1.5)

tal probabilidade vai ser dada pela seguinte equacao:

N
1 .
Psurv = N E Nrec(.])y (41)

Jj=1

onde N = 108 condicdes iniciais distintas. Considerando que as érbitas estudadas devem
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apresentar um carater intermitente, ocorrendo uma alternancia entre um regime regular
confinado nas ilhas de estabilidade para um regime cadtico, se deslocando nos mares de
caos, sendo que esse processo ocorre na presenca de um regime de stickiness. O ensemble
de condigoes iniciais deve ser sempre definido na regiao do mar de caos, tomando cuidado
para que nenhuma condicao esteja dentro de uma ilha de estabilidade.

A probabilidade de sobrevivencia esta sendo caracterizada por decaimentos do tipo
exponencial, onde devido a presenca de estruturas mistas nos espacos de fase a probabili-
dade de sobrevivencia apresenta comportamentos distintos nos espagos de fase como pode

ser visto na figura (4.3):
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1 . .
A0 Decaimento exponencial

)

i ) ) oo
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= Decaimento exponencial

Le-006 1e-006 - 4

1e-006

. ! Ly
Decaimento em lei de poténcia i’f‘ o
- »'.‘q.,\_{ 16008

i,
Y,
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1e-008 BN
L | 4 | Y 1008 . Ll L Lol 9y I ETT R AT ETT BT
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a) €=2; $=0,001 b) e=4; $=0,001 ¢) €=6; p=0,001
Figura 4.3: Decaimento para (a) e=2e $=0,001, (b)e=4e 8=0,001¢e (c) e=6¢e 5 =0,001

Analisando o comportamento da figura (4.3) podemos observar que maior parte das
orbitas sao afetadas pela presenca de ilhas de estabilidade na sua estrutura, levando a di-
namica a apresentar érbitas em regime de stickness. Devido a essas regioes de estabilidade
sera observado uma mudanca de comportamento nas curvas de P, onde as curvas apre-
sentam um comportamento de um decaimento exponencial, e subitamente elas mudam de
comportamento para um decaimento mais lento em lei de poténcia ou o decaimento para
exponencial esticada. Para o caso do modelo bouncer ambos os decaimentos podem ser
observados dependo dos parametros de controle € e 5 e das condicoes inicias escolhidas.

Considerando as curvas observadas, é definido um ajuste numérico para cada tipo de

decaimento observado. Para o decaimento exponencial, tem que:

Py x exp{(np)}, (4.2)

onde p é o expoente desse decaimento exponencial. Porém para um decaimento sobre a
influéncia das orbitas do regime de stickness, vai estar obedecendo um regime de lei de
poténcia tal que:

FPoyy xxn”7, (4.3)
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onde v é o decaimento em lei de poténcia. Realizando diversas analises de como os
parametros € e 5 o comportamento dos decaimentos, utilizando valores além daqueles
que foram observados na figura (4.2), observa-se que conforme o parametro e aumenta,
o expoente de escape também aumenta, e para o parametro § conforme ele diminui o
expoente de escape também diminui. Sendo assim, o expoente de escape é diretamente
proporcional a ambos os parametros € e 3.

E importante mencionar que o resultado obtido descreve o comportamento das curvas
de Py, para o caso onde o decaimento é exponencial.

O estudo do comportamento dos decaimentos observados na figura (4.2) variam para
os parametros € e (3, foram feitos graficos para os diferentes valores dos expoentes 7 em
relacdo ao parametros de € e 3, onde foi fixado um dos parametros enquanto o outro

variava, como pode ser visto a seguir:

I : —— : — : R
0.01 |— _]
0,0001 |—
L
E Ajuste=1,92331+0,014 A
1e-006 |—

(=] g=2
=30
£=200

E.l . L T . L] . . o e=1000
le-005 0,0001 0,001 0,01

Figura 4.4: Grafico de p vs 3 para os valores de € fixo, tais valores sdo preto: € = 2, marrom: ¢ = 30,
lilas: € = 200 e verde: e = 1000
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B = 0,001, verde: § = 0,0001, azul: 8 = 0,00001, violeta: 5 = 0,005, (f) 8 = 0,0005 e (g)
B = 0,00005

E possivel observar através das figura (4.4) e (4.5), que os ajustes se comportam de
forma identica conforme variam os valores de € e mantém [ fixo, e observamos o mesmo
comportamento para quando [ varia e € permanece fixo. isso se da devido as érbitas
em regime de stickness encontradas nos espacos de fase. Através dos valores de k; e
ko, podemos colapsar os decaimentos exponenciais em unico decaimento como é visto na
figura (4.6)

Através do colapso universal dos decaimentos , observamos que o comportamento
do decaimento exponencial da probabilidade de sobrevivéncia é comum para todos os
parametros € e §. Entretanto, o decaimento mais lento em lei de poténcia nao garantido,
pois s6 é observado uma lei de poténcia significativa para e = 2, b = 0,001, sendo talvez
necessario um maior nimero de iteracoes para observar se a lei de poténcia existe nesses

decaimentos.
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através dos valores k1 e K.
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Capitulo 5
Conclusao

Neste trabalho foi realizado o estudo do sistema Hamiltoniano do modelo bouncer
relativistico e suas propriedades. Os mapeamentos padrao e padrao relativistico surgiram
do estudo do rotor quicado utilizando o formalismo Hamiltoniano, e ao substituirmos
variaveis adimensionais nos sistemas obtidos, podemos definir o mapeamento utilizado
nos espacos de fase do modelo bouncer.

Comecando no capitulo 1 com uma introdugao historica sobre os sistemas dinamicos e
algumas propriedades cadticas, além da introdugao béasica sobre os conceitos de teorema
KAM, mapa padrao relativistico e as propriedades de stickness. Entao, o modelo bouncer é
introduzido através da exposicao de suas origens como um modelo par explicar a aceleracao
de Fermi para os raios césmicos, e é feita uma breve discussao sobre os seus mecanismos,
as propriedades de transporte e as leis de escala.

No capitulo 2 foi apresentado os mapeamentos padrao e padrao relativistico, onde
para encontra tais mapeamentos foi realizado um desenvolvimento matematico através
das equacoes de Hamilton, resultando no sistema de equacoes utilizado nos graficos dos
espacos de fase vistos no mapeamento. Através dos sistemas dos mapas padrao e padrao
relativistico, foi possivel encontrar o mapeamento que vai estar definindo os espacgos de
fase para o modelo bouncer através de algumas transformacoes de variaveis, e também
pode observar as suas caracteristicas em relagao com o mapeamento padrao e relativistico.

Através da definicao do mapeamento encontrado para o modelo bouncer no capitulo
2, foi possivel observar a importancia dos parametros € e § no comportamento dos espa-
¢os de fase, onde enquanto ambos controlam a transicao da integrabilidade para a nao
integrabilidade, veremos que essa transicao ocorre conforme os valore de € aumentam e
os valores de  diminuem. Com esses resultados, foram realizadas andlises nos sistemas
e nos graficos no capitulo 3, onde primeiramente foram estudados os pontos os pontos
fixos e os cédlculos para a sua estabilidade. Feito isso foi investigado as propriedades das

Orbitas cadticas através das curvas de Viyug e foi realizada a andlise das suas hipdteses
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de escala, onde foram obtidos os valores para os expoentes de crossover, que definem as
propriedades das curvas de V.

Por fim, no capitulo 4 estudamos as propriedades de transporte para as orbitas ca-
oticas do modelo bouncer, onde foi introduzido uma velocidade de escape nos espagos
de fase, permitindo observar o comportamento para diferentes parametros de € e § do
escape das suas érbitas através dos graficos da bacia de escape. E foi estudado também
a probabilidade dessas dérbitas sobreviverem a introducao da velocidade de escape, onde
a probabilidade de sobrevivéncia da particula foi determinada através da utilizacao dos
graficos e das equacoes.

Nesse sentido essa dissertacao observa carateristicas interessantes do modelo bouncer,
como o seu surgimento através da aceleracao de Fermi, a dependéncia dos parametros
iniciais utilizados para o estudo do modelo, o fatos que os espacos de fase do modelo
bouncer vao ser derivados das equacoes para os mapas padroes e relativisticos, a sua
analise através das curvas de saturacao e como o modelo interage com a introducao de
uma velocidade de escape no seu espago de fases.

Como perspectivas futuras, seria possivel realizar um estudo mais aprofundado nas
propriedades de transporte, obtendo uma maior quantidade de resultados para o expo-
ente 4 para uma maior quantidade de interacoes no decaimento, podendo estudar as
propriedades do seu ajuste.

Outro caminho que pode ser também avaliado ¢ a influéncia da introdugao da dissi-

pacao na dinamica do modelo bouncer, com estruturas shrimp e crises de fronteira.
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