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Resumo

A Matemadtica esta presente no nosso dia-a-dia seja pra dizer as horas, contar dinheiro, prever
o tempo. Sob o aspecto empresarial ela também se faz presente na hora de tomar decisoes,
por exemplo. Muitas empresas de manufatura lidam com decisoes diariamente no setor de
producao, dimensionando lotes e sequenciando sua producao. Entretanto, o mais comum é to-
mar essas decisoes de forma independente, sendo que poderiam ser tomadas simultaneamente,
pois agregariam melhores resultados. Neste trabalho integramos essas decisoes utilizando um
modelo matematico que agrega ao problema de dimensionamento de lotes, o sequenciamento da
producao modelando a exclusao de subsequéncias através das restricoes do tipo MTZ e MCEF.
Também estudamos essas duas formulacoes considerando a variavel de preparo explicitamente
e implicitamente resultando em quatro formulagoes matematicas diferentes para o problema
integrado de dimensionamento de lotes e sequenciamento da producao. Concluimos que a
formulagao MCF com varidvel de preparo explicita é mais forte que as outras formulacoes estu-
dadas e que as solucoes das instancias das formulacoes baseadas nas restrigoes do tipo MTZ sao
bastante influenciadas pelos planos de cortes e pré-processamento inclusos no solver CPLEX.
Nosso objetivo é derivar limitantes primais e duais para o problema integrado de dimensio-
namento de lotes e sequenciamento da producao. Para a obtencao dos limitantes primais foi
proposta uma heuristica gulosa. Para obter os limites duais foram estudadas a relaxacao La-
grangeana e a relaxacao Lagrangeana/Surrogate e os métodos usados para resolucao dos duais
associados foram o Algoritmo de Subgradiente e Algoritmo de Volume. O método que obteve
melhor desempenho foi o dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo Algoritmo de Subgradi-

ente para a formulagao com restrigoes do tipo MTZ e variavel explicita de preparo.

Palavras-Chave: problema integrado de dimensionamento de lotes e sequenciamento da

produgao, relaxacao Lagrangeana, relaxacao Lagrangeana/Surrogate.



Abstract

Mathematics is present in our daily routine to tell time, count money, predict the weather. Many
manufacturing companies deal with daily decisions in the manufacturing sector, lot-sizing and
sequencing their production. However, the most usual is to take these decisions considering
two independent problems, and not simultaneously, as it adds better results. In this work we
integrate these decisions through a mathematical model that adds to the problem of lot sizing,
sequencing decisions using constraints of the type MTZ and MCF. We also study these two
formulations, considering the set up decisions explicitly and implicitly resulting in four different
mathematical formulations for the integrated problem. We conclude that the MCF formulation
with the explicit set up variable is stronger than the other formulations studied and the soluti-
ons of the instances of formulations based on constraints of MTZ type are strongly influenced
by the cutting planes and pre-processing included in the solver CPLEX. We aimed to derive
primal and dual bounds for the integrated problem of lot sizing and sequencing of production.
To obtain the primal bound we proposed a greedy heuristic. The dual bounds were obtained
studying the Lagrangean and the Lagrangean / Surrogate relaxation and the methods used to
solve the dual associates were the subgradient algorithm and Volume algorithm. The method
with better performance was the dual Lagrangian / Surrogate solved by subgradient Algorithm

for formulation with constraints MTZ type and explicit set up variable.

Keywords: lot-sizing and scheduling problems, Lagrangean relaxation, Lagrangean /Surrogate

relaxation.
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Introducao

Todos usam a Matematica todos os dias: tanto para dizer as horas, prever o tempo, contar
dinheiro, como para auxiliar na tomada de decisoes. Em situacoes mais complicadas surge a
necessidade de uma teoria matematica para ajudar o ser humano a nao sé resolver os seus
problemas, mas escolher, dentre diversas alternativas, a melhor delas. A este processo deno-
minamos Otimizagao. A otimizagao, pode ser definida como: "o conjunto de métodos capazes
de determinar as melhores configuragoes possiveis para a construcao ou o funcionamento de
sistemas de interesse para o ser humano” [75].

Sob o ponto de vista empresarial, a Otimizacao também é de grande valia. Grandes empresas
hoje em dia, tem em seu ferramental, a Matematica, a Otimizacao, que muitas vezes auxiliam
na identificacao de problemas que a olho nu nao sao capazes de serem vistos, e os resolve de
tal forma que os beneficios consequentes dessa resolucao eram inimaginaveis.

Mais especificamente, no setor de manufaturas, a industria tem sido pressionada a tornar
seus processos mais eficientes, posicionando-se frente a concorréncia de uma forma mais agres-
siva. As decisoes de producao nesse setor de manufatura objetivam determinar o uso mais
eficiente dos recursos para atender a producao dos itens requeridos pelos clientes. Estas de-
cisoes sao tomadas geralmente em dois niveis: um nivel de dimensionamento de lotes e um nivel
de programacao [5]. No nivel de dimensionamento de lotes, o objetivo é determinar um plano de
produgao de curto prazo, ou seja, quanto de cada item produzir a fim de atender as demandas
previstas, sob as condicoes e capacidades operacionais existentes. No nivel de programacao, o
objetivo é determinar a ordem em que os itens serao produzidos de modo a reduzir tempos e
custos [84].

Na préatica, essas decisoes ainda sao tomadas de forma independentes mas deveriam ser
tomadas conjuntamente. Na teoria, diversos modelos foram formulados a fim de integrar as
decisoes sobre o sequenciamento da producao as decisoes de dimensionamento de lotes [18],
[19], [22], [43].

Uma proposta para integrar essas decisoes, é o Problema Integrado de Dimensionamento de
Lotes e Sequenciamento da Produgao (PIDS), é utilizar as restrigdes de eliminagao de subrotas
do problema do caixeiro viajante na formulagao matemaética para o problema de dimensiona-
mento de lotes, para obter o sequenciamento dos lotes. Neste trabalho usaremos duas propostas:
a primeira acrescentando inequagoes de eliminacao de subsequéncias propostas por Miller, Tuc-
ker e Zemlin (MTZ) [63], e a segunda, é uma formulacao do tipo Multi Commodity Flow (MCF),
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introduzida por Claus [13]. Uma questao importante é como determinar limitantes primais e
duais para as formulagbes apresentadas. Para tanto, propomos trés métodos (dual Lagrange-
ano resolvido pelo algoritmo de subgradiente, dual Lagrangeano resolvido pelo algoritmo de
volume e dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo algoritmo de subgradiente) para obtencao
dos limitantes duais e uma heuristica gulosa para os limitantes primais. A obten¢ao de bons
limitantes é importante, por exemplo, quando nao temos o CPLEX para resolucao do problema.

No Capitulo 1, é apresentada uma breve revisao do PIDS e é proposta uma nova formulacao
em que ¢é explicitada a variavel de preparo. Nos Capitulos 2 e 3, fazemos um estudo sobre limites
duais e primais para problemas de otimizacao linear inteiro e a teoria envolvida para obteé-los.
No Capitulo 4, apresentamos uma heuristica gulosa para determinar limitantes primais para o
PIDS, e alguns métodos para determinar limitantes duais para o PIDS. No Capitulo 5 testamos
computacionalmente as técnicas desenvolvidas, e por fim, no Capitulo 6 sao apresentadas as

conclusoes e trabalhos futuros.



Capitulo 1

O Problema PIDS

Neste capitulo apresentamos uma descrigao e a motivagao do problema PIDS para este es-
tudo, uma breve revisao bibliografica, e apresentamos os modelos estudados, assim como uma

reformulacao destes modelos.

1.1 Descricao do problema

As decisoes de producgao no setor de manufatura, por exemplo, objetiva determinar o uso mais
eficiente dos recursos utilizados para atender a demanda dos itens requeridos pelos clientes.
Estas decisoes sao tomadas geralmente em dois niveis: um nivel de dimensionamento e um
nivel de programagao dos lotes [5]. No nivel de dimensionamento, o objetivo é determinar
um plano de produgao, ou seja, quanto de cada item produzir a fim de atender as demandas
previstas, sob as condigoes e capacidades operacionais existentes. No nivel de programacao, o
objetivo é ordenar essa producao de modo a reduzir tempos e custos de trocas entre os itens
84].

Na préatica, essas decisoes ainda sao tomadas de forma independentes mas deveriam ser
tomadas de forma conjunta. Como exposto por Wolosewicz et al [84], os modelos matematicos
para resolver os problemas de dimensionamento de lotes e sequenciamento da producao, con-
sideram capacidade agregada, nao garantindo que o plano de producao seja factivel quando
levado ao nivel de programacao. Se essa capacidade for superestimada, o plano de producao
nao representara a realidade em termos de recursos disponiveis, causando atrasos e clientes nao
satisfeitos. Por outro lado, se a capacidade for subestimada, os itens serao produzidos num
tempo menor, acarretando maior custo de estocagem. Se torna entao muito importante lidar
simultaneamente com estes dois problemas.

Um outro exemplo em que ¢ essencial esta integracao, é quando as decisoes de sequenci-
amento nao estao ligadas diretamente com os itens, mas sim com a sequéncia de producao
de determinados materiais que serao utilizados para produzir um grupo de itens demandados.

Neste caso podemos diminuir a quantidade de trocas, agrupando itens que usam o mesmo
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material.

O PIDS consiste em determinar quanto de cada item produzir e em que ordem serao produ-
zidos, de modo a atender as demandas previstas e reduzir custos e tempos de producao, ou seja,
determinar simultaneamente a quantidade a ser produzida em cada maquina, qual o periodo e
em que ordem.

Varias sao as técnicas propostas pelos pesquisadores para resolver o problema integrado
de dimensionamento de lotes e sequenciamento da producao. Dauzere-Péres e Lasserre [14]
[15] formularam um modelo considerando problemas de sequenciamento e capacidade exata, e
resolveram iterando entre o plano de dimensionamento e o de programacao. Sikora, Chhajed
e Shaw [74] abordaram o problema de forma separada, resolvendo o problema periodo por
periodo, do primeiro ao tultimo periodo do horizonte de planejamento, sendo que em cada
periodo usaram uma heuristica tipo Silver-Meal [73] para utilizar a capacidade o quanto for
possivel. Algumas recentes revisoes bibliograficas podem ser encontradas em Zhu e Wilhelm
[87], e Jans e Degraeve [44] [40].

O problema integrado de dimensionamento de lotes e sequenciamento da producao com
preparo dependente da sequéncia tem sido tratado frequentemente com modelos que subdividem
o periodo em subperiodos [22]. Em muitos casos, esta estratégia condiz com a realidade, em
que cada subperiodo seria o periodo de 1 dia, por exemplo, sendo que o periodo seria 1 semana.

O modelo proposto por Fleischmann e Meyr [22], tem sido utilizado para formular vérias
aplicagoes préticas: Araujo et al [3] [4] lidaram com problemas em pequenas fundigdes, explo-
rando esquemas relax-and-fiz [85] implementados em um horizonte rolante de planejamento;
Aratjo et al. [3] propos variagoes para o método de busca local; Ferreira et al. [20] e Toledo
et al. [77] trataram o problema em uma industria de bebidas, onde sincronizam os estégios
de preparacao da bebida e o engarrafamento, sendo que Ferreira et al. [20] propdem vérias
estratégicas relaz-and-fix e Toledo et al. [77] usam um algoritmo genético para sua resolugao;
Toso et al. [78] trataram o problema quanto a producao de compostos para alimentagao animal
propondo heuristicas relaz-and-fix para sua resolu¢ao. Wolosewicz et al. [84] propos um modelo
para o problema integrado de dimensionamento de lotes e sequenciamento da producao com
sequencia fixa de operagoes nas maquinas, e o método de resolucao proposto é uma heuristica

Lagrangeana.

1.2 Modelos matematicos

Wolosewicz et al [84] afirmam que os problemas de dimensionamento de lotes e sequenciamento
da producao tem que ser lidados simultaneamente, e Clark et al [11] afirma que quando os
modelos de dimensionamento de lotes sao incorporados aos de sequenciamento da producao,
hé uma influéncia consideravel na producao.

O problema PIDS consiste em determinar simultaneamente a quantidade a ser produzida

em cada maquina, qual o periodo e em que ordem.
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O modelo MTZ1S1M proposto por Maldonado, Rangel e Clark [57] consiste em utilizar as
restrigoes MTZ de eliminagao de subrotas para eliminar subsequéncias nao desejadas [63]. Ja o
modelo MCF1S1M, proposto em [58] utiliza as restri¢oes tipo Multi Commodity Flow (MCF).

Na descrigao dos modelos, iremos considerar um problema com um total de J itens e T
periodos no horizonte de planejamento, e os indices 7,7 = 1,2, ..., J para representar os itens
et=1,2,...,T para representar os periodos.

Os parametros e variaveis de decisao utilizados para modelar o problema sao apresentados

em seguida:

# Parametros:

e h; : custo de estocar uma unidade do item j;

e g; : custo de atrasar uma unidade do item j;

e s;; : custo de troca de produgao de um item ¢ para o item j;
e p, : tempo de produzir um item j;

e b;; : tempo de troca de um item ¢ para o item j;

e dj; : demanda do item j no perfodo ¢;

C} : tempo total disponivel para producao dos itens no periodo ¢ (capacidade da maquina);

# Variaveis de decisao:
e 7;; : quantidade produzida do item j no periodo ¢;
o/ j; : quantidade estocada do item j no periodo t;

I,

gt

: quantidade em atraso do item j no periodo t;

1, se ha troca do item ¢ para o item j no periodo de tempo t;
Zijt - ‘-
0, caso contrario.

e uj; : ordem numérica em que o item j é produzido no periodo ¢;

O modelo MTZ1S1M é descrito em (1.1) — (1.12).
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Min Z :ZZ(th; +9il5) + Zzzsijzijt (1.1)

jeJ teT teT ieJ jeJ
JFi

sujeito a:

fj+(t_1) + I 4 xy — I — Ly = dit, Vi, vt (1.2)
ijxjt + Z Z b,;jzijt S Ot, Vit (13)
jedJ i€J jeJ
JFi
C J
t .
ijt S E ;Zijt s VJ,vt (14)
i#]
J

Zzioﬁ Z Zzikt, Vk € J, k 7é ’L., Vit (15)
jeJ 1=10

J J
Z Zikt = szjt7 Vk € J, Vt (1.6)
i=1() J=ig

i#k J#k

J
> <1, Vi=ip,1,...,J, Vt (1.7)
J=10

JF
th Z Uit + ]_ — J(]_ — Zijt)7 \V/’L,Vj,l 7é j,vt (18)
1<u; <J Vi, t (1.9)
fl?jt,[;;,fﬁ zO,zijt:(]/l, V’L,j,vt (110)
I =0, Vj (1.11)
I =0, V) (1.12)

A funcao objetivo (1.1) minimiza custos de estoque, atraso e troca entre os itens. As
restrigoes (1.2) sao as restrigoes de balanceamento do estoque com a producdo, garantindo que
a demanda de cada item j em cada periodo de tempo ¢ seja atendida. As restrigoes (1.3) s@o as
restricoes de capacidade, ou seja, impedem que o tempo de producao ultrapasse a capacidade
da maquina em cada periodo t. As restri¢oes (1.4) garantem que s6 haverd producao do item j
no periodo ¢ se a maquina estiver preparada para produzir o item j. As restrigdes (1.5) — (1.7)
modelam o sequenciamento dos itens. As restri¢oes (1.5) garantem que o item fantasma iy é o
primeiro a ser produzido em cada periodo. Qualquer custo relacionado ao item iy é considerado
nulo e nao interfere na solugdo do modelo (ver [16]). As restrigoes (1.6) nos dizem que sempre
que um item k for produzido, entao um item ¢ anterior foi produzido e sera produzido um item
j depois de k, ou seja, estas restrigoes conservam o fluxo de produgao. As restrigoes (1.7) nos

asseguram que cada item é produzido no maximo uma vez por periodo t.
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As restrigoes (1.8) e (1.9) s@o as restrigoes MTZ que eliminam subsequéncias, ou seja, nao
permitem que hajam subsequéncias desconexas no sequenciamento dos itens. As restrigoes
(1.11) e (1.12) consideram que nao ha atraso nem estoque no inicio do horizonte de planeja-
mento, e as restri¢oes (1.10) sdo as restri¢coes de dominio das variaveis.

Oncan et al [66] analisaram e compararam diversas formulagoes para o Problema do Caixeiro
Viajante (PCV). Eles chegaram a conclusao de que a relaxacao linear do modelo quando usadas
as restricoes M'TZ sao ruins, enquanto que, quando usadas as restricoes MCF a relaxacao linear
se aproxima muito do valor 6timo do problema PCV. As restricoes MCF tem o papel de
eliminar subsequéncias desconexas e tem ordem polinomial. A ideia principal das restricoes
MCF é assegurar que, sempre ha um caminho do produto inicial s para qualquer outro produto
r no periodo de tempo ¢, obtendo assim o sequenciamento dos itens [12], [56].

Para descrever o modelo MCF1S1M, precisamos incluir uma nova variavel:

1, se o fluxo da commodity r flui do né ig para o né r pelo arco (i,j);
® Myjjt — -
0, caso contrario,

onde r € {1,2,...,J}. Uma commodity pode ser entendida como uma mercadoria a ser
distribuida.
A variavel m,;;; sendo 1, nos diz que se a commodity r é incluida na sequéncia de producao,

entdo o item ¢ precede o item j no sequenciamento, pois a commodity r passou pelo arco (i, 7).

Exemplo 1.2.1. Para enterdermos a varidvel my,;j, considere um periodo t onde temos que
produzir 5 itens e todos eles foram produzidos e sequenciados conforme a Figura 1.1.

No inicio da producdo temos todas as commodities disponiveis, e elas irao fluir pelo circuito
sendo depositas nos nds (itens) conforme sao requisitadas.

A commodity 1, por exemplo, ird sair do né 0, fluir pelo né 3 e serd depositada no no 1.

Assim, teremos:

M3t = Maz1e = 1,

M5t = Misar = Miagr = Migor = 0.



CAPITULO 1. O PROBLEMA PIDS

@
® o — ©
@:@ = e L
0® \@_
\ @
o
5
S\ ’
@®© \ S -
o . . - @@
@6
- i
® e

Figura 1.1: Plano de produgao e sequenciamento.

O modelo MCF1S1M é descrito por (1.1) — (1.7), (1.11), (1.12) e (1.13) — (1.16).

J
E Myigjt — E Myjiot = E Zjrt,

jed

jeJ J=i0
J#r
J J J
E Myjrt — E Myrjt = E Zjrt,
j=ig i=ig i=ig
J#T J#r J#r
J J
g Myijt = E My jits
=10 i=1()
i#] i#]

0 < myije < 2iju,

Vr, Vit

Vr, Vit

Vr,Vt; 7 # r, Vi,

Vi, j =g, 1,...,.J,¥r, VL.
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(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

As restrigoes (1.13) garantem que todas as comodities sairao do né inicial ig, ou seja, para

algum j a commodity r atravessarda o arco (ig,j), € que nao existirao comodities disponiveis

quando incluirmos o tltimo arco (k, i), para algum item k. As restrigoes (1.14) garantem que

a commodity r seja depositada em apenas um né. As restrigoes (1.15) sao as de conservacao

de fluxo, e as restri¢oes (1.16) nos dizem que havera travessia no arco (4, j) se houver troca de

producdo do item i para o item j. As restri¢oes (1.16) também sao restrigdes de dominio das

variaveis.

Observe que nas duas formulagoes, MTZ1S1M e MCF1S1M, a decisao sobre o preparo ou

nao da maquina para a producao de um item é dada implicitamente pelas variaveis de troca

através da soma:
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J
Wiy = Z Zijts VJ, Vt. (117)

=1

i#]

De acordo com as restrigoes (1.7) e (1.10), a varidvel w;, pertence ao conjunto {0, 1}, para
cada j e t, ou seja, se houver troca de um item ¢ para um item j no periodo ¢, entao a maquina
tem que ser preparada para produgao do item j. Assim, w; = 1. Caso contrério, a maquina
nao produzird o item j e entao nao ha preparo, ou seja, wj; = 0. Desta maneira, podemos

definir a variavel binaria de preparo w:

1, se a maquina deve ser preparada para produzir o item j no periodo
® Wi = de tempo t,

0, caso contrario.

Isto nos motiva a reformular os modelos MTZ1S1M e MCF1S1M considerando esta nova

variavel de preparo w.

O Modelo MTZISIMP ¢ dado por (1.1) — (1.3), (1.17), (1.18) ¢ (1.5) — (1.12),

w,
r; < G2, Vj, Vi, (1.18)
J
sendo que as restrigoes (1.18) nos dizem que havera produgao do item j apenas quando a

maquina estiver preparada para produzi-lo.

Da mesma forma, podemos obter o modelo MCF1S1MP, cuja formulacao é dada por (1.1) —
(1.3), (1.5) — (1.7), (1.13) — (1.16), (1.17), (1.18) e (1.5) — (1.12).

No Apéndice A, sao apresentadas as descricoes completas dos modelos discutidos nesta

Secao.

Exemplo 1.2.2. Para ezemplificar os modelos, considere que queremos resolver uma instancia
do problema PIDS com os dados:
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e J=175)
e T =2
.h=(69298)
eo—(90 135 30 135 120)
ep=(11111)
0899 8
908 8 8
e b= 6 8 0 7 8
6 67 0 6
686 7 0
0 402 471 432 378
446 0 396 422 419
es=| 278 384 0 343 408
311 324 348 0 304
902 412 288 348 0
oC:<1716 1315)
40 42
58 44
od=| 47 56
52 43
50 52

Figura 1.2: Dados de uma instancia do problema PIDS.

Escrevendo os modelos na sintaxe do AMPL [23] e utilizando o CPLEX [39] para resolver
a wnstancia gerada com os dados apresentados na Figura 1.2, obtemos a solugao ilustrada na
Figura 1.3. Na solugao otima obtida, a ordem de produgao no periodo 1 é produzir os itens na
sequéncia 4—5—3—1—2 e no periodo 2, a ordem € 5—4—2. Os itens 1 e 3 nao foram produzidos
no periodo 2, mas foi produzida uma quantidade maior destes itens no periodo 1, e estocados
para atender a demanda do periodo 2, como podemos ver na Figura 1.4. Os nimeros mostrados
nos retangulos representam o tamanho do lote. Por exemplo, no periodo 1 sao produzidas 59

unidades do item 5.
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Figura 1.3: Plano de produgao e sequenciamento.
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Figura 1.4: Estoque da producao.
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Capitulo 2

Limitantes primais e duais para Pl

Neste capitulo veremos algumas maneiras de derivar limites superiores e limites inferiores para
um problema de otimizagao inteiro - PI (caso minimizagao). A partir dos valores destes limitan-
tes podemos provar a otimalidade da solucao, ou seja, quando os dois limites sao iguais ou ainda
quando a diferenca entre eles ¢ muito pequena. Podemos ainda dar um intervalo, denominado
GAP, que é calculado pela diferenca do limite superior pelo limite inferior, dividido pelo limite

superior. Esse valor nos fornece uma medida de quao boa é a solucao factivel encontrada.

2.1 Limitantes primais

Suponhamos que o problema que queremos resolver seja da forma (PI) z = min{f(z)|z €
V'}. Toda solucao factivel z* € V prové um limitante primal (limitante superior, no caso de
minimizagao), para o problema (PI). Entretanto, para muitos problemas inteiros encontrar uma
solucao factivel nao ¢ trivial. Como exemplo, se tomarmos o problema de particao de conjuntos,
saber se existe uma solucao factivel é um problema NP-completo [49].

Uma maneira rapida de obter uma solucao factivel para um PI é usando uma abordagem
heuristica [2], [55]. Uma heuristica é um algoritmo desenvolvido a partir de um modelo cog-
nitivo, usualmente utilizando regras baseadas na experiéncia dos desenvolvedores. Os métodos
heuristicos se utilizam de estratégias, com o objetivo de encontrar uma boa solucao, mesmo
que nao seja a 6tima, em um tempo computacional razodvel. Ginsberg [27] descreve os pro-
cedimentos heuristicos como “regras de ouro”. Podemos classificar as heuristicas em quatro

grupos:

e Métodos gulosos - sao métodos em que uma solugao é construida elemento a elemento,

escolhendo a cada iteracao aquele que traz o maior retorno para a funcao objetivo;

e Métodos de decomposicao - sao métodos que consistem em dividir o problema original em

varios subproblemas menores de tal forma que a resolucao de todos esses subproblemas

18
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se combinem e compoem uma solugao para o problema maior;

e Métodos de reducao - sao métodos em que algumas variaveis tem seu valor fixado, de

acordo com a estrutura do problema original;

e Métodos de busca - sao métodos que partem de uma solucao, que pode ser obtida por

outro método, e buscam na sua vizinhanca uma solucao melhor.

Neste trabalho, desenvolvemos um Método Guloso para resolugao do problema integrado

de dimensionamento de lotes e sequenciamento da produgao (ver secao 4.1).

2.2 Limitantes duais

Em geral, os algoritmos para resolver um problema de otimizagao inteiro (PI) geram duas
sequéncias de valores. Uma sequéncia de limites duais {z} (limites inferiores, no caso do critério
de otimizagao ser minimizagao), tais que cada elemento z; desta sequéncia obedega z; < 2. E a
outra de limites primais {Z} tais que Z; > z, para todo elemento desta sequéncia. Desta forma,
um algoritmo para resolver o problema PI gera as sequéncias:

1< <. . <u<2<%,<.. 5 <7 (2.1)

O algoritmo para quando

n-a<e (2.2)

para algum valor de ¢ escolhido adequadamente [85].
A relaxacao é uma das técnicas utilizadas para gerar limites duais e definida de acordo com
a Defini¢ao 2.2.1 [26].

Definigao 2.2.1 (Relaxagao). Um problema (PR) z® = min{g(z) | x € W} € uma relazagio
de (PI) z=min{f(z) | x € V} se, e somente se,

(i) VCW,e

(ii) g(x) < f(x), Ve € V.

A solucao étima de uma relaxacao determina um limitante dual para o valor 6timo do
problema original. Muitas das vezes a solugao do problema relaxado é infactivel para o problema
original, mas pode ser usada como ponto de partida para métodos heuristicos.

Na Proposicao 2.2.1, enunciamos algumas relagoes existentes entre os problemas originais e

as relaxagoes associadas [62], [85].
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Proposigao 2.2.1. (i) Se (PR) é uma relazacio de (PI), entdo 2% < z;
(i) Seja x* a solugao dtima do problema relazado (PR). Se x* € factivel para o problema original
(PI) e f(z*) = g(x*), entao x* também é étimo para (PI);

(iii) Se o problema relazado (PR) € infactivel, entao o modelo original (PI) também € infactivel.

Demonstragao. (i) Sendo x* o 6timo de (PI), entao z* € V- C W e, assim,

2= f(a") = gla). (2.3)
Como z* € W, segue que g(x*) é um limite superior para 2z, ou seja,
< g(a"). (2.4)

Portanto, por (2.3) e (2.4), o resultado segue, ou seja, 2% < g(2*) < z.

(il) Como z* ¢ factivel de (PI), étimo para (PR) e f(z*) = g(z*), segue que

2 < f@*) = gla*) = " (2.5)

Mas, por (i), temos que 2% < z. Portanto, conclufmos que z = 2% = f(z*).

(iii) Como (PR) é infactivel, entao W = .
Por (PR) ser uma relaxagao de (PI), temos que V.C W = {).
Logo, V' = 0, ou seja, (PI) também é infactivel. O

Uma das relaxagoes mais usadas é a relaxagao linear definida na Defini¢ao 2.2.2 [85].

Definigao 2.2.2 (Relaxagao Linear). Considere o problema inteiro (PI) z = min{f(z) : x €
PNZ"}, onde P={x € R} : Az < b}. Entao, a relaxacdo linear de (PI) € o problema (PL)
dado por zp;, = min{ f(z) : z € P}.

Observe que como P NZ" C P e as fungoes objetivos de (PI) e (PL) sdo as mesmas, pela

Definigao 2.2.1, o problema (PL) é uma relaxacao de (PI).

2.2.1 Planos de corte

Nesta se¢ao, definiremos o que sao inequacoes validas e como elas podem ser usadas para gerar
planos de corte, os quais serao utilizados no Capitulo 5.

Precisaremos das definicoes de poliedro e inequacgoes validas encontradas nas Defini¢oes
2.2.3 e 2.2.4, respectivamente [85].
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Definigao 2.2.3 (Poliedro). Um subconjunto P C R"™ descrito por um conjunto finito de res-

trigoes lineares P = {x € R" : Az < b} € chamado poliedro.

Definigao 2.2.4 (Inequagoes Vélidas). Uma inequagao da forma ve < vy € uma inequacao

vdlida para o poliedro P C R", se vx < vy para todo x € P.

A ideia de utilizar inequagoes validas reside no fato de que quando acrescentadas ao pro-
blema de otimizacao inteiro, estas diminuem a regiao factivel da relaxagao linear sem excluir
solugoes inteiras, aproximando-se assim do envoltério convexo. Esse problema ¢é conhecido
como problema de separagao [69]. Essa ideia é utilizada no método de planos de cortes que
consiste em tratar o problema de otimizacao linear inteiro como um problema de otimizacao
linear continuo e acrescentar a este problema, de forma iterativa inequagoes vélidas (planos de
cortes). Esses cortes sao feitos de forma a eliminar a solu¢ao 6tima da relaxagao linear obtida
a cada iteragao, quando esta for infactivel para o problema inteiro [60].

Existem muitas inequagoes validas que podem ser usadas como planos de cortes [86], entre
elas: Inequagoes GUB (Generalized Upper Bounding) [34], Inequagoes de cobetura (Cover
Cuts) [60], Inequagoes de cobertura de fluxo (Flow Cuts) [35], [67], Inequacoes de cobertura
de caminho de fluxo (Flow Path) [82], MIR (Mized Integer Rounding) [59], Cliques [7], Implied
Bounds Cuts [36], Inequagdes de Gomory [9], [31], [85]. Tais inequagoes sao utilizadas por
pacotes de otimiza¢ao como o CPLEX 12.6 [39] que resolvem problemas gerais de otimizacao

inteiro mistos.

2.2.2 Relaxacao Lagrangeana

Considere o seguinte problema de otimizacao linear inteiro:

Zpy = min cx (2.6)
s.a. Ax < b,
xeZ".

Podemos subdividir o problema (2.6) da seguinte maneira:

Zpr = min cx
s.a. Alx < bl
Az < b2,

r ez,

ou ainda,
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zp; = min cx (2.7)
s.a. Alx < bl
x e Q,
sendo Q = {z € Z"|A%x < b?} e vamos supor que as restrigoes Az < b! sdo restrigoes

que dificultam a resolu¢éo do problema (2.7) no sentido que sem elas, o problema seria de facil

resolugao [62].

Definigao 2.2.5. Seja m > 0 um vetor. A fungio Z(w,x) = cx + n(Alx — b') € dita funcao

Lagrangeana.

Definigao 2.2.6. A relazagdo Lagrangeana de (2.7) relativa das restrigoes Atz < b', com mul-

tiplicadores de Lagrange m > 0, € o problema

Zpr(m) = min Z(w, ) (2.8)
s.a. x € Q.

O problema (2.8) também é chamado de problema Lagrangeano.
Proposicao 2.2.2. O problema Lagrangeano (2.8) é uma relaxa¢do do problema inteiro (2.7).

Demonstragao. De fato, tomando z factivel para o problema (2.7), entdo x € Q e assim, factivel
para o problema (2.8).

Além disso, observe que

Z(n,z) = cx + n(A'x — b') < ex,

para todo x factivel em (2.7).

Assim, de acordo com a Definicao 2.2.1, o resultado segue. O

Observe que como (2.8) é relaxacao de (2.7), como demonstrado na Proposigao 2.2.2, segue
que Zgr(7m) < Zp;, ¥ > 0, ou seja, para cada m > 0, temos um limitante inferior Zgy(7) para
Zpr. Logo, o interessante seria encontrarmos o maior desses limitantes inferiores, ou seja, o

equivalente a resolvermos o problema:

ZDL — max ZRL(W) (29)
T > 0.

Definicao 2.2.7. O problema (2.9) é chamado dual Lagrangeano de (2.7) com relagao as res-
tricoes Atz < bl.
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Observe que o problema (2.9) pode ser reescrito da seguinte maneira:

Zpr = max min Z(m, x), (2.10)

ou seja, o problema dual Lagrangeano é um problema nao diferencidvel irrestrito [8], [24],
[62]. Desta maneira, técnicas de otimizacao nao diferencidvel serdo necessirias para sua re-

solucao.

A relaxacao Lagrangeana também pode ser aplicada a problemas com restrigoes de igual-
dade. Suponhamos que o problema que queremos relaxar via multplicadores de Lagrange seja

da seguinte forma:

min cx

sa. Alz =b',
A’ < b,
x e "

As restricoes complicadoras sao as restricoes de igualdade A'z = b'. Observe que podemos
reescrever esta restricio como sendo a intersecao dos hiperplanos Alz < bt e —Alzx < —bl.

Agora, tomando os multiplicadores ;1 > 0 e v > 0, e dualizando estas duas restri¢oes, temos

min cx + p(A'z — b') + v(—Alz + bY)
s.a. A%z < b2,

x e,

que pode ser reescrito convenientemente como

min cz + 7(A'z — b')
s.a. A%x < b2,

x €ZL",
sendo m = 1 — v. Neste caso, 7 € livre de sinal, pois é possivel que p < v.

Definigao 2.2.8. 1. Fizado um valor de w, denotaremos a solu¢do do problema (2.8) em relagdo
a este 7 fizado, por x(m).
2. Dado um problema de otimizacdo P, denotaremos por v(P) o valor dtimo de P.
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Proposicao 2.2.3. Seja m > 0. Se x(7) satisfaz as sequintes condigoes
(i) € étimo para (2.8),
(ii) € factivel para (2.7), ou seja, Alz(m) <b', e
(1ii) satisfaz as folgas complementares, ou seja, w(Alx(w) —b') =0,

entdo x(m) € dtimo para (2.7) e Zpy, = Zpy.

Demonstragao. Por (i), temos que x(7) é 6timo para o problema (2.8), ou seja,

Zpr > Zpp(m) = cx(n) + w(Alz(r) — bb);

Por (iii), temos que 7(A'z(r) — b') = 0, ou seja,

cx(m) + m(Alz(n) — b)) = ca(n);

Ainda, por (ii), sendo z(7) factivel para o problema (2.7), segue que

C$<7T) Z Zp].

Logo, concluimos que

Zpr, > Zpi(m) = cx(m) > Zpy,

ou seja, Zpr, > Zpr. Como sabemos que Zp; > Zpy, o resultado segue, ou seja,

Zpr, = Zpr.
]

Observe que podemos ter xz(m) 6timo para o problema (2.7) sem satisfazer as folgas com-
plementares, ja que a condigao ¢ apenas suficiente, e nao necessaria. Outro detalhe importante
é que se as restrigoes a serem dualizadas sao restricoes de igualdade, entao nao necessitamos

verificar as folgas complementares, uma vez que estas sao automaticamente satisfeitas.

Exemplo 2.2.1. Para exemplificar alguns conceitos mencionados neste texto, considere o se-

guinte problema de otimizagdo inteiro [2]:

Zpr = min—Tx; — 22,
—21 4+ 229 <4
51 + 9 < 20
—211 — 2wy < =7 (2.11)
—r < =2
To < 4

2
xEZJr.
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Denominemos de V o conjunto factivel do problema (2.11), e dualizemos a restri¢io —x; +
2x9 < 4 com o multiplicador de Lagrange m > 0. Desta forma, o subproblema Lagrangeano é
dado pelo problema (2.12):

Zpp(m) = min =Tz — 22y + w(—x1 + 229 — 4)

o1 + 22 < 20
—T S —2

i) S 4

2
rEeZ.

Da mesma forma, denominemos por @ o conjunto factivel do problema (2.12). Podemos ver

na Figura 2.1 os conjuntos factiveis @, conv(Q) e conv(V).

Observe que Q = {x', 2% ... 2%} ={(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(4,0)}.

X3
d 4
Zp =-27
3 “+ Zpy =-28.89
+ Zp =-30.18
1 i
Q
conv(Q)
conv(V)
f > X
1

Figura 2.1: Conjuntos factiveis Q, conv(Q) e conv(V), e solugoes do problema inteiro, do

problema dual Lagrangeano e da relaxacao linear.

A sigla (PL) usada na Figura 2.1 refere-se a relazacao linear do problema (PI).

Podemos tentar resolver o problema 2.12 usando duas abordagens:
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1% abordagem: Tomar a fungdo Z(m,x) como uma fun¢do afim de x para 7 fixo.
Para 7 fizo, podemos obter o valor de Zgy () resolvendo o sequinte problema de programag¢ao

linear:

Zpp(m) = min Z(mw, x)

z € conv(Q),

onde conv(Q) = {z € R% | —x1 < —2,29 < 4, —x1 — 29 < —4, 411 + 22 < 16}, que, para
este exemplo, pode facilmente ser obtido usando a Figura 2.1.

Assim, o subproblema Lagrangeano se torna:

Zrr(m) = min =Tz — 2xy + w(—x1 + 229 — 4)
—x — 19 < —4
4xy +x9 < 16 (2.13)
—r < =2

.T2§4

IN

2
r € RZ.

Para resolvermos o problema (2.13), como 7 € fixo, podemos usar uma heuristica simples de
busca, ir variando m alé encontrarmos a solugdo dtima, jd que a fung¢io Zpg(m) € uma fungdo
linear por partes concava.

Por exemplo,

T=0 = Zr(0) = min {~Tz; — 275 | ¥ € conv(Q)} = Z(0,27) = —29
m=0.1 = ZRL
T=05 = ZnL
=075 = Zpr
T=1 = Zpr(1) =min {8z, —4 |z € conv(Q)} = Z(1,2°) = —36

m=1.5 = Zprr(1.5) = min {-8.521 + 23 — 6 | z € conv(Q)} = Z(1.5,x8) = —40.

Observe que VZgp(m) = (=7 — m,—2 4 27), e assim para qualquer m > 1, a solu¢do do
problema € o ponto x®, pois o vetor gradiente se encontra no 2° quadrante e o ponto 28 € o
ponto mais distante com relacdo as retas perpendiculares ao vetor gradiente. Assim, fizemos
2% e verifiquemos o que acontece quando ™ — +oo. Considerando x® fizo, temos Zpp(w) =
—4m — 32 e assim, Zgrr(w) — —00. Logo, o valor de m étimo pertence ao intervalo [0, 1), mais

precisamente, proximo do valor 0.1, como podemos ver quando variamos o valor de 7.
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Fazendo mais algumas comparacoes entre os valores de m, chegamos que a solugao otima de

7 €0,11 e de v é 27, cujo valor étimo é —28,89.

2% abordagem: Tomar a func¢ao Z(m,xz) como uma fun¢ao afim de m para x fizo.

Para cada z°, i = 1,2,...8, temos uma fun¢io Zrr(7) :

Z(m,x')=—18 =27
Z(m,2%) = —20

Z(m, x%) = =22 + 27
Z(n,z*) = =23 — 57
Z(m, %) = =25 — 3w
Z(m, 2% = —27T—=

Z(m,x")=—-29+m

Z(m, %) = —28 — 87

Na Figura 2.1, podemos ver os grdficos das fungées Z(w, '), i =1,2,...,8, e em vermelho,

a fung¢ao Zgpp ().
Temos que

Zpi(m) = 2121{)1 Zpi(m,x) = 1;?21{)1 Z(m,a')

r e i=1,2,....,8,

€, assim,

Zrp(m) :m>igl {-18 — 27, —20, —22 + 27, —23 — 5w, —25 — 37, =27 — m, —29 + 7, —28 — 87}

B —29+ 7, se 0<7m<1/9
] —28—8m, se w>1/9.

Claramente vemos que ™ = 1/9 mazimiza a fungdo Zgr(m), e assim, Zpr, = Zrr(1/9) =
—28.89.
Uma outra maneira de enxergarmos essa solu¢ao € a sequinte:

Sabemos que

Zov = mase Zna(m) =mae qin | Z(m.7),

que € equivalente a



CAPITULO 2. LIMITANTES PRIMAIS E DUAIS PARA PI

Z( m, x)
| # 21 8 .4 5 & 7
£ 3 I T
f./ Z( 7, X))
-18 + /
e
..19 :

Z(m, %)

Zim %)

Figura 2.2: Graficos das funcoes Z(m, z'), i =1,2,...,8.

ZDL:r}rlgacw
w< Z(m,ah), i=1,2,...,8.

Ou seja, necessitamos apenas resolver o problema de otimizacdo linear:
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Zpr = max w
w< =18 — 27
w < —20
w< =22+ 21
w < —23 — 51
w < —25 — 37

w< =27—1m
w< —29+7
w < —28 — 81
w>0,7m>0.

A solugao deste problema é m =1/9 e w = —28.89.

Observe que em todas as abordagens usadas para resolver o problema do Exemplo 2.2.1, foi
preciso conhecer todos os pontos do conjunto Q), tornando essas praticas invidveis para proble-
mas de grande porte. No Teorema 2.2.1, apresentamos um resultado proposto por Geoffrion

[26], que embasa toda a teoria de ralaxagao Lagrangeana.

Teorema 2.2.1. O dual Lagrangeano (2.9) é equivalente ao problema

min cx (2.14)
s.a. Alx < bt

x € conv(Q),

no sentido de que o valor dtimo do problema (2.14) € igual ao valor étimo do problema (2.9).
O problema (2.14) € dito relaxagao primal (RP).

Demonstracao. Suponhamos que Q seja nao vazio e limitado.

Observe que:

Zrp(m) = min cz + 7(A'z — b') = min cx + m(Alz — b')
zeQ x € conv(Q).

Sabemos que Zpr, = max Zrp(m).

Logo,
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Zpr = m%(min cx + Az — bt)
x € conv(Q).

Como Q # 0, podemos reescrever Q em funcao de seus pontos extremos como sendo

k
Q—{s* ez |kek},
onde KC é o conjunto de indices dos pontos extremos, ou seja, a cardinalidade de K é a

quantidade de pontos extremos de Q uma vez que tomamos Q limitado.
Desta forma, teremos que

min cx + 7(A'z —b') = ca® + w(A'2F -0,
s.a. x € conv(Q).

para algum k € IC, e

>0

Zpr = max |min cz® + w(A'z" — b')
kek

Equivalentemente, temos que

Zrp = max [

sa. pu<crt+r(Alaf —b) ke Kk

m >0, livre,
que ainda equivale a
Zrp = max
sa. p—m(Az? =) <caf ke K (2.15)
m >0, p livre.

Dualizando o problema (2.15) nas varidveis duais o, k € K, temos

Zrp = min Z(cmk)ak

kek
s.a. — Z(Alxk — bk >0
kek
o1
kek

a® >0, kek,
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que equivale a

Zrp = min Z(cxk)ak

kek
s.a. Z(Ala:k)ak <b
kek
Zak =1
kek
o >0, kek,
que pode ser reescrito como:
Zrp = min cx
Alz < pt
z € conv(Q),

uma vez que conv(Q) =<z € R} |z = Zakxk,Zak =1,0">0, ke lC} )
kek kek
Portanto, o resultado segue.

]

Guignard [62] observa que se a matriz de restri¢oes nao for formada por niimeros racionais,

entao o Teorema 2.2.1 pode nao ser verdadeiro.

Definigao 2.2.9. O problema (2.9) tem a propriedade de integralidade se {x | A%x < b*} =
conv{x | A%x < b?}.

Na Figura 2.3, podemos ver uma interpretacao geométrica da relaxacao Lagrangeana. Ob-
servando a Figura 2.3, se o problema (2.9) tem a propriedade de integralidade, entao a relaxacao
primal nao produz melhor limitante que a relaxacao linear. Esta observacao nos motiva ao se-

guinte corolario:

Coroldrio 2.2.1. 1. Se o problema (2.9) tem a propriedade de integralidade, entao v(PL) =
v(RP) =v(RL) < v(PI).

2. Se o problema (2.9) nao tem a propriedade de integralidade, ou seja, {x | A* < b*} D
conv{x | A2 < b*}, entao v(PL) < v(RP) = v(RL) < v(PI).

Este resultado nos diz que o limitante obtido através da relaxacao Lagrangeana é melhor

ou igual ao obtido pela relaxacao linear.
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// ‘\\\\\ o
\\
rd / T %
— N \\\ oPL)
|III \\\\
X e v(Pl)
L
WV{ * s 5} }\,{\‘“ Y
..
N { x | A’ < b%} m conv{ x | A’ < b’} X f}f-“
{x | A% < b’} fof-
{x|A'x<b"}

Figura 2.3: Interpretacio geométrica da relaxagao Lagrangeana [62].

2.2.3 Relaxacao Surrogate

A relaxacao Surrogate tem sido menos aplicada que a relaxacao Lagrangeana. Ela apareceu pela
primeira vez na literatura nos trabalhos de Glover [28] e [29]. Esta técnica consiste basicamente
em substituir um conjunto de restrigdes do problema original (PI) por uma combina¢ao linear
destas restrigoes, dando origem a chamada restricao Surrogate.

Em 1975, Glover [30] apresentou a teoria da dualidade Surrogate, resumindo o trabalho feito
anteriormente por Greenberg e Pierskalla [33]. Em 1979 Karwan e Rardin [46] desenvolveram
um estudo relacionando o dual Lagrangeano e o dual Surrogate, para o caso de problemas
inteiros.

Lorena, Freville e Plateau [51], Lorena e Lopes [52], e Lorena e Narciso [53] utilizaram
a relaxagao Surrogate continua, ou seja, relaxa-se também as restricoes de integralidade, aos
problemas da mochila 0 — 1, cobertura de conjuntos e ao problema generalizado de atribuicao,
respectivamente. Em todos eles pode-se observar um melhor desempenho com relacao ao uso

da relaxacao Lagrangeana.

A formulagdao do problema Surrogate é bastante simples. Considere o problema de oti-

mizagao inteiro (PI) definido na Subsecao 2.2.2:
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zZpy = min cx
s.a. Alz < b, (2.16)
A%x < b,

zeZ".

Considere um vetor de multiplicadores p = (p1, ft2, - - -, ftg), onde p; > 0, i = 1,2,... k.

Uma relaxacao Surrogate RS(x) do problema (2.16) pode ser formulada como

zps(p) = min cz
sa. u(Alz —b') <0, (2.17)
A%z < b
x € "

Desta forma, as k restricoes escritas como Az < b', sdao substituidas por apenas uma
restricaio pu(A'x — b') < 0. Quando também relaxamos as restrigoes de integralidade, pondo
x € R", obtemos a relaxagao Surrogate continua.

Galvao [25] diz que problemas resultantes de relaxa¢ao Surrogate sao mais dificeis de resolver
que os da relaxacao Lagrangeana, devido a natureza de mochila que os problemas relaxados

obtém. Entretanto, o dual Surrogate (DS), definido como

Zps = max Zgs(p) (2.18)
p =0,

fornece limites melhores ou iguais ao dual Lagrangeano, como veremos nos Teoremas 2.2.2
e 2.2.3.

Teorema 2.2.2. Considere os problemas PI, RS(u) e DS definidos por 2.16, 2.17 e 2.18,
respectivamente. Entao, v(RS (1)) < v(PI), e consequentemente, v(DS) < v(PI).

Demonstragao. Claramente, para cada p > 0, temos que o problema Surrogate RS(u) é uma
relaxac@o do problema (PI), conforme o item (i) da Proposicao 2.2.1, pois toda solugao factivel
de (PI) também é factivel para RS(u).

Assim, ainda pela Proposicao 2.2.1,

v(RS(p)) <wv(PI), Yu > 0.

Como a desigualdade é valida para todo p > 0, segue que
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max v(RS(u)) < v(PI).

n=0

Mas, max v(RS(p)) = v(DS). Logo,
p>

v(DS) < wv(PI).
[l

Teorema 2.2.3. Considere os problemas (PI), (DL(m)) e (DS(u)) como definidos anterior-
mente. Entao, v(DL(m)) < v(DS(n)). Além disso, se v(DL(m)) = v(DS(u)), entio para

qualquer w que resolva (DL(m*)), deve existir z* tal que 7 (A*z* — b*) = 0.

Demonstragao. Ver o livro de Parker e Rardin [68]. O

2.2.4 Relaxagao Lagrangeana/Surrogate

A relaxacao Lagrangena/Surrogate foi proposta por Narciso [64]. Seu objetivo é combinar as re-
laxacoes Lagrangeana e Surrogate para conseguir melhores tempos computacionais na aplicagao
de heuristicas subgradientes. Esta relaxacao consiste em relaxar via multiplicadores Surrogate
um conjunto de restrigoes, e depois relaxar via multiplicadores de Lagrange esta tinica restri¢ao.

O multiplicador de Lagrange é unidimensional.

Considere o problema de otimizagao inteiro (PI) definido na Subsecao 2.2.2:

zZp; = min cx
s.a. Alz < b, (2.19)
Alr < b2,
x ez

A relaxagao Surrogate RS(u) do problema (2.19) (ver Subsegao 2.2.3):

zrs(p) = min cx
s.a. u(Alz —bh) <0, (2.20)
Ax < b,
x € L".

Relaxando a restri¢ao Surrogate de RS() via multiplicadores de Lagrange, obtemos o sub-

problema Lagrangeano/Surrogate (RLS(t, p)):
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zres(t, ) = min cx + tu(Alz —b')
s.a. A%z < b, (2.21)
x € "

Da mesma forma que as outras relaxagoes, temos o dual Lagrangeano Surrogate (DLS):

ZDLS = Inax ZRLs(t,,u) (222)
t20,p20,

Claramente, se substituirmos u = ¢t obtemos o dual Lagrangeano usual.

Fixando p* > 0, e enxergando a fun¢do Lagrangeana/Surrogate em fungao do parametro t,
ou seja, RLS(t, u*) = (u*Alz — u*b')t + cz, uma visualizagao do seu comportamento pode ser

visto na Figura 2.4.

V(RLS)(t, 1))

V(RLS)(t, u)+ \‘

V(RLS)( £, )+ N
VRLS)(t, w)+ 47 N\

Figura 2.4: Comportamento da funcdo Lagrangeano/Surrogate em fungao de ¢ [64].

O objetivo entao é encontrar t* que maximize o valor de Zgps(t, p*). Existem varios métodos
que encontram o valor de ¢ que minimiza o valor da fungao v(RLS(t, 1)), como dito por Narciso
[64]. Entretanto, estes métodos sdo caros computacionalmente. O método usado neste trabalho
¢é apresentado na subsecao 4.3.1. O método consiste em fixado um valor para p = p* e dado

um valor inicial para ¢, buscar na vizinhanca de ¢ melhores limitantes para o problema (2.21).



Capitulo 3
Solucao do problema dual Lagrangeano

Neste capitulo, introduziremos métodos para resolver o problema dual Lagrangeano, e apresen-
tamos alguns conceitos para melhor entendimento dos métodos.

Como vimos no Exemplo 2.2.1, o problema dual Lagrangeano é linear por partes, nao
diferencidvel e concavo [41], [10]. Assim, é necessario um método de otimizagao nao linear para
resolver o problema dual Lagrangeano. Solodov [42] argumenta que problemas de otimizacao
nao diferenciaveis necessitam da utilizagao de técnicas de solucao proprias, diferentes daquelas
para o caso diferenciavel. Para a minimizacao irrestrita sobre uma funcao convexa f, muitos
métodos estao disponiveis: subgradientes, planos de corte, métodos de feixes, entre outros.
Esses métodos tem suas vantagens e desvantagens, e as respectivas eficiéncias dependerao da
natureza do problema a ser resolvido.

De uma maneira geral, os algoritmos de otimizacao nao diferenciavel, fundamentam-se na
geracdo de iterados z¥ através da busca de possiveis direcoes de descida d* e tamanhos de passo

sk, e consequente atualizacao na forma z¥t! = 2% 4 s,d*.

3.1 Conceitos basicos

Nesta se¢ao, faremos uma introducgao a alguns conceitos da teoria de Analise Matematica e Oti-
mizacao Nao Linear necessaria para o entendimento dos métodos apresentados neste Capitulo.
Mais detalhes podem ser obtidos em [41], [42], [50].

De maneira informal, podemos definir uma sequéncia como uma sucessao interminavel de
termos. O interesse em sequéncias vem particularmente em saber como ela evolui, ou seja,
como ela se comporta conforme seus termos vao sendo gerados. Formalmente, a definicao de

sequencia é dada pela Definicao 3.1.1:

Definigao 3.1.1 (Sequéncia). Uma sequéncia é uma func¢io x : N — R. O wvalor x(n) serd

representado por x, e chamado termo de ordem n da sequéncia.

36
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Intuitivamente, dizer que o nimero real a é limite de uma sequéncia (x,,) significa afirmar
que quanto maior o valor de n, mais préximo a sequéncia estd de a. Isto nos leva a seguinte

definicao:

Definigao 3.1.2 (Limite de Sequéncia). Dizemos que o nimero real a € limite de uma sequéncia
Tpn, Se para cada valor arbitrdrio de € > 0, for possivel obter um niumero ng € N tal que

| z, — a|< e, para todo n > ng. Denotaremos limx,, = a. Em simbolos matemdticos,

limz, =a<Ve>0,3ng € Nyn >ng=|z, —al|<e.

Uma sequéncia (x,,) limitada (ou seja, a < x,, < b, Vn) pode nao ter limite. Para resolver

este problema, generaliza-se o limite, como vemos na Definicao 3.1.3:

Definigcao 3.1.3 (Limites Superior e Inferior). Seja (x,) uma sequéncia limitada em R. O

limsup de (z,,) € definido por:
limsup z,, :== lim sup{z, | n > k},
k—o0
e o iminf de (x,) € definido por:
liminf z,, := lim inf{x, | n > k}.
k—o0

Definigao 3.1.4 (Séries). Dada uma sequéncia (x,) de nimeros reais, chama-se série numérica

a soma infinita:

oo
T1+To+ ..., Tp+ ... = E Ty,
k=1
o0
Para calcularmos, se possivel, o valor da série E Zn, consideremos a seguinte sequéncia:
k=1
S1 = y;
SQ = X1 + Ta;

53:I1+$2+$3;

S =T1+ T+ ...+ Ty

em que cada S;,Vi é chamado de soma parcial de (x,). Com esta observacao, a Defini¢ao

3.1.5 nos ajuda a verificar se a série tem ou nao valor finito.
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Definigao 3.1.5 (Convergéncia de Série). Se existe um nimero real S tal que lim S, = S,

n—oo
[o.¢] [o.¢]
entao dizemos que a série E xrn € convergente e E T, = 5.
k=1 k=1

Uma condicao necessaria para a convergéencia de uma série é que seu termo geral tenda para
zero [50], ou seja,

o0
Teorema 3.1.1. Se E Tn, € uma série convergente, entao limx, = 0.
k=1

o0
Demonstracao. Como a série E x, € convergente, pela Definicao 3.1.5 temos que existe um

k=1
valor S real tal que lim S, = S.
. n—oo
Claramente, lim S,_; = 5.
n—oo
Observe que S, — S,_1 =21+ 2o+ ...+, —T1 —To— ... — Tp_1 = Tp.

Desta forma,

0=5—-S5=1lim S, — lim S,_1 = lim (S, — S,—1) = lim z,,

ou seja, limz, = 0. O]

Convexidade é uma noc¢ao muito importante na teoria de otimizacao, pois com hipdteses de
convexidade, todo ponto estacionario torna-se uma solucao global do problema. Em particular,

qualquer minimizador local ¢ global.

Definigao 3.1.6 (Conjunto convexo). Seja D C R™. Dizemos que D € convexo, se
ar+ (1—a)ye D, Vr,y € D, Va €0,1].

O ponto ax + (1 — a)y, onde a € [0,1], chama-se combinag¢do convera de x e y (com

pardametro «).

O conjunto vazio, o espaco R” e um conjunto que contém um ponto s6 sao trivialmente

COoNnvexos.

Definigao 3.1.7 (Fungao convexa). Seja D C R™ um conjunto convero. A fungio f: D — R

¢ dita convexa em D quando para quaisquer x,y € D, e « € [0,1], tem-se:

flax+ (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y).

Diremos que uma fungdo f é concava, se —f € conveza.
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Figura 3.1: f(z) = |z|.

Exemplo 3.1.1. A funcdo f(x) = |x| € convera em R.
De fato, sejam xz,y € R. Aplicando a definicao 3.1.7, temos:
flar + (1 —a)y) = |az+ (1 —a)y| <alz|+ (1 - a)ly| = af () + (1 — ) f(y)-
Logo, a fungao f(x) = |x| é convera em R.

O grafico desta fungao é exibido na Figura 3.1.1.

A seguir, estudaremos uma generalizacao do conceito de gradiente, chamada subgradiente,

para o caso de funcoes convexas nao diferenciaveis.

Defini¢ao 3.1.8 (Subgradiente). Seja f : R™ — R wma fun¢ao convexa. Dizemos que y € R"

¢ um subgradiente de f no ponto x € R"™ se

f(Z) Zf(:c)+(y,z—x>, VZERn7

em que {(a,b) = Zaibi, a,beR"
i=1
O conjunto de todos os subgradientes de f em x se chama o subdiferencial de f em x, e o

denotamos por Of(x).

O sugbradiente nada mais é do que uma aproximagao linear de f cujo gréafico fica abaixo

do grafico de f, e cujo valor coincide com f no ponto .

Definigao 3.1.9 (Diregao de descida). Dizemos que d € R™ € uma dire¢do de descida da fungdo
f:R™ = R no ponto x € R", se existe € > 0 tal que:

flz+td) < f(x), Vt € (0,¢].

Denotamos por D¢(x) o conjunto de todas as dire¢oes de descida da fungdo f no ponto x.



CAPITULO 3. SOLUCAO DO PROBLEMA DUAL LAGRANGEANO 40

f(z)

P

Figura 3.2: Os elementos y' e y? sao subgradientes de f em z, isto ¢, para todo z tem-se que
f(2) > flx)+ (Y 2 —x), i =1,2.

Uma condicao necesséria e suficiente para que d € R" seja uma direcao de descida da fungao

f, convexa em R", no ponto x é:

d € Ds(x) & (y,d) <0, Vy € 0f ().
Se tomarmos um subgradiente qualquer, a direcao de anti-subgradiente pode nao ser de
descida. Veja o exemplo abaixo:
Exemplo 3.1.2. Seja f: R? = R, f(x) = |x1| + 2|z2|. Veja o grifico desta fungdo na Figura
3.3.

Consideremos um ponto x = (x1,0), tal que x1 > 0 € arbitrdrio.

E fdcil verificar que

y=(1,2) € 9f(x),

pois

flz)+ (y,z —x) = f(x1,0) + ((1,2), (21, 22) — (21,0))
= |z1] +((1,2), (21 — 21, 22))
= |o1| + 21 — 21 + 22
n1z0 T+ 21 — 21 + 229
=21+ 22
< [z1] + 2| 22|
= f(2), ¥z € R%
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No entanto, para todo t > 0 suficientemente pequeno,

flx—ty) =z —t| +2|0 =2t =2y —t + 4t = 21+ 3t > 21 = f(x),

0 que mostra que

—y & Dy(z).

Figura 3.3: Gréfico de f(x) = |z1| 4 2|z2].

Teorema 3.1.2. Sejam f:R" - R e f; : R*" >R, i =1,...,p, fungoes convexras. Entao,

(a) Vz € R", 0f(x) é convexo, compacto e ndo-vazio;
(b) f € diferencidvel em x < Jf(x) = {f'()};

(c) T € minimizador de f no R" < 0 € 0f(T);

(d) 0 (Z ﬁ(az)) = Z Ofi(x).

Demonstragao. Ver Teorema 1.3.9 em [42] e Proposicao 3.4.8 em [41]. O

Na Definicao 3.1.10 abaixo, apresentamos uma noc¢ao muito importante do ponto de vista
computacional, a de subgradiente aproximado. Segundo Izmailov e Solodov [41], sua utilidade

¢é analisar a convergéncia de varios métodos interativos para otimizacao nao diferencidvel.

Definigao 3.1.10 (e - subgradiente). Sejam f : R"™ — R wma fun¢ao convexa e ¢ € Ry.

Dizemos que y € R" é um e-subgradiente de f no ponto x € R™ quando

f(z)> flz)+ (y,z —z) —e, Vz € R".

O conjunto de todos os e-subgradientes de f em x, denotado por O.f(x), € chamado de

e-subdiferencial de f em x.
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Um outro resultado importante que nos sera 1til nos capitulos seguintes é o Teorema 3.1.3.

Teorema 3.1.3. Sejam D C R™ um conjunto convexo e aberto, e f : D — R uma funcdao

convexa em D. Entdo, f é continua em D.
Demonstragao. Ver Teorema 3.4.2 em [41]. O

Apresentaremos a seguir métodos para resolver o problema (3.1), escrito da forma geral

min f(x) sujeito a = € X (3.1)

tal que o conjunto factivel X C R"™ é convexo e a funcao objetivo f : R — R é convexa e
nao necessariamente diferenciavel em todos os pontos.

Um dos métodos mais bésicos para resolvermos o problema primal (3.1) é gerar uma
sequéncia {x¥} tal que a funcdao objetivo f(2*) decresce em cada iteracdo, e as direcoes de
descida sao as caracterizadas na Definicao 3.1.9. Um pseudocddigo para este método, Método
de Descida, ¢ exibido na Figura 3.4.

Método de Descida
Tome zg inicial e k = 1.
Se 0 € Of(2*) e 2% € X entdao PARE.

Calcule uma direcao de descida d*;

Defina um tamanho de passo s;, onde f(z* + spd*) < f(a*);
Atualize 2 = 2% 4 s.d*:

Incremente k = k 4+ 1 e volte ao Passo 2.

AN el o

Figura 3.4: Pseudocddigo do Método de Descida.

O critério de parada 0 € 9f(x*) é justificado da seguinte maneira:

0 € of(a") < f(y) >
< fly) =

(xk) - <O7y - :Uk>7 vy € Rna
(z"), Vy € R",

ou seja, se 0 é um subgradiente da funcao f em z*, entao z*

desde que z¥F € X.

¢ a solugao do problema (3.1),

Observamos que o teste de parada descrito no passo 2 é impraticavel ou até mesmo im-
possivel do ponto de vista computacional, pois nao conhecemos todo o conjunto subdiferencial.
Um bom exemplo desta situagao é a relaxagao Lagrangeana, onde a avaliacao da funcao dual
num dado ponto fornece apenas um subgradiente neste ponto. Assim, este método nao é im-

plementavel. Nas préximas segoes veremos algoritmos que tentam contornar essa questao.
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3.2 Algoritmo do Subgradiente

Vimos na secao 3.1 que é impraticavel conhecer todo o conjunto subdiferencial. Uma maneira
de contornarmos isso ¢ exigir o calculo de apenas um subgradiente. Outro detalhe infeliz de
algoritmos similares ao algoritmo exibido na Figura 3.4 é que nem sempre obtemos diregoes
reais de descida, pois nem sempre a direcao antisubgradiente é uma direcao de descida, como
vimos no Exemplo 3.1.2. Logo, para um algoritmo de resolucao ser considerado eficiente ele
tem que gerar e reconhecer candidatos reais de descida, ou seja, diregoes que realmente causem
um decréscimo na fungao objetivo.

A ideia do Algoritmo de Subgradiente é baseada no método de Cauchy, onde uma direcao
de descida é a oposta ao vetor gradiente. No caso do método de Subgradientes, tomaremos o
vetor oposto ao subgradiente.

Fukuda [24] diz que escolhas adequadas do tamanho do passo podem garantir a convergéncia
do método, apesar de nao gerar decréscimo a cada iteragao na funcao objetivo. Na realidade,
esta dificuldade em gerar decréscimos é contornada fixando inicialmente uma sequéncia de
valores de comprimentos de passos. Entretanto, Solodov [42] diz que esta estratégia nao é

satisfatéria na pratica, apesar de resolver a dificuldade no ambito tedrico.

Algoritmo de Subgradiente Basico

L. Escolha sequéncias de valores reais positivos {ex}, {sk};
Tome 2" um vetor inicial e inicialize k = 0;

Calcule d* € 9., f(z");

Atualize 2t = 2% + s,d¥;

Incremente k = k + 1 e volte ao Passo 1.

A

Figura 3.5: Pseudocédigo do Algoritmo de Subgradiente

O Algoritmo de Subgradiente depende entdo de trés sequéncias: {e;}, {s.} e {d*}. Clara-
mente, nao sao quaisquer sequéncias que fazem o algoritmo convergir. Vejamos a seguir, quais

condigbes tais sequéncias devem possuir para que o Algoritmo de Subgradiente convirja [42].

Teorema 3.2.1. Seja f: R" — R uma funcao convexa no R™. Suponhamos que as sequéncias
{er}, {sk} e {d*} escolhidas no Algoritmo de Subgradiente Bdsico, Figura 3.5, satisfacam as

condigoes:

—+o00
Z S = +00, (32>
k=0

lim g, =0, (3.3)
k——+o00

. 2
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Entdo, a sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo de Subgradiente Bdsico converge para o

otimo de f, ou seja,

. . k\ _ —
) =

onde U = mleann f(x).

Demonstracao. A ideia desta demonstracao é usar o argumento da Reducao ao Absurdo. Ire-
+o00

mos supor que a sequéncia {xk} nao converge para v e concluir que a série g s diverge

k=0
contradizendo as hipéteses do Teorema.

Sabemos da Definicao 3.1.10, que:

0:f(x) = {y € R"[f(2) = f(2) + {y,z —2) —&,Vz € R"},

e considere que a atualizacao da sequéncia {2*} é dada por:

oF = 2F 4 s db

Assim, para qualquer z € R"™, temos que:

Iz — 2* = [|(@" — 2) + (& = 2")|)”
_ ka . x||2 + 2<37k _ .T,$k+1 _ $k> + ka+1 _ kaZ
= ||o* — 2||® + 2(z" — 2, —spd") + ||s1.d"||?
= [|l2* = @[|* + 25", @ — o) + s [ld*]®

< la® — 2| + 250 (f(2) — f(2*) +ex) + sil|d"||? (3.5)
Vamos supor, por absurdo, que llim inf f(2") > 7.
—400

Assim, como U = ir&f f(z), existem 2 € R", § > 0 e k € N, tais que
TeER™

flz) < f(a¥) =6, Yk > k. (3.6)

Como temos (3.3) e (3.4) por hipétese, podemos tomar k suficientemente grande de tal
forma que 2e;, < 0/2 e s]|d"||* < 6/2, ou seja,

sil|dF|)? + 2ex < 6, Yk > k. (3.7)

Substituindo as relagoes (3.6) e (3.7) em (3.5), temos que
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2" — 2| < 2 = 2l|* + 255 (f(x) — f(2") + ex) + silld"||?
< ||* — 2|* + 251(—0 + &1) + s7]|d¥||?
= ||o* — 2||? — 25160 + 2spek + 53| dF||?
= ||z* — z||? — 2510 + si(2e5 + sil|d¥]|?)
< ||o* — 2||? — 2540 + 540
< ||o* — 2||? — 516, Yk > K.

Assim, para qualquer k € N, com k > k, temos que:

510 < [la* — ] — o™ — .

Somando de k a k, segue que

k k
Yo <Y llat =l |la"t — 2

< fla* =l = " =@l 4 =l = et =

< |z — |,
ou ainda,
k —
> s <<l
i=k
+o0
Dai, quando k — +o0, a série Z s; converge, contradizendo a hipdtese (3.2).
i=k

Portanto, o Algoritmo de Subgradiente Bésico gera uma sequéncia que converge para o

4timo. ]

O algoritmo de subgradiente mais empregado usa dire¢oes normalizadas e e, = 0, Vk [42].

Assim temos o seguinte teorema:

Teorema 3.2.2. Seja f: R"™ = R uma funcdo convexa no R™. Supondo que o problema tenha

uma solucao e que utilizamos as sequéncias,

B

= kg (3.8)
¥

€k:0, Sk
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no Algoritmo de Subgradiente Bdsico, de tal forma que

—+o00 +oo
> Bi=+o0, Y B} < +oo, (3.9)
k=0 k=0

entdo, a sequéncia {x*} gerada pelo Algoritmo de Subgradiente Bdsico converge para uma

solucao do problema.

Demonstracio. Seja T a solucao do problema. Assim, f(z) < f(a%), Vk, ou seja,

f(@) - f(z) <0, VE. (3.10)

Usando a hipétese de que g, = 0 e B = s3||d*||, Vk, e tomando x = T em (3.5), temos

2" =7 < (|2 — Z|* + 2s(f(T) — f(2") +&x) + splld")?
< ||lz* —z||* + B2 (3.11)

Seja k um valor fixo. Dai, para todo 7 > k + 1, teremos

lo — )" < [la77" = 7|* + B},

< a2 =T + 81+ 7,

j—1
<|lof =P+ 8 (3.12)
i=k

+oo
<ot =P+ Y5
i=0
< 400,

ou seja, a sequéncia {z*} é limitada.

Observe que como 9 f(x*) é compacto (Teorema 3.1.2), segue que a sequéncia {d*} também
é limitada, pois d* € 9f(z), para todo k.

Como {B;} C Ry, pois {s;} C R, e temos (3.9), entdo lim f; = 0, e assim, I}i)rrolo Br = 0.

k—o00
Desta forma,

li kN2 — B
Jim sy f|d”|* = lim ]|

pois By — 0 e {d*} é limitada (Teorema 7, Capitulo VI, Lima [50]).

¥ = Jim f]ld] =0,
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+oo
Ainda, ZS"’ = +o0, por (3.9) e lim g, = 0, pois g, = 0, Vk. Portanto, estamos nas
s k—+o0
hipéteses do Teorema 3.2.2.
Logo, liminf f(z*) = f(7).
k——+o00
Como f é continua, pois é convexa (Teorema 3.1.3), e {z¥} ¢ limitada, existe um ponto de
acumulacio 7 de {2*} onde f(Z) = f(Z). Isto é, T é uma solucao do problema.

Tomando T = 7 em (3.12), temos que

“+o0o
la? = Z* < ll2* = 7)* + ) _ A, (3.13)
i=k

e tendo (3.9) como hipétese, segue que

—+00

. 2

=k
Por definicao de limite, dado ¢ > 0, existe k tal que

+0o0
)
2
i=k
Ainda, por T ser ponto de acumulacio da sequéncia {z*} podemos escolher um k de tal

forma que

k =112
- < —.

Logo, por (3.13) segue que para todo § > 0, existe k tal que

o7 —Z|? <8, Vj >k +1,

ou seja, a sequéncia {2*} gerada pelo Algoritmo de Subgradiente Bésico converge para a

solucao = do problema.
]

A partir destes resultados, podemos derivar valores para o tamanho do passo s, de tal forma
que o Algoritmo de Subgradiente convirja.
Tome T um minimizador de f. Entao, de (3.5), com g, = 0, Vk, temos que

2"t = 7]|* < Jla* = F* = 25 (f(2*) = f(@)) + silld"]?,

e concluimos que:

Iz = 7))* < [|l2* — ||
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se

2(f (=) — f(@))
I

0<s, < (3.14)

Entretanto, como nao conhecemos o valor 6timo do problema, nao ha como escolhermos um
comprimento de passo que garanta a propriedade (3.14). Naturalmente, outras condigoes de
tamanho de passo podem garantir a convergéncia do método. De fato, podemos generalizar a
condigao (3.14) tomando, por exemplo, um limite inferior LB para f, ao invés de usar o valor

f(T). Temos assim um tamanho de passo que nao depende de f(7):

2(f(a") — LB)

0< s <
[[a*|]?

(3.15)

Os métodos de subgradientes sao muito atrativos pela sua extrema simplicidade, mas geralmente
sdo pouco eficientes pois nao possuem uma regra de parada razodvel (normalmente é limitado
pela quantidade de iteragoes) e nao hé garantia de decréscimo da fungao objetivo em toda
iteragdo. Uma generalizacao deste método que contorna estes problemas é o Algoritmo de

Volume proposto por Barahona e Anbil [21] e que apresentamos na segao 3.3.

3.3 Algoritmo de Volume

Apresentamos nesta se¢gao o Algoritmo de Volume que é uma generalizacao do Algoritmo de
Subgradientes. Esse algoritmo contorna os problemas que o algoritmo de subgradientes apre-
senta, e produz uma aproximacao de solucao primal enquanto se resolve o dual. A solucao
dual é obtida semelhantemente a do algoritmo de subgradientes, e a solucao primal é obtida
estimando-se o volume formado pelas faces ativas relativas as restricoes dualizadas, o que jus-

tifica o nome do algoritmo.

Antes de apresentarmos o Algoritmo de Volume, faremos uma breve introducao ao método
que fundamentou seu desenvolvimento (juntamente com o Método de Subgradiente), que é o
Método de Feixes [42], [24].

Considere o seguinte problema de otimizacao irrestrito:

min f(x), = € R", (3.16)

tal que f: R™ — R é uma funcao convexa e nao diferenciavel.
O método de feixes baseia-se em aproximar a funcdo objetivo f(z) por fungoes lineares, ou

seja, aproximagcao linear por partes, ao mesmo tempo agregando um artificio de estabilizacao



CAPITULO 3. SOLUCAO DO PROBLEMA DUAL LAGRANGEANO 49

e uma regra de parada confiavel. O método consiste em gerar duas sequéncias de pontos: a
sequéncia {z*}, que sdo os candidatos, ou seja, os valores iterados do algoritmo, e a sequéncia
{2*}, que sdo os centros de estabilizacdo, ou seja, os pontos que realmente decrescem o valor
da funcao objetivo.

A cada itera¢do k do método, um problema linear por partes i, (z) : R" — R ¢ construido
de acordo com (3.17):

U(z) = max k{f(xl) + (W', — 2}, o' € Of (2'), Vi. (3.17)
i=0,1,...,

Observe que a sequéncia {i;} é uma sequéncia nao-decrescente, pois ¥y < i1, Vk e,

ainda, ¢, < f. Desta forma, estamos aproximando a funcao f pela fungao 1, para cada k,

inferiormente. Podemos ver essa propriedade na Figura 3.6.

Figura 3.6: Um passo do método de feixes em que foi gerado um ponto z¥+! com valor de f
menor de f(z*).

Precisaremos da nocao de centro de estabilizacao, cuja definigao esta na Definicao 3.3.1.

Definigao 3.3.1 (Centro de estabilizagao). Um iterado z**' torna-se um centro de estabi-

k+1 k+1

lizacao, isto €, 2" =«x se satisfizer uma condicao do tipo Armijo, ou seja,

f@E*) = f(@") = méia, (3.18)

em que 011 € denominado decréscimo nominal e m € um parametro pertencente ao intervalo

(0,1). Caso o iterado se torne um centro de estabilizagdo, dizemos que foi realizado um passo

sério, caso contrdrio, diremos que o passo foi nulo e T*t = z*.
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Definigao 3.3.2 (Decréscimo nominal). O decréscimo nominal citado na Defini¢ao 3.3.1 €

calculado da sequinte maneira:

duia = F(@) = (vn(@) + EXlatt — 342 (3.19)
A sequéncia de centros de estabilizacdo {2!, 42, ..., 2%} é uma subsequeéncia de {z*, 22, ... z*}.

A ideia do método de feixes é obter o préximo iterado x*! utilizando o problema (3.17).

O iterado z**! serd a solucdo do seguinte problema, denominado problema estabilizado:

. HE o kg2
min ¢y(z) + Z-flz — 2% (3.20)

O termo quadratico da fungao objetivo do problema (3.20) tem o papel de nao permitir um
deslocamento muito grande do ponto z**! em relacdo ao centro 2*. O centro de estabilizacao

k+1 yegultar em um decréscimo suficiente da

serd mudado apenas quando o passo de ¥ a x
funcao objetivo f, ou seja, apenas quando o decréscimo nominal for verificado.
Com estas consideracoes, podemos desenvolver um pseudocddigo para o Método de Feixes

apresentado na Figura 3.7.

Método de Feixes

Tome uma tolerancia d,,;, ¢ m € (0, 1);
1

Inicialize z* um ponto qualquer, k =1 e §; = o0;
Calcule v' € 9f(z1) e f(x');
Construa o modelo ¢ (z) = f(2') + (v',z — z') e calcule dy;
Se 0 < Opmin entao PARE;
Senao,
Resolva o problema (3.20) e tome 2**! o minimizador;

Calcule o decréscimo nominal 0y 1;

Se f(fk) - f(xkﬂ) > Moj41

Entao zFt! =

© 0N o Ot W

—
e

¥ e atualize jupiq;

—_ =
[N R

Senao,

+1 k

Skl k.
Faga "7 = 27,

—_
hed

Construa o modelo ¢y = _max k{f(xl) + (W' x — 2}

—
b

Incremente k = k + 1 e volte ao Passo 5.

Figura 3.7: Pseudocddigo do Método de Feixes.

O parametro py41 € atualizado resolvendo a seguinte equagao [24]:

1 1 ~k+1 Ak’ ~k+1 2k
BRI A ), (3.21)
Hi+1 Mk [[oFH+E — oF|
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em que Oy, € Of (2.

k+1

Observe que no caso de um passo nulo, ou seja, ¥ = 2%, a férmula resulta em fp1 = .

Os métodos de feixe sao métodos robustos, com regras de parada confidaveis, mas demandam
um esforco computacional consideravel pois tem-se que resolver varios problemas de otimizacao

quadraticos.

Uma alternativa a este método é o denominado Algoritmo de Volume, que passaremos a
apresentar. Suponhamos que o problema que temos interesse em resolver apresenta a seguinte

estrutura:

min cx
s.a. Ax < b, (3.22)
xeQ,
em que Q é um poliedro nao vazio correspondente as restricoes que nao complicam a re-
solugdo do problema (3.22), ¢ € R", A € R™" bh € R™ e as restrigdes Ar < b sao as que
complicam o nosso problema.

J& vimos na subsecao 2.2.2 que a fungao Lagrangeana associada as restrigoes Ax < b é dada

por:

Z(m,x) = cx + w(Az — b), (3.23)

e o problema Lagrangeano ¢é definido por

Zpo(m) =min{Z(m,x) | z € Q}. (3.24)
Proposigao 3.3.1. [24] Dado x* € argmin Z(r,x), entdo v* = Azk —b € 0Zp (7).

Demonstracao. Para todo m, temos que

Zpr(m) = min Z (7, )
< Z(W,:Ck)
= ca® + n(Az® —b)
= co® + n(Az® — b) + 7 (A2* — b) — 7F(A” —b)
= co® + 7*(Az" — b) + (7 — 7F) (A" —b)
= Zpr(n*) + (m — 7)(Az* — ),

ou seja, Zrr (1) < Zpp(7*) + (7 — 7%)(Az* — b), e assim o resultado segue. O
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Assim como vimos no Método de Feixes, o Algoritmo de Volume trabalha com duas sequéncias:
a sequéncia T, de pontos candidatos, e a sequéncia 7, de centros de estabilizacdo. Além disso,
as direcoes vy, serao dadas por combinagoes convexas de subgradientes. A estrutura geral do

Algoritmo de Volume é apresentada na Figura 3.8.

Algoritmo de Volume

1. Sejam 0 < o < 1 um parametro, &,4 tolerancia de parada primal-dual
2. e &, tolerancia de parada de viabilidade;
3. Tome 7y inicial e resolva o problema (3.24) obtendo Ty € ZrL(7o);
4. Calcule vy = ATy — b;
D. Inicialize 1 = Ty, 1 = Vg, T1 =Tg e k= 1;
6. Se ||Ug|| < & e ok Z}EL(M) < &pa entdo PARE

Z L(?Tk) o
7. Calcule s;, = ;LUB — ZARL(Wk’gEk),

| O |12

8. Compute T = 7 + SpUk;
9. Resolva o problema (3.24) obtendo Ty, Zg (k) € Uy = ATy — b;
10. Se ZRL(ﬁk) > ZRL(ﬁ'k) entao ﬁk+1 = Tg;
11. Senao, ﬁk-{-l = ﬁ'k;
11. Atualize Ty 1 = aTg + (1 — Q)T € Vg1 = QU + (1 — @) Ug;
12. Incremente kK = k + 1 e volte ao Passo 5.

Figura 3.8: Pseudocddigo do Algoritmo de Volume

Um resultado muito importante é uma relacao que temos entre os pontos Z, e Uy, apresentada

na forma da Proposicao 3.3.2 a qual serd substituida no Algoritmo de Volume.

Proposicao 3.3.2. Sejam {Zx} e {0y} as sequéncias geradas pelo Algoritmo de Volume.

Entao, v, = Az, — b, em toda iteracao k.

Demonstragao. [24] Nesta demonstragdo usaremos o Principio de Inducao Finita (PIF) para
mostrar o resultado.

Quando k£ = 1, temos pelas defini¢bes dadas no Algoritmo de Volume:

’lAleﬁngfo—b:AL%l—b.

Suponhamos que o resultado é vélido para uma iteracao k > 1, ou seja, que v, = Az, — b,

e mostremos que o resultado é valido para a iteracao k + 1 seguinte. De fato,



CAPITULO 3. SOLUCAO DO PROBLEMA DUAL LAGRANGEANO

Vg1 = U + (1 — a) g
= a(AT, — b) + (1 — a) (A, — D)
= Az, — ab+ Az, — b — Ay, + ba
= Alazy + T — o) — b
= A(aZp + (1 — a)zy) — b

- A.’ik_}rl - b

Logo, o resultado segue.
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]

O parametro o usado no Algoritmo de Volume fica fixo por uma quantidade de iteragoes

pré estabelecidas, e vai sendo atualizado de acordo com o algoritmo apresentado na Figura 3.9.

A ideia basica é escolher v de modo a atingir a viabilidade primal, ou seja, ter um valor para

a de modo que v, = Az, — b~ 0.

Algoritmo para a escolha de «

1. Seja amax um limite superior para a.
2. Compute agpt = arg Tgneiﬂg(@m + (1= &ve1)’

3. Se agpt < 0, entdo faga a = amax/10.

4. Senao faca a = min{aopt, Qmax }-

Figura 3.9: Algoritmo para a escolha de «



Capitulo 4
Relaxacoes para o PIDS

Neste capitulo, iremos apresentar o algoritmos de Subgradiente e de Volume descritos nas
secoes 4.2.1 e 4.2.2, respectivamente, para resolver os problemas duais Lagrangeano e La-
grangeano/Surrogate descritos nas segoes 2.2.2 e 2.2.3, respectivamente, particularizados para
gerar limitantes para o problema integrado de dimensionamento de lotes e sequenciamento da
producao descrito na secao 1.2. Iniciamos o capitulo com uma proposta de algoritmo guloso. A
solucao gulosa ¢ 1til ndo apenas para fornecer uma solucao factivel mas também nos Algoritmos
de Subgradiente e de Volume fornecendo limitantes primais.

Considere as formulacoes para o PIDS apresentadas na secao 1.2. As relaxacoes que apre-
sentamos nas secoes 4.2 e 4.3 sao baseadas nos modelos MT1SIMP e MCF1S1IMP, os quais
consideram de forma explicita a varidavel de preparo wj;. A escolha destes modelos, como
veremos no Capitulo 5, é por sua melhor performance em relacao aos modelos MTZ1S1M e
MCF1S1M, respetivamente.

4.1 Uma heuristica gulosa para o PIDS

Uma maneira simples de obtermos limitantes superiores (no caso de problemas de minimizagao)
sao as heuristicas gulosas. Desenvolvemos uma heuristica gulosa para o PIDS com a seguinte

ideia:

e Fase I: Ordenacao dos itens em ordem nao-decrescente de custo de troca;

e Fase II: Resolvemos o problema de dimensionamento de lotes (PDL), descrito por (4.1)-
(4.7):

o4
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Min Z :ZZ(thﬁ +9;l5) + Zzzsijzijt (4.1)

jeJ teT teT i€J jeJ
JFi

sujeito a:

I]—'?tfl) + [j_t + xjt - []t - [j_(tfl) = djta VJ7Vt (42)
ijl'jt + Z Z bijzijt S C’t, Vit (43)
jedJ i€ jeJ
J#i
C J
Tt S =t Z Zijt s Vj, Vi (44)
LT
i1
xjtalj—";u]]; Z O7Zijt :O/l, \V/Z,j,vt (45)
=0, Vj (4.6)
I, = 0; Vv (4.7)

e Por fim, verificamos se o sequenciamento construido na Fase I é factivel. Se nao for,
factibilizamos a solu¢ao mantendo a ordenacao obtida na Fase I e reduzindo a produgao

com a consequente introducao de atrasos.

O pseudocodigo para a heuristica é apresentado na Figura 4.1.
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4.2 Relaxacao Lagrangeana para o PIDS

Nesta secao iremos apresentar o subproblema Lagrangeano para o problema PIDS e os métodos

de resolugao desenvolvidos para resolvé-lo.

Considere o problema PIDS apresentado na segao 1.2. Dualizando as restrigoes (1.3) com o
multiplicador 7! € RZ e (1.17) com o multiplicador 7% € RJ”, temos o seguinte subproblema
Lagrangeano (4.8)-(4.18):

Min L(x, I, I, z, 7', 7?) :ZZ(h]Jﬁ +g;15;) + ZZZSijZ’ijt

jeJ teT teT ieJ jeJ
J#
J
2| 2opimi DD bum = Co [+ DD mh | wi = )z | (48)
teT jedJ ied jeJ jeJ teT i=ig
JF#i i#]
sujeito a:
T+ T+ — I — I = dye, Vive o (49)
vy < Ot ViVt (4.10)
bj
J
Zzigjt > Zzikt7 VkeJ;, k#i, Vi (4.11)
jeJ =1
J J
> zie=>_ i VkeJ vt (412)
=10 J=ig
i#k £k
J
> <1, Vi=ip,1,....J, vVt  (4.13)
Jj=1ip
#i
Ijt,lﬁ,]ﬁ Z Oazijt :O/l, VZ,VJ,W (414)
Restricoes de eliminagao de subrotas (MTZ ou MCF) (4.15)
I =0, Vj (4.16)
I, =0, Vi (4.17)
wj = 0/1, ViVt (4.18)

O interessante na dualizagao das restrigoes (1.3) e (1.17) é que o subproblema resultante
pode ser decomposto em dois: o problema de dimensionamento de lotes sem capacidade e
o problema de sequenciamento. O subproblema Lagrangeano pode entao ser resolvido com
a resolucao destes dois subproblemas independentes. Em nosso estudo utilizamos o software

CPLEX para resolugao dos subproblemas.
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Heuristica Gulosa

1. Fase 1 - Ordenagdo dos itens:

2 Passo 1: Tome iy como item inicial e 7; o item subsequente tal
3 que s;y;, = min{s;;, Vi, j}, e k = 2. Faga z;,;,: = 1, Vt;
4 Passo 2: Enquanto k < J acrescente a sequéncia o item 7, tal
5. que S;, i, = min{s;,;,Vi} e ip #do, i1, .., k1, €

6 faca 2, i =1, Vt;

7. Fase 2 - Dimensionar e factibilizar:

8 Passo 1: Resolva o problema PDL: (4.1)-(4.7) ;

9 Passo 2: Seja 2, Vi, j,t a solugao da Fase 1 e x4, Ijg

10. e I,V1,7,t a solucao do dimensionamento de lotes

o
11. ob]tida no Passo 1;
12. Passo 3: Para cada periodo t, faca:
13. Tome a; = ijxjt + Z Z bijzijt — Cy.
jedJ ieJ ;;‘;
14. Se a; < 0 entao passe para o proximo perioto t.
15. Senao, seja ji, Jo, - - ., js uma ordenacao nos itens de
16. acordo com seus custos de atraso.
17. Tome k = 1.
18. Enquanto a; # 0, faca:
19. Se xj,; = 0 entao k = k + 1.
20. Senao,
21. Se a; — .+ > 0, entao
22. ay = Ay — Tjq,
23. Zje =0,
24. Zmjet = Zjnt = 0, onde m € o item produzido
25. imediatamente antes de j, e n imediatamente depois,
26. Loy =dje —xje+ 1,
27. Senao,
28. Tjet = Tjp — Ay,
29. Ly =dje — w0+ Ly,
30. a; = 0.
31. Paratodoi=1,...,Jsex;y —dy =0el, ; >0,
32. entao [, = I, ;.

Figura 4.1: Pseudocodigo para a heuristica gulosa
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4.2.1 Algoritmo de Subgradiente para resolucao do Dual Lagrange-

ano

Apresentamos na Figura 4.2 o pseudocddigo do algoritmo de subgradiente proposto para resolver
o problema dual Lagrangeano associado a formulacao MTZ1S1IMP. Para obter o algoritmo
associado a formulacao MCF1S1MP basta substituir o problema a ser resolvido no Passo 2 pelo
problema (1.1) — (1.7), (1.11), (1.12) e (1.13) — (1.16), e utilizar as restrigdes MCF no problema
(4.8) — (4.18). Denotaremos o multiplicador 7} na iteracio k por 7™ e o multiplicador 77, na
2,k

iteragao k por 7} .

Algoritmo de Subgradiente para o problema MTZ1S1MP

1. Faca k =0, 7r2’0 =0, 7r2-2t’0 = 0,Vi,t, e maz_it um limitante para a quantidade de iteragoes.
2. Seja UB um limite superior para o problema (1.1) — (1.12).

3. Resolva o subproblema (4.8) — (4.18) (MTZ) com 7} = m,*, 72 = m;;"Vi, t e tome z¥,
k

e wj, os minimizadores.

4. Calcule vtl’k = ij:l:jt + Z Z bijziji — C, Vt,

jed ieJ jeJ

k
Zijt

J#i
J
5. vf-gk = Wjt — Z Zijt, V], t,
UB — L l‘k It I ,Zk, l,k’ 2,k
6. s’“:’u( (", H ;“HQ T )),onde,uE(O,Q).
v

7. Atualize " = max(x}F + sPuF,0), e,
8. W?t’kﬂ = 7Ti2t7k + Skvi’ka vt,
9. k=Fk~+1.

10. Se max_it < k entao PARE, senao volte ao Passo 3.

Figura 4.2: Pseudocddigo do Algoritmo de Subgradiente para a formulagao MTZ1S1MP - Dual

Lagrangeano.

4.2.2 Algoritmo de Volume para resolucao do Dual Lagrangeano

Apresentamos na Figura 4.3 o pseudocédigo do algoritmo de volume proposto para resolver o
problema dual Lagrangeano associado a formulacao MTZ1S1MP. Denotaremos o multiplicador

. ~ 1.k .. . ~ 2k . -
7} na iteragao k por 7, e o multiplicador 7r]2-1t na iteragao k por 7% . Os centros de estabilizagoes
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sao denotados por 7% e #2* onde k s6 é atualizado quando ha uma melhoria no valor da funcao

Lagrangeana.

Algoritmo de Volume para o modelo MTZ1S1MP - Dual Lagrangeano

1. Passo 0 - Inicio:

2. Sejam
3. - 780 e 720 vetores de multiplicadores de Lagrange;
4. - maz_iter = 2500;
D. -a=0.5;
6. - zrp o limite inferior para o problema dual Lagrangeano (1.1) — (1.12);
7. ~ €0 = 0.001;
8. - & = 0.001.
9. - Resolva o subproblema Lagrangeano (4.8) — (4.18) (MTZ) com 7! = 710
10. em? =79 e tome I+ O, I- 0, 79 w ez as solucoes Gtimas,
11. efy=L(I+ 0,]_—0,50,@0,20) o valor étimo.
12. - Calcule
13. _10 ijx]t _'_Zzszzz]t Cta t= 1727-"7T7
jeJ i€J jeJ
J#i
14. v =, sz,3—1,2,...,J,tf1,2,...,T,
1= 740
i#]
0 —g —0
15. - Inicialize zpp = 0, I+ =17, 1~ =1 ,7° =70, @° ="
16. 020 = 30 GLO — 0 520 — 720 710 _ L0 220 _ 720 () o — (.
17. Passo 1:
18. - Calcule _
UB -6,
19. S0 = p— YA ,
(102 720)
D@+ > (@
t=1 j=1 t=1
20. onde u € (0,2) e UB é um limite superior para o problema (1.1) — (1.12).
21. - Tome
29. ﬁl,ﬂ-&-l — %l,k + Sgi)\l’g,
23. ﬁQ,Z+1 — %2,14: + S(@\Q,E‘

24. Passo 2:
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25.
26.
27.
28.

29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.
36.

37.

38.

39.
40.

41.

42.
43.
44.
45.
46.
47.

48.

49.
50.

(4.18) (MTZ) com 7t =7

as solucgoes

- Resolva o subproblema Lagrangeano (4.8) —
e 2 =721 e tome I+Z+1 I—Hl, L wtl e ZHH!
6timas, e 0, = L<]+e+1 I- EH,#H,@Z“,#“) o valor 6timo.
Passo 3:
Atualize as variaveis primais:
Pl — ottt + (1 _ Oz)fz,
ot = attt + (1 a){l}é7
7l = oz 4 (1 - )7,
RN coa +(1- a)ﬁz,
[y S +(1- oz)j:e,
e o subgradiente
B =Y A Y byl — Gt =12,
jeJ i€J jeJ
J#i
J
U= -y E, j=12 Jt=12 ..
7
Passo 4:
- Verifique se §e+1 > Z1B.
- Se for falso, declare uma iteragao vermelha
J
- Se for verdadeiro, calcule dir = ZAl g 1 Ly Z
t=1 7=1
Se dir < 0 declare uma iteracao amarela;
Se dir > 0 declare uma iteracao verde e atualize:
- ZLB = 54+1,
-k=k+1,
_ Rk = L
_ Rk = 2
Passo 5 - Testes de parada:

-1. Se

D)

jeJ teT

+g]

RIS IPIIE S

tel ieJ jeJ
J#i

| 2B |

) T7
) T;
T
~10+1-1,0+1,
v U
=1
< 6pd7

—1,0+1

60
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51. e
52.
T J T
Z _1£+1 2+ZZ _2£+1 2
t=1 j=1 t=1
T(J+1) <
53. entao PARE.
54. - 2. Se
55.
UB -z <1,
56. entao PARE.
57. - 3. Se
58.
{ > max_iter,
59. entao PARE.
60. Senao, atualize £ = ¢ + 1 e retorne ao Passo 1.

Figura 4.3: Pseudocddigo do Algoritmo de Volume para a formulagago MTZ1S1IMP - Dual

Lagrangeano.

Neste algoritmo, utilizamos uma atualizacao no fator de correcao u, da seguinte maneira:

e ;= 2.1 a cada iteragao verde;
e 1= 1.8 a cada 100 iteracoes amarelas;

e 1, = 0.6 a cada 20 iteracoes vermelhas;

Os valores de maz_iter e a foram dados empiricamente, assim como a quantidade de iteragoes
verdes, amrelas e vermelhas.

Para obter o algoritmo associado a formulacao MCF1S1IMP basta substituir o problema a
ser resolvido no Passo 0 para obtengdo do zpp pelo problema (1.1) — (1.7), (1.11), (1.12) e
(1.13) — (1.16), e utilizar as restrigoes MCF no problema (4.8) — (4.18) (passos 0 e 2).

4.3 Relaxacao Lagrangeana/Surrogate para o PIDS

Nesta segao iremos apresentar o subproblema Lagrangeano/Surrogate para o problema PIDS e

o método de resolucao desenvolvido para resolvé-lo.
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Dualizando as restrigoes (1.17) com o multiplicador Surrogate 72 obtemos a restri¢io Sur-

rogate

J
Z Z/]sz't Wiy — Z Zijt =0. (419)
jeJ teT i=ig
i)
Dualizado a restrigao Surrogate (4.19) com o multiplicador de Lagrange ¢, e as restrigdes

(1.3) com o multiplicador 7!, obtemos o subproblema Lagrangeano/Surrogate (4.20)-(4.30):

Min LS(x, I, I, z, 7', ©%) :ZZ(th;; +9;l5) + ZZZSijZijt

jeJ teT teT i€J jeJ

J#i
J
+ Z i ijxjt + Z Z bijzije — Cr | + Z Z trs, | wye — Z zie | (4.20)
teT Jjed i€ jeJ jeJ teT i=ig
J#i i#j
sujeito a:
Loy + Lo g = Iy = Ly 0y = dyis Vi Ve (4.21)
Tjp < Ct%, vy, Vt (4.22)
bj
J
>z =Yz VkeJ; k#i, YVt (4.23)
jeJ i=io
J 7
Z Zikt = sz]‘t, Vk e J, Vvt (4.24)
i=ig J=ig
i#k j#k
J
d <1, Vi=ig,1,...,J, Vt (4.25)
Jj=ip
J#i
e, I, 15 >0, 250 = 0/1, Vi, Vg, vt (4.26)
Restricoes de eliminagao de subrotas (MTZ ou MCF) (4.27)
I =0, Vi o (4.28)
I =0, Vi o (4.29)
wj = 0/1, Vi, Vt. (4.30)

Da mesma forma que ocorre no subproblema Lagrangeano, o subproblema Lagrangeano/Surrogate
também pode ser decomposto em dois: o problema de dimensionamento de lotes sem capacidade

e o problema de sequenciamento.
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Poderfamos ter optado em dualizar os dois conjuntos de restri¢oes (1.3) e (1.17) via mul-
tiplicadores Surrogate e apds, dualizar as restrigoes Surrogate via multipliadores de Lagrange.
Entretanto, testes preliminares indicaram que esta dualizacao fornece limitantes piores em

relagao a que propomos.

4.3.1 Algoritmo de Subgradiente para resolucao do Dual Lagrange-

ano/Surrogate

Nesta subsecao apresentamos na Figura 4.4 o pseudocddigo para resolver o problema dual
Lagrangeano/Surrogate pelo Algoritmo de Subgradiente. Da mesma forma que no caso do
dual Lagrangeano (subsegao 4.2.1), denotamos o multiplicador 7} na iteracao k por 7Ttl koo

. . 2 . ~ 2,k
multiplicador 77, na iteragao k por 7"

Algoritmo de Subgradiente - Formulagcao MTZ1S1MP - Dual Lagrangeano/Surrogate

1. Faca k =0, 7rt1 0=, 7TZ»2t’O =0,V7,t,e maxr_it um limitante para a quantidade de iteragoes.
2. Seja UB um limite superior para o problema (1.1) — (1.12).

3. Resolva o subproblema (4.20) — (4.30) (MTZ) com n} = ;" 72 = n5"Vi, t e tome zh,, 25,
k

e wj; os minimizadores.

4. Caleule v* = ijxjt + Z Z bijziji — C, VE,

JjeJ i€J jeJ
i
J
y: :
5. vj-t = Wjt — Z Zijt, V7,1,
UB — L(xF It5 177 2F nbk g2k
6. gk = M ( e )), onde y € (0,2).
7. Atualize 7" = max(xF + shuF,0), v,
8. 7Ti2t7k+1 = 7Ti2t7k + Skvz?t’ka vt,
9. k=Fk+1.

10. Se maz_it < k entao PARE, senao volte ao Passo 3.

Figura 4.4: Pseudocédigo do Algoritmo de Subgradiente para a formulagao MTZ1S1MP - Dual

Lagrangeano/Surrogate.

A cada 10 iteragoes deste algoritmo, rodamos o algoritmo Busca Unidimensional apresen-
tado na Figura 4.5 com s = 0.1, sendo que na primeira iteracao o valor de t é 0. Estes

parametros foram gerados de forma empirica.
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Para obter o algoritmo associado a formulacao MCF1SIMP basta substituir o problema a
ser resolvido no Passo 2, pelo problema (1.1) — (1.7), (1.11), (1.12) e (1.13) — (1.16), e utilizar
as restrigoes MCF no problema (4.20) — (4.30).
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Busca Unidimensional

1. Tome:

2. - 5: tamanho do passo,

3. - k_max: quantidade maxima de iteracoes,
4. -t = —o0,

5. - 19 = 400,

6. -1 =s,

7. - §: a tolerancia de parada,

8. - v: 0 melhor limitante inferior corrente,
9. -k=0.

10. Enquanto k < k-max e (t2 —t1) < 0 faga
11. Atualize k =k + 1;

12. Resolva o subproblema Lagrangeano/Surrogate (2.21);
13. Se v(RLS(t, ")) > v entdo v = v(RLS(t, u*));
15. Calcule w = p(A%x — V?);

16. Se w > 0 entao

17. t =t

18. § = 2s;

19. t=t+s;

20. Se t >ty entdo

21. t=1t—-s;

22. s=(ty —t1)/2;

23. t=t+s;

24. Senao

25. to =t

26. t=1t—s;

27. Se t; # —oo entao

28. s=(ty —t1)/2;

29. t=1t+s.

Figura 4.5: Algoritmo de busca unidimensional para o dual Lagrangeano/Surrogate.
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Capitulo 5

Estudo computacional

Neste capitulo apresentamos os resultados dos estudos computacionais desenvolvidos. O pri-
meiro estudo teve por objetivo avaliar o desempenho dos modelos MTZ1S1M e MTZ1S1MP,
e os modelos MCF1S1IM e MCF1S1IMP apresentados no Capitulo 1 (Estudo 1). A partir dos
resultados obtidos no Estudo 1, elaboramos métodos para gerar limitantes para as formulagoes
MTZ1S1IMP e MCF1S1MP que forneceram os melhores resultados. O objetivo do Estudo 2, é
testar o desempenho dos algoritmos de subgradiente e do volume usados para resolver os pro-
blemas dual Lagrangeano e dual Lagrangeano/Surrogate, ou seja, testar a qualidade dos limites
duais. Os algoritmos foram escritos na sintaxe do AMPL [23] e utilizamos o solver CPLEX
12.6 [39] para resolver os problemas de otimizagao envolvidos. Os c6digos foram compilados e
executados em um computador com processador Intel Core i7 com 3.40 GHz e com 12 GB de

memoéria RAM, sob a plataforma Windows 7.

5.1 Geracao das Instancias

Para a realizacao dos testes, usamos instancias baseadas em parametros propostos por Almada-
Lobo et al [1] e geradas por Maldonado [56]. Esses parametros sao apresentados na Tabela 5.1.
Foram geradas 3 classes de instancias, descritas na Tabela 5.2, variando o niimero total de itens
(J € {15,25}), numero total de periodos (17" € {5,10,15}), e fixando os parametros envolvidos
nos custos de setup (u = 100) e na capacidade da maquina em cada periodo (Cut = 0.6).
Para cada classe foram testadas 5 instancias totalizando 15 exemplares. Todos os exemplares
gerados satisfazem a desigualdade triangular quanto ao custo de troca.

As instancias foram nomeados como dadosa — b, onde o parametro a correspondera a classe,
ou seja a € {14, 18,22} e o parametro b corresponde ao exemplar da classe especifica, que varia
no conjunto {0, 1,2,3,4}. Desta forma, a instancia dadosl4 — 3, por exemplo, corresponde ao

exemplar 3 da classe 14.

66
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Parametros Valores
Numeros de itens - J {15,25}
Nimero de periodos - T' | {5, 10,15}
Custo de estoque - h; Ul2,9]

Custo de atraso - g; U[20, 50]

Tempo de produgao - p; | 1

Tempo de troca - b;; Ul5,10]

Custo de troca - s;; o+ b;j, onde p € {50,100}

Demanda - dj; U140, 59]

Capacidade - C; Cut * Z djt * pj, onde Cut € {0.6,0.8}
jeJ

Tabela 5.1: Parametros usados na geracao das instancias.

Classes JIT | p | Cut
Classe 14 | 25| 5 | 100 | 0.6
Classe 18 | 25| 10 | 100 | 0.6
Classe 22 | 25 | 15 | 100 | 0.6

Tabela 5.2: Classes de instancias [56].

5.2 Comparacao entre os modelos

O objetivo deste estudo ¢ verificar a influéncia de explicitar a varidvel de preparo w;; nos mo-
delos descritos no Capitulo 1. O tempo de CPU foi fixado em 3.600 segundos (1 hora). As
instancias foram resolvidas pelo método “branch-and-cut” com o ajuste padrao do CPLEX ( “de-
fault”) e pelo método “branch-and-bound” puro, isto é, foram desligados o pré-processamento e
a possibilidade de geracao de planos de corte. Na Tabela 5.3 apresentamos os resultados gerais
para os modelos MTZ1S1IM e MTZ1S1IMP, e na Tabela 5.6 os resultados gerais para os modelos
MCF1S1IM e MCF1S1MP. As tabelas mostram, para cada instancia, a melhor solucao encon-
trada (Melhor Solucao), o valor do GAP (fornecido pelo solver), o nimero total de planos de
corte (Cortes), o nimero de nds (N6s), e os tempos de processamentos (Tempo) em segundos.

Comparando os modelos baseados nas restricoes MTZ para eliminagao de subsequéncias
(Tabela 5.3), temos que para a classe com 5 periodos, classe 14, o tempo foi reduzido signifi-
cativamente para instancias do modelo MTZ1S1MP quando comparada ao modelo MTZ1S1M,
sendo que no exemplar dadosl4 — 2 o tempo foi reduzido em 80, 73%. Nas outras duas classes,
o tempo foi o mesmo para os dois modelos. Entretanto, o GAP no modelo MTZ1S1IMP foi
reduzido 56,15% em média para a classe 18 e em 45,25% para a classe 22, quando comparado

com o modelo MTZ1S1M. O ntumero de planos de cortes incluidos na solucao das instancias
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do modelo MTZ1S1M foi menor do que no modelo MTZ1S1MP. Uma dificuldade constatada
nestas formulagoes foi a prova de otimalidade pelo solver CPLEX. Por exemplo, o exemplar
dados18 — 0 no modelo MTZ1SIMP utilizou 15,7 horas de CPU para provar a otimalidade da
solucao que foi obtida no n6 1.639.946, sendo que teve que examinar 3.783.507 nés no método
branch-and-cut. Outro exemplo é o exemplar dadosl8 — 1 que precisou de 492.359 segundos

(136,76 horas) para provar a otimalidade.
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Diversas classes de planos de corte podem ser usadas na resolugdo das instancias (ver

subsecao 2.2.1). Os cortes gerados pelo solver CPLEX foram:

1. GUB Cover Cuts - Generalized Upper-Bound (GUB);

2. Clique Cuts (Clique);

3. Cover Cuts (Cover);

4. Implied Bound Cuts (Implied);

5. Inequagbes de Cobertura de Fluxo (Flow Cuts);

6. Mixed Integer Rounding (Mixed);

7. Inequagdes de Cobertura de Caminho de Fluxo (Flow Path);
8. Zero-Half Cuts (Zero);

9. Inequagoes de Gomory (Gomory);

10. Lift and Project (Lift).

Na Tabela 5.4 mostramos o ntimero de planos de corte de cada tipo que foram utilizados
na resolucao das istancias para os modelos MTZ1S1M e MTZ1SIMP. Os resultados para os
modelos MCF1S1M e MCF1S1MP sao exibidos na Tabela 5.7.

Observando a Tabela 5.4 vemos que os planos de corte do tipo GUB nao tiveram muita
utilizacao, sendo usados apenas nas instancias dadosl4 — 1 e dadosl4 — 3 para a formulacao
MTZ1S1M, e na instancia dados18—3 para a formulacao MTZ1S1MP. Outro detalhe importante
foi o plano de corte do tipo Flow Path que apenas na instancia dados22 — 0, considerando a
formulagao MTZ1S1M, foi utilizado.

Quanto as formulagoes MCF1S1M e MCF1S1MP, observando a Tabela 5.7, podemos ver
que o plano de corte do tipo Flow Path nao teve nenhum efeito na formulaggo MCF1S1M.
Observamos também que os planos de corte do tipo GUB, Clique, Cover e Zero nao tiveram

efeitos nas formulagoes com as restrigoes MCF.



71

‘OJUoUIBA

-1300dsa1 ‘g @ TN I1od sepeawoual mbe ‘JINTSTZILIN @ INTSTZIIA So[epout sop semuejsul ered sope1asd $93100 op soue[J F'G ©RJR],

s

CAPITULO 5. ESTUDO COMPUTACIONAL

9L | 9L |88 [ ¥e | - | - | 06T | - |90L|999| 0%z | S6 |09 | ¥ | 6 | € | G| - | - | - |¥—cesopep
vL | L6 [ 00T | 92 | 9T | 02 | 2T | - | 299 |G19| O¥C | 60T | € | 6€ | 02 | S | € | ¢ | - | - |€—cgsopep
10T | 28 | 66 | T# | L | G | €91 | - |ce8|9TL| G€c [9ST | #9 | €5 | ST | 6 | 1 | - | - | - |z—ggsopep
26 | €8 | 6 | 1€ | G | TT | GOT | - |6€L|665| 65¢ |SeT | € |16 | e | 11 | ¥1 | 1T | - | - |1—cgsopep
8% | 00T |GIT | AT | LT | 02 | €97 |86 | ¥8L| - | 9%2 [OPT | LG | 9¢ | 0¢ | ST | €1 | - | - | - |0—zczsopep
96 | TOT |FOT | €7 | - | ¢ | eIl | - |0SG|2vp | 202 | 68 | L& | %€ | ¥G | 9 | € | - | - | - |%—sIs0opep
GL |SOT | 6T | Lo |1 | 6T | 6L | - |c¥e|Lch| <8 | 66 |¥e1|Sc | 66 | 21 | ST | T | T | - |€&—sTsopep
QCT | 8L | 9T |98 | ¢ | L | 08 | - |6 |719% | el |SeT|0ST| 17 |20T| 6 | 6 | T | - | - |c—s1sopep
66 | €3 | 61 |92 | € | 0T | 99 | - |€ov|g6e| G6 | TL | LL | 8¢ |89 | S | ¥1 | @ | - | - |1 —sIsopep
66 |€cT | 61 | 8¢ | L& | 8¢ | 9L | - |OFG|GIG| 60T |€TT|abT | 62 | 8L | 8 | ¥ | T | - | - |0—S8Isopep
8V | 69 | LT | Tc | e | ¢ | 6c | - |0LT|g6T| 1S | 9% | 6T | %9 | 08 | 9F | - | - | - | - |¥—¥Isopep
1€ | 9¢ [ OT | 6T | ¥ | G | ST | - [86T|GeT| 25 | 9¢ | 29 | 2F |0z | ¥T | G | € | - | T |¢€—FIsopep
GG | 98 | 6T | ¥ | 8 | OT | @& | - |¥9¢|¥c| - | Wb | Lv |cc | 9F | ¥e | ¢ | € | - | - |2—¥Isopep
S || ¢ e | T | ¥ | ST | - |1BPT|9FT| e ||| 8| €| €| ¥ | €| - | T |1—vIsopep
L |z |se|ez|or|oz| 9 | - |11c|20z| 9¢ | e |ooT| S | 9T | € | 9 | ¢ | - | - |0—7pIsopep
CIN | TIN | 2N | TIN | QN | TIN | @I | TIN | 2N | TIN | @IN | TIN | @IN | TIN | 2N | TIN | @GN | TIN | 2N | TIN

g L1owor) 0197 qied MO[] | PoxIN | siny) mo[q | perduy I9A0)) anbrH qano




CAPITULO 5. ESTUDO COMPUTACIONAL 72

A Tabela 5.5 mostra o limitante superior (LS) obtido antes da ramificagdo da arvore pelo
branch-and-cut, o valor do GAP do CPLEX e o tempo (Tempo) em segundos, necessario para
encontrar este LS para as instancias dos modelos MTZ1S1M e MTZ1S1MP. O valor de LS é
obtido apés a aplicagao de planos de cortes e heuristicas no né raiz. Na Tabela 5.8 sao exibidos
os resultados para as instancias dos modelos MCF1S1M e MCF1S1MP.

De acordo com os resultados exibidos na Tabela 5.5, podemos ver que em pouco tempo,
médias de 2,07 (+ 0,17), 6,55 (£ 0,63) e 15,26 (+ 2,63) segundos, para as classes 14, 18 e
22, respectivamente, o modelo MTZ1SIMP encontra uma boa solucao factivel, com GAPs
médios de 1,32% (£ 0,78%), 4,19% (£ 2,09%) e 5,17% (£ 0,48%), para as classes 14, 18 e
22, respectivamente. Os dois modelos apresentam GAPs e tempos de resolucao similares em
relacao as classes 14 e 18. Quanto a classe 22, apesar dos tempos ainda serem similares, os
GAPs sao bem distintos, com médias de 5,17% (£ 0,48%) e 11,38% (+£ 6,75%) para os modelos
MTZ1S1IMP e MTZ1S1M, respectivamente, sendo que por exemplo, o exemplar dados22 — 1,
onde o GAP no modelo MTZ1S1M era de 19, 29% diminuiu para 5, 50% no modelo MTZ1S1IMP,

ou seja, decréscimo de 71,49%.

MTZ1S1M MTZ1S1MP

LS ‘ GAP ‘ Tempo LS ‘ GAP ‘ Tempo
dadosld — 0| 255.182.2 | 1,16% | 2,43 | 2589124 |244% | 2,18
dadosl4 —1 | 252.717.,6 | 1,88% | 1,76 248.931,8 | 0,28% | 2,25
dadosl4 —2 | 258.387,0 | 2,58% | 1,62 254.841,4 | 1,09% | 2,07
dadosl4 —3 | 257.342,0 | 0,53% | 1,64 259.476,6 | 1,32% | 2,08
dados14 —4 | 253.923,8 | 1,64% | 1,62 254.001,6 | 1,47% | 1,81
dados18 — 0 | 868.662,2 | 2,56% | 7,05 870.580,4 | 2,56% | 7,10
dados18 —1 | 871.693,2 | 4,38% | 7,16 861.901,2 | 3,10% | 7,30
dados18 —2 | 870.981,4 | 2,61% | 6,86 886.977,2 | 4,15% | 6,27
dados18 — 3 | 876.653,6 | 2,41% | 6,29 887.227.8 | 3,36% | 5,80
dados18 —4 | 868.471,0 | 3,34% | 7,35 883.467,2 | 7,80% | 6,26
dados22 — 0 | 1.870.487,8 | 4,71% | 18,19 | 1.874.462,8 | 4,75% | 13,14
dados22 — 1 | 2.176.741,0 | 19,29% | 16,96 | 1.864.023,4 | 5,50% | 13,59
dados22 — 2 | 1.983.683,4 | 10,08% | 20,03 | 1.899.281,2 | 5,82% | 15,09
dados22 — 3 | 1.894.694,0 | 5,34% | 16,60 | 1.893.163,2 | 5,08% | 14,74
dados22 — 4 | 2.136.264,0 | 17,49% | 19,06 || 1.855.420,0 | 4,72% | 19,75

Tabela 5.5: Limitante superior obtido antes da ramificacao da arvore - Modelo MTZ1S1MP.

Diferente do que observamos para o modelo com as restricoes MTZ, o nimero total de
planos de cortes aplicados na solucao das instancias do modelo MCF1SIMP foi superior ao

nimero aplicado nas instancias do modelo MCF1S1M, apesar de que para a classe 14 os valores
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sao similares (ver Tabelas 5.6 e 5.7). A quantidade de nés examinados também foi superior.
Isto indica que o modelo MCF1S1MP teve um maior escopo para o método branch-and-cut do
que o modelo MTZ1S1M. Observamos também, que na classe considerada dificil, a classe 22,
o CPLEX analisou apenas o no raiz, com excessao do exemplar dados22 — 3. Como o tempo
limite de 1 hora foi utilizado em sua totalidade, com excessao das instancias dados14 — 0 e
dados14 — 1, podemos ver que o GAP associado teve uma melhora em média de 37,54% e
39,72%, para as classes 18 e 22, respectivamente com relacdo ao modelo MCF1S1IMP. Com
relacao a classe 14, excluindo as instancias dadosl4 — 1 e dadosl4 — 2, o ganho foi de 72,06%
para o modelo MCF1S1MP.
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Na Tabela 5.8 podemos ver que o tempo necessario para encontrar o LS associado as
instancias dos modelos MCF1S1IM e MCF1S1IMP é bem superior ao das formulacoes com
restrigoes MTZ (ver Tabela 5.5). Para a classe 22, o CPLEX analisou apenas o né raiz no
tempo limitado. O valor especificado na Tabela 5.8 para esta classe corresponde a melhor
solucao encontrada neste tempo usando as heuristicas incluidas no CPLEX. Os GAPs relativos
a formulagao MCF1S1MP sao ligeiramente melhores que os do modelo MCF1S1M, apresen-
tando GAPs médios de 1,09% (£ 0,2%), 1,49% (% 0,35) e 1,86% (£ 0,23%) (para o modelo
MCF1S1M), para as classes 14, 18 e 22 respectivamente; e 0,88% (£ 0,49%), 0,97% (& 0,17%)

e 1,05% (£ 0,13%) (para o modelo MCF1S1MP), para as classes 14, 18 e 22 respectivamente.

MCF1S1M MCF1S1MP

LS ‘ GAP ‘ Tempo LS ‘ GAP ‘ Tempo
dados14 — 0 | 254.956,4 | 1,06% | 161,97 255.484,0 | 1,10% | 192,24
dadosl14 — 1 | 250.067,6 | 0,76% | 120,01 248.704,6 | 0,21% | 57,11
dadosl4 — 2 | 254.828,4 | 1,20% | 193,67 253.562,4 | 0,57% | 95,83
dadosl4 — 3 | 259.106,4 | 1,26% | 130,31 258.907,2 | 1,08% | 97,58
dados14 —4 | 253.114,8 | 1,20% | 96,24 254.105,8 | 1,47% | 116,50
dados18 — 0 | 858.716,2 | 1,41% | 1.648,15 || 855.889,8 | 0,89% | 1.343,34
dados18 — 1 | 844.586,6 | 1,29% | 1.544,29 || 842.235,2 | 0,82% | 1.222.35
dados18 — 2 | 858.312,0 | 1,12% | 2.335,10 | 857.525,2 | 0,86% | 1.182,53
dados18 — 3 | 869.356,8 | 1,63% | 937,86 867.841,2 | 1,20% | 750,43
dados18 —4 | 856.696,8 | 2,03% | 1.041,92 || 850.791,2 | 1,12% | 890,83
dados22 — 0 | 1.807.934,2 | 1,48% | 3.600 || 1.807.873,2 | 1,23% | 3.600
dados22 — 1 | 1.793.037,8 | 2,09% | 3.600 | 1.778.727,8 | 0,96% | 3.600
dados22 — 2 | 1.817.366,4 | 1,89% | 3.600 | 1.806.968,8 | 1,03% | 3.600
dados22 — 3 | 1.829.757,2 | 2,00% | 2.693,39 || 1.817.972,4 | 1,14% | 3.600
dados22 —4 | 1.796.195,6 | 1,85% | 3.600 || 1.783.658,2 | 0,89% | 3.600

Tabela 5.8: Limitante superior obtido no né raiz antes da ramificacao da arvore - Modelo
MCF1S1MP.

Na Tabela 5.9 apresentamos os resultados obtidos resolvendo as formulagoes pelo CPLEX
desligando todo o seu pré-processamento e os planos de corte, ou seja, forcando que o CPLEX
utilize o método branch-and-bound puro para resolugao das instancias. A Tabela 5.9 mostra os
valores dos limites primais (LS) fornecidos , os GAPs e a quantidade de nds examinados, forne-

W

cidos pelo CPLEX. Nos campos onde aparece o simbolo o CPLEX nao conseguiu encontrar
uma solugao inteira no tempo fixado de 1 hora. Observamos que o modelo MCF1S1IMP foi o
que apresentou melhor desempenho, mostrando que sua formulacao é a mais forte do que as

demais formulagoes estudadas.
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5.3 Comparacao entre os limites duais

Nesta secao, iremos comparar os limitantes obtidos através dos algoritmos de subgradiente
e volume usados para resolver os problemas dual Lagrangeano e dual Lagrangeano/Surrogate
apresentados nas secoes 2.2.2 e 2.2.3, respectivamente. Considerando os resultados apresentados
na secao 5.2, foram estudados apenas as instancias dos modelos MTZ1S1IMP e MCF1S1MP.

A fim de compararmos os métodos, lancamos mao de algumas medidas (GAP;?I, GAP}?{U,
GAP},, GAPZY e GAPEL), calculadas pelas férmulas:

GAP%: (solugao heuristica - limite inferior dado pela solugdo do dual Lagrangeano pelo
Método de Subgradiente)/solucao heuristica,

GAP%U: (solugao heuristica - limite inferior dado pela solu¢ao do dual Lagrangeano/Surrogate
pelo Método de Subgradiente)/solucao heuristica,

GAPY;: (solucdo heuristica - limite inferior dado pela solucio do dual Lagrangeano pelo
Algoritmo de Volume)/solugao heuristica,

GAPgU: (melhor solugdo CPLEX - limite inferior dado pela solugdo do dual Lagrange-
ano/Surrogate pelo Método de Subgradiente)/melhor solu¢ao CPLEX,

GAPZEE: (melhor solugdo CPLEX - limite inferior dado pela relaxacao linear) /melhor solugao
CPLEX.

Os valores do GAP gy, foram calculados sem distingao dos modelos MTZ1S1MP e MCF1S1MP,
pois em todos eles o valor da relaxacgao linear foi o mesmo. Nas Tabelas 5.10 e 5.11 descrevemos
os resultados do Estudo 2 para o modelo MTZ1S1IMP, e nas Tabelas 5.12 e 5.13 para o mo-
delo MCF1S1MP. Sao exibidos os limitantes inferiores obtidos por todos os métodos objeto do
nosso estudo (ver segoes 4.2.1, 4.3.1 e 4.2.2), assim como os valores dos GAPs de cada método
e a quantidade de iteragoes realizadas por cada método no tempo fixado. Nas Tabelas 5.10 e
5.12 fixamos o tempo em 600 segundos (10 minutos), e nas Tabelas 5.11 e 5.13 os resultados
correspondem ao tempo limite de 3.600 segundos (1 hora).

Para as instancias do modelo MTZ podemos observar que os valores dos limitantes obtidos
em 10 minutos (Tabela 5.10) para o problema dual Lagrangeano resolvido pelo método de
subgradientes nao melhoraram quando o tempo de execugao aumenta (Tabela 5.11). Quanto
as solugoes do problema dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo método de subgradiente,
aumentar o tempo de CPU permite em média uma melhora de 0,46%, 8,38% e 22,28%, para as
classes 14, 18 e 22, respectivamente. Para as solugoes do problema dual Lagrangeano resolvido
pelo Algoritmo de Volume, tivemos uma melhora em média de 9,96%, 5,41% e 4,74% para as
classes 14, 18 e 22, respectivamente.

A quantidade de iteragoes realizadas pelos algoritmo de subgradiente e algoritmo de volume
para solucionar o dual Lagrangeano sao similares, tanto utilizando 10 minutos de CPU quanto

1 hora. Ja o dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo método de subgradiente, a quantidade
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de iteragoes ¢ significativamente menor em relagao aos outros dois métodos. Entretanto, cabe
ressaltar que a cada 10 iteragoes do método do subgradiente rodamos 5 iteracoes do método
de busca (ver Figura 4.5). Isto indica que o problema dual Lagrangeano/Surrogate é de maior
dificuldade de resolugao. No geral, considerando o tempo de 1 hora, o problema dual Lagran-
geano/Surrogate fornece um melhor limitante inferior para o problema estudado, considerando
o modelo MTZ1S1MP.
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Podemos observar nas Tabelas 5.12 e 5.13 que os valores dos limitantes tem uma melhora
mais gradativa quando comparado com o modelo MTZ1S1IMP. Para o modelo MCF1S1MP,
o problema dual Lagrangeano resolvido pelo Método de Subgradiente nao estagnou como no
modelo MTZ1SIMP. Ele apresentou em média uma melhora de 0,08%, 2,75% e 10,85% para
as classes 14, 18 e 22, respectivamente, quando comparadas as solugoes obtidas em 600 e
em 3.600 segundos. J4 o problema dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo Método de
Subgradiente apresentou em média melhora de 9,97%, 31,60% e 26,76% para as classes 14, 18
e 22, respectivamente, e o problema dual Lagrangeano resolvido pelo Algoritmo de Volume
conseguiu melhorar as solu¢oes em média em 36,93%, 37,21% e 27,04% para as classes 14, 18 e
22, respectivamente. Ambas as comparacoes foram feitas com solucoes obtidas em 600 e 3.600
segundos.

Assim como no caso do modelo MTZ1S1IMP, a quantidade de iteracoes sao similares tanto
para 10 minutos quanto para 1 hora em relacao a solugao do dual Lagrangeano resolvido pelo
método do subgradiente e pelo algoritmo do volume. J& no caso do dual Lagrangeano/Surrogate
resolvido pelo método de subgradiente, a quantidade de iteragoes continuou significativamente
menor em relagao aos outros dois métodos.

Observamos que em geral, para o caso do modelo MCF1S1MP, o problema dual Lagran-
geano resolvido pelo Método de Subgradiente apresentou melhor desempenho que os demais
métodos, perdendo apenas na classe considerada facil, classe 14, onde o problema dual Lagran-
geano/Surrogate resolvido pelo Método de Subgradiente forneceu melhores limitantes atingindo
um GAPFY médio de 12,56%.

No Apéndice B, apresentamos os graficos de evolucao dos iterados de um exemplar de
cada uma das classes para cada um dos métodos objeto deste estudo no tempo fixado em 1
hora. Observamos que o Algoritmo de Subgradiente apresentou um comportamento desejado,
de acordo com a literatura, ou seja, sua evolugao é em “zigzag”. Ja o Algoritmo de Volume
apresentou uma evolucao nao-decrescente, como esperado, pois seu desenvolvimento foi feito
considerando centros de estabilizacoes (secao 3.3).

Logo, podemos concluir que o problema dual Lagrangeano/Surrogate obtido a partir do
modelo MTZ1S1MP resolvido pelo Algoritmo de Subgradiente foi o que obteve melhor desem-

penho, ou seja, gerou limitantes duais de melhor qualidade.
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5.4 Consideracoes finais

No decorrer do nosso estudo obervamos que a formulacao MCF1SIMP ¢ a formulacao mais
forte em relagdo as demais estudadas (MTZ1S1M, MTZ1SIMP e MCF1S1M), e que as for-
mulagoes com restricoes MTZ sdo as mais afetadas (influenciadas) pelos planos de cortes e
pré-processamento do CPLEX (Tabela 5.9).

Em relagao as relaxacoes estudadas (Relaxagdo Lagrangeana e Relaxacao Lagrangeana/
Surrogate) e os métodos propostos para solu¢ao dos problemas duais (Algoritmo de Subgradi-
ente e Algoritmo de Volume), o Método mais eficaz foi o que forneceu limitantes duais através
da resolugao do problema dual Lagrangeano/Surrogate pelo Algoritmo de Subgradiente. Na
Tabela 5.14 apresentamos os valores dos GAP%U para as instancias das classes 14, 18 e 22,
para analisarmos o comportamento do método proposto com o método branch-and-cut incluido
no solver CPLEX. Observamos que o dual Lagrangeano/Surrogate forneceu limitantes muito
proximos aos fornecidos pelo CPLEX, todos no tempo limite de 3.600 segundos. Na Tabela
5.15 podemos ver os valores médios dos GAPSY para cada classe com seus respectivos desvios
padroes, mostrando que os valores dos GAPSY nao distanciam da média amostral.

Também podemos observar na Tabela 5.16, que os melhores limitantes duais obtidos sao

melhores que os obtidos pelo CPLEX através da relaxacao linear.

GAPZY
dados14 — 0 | 0,23%
dados14 — 1| 0,21%
dados14 —2 | 0,33%
dados14 — 3 | 0,28%
dados14 — 4 | 0,29%

dados18 — 0 | 0,30%
dados18 — 1| 0,41%
dados18 — 2 | 0,30%
dados18 — 3 | 0,36%
dados18 — 4 | 0,43%

dados22 — 0 | 1,06%
dados22 — 1| 0,73%
dados22 — 2 | 0,48%
dados22 — 3 | 0,58%
dados22 — 4 | 0,63%

Tabela 5.14: Valores dos GAPZY - Modelo MTZ1SIMP - 3.600 segundos.
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| GAPEY médio |
Classe 14 | 0,27% (& 0,049%)
Classe 18 | 0,36% (£ 0,059%)
Classe 22 | 0,70% (% 0,221%)

Tabela 5.15: Valores médios dos GAPSY e seus respectivos desvios padroes.

CAP;/ | GAPEE
dados14 — 0 | 12,53% | 31,50%
dados14 — 1 | 11,33% | 30,69%
dadosl4 — 2 | 8,36% | 28,82%
dados14 — 3 | 10,92% | 30,09%
dados14 — 4 | 10,50% | 30,46%

dados18 — 0 | 14,64% | 27,42%
dados18 — 1 | 16,02% | 28,60%
dados18 — 2 | 13,89% | 27,12%
dados18 — 3 | 15,01% | 27,71%
dados18 — 4 | 15,59% | 28,40%

dados22 — 0 | 19,25% | 28,37%
dados22 — 1 | 17,77% | 27,45%
dados22 — 2 | 15,59% | 25,80%
dados22 — 3 | 16,98% | 26,79%
dados22 — 4 | 17,60% | 27,42%

Tabela 5.16: Comparagoes entre os limitantes inferiores obtidos pelo dual lagrangeano/surrogate e a relaxagio linear.



Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas futuras

Neste trabalho, propomos trés métodos, problema dual Lagrangeano resolvido pelo Algo-
ritmo de Subgradiente, dual Lagrangeano resolvido pelo Algoritmo de Volume e dual Lagran-
geano/Surrogate resolvido pelo Algoritmo de Subgradiente, para obter limites duais e uma
heuritica gulosa para derivar um limite primal para o problema integrado de dimensionamento
de lotes e sequenciamento da producao (PIDS). Fizemos um estudo tedrico dos métodos pro-
postos e uma breve revisao bibliografica do problema PIDS.

Um estudo preliminar foi feito para saber quais restricoes seriam dualizadas e aquelas que
apresentaram um melhor resultado foram as restricoes de capacidade e a restricao de acopla-
mento dentre preparo e a troca dos itens. Essa dualizacao nos permitiu obter um subproblema
que pode ser decomposto em dois, sendo um de dimensionamento de lotes e o outro de sequenci-
amento da producao. A partir desta dualizacao foram propostos os algoritmos de subgradiente
e de volume para resolugao dos duais Lagrangeanos e Lagrangeanos/Surrogate. Propomos estes
métodos como alternativa ao CPLEX, num contexto onde nao podemos utiliza-lo.

Para pesquisas futuras queremos entender o comportamento dos métodos propostos quando
desligamos todo o pré-processamento e utilizacao de planos de cortes do CPLEX durante a
resolucao dos subproblemas, ja que constatamos que todo esse ferramental do CPLEX influencia
nos modelos. Também queremos analisar qual o impacto de utilizar os modelos desacoplados
(pois quando dualizadas as restri¢oes de capacidade e de ligacdo entre o preparo e a troca,
conseguimos dois subproblemas) durante o evolugao dos métodos propostos.

Outros temas interessantes sao:

1. Investir em uma heuristica Lagrangeana baseada na heuristica de Trigeiro [76], rodar mais

testes com instancias maiores;

2. Analisar a eficiéncia dos métodos propostos, assim como melhoramentos destes, como o al-
goritmo de subgradiente projetado, em que toda solucao dos problemas dual Lagrangeano

e dual Lagrangeano/Surrogate sao factiveis para o problema original [42], e o algoritmo
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de volume revisado [8];

3. Considerando que o dual Lagrangeano/Surrogate foi o que forneceu melhores limitantes

duais, seria interessante propor um método de resolugao exato para resolvé-lo [47].

4. Continuar explorando a linha de problemas integrados, utilizando os métodos propostos
para obter limitantes, como o problema integrado de dimensionamento de lotes e corte de
estoque [81], [72]; o problema integrado de localizacao e roteamento [45], [48]; outras for-
mulacoes para o problema integrado de dimensionamento e sequenciamento da producgao
[37], [56], [65], [70].

5. Considerar varias maquinas trabalhando em série e /ou paralelo no PIDS [17], [71];

6. Explorar outra abordagem para resolver os modelos propostos utilizando a ideia apresen-
tada por Munari et al [32], ou seja, utilizar a técnica de geragao de colunas com o método
de pontos interiores, ja que esta abordagem apresentou bom resultdos para os problemas

de corte de estoque e dimensionamento de lotes [83].
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Apeéendice A

Modelos para o PIDS

A.1 Modelo MTZ1S1M (ver descrigao na secao 1.2)
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A.2 Modelo MTZ1S1MP (ver descricao na segao 1.2)
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A.3 Modelo MCF1S1M (ver descrigao na segao 1.2)
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A.4 Modelo MCF1S1MP (ver descrigao na segao 1.2)
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Apéendice B
Graficos - instancias dadosl14 — 0

Nas Figuras B.1 a B.6 apresentamos os graficos de evolugao dos iterados da instancia dados14—0

considerando cada um dos métodos objeto deste estudo no tempo fixado em 1 hora.

Evolugéo das iteragdes - MTZ - Dual Lagrangeano resolvido pelo Método de Subgradientes
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Figura B.1: Evolugao dos iterados do dual Lagrangeano resolvido pelo Método de Subgradientes
- Dados14-0 - Modelo MTZ1S1MP.
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Evolugéo das iteragdes - MTZ - Dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo Método de Subgradientes
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Figura B.2: Evolucao dos iterados do dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo Método de
Subgradientes - Dados14-0 - Modelo MTZ1S1MP.

Evolugdo das iteragdes - MTZ - Dual Lagrangeano resolvido pelo Algoritmo de Subgradientes
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Figura B.3: Evolucao dos iterados do dual Lagrangeano resolvido pelo Algoritmo de Volume -
Dados14-0 - Modelo MTZ1S1MP.
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Evolugdo das iteragdes - MCF - Dual Lagrangeano resolvido pelo Método de Subgradientes
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Figura B.4: Evolucao dos iterados do dual Lagrangeano resolvido pelo Método de Subgradientes
- Dados14-0 - Modelo MCF1S1MP.
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Figura B.5: Evolugao dos iterados do dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo Método de
Subgradientes - Dados14-0 - Modelo MCF1S1MP.
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Evolugéo das iteragdes - MCF - Dual Lagrangeano resolvido pelo Algoritmo de Subgradientes
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Figura B.6: Evolugao dos iterados do dual Lagrangeano resolvido pelo Algoritmo de Volume -
Dados14-0 - Modelo MCF1S1MP.



Apendice C
Graficos - instancias dadosl8 — 0

Nas Figuras C.1 a C.6 apresentamos os graficos de evolugao dos iterados da instancia dados18—0

considerando cada um dos métodos objeto deste estudo no tempo fixado em 1 hora.
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Figura C.1: Evolugao dos iterados do dual Lagrangeano resolvido pelo Método de Subgradientes
- Dados18-0 - Modelo MTZ1S1MP.
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Evolugéo das iteragdes - MTZ - Dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo Método de Subgradientes
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Figura C.2: Evolucao dos iterados do dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo Método de
Subgradientes - Dados18-0 - Modelo MTZ1S1MP.

Evolugdo das iteragdes - MTZ - Dual Lagrangeano resolvido pelo Algoritmo de Subgradientes
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Figura C.3: Evolugao dos iterados do dual Lagrangeano resolvido pelo Algoritmo de Volume -
Dados18-0 - Modelo MTZ1S1MP.
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Evolugdo das iteragdes - MCF - Dual Lagrangeano resolvido pelo Método de Subgradientes
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Figura C.4: Evolucao dos iterados do dual Lagrangeano resolvido pelo Método de Subgradientes
- Dados18-0 - Modelo MCF1S1MP.

Evolugéo das iteragdes - MCF - Dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo Método de Subgradientes
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Figura C.5: Evolucao dos iterados do dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo Método de
Subgradientes - Dados18-0 - Modelo MCF1S1MP.
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Evolugéo das iteragdes - MCF - Dual Lagrangeano resolvido pelo Algoritmo de Subgradientes
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Figura C.6: Evolucao dos iterados do dual Lagrangeano resolvido pelo Algoritmo de Volume -
Dados18-0 - Modelo MCF1S1MP.



Apeéendice D
Graficos - instancias dados22 — 0

Nas Figuras D.1 a D.6 apresentamos os gréaficos de evolucao dos iterados da instancia dados22—0

considerando cada um dos métodos objeto deste estudo no tempo fixado em 1 hora.
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Figura D.1: Evolugao dos iterados do dual Lagrangeano resolvido pelo Método de Subgradientes
- Dados22-0 - Modelo MTZ1S1MP.
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Evolugéo das iteragdes - MTZ - Dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo Método de Subgradientes
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Figura D.2: Evolugao dos iterados do dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo Método de

Subgradientes - Dados22-0 - Modelo MTZ1S1MP.
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Figura D.3: Evolucao dos iterados do dual Lagrangeano resolvido pelo Algoritmo de Volume -

Dados22-0 - Modelo MTZ1S1MP.
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Evolugdo das iteragdes - MCF - Dual Lagrangeano resolvido pelo Método de Subgradientes

i > e o G
@@%y\oégg@fﬁo PRI §
0% o, o &F 0Ton © 4 o s
9 OQX@chﬁﬁf % © 000 o o
8 ocf3 6? o°° o a
S o
=]
- §9 R 0° e
= o
o
S o &° b
% oo ]
-c% (@80000 °
E o - @ @
= 00
o B
&
o
= )
o
3 o
o
[=]
=1
= o
)
T T T T T T
0 100 200 300 400 500

iteracdo

Figura D.4: Evolucao dos iterados do dual Lagrangeano resolvido pelo Método de Subgradientes
- Dados22-0 - Modelo MCF1S1MP.
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Figura D.5: Evolugao dos iterados do dual Lagrangeano/Surrogate resolvido pelo Método de
Subgradientes - Dados22-0 - Modelo MCF1S1MP.
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Evolugéo das iteragdes - MCF - Dual Lagrangeano resolvido pelo Algoritmo de Subgradientes
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Figura D.6: Evolucao dos iterados do dual Lagrangeano resolvido pelo Algoritmo de Volume -
Dados22-0 - Modelo MCF1S1MP.
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