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RESUMO

Uma equacdo diofantina ¢ uma equagdo polinomial com a restricio que seus
coeficientes devem ser numeros inteiros. Tais equagdes sdo comumente utilizadas em
resolucdo problemas, e atualmente, em vérias dreas da computagdo. Partindo dessa premissa,
o presente trabalho tem como objetivo a implementacdo de um algoritmo computacional de
resolucdo das equagdes diofantinas. Para tal, ¢ feita uma revisdo da historia da teoria dos
numeros, destacando os principais matematicos que contribuiram para esse estudo, da Grécia
antiga até a modernidade. Também ¢ feita uma revisao da teoria dos niimeros, onde sdo vistos
conceitos matematicos usados para a resolucao das equagdes diofantinas. Apds a explanagao
do método de resolucdo de equacdes diofantinas e alguns exemplos da sua aplicagdo em
resolucdo de problemas, ¢ feita uma revisdo sobre programas computacionais que para
resolucdo da equagdo, e entdo serd implementado, para a platafroma Android, um programa
de resolucdo dessas equagdes. As principais funcdes desse programa sdo analisadas e
mostradas. Conclui-se com o presente trabalho a importancia da base tedrica e historica para o
melhor entendimento das equagdes diofantinas, assim como a sua importancia no mundo de
hoje em dia. Esse trabalho ¢ focado na resolugdo de equagdes diofantinas lineares de duas

variaveis.

PALAVRAS-CHAVE: Equacdo diofantina linear. Android. Algoritmo. Java. Teoria dos

nameros. Diofanto.



ABSTRACT

A Diophantine equation is a polynomial equation with the restriction which each of its
coefficients must be integers. These equations are mostly found in everyday issues, and
nowadays, in several areas of computer science. Taking this as a premise, this work aims at
the implementation of technics for solving Diophantine equations in a computer program. To
accomplish this goal, a revision in the history of the theory of the numbers is made,
highlighting the main mathematicians who contributed for this theory, from the ancient
Greece until modernity. A revision of the theory of the numbers itself is also made, where key
concepts for resolving Diophantine equations are studied. After explaining the method for
solving Diophantine equations, a revision in already existing programs which make this
resolution is made, and then, a program for the Android platform is implemented. The main
features of this program are analysed and exposed. The conclusion of this work is the
importance of the theoretical and historical basis for a better understanding in solving
Diophantine equations, as well as its importance in the world nowadays. The focus of this

work are linear Diophantine equations with two variables.

KEYWORDS: Linear Diophantine Equation. Android. Algorithm. Java. Number theory.
Diophantus.
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1 INTRODUCAO

Equagdes diofantinas recebem esse nome gragas a Diofanto de Alexandria, um dos
maiores matematicos da Antiguidade. Chamado por alguns de ‘O pai da aritmética’, o seu
mais famoso trabalho foi a série de livros chamada ‘Arithmetica’, colecdo de problemas

algébricos que influenciaram fortemente o desenvolvimento da teoria dos nimeros.

Pela definicdo, equagdo diofantina € qualquer equagdao polinomial em que os
coeficientes do polindmio em questdo sejam numeros inteiros. O que faz uma equagdo
‘diofantica’ ¢ o fato de suas solugdes estarem restritas ao conjunto dos nimeros inteiros.

Exemplos de equacdes diofantinas:

e Equagdes lineares de duas variaveis, ax + by = c;

e A equacdo quadratica de trés variaveis, x* + y? = z2

O objetivo do presente trabalho ¢ implementar, em linguagem computacional, um
aplicativo que calcule as solucdes inteiras de equagdes diofantinas lineares com duas variaveis
e que mostre todas as solugdes inteiras positivas. Esse trabalho baseia-se na justificativa de
que o tema escolhido ¢ de grande aplicagao na atualidade. Com o advento da tecnologia, essa
tem se tornado parte fundamental do nosso dia-a-dia. E a Matematica ¢ a alma da tecnologia,
sendo toda a sua estrutura regida por leis e teoremas matematicos. Com esse trabalho, tenta-se
explorar um pouco dessa matemdtica que existe por trds desse universo tdo gigante,

demonstrando como um simples programa contém tantos conceitos da teoria dos nimeros.

Para alcancgar tal objetivo, apds essa introdugdo, ¢ apresentado, no Capitulo 2, um
referencial bibliografico, com acertos de trabalhos de outros autores que também estudaram

teoria dos nimeros e suas aplica¢des na computacao.

No Capitulo 3, uma breve explana¢do sobre a historia da teoria dos numeros ¢é
realizada. Nesse capitulo ¢ apresentada um pouco da histéria de Diofanto e de outros

matematicos que deram continuidade em seu estudo sobre esta teoria.

Em seguida, no Capitulo 4, serd abordado o referencial tedrico utilizado como base
para o estudo e implementagdo computacional das equagdes diofantinas. Alguns dos
principais teoremas desta teoria sdo abordados, assim como, maximo divisor comum,

nimeros primos e divisdo euclidiana.
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No Capitulo 5 apresenta-se as técnicas de resolugdo das equagdes diofantinas. E
apresentado o método pelo qual pode-se resolver equagdes lineares de duas varidveis e
também exemplo de resolucdo de equagdes. Apresenta-se também uma breve explicagao do

método de resolver equagdes diofantinas com trés variaveis.

O Capitulo 6 apresenta como se deu a implementagdo em linguagem computacional
das técnicas apresentadas no capitulo anterior. Usando a linguagem de programacio JAVA®
para a plataforma Android, um programa para resolver equagdes diofantinas de duas varidveis

¢ apresentado e suas principais func¢des sao explicadas.

No Capitulo 7 faz-se uma breve revisao de programas ja existentes usados para
calcular equagdes diofantinas. Sao pesquisados alguns programas de plataformas diferentes os
quais tem como funcdo a mesma do aplicativo do presente trabalho. Sdo apresentadas
capturas de telas e uma breve explicacdo de cada um. Finalmente, no Capitulo 8, apresenta-se
o programa desenvolvido no presente trabalho. Capturas de tela do programa criado sdo
apresentadas, mostrando suas principais fungdes e como déa-se a parte de interagdo com o

usudrio. E o por fim, a conclusao deste trabalho ¢ apresentada.
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2 REVISAO DA LITERATURA

Vérios estudos sobre algoritmos computacionais para a resolucdo de equagdes
diofantinas podem ser encontrados na literatura. Diverge-se muito a escolha de linguagem
computacional usada para a implementacdo dos algoritmos, como PASCAL®, MAPLE®,

Linguagem C++®. Porém nenhum deles, em JAVA®.

Hanta (2001) utiliza trés métodos distintos para a resolucdo das equagdes. Sao
apresentados trés desses, os quais: algoritmo euclidiano, modificacdes elementares de uma
matriz ¢ método para coeficientes indefinidos. Ao final, uma pequena comparacdo dos
métodos ¢ feita, concluindo que o método que foi escolhido para ser explanado no presente

trabalho ¢ de fato o que maior gasto computacional.

Yesilyurt (2012) utiliza também o método de resolucdo pelo algoritmo de Euclides.
Faz uma explanacdo sobre teoria dos nimeros e a aplicacio da mesma nas equagdes
diofantinas. Nesse trabalho abrange também o tema de congruéncias lineares. Ele utiliza desse
método para encontrar resolu¢ao para a equagao dada. Apresenta também uma solida base

teodrica e sua aplicagdo no tema estudado.

Campos (2013) apresenta em seu trabalho toda a teoria numérica que envolve a
resolucdo das equagdes diofantinas, e em seguida, apresenta métodos para o calculo de
equagoes lineares com duas, trés e quatro variaveis. Ao final de seu trabalho, apresenta um
capitulo dedicado a resolu¢do de problemas que se utilizam de equagdes diofantinas. Essa
parte tedrica € também apresentada por Hanta (2001) e Yesilyurt (2012), porém Campos a

apresenta com mais detalhes.

Ferreira ¢ Domingues (2013), primeiramente, apresentaram uma base tedrica sobre
equacdes diofantinas e sobre a linguagem de programacio PASCAL®, ¢ em seguida
apresentam a resolucao das equacdes diofantinas por outro método, o método de tentativa-erro,
ou seja, de ir testando conjuntos de niimeros inteiros em um dado intervalo, até que algum
conjunto seja resolucdo da equacdo dada. Esse método de resolugdo apresenta
complexibilidade de grau 2, ou seja, uma equacdo com intervalo de teste de x, sera necessario
que se calcule até x° processos para achar uma solugio. Para um programa pequeno, esse grau
de complexibilidade ndo ¢ notado pelo usuario, porém tende a causar mais demora quando se

aplica esse método para programas que realizam mais célculos.
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Bispo (2013) e Freitas (2015) explicam mais a fundo o lado pratico das equagdes
estudadas. Ambos, além de apresentar uma base tedrica bem completa para a resolu¢do das
equagoes diofantinas nao-lineares e lineares, exploram varios problemas que usam equagdes
lineares que podem ser encontrados em situagdes cotidianas, como problemas financeiros e de
distribuicdo de produtos, problemas estes que sdo muito comuns para empresas € negocios.
Bispo também nos da exemplos de graficos das equagdes diofantinas plotados no programa
Winplot®. Freitas também usa o Winplot® para mostrar graficos de equagdes, e usa o

programa Maple® para a resolugdo das mesmas.

Podem-se citar alguns trabalhos sobre o uso das equagdes diofantinas na Educagdo
Basica como o de Pommer (2008), o qual disserta sobre a aplicagdo das equagdes diofantinas
no ensino basico como forma de articular conteudos e competéncias. Por meio de
apresentacdo de jogos para as turmas de alunos de matematica do ensino basico, o autor
estimula os alunos a criarem um pensamento critico, fazendo com que a situagdo-problema
apresentada servisse como base para a evolugdo desse pensamento critico. Os alunos
primeiramente pensam numa resolugdo de tentativa-erro, € aos poucos vao adquirindo os

conhecimentos necessarios para a resolu¢do das equacdes de forma algébrica.

Pommer e Pommer (2012) discutem a relevancia da utilizacdo de situagdes-problema
envolvendo tépicos da teoria elementar dos nimeros na educagdo basica, enfatizando aspectos

da origem e desenvolvimento historico-epistemologico das Equagdes Diofantinas Lineares.

Savois e Freitas (2014) fazem uma andlise sobre o conceito de maximo divisor comum
generalizado, para que possam usar os racionais como conjunto numérico dos coeficientes das
equagoes diofantinas. De forma, expandem a abrangéncia de problemas solucionados por
estas equagdes. Apresentam alguns problemas praticos e suas solugdes considerando os

numeros racionais como coeficientes das equagdes diofantinas.
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3 HISTORIA DA TEORIA DOS NUMEROS

Durante a maior parte da histdria, a teoria dos nimeros foi sempre considera uma area
cuja aplicagcdes no mundo real quase inexistem. “Se algum dia houve um ramo da matematica
considerado como vivendo nas alturas inebriantes das torres de marfim foi a teoria dos
numeros”(Stewart, 2014, p. 88). Porém, apos quase 2500 anos como exercicio puramente
intelectual, surgiu uma area na qual a teoria dos numeros ¢ amplamente aplicada, a
computacdo. Os problemas e situagdes levantadas pelos computadores atuais remetem quase

que totalmente a esta teoria.

Nesse contexto, sera feita uma breve historia sobre o estudo da teoria dos niimeros,
passando pelo seu inicio na Grécia antiga, onde fora apresentada por Euclides “disfarcada™ de
geometria e desenvolvida por Diofanto, até os tempos atuais, com o impulso inicial dado por

Fermat no século XVII, e desenvolvida mais profundamente por Euler e Gauss.

3.1 DIOFANTO DE ALEXANDRIA

Diofanto de Alexandria, Figura 1, foi o ultimo grande matematico da Escola de
Alexandria, nome dado ao periodo de proliferagdo do saber naquela cidade, como a filosofia,
a arte, a ciéncia e a religido. Um dos mais importantes matematicos da Grécia antiga,
Diofanto exerceu papel na Aritmética semelhante a Euclides (360-295 a.C.) da Geometria e

Ptolomeu (85 — 165 a.C.) na Astronomia.

Diofanto estudou na Universidade de Alexandria. Naquela época, Alexandria era um
grande centro econdmico e cultural. Juntamente com a concentragdo de riqueza dos nobres
que 14 viviam, Alexandria se tornou um local propicio para o cultivo do saber. A biblioteca de
Alexandria possuia mais de 7000 manuscritos, o que atraia muitos pensadores para aquela

regiao.

Pouco se sabe sobre sua vida pessoal. At¢ mesmo o periodo em que ele viveu ¢ ainda
questionado pelos historiadores. Documentos antigos citam varias passagens do matematico,
0 que nos permite demarcar um limite temporal de quase cinco séculos onde ele pode ter
vivido. Como cita Bashmakova (1972), ndo sabemos quando ele viveu e nem sobre seus

ancestrais, os quais trabalharam na mesma area. Seu trabalho nos lembra uma chama viva no
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meio de uma escuriddo impenetravel. Estudos mostram que a data mais provavel para o

nascimento de Diofanto estd entre os anos de 200 ¢ 214 a.C.

Figura 1: Diofanto de Alexandria

_
Fonte: http://diophantus.weebly.com/uploads/2/6/9/8/26986989/1347997 orig.jpg. Acesso em 29 ago.
2016
O que se sabe de sua vida deve-se a documentos e citagcdes de outros autores. Um
famoso enigma, escrito em sua tumba e publicado em uma antologia grega de livros nos da

uma pista sobre algumas informacdes da vida de Diofanto. Eis o enigma:

Aqui jaz Diofanto, contemple a maravilha.

Por meio da arte algébrica, a pedra mostra sua idade:

Deus deu a ele um sexto de sua vida na infincia,

Um duodécimo como adolescente enquanto cresciam bigodes;

E ainda um sétimo antes de iniciar o casamento;

Em cinco anos chegou um vigoroso filho.

Ah! Querida crianga do mestre e sabio,

Depois de alcancar metade da idade que viveu seu pai, o destino frio o levou.
Ap0s consolar-se por quatro anos com a ciéncia dos numeros,

ele terminou sua vida.(MADEIRA, 2011)

Resolvendo esse enigma, a equagdo que representa o problema sera:

C+ I+ i+ 5+ +4 =1,
6 12 12 7 2

consegue-se concluir que Diofanto morreu aos 84 anos de idade.

Sua maior contribuicdo para a histéoria ¢ uma colecio de 13 livros chamada
‘Aritmética’ onde sdo encontrados diversos problemas de algebra. Dos 13 volumes, apenas
seis sobreviveram ao tempo. Recentemente foram descobertos mais quatro desses livros,

porém escritos em Arabe.
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Os problemas matematicos encontrados nessa sua série de livros focam mais na
resolugdo de equagdes especificas com engenhosos artificios algébricos do que encontrar um
método geral para a resolugdo dessas. ‘“Possivelmente, a Aritmética, assim como o0s
Elementos de Euclides, foi uma compilacdo e sistematizacdo dos conhecimentos da

época.”’(Mol, 2013, p.58).

Diofanto ¢ frequentemente chamado o pai da algebra, mas talvez seja muito
mais adequado trata-lo como precursor da moderna teoria dos niumeros, cujo
ponto de partida seria o trabalho de Fermat no século XVII. O matematico
persa al-Khwarizmi (780-850) partilha o titulo de “pai da algebra” pelo seu
proprio livro intitulado Algebra, que continha uma solugdo sistematica de
equagdes lineares e quadraticas. Al-Khwarizmi introduziu os numerais hindu-
arabicos ¢ os conceitos de Algebra na matematica europeia. As palavras
algoritmo e algebra decorrem do seu nome e al-jbr (¢ uma palavra arabe que
significa operacdo matematica usada para resolver equagdes quadraticas),
respectivamente. (Freitas, p.23, 2015)

Outra grande contribui¢do dessa obra foi a notagdo empregada. Diofanto foi o
primeiro matematico que se tem registro a usar notacdo algébrica em seus problemas. Ele
abandona a algebra puramente retdrica e passa a empregar abreviagdes, simbolos e notagoes.
Os simbolos utilizados por Diofanto diferem dos simbolos usados atualmente, principalmente
por serem escritos em grego. Mas foi a partir de sua obra que posteriormente foi desenvolvida

a notagdo que conhecemos hoje em dia.

Como exemplo, Diofanto utilizava como simbolo para uma varidvel a letra S. O

Quadro 1 mostra algumas potencias dessa variavel, a qual hoje em dia usa-se normalmente ‘x’.

Quadro 1 - Potencias da variavel x na escrita de Diofanto

x S
x? AY
x3 KY
x* AYA
x° AKY
x© KK

Fonte: MOL, R. S. Introdug¢ao a Historia da Matematica. Belo Horizonte: CAED-UFMG, 2013, p. 58

Outro exemplo apresentado por Mol (2013) ¢ a adicdo e subtracdo. A adicdo era
representada pela justaposi¢do dos simbolos (o que hoje ¢ comum para a multiplicagdo). J&

para a subtragdo, era usado o simbolo .
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O sistema de numeragdo empregado era o alfabético ou jonio, em que cada letra grega
representava um numero. Sabendo disso e sabendo que a varidvel independente era
representada por M, podemos escrever polindmios de uma varidvel de uma maneira tio
concisa quanto atualmente. Assim, o polindmio x* + 2x3 —3x% + 4x — 5 era escrito,

naquela época, da seguinte maneira:
AY AaKY BMAYySSMMe

Lembrando que os nimeros eram colocados apos as variaveis.

3.2 EUCLIDES

Euclides de Alexandria viveu aproximadamente entre 360 e 295 a.C.. Apesar de
Euclides ser um dos mais aclamados matematicos de todos os tempos, pouco se sabe sobre
sua vida, devido a falta de documentos que a detalhem. Diz-se que teria sido educado em
Atenas e frequentado a academia de Platdo. Convidado por Ptolomeu I para ser professor da

recém-formada academia de Alexandria.

Numa ¢época de disputas entre generais gregos por territorios, Ptolomeu I, governante
da regido da Grécia, onde atualmente se encontra o Egito, pode voltar sua atencdo a parte
intelectual de seu governo. Criou a famosa escola de Alexandria, e convidou Euclides para ser

um de seus professores.

Euclides possui pelo menos dez trabalhos, dos quais cinco chegaram completos até os
dias atuais. Porém o trabalho que o d4 o titulo de autor matematico mais famoso da Grécia
antiga, sendo de todos os tempos sdo Os Elementos (300 a.C.), uma coletanea de treze livros

que retinem todos os conhecimentos matematicos da época até entao.

Os primeiros seis livros dessa coletanea tratam de problemas de geometria plana, area
que hoje ¢ chamada de geometria euclidiana. Nesses livros, Euclides apresenta postulados
utilizados até os dias de hoje, necessarios para os estudos dos livros seguintes; apresenta
também propriedades sobre tridangulos, retas paralelas, circunferéncias e formas de construgao

dessas figuras.
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Figura 2 - Euclides de Alexandria

)
N

Fonte: http://ecalculo.if.usp.br/ferramentas/pif/historia/imagens/Euclid_2.jpg. Acesso em 19/09/2016

Os livros VII, VIII e IX sdo os que tratam da teoria dos nimeros. Para os gregos,
nimeros eram apenas os numeros inteiros e positivos. O livro VII se inicia com a defini¢ao de
varias propriedades dos numeros, como 0 que sao numeros primos, compostos, pares e
impares, etc. No que se refere aos nimeros primos, pode ser encontrada, por exemplo, a
seguinte propriedade, que serd demonstrada nesse trabalho: “Todo nimero pode ser expresso
como produto de primos”. No livro VII também ¢ apresentado o famoso algoritmo de

Euclides, que sera apresentado posteriormente no presente trabalho.

O livro VIII, considerado por Boyer (1996) o menos interessante entre os 13 livros,
trata principalmente de propor¢des continuas (progressdes geométricas), tratando também de

propriedades simples de quadrados e cubos.

Finalmente, o livro IX, ultimo sobre teoria dos nimeros, apresenta alguns teoremas de
muita importancia. E nesse livro que se encontra uma proposigdo equivalente ao Teorema
Fundamental da Aritmética, explanado no capitulo que segue. E nele também que Euclides
prova a existéncia de infinitos numeros primos, ‘“considerada universalmente pelos

matematicos como modelo de elegancia universal ” (Eves, 2004, p. 175).

O livro X, considerado por estudiosos o mais admiravel e o mais temido antes do
advento da algebra moderna, trata de problemas de incomensurabilidade, ou seja, problemas
usando nimeros que nao podem ser medidos, os racionais. Os trés ultimos livros tém como
tema a geometria espacial, com o estudo de so6lidos e suas propriedades. Como pode-se
perceber, diferente do que se ¢ dito de maneira equivocada, os Elementos ndo tratam apenas

da geometria plana, e sim de toda a matematica estudada até entdo na época.
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Segundo Boyre (1996), certamente um dos grandes feitos dos matematicos gregos,
presente na obra de Euclides, foi o sistema postulacional, o qual apresenta as defini¢des
matematicas em forma de postulados. Para que se demonstre uma afirmagao, ¢ necessario que
esta seja consequéncia de outra afirmacao previamente estabelecida, e essa de outra, e assim
por diante. Percebe-se que essa cadeia ndo pode correr de modo infinito. Da-se o nome de

postulado ou axioma as defini¢des iniciais que servem de base para essas afirmagoes.

3.3 PIERRE DE FERMAT

Outro nome que também teve papel importantissimo na evolugdo do estudo da teoria
dos numeros foi Pierre de Fermat (1601-1665). Advogado e politico francés, Fermat nunca
atuou como matematico profissionalmente, o que fez com que nao publicasse obras. Porém,
seus estudos e sua genialidade os fez um dos precursores da teoria dos nimeros moderna, e

até mesmo da geometria analitica e calculo diferencial. Fermat deu continuidade aos trabalhos

de Diofanto na area de teoria dos niumeros.

Figura 3 - Pierre de Fermat

ﬁ-

BRI

Fonte: http://mimosa.pntic.mec.es/jgomez53/matema/conocer/fermat.jpg acesso em 19/09/2016.

Fermat nasceu em Beaumont de Lomagne em 17 de agosto de 1601. Filho de um

comerciante de couro, seu pai foi capaz de lhe oferecer 6timas condigdes de ensino desde a
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infancia. Seguiu na carreia de direito, sendo Juiz Supremo na Corte Criminal Soberano do
Parlamento de Toulouse. Em seu tempo vago, sua atividade preferida era a Matematica,
atividade que lhe rendeu o titulo de maior matematico francés do Século XVII. Faleceu em

1665, em Castres.

Fermat estudou diversos assuntos da Matematica, desde geometria analitica a analise
infinitesimal, mas tudo indica que seu assunto preferido era a teoria dos niimeros. Fermat
possuia talento extraordinario para essa area, o que o tornou o fundador da teoria moderna dos
numeros. O fato de ele ndo ter como area principal de atuacdo a Matematica fez com que ele
publicasse quase nenhuma obra, sendo praticamente todos seus estudos retirados de anotagdes

€ manuscritos encontrados apos sua morte.

Um fato muito interessante ¢ que Fermat, em posse da traducdo latina de Aritmética,
de Diofanto, fez anotacdes que se tornaram celebres, como a conjectura a seguir. Ela foi
escrita na margem de uma das paginas da obra de Diofanto, se tornando importantissima para
o estudo da teoria dos niimeros. Essa conjectura ¢ conhecida como o Ultimo Teorema de

Fermat:

“Paran > 2, ndo existem nimeros inteiros positivos x, y e z satisfazendo a identidade

X"yt =2

Fermat escreveu também na margem do seu exemplar de Aritmética que tinha uma
prova magnifica para tal teorema. Porém, ele ndo a deu, pois, segundo palavras do proprio
Fermat escritas juntamente com o teorema, “essa margem ¢ demasiadamente pequena para
tal”. Muitos matematicos tentaram provar tal teorema, porém em vao. Somente em 1995 uma
prova definitiva foi encontrada, usando fatos sobre curvas elipticas. Porém, tais métodos sao

muito sofisticados, levando-se a crer que nao era possivel Fermat ter tal prova naquela época.

Nao ¢ somente o grande teorema de Fermat que permaneceu sem prova. Outro
teorema bastante famoso dele, chamado de Pequeno Teorema de Fermat, somente foi provado
um século depois por Leonhard Euler. Tal teorema ¢ o seguinte: “Se p é primo e a é um

numero ndo divisivel por p, o niimero aP?~1 — 1 é divisivel por p”.

A prova desse teorema fez o uso de inducdo, artificio que era bem conhecido por parte
de Fermat. Alias, indugdo matematica ¢ muitas vezes chamada também de indugdo de Fermat,

para ser diferenciada da indugao cientifica.
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Fermat também presumiu que todos os niimeros na forma F, = 22" + 1 fossem todos

primos, o que foi provado errado por Euler mais tarde.

3.4 LEONHARD EULER

Leonhard Euler (1707 - 1783), matematico suico, foi considerado o maior matematico
do século XVIII. Euler estudou na Universidade de Basel, onde desde cedo fora considerado
um génio devido a sua aptiddo matematica. Foi considerado o matematico mais produtivo de

seu tempo, € um estudioso em que seu nome aparece em varias areas do conhecimento.

Figura 4 - Leonhard Euler

Fonte: http://www.ega-math.narod.ru/Bell/IMG/Euler1.jpg. Acesso em 19/09/2016.

Nascido na cidade de Basel, Euler pretendia seguir carreira na teologia, até perceber
que seu verdadeiro talento era na area dos nimeros. Seu pai o ensinou, e vendo seu eximio
dom para a Matematica, conseguiu com que ele estudasse com Jean Bernoulli na
Universidade de Basel. Com 20 anos, Euler foi indicado a um posto na Academia de Ciéncias
Imperial, em Sao Petersburgo, na Russia. Em pouco tempo, Euler se tornou o cabega da se¢ao

de matematica na instituigao.

Euler ¢ dos matematicos que possuem mais trabalhos publicados na historia,

superando 800 se contabilizados com os publicados apds sua morte. E ele ndo ¢ somente
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reconhecido no ramo da Matemadtica. Além de seus trabalhos nas areas da algebra, geometria,
teoria dos niimeros e tantos outros campos da Matematica, Euler tem também publica¢des no

ramo da Astronomia, Botanica, Quimica, Teologia, Medicina, entre outros.

O que nos chama atencdo ¢ que sua produtividade ndo decresceu mesmo quando,
durante o periodo em que atuou em Sao Petersburgo, ficou cego. Ele ja era cego de um olho
desde sua juventude, e mesmo com a cegueira total, devido a sua memoria fenomenal e seu

poder de concentragao incomum, continuou a publicar trabalhos, com ajuda de um assistente.

Dentre suas maiores contribui¢des para a Matematica esta a implementagdo da notacao

que ¢ usada até nos dias atuais, tais quais: f(x) para fun¢des; e para base dos logaritmos

naturais; 2'para somatorio; i para a unidade imaginaria, v —1; entre tantos outros.

Na area de teoria dos nimeros Euler ndo teve desempenho diferente. Como dito
anteriormente, Euler demonstrou o Pequeno Teorema de Fermat e contribuiu para a
demonstragdo do Ultimo Teorema de Fermat, provando que paran = 3, nio existe solugdes
inteiras para a equacgdo x™ + y™ = z". Euler mostrou também que a deducdo de Fermat, que
dizia que F,, = 22" 1 1¢ primo para todo n, estava errada paran = 5, ou seja, provou que o

nimero 4.294.967.297 ndo era primo, algo fascinante para a época.

3.5 CARL FRIEDRICH GAUSS

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), outro nome importantissimo na matematica, possui
papel fortissimo no estudo da teoria dos numeros. Desde a infancia, Gauss demostrava
fortissima aptiddo matematica. Aos 22 anos de idade, ja defendia sua tese de doutorado, a

qual forneceu uma demonstragdo ao Teorema Fundamental da Algebra.
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Figura 5 - Carl Friedrich Gauss

Fonte: http://cdn2.rare-earth-magnets.com/images/content/johann_carl_friedrich_gauss.jpg. Acesso em
19/09/2016.
Nascido em Brunswick, na Alemanha, teve um pai que nao lhe estimulava nos estudos,
porém uma mae que, mesmo numa época onde mulheres tinham a opinido desgastada, lhe deu

estimulo para que estudasse.

Gauss foi uma crianga prodigio. Conta Mol (2013) que, na infancia, durante uma aula,
o professor, para ocupar os alunos, pediu-lhes que somassem todos os numeros de 1 a 100.
Em poucos minutos, Gauss tinha a resposta, e para a ira do professor, fora o unico aluno que
acertou-a. Acredita-se que Gauss usou para isso a soma de termos de uma progressao

aritmética.

Aos 18 anos ingressou na faculdade na duvida se cursaria Matematica ou Filosofia,
mas se rendeu a Matematica. Um de seus feitos como aluno foi a descoberta de como tracar,
com régua e compasso, um poligono regular de 17 lados (at¢ entdo s6 se sabia tracgar
poligonos regulares cujos lados sdo numeros primos de lados 3 e 5). Nessa idade também ja

dominava vérias linguas, como o Latim, o Inglés, o Francés e o Dinamarqués.

Aos 20 anos escreveu sua tese de doutorado, a qual dava a primeira demonstracio
satisfatoria do Teorema Fundamental da Algebra. Ao longo de sua vida, deu ainda mais trés

demonstragoes desse teorema.
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Gauss era conhecido por seus amigos por varios titulos, como Principe dos
matematicos, Titd, entre outros, gracas a sua inteligéncia fora do comum. Gauss possui
trabalhos de grande relevancia ndo s6 na Matematica, mas também na Astronomia, Otica,

Eletricidade, entre muitos outros campos.

Na obra Disquisitiones Arithmeticae, a qual Gauss comecou a trabalhar em 1801, ele
trata da teoria dos numeros mais profundamente. Até entdo, a teoria dos numeros era um

emaranhado de resultados isolados.

Nessa obra, ele reune trabalhos de seus antecessores e desenvolveu novas teorias,
dando uma cara nova ao assunto. Dividida em sete se¢des, Gauss trata nas quatro primeiras
secdes de uma reformulacdo da teoria dos numeros do século XIII. As se¢des seguintes tratam
da resolugao de equagdes especificas. Tais demonstracdes serviram de base para estudos mais
sofisticados nos séculos que seguiram. Essa obra ¢ considerada o marco inicial da teoria

moderna dos nimeros.

3.6 MATEMATICA NO FUTURO

E impossivel descobrir o que nos aguarda no estudo da Matematica para o futuro.
Como ja pode-se ver quando se estuda os matematicos antigos, ndo existe uma linha continua
que se segue. Assuntos que estdo em alta podem, de repente, se tornarem obsoletos, assim
como assuntos esquecidos podem voltar a tona com resultados inimaginaveis. Tem-se como
maior prova dessa imprevisibilidade a criagdo de calculadoras e computadores, que no
comeco do século parecia algo inacreditavel e impossivel, e hoje faz parte do dia-a-dia da
populacdo, e fez com que célculos matematicos pudessem ser feitos em velocidades que antes

nao podiam nem ser imaginadas.

O mais impressionante da teoria dos nimeros, como cita Stewart (p. 88, 2014) ¢ o fato
de, mesmo estando lidando com niimeros simples como os inteiros, as perguntas que cercam
sdo inumeras, sendo que teoremas formulados séculos atrds ainda seguem sem resposta.

Somente o tempo guarda a resposta dessas perguntas.
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4 FUNDAMENTOS DA TEORIA DOS NUMEROS

Atualmente, o estudo da teoria dos numeros esta muito mais avangado que na
Antiguidade como foi visto no capitulo anterior. As técnicas, foérmulas e notagdes
matematicas utilizadas antigamente foram, com o tempo, sendo aprimoradas e aperfeicoadas
por matematicos e estudiosos modernos. A teoria dos nimeros, atualmente, ¢ a base de varios

ramos da ciéncia, principalmente da computagao.

Com o advento da tecnologia e sua constante evolu¢do, céalculos que antigamente
demorariam dias para serem feitos, hoje em dia sdo realizados em questdo de segundos. Essa
revolucdo tecnoldgica deve-se, em grande parte, a0 maior entendimento matematico que se

vem adquirindo durante os séculos.

Nesse capitulo, sao abordados alguns desses conceitos basicos da teoria dos nimeros
que serdo imprescindiveis para o entendimento de equagdes diofantinas e sua aplicacao
computacional, que podem ser encontrados em Domingues e Iezzi (2003), Milies e Coelho

(2003), Domingues (2009) e Vidigal et. al. (2009).

4.1 DIVISIBILIDADE EM Z

Definicdo 4.1.1 Dados a,b €Z eb # 0, diz-se que a divide b se, e somente se,
b = ac, para qualquer ¢ € Z . Quando isso acontece, pode-se também dizer que b ¢ multiplo
de a ou que a ¢ dividor de b. Quando um nimero a divide b, sera usada a notagdo a|b, ou

seja, a divide b. Caso contrario (a nao divide b) sera usado a t b.

No caso da equagdo b = ac, o elemento ¢ ¢ chamado de quociente de b por a e pode

também ser representado como ¢ = b/a.
A partir dessa definicdo, pode-se destacar algumas propriedades imediatas:
P1: Reflexiva: a|a, paratodoa € Z.
P2: 1|a,paratodoa € Z .
P3:al|0, paratodoa € Z .

De acordo com essas propriedades, apresentam-se as seguintes proposicoes,

considerando a, b, c,d € Z:
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Proposicio 4.1.1: Se a|b e b|la,entdoa = + b.

Prova: Sejam considerados m,n €Z . Como a|b, tem-se que b = am. Também,
como b|a, tem-se que a = bn. Substituindo as equagdes, tem-se que a = (am)n =
a(mn), o que implica que mn = 1. A tnica solugdo possivel dentro dos inteiros ¢ m =

n = loum = n = —1. Assim, conclui-seque a = +b. ¢
Proposicao 4.1.2 (Transitiva): Se a|b e b|c, entdo a|c, para todo a, b, c € Z.

Prova: Sejam considerados m,n €Z . Sabe-se que b = an e ¢ = bm . Por

substitui¢do, tem-se que ¢ = (am)n = a(mn). Como mn € Z, conclui-se que a|c. ¢

Proposicao 4.1.3: Para todo a,b,c €Z. Se a|b e a|c, entdo a|(bx + cy), para todo

x,y €L

Prova: Sejam m,n €Z . Como a|b, entdo b = am. Da mesma forma, como
alc,c = an . Substituindo, tem-se que bx + cy = (am)x + (an)y = a(mx) +
a(ny) = a(mx + ny). Como bx + cy = a(mx + ny), conclui-se que a| (bx + cy).

¢
Corolario 4.1.1: Para todo a, b € Z. Se a|b, entdo a|(bx), para todo x € Z.

Prova: Seja considerado m € Z. Como a|b, tem-se que b = am. Substituindo, tem-se

que bx = (am)x = a(mx). Como bx = a(mx), conclui-se que a|bx. ¢

Proposiciao 4.1.4: Sea = (b + ¢) e d|c, entdo d|a se, e somente se, d|b.

Prova: Sejam m,n,p €Z. Como d|c, ¢ = dp.

(=) Como d|a,a = dm. Substituindo na equacdo, tem-se que dm = b + dp.
Logo,b = dm - dp = d(m — p). Sabendo que m — p ed|b, conclui-se que d|b.

(<) Analogamente a prova acima, como d|b, b = dn.b. Substituindo na equagao,
tem-se que a = dn + dp. Logo,a = d(n + p).Sabendo quen + p €Z, conclui-se que
dla. ¢

Proposicao 4.1.5: Se a|b, com a,b # 0, entdo |b| >|a|.

Prova: Sejam considerados n € Z. Como a|b, tem-se que b = an. Dai, |b| = |an|,

ou seja, |b| = |al|n|. Como n ndo pode ser 0, |n| > 0, o que implica em |b| >|a|.¢
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4.2 NUMEROS PRIMOS

Defini¢ao 4.2.1: Um nimero p € Z ¢ dito primo se, se somente se,
p*0ep+ £1;
Os unicos divisores de p sao 1 e o proprio p.

Se um nimero nao € primo, esse niumero € dito composto. De acordo com a defini¢ao,

0 e 1 ndo sdo primos nem compostos.

Teorema 4.2.1 (Teorema Fundamental da Aritmética): Para todo a € Z,a #

Oea# £1 , existe um unico conjunto de primos pq,pPz, D03, -, Pr € Z, com r > 0 tal
que a = xpip; ... Py

Prova: Prova-se esse teorema por inducgdo. Seja P(n) a afirmativa: n ¢ um nimero

primo ou n pode ser escrito como um produto de nimeros primos. Entdo, tem-se:
P(2) ¢ verdadeira, pois 2 ¢ primo;

Suponha-se que a afirmativa ¢ verdadeira para todo m, em que 2 < m < k. Entdo ¢

necessario provar que a afirmativa também ¢ verdadeira para P(k + 1).

Se k + 1 ¢é primo, a afirmativa ¢ verdadeira. Se k + 1 é composto, entdo k + 1 pode

serescritodaformak +1=ab,com2<a<ke2<b<k.

Portanto, pela hipétese, P(a) e P(b) sdo verdadeiras, logo a e b sdo niimeros primos.

Para demonstrar a unicidade dessa decomposicao, considera-se o conjunto S
S={n€N:n>2entemduas decomposicoes distintas em fatores primos}.

Como foi dito anteriormente, a decomposi¢ao em fatores primos ¢ Unica, logo S = @.
Mas supde-se que, por absurdo, S # @. Considera-se também m € S o menor elemento do
conjunto. Logo:

m = pipz .Pr = q1qz - qs (4.1)

Sao duas fatoragdes distintas de m em numeros primos. Reordenando esses numeros,

caso necessario, tem-se:

PL<p;<-<preq <q < <gs (4.2)
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Percebe-se que, necessariamente, p; # q, . Percebe-se isso pois, caso contrério,

. .~ . , m r [
haveriam duas decomposicdes diferentes do numero o> que & menor que m, o que contrariaria
1
a hipotese de que m € o menor elemento do grupo. Assim, pode-se assumir que p; < q;.

Define-se agora um novo elemento m’, tal que:

m' =m— (p19293 --qs) (4.3)

Substituindo a Eq. (4.1) na Eq. (4.3):

m' = (p1pz .. 0r) — 0192 - qs) = P1(P2 - Pr — 2 - q5) (4.4)

m' = (q19z - qs) = 019z - 45) = (@1 = P1)(4z2 - Gs) (4.5)
Como nota-se, m' <m. Se py ...pr — q5 ...qs = 0, por consequéncia, teria-se que
P1 = g1, 0 que ja foi mostrado ser impossivel. Logo, m’' > 2, pois p;|m’. Assim,m” tem

decomposi¢do tunica em fatores primos.

Como p; < q; < -+ < q,, necessariamente o fator primo p; deve estar presente na
decomposi¢do de (q; — p1). Mas isso quer dizer que q; — p; = cp;, para ¢ € Z. Portanto,
q1 =cp; +p1 =c(p1 +1), o que contraria o fato de g, ser primo. Prova-se assim, por
absurdo, que S = @ e, por conseguinte, que a fatoracdo em primos ¢ unica (Vidigal et. al.

2009).

Quando o mesmo primo aparece varias vezes na fatoracao, escreve-se a poténcia desse

primo ao invés de repeti-lo.

43 MAXIMO DIVISOR COMUM

Defini¢ao 4.3.1: Sejam a,b,c € Z. Maximo Divisor Comum de a e b, também

representado por MDC(a, b) ¢ um nimero d € Z, tal que:
1) d>0;
ii) dla e d|b;
ili) Sec|aec|b,entdo c|d.
Ou seja, MDC(a,b) ¢ o maior niimero positivo entre os divisores comuns de

aeb,a,b €Z e éunico.
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A partir dessa definicdo, pode-se destacar algumas propriedades imediatas:

P1: MDC(a,b) = MDC(|a|, |b]);

P2: MDC(a,b) = MDC (b, a).

P3: Se a #0, entdio MDC(0,a) = MDC(a,0) = |a|.

Proposicao 4.3.1: Se a|b, entdio MDC(a,b) = |a|;

Prova: Pela defini¢do: i) Obviamente, |a| > 0. ii) |a| | a, pois € sabido que a =
|al £ 1.1iii) Se c|a e c|b, entdo c| |al.

Proposiciao 4.3.2: Sejam a,b €Z, com b # 0. Sea = bq + r, entdo MDC(a,b) =
MDC (b, 7).

Prova: Comod = MDC(a,b), logicamente, d|a e d|b. Dai tem-se que d|(bq). Pela

proposicao 4.1.3, tem-se que d|(a - bg). Comor = a — bq, tem-se d|r. Por outro lado, se
u for um inteiro tal que u|r e u|b , entdo ula (poisa = bq + r). Portanto, como d ¢
maximo divisor comum de a e b, conclui-se que u < d, ou seja, d satisfaz a defini¢do do

maximo divisor comum de b € r.

Definicao 4.3.2: Sejam a,b €Z . Se MDC(a,b) = 1, diz-se que a ¢ b sdo

primos entre si.
Proposicio 4.3.3: Se a|bc e mdc(a,b) = 1, entdo alc.

Prova: Como mdc(a,b) =1, decorre que MDC (ac,bc) = c¢. Como, por hipotese,

a|bc, e, logicamente, a|ac, conclui-se que a|MDC (ac, bc). Ou seja, ajc.
Proposicao 4.3.4: Sejam a,b e p € Z. Se p|ab e p € primo, entdo p|a ou p|b.

Prova: Suponha que p ndo divide a. Logo, tem-se que MDc(p, a) = 1. Portanto, pela

proposicao 4.3.3, tem-se que p|b. O inverso ¢ andlogo.

Proposicio 4.3.5: Sejam a,b € Z, com MDC(a,b) = d. Entdo, MDC (%,S) =1.

Prova: Seja suposto que MDC (%,S) = k. Entdo, tem-se que% = km eg = kn,m,n €

Z. Dai tem-se que a = dkm e b = dkn. Portanto, (dk)|a e (dk)|b. Como d ¢ o maximo

divisor comum de a e b, tem-se que dk < d,k < 1. Como k € Z, k s6 pode ser igual a 1,

pois se k > 1,d ndo seria mais MDC(a, b). Logo, k = MDC (g = S) =1.¢
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Também ¢ possivel também calcular o méaximo divisor comum de mais de dois

nimeros inteiros. Nesse caso, € dito que d = MDC (a4, a,, as, ..., a,).
Proposi¢cao 4.3.6: Sejam a4, a,,as, ...,a, € Z sendo nao todos iguais a 0. Entdo,

MDC (a4, ay,as, ...,an_1,ay) = MDC(ay,ay, as, ..., MDC(an_L an)).

Prova: Sejad = MDC(a4,a,,as, ...,a,_1,a,). Para achar o valor de d é necessario
achar o maximo multiplo comum de n inteiros. Porém, pode-se chamar MDC (an_l, an) =
d;. Sabe-se que d; sera ou igual ou maior a d, pois ndo faria sentido ser menor. Logo, ¢
possivel diminuir o nimero de calculos para n — 1. Segue fazendo isso até que sobrem apenas

dois inteiros.

44  ALGORITMO DA DIVISAO DE EUCLIDES

Como visto no Capitulo 2, Euclides foi um importante matematico da Grécia antiga.
Seu mais importante legado para os dias atuais foi a obra “Os Elementos”, de onde surge toda
a base da atualmente chamada Geometria Euclidiana. No livro VII, Euclides trata do método
para achar o MDC de dois numeros inteiros. Esse método ¢ extremamente rapido para mostrar

qual o MDC de dois inteiros.
Lema 4.4.1 (Divisao de Euclides): Sejam a,b € Z, b > 0. Existem q,r € Z tal que:
a=bqg+r

em que 0 < r < b. Além disso, sdo Unicos os inteiros q e r satisfazendo essas condi¢des. Os

inteiros a, b, g, v sdo chamados, nessa ordem, de dividendo, divisor, quociente e rest .

Prova (existéncia): Seja b € Z. Para todo a € Z,, tem-se que ou a ¢ multiplo de b ou a

esta compreendido entre dois multiplos de b. Ou seja:
bg<a<b(g+1) (4.6)
Para q € Z. Somando —(bq) em cada termo da Eq. (4.6), tem-se:
0<a—-bg<bh (4.7)
Chama-se o termo a — bq de r. Assim, conclui-se que a — bq = r, ou seja:

a=bq—1r,0<r<b (4.8)
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Prova (unicidade): Sejam q q,,71,75 € Z,q; # qp, 11 # T2, € sejam as igualdades
a=bq, + 1, com 0<r<b,ea=bg,+ 1, com0=<7,<b. Como ja foi visto,
b> 1 eb > r,. Logicamente, entdo b > r; — 15 (1). Também se tem que a = bqy + 1, =
bq, + 15, o que implica em b(q, —q;) = 1, — 1. Fazendo (q, — q;) = k, tem-se que
bk = r; — 1y, ou seja, b|(ry — 1,). Portanto, para que isso seja possivel, b < r; — 1y, 0 que

¢ absurdo, pois difere do que foi provado em (i). Logo, q; =g, ery = 15.

Para calcular o MDC de dois inteiros pelo algoritmo de Euclides usa-se a técnica de
divisOes sucessivas. Na primeira divisao, divide-se os dois inteiros a e b. Em seguida, divide-
se o divisor da divisdao anterior, no nosso caso b, pelo resto da equagdo anterior, no nosso caso,
T, € assim sucessivamente, até que seja encontrado resto 0. O MDC(a, b) sera o ultimo resto

nao nulo nesse processo. Exemplifica-se 0 método a seguir:
a=bq+m
b =193 + )

T =T2q3 + 13

Th—2 = Th-1qn + T
Tne1 = TQns1 + 0
Nesse caso, tem-se que MDC(a,b) = 1.

Teorema 4.4.2 (Relacio de Bézout): Sejam a,b € Z, ambos ndo nulos, e seja

d = MDC (a, b). Nessas condi¢des, existem m,n € Z tais que am + bn = d.

Prova: Considerando S = {ax + by |x,y € Z}. Sabe-se que S # @ poisa.a + b.b =
a’ + b? € S ¢ também se nota que a?+ b% >0, logo S possui elementos estritamente
positivos. Sendo d o menor desses inteiros, prova-se a seguir que d = MDC(a,b). Como

d € S, entdo existem x, y, € Z, tais que
axy+ by, =d (4.9)
Aplicando o algoritmo das divisdes sucessivas em a e d:
a=dq+r (4.10)
E, em seguida substituindo a Eq. (4.9) na Eq. (4.10):

a= (axyg+ byy)q+r (4.11)
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Apds manipulagdes na Eq. (4.11), tem-se:

r=a(l—qx)+ b(‘](_}’o)); (4.12)

Logo, conclui-se que, 7 € S. Como 0 < r < d, conclui-se que r ¢ positivo. Porém,
como d ¢ o menor dos elementos do conjunto pela hipotese, tem-se somente que r = 0. Entao,

a = dq e d|a. Analogamente, se prova que d|b.
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5 RESOLUCAO DE EQUACOES DIOFANTINAS

Segundo Domingues (2009), sao consideradas equacdes diofantinas todas as equacdes
polinomiais, em varias incognitas, com coeficientes inteiros, sempre que se trata de procurar

suas possiveis solu¢des também entre os inteiros. De modo geral, ¢ uma equagao do tipo:

f(xl;xz;---,xn) = O;

em que f ¢ uma fungdo n-variavel com n > 2 ¢ coeficientes inteiros. Nesse trabalho sdo

estudadas as Equacdes Diofantinas lineares que sdao equagdes do tipo:
a;x; + azx, +...+ayx, = b,
sendo a4, a,, ..., a, € b nimeros inteiros, cujas solugdes sao inteiros xq, X, ..., Xn.

Problemas envolvendo equagdes diofantinas sdo muito comuns no dia-a-dia, como do

tipo “quantos paes de R$5,00 e sucos de R$8,00 poderei comprar com R$60,00”.
A partir desse problema, algumas questdes nos vém a cabega de imediato:

e (Quais as condigdes para que existam solucgdes inteiras?
e C(Caso existam, quantas sdo as solugdes inteiras? E solugdes inteiras estritamente
positivas?

e Como calcular essas solugdes?

As solucdes das perguntas em questdo sao exploradas nesse capitulo. Apesar do termo
Equagdao Diofantina abranger equacdes com qualquer nimero de incdgnitas, aqui €

apresentado um estudo com equagdes lineares de duas incdgnitas, como no exemplo acima.

O primeiro passo ¢ certificar-se da existéncia ou ndo de solugdes inteiras para a
equacgao diofantina dada. A seguir ¢ enunciado o Teorema que permite verificar a existéncia
de solucodes inteiras. Toda a teoria apresentada aqui pode ser encontrada em em Domingues e

Iezzi (2003), Milies e Coelho (2003), Domingues (2009) e Vidigal et. al. (2009).

5.1 CONDICAO DE EXISTENCIA E SOLUCAO GERAL

A condicdo necessdria e suficiente para determinar se uma equagdo linear tenha

solucdo inteira ¢ dada pelo teorema a seguir.
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Teorema 5.1.1 Uma equacdo diofantina linear do tipo ax + by = c,em que a,b € Z,,

a # 0 ou b # 0, admite solugdo se, e somente se, d = MDC(a, b)|c.
Prova:
(=) Seja (xq, ¥o) uma solugdo inteira para a equagdo acima. Logo, vale a igualdade:
axyg+ by, =c (5.1)
Como d|a e d|b, temos que d|c (Proposi¢ao 4.1.3).

(<) Pelo Teorema 4.4.2, sendo d = MDC(a, b), ¢ garantido que d = ax, + by, para
algum x,, y, € Z. Mas da hipoétese, d|c. Segue que ¢ = dt,t € Z. Portanto,

c=dt = (axg+ byy)t =axgt+by,t (5.2)
Como xy t,yo t € Z, 0 par (xyt, yot) € solugdo inteira da equacdo. ¢

Exemplo 5.1.1: A equagdo 24a + 54b =7 ndo admite solugdo inteira, pois

MD (24,54) =6¢6}7.

Ja a equagdo 14a + 49b = 21 admite solugdo inteira, pois MDC(14,49) = 7 e 7|21.

52 RESOLUCAO PARA EQUACOES COM DUAS VARIAVEIS

Satisfeita a condig¢do de existéncia de solugdes inteiras para equacdo diofantina dada,
apresentada no Teorema 5.1.1, pode-se iniciar os céalculos das solucdes. Para encontrar a
solucdo geral, primeiramente ¢ necessario calcular uma solucao particular. Para tal, usa-se o
algoritmo de divisdes sucessivas de Euclides para calcular o MDC (a, b). Generalizando esse

algoritmo, tem-se que, no caso de uma equagao do tipo ax + by = c:
a=bq+m
b S T1q2 + rz

T =T1q3+73

(5.2)

Th—3 = Th—2qn-1 + Th-1
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Th2 =Th-1qn t T
Th-1 = Tqn-1 +0.
Portanto, o MDC(a,b) = 1, = d.

Primeiramente, deve-se escrever MDC (a, b) como combinagao linear de a e b, isto &,

ar + bs = d. Para achar os valores de r e s, deve-se fazer o seguinte:
E possivel expressar d = 1;, como uma combinagao linear de ,,_, e r,,_1, no caso:
h =Th-2 ~Th-1qn (5.3)

Substituindo sucessivamente os restos das equacdes anteriores a Eq. (5.3) encontradas

no processo (5.2), tem-se:
T =Tn-z — (M-3 — Th=2 Gn-1)qn
= Tn—2(1 + Gn-19n)qn Tn-3 (5:4)

Agora, a Eq. (5.4) esta em termos de 1,,_3 e 1,,_,. Continuando a escrever MDC (a, b)
como combinacgao linear dos restos das divisdes sucessivas até o topo do processo (5.2), sera

encontrada uma combinagao linear de a e b,ar + bs = d.

Finalmente, para achar a solucdo trivial desejada da equagdo da ax + by = c, basta

multiplicar ambos os lados da equagao por ri , obtendo:

ar— 4+ bs— =d— (5.5)

™ ™ ™

Sabendo que d = 7;,, tem-se:

ar— +bs— =c¢ (5.6)

™ ™

Entdo, conclui-se que a solugdo particular ¢ dada por:

(X0, ¥0) = (T%'Si) (5.7)

™

Teorema 5.2.1 Seja (x, yo) uma solugdo inteira para a equacao diofantina ax + by =

c. Entdo, essa equacdo admite infinitas solucdes inteiras da forma:

X = X +St (5.8)

Y= yo—t (5.9)

emqued = MDC(a,b) ecomt € Z.
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Prova: Suponha-se que (x, y) seja uma solugdo qualquer da equagdo. Ento:
ax + by = axy + by, =c, (5.10)
em que pode-se concluir que

a(x —x) =b(yo—y) . (5.11)

Dividindo ambos os lados da Eq. (5.11) por d, e chamando % =r eg = s, tem-se:

r(x—x) =so—y) (5.12)
Portanto, r|[s(y, —y)]. Pela proposicdo 4.3.3 vé-se que MDC(r,s) =1. Logo,
r|(yo — y) edai, y, —y = rt, e conclui-se que y =y, — rt = y, — %t.
Analogamente, ¢ possivel obter x = x4 + Zt.

Para encontrar os valores de x e y estritamente positivos, basta aplicar a condicdo

x > 0ey > 0.Das Egs. (5.8) ¢ (5.9), tem-se:
b a

Dai, basta isolar  em ambas inequacgdes, e teremos a condi¢ao:

Yol ¢ 5 204 (5.14)
a b

Cabe observar que a mudanga no sinal de @ ou » mudaré a desigualdade.

Corolario 5.2.1 Numa equagdo diofantina do tipo ax + by =c, se a,b € Z sdo

primos entre si, essa equacao sempre tera solugao.

Prova: Como a, b € Z sdo primos entre si, tem-se que MDC(a, b) = 1. Pelo Teorema
5.1.1, qualquer equagdo diofantina somente admite solu¢dao nos inteiros caso MDC(a, b)|c.

Como 1|c, esta equacdo tem solucao.
Exemplo 5.2.1 Encontre uma solugdo para a equacdo 32x + 9y =7

Primeiramente, checa-se se a equagdo tem solucgdo inteira. Como MDC(32,9) =1,

afima-se que a equagao tem soluc¢ao inteira, pelo Corolario 5.2.1.
Fazendo o uso do algoritmo de Euclides, tem-se:
32=9-3+4+5 (1)

9=5-1+4 (ii)
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5=4-1+1 (iii)
4=1-440 (iv)

O proximo passo sera escrever as equagoes (i), (i1) e (iii)) em fun¢do dos restos das

divisdes euclidianas.
1=5-4-1
=5-(9-5-1)-1
=5-9-1+5-1
=5-2-9-1
=(32-9-3)-2-9-1
=32-2-9-6—-9-1
=32-2-9-7
Encontra-se uma combinagao linear para 32 ¢ 9, tal que:
32:249-(-7)=1

Entdo, obtém-se r = 2es = —7. Agora, multiplica-se ambos os lados por c/r,, ou seja, 7,

o que resulta em:
32:144+9-(—-49) =7

Portanto a solugao trivial é (14, —49). Assim, foram encontrados os valores triviais da nossa

equacdo. As solugdes gerais serdo:
x =14 +09t
y= —49—-32t, t €.
Para encontrar os valores estritamente positivos de x e y, basta dar a condi¢do a ambos:
x>02144+9t>02t>(—-14)/9 =2t > -1
y>02-49-32t >0t < (—49)/32 ot< -1

Percebe-se assim que ndo existem solucdes inteiras para que x € y sejam ambos positivos.

5.3 EQUACOES DE TRES VARIAVEIS
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Agora, considere a equacdo diofantina com trés variaveis inteiras:
a;x +a,y+azz =b.

A mesma argumentac¢ao utilizada no Teorema 5.1.1 ¢ aplicada, ou seja, essa equacdo somente

terd solugdo inteira se MDC(a, b,c) | d.
Seja MDC (a4, a,) = d; . Entdo existem k4, k, € Z tais que:
a1k1 + a, kz = d1 (515)

Pelo Teorema 4.3.2, tem-se entdo que d = MDC(d,,a3). Da mesma forma, existem

k,z, € Z tais que:
dik +azzyg=d (5.16)
Substituindo a Eq. (5.13) na Eq. (5.14) tem-se:
d = (a1ky + ayky )k + azzy = a1kik + ayk,k + asz, (5.17)
Fazendo k1k = x, e k,k = y,, tem-se finalmente:
a1 xXg + ayyo +azzg =d (5.18)
Como axq + a,y, + azz, = d admite solugdo, temos que b = dq, q € Z. Entao:
A1Xo q + ayyoq+azzogq=dq=0> (5.19)
O que nos da que (x09, Y09, Zoq) € uma solugdo da equacao.
Exemplo 4.3.1: Encontre a solugdo da equacao diofantina 4x + 8y + 5z = 7.
Primeiro, encontramos MDC (4,8) = 4. Entao:
4(x+2y)+5z2=7 (5.20)
Agora, diz-se que x + 2y = w. Substituindo em (5.20):
4w +5z =7 (5.21)

Agora tem-se uma equacdo com duas varidveis, o que j4 ¢ conhecido como calcular.

Utilizando o algoritmo de Euclides:
5=4-1+1
4=1-4+4+0
Substituindo os restos:

1=5-1-4+%1
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Multiplicando a equacdo por 7, tem-se as solugdes triviais wy = —7,z, = 7. As solucdes

gerais sao:
w=-7+5t
z=7—4tt€L

Porém, ndo interessa o valor de w, e sim de x e y. Entdo, volta-se a expressar a solugdo em

termos de x e y:
x+2y=-7+5t (5.22)
Como MDC(1,2)| (=7 + 5t), para qualquer t € Z , essa equacao tem solugdo inteira.
Tem-se como solugao trivial
Xg=-—7+5t
Yo =0
Logo, as solucdes gerais da equagao dada sao:
x=-=74+5t+2u
y=-u
z=7—4t, tLUeEZ

Equagdes com 4 ou mais varidveis seguem o mesmo principio.

54 APLICACOES DE EQUACOES DIOFANTINAS DE DUAS VARIAVEIS

5.4.1 Situagoes-Problema

No inicio desse capitulo, foi apresentado o seguinte problema: “quantos paes de
R$5,00 e sucos de R$8,00 poderei comprar com RS60,00?”. Esse ¢ um exemplo de aplicagao
de equacdes diofantinas no dia-a-dia. Para resolvé-lo, primeiramente escreve-se esse
problema na forma algébrica: 5x + 8y = 60, sendo x o numero de pdes € y o niimero de
sucos. Usando os métodos de resolucdo apresentados, tem-se como um dos valores que
satisfazem essa equagao ¢ x = —180 e y = 120. Porém, vé-se que esse valor ¢ absurdo, pois

ndo existe como comprar uma quantidade negativa de paes. Basta entdo achar os valores de ¢
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em que x € y serao positivos, como visto na Definicdo (5.2.1). Assim, encontram-se x = 4 ¢

y = 5, valores que satisfazem o problema.

Segue um a lista de diversos tipos de situagcdes problemas que podem ser encontrados

no dia-a-dia.

Problema 1 (Problema de Mahaviracarya, mateméatico hinhu (Domingues e lezzi, p. 52,
2003) ): Uma certa quantidade de magas ¢ dividida em 37 montes de igual nimero. Apds
serem retiradas 17 frutas, as restantes sdo acondicionadas em 79 caixas, cada uma com a
mesma quantidade. Quantas mac¢as foram colocadas em cada caixa? Quantas magas tinha cada

monte?

Problema 2: Deseja-se sacar R$ 1000,00 em notas de R$ 20,00 ¢ R$ 50,00. Apresente

um método para encontrar formas distintas de efetuar esse saque?

Problema 3: Uma loja de conveniéncia trabalha com diversas marcas de café. Num
determinado més, um comprador desta loja adquiriu 2 tipos de café — tipo A (normal) e tipo B
(descafeinado). Sabendo-se que ele gastou exatamente R$ 58,00, quais sdo as diversas
maneiras que ele pode adquirir os pacotes do tipo A e do tipo B? O preco do pacote da marca

A ¢ R$ 2,00 e do pacote da marca B, R$ 3,00 (POMMER, 2008, p.61).

Problema 4: Uma aluna, Bianca, fa de musica, reserva num certo més R$ 70,00 para a
compra de CDs ou DVDs. Um CD custa R$ 12,00 e um DVD R$ 16,00. Quais sdo as
possibilidades de compra destes dois bens gastando-se exatamente R$ 70,00 (POMMER,
2008, p.63).

Problema 5: Quantas quadras de basquete e quantas quadras de vdlei sdo necessarias

para que 80 alunos joguem simultaneamente?

Problema 6: O valor da Entrada de um cinema é R$8,00 ¢ da meia R$5,00. Qual é o
menor nimero de pessoas que pode assistir a uma sessdo de maneira que a bilheteria seja de

R$500,00?

5.4.2 Aplicagdes na Matematica

Problemas simples de Matematica podem ser resolvidos por equacdes diofantinas,

como a lista a seguir.
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Problema 1 (Problema do Matematico L. Euler (Domingues e lezzi, p. 52, 2003)).
Decomponha o nimero 100 em duas parcelas positivas tais que uma ¢ multiplo de 7 e a outra

de 11.

Problema 2: Ache todos os nimeros inteiros estritamente positivos com a seguinte

propriedade: ddo resto 6 quando divididos por 11 e resto 3 quando divididos por 7.

Problema 3: Determine duas fragdes positivas que tenham 13 e 17 como

. . .. 305
denominadores e cuja soma seja igual a POYE

Problema 4: Encontre todos os valores positivos de x € y que sejam solugdes da

equacdo indeterminada 7x+19y=1921 de modo que a soma x+y seja a menor possivel.

Problema 5: D& uma interpretacdo geométrica, em termos de coordenadas cartesianas,
para o fato de que a equacdo diofantinas linear em duas incognitas, quando admite uma

solugdo, admite infinitas.

5.4.3 Aplicacdo em Quimica

Além de problemas do cotidiano, varias outras areas da ciéncia e da sociedade utilizam
equacdes diofantinas para resolver os seus problemas. Tem-se como exemplo o
balanceamento de equacgdes quimicas. Em reagdes quimicas, a quantidade de moléculas
presentes nos reagentes deve ser igual a quantidade de moléculas presentes nos produtos.
Uma maneira de calcular essas quantidades ¢ usando equagdes diofantinas. Como exemplo,

temos a seguinte equagdo quimica, estudada por Silva et al. (2016):
NH,NO; — N,0 + H,0 (5.23)

Aqui, as substancias presentes do lado esquerdo da seta sdo as chamadas reagentes, e
as do lado direito, produtos. Percebe-se que existe quatro moléculas de hidrogénio (H) do lado
esquerdo, e duas do lado direito. Vé-se que a equacao esta desbalanceada. Para achar os

valores para o balanceamento, chamamos de x, y e z os coeficientes:
xNH,NO; - yN,0 + zH,0 (5.24)

Realizando os célculos necessarios, € possivel resolver essa equagdo calculando a

resolucdo da equagdo diofantina 2x —z =0 . Usando o método de resolugcdo visto
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anteriormente, conclui-se que uma das respostas para essaequagdo ¢ x =1, y=1ez=2. A

equacao balanceada sera:

NH,NO; — N,0 + 2H,0 (5.25)



45

6 DESENVOLVIMENTO COMPUTACIONAL

Neste trabalho, foi implementado o algoritmo estudado na plataforma Android, pela

facilidade de manipulagdo e a grande fracdo do mercado atual que essa plataforma abrange.

“O Android ... consiste em uma nova plataforma de desenvolvimento para aplicativos
moveis, baseada em um sistema operacional Linux, com ... um ambiente de desenvolvimento

bastante poderoso, ousado e flexivel. ” (LECHETA, 2015, p. 20).

Em um programa Android, as linguagens de programacgdo que sao utilizadas sio XML
e JAVA. XML ¢ usado para a criagdo do layout do aplicativo, usando para isso diversos
widgetsl, como botdes, caixas de texto, barras de selecdo, etc. Ja a linguagem JAVA ¢ usada
para fazer a parte “de tras” do aplicativo, ou seja, as fungdes que rodam quando se clica em
um dos widgets mencionados anteriormente, assim como o link entre esses widgets € as

funcdes. O ambiente de desenvolvimento utilizado foi o Android Studio.

Para efeito do nosso trabalho, sdo apresentadas as funcgdes feitas em JAVA, as quais

sdo usadas para resolver equacdes diofantinas de duas variaveis.

6.1 MAXIMO DIVISOR COMUM

Para iniciar os calculos das equacdes diofantinas na forma ax + by = c, € necessario,
como dito no Teorema 5.1.1, que o MDC(a,b) = d divida c¢. Logo, o primeiro passo da

implementag¢ao ¢ criar uma fungdo que verifique o MDC dos coeficientes dados.

Segue o cddigo da funcdo que recebe dois coeficientes inteiros como argumentos.

private int gcd(int x, int y) {
if (y == 0)
return Math.abs(x);
return GCD(y, x % V)7

" Um widget ¢ um componente de interface grafica que visa facilitar o acesso a certa fung¢do ou
programa.
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A funcdo calcula 0 MDC dos inteiros x e y por recorréncia. Caso o valor de y seja 0,
ou seja, quando o resto das divisdes sucessivas resulta em 0, a fungdo retorna o valor de x,
que ¢ o ultimo resto ndo nulo das divisdes. Caso y ndo seja nulo, a funcdo retorna ela mesma,
porém agora os coeficientes s3o y no lugar de x e o resto da divisdo de x por y no lugar de y.
A funcgdo ¢ declarada privada pois ela ¢ usada somente na classe que ¢ declarada e serve

apenas para testar se € possivel encontrar solucdes inteiras para a equagao dada.

As fungdes que segue se encontram dentro da classe Diophantine, cujas varidveis sdo

as seguintes:

public class Diophantine {

private int a;

private int b;

private int c;

private int gcd;

private int r;

private int s;

private List<Integer> posList;
private Context context;

6.2 ALGORITMO EUCLIDIANO

A proxima fungao calcula a combinagdo linear entre os termos a e b da equagdo
diofantina e MDC (a, b). Essa funcdo recebe dois coeficientes inteiros, a e b, € ndo retorna

nenhum valor. Ela muda os valores dos objetos da classe.

public void extended gcd(int a, int b) {
int s = 0; // s and t are the factors, where tx + sy = d (d is GCD(a,b))

int old s = 1;

int t = 1;
int old t = 0;

int r = Math.abs(b); //thi
int old r = Math.abs(a);

while (r != 0) {
int g = old r / r;

int temp = old r;
old r = r;
r = temp - g * r;

temp = old s;
old s = s;
s = temp - g * s;

temp = old t;
old t = t;
t = temp - g * t;
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}

int signa a 1 : -1;
int signb b 1 : -1;
this.r = old s * signa;
this.s = old t * signb;
this.ged = Math.abs(old r);

0
0

> ?
> ?

Primeiramente, sdo declaradas seis variaveis inteiras. Sdo elas: s, old s, t, old ¢t r,
old r. As variaveis s e ¢ sdo as varidveis da combinacdo linear sa + tb = MDC(a,b). As
variaveis old s e old t sdo usadas para guardar os valores de s e ¢ do passo anterior,
respectivamente. E necessario saber o valor anterior de s e ¢ para realizar esse algoritmo. A
variavel r ¢ o resto das divisdes, e da mesma forma que antes, old r guarda o resto da divisao

anterior.

Enquanto o valor de » for diferente de 0 (pois se for 0, chega-se no final das divisoes),

0 programa procede o seguinte:

Define uma variavel ¢, a qual é o quociente da divisdo. Cria uma varidvel temporaria
chamada de femp, que ira guardar o valor de old r, ou seja, do resto da divisao anterior (ou no
primeiro passo, o valor de a). Atribui o valor de » a old r. Em seguida, atribui o valor obtido
na divisdo para r. Tem-se que a=bg+r. Logo, r=a-bq. No caso da fun¢do, como o valor de a
esta atribuida a temp e o valor b atribuido a old r, tem-se que o valor do resto atual, ou seja,

de r sera temp-q*old r.
Analogamente, se repetem 0s passos para f € s.

Ao final do loop, tem-se que »=0, o que quer dizer que o resto anterior, ou seja, old r
resulta no MDC(a,b). Tem-se assim a combina¢do linear desejada se forem analisados os

parametros old s e old t.

Ao final da funcao, um ajuste de sinal ¢ feito, caso os coeficientes digitados sejam

negativos.

6.3 SOLUCOES INTEIRAS ESTRITAMENTE POSITIVAS

Outra funcionalidade do aplicativo ¢ a possibilidade de determinar o intervalo para o

qual as solu¢des da equagdo dada sdo positivas. Ou seja, tendo as solugdes gerais:
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Deseja-se saber qual o intervalo de ¢ para o qual os valores de x e y sdo ambos
positivos. Para isso, a seguinte fungdo ¢ escrita. A fun¢do retorna uma lista com os valores de

¢ 0s quais permitem solugdes positivas.

private List<Integer> PositiveOnly () {

double tx (-this.r * this.c * 1.0) / (b * 1.0);
double ty = (this.s * this.c * 1.0) / (a * 1.0);

int signa =

a>07?21:-1;
int signb b>07?1 -1;

List<Integer> list = new ArrayList();

if (signa == 1) {
if (signb == 1) {
for (int i = (int) Math.ceil(tx + 0.1); i < ty; i++) {
list.add (i) ;
}
} else {
for (int i = (int) Math.min(tx, ty) - 1; 1 > -10000; i--) {
list.add (i) ;
}
}
} else {
if (signb == 1) {
for (int i = (int) Math.ceil(Math.max(tx, ty)); i < 10000; i++) {
list.add (i) ;
}
} else {
for (int i = (int) Math.ceil(ty + 0.1); i < tx; i++) {
list.add (i) ;

}
}

return list;

—Xod Yod ~
bo et< % Serdo usadas

Isolando t nas solugdes gerais de x e y, tem-se que t >

essas desigualdades no cédigo. Logo, duas variaveis sao declaradas, tx e ¢y, as quais calculam,

respectivamente, esses valores de .

Em seguida, sdo declarados dois inteiros, signa e signb. Eles irdo guardar o sinal dos
coeficientes a e b, respectivamente. Também ¢ declarada uma lista de inteiros,

List<Integer>list, que armazenara os valores do intervalo que se deseja encontrar.
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Na proxima parte, pode ser visto alguns ifs e elses. Eles irdo checar se o sinal dos
coeficientes a e b sdo positivos ou negativos, usando para isso os inteiros signa e signb.

Dependendo dos sinais, o aplicativo retornara uma lista diferente.

Caso o sinal de a seja positivo, tem-se que o maior valor de ¢ que se pode encontrar
sera o valor de #y. Caso o sinal de b também seja positivo, o menor valor de ¢ serd o valor de
tx. Assim, calcula-se esse intervalo, € os valores encontrados sdo armazenados na lista
anteriormente declarada. Mas caso o valor de a seja positivo, porém b seja negativo, os
valores de ¢, que sdo procurados, serdo menores que o menor valor entre £x e #y. Assim, 0
programa escolherd, por meio da fun¢do Math.min( ) o menor valor entre £x e #y, € o intervalo

desejado de ¢ serd desse valor até -0,

Agora, caso o sinal de a seja negativo, ¢y se torna o menor valor possivel para ¢
naquele caso. Sendo o sinal de b positivo, tem-se que o intervalo de ¢ que € procurado serad o
intervalo entre o maior entre os inteiros #x € ¢y, calculado pela funcdo Math.max (), e +0.
Caso sejam ambos a e b negativos, o intervalo sera entre 7y e tx, o oposto do caso quando
ambos eram positivos. Assim, tem-se uma lista com os valores de ¢ os quais satisfazem o

sistema acima, lista a qual sera o retorno da funcgao.
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7 APLICATIVOS ENVOLVENDO CALCULO DE EQUACOES DIOFANTINAS

Nesse capitulo, sao apresentados alguns aplicativos gratuitos que realizam a fun¢do de
calcular as possiveis solucdes inteiras de uma equagdo diofantina dada. Os aplicativos
analisados sdo da plataforma Android, os quais podem ser obtidos através da loja virtual

PlayStore. Também foi analisado um aplicativo para navegador de Internet.

7.1 APLICATIVO: LINEAR DIOPHANTINE EQUATIONS

Este aplicativo com desenvolvido por Stephen Marcok. A versdo analisada foi a

versao 1.0 e esta disponivel para a plataforma Android.

Figura 6 - Telas do aplicativo Linear Diophantine Equations

QB C
LDE LDE Solver { LDE Solution { LDE Solution Steps
Enter the coefficients of your linear diophantine The GCD of 2 and 3 is: The GCD of 2 and 3 is:
equation of the form Ax + By = C below:
A possible x-value is -5 and a possible y- 2=(0)(3)+2
value is 5. 3=(1)2)+1
2=(2)(1)+0
The full solution is as follows:
% =-5+3n There is a solution to the LDE, because 1
y=5-2n is a factor of 5. First, find a solution to:
Solve Reset . 2x+3y=1
for all integers, n.
X y q r
Solve with Steps 1 0 : 2
0 1 - 3
1 0 0 2
-1 1 1 1
3 2 2 0

Solution: (2)(-1) +(3)(1) =1
MNow multiply this solution by the factor 5,
because5/1=5.

A Solution: (2)(-5) + (3)(5) =5

Full Solution:

Fonte: autoria propria

O aplicativo utiliza uma tela de entrada simples, com trés campos para digitar os
coeficientes a,b e c. Apresenta também trés botdes: Solve resolve a equacdo de forma
sucinta; Reset apaga os valores ja digitados nos campos; € Solve with Steps resolve a equacao

com mais detalhes do processo.
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Ao apertar o botdo Solve, o aplicativo apresenta o valor do MDC dos coeficientes
digitados, valores iniciais de x e y e a solugdo geral. J4 quando ¢ apertado o botdo Solve with
Steps mais informagdes sao mostradas. Mostra o processo de encontrar o MDC pelas
sucessivas divisoes euclidianas, visto no Lema (4.4.1); também ¢ mostrado o processo de
encontrar uma combinagdo linear para o MDC, visto no Teorema (4.4.2). Em seguida
apresenta a solugdo geral. Pode ser visto, na Figura 6, respectivamente, a tela de inicio, a tela

caso seja pressionado o botdao Solve e a tela quando ¢ pressionado o botao Solve with Steps.

Caso um dos botdes sejam apertados sem antes terem sido digitados os coeficientes da

equacdo, um alerta aparece ao usuario dizendo que € necessario digitar os trés inteiros.

Um problema encontrado no aplicativo ¢ quando o usuério insere valores negativos
para o coeficiente a. Na tela seguinte, na solugdao geral, aparecem dois sinais de negativo,

sendo o correto apenas um.

7.2  APLICATIVO: DIOPHANTINE EQUATION SOLVER

Este aplicativo com desenvolvido por Mathlogic. A versao analisada foi a versao 1.1 e

esta disponivel para a plataforma Android.

Figura 6 - Tela do aplicativo Diophantine Equation Solver

Diophantine Equation Solver

telefone fica lento? 9
%D limpa-lo agora »

2 ¥ +3 y = 5
ENTER RESET

Solution:

Xx=1+3n

y=1-2n

Fonte: autoria propria
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O aplicativo utiliza uma tela muito semelhante a criada nesse trabalho, que sera
apresentada no proximo capitulo. Sdo encontrados trés campos para serem digitados os
valores dos coeficientes a,b e c¢. Sdo também encontrados dois botdes, um com o escrito Enter
e outro Reset. Ao clicar no botdo Enter apds digitar os valores desejados, aparece, na mesma
tela, a solugdo geral da equagdo, como ¢ visto na Figura 7. O aplicativo ¢ bem simples e ndo
possui muitos detalhes sobre como foi feito o processo de resolugdo. Caso seja digitado uma

equagao sem solucao, apenas a frase No solutions (Sem solugdes) ¢ mostrada.

Um problema encontrado foi quando o coeficiente ¢ tem mais do que dois algarismos.

O aplicativo ndo fornece solugdo correta.

7.3  APLICATIVO DMCALC

Este aplicativo com desenvolvido por Victor Szeto. A versdo analisada foi a versdo

1.0.2 e esta disponivel para a plataforma Android.

Figura 7 - Tela do aplicativo DMCalc

3

7% DMCalc

REPEATED

LINEAR
DIVMOD DIOPHANTINE SQUARING

Linear Diophantine.

2 v + 3 y = 5
Compute
X:
-5+ 3n
y:
5+2n

Fonte: autoria propria

Esse aplicativo possui mais fungdes da estudada nesse trabalho. Ao abrir o aplicativo,
¢ possivel escolher entre o calculo de divisdo Euclidiana, célculo de equagdo diofantina ou

calculo de congruéncias lineares.
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Na secdo referente a equagdes diofantinas, a tela ¢ bem simples, como € visto na
Figura 8. Apresenta os campos para entrada dos coeficientes, e um botdo Compute. Ao serem
digitados os coeficientes desejados e pressionar o botdo, na mesma tela aparece o resultado
geral da equagdo. Novamente, ndo sao fornecidos muitos detalhes sobre como foi alcangado

esse resultado.

Um problema encontrado foi o de digitar equacdes que ndo possuem solugdes inteiras.
O aplicativo para de funcionar e fecha, algo que ndo pode acontecer com aplicativos desse

género.

7.4 APLICATIVO LINEAR DIOPHANTINE EQUATIONS BROWSER

Este aplicativo com desenvolvido por Stanley N. Burris. O aplicativo esta disponivel
para qualquer navegador de Internet, e pode ser acessado pelo enderego

https://www.math.uwaterloo.ca/~snburris/htdocs/linear.html.

Figura 8 - Telas do aplicativo Linear Diophantine Equations (Internet)

Solving ax +by = c Thoralf Responds

You have asked to solve the linear equation:
" 2x+3y=5

And Thoralf says:

Calculating GCD(2,3) gives:

3=1%2+1

IN= AR

o SR

Then applying the Extended Euclidean Algorithm:
Clear 1=(1*3)+(-1*2)

Solve It

A particular soclution is:

Yo = 5

x=-5+3n
The complete solution is:

Fonte: autoria propria

Nesse aplicativo, temos novamente trés campos para serem digitados os coeficientes
da equagdo diofantina. Tem também dois botdes, Solve it e Clear. Ao preencher os campos

com os coeficientes e clicar em Solve it , uma tela com o titulo Thoralf Responds ¢ mostrada.
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Nessa tela, ¢ mostrada a equag@o que foi digitada, o calculo do MDC, a aplicagdo do Teorema

4.2.2, e as solugdes triviais e gerais da equacao, como pode ser vista na Figura 9.
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8 APLICATIVO DESENVOLVIDO

Nesse capitulo, sdo apresentadas imagens do aplicativo desenvolvido. O modelo de
celular utilizado foi o Nexus 5, da LG, e as capturas de tela sao referentes a versao 1.0 do
aplicativo, disponivel em
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.lucasazevedo.android.calcdiofantina&hl=e

n.
A tela principal do aplicativo ¢ a apresentada na Figura 10a.
Figura 9 - Telas iniciais

Equagoes Diofantinas H Equagdes Diofantinas

Entre com os valores dos Entre com os valores dos
coeficientes coeficientes

LIMPAR

Figura 10a — Tela Inicial Figura 10b — Teclado numérico
Fonte: autoria propria

Existem trés campos para digitar texto. Nesses campos, o usuario digita os valores dos
coeficientes da equacdo diofantina desejada. Encontra-se também dois botdes na parte inferior
da tela. O botdo Limpar limpa todos os dados escritos pelo usuario. O botdo Calcular efetua o
calculo da equacdo digitada, como ¢ visto na Figura 10a. Ao clicar em um dos campos de
entrada de texto, um teclado numérico aparece ao usuario, permitindo a digitacdo, como pode

ser visto na Figura 10b.

Caso o usuario pressione o botdo calcular sem que tenha preenchido algum dos

campos, uma mensagem aparece, alertando-o do equivoco, como pode ser visto na Figura 11.
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No caso dessa figura, a mensagem alerta o usudrio a preencher o campo com o valor do

coeficiente a, ou seja, 0 primeiro campo.
Figura 10 - Mensagem de Alerta

Equagoes Diofantinas

Entre com os valores dos
coeficientes

Fonte: autoria propria

Existe também um botdo na parte superior direita o qual abre um menu com duas
opgdes. Sdo essas opgdes: INFO, que ao ser clicada, uma tela com informagdes sobre
Diofanto e sobre equagdes diofantinas ¢ mostrada, como pode ser visto na Figura 12a; e
Creéditos, que mostra informagoes sobre o desenvolvimento do aplicativo, como pode ser visto

na Figura 12b. Essas informag¢des foram retiradas do presente trabalho.
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Figura 11 - Telas de Informagdes

<«  Equagdes Diofantinas <  Equagdes Diofantinas
HnuenLididin vienigne v
desenvolvimento da Teoria dos
NUmeros

Aplicativo criado como parte do
Trabalho de Graduagdo apresentado
ao Conselho de Curso de Graduacéo

em Licenciatura em Matematica

da Faculdade de Engenharia

do Campus de Guaratingueta,
Universidade Estadual Paulista,
como parte dos requisitos para
obtengéo do diploma de Graduagao
em Licenciatura em Matematica.

Aluno:
Lucas Azevedo dos Santos

Orientadora:

Pela defini¢ao, equacgéao diofantina
& analaner ennacin nolinomial em

Figura 12a — Informacdes sobre Diofanto Figura 12b - Créditos
Fonte: autoria propria

Voltando a tela inicial, ao digitar os valores para os parametros e pressionar o botao
Calcular, o aplicativo ira conferir se € possivel ou nao encontrar solugdes inteiras. Caso nao
seja possivel, uma nova tela mostrard a equagdo digitada, o MDC dos parametros a e b

digitados, € uma mensagem que ndo existem solugdes inteiras, como pode ser visto na Figura

13a.

No caso de existirem solugdes inteiras para a equacdo digitada, uma nova tela ¢
mostrada. Na Figura 13b mostra-se a tela quando existem solugdes inteiras. No caso
apresentado, a equacdo que permite resolugdo nos inteiros ¢ 12x + 15y = 6. Da mesma
forma da anterior, serd mostrada a equagdo digitada e o MDC dos parametros a e b, porém
agora com a mensagem de que ¢ possivel calcular as solucdes inteiras para essa equagao,

como mostra a Figura 13b.
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Figura 12 - Telas de Solugdes Nao Existentes ou Existentes

(] ] “4 G 12:05
<  Equagbes Diofantinas €  Equagoes Diofantinas
A equacéo digitada foi: A equacdo digitada foi:
12x+15y =7 12x+15y=6
Tem-se que: Tem-se que:

MDC(12,15)=3 MDC(12,15)=3

Como 3 nao divide 7, esta Como 3 divide 6, esta equagao

equagdo nao admite solugao admite solugao inteira.

Ineley O MDC é escrito como uma

combinagdo linear de 'a' e 'b"
(-1).12+1.15=3

Logo, a solugdo particular para

a amanin dacaiada A-

Figura 13a — Solugdes ndo existentes Figura 13b — Solugdes existentes

Fonte: autoria propria
A seguir, mostra-se como o0 MDC encontrado pode ser escrito como uma combinagao
linear dos parametros a e b. Entdo, encontra-se uma solucdo particular para a equagdo digitada,
como mostra a Figura 14a. Nesse caso, uma solugdo para a equacao dada serd x, = —2, y, =
2. E finalmente, o aplicativo mostra a solucdo geral para a equacdo dada, que nesse caso

x=-2+4+5tey=2—4t.

Também calcula o intervalo de # em que x e y sdo estritamente positivos. Caso nio
existam valores para ¢ que satisfagam essa condi¢cdo, uma mensagem como a que pode ser

vista na Figura 14b ¢ apresentada.
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Figura 13 - Telas de Solugdes Existentes

] i @207

€  Equagodes Diofantinas Equagdes Diofantinas

0 MDC é escrito como uma Todas as solugdes sdo da
combinagdo linear de ‘a’' e 'b": forma:

(-1).12+1.15=3 x=-2+5t

Logo, a solugdo particular para

a equagao desejada é: y=2-4t, tez

Né&o existem inteiros para

Xo =-2, =2 r
£ Yo t onde ambos x e y sdo

Todas as solugdes sdo da positivos.
forma:

x=-2+5t

y=2-4, teZ

Figura 14a — Combinacao Linear e Solu¢do  Figura 14b — Solugdes Gerais e valores de t
Fonte: autoria propria

No caso da equagdo apresentar valores estritamente positivos de x e y para algum ¢, a

tela apresentada na Figura 15 serd vista. Nesse caso, a equacao digitada foi x + 2y = 20.
Figura 14 - Valores de t para x e y positivos

<  Equagdes Diofantinas
Xo =20, y,=0

Todas as solugbes sdo da
forma:

x=20+2t

y=-t teZ

x e y possuem ambos
valores positivos
quando:

Fonte: autoria propria
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9 CONCLUSAO

Nesse trabalho foi apresentado como se dd a resolugdo de equagdes diofantinas
lineares de duas varidveis e sua implementacdo em linguagem computacional JAVA. Para
essa implementagdo ocorrer, foi imprescindivel uma revisdo dos conceitos matematicos da
teoria dos nimeros. Nessa revisao, foram tratados assuntos como divisibilidade dos nimeros
inteiros, maximo divisor comum e algoritmo de Euclides. Tais conceitos, muitas vezes vistos
como apenas matematica teorica, provam-se, por meio desse trabalho, aplicaveis em situacdes
problemas por meio das equagdes diofantinas. Alguns exemplos estudados foram aplicagdes

em problemas do cotidiano, balanceamento de equacgdes quimicas e computagao.

Conclui-se também a importancia dos estudos dos matematicos antigos para a atual
teoria dos numeros. Diofanto, que da o nome das equagdes diofantinas, teve papel muito
importante como precursor dessa teoria. Seus trabalhos, juntamente com o de Euclides, outro
grande matematico da Grécia antiga, serviram de base para que matematicos modernos, como
Fermat, Euler e Gauss aprimorassem os conceitos e iniciassem definitivamente a teoria dos
numeros. A teoria dos nimeros foi por muito tempo vista como a area da matemadtica com
menos aplicacdes em situagdes cotidianas, mas com o avango da tecnologia e o advento da
computa¢do, hoje em dia, mais do que nunca, essa area tem um papel muito importante na

sociedade. Toda a base da computagdo na atualidade da-se a partir da teoria dos nimeros.

Ao se desenvolver o aplicativo de resolugao das equagdes diofantinas, percebe-se a
fraca disponibilidade de aplicativos com a mesma fungdo no mercado. Dos aplicativos
analisados, a grande maioria possui telas de apresentacdo sem muitas informacdes, com
propagandas que atrapalham a experiéncia do usudrio ou com erros de formatagdo. Espera-se
que com a criacdo desse aplicativo, estudantes ou curiosos que procurem aplicativos que

resolvam tais equagdes possam se sentir satisfeitos com o criado por esse trabalho.

Espera-se também que estudantes que desejem saber mais sobre equagdes diofantinas,
sua historia, sua base e aplicagcdes possam utilizar do presente trabalho para aprofundarem
seus conhecimentos. Em trabalhos futuros, pretende-se aplicar os conceitos vistos no presente
trabalho para a implementagao de um algoritmo computacional de resolu¢do de equacdes
diofantinas com 3 ou mais variaveis. Pretende-se também, em um futuro estudo, utilizar o
aplicativo desenvolvido em salas de aula da educagdo basica, procurando meios de interligar o

ensino de conteudos matematicos com tecnologia.
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