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RESUMO

O objetivo deste estudo é classificar todos os anéis quadraticos norma euclidianos, isto &, classificar
quais anéis quadraticos sdo um dominio euclidiano cuja fungao euclidiana seja o valor absoluto da

fungdo norma padrao definidas sobre anéis quadraticos.

Palavras-chave: Algebra. Teoria dos nimeros. Anéis quadraticos norma euclidianos.



ABSTRACT

The objective of this study is to classify all Norm-Euclidean quadratic rings, that is, to classify which

quadratic rings are Euclidean domains whose Euclidean function is the absolute value of the standard

norm defined on quadratic rings.

Keywords: Algebra. Number theory. Norm-Euclidean quadratic rings.
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1 Introducao

Diante da perspectiva atual, o algoritmo de Euclides ¢ a base da teoria elementar dos
numeros. Hoje sabemos que a propriedade euclidiana em um dominio implica em uma
série de outras propriedades como, por exemplo, a fatoracao tnica. Apesar de sabermos
que Algoritmo de Euclides ja era utilizado por Euclides para calcular o maior divisor
comum entre dois nimeros, quao perto Euclides chegou de compreender a propriedade da
fatoracao unica dos inteiros é motivo de debate entre historiadores da matematica.

Durante a Idade Média, matematicos arabes e europeus estudaram os fatores primos
de nimero inteiros e perceberam que uma lista de todos os fatores de um nimero n
poderia ser produzida a partir de sua fatoracao prima. Como por exemplo o matematico
suico Leonhard Euler que apesar de nao declarar propriamente o teorema da fatoracao
Unica, apresenta um método para decompor qualquer nimero em seus fatores primos.
O método era simplesmente dividir pelo diferentes primos até encontrar todos os fatores
primos (COLLISON, 1980). No entanto, a hip6tese mais aceita de quem deu a primeira,
declaracao clara de fatoracao tinica como conhecemos hoje foi devida a Gauss, em 1801,
apresentado no artigo 16 de Disquisitiones Arithmeticae.

Mesmo atualmente dizer se um dominio possui fatoracao tnica é ainda uma tarefa
desafiadora, como por exemplo, dizer quando um anel quadratico é um dominio de fato-
racao unica. A classificacao de anéis quadraticos que possuem fatoragao tinica ainda é um
problema em aberto, mas parcialmente resolvido. Para anéis quadraticos imaginarios Oy,
Gauss demonstrou quando d = —1,—-2, -3, -7, —11,—19,—43, —67 ou —167, O, forma
um dominio de fatoracao tnica. Gauss também conjecturou que esses sao os Unicos anéis
quadraticos complexos com essa propriedade, posteriormente provada verdadeira por H.
Stark em [27]. No entanto, para corpos quadraticos reais, ou seja, para d > 0, a questao
permanece sem solucao. Atualmente, nao se sabe se existem infinitos anéis quadraticos
que apresentam fatoragao unica, apesar de Gauss ter conjecturado que sim. Com isso em
mente, neste trabalho abordaremos um caso mais simples do problema, a classificacao de
anéis quadraticos norma euclidianos, isto ¢, anéis quadraticos que possuem o algoritmo
euclidiano, onde a funcao euclidiana é o valor absoluto da norma.

O Capitulo[2]tem por objetivo introduzir os conceitos relacionados a corpos quadréticos
e corpos quadraticos euclidianos bem como notacao relacionados a eles.

O objetivo principal do Capitulo (3] é classificar todos os anéis quadraticos complexos
euclidianos, nao apenas norma euclidianos. Iniciamos demonstrando que Oy é euclidi-
ano para os valores d = —1,—2, -3, -7, —11. Em seguida demonstraremos que eles sao
0s Unicos anéis quadraticos complexos que sao dominios euclidianos. Por fim, daremos
uma demonstracao elementar da existéncia de anéis quadréaticos nao euclidiano que sao
dominios de fatoracao tnica.

A partir do Capitulo [4] iniciaremos a classificacdo dos anéis quadraticos reais norma

11
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euclidianos. No capitulo exploraremos um pouco a teoria das formas quadraticas bina-
rias, mostraremos que dado um corpo quadratico Q(\/E) sempre podemos associa-lo a uma
forma quadrética binaria Ny(z,y). Daremos condi¢oes sobre Ny(z,y) a fim de que Oy seja
euclidiano e desenvolveremos resultados sobre as formas associadas com a finalidade de de-
monstrar que Oy é euclidiano para d € {2,3,5,6,7,11,13,17,19,21, 29, 33,37,41,57, 73} .

No Capitulo [5 desenvolveremos mais resultados sobre formas bindrias quadraticas,
inicialmente, demonstraremos que dado uma forma quadrética bindria f(x,y), com dis-
criminante positivo diferente de um quadrado perfeito, existem niimeros reais xy e yo tais
que para todos x e y inteiros | f(x+zo, y+0)| > 518\/5, onde § é o discriminante de f(x,y).
Posteriormente, diante da suposigao de que os coeficientes de f(z,y) sdo inteiros, mostra-
remos que xg € Yo podem ser considerados ntimeros racionais e a partir dai concluiremos
que para todo inteiro d livres de quadrados tais que d > 1282 |Ny(x + zo,y + %) > 1, 0
que é uma condicao suficiente para que o anel quadratico O, nao seja euclidiano, assim,
demonstraremos que somente ha anéis quadraticos norma euclidianos O, para valores
abaixo d abaixo de 1282

No capitulo seguinte classificaremos os anéis quadraticos reais, este serd dividido em
trés segoes. Na Secdo [6.1] classificaremos os anéis quadraticos com discriminante 2 ou 3
modulo 4. Daremos uma demonstragao elementar sobre a finitude de anéis quadraticos
euclidianos Oy com discriminante d = 2,3 (mod 4), com uma cota superior muito melhor
que a desenvolvida no Capitulo 5| e finalizaremos demonstrando que os Unicos valores
para o qual Oy é um anel quadrético norma euclidiano, com d = 2,3 (mod 4), sdo d =
2,3,6,7,11,19.

Na Sec¢ao|6.2|lidaremos com anéis quadraticos com discriminante composto congruente
a 1 médulo 4. Demonstraremos que os tinicos anéis quadraticos norma euclidiano Q4 com
d composto sao 21, 33 e 57. Esta secao sera dividida em trés partes. Na primeira subsecao
demonstraremos que um anel quadratico Oy, com d =1 (mod 4), s6 pode ser euclidiano
quando d é um primo ou quando d é o produto de primos p e g satisfazendo p = ¢ = 3
(mod 4). Na segunda subse¢do demonstraremos que nao ha corpos quadraticos quando
d =pq com 3 < p < q. Por fim, na terceira subsecao lidaremos com os casos d = 3p.

Por fim, na Secao lidaremos com a classificagao de anéis quadraticos O, com
discriminante primo congruente a 1 mddulo 4. Dividiremos sua andlise em quatro casos
p=1, 5, 13, 17 (mod 24). Na primeira subsecao, lidaremos com o caso p =5 (mod 24).
Posteriormente, na segunda subsegdo, lidaremos com o casos p = 13 (mod 24), com
excecao dos casos 61 e 109, serd utilizada uma abordagem computacional. Para os anéis
Og1 € Oqg9 sera possivel demonstrar a existéncia de um médulo nao euclidiano em cada
um dos casos. Na terceira subsegdo, trabalharemos com o caso p = 17 (mod 24), as
bordagens que serao utilizadas serao semelhante a utilizada na se¢ao anterior. Por fim, na
tltima subsecao, lidaremos com o caso p =1 (mod 24). Com excegdo dos casos 97, 193,
241, 313, 337, 457 e 601, podemos sera utilizado uma abordagem computacional. Para
o caso p = 97, mostraremos a existéncia de um elemento que contradiz a existéncia do
algoritmo euclidiano em Q. Os casos 193, 241, 313, 337, 457 e 601 serao tratados através
da utilizacao da teoria desenvolvida no Capitulo [5| com devidas adaptagcoes.



2 Conceitos iniciais

Neste capitulo introduziremos os conceitos basicos que serao utilizados ao longo do
texto. Na primeira secdo definiremos o que é um residuos quadratico e o simbolos de
Legendre. Posteriormente estenderemos o simbolo de Legendre aos chamados simbolos
de Jacobi e Kronecker. Na segunda secao definiremos algumas terminologias e notagoes
sobre anéis comutativos. Na secao seguinte definiremos o que é o conjunto dos inteiros
algébricos de um anel e mostraremos que esse conjunto também possui uma estrutura de
anel. O restante do capitulo serd focado nos corpos quadréticos e anéis quadraticos (anel
dos inteiros algébrico de um corpo quadratico). O objetivo principal seré caracterizar os
anéis quadraticos e definir o que é um anel quadratico euclidiano norma euclidiano.

2.1 Simbolo de Legendre, Simbolo de Jacobi e Sim-
bolo de Kronecker

Nesta se¢ao introduziremos conceitos sobre os simbolos de Legendre, Jacobi e Kronec-
ker.

Definicao 2.1. Sejam a, d inteiros. Dizemos que d é um residuo quadratico médulo a se
a equacao
X?=d (mod a)

admite solucdo, em outras palavra d é um quadrado perfeito médulo a.

Definicao 2.2. Seja p > 2 um ndamero primo e a um inteiro qualquer. Definimos o
chamado simbolo de Legendre:

1sep faeaéum residuo quadratico médulo p

e
- = se a
D p

—1 caso contrario.

Proposicao 2.3. Seja p > 2 um primo e a um inteiro qualquer. Entao

<a> =a® Y2 (mod p).

p
Demonstracao: Veja [4], Proposi¢ao 2.8. [

Proposicao 2.4. O simbolo de Legendre possui as sequintes propriedades:

p p

1. sea=b (mod p) entao (9> = (9)

13
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5H-()0)
Demonstracao: Veja [4], Corolario 2.9. |

Teorema 2.5 (Reciprocidade quadratica).

1. Sejam p e q primos impares distintos. Entao

<§> (i) = (-1 T,

2. Seja p um primo impar. Entao

(2) _ (_1)13% _ { 1 sep=+41 (mod &)

P —1 sep=+43 (mod 8).

Demonstracao: Veja [4], Teorema 2.11. |

O simbolo de Legendre (%) pode ser estendido para o simbolo de Jacobi (%), que esta
definido para todo inteiro arbitrario a e todo inteiro positivo impar por

G-G) GG

se n = pi'ps?...pp* é a fatoragdo prima de n (onde (i) sao dados pelos simbolos de

Legendre usual), além disso, definimos (%) = 1, para todo inteiro a.

Proposicdo 2.6. O simbolo de Jacobi possui as sequintes propriedades
1. Sea=b (modn) entio (2) = (%).
2. (&) =0 se mde(a,n) #1 ¢ (2) € {~1,1} se mde(a,n) = 1.

(2) = (2) () ; em particular, (<) € {0,1}.

(%) = (2) (2), em particular (&) € {0,1}.

5. Sem en sdo positivos e impares, entao (:’;) =(=-1)"z = (ﬂ) .

Co

~

>
N
N——
I
—
|
—_
S~—
‘:
v
L
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Ainda podemos generalizar o simbolo de Jacobi ao chamado simbolo de Kronecker.
Defina
Isea==+1 (mod )

(a>— 0 se 2
5) = se2|a

—1sea=+43 (mod 8)

e
1sea>0
a
(1) = Osea=0
—1lsea<0
esen=u-p'ps?...pp*, onde u = £1, entdo simbolo de Kronecker é dado por

=G G -G

2.2 Anéis comutativos

Nesta secao introduziremos conceitos basicos sobre anéis comutativos.

Definicao 2.7. Seja A um anel comutativo com unidade 1, um subconjunto I de A é
chamado um ideal de A se

1. I é um subgrupo aditivo de A;

2. I é fechado por multiplicacao por elementos arbitrarios de A, isto é,sea € [ er € A
entao ra € I.

Definicao 2.8. Se I é um ideal do anel A, dizemos que a é congruente a b médulo I,
e denotamos por ¢ = b (mod [), se a —b € I. Quando I = (c) utilizaremos a notagao

(mod c¢).

Definicao 2.9. Se [ é um ideal de A, entao para toda a € A definimos a classe de residuos
de a médulo [ comoa=a+1={a+z: z €I}

Teorema 2.10. Seja I um ideal do anel A. Entio o conjunto das classes de residuos
modulo I forma um anel sob as operacoes @ +b=a+bea-b=a-b. FEste anel é dito
anel quociente de A por I e serd denotado por A/I.

Definicao 2.11. Um anel comutativo com unidade D é dito um dominio ou dominio de
integridade se ele satisfaz a seguinte condicao:

Vo,y € D\{0}, z-y#0.
Definicao 2.12. Seja D um dominio:
1. Dizemos que a divide b, denotado por b | a, se existe ¢ € D tal que a = be.

2. Dizemos que u é uma unidade em D se u | 1. Denotaremos o conjunto das unidade
de D por U(D).

3. Dizemos que ¢ é um divisor comum de a e bse c|a e c|b.
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4. Dizemos que ¢ um maior divisor comum (mdc) de a e b se ¢ # 0 e para qualquer
outro divisor comum ¢ de a e b vale ¢ | c.

5. Se 1 é um maior divisor comum de a e b dizemos que a e b sdo relativamente primos.
6. Se a = ub para alguma unidade u € D dizemos a e b sdo associados.

7. Se a # 0 nao é uma unidade, dizemos que a é irredutivel se para todo b,c € D tal
que a = bc implicar que b ou ¢ é uma unidade.

8. Se p # 0 nao é uma unidade, dizemos que p é primo se para todo a,b € D tal que
p | ab implicar que p | a ou p | b.
Proposicao 2.13. Em D elementos primos sao sempre irredutiveis.

Definigao 2.14. Seja A um anel. Um ideal I de A é dito um ideal principal se existe
a € Atal que I = (a). Um dominio no qual todo ideal é principal é chamado de dominio
de ideais principais.

Definicao 2.15. Um dominio D é um dominio de fatoracao tnica se todo elemento
nao-nulo e nao-invertivel de D se escreve de maneira tnica como produto de elementos
irredutiveis de D, isto é, de maneira mais precisa:

1. Todo elemento nao-nulo e ndo-invertivel de D é produto finito de fatores irredutiveis.

2. Se {pi}i<ics © {4j}1<;<, 580 familias finitas de elementos irredutiveis de D tais que
PL...-Ps =q1-..q, entao

e s=1.

» a menos da ordenagdo, p; é associado a ¢;, Vi = 1,...,s (isto é, existe uma
bijecdo o de {1,...,s} sobre {1,...,s} tal que p; é associado a gu(;, Vi =
1,...,s).

Defini¢ao 2.16. Um dominio euclidiano (D, ¢) é um dominio de integridade D com uma,
funcao
¢:D\{0} = N={0,1,2,...}

que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Ya,b € D,b# 0, existem t,r € D tais que

a = bt +r com {(b

2. ¢(a) < ¢(ab), Va,b € D\ {0}.
Chamaremos ¢ de funcao euclidiana sobre D.

Exemplo 2.17. Seja | | : Z — N a fungao valor absoluto. Entao (Z,| |) é um dominio
euclidiano.

Exemplo 2.18. Seja K um corpo e seja K[z o anel de polinémios numa variavel sobre
K. Seja 0 : K[z] \ {0} — N a funcdo grau do polinémio. Entao (K[z],0) ¢ um dominio
euclidiano.

Proposicao 2.19. Todo dominio euclidiano é um dominio de ideais principais.
Proposicao 2.20. Todo dominio de ideais principais é um dominio de fatoracao unica.

Corolario 2.21. Todo dominio euclidiano é um dominio de fatoracao unica.
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2.3 Elementos integrais sobre um anel

Nesta se¢do mostraremos que o conjunto dos elementos integrais sobre um anel é
também um anel. Mas antes introduziremos o conceito de A-mdédulo, uma generalizacao
do conceito de espago vetorial sobre um corpo K.

Definigao 2.22. Sejam B um anel e A um subanel de B. Diremos que um elemento
a € B é integral sobre A se existir um polinémio ménico f € Alz] tal que f(a) =0. Em
outras palavras, « satisfaz uma equacao da seguinte forma:

Q" 4y + -+ aja+ag =0,
onde a; € A,Vi=0,...,n— 1.

Definigao 2.23. Seja A um anel com unidade. Diz-se que um conjunto nao vazio M é
um A-médulo se M é um grupo abeliano em rela¢ao a uma operacao + e munido de uma
operagao externa (escrita como multiplica¢do) que a cada par (a, m) € A x M associa um
elemento am € M e tal que, para todos ay, as € A e todos my, mq € M, verifica:

L. aq(agmy) = (a1ag)my;
2. ar(mimg) = army + armo;
3. (a1 + ag)my = aymy + agmy;

4. 1-m1:m1.

Exemplo 2.24.
1. Todo espaco vetorial sobre um corpo K é um K-moddulo.
2. Todo anel pode ser considerado como um modulo sobre si mesmo.
Definigao 2.25. Seja um A-moédulo M.

1. Um elemento m € M ¢é uma combinagao linear dos elementos my,...,m, € M se
existirem elementos aq,...,a, € A tais que

m=aymy—+ -+ a,m,.

2. Seja f um subconjunto de M. Diremos que 8 é um conjunto gerador de M (ou /3
gera M) se todo elemento de M for uma combinagdo linear de um nitimero finito
de elementos de 5. Se [ for um conjunto finito diremos que M é um A-mddulo
finitamente gerado.

3. Seja f um subconjunto de M. Diremos que (§ é linearmente independente (ou [.7)
se ajv, + - -+ + ayv, = 0, para todos v; € fea; € Ao = 1,...,n, implicar que
ayp=---=a,=0.

4. Um subconjunto  de elementos de um A-mddulo M diz-se uma base de M se é
linearmente independente e 8 gera M.

5. O A-médulo M diz-se livre se ele contém uma base.
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Exemplo 2.26. Todo espaco vetorial V' sobre um corpo K de dimensao finita é um
K-modulo finitamente gerado. Qualquer base de V' forma um conjunto gerador.

Definidos os conceitos de A-modulos, o objetivo do teorema seguinte serd caracterizar
os elementos integrais de um anel B sobre um subanel A.

Teorema 2.27. Sejam B um anel e A subanel de B. FEntao para qualquer o« € B as
sequintes condigcoes sao equivalentes:

1. « € integral sobre B.
2. O anel Ala] = {f(a)| f € Alz]} é um A-médulo finitamente gerado.

3. Eziste um subanel C de B tal que Ala] C C e é um A-maédulo finitamente gerado.

Demonstragao: (1) = (2) : Como « € B ¢é integral sobre A, existem aq,ay,...,a, € A,
tais que

a"+a,a” -+ aja+a; =0.
Portanto,

Q" = —(a, 0" + - Faja+ ag) (2.1)

e dessa forma o™ pertence ao A-mdédulo finitamente gerado por 1,«,...,a™. Por indu-
cao e pela expressao [2.1], segue que toda poténcia o™, m € N, pertence ao A-médulo
Ala, o®. .., a™ 1. Donde segue a igualdade Ala] = A+ A(a) + A(a?) + -+ + A(a™).
(2) = (3) : Basta tomar C' = Ala].

(3) = (1) : Sejam ¢y, ..., ¢, € C os geradores de C' como A-mddulo. Como, por hipdtese,
ac; € C, para todo ¢ =1,...,n, temos que

n
ac; = Z aijcj,
Jj=1

assim temos
ac; = a1C1 + -+ + a1nCp

QCp = Ap1C1 + -+ F AppCp.

Em particular, podemos observar, que « é raiz do polinémio caracteristico da matriz

(a;j;) que é moénico e possui coeficientes em A. [ |
Por indugao, para um ntmero finito de elementos aq, ..., a,, defina
Alaq, ..., an] = Alag, ..., ap_1][an)].
Em particular, quando ag, ..., a, sao elementos algébricos sobre um anel A, segue uma

generalizacao natural do teorema anterior:

Corolario 2.28. Sejam B um anel e A subanel de B. Se aq,...,«a, € B forem integrais
sobre A, entio Alay, ..., ay) serd um A-mdédulo finitamente gerado.
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Demonstracao: Provaremos o resultado por indugao sobre n. O cason = 1 é o Teorema
Suponhamos que o resultado seja valido para n — 1, ou seja, Alx, ..., a, 1] é um
A-médulo finitamente gerado. Como «, € integral sobre A, é também integral sobre

Ala, ..., an_1], portanto, por [2.27
Ala, ... anq][an] = Ala, ..., o)
é finitamente gerado. |

Corolario 2.29. Sejam B um anel e A subanel de B. FEntio o conjunto Ig(A) dos
elementos de B que sdo integrais sobre A € um subanel de B que contém A.

Demonstracao: Basta observar que se z,y sao elementos integrais de A, entdao, pelo
Corolério 2.29] A[z,y] é um A-mddulo finitamente gerado que contém os elementos =+,
x —y e xy e, pelo teorema [2.27] tais elementos sdo inteiros sobre A. [

Como consequéncia temos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 2.30. Sejam B um anel e A subanel de B. O anel Ig(A) dos elementos de B
que sao inteiros sobre A é chamado fecho inteiro de A em B.

2.4 Corpos quadraticos

Definicao 2.31. Seja K um corpo de niimeros. Diremos que K é um corpo quadratico

se [K:Q]=2.

Sejam K um corpo quadrético e € K \ Q. Assim, o é um zero de um polinémio
monico z? + ax + b, com a,b € Q. Dessa forma

—a++vVa? —4b
5 )

o =

Logo, segue a igualdade
K =Q(a) = Q(Va? — 4b).
Em outras palavras, K é um corpo quadratico se, e somente se, existe um racional d,
diferente de 0 ou 1, tal que K = Q(V/d).
Apesar de d, na construgao acima, estar definido para qualquer racional diferente de
0 ou 1 podemos nos restringir a um conjunto mais especifico.

Definicao 2.32. Dizemos que d é um inteiro livre de quadrados se d nao é divisivel por
nenhum ¢? # 1, com ¢ € Z. Denotaremos o conjunto dos inteiros livres de quadrados por

L.

Teorema 2.33. A aplicagcio definida por d — Q(\/c_i) ¢ uma bijecao de L, conjuntos dos
inteiros livre de quadrados, sobre o conjunto de todos os corpos quadrdticos.

Demonstracgao: Primeiramente, devemos verificar se a aplicagdao estd bem definida. Em
outras palavras, dado d € L, precisamos garantir que o corpo Q(\/E) seja de fato um
corpo quadratico. Com efeito, Para qualquer d € £ temos [@(\/E) : Q] < 2. Se o corpo
Q(+/d) nao fosse quadratico terfamos

[Q(Vd): Q] = 1.
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Consequentemente, seguiria a igualdade Q(\/a) = . No entanto, isso seria um absurdo,
uma vez que implicaria v/d € Q. Portanto, a aplicacio estd bem definida.

Para provarmos a injetividade da aplicacdo, suponhamos que Q(v/d;) = Q(v/dz),
onde di,ds € L. Isso implica que existem r, s € Q tais que v/d; = r + s\/d,. Elevando ao
quadrado ambos os lados da igualdade, obtemos

di = r* + s*dy + 27“3\/d72.

A partir da igualdade acima, podemos concluir que rs = 0, o que implica que r = 0 ou
s = 0. A igualdade s = 0 implicaria que d; = r que por sua vez implicaria em d; ¢ L, o
que é impossivel. Portanto segue que » = 0 e d; = s°dy e como d; é livre de quadrados,
s? = 1. Portanto, d; = ds, o que demonstra a injetividade da aplicacao.

Ja para a sobrejetividade da aplicacao, considere o corpo quadrético K = Q(,/g), onde
q ¢ um numero racional conforme observado anteriormente. Podemos escrever ¢ = ¥, onde

u,v € Z. Logo
K=o =0(\2)=0({%) = awm),

Escrevendo uv = n?d, onde d é a parte livre de quadrados de uv, temos
K = Q(vn?d) = Q(Vd)
[ |
Definicao 2.34. Seja Q(\/E) um corpo quadratico, onde d ¢é o inteiro livre de quadrados

univocamente determinado pelo Teorema Diremos que d é o discriminante do corpo

quadrético Q(v/d).

Em geral, sempre que denotarmos um corpo quadratico como Q(\/E) fica-se suben-
tendido que d é o discriminante do corpo quadratico.

Sempre que o discriminante de um corpo quadratico é positivo, o corpo estara contido
em R. Por outro lado quando seu discriminante for negativo o corpo quadratico estara
contido em C mas nao em R. Assim definimos:

Definicao 2.35. Dizemos que um corpo quadratico é real quando seu discriminante é
positivo. Caso contrario, isto é, quando seu discriminante ¢ negativo, dizemos que o
corpo quadratico é complexo.

Definicao 2.36. Em um corpo quadratico Q(\/;Z), a norma e o traco de um elemento
r 4+ sv/d sdo definidos, respectivamente, por:

N(r + sVd) = r? — ds?
T(r + svVd) == 2r.

Definicdo 2.37. Para um elemento o = r + sv/d € Q(\/E), definimos o seu conjugado
como o = r — s\/d.

Seja @ = r + sv/d um elemento do corpo quadratico Q(\/E), entao
N(a) = ad
T(a)=a+ad

A propriedade fundamental da norma N é a sua multiplicatividade, isto é:
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Proposicao 2.38. Seja Q(\/E) um corpo quadrdtico, entao a norma goza da propriedade
N(ap) = N(a)N(B),
para todo o, f € Q(v/d).

Demonstracgao: Basta notar a seguinte relacao

N(ap) = ap(aB) = aBd B = ad'BB" = N(a)N(B).

2.5 Anéis quadraticos

Agora, nosso objetivo sera caracterizar o conjunto dos inteiros algébricos de um corpo
quadratico @(\/ZZ), que chamaremos de anel quadratico, e introduzir algumas propriedades
relativas a esses anéis.

Definicao 2.39. Dado um corpo quadratico Q(\/E), diremos que seu conjunto de inteiros
algébricos é um anel quadratico com discriminante d e o denotaremos por Q4. Também
diremos que Oy é um anel quadratico real se d > 0 e um anel quadratico complexo se
d < 0.

A seguinte observacao, que sera util em calculos posteriores:

Observacgao 2.40. Quando d =1 (mod 4) vale a igualdade

1+2\/E> _ {;Jrg\/&: a,b€Z, a=b (mod 2)}. (2.2)

Z+Z<

Teorema 2.41. Seja d um inteiro livre de quadrados. Entao o conjunto dos inteiros

s

algébricos do corpo quadrdtico Q(v/d) é

Z + Z+/d, sed=2,3 (mod 4);

Z—i—Z(lJ“T\/%7 sed=1 (mod 4).

Demonstragao: Todo elemento a € Q(v/d) é da forma r + sv/d, com 7,5 € Q. Logo
pode ser escrito como
a+bvVd

C

o =

onde a,b,c € Z, com ¢ > 0 e mdc(a,b,c) = 1. Portanto, a é um inteiro algébrico se, e
somente se, os coeficientes de seu polinébmio minimal « sobre Q
a—i—b\/E) (t a—bﬂ) 2a a’? — bd
c c

=t — —t+

) t)= 1|1
minga(t) ( . Z

sao inteiros, isto €,
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Se a e ¢ possuem um fator primo p em comum, como d ¢ livre de quadrados, p também
divide b, o que contradiz o maior divisor comum entre a,b e ¢ ser igual a 1. Donde
podemos concluir que ¢ é um divisor de 2, ou seja, c =1 ou ¢ = 2. Se ¢ = 1, entao

a:Lb\/a:a—l—b\/c_l
c

¢ um inteiro algébrico tanto para o caso d = 1 (mod 4), quanto para d = 2 ou 3 (mod 4).
Agora suponhamos que ¢ = 2. como mdc(a,b,c) =1, a e b devem ser impares. De

a? — b*d
2

€L

segue
a> —b*d=0 (mod 4).
Como um niimero impar 2k + 1 possui quadrado 4k? + 4k +1 = 1 (mod 4). Temos,

a’?=1=1* (mod 4) e isso implica d = 1 (mod 4). Dessa forma e pela observacio acima,
obtemos

o 7 + 7n/d, sed=2,3 (mod 4);
! Z—l—Z(”—ﬁ), sed=1 (mod 4).

Para a reciproca basta verificarmos a existéncia de um polindémio com coeficientes

em Z satisfazendo o elemento da forma descrita em [2.41] Sejam a e b inteiros, entdao o
elemento a + bv/d satisfaz o polindémio

2 — 2ax + a® + db*.

Se d =1 (mod 4), entdao o elemento a+b (HT‘/&) ¢ um zero do polinémio com coeficientes
inteiros.

1—
2? — (2a + b)x + a* + ab + <4d> b?

Portanto vale a igualdade

2

0, = 7 + ZA/d, sed=2,3 (mod 4);
“ Z+Z(1+ﬂ), sed=1 (mod 4).

Observagao 2.42. Devido a Observagao 2.2, quando d =1 (mod 4)

b
Od_{;+2\/ﬁz a,beZ, a=b (mod2)}.

Observacio 2.43. Seja a € Q(v/d), entdo
minga(t) = t* — T(a)t + N(a).

Logo dizer que o elemento « é um inteiro algébrico é equivalente a mostrar que 7'(«), N(«) €
Z
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Observacao 2.44. Seja

{\/E, sed=2,3 (mod 4);
Wy =

1+2\/E, sed=1 (mod 4).

Observe que {1,wy} é uma base integral de O,.
Definicao 2.45. Nos referiremos a base {1,wy} como a base integral candnica de O,.
A seguir, daremos dois exemplos de anéis quadraticos.
Exemplo 2.46. O anel dos inteiros de Gauss
il =7+ Zi
é o anel dos inteiros de Q(v/—1). De fato, ja que —1 = 3 (mod 4), entdo
O_1 =7Z+ Za.
Exemplo 2.47. Uma vez que —3 =1 (mod 4),

1 _
(9_3=Z+Z<+2 V?’)

Este anel é também conhecido como inteiros de Einsenstein.

Ao trabalharmos com anéis quadraticos, torna-se crucial conhecer suas propriedades
decorrentes de sua caracteristica de dominio, como, por exemplo, o conjunto da suas
unidades e o conjunto de seus elementos irredutiveis. A partir deste ponto, exploraremos
alguns resultados que nos permitirao caracterizar o conjunto das unidades em um anel
quadratico.

Proposicao 2.48 (Caracterizagdo de unidades). Um elemento o € Oy é uma unidade
se, e somente se, N(a) = £1.

Demonstracgao: Seja a uma unidade em O, entao existe 5 € Oy tal que af = 1. Assim,
como a norma dos elementos de O sao ntimeros inteiros,

N(af) = N(a)N(f) =1,

implica que apenas N(«) = £1 é possivel.
Reciprocamente, suponhamos que a norma de « satisfaga N(a) = £1, logo aa/ = +£1,
e como o € Oy, a é uma unidade em Oj. [ |

Podemos utilizar diretamente a tiltima proposicao para determinarmos o conjunto das
unidades de ané¢is quadraticos complexos.

Proposicao 2.49. Seja Q(\/a) um corpo quadrdtico, onde d < 0 e livre de quadrados.
Entdo o grupos das unidades de Oy, que denotaremos por Oy, é dado por

1. OF ={£1,+£i}, sed=—1;
27

2. O; = {j:l, iw, :l:w2}; Onde w = eT, se d p— _3’.

3. Of ={£1},sed<0ed#—1,-3.
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Demonstracao: Segundo a Proposigao [2.48], para encontrarmos o conjunto das unidade
de O, precisamos encontrar os elementos o € O, que satisfaca N(«) = £1, resultando em
equacoes diofantinas da forma x? + |d|y? = +1, se d = 2,3 (mod 4), ou 22 + |d|y* = +4,
se d =1 (mod 4), que de forma geral possuem solugdes simples. [

Apesar da facilidade de caracterizar o conjunto das unidade em anéis quadraticos
complexos, para o caso real é um tarefa muito mais complicada. O seguinte resultado
nos mostra a existéncia de infinitas unidades nao triviais em anéis quadraticos reais.
Posteriormente mostraremos que em um anel quadratico real existe uma certa unidade
que gera todas em certo sentido.

Teorema 2.50. Seja d > 0 um inteiro que nao € um quadrado perfeito. Entdo a equagdo
2?2 — dy? = 1 possui solucdo inteira ndo trivial, ou seja, solugio diferente de (£1,0). Em
particular, quando d € um inteiro positivo livres de quadrado o corpo quadrdtico Q(\/E)

possui uma unidade diferente de £1.
Para a demonstracao do teorema precisaremos dos dois resultados seguintes.

Lema 2.51. Se & e & sao numeros reais diferentes de 0 tal que % é irracional, entdo
para qualquer N € N, existem inteiros A e B, ambos diferentes de 0 que satisfazem as
INnequacoes:

1
46 + Bo| < (6] +1&]), 1A N, B <N
Demonstragao: Assumimos que & e & sdo ambos positivos (caso contrario, apenas
precisamos trocar os sinais de a e b na prova abaixo). A irracionalidade de g—; implica que

a funcao
fZXxZ—R:(a,b)— a& + b

é injetora.

Existem (N +1)? pares de inteiros (a, b) € [0, N|x [0, N], e para esses pares, temos 0 <
f(a,b) < N(|&] + |&]). Se dividirmos o intervalo [0, N(|¢;] + [£2])], em N? subintervalos
de comprimento igual a +(|&]+]£&]), entdo, como (N + 1) > N2, deve existir, de acordo
com o principio da gaveta dos pombos, pelo menos dois pares

(a,0) # (a,') com |f(a,b) = f(a',b)] < N(|&2] + |€2))-

Agora, defina A =a—a' e B=5b—10, e assim os inteiros A e B terdao as propriedades
desejadas. [

Corolario 2.52. Assuma que d € N ndo seja um quadrado perfeito. Entao existe um
inteiro ¢ tal que a equagio A* — dB? = ¢ possui infinitas solugoes (A, B) € Z X Z.

Demonstracao: Pelo lema anterior, existem numeros A, B € 7Z, com pelo menos um
deles diferente de 0, que satisfazem as desigualdades

|A— BVd| < ]1[(1 ++d), |[A|<N, |B|<N. (2.4)
A desigualdade triangular nos mostra que
|A+ BVd| < |A| + |BVd| < (1+V4d) - N, (2.5)
e multiplicando [2.4] e 2.5 obtemos
|A%2 —mB? < (1+Vd)>.
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Agora, fazendo N — oo, haverd infinitos pares distintos (A, B), pois se tivéssemos apenas
uma quantidade finita, o conjunto {|A — BV/d| : A, B € Z} possuiria um minimo, o que é
impossivel devido a. Como, por | A% — dB?| é limitado superiormente, deve existir
um inteiro ¢ com |¢| < (14+/d)? para o qual A2 —dB? = ¢ tenha infinita solugoes inteiras,
o que demonstra o corolario. [ |

Agora, podemos demonstrar o Teorema [2.50]

Demonstracdo do Teorema [2.50; De acordo com o Corolario 2.52] existe um inteiro
¢ # 0 tal que hé infinitos pares (A, B) satisfazendo A? — dB* = c¢. Por conveniéncia,
assumiremos sem perda de generalidade que A > 0. Entre estas infinitas solugoes, esco-
lhemos (¢ + 1) solugoes e consideramos as classes de residuos de A e B médulo ¢. Pelo
principio das gavetas dos pombos, deve haver pelo menos dois pares (A;, By) # (Asg, Bs)
com A; = Ay (mod ¢) e By = By (mod ¢).

Os elementos 7; = A; + B;V/d possuem as mesmas normas N () = N(n,) = c e
satisfazem a congruéncia 1; = 7, (mod ¢). Da igualdade N (n;/12) = 1, segue que 11 /19
serd uma unidade se pudermos mostrar que 7;/7, é um inteiro algébrico. Para isso,
observe que 1, /12 = 1+ (1 —n2) /12 = 1+ (1 — m2)V/d/c. Uma vez que, pela construgio,
a diferenga n; — 19 é divisivel por ¢, 1, /n2 é de fato um inteiro algébrico e, portanto, uma
unidade.

Ainda precisamos mostrar que 7; /1, # £1 é uma unidade nao trivial. No entanto,
m/ne # 1 segue de ny # ma, € m/n2 # —1 decorre do fato de que A; e Ay sdo ambos
positivos. Isso conclui a prova do Teorema [2.50) |

Um resultado muito interessante ¢ o da existéncia de uma unidade € que gera qualquer
outra unidade n pela relagdo € = +€", onde n € Z.

Teorema 2.53. Se O, é um anel quadrdtico real, entdo existe uma unidade € € OF com
a propriedade que toda unidade n € O pode ser escrita unicamente na forma n = +e',
para algum t € Z. Em particular,

Of ~7/22 & L.

Demonstracao: Dentre as unidades satisfazendo |n| > 1, afirmamos que existe uma com
o menor valor absoluto. Suponhamos o contrario, entao existiria uma unidade (na verdade,
5

infinitas) com 1 < || <  (basta escolher duas unidades suficientemente préximas do

infimo dos valores absolutos e considerar o quociente delas). Como |nn’| = 1, isso implica
4

3 < || < 1. Se expressarmos 7 como 1 = a + bv/d (onde 2a,2b € Z), entdo 2[a| =
In+7'| < |nl+ || <2, e, portanto, |a| < 1. Como a = 0 nao ¢ possivel, devemos ter
a==+1oua=+1/2. Se a = %1, entdo, imediatamente, segue de 1 < |n| < 2 que b =0,
e, portanto, n = 1, chegando a uma contradi¢do. Se a = £1/2, entdo para nenhum d,
haverd uma unidade 7 satisfazendo 1 < || < 2.

Seja € uma unidade com o menor valor absoluto maior do que 1. Afirmamos que €
possui as propriedades listadas no enunciado do Teorema [2.53] Caso contrario, existiria
uma unidade 7 com € < |n| < ¢"*! para algum n € N. Mas entao ne™ seria uma unidade
cujo valor absoluto esta estritamente entre 1 e e[, contradizendo a escolha de e.

A unicidade é evidente: e = +e implica |e| = 1, o que, por sua vez, implica t = u ja
que € é irracional. Portanto, os sinais também devem coincidir.

Seja € como no teorema anterior e considere as unidades £e*!. Entre essas quatro
unidades, ha exatamente duas positivas, e entre essas ha exatamente uma que é maior

do que 1. Entao sempre haverd uma unidade € > 1 tal que que qualquer outra unidade é
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escrita como =+¢', onde ¢t € Z. A partir de € construido na demonstracao do Teorema
ser uma unidade que possui o menor valor absoluto maior que 1 definimos:

Definicao 2.54. Seja O ; um corpo quadratico real. Dizemos que sua unidade fundamen-
tal é a menor unidade de O, maior do que 1.

Portanto, a unidade fundamental de um corpo quadratico real gera qualquer outra
unidade a partir da relacdo +e', t € Z. Cabe comentar que para um inteiro livre de
quadrados d um corpo quadratico real nem sempre possui uma unidade com norma —1.
Por exemplo, O_3 nao possui uma unidade de norma —1. De fato, basta mostramos que
a equacao

2?4 3y = —4

nao possui solucao inteira. Caso a equacao possua solucao inteira, analisando a equagao
modulo 3 chegamos a expressao

r*=—-4=-1 (mod 3)

e como —1 nao é um residuo quadratico médulo 3 é impossivel que a equacao tenha
solucao. No entanto, para valores especificos de d, O, possui unidades de norma negativa.
O seguinte resultado, que sera util futuramente, nos exemplifica esse fato.

Teorema 2.55. Se p é um primo com p = 1 (mod 4), entdo a unidade fundamental €
possui norma N(e) = —1.

Demonstracao: Veja [5], Teorema 11.5.4. |

Observagao 2.56. Caso exista uma unidade de norma negativa, como a unidade funda-
mental gera qualquer outra unidade pela relacao €, com n € Z, entao serd necessario
que a unidade fundamental também tenha norma negativa.

Também podemos utilizar a norma para dar uma condi¢do suficiente para que um
elemento em Oy seja irredutivel.

Proposicao 2.57. Se a € Oy tem norma N(«) = £p, onde p é um inteiro primo, entdo
a € trredutivel em Oy.

Demonstragao: Seja a € Oy tal que N(a) = £p, onde p é um inteiro primo. Suponha
que existam [,y € Oy, tais que a = . Entao N(a) = N(B)N(y). Mas, como N () e
N() sao inteiros e N(a) é um primo, entdo um deles deve possuir norma igual a +1, o
que implica ser uma unidade. Portanto « é irredutivel. [ |

2.6 Anéis quadraticos norma euclidianos

Definicao 2.58. Diremos que um anel quadratico Oy é norma euclidiano quando é um
dominio euclidiano cuja funcao euclidiana é o valor absoluto da norma. Em outras pa-
lavras, O, é norma euclidiano quando para quaisquer «, 3 € Oy, existem ¢, € O, tais
que

a=8-q+r (2.6)

com r =0 ou |[N(r)| < |N(B)|.
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A partir da igualdade [2.6, podemos expressar r como r = o — 3 - ¢. Assim, obtemos
a relacao
o

N(r) = N(a - gf) = N ((g) 6) =N (5) N(B).

Como o corpo de fracdes Oy é um corpo que contém estritamente QQ e estd contido em
@(\/c_l), que é uma extensao de grau 2 de QQ, entao segue que o corpo de fragoes de Oy
coincide com Q(v/d). Além disso, dado que |[N(r)| < |N(8)|, podemos estabelecer um
critério para que um anel quadratico seja norma euclidiano.

Proposicao 2.59. Um anel quadrdtico Oy € norma euclidiano se, e somente, para todo
v € Q(Vd) eziste ¢ € Oy tal que [N(y —q)| < 1

Demonstragiao. Suponhamos que Q(v/d) seja norma euclidiano. Seja v € Q(v/d), logo,
existem «, § € Oy tais que

a
v = E
Sejam ¢, € Oy tais
a = fq+r,
com r =0 ou |[N(r)| < [N(B)|. Dessa forma temos
o r
TR
ou, de forma equivalente, .
T—4q9= B
Portanto, como r = 0 ou |N(r)| < [N(B)],
Ve -al<|v (5) <1

Para a reciproca, sejam «, 5 € Oy4. Pela hipotese, exite ¢ € Oy tal que

o
N|-— q) < 1.
(s
Entao
[N (= Bg)| <N (B)].
Definindo » = o — 8¢ temos o que queriamos. [ |

Corolario 2.60. Um anel quadrdtico Oq é norma euclidiano se para todo a + byv/d €
Q(Vd) existe um x4+ yv/d € Oy tal que

IN((a+bVd) = (x +yVd))| = |(a —2)* = d(b—y)*| < L.

Observacao 2.61. Pelo resultado acima, podemos concluir que um anel quadratico
Q(v/d) é norma euclidiano se, e somente, para quaisquer a,b € Q a inequacio

1. [(a —x)*—d(b—1y)?| <1 possui solucio (z,y) € Z X Z, se d = 2,3 (mod 4);
(
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Exemplo 2.62. O, = Z[i]| = Z + Zi é norma euclidiano.

Demonstracao: De acordo com a observagao, para quaisquer racionais a e b precisamos
encontrar inteiros x e y tais que

(@ —2)*+ (b—y)*| < 1.

Para isso basta escolhermos

=

N= 5

<
y € Z tal que |b—y| <

{az € Z tal que |a — x|

Dessa forma que temos

a2l < (3) +(5) =<

[ |
Vamos computar um exemplo na pratica.
Exemplo 2.63. Sejam av =3+ 53,5 = 1 +1i € Z][i].
Demonstracgao: Calculando temos
a 1 n 7.
g2 27
Queremos encontrar x inteiro tal que | — % — x| < % Claramente, as tnicas solucoes da
desigualdade sdo x = —1 ou x = 0. Para y, precisamos que satisfaca |% —y| < % neste

caso também temos duas solugoes y = 7 e y = 8. Dessa forma temos quatro opgoes para
q:
q=-1+7, —1+8, Ti, 8.

Como a = Bq + r, podemos computar r substituindo os valores de g.

Observacao 2.64. O exemplo acima nos mostra que, diferentemente do algoritmo de
Euclides que conhecemos em Z, o algoritmo Z[i] nao possui a unicidade para ¢ e r.

De O; = Z[i] ser um anel quadratico euclidiano, entao, em particular, é um dominio
de fatoragao tinica. Agora daremos dois exemplos de como a fatoracao tinica nos ajuda a
resolver equagoes diofantinas. Primeiramente vamos construir o conjunto dos elementos
primos de Z[i].

Lema 2.65. Qualquer primo p = 1 (mod 4) fatora-se como p = (a + ib)(a — ib) com
a,b € Z. Em particular, p pode ser escrito como soma de dois quadrados perfeitos em Z.

Demonstracdo: Como p =1 (mod 4), temos (_71) = (—1)% = 1, ou seja, existe x € Z

tal que 22 + 1 = 0 (mod p). Agora, suponha que p seja irredutivel em Z[i]. Entdo, de
ple* +1 = (z +14)(x — 1), temos que p|z + i ou p|xr — i. Mas isso é impossivel, uma vez
que um multiplo de p em Z[i] é da forma p(a +ib) = pa + ipb, com a,b € 7Z, isto é, possui
parte real e imaginaria multiplas de p, o que nao é o caso para x =+ i.

Assim, temos que p é irredutivel e existem 3,y € Z[i]\Z[i]* tais que p = f~. Tomando
normas, temos p*> = N(B)N(7), o que implica em N(8) = N(a) = p, ja que 3,v ¢ Z[i]*,
ou seja, N(B), N(v) # £1. Escrevendo 8 = a + ib com a,b € Z, temos portanto que
p = N(B) = a* + b*, donde obtemos a fatoragdo p = (a + ib)(a — ib) desejada. Note que
a %+ ib sdo ambos elementos primos em Z[i] pois possuem norma prima. [ |
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Teorema 2.66. Os elementos primos de Z[i] sdo, a menos de associados,
o numeros primos p € Z tais que p =3 (mod 4);

o numeros da forma a + ib onde N(a + ib) é primo, necessariamente igual a 2 ou
congruente a 1 modulo 4.

Demonstracao: Vamos demonstrar que os inteiros p primos em Z congruentes a 3
modulo 4 sdo irredutiveis em Z[i], o que implica em dizer que sao também primos em
Z[i]. Seja p € Z tal que p = 3 (mod 4). Se p pode ser fatorado como p = af com
a,B € Z[i] \ Z[i]*, temos p* = N(p) = N(af) = N(a)N(B). Como a e  nao sio
unidades, entdo N(a) = N(f) = p. Entretanto, escrevendo o« = a + bi com a,b € Z,
temos que a*+b* = p =3 (mod 4), o que é impossivel, visto que um quadrado perfeito é
congruente a 0 ou 1 médulo 4, logo a? + b? é congruente a 0, 1 ou 2 médulo 4, o que nos
leva a uma contradicao.

De acordo com a Proposicao m, N(«) primo implica que o é um elemento primo
em Z[i].

Agora, vamos mostrar que se a nao é um primo em 7Z congruente a 3 médulo 4 ou se
N(«) nao é um primo, entao « é redutivel. Primeiramente, observe que « é irredutivel
se, e somente se, o é irredutivel. Seja o = a + ib um elemento irredutivel em Z[i], se
N(a + ib) ndo é um primo em Z, entdo a* + b*> = mn com m,n € Z e m,n # 1, logo

(a +ib)(a — ib) = mn.
Pela unicidade da fatoracio, podemos afirmar que a + ib = en (e a — ib = ¢ 'm), onde
€ é uma unidade Z[i], isto é, ¢ = +1 ou +i. Assim, devemos ter a = 0 ou b = 0, em
qualquer caso segue a igualdade o = +n. Portanto, « é irredutivel se, e somente se, m é
irredutivel, o que é equivalente a dizer que m é um primo congruente a 3 médulo 4. W

Exemplo 2.67. Resolva a equacdo diofantina 3® = 22 + 4

Demonstragao: Temos a fatoragdo y* = (z + 2i)(z — 2i) em Z[i] e queremos concluir
a partir dela que (z + 2i) e (x — 2i) sdo cubos perfeitos em Z[i]. Observe primeiramente
que se m é um irredutivel que divide x + 2t e x — 2¢, entdo 7 deve dividir a diferenca

4i = —i(1 —i)%, ou seja, 7 é associado a 1 — 4. Assim, podemos escrever
y €1 e e
T+2t=u-m' W "
< /€1 /€2 /€n
T—=20=U-T Ty -+ T,

onde u € Z[i]* e os ; sao irredutiveis dois a dois nao associados e m, = 1 —1. Note que 7
sao irredutiveis dois a dois nao associados e que, com excegao de j = 1, ; nao ¢ associado
a nenhum 7. Como (z + 2i)(x — 2i) = y°, temos pela fatoracdo tnica que 7; e 7} sdo
os irredutiveis que aparecem na fatoragao tnica de y e que portanto 3|e;, com a possivel
excegao de j = 1. Mas como 7] e 7 sao associados temos que 2e; deve ser divisivel por
3, logo 3|e; também. Por outro lado, toda unidade em Z[i] é um cubo perfeito em Z[i,
assim concluimos que = + 2i e x — 2i sao cubos perfeitos em Z]i].

Agora, escrevendo x+2i = (a+1b)® com a,b € Z e expandindo, obtemos z = a® — 3ab?
e 2 = 3a?b — b®. Da ultima equagdo, temos b|2, e testando as possibilidades obtemos as
solugdes (a,b) = (£1,2) e (a,b) = (£1,1), ou seja, (£11,5) ou (z,y) = (£2,2). [
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Exemplo 2.68. Toda tripla pitagdrica de inteiros positivos, isto é, inteiros positivos a, b, ¢
satisfazendo a?+b* = ¢? tais que mdc(a, b, ¢) = 1, é da forma (a, b, c) = (2st, s2—1?, s> +1?),
para algum par de inteiros positivos s,t de paridades opostas e tal que s > t.

Demonstragao: Seja (a,b,c) uma tripla pitagdrica primitiva, logo ¢* = a? + bv* = (a +
ib)(a — ib). Vamos mostrar que a + ib e a — ib sdo relativamente primos em Z[i], para isto
observe que qualquer divisor comum 7 de a + b e a — ib também divide 2a e 2b. Se 7
nao divide 2, entdo 7 divide simultaneamente a e b, o que implica que N(7)|N(a) = a® e
N(m)|N(b) = b?, e assim, N(m)|c?, assim, N(7) deve ser &1, j& que mdc(a, b, c) = 1, isto é,
7 é uma unidade em Z[i]. Portanto 7 | 2, assim m = 1+ ou m = 1 —i. Agora, observe que
o fato de 1+ ou 1 — ¢ dividir a + b implica que a e b possuem a mesma paridade, o que é
impossivel, uma vez que a e b ndo podem ser simultaneamente pares pois mdc(a, b, c) = 1
e nao podem ser simultaneamente impares, pois terfamos ¢ = a?+b? = 2 (mod 4) o que é
uma contradi¢ao com o fato de quadrados perfeitos serem congruentes a 0 ou 1 médulo 4.
Dessa forma podemos concluir que a + ib e a — ib sdo relativamente primos em Z[i], além
disso, como vimos que a e b devem ter paridades distintas, vamos supor a par e b impar.
Pela fatoracao tnica de Z[i], como a + ib e a — ib sao relativamente primos e o produto
de ambos é um quadrado perfeito, entdo ambos devem ser um quadrado perfeito em Z[i],
logo deve existir um s + it € Z[i] tal que a + ib = €(s + it)?, onde € € Z[i]* = {1, £i}.
Assim, a + ib = €((s? — t?) +i(2st)). Diante da suposi¢do a par e b impar, devemos ter
€= —i,eassima=2steb=s>—1t% com s > t. [



3 Classificacao dos anéis quadraticos
norma euclidianos complexos

Neste capitulo mostraremos que o anel quadratico complexo O, é norma euclidiano
quando d = —1,—-2,—3,—7 e —11. Mostraremos que eles sdo os Unicos discriminantes
tais que o anel quadratico Q4 é um dominio euclidiano.

Teorema 3.1. O, é um anel quadrdtico complexo norma euclidiano quando d = —1, —2,
-3, =7, —11.

Demonstragao: Para demonstrar o resultado vamos utilizar o Corolario e a Obser-
vagao [2.61]

Quando d = 2,3 (mod 4), isto é, d = —1, -2, se v = a+ bv/d, com a,b € Q, tomamos
x,y € Z tais que |a — z| < % elb—y| < % Assim, se ¢ = = + yV/d,

N(y—a) = N~ + (b~ y)Vd) < (a— ) —d(b—y)? < 3 +d]; <

Quando d = 1 (mod 4), isto é, —3, —7, —11, se, como acima, v = a+bv/d com a,b € Q,
tomamos y = % com v € Z tal que |b—y| < ; e depois © = % com u € Z, u = v (mod 2),
tal que |a — z| < % Assim, se ¢ = & + yv/d, entéo

1 1
N(y—gq)=Nla—z+(b-yVd) < (a—z)’ —d(b-y)* < 1 Tldg <1
[ |
Agora, nosso objetivo serd demonstrar que O, é um dominio euclidiano apenas para
d=—1,-2,—-3,—7 e —11. No entanto, para isso, ainda serd necessario a utilizacao de

um resultado auxiliar. A fim de demonstrarmos o resultado introduziremos o seguinte
teorema

Teorema 3.2. Seja G um Z-mdédulo livre e H um submddulo de G. Suponha que {1, ..., x,}
seja uma base para G e {y,...,yn} uma base para H. Se para cada i, y; = >75_, a;;z;,
onde a;; € Z. Entao

G/ H| = |det([aq;])]-

Demonstracao: Veja [3], Teorema 1.17.

Agora, vamos ao resultado.

Corolario 3.3. Seja a € O4. Entao
[Oa/ ()] = [N ()]

31
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Demonstracao: Faremos a demonstracao do caso d = 2,3 (mod 4). neste caso {1, \/3}

é uma Z-base de Q. Seja o = a 4+ bV/d € Oy, entio {a, aﬂ} = {a + bV/d, bd + WE} é
uma Z-base para (). Entdo, pelo Teorema [3.2]

Oa/ ()] =

a b
b aH = |a2 — bd2| = |N(«)|.

O caso d =1 (mod 4) é andlogo, com a diferenga que devemos tomar {1, #} como
a Z-base para Oy. [ |

A demonstracao do préximo teorema segue o método desenvolvido em [28].

Teorema 3.4. Seja um inteiro livre de quadrados d < —11, entao O4 nao € um dominio
euclidiano. Mais ainda, Qg4 é euclidiano apenas nos casos d = —1,—2, -3, =7, —11.

Demonstragao: Seja d < —11 livre de quadrados e suponhamos que Oy4 seja um dominio
euclidiano cuja fungao euclidiana seja ¢(x). Considere

S={¢(x): €04 v#0, 2 ¢ U(Oy)} CN.

Seja ¢(ar) o menor elemento de S. Agora, seja € Oy, entdo, pela propriedade euclidiana,
existem ¢, r € Oy tais que
f=aq+r,

com r = 0 ou ¢(r) < ¢(a). Mas pela minimalidade de ¢(«), ¢(r) < ¢(a) s6 pode
ocorrer quando r for uma unidade em Oy, isto é, r = £1. Portanto, o anel quociente
Oq4/ () possui no maximo trés elementos, isto é, os elementos cujos representantes sao as
possibilidades de r como visto anteriormente. Agora, mostraremos a impossibilidade da
existéncia se a, que sera dividido em dois casos: d = 2,3 (mod 4) e d =1 (mod 4).

Se d = 2,3 (mod 4), entao da existéncia de « existem inteiros a, b tais que o = a+bVd
e do Corolario segue

|04/ (a)| = IN(a)| = a® + |d]b* < 3,

o que é impossivel quando o ndo é uma unidade.
Se d =1 (mod 4), entdo, podemos escrever v = % + 24/d, onde a = b (mod 2), e de
maneira analoga

Oa/{a)| = |N(@)| = a® +]d]p* <43

é impossivel quando a nao é uma unidade.

Assim resta-nos mostrar quando d > —11, ou seja, d = —5, —6, —10, o anel quadratico
O, nao é euclidianos. Faremos demostrando que O, nao é dominio de fatoragao unica
para d = —5,—6, —10. Em O_5 temos duas fatoragoes diferentes em fatores irredutiveis

para
2-3=(1+v=5)(1—-5).

Para O_g, temos
—2.3= (V6)(VD).

onde 2,3 e v/—6 sdo elementos irredutiveis em O_g. Por fim, em O_;, os irredutiveis 2,
7,2+ +/—10 e 2 — /=10 se relacionam como

2.7=(2+v/—10)(2 — vV=10).
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Com isso demonstramos o resultado [ |

A partir dos Teoremas e nao s6 podemos classificar todos os anéis quadraticos
complexos euclidianos, mas também, podemos concluir que ha uma equivaléncia entre
anéis quadraticos complexos euclidianos e anéis quadraticos complexos norma euclidianos.
Portanto enunciamos:

Teorema 3.5. Um anel quadrdtico complexo Oy € um dominio euclidiano se, e somente
se,d=—1,-2,-3,—7 e —11. Além disso, a classificacio de anéis quadrdticos complexos
euclidianos coincide com a classificacdo de anéis quadrdticos complexos norma euclidiano.

Ainda em anéis quadraticos podemos dar um exemplo de uma familia de dominios de
ideais principais (dominios de fatoragdo tnica) que nao sao dominios euclidianos. Para
isto seguiremos a referéncia [26].

No que se segue adotaremos o € C como a raiz de um polindmio quadratico 2?+tx+q €
Z[z|. Em particular, Z[a] é subconjunto de um anel quadratico.

Lema 3.6. Seja m € Z|a] tal que N () é um nidmero primo, entao w é um primo em Z|a

()| o1

Demonstragao: Defina p = N(7). Entao,

‘(piZ[g]N:pZe

Como p é um niimero primo e

Zlo] o (Zlo]/pZia))

nZlo]  (7Zla]/pZ[a])’

segue de que Z[a|/pZ]a] tem p elementos e logo é um corpo. Portanto, 7 é um primo
em Za/. |

Lema 3.7. Se Z[a] nao é dominio de fatoragio inica, entdo existe um nidmero primo
p, mas ndao primo em Z[a], com a propriedade: Se p | N(w), entdo p* < |N(w)|, onde
w € Z[a].

Demonstragao: Seja S o conjunto de todos os elementos de Z[a] que podem ser escritos
como o produto de primos em Z[a]. Sejam S’ = U(Z[a])US e W = Z[a] \ S’. Como Z[a]
nao é um dominio de fatoragao unica, seque que W é diferente do vazio. Seja 5 € W tal
que

IN(B)| = min{|N(w)|: weW, w#0}. (3.2)
Como 3 € W, entdo  nao pode ser um elemento primo em Z[a], além disso, pela
propriedade multiplicativa de N, § deve ser um elemento irredutivel, entao, pelo lema
anterior, N(/3) ndo é um nimero primo. Portanto, existe um primo p tal que

pIN(B) ep < INB)I (3.3)

Note que p ndo pode ser um primo em Z[a], pois, caso contrario, como p | N(/3), obteria-

mos que p seria um associado de S ou 3, o que é impossivel, uma vez que 5 € W.
Vamos mostrar que p satisfaz a propriedade do anunciado. Seja w € Z[a] tal que

p | w, argumentando de maneira similar ao que fizemos anteriormente, podemos mostrar

que w € W, logo, utilizando [3.2] e [3.3] obtemos
PP < INB) <IN (W)l

O que completa a demonstracao. [ |
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Lema 3.8. Seja p um nimero primo. Entao p é um primo em Zla] se, e somente se,
x? +tx 4 q € primo em Z,|z]

Demonstragao: O resultado é consequéncia da cadeia de isomorfismos

Zy|7] ~ (Z[x)/pZ]x]) ~ Z[z]

(22 + tx + q)Zy[x] ~ ((2? + tx + q,p)Z[x]/pZ]z]) — (2 + tx + q,p)Z[z]

Zlx|/p(a® + tx + q)Z[x] ~ Zla]
(22 4+ tx + q,p)Z[z])/(2®> + to + q)Z[z]  pZ]a]

[
Teorema 3.9. Seja d € N. Suponha que Z [HTM} nao seja um dominio de fatoragao

.o ~ . . ~ . 1+/—d . d
unica. Entao, existe um primo p, que nao é um primo em 7 {T}, satisfazendo p < \/;

Demonstracao: Denote a = HT‘/jd. Entdo o é uma raiz de 2% — x + %d e N(a+ba) =
a? 4+ ab+ 2b*. Como Z[o] ndo é um dominio de fatoragdo tnica, pelo Lema existe
um primo p tal que

w € Z[a] e p | N(w) implica que p* < N(w). (3.4)
Agora, como p nao é um primo em Z[a], pelo Lema , existe b € Z tal que

p+1

1+d
eb>—b+ 1_ =0 (mod p), (3.5)

e como N(b—a)=1b*—b+ 4 entdo p | N(b— «). Combinando [3.4] e obtemos

0<b<

4p* <AN(b—a) = (20— 1) +d < p* +d,

o que nos leva a p < \/g. [ |

1+v—d

No proximo teorema usaremos a notacao Z [ 5

} para denotar o anel quadratico
Oy.

Teorema 3.10. Os anéis Z [“”2/:1}, com d € 3,7,11,19,43,67,163 sdo dominios de
fatoracao unica.

Demonstracao: Se d = 19,43,67, entao g < 5, além disso, pelo Lema , 2ed
sao primos em Z {HTH} Pelo Teorema , obtemos que Z [HTH} ¢ um dominio de

fatoracao tnica.

Se d = 163, entao \/g < 11, além disso, aplicando o Lema , obtemos que 2, 3, 5 e
7 sao primos em 7 [HT‘/jd] Pelo Teorema , obtemos que Z HT‘/jd} ¢ um dominio de
fatoracao tnica. [}

Gauss conjecturou que os tinicos corpos quadraticos complexo Q(y/—d) cujo anel dos
inteiros algébricos sao dominio de fatoragao tnica sao d = 3,7,11,19,43,67,163. Essa
conjectura foi provada verdadeira por H. M. Stark, veja [27].



4 Anéis quadraticos reais norma
euclidianos

A classificacao dos anéis quadraticos foi um problema em aberto até o ano de 1952,
quando Barnes e Swinnerton-Dyer, em [25], demonstraram que Og; ndao é norma euclidi-
ano, culminando assim na conclusao da existéncia de apenas vinte e um corpos quadraticos
norma euclidianos (cinco corpos quadraticos complexo e dezesseis corpos quadraticos re-
ais). Devido algumas caracteristica distintas entre os diversos corpos quadréticos é muito
dificil desenvolver uma teoria aplicavel a todos os casos, diante disso surgiram diferentes
métodos de abordar o problema ou parte dele, sendo alguns mais simples e outros mais
elaborados. Neste capitulo, iremos introduzir alguns conceitos relacionados a teoria das
formas quadraticas binarias e minimo nao homogéneo e mostraremos como essas ideias se
relacionam com a classificacao de corpos quadraticos norma euclidianos reais e posterior-
mente, a partir dessas nogoes, demonstraremos que Q4 é norma euclidiano quando d = 2,
3,5,6,7 11,13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73. Seguiremos os trabalhos de Varnavides,
[8] e [1].

4.1 Formas quadraticas e anéis quadraticos norma
euclidianos

Iniciamos esta secao com alguns conceitos fundamentais sobre formas quadraticas
binérias.

Definigao 4.1. Uma forma quadratica bindria f é uma funcao f : R? — R,
fla,y) = ax® + bay + cy?,
onde a,b,c € R.

Definigao 4.2. O discriminante da forma quadratica f(z,y) = ax®+ bry + cy?® é definido
como 6 = b% — 4ac.

Observagao 4.3. Dado uma forma quadratica bindria f : R? — R, f(z,y) = ax® + by +
cy?, podemos encontrar 6 e 0’ tais que

f,y) = alz = Oy)(z — 0'y).
Em particular, seguem as igualdades b = —a(0 +0'), c = adf' e 6 = a*(0 — 0').

Um conceito importante sobre formas quadraticas binarias é o conceito de equivaléncia
entre essas formas.

35
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Definic¢ao 4.4. Duas formas quadraticas f(z,y) e g(z,y) sao ditas equivalentes se existe
uma transformagao linear

TeGL(2,Z) = {(f q)]p,q,r,sEZ, ps—qr:il}

S

tal que go T = f. Diremos que a transformacao 7' é uma transformacao unimodular.

Uma observacao mais praticas sobre formas quadraticas binarias equivalentes é a se-
guinte:

Observacgao 4.5. Duas formas quadréticas f(z,y) e g(z,y) sdo equivalentes se existem
p,q,7, s € Z tais que f(z,y) = g(px + qy,rz + sy) e ps — qr = £1.

A importancia da definicao acima esta no fato que formas equivalentes possuem mui-
tas propriedades em comuns. Ao longo do texto veremos algumas dessas propriedades,
0 que nos permite a opc¢ao de escolha de uma forma quadratica mais apropriada para
trabalharmos sem perda de propriedades requeridas.

A Definicao origina uma relacao entre formas quadraticas binarias. Claramente,
ocorre o seguinte:

Proposigao 4.6. Relagio resultante da Definiciolf.4 é uma relagio de equivaléncia entre
formas quadrdticas.

Lema 4.7. Seja f(z,y) = ax®+bry+cy® uma forma quadrdtica e T(x,y) = (pr+qy, re+
sy). Entao, foT(x,y) = kx?®+ lzy + my?, onde

1. k=ap®+bpr +cr? = f(p,7);
2. 1 =2apq + b(ps + qr) + 2crs;
3. m=aq®>+bqs + cs®* = f(q, s).

Proposicao 4.8. Formas quadrdticas equivalentes possuem o mesmo determinante a me-
nos de sinal.

Demonstragao: Sejam f(z,y) e g(x,y) formas quadréticas equivalentes. Sejam ¢ e ¢’ o
discriminante de f(x,y) e g(z,y), respectivamente. Suponhamos

f(z,y) = g(px + qy, rz + sy),

para p,q,r,s € R, onde ps—qr = 1. Facilmente, podemos calcular § = (ps—qr)d’ = £4'.

[

Portanto, um exemplo de invariante entre formas equivalentes ¢ o modulo de seus
discriminantes.

Exemplo 4.9.
1. As formas quadraticas binarias f(z,y) = 22 + v e g(z,y) = f(z —y,y) = 2% —
2xy + 22 sdo equivalentes e possuem o mesmo determinante.

2. As formas quadraticas binarias f(x,y) = 22 + v* e g(z,y) = 42% + y? nao sido
equivalentes uma vez que possuem determinantes diferentes.
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Lema 4.10. Seja
fz,y) = ax® 4 by + ¢y

uma forma quadrdtica bindria. Sejam p,r inteiros relativamente primos, entdo exite uma
forma quadrdtica g equivalente a f cujo coeficiente do termo z* é f(p,r).

Demonstragao: Seja kK = f(p,r), onde p,r sdo inteiros relativamente primos. Logo,

existem inteiros ¢, s tais que ps — gqr = 1. Considere a forma quadritica g(z,y) =
f(pz + qy,rz + sy), entdo g(z,y) é equivalente a f(z,y) e, pelo Lema [4.7, o coefici-
ente do termo 2% é f(p,r). |

Dado um corpo quadrético Q(v/d), pelo Teorema [2.41] os inteiros algébricos de Q(v/d)

podem SEer exXpressos como

a+bvd, sed=2,3 (mod 4);
a+b(1+T\/a), sed=1 (mod 4),

com a,b € Z. Defina a forma quadratica

2 —dy?, sed=2,3 (mod 4);

4.1
2 +xy—3(d—1)y% sed=1 (mod 4), (4.1)

Nd<xay) = {

isto é, Ny(z,y) coincide com a norma do = + wy escrito na base {1,w}, onde

{w =+d, sed=2,3 (mod 4);

w= 1+2*/3, sed=1 (mod 4).

Pelo Lema m, Q(+/d) serd norma euclidiano se para todo nimero o = z++/dy € Q(v/d)
existir um inteiro algébrico 8 = x¢ + wyo em Q(v/d) que satisfaca

|Nag(x + 20,y +y0)| < 1.

Portanto, temos uma relagao entre classificacdo de anéis quadraticos e forma quadraticas
binarias. A seguir desenvolveremos conceitos mais apropriados para lidarmos com cotas
de [Ng(z + w0,y + yo)|-

Definigao 4.11. Seja f(z,y) = ax? + bry + cy® uma forma quadrética. Para ntimeros
reais xg, 1o, definimos

M(f;x0,50) = inf |f(z + z0,y + 1)
tomando valores x,y sobre todos os inteiros.

Definigcao 4.12. Para uma forma quadratica f definimos o minimo nao homogéneo de

f(z,y) como
M(f) = sup M(f;zo,y0)

onde o supremo é tomado sobre todos os valores reais xg, 1g.

O resultado a seguir nos diz que o minimo nao homogéneo nao varia para formas
quadratica binaria equivalentes. Propriedade que sera essencial futuramente.



Aplicagao da teoria de formas quadraticas 38

Proposicao 4.13. Formas quadrdticas bindrias equivalentes possuem o mesmo valor para
o minimo nao homogéneo M(f).

Demonstragao: Sejam f e f’ formas equivalentes e T' € GL(2,7Z), com |det(T)| =1 e
tal que f'oT = f. Para todo ponto (zg, ) no plano temos

inf | f(z 4 2o,y +w0)| = inf [(f o T)(z + z0,y + 10))]

= inf [f(T(x + z0,y + yo))| = inf [ (T (0, y0) + T (z,y))|.

Como T ¢é uma bijecao que leva pontos inteiros em pontos inteiros e o infimo é tomado
sobre todos os pontos inteiros x, ¥y, segue a igualdade

inf |f(z 4+ xo,y + yo)| = inf | (T(xo,90) + (x,9))|.

J& a igualdade M(f) = M(f') ocorre pois T ¢ uma bijegao de R? em R? e o supremos ¢é
tomado sobre todos os reais xg, yp.

Observacgao 4.14. xy = = (mod 1) se, e somente se, existe um nimero inteiro n tal que
T =g+ n.

Agora, daremos um critério que relaciona anéis quadraticos norma euclidianos e mi-
nimo nao homogéneo:

Proposigao 4.15. A fim de que o anel quadrdtico Oq4 seja norma euclidiano é suficiente
que se verifique a condicao

De modo contrario, quando um anel quadratico Oy nao é norma euclidiano é imediato
que M(N4) > 1, o que mais uma vez evidencia como esses conceitos estao intrinsecamente
relacionados.

4.2 Aplicacao da teoria de formas quadraticas

Introduzida a relagao entre formas quadraticas e anéis quadraticos norma euclidianos,
vamos desenvolver alguns resultados que nos auxiliarao na demonstragao de M (Ny) < 1
para os valores d = 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73.

Lema 4.16. Sejam A e [ numeros reais. Se A > i e
1
<At 24), (4:2)

onde |2A| denota a parte inteira de 2A, entao para qualquer Xy, existe X = Xy (mod 1)
satisfazendo
X2~ 32| < A (4.3)

Demonstracao: Iremos dividir a demonstracdo em dois casos: quando 3% < i e quando
B2 > %. Primeiramente, assumimos 32 < i. Dado Xy tome X = X (mod 1) satisfazendo

| % E importante observar que a escolha de X é vidvel, uma vez que o intervalo
[—%, %] forma um sistema completo de classes médulo 1. Dessa forma, temos

X7 8] = max {X* - 8%, f*— X} < max{i - 52,52} < i < A
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Agora, suponhamos [ > i. Tomando m = |2A], seguem as desigualdades
1 1 , 1,

Agora, tome [ > 0 de forma que
?<4pB* -1 < (14 1)% (4.5)

Note que, para a escolha de [, é suficiente escolher o maior valor de [ que satisfaca
[? < 4% — 1. A partir das desigualdades e segue

P<4p? -1 <4A4+m* —1<2(m+1)+m? — 1= (m+1)?
e uma vez que m e [ sao inteiros nao negativos,
I <m. (4.6)

Para X dado, tome X tal que X = X (mod 1) e

1< X< S(1+1).

N |

1
2
Observamos que a unido dos intervalos [31,3(I + 1)] e [—35(I + 1), —1I] forma um sistema
completo de classes modulo 1, logo é bem definida tal escolha de X. Vamos mostrar que

essa escolha de X satisfaz[4.3] Na desigualdade acima, elevando ao quadrado e subtraindo
3% obtemos

1 1
152—52 <X?P-p37 < 1(“’1)2—52«
A partir das desigualdades em [£.4] [4.5] [4.6] podemos obter

1 1 1 1 1
S+ =<1+ =P ) =21<-m<A
AU =B <+ 1) = (F+1)=gl<om<
Se l =m,
62_1l2:62_1m2<A
4 4 —
Sel<m ) ) ) ] )
o PS04+ P =21+ < -m <A
64 4l_4(l+) 4l 2(l—|—)_2m_
Portanto, X satisfaz [4.3] [

Teorema 4.17. Seja f(z,y) uma forma quadrdtica bindria com discriminante § > 0.
Seja f1, algum wvalor de f(p,7) para um par de inteiros coprimos p e r, satisfazendo

0 < |fi] < V0. Escreva

)
o 4.7
C T 1602 (47)
Entao
1 2<l.
My < A T (4.8)
a2|f1| Sezgazgg-
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Demonstracao: Seguindo o Lema [£.10] podemos encontrar uma transformagao linear
de (z,y) para (X,Y), com coeficientes inteiros e determinante +1, tal que a expressao
f(x,y) seja escrita como

flz,y) = LX?+ b, XY + Y2 (4.9)

Colocando f; em evidéncia e completando quadrado, podemos reescrever (4.9)) como

b\ 6,
f(w,y)=f1(<X+2f1Y> —4f12Y). (4.10)

Vamos estimar uma cota superior para M (f). Para um dado valor de Yj, escolhemos
2

Y =Y, (mod 1) tal que [Y| < 3. Agora, definimos * = %, e assim temos
1

6Y? _ 5 ,

2—7 _—
CEiE SR

De acordo com o Lema [£.16] para um dado valor de X,, podemos encontrar um X =
Xo (mod 1) de modo que
b 2
X + 1Y> -
(O
onde A(f3) é o menor niimero que satisfaz 4.2| com A(S) >

M(f,z0,90) < |f1lA(B),

i. Assim, podemos escrever

Portanto, seque que

M(f) < |fi| maxA(3), (4.11)

com 0 < 8 < a. Agora, vamos analisar cada caso de individualmente.

1. Se o? < i, entao a condicao é satisfeita para A = i. Portanto, a condigao m
implica no primeiro resultado afirmado em [4.§|

2. Se i <a?< %, entao a condigao é satisfeita para A = o?. Portanto, obtemos o
segundo resultado afirmado em [4.§|

Com isso, demonstramos todas as afirmagoes feitas em [4.8] [

Aplicando o teorema anterior as formas quadraticas Ny definidas em [4.1], obtemos o
seguinte teorema:

Teorema 4.18. O anel quadrdtico Og4 € norma euclidiano quando
d=2,3,5,6,7,13,17,21, 33, 37.

Demonstracgao. Utilizando o teorema acima podemos demonstrar o resultado.

1. Para d = 2, tome f; = |[Ng(0,1)] = 2, dessa forma temos o = £ < 1. Pelo caso 1
temos M(Ny) < 1.
2. Para d = 3, tome f; = |Ny(1,1)| = 2, dessa forma temos o = = < 1. Pelo caso 1

temos M(N,) < 3.
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3. Para d = 5, tome f1 = |[Ng(1,1)| = 1, dessa forma temos ; < o = % < 2. Pelo
caso 2 temos M (Ng) < .

4. Para d = 6, tome f; = [Ny(3,1)| = 3, dessa forma temos o® = ¢ < 1. Pelo caso 1
temos M(N,) < 3.

5. Para d = 7, tome f; = |Ny(2,1)| = 3, dessa forma temos o = & < 1. Pelo caso 1

temos M(N,y) < 3.

6. Para d = 13, tome f; = [Ng(2,1)| = 3, dessa forma temos a? = £& < 1. Pelo caso
1 temos M (Ny) < 2.

7. Para d = 17, tome f; = |N4(2,1)| = 2, dessa forma temos % < o? = g < % Pelo
caso 2 temos M (Ny) < &L,

8. Para d = 21, tome f; = |Ny(1,1)| = 3, dessa forma temos o = é < %. Pelo caso 1
temos M(Ny) < 3.

9. Para d = 33, tome f; = |[Ny(5,2)| = 3, dessa forma temos a? = 2 < 1. Pelo caso

1 temos M (Ny) < 3.

10. Para d = 37, tome f; = [N4(2,1)| = 3, dessa forma temos § < o? = 3L < 1. Pelo

caso 2 temos M (Ny) < 3L. [

No entanto, tal abordagem nao sera suficiente para lidarmos com os casos d = 11, 19,
29, 41, 57, 73. Para a discussao dos seis casos iniciaremos introduzindo o seguinte lema e
posteriormente faremos sua aplicagao nos seis casos citados.

Lema 4.19. Suponha que 8 seja um nimero real e m wm inteiro nao negativo tais que

B2 < le(m2 +1). (4.12)
Seja - 1 2
B(8) :max{4,2(m—1),ﬁ —4m=1) } (4.13)

Entao para qualquer nimero real Xo existe um nimero real X, com X = Xy (mod 1), tal
que
[ X? = 32| < Bu(B). (4.14)

Mais ainda, é possivel escolher X, com X = Xy (mod 1), tal que
[ X? = 8% < Bu(B), (4.15)
exceto quando
1.m=0,8=0¢eXy=1 (mod 1),

2.m=0,03"=3%¢eXy=0 (mod 1),

1
4

8.m>2 02>3((m—-1)2+1) e Xg=3m (mod 1)

PN

4om>1,>im—-1)?2eXo=1(m—1) (mod 1).

|
=
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Demonstragao: Vamos comecar provando o resultado quando § < %. Tome X = X,
(mod 1) tal que 0 < |X| < %, sendo a desigualdade estrita no lado direito exceto quando

Xo=0 (mod1)

e a desigualdade estrita no lado esquerdo exceto quando

Xo = ; (mod 1).
Entao ]
| X2 — 3% < 1
sendo a desigualdade estrita exceto quando
ﬁZOGXOE; (mod 1),

ou quando
g2 =

Isso estabelece o resultado quando g < i.
Agora, podemos supor 3% > i. Se [ é um inteiro positivo tal que

e Xo=0 (mod 1).

|

1 1
62 < 1([2 + 1) < 1(?77/2 + 1),

entao ]
2 [
p 4

Logo, também ocorrem

1

(z—1>2<4((z2+1)—(z2—1>):

<

(m—1)e (1)< (m—1

A~ =
DN | —
N—

Portanto, por |4.13]

L & suficiente provar o resultado para m escolhido de

Consequentemente, quando 3% > T

modo que ocorra

i ((m—12+1)<p*< i(m2 +1). (4.16)

Suponhamos que m seja escolhido de forma que satisfaca e tome X = X, (mod 1)

tal que

1

Sm—1) <|X| < om. (4.17)

N | —

Observe que essa escolha de X ¢ possivel uma vez que os intervalos (3(m — 1),3m) e

2
(—3m, —3(m — 1)) contém todas as classe de residuos médulos 1. Portanto temos a

desigualdade estrita no lado esquerdo de exceto quando
1
Xo = §(m —1) (mod 1),
e a desigualdade estrita no lado direito exceto quando

1
Xo = 5™ (mod 1).
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Entéo, pela desigualdade [£.17]
2 1 2 2 1 2
B —-m® < B = X* < B~ —(m— 1),
4 4
assim, juntamente com a desigualdade
1 1 2 Ly Ly 2 2 2 1 2
——m—-1)==-((m—=1°*4+1)—-m*" < ——-m* <[ —-X"<p*——(m—1)% (4.18)
2 4 4 4 4
com a desigualdade estrita no lado esquerdo exceto quando
21 2 _ 1
64 :Z((m—l) +1) eonim (mod 1)
e desigualdade estrita no lado direito exceto quando
1 2
Xo = §(m —1)*  (mod 1).
Agora, observe que
1 1
ﬁz—i(m—1)2>zsem:1,
e
1( 1) > : > 1
—(m — —, se )
2" g e
Portanto, por [4.13]
1 2 1 2
max {3 (m — 1), 5 = {(m = 1} = Bu(3).
Consequentemente, por
[ X? = 3% < Bu(B).
Mais ainda, temos
’XQ - ﬂ2| < Bm(ﬂ)
exceto quando
1 1
5221((711—1)2—1—1) e Xy = 5 (mod 1),
neste caso m > 2 pois 2 > 1, ou quando
2 1 2o 1
6] —z(m—l) > i(m—l) e Xo = E(m—l) (mod 1),
neste caso 1
52 > Z(m2 o 1)7
o que completa a prova do lema. [ |

Observamos que o lema anterior é um aprimoramento do Lema 4.16 o que possibilita
uma aplicagao similar aquela utilizada na demonstragao do Teorema [4.17] Dessa forma,
usaremos o Lema para demonstrar que Oy é um anel quadratico norma euclidiano

para d = 11,19, 29, 41,57 e 73.

Teorema 4.20. Oy € norma euclidiano quando d = 11,19,29,41,57,73.
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Demonstragao. Para os seis casos, d = 11,19,29,41,57,73, comegaremos aplicando
uma transformacao unimodular integral em Ny(z,y) de modo que tenhamos

2
B )
fi (X + Y) — —YQ
2h 417
onde f; = N4(p,r), para inteiros p e r que sao primos entre si, e B é um ntmero inteiro,
como fizemos em 4. 10l

Precisamos demonstrar que, para quaisquer nimeros reais X; e Y;, existem inteiros u
e v que satisfazem a desigualdade

(((Xl—i-u)—l—;;l(}ﬁ—l—v)) —4;2 (Y1+v))

< 1.

|f1]

Definindo

B
Xo=Xi+5YieYy=Y,
2f1

e substituindo na expressao acima, seguida da divisao por |f;|, obtemos

(u + —v+ X0> v —(v+Yp)? (4.19)

P
2f1 |f1|‘

Com isso encontramos uma expressao adequada a que nos permitira aplicacao do
resultado anterior. Mas antes, faremos algumas observagoes a respeito de Xj e Yy a fim
de simplificacao nos cédlculos. Sem perda de generalidade, na expressao acima, podemos

assumir que

1 1
0< Xy < 5 € Yol < 5 (4.20)

Além disso, utilizando as transformacoes
(U,U) — (_u7 _U) € (U,U) — (_1 —u, _U)7

de forma apropriada, podemos sempre assumir que
1 1
0<Y, < 5 quando Xg =0 ou Xy = 7 (4.21)

caso 1. Seja d = 11, tome f; = N4(3,2) = —2. Aplicando a transformacao unimodu-
lar
r=3X+2Y y=X+Y

em Ni;(z,y) e manipulando-a conforme o que foi feito em obtemos

5.\* 11

Com mais algumas manipulagées chegamos na expressao equivalente a construida em

<1 (4.22)

5 21
<U+2’U+X0> _Z(U+%)2 27
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que ¢ o nosso objetivo a ser demonstrado. Defina

11 11 3
2 2 o
=—Y, — < = 4.23
Agora, observe que [4.12| é satisfeito com m = 2, e de acordo com m, temos Bs(f) = %
Portanto, pelo Lema 4.19] tomando v = 0, podemos escolher um inteiro u apropriado,
isto ¢, de forma que u satisfaga [£.19] exceto quando

1
5
No caso em que seja verdadeiro, de acordo com [4.20] [£.21] e [4.23], teremos

Xo=1 (mod1)ep*= (4.24)

2

XOIOQ%: ﬁ

neste cenario, tomando u = —1 e v = 2 temos

2

11 2

= (=145 = =2+~
(—1+5) 4(+ 11)

= 42— (4.02...)°| < ;

5 21
(u—i— 2v+X0> — Z(v+Y0)2

Portanto, em qualquer caso, existem inteiros u e v que satisfazem [4.22]
caso 2. Quando d = 29, tome f; = Ny(2,1) = —1. Aplicando a transformacao
unimodular
r=2X+Y, y=X+Y,

fla,y) =— <<X2 v ;y)Q _ 249}/2>

Agora, encontrando a forma equivalente & construida [£.19] temos

obtemos

7 2 99 )
(u+v+Xo> - Y < 1. (4.25)

2

Escreva 59 59 8 10

=Y TS <o < 4.26

b= 4 — 16 4 4 ( )

Observe que é satisfeito com m = 3 e, por Bs(8) = 1. Entao pelo Lema [4.19]
4.25| é satisfeito quando tomamos v = 0 e um inteiro apropriado u, exceto quando

(mod 1) e 3% = —. (4.27)

Contudo, a validade de [£.27], juntamente com [£.20] [4.21] e [£.26] implica que

1
Xo=-eVy= 4>,
075 ¢ 0=\ 39

Neste caso tomando u = —1, v = 2 temos
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7 229
(u+2v+X0) —Z(UJFYO)2

= |(6.5)* — %49 (2 - \/g)

= [(6.5)* = (6.503...)| < 1.

Portanto em qualquer caso existem inteiros u, v satisfazendo [4.25
caso 3. Quando d = 41, tome f; = Ny (2,1) = —4. Aplicando a transformagao
unimodular

r=2X+Y, y=X+Y,

f(z,y) = —4 <<X2 4 1831/)2 - 41Y2> .

obtemos

Agora, encontrando a forma em temos

13 2 4 1
(u + S0+ X0> AR ORES (4.28)
Defina m 1
L P 4.2

Entao é satisfeito com m = 0 e, de acordo com a defini¢cao m, By(p) = i. Tomando
v = 0, podemos, de acordo com o Lema [£.19] escolher um valor apropriado para u que
satisfaga [1.28] a menos que ocorra

Xo = (mod 1) e 32 = 0. (4.30)

DN | —

Por sua vez, a validade de [4.30, juntamente com e 4.29, implicam que
XO = — € Yb =0.

Para esse caso especifico, tome u = 2, v = —1 e assim, temos

13 24
(o) =G

64
n 8 2 64
_ (7)2 41 1 _ 1
-~ \8 64| 8 4

Portanto em qualquer caso existem inteiros u, v satisfazendo [4.28]
caso 4. Quando d = 57, tome f; = Ns57(10,3) = 4. Aplicando a transformagao
unimodular
r=10X 4+3Y, y=3X +Y,
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obtemos

Fla,y) =4 <<X2 4 25/)2 _ ZY2> ,

seguida das manipulages apropriadas, obtemos a forma descrita em [4.19]

5 2 57 1
0+ X, ) - = Yy)?| < =, 4.31
(u+8v+ 0) 64(v+ 0) <4 (4.31)
Escreva 571 ]
B=——Y7 < (4.32)

64 4’
Observe que tomando m = 0, entao é satisfeito, e, mais ainda, By(f) = i. Tomando
v = 0 e aplicando o Lema [4.31] temos, entao, garantido a existéncia de um w apropriado,
satisfazendo [£.31], exceto quando

1

Neste caso, £.20], [£.29 e [4.33] implicam que

(mod 1) e 32 = 0. (4.33)

XOZ*G%:O.

Agora tomando u =1, v =1 temos

5 2 57
(1wt go+%0) = g7’

:‘(2_54_1)2_57
8 2 64
_ (7 )2 57| _ 1
8 64 4
Portanto em qualquer caso existem inteiros u, v satisfazendo [4.31]
caso 5. Quando d = 73, tome f; = 4. Aplicando a transformacao unimodular

z=34X + 15Y, y = 9X + 4,

obtemos

Flz,y) = 4 <<X2 + ZY)z - MW) |

Agora, transformando-a para a forma em [4.19] temos

5 273 1

64

Agora, temos que provar que para todos reais X, Yy satisfazendo existem in-
teiros u, v satisfazendo [£.34 Pela complexidade desse caso, vamos considerar os casos
separadamente:
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1 4
2. 0§X0§§,0<|)/0|<ﬁ

1. Em (a), é satisfeito com u = v = 0.
Em (b) tome u = —1, v =1 e assim temos

) 273
(u—8'U+X0> —M(U+%)2‘

(T L S T
64| 164 64| 4’
e [4.34] é satisfeito.
2. Temos

j 72 )(2 3 72 )(2
- - - < —
4 = 64 0 64 0 =40 4’

portanto [4.34] é satisfeito com v = v = 0.
3. No caso (a), [4.34) é satisfeito tomando u = v = 1. De fato, nestas condigdes,

mostraremos os valores maximos e minimos de (1 +3 2+ X, ) — —(1 + Y5)? possuem

modulo menor que %:

—~
—_
|
colot  oolot

LR = 1(0.375)2 — (0.568... 2| < &

No caso (b) temos

1 3\2 73 /1\? 73 1
- (- B -
4 16 64 \2 64 4’
portanto [4.34] é satisfeito tomando u = v = 0.
4. Em cada caso, mostraremos que existem inteiros u e v tais que os valores maximos

2
e minimos de u+ 51} + XO) — B(v + Yp)? tenha valor absoluto menor que i.
Em (a), [4.34]¢é satlsfelto se tomarmos u = v = —1. De fato

1
<1

3\ 2
(o8-
(1= 240.105)2 — B(—1+ )2 = (0.27)? - (0.5680...)% < 1
Em (b), ¢ satisfeito quando tomamos u = —3 e v = —2. De fato
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(38— 2 +0.105)2 - B(-2+1)?| = |(-1.645)2 — 38| < 1
(=3 = 2040.15)2 = B(-2+ )% = |(-1.6)* = (1.63...)%| < 1
Em (c), é satisfeito se tomarmos u =2 e v = 1. De fato

(2= 240.105)2 — B(1+ )2 =(1.5625)> — (1.568...)% <

(2—240.15)2 = B(1+ 1)?| = |(~1525)> — 2.56 ... | < %

O caso (d) ¢ similar ao caso (b) de 3, e isso conclui a prova do caso d = 73.
6. Quando d = 19, tome f; = 5. Aplicando a transformagao unimodular

2 =9X +4Y, y=2X +Y,

obtemos )
2 19
=5 (X? Y) —Y?).

Agora, encontrando a forma em descrita em [£.19] temos

2 219 1
— v+ Xo) ——=(w+Y)? <=
(“ 57" 0) (0T <5
ou, equivalentemente,
|(5u — 2v + 5X()* — 19(v + Yp)?| < 5. (4.35)

Tomando u = v = 0 em vemos que ¢ satisfeita exceto quando

1/5
V5 =2236---<5X,<25 0<Y,< 5’/5 = 0.2564. ... (4.36)

Para provar que 4.35| é satisfeito para valores inteiros v e v quando X e Y satisfazem
a condicao [4.36] consideraremos os casos A, B, C, D, E e F.
Caso A.

(a) V5 <5Xp <25, 0<Yy<5/5 —1=01527...;
(b) VB <5Xp <25, Yy = /50 —1=0.1527...;
(c) 5Xg =25, Yy = /53 —1=0.1527. . ;

(d) VB <5Xp <25, /58 —1=01527- <Y, < L,/ 2.

Em (a) tome u = —1 e v = 1. Entao

(=5 = 20+ V/B)2 = 19(1)?| = |(4.764...)2 = 19] = [22.68--- — 19| < 5,
2
’(—5 —2+2.5)* - 19 (5,/4%) ’ <]20.25 — 25.25| = 5.

Em (b) tome u = —1 e v = 1 e obtemos o resultado como no caso (a).
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Em (c) tome u =6 e v = 5. Entao
(30 — 10+ 2.5)% = 19(5.1527 ... )?| < [506.25 — 504.45...| < 5.
Em (d) tome u = v = 1. Entao

2
‘(5 —2+2.5)* - 19 (5,/4!) ’ < 30.25 — 20.25| = 5,

2
‘( —2+4V5)?—19 (1+3/3) ‘< 1(5.236...)% — 19(1.256...)2| = |27.41--- — 29.99 . ..

9

Caso B.
(a) —0.09 <Y, <0,

VB < 5X <2.338,{ (b) —0.157 < Yy < —0.09,

¢) —3/5 <Yy < —0.157.

Em (a) tome v =0 e v = —1. Entao

(2 +2.338)% — 19(—1)?| < |18.81 — 19| < 5,
(2+2.336...)2 — 19(—1.00)2)2| = [17.94 - — 22.57...| < 5.
Em (b) tome u = v = 2. Entao

(10 — 4 + 2.338)2 — 19(2 — 0.157)| < |65.52 — 64.53| < 5,
(10 — 4 + 2.338)2 — 19(2 — 0.09)2)?| = [67.8 - - — 69.3...| < 5.
Em (c) tome u = v = 0. Entao

1(2.338)% — 19(—0.157)| = |5.466 - - - — 69.3...| < 5,
(2.338)2 — 19(—3/55)? = 15— 1.25] < 5.

Caso C.
(a) —0.11<Y, <0,
(h) —0.15 <Yy < —0.1,
2.338 < 5X, <2.347,¢ (¢) —0.159 <Yy < —0.15,
(d) —0.165 < Y; < —0.159,
(e) —1\/Z < Y5 < —0.165.
Em (a) tome u =0 e v = —1. Entao

(2 +2.347)2 — 19(—1)2| < |18.89 — 19| < 5,
(2 +2.338...)2 = 19(—1.11)2)?| = |18.81--- — 23.40...| < 5.

| <5.
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Em (b) tome u =2 e v = —1. Entéao
(10 + 10 + 2.347)2 — 19(—5.11)%| = [499.38 - - - — 498.07...| < 5,
(10 + 10 + 2.338...)2 — 19(—5.15)2)| = |498.98 - - - — 503.92...| < 5.

Em (c) tome u = —6 ¢ v = 12. Entéo

(=30 — 24 4 2.338)% — 19(12 — 0.159)?| = |2668.962 - - - — 2663.976 ... | < 5,
(=30 — 24 — 2.347 ... )2 — 19(12 — 0.159)?| = |2668.03 - - - — 2668.03. .. | < 5.

Em (d) tome u = —6 e v = 12. Entdo

(175 — 56 + 2.347)2 — 19(28 — 0.165)2| = [14725.09 - - - — 14720.95 ... | < 5,
{(175 — 56+ 2.338...)% — 19(28 — 0.59)2| = |14722.91 - - - — 14727.30...| < 5.
Em (e) tome u = v = 0. Entao

1(2.347)2 — 19(0.165)2| = |5.508 - -- — 0.517...| < 5,
{(2.338 L= 19(=4/5) =546 - — 1.25] < 5.

Caso D.

(a) —0.12 <Y, <0,

(b) —0.15 < Yy < —0.12,
(¢) —0.16 < Yy < —0.15,

2.347 < 5X, < 2.36,
(d) —0.1626 < Y, < —0.16,
(e) —0.2<Y, < —1626,
(e) =1/ <Yo<—02
Em (a) tome u =0 e v = —1. Entao

(2 +2.36)% — 19(~1)2| = [19.00- - - — 19| < 5,
{(2 +2.347)2 — 19(—1.12)?| = [18.89 - — 23.83...| < 5.
Em (b) tome u = v = 2. Entao
(10 — 4 +2.36)% — 19(2 — 0.15)%| = [69.88 - - - — 65.02...| < 5,
{(10 44 2.347)2 — 19(2 — 0.12)%| = [69.55 - - — 67.15...| < 5.
Em (c) tome u = —6 e v = 12. Entéo

(=30 — 24 + 2.347)% — 19(12 — 16)?| = [2668.03 - - - — 2663.52...| < 5,
(=30 — 24 + 2.36)% — 19(28 — 0.15)2| = |2666.68 - - - — 2668.02. .. | < 5.
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Em (d) tome u = 35 e v = 28. Entao

(175 — 56 + 2.36)2 — 19(28 — 0.1626)2| = [14728.24 - - - — 1472349 . .| < 5,
(175 — 56 + 2.347)2 — 19(28 — 0.16)2| = [14725.09 - - - — 14726.24.. . .| < 5.

Em (e) tome u =7 ¢ v = 6. Entao
(35 — 12 + 2.36)2 — 19(—0.2)2| = |5.56 - - - — 0.76] < 5,
{(35 — 12+ 2.347)% — 19(6 — 0.1626)?| = |642.47 - - - — 647.42...| < 5.
Em (f) tome u =v = 0. Entao
[(2.36)% — 19(0.20)?| = |5.56 - - - — 0.76] < 5,
{’(2.347)2 —19(—3/)? =550 - — 1.25] < 5,

Caso E.
(@) —0.12 <Y, <0,
(b) —0.15 < Yy < —0.12,
(¢) —0.16 < Yy < —0.15,
2.36 < 5X( < 2.425,
(d) —0.188 <Yy < —0.162,
() —0.2 <Y, < —1.626,
(e) —3/Z <Yy <188
Em (a) tome u =0 e v = —1. Entao

(2 + 2.425)2 — 19(—1)2| = [19.58--- — 19| < 5,
(2 + 2.36)2 — 19(—1.12)?] = |19.00 - - — 23.83...| < 5.

Em (b) tome u = v = 0. Entéao

(10 4 10 + 2.425)2 — 19(—5.12)%| = |502.88 - - - — 498.07| < 5,
(10 4 10 + 2.36)2 — 19(—5.15)2| = |501.01 - - - — 503.92...| < 5.

Em (c) subdividiremos o intervalo que contém 5X, em dois intervalos e consequente-
mente em dois casos:

(c1) 2.36 < 5X, < 2.39,
(€2) 2.39 < 5X, < 2.425,
Em (cl) tome u = —6 e v = 12. Entao

(=30 — 24 4 2.36)% — 19(12 — 0.162)2| = |2666.68 - - - — 2662.62...| < 5,
(=30 — 24 4 2.39)% — 19(12 — 0.15)2| = |2663.59 - - - — 2668.02. .. | < 5.
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Em (c2) tome u = —2 e v = —5. Entdo
(10 + 10 + 2.425)% — 19(—5.15)?| = |502.88 - - - — 503.92...] < 5,
(10 + 10 + 2.39)% — 19(—5.15)?| = |501.31 - - - — 506.27 .. .| < 5.
Em (d) tome u =7 e v = 6. Entao
(35 — 12 + 2.425)2 — 19(6 — 0.188)2| = [646.43 - -- — 641.80...| < 5,
(35 — 12 +2.36)% — 19(6 — 0.162)%| = [643.12--- — 647.56...| < 5.
Em (e) tome u = —2 e v = —1. Entao
|(=10 + 2 4 2.36)% — 19(—1.188)?| = [31.809 - - - — 26.815...| < 5,
(=10 + 2 +2.425)2 — 19(—1.256 ... )% = |31.08 - -- — 29.97...| < 5.
Caso F.
(a) —0.137 <Y, <0,
(b) —0.170 < Yy < —0.137,
2.425 < 5Xy < 2.5,
(¢) —0.172 < Yy < —0.170,
(d) —3/Z <vp < —0a72.
Em (a) tome u =0 e v = —1. Entao
(24 2.5) — 19(—1)?| =]20.25 — 19] < 5,
(2 + 2.425)2 — 19(—1.137...)%| = |19.58 - -- — 24.56...| < 5.
Em (b) tome u =2 ¢ v = —5. Entao
(10 + 10 + 2.5)* — 19(—5.137)?| = |506.25 — 501.38 ... ] < 5,
(10 + 10 + 2.425)% — 19(—5.170)?| = |502.88 - - - — 507.84...| < 5.
Em (c) tome u =7 e v = 6. Entao
(35 — 12+ 2.5)? — 19(6 — 0.172)?| = 650.25 — 645.34...| < 5,
(35 — 12 +2.425)% — 19(6 — 0.170)?| = |646.43 - - - — 645.78 ... | < 5.
Em (d) tome u = —2 e v = —1. Entéo
|(=10 + 2 + 2.425))? — 19(1.172)?| = |31.080 - - - — 26.098...| < 5,
(=10 + 2+ 2.5)2 — 19(—1.256 ... )2| = [30.25 — 29.97--- — 645.78....| < 5.
o que completa a prova do caso d = 19. |

A partir dos Teoremas e podemos enunciar
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Teorema 4.21. O anel quadrdtico Oy é norma euclidiano quando
d=2,3,5,6,7,13,11,17,19,21, 29, 33, 37,41,57,73.

No restante do trabalho demonstraremos que os anéis quadraticos citado no teorema
anterior sdo os Unicos anéis quadraticos reais norma euclidianos.



5 Finitude dos anéis quadraticos
reais norma euclidianos

Diversas abordagens surgiram com o intuito de estabelecer ao menos a finitude dos
anéis quadraticos norma euclidianos, seja de forma geral ou sob certas condic¢oes rela-
cionadas ao discriminante dos anéis. Poderiamos citar, por exemplo, o trabalho de P.
Erdos and Ch. Ko [24] onde foi demonstrado que para p primo suficientemente grande
nao hé anéis quadraticos norma euclidianos O, quando p = 1,17,23 (mod 24), bem como
o trabalho de H. Heilbronn [23] onde foi demonstrado um resultado andlogo para o caso
O, onde d é um inteiro positivo composto. Esses estudos, somados a pesquisas anteriores,
culminaram, em 1938, na comprovagao da finitude dos anéis quadraticos norma euclidia-
nos. Contudo, ainda nao foi possivel estabelecer um limite superior para o conjunto dos
discriminantes de anéis quadraticos reais norma euclidianos. Assim sendo, tal resultado é
pouco pratico para lidar com a classificacao completa dos corpos quadraticos. No entanto,
em 1948, no trabalho [9], H. Davenport estabeleceu, por meio da teoria das formas qua-
draticas binarias, um limite superior para o discriminante dos corpos quadraticos norma
euclidianos. E esse desenvolvimento que exploraremos neste capitulo.

Diante disso, o propédsito deste capitulo sera encontrar um inteiro dy de modo que o
anel quadratico Oy nao seja norma euclidiano para todo d > dy. Novamente, como feito
no Capitulo[d] utilizaremos a teoria das formas quadréticas bindrias. No entanto, uma vez
interessados em situacoes nao euclidianas, investigaremos condigoes para que o minimo
nao homogéneo M (f) de uma forma quadratica bindria f seja maior do que 1, ou seja,
procuraremos exibir a existéncia de ntimeros reais g e yo tais | f(x 4+ zo, y +yo)| > 1, para
todos inteiros = e y. Em seguida, veremos condigoes suficientes sobre a forma quadratica
binaria f de modo que a escolha de xg e 3y possa ser tomada no conjunto dos nimeros
racionais, de onde surgirdo aplicagbes imediatas sobre as formas N, definidas em [4.1]

5.1 Resultados sobre formas quadraticas

O objetivo da secao sera demonstrar o seguinte teorema:
Teorema 5.1. Seja
f(z,y) = az® + by + cy® = a(z + 0y)(z + 0'y)

uma forma quadrdtica com coeficientes reais a,b,c. Suponhamos que a # 0 e que 6 e 6’
sao numeros irracionais. Entdo, existem numeros reais p e q tais que

fatpy+a) > Vo (5.1

95
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para todos inteiros x,y, onde & € o discriminante da forma quadrdtica f(x,vy).

No entanto, serd necessario a introducao de algumas definigdes, bem como, alguns
lemas, que nos auxiliardo no nosso objetivo. Iniciamos dando a seguinte definicao:

Definicao 5.2. Uma forma quadratica binaria
flx,y) = az® + by + cy? = a(x + 0y) (x4 0'y),
onde a,b, ¢, 0,0 € R, serd dita reduzida se

0> 2, 1_2\/3:—().(318---g9’§3_2\/5

—0.382.... (5.2)

Lema 5.3. Se f(z,y) = az® + bry + cy® = a(z + 0y)(z + 0'y) € uma forma quadrdtica
bindria com discriminante estritamente positivo, onde 0 e 0 sio nimeros irracionais,
entao f(x,y) € equivalente a alguma forma quadrdtica bindria reduzida.

Demonstragao: Denote

M = inf{[f(z,y)|, (x,y) € ZxZ\{(0,0)}}.

Dividiremos nossa demonstracao em dois casos: M =0e M > 0.

Caso 1. Suponhamos M = 0. Inicialmente, mostraremos que, sendo M = 0, sempre
existe uma forma quadratica g(z,y), equivalente a f(z,y), cujo médulo do coeficiente do
termo x? é arbitrariamente pequeno. Seja € > 0, devido a M = 0, existem inteiros p e ¢
tais que |f(p, ¢)| < e. Podemos supor, sem prejuizo, que mdc(p, q) = 1. De fato,

p q B e
|f (de(p, q)" mdc(p, q)>| = (mde(pg)? ~©

e, como mdc(p, q) = 1, existem inteiros r, s, tais que
ps —qr = 1.
Portanto a forma equivalente

9(z,y) = f(pr + qy,rz + sy) = f(p,r)a” + (2apq + bps + brq + 2crs)zy + f(q, s)y”

=d'z® + Vay+ dy* = d(z +yd)(z + yd),

¢ uma forma quadratica com a propriedade desejada. Agora, reescrevendo g(zx,y) como
9(x,y) = a'(z +yd)(z + ),

pela Observacgao e pela Proposigao [4.8 temos a igualdade dos médulos dos discrimi-
nantes de g e f, isto é,
a?d - =a*0 -0

Portanto, como o’ é arbitrariamente pequeno, por comparacao, |9 — &'| deve ser arbitra-
riamente grande. Suponhamos sem perda de generalidade que & > ¥'. Determine um
inteiro n tal que

—0.618--- < ¥ +n<0.382...,
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e escreva ¥ = O +n e ¥ =9 + n. Agora considere a forma quadratica
§(2.y) = 'z +9y) (@ + Oy) = (@ +y(8 + m)(z + (& +n))

= d'(z 4+ ny +9y)(z + ny +d'y) = g(z + ny,y).

Pela construgao, ¢'(x,y) é uma forma equivalente a g(z,y) e, portanto, equivalente a
f(z,y), e como ¥; — V) é arbitrariamente grande, o mesmo ocorre com 9, assim a forma
quadratica estara na forma reduzida tomando ¢ suficientemente pequeno.

Caso 2. Suponhamos M > 0. Como no caso anterior, podemos encontrar uma forma
equivalente cujo modulo do coeficiente da variavel x é tao préximo de M quanto queremos.
Portanto, sem perda de generalidade, suponhamos que a forma f(x,y) = a(z—0y)(z—0'y)
dada tenha o coeficiente a satisfazendo

M
M <|a| < ,
1—¢

onde € é um numero real arbitrariamente pequeno. Com isso e pela definicao de M, temos

(@ + 0y)(x + 0'y)| > |all(z + Oy) (x + 0'y)[ > M,

para todo par de inteiros x,y nao simultaneamente nulos. Particularmente, temos a
desigualdade
|z +0y)(x +0y)| > 1 -, (5.3)

satisfeita para todos inteiros x e y, nao simultaneamente nulos. Sem perda de generalidade
suponhamos 6 > #’. Como no caso anterior, tome um inteiro n tal que

—0.618--- <0 +n<0.382...
Portanto, fazendo como no caso anterior, podemos encontrar uma forma
9(z,y) = a'(z + dy)(z + V'y)
equivalente a f(z,y) no qual ¥ satisfaz
—0.618--- <9 <0.382..., (5.4)

assim, podemos também supor, sem prejuizo, 6 satisfazendo a condigao 5.4l
Tomando os valores x = 0 e y = 1 na desigualdade [5.3| obtemos

100" > 1 —e. (5.5)
Portanto 1
0> ‘9/’5 > 1.618...(1 —¢). (5.6)
Agora mostraremos que pelo menos um dos trés pares
0,0"; 2—6,2—0; 1 l1 1 (5.7)
Y J ) ) 9/7 9 * *

satisfaz a condicao de reducao. Uma vez que a cada par podemos corresponder uma
forma equivalente a forma dada, afirmacdo que demonstraremos no proximo lema, isso
sera suficiente para demonstrarmos o resultado. Se 6 > 2 entdo o primeiro par em
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satisfaria a condicao de redutibilidade. Entao, podemos supor 6§ < 2. Pela desigualdade

[5-5] temos
1—¢

0’| >
e como ¢ ¢ arbitrariamente pequeno, podemos tomar ¢ de tal forma que tenhamos
16| >0.382...,

portanto, como €' satisfaz a condicao [5.4 temos —0.618--- < ' < —0.382.... Assim,

1
2—0">2el— — > 2. Por fim, observamos que

9/
0<2-0<0.382...se #>1.618...,
1
0< 1—5 <0.382...se 6 <1.618....
Com isso concluimos a demonstragao. |

Lema 5.4. Seja f(x,y) = a(x +0y)(z+60'y) uma forma quadrdtica, entdo a cada par em
podemos corresponder uma forma quadrdtica equivalente a f.

Demonstragao: Para 6 e 0’ o resultado é claro. Para (2 —0) e (2 — 6') basta observar
que

g(r,y) = alr —y(2 - 0)(x —y(2 - 0)) = f(zr — 2y, —y).

Para o par (1 — %) e (1 — é), temos

9(z,y) = bt (ﬂ:—y(l—;» (x—y(l_;,» —

abd’ (x—y+yé> (a: —y—l—y;) =aly+0(z — )y +0(x—y) = fly,—z + )

Lema 5.5. Seja fo(x,y) = ao(z + Ooy)(x + Oyy) uma forma quadrdtica reduzida, onde 6,
e (96 sao numeros irracionais. Entdo, existem inteiros

s 7t727t717t07t17t27 s
todos maiores que ou iguais a 2, e sinais + ou —
ceey U2, U1, Ug, U, U, - - -

. , / . A .
tais que os numeros 0, 0, , definidos para n > 0 e n < 0 pelas recorréncias

0, =t, -l g g g Ut (5.8)
9n+1 9n+1

com todos satisfazendo a condigcdo de reducao, isto €,

1_‘/5§9 gS_‘/g.

6, > 2, '
2 " 2

- . . s . / .
Além disso, o sinal unyq € oposto ao sinal de 0, ;. Por fim, para todo n hd uma forma
reduzida

fal@,y) = an(@ + 0uy) (@ + 6,7) (5.9)
equivalente a fo(z,y), e a equivaléncia entre f,(x,y) € fur1(x,y) € expressa por

fo(z,y) = frn1(y, uns (2 + tay)). (5.10)
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Demonstracgao: Defina ¢ty como o inteiro mais proximo de 6, e escreva

Uy
0o = to + —,
0 0 0,

onde u; = *+1 e, pela construcao 6; > 2.
De maneira geral, apés termos definido 6,,, podemos prosseguir para a definicdo dos
elementos u,1 e 0,11, que de forma andloga, satisfazem

Un+1

O = to +

3
6n+1

onde t,, é o inteiro mais préoximo de 6,, u,.1 = £1 e 0,.17 > 2. Portanto, com essa

abordagem, estabelecemos uma sequéncia de inteiros ty, t, ts, . .., de reais g, 01, . . . , todos
maiores ou iguais a 2, bem como uma sequéncia de sinais wug, U, uo, . ... A partir disso,
podemos definir a recorréncia
u
r_ n+1
0, =t, + -,
n+1

Agora, nosso objetivo serd demonstrar a desigualdade

1_\/559 g?’_\/g

2 " 2

(5.11)

para todo n > 0. Comecamos com a hipdtese de que 6, satisfaz a condicao |5.11] Agora,
vamos mostrar que se a condi¢do é verdadeira para n > 0, entdao também é verdadeira
para n + 1. Para isso, iniciamos observando que

Un+1
= o (5.12)
assim, se 6!, satisfaz a condicao |5.11],
f— 0 > 2—-0.382---=1.618... sempre ocorre; (5.13)
3—0.382---=2.618... se u,1 = —1, e, portanto, t > 3.

Vamos analisar o que ocorre de acordo com o valor de 1.

1. Se u, 1 = —1, pela relacao e pela desigualdade [5.13]

, ~1 1

e T I

Observamos que, como t,, — ¢/, > 0, de acordo com [5.12] ¢, ., > 0.

2. Se 41 = 1, novamente pela relacio [5.12) e pela desigualdade [5.13]

, 1 1

- > - _0682....
ntl tw —0, — 2—0.382... 0.68

e, por fim, como no caso anterior, utilizando ¢,, — 6/, > 0, e pela relagao temos

Oy < 0.
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Portanto, em qualquer caso, 0, ; satisfaz a condigao . Logo, pelo principio da inducao
finita, a sequéncia 6, satisfaz [5.11] para todo n > 0.

Agora, nosso objetivo serd estender as sequéncias t,,, u,,6,, 0, até aqui definidas,
a todos os fndices n inteiros. Defina uy como o sinal oposto de ). E vélido observar,
novamente, que, pela relagao [5.12] e pela desigualdade [5.13] 6’ possui sinal contrério a
Upt1, para todo n > 0. Agora, defina o inteiro ¢t_; de forma que 6’ ; definido por

Uo
0 =t +—
—1 1 + 90 )
satisfaca
1—+/5 / 3—vD
V5 <0_, < \/_.
2 2
Entao, t_; satisfaz a desigualdade
1
t.1>-0618-- |9 | —0.618---4+1.618--- =1,
0
em particular, t_; > 2. Além disso, quando uy = —1, pela defini¢do, temos 6 > 0, e

assim,

1
t1>—-0618---+ |«97| > —0.618---+2.618--- =2,
0
donde segue que t_; > 3.
De maneira geral, podemos definir recursivamente, 6" ., u_,, 41 € t_p,, de forma que
U_m+1 Seja o sinal oposto de 6" ., t_,, um inteiro escolhido de forma que satisfaca

o —t_ 4 Lomtl
—m — t—m

)

g—m—i—l

onde ¢’ é um ntmero real satisfazendo

1-— / —
2\/5<6_m§3 2\/5.

A partir da definicao, t_,, satisfaz a desigualdade

1
t_pm > —0618--- + > —0.618---+1.618--- =1,

|8 m+1’ N
em particular, como t_,, é um inteiro, t_,, > 2. Além disso, quando u_,,,1 = —1, pela

defini¢ao, temos 0, ., > 0, e assim,

1
t_1 > —0.618---+ W > —0.618---+2.618--- =2,
0

donde segue que t—1 > 3. Agora, mostraremos que 6_,, < 2. Pelo que vimos logo acima,

O_m—1=1t_pm1+

U_m 286 U_,y = 1;
0.

1 _
3—5seu,=—L

assim, sempre teremos, 0_,, > 2. Dessa forma, provamos todas as afirmacoes a respeito
dos nimeros 6, €., u,, t,, para todo n inteiro.
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Finalmente, em relagdo as formas quadréticas bindrias f,(x,y) definidas em [5.10]
comecamos observando que

Up, Unp,
$+9ny:vx+<tn+ +1>y: = (X+9n+ly)7
9n+1 9n+1
onde,
X =y, Y=up(z+ty). (5.14)

De maneira, completamente andloga, temos a relagao

Unp,
T+ 0,y = /H (X + 9;+1Y> -
n+1
Usando esses fatos, podemos escrever
1
(z+0.y)(xz+0y) = ——— (X +0,1Y)(X +6,,,Y). (5.15)
9n+19n+1

Com isso, agora temos os recursos necessarios para desenvolver a relagdo entre as formas
definidas em Comegando com fo(z,y) = ag(z + boy)(x + Oyy), a relacio definida em
[5.10] nos fornece formas equivalentes para todos os inteiros n, uma vez que as relagoes em
5.14| sempre pode ser vista como uma transformacao linear de determinante 1. Além
disso, pela relacao temos

Fal, ) = an (@ + 0y) (@ + Oy) = 2 (X + 0,0V )(X + 0,1 Y) = fun (X, V).

/
971—!— 1 9n+1

A partir da expressao acima, podemos estabelecer uma relacdo de recorréncia para os
termos a,, da seguinte maneira:

/
ap = 8n+19n+1an+1.
Por fim, observamos que a,, estd bem definido uma vez que sempre ocorre 6,0/, a,, # 0,
pois 6y e 6 sao irracionais. Com isso, finalizamos a demonstragao. [ |
A seguir definiremos algumas novas sequéncias, que serao essenciais ao longo do capi-
tulo. Iniciamos com a seguinte defini¢ao:
Definicao 5.6. Defina, para todo inteiro n, ¢, por

Unp

G = o (5.16)

Observagao 5.7. Como definimos u, e 6, de forma que seus sinais sejam opostos, ¢
imediato que ¢,, > 0 e uma vez que 0/, satisfaz a condigdo de redutibilidade, temos

by > 1.618 ... sempre, (5.17)
2.618... se u, = —1.

A segunda relagdo de recorréncia definida em nos permite encontrar a seguinte
recorréncia

Up—1

¢n—l .

On =tn—1+ (5.18)
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Definicao 5.8. Para todo n € Z, defina

Uy = B@nJ : (5.19)

Particularmente, v,, € um inteiro positivo satisfazendo
1

A partir da defini¢ado anterior, podemos dar duas novas defini¢des, que serao essenciais
no decorrer do desenvolvimento da secao.

Definicao 5.9. Para todo n inteiro, defina

Unp, Up4+1Up

B = 0+ gy T (5.20)
en—i-l 6)71—&—1671—&—2

/8/ — Un—l U”U—Q UTL—3 o (521)

" (bn B an(bnfl * ¢n¢n71¢n72 a

Para que as defini¢oes e tenham sentido é necessario que as séries /3, e (),
sejam convergentes, para todo inteiro n. Para mostrar a convergéncia de f3,, observe que
1
Un+4v 5‘9n+v 1

< < —
Y N N T

logo, a série 3, é absolutamente convergente, portanto, convergente. Além do mais,

U Uyt 1 U 1 1
BnZUn—Lﬂvn+1—Mvn+2—"'>% ________ > 0. (5.22)
Qn—i-l 0n+10n+2

Diante disso, 3, é bem definido como um niimero real positivo, para todo n inteiro.
Ja para a convergéncia de 3/, note que

<10 <1<t +1><1(t +1><
U — aYm— a m— n a m— a
Lo gim=1 >0 L 2 1o

(tm—1+tm-1 —2(0.618...)) < ty_1—0.618 - < .

DO | —

1
< (tmo1 +2-2(0618..)) <

Portanto,
Um—1 < ¢m7 (523)

para todo m inteiro.
Particularmente, pelas definicoes e e pela recorréncia [5.18],

Un—v—1 < 1 S Un—v
gbn s gbn—v gbn s gbn—v—‘rl qbn e gbn—fu—‘rl

para qualquer inteiro n e qualquer natural v. Portanto os termos da série £/, formam uma
sequéncia decrescente. Além disso, (!, é resultado de uma soma alternada desses termos,

o que implica em sua convergéncia. Como 0 < ”g—“ < 1, entao
n

0<p, <1, (5.24)

para todo inteiro n.
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Lema 5.10. As definigoes[5.20 e implicam nas relagoes de recorréncia

611 = Up + Upt1 ) (525)
9n+1
Al
g = Ut = Pnot, (5.26)
Pn
Lema 5.11. Para todo n,
3
Bn < 4 On- (5.27)
Demonstragao: Primeiramente, vamos provar a desigualdade mais fraca
B < On, (5.28)

para todo n inteiro. Com base nas defini¢oes e b.19, podemos escrever

< S R
O = 00 Onburs | Onbnibne T2 T3

ﬁn Un, Un+1 Un+2 1 ( 1 1 ) =1

Dessa forma, segue a desigualdade (3, < 6,,.
Agora vamos a demonstragdo da desigualdade 5, < 6,. Se 6#,, > 4, pela recorréncia
e pela desigualdade [5.28]

P _ 1 Bt 1 (1 ) 3
Pn o 2 (4, L(le, 1) <2
o, o, \"" o ) e, 3"t ) <]

Agora, consideremos 6, < 4. Quando 6, < 4 é imediato da definicao, em [5.19, que

Uy, = E@”J = 1. Uma vez que

Un+1
en =t, + ’
0n+1
quando u,.1; = 1, temos
1
0,>2+ —.
= 0
Por outro lado, quando w,; = —1, temos
1
9n+1 8n+1
Dessa forma, sempre temos a desigualdade
0, > 2+ )
en—l-l

Multiplicando a desigualdade acima por 6,,,1, obtemos
0n0n+1 Z 29n+1 + 1.

Pela recorréncia [5.25| e pela expressao acima, segue

ﬂn 2
1+ ﬁnJrl) . 9n+1 + 5n+1 < 9n+1 + ﬁn+1 < ‘9"+1 + Uny1 + ﬁ

Onir” Opbpir = 20,0 +1 20,41 +1

Bu
0,

1
<7
_On( <
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Oni1 + %Qn + Bu+2 B %0n+1 + Brt2

Ont2 _ Oni2
20,1+ 1 20,1+ 1
Portanto,
CANEIOS UCES S B <6n+2_3>
0, 4 20,01 +1 4 20, +1\0,0 4)°

Entao, seguindo a iltima desigualdade, se 3,12 < %9n+2, entao 3, < %Qn também ocorrera.
Caso contrario, podemos repetir o mesmo argumento r vezes, paran+2,n+4,...,n+2r
e obter a seguinte desigualdade:

& B § < 1 1 6n+2r _§
Qn 4 29n+3 +1 o 29n+2r—1 +1 0n+2r 4 .

Como 6, é sempre maior que 2 e, como ja provamos a desigualdade mais fraca, g—" < 1,

n

segue que
Bn 3 1 ( 3) 1
——-<—=|l1-=-)=—=.
6, 4 5" 4 4(57)
Uma vez que r pode ser tomado arbitrariamente grande, podemos afirmar que
Bn 3
— —=-<0
0, 47
ou seja,
B < 39
n — 4 n
|
Corolario 5.12. Pela recorréncia[5.25 e pela desigualdade temos
6n+1 3
8, vl = 5 < 5 (5.29)
Em particular
1
Bn > — (5.30)
4
Lema 5.13. Para todo n,
1
b <5 (5.31)

Demonstracao: Pela defini¢ao [5.19) e pela recorréncia [5.8 temos

1 1
20, 1 <2 =0, 1=0,_1<t,_1+—.
Un—1 5Un-1 1 1+2

Como v, e t, sdo inteiros, para qualquer n inteiro, a partir da desigualdade acima, pode-
mos concluir que 2v,, 1 < t,_1. Agora, como

U, —
n1>tn_1_

¢n =tp—1+ = s
! ¢n—1 ¢n—1

segue que

gbn Z 2Un—1 - > 0.

n—1
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Pela recorréncia
/
/o Un—1 — 571—1
/Bn - 9
Pn
e, usando a desigualdade anterior, obtemos

/

5, < Up—1 — 67/1—1 o ¢n—1(vn—1 - n—l) o ¢n—1vn—1 — Un—2 + 57,1—2

" 2'01171 - ﬁ B 27}n71¢n71 —1 B 2vn71¢n71 —1

Assim temos,

/ ! 1 / 1
< Gr—1Un—1 — Vn—2 + B, _o B 1 I + 3 < n-2 — 3

g
" 2 2'Un71¢n71 —1 2 20n71¢n71 -1 = 2'Unfl(énfl - 1

1
Se !, < —, o resultado segue, uma vez que 2v,_1¢,—1 — 1 > 0. Caso nao, primeiro
observamos que, pela desigualdade [5.17],
Wy 1Pn1 —1>2(1.618...) —1 = /5,
e assim, cheguamos a desigualdade
1 1 1
/ - < T / o ) )
Bn 2 = \/5 <6n—2 9

Repetindo o mesmo argumento v vezes, para v arbitrariamente grande, obtemos a desi-
gualdade

que por sua vez, implica em

1
B, < 5
[
Lema 5.14. Para todo n,
enﬁ_”% > = i ) (5.32)
Demonstracao: Vamos dividir a demonstracao em dois casos: 4,11 = 1 ou u,41 = —1.

Se u,41 = 1, pela recorréncia temos,
1

0,=t,+
9n+1

e, pela recorréncia [5.25] e pela desigualdade [5.22] obtemos a relagao
ﬁn—&—l

0n+1

ﬁnzvn—i_ > Up.

Como, por [5.19]
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entao

= |54 7|,

2 0n+1

o que implica em v,, = %tn ouv, = %(tn—l). Logo, em qualquer caso, teremos t,, < 2v,,+1.
Agora, substituindo ¢, por 2v, + 1 em

O = tn +
Hn—l-l

obtemos a desigualdade

1 3
<2v,+14+==2v,+ —.

0, <2v,+1
< 2vu, + —|—9n+1 5 5

Portanto, neste caso, utilizando a desigualdade (3, > v,,, temos

Bn - Up, S 1 - 1
0, — 0, 2v,+3—06, " LT —0 " 44-5-6,)

Agora, suponhamos u,; = —1. Novamente, pelas recorréncias e5.29]

1 ﬁn—f—l
O,=t,— ——, Bpn =0, — ) 5.33
971-1—1 ﬁ 0n+1 ( )
Logo,
1 1 1
Up = {enJ - 7(tn - 7) )
2 2 ‘9n+1
e assim ]
< = —1).
vy, < Z(tn )

Portanto, substituindo v,, por %(tn — 1) na primeira igualdade em , segue a desigual-
dade

0, —t, — <20, +2— (5.34)
en—i-l en—‘rl
Pela segunda igualdade em [5.33], temos
Bt _ Upt1 — 5:1; Upt1 -+ g:ﬁ
Oni1 Ont1 T b
B 3
e, pelo Lema [5.11} sabemos que ﬁ <%, logo
ﬁn+2
. Upy1 + Up - 1 3
b1 Oy _ U1 Psn 1 : (5.35)
On+1 On+1 Ont1 Onp1Onio 2 40,14

Vamos analisar esse caso em dois subcasos: 6,17 < 3 ou #,,1 > 3. Primeiramente,
suponhamos 6,11 < 3. Por[5.33 e por [5.34] segue a desigualdade

_ 6n+1
Bn > Un Ont1
- 1 .
O —0, = 20, +2— ;- — 0,

Pelo Lema |5.11| e pela suposicao 6,11 < 3, segue a desigualdade
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Bn 'Un_%

> .
O — 0, 20, +2—3—0,

Uma maneira de majorarmos um valor inferior para o lado direito da desigualdade é
observarmos que a funcgao

_ 3
r—7

:2$+2—%—6g

9(x)
é crescente. Portanto, pondo v, = 1, obtemos a desigualdade

ﬁn Un_%

1
> > _
On — 0, = 20, +2—3—0, = 4(4—3—0")

Agora, suponhamos 6,1 > 3. Iniciamos observando que pela recorréncia, |5.25, pela
igualdade [5.19 e pelo Lema [5.11], podemos obter a expressao

ﬁn+1
6n Un + 0 Un ﬁn+1 1 3
P o T 0y Un <Ly s 5.36
6, = 6, 0, 0.0, 2" 10, (5-36)

para todo inteiro n. Claramente, quando 6,7 > 3, a desigualdade [5.36| ¢ melhor que o

Lema [5.11]
Agora, novamente, segue, por e p.34, a desigualdade

_ Bn«l»l
Bn > Un Ont1
- 1 .
O — 0, = 20, +2— ;- — 0,

Além disso, aplicando a desigualdade [5.36] chegamos a desigualdade

1 3

571 > Un =35~ 40541
T .
G T R —")

De maneira analoga ao que fizemos anteriormente, também observemos que o lado
direito da desigualdade é crescente em funcao de v,, entao, substituindo v, por 1, obtemos

1 3

Bn > 2 40,41
.
0, —0, 44— =

Agora, o lado direito da desigualdade acima é crescente em funcao de ,,, 1, substituindo
0,41 por 3, obtemos a desigualdade [5.32} |

Lema 5.15. Para todo n,

BB, 1

2 —. 5.37
0, — 0~ 128 (5:37)

Demonstracao: Por meio da desigualdade [5.32] da recorréncia [5.26) e da igualdade [5.16]
podemos chegar na expressao

67167/1 > 67/1 _ Up—1 _5;1_1 _ Up—1 — 7/1_1
O, =0, 45 —0,)  Adu(5 —0,)  4(Fon +up)

A partir dessa expressao, com base no Lema obtemos

Bnﬁé ’Un-i-l_%
6, — ¢~ 41 '

(5.38)
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Agora, por meio da recorréncial5.18] da desigualdade e da igualdade[5.19, podemos

estabelecer a desigualdade

1
¢n:tn1+ {GJF J+ —|—<2’Un1+2+0618
(bnl n—l—l ¢n1

Substituindo a ultima desigualdade em [5.38 obtemos

Bnﬁé Un—1 — %
00— 0, ~ 4(Zv,_1 + H(2.618...) +u,)
O valor da expressao a direita da desigualdade aumenta a medida que v,_; aumenta.
Caso seja v,,_1 > 2, entao

BBy : 11
> T > >
0, — 0~ 4(% + 5 (2. 618 )+1) " 70 128
Dessa forma, podemos assumir v,,_; = 1. Isso implica imediatamente que, pela igual-

dade [5.19, 6,1 < 4 e, por t, ser o inteiro mais proximo de 6, t,_; < 4. Além disso,
nestas condigoes, se u,, = 1, por , temos t,,_1 < 3. Portanto, podemos concluir

3

Gn < tpg + <3.618...,

n—1

Assim, neste caso, por [5.38] temos

/ 1 1
o — 1 = 1 1
5n5n/ > 71}1 2 > 2 > — > —.
On — 0, — 4300 +un) — 4(5(3.618...)+1) 115~ 128
Entao, podemos supor u, = —1. Neste caso, como
Gn <tnpog + < 4.618...,
n—1

pela desigualdade [5.38, podemos concluir

/ 1 1
n n—1" 9 9 1
p 6”/ > ?1]1 L3 = 2 > .
0, — 0, = 4(L¢, +u,) ~ 4(LL(4.618...) — 1) T 128

|
Neste ponto iniciaremos a demonstragio do Teorema[5.I} Observamos inicialmente que
pelo Lema ¢ suficiente provarmos o resultado para uma forma quadratica reduzida

fo(x,y) = ag(x — bgy)(xz — 6Ly).

Queremos mostrar a existéncia de niimeros reais pg, qo satisfazendo

1
| fo(z + po,y + qo)| > @\/5 (5.39)

para todos inteiros x, y. Utilizando a notagao ja introduzida, defina pg, gy como os niimeros
que satisfazem

po + 0oq0 = Bo, o+ 6hq0 = By, (5.40)
Entdo, como § = a2(6y — 6})?, a inequacio [5.39, que é o objetivo da nossa demonstragao,
é equivalente a

|(z 4+ 0oy + Bo)(z + Oy + Bg)| > (90 6;). (5.41)

128
Para provarmos o teorema, suponhamos a existéncia de inteiros xg,yo violando e
chegaremos a uma contradi¢ao. Os trés lemas subsequentes nos levarao a essa contradicao.
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Lema 5.16. Suponhamos que exista xq,yo que viole|5.41. Entao existe um inteiro (posi-
tivo, negativo ou zero) n e inteiros x,y tais que

1
On ol < —==0h, 5.42
o+ by + Bl < (5.42)
1
0Ly + Bl < ——(0, — 0,), 5.43
24+ 01+ Bl < (60— 61) (5.43)
1
|(z + 0ny + Bn)(x+ 0y + B.)| < @(en —0). (5.44)

Demonstragao: Sejam
Lo(2,y) = &+ 0py + Bu, Ly(z,y) =2 + 0,y + 5,
Entao, por 5.8 e

Unp, n Uy,
Ly(x,y) =2+ (tn + +1> y+vn+un+15 (U (T tay ). (5.45)
0n+1 0n+1 0n+1
Analogamente,
Unp
Li(2,y) = 27 Lo (4, o (T + Gy + 02)). (5.46)
n+1
Observamos que
1 0, —0
— =t
6n+19n+1 0n+1 - 6n+1

Portanto, se definirmos inteiros x,,, ¥, para todo n > 0 e para todo n < 0, por

Tn+1 = Yny Ynt+1 = Un+1 («rn + tnyn + Un);

a suposicao que xg e yo violam [5.41] implica em

1

para todo n.
Primeiramente, suponha que Ly, yn) # 0 para todo n. Por , temos, para todo
n?

‘Ln+1($n+17yn+1) — 0,y > 2

Portanto, como |L,(z,,y,)| tende a 0 quando n — —oo e tende a oo quando n — oo,
havera, exatamente, um inteiro n para o qual temos

1
Ln— n—1, Yn— < —7= S Ln nyInjl- 5.48
L (s, yon)| < s < L) (5.48)

Entéao, novamente, por [5.45 temos
Ln Tn,Yn)| = en Lnf Tp—1,Yn— < 7971,
| Ln (%, Yn)| = On| L1 (zn—1, Yn—1)| NGV
Portanto, utilizando chegamos a

1
L (s )| < 1 (O — 60).
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Com isso provamos todas as afirmagoes feitas no enunciado do lema.
Agora, vamos ao caso L(z,,y,) = 0 para algum n e, portanto para todo n, uma vez
que

Un+1 L

Ln (xn7 yn) = n+1 (xn-i-lv yn+1)'

6n+1
Como
L;v,—i—l(xn-i-la yn-‘rl) = |0:7,+1L',n,(xn7 yn)|7

onde |0,11] < 0.618..., claramente e sera satisfeito para n suficiente grande, o
que demonstra o lema. [ |

Lema 5.17. Se inteiros x ey satisfazem[5.49 e entao y =0

Demonstracao: [5.42] e [5.43] implicam que

/ / 1 /
|(9n - Hn)y + Bn — 5n| < ﬁ@@n — Hn)- (5.49)

Se y > 1, obtemos

1
O, — 0, + B — B, < —=—=—(20,, — 0.
 + B — B, 128( )

Como S, > v, — 2, pelo Coroldrio e 3, < i, pelo Lema [5.13] entdo

5 1
0, — 0 +v, — 2 < ——(20,—0.),

0]

portanto,

1 1 5 5
l—— 60, <|1—-—= |0, —v,+-<0382--- —1+4 —.
( \/3_2> —< \/128>" Un Ty 1

Mas a desigualdade acima ¢é impossivel, uma vez que 6,, > 2.

Sey < —2, implica que

2(9n - Q'In) - (Bn - Bq/q, < (2971 - 0;1)

1
)< V128
Como, de acordo com o Lema , Bn < %Qn e, por , By, > 0, entao

D 1
-0, — 20, < —(20, — 0.),

e, consequentemente,

> 1 1
2 g <(2-——)0 <20382...),
<4 V32 ) < \/128> n <2 )
o que é impossivel.

Finalmente, se y = —1, entao, por e .43

1
- en + n S 9717
|z Bl 55
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1
-0 +8 | < —(0,—-0).
o =0+ 81l < (b= 00)
Portanto, pelo Lema [5.11] obtemos
1 1 1
>1——10,—-B.>|-——— |0, 5.50
"= ( m) ’ (4 m) >:30)

Por outro lado,

1 1 1
<Ot (1= —— | by — By < ——0, +0.382... . 5.51
v= st ( \/128> b Vit (5:51)

Portanto, a partir das desigualdades e chegamos a desigualdade

11
s )6,<0.382....
(4 \/32>

Dessa forma, devemos ter ,, < 6. Substituindo 6,, < 6 em [5.51] segue

T < <6+0.382...> <1,

V128
mas isso contradiz [5.50| e o fato que x deve ser um inteiro positivo. Portanto, também
nao ha solugdo quando y = —1. Com isso finalizamos o lema. |

Lema 5.18. As desigualdades[5.49, [5.73 e[5./4 ndo possuem solugao quando y = 0.

Demonstracgao: Substituindo y = 0 em e temos
1

+ Bal < 0., 5.52
o+ 8.l < s (552)
24 8. < (60 — 6 (5.53)
VAP R '
Portanto,
1
n— B, < —=(20, —0,),
B = B, < (20, =6
e, por [5.29 e pelo Lema [5.13]
3 1 1
o — s < (20, — ),
U173 i "
1 5 1
Hn—l) —— < —(20,—10"),
(2 4~ \/128< 2
e dai, temos
1 1 9 1
———10, <-4+ —=(0.618 ,
(2 \/3_2> — 4 128( )
e portanto segue
0, <73
Da desigualdade [5.52 obtemos
1 )
RS PRI TN T

V128 4 /128
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Com isso, x é um inteiro menor ou igual a 0. Por outro lado, a partir das desigualdades

e chegamos a

1 1 1

Dessa forma, x = 0 ou —1. Se z = 0, a desigualdade torna-se

1
B < —— (0, — 0
B BTL — 128( TL)’
contradizendo o Lema [5.15 Por fim, suponhamos x = —1. Como, pelas desigualdades

e 0 < A, < 3, e substituindo = por —1 na desigualdade [5.53, obtemos

1 1
—<|-1+8]<—(0,-0),
3 < —1H B < (= 6)
ou seja,
1
5\/128 <(6,-80).
Portanto,

0, >+v32—-0.618--->5
e v, = EGHJ > 2. Agora, observe que

(2 + Ba)(x + B,)| = (Bn — D)(1 = 5y,).
Pela recorréncia [5.25 e pelo Lema obtemos
3
—1>v, —— —1.
=120, -]

Por outro lado, pelo Lema [5.13}
1
1-p8 > -.
B> 5

Logo, segue
(2 + B (@ + B)] = (B — 1)(1 = B,) = ( _3 1) L

Agora, pela igualdade et,>D5,

| 1 /1 1 /3
Lo s (e 1) s E(20).
16"~ 16 (29” ) ~ 16 (109”>

@+ B+ )] > 1 (16n) > 2
" 16 \10 " V128’
o que contradiz e demonstra o resultado. ]

Assim,

Com a demonstragao do ultimo lema finalizamos a demonstragdo do Teorema 5.1}
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5.2 Aplicacao a classificacao dos anéis quadraticos
norma euclidianos

Nesta se¢do, nosso objetivo serd demonstrar a finitude dos anéis quadraticos reais
norma euclidianos. Por hora, nos encarregaremos em demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 5.19. Seja
f(z,y) = ax® + bay + cy?

uma forma quadrdtica bindria com coeficientes inteiros, cujo discriminante 6 > 0 nao €
um quadrado perfeito. Entao existem niumeros racionais p e q satisfazendo

1

para todos inteiros x,y.

Dividiremos a prova do Teorema em dois lemas com o objetivo de mostrarmos
que, mediante a hipétese do Teorema, podemos tomar py e go definidos em [5.40] como
numeros racionais.

Lema 5.20. Seja fo(z,y) é uma forma quadrdtica com coeficientes inteiros cujo discri-
minante ndao € um quadrado perfeito. Entao existe um inteiro positivo N tal que, com a
notacao do Lema

Opnin = 0n, 0, =07, tn =1y, Up = Unin.
Demonstracao: Escreva
ful2,y) = an®® + bpry + coy? = an(z — 0,y)(x — Oy).
pelo Lema [4.8] temos a igualdade
|an| (0, — 0,,) = \/Sa

onde 9 é o discriminante comum de todas as formas equivalentes f,,. Além disso, pela
condicao de reducao,
0, — 60, >2—0382...,

de onde podemos concluir que a sequéncia a,, é limitada. Pela recorréncia [5.10]
an = fn(170) = fn-l—l(()’ j:l) = Cn,

assim, podemos concluir que a sequéncia ¢, é também limitada. Pela identidade b —
dancn, = V0 e pela finitude das sequéncias a,, ¢, segue que a b, é também uma sequéncia
limitada. Assim, ha apenas um ntmero finito de formas

fu(@,y) = ana® + by + coy”
Portanto, necessariamente, existem naturais r e N tais que

Qp = Qr4 N, b, = bT‘+N7 Cr = Cr4N-
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Em particular segue a igualdade

fr(z,y) = ap(z — y0,)(x — yb).) = frin(z,y) = arin(z — ybn)(x — Y0, y),

de onde seguem as igualdades
0 = 0,1 n, ‘9; = ;+N'

A partir da periodicidade de periodo N das sequéncias 6, e 8/, o resultado segue para as
demais sequéncias devido a forma como foram construidas no Lema [5.5] [

Lema 5.21. Com a hipdtese do lema anterior, os numeros Py, (3, definidos em €
[5.21] sao expressos na forma

Bo = po + 040, By = po+6'qo,
onde py e qy sGo racionais.

Demonstracgao: Considere d como o maior fator livre de quadrados de §. Inicialmente,
observe que os nimeros fy e ) sdo as raizes do polindomio quadrético

fo(w, 1) = Clo.TQ + bQZE + Co — ao(x — 00)(37 — 6‘6)

Portanto, devido a resolugao de equagoes quadréticas, podemos afirmar que 6y e 6] sdo
elementos conjugados no corpo quadratico Q(\/El) De maneira geral, pelas relagoes de
recorréncia definidas em [5.9) podemos afirmar que 6, e 8/, sao raizes de

fu(2,1) = ap2® + bpx + ¢ = an(x — 0,)(x — 0.,

para todo n € Z. Além disso, de acordo com o Lema 0, e 0 sdo também elementos
conjugados de Q(v/d).
Com base nas defini¢oes de fy e 5, em e |5.21] respectivamente, e de acordo com

o lema anterior, podemos reescrever

Ul U1U2 Uy ... UN—-1 Uy ... UN Uy...UN 2
= — e ———— N 1
Po <UO+91+9192”2+ o Y 1)( +91...9N+( > * )

0.0, > 0. Oy 1 b, On

= (Gt D)
Po = < b0  PoP-1 * PoP—_10—2 + PoD—1 ... O_N11

()" ( (=)" )
1+ + +... ] =
( ¢-1...0-n \P-1...0-N
S [ o L
o Pop-1  GoP-19-2 Pop—1...¢_N11 ¢1. b-np1)
onde N é o periodo em comum das sequéncias, como demonstrado no lema anterior. A

partir dessas expressoes, podemos concluir que 3y e 3 s@o elementos de Q(\/c_l), uma vez
que 6, e 0/, pertencem a Q(\/E), como também os elementos u,, e v,, pois sao inteiros,

-1
u U1 Uy... UnN— uy...u
:<”°+91+ 1tz +...+1N1UN1)(1_1N> ;
1
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e, pela definicdo [5.6, também ¢, € Q(v/d). Além disso, podemos mostrar que esses
elementos sao conjugados. De fato, o conjugado de 6, é 0, = —Z—:, o que implica que o
conjugado de [, é

(vo — v1d1 + Va1 — -+ + (= 1) on_191de .. dn_1) (1 — (=1)Ndiga ... Pn) T
Multiplicando a expressao acima por

(=1D)Np1¢a... N
(=1)No1¢o ... on"

obtemos

(’Uo — V1P + V21 — -+ (_1)N_1UN71¢1¢2 ce ¢N1> . (1 _ (_1)N¢1¢2 e ¢N>_1 =
(—1)N¢1¢2...¢N (—1)N¢>1¢2...¢N

(v v vy (=D)V Ty )(_ (1N )_
_<¢o b bt T dol o)\ b))

Observe que usamos o fato de vy ser igual a v_x. Logo, o conjugado de Sy é . Dessa
forma, existem ntmeros racionais r, s, u, e v tais que

0o =1+ sVd, 0 =r—sVd; Bo=u+ovVd, 8)=u—vVd
Dado que também temos

Bo = po + 00, By = po+0'qo,
seguem
u—+vvVd = po+ (r + svVd)qo, u—vVd=po+ (r—sVd)qo
donde concluimos que pg e gy sao nimeros racionais. [ |
Com isso, finalizamos a demonstracao do Teorema [5.19

Podemos empregar o Teorema [5.19) a fim de obtermos resultados sobre as formas
quadraticas definidas em |4.1]e assim encontrar condi¢oes relacionado a um anel quadratico
nao possuir o algoritmo euclidiano.

Teorema 5.22. O algoritmo de FEuclides nao é vdlido em anéis quadrdticos O4 cujo
discriminante excede (128)%

Demonstragao: Consideremos a forma quadratica Ny(z,y) definida em e seja dg seu
discriminante. Para que o anel quadratico O, nao seja norma euclidiano, é suficiente que,
para quaisquer inteiros x e y, existam niimeros racionais p e g tais que

|Na(p +z,q+y)| > 1.

De acordo com o Teorema [5.19] para a forma quadratica Ny, existe um par de racionais
p e ¢, tais que para todos os inteiros x e y, ocorre

1
|Na(p+ 2,9 +y)| > @\/@



Aplicacgao a classificagao dos anéis quadraticos norma euclidianos 76
Como
1 214/d, sed=1 (mod 4);
Vo= 57 ’ 5.54
128\/; {614 d, sed=2,3 (mod 4) (5:54)
entao ]
(Na(p+ 1,9 +y)| > ﬁg\@> 1, (5.55)

para d > 1282. Portanto, ndo existem anéis quadréticos Oy que sejam norma euclidianos

para valores d livre de quadrados e maiores que 1282,

A partir das relagoes e podemos concluir que nao ha anéis quadraticos de

discriminante d maior que 64> quando d = 2,3 (mod 4). Assim enunciamos

Teorema 5.23. O algoritmo de Euclides nao é vdlido em anéis quadraticos Oy cujo

discriminante excede (64)* quando d = 2,3 (mod 4).

Apesar de podermos encontrar uma cota significantemente melhor em anéis quadra-
ticos de discriminante d = 2,3 (mod 4) utilizando o método desenvolvido neste capitulo,
no proximo capitulo abordaremos um método elementar no qual poderemos melhorar de
modo expressivo a cota superior de discriminante de anéis quadréticos d = 2,3 (mod 4),

o que serd essencial para a classificacao de tais anéis.



6 Classificacao de anéis quadraticos
reais

Neste capitulo classificaremos os anéis quadraticos reais, o objetivo serd demonstrar
que os unicos anéis quadraticos reais norma euclidianos sao os anéis citados no Teorema
4.21] isto é, os anéis quadraticos com discriminante d = 2, 3, 5, 6, 7, 13, 11, 17, 19,
21, 29, 33, 37, 41, 57 ou 73. Na secao [6.1] classificaremos os anéis quadraticos com
discriminante congruente a 2 ou 3 modulo 4. Nas proximas duas segoes classificaremos os
anéis quadraticos com discriminante congruente a 1 médulo 4. A Se¢ao|6.2]sera dedicada a
classificagao dos anéis quadraticos com discriminante composto e a Se¢ao|6.3[sera dedicada
a classificacado dos anéis quadraticos com discriminante primo. Assim, ao final deste
capitulo, teremos demonstrado:

Teorema 6.1. Um anel quadrdatico real Oy é norma euclidiano se, e somente, d = 2, 3,
5,6, 7,13, 11, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57 ou 73.

6.1 Classificacao de anéis quadraticos com discrimi-
nante d = 1 (mod 4)

Nesta secao demonstraremos que os unicos anéis quadraticos reais O, norma euclidia-
nos, onde d = 2,3 (mod 4), s@o os anéis quadraticos com discriminante d = 2, 3,6, 7,11, 19.
Usaremos uma abordagem elementar para demonstrar que nao ha anéis quadraticos norma
euclidianos Oy para d < 74 e d = 2,3 (mod 4), e diante disso, havera poucos casos a serem
verificados o que nos permite a verificacao caso a caso. Seguiremos a referéncia [11].

Proposicao 6.2. Seja Oy um anel quadrdtico com discriminante d = 2 (mod 4). Supo-
nhamos que seja possivel encontrar um inteiro impar t satisfazendo

2d < t* < 3d, (6.1)

entdo Oy ndao serd norma euclidiano.

Demonstragao: Suponhamos que o par (0, 2), para algum inteiro ¢, satisfaca a inequacao

($—0)2—d(y—2>2

onde z e y sao inteiros. Multiplicando a desigualdade por d obtemos

<1, (6.2)

|dx? — (dy — t)?| < d.

77
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Defina o inteiro z = dy — t, o substitua na igualdade acima e assim chegaremos em
|22 — d2?| < d. (6.3)

Como
22 —da* = (dy —t)* —dz®* =t* (mod d),

segue que existe um inteiro m satisfazendo
2? —da® = t* + md. (6.4)

Substituindo 2% — dx? por t? +md em , havera apenas dois possiveis valores para m, de
forma que[6.4] e [6.3] sejam satisfeitos simultaneamente. Suponhamos que ¢ seja um inteiro

satisfazendo
2d < t? < 3d.

Neste caso, teriamos
2 —dz? =t* — md,

onde m = 2 ou 3. Reescrevendo a tultima igualdade chegamos em
z—t* =d(2* —m),

onde o lado direito da igualdade é congruente, possivelmente, a 2,4,6 (mod 8), no entanto,
o lado esquerdo da igualdade é congruente a no maximo 0, 3, 7 (mod 8), o que implica
na impossibilidade da igualdade. Assim, a desigualdade [6.2] ndo possui solu¢do com z e
y inteiros, portanto, de acordo com a observacao [2.61], o anel quadratico ndo serd norma,
euclidiano. [ |

Proposicao 6.3. Se d =2 (mod 4), entao Oy nao é norma euclidiano para d > 27.

Demonstracgao: Para mostrar que O, nao é um anel quadratico norma euclidiano, vamos
utilizar a contra-positiva do resultado anterior para estabelecer um limite inferior para
o conjunto dos inteiros livres de quadrados d tais que o anel quadratico Oy seja norma
euclidiano. Em outras palavras, queremos encontrar um valor minimo de d a partir do
qual seja possivel encontrar um inteiro impar ¢ que satisfaca a desigualdade

2d < t* < 3d. (6.5)

Dizer que nao exista um inteiro impar ¢ que nao satisfaz a inequacao é equivalente
a dizer que existe um inteiro u satisfazendo

(2u—1)*<2d <3d < (2u+ 1) (6.6)

e, portanto, satisfazendo
3(2u—1)* < 6d < 2(2u + 1)*. (6.7)

Mas a desigualdade
3(2u —1)* < 2(2u +1)?

ocorre apenas quando u < 4. Dessa forma, é impossivel que haja um inteiro u > 5 satis-
fazendo a desigualdade e assim haverd um inteiro impar t satisfazendo [6.5| Portanto,
utilizando desses fatos, podemos estabelecer um limite superior para os valores de d nos
quais existe um inteiro impar que satisfaca De fato, como vimos, para que [6.6] ocorra,
é necessario que u < 4, e, consequentemente, pela desigualdade , temos 3d < 9%, ou
seja, d < 27. Portanto, para d > 27, sempre haverda um inteiro impar ¢ que satisfaca a
desigualdade [6.5 [ |
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Teorema 6.4. Os anéis quadrdticos com discriminante d = 2 (mod 4) ndo sao norma
euclidianos exceto quando d = 2,6.

Demonstracao: Pela proposicao anterior basta analisar os casos onde d < 27, isto é, 10,
14, 18, 22, 26. Para d = 10, tome t = 5, assim, 2-10 < > < 3-10. Oscasod = 18 e d = 22
sao analogos, em ambos basta tomar t = 7. Para d = 26, tome ¢ = 39. Observamos que
58d < t? < 59d. Dessa forma, 22 — > = d(x* — m), com m = 58 ou 59. Os possiveis
residuos de z? —#? médulos 8 sdo 0,3 ou 7. Entretanto, os possiveis residuos de d(z? —m)
médulo 8 sao 2,4 ou 6. Assim, nao existe solugao para a equacio z* —t? = d(z* —m) em

x e z. Para d = 14, mostraremos que (%, %) nao satisfaz nenhuma inequacao da forma

(r-3) -1 (r-3)

onde z e y sao inteiros. Podemos reescrever a inequagao como

(20— 1" =142y — 1) < 4.

No entanto, observe que (2x — 1)? — 14(2y — 1) = 3 (mod 8). Portanto, necessariamente
temos (2z — 1)? — 14(2y — 1)? = 3. No entanto, essa tltima equac¢io nao possui solugao,
pois implicaria que

3=2r—-1?2-142y—1)*= 2z —1)* (mod 7).

Mas 3 nao é um residuo quadratico médulo 7, o que significa que nao ha nenhum inteiro
x que satisfaga essa equacao. [ |

Proposicao 6.5. Seja Oy um anel quadrdtico com discriminante d = 3 (mod 4). Supo-
nhamos que seja possivel encontrar um inteiro impar t satisfazendo

5d < t* < 6d,
entao Og4 nao sera norma euclidiano.
Demonstracao: Seja t é um inteiro impar tal que 5d < t* < 6d. Para que o par (0, %)

satisfaca a inequacao
t 2
-07=d(y-5)
(v~ 0) :

com x,y inteiros, usando um argumento analogo ao utilizado na demonstracao da Propo-
sicao [6.2, é necessario que a equagao

<1,

z—dr® =t* —md <= 2> — t* = d(z* — m),

onde m = 5 ou 6, tenha solucdo nas variaveis inteiras z,z e t. Agora, analisando as
congruéncias modularmente, temos:

1. d(z* —m?) =1,2,4,5, ou 6 (mod 8);
2. 22 —t*=0,3, ou 7 (mod 8).

Portanto, a equagao 2% — t?> = d(2? — m) nio possui solucio e dessa forma, concluimos
que Oy nao é um anel quadratico norma euclidiano quando t satisfaz a desigualdade
5d < t? < 6d.

[ |
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Proposigao 6.6. Se d =3 (mod 4), entdo o anel quadrdtico Oy nao é norma euclidiano
para d > T4.

Demonstracao: Caso nio exista ¢t impar tal que 5d < t? < 6d, deve existir u inteiro tal
que (2u—1)? < 5d < 6d < (2u+1)?, o que implica na desigualdade 5(2u+1)? < 6(2u—1)2.
No entanto, isso ocorre somente quando u < 11. Neste caso temos 21° < 6d, isto é, 74 < d.
Assim, concluimos que para d > 74, sempre existe um inteiro impar ¢ que satisfaga a
desigualdade 5d < t? < 6d. Portanto, o anel quadratico O; nao é norma euclidiano para
valores d > 74. [ |

Teorema 6.7. Os anéis quadrdticos com discriminante d = 3 (mod 4) ndo sdo norma
euclidianos exceto quando d = 3,7,11,19.

Demonstracao: De acordo com a proposi¢ao anterior, resta-nos analisar os casos d < 74,
ou seja,
d =15, 23, 27, 31, 35, 39, 43, 47, 51, 55, 59, 63, 67, 71.

Para os seguintes valores
d =15, 23, 31, 39, 43, 51, 55, 63, 67, 71
podemos encontrar um inteiro impar ¢ satisfazendo
5d < ¢ < 6d.

Quando d = 47, tome ¢ = 25. Entao 13d < t* < 14d, assim, temos z? —t* = d(x® —m),
comm = 13 ou 14. Como m =5 ou 6 mod 8. Os possiveis residuos de 22 —t> mod 8 sdo
0,3 ou 7. No entanto, os possiveis residuos d(2? —m) mod 8 sido 0, 1,4,5 ou 6. Portanto,
2% —t? = d(x* — m) ndo possui solugdo para x e z.

Quando d = 59 tome t = 47. Logo, 37d < t* < 38d e 2? —t* = d(x* —m), com m = 37
ou 38. Por um lado, 0, 3 ou 7 sao os possiveis residuos de 22 — > mod 8. Por outro lado,
d(z* —m) é possivelmente congruente a 1, 2, 4, 5 ou 6. Assim podemos afirmar que para
(0, 7) ndo existem z,y inteiros tais que

759
47\ 2
(z —0) Y=y

Por fim, chegamos ao tltimo caso, considere d = 35. Vamos mostrar que (%, %) nao

satisfaz a inequagao
1\2 1\?2
_ _ 35 —
(x 2) <y 2)

para inteiros x e y. Multiplicando por 4, obtemos a inequacao equivalente

<1,

<1, (6.8)

(22 — 1)* — 35(2y — 1)*| < 4

Como
(22 —1)> =352y —1)* =2 (mod 4),

segue que
(22 —1)* = 35(2y — 1)? = +2.

Mas isso é um absurdo, uma vez que

(22 —1)* = 35(2y — 1)> = 1 ou 4 (mod 5)
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+2=20u3 (mod5).
Assim, estd demonstrado o resultado. [ |

A partir disso podemos enunciar:

Teorema 6.8. O anel quadrdtico real Oy com com discriminante d = 2,3 (mod 4) é
norma euclidiano apenas para os valores d =2, 3, 6, 7, 11, 19.

Portanto, finalizamos a lista de anéis quadraticos cujo discriminante é congruente a 2
ou 3 modulo 4. Nas proximas sec¢oes lidaremos com a classificagao dos anéis quadraticos
reais com discriminante congruente a 1 médulo 4, no entanto, essa serd uma tarefa mais
complicada.

6.2 Classificacao de anéis quadraticos com discrimi-
nante composto d =1 (mod 4)

Nesta secao faremos a classificacao de anéis quadraticos com discriminante composto
congruente a 1 modulo 4. Na Subsecao demonstraremos que o discriminante de um
anel quadratico é da forma p ou pq, onde p e ¢ sao primos, além disso, no caso composto,
deve ocorrer p = ¢ = 3 (mod 4). Na Subse¢ao demonstraremos que p ou ¢ deve
ser necessariamente igual a 3. Por fim, na Subsecdo faremos a classificacao dos
anéis quadraticos com discriminante da forma 3¢, culminando assim na classificagdo dos
anéis quadraticos com discriminante composto. Dessa forma, ao final da se¢do teremos
demonstrado

Teorema 6.9. Um anel quadrdtico real com discriminante d composto e congruente mo-
dulo 1 modulo 4 € norma euclidiano apenas quando d = 21,33 ou 57.

6.2.1 Discriminante de anéis quadraticos sao da forma p ou pq

Se o anel quadratico Oy for um dominio euclidiano, ele serd automaticamente um
dominio de ideais principais. Sob essa premissa, serao estabelecidas condigoes necessarias
na decomposicao de d para que o anel Oy, com d =1 (mod 4), também seja um dominio
de ideais principais. Embora nao abordemos aqui, ha resultados analogos para os casos
em que d = 2,3 (mod 4). Mais informagdes podem ser encontradas na referéncia [10].

A importancia desse resultado é imediata, pois nao s6 possibilita resolver uma ampla
variedade de casos, mas também fornece diretrizes valiosas na abordagem do problema.
Em resumo, essa condi¢ao desempenha um papel fundamental na organizacdo de como
abordaremos a classificacdo dos corpos quadraticos norma euclidiano.

Lema 6.10. Se o primo p divide o inteiro positivo livre de quadrados d, entao existe uma

unidade positiva 1, em Og tal que /pn, € @(\/E)

Demonstragao: Seja o = mdc(p, \/8) em Oy, observe que tal a existe por Oy ser dominio
de ideais principais. Entdo, a? = mdc(p?,d). Observemos que p divide o, uma vez que
que p? e d sao divisiveis por p. Além disso, pela definigao de o, temos que N(«) divide
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N(p) = p*> e N(v/d) = d. Logo deve ocorrer N(a) = £p e assim N(a?) = p?> = N(p).
Desta forma, N (% = 1, donde segue a existéncia de uma unidade 7, em Q( \/E) tal que
o’ = Phip-

Como « € Q(\/E), em particular,

VDTly € Q(VA).

Observamos, por fim, que a unidade 7 deve ser de fato positiva, ja que Q(\/E) e C\R
nao possuem elementos em comum. [ |

Teorema 6.11. Se o conjunto dos inteiros algébricos de Q(v/d), com d =1 (mod 4), ¢
um dominio de ideais principais, entdo apenas os sequintes casos $Go possiveis:

1. d=p, onde p é um primo tal que p =1 (mod 4);
2. d = pq, onde p e q sao primos tais que p = q =3 (mod 4).

Demonstracao: Seja ¢ a unidade fundamental de O4. Logo, para qualquer unidade
n € O, existe um inteiro n tal que n = £e". Portanto, podemos supor, sem perda de
generalidade, que no lema anterior 7, pode ser tomado como 7, = 1, se n é par, oun, = €

oun, = %, se n é impar.
Caso tenhamos 7, = 1, entao \/p € Q(\/E) que por sua vez implica na igualdade p = d.

Caso aconteca 1, = € ou 7, = %, onde necessariamente ocorrerd p # d. Por p ser
diferente de d, existe um primo ¢, com ¢ # p, tal que ¢ | d. Agora, pelo lema anterior

aplicado a g, ocorre a existéncia de uma unidade 7, = € ou % tal que ,/qn, € Q(\/c_l) Dali,

VP Qg = /P27 € Q(\/E)

Uma vez que 7,7, ¢ sempre um quadrado perfeito em Oy, entao

VPa € Q(Vd).

Como consequéncia, temos d = pg. A partir daqui mostraremos que p = ¢ = 1 (mod 4)
nao pode ocorre. Iniciamos mostrando que existem a,b € Z tais que pg = a® + b?. Pelo
Lema como p=¢ =1 (mod 4) existem r, s,p,q € Z tais que

pq = (r’*+5*)(p*+¢*) = N(r+is)N(p+iq) = N((rp—sq)+i(rq+sp)) = (rp—s¢)*+(rq+sp)?,
assim, como (rp — sq), (rq + sp) € Z, segue a afirmagao. Seja a,b € Z tais que
pq = a’ +b°.

Uma vez que pq é um inteiro impar entdo a ou b é também um inteiro impar. Suponhamos
que a seja impar.
Defina e = b+ ,/pq e w = mdc(a,e). Seja a = mdc(e,2), entao

N(a) | N(e) =ee’ = —a® e N(a) | N(2) = 4,

como a é impar, N(a) = %1 e dai a é uma unidade em Q(v/d). Defina 5 = mdc(e, €),
entao
B =mdc(e,e') = mdc(e, ¢’ + e) = mdc(e, 2b),
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como mostramos que mdc(2, e) é uma unidade segue que

B = mdc(e,b) = mde(b+ /pg, b) = mde(\/pg, b).
Portanto,
N(B) | N(b) =" e N(B) | pg,
e como a® + b? = pq, segue que p e ¢ nao dividem b e assim N(f) = £1, em particular, /3
é uma unidade em Q(v/d). Agora, seja w = mdc(a, e), entdo
w? = mde(a®, €*) = mdc(—ee', %),

como (3 = mdc(e, €') é associado a 1, segue que

w? = e - mde(—¢, e),

2

; . w- .
2 ¢ associado a e, logo — é uma unidade em Q(v/d). Como
e

dessa forma w

(&

N w?\  N(w) N(w)?
~ N(e) —a?’
w2
segue que — ¢é uma unidade de norma negativa. Assim, para finalizarmos a basta de-
e
monstrar que é impossivel uma unidade de norma negativa em Q4. Como ,/pn, € Q(,/pq),
(6)? (©")?
p

entdo existe 6 € Q(/pq) tal que n, = *,» due por sua vez implica em 7, = . Como
Np € 7, s80 niimeros positivos, o mesmo ocorre com o valor da norma N(n,) = 1,7, > 0.

Como observamos no inicio da demonstracao, 7, pode ser tomado como € ou % Em qual-
quer umas das situagoes o valor positivo de N(7,) implica no valor positivo de N(¢). Uma
vez que toda unidade em Oy é da forma 4€", n inteiro, entao é impossivel a existéncia de
uma unidade de norma negativa. |

Corolério 6.12. Se o conjunto dos inteiros algébricos de Q(v/d), com d =1 (mod 4), é
um dominio euclidiano, entdo apenas oS sequintes casos SGo possiveis:

1. d=p, onde p é um primo tal que p =1 (mod 4);

2. d = pq, onde p e q sao primos tais que p = q =3 (mod 4).

6.2.2 Classificacao de anéis quadraticos com discriminante # 3¢g

Nesta subsecao faremos a classificacao dos anéis quadraticos com discriminante pgq,
onde p e g sao primos satisfazendo 3 < p < ¢. Mais precisamente, demonstraremos
que nenhum desses anéis é norma euclidiano. De acordo com o Corolario podemos
considerar apenas os casos p = ¢ = 3 (mod 4), portanto, objetivo principal desta segao
serd demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 6.13. Ndo hd anéis quadrdticos norma euclidianos O,q, onde p e q sGo primos
satisfazendo 7T <p < qep=q=3 (mod 4).
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Para a demonstragao do teorema desenvolveremos diversos lemas que nos permitirao
desenvolver uma ligagao entre anéis quadraticos norma euclidianos, como na hipdtese do
teorema, com a teoria relacionada ao simbolo de Legendre.

Vamos supor que O,, seja um anel quadratico norma euclidiano, onde p e ¢ sao primos
satisfazendo 7 < p < ¢ e desenvolveremos resultados a fim de obter uma contradicao.
Durante toda secao denotaremos € = % > 1.

Lema 6.14. Se o anel quadrdtico O,,, com m =1 (mod 4), é norma euclideano, entdo
qualquer inteiro v, com 0 < r < m e r residuo quadrdtico modulo m, satisfaz pelo menos
uma das sequintes equagoes

ma? —yi = —4r ou ma® —yi =4(m —r). (6.9)

Demonstracao: No item 2 da Observacao tome a =0 e b= =, e assim temos

ima® — (my — 22)?| < 4m.

Como ma? — (my — 22)? = —22 = —r (mod m), entdo uma das equacdes é satisfeita
ma® — yf = —4r ou mz? — y% =4(m —r).
Isso demonstra o resultado. [ |

Definicao 6.15. Sejam a e b dois nimeros inteiros. Seja b = bibs ... b, a representagao
de b como produto de poténcias de primos. Caso tenhamos

) @) @)

denotaremos, brevemente, por
a *
() =2
b

onde (;) denota o simbolo de Kronecker.
Vamos, agora, provar

Lema 6.16. Se O,,, comm =1 (mod 4), é um anel quadrdtico norma euclidiano, entao:

() -

onde 0 <r <m e (r,m)=1, sempre ocorre

() -

1. Para todo numero inteiro r com

ou
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2. Caso m seja um inteiro composto, onde podemos assumir m = pq comp =q = 3
(mod 4), para cada nimero inteiro r com

()-0)

onde 0 <r <gq, (r,p) = (r—q,p) =1, temos

(=)=
(7) =< (5)-0)

Demonstragao: Utilizaremos o lema anterior. Para cada inteiro nao nulo r, definimos
o inteiro impar ry como r = 2°ry, onde e é um numero inteiro. Se r satisfaz as condi¢oes
da hipdtese do item 1, entao, de acordo com o lema anterior, temos

() 1o (7)<

em conformidade com qual equagdo, em [6.9] ¢é satisfeita por r. No primeiro caso, temos
E3
(m) =1, e devido a (%) =1, também temos

C O-@-0-00-0-

onde (%) = 1 é em decorréncia de , o que implica em (ﬂ) =1.0casor —m =

e
2¢(r —m)o é andlogo. Assim, provamos a primeira parte do teorema.

Se as condigbes da parte 2 sdao atendidas para r, logo as equagoes x* = rp (mod q)
e z? = rp (mod ¢) possuem solugdes, o que é equivalente a dizer que x? = rp (mod m)
possui solugdo, portanto pr é um residuo quadratico médulo m e 0 < pr < m. Entao,
podemos aplicar o Lema [6.14] a pr em vez de r. Neste caso, y; em deve ser divisivel

por p, e assim, podemos reescrevé-la como

2

qr® —py; = —4r ou =4(q—r),

onde x = yo (mod 2). Isso implica novamente que

() = o () =

Agora, podemos concluir de maneira semelhante a primeira parte do teorema, ja que
- ()66 06 -
r pq q p q p q p
) - (50 - (5 (5) -
r—q pq q p
-5 -0 (5)- () 5) -
q p q p a)\ p ’

sao satisfeitos. Com isso, provamos também a segunda parte do teorema. [ |

ou
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Definicao 6.17. Seja p um primo. Diremos x,x + 1,...,x 4+ a formam uma sequéncia
para p, de a + 1 elementos, se

D))

Dependendo se o valor comum em [6.10] é 1 ou -1 diremos que a sequéncia é positiva ou
negativa, respectivamente.

Definicao 6.18. Chamamos uma sequéncia z,z+ 1, ..., x4+ a de uma sequéncia maxima
para p quando nem z — 1,z nem x + a,r + a + 1 formam uma sequéncia para p.

Definigao 6.19. Chamamos uma sequéncia x,z+1,...,x+a de sequéncia interna (para
p) quando pf (x — 1) ept(x+a+1).

Lema 6.20. Se z,x + 1,...,2 + a € uma Sequéncia para p, entdo, para cada y com

re <y < (x + a)e, vale
(‘Z) = (Z) . (6.11)

Demonstragcao: Vamos demonstrar o caso especifico onde x, x + 1 é uma sequéncia para
p, ja que o caso geral é resultado de aplicagoes sucessivas desse caso. Vamos dividir

a demonstracdo nos casos: (%) = (%1) =1le (%) = (%l) = —1. Suponhamos

(E) = (ﬂ) =1, Denote = + 1 = b, entao teremos

. (-(5)

e devemos considerar 2 < b < p — 1. Seja y um inteiro satisfazendo (b — 1)% <y < b%,
entdo 0 < pb — qy < q. Defina r = ¢qb — py. Claramente, 0 < r < ¢. Além disso,

(r,p) = (bg,p) =1 e (r—q,p) = ((b—1)q,p) = 1. Agora, observe que

(-0
(- (55)-)- () -)

L:gc7 .‘pelEL LEIIlEL ‘:‘]‘57 nag I: O :]‘E Ocorrer
q q ’
q q ’

e a partir dai, substituindo r por gb — py, obtemos

7))

ou seja, temos a igualdade
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<Z>1<211>><z>7

o que implica em

como queriamos. Agora, suponhamos (%) = (% = —1. Seja y um inteiro satisfazendo
gx<q—y< g(x+1)
p p
entao
Tp—o-1)<qg-y<lp-a).
p P
Como
(p—x—l) B <—x—l> B (m—i—l) _1
p p p
e

(57) -1

podemos aplicar o caso ja demonstrado a sequéncia p —x — 1,p — x e obter
p qa )
p q)

Com isso finalizamos a demonstracao. [ |

ou seja,

E importante observar que até o momento nao fizemos nenhuma suposicao sobre p > ¢
ou p < ¢, ou seja, p e ¢ podem ser intercambiados nas hipotese dos resultados. Em vista
dessa observacao, provamos o seguinte

(§-(29--6)

entao nao ocorre y < xve <y + 1.

Lema 6.21. Se

Demonstragao: Caso ocorra y < ze < y + 1, entdo ye ! < o < (y + 1)e”! e pela
observagao e o lema anterior deve ocorrer

q q p)
o que contradiz a hipétese do resultado a ser demonstrado. [ |

Para prosseguirmos sera necessario a introducao de um novo conceito:

Definicao 6.22. Seja p(aq,as,. .., a.) o nimero de solugoes de

<r> <T+1> <r—|—e—1>
- =a, =aqa9,...,| —— | =a., 0 <r <p,
p p p

onde a; € {£1}.
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Exemplo 6.23. Seja p um primo impar, p(1) denota a quantidade de elementos positivos

r no intervalo (0,p) tal que (g) = 1, ou seja, p(l) denota a quantidade de residuos

quadraticos médulo p.

Exemplo 6.24. Tome p = 5. Vamos calcular p(—1, —1). Iniciamos calculando o simbolo

-1, (%) =—1le (%) = 1. Logo,

a Unica solucao (%) = (%) = —1ér = 2. Portanto, p(—1,—1) = 1.

de Legendre para os elementos médulo p: (*) (_>

Mais adiante faremos o uso dos seguintes teoremas demonstrados no trabalho de E.
Jacobsthal, [19]:

Teorema 6.25. Seja p um primo impar, entdao

0=}

Teorema 6.26. Seja p um primo impar, entdo

p(1,1,1) = V;J.

Lema 6.27. Se (%) = (”“), onde 0 < x < x+a < p, entao, para todo y com xe <y <

(x +a)e, py = qr (mod a)p,
(0)- () () 619

Demonstragao: Seja n tal que 0 <n < aea | (x+ np). Devido a
(y+nq)p=py +npqg = qr+npqg = (r+np)g (mod a),

1 1
temos a | (y + ng). Para os ntimeros inteiros u = —(x +np), u+ 1= —(x+a+np), v =
a a

1
—(y + nq) temos
a

()= ()= ()= (57) ()= (9);

1 1
ue = —(ze +nq) <v < —((r+a)e +nq) = (u+ 1)e.
a a

Ao aplicar o Lema |6.20ja x = u e a = 1, segue de [6.11}, (g) = (%) , OU seja, (%) = <%),

logo multiplicando a igualdade por (%), obtemos [6.13] |

Lema 6.28. Nas hipétese do Lema sempre ezxiste um y com e <y < (x + a)e e
py = qx (mod a).

Demonstragao: Se y satisfaz a desigualdade xe < y < (x+a)e, entdo, equivalentemente,
y satisfaz a desigualdade 0 < py — qxr < aq. Assim, basta mostrarmos que existe um y
satisfazendo a ultima desigualdade e py = gz (mod a). Como p é relativamente primo
com a, entao existe um y satisfazendo py = gz (mod a), a partir dai podemos tomar
uma solucao y + ka, com k inteiro, satisfazendo 0 < py — qz < aq. O que completa a
demonstracao. [ ]
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Lema 6.29. Sejam inteiros positivos xi,xo,...,x; € a tais que 0 < x1,...,x; < p — a,
a>2e2<Il<a. Sexyi,xg,...,2;1 sdo dois a dois incongruentes modulo a e
<x1> o <:cl> B <x1—|—a> o (:El—l—a)
p p p p )’
entdo existem inteiros vy, ...,y;, dois a dois incongruentes modulo a, com x;e < y; <
(x; +a)e, i =1,...,1, satisfazendo
(yl> - (?ﬂ) _ <a> (1‘1)
q q Prq p
Demonstracio: E imediato da aplicacdo do Lema axr=umxTy,T,... 0. [ |

Lema 6.30. Se houver uma sequéncia com a elementos, a > 2, para p entdo

-(2)-6)- (%)

Demonstracao: Para cada b inteiro tal que 1 < b < a — 1, pelos Lemas e [6.28|
existe um inteiro y, satisfazendo re <y < (z + a)e e

e

Pelo Lema |6.20], (5) (%) = 1, de onde podemos concluir que

)+

Fazendo esse processo para b =1,...,a — 1 demonstramos o lema. [

Parte do préximo resultado serd demonstrar que sera demonstrar que nao ha anéis
quadraticos euclidianos com discriminante 7q.

2
Lema 6.31. p > 11 ¢ () =1.
pq

Demonstracao: De acordo com a identidade [6.26, para p > 11 existe pelo menos uma
sequéncia de trés elementos. Portanto, pelo Lema [6.30} segue 1 = (%) . Resta-nos pro-

varmos a impossibilidade para p = 7. Para p = 7, temos (g) = (g) = —1. Isso resulta

em uma contradicao com Lema caso tenhamos algum y satisfazendo 5—7(1 <y < 6—7q

e que seja um residuo quadratico médulo ¢. Se ¢ > 154, o comprimento do intervalo

(\/? , ﬁ) ¢ maior que 1 e, portanto, contém pelo menos um inteiro cujo quadrado é um
y, logo temos uma contradicao. Para os demais valores de ¢, calculamos um residuo nao
quadrético z tal que € < z < 27‘1 e portanto ¢ — z é um y adequado:

Conforme o Lema [6.31], podemos simplificar o Lema quando a = 2 da seguinte
forma:

T T+ 2

Lema 6.32. Se () =
p

re <y < (x+2) ey=x (mod 2) temos

>, onde 0 < x < p — 2, entdo para todo y satisfazendo



Classificagao de anéis quadraticos com discriminante composto d =1 (mod 4) 90

g 111923 |31 43|47 |59 |67 |71|79 |83 | 103|107 | 127 | 131 | 139 | 151
2213|568 ]10[10]18|14 1218 |20 | 20 | 20 | 30 | 27 | 27 |

Tabela 6.1: Escolha de z para valores ¢
[ |

Aqui, introduziremos dois conceitos relacionados a sequéncia para p:

Definicao 6.33. Seja x,x+1,...,x+a é uma sequéncia para p. Dizemos que a sequéncia
x,x+1,...,x+a é uma sequéncia maxima para p quando nem z — 1,z nem z+a,z+a+1
formam uma sequéncia para p.

Definicao 6.34. Sejax,xz+1,...,x+a é uma sequéncia para p. Chamamos uma sequéncia
z,x +1,...,2 + a de sequéncia interna para p quando p{ (r — 1) ept (z+a+1).

Lema 6.35. Se existe uma sequéncia interna e mdxima de a elementos para p, com a > 2,

entio (“t1) = —1 ou e < ¢
g a—1
Demonstracao: Seja z,z + 1,...,x + a — 1 uma sequéncia maxima e interna. Em

particular, a sequéncia satisfaz:

) ()- () (2579 ()

Aplicando o Lema ar—1ex+a(emvezdex, z+a), obtemos que, para todo y
no intervalo (ze, (z +a — 1)e) com py = gx (mod a + 1),

O-EIE-I0

Agora, se o comprimento do intervalo (xe, (x + a — 1)e) for maior do que a + 1, isto é,
(a —1)e > a+ 1, entdo existe pelo menos um y satisfazendo Além disso, pelo Lema
6.20| aplicado a z,x + 1,...,x +a — 1, temos

R

e, assim segue (“-°) = —1 ou € < &2 O que demonstra o lema. |

Em particular, para a = 3, podemos derivar o seguinte resultado:

Lema 6.36. Se € > 2, entao nao existem sequéncias mdximas de trés elementos para p.

Demonstracao: Como (%) = (%), entao uma sequéncia maxima de trés elementos so

pode ser interna. Para demonstrar o lema, vamos utilizar a contra positiva do lema [6.35]

Para isso basta observar que (aTJ;l) =1lee> Zi_}, de onde segue a nao existéncia de
sequéncias maximas e internas de trés elementos para p, mas pela observacao inicial, ndo

existe sequéncias maximas de trés elementos para p. |

A seguir vamos definir uma notagdo para o nimeros de sequéncias maximas para um
primo p com determinado niimero de elementos.

Definicao 6.37. Seja p um primo impar. Denotaremos por p,, a > 2, o nimero de
sequéncias maximas para p com a elementos.
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A partir das identidades e [6.26] juntamente com a definicio acima, podemos
enunciar o seguinte lema

Lema 6.38. Seja p um primo impar. Entdo

> (a—1)p. = m : (6.15)

a>2

> (a—2)p. = H , (6.16)
a>2 8

Subtraindo 3 vezes de e omitindo os termos negativos, obtemos:

P2+ ;pg > m - 2 VgJ . (6.17)

Agora provaremos

Lema 6.39. Se ¢ > 2, entdo

-()-()

Demonstragao: De acordo com o Lema [6.36, p3 = 0. Pelo Lema [6.31] sabemos que
p > 11, o que implica {%J > 1, entao, de acordo com [6.16|, deve haver pelo menos uma
sequéncia positiva para p com pelo menos 4 elementos. Portanto, pelo Lema [6.30] segue o
lema. |

Lema 6.40. ¢ < 3.

Demonstragao: Vamos supor que € > 2, j4 que nao hé necessidade de provarmos algo
quando € < 2. De acordo com o Lema [6.36] ps = 0. Para p > 23, de acordo com [6.17]
p2 > 2, o que significa que ha pelo menos uma sequéncia interna e maxima de dois
elementos. Também para p = 19, a sequéncia 2,3 ¢ maxima de dois elementos. Logo,
para p > 19, de acordo com , temos (p%) = —1 ou € < 3. Pelo Lema , nao ocorre
(p%) = —1, assim segue a validade do Lema [6.40}, exceto para o caso p = 11. No entanto,
para p = 11 ndo pode ocorrer € > 2, o que enfraria em contradigdo com o Lema [6.30] pois
3,4,5 é uma sequéncia maxima de trés elementos. Assim finalizamos a demonstragao do

resultado. [ |

)G (2)

onde r > 2, entao 1,2,...,r € uma sequéncia para p.

Lema 6.41. See>2 ¢

3) = 1. Suponha que essa igualdade nao

seja verdadeira, entao, seguindo a hipotese, (%) = (%) = —1. Além disso, pela hipdtese e

pelo Lema[6.40, 2 < e < 3. Tomandoz =ley =2, temosy =2 <ze=€e¢ <3 =y + 1,
2 3

entdo, pela contrapositiva do Lema [6.21, —1 = (5) #+ (6) = 1. De acordo com o Lema

6.39, 1 = (%) = (%) (%) = (%) . Portanto temos os seguintes valores para o simbolo de
Legendre:

Demonstragao: Primeiro provaremos que
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i [2]3[4][5]6]7]8
(i/p) [-1|1[1]1][-1 1|
(/) |-1[1]1 1 1

Tabela 6.2: Valores dos simbolos de Legendre

onde (%) = —1 é uma consequéncia do Lema [6.36, Como 2 < €, entao também 8 < 4e
e, mais ainda, 3¢ > 8, uma vez que o contrario implicaria 3¢ < 8 < 4e¢ e de acordo
com o Lema [6.20| aplicado a sequéncia 3,4 teriamos —1 = (%) = (%) =1, o que é uma

contradicao. Mas 3¢ > 8 implica que He < 15 < 16 = %6 < b€, 0 que entra em contradicao

com o Lema |6.20] aplicado a sequéncia 5, 6, uma vez que 1 = (%) #* -1 = (%) Do
que foi provado até aqui segue-se que o Lema é verdadeiro para r = 2, razao pela
qual, a partir de agora, assumiremos r > 3. Logo, de r > 3, para p, existe uma sequéncia
1,2,...,s8 no qual s > 2. Assumimos s < 7, pois caso contrario o lema estaria provado.
Como 2 < e < 3 < s+ 1 < se segue do Lema [6.20] aplicado a sequéncia 1,...,s, que

3,4,...,8+ 1 é uma sequéncia positiva para ¢. Em particular, (%) = 1, que por meio

da hipétese e por s + 1 < r, implica que (%) = 1. Entdo 1,2,...,s,s + 1 também ¢é
uma sequéncia para p. Podemos repetir o processo até concluirmos que 1,2,...,r é uma
sequéncia para p, o que prova o lema. [ |

2)-6)- )

Demonstragao: Suponhamos o contrario, isto é, é valida a igualdade

G- ) C)

Como 1,2,...,p — 1 nunca é uma sequéncia para p > 2, entao segue do Lema que
€ < 2. Agora, observe que para x =1,2,...,p—1

() =C)=-(57) = ()= (55):

Lema 6.42. Ndo ocorre

Assim, se p’ é uma solugdo de pp’ = —1 (mod q), entdo segue que p'z, p'z + 1 é uma
sequéncia para g de dois elementos, e, mais ainda, todas as sequéncias dessa forma sao
duas a duas distintas médulo ¢. Como ¢ = 3 (mod 4), portanto (%) = —1, entao, para

cada sequéncia negativa a,a + 1 podemos sempre corresponder uma sequéncia positiva
qg—a—1, ¢—a. Como temos p — 1 sequéncias p'x, p'x + 1, positivas e negativas, entao,
de acordo com o Teorema [6.25

p—1§2q(1,1):2m :2(

q— 3) _q—3
4 2
Logo, ¢ > 2p+1 o que contradiz € = % < 2. Essa contradicao demonstra o Lema . [ |

Lema 6.43. Ses>1, t—s > 2,

)= G) =)= ()
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()= 05)=(3) == (5 =)
p p p p p)

Demonstragao: Suponhamos o contrario, ou seja, se < s + 1, e vamos chegar a um
absurdo. De se < s+ 1 segue que o intervalo (se, te) contém o sistema completo de
residuos s +1,s+2,...,t (mod ¢t — s). Agora, aplicando o Lema aos valores © = s
e a=t— s, entao existe um y, satisfazendo s +1 < y < t, tal que

(5 -5 6)

s+1

s -

entao € >

No entanto, a partir da hipotese seguem que (£) = —(2) e (?—qs) = 1. Assim, chegamos a

uma contradicao. Essa contradi¢do prova o Lema [6.43] |

Lema 6.44. Se2 <r <p—2,

=) G)--(2)

esel,2,...,r nio formam uma sequéncia para p, entdo e <

E
Demonstragao: Demonstraremos que, nas condigoes da hipétese, a suposigao de € <
implica em € < ™1

T

. Mas antes justificaremos a procedéncia da suposicao. Vamos fazé-la

de acordo com 1,2,...,r — 1 formam ou ndo uma sequéncia para p. Se 1,2,...,r — 1
formam uma sequéncia para p, entao neste caso temos (%) =—1le (g) = —1. A aplicacao
do Lema a sequéncia 1,2,...,7 — 1 implica que (r — 1)e < r, portanto, € < —*5.
Agora, vamos ao caso 1,2,...,r — 1 ndo formam uma sequéncia para p. neste caso, pelo
Lema , temos a validade para o caso base r = 2, jd que € < 2 = -5, e uma vez que
demonstraremos que a validade de € < 5 implica na validade de € < % podemos fazer

i r .
a Suposicao € < - sem prejuizos, para r > 2.
A partir de agora, vamos mostrar que

r+1
<e< 6.18
r R ( )
¢ uma contradicao. e assim demonstraremos o Lema[6.44] Distinguiremos a demonstracao
nos casos 1) - 2.2.2):
1) (%) = (%) = p. Neste cendrio, temos (r2p_1) = (% =1, (r* —1)e =

(r —1De(r +1) < r(r +1) < r%, a partir dai, conforme o Lema [6.20)] (7”(%1)) =1le

(g) = (%) . Portanto, a situacao é a seguinte:

1 r—1|r|r+1
(i/p) | w |v]| n
(/) | pw |v] w

Tabela 6.3: Valores dos simbolos de Legendre

1.1) u = v. Neste caso é necessario que seja r > 3. Como 1,2,...,r nido é uma
sequéncia para p, existe um elemento s em 1,2,...,r — 2 com (%) = —pu. Escolhemos



Classificagao de anéis quadraticos com discriminante composto d =1 (mod 4) 94

..,p—1com (&

s como o maior elemento com essa propriedade. Agora, denote ¢ o menor nimero da
sequéncia r+2,r+3, . =

w. Claro que existe um elemento ¢ satisfazendo
essa condicao, pois caso contrario, r — 1,7,.

,p — 1 seria uma sequéncia para p e como

(r—le<r<p—1<(p—1)g,

entao, pelo Lema [6.20, r,7 + 1,...,p — 1 seria uma sequéncia para ¢, logo

() = () == 050)

o que contradiz o Lema [6.42] assim comprovando a existéncia de ¢. Como

(r—lDe<r<t=@+1)+{t—r—1)<re+(t—r—1)e=(t— 1),

segue do Lema [6.20| que 7,7 + 1,...,t é uma sequéncia para ¢q. Logo, de acordo com o
Lema [6.43
2) p

€ > % Mas isso ¢ um absurdo, uma vez que s <r —2ee < 5.
1. = —v. neste caso temos

(r—le<r+1l<(r+1l)er+l=r—1

(mod 2)
de onde surge uma contradi¢do com o Lema quando tomando x = r — 1.
2) p= 5‘;}) + (%) — . Este caso sera dividido nos seguintes casos.
_ (r=1 T _ (r+1

acordo com o Lema [6.20

temos (r — 1l)e < r+ 1 < r¢, logo, de

i (%) = u. Agora, tudo funciona da mesma forma que no caso
1.1) com a simplificagao de que agora tomamos ¢ = r + 1.

22) = () e~ () - (3

; ) . Neste caso considere a desigualdade

re=(r—le+e<r+2=(r+1)+1<re+e=(r+1)e

de onde resulta, por aplicagdo do Lema

6.20, que (ﬂ) —p. Portanto, como descrito
na préxima tabela, teremos os seguintes valores para os simbolos de Legendre

7 r—1| r |[r+1|r+4+2
(i/p) | w | —p| —p
(/) | w | —n —p
Tabela 6.4: Valores dos simbolos de Legendre
2.2.1) (%) = —pu. Se pensarmos em j sendo substituido por —pu, entao, estamos
lidando novamente com um caso semelhante ao caso 1.1), com a diferenga de que agora
r = 2 também é possivel e escolhemos s como s =r — 1.
2.2.2) (%) = p. Como (Z) (%), entao segue os valores

1 2r—2 | 2r | 2r+2
(i/p) | e | —e
(i/q) —e

Tabela 6.5: Valores dos simbolos de Legendre

e
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Agora considere as desigualdades, resultante de [6.1§ e € < 2,

2r—2)<2r=(r+1)+r—1)<re+(r—1e=(2r—1)

2r—De=2(r—1)e+e€<2r+2 < 2re.

Caso ocorresse ( 27;%1) = e, pela primeira das duas desigualdades acima, teriamos

(2r — 2)e < 2r < (2r — 1),

() () -

(21 ) =e
q ’

, .~ 2r—1 .~
o que é uma contradi¢do. No caso = )= & chegaremos a uma contradi¢ao se-

mas por

melhante, mas agora utilizaremos a segunda desigualdade das duas anteriores, de onde
concluimos que
(2r —1)e < 2r +2 < 2re.

Assim, aplicando o Lema [6.20] a sequéncia 2r — 1, 2r deveriamos ter

() ()

2r—1)
p

=0, ou seja, p | (2r—1), também é impossivel.
ptl
2

o que é uma contradicao. J& o caso (

De fato, neste caso teriamos a igualdade r =

Z%l podemos ainda demonstrar que TpTrl <p+3, ou

. Além disso, temos ¢ = ep < % < p+3.
Agora, utilizando a igualdade r =
seja, 0 < 3r — 3 — p, assim, obtemos ¢ = ep < % < p+ 3, o que é um absurdo, ja que
por p = ¢ (mod 4), devemos ter ¢ > p 4+ 4. Com isso provamos o Lema M [

Com isso, finalizamos a demonstracao do tltimo lema da secdo. Agora iniciaremos a

demonstracao do Teorema
Demonstracao do Teorema Seja u tal que

) () e

De acordo com o Lema [6.42] existe pelo menos um u com essas propriedade e, mais ainda,
segundo o Lema [6.31], u pode ser tomado sendo um primo impar satisfazendo

3<u<p-—1.

Vamos dividir o problema em dois casos: 1,2,...,u — 1 é ou nao uma sequéncia para p.
A) 1,2,...,u— 1 nao é uma sequéncia para p. Por e como u > 2, segue do Lema

@ que € < 5.
Se (“T?l) = () = u, entdo, segue de (6.19, (%) = —pe (u—1) < u < ue uma
contradi¢do com [6.20 Entao segue os valores dos simbolos de Legendre (i/p) e (i/q) :
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7 u—11| wu
(i/p) | n | —p
(i/g) | m | n

Tabela 6.6: Valores dos simbolos de Legendre

Agora, tome s o maior nimero da sequéncia 1,2,...,u — 2 com (%) = —u e defina
t = s, assim seguindo a notagao do Lema [6.43| chegamos em
s+1 U
€ > >
5 u—1
o que é uma contradigao.
B) 1,2,...,u— 1 é uma sequéncia para p. Defina v satisfazendo
2 3 -1
1:<>:<>:...:<” ) <”>:_1_ (6.20)
q q q q
Vamos mostrar que v > u. Devido a |6.31] (%) = 1ecomo 1,2,...,u — 1 é uma

sequéncia para p com u > 3, (%) = 1, logo v > 3. Portanto, v deve ser um nimero
primo fmpar. Como, por [6.40] ¢ < 3, assim segue 1-¢ < v, e caso também ocorra
v < (u — 1)¢, entao por |6.20] seguiria % = 1, o que é uma contradicao, logo segue que
v > u. Agora vamos que 1,2,...,u nao é uma sequéncia para p. Se 1,2,...,u fossem
uma sequéncia para p, também seguiria, por , que v > u + 1, mas isso contradiria
as identidades [6.19] e [6.20] De fato, por e e considerando v < v — 1, terfamos
1= (%) = (Zm) = 1(—1) = —1. Portanto, 1,2,...,u — 1 é uma sequéncia maxima
para p. Consequentemente, de acordo com e[6.20, v # u, ou seja, v > u + 2. Agora
vamos provar que v > 5. Suponhamos o contrario, assim seguem u = 3 e

i [1[2] 3 4a][5]6[7][8[9]10
(i/p) [1]1[-1]1 1 11
(/) [1]1] 1 |1 1 11

Tabela 6.7: Valores dos simbolos de Legendre

Pelo Lema [6.39] é necessario que € seja menor do que 2. Logo, 3¢ < 6. Aplicando o

Lema aos valores r = 3, entao (g) = 1 néao é possivel, o que implica que (g) = —1.
Como (3) = (%) =1le (2) = —1 entao, pelo Lema [6.21, nao pode ocorrer 3 < 3¢ < 4.

Portanto, concluimos que 3¢ > 4 que ¢é equivalente a 6¢ > 8, e novamente, utilizando o

Lema , nao pode ocorrer 8 < 6e < 9. Assim, 6e > 9, ou seja, € > % Agora, note que

nao pode ocorrer (g) = (%) = 1, pois isso faria com que 7,8,9, 10 fossem uma sequéncia

de quatro termos para p, o que é impossivel de acordo com o Lema |6.30| e <;’—q) = —1.
Também nao pode ocorrer o caso (5) = (%) = —1, pois isso contradiria o Lema [6.32, De
fato, devido a 3e < 9 < Te, podemos aplicar o Lema [6.32) aos valores © = 3 ou x = 5,

dependendo se 9 < 5e ou H5e < 9 e entdao, em ambos os casos seguiria (g) = —1, o que

é um absurdo. Portanto, temos (5

P
tabelas [6.8) e [6.9] sdo possiveis.

No primeiro caso, descrito na tabela por € > %, que é equivalente a 10e > 15, nao

) = — (%) Assim, apenas os dois casos descritos nas

q p

pode ocorrer 15 > 8¢, ja que se ocorresse, pelo Lema [6.20[ ocorreria —1 = (E> = (9> =1.
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i |12 3[a[5[6]7[8[9f10[11[12]13]14][15
Gfp) (1|1 ][-1|1[1[-1]1[1]1]1
G/g) [T[1] 1 [1]-1]1 111 1 1

Tabela 6.8: Possibilidades dos Valores dos simbolos de Legendre

i [1[2]3[4[5[6[7[8[9][10[11]12][13[14]15
G/p) (1|1 |-1[1[1[1[1][1[1]1 .
G/g) [T[1] 1 [1]-1]1 111 1 1

Tabela 6.9: Possibilidades dos Valores dos simbolos de Legendre

Entao 8¢ > 15, ou seja, € > %’. Dai segue que 6 < 12 < T7e o que nos leva a uma

contradicao com o Lema No segundo caso, situacao descrita na tabela segue
de forma semelhante que, devido a 6e > 9, be > 9, ou seja, € > % Entao, 7e < 15 < 9e,
levando novamente a uma contradi¢do com o Lema [6.20] Essas duas contradigdes prova
que é impossivel u > 5. Agora a situagao é a seguinte:

7 112...lv—1luw|lu+l|lu+2|u+3|ut+4d
(i¢/p) | 1] 1 1 -1 1 1
7 112...lv=1]v |v+1l|lv+2|v+3|v+4|v+5
(i/q) | 1]1 1 -1 1 1 1 T

Tabela 6.10: Valores dos simbolos de Legendre

Comou >5ewv >7,ewuevsao impares, todas as afirmacoes estao corretas. Entre
os numeros u + 2, u + 4, um deles ¢é divisivel por 3, o que explica por que a ainda deve
conter mais um residuo quadratico médulo p. O mesmo se aplica aos valores (i/q), mas
desta vez considerando valores v +2 e v +4. A partir dos Lemas e6.21] (u—1)e<w
e ue > v — 1, ou seja,

v—1 v

<e< .
U u—1

(6.21)

Também ¢é claro que & > u — 1 uma vez que os elementos 1,...,u — 1 sdo residuos
quadréticos médulo p. Entdo p > 2u — 1, e, como 2 t u, até mesmo, p > 2u + 1 deve
ocorrer. Em qualquer caso, é p > u + 6. Da mesma forma, ¢ > 2v+ 1> v + 8.

Agora, distinguimos o restante da demonstracao nos dois casos seguintes:

1) (“2) = 1. De acordo com [6.19] temos
P
)
pq

=3, a=u,x1 =129 =2, 23 = 3,

Aplicando o Lema [6.29] a

segue que para cada um dos intervalos
(€, (u+1)e), (26, (u+2)e), (3¢, (u+3)e)

existe um yy, yo, y3, respectivamente, de modo que eles sao distintos (até mesmo médulo
u) e (%) =—1 (i =1,2,3). Seguindo as informagdes obtidas até aqui sobre os simbolos
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de Lagrange, entre os inteiros 1,2,...,v + 5 hd no maximo dois residuos nao quadraticos
modulo ¢, portanto, como 1, ys, y3 formam uma sequéncia de trés residuos quadraticos
moédulo ¢ é necessario que o maior entre eles seja maior ou igual que v + 6. Assim,
denotando y = max{y1, y2, y3}, segue y > v + 6. Dessa forma, temos

(u+e=(u—1De+2e<v+6<y<(u+t3e

Agora, aplicando a sequéncia u + 1,u + 2,u + 3, segue que (%) = 1, o que é uma
contradicao.

2) (1%2) = —1. Primeiro, consideramos o caso ¢ < 2. Por agora, mostraremos
que ”;2) = 1 nao é possivel. Caso ocorresse (%) = 1, aplicando o Lema [6.21f a

r=u+ 2,y =v-+ 1, entao nao ocorreria
v+1<(u+2)e<v+2.
Mas como, utilizando a desigualdade [6.21]
(u+2)e=ue+2e>(v—1)+2=v+1,

entao deveria ocorrer
v+ 2 < (u+2)e.

Assim, também, utilizando novamente a desigualdade [6.21] teriamos

ue=(u—1le+e<v+2<(u+2)e

Comou=v+2 (mod 2) e (%) = (“71'2), logo, aplicando o Lema[6.32lax =uey =v+2,

seque que (%) = (%) = —1, ou seja, uma contradi¢do. A partir de agora poderemos

supor = —1. Vamos mostrar que essa suposicao também nos leva uma contradicao.
Iniciamos analisando o que ocorre quando supomos ©v = 5. Sendo u = 5, € < 2 e, pela

desigualdade [6.21], v — 1 < ue, temos

v42

v<ue+1<11.

é impossivel, pois teriamos (%) = @) = —1. Portanto, podemos assumir v > 7. A

! utd
< u e assim segue ( 227 ) = 1, dai

Como v é um nimero primo maior gue u = 5, v s6 pode ser igual a 7, mas isso também

u+5
2

partir disso, temos u 4+ 5 < 2u, o que implica

obtemos (“Tf‘r’) = 1. Nessas condi¢oes, vamos obter mais duas informacoes essenciais
para prosseguirmos. Primeiro, como observado anteriormente v + 2 ou v + 4, ou mesmo

ambos, devem ser um residuo quadratico, mas diante da suposicao (%) = —1, entao

(%) = 1. Além, disso como observado, v 4+ 2 ou v + 4 é divisivel por 3, como v + 2 nao
¢ um residuo quadratico médulo g entdo v + 2 nao pode ser divisivel por 3, pois, como

v42
)
V47

= <, isso implicaria em
o que é uma contradigdo. Logo 3| v+ 4 e 3 | v+ 7 que implica £ < v e assim segue

()
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Segundo, como observamos anteriormente, a suposicao (“sz) = —1 implica (%4) = 1.

u+5

Além disso, como 2 divide u + 5, e como < u, procedendo de maneira analoga ao que

fizemos logo acima, (%‘5) = 1, dessa forma temos que v + 3,u + 4,u + 5 formam uma
sequéncia positiva para p. Agora aplicamos o Lema [6.29 a

=4, a=u,z1 =1, xo=3, x3=4, t4=05
de onde concluimos que para cada intervalo
(€, (u+1)e), (3¢, (u+3)e), (4e, (u+4)e), (5e, (u+ 5)e)

existe y;,7 = 1,2, 3, 4, respectivamente, todos distintos e para os quais (%) = —1. Nova-
mente denotarmos y o maior entre eles. Devido a

()=

entre os valores 1,2...,v 4+ 7 ha apenas dois residuos nao quadraticos, e como y < v + 8
implicaria a existéncia de trés residuos nao quadraticos dentre esses elementos, o que seria
uma contradi¢ao, entao y > v + 8. Por outro lado, utilizando a desigualdade [6.21},

(u+3)e=(u—1e+4de<v+8<y<(u+d)e.

Além disso, como u + 3,u + 4,u + 5 é uma sequéncia positiva para p segue que (%) =1,
ou seja, uma contradicao.

Agora, vamos considerar o caso em que € > 2. Posteriormente, examinaremos a
possibilidade de u = 5, portanto, por enquanto, suponhamos que v > 7. Assim, (%4) =

(%5) = 1. Além disso, (“Tfﬁ) = 1 deve ser ocorrer, pois, caso contrario, u+ 3, u+4,u+5
seria uma sequéncia maxima para p, o que € impossivel de acordo com o Lema[6.36] Agora
podemos aplicar o Lema [6.29 a

= 5,$1 = 1,1’2 = 3,[[’3 = 4,14 = 5,1’5 = 6,
e assim obtermos que para cada um dos intervalos

(€, (u+ 1)e), (3¢, (u+3)e), (4e, (u+4)e), (5e, (u+ 5)e), (6¢, (u+ 6)e)

existe y;, ¢ = 1,2, 3,4, 5, respectivamente, distintos e que satisfazem (%) = —1. E claro
que, u = 7 é impossivel devido a suposicao (%2) = —1. Portanto, u > 11 e v >
13, o que implica em (”T”) = (”+9) = (”ZH) = 1. Além disso, entre os nimeros

v+ 2,v+4,v+6,v+ 8 v+ 10, pode haver no maximo trés residuos nao quadraticos
modulo q, portanto, o maior dos y;, que chamaremos novamente de y, deve ser maior ou
igual a v 4 12. Agora, utilizando novamente a desigualdade [6.21]

(u+3)e=(u—1)e+4de<v+12 <y < (u+06)e,

eu+3,u+4,u+ 5 u+ 6 ¢éuma sequéncia positiva para p, de modo que, de acordo com
o Lema surge a contradigao (%) = 1.

Finalmente, resta considerar u = 5. Neste caso, podemos descrever os valores dos
simbolos de Legendre conforme descrito na tabela |6.11
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i [1]2[3[4[5[6]7[8]9[10]11[12][13]14]15
G/p) (T[T 1|1 ][-1]|1[1[1][1]-1
G/ [T[1]1[1][1]1 1 1 1

Tabela 6.11: Valores dos simbolos de Legendre

Aplicando o Lema [6.32] a x = 5, concluimos que todo elemento impar no intervalo

(5e, Te) satisfaz (%) = % = —1, ou seja, sao residuos nao quadraticos médulo q. Como

(%) = 1, entdo 15 ¢ (5¢,7e). Além disso, como pelo Lema [6.40) ¢ < 3, logo 15 < be
nao pode ocorrer, o que implica 7e < 15. Agora, aplicando o Lema axr="7a=3,
e levando em consideracao que %) = 1, o que por sua vez implica em p = ¢ (mod 3),
chegamos a conclusdo de que todos os inteiros no intervalo (7¢, 10€) que satisfazem y =
7 =1 (mod 3) devem satisfazer (%) = (;’—q) (%) = —1, isto ¢, devem ser residuos nao
quadraticos modulo q. No entanto, como € > 2, 7¢ < 16 < 10e. Mas, como (%) =1,
temos uma contradi¢do. Assim, provamos o teorema. [ |

A partir dos Teorema e [6.12] podemos concluir que os anéis quadraticos Oy,
com discriminante composto d congruente a 1 modulo 4, sdo norma euclidianos apenas,
possivelmente, quando d = 3¢, onde ¢ é um inteiro primo = 3 (mod 4). Portanto, a partir
de agora, no decorrer do capitulo, focaremos na classificacdo dos anéis quadraticos com
discriminante d = 3q.

6.2.3 Classificacao de anéis quadraticos com discriminante 3¢

O Objetivo desta subsecao sera classificar os anéis quadraticos com discriminante da
forma 3¢. A partir do Teorema juntamente com o Teorema [6.12] podemos concluir
que os anéis quadraticos Oy, com d livre de quadrados e composto, sdo norma euclidianos
apenas, possivelmente, quando d = 3¢, onde ¢ é um niimero primo satisfazendo ¢ = 3
(mod 4). De maneira mais especifica, podemos dividir a analise nos casos ¢ = 7 (mod 8)
ou ¢ = 3 (mod 8), de acordo com as possibilidades da classe de ¢ mddulo 8. Iniciaremos
com a classificagdo dos anéis quadraticos com discriminante 3¢, onde ¢ = 7 (mod 8). Em
seguida lidaremos com a classificacao dos anéis quadraticos com discriminante 3¢, onde
g =3 (mod 8).

Classificagdo de anéis quadraticos com discriminante 3¢ onde ¢ =7 (mod 8)

Agora, trataremos da classificacao dos anéis quadraticos norma euclidianos Os,, onde
g =7 (mod 8), demonstrando que Oy; é o tinico corpo quadratico norma euclidiano satis-
fazendo essas condigoes. Seguiremos a referéncia [12]. Vale ressaltar que essa abordagem
é totalmente elementar.

Teorema 6.45. Anéis quadrdticos da forma Os,, onde p é um primo da forma p = 8k+7,
nao sao norma euclidianos, exceto quando p =17.

Demonstracao: Suponhamos o contrario, isto é, O3, é norma euclidiano, para algum
p > 7. A propriedade euclidiana no anel quadratico O, implica que para quaisquer
racionais a, b devem existir inteiros x,y, de mesma paridade, tais que

|(x — 2a)* — d(y — 2b)?| < 4.
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Tomandoa=0e b= g, obtemos que
p

pe* — 3(py — 29)°| < 4p. (6.22)
Um céalculo simples nos mostra que
pr? —3(py —29)* = =3 -4¢*> (mod 4p).

Além disso, como p = 8k + 7 é primo temos duas possibilidades: p = 24k + 7 ou p =
24k + 23. Vamos dividir nossa andlise de acordo com essas duas possibilidades.
Caso 1. Suponhamos p = 24k + 7. Neste caso observe que é sempre possivel obter
solucoes para a equacao
—3-4¢> =8¢* (mod 4p).

Na expressdo acima, tomando ¢ suficientemente pequeno, pela desigualdade [6.22] pelo
menos umas das igualdades deve ocorrer

pz® — 3(py — 29)* = 8¢ (6.23)

px® — 3(py — 29)* = 8¢> — 4p (6.24)

Vamos mostrar que a equacao nao possui solucao para qualquer escolha de q. Primeiro
suponhamos x e y pares, entao a existéncia de uma solugao de [6.23| implica na existéncia
de uma solugao de pr? — 3Y? = 2¢>. Tomando uma solucio (z,Y,q) na qual temos
mdc(x,Y,q) = 1 e analisando a equagdo médulo 3 teremos p = 1 (mod 3) e 2¢> =
(mod 3), o que seria impossivel. Agora, suponhamos que a admita uma solugao com
x e y impares. No entanto, analisando-a mdédulo 8 chagamos a uma impossibilidade, ja
que pz? =7 (mod 8) e 3Y? =3 (mod 8).

Para a equacdo [6.24] tome ¢ = 3, assim temos, pr? —3Y? = 8-3% —4p. Mas, analisando
a equacao médulo p — 2 - 32 obtemos

() () (22 (59)

o que implica que a equac¢ao nao possui solucao inteira.

Caso 2. Suponhamos, agora, p = 24k + 23. Neste caso, temos a validade da equacao
pr? — 3Y? = —8¢* (mod 4p) e de maneira andloga, tomando ¢, suficientemente pequeno,
uma das equacgoes devera possuir solucao, para inteiros x, y e ¢, com x e y de mesma
paridade,

pz® — 3(py — 2¢)* = 8¢ (6.25)
pr® — 3(py — 2q)* = 8¢> — 4p. (6.26)

Como no caso anterior, a equacao [6.25| ndo possui solugao inteiras. Para a equacgao m,
vamos dividir nossa analise em trés casos de acordo com as possibilidades de p = n
(mod 9), que no caso é n = 2,5,8.

(a) Para n = 2, tome ¢ = 1. Vamos mostrar que nessas condigdes a equagao
nao possui solugdo. Como p = 24k + 23, k > 0, entdo p — 2 = 0 (mod 3), o que nos
permitira analisar a equacao maédulo %. Substituindo ¢ = 1 na equacgao , observe
que pr? —3Y? =8 —4p=4(2 — p) =0 (mod 2;2). Assim temos

(£)(2) - (3)(F) ()
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(b) Para n = 5, tome ¢ = 2. Entéo, nessas condi¢oes, analisando a equa¢ao modulo
pg—S, obtemos a equagao modular pr? — 3Y? = 0 (mod p—gs). No entanto, a equacao
modular nao possui solu¢ao uma vez que

()()- ()

(c) Paran = 8, tome g = 4. Entéo, nessas condigoes basta mostrarmos que a equagao
pr? —3Y? =0 (mod %) nao possui solucao. Para isso note que

() () ()

Com isso finalizamos a demonstracao do resultado. [ |

Classificagdo de anéis quadréaticos com discriminante 3¢ onde ¢ =3 (mod 8)

Por fim, mostraremos que os unicos anéis quadraticos Oz, norma euclidianos com
discriminante ¢ = 3 (mod 8) sdo Os3 e Os7. Seguiremos a referéncia [13], também ressal-
tamos que essa abordagem sera completamente elementar.

Proposicao 6.46. Seja O,, um anel quadrdtico, onde p e q sdo primos. a fim de que
O, seja norma euclidiano € necessdrio que para todo inteiro positivo s < p satisfazendo
uma equacao da forma

—qt* = 5 (mod p),

uma das equagoes
pr? — qY? = 4s (6.27)

pr® — qY? =4s — 4p (6.28)

tenha solugdo inteiras.

Demonstracao: No item dois da observagao tomea=0eb= %, assim
pz® — Y| < 4p,

com ,Y inteiros, onde Y = py — 2t. Observando que pz? — ¢qY? = —4qt*> (mod p) segue
o resultado. [ |

Lema 6.47. Suponhamos que exista um inteiro positivo s < p tal que s satisfaca a equagdo
modular —3t* = s (mod p), para algum t, e que também possamos escrever s como s = 30,
onde o satisfaz:

1. mdc(o,6p) = 1;

2. (3)=1

Entao o anel quadrdtico Os, nao é norma euclidiano.



Classificagao de anéis quadraticos com discriminante composto d =1 (mod 4) 103

Demonstracao. E suficiente mostrarmos que as equagoes
pr® —3Y?* =45 =4- 30, (6.29)

pr? —3Y?% =45 —4p = —4(p — 30) (6.30)

nao possuem solugdes nas variaveis inteiras x, Y. Pela a hipdtese

—3t* = s = 30 (mod p),

(-~

Por mdc(e, 6p) = 1, qualquer solugao da equagao deve satisfazer

3
(5) (G-
o) \o
No entanto, isso nao ocorre, pois,

BE)- () -coo-cv

Portanto a equacao nao tem solucgao. Ja a equacao nunca possui solugao, pois
o lado esquerdo de é congruente a pr? médulo 3 e o lado direito congruente a —4p
modulo 3, o que implicaria, em caso de existéncia de uma solucao, em

logo

22 =2 (mod 3).

Portanto, ambas equac¢des nao possuem solucao. [ |

As condigbes 1 e 2 no lema acima sdo equivalentes a ¢ = 1 (mod 6). J& as condigoes

imposta sobre s = 30 podem ser resumidas a o < £ e (%) =—1.

Teorema 6.48. Anéis quadrdticos da forma Os,, onde p é um primo da forma p = 8k+3,
nao sao norma euclidianos, exceto quando p = 11 ou 19.

Demonstracao. Para mostrarmos que o anel quadratico nao é norma euclidiano basta
exibirmos o satisfazendo:

o<? o=1 (mod6), <U> ~ -1 (6.31)
3 p

Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao em dois casos: p = 24k + 11 e p =
24k +19. Em ambos os casos k > 1. Se p = 24k + 11 entdo p =5 (mod 6). Para p > 108

sempre existe um inteiro B tal que

p 11p
— < B<—
36 54’
pois
11p  7p
— = = > 1
54 36

Além disso

0 < 6B —p, 363—7p<§
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e 6B —p, 36B —7p = 1 (mod 6). Observamos também que entre 68 — p e 368 — Tp
pelo menos um deles nao é residuo quadratico (mod p), uma vez que se ambos fossem,
6 também seria um residuo quadratico modulo p o que é impossivel, uma vez que p é um
primo da forma 24k + 11. Dessa forma, se p > 108, entao o algoritmo euclidiano nao é
valido, ja que existiria um o satisfazendo as condigoes [6.31

Resta verificarmos o caso p < 108, isto é, p = 59, 83, 107. Para estes casos tome
o = 13,13, 7, respectivamente. Em cada caso o satisfaz as condigoes [6.31]

Caso p = 24k + 19, entdo p =5 (mod 6). Se p > 108, tome um inteiro C' tal que

op 4p
36 <C< 77
Logo
p—6C, 36C —5p=1 (mod 6)
e

0<p—6C, 36C —5p < g.
Além disso p — 6C' e 36C' — 5p nao podem ser simultaneamente residuos quadraticos
(mod p), uma vez que nesse caso —6 seria residuo quadratico médulo p e portanto p nao
poderia ser da forma 24k + 19, como no casos anterior o algoritmo euclidiano nao é valido.
Por fim resta verificar os casos p = 43,67. Em ambos os casos tome o = 7 e aplique o
lema. [ |

6.3 Classificacao de anéis quadraticos com discrimi-
nante primo p =1 (mod 4)

Nesta se¢ao, abordaremos a classificagao dos anéis quadraticos O, em que p ¢ um primo
congruente a 1 moédulo 4. Dividiremos a demonstracao de acordo com as possibilidades
da classe de p médulo 24, ou seja, p = 1,5,13 ou 17 (mod 24). Na Subsegdo [6.3.]]
lidaremos com o caso p = 5 (mod 24). Na Subsecao [6.3.2] nos encarregaremos do caso
p = 13 (mod 24), onde aplicaremos uma estratégia computacional, com excegao dos casos
p = 61 e p = 109, para os quais desenvolveremos uma outra abordagem para lidarmos
com suas classificagoes. Na Subsecao trataremos do caso p = 17 (mod 24), onde
utilizaremos resultados semelhantes ao da Subsegdo [6.3.2] Por fim, na Subsegao [6.3.4]
faremos a classificagdo dos corpos com o caso p = 1 (mod 24). A maior parte dos casos
em que p = 1 (mod 24), a abordagem seguird uma estratégia semelhante a utilizada no
caso p = 13 (mod 24), as excegoes sao os casos p = 97, 193, 241, 313, 337, 457 e 601.
Para o caso p = 97, mostraremos a existéncia de um par ordenado racional (xg, o) tal
que M (Nyz;x0,90) > 1. Para os casos p = 193, 241, 313, 337, 457 e 601 faremos uma
adaptacao da teoria desenvolvida no Capitulo [5]a fim de classificar seu respectivos corpos
quadraticos.

Dessa forma ao final desta se¢ao teremos demonstrado

Teorema 6.49. Um anel quadratico com discriminante p primo congruente modulo 1
modulo 4 é norma euclidiano apenas quando p = 5,13,17,29,41 ou 73.
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6.3.1 Classificacao de anéis quadraticos com discriminante p =5
(mod 24)

Lema 6.50. Seja O, um anel quadrdtico norma euclidiano, com p =5 (mod 24). Entdo

para todo inteiro s tal que 0 < s < £, (s,3p) =1 es=1 (mod 4), vale (%) =1.

Demonstragao: Seja um niimero inteiro s tal que 0 < s < &, (s,3p) =les =1 (mod 4).
Entao, para s, temos que 3s —p = 2 (mod 4). Como (g) = —1, entao (35’%1)* #1; da

mesma forma, (?%)* # 1, devido a (%) = —1. Pela contra positiva do primeiro item do

Lema |6.16| aplicado a r = 3s, segue que (%)* # 1. Portanto, temos (%) = —1, ou seja,

(;)=1 m

Teorema 6.51. Seja O, onde p é primo =5 (mod 24), um anel quadrdtico. Entio O,
¢ norma euclidiano apenas quando p =15 ou p = 29.

Demonstracao: Suponha entdo que p =5 (mod 24) e O, seja um anel quadratico norma
euclidiano. Inicialmente vamos utilizar o lema anterior para demostrar que nao ha anéis
quadraticos quando p > 432. Sendo p > 432, existe um nimero inteiro A tal que

2p — 36 2p — 36 P
3 AT Tm Ty
Defina s; = 12A+1 e sy = p—144A —12. Entdo, 0 < 51, 52 < £,3{51,50e 51,50 =1
(mod 4). Ambos os nimeros s;, s satisfazem as hipéteses impostas sobre s no lema
anterior e, assim, devido a s, = p — 1257 e (%) =—1:

5

portanto, um dos s; contradiz o lema anterior.
Assim, restam apenas os primos p = 5,29,101, 149,269,389 a serem verificados.
Desses, os quatro ultimos sao excluidos em decorréncia do lema anterior e devido a
20\ _ (13) _ (20) _ (20) _ _ _
(10—1) = (@> = (%) = (Q) = —1. No entanto, para p = 5 e p = 29, o anel
quadratico O, é norma euclidiano. Portanto, o teorema esta provado. [ |

6.3.2 Classificacao de anéis quadraticos com discriminante p =
13 (mod 24)

Diante da finitude de corpos quadraticos, cujo discriminante é limitado superiormente
por um valor relativamente baixo, menor que (128)2, podemos sempre levar em considera-
¢ao uma abordagem manual, isto ¢, deixando de lado teorias e resultados mais elaborados,
que podem ser aplicados a multiplos casos simultaneamente, para nos concentrarmos a
uma abordagem mais simples, focada na verificacao individual de cada caso. Com isso
em mente introduziremos alguns resultados que nos permitirao ter esse tipo de aborda-
gem. O primeiro teorema desta subsecao é particularmente 1til no decorrer do restante
trabalho, no tratamento dos casos O, onde p ¢ um primo congruente a 1 ou 17 médulo
24. No entanto, essa abordagem nao é suficiente para lidarmos com todos os casos desta
subsecao, em particular, o método falha na classificacao dos anéis quadraticos Og; e O1qg,
para os quais recorreremos a uma outra abordagem. A primeira parte desta subsecao é
baseada na referéncia [I5]. J& a teoria desenvolvida para classificar os anéis quadraticos
Og1 e Oqq9 € baseada na referéncia [1§].
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Teorema 6.52. Para um primo p da forma 4k + 1, o algoritmo de Fuclides ndo pode
existir em O, se p pode ser escrito na forma

P = q@1m1 + gama,

onde my,ma, q1, Qo SG0 inteiros positivos e residuos nao quadrdticos modulo p, e onde g;
¢ um primo impar cujo expoente de sua maior poténcia que divide q;m; € impar, com
i=1,2.

Demonstracao: Relembramos que, para que O, seja norma euclidiano, é necessario e
suficiente que a inequacao tenha solugao em inteiros z,y

[(z —2r)* — p(y — 25)°| < 4,

para quaisquer racionais r,s. Dado que ¢; e my sdo residuos nao quadraticos méodulo p,
q1mq € um residuo quadratico modulo p e a equacgao

2 =gm; (mod p)

possui solucao, digamos, z;. Tomando r =0e s = %, obtemos

Ipz® — (py — 221)°| < 4p.

Uma vez que o lado esquerdo da desigualdade é congruente a 4z;, entdo, umas das se-
guintes equagoes deve possuir solugao

pr® — (py — 221)* = —4gimy, (6.32)

pr® — (py — 221)* = 4p — dqumy = 4gams. (6.33)

Vamos demonstrar que a equagao nao possui solugdo. Suponhamos z =0 (mod ¢;).
Neste caso, também ocorre (py —22)? = 0 (mod ¢) e assim para a maior poténcia p™ de
p, que divide o lado esquerdo da equagao [6.32] tem-se m um inteiro par. No entanto, por
hipotese, o expoente da maior poténcia que divide o lado direito da equacao [6.32] é um
nimero impar, o que impossibilita a igualdade. Se = # 0 (mod ¢), entao, segue a partir
da equacao m, que pz? é um residuo quadratico médulo ¢;. Mas isso é impossivel, pois

a1 p
Portanto, a equacao(6.32|¢é impossivel. Da mesma forma a equagao|6.33|nao possui solucao,

o que demonstra o resultado [

Teorema 6.53. Seja p um primo da forma 24n + 13 e sejam u e v os dois menores
restduos nao quadrdticos impares modulo p, que por sua vez também sao primos. Se

3uv < p, (6.34)

entao o algoritmo de FEuclides nao existe em O,.
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Demonstracio: Escreva
p = 3uv + 2b; (6.35)

p = uv + 2by, (6.36)

onde, devido a by e by sdo inteiros positivos. Para primos da forma 24n+ 13, sabemos
que o numero 2 é um residuo nao quadratico e o nimero 3 é um residuo quadratico. A
partir da igualdade [6.35] segue que

3)-(2)-()-

Dessa forma, chegamos a conclusdo que b; é um residuo nao quadratico médulo p. De
maneira analoga, a partir da igualdade|6.36, podemos concluir que b, também é um residuo
nao quadratico modulo p. Além disso, das igualdades e 6.36, podemos deduzir

p:?)bg—bl.

Portanto, podemos concluir que b; ou by deve ser um ntimero impar. Vamos considerar
primeiro o caso em que b; é impar. Como b; é um residuo nao quadratico moédulo p, entao
deve existir um divisor primo ¢ de by, cujo expoente da maior poténcia que divide b, é
um ntmero fmpar. Também, pela igualdade [6.35], podemos concluir que ¢ é diferente de
u e v, jad que, p é primo e u,v < p. Utilizando as notagoes do Teorema escreva

by

q1 = u, m1:3vv q2 = (g, m2:27-

Assim, a igualdade [6.35] nos leva as condi¢oes do Teorema [6.52 o que implica a nao
existéncia do algoritmo em O, sob essas condicoes. Se, por outro lado, by é impar, como
by também nao é um residuo quadratico médulo p, entdo deve existir um primo impar ¢’
que nao ¢ um residuo quadratico modulo p cujo expoente da maior poténcia que divide
by ¢ um nimero impar. Seguindo a notagao do Teorema [6.52] escreva

/
Qg =u, My =79, g2 =4¢q, m2:27

donde, pelo Teorema [6.52} segue que O, nao é norma euclidiano. [

Lema 6.54. Se p é um primo da forma 8n + 5, entao o menor residuo nao quadrdtico

impar v modulo p satisfaz
u<+p+4+2
Demonstracao: Veja [16], Teorema 2.

Teorema 6.55. Seja p um numero primo da forma 24n + 13. Sejam u,v 0s dois meno-
res residuos nao quadrdticos impares modulo p, que também sdo niumeros primos. Se a
condicao

8u < v, (6.37)

for satisfeita, entdo o algoritmo de Euclides nao exite em O,.
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Demonstracao: Dado que a desigualdade[6.37]ndo é verdadeira para os valores p = 13,37
e 61, podemos assumir p > 109. Sabendo que u é o menor residuo nao quadratico médulo
p, de acordo com o lema anterior, podemos estabelecer a relagao

u<vpF+a+2. (6.38)

Portanto, para p > 96, podemos afirmar que

p—8u>p—8yp+4—16 >0, (6.39)

uma vez que temos
(p — 16)* = p* — 32p + 256 > 64p + 256.

Agora, considere 2ku como o maior multiplo de 2u que seja menor que p. Os oito nimeros
seguintes

2(k —3)u, 2(k—2)u, 2(k—1)u, 2ku, 2(k+1)u, 2(k+2)u, 2(k+1)u, 2(k+4)u (6.40)

pertencem ao intervalo [p — 8u, p + 8u| e sdo inteiros positivos, conforme a desigualdade
6.39 Esses nimeros também formam uma progressao aritmética com razao 2u, e, por-
tanto, existem exatamente dois elementos nesse conjunto que sao divisiveis por 4 mas nao
por 8. Além disso, a diferenca entre os dois nimeros deve ser igual a 8u. Logo, pelo
menos um desses dois niameros, digamos, 4/u, onde [ ¢ um inteiro impar, nao é divisivel
por u?, pois caso contrario u? dividiria a diferenca entre os ntimeros, que por sua vez é
8u, o que implicaria em uma contradi¢ao, ja que u é um primo impar. Entao

(1,2u) = 1. (6.41)
Além disso, como 4lu é um dos nimeros do conjunto [6.40] temos
p—8u < 4lu < p + 8u, (6.42)
ou seja,
Ip — 4lu| < 8u. (6.43)

Portanto, |p—4lu| é um inteiro impar que é menor que 8u e, de acordo com a desigualdade
também é menor que v. Como |p — 4lu| nao é divisivel por u, e todos os inteiros
impares menores que v que nao sao divisiveis por u sao residuos quadraticos modulo p,
assim podemos concluir que |p—4lu| é de fato um residuo quadréatico médulo p. Portanto,
lu também é um residuo quadratico médulo p e, como resultado, [ é um residuo nao
quadratico médulo p. Por[6.41] I e 2u sdo inteiros coprimos, logo, deve existir um divisor
primo w de [ que é diferente de u e que é um residuo nao quadratico modulo p. Seguindo
a construgao, podemos afirmar que v < w, e, conforme a desigualdade [6.42]

duv < 4uw < 4lu < p + 8u,
3uv + uv < p + 8u,

3uv + u(v — 8) < p.

Portanto, por [6.37, 3uv < p. Com isso, utilizando o Teorema [6.53] podemos concluir o
resultado. ]
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Teorema 6.56. Se o menor residuo nao quadrdtico impar v modulo um primo p da forma
24k + 13 satisfaz a condi¢ao 24u* < p, entdo o algoritmo de Euclides nao exite em O,.

Demonstragao: Suponhamos que os inteiros impares u e v sejam 0s menores residuos
nao quadraticos modulo p e assuma u < v. Se 8u < v, o resultado segue do Teorema [6.55|
Se, entretanto, v < 8u, entao

3uv < 24u* < p

e assim o resultado segue diretamente do Teorema [6.53| [

Teorema 6.57. Nao existe anéis quadrdticos O, que sao norma euclidianos quando p é
um primo da forma 24n + 13 e p > 109.

Demonstracao: Devido ao Teorema estamos interessados em investigar apenas os
anéis quadraticos com discriminante menor que 1282. A maior parte dos casos podem ser
investigados utilizando o Teorema [6.56] A partir do teorema podemos dar os seguintes
critérios:

e Se 5 ndo é um residuo quadratico médulo p e 24 - 52 = 600 < p, entdo O, nao é
norma euclidiano;

e Se 7 nao é um residuo quadratico médulo p e 1176 < p, entao O, nao é norma
euclidiano;

e Se 11 nao é um residuo quadratico médulo p e 2904 < p, entao O, nao é norma
euclidiano;

e Se 13 nao ¢ um residuo quadratico médulo p e 4056 < p, entao O, nao ¢ norma
euclidiano;

e Se 17 nao ¢ um residuo quadratico médulo p e 6936 < p, entao O, nao ¢ norma
euclidiano;

« Se 19 nao é um residuo quadratico médulo p e 8664 < p, entdao O, nao é norma
euclidiano;

e Se 23 nao é um residuo quadratico médulo p e 10584 < p, entao O, nao é norma
euclidiano.

Utilizando os critérios, podemos concluir que na maior parte dos casos o algoritmo
euclidiano nao ¢ valido, exceto para os anéis com discriminante: 13, 37, 61, 109, 157, 181,
229, 277, 349, 373, 397, 421, 541, 661, 709, 829, 1021, 1069, 1381, 1429, 1549, 1621, 1789,
2221, 2269, 2389, 3061, 3301, 3469, 5581, 6301, 6829, 7309, 8941, 13381.

Para 13 e 17 o algoritmo é véalido. Para 61 e 109 ainda nao podemos responder. Ja
para os demais casos a resposta é negativa. Podemos provar a afirmacao utilizando os
Teoremas e [6.52] Inicialmente utilizaremos apenas o Teorema [6.53] Procederemos
como se segue: Para 157, Os dois menores residuos nao quadraticos impares moédulo 157
sao 5 e 7 e como 3-5-7 < 157, pelo Teorema [6.53, O, nao é norma euclidiano. Os
seguintes casos seguem analogamente:

o 277: 3-5-11 < 27T; o 373: 3-5-11 < 373;

e 349: 3-7-11 < 349; e 397: 3-5-7 <379,



Classificagao de anéis quadraticos com discriminante primop =1 (mod 4) 110

e 421: 3-13-19 > 379; e 2221: 3-11-13 < 2221;
e 541: 3-11-13 < 541; e 2269: 3-11-19 < 2269;
e 661: 3-7-13 < 661; . 2389: 3-11-19 < 2389;
e 709: 3-13-17 < 709; e 3061: 3-13-19 < 3061;
. 829: 3-7-19 < 829; e 3301: 3-17-19 < 3301;
e 1021: 3-7-13 < 1021; e 3469: 3-13-23 < 3469;
. 1069: 3-7-11 < 1061; e 5581: 3-17-19 < 5581;
e 1381: 3-11-19 < 1381; e 6301: 3-17-19 < 6301;
e 1429: 3-11-29 < 1429; . 6829: 3-17-19 < 6829;
e 1549: 31319 < 1549; e 7309: 3-19-31 < 7309;
e 1621: 3-17-23 < 1621; . 8041: 3-23-37 < 8941;
e 1789: 3-11-13 < 1789; . 13381: 32937 < 13381.

Os casos 181, 229 e 421 podem ser analisados utilizando o Teorema [6.52F

e 181 =7-1742-31;

e 220="T-13+6-23;

e 421 =13-19+6-23; |

Contudo, ha ainda dois casos sem resposta, os anéis quadraticos com discriminante
p = 61 ou p = 109. Posteriormente demonstraremos que Og; e O199 Ndo sdo norma
euclidianos e assim ao final desta subsecao teremos demonstrado o seguinte teorema

Teorema 6.58. Um anel quadrdtico com discriminante p = 13 (mod 24) € norma eucli-
diano apenas quando p = 13 ou p = 37.

Os anéis quadraticos Og e 099 nao sao norma euclidianos.

Agora, introduziremos o método desenvolvido por L. Rédei, em [I§], a fim de demons-
trar que os anéis quadraticos Og; e O1p9 nao sao norma euclidiano.

Para um p fixo, i deve sempre representar um elemento em O, tal que |N(i)| <
|IN(p)|. Sob a hipétese de O, ser norma euclidiano, para todo a em O,, existe um f
satisfazendo a congruéncia

a=p (mod u).
Portanto, podemos derivar uma equivaléncia para que O, seja norma euclidiano:

Lema 6.59. Em O,, o algoritmo de Fuclides existe se, e somente se, para todo j1 # 0
em O,, as classes de residuos ji (mod p), com |N(i)| < |N(w)|, contiverem todos os
elementos de O,.

Definicao 6.60. Se u satisfaz a condicao acima, dizemos que é um moédulo euclidiano.
Caso contrario dizemos que p ¢ um médulo nao euclidiano.
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Como as unidades em O, nao sao médulos nao euclidianos, vamos assumir daqui em
diante que p é diferente de zero e diferente de uma unidade.

A presenga de um médulo nao euclidiano é caracteristica da auséncia do algoritmo
de Euclides. Diante disso, o foco dos resultados da segdao serd o desenvolvimento de
resultados que nos permitirao encontrar um modulo nao euclidiano. Veremos que a partir
de determinadas condi¢des uma boa escolha para um moédulo nao euclidiano serd e + 1.

Claramente, o seguinte se aplica:

Lema 6.61. Se p for um maédulo ndo euclidiano, o mesmo se aplica ao seu conjugado e
a todos os seus associados e maultiplos.

Com um g fixo, ha sempre infinitos p, ja que todos os associados surgem simultane-
amente como um . No entanto, ao selecionar deles um sistema maximo de elementos
nao associados i, fla, . . ., fiar, todos os ji sao representados por ng; (n unidade em O,).
Agora, definamos:

Defini¢do 6.62. O menor niimero natural {u} tal que i | (e + o), ¢ = %1, é chamado
de indice de pu.

Seguindo com o raciocinio anterior, diante da definicao de {u}, todos os residuos p
(mod p) estdao entre os residuos +e'z; (mod p) (1 =0,1,....{u}t—1; j =1,2,...,M).
Assim, se queremos encontrar um modulo nao euclidiano p, parece vantajoso ter um
indice pequeno {u}, especialmente quando {u} = 1. Portanto, uma escolha imediata
para g seria y = € = 1. A partir de agora, desenvolveremos resultados com o intuito de
encontramos condigoes para que g nao seja um modulo euclidiano.

Definicao 6.63. Para w € Q(,/p), definimos |[|w|| como o maior niimero entre |w| e |w'|.

Lema 6.64. Para qualquer p, em cada classe de residuos i (mod p), existe um i para

o qual ||za|] < /€W N (m)], e portanto ||a]] < /et N ().

Demonstragio: Iniciamos definindo n = €'}, Entdo, pela definicio, p | (n + o), onde
o = +1. Consideremos uma classe de residuos arbitrarios pt (mod p) e suponhamos que
||1]| seja menor possivel entre os elementos dessa classe. Como —onp = o(n+o)pn+ii = i
(mod p) e —on ‘i = (oc+n)n i+ ji=p (mod p), temos:

[l = {1l (6.44)
I~ all = |2l (6.45)
Primeiramente, suponhamos ||fi|| = ||. Inicialmente observamos que 7 = el > 1

entdo, naturalmente, |n~'ji| < ||, isso juntamente com a desigualdade implica em
|(n~*@)'| > |ji|, que por sua vez, observando 7’ = 41, implica em

' > |-
Multiplicando a ultima igualdade por |x| obtemos
NN ()| > |al* = ||all*.
Agora, suponha ||ji|| = |¢/|, novamente, por i > 1, temos |n~'/| < |ji’|. Como

It = '] = 0|,
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segue que )

' = 1)’ = 1]
Entao, pela desigualdade deve ocorrer |(nu)| > |@'|. Multiplicando || na desigual-
dade, obtemos

[N ()] = |w* = Izl

Assim, demonstramos o lema. [ |

Lema 6.65. Seja O, um anel quadrdtico norma euclidiano, onde p é um primo = 1
(mod 4). Entdo, para
p=e+1,

em cada classe de residuos ji (mod €+ 1), existe um representante ji tal que

T+ y\/p

f= 5 ComT=y (mod 2) (6.46)
|2® — py?| < 8t, (6.47)
lz] <2t+1, |y| < 2u. (6.48)

Demonstracgao: Inicialmente observe que
N(e+1)=2t. (6.49)

Pela propriedade euclidiana, para cada classe de residuos, sempre podemos tomar um s,
na forma [6.46] satisfazendo |N ()| < |N(e+ 1)|. Dessa forma, pela observagio inicial, a
condigao também é satisfeita. De acordo com o Lema e a observacao inicial,
podemos ainda nos restringirmos a escolha de um fi satisfazendo ||j|| < v/2te. Como

2t <€ < 2u\/p, (6.50)

segue-se que
lal] <€ (6.51)

Agora, mostraremos que as desigualdade em [6.48 sdo uma consequéncia de [6.46]
e Considerando o caso em que x > 0,y > 0, os demais casos seguirdo de maneira
analoga. A partir de [6.46 ¢ [6.51] temos = < 2¢ — y,/p. Ao elevar ao quadrado, obtemos
dye\/p < 4€® — (x° — py®), assim, por [6.47, obtemos a desigualdade ye,/p < € — 2t e,
pela desigualdade |6.50, ye/p < 2ue\/p + €, ou seja, y < 2u + %. Como y é um ntmero
inteiro, entdo a segunda desigualdade em [6.48] é verdadeira. Se a primeira desigualdade
fosse falsa, entdo terfamos z% —py? > (2t +2)* — p(2u)? = 8¢, o que é impossivel de acordo

com Isso prova o resultado. |

Resultados mais interessante surgem quando impomos a condicao u > %

Lema 6.66. No lema anterior, se u > % podemos substituir por
lz| < 2t, |y| < 2u. (6.52)

Demonstracao: Se |y| = 2u, entdo de acordo com a escolha de ji em |x| # 2t + 1.
Além disso, |x| = 2t pode ser excluido, pois, de acordo com [6.49] teriamos

p=+t+u/p=+tE£(t+1)==+1 (mode+1),
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e essas classes residuais j sdo representadas por i = £1. Levando em consideragio [6.48]
resta-nos apenas as possibilidades || < 2t — 2. Neste caso teriamos

22— py? < (2t — 2)2 — ]0(2u)2 = —8&t,

o que contradiz [6.47} Portanto, y deve satisfazer a segunda desigualdade em [6.52] Se x
nao satisfizesse a primeira desigualdade em [6.52] teriamos

? —py* > (2t)* — p(2u — 1) = 4dpu — p — 4,

entdo, de acordo com a desigualdade [6.47] 4pu — p — 4 < 8t e, conforme a desigualdade
m pu—p—4 < 8u,/p. Como u > %, isso resultaria em 5p—4 < 12,/p. Essa contradigao
comprova o resultado. [

Definicdo 6.67. Seja Q(v/d) um corpo quadratico e seja o = a+bv/d € Q(v/d). Denota-
mos a primeira e segunda coordenadas de o como («); = a e («)2 = b, respectivamente.

O proximo lema que nos permitird demonstrar que em Og; e Q199 0 nimero y =
€ + 1 ndo é um moédulo euclidiano, onde € é a unidade fundamental do respectivo anel
quadratico.

Lema 6.68. Seja O, um anel quadrdtico norma euclidiano, com p primo = 1 (mod 4),
e com unidade fundamental € cuja sequnda coordena satisfaz u > % Entao, para todo o
em O,, é possivel determinar w em O, de modo que as sequintes condicoes se aplicam:

[(a+ (e+ Dwh| <1, (6.53)
[(a+ (e + Dw)a| < u, (6.54)
[N (e + (e+ Dw)| < 2t. (6.55)

Demonstracao: Do Lema|6.59 aplicado a u = e+ 1, segue que existe um g tal que it = «
(mod € 4 1). Devido a suposi¢ao u > %, pelo Lema obtemos o Lema W |

Para aplicagoes posteriores, observamos o seguinte:

Lema 6.69. Se a € racional, entdo se torna
|a® + 2a((e + 1)w); + 2tN (w)] < 2t (6.56)

e se também for vdlida, entdo

042
YR

N < 1
IN@)| < la] +1+ 7

(6.57)

até mesmo quando o e w nao sao inteiros.

Também para a aplicagdes do Lema |6.68| aos casos Og; e Oyg9 precisaremos do seguinte
lema

Lema 6.70. Seja O, um anel quadrdtico norma euclidiano, onde p primo =1 (mod 4),
cuja unidade fundamental € =t + u./p possui coordenadas positivas maiores que 1. Dado
m € Zy, considere

S={a€O;: |N(a)|=m},
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entdo, a menos de sinal, existe no mazrimo um unico 3 € S em que pelo menos uma das

desiqualdades
t—1
(e +1)B)e] < —— (6.58)

(e )8l < (6.59)

seja verdadeira. Se S for especialmente o conjunto de todas as unidades, entdo |6.59 e

s6 valem quando || = 1, e portanto
(e + 1) = |((e + 1)€)2| = w. (6.60)
Além disso, podemos concluir que se [3 for associado a um racional (inteiro) o, entdo
|((e +1)B)2| = |((e + 1)e'B)a| = |a]u, (6.61)
assim sendo, neste caso, a existéncia do representante 3 é condicionada ao modulo de a.

Demonstragao: Iniciamos mostrando que

(e + 1)l < S

nao ocorre, para todo n € Z \ {—1,0}. Se n é positivo, como as coordenadas de € sdo
maiores que 1 segue o resultado. Se —n ¢é negativo, entao,

[((e+ 1))l = [(€ ™ 4 el = (€71 = €] = (" — Mol = | e = 1))

Como €(e — 1) = t* + u?p — t + (2t — 1)u, a partir disso, observando que €"~!(e — 1) tera
sempre coordenadas positivas, segue que para todo n > 2,

(e + 1)l = (e = 1ol = T

Assim, podemos derivar as afirmacoes de quando S consistir das unidades ou dos associa-
dos de um niimero racional (inteiro). A partir de agora, dispensaremos essas possibilidades
para S.

Para a situagao em que [ nao é associado a uma unidade nem a um racional, considere
os nuameros a,, € b,, satisfazendo

(e+1)e" =ay,+by(e+1), n=0,1,2,.... (6.62)
Vamos mostrar que a, e b, sdo inteiros que satisfazem

a; = 2t,b, = 1, (6.63)

<2t+1—|—1) bn—l—i—i >a, > 2t+1)b, >0, n=2,3,.... (6.64)
Obtemos, multiplicando por € = 2t — ¢, as relacoes
any1 = (2t + 1)a, — 2tb,, byr1 = a, — by,.
Como ag =0 e by = —1, entao seguem [6.63] e

a9 :4t2, bQ =2t —1.
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Portanto, [6.64] vale inicialmente para n = 2, mas também, por indugdo, para todos os
valores seguintes. De fato, se n > 2 :

1 1 1 1
Api1 — (Qt + ]-)bTH-l - bn, (2t +1+ t) bn+1 — Qpt1 = gan - (1 + t) bn > bn >1-— ;

Note que se [ pertence a S, entdo, pela definicdo de S, €4’ também pertencera, logo
podemos supor, sem perda de generalidade, que [ satisfaz a desigualdade Como
todo elemento de S é da forma €"3 ou €"’ com n inteiro, precisamos mostrar que se 3
satisfaz [6.58| ou [6.59] entao

(e + D)ol < =, ¥ € 2\ {0}, (6.65)

(e + 1)e" )] < t;l ¥n e Z\ {1} (6.66)

nao podem ser satisfeitos.
Iniciamos provando que é impossivel. Como, |e7!] = |¢|, ¢ equivalente a

[((e+ 1)e™B)2| < “21 Vn € Z\ {0} (6.67)

usaremos a ultima devido a devido a aplicacdo da identidade [6.62 Podemos assumir,
sem perda de generalidade, n > 0 em [6.67] pois caso n < 0, poderfamos tomar, em
B* = "3 em vez de (3, e posteriormente, na nova relagao [6.67, n seria positivo.
Substituindo a identidade [6.62) em [6.67], obtemos

(@8 — bu(e +1)8)q| < t;l

Logo, devido a b,, > 0,
t—1
an|(B)z] < bal((e +1)B)2| + ——

Como ( nao é racional, entao |(3)z| > % e, portanto, por |6.58|, |6.63| e |6.64|, temos

1 t—1 t—1
o Yn T a8 \Un 17 n T a8 \Un 1).
2oL<2(b+)tb<2(b+)

No entanto, isso ¢ uma contradicdo, ja que b, > 1. Com isso demonstramos a impossibi-
lidade de [6.65
Agora, mostraremos que ¢ impossivel. De acordo com [6.58] as coordenadas de 3
devem ser diferentes de zero e como 3 ndo é um racional, também devem de sinais opostos,
o que implica que S’ possui coordenadas de mesmo sinal. Se n < 0, entdao obteremos de
e e~ = e
t—1

[((e+1)e™B)a] < 5

com —n > 0, mas, como as coordenadas de € sao maiores que 1, teriamos um absurdo.
Portanto, em [6.66] ocorrerd n > 0, ou seja, n > 2. Substituindo a identidade definida em
[6.62] na inequacao [6.60] e passando ao conjugado, obtemos

t—1

[((an = ba(€' +1))B)a| < —
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Por ¢ = 2t — € podemos reescrever a, — b, (¢’ + 1) como
(—an + (2t +2)b,)e + (an, — (2t + 1)by) (e + 1).

De [6.64] resulta que

(—an + (26 + 2)b,) [(€8)a] < (an — (2t + D)by) (e + 1)B)a] + ’5_21

Como [(ef)s] > 3 e, porm

entao | £33\ t-1
(= + (2t +2)bn) < (an — (2t + 1by) ( _ ) =

o que implica em

2t — 1 t—1
(4t2+1)bn<(4t2—1+ : )bn+

e, consequentemente, na contradi¢do b, <t — 1. Com isso, provamos o Lema. |

Agora demonstraremos que Og; nao é norma euclidiano e posteriormente faremos o
mesmo para Oqgg.

Teorema 6.71. Og; ndo é norma euclidiano.

Demonstracgao: Seja

3945161
‘T
a unidade fundamental de Og, defina t = (€); e u = (€)s, entdo € = t + u+/61, onde 2t
e 2u sao inteiros impares e, mais ainda, 2u = 1 (mod 4). Vamos assumir que Og; seja
norma euclidiano.
Defina o inteiro a =t + % Qualquer w em Og; pode ser expresso como

1

w= (=€ +1)+ ), (6.68)

onde Vol

61
B = T+Z, com r, s inteiros (6.69)

com 7 e s inteiros satisfazendo
r=s=1 (mod2), r+s=2t+1 (mod 4). (6.70)
De acordo com as expressoes [6.49] e [6.68]
1 1, 11

a+(e+1w=t+ 3t (e + 1)5(—(6 +1)+38) = 5T 5(e+ 1)4. (6.71)

Agora, seguindo as notacoes dos Lemas e tomando o = % ew= g, seguem,
dos Lemas [6.68 e [6.69] as desigualdade

e 08l < (6.72)
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1+ 5+ 0B+ SN ()| <21, (673)

1 1 1
—|N —+14—.
NG <5 +1+

Logo, |N(B)| < 6. Além disso, se ( fosse uma unidade, seguindo de acordo com a desi-
gualdade e o Lema [6.70, terfamos = +1 ou +¢€, mas isso seria uma absurdo, ja
que para ambos, w, definido em [6.68, ndo seria um inteiro algébrico em Q(v/61), logo

IN(5)| > 1. Além disso, pelas relagoes e N(B) deve ser impar, entao podemos
considerar |N(f)| = 3 ou 5.

Agora, observe que os elementos

&:i@_¢a%&:i92@?

onde N (;) = i, satisfazem a condicao o que implica que também satisfazem a condi-
¢a0(0.58, De acordo com o Lema a menos de sinal, este ¢ o motivo de considerarmos
as possibilidade positiva e negativa para f;, o mesmo pode valer apenas para €[5, = 3}

1= 3,5, ou seja,
. 7T—+61 23 — 34/61
S

Entre os oito niimeros, apenas 5 e 37 satisfazem as relagdes em No entanto, para
esses valores, a desigualdade nao ¢ satisfeita, uma vez que o terceiro termo é £%, e
o termo do meio é £8 ou j:%. Dessa forma, provamos Og; nao é norma euclidiano. |

Antes de demonstrarmos o caso p = 19, vamos provar o seguinte lema:

Lema 6.72. As equacoes diofantina x* — 109y? = +4k ndo possuem solucdio para
k=2, 11, 13, 17, 19.
Portanto, podemos afirmar que nao hd elementos de norma
+2, +£11, £13, £17, +19

em 0109-

Demonstracao: Para k = 2, 13, 17, 19 a equacao nao ¢ possivel uma vez que nenhum
deles é residuo quadratico médulo 109. Para 11, nao ha solucao ja que 109 ndo é um
residuo quadratico modulo 11. [ |

Teorema 6.73. Qg9 ndo € norma euclidiano.

Demonstracgao: Para provar a inexisténcia do algoritmo de Euclides em O;qg, iniciamos
escolhendo um inteiro a satisfazendo v/2t < a < /2t + 1. Assim, pelo Lema [6.68] exite
um w # 0, tal que

(a4 (e + Dw)a| = |((e + Dw)2| < u. (6.74)
Além disso, de acordo com [6.57, |N(w)| < a + 2.

Seja € = w a unidade fundamental de Oiq9, entao, tome o = 17 e assim
|N(w)| < 19. Pela expressao e pelo Lema [6.70, w nao pode ser uma unidade nem
um associado de um nimero racional. Pela hipotese de Oyp9 ser um anel quadratico
euclidiano temos, em particular, que Qg9 € um dominio de fatoracao tnica, e levando
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em consideracao o Lema [6.72] a menos de associados e seus conjugados, existem apenas
trés primos nao racionais em Ojgg, w3, ws,wy, onde N(w;) = 4, cujo valor absoluto de sua
norma nao excede 19. Tomando-os de forma que [6.74] seja satisfeito, temos

11 — /109
wy = £, ws = £(21 - 2V109), wr = £(94 - 9V109).

A partir de combinagoes desses elementos e seus respectivos conjugados podemos construir
outros elementos que satisfazem a condicao [6.74] sao eles:

115 - 1119
2 Y

449 — 43+/109 13 — /109

!/
Wk1s = Waldg = £
2 ’ s 2
Entao, além desses 14 niimeros, pelo Lema[6.70, podemos nos limitar a verificar os valores:

23 —-7v109 , , 31 -3v109 , , 9 — /109
— Wy =F—————— W, =t ———

2 5 2 7 2

W12 = 2&)3, :|:(,U9 = w§ =+

Wip = W3Ws =

rr
€wy = x

7— /109

260y = (23 — TV109), €wh = (10 — VI09), ¢wiy = £,

€wiys = £(167 — 161/109).

No entanto, é facil verificar que nenhum dos 28 nimeros satisfazem [6.56] que nessas
condigoes serd, pelo Lema [6.69]

1289 + 17((263 + 25v/109)w); + 261N (w)| < 261.

Portanto, 0199 nao é norma euclidiano. [ |

6.3.3 Classificacao de anéis quadraticos com discriminante p
17 (mod 24)

Nesta subsegao classificaremos os anéis quadraticos O, com discriminante p primo
satisfazendo p = 17 (mod 24). Mostraremos que tinicos os inicos anéis quadraticos norma,
euclidiano sao os anéis com discriminantes p = 17 ou p = 41. Iniciaremos demonstrando
que, neste caso, nao ha anéis quadraticos norma euclidianos O, para p menor 3000,
exceto por, p = 89,113,137. Para os demais casos, isto é, p = 89,113,137 ou p >
3000, utilizaremos uma abordagem semelhante a utilizada nos casos Og; € O1g9 a fim de
demonstrarmos que os anéis quadraticos correspondentes a esses valores nao sao norma
euclidianos. Esta se¢ao é também baseada no trabalho de L. Rédei, desenvolvido em [I§].

Teorema 6.74. Nao hd anéis quadrdticos norma euclidianos O,, onde p é um primo
=17 (mod 24) e 281 < p < 3001

Demonstracao: Representaremos os primos p da forma 24n+17, que também sao primos
da forma 24n+ 1, maiores que 281 e menores que 3000, na forma p = q;m; +gams seguindo
as hip6teses do Teorema [6.52]
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257 =3 x 14+ 5 x 43 e 1481 =3 x 44+ 19 x 71
281 = 3 x 46 + 11 x 13 e 1553 =3 % 11+5 x 304
353 =3 x 3145 x 52 e 1601 =3 x 13+ 11 x 142
401 =3 x 26 4+ 17 x 19 e 1697 =3 x 14 +5 x 331
449 =3 x 76 + 13 x 17 e 1721 =3 x14+23x 73
521 =3 x28+19 %23 . 1889 =3 x 37+ 7 x 254
569 =3 x 44+ 19 x 23 e 1913 =3 x 5+ 13 x 146
993 =3 T4 11 % 52 . 2081 =3 x 19+ 11 x 184
O17 =520 45 106 . 2129 =3 x 62 1 29 x 67
041 =338 417>l e 2153 =3 x 10 + 11 x 193
761 =3 x 11+ 7 x 104

e 2273 =3 x 1145 x 448
B9 = S AT e 2297 =3 x 59 + 5 x 424
z;;z:j:l;(z e 2417 =3 x 10+ 11 x 217
053 — 3 1145 x 184 e 2441 =3 x 11+ 7 x 344
077 — 3% 54 13 % 74 e 2609 =3 x 11+ 7 x 368
1049 = 3 % 37 + 7 x 134 » 2633=3x20+31x83
1097 — 3 % 10 + 11 x 97 e 2657 =3 x 13+ 11 x 238
1193 = 3 x 5+ 19 x 62 e 2729 =3 x 23+ 7 x 380
1217 =3 x 7+ 13 x 92 e 2753 =3 x 4145 x 526
1289 = 3 x 44 4 13 x 89 © 2777 =3 X7+ 13 x212
1361 = 3 x 22+ 7 x 185 e 2801 =3 x 41 + 13 x 206
1409 = 3 x 58 + 13 x 95 e 2897 =3 x 10 + 47 x 61
1433 = 3 x 10 + 23 x 61 e 2069 = 3 x 29 + 11 x 262 ]

Para os demais casos utilizaremos uma abordagem semelhante a utilizada nos casos
Og1 e O199. Mas, antes precisaremos de alguns resultados auxiliares.

Lema 6.75. Seja p =1 (mod 8), entdo a unidade fundamental € = t+u/p de O, possui
coordenadas t e u inteiras. Além disso,
t=0

(mod 4), u=1 (mod 2).
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Demonstracgao: Para demonstrarmos que ¢ e u sao inteiros, de acordo com o Teorema
basta demonstrar que a equagao diofantina, de incégnitas x e y,

w? —py’ = —4

deve possuir apenas solugoes x e y simultaneamente pares. Suponhamos o contréario, ou
seja, r e y nao sao simultaneamente pares. Analisando a equacao médulo 8 teriamos

0=2>—py*=4 (mod 8) se z,y forem simultaneamente fmpares,

1,3=a2>—py’ = (mod 8) se x for impar e y for par

ou
0=a2*—py* =4 (mod 8) se z,y forem simultaneamente impares

Logo, a partir das contradi¢des podemos concluir que t e u sdo inteiros. Agora, analisando
a equagcao

2 —pu? =—1
é imediato que u nao pode ser par, pois, caso contrario -1 seria um residuo quadratico

moédulo 4. Portanto, u é impar. Agora, analisando a equagao modulo 8, mas desta vez
com suposicao de u ser impar, obtemos

=0 (mod 8),
portanto, deve ocorrer ¢ = 0 (mod 4). |

Lema 6.76. Seja p = 17 (mod 24), entao, com exce¢io de Oz, nao hd anéis quadrdticos
norma euclidianos O, quando v = 1.

Demonstracgao: Se o nimero de elementos i determinado pela condigoes [6.46], e
for menor que 2t, entdo, conforme N (e + 1) = 2¢, calculado anteriormente em m,
o Lema [6.59 ¢ o Corolario [3.3] o algoritmo euclidiano ndo existird no respectivo anel
quadratico O,. Suponhamos € =t + /p. Denotando a = ¢, entao p = a’+1, onde 4 | a.
Pelo Lema m, para cada classe de residuos médulo (e + 1), hd sempre um representante
ft, cOMo em satisfazendo uma das condigoes abaixo:

y =0, |z| < V8a, 2| x;

y=+1, 2> —a®> — 1] < 8a, 2 [ x;
y=+2 |2°—4a* —4| <8a, 2| z.

Para a > 16, as solucoes das desigualdades acima sao, respectivamente, os niimeros pares
entre —v/8a e v/8a, seguida por £(a=+1) e +(a=%3), e por fim +2a. Logo, o ntimero total
de [i satisfazendo uma das condi¢des é menor que v/8a + 21 < 2a = 2t, o que implica,
segundo a observagao inicial, na inexisténcia do algoritmo de Euclides no anel. Portanto,
o resultado ¢ verdadeiro quando p = a®? + 1 > 162 + 1 = 257. J4 que para a < 16, exceto
por 17, nao ha valores de p cuja coordenada u seja 1. |

Lema 6.77. Se e =t+u,/p > 1 et* — pu> = —1, entdo t,u > 0.
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Demonstracdo: Como ¢* — pu® = (t + u./p)(t — uy/p), entdo pela hipdtese segue 0 >
¢ = (t —u,/p) > —1. Entao

PP (4 uyB) (- uyB) = (et ) >0

t=_+

t t
2 2 2

U= ——(2u\/ptt—t) =

2\/_ ((t+uyp) +(t —uyp)) = 5—=(e+€) >0

e e
|
A partir dos dltimos trés lemas, podemos considerar que a unidade fundamental t+u./p
do anel quadratico O,, com p = 17 (mod 24), tenha coordenadas estritamente maiores
que 1, em particular, u > 3 5, 0 que serd de importancia para aplicacao de resultados ja

mtrodumdos a classificacdo de anéis quadraticos com discriminante p = 17 (mod 24).

Teorema 6.78. Além de O17 e Oy ndo hd outros anéis quadraticos norma euclidianos
com discriminante p primo congruente a 17 modulo 24.

Demonstracao: Seja um anel quadratico O, com p = 17 (mod 24), p > 41, nosso
objetivo é demonstrar que esse anel quadratico ndao é norma euclidiano. Suponhamos
o contrario, isto é, que O, seja norma euclidiano. Tome € = ¢ + u,/p como a unidade
fundamental fundamental do anel quadratico, como discutido anteriormente, podemos
assumir t > 1, u > % e

t=0 (mod4), u=1 (mod 2). (6.75)

Com essas propriedades, a = 6+1 +3 € O,, logo podemos aplicar o Lema [6.68/a o. Antes
disso, observemos que sempre podemos escrever um elemento w em O, como

w = —

l\D\»—t
w\m

onde 3 ¢ um elemento de O, satisfazendo
=1 (mod 2). (6.76)
Assim, ap0s a aplicacao do Lema a « e a substituicao de w por —% + g, obtemos a
expressao
1
a+(e+1)w:3+§(e+1)6.
Agora, ao aplicarmos o Lema aa=3ew= g, decorrem imediatamente as desigual-

dades
6+ ((e +1)8)1] < 2t,

(
(e +1)B)a| < 2u (6.78
18+ ((e + 1)B)1 +tN(B)| < 4t (6.7
(

IN(B)] < 16 + 15

Seguindo o Teorema [6.74] p pode assumir apenas os valores 89,113,137 ou valores
maiores que 3001. Nos trés primeiros casos, as unidades fundamentais correspondentes
aos anéis quadraticos sao:

e =500 + H53v89, 776 + 73V 113, 1744 + 149v137, (6.81)
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respectivamente. Para os casos em que p > 3001 temos t?> — pu? = —1, o que implica
t > /3000 > 54. Portanto, em qualquer situacao, sempre ocorrera,

t> 54. (6.82)

A partir das desigualdades e ¢ imediato que |N(B)| < 16, além disso,
IN(B)] < 15, j& que pela condicdo [6.76] |N(B)| deve ser impar. Além disso, B nao
pode ser uma unidade, pois caso contrario, de acordo com a desigualdade e o Lema
[6.65] onde é claro que, pela relacio t — \/pu > —1,

t—1
2 Z 21’1/7
apenas [ = £1 ou § = £¢’ seriam possiveis. Entao ((e+1)3); = £(t+1) ou £(t—1). No
entanto, ambos sdo incompativeis com as desigualdades e ecom N(8)==1,0
que nos leva a uma contradicao. De maneira semelhante podemos mostrar que 3 também
nao pode estar associado a um nimero racional (inteiro). Também deve ocorrer (3, 3) = 1.
Se 3 fosse um fator de 3, observe que 3 é um primo em O,, terfamos (3,3) # 1, o que
implicaria que 3 é divisor de 3 e, assim, 9 dividiria |N(3)| e, uma vez que |N(8)| < 15,
seguiria a igualdade |N ()| = 9. Mas como, com base na suposicao de O, ser um dominio
euclidiano, O, ¢ um dominio de fatoracao tunica, entao 3 e 3 deveriam ser associados, o
que é uma contradicao. Entao, baseado nas ultimas observagoes, concluimos que apenas

IN(B)| =5,7,11,13 (6.83)

sao possiveis.

Diante das possibilidade de |N(3)| em [6.83] as coordenadas de 3 devem ser diferentes
de zero e, mais ainda, de acordo com a desigualdade devem ter sinais opostos. Além
disso, devido a congruéncia [6.76] sdo também ntmeros inteiros com paridades distintas.
Assim, podemos definir

f=o(z—yyp), (6.84)

onde z e y sdo nimeros inteiros positivos, com 21 (x +y) e 0 = £1. a fim de simplificar
a notacao, definimos

b= N(B). (6.85)

Com isso, podemos expressar
py? = a® —b. (6.86)

Deste ponto em diante demonstraremos a impossibilidade para a existéncia do algo-
ritmo para quando p = 89,113,137 ou p > 3001. Vamos comecar considerando p > 3001,
deixando os casos p = 89,113,137 de lado por este momento.

Por p > 3001, pela igualdade e pelas possibilidades de [N ()| em [6.83] entao
x> 54, (6.87)

Agora, defina
¥ =tx — puy. (6.88)

Como +z* é a primeira coordenada de €3 logo, também ocorrera,

l2*| > 54. (6.89)
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Pelo Teorema [2.55] temos

(t +uy/p)(t —uy/p) = —1,
mas, como t + u,/p > 1, entao 0 > ¢ — u,/p > —1. Em particular, ocorre a desigualdade
0 <t < wuy/p, que por sua vez implica em 2t < ¢ + u,/p. Logo,

—1 = (t+ uy/p)(t — uy/p) < 2t(t —u\/p).

Portanto, por —1 < 2t(t — u,/p), obtemos a desigualdade

1
<t+ —.
Uy/p +2t

Juntando as desigualdades, obtemos

1
t<uyp <t (6.90)

Agora, para x e y definidos temos a relagao a desigualdade

7 7
——< < —. 6.91
e <yt (691
De fato, como
x—z< \/’<:c+z<:>z<—x+ \/_<z
T Yv/'P T T YD T

entdo, multiplicando a desigualdade equivalente por (x 4 y,/p) e substituindo b definido
em [6.85] demonstrar a inequacgao [6.91] é equivalente a demonstrar

z|b] < 7(z + y/p),
mas como, pela definicao e pela desigualdade [6.86], |b| < 13, basta demonstrarmos

13z < 7(x + y/p),

ou mesmo, a desigualdade equivalente

6
?:1: < Y+/P-

Elevando ao quadrado ambos os lados da desigualdade e utilizando [6.86] obtemos

36 , 9 2( 36)
— 1
9$ < b O<z 9 b

Como |b| < 13 e, por [6.87, x > 54, segue a validade da desigualdade e portanto também
a validade da desigualdade [6.91] De acordo com [6.84}

((e+1)B)1 = a((t + 1)z — puy). (6.92)
Agora, vamos demostrar que
(t+ 1)z — puy > 0. (6.93)
Com base na igualdade e nas desigualdade e |b] > 5, temos que

t—18
4+ 1o — puy| > =
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Se a desigualdade [6.93] fosse falsa, entdo terfamos

(t+ 1)z +

< puy.

Ao elevar ao quadrado e levando em consideracao e 16.83 que resultam em py? <
2% + 13, entdo, obteriamos

@+n%?+@+n@—1ag<p%@2g@?+n@%+my
o que simplificando resulta em
6tz® 4 (t 4+ 1)(t — 18)x < 39(t* + 1)
e, portanto,
62 + (t — 18)x < 39t + 3;9

No entanto, segundo os limites inferiores para t e y, em e , respectivamente,
622 — 18z > 22, 0 que nos leva a tz < 39¢, ou seja, x < 39, contradizendo o que

E

prova a desigualdade Seguindo [6.92], [6.93] [6.77] e [6.79] chegamos na desigualdade

bl —4)t — 18
(1o 6) < (t+ 1)z — puy < 2t + 6. (6.94)
Agora, vamos, caso a caso, demonstrar a impossibilidade de b =5, b = —5 e |b| > 5.

Quando b = 5, por [6.86}, x —y,/p > 0. Procedendo de maneira analoga ao que fizemos
a

para demonstrar a desigualdade podemos mostrar que x — % < y4/p- Juntando as
desigualdades obtemos

3
r—— <yyp<uz. (6.95)
T
A partir das desigualdades e[6.90] podemos deduzir a expressio
1 2t —1
(t+ 1Dz —puy > (t+ 1)z — (t + 2t> T=—— (6.96)

Da expressao acima e seguindo a desigualdade[6.94, obtemos ainda que z < 23%1 (2t +6),
entdo, de acordo com a desigualdade [6.82]

< 2A+T. (6.97)

Da mesma forma, utilizando as desigualdades [6.90] e obtemos a desigualdade

3t

(t+1)x—puy<(t+1)x—t<x—3> =z+ .

: (6.98)

e a partir da desigualdade

+3t>t—18
T 6
Se%>x,entéo
6t>t—18
x 6
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de onde segue
36t

<7
ST

e, assim, de acordo com |6.82),
g 3054 o,
36

o que entra em contradicao com |6.87, Portanto, z > 3t

t—18
12

Segundo a defini¢ao ea de51gualdade - Tr > — 2t’ o que implica, de acordo com
a desigualdade @ em

xr >

(6.99)

xt > =2, (6.100)

Por outro lado, pela defini¢ao [6.88| e pela expressao [6.98, z* < % Isso resulta, a partir

da desigualdade |6.99 em x* < %, logo, por [6.82, x* < 54, que juntamente com [6.100},
entra em contradi¢ao com
Caso seja b = —5. Novamente, partindo das expressoes e [6.87, obtemos

5
x<y\/ﬁ<x+%. (6.101)

Dai e pela desigualdade [6.90] deduzimos a seguinte expressao

1 5) 2t —1 )
t+1)x — t+ 1)z —(t+ — —(t+1)— .102
(t+1)x—puy > (t+ 1z <+2t><x+2w> TR (+)2x’ (6.102)
e, de acordo com [6.82]
(t+1) - 2t —1 t+1
T — pu x— )
PR = o 20
Pela expressao acima, e pelas desigualdades e
2t t+1 41t 41t 4 160
2t —_— < = =—. 1
2—1( +6)+ 2t—1 20 <20+ 20 (6.103)
A partir das desigualdades e[6.101] temos
t+1l)rz—puy< (t+lz—tex==x (6.104)
e, de acordo com a desigualdade |6.94]
t—18
x> : (6.105)

6
Agora, segundo a definigdo [6.8§8 e a desigualdade [6.102]

T 5
S R )
. ot (t+ >2x’

entdo, pelas desigualdade e[6.105]

41t 4160 15(t + 1)
40t t—18 °

*
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Com isso, a partir da desigualdade [6.82] obtemos
> —25, (6.106)

Agora, pela definigao [6.88| e pela desigualdade segue que z* < 0, e isso, juntamente

com [6.106] e [6.89] resulta em uma contradicao.
No caso em que |b| > 5, é imediato, por [6.83] que 7 < |b| < 13. Também pela

desigualdade [6.94] segue

t—6
— < (t+ 1)z — puy < 2t + 6. (6.107)

Com base nas desigualdades [6.90] e [6.91] chegamos a expressao

1 7 2t — 1 7
t+ 1z — t+1Doz—(t+ — - > —(t+1)— 6.108
(t+ Da — puy > (t+ Dz (+2t>(x+x> 5% (t+ )a:’ ( )

entdo, em concordancia com [6.87]

2t —1 t+1
t+1)r — > - :
(t+ 1)z — pux TR -

Agora, pela expressao acima e de acordo com as desigualdades e 6.107], temos

2t t+1 15t
51 <7 O (6.109)

Baseado nas desigualdades e [6.91], segue

x < (2t+3)+

2t —1

7 Tt
(t+1)x—puy<(t+1)x—t<x—y):m+x, (6.110)

entao segundo a desigualdade |6.107],

7t t—6
T+ —>—-.
T 2

Novamente, nao pode ocorrer % > x, pois entao % > %, o que entra em contradicao

com as desigualdades [6.82| e 6.87| Portanto, x > % e consequentemente

t_
x> 46. (6.111)

Segundo a defini¢ao [6.88| e a desigualdade [6.108]
x 7
> —— —(t+1)—
o que implica, levando em consideracao as inequacoes [6.109] [6.111] e [6.82]

15t +63 28(t + 1)
14t t—6 '

*

T >

e portanto
x* > —35.
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Entretanto, seguindo a defini¢ao [6.88| e as desigualdades [6.110] [6.111] e [6.82]

Tt 28t
< — < —— < 32
xX t—06

Como as duas ultimas inequacoes contradizem [6.89] concluimos a demonstragdao para o
caso |b| > 5, o que conclui concluindo a prova de ndo existéncia de anéis quadraticos com
discriminante p > 3001. No entanto, ainda nos resta classificar os anéis quadraticos de
discriminante p = 89, 113 ou 137. Em[6.81]foi dadas as respectivas unidades fundamentais
de Ogg, O113 e O137, que serao utilizadas a fim de aplicarmos o Lema [6.70] a cada um dos
casos.

Caso p = 89. De acordo com como N () = £7, £13 nao é possivel, uma vez
que +7 e £13 nao sao residuos quadraticos médulo 89, apenas os casos |N((5)| = 5,11
sdo possiveis. Semelhante ao que foi visto nos Teoremas e[6.73] notamos que devido

al6.78] e o Lema [6.70], seria possivel que 3 fosse apenas
Bs = (19 — 2v/89), €5, = (66 — 7v/89), Bi1 = +(10 — V/89), €, = £(283 — 30v/89).

No entanto, nenhum dos valores satisfaz [6.79|
Caso p = 113. Devido a [6.83] |N (/)| = 7,11 ou 13. Agora, os possiveis candidatos a

[ seriam
Br = +(32 — 3V/113), €, = +£(85 — 8V/113), 11 = £(202 — 19v/113),
€8], = £(21 — 2V113), Bis = £(489 — 46\/113), B4 = £(10 — V113).

no entanto, nenhum deles satisfaz [6.79
Caso p = 137. Entao, |[N(5)| = 7 ou 11. Podemos concluir de maneira semelhante
com

By = £(12—V137), €87 = +(515—44+/137), B = +(82—7V137), €3, = £(117—10V137).

Com isso finalizamos a demonstragao do teorema. [ |

Assim podemos enunciar

Teorema 6.79. Um anel quadrdtico com discriminante p = 17 (mod 24) € norma eucli-
diano apenas quando p = 17 ou p = 41.

6.3.4 Classificacao de anéis quadraticos com discriminante p = 1
(mod 24)

Nesta subsecao lidaremos com a classificagao dos anéis quadraticos reais O,, onde p
é um primo congruente a 1 modulo 24. Exceto pelos valores 97, 193, 241, 313, 337, 457
e 601, demonstraremos, utilizando o Teorema m, que O, nao ¢ um anel quadratico
norma euclidiano. Para p = 97, exibiremos um par ordenado racional (zo,yo) tal que
M (No7; o, y0) > 1 (veja a definigao , assim demonstrando que Oyg; nao é norma
euclidiano. Para p = 193, 241, 313, 337, 457 ou 601 demonstraremos que os respecti-
vos anéis quadraticos nao sao norma euclidianos utilizando uma abordagem adaptada a
desenvolvida no Capitulo [5

Lema 6.80. Para p > 97, onde p =1 (mod 24), com possivel excegio de 193, 241, 313,
337, 457 e 601, nao existem anéis quadrdticos O, norma euclidianos.
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Demonstracao: Devido ao Teorema estamos interessados em investigar apenas os
anéis quadraticos com discriminante menor que 1282, Representaremos os primos p como
na hipétese do lema, que também sao congruentes a 1 médulo 4, na forma p = ¢ymq+qame
seguindo as hipdteses do Teorema [6.52}

e 409 =14 x19+11 x 13 o 2473 =5x31+19 x 122

433 =7 x 29+ 10 x 23

577 =14 x 1345 x 79

673 =17 x 15+ 19 x 22
769 = 23 x 21 + 13 x 22
937 =5 x T+ 41 x 22

1009 = 11 x 524+ 19 x 23
1033 =11 x 13+ 89 x 10
1129 = 17 x 19 + 31 x 26
1153 =17 x 14 + 61 x 15
1201 =17 x 26 + 23 x 33
1249 =19 x 44 + 7 x 59
1297 =5 x 154 + 17 x 31
1321 =17 x 39+ 47 x 14
1489 =17 x 39+ 59 x 14
1609 =19 x 14 + 17 x 79
1753 =7 x 165 + 13 x 46
1777 =5 x 21+ 19 x 88
1801 =19 x 78 + 11 x 29
1873 =23 x 60 + 17 x 29
2017 =5 x 26+ 17 x 111
2113 =5 x 277+ 7 x 104
2137 =13 x 1294+ 5 x 92
2161 =23 x 70+ 19 x 29
2281 =7 x 51 + 13 x 148

2377 =5 x 62+ 13 x 159

2521 =11 x 53+ 17 x 114
2593 =5 x 275429 x 42
2617 =7 x 122 441 x 43
2689 = 13 x 46 + 17 x 123
2713 =11 x 153 + 5 x 206
2833 =7 x 15+ 11 x 248
2857 =5 x 138 + 11 x 197
2953 =5 x 42+ 13 x 211
3001 =7 x 65+ 19 x 134
3049 =11 x 94 4+ 13 x 155
3121 =7 x 220 4+ 17 x 93
3169 =7 x 86 + 17 x 151
3217 =5 x 87+ 13 x 214
3313 =13 x 45+ 11 x 248
3361 = 11 x 68 + 13 x 201
3433 =7 x 10+ 19 x 177
3457 =5 x 42+ 17 x 191
3529 = 13 x 57+ 17 x 164
3673 =95 x 13+ 11 x 328
3697 =5 x 92 4 13 x 249
3769 = 17 x 14 + 11 x 321
3793 =19 x 60 + 7 x 379
3889 = 11 x 38 + 13 x 267
4057 =29 x 204+ 19 x 183
409 =14 x 19411 x 13
4129 =7 x 29 + 13 x 302
4153 = 13 x 102 4 11 x 257
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4177 =11 x 4547 x 526
4201 =11 x 38 + 13 x 291
4273 =5 x 58 4+ 7 x 569
4297 =5 x 194+ 11 x 382
4441 =13 x 70+ 11 x 321
4513 =19 x 15+ 7 x 604
4561 = 17 x 110 + 13 x 207
4657 =5 x 46 + 19 x 233
4729 = 11 x 93 + 17 x 218
4801 = 23 x 21 + 17 x 254
4969 = 7 x 1524 11 x 355
4993 =5 x 57 + 11 x 428
5113 =5 x93 4+ 7 x 664
5209 = 11 x 306 + 19 x 97
5233 =5 x 17+ 11 x 468
5281 =7 x 38 + 17 x 295
5449 =7 x 95 4+ 13 x 368
5521 =7 x 89 + 31 x 158
5569 = 19 x 68 + 13 x 329
5641 =7 x 172+ 29 x 153
5689 = 17 x 132 4+ 13 x 265
5737 = 37 x 20 + 19 x 263
5857 =5 x 78+ 7 x 781
5953 =5 x 7+ 11 x 538
6073 =5 x 29+ 19 x 312
6121 =7 x 87+ 13 x 424
6217 = 17 x 15+ 11 x 542
6257 =5 x 56 + 43 x 139

6337 =5 x 61 + 13 x 464

6361 = 17 x 21 + 19 x 316
6481 = 13 x 342 4+ 11 x 185
6529 = 11 x 141 + 19 x 262
6553 = 11 x 280 + 23 x 151
6577 =5 x 69 4 19 x 328
6673 =5 x 308 + 29 x 177
6793 =7 x 235 4 11 x 468
6841 = 29 x 67 + 31 x 158
6961 = 7 x 104 + 23 x 271
7057 = 13 x 80 + 11 x 547
7129 = 7 x 374 + 13 x 347
7177 =5 x 38 + 17 x 411
7297 =7 x 15+ 29 x 248
7321 =7 x 312 4 11 x 467
7369 = 13 x 201 4 29 x 164
7393 = 23 x 29 + 19 x 354
7417 =5 x 174+ 13 x 564
7489 = 37 x 70 + 23 x 213
7537 =5 x 51 4+ 11 x 662
7561 = 13 x 73 + 29 x 228
7681 = 13 x 102 4 31 x 205
7753 =5 x 416 + 31 x 183
7873 = 13 x 10 + 29 x 267
7993 = 5 x 88 4+ 7 x 1079
8017 =19 x 90 + 17 x 371
8089 = 17 x 295 4 29 x 106
8161 = 7 x 29 + 23 x 346
8209 = 13 x 14 + 23 x 349
8233 = 17 x 165 + 23 x 236
8329 = 31 x 219 + 11 x 140
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8353 =5 x 17+ 13 x 636
8377 =13 x 135 + 11 x 602
8521 =13 x 31 + 11 x 738
8641 =7 x 136 + 11 x 699
8689 = 29 x 195 + 37 x 82
8713 =5 x 404 4 23 x 291
8737 = 37 x 30 + 29 x 263
8761 = 19 x 71 + 17 x 436
8929 =13 x 114 + 11 x 677
9001 = 13 x 42 + 19 x 445
9049 = 11 x 53 + 17 x 498
9433 = 13 x 80 + 11 x 763
9433 =13 x 80 + 11 x 763
9601 =13 x 174+ 41 x 179
9649 = 41 x 2124+ 11 x 87
9697 = 11 x 30 4+ 17 x 551
9721 =11 x 774+ 17 x 71
9769 = 17 x 390 + 43 x 73
9817 =5 x 42+ 13 x 739
9857 = 17 x 345 + 23 x 382
9929 = 23 x 57 + 13 x 696
9961 =7 x 292 + 11 x 671
10009 = 11 x 105 4 19 x 466
10081 =11 x 1194+ 13 x 751
10153 = 7 x 211 + 17 x 596
10169 = 17 x 329 4 19 x 404
10273 = 5 x 238 + 31 x 293
10321 =7 x 41 4 29 x 346

10369 = 13 x 207 + 11 x 698

10513 =5 x 28 + 11 x 943
10657 = 29 x 353 4+ 7 x 60
10729 = 41 x 53 + 23 x 372
10753 = 5 x 351 + 11 x 818
10837 = 11 x 24 + 31 x 349
10889 =7 x 269 + 11 x 784
10993 = 5 x 156 + 7 x 1459
11057 =7 x 107 + 19 x 573
11113 =5 x 611 + 17 x 474
11161 = 7 x 66 + 13 x 823
11257 = 17 x 190 + 23 x 349
11329 = 11 x 140 4 13 x 753
11353 = 7 x 19 4+ 17 x 660
11489 = 11 x 65 + 13 x 884
11497 =7 x 60 + 11 x 1007
11593 = 11 x 40 + 19 x 587
11617 = 13 x 245 4 17 x 496
11689 = 7 x 264 + 13 x 757
11777 = 13 x 37 + 17 x 692
11833 = 7 x 20 + 11 x 1063
11849 = 11 x 39 + 13 x 913
11897 =11 x 92 + 19 x 573
11953 = 5 x 22 + 13 x 911
12049 = 19 x 156 + 23 x 395
12073 =7 x 15+ 11 x 1088
12113 =17 x 32 + 13 x 925
12161 = 7 x 103 + 11 x 1024
12241 = 13 x 126 + 23 x 461
12289 =19 x 165 + 23 x 398
12377 =7 x 50 + 11 x 112
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12377 =7 x 50 + 11 x 1127
12409 = 13 x 63 + 19 x 610
12433 = 13 x 160 4 17 x 609
12457 =19 x 330 + 23 x 269
12553 =11 x 230 + 13 x 771
12577 =5 x 126 + 13 x 919
12589 = 17 x 469 + 31 x 236
12721 = 17 x 52 + 19 x 623
12757 = 17 x 29 + 23 x 553
12793 = 7 x 120 + 11 x 1163
12841 = 23 x 86 + 17 x 639
12889 = 11 x 195 + 17 x 632
12953 = 5 x 53 4+ 7 x 1839
13009 = 7 x 23 + 11 x 1168
13033 =5 x 1024+ 7 x 1789
13057 = 13 x 201 4+ 7 x 1511
13177 =7 x 80 + 11 x 1147
13249 =7 x 13 4+ 17 x 774
13297 =5 x 153 4+ 13 x 964
13337 =7 x 316 + 11 x 967
13361 =7 x 324 + 13 x 933
13417 = 11 x 40 + 19 x 683
13441 = 29 x 110 4 17 x 603
13513 =5 x 126 4+ 13 x 991
13537 = 5 x 63 + 11 x 1202
13633 = 5 x 569 + 31 x 348
13681 = 11 x 69 + 13 x 994
13729 = 17 x 328 4+ 31 x 263

13873 = 11 x 78 419 x 685

13921 =11 x 118 + 13 x 971
14081 = 11 x 71 4+ 13 x 1081
14281 = 13 x 124 + 41 x 309
14401 =11 x 145+ 19 x 674
14449 = 11 x 62 + 13 x 1059
14593 = 11 x 1123 + 5 x 448
14633 = 13 x 339 + 7 x 1973
14681 = 7 x 209 + 13 x 1129
14713 = 11 x 399 + 29 x 356
14737 = 11 x 80 + 31 x 447
14821 =13 x 49 + 17 x 875
14897 = 7 x 31 + 11 x 1349
14929 = 11 x 42 4 17 x 851
14969 = 11 x 90 + 17 x 879
15017 =17 x 111 4+ 13 x 1147
15073 =5 x 366 + 41 x 323
15121 = 11 x 129 4 31 x 442
15137 =17 x 72 + 13 x 1169
15193 = 17 x 250 + 31 x 353
15217 =7 x 117 4+ 23 x 626
15241 =11 x 78 + 19 x 757
15289 = 17 x 469 + 31 x 236
15313 =5 x 281 + 19 x 732
15361 =7 x 305 + 17 x 778
15401 = 11 x 129 4+ 19 x 722
15473 =7 x 32 + 11 x 1381
15493 = 13 x 261 + 17 x 598
15581 = 7 x 12 + 11 x 1411
15601 = 17 x 56 + 19 x 771
15649 = 11 x 492 + 29 x 353
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o 15737 =17 x 69 + 11 x 1403 e 16033 =7 x 15+ 11 x 1448

o 15817 =5 x 577+ 53 x 244
e 16141 =11 x 24 + 17 x 949

o 15889 =7 x 374 4 23 x 577

e 16217 =7 x 136+ 13 x 1151
e 15913 =11 x 70419 x 797

e 15973 =17 x 18+ 13 x 1227 e 16273 =5 x 322 + 31 x 473 [

Nosso objetivo serd demonstrar que O, nao ¢ euclidiano quando p = 97, 193, 241, 313,
337, 457 ou 601. Portanto ao final desta subsecao teremos demonstrado

Teorema 6.81. Um anel quadrdtico com discriminante p = 1 (mod 24) é norma eucli-
diano apenas quando p = 73.

Com isso finalizaremos a classificacao de todos os anéis quadraticos.

O anel Oy; nao é norma euclidiano

O anel quadratico Qg7 tem uma histéria pouco usual. Em 1942, no trabalho [I8],
L. Rédei afirmou que Qg7 era um anel quadratico norma euclidiano, apesar de nao ter
fornecido nenhuma demonstracao. A partir dai, Ogy; foi indevidamente classificado como
um anel quadratico norma euclidiano até 1952 quando E.S. Barnes e H.P.F. Swinnerton-
Dyer, em [25], demonstraram que de fato ndo era. Descreveremos a demonstragao utilizada,
por E.S. Barnes e H.P.F. Swinnerton-Dyer.

Definigdo 6.82. Seja f(x,y) = ax® + bry + cy? e seja

v oo
uma transformagdo unimodular inteira. Dizemos que T é um automorfo de f(z,y) se

foT ==f.

Definigao 6.83. Sejam ¢ e u a solugao fundamental da equagao de Pell

t2 — Du? = +4.
Dizemos que
1 1py —cu
= 2 2
To ( - %t+%bu (6.112)

é o automorfo fundamental.

Antes de iniciarmos o proximo resultado, introduziremos uma notacao. Para pontos
em R? Utilizaremos a notacgio (z,y) = (u,v) (mod 1) quando z = v (mod 1) e y = v
(mod 1) (veja a observagao [4.14)).
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Proposigao 6.84. Seja T um automorfo de f(x,y) = ax® + bxy + cy® dado por
onde t> — Du? = +4, t > 0, u > 0. Suponha {P;}, i = 1,...,N, um conjunto finito
de pontos em R? incongruentes mddulo 1 tal que {T(P;)} é uma permutacio de {P;}.

Suponha ainda que
M(f;P)<K,i=1,...,N.

Entao existe um ponto (x,y) com as sequintes propriedades:
1. (z,y) = P, (mod 1), para algum i;
2. |f(z,y)] < K;

Dy? < Kla|(t + 2), se t* — Du? = 4;
ty? < Klalu?, se t> — Du* = —4.

Demonstracao: Considere o conjunto dos pontos satisfazendo os itens 1 e 2. Desde que
existe um ndmero finito de pontos P;, nés podemos escolher um par (z,y) nesse conjunto
de tal forma que |y| seja minimo. O teorema estard provado se mostrarmos que esse valor
ly| satisfaz o item 3. Suponhamos que y nao satisfaz essa condi¢ao. Entéo, considerando
o caso t2 — Du? = 4, temos

Dy? > Kla|(t + 2). (6.113)

Observe que podemos supor a > 0, uma vez que poderiamos trocar f(z,y) por —f(z,y),
assim faremos. Também, como f(—z,—y) = f(z,y), podemos supor y > 0 em [6.113]
Entao temos

Dy?
<K< —F—
fal <K < s
isto é,
b\’ Dy? Dy?
—y| - <
(“’ * 2ay> 212 S at+2)
ou

Dy? 4 b \° Dy? 4
= (1-— — = (1+—).
4a2< t+2><<$+2ay> <4a2< +t—|—2>

Substituindo D por t2u_24 e simplificando, obtemos

f@ﬂy<G+iglﬂ%—awwhﬂ%+W

4da’u? 4a?u? 4da’u?
ou ainda ( ) ; ( )
y(t —2 y(t+2
— < —y| < /. 6.114
2au v Qay‘ 2au ( )
Dessa forma temos duas possibilidades:
y(t —2) b y(t+2)
— < —y <
2au T 24" 2au '
que resulta em
1
auxr — i(t —bu)y| <y (6.115)
o -2 b t42
y(—)<_x_7y y(+)’



Classificagdo de anéis quadraticos com discriminante primo p =1 (mod 4) 134

que por sua vez implica em

1
aux + i(t + bu)y| < y. (6.116)

Como a coordenada y de T'(z,y) e T~ (z,y) sdo aux + 5(t + bu)y e —auzx + 5(t — bu)y,
respectivamente, e pela a hipétese, cada ponto de T'(z,y) e T~ *(z,y) é congruente a algum
ponto de P;, entdao, uma vez que [6.115] ou [6.116] é satisfeito, hd um ponto satisfazendo os
itens 1 e 2 da hip6tese com o menor valor possivel de |y|, o que contradiz a escolha inicial
de y.

Agora, consideremos o caso t> — Du? = —4. Entdo, segue

ty? > K|a|u?,

como fizemos acima, podemos supor a > 0, y > 0. Entao

2

ty
) <K< oo
| f (2, )| <
isto é,
2 2 2
Y 4t> b Y ( 4t)
—(D—-—=)< — <= |D+—).
4a? ( u? (m * 247 4a? * u?
2
Agora substituindo D por tut4 e fazendo as devidas manipulacoes obtemos [6.115, O
restante da prova pode ser completado como anteriormente. [ |

Teorema 6.85. Se f(x,y) = Nor(x,y) = 2> + zy — 24y?, entdio

374 2587 3001
: = . 11
(f’ 1401’ 56()4> 2802 (6.117)
Em particular Og; ndo é norma euclidiano.
Demonstracao: Escreva
B ( 374 2587> ~ 3001
~\14017 5604/ " 7 2802
Como 374 2587
24—, —— | =K
/ ( - 1401’ 5604)
temos
M(f;P) <K
Portanto, se é falso, existird uma solucao de
|fz,y)| < K, (z,y) =P (mod 1) (6.118)
Agora aplicamos a Proposigao [6.84l O automorfo fundamental de f é
T_ 5035 27312
- \1138 6173
correspondendo a solucao t = 11208, u = 1138 de t?> — 97u? = —4. Por uma verificacao

simples temos
T(P) = (13295,3153) + P=P (mod 1).
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A Proposicao [6.84] nos mostra que se possui solugdo, entao terd uma solucao satis-
fazendo

2 _ 3001w 971606761
2802 t  (2802)2 ’
logo
31171 2587
o114 11
W< 2502 < 560 (6.119)

Para provarmos o teorema, é suficiente mostrarmos que a inequagio | f(z,y)| < K nao

possui solucdo com
L 3T s
YT 01 Y T VT 56047

onde wu, v sdo inteiros e, além disso, pela desigualdade [6.119]

—11 < y < 10. (6.120)

Escreva

@) f( NI 2587) sy ( L% ) J1y2 . 30670 6893
u,v) = u v = U ul\v —_ — v — v — .
gL, 1401 " " 5604 5604 1401~ 1401

Para cada v satisfazendo|6.120} é simples determinar o valor de u de forma que |g(u, v)|
seja minimo. Vamos mostrar que em cada caso

9w 0)] 2 5o = K.
g(u70)=u2+<1—5§24) 476—11410217
9(2,0) = 200 = K-
lg9(— 81)'_2‘1ig1+i§;>2%
9(u72)=u2+<3—£(5]4)u—144_f051,
9(11,2)[ =10+ 20— 22 >
9(u73)=u2+<4—52&> 286—?430317
9<u>4)=u2+<5—5§g:1) 476 — 1648011
g(—24,4) =20 — 220 4 Ly,

0604 = 1401
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25 529
,5) = u? <6-— ) — 74— ——
9(u,5) = u’ + 5604 1401°
150 529
24.5) = 6— —— _ 227 S5
l9(24,5)] 5604 1401~
25 377
6) = u? <7—) — 1000 — 210
9(u, 6) = u” + 5604/ ¢~ 100 = Thor
875 377
— 20— 210 90
l9(=35,6)] 5604 T 1401 =
25 9295
7)) = u? <8—) — 1334 — ——
g(u, T) = u” + 5604/ ¢ 1T Taor
825 225
— 19— 18:
l9(33,7)] 5604 1401~ O
25 73
,8) = u? <9-—) — 1716 — ——
9(u,8) = u” + 5604,/ 0= 301
1150 73
—46,8) = 14 — 13:
l9(=46,8)] 5604 1401~
25 79
,9) = u? (10-—) — 214
9(u,9) = u”+ 5604/ O+ 201
1050 79
42.0) =38 — —> _ 7 < 37,
l9(42,9)] 5604 1401~ o7
25 1170
,10) = u? (111-—) — 2623 — ——
g(u, 10) = u” + 5604) “ 20~ 1o
o(=57,10)| = 1 — 1425 1170 3,
5604 '« 1401 ~ 2’
25 40
“N=u2= 4 -
glu, =1) = u’ = g u 1401°
75 40 3
3 1) =2 2 _ 2.
l9(3, = 1) 5604 1401~ 2’
25 192
—9) = 2-(1 ) _B7o 22
g(u, =2) =u * 5604/ " 1401°
175 192 6197
7. -9)|=1— > K:
9 ) 5604 ' 1401 5604
25 1057
,—3) = 2-—(2 ) — 156 — ——
g(u, =3) = u * 5604/ “ 1401°
350 1057
14,-3) =12 — 22 L 2P0 1o
9 ) 5604 1401~
25 905
)= 2-(3 ) _ 302 - 22
g(u, —4) = u * 5604/ “ 1401
A75 905
19, —4)[ =2 — -2 L TP .
o ) 5604 1401
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25 753
g(u, —5) = u? —<4+ > —496 — ——,

5604 1401
500 753
20, —5)| = 16 — > 15:
o ) 5604 1401 ~

25 601
g(u, —6) = u® — <5+> — 738 — ——,

5604 401
!9@0f—®\:12__;2; +f2;.>12
“%_n_”t_<6+5§;>u—lw8—ﬁﬁ?
w(—29,—7ﬂ::13-_;2il_:i$1 > 12,
g(u, =8) = v’ —-<7%—5ég4> 1366+»ii;
’9@“,—8”-—28—-;¥i_%fﬁ;>28;
QWFQW—U—<8+;$Ju—1%$+£$
938, -9)| =4 — oo — 12 >3

7
glu, ~10) = _'<94_5604>“"2186-1401,
lg(—42, —10)| = 44 — ;222 +.14;1>,43;
ﬂ%—ln—ﬂt—(9+5§;)u—2%8—£$?
\9(57f—11)\::11__;§32 _.iiﬁi - 10,

Os anéis 0193, 0241, 0313, 0337, 0457 e 0601 nao sao norma euclidianos

A partir daqui, demonstraremos que o anel quadratico O; nao é norma euclidiano
para d = 193, 241, 313, 337, 457, 601. Para isso utilizaremos o método desenvolvido por
H. Chatland e H. Davenport em [22], que é uma adaptacao da teoria desenvolvida no
Capitulo , que por sua vez é baseada no trabalho de H. Davenport desenvolvido em [9].

Teorema 6.86. Oy nao € norma euclidiano para

d =193, 241, 313, 337, 457, 601. (6.121)
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Como o método abordado na demonstracao do teorema serd uma adaptacao da teoria
desenvolvida no Capitulo [5, portanto, antes de tudo faremos uma recapitulagao. Seja

flzy) =2® +ay — le(d — 1)y

a forma-norma de Q(v/d), onde d = 1 (mod 4). Seja § = %(1+\/E) Sejam 0y = %(u+\/3)
e )= %(u — \/E), onde u é um inteiro impar escolhido de modo que

—0.618--- < 6, < 0.382....

Os nimeros nas tltimas equagdes sdo (1 —+/5) e (3 —/5). Claramente também temos
Oy > 2.

Seja fo(z,y) = (z + 6oy)(z + G)y). Por meio do Lema [5.5 podemos encontrar uma
cadeia de forma equivalentes

fo(z,y) = an(z + 0,y)(x + 6y)

onde 6,, > 2 e
—0.618--- <6, <0.382....

Por comparacao de discriminante temos
an(, — 0) = +Vd. (6.122)

Essas formas estao conectadas pela relacdo de recorréncia:

Up+1

0 =1, + L (6.123)

/

0, =t,+
9n+1 n+1

onde t, ¢ o inteiro mais préoximo de 6, e w, é o sinal oposto de 6. Os numeros
Apy Op, 0, 1, uy, existem para todo inteiro m, (positivo, negativo e zero), e sdo periddi-
cos com certo periodo N.

Argumentando de forma parecida ao que fizemos para obter a expressao [5.41] para
demonstrar que o anel quadratico O, nao é norma euclidiano, é suficiente construir um

elemento 3y € Q(v/d) tal que
(2 + boy + Bo)(x + oy + )| = 1 (6.124)

para todos inteiros x,y. A construcao de [y sera baseada na escolha de um conjunto de
inteiros vy, também com periodo N. Originalmente, no Capitulo [f§| a escolha de v, era
feita por v, = EG”J’ no entanto essa escolha nao nos levaria ao resultado desejado nos
seis casos considerados. A escolha de v, serd feira separadamente de acordo com cada

caso listado em [6.121] Aqui, também definiremos em termos de v,

Un+1 Up41Un+2
Bn = Un + - Un41 +

Un+2 + ...
en—i—l

en-‘rl 9n+2

Como 60, > 2 e v, sao periddicos, essa série converge absolutamente. Além disso, no Lema
m provamos que 3, é um elemento de Q(v/d) e seu conjugado , é dado por

5@ = Un—1|9;1| — Un—2|0;18n—1| + Un—3||9;9n—19n—2| — ...
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Teorema 6.87. Suponhamos que o inteiros v, possam ser escolhidos de forma que para

todo n
1<B,<b, 0<p, <1,0, <p <1, B, —6, <1,

BubBrlan] > 1,
(0 = Bu) (B, — O )lan| > 1,
(O = Bu) (B, — O )lan| > 1,
(1460, — B) 1+ —0)|an| > 1.

Entdo, o algoritmo de Fuclides nao € vdlido.

Demonstragao: Suponhamos que existam inteiros xg, 1o que contradigam [6.124] ou seja,

[(z + oy + Bo)(z + Oy + 5))] < 1.

Defina
Lo(z,y) =2+ 0,y + Bn, L (z,y) =z +0,y+f].

Das relacoes de recorréncias satisfeitas por 6,, e 3, podemos encontrar a relagao

Un, Unp,
Ln(‘ray) =T+ <tn+ +1>y‘+’vn_|'+1ﬁn+l
9n+1 9n+1

Un,
- T—HLn-H (ya un—i—l(x + tny + Un))
n+1

Uma relagdo similar acontece para o caso L, isto é,

Un+1
L;q,(xv y) = /7L:1+1(y7 un—l—l(x + tny + Un))-
n+1

(6.130)

Portanto, ao iniciarmos nossa sequéncia com os inteiros xg, 3o € definirmos inteiros x,,, y,,

paran > 0 en < 0, pela relagao de recorréncia

Tnt+1 = Yny Yn+1 = un-i-l(x +twy + Un)a

obtemos a recorréncia

1

— |Ln+1(xn+17 yn+1)|

Lnxna n)| —
Lntens )l = 5

para todo inteiro n.

A partir das relagoes [6.123 e [6.122] podemos chegar em
1 0, — 0,

— == 7 e |ant1(Ony1 — ‘%L+1>| = lan (0 — 0,,)],

0n+18n+1 9n+1 — Un+1

respectivamente, e a partir das relacoes acima podemos mostrar que

= |anLn(xn7 yn>L/('xn7 yn) ’7

(6.131)

|an+1Ln+1(In+1»yn—&-l)L/(xn—&-hyn—i—l” = |an+10n+10;+1||Ln(1‘n7yn>L/(xn’yn)| =

ou seja, a expressao |a, Ly (Tn, Yn)L' (2, yn)| é independe do valor de n. Em particular,

pela desigualdade [6.130],
]anLn(a:n, yn)Ll(xna yn)’ <1

(6.132)



Classifica¢do de anéis quadraticos com discriminante primo p =1 (mod 4) 140

para todo inteiro n.

Primeiro suponhamos Lo(zg,yo) # 0. Entdo, pela identidade [6.131] |L,,(xs, yn)| au-
menta gradualmente de 0 a 400 a medida que n aumenta de —oco a +00. Dessa forma,
havera exatamente um valor n tal que

L1 (@1, gn1)| < d75 < | L@, v (6.133)
Entao, por [6.131 )
| L (%, Y )| = Onl L1 (21, Y1) < d7 10, (6.134)
Além disso, por [6.132] e [6.122]
L (£, Yn)| < |tn L (2 90)| ™" < di|a,| ™ = d75 (6, — 0.,). (6.135)

Agora, suponha Lg(xg,yo) = 0. Como (Lo(zo,%0)) = Li(xo, o), entdo, claramente,
Li(xo,y0) = 0. Além disso, pela recorréncia [6.131] L, (z,,y,) = 0 para todo n, e proce-
dendo de maneira andloga ao caso de indice 0, L/ (x,,y,) = 0 para todo n. Assim, neste
caso, as inequacoes [6.132] [6.134] e [6.135] sao todas satisfeitas para qualquer n.

Agora eliminamos os indices de x e y, e reescrevemos as inequagdes como

|an(z + Ony + Bo) (@ + by + B)| < 1, (6.136)
%+ O,y + Bl < d7 76, (6.137)
&+ 0y + 8] < d7(0, —0,). (6.138)

Se y > 1 ou y < —2, combinamos e [6.138| por subtragao e obtemos
[0 = 0,)y + (B — BL)| < d7%(20, = 6,).

Por também podemos concluir que 0 < 3, — ), < 6,, — 0/,. Portanto, se y > 1 ou
y < —2, obtemos
0, — 0, < d (20, —0.).
No entanto, se di > 3, isso é impossivel, pois implicaria em 3(6,, — 0!,) < 26,, — 0/, isto é,
6, < 260, contradizendo 0,, >2e 6, >2e 6, <0.382....
Se y = 0, a inequacao torna-se

|an(z + Bo)(z + B,)] < 1.

Agora, 3 pertence ao intervalo [0, 1] e /3, estard entre v, € v, + u,11, Uma vez que

Portanto, se a tltima inequagao ¢ satisfeita por um inteiro x também devera ser satisfeita
quando x é substituido por algum dos quatro valores

07 _]-7 —Un, —Up — Un41-

De fato, considere a equacao quadrética q(z) = a,(x + 8,)(z + (). As raizes de q(z)
sao —f3, e —f/. Como valores 0, —1, —v,, e —v, — u,,; sdo numeros inteiros, entao
no intervalo aberto extremos 0 e —1 nao havera nenhum inteiro, bem como no intervalo
aberto de extremos —v,, € —v,, — up4+1. Agora, como x é um inteiro e 0 < g/, < 1 e 3,
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pertence ao intervalo de extremos v,, e v,, + u,41, entao algum dos ntimeros 0, —1, —v,, e
—V, — Upy1 estard entre x e uma das raizes de ¢(x), chamando esse niimero de p, podemos
concluir que |q(p)| < |¢(x)|, de onde concluimos a afirmagao.

Agora, vamos demonstrar que cada um desses quatro valores nos leva a um absurdo.
Os primeiros dois valores, isto é, 0 e —1, nos leva a uma desigualdade que contradiz [6.126]
¢[6.127] Os dois dltimos, —v,, € —v, — Up41, DOS leva a

/ /
an|(Vn = Bn)(vn — Bo)| < 1 o |an(vn + tnp1 — Bn)(Vn + Uuny15;)| < 1.
Usando a relagao de recorréncia para f3, e ), e a relagdo
/
|an| = 16n+10], 1 ans1l, (6.139)

segue, de [6.122]

|an+1ﬁn+15;~b+1| <lou |QN+1(9n+1 - 5n+1)<0;z+1 - 6;;-1-1)' <1

o que contradiz [6.126] e [6.128,
Se y = —1, a inequagdo [6.136] torna-se

|an(z = 0, + Bn)(z = 0, + B,)| < 1.

Vamos mostrar que nao pode ocorre |x — 6, + 3,| < 1 ou |z — 0, + (/| < 1. Visto que
0 < B, — 6, <1, por[6.12] os tnicos valores de z que satisfazem |z — 6/, 4+ 3),| < 1 sdo
x =0ex = —1. Mas esses valores nos levam a contradi¢oes em relacao a e [6.129
Com relagao a desigualdade |z — 6,, + (3,| < 1, utilizando as identidades

Qn - Bn =ty — Uy — Untl (671-4—1 - 1)7 (6140)
en—i—l

podemos concluir que os tnicos valores possiveis para x sao t,, — v, e t,, — v, — U, 1. nestes
casos obteremos
@y (t — vy — On + )t — v, — 0, + B1)] < 1
ou
’@n(tn — Up — Up+1 — en + ﬁn)(tn — Un — Upy1 — H;L + 6;)‘ < 1.
Usando a relacoes de recorréncia e[6.140], as desigualdades acima tornam-se

|1 (Bt — 1) (Bapr — 1) < 1

|an(1 + 0n+1 - ﬁn-i-l)(l + 0;14,_1 - Bn—&-l - 1)| < 17

o que contradiz [6.127| e [6.129, Isso prova que as inequagoes [6.136} [6.137] e |6.138| nao
podem ser satisfeitas por nenhum par z,y de inteiros, o que finaliza a demonstracao do
teorema. |

Para mostrar que o algoritmo de Euclides nao ¢é valido nos seis casos sera suficiente
exibir inteiros v,, para um periodo completo, de forma a hipétese do Teorema [6.87] seja
satisfeita. Os valores v,, juntamente com os resultantes valores de (3, e 3, sao dados
nas seguintes tabelas. Usaremos P,, Q,, R, ¢ S, para denotar os produtos [6.126] [6.127]
e [6.129] respectivamente. Serd visto em cada caso que sdo todos maiores que 1 e as
condicoes de [6.125] sao todas satisfeitas.
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n 0, o Un | Dn Bl | lan| | P | Qn | Ra Sh

0 |13.446 | -0.446 | 6 | 6.703 | 0.271 1 1.82 |1 4.16 | 4.84 | 2.19
1 2241 | -0.074 | 1 | 1.575 | 0.426 6 |4.03]1.98 | 2.00 | 4.99
2 1 4149 | -0482 | 2 | 2385|0277 | 3 1.98 | 3.01 | 4.01 | 2.00
3 | 6.723 | -0.223 | 3 |2.592 | 0.384 | 2 1.99 1 1.96 | 5.02 | 4.03
4 | 3.612 | 0.138 | 2 | 1.475 | 0.362 4 (21411211191 9.74
5 | 2.574 | 0.259 | 2 | 1.351 | 0.424 6 34411211121 11.14
6 | 2350 | 0.365 | 1 | 1524|0575 | 7 |6.13]1.56| 1.21 | 10.09
7 | 2862 |-0.612 | 2 | 1.501 | 0.260 | 4 1.56 | 1.48 | 4.74 | 1.21
8 | 7.223 | 0.277 | 3 | 3.607 | 0482 | 2 |3.48|2.70| 148 | 7.34
9 | 4482 |-0.149 | 2 | 2.722 10375 | 3 |3.06]|3.23|2.76 | 3.95
10| 2.074 |-0.241 | 1 | 1.498 | 0.392 6 3.52 11821219 | 3.47

Tabela 6.12: d = 193

n 0, o Un | Dn Bl | lan| | P | Qn | Ra Sh

0 | 15.262 | -0.262 | 7 | 7.396 | 0.396 1 293 | 3.86 | 5.18 | 3.03
1 3.816 | -0.066 | 2 | 1.510 | 0433 | 4 |261]1.16 | 4.60| 6.64
2 1 5421 | 0.246 | 2 | 2658 | 038 | 3 |3.07|3.06]|1.16 | 9.71
3| 2377 |-0210 | 1 [ 1564 |10.340| 6 |3.19]2.23|2.68 | 4.90
4 | 2.652 |-0.452 | 2 | 1.495 | 0.299 5 223 | 1.74 | 4.35| 2.68
5 | 2.877 | 0290 | 2 [1.453 10493 | 6 |4.29]1.38| 1.74 | 11.59
6 | 8131 | 0.369 | 4 | 4451 | 0.556 | 2 |[4.95]|3.06|1.38 | 7.61
7| 7.631 | -0.131 | 4 | 3.442 | 0.451 2 3.11 | 2.68 | 4.88 | 4.33
8 | 2710 | 0.123 | 2 | 1.513|0.436 | 6 |3.96 | 1.74 | 2.25| 9.05
9 | 3452 | 0348 | 1 | 1680|0543 | 5 |4.56| 1.55|1.74 | 11.15
10 | 2.210 | -0.377 | 1 | 1.502 | 0.172 6 1.55 1250 | 2.33 | 4.62
11| 4.754 | -0.421 | 3 | 2.389 | 0.348 3 250 | 2.72 | 5.46 | 2.33
12| 4.066 | 0.184 | 2 | 2485|0489 | 4 4861 3.03 193 | 7.18

Tabela 6.13: d = 241

n 0, o Up | Bn Bl | an| | Pu | Qn | Ra S,

0 | 17.346 | -0.346 | 8 | 8.525 | 0.520 1 444 |1 361|764 | 1.31
1 | 2.891 |-0.058 | 2 | 1.517 | 0.431 6 |3.921.76|4.03| 7.28
219173 | 0327 | 4 | 4431|0513 | 2 |4.55(3.34|1.76 | 9.35
3 | 5.782 | -0.115 | 3 | 2.494 | 0.402 3 3.0l | 2.68 | 5.10 | 6.21
4 | 4586 | 0.164 | 3 | 2.319 | 0.425 4 1394 1]3.04 237 9.65
5 | 2418 | 0.207 | 1 | 1.646 | 0.532 8 7.01 1242 | 2.01 | 9.56
6 | 2.391 | -0.558 | 1 | 1.545 | 0.261 6 |242 242 |4.16| 2.01
7 | 2558 [-0.391 | 2 | 13930289 | 6 |242|1.68|4.75| 4.16
8 | 2261 | 0295 | 1 [1.373 10505 9 |6.23]1.66| 1.68 | 13.43
9 | 3.836 | -0.986 | 2 | 1.431 | 0.291 4 1.66 | 1.22 | 8.44 | 1.68
10| 6.115 | 0.218 | 3 | 3.483 | 0.373 | 3 |3.89|4.67|1.22] 9.21
11| 8673 | -0.173 | 5 | 4.185 0454 | 2 | 3.80 | 3.48 | 5.63| 4.09
12| 3.058 | 0.109 | 2 | 2.491 | 0.496 6 741 | 451 | 1.31 | 5.76

Tabela 6.14: d = 313
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n 0, o Un | Dn Bl | an| | Pu | Qn | Ra Sy

0 | 18.679 | 0.321 | 9 | 8.233 | 0.512 1 1422353200 9.26

1 3.113 | 0.054 | 2 | 2.387 | 0.454 6 6.51 | 4.54 | 1.75 | 6.20

2 | 8839 |-0.339 | 4 |3.421|0.525| 2 |3.592301]9.36]| 1.75

3| 6.226 | 0.107 | 3 | 3.602|0.372| 3 |4.02|4.90|2.09 | 7.99

4 | 4420 | -0.170 | 2 |2.660 | 0.446 | 4 |4.75 | 3.68 | 4.33 | 4.24

5 | 2383 | -0.240 | 1 | 1.574 | 0.373 7 | 4.11 | 252 | 3.47 | 4.91

6 | 2613 |-0.446 | 2 | 1.499 | 0.280 6 2.52 1 2.16 | 4.86 | 3.47

7| 2585 | 0290 | 2 | 1.295]0.499 | 8 |5.17|1.18 | 2.16 | 14.49

8 | 2409 | 0369 | 1 [ 1.697 0554 | 9 |846 | 2.80 | 1.18 | 12.55

9 | 2446 | -0.613| 1 | 1.706 | 0.274 6 2.80 | 3.08 | 3.94 | 1.18

10| 2.240 [ -0.383 | 1 | 1.582 | 0.278 7 13.081294|3.04| 3.94

11| 4.170 | -0420| 2 | 242710303 | 4 |294 ]398 |5.04| 3.04

12 | 5.893 | -0.226 | 3 [2.5150.384 | 3 |290|280|6.18 | 5.12

13| 9.339 | 0.161 | 4 | 4529 |1 0420 | 2 | 3.81]4.09 | 2.50| 8.60

14| 2946 | -0.113 | 2 | 1.559 1 0405 | 6 | 3.79 | 2.00 | 4.31 | 6.90

Tabela 6.15: d = 337

n 0, o U, B B, ap| | Py Qn R, Sy
0 | 21.189 | -0.189 | 10 | 10.711 | 0.104 1 1.11 | 871 | 3.06 | 8.12
1 | 5.297 | -0.047 | 3 | 3.765 | 0.467 | 4 7.03 | 5.89 | 3.15 | 4.92
2 | 3.365 | -0.198 | 2 | 2573 [ 0.502 | 6 775 | 4.70 | 3.32 | 3.22
3 | 2741 | -0.313 | 2 1.572 10468 | 7 5.15 | 2.13 | 6.39 | 3.32
4 1 3.865 | 0.302 | 2 1.654 | 0.462 6 459 | 2.11 | 2.13 | 16.17
5 | 7396 | 0.270 | 2 | 2.559 | 0.416 | 3 3.19 | 2.73 | 2.11 | 14.97
6 | 2.524 | -0.149 | 2 1.410 | 0.235| 8 2.66 | 2.51 | 3.42 | 10.42
71 2.09 | 0318 | 1 1.239 1 0.560 | 12 | 833 | 1.26 | 2.51 | 16.90
8 110.094 | -0.594 | 2 2.409 | 0.261 2 1.26 | 2.08 | 13.15 | 2.51
9 [ 10.594 | -0.094 | 5 | 4.338 | 0.164 | 2 1.42 | 5,58 | 3.23 | 10.76
10| 2.465 | 0.090 | 1 1.632 | 0436 | 9 6.40 | 3.21 | 2.59 | 10.79
11 ] 2.149 | -0.524 | 1 1.358 [ 0.295| 8 3.21 | 2.02 | 5.18 | 2.59
121 6.730 | -0.396 | 3 | 2.411 | 0.279 | 3 202 | 3.05| 875 | 5.18
131 3.698 | 0.135 | 3 | 2.179 | 0.368 | 6 4.81 | 447 | 2.12 | 11.60
14 | 3.313 | 0.259 | 2 2.719 | 0.681 7 12.96 | 3.84 | 1.76 | 6.45
15| 3.198 [ -0.365 | 2 | 2.298 | 0.481 6 6.63 | 4.04 | 457 | 1.76
16 | 5.047 | -0.297 | 1 1.505 | 0.451 4 2.72 | 1.11 | 10.60 | 4.57

Tabela 6.16: d = 457
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n On 05, Un B B, |a] P, Qn R, Sn

0 | 24.758 | 0.242 | 12 | 12.802 | 0.373 | 1 4.78 | 740 | 1.57 | 11.26
1| 4126 | 0.040 | 3 | 3.309 | 0470 | 6 932 | 7.35| 2.10 | 6.22
2| 7919 | -0.253 | 3 | 2.448 | 0.639 | 3 4.69 | 1.57 | 14.64 | 2.10
3112379 ] 0.121 | 6 | 6.838 | 0.286 | 2 3.91 | 8.34 | 1.83 | 10.92
4 | 2.640 | -0.084 | 3 | 2213 [ 0481 | 9 9.58 | 5.67 | 2.17 | 5.58
5 | 2776 | 0324 | 3 | 2.184 | 0.817 | 10 | 17.84 | 2.17 | 2.91 | 8.08
6 | 4460 | 0.374 | 3 | 3.639 | 0816 | 6 |17.82|291| 2.18 | 6.09
7| 2176 | -0.276 | 1 | 1.391 | 0.602 | 10 | 838 | 1.55 | 6.89 | 2.18
8 | 5.689 |-0.439 | 3 | 2.222 |0.175 | 4 1.55 | 4.03 | 852 | 6.89
9 | 3.220 | 0.155 | 2 | 2.504 | 0.439 | 8 879 | 6.75| 1.62 | 9.84
10 | 4.552 | -0.352 | 3 | 2.293 | 0.549 | 5 6.29 | 2.92 | 10.17 | 1.62
11 2230 | 0.187 | 1 | 1.576 | 0.458 | 12 | 8.66 | 3.74 | 2.13 | 14.47
12 ] 4.352 | -0.552 | 2 | 2.505 | 0.299 | 5 3.74 | 528 | 7.85 | 2.13
13 ] 2.845 | -0.220 | 2 | 1.437 | 0374 | 8 430 | 2.19 | 6.68 | 7.83
14| 6.439 | 0.311 | 3 | 3.626 | 0.505 | 4 7.33 | 5.20 | 2.19 | 12.29
15| 2276 | -0.176 | 1 | 1.425 | 0439 | 10 | 6.25 | 2.39 | 5.23 | 7.14
16 | 3.626 | -0.460 | 2 | 1.540 | 0.258 | 6 239 | 241 | 898 | 5.23
171 2676 | 0.224 | 2 | 1.230 | 0.391 | 10 | 4.80 | 1.40 | 2.41 | 2.04
18 | 3.084 | 0.360 | 2 | 2.376 | 0.580 | 9 |12.40 | 5.20 | 1.40 | 12.00
19 | 11.879 | -0.379 | 5 | 4.470 | 0.538 | 2 4.81 | 3.21|13.59 | 1.40
20 | 8253 | 0.081 | 4 | 4375 | 0.360 | 3 4.73 | 6.47 | 3.25 | 10.54
21 3.960 | -0.126 | 2 | 1.483 | 0.460| 6 4.09 | 1.57 | 871 | 8.64

Tabela 6.17: d = 601



7 Conclusao

Este trabalho fornece uma descricao abrangente e detalhada da classificacdo dos anéis
quadraticos norma euclidianos. Ao meu ver, os principais beneficios resultante deste
trabalho sdo reunir resultados apresentados em diferentes trabalhos relacionado ao tema
em uma ordem légica e natural e unificar suas terminologias e notagoes.

Quanto as perspectivas futuras, problemas semelhantes, no entanto, de caracteristicas
mais gerais, encontram-se em aberto, como por exemplo o problema de classificacao de
anéis quadraticos que sao dominios de fatoracao tnica ou o problema de classificagdo de
anéis quadraticos euclidiano.
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