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Resumo

O objetivo desse trabalho é apresentar um importante e conhecido teorema sobre
Equacoes Diferenciais, devido ao Professor Nelson Onuchic e Professor Philip Hartman
publicado em 1963. Para isto é necesséario descrever alguns resultados e conceitos basi-
cos de Analise e Algebra Linear. Além disso, analisar como esse resultado contribuiu
em trabalhos posteriores de diversos pesquisadores e orientandos do Professor Nelson
nas décadas que se seguiram até os tempos atuais, destacando a sua influéncia e colabo-
racao com o desenvolvimento das Equacoes Diferenciais na regiao de Sao Carlos. Em
particular, vamos apresentar a utilizacao do resultado por dois de seus orientandos,
Hildebrando M. Rodrigues e Adalberto Spezamiglio. Nelson Onuchic foi um impor-
tante pesquisador na area de Equacoes Diferenciais. Em 1967, comecou a trabalhar
na USP campus Sao Carlos, onde orientou varios estudantes de pos-graduacao e teve

densa publicacao. Ele faleceu em 3 de setembro de 1999.

Palavras-chave: Analise, Historia da Matematica, Equacao Diferencial, Matematica.



Abstract

The aim of this work is to present an important and well known theorem on Differ-
ential Equations, developed by Professor Nelson Onuchic and Professor Philip Hartman
and published in 1963. For this reason it is necessary to describe some results and con-
cepts of Analysis and Linear Algebra. Furthermore, we aim at examining how these
results contributed to later papers of several researchers and students advised by Pro-
fessor Nelson in the following until today, highlighting his influence and collaboration
on the development of Differential Equations in the Sao Carlos region. In particular, we
will present the use of these results by two of his advisees, Hildebrando M. Rodrigues
and Adalberto Spezamiglio. Nelson Onuchic was an important researcher in the field
of Differential Equations. In 1967, he started work was a faculty members of USP, Sao
Carlos campus, where he supervised several graduate students and wrote a dense list
of publications. He died on September 3, 1999.

Keywords: Analysis, History of Mathematics, Differencial Equation, Mathematics.



Sumario

1 Introducao
2 Histoérico

3 Preliminares

3.1 Resultados de Algebra Linear . ... ... ...
3.2 Resultados de Andlise . . . ... ... .....

4 O Teorema de Hartman-Onuchic

4.1 O Teorema de Hartman-Onuchic. . . . . . . ..
4.2 Utilizacao do Teorema . . . . . . . ... .. ..

4.3 Citagoes de alguns trabalhos de Nelson Onuchic
5 Publicagoes de Nelson Onuchic
6 Consideragoes Finais

Referéncias

12
12
17

29
29
32
36

38

42

43



1 Introducao

Os trabalhos do professor Nelson Onuchic foram de grande importancia para a
Matematica no Brasil, em especial, Nelson teve grande contribuicao para as Equagoes
Diferenciais, area na qual ele fez escola. A expectativa com este trabalho é a compro-
vacao deste fato, mostrar efetivamente como se deu o inicio dessa linha de pesquisa
introduzida por Onuchic em Sao Carlos e a continuacao da mesma por seus alunos e
alunos dos seus alunos. Para isso vamos apresentar o uso do Teorema de Hartman-
Onuchic em dois trabalhos de Doutorado, um de Hildebrando Munhoz Rodrigues' e o
outro de Adalberto Spezamiglio?, ambos orientandos de Nelson.

O Mestrado Profissional em Matematica Universitaria foca o Ensino Superior, por
isso a preocupacao em colocar as defini¢oes envolvidas durante o trabalho e algumas
bibliografias, pois assim, um aluno de graduagao tem condigoes de acompanhar a leitura
do trabalho.

No ICMC-USP, Nelson Onuchic, foi um dos precursores no trabalho em Equacoes
Diferenciais e possibilitou a formacao de grupos de estudo e pesquisa nesta area, os
quais até hoje estao em atividade neste instituto. Através de suas orientagoes estimulou
seus alunos a continuar os trabalhos e foi um grande exemplo para eles.

Segundo Badin [1], Nelson Onuchic orientou catorze trabalhos de Mestrado e nove
trabalhos de Doutorado, e seus orientandos, seguiram estudando as Equagoes Dife-
renciais, orientando outros alunos e assim iniciou-se a formacao de grupo de pesquisa
influenciado por ele.

Para alcancarmos nossa expectativa, focamos em um dos resultados desenvolvidos
por Nelson Onuchic em parceria com Philip Hartman, o Teorema de Hartman-Onuchic,
o qual foi apresentado no artigo, On the Asymptotic Integration of Ordinary Differential
Fquations (Pacific Journal of Mathematics, vol. 13, 1963). Veremos duas de suas
aplicagoes e também algumas citagoes do mesmo.

O trabalho seréd estruturado da seguinte forma: temos a Introducgao do trabalho, o

capitulo seguinte é denominado Histérico, no qual encontramos algumas informacoes

!Professor Titular do Instituto de Ciéncias Matematicas e Computacio, Departamento de

Matematica Aplicada e Estatistica da Universidade de Sao Paulo Campus Sao Carlos.
2Professor Livre-Docente do Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas, Departamento de

Matematica da Unesp Campus Sao José do Rio Preto.



da vida de Nelson Onuchic e alguns dados de entrevista feita com os professores Placido
Zoega Taboas® e Hildebrando Munhoz Rodrigues, ambos foram orientados por Nelson;
a seguir o capitulo de Preliminares que traz definicdes necessarias para o entendimento
do Teorema de Hartman-Onuchic e defini¢oes implicitas a ele; posteriormente temos o
capitulo com o Teorema de Hartman-Onuchic, dois exemplos de sua utilizacao, como
ja citado acima, os exemplos estao nos trabalhos de doutorado dos professores Hilde-
brando M. Rodrigues e Adalberto Spezamiglio e algumas citagoes do mesmo em alguns
artigos cientificos; um capitulo com uma lista das Publicacoes do professor Nelson

Onuchic e por fim as Consideragoes Finais e também as Referéncias Bibliograficas.

3Professor Titular do Instituto de Ciéncias Matematicas e Computacdo, Departamento de
Matemética Aplicada e Estatistica da Universidade de Sdo Paulo Campus Sdo Carlos.(professor
aposentado e colaborador do ICMC-USP)



2 Histoérico

As informacoes contidas nesse capitulo foram tomadas com base em Badin [1].

Nelson Onuchic nasceu no dia 11 de marco de 1926, na cidade de Broddsqui no
interior do estado de Sao Paulo, Brasil. Filho de Francisco Onusic e Maria Doles.

Em 1971 Nelson Onuchic comecgou a apresentar os primeiros sinais de mal de Parkin-
son e veio a falecer em 3 de setembro de 1999.

O trabalho desenvolvido por Nelson Onuchic na area de pesquisa em Matematica
foi muito amplo e significativo. Teve varios trabalhos publicados no Brasil, Esta-
dos Unidos, Portugal, México, Italia, Holanda, Escocia e Japao. No capitulo cinco
encontra-se uma lista com as publicacoes de Nelson Onuchic.

Licenciou-se em Fisica pela Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras do Instituto
Mackenzie, Sao Paulo.

Trabalhou como Professor Assistente no Departamento de Matematica do Instituto
Tecnologico da Aerondutica (ITA) no periodo de 1956 a 1958.

Entre 1955 e 1956 estudou Analise Funcional, Topologia Geral e Estruturas Uni-
formes sob a orientagao do professor Chaim Samuel Hénig. Durante esse periodo
produziu sua tese de doutorado intitulada FEstruturas Uniformes sobre P-FEspacos e
Aplicagoes da Teoria destes Espagos em Topologia Geral a qual apresentou na F.F.C.L.
da USP em 1957.

Nelson Onuchic participou do 1° Coléquio Brasileiro de Matematica. Escreveu o
capitulo sobre Espacos de Banach e de Hilbert da publicacao Analise Funcional, do
mesmo coloquio. Esta publicagao foi utilizada como texto para o curso ministrado por
Nelson neste mesmo coléquio.

Em 1958, convidado pelo professor Joao Dias da Silveira para criar o Curso de
Matematica da Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Rio Claro, hoje Unesp
campus Rio Claro, Nelson Onuchic aceitou o convite e foi regente da cadeira de Anélise
Matematica e permaneceu nesta posicao até o ano de 1966.

Em 1959, Nelson foi professor visitante do Instituto de Matematica e Estatistica
da Universidade de Montevidéo, Uruguai, onde ministrou um curso sobre o Método
Topologico de Wazewski e conheceu os mateméticos Juan Jorge Schiffer e José Luis
Massera.

A partir do contato com Massera, Onuchic teve interesse em estudar Equacdes Dife-
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renciais e, o Método Topologico de Wazewski foi usado para resolver alguns problemas
propostos por Massera.

Em 1961, no 3° Coloquio Brasileiro de Matemaética, em Fortaleza, ministrou o curso
de Equacoes Diferenciais Ordinarias: Estabilidade em Sistemas Lineares, Equivaléncia
Assintotica e Método Topolégico de Wazewski.

Outro fato muito relevante que fez com que Onuchic tivesse interesse nas Equacoes
Diferenciais, foi sua ida para os Estados Unidos. Durante um ano Nelson ficou no
"Research Institute for Advanced Studies" (RIAS), Baltimore, USA, onde aprofundou
seus estudos em Equagoes Diferenciais. L& teve grande influéncia de Jack K. Hale,
matematico americano de grande importancia que também fazia parte do grupo.

Segundo o Professor Placido, Hale influenciou muito para o estudo das Equacoes
Diferenciais no Brasil. Nelson Onuchic trouxe Jake Hale pela primeira vez para a USP
Sao Carlos para que ele conhecesse o grupo de pesquisa que se formou por volta de 1970.
O professor Placido diz ainda que tal grupo contava, entre outros, com os professores
Hildebrando M. Rodrigues, Anténio Fernandes 1zé, Herminio Cassago Junior.

Nelson Onuchic em conjunto com Philip Hartman escreveu o artigo intitulado
On the Asymptotic Integration of Ordinary Differential Equations (Pacific Journal of
Mathematics, vol. 13, 1963). Neste trabalho, o resultado mais importante foi o Teo-
rema de Hartman-Onuchic, o qual é considerado uma de suas grandes contribuicoes a
Matemaética e que tratamos neste trabalho.

Além das atividades de pesquisa Onuchic continuou ministrando cursos e abrindo
uma linha de pesquisa em Equacoes Diferenciais no Brasil. No Instituto de Pesquisas
Matematicas da Universidade de Sao Paulo, ministrou cursos de pés-graduagao como,
Equacoes Diferenciais Ordinarias em 1963, Anéalise Funcional e Aplicacoes na Teoria
das Equacoes Diferenciais Ordinarias em 1963 e Equacoes Diferenciais Ordinarias e
Funcionais em 1964.

Com a tese intitulada Comportamento Assintdtico das Solugoes de um Sistema
de Equacgoes Diferenciais Ordindrias, Nelson foi aprovado no concurso para a Livre-
Docéncia junto a Cadeira de Célculo Infinitesimal da F.F.C.L. da USP no ano de 1965.

A mudanca de Nelson para Sao Carlos foi muito importante para a formacao de
um forte departamento de Matematica na EESC e, mais ainda, para a formacao de um
Curso de Matematica na USP Sao Carlos.

Em 1968, com a tese intitulada FEstabilidade de Sistemas Perturbados e Comporta-
mento no Infinito de Sistemas de Equacoes Diferenciais com Retardamento no Tempo,
Nelson apresentou o trabalho para o concurso de Professor Titular da Escola de En-
genharia de Sao Carlos-USP.

A partir de 1969, Nelson Onuchic juntamente com Anténio Fernandes Izé ficaram
responsaveis pela area de pesquisa: Problemas de Comportamento Assintotico e de Es-
tabilidade nas Equacoes Diferenciais Ordinarias e com o Tempo de Retardamento, para
candidatos a titulo de Mestre e Doutor em Ciéncias da pos-graduagao da EESC/USP.
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Em 1972, Nelson Onuchic tornou-se professor titular de Matematica, no Instituto
de Ciéncias Matematicas USP - Sao Carlos, o qual hoje é o Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computagao.

Sua obra gerou o grupo de pesquisa em Equacdes Diferenciais de Sao Carlos. Tal
grupo tem continuidade até os dias de hoje.

Em conversa com o professor Hildebrando, o mesmo diz que, além da importancia
de Nelson para sua formacao matemaética, Nelson foi importante também para sua
formacao pessoal e profissional. Aprendeu com ele a fazer relatorios e artigos cientificos,
planos de trabalho, atitude cientifica e sobre ética.

Conversando com o professor Placido, ele cita também, a seriedade de Nelson quanto
cientista e como era 6timo professor, querido por todos.

Tanto Placido quanto Hildebrando ressaltaram muito que Onuchic era uma pessoa
muito acessivel, de grande simpatia, que estimulava os jovens e estava sempre pronto
para ajudar e acolher.

Pelos depoimentos dados, podemos ver que o professor Nelson Onuchic, nao foi de
grande importancia apenas para o desenvolvimento da Matematica, mas também como
pessoa. Seu lado humano fica bem evidente nos depoimentos de dois de seus catorze

orientandos de mestrado e nove de doutorado.



3 Preliminares

Este capitulo é composto nao somente das defini¢oes e resultados envolvendo dire-
tamente o Teorema de Hartman-Onuchic, mas também contém defini¢oes implicitas a
essas definicoes e resultados, com o objetivo de que o leitor tenha em maos as infor-
macoes necessarias para o entendimento do Teorema.

Por exemplo, as definicoes de localmente integravel e de um par admissivel para
uma matriz, sao diretamente utilizadas dentro do Teorema de Hartman-Onuchic. J&
as defini¢oes de espaco vetorial e subespaco vetorial reais nao aparecem diretamente,
mas sim dentro de outras definicoes. Porém reforcamos que é um objetivo do nosso
trabalho que o leitor tenha condigoes de entender os termos apresentados neste texto e
portanto apresentamos defini¢oes mais basicas e outras mais complexas que aparecem
no decorrer do trabalho.

As definicoes e resultados estao apresentados em duas secoes, uma com os resultados
de Analise e outra com os de Algebra Linear. Para mais pesquisas pode-se consultar
[2, 3, 4].

Dentro da secao de Analise temos definicoes de Equacoes Diferencias, Espacos
Meétricos e Teoria da Medida. Para pesquisas nessas areas pode consultar-se referéncias
como: [5, 6, 7, 8.

3.1 Resultados de Algebra Linear

Defini¢do 3.1. Dizemos que um conjunto V. # (), munido de uma adigdo e de uma
multiplicacao por um escalar, é um espago vetorial real se sao wvdlidas as segquintes
propriedades:

1. u+v=v+u para quaisquer u,v € V;

2. u+ (v4+w) = (u+v) +w para quaisquer u,v,w € V;

3. existe um elemento 0 € V' tal que 0 + u = u para todo u € V;
4. para cada uw €'V existe v € V tal que u+v = 0;

5. Mpu) = (Ap)u para quaisquer w € V e A\, u € R;

12
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6. (N + p)u = M+ pu para quaisquer u € V, e A, p € R;
7. Mu+v) = A+ A para quaisquer u,v € V e A € R;
8. 1u = wu para qualquer u € V.

Exemplo 3.1. Sejam A C R e J(A;R) o conjunto de todas as fungdes f: A — R.
Se f,g € S(A;R) e A € Rdefina f+¢g: A — Rpor (f+g)(z) = f(x)+g(x) e
(Af)(x) = Af(z), z € A. Entdo, S(A;R) com esta adi¢ao e produto por escalar é um

espaco vetorial real.

Definicao 3.2. Seja V um espaco vetorial real. Dizemos que W C V' é um subespaco

vetorial real de V' se forem satisfeitas as sequintes condi¢oes
1. 0eW;
2. Seu,v e W entaou+veW;
3. Seu €W entao A\u € W para todo \ € R.
Exemplo 3.2. Em R?, as retas passando pela origem sao subespacos vetoriais de R2.

Definicao 3.3. Dizemos que uma sequéncia de vetores uy, . .., u, de um espaco vetorial
real V' € linearmente independente (l.i.) se a combina¢ao linear aqui + ... + ayu, =0

so for satisfeita quando oy = ... = a,, = 0.

Definicao 3.4. Dizemos que um espaco vetorial real V € finitamente gerado se existir
um subconjunto finito S C V tal que V = [S], onde [S] denota o conjunto de todas as
combinagoes lineares dos elementos de S, ou seja, u € [S] se existirem oy, ..., a, € R

eU,... U, €S tais que u = aquy + ...+ Q,Uy,.

Definicao 3.5. Dimensao de um espaco vetorial real € o nimero de vetores de uma
base qualquer. Base é um conjunto de vetores linearmente independente (l.i.) que

geram todo o espaco.

Observagao: Se nao existir um conjunto finito de vetores que geram o espago dize-

mos que o espaco tem dimensao infinita.

Exemplo 3.3. R" é um espaco de dimensao finita. De fato possui um conjunto line-
armente independente com n vetores que gera todo R". Portanto, dimR" = n. Por

outro lado, C ([a, b] ,R) ndo tem dimensao finita, pois ndo é finitamente gerado.

Definicao 3.6. Seja V' um espacgo vetorial real. Um produto interno sobre V é uma
aplicagao que a cada par (u,v) € V X V associa um nimero real denotado por (u,v),

satisfazendo as sequintes propriedades:

1. (u+v,w) = (u,w) + (v,w) ,Yu,v,w € V;
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2. {au,v) = a(u,v) ,Yu,v €V e a € R;
3. {u,v) = (v,u) ,Yu,v € V;
4. (u,u) >0 seu##0,YueV.

Definicao 3.7. Um espaco vetorial real V' munido de produto interno é chamado de

espaco euclidiano.

Exemplo 3.4. Se f,g € C([a,b];R) definimos,

b
() = [ St
produto interno e C([a, b]; R) é um espaco euclidiano.

Exemplo 3.5. Com relacao ao produto interno apresentado no exemplo acima, cal-

culemos o produto interno entre sen, cos € C([0, 27]; R),

2m sen?x
(sen, cos) = senxcosxdr = 5 = 0.
0 0

Exemplo 3.6. Se z = (z1,...,2,),y = (Y1, .. .,Yn) € R™, definimos

(T, y) =21y1 + ... + TnYn

produto interno e R™ é um espaco euclidiano.

Exemplo 3.7. Com relacao ao produto interno apresentado no exemplo acima, cal-

culemos o produto interno entre os vetores (1, —1,1),(0,2,4) € R3.

((1,-1,1),(0,2,4) = 1.0+ (=1).2+ 1.4 = 2.
Definicao 3.8. Uma norma em um espaco vetorial real X € uma funcao de X em R

definida por

z— ||l

a qual satisfaz as propriedades:
1. ]} = 0;
2. ||z|| =0« z =0;
3. [lex]l = laf [|lz||;

4 Nle+yll < llzll + [lyll, onde 2,y € X e a € R.
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Definicao 3.9. Um espaco normado X € um espaco vetorial real com uma norma
definida nele.
Notagao (X, ||.])

Proposicao 3.1. Seja V' um espaco euclidiano. Para cada u € V', defina

[lull = v/ {u, ).

A funcao u € V — ||ul| € uma norma em V.

Exemplo 3.8. Em R”, com o produto interno dado no exemplo 3.6, a norma de

|z|| = \/22 + ... + a2.

Definicao 3.10. Sejam U e V espacos vetoriais reais quaisquer. Dizemos que uma

x = (x1,...,z,) é dada por

funcao T : U — V' € uma transformacao linear se forem verificadas as sequintes

condicoes:
1. T(u+v) =T(u)+T(v), YVu,v € U;
2. T(Au) = NT'(u), Vu € U, YA € R.

Exemplo 3.9. Seja T': C([0, 1];R) — R func¢ao dada por

1
1(7) = [ falde, ¥f € €011 R)
0
T é uma transformacao linear.

Demonstracao. Sejam f,g € C([0,1];R).
Provemos que T'(f +g) =T(f) + T(g).
De fato,

1

T(f+g) = / (f+9)(@)dz = / (f(2)+g(a))de = / f(@)dz + / g()de = T(f)+T(9).

Provemos agora que T'(Af) = AT'(f).
De fato,
1 1
T\f) = / A (x)dx = )\/ f(x)dx = XT(f), A € R.
0 0
Portanto T é uma transformacao linear. O]

Definicao 3.11. Dizemos que uma transformacdao linear T : U — V € isomorfismo

quando ela for bijetora.
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Definicao 3.12. Dizemos que os espacos vetoriais reais U e V' sao isomorfos se existir

um isomorfismo T : U — V.

Exemplo 3.10. T : U — U dada por T(u) = u é um isomorfismo e, portanto, o

espaco U é isomorfo a ele mesmo.

Exemplo 3.11. T : R" — P, (R) dada por T(xy,...,2,) = &1 + Tot + ... + 2, """

¢ um isomorfismo e, portanto, os espacos R e P,_1(R) sdo isomorfos.

Definicao 3.13. Sejam U e W subespacos vetoriais de um espaco vetorial V' reais.
Dizemos que U +W € a soma direta de U e W se UNW = {0}.
Notacao U & W.

Exemplo 3.12. R? ¢ soma direta de,
U= {(x,y,z) eERz4+y+2 :O} e W = {(a:,y,z) € R3;x:y:O}.
Demonstracao. Note que W é de fato um subespaco vetorial real de R? pois
W = {(x,y,z) eR3x = O} N {(x,y,z) eRy= 0}
ou, alternativamente, se u; = (1,y1, 21), U2 = (T2, Yo, 22) € W entdo,
T=y1=22=y2=0

e u; +ug = (0,0, 21 + 23) é claramente um elemento de W.
Se A € R entao,

Aup = A(0,0,21) = (A0, A0, Azy) = (0,0, \z1) € W.
Finalmente, (0,0,0) € W, o que conclui a prova de que W é um subespago vetorial
real de R3.
Provemos agora que R®* = U + W.

De fato, dado (x,vy, z) € R? podemos escrever

(x,y,z) = (ﬂﬁ,y>—x—y)—|—(0,0,z+x+y)

e como (z,y,—x —y) €U e (0,0,2 +x +y) € W obtemos R* =U + V.
Por fim, mostremos que U N W = {0}.
Seja (x,y,z) € UNW. Temos,

r+y+z2=0
x=0 <~ (z,y,2) = (0,0,0)
y=20
Portanto, R* = U @ W. O

Proposicao 3.2. Sejam U e W subespacos vetoriais de um espago vetorial V' reais.
Temos V = U @& W se, e somente se, para cada v € V' existirem um tunico u € U e

unico w € W satisfazendo v = u + w.
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Demonstra¢ao. Suponha que V=U@ W isto é, V=U+W e UNW = {0}.

Entao, dado v € V existem u € U e w € W satisfazendo v = u + w. Queremos
mostrar que tal decomposicao é tnica.

Suponha que existam v’ € U e w’ € W tais que v = v/ +w’. Entado, u+w = v’ +w/,
o que implica em u — u' = w' — w.

Mas u—u' € U ew —w € W e, portanto, u —u' = w' —w € UNW = {0}, ou seja
u=uew=w.

Suponha agora que para cada v € V existam um dnico u € U e um tnico w € W
satisfazendo v = u + w. E claro que V = U 4 W. Resta mostrar que U N W = {0}.

Obviamente, 0 € U NW.

SejaveUNnNW,istoé,veUCVeveW CV. Entao, existem tinico u € U e
um tnico w € W satisfazendo v = u + w.

Observe que v =u+w = (u+v)+ (w—v) comu+v €U ew—v € W e, pela
unicidade da decomposicao, devemos ter u =u +v e w = w — v, isto é, v = 0.

Logo, UNW = {0}. O

3.2 Resultados de Andlise

Esta secao contém conceitos e resultados envolvendo Equacgoes Diferenciais, Analise

Funcional, Teoria da Medida e resultados cléssicos de Anélise.

Definicao 3.14. Um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem é um sistema

da forma:
yi = f1<tay17927 SR 7y’ﬂ>
y/ = f2 tﬂylay27 <o Yn
2= Il _ ) (3.1)
Yo = falty1, 92, Yn)
onde, f1, fa,. .., fn G0N funcoes definidas em um espaco euclidiano D, n+1-dimensional,
e (Y1,Y2, -, Yn) SG0 as n fungoes incognitas.

Resolver um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem consiste em encon-

trar um intervalo I no eixo t e n fungdes reais ¢ (t), P2(t), . . ., ¢, (t) definidas em [ tais
que:
L. @i (1), P4(t),. .., ¢, (t) existem para cada t em I;

2. (t,P1(t), pa(t), ..., Pn(t)) € D para cada t € I;

3. ¢i(t) = fi(t, 61(t), @a(t), ..., Pn(t)) paracadat € I, j =1,2,...,n

A solugao de (3.1) pode ser visualizada como a curva na regiao D, com cada ponto
p na curva dado pelas coordenadas (¢, ¢1(t), ..., d,(t)) e com ¢/(t) como sendo a com-

ponente do vetor tangente a curva na direcao y;.
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Um sistema de equacoes lineares nao homogéneo pode ser representado da seguinte
forma:

yi = an(®)y + arn(t)ys + -+ + a1a(t)yn + 61 ()
Yy = o1 (t)y1 + aga(t)y2 + - - - + agn(t)yn + g2(2)

(3.2)
Yn = @1 (Y1 + ana(t)y2 + -+ + (D) yn + gn(t)
ou ainda,
y = A(t)y+9(t) (3.3)
aji(t) ape(t) ... a(t) g1(t)
onde A(t) = : : eg(t) = :
an1(t) ana(t) ... app(t) gn(t)

No caso homogéneo, y' = A(t)y, isto &, g(t) = 0.

E facil ver que toda equagao diferencial de ordem n > 2 pode ser escrita na forma
de sistema, como em (3.2).

Exemplo 3.13. Seja a equacao diferencial de segunda ordem 2" = aq -2’ +as-y+g(t),

quando se toma y; = x e y» = 2/, obtém-se o sistema:

y=7 N Y=Y
yy = a” Yo =a"= ay-yp+ax-y1+g(t)

Para n > 2 o procedimento é analogo. Considere a equagao diferencial de ordem n
dada por:

2™ 4+ ap_y -2V 4 a2 +ag-z = b(t).

Tome y1 =, yo = 2, ..., Yp = "1 para obter o sistema:
(v = W v =2 =y
Yo = U3 v =" =ys
Y1 = "7 Yoy =2V =y,
Ly, = a2 [ v =2 = —au ()Y — - — ar(t)y2 — ao(t)yr + b(?)
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Que pode ser escrito na forma matricial como:

Y, o 1 0 ... 0 " 0
yh 0 0 1 0 Y2 0
yl —ay —a; —Qay ... —Qp_1 Yn b(t)
Ou ainda,
Y = A(t)-Y +g(t) (3.4)

Defini¢ao 3.15. O problema de valor inicial associado ao sistema (3.1) consiste na
equagao (3.1) e uma condigdo inicial n € R™ dada no instante inicial to.

Notagao: y(to) =n.

Resolver um problema de valor inicial consiste em encontrar uma solucao passando

pelo ponto Py = (to,m1,72, - -, 1) de D.

A seguir enunciamos o Teorema de Existéncia e Unicidade para sistemas de equagoes
diferenciais de primeira ordem. Apresentaremos a demonstracao da existéncia de
solucoes para ilustrar como as técnicas de Analise sao utilizadas para mostrar resulta-

dos na teoria de Equacoes Diferenciais Ordinérias.

Teorema 3.1. Suponha A(t) e g(t) como em (3.3) fungoes Riemann integrdveis de
t em um intervalo (a,b), isto €, as integrais de Riemann existem em algum intervalo
le,d] C (a,b) para cada a5, i,7 =1,...,n em A(t) e cada b;, j =1,....,n em b(t), e
suponha também que existe uma funcdo real k(t) com dominio (a,b), tal que:

1. k(t) € continua e limitada em (a,b);
2. [A@®)] < k(t) e [b(£)] < K(t)

Seja ty € (a,b) e suponha que y° é um vetor dado. Entdo a equacio (3.4) tem
uma unica solugao y(t) em (a,b) tal que y(ty) = y° e y satisfaz, para todo t € (a,b), a
wgualdade:

y(t) :y0—|—/tA(s)~y(s)ds—|—/tb(s)ds (3.5)

to to

Demonstracao. Apresentaremos somente a prova da existéncia de solugao.
Seja M tal que |k(t)] < M, M > 0.
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Para t € (a,b) defina:
Yo(t) = y°
yi(t) = 9"+ [} A(s) - yo(s)ds + [, b(s)ds

Yn(t) =0+ [i A(s) - yn1(s)ds + [, b(s)ds

Y (t) =40+ [ A(s) - yn(s)ds + [ b(s)ds

comn=12,....

Yn(t) € uma funcao continua em (a, b) ja que é definida pela soma de fun¢oes continuas,
entdo A(s)-y,(s) é integravel em qualquer intervalo [¢,d] C (a,b) e dai, y,41 é continua

m (a,b).

Considere t € (a, b);

1 (t) — yo(t)] < [ 1AGS)] - o ()] + [b(s) ds <

< | oy (k(8)lyo(s)] + E())ds| < (L4 [y°]) - f,, [k(s)lds

Seja K (t ft |k(s)|ds, entao

() — yo(8)] < (14 [y°]) - K(¢)
Tomando n = 2 tem-se:

[12(6) = 1O < Ji 1A -y = 1(s) = wols)]ds <
< iy AN+ 1) K(s)ds\ <

< (14 ¥°) fto s)ds

Observe que integrando por partes obtém-se

fti k(s) - K(s)ds = ft s)ds =
=2 [! k(s -K( Jds = (K ()2 =
= ["k(s) - K(s)ds = KL

to 2!

Entao, segue que:

(K1)

2!

ly2(t) = (O] < (1+ [y°]) -
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Usando indugao para concluir que a desigualdade é vilida para um m qualquer,

basta supor que vale para m > 0, isto é:

@)™

9n(8) = g ()] < (L 1y7]) -

e mostrar que vale para m + 1:

Y = vl < [ 1AG)] - ym(s )—ym 1(s)lds <
< ik 1+wn ™ s <
< (1+\y ) fto K(s))™ds

Integrando por partes obtém-se o seguinte resultado:

1 +y°) (K@)
m! m—+1

(K ()™
(m+1)!

Basta mostrar que a sequéncia de fungoes (y,,(t)) é convergente:

<1+ ) -

|ym+1 - ym| S

De fato,

[Ym () — vo()] = [(y1(t) — yo(t)) + (12(t) — 1 (t) + -+ + (Ym(t) — Ym-1(1))] <

< [(y1(8) =5 ()| + [(y2(t) =y (0 + - - - 4 1Y () = ym—1( Z Y541 () = ;1)

A série Y 00 [y;41(t) — y;(t)| & convergente para todo t € [c, d] pois
Y=yl < (1+]y°))- (;)Tfl) que converge uniformemente em [c, d] C (a, b) para uma
funcao continua y(t), isto é, para todo € > 0 existe ny € N tal que |y, (t)—y(t)| < V(=]
para todo t € [c, d].

Agora é preciso mostrar que

limn_m/ A(S) - yn(s)ds = / A(s) - y(s)ds (3.6)

to to

Para isso, observe que y(s) é continua portanto, ftz A(s) - y(s)ds existe para todo

t em um intervalo fechado [c, d] C (a,b). Entao, dado um € > 0, tomando n < ng tem-se

))ds

/yA () — y(s)|ds < e - M
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onde M é um limitante para k(t) em (a,b), segue entao (3.6).
]
Teorema 3.2. Se para i,j = 1,...,n cada a;;(t) e b;(t) sdo continuas para todo t €

R, entao, se (to,y0) € um ponto arbitririo no espago (t,y) eriste uma unica solu¢ao
y(t,to,yo0) da equacao (3.1) tal que y(to,to,yo) = Yo € a solugao y(t,to,yo) existe para
este dominio no eizo real t.

Demonstracao. A prova deste teorema segue da prova do Teorema 3.1. Observe que
se os elementos de A(t) e b(t) sdo fungdes continuas entdo, ja que a solucao y(t) é

continua, a equagao (3.5) pode ser derivada com respeito a t, e segue que:

d d

Ey(t) == {yg + fti A(s) - y(s)ds + ftz b(s)ds] =

substituindo t, na equagio (3.5) obtém-se:

y(to) = y° + / i A(s) - y(s)ds + / i b(s)ds = 1.

to to

Logo, y(to, to, yo) = y°. Portanto, y(t) é solugao da equagao (3.1). O

Definicao 3.16. Um sistema autonomo € um sistema de equagoes diferenciais em que
a funcao fi, fo, ..., fn nao dependem explicitamente de t. Representamos tal sistema

da sequinte forma:

yi = fl(ylvaa s 7yn)
Y2 = f2(Y1, 92, - Un
2 = e ) (3.7)
yql-b = fn(y17y27 S 7yn)
onde fi: D CR® — R, i=1,...,n sdo funcoes de classe C*.
Exemplo 3.14. A equacao escalar de segunda ordem y” +y = 0 pode ser escrito como

o sistema:

j,’l = T3
1;2 = —I
j]l = T2
De fato, quando se toma x1 = y e x5 = ¢ tem-se que
To = —T1

chamando f(z1,x2) = (z2, —x1) tem-se um sistema auténomo.
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Como f e suas funcoes derivadas sao fungoes continuas em todo o seu dominio,
pelos Teoremas 3.1 e 3.2 dado algum (¢y, ), com 7 no dominio de f, existe uma tunica
solugdo real ¢ da equagdo (3.5) satisfazendo a condigdo inicial ¢(ty) = 7. Essa solucao

existe em algum intervalo I e é uma fung¢ao continua de (t,t,n) com t,ty € 1.

Um outro exemplo de sistema autdénomo é o sistema linear
y=A-y (3.8)
onde A é uma matriz de coeficientes constantes.

Lema 3.1. Se z(t) é uma solugao da equagao (3.5) no intervalo (a,b) e c uma constante

qualquer, entao a fungao y(t) = x(t + c¢) € solugao de (3.6) no intervalo (a —c¢,b— c).
Demonstragao. Temos y'(t) = 2/(t 4+ ¢) = f(z(t +¢)) = f(y(1)). O

Note que a propriedade garantida pelo Lema acima nao ¢é assegurada para sistemas

nao autoénomos.

As equagbes tratadas no resultado de Hartman-Onuchic sdo as seguintes:

2. o' = A(t)x + g(t)

3. 2/ = A(t)x + f(t,x)

Definicao 3.17. Diz-se que um conjunto X, cujos elementos chamaremos pontos, €
um espaco métrico se a cada dois pontos p e q de X estd associado um nimero real

d(p,q), chamado distdncia de p a q, tal que

1. d(p,q) > 0 se p # q; d(p,q) = 0;
2. d(p,q) = d(q,p);
3. d(p,q) < d(p,r)+d(r,q), qualquer que seja r € X.

Uma norma em X define uma métrica d em X a qual é dada por d(z,y) =

|z —yl||,Vz,y € X, denominada métrica induzida pela norma.

Exemplo 3.15. Sao exemplos de espacos métricos os espacos euclidianos R™, com
n > 1. A distancia em R" é dada por

d(z,y) = ||z —yl| =,y € R"
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Definigao 3.18. Diz-se que uma sequéncia {x,}, . em um espaco métrico X € uma

sequéncia de Cauchy quando dado um € > 0, corresponde um inteiro N tal que
d(xp, xm) < €
sen>Nem>N.

Definicao 3.19. Diz-se que um espago métrico X no qual toda sequéncia de Cauchy

converge € completo.
Exemplo 3.16. R" ¢ C".

Defini¢ao 3.20. Um espaco de Banach é um espago normado completo (completo na

métrica definida pela norma).

Defini¢ao 3.21. Um numero a é chamado de limitante superior(inferior) de um sub-

conjunto X da reta se x < a(x > a), para todo x € X.

Definicao 3.22. Diz-se que um conjunto X C R € limitado superiormente quando

existe algum b € R tal que x < b para todo v € X.

Exemplo 3.17. O conjunto dos inteiros negativos é limitado superiormente no con-

junto dos nimeros reais com a ordem usual.

De fato, -1 é uma cota superior para o conjunto Z~ dos inteiros negativos, pois -1
nao é menor que nenhum elemento de Z~. Todo niimero real maior que -1 é também

cota superior do conjunto dos inteiros negativos.

Definicao 3.23. Diz-se que um conjunto X C R € limitado inferiormente quando

existe algum a € R tal que a < x para todo v € X.

Exemplo 3.18. O conjunto dos inteiros positivos é limitado inferiormente no conjunto

dos ntimeros reais com a ordem usual.

De fato, 1 € uma cota inferior para o conjunto Z* dos inteiros positivos, pois 1 nao
¢ maior que nenhum inteiro positivo. Todo inteiro menor que 1 é também cota inferior

do conjunto dos inteiros positivos.

Definicao 3.24. Se um conjunto X € limitado superior e inferiormente, diz-se que X

¢ um conjunto limitado.

Definicao 3.25. Considere n intervalos fechados I = {x/a; <z <b;,j =1,2,...n}

e seus volumes

V() =] (b — ay)

j=1
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Para definir a medida de um subconjunto arbitrario E C R", cubra E por uma

colecao enumerdvel S de intervalos Iy, e seja

A medida exterior de E denotado por |E|, é definida por
m(E) = |E|, = info(S5)
onde o infimo € tomado sobre todas as coberturas de E.

Quando info(S) = 0, dizemos que o conjunto F tem medida nula.
Observagao: Quando n = 1 temos a definicao de medida em R.
Por exemplo, todo intervalo [a,b] C R tem m([a,b]) = b — a.

Definigao 3.26. Um conjunto E C R™ é mensurdvel se para cada conjunto A C R"
temos

m(A) =m(ANE)+m(ANE°)
onde E° € o complementar do conjunto E.

Definig¢ao 3.27. Uma funcao f a valores reais é mensurdvel (no sentido de Lebesgue)

se seu dominio € mensurdvel e se satisfaz uma das sequintes condicoes
1. Para cada nimero real o o conjunto {x : f(x) > a} é mensurdvel.
2. Para cada nimero real o o conjunto {x : f(x) > a} € mensurdvel.
3. Para cada nimero real o o conjunto {x : f(x) < a} € mensurdvel.
4. Para cada nimero real a o conjunto {x : f(x) < a} é mensurdvel.
5. Para cada nimero real o o conjunto {x : f(x) = a} € mensurdvel.

Exemplo 3.19. Seja D C R™ um conjunto mensuravel e f : D — R continua. Entao

f é mensuravel.

Exemplo 3.20. Seja D nas condigoes acima a fungao definida por
l,xeD
fz) =
0, ¢ D

f € mensuravel.

Definicao 3.28. Uma funcdao € localmente integrdavel em um subconjunto E de seu

dominio se for integrdavel em cada subconjunto limitado de E.

Exemplo 3.21. Seja f : [0,00) — R definida por f(xz) = ™%, entdo é integravel em
[0, 00) portanto é localmente integravel.
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Definicao 3.29. Dado um conjunto A, quando temos uma certa propriedade que €
vdalida nos pontos de A, exceto num subconjunto de A que tem medida nula, dizemos

que essa propriedade € vdlida em A quase toda parte (q.t.p.).

Definicao 3.30. Um numero real A é marjorante essencial de uma fun¢ao ¢ quando
o(t) < X q.t.p., isto €, quando o conjunto dos pontos t para os quais p(t) > X\ tem
medida nula (¢ claro que se X é um marjorante essencial de ¢ qualquer nimero maior

que X também é).
Notacao X = R"™ ou X = C"™.

Definigao 3.31. L(X) € o espaco das fungoes definidas em q.t.p. em J =[0,00) com

valores em X localmente integrdveis.
Nas defini¢oes envolvendo integral, esta é tomada no sentido de Lebesgue.

Definicao 3.32. Seja A o conjunto de todos os marjorantes essenciais da fung¢do ¢

define-se o supremo essencial de p, denota-se supessyp como sendo o infimo do conjunto
A
supessp =infA

Definicao 3.33. Diz-se que uma funcao ¢ € essencialmente limitada quando o

supess ||o(t)]|
¢ finito.

Exemplo 3.22. Toda funcao limitada é essencialmente limitada.

Definicao 3.34. O espaco LP,(1 < p < o0) € 0 espago das fungoes ¢ € L(X) tais que

| el e < o
0

com norma

lell, = | [ etoli dt]’l’

Definicao 3.35. O espago L™ € o espaco das fungoes ¢ € L(X) essencialmente limi-

tadas, com norma
lelloe = supess [|o(t)]g. (t € J)
onde supess denota supremo essencial.
Definicao 3.36. O espago L§° é um subespago de L™ das funcoes ¢ que tendem essen-

cialmente a 0, quando t — oo (isto €, p(t) coincide q.t.p. com alguma fun¢do em L™

que tendem a 0, quanto t — o0o) com norma induzida por L.

Proposigao 3.3. Ly ¢ subespago de L.
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Demonstragao. De fato Lg® é subespaco de L™, pois
1. 0 e Lg°

2. Dados @1, p2 € L§°
Y1+ — 0, £ = o0 q.t.p.

pois, o1 — 0 e o — 0, quando t — oo q.t.p.
3. Dados a € Re ¢y € Lg°
ap; — 0, t — oo q.t.p.
pois, 1 — 0 q.t.p.
Portanto, pelos itens 1), 2) e 3) segue que LY é um subespago vetorial de L>. [

Definicao 3.37. Se B ¢ um espaco de Banach de funcoes de J em X, diz-se que B €
mais forte que L(X) quando B estd contido algebricamente em L(X) e convergéncia

em B implica convergéncia em L(X).

O termo algebricamente contido é usado no sentido de B ser isomorfo a algum
subespago vetorial de L(X), ou seja, existe uma transformacao linear 7' : B — W

bijetora, onde W é um subespago de L(X).

Exemplo 3.23. LP, L>™ e L{° sao exemplos de espacos de Banach mais fortes que
L(X).

Defini¢ao 3.38. Se D € um espago de Banach mais forte que L(X), uma D-solu¢do
z(t) de &’ = A(t)x ou 2’ = A(t)x + g(t) € uma solug¢ao x(t) € D.

Definicao 3.39. Uma sequéncia de funcgoes f, : X — R™ converge uniformemente
para a func¢ao f: X — R™ quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N (dependendo
apenas de €) tal que n > ng = || fu(x) — f(x)]| < € seja qual for x € X.

Exemplo 3.24. f,(z) = z/n para x € |0, 2] converge uniformemente para a funcao

nula.

Defini¢ao 3.40. Um par (B, D) de espacos de Banach cada um mais forte que L(X)
é chamado admissivel para a matriz A(t) ou para ©' = A(t)x + g(t), se para cada
g(t) € B, 2/ = A(t)x + g(t) tem pelo menos uma D-solugdo x(t).

Exemplo 3.25. O caso A(t) = 0 é um simples exemplo em que o par (L', L) é

admissivel.

Definicao 3.41. Um ponto a € aderente a um conjunto X quando

d(a,X)=0.
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Definicao 3.42. Fecho ou aderéncia de um conjunto X num espaco métrico M € o

conjunto X dos pontos de M que sio aderentes a X.

Exemplo 3.26. Seja X = (0,1). Segue que todos os pontos de [0,1] sdo pontos
aderentes a X e o fecho de X ¢ [0, 1].

Exemplo 3.27. Seja X = (0,1) U {2}. Temos que 2 nao é ponto aderente a X. Veja
que d(2,X) = 1.



4 O Teorema de Hartman-Onuchic

Neste capitulo temos o enunciado do Teorema de Hartman-Onuchic o qual é apre-
sentado no artigo On the Asymptotic Integration of Ordinary Differential Equations
[9], bem como duas utiliza¢oes do mesmo por seus orientandos Hildebrando Munhoz
Rodrigues e Adalberto Spezamiglio, em seguida podemos ver algumas citagoes de uso
do artigo, no qual temos tal resultado e também algumas citagoes de mateméaticos que

utilizaram trabalhos do professor Nelson Onuchic em seus estudos.

4.1 O Teorema de Hartman-Onuchic

Utilizaremos as notacoes introduzidas nas Preliminares.
Considere um sistema de equacoes diferenciais lineares, uma homogénea e uma
nao-homogénea

o = At)z, (4.1)

= Atz + g(t), (4.2)

nas quais g(t) € L(X), A(t) esta definida q.t.p. em J e é localmente integravel em J.
Se D é um espago de Banach mais forte que L(X), uma D-solucdo z(t) de (4.1) ou
(4.2) ¢ uma solucdo z(t) € D, como ja definido no capitulo Preliminares. Xop denota
o conjunto dos pontos iniciais z(0) € X de D-solugbes z(t) de (4.1). Entdo Xop ¢ um

subespaco de X.
Proposicao 4.1. Xyp é um subespago de X.

Demonstragao. Sabemos que, Xop = {z(0) € X : z é D-solugao de (4.1)}.

Mostremos que Xyp é subespaco:
1. Seja J}(O) S XOD-

E facil concluir a funcio nula pertende a X,p, pois é uma D-solucdo e 0 € X.

2. Seja 1 e xo duas D-solucoes tais que x1(0),z2(0) € Xop. Temos que xy(t) +
x9(t) € D, pois D é um subespaco de X, e

(21(t) + 22(t))" = 2 (1) + 23(t)

29
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por (4.1),
v1(1) + 25(t) = A(D)za (1) + A(t)za(t) = A(t) [22(2) + 22(1)]
entdo, x1(t)+x2(t) é solugao de (4.1) com condi¢ao inicial z1(0)+x5(0) e portanto,

[L’l(O) + $2(0) € XQD

3. Seja & uma D-solucao com z(0) € D e R. Temos que ax(t) € D, pois D é um
subespaco de X, e
(axy (1)) = axi(t)
por (4.1),
az)(t) = aA(t)z1(t) = A(t) [az(t)]

entdo ax(t) é solugao de (4.1) com condicao inicial ax;(0) e portanto,

ole(O) S XOD

Portanto, pelos itens 1), 2) e 3) segue que Xop é um subespaco de X. ]

Proposigao 4.2. Seja X1p um subespago de X complementar em relagao a Xop (isto
é, X ¢ soma direta de Xop e Xip) entdo, Pop, a projecio de X em Xop se anula em

Xip, ou seja, Poyp(X1p) = 0.

Demonstra¢ao. Como X = Xop & Xip, para cada v € X, 3! 2,(0) € Xop e u, € X1p
tal que
v = 2,(0) + u,
Em particular, se v € X;p entao a decomposicao tnica é v = 0+ v, onde 0 € Xyp
e v € X,p portanto,
Pyp(v) =0

ou seja, a projecao se anula no subespaco Xip,

Pop(v) = 2,(0),Yv € X

Os resultados abaixo tratam de um sistema nao-linear
= A(t)x + f(t,z) (4.3)

Sejam B, D espagos de Banach mais fortes que L(X). Seja ¥ = ¥p, a bola fechada
{x(t) : 2(t) € D, ||z(t)||, < p} de raio p > 0 em D. Sejam S =X NC(X) e S o fecho
de S em C(X).

Vamos agora enunciar o Teorema de Hartman-Onuchic, nao faremos aqui sua de-
monstragao pois, o foco de nosso trabalho é mostrar a importancia desse resultado, que
foi utilizado por outros estudiosos e também mostrar as contribuicoes de Nelson para o
inicio do estudo das Equacoes Diferenciais no Brasil e através desse teorema podemos

ver que suas contribugoes foram muito relevantes.



O Teorema de Hartman-Onuchic 31

Teorema 4.1. Se A(t), f(t,x) sao fungoes satisfazendo:
1. A(t) localmente integrdivel em J;
2. (B, D) € admissivel para A(t);
3. xz(t) — f(t,x(t)) € uma aplicacio continua do subconjunto S do espag¢o C(X) em
B;
4. eziste uma constante r > 0 tal que || f(t,z(t))||z < r para z(t) € S;
5. existe uma \(t) € L tal que ||f(t,z(t))|| < A(t) para z(t) € S,
Entao, para todo & € Xop, existem constantes positivas Cy e K, dependendo somente
de A(t), B, D, X1p (mas nao de [ ou &) tais que se
Co [[oll + Kr < p (4.4)
entao (4.3) tem pelo menos uma solugao x(t) € S satisfazendo
Popz(0) = &. (4.5)

Este ¢ um teorema de existéncia. Dadas algumas condigoes, o teorema garante a
existéncia de pelo menos uma solugao para a equacao diferencial (4.3).

A demonstracao do Teorema 4.1, como muitas demonstracoes na teoria de equacoes
diferenciais ordinarias, utiliza um teorema de ponto fixo.

Apresentamos a construcao da aplicacao que auxilia na demonstracao do Teo-

rem 4.1. Dado y € S consideremos a equacio

= At)x + f(t,y(t)).

Notemos que a equagao é nao-homogénea. Um resultado auxiliar demonstrado no tra-

balho de Hartman e Onuchic mostra que existe uma tnica D-solugao x,(t) satisfazendo

PO,ny(()) = &o

lzy|p < Col|&ol| + Kgl B,

onde ¢(t) = f(t,y(t)). Com isso temos bem definida a aplicacao
To: S — D por Ty(y(t)) = x,(t), para y € S.

Estimativas relativamente simples implicam que Ty(S) C S e que Tp: S — S é uma
aplicacdo continua. Foi utilizado o Teorema de Arzela-Ascoli para mostrar que Ty(S)
possui fecho compacto em C'(X). Com isso as hipoteses do Teorema de Tychonoff estao
satisfeitas e conclui-se que Ty possui pelo menos um ponto fixo. Este ponto fixo é uma
solucao da equagao (4.3) que satisfaz as conclusdes do teorema.

No artigo, os autores aplicam o Teorema 4.1 no estudo do comportamento assin-

totico de solucoes de algumas equagoes diferenciais.
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4.2 Utilizacao do Teorema

O professor Hildebrando Munhoz Rodrigues, nos seus trabalhos de Mestrado e
Doutorado, foi orientado por Onuchic, e tanto nestes quanto nos trabalhos de Pos-
Doutorado e Livre-Docéncia trabalhou com Equagoes Diferenciais e atualmente atua
principalmente nos seguintes temas: Equivaléncia Assintotica, Equacoes Diferenciais
Com Retardamento, Oscilacao, Solucoes Periddicas, Simetria.

Em 1973, Hildebrando Munhoz Rodrigues, em sua tese de doutorado intitulada
Equivaléncia Assintdtica Relativa, com peso tu, entre dois Sistemas de Equagoes Dife-
renciais Ordindrias [10], generaliza problemas, usando o Teorema de Hartman-Onuchic,
problemas esses que também foram alvo de estudo de Onuchic.

A tese de Rodrigues tinha como objetivo resolver os seguintes problemas:

1. Para cada solugao y(t) # 0 de ¢y = A(t)y existe pelo menos uma solugdo de
' = A(t)x + f(t, z) satisfazendo a propriedade:

() = y(D)]]
Iy ()1l

t — 0, quando t — 0o0? (4.6)

Observamos que a condigao (4.6), nesse caso u > 0, nos diz que a diferenca

llz@)—y @)l

relativa ol tende a zero mais rapidamente que t%

2. Para cada solugdo z(t) de 2’ = A(t)x + f(t,z), x(t) # 0 para todo t suficiente-
mente grande, existe solucdo y(t) de ¢y = A(t)y satisfazendo (4.6)7

3. Para cada solucdo y(t) # 0 de ¢ = A(t)y [z(t) # 0 de 2’ = A(t)x + f(t,x)], de
quantos parametros depende a familia de solugoes z(t) de ' = A(t)x + f(¢,x)
[y(t) de y' = A(t)y], satisfazendo a propriedade (4.6)?

Para resolver seu primeiro problema, Rodrigues prova os Teoremas 4.2 e 4.3 que
estao enunciados abaixo. Nao apresentaremos aqui suas demonstracoes uma vez que
o foco deste trabalho é que o leitor tenha conhecimento dos resultados que foram
obtidos a partir do importante Teorema de Hartman-Onuchic. Antes de apresentar
os enunciados dos dois teoremas demonstrados por Rodrigues, listamos os dois lemas

auxiliares que foram utilizados por ele para obter as provas de seus resultados.
Lema 4.1. Seja A(t) = (a;;(t)) matriz ¢ X q, continua em J, satisfazendo:
1. a;;(t)=0,Vte J parai <j

2. a;;(t) =a+ A1), i =1,...,q onde ftz R(\(s))ds € limitada em J (se z é um

ndmero complezo R(z) indica a parte real de z).

3. a;(t) € limitada em J para i > j.
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4. param=2,...,q

j:; am,m—l(tm—Q)dtm—2 tim 2am 1,m— 2(tm 3 dtm 3 - L a?l

. > 0.

limy_,

Entao para cada solucao y(t) # 0 de y' = A(t)y existe inteiro £, 0 < { < q—1, tal
que

lyOlI _ 7 Nyl

HeR(a)t < UMty 00 gy oo <

0<lbim, .

Lema 4.2. Seja A(t) = diag(A'(t),..., AN(t)) onde A*(t), k =1,..., N sio matrizes
ng X ny satisfazendo as hipoteses do Lema 4.1. Indiquemos por ay, o elemento constante
da diagonal de A%(t). Seja R(ay) > ... > R(ay)

Entao para cada solugio y(t) # 0 dey’ = A(t)y existem inteiros i, 0,1 <i < N, 0 <
{<n; —1, de modo que:

lyOI _ 7 lly(®)

0 < li_mt—ﬂ)om =

Seguem os teoremas:

Teorema 4.2. Seja A(t) n X n satisfazendo as hipdteses do Lema 4.2. Seja f(t,x)

continua satisfazendo

(8 2) || < h(t) |[2]], Y > to, Ve € X

e h continua com

/ h(t)t*THdt < oo,

to
onde p € um nidmero inteiro nao negativo e s+ 1 é a maior ordem dos blocos de A(t).
Seja y(t) # 0 solugcao de y' = A(t)y.
Entao existe uma familia de solugdes z(t) de y' = A(t)z + f(t,x), dependendo de

pelo menos p pardmetros, satisfazendo:

le(®) —y(0)]
wor

Segundo Rodrigues [10], o ntiimero p é dado pelo teorema abaixo, o qual é utilizado

durante a prova do teorema acima.
Teorema 4.3. Seja A(t) n X n satisfazendo as hipdteses do Lema 4.2. Seja f(t,x)

continua, tal que

|f(t, )| < h(t)]||z]|, parat >ty >1 ez € R",

onde h € continua e satisfaz
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/ h(t)t* T dt < oo

to
sendo p > 0 um nimero inteiro fizado e s + 1 a maior ordem dos blocos de A(t).
Seja y(t) # 0 solugdo de y' = A(t)y satisfazendo:
—_— t
— 1

100 10 R{ag)t O

Entao existe uma familia de solugoes x(t) de ' = A(t)x + f(t,x), dependendo de

pelo menos p pardmetros satisfazendo:

t Jl(t) — y(@)l

HeRlat 0

limt%oo

Para provar o Teorema 4.3, Rodrigues faz uso do Teorema de Hartman-Onuchic no

sistema

¥ =[B(t) — gl]x +g(t, )

garantindo assim uma D-solucao do sistema e com isso pode através do Teorema 4.2
resolver o problema 1 de sua tese.

Segundo Rodrigues [10], neste trabalho através do Teorema de Hartman-Onuchic é
generalizado os problemas propostos considerando a matriz A(t) ndo necessariamente
constante e p > 0 inteiro qualquer.

Observamos a importancia do Teorema de Hartman-Onuchic, que foi utilizado
por Rodrigues para atacar seu problema, temos aqui uma mostra da continuidade
da pesquisa iniciada por Onuchic.

O professor Adalberto Spezamiglio foi orientado por Nelson Onuchic nos trabalhos
de Mestrado e Doutorado. Atualmente sua linha de pesquisa é em Equagoes Diferen-
ciais Ordinarias ou Funcionais.

Inspirado no Teorema de Hartman-Onuchic e em Rodrigues [10], Adalberto Speza-
miglio tem como finalidade em sua tese de doutorado, intitulada Aplicagoes da Teoria
de Admissibilidade ao Estudo de Equivaléncia Assintética Relativa em Equacoes Dife-
renciais Ordindrias de 1978 [11], a generalizagao dos resultados de Rodrigues, para o
caso i > 0 inteiro e agora também p > 0 real arbitrarios, observando que em Rodrigues
[10] os resultados obtidos foram para o caso p = 0.

Desta forma, os problemas considerados por Spezamiglio foram os seguintes:

1. Se y(t) # 0 & uma solucdo de y' = A(t)y, determinar uma familia de solugoes

x(t) satisfazendo a propriedade:

L) = o)l
wor

lim_ootte
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2. Se x(t) ¢ uma solucao de 2’ = A(t)z+ f(t, z) com z(t) # 0 para todo ¢ suficiente-
mente grande, determinar uma familia de solugoes y(t) de y' = A(t)y satisfazendo

a propriedade:

(1) —y(@)ll

. |z
limy_ootte’
- ly(®)]]

3. Em cada um dos problemas acima, dizer de quantos parametros depende a familia

=0

de solucoes encontrada.

Para resolver o primeiro problema, Spezamiglio prova o seguinte teorema:

Teorema 4.4. Seja A(t) matriz n X n satisafazendo as hipdteses do Lema 4.2, e seja

s+ 1 a ordem mdzima dos blocos de A(t). Seja f(t,x) continua satisfazendo

Lt @)} < h(t) [[z]] (&= t0) (v € E)

onde h(t) é continua, positiva, com

/ h(t)t'oefldt < oo

to
Seja y(t) # 0 uma solugao de y' = A(t)y. Entao, existe uma familia de solucoes
x(t) de ' = A(t)x + f(t,x) dependendo de pelo menos p pardmetros, satisfazendo,

() —y)l _

. |z
limy_ootte’
- ly(®)]]

Para provar tal teorema, Spezamiglio utiliza-se do seguinte teorema,

Teorema 4.5. Seja A(t) matriz n X n satisfazendo as hipdteses do Lema 4.2 e seja

s+ 1 a ordem mdzima dos blocos de A(t). Seja f(t,x) continua, satisfazendo

1 (&) < h@t) |zl (&= to) (v € E)

onde h(t) é uma fun¢do continua, positiva, com

/ h(t)t' e dt < oo

to

Seja y(t) # 0 solugdo de y' = A(t)y satisfazendo

— lly@ll

l L N L

£=00 40 o R(ong)t
onde { € um nimero inteiro, 0 < ¢ < s. Entao, existe uma familia de solugées x(t) de

' =A(t)x + f(t,x) dependendo de pelo menos p pardmetros, satisfazendo,

oot l1z(t) —y (O]

tHeRlagt 0
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Para provar o teorema acima, Spezamiglio faz uso do Teorema de Hartman-Onuchic

no sistema abaixo,

7 =[B(t) — %I]z +g(t, 2)

concluindo assim que existe pelo menos uma soluc¢ao z(t) do sistema acima, concluindo
a prova do Teorema 4.5 e utilizando o mesmo para provar o Teorema 4.4 o qual resolve
o problema 1 de sua tese.

Percebemos a grande importancia do resultado desenvolvido por Hartman-Onuchic,
o qual possibilitou generalizagoes de resultados mostrando-nos a sequéncia da pesquisa

iniciada por Onuchic e também a formacao da escola de equacoes diferenciais.

4.3 Citacoes de alguns trabalhos de Nelson Onuchic

Nelson Onuchic teve um grande trabalho na orientacao de alunos de Mestrado e
Doutorado. Analisando as teses de alguns de seus primeiros orientandos percebemos a
continuidade do trabalho iniciado por Onuchic nas Equacoes Diferenciais, e até mesmo
citacoes de orientandos de Nelson dentro de trabalhos de outros orientandos.

Luiz Carlos Pavlu, em 1978, orientado também por Onuchic em seu trabalho de
doutorado, intitulado Funcoes de Liapunov e Propriedades de Invarianca para Sistemas
nao Auténomos: Estabilidade e Instabilidade|[12], segundo Badin [1], tinha como um
dos objetivos uma aplicacao das técnicas cléssicas de Invarianca, aliadas a uma ge-
neralizacao do Teorema de Yoshizawa obtida por Onuchic e outros autores em 1976,
onde um deles é Taboas, também orientado por Nelson, e como objetivo maior, "obter
critérios que caracterizem a instabilidade da origem, como ponto de equilibrio de sis-
temas essencialmente nido auténomos de equagoes diferenciais ordinarias."([12], pg 1)

Pavlu [12], diz ter por inspiragao para trabalhar esse objetivo um critério de instabi-
lidade para sistemas autonomos de equacoes diferenciais com retardamento, obtido por
Onuchic em 1970, e usando como ferramenta bésica os resultados relativos a Invarianca
obtidos por Rodrigues também em 1970.

Temos um exemplo da continuidade além de Nelson Onuchic, o trabalho desen-
volvido por Pavlu além de se inspirar em Onuchic utiliza o trabalho desenvolvido por
Rodrigues.

Encontramos também cinco citacoes de "reviewed" no MathSciNet, que citaram
o artigo On the Asymptotic Integration of Ordinary Differential Equations |9] no qual

temos o Teorema de Hartman-Onuchic. Sao elas:

1. Svec, Marko. Asymptotic Relationship Between Solutions of Two Systems of
Differential Equations. Czechoslovak Math. J. 24(99) (1974), 44-58. (Reviewer:
J. Kato) 34D05.
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2. Saripov, S. R. The Topological Equivalence of Singular Points of Higher Order.
(Russian) Proceedings of the International Symposium on Topology and its Ap-
plications (Budva, 1972), pp. 233-234. Savez Drustava Mat. Fiz. i Astronom.,
Belgrade, 1973. (Reviewer: A. Somolinos) 34C05.

3. Gutowski, R.; Radziszewski, B. Asymptotic Behaviour and Properties of Solu-
tions of Nonlinear Ordinary Differential Equations of First Order Describing the
Motion of a Mechanical System. Arch. Mech. (Arch. Mech. Stos.) 23 (1971),
17-25. (Reviewer: T. G. Hallam) 34D05 (70.34).

4. Massera, José Luis; Schéaffer, Juan Jorge. Linear Differential Equations and
Function Spaces. Pure and Applied Mathematics, Vol. 21 Academic Press, New
York-London 1966 xx+404 pp. (Reviewer: C. Corduneanu) 34.00 (46.00)

5. Corduneanu, C. Problémes Globaux Dans la Théorie des Equations Intégrales de
Volterra. (French) Ann. Mat. Pura Appl. (4) 67 1965 349-363. (Reviewer: J. J.
Schiffer) 45.13.

Pesquisando também no MathSciNet encontramos dois artigos recentes que tem
em suas referéncias bibliograficas o artigo On the Asymptotic Integration of Ordinary
Differential Equations [9)].

Os dois artigos sao de Octavian G. Mustafa matematico dos departamentos de
matematica University of Craiova, Romania e University of Lund, Sweden. Os ar-
tigos sao intitulados Positive Solutions of Nonlinear Differential Equations with Pre-
scribed Decay of the First Derivative e On the Existence of Solutions with Prescribed
Asymptotic Behaviour for Perturbed Nonlinear Differential Equations of Second Order
o primeiro de agosto de 2004 e o segundo de setembro de 2004.

E interessante ver que apés anos da publicacio do artigo de Hartman e Onuchic
temos ainda matematicos utilizando os resultados apresentados por eles, o que nos
mostra a importancia da matematica desenvolvida por Nelson Onuchic e a grande

pesquisa em Equagoes Diferenciais que iniciou-se no Brasil com Onuchic.
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Publicacoes de Nelson Onuchic

Neste capitulo apresentamos uma lista com as publicades de Nelson Onuchic. Para

confecgao de tal lista, tomei como referéncia Badin [1].

1.

10.

Entre outros, o artigo Seqiiéncias de Matrizes n x 1, revista Notas de Matematica
e Fisica da Faculdade de Filosofia Ciéncias e Letras da USP, niimero 2, outubro-
dezembro de 1953.

Estruturas Uniformes sobre P-Espacos e Aplicagoes da Teoria destes Espacos em
Topologia Geral, tese de doutorado apresentada na F.F.C.L. da USP em 12 de
junho de 1957.

Espacos de Banach e de Hilbert, capitulo do 1° Coloquio Brasileiro de Matematica

da publicacao Analise Funcional.

On two properties of P-spaces, revista Portugaliae Mathematica, vol. 16, fasc. 1,
1957.

P-Spaces and the Stone-Cech Compactification, anais da Academia Brasileira de
Ciéncias, Vol. 30, 1, 1958.

P-FEspacos e Estrutura Uniforme de Nachbin, atas do 2° Coloquio Brasileiro de
Matematica, 1959.

On the Nachbin uniform structure, (Proceedings of the American Mathematical
Society, 1960.

P-espacos e compactificado de Stone-Cech, Separata do Boletim da Sociedade de
Matematica de Sao Paulo), vol. 12, 1960.

Equacoes Diferenciais Ordindrias: Fstabilidade em Sistemas Lineares, Equivalén-
cia Assintotica e Método Topologico de T. Wazewski, no 3° Coldéquio Brasileiro

de Matematica, em Fortaleza, 1961.

Applications of the topological method of Wazewski of certain problems of asymp-
totic behavior in ordinary differential equations, Pacific Journal of Mathematics,
vol. 11, 1961.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

The existence of solutions bounded in the future of systems of ordinary differential

equations, Portugaliae Mathematica, vol. 21, fasc. 1, 1962.

On the comparison between the solutions of ordinary differential equations, Re-
search Institute for Advanced Studies - RIAS, Martin Co., USA, Technical Re-

port, vol. 63, fasc. 1, 1963, em parceria com V. Lakshmikantham.

O artigo acima foi publicado também em separata do Boletim da Sociedade de
Matematica de Sao Paulo, vol. 15, fasc 19 e 2°, 1963.

Relationships among the solutions of two systems of ordinary differential equa-
tions, Michigan Mathematical Journal, vol. 10, 1963.

On the uniform stability of a perturbed linear system, Journal of Mathematical

Analysis and Applications, vol.6, 1963.

On the Asymptotic Integration of Ordinary Differential Equations, Pacific Journal

of Mathematics, vol. 13, 1963, em parceria com Philip Hartman.

Integracao Assintdtica de Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordindrias, registra-
da na Separata das Atas do 4° Col6quio Brasileiro de Matematica, 1963, impresso
em 1965.

On the Asymptotic Integration of Ordinary Differential Equations, Contributions

to Differential Equations, Interscience, 1964, em parceria com Jack Hale.

Nonlinear Perturbation of a Linear System of Ordinary Differential Equations,

publicado no Michigan Mathematical Journal.

Nonlinear perturbation of a linear system of ordinary differential equations of
order m, Anais da Academia Brasileira de Ciéncias, vol. 37, n® 2, 1965, em

parceria com Ayrton Badelucci.

Equacoes Diferenciais Funcionais, Instituto de Pesquisas Matematicas da USP
e F.F.C.LL de Rio Claro, 1965, com colaboracao dos professores Odelar Leite

Linhares e Lourdes de la Rosa Onuchic.

Comportamento Assintdotico das Solucoes de um Sistema de Equacgoes Diferenciais

Ordindrias, tese de livre-docéncia apresentada na F.F.C.L. da Usp, 1965.

Comportamento no futuro das solugoes limitadas das equacgoes diferenciais fun-
cionais de sequnda ordem com forcas repulsivas, atas do 5° Coldéquio Brasileiro
de Matematica, 1965.

On the Asymptotic Behavior of the Solutions of Functional Differential Equations,
Differential Equations and Dynamical Systems, Academic Press Inc., New York,
1967.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Asymptotic relationships at infinity between the solutions of two systems of ordi-

nary differential equations, Journal of Differential Equations, vol. 3, n® 1, 1967.

On the uniform stability of a perturbed linear functional differential equations,

Proceedings of the American Mathematical Society, vol. 19, 1968.

Estabilidade de Sistemas Perturbados e Comportamento no Infinito de Sistemas
de Fquacoes Diferenciais com Retardamento no Tempo, tese para o concurso de
Professor Titular da Escola de Engenharia de Sao Carlos-USP, 1968.

Stability Properties of a Second Order Differential Fquation, Separata da Revista
Mexicana de Ciencia y Tecnologia, vol. 111, n® 1, Enero/Abril de 1969.

Propriedade de invarianca na teoria das equacgoes diferenciais ordindrias com
aplicacoes a problemas de estabilidade, Terceira Quinzena de Analise Funcional,
ITA, 1970.

On a Criterion of Instability for Differential Equations with Time Delay - Peri-
odic Orbits Stability and Resonances, D. Reidel Publishing Company, Dordrecht-
Holland, 1970.

Uniform Stability and Asymptotic behavior of a perturbed linear differential equa-
tions with time lag on a product space, Annali di Matematica Pura ed Appli-
cata(IV), Bolonha, Italia, 1970.

Invariance properties in the theory of ordinary differential equations with appli-
cations to stability problems, Journal of Control, STAM, 1971.

Asymptotic equivalence between two systems of ordinary differential equations,
Portugaliae Mathematica, vol. 30, fasc. 2, 1971.

Equacoes Diferenciais com Retardamento, material didatico publicado pelo ICMC-
USP, 1971, escrito por Nelson com a colaboracao de Hildebrando Munhoz Ro-

drigues, Lourdes Onuchic e Placido Zoega Téboas.

Invariance, Stability and Applications, apresentacdo de seminarios no México
com colaboracao dos professores Placido Zoega Taboas, Hildebrando Munhoz
Rodrigues e Lourdes de la Rosa Onuchic, 1972.

Asymptotic relations between perturbed linear systems of ordinary differential
equations, Pacific Journal of Mathematics, vol. 45, n® 1, 1973, em parceria com

Thomas Guy Hallam.

Invariance properties in the theory of stability for ordinary differential systems
and applications, Applicable Analysis, Vol. 5, 1975, em parceria com Lourdes

Onuchic e Placido Taboas.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

Systems with repulsive forces, Anais da Academia Brasileira de Ciéncias, 1975,

em parceria com Lourdes Onuchic.

Qualitative properties of nonlinear ordinary differential equations, Proceedings of
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do ICMSC-USP, n° 7, 1980.

Asymptotic behavior at infinity between the solutions of ordinary differential equa-
tions, Journal of Mathematical Analysis and Applications, 1984, em parceria com

Herminio Cassago Junior.



6 Consideracoes Finais

O trabalho do professor Nelson Onuchic dentro da Matematica foi extenso e de
grande importancia, com muitas publicagoes. Focamos em um, pois nossa ideia era
mostrar um exemplo de como iniciou os estudos das Equagoes Diferenciais em Sao
Carlos e a escola formada por Nelson.

A partir de seu contato com matematicos como José Luis Massera e principalmente
Jack K. Hale, Onuchic aumentou seu interesse pelas Equacoes Diferenciais e a partir
dai comecgava a formar-se um grupo de pesquisa nesta area na Usp campus de Sao
Carlos.

Nelson orientou varios alunos e estes seguiram estudando e orientando outros em
Equacgoes Diferenciais e com isso o grupo de pesquisa na area foi se consolidando e
também crescendo, grupo este que estd com pesquisas ativas até os dias de hoje.

Dentre muitos trabalhos produzidos por Nelson Onuchic, apresentamos aqui o resul-
tado que leva seu nome, o Teorema de Hartman-Onuchic, o qual vimos duas utilizacoes
em duas teses de seus alunos, cinco citacoes em "reviewed" e também duas citacoes do
matemético Mustafa em dois de seus artigos do ano de 2004. O que é muito relevante
é ver que depois de tantos anos, ja que o resultado de Nelson data de 1963, ainda seu
trabalho é utilizado e citado, o que nos mostra como Onuchic foi e ¢ um matemaético
de grande importancia e que seu nome e contribuicoes nao serao esquecidos.

Primeiramente Hildebrando M. Rodrigues e depois Adalberto Spezamiglio, utilizam
o Teorema de Hartman-Onuchic para resolver um dos problemas por eles propostos
em suas teses, o que permitiu novos resultados. Podemos ver a importancia de seu
resultado, que possibilitou o estudo e a formacao de outros.

O professor Nelson Onuchic contribuiu muito para a Matematica, em especial para
a pesquisa em Equacoes Diferenciais, com suas publicacoes, como a que foi apresentada
nesse trabalho, orientagoes de alunos e também com sua postura ética tanto na vida
profissional quanto na pessoal, contribuindo para, além da formacao matemaética de

seus alunos, a formacao como pessoas.
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