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Resumo

Neste trabalho fizemos um estudo sobre as propriedades homoldgicas de finitude
impostas sobre um grupo . Além disso, estudamos os grupos de tipo FP e FL, ¢ uma
interpretagao topoldgica para ambos.

Consideramos também o caso em que (¢ é um grupo de dualidade, em especial,
de dualidade de Poincaré de dimensao n (PD"-grupo), apresentando uma interpretacao
topoldgica para o mesmo, através do conceito de variedades asféricas.

Palavras-chave: (co)homologia de grupos, dimensao cohomoldgica, grupos de tipo F'P
e F'L, grupos de dualidade, grupos de dualidade de Poincaré.




Abstract

In this work we present finiteness homological properties of a group . Further-
more, we studied groups of type I'P and FL, and the special case where (G is a n-
dimensional Poincaré duality group (P D"-group), giving to these groups a topological
interpretation, using to the later one the concept of aspherical manifolds.

Keywords: (co)homology of groups, cohomological dimension, groups of type F'P and
F L, duality groups, Poincaré duality groups.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo a respeito das condicoes de finitude
que possam ser impostas sobre um determinado grupo, a fim de garantir que a homologia
tenha propriedades boas.

Consideremos R um anel comutativo com unidade, G um grupo, e M um RG-
modulo. A defini¢ao de H, (G, M) e H*(G, M) nos permite escolher uma resolugao pro-
jetiva arbitraria P = (F;);c; de R sobre RG. Se pensarmos do ponto de vista topoldgico,
podemos computar [.(G, M) e H*(G, M) em termos de um K((, 1)-complexo arbitrario
Y. Desde que tenhamos liberdade de escolha, é razoavel tentarmos trabalhar com P (ou
Y) sendo tao “pequenos”quanto possivel, e isto nos leva a varias condigoes de finitude
sobre o grupo G.

Por exemplo, se interpretarmos “pequeno”em termos do comprimento de P (ou
da dimensao de Y'), somos levados a nogao de dimensdo cohomologica. Agora, se “peque-
no”significar que cada F; é finitamente gerado (ou que Y deve ter somente finitas células),
estaremos estudando as condi¢oes “F'P"e “I'L”do grupo G.

Na maior parte dos casos, consideramos R = Z, e tomamos [6] como referéncia
principal para o desenvolvimento deste trabalho.

A seguir, relatamos o objetivo de estudo em cada capitulo.

No Capitulo 1 apresentamos resultados de fundamental importancia para os
capitulos posteriores. Introduzimos, primeiramente, os conceitos de modulos projetivos
e RG-modulos, onde R é um anel comutativo com unidade e (¢ é um grupo denotado
multiplicativamente. Posteriormente, é feito um estudo sobre resolugoes livres (portanto

projetivas) € : I — R de R sobre R(/, incluindo ainda neste assunto, a resolug¢ao padrao
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Ulalars al.
Na secao seguinte. anallsamos cOMO ODUEr resolucoes lvres de fi sobre iils via
topologia, por meio de espacos denominados C'W-complexos, e apresentamos alguns
exemplos do mesmo. Além disso, estudamos o complexo de Eilenberg-MacLane do ti-

po (G,1), ou K(G,1)-complexo, o qual trata-se de um C'W-complexo Y conexo, tal que

m1(Y) = G, e cujo recobrimento universal Y é contratil.

Finalizando este capitulo, apresentamos os médulos coinvariantes e invariantes,
bem como seus isomorfismos com R & pg— e Hompg( R, —), respectivamente, e um estudo
sobre modulos induzidos e coinduzidos, onde é feita uma breve revisao sobre extensao e
coextensao de escalares do anel R para o anel S, via o homomorfismo de anéis o : R — S.

No Capitulo 2 definimos os n-ésimos grupos de homologia e cohomologia do grupo

(G, com coeficientes no ZG-modulo M:

Ho(G, M) = Hu(F @z6 M)
H" (G, M) H"(Homgzq(F. M))

onde ¢ : I' — Z é uma resolugao projetiva de Z sobre Z(. Como exemplos, calculamos
H.(G,M) e H*(G, M) para os casos em que (¢ é um grupo ciclico infinito, e ciclico finito
de ordem n com gerador .

Na proxima secao, apresentamos o Lema de Shapiro, que relaciona a (co)homologia
do grupo G com a (co)homologia de seu subgrupo H, e através de resultados sobre
Ind§(ResGM) e Coind$y( Res§y M), enunciamos uma outra versao do mesmo lema.

Além disso, vendo H,. e H* como funtores, observamos que H.(—, —) é um funtor
covariante em uma determinada categoria C, e H*(—,—) é um funtor contravariante em
uma categoria D.

Os grupos H (G, M) e H'(G, M) também sao estudados e, para isso, retomamos
a resolucao padrao, vista no primeiro capitulo.

Encerramos o capitulo fazendo um estudo sobre os funtores T'or(—, —) e Ext,(—, —),

destacando os isomorfismos:
'I'or{;(.-"'t-'f, N) H.(G,M @ N) (M: Z-livre de tor¢ao)

viii
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Ext;,(M,N) ~ H*(G,Hom(M,N)) (M: Z-livre)

onde M e N sao ZG-modulos (ou G-maédulos), e ¢ atua diagonalmente em M @ N e em
Hom(M,N).

No Capitulo 3, o qual trata-se das propriedades homoldgicas de finitude,
apresentamos, inicialmente, o conceito de dimensao cohomoldgica de um grupo G (cd (),
considerando o caso R = Z(G/, M = Z, além de exemplos e proposi¢oes importantes sobre
esse assunto. Estudamos também, em que condig¢oes é valida a igualdade ed H = ¢d G,
se considerarmos (¢ um grupo ¢ H um subgrupo de G de indice finito.

Na secao seguinte, apresentamos as resolugoes de tipo finito, as quais exigem que
cada modulo projetivo P; da resolugdao P sobre um anel arbitrario R seja finitamente
gerado. O ultimo teorema desta secao trata das relagoes existentes entre os funtores
TorF(M,—) e Ext}(M,—) com limites diretos, assunto apresentado no Apéndice.

Em seguida, estudamos os grupos de tipo I'F,, restringindo a teoria da se¢ao
anterior ao caso R = ZG, M = Z. Apresentamos os grupos de tipo FP (Z admite uma
resolugao projetiva finita sobre ZG) ¢ FL (Z admite uma resolug¢ao livre finita sobre
Z (). Além disso, consideramos uma interpretagao topoldgica para grupos de tipo F P,
usando o conceito de espaco finitamente dominado, e relacionamos os grupos de tipo FL
com o complexo finito A (G, 1).

Finalizando o capitulo, apresentamos os grupos de dualidade, assunto principal
deste trabalho. Nesta se¢ao, temos demonstrado um importante teorema, o qual constitui-
se da equivaléncia de quatro implicagoes, considerando-se, conforme [6], grupos de tipo

F'P. Dentre essas implica¢oes, prova-se o isomorfismo

H'(G,-) ~ H,_i(G,D ®z -)

onde D = H"(G, Z() (mmdédulo dualizante). Deste modo, G é um grupo de dualidade de
dimensao n (D"-grupo), se satisfaz as condigées desse teorema.

Apresentamos também o caso em que (¢ é um grupo de dualidade de Poincaré
de dimensao n (P D"-grupo), e alguns exemplos desses grupos. Mais ainda, fazemos uma

interpretacao topologica para os mesmos, através do conceito de variedades asféricas e,




encerramos essa ultima se¢ao com um exemplo envolvendo as possibilidades para uma
superficie F', de acordo com o Teorema de Classificacao de Superficies, que pode ser
encontrado em [18].

No final deste trabalho, apresentamos um Apéndice que trata de Resolugoes e

Complexos de Cadeia Homotopicamente Equivalentes, Sistema de Grupos e Limites Dire-

tos. Para o primeiro assunto, temos lemas importantes envolvendo conceitos de aplicagoes
e homotopia de cadeias, além de exemplos de categorias e funtores. Na parte referente
a Sistemas de Grupos, apresentamos defini¢oes e observagoes a respeito de conjuntos
dirigidos e quase ordenados. Sobre Limites Diretos, temos dois exemplos importantes,
garantindo que qualquer grupo é o limite direto de seus subgrupos em bases finitas, e que

uma soma direta ¢ o limite direto de somas diretas finitas.




Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo relatamos alguns resultados de fundamental importancia para o

desenvolvimento dos capitulos posteriores.

1.1 Modbdulos Projetivos e RG-Mobdulos

Definigao 1.1.1 Seja R um anel comutativo com unidade. Um mddulo P ¢ chamado

R-projetivo se existe solugio para todo problema de aplicagao do tipo:

JlI)
/} .

v

v/
£ :
M— M — M

onde M' =5 M -3 M" ¢ uma seqiéncia exata de R-modulos (Imi = Ker j).

Uma solu¢do para este problema consiste de uma aplicagio v : P — M’ tal que io) = .

Lema 1.1.1 Sao equivalentes as sequintes condi¢oes para um R-médulo P:
(i) P € projetivo.
(ii) Toda seqiiéncia exata 0 — M’ —s M — P — 0 cinde.

(iti) P € somando direto de um modulo livre.

'

Demonstragao: [6], 1.8.2




Lema 1.1.2 Todo modulo livre € projetivo.
Demonstragao: [6], 1.7.2
|

Exemplo 1.1.1 Seja e um elemento idempotente de um anel R, ou seja, €* = e. Entdo,

o ideal a esquerda Re € R-projetivo.

De fato: Seja 7 : R — Re tal que 7(r) = re, Vr € R.
Dado r € R, temos w(r —re) = (r —re)e = re —re* = re — re = 0, ou seja,
r—re=a€ Kerw. Assim,r =a+re,onde a € Kerm e re € Re.

Agora, Ker m N Re = {0}, pois

r€EKertNRe=>nm(z)=0exz=re=>n(re)=0= (re)}e=0=>re’=0 She=0.

Deste modo, R = Ker m & Re. Além disso, como R é R-livre, temos pelo lema

1.1.1(iii) que Re é R-projetivo.

Observacgao 1.1.1 A reciproca do lema 1.1.2 nao € verdadeira. A seguir, um exemplo

deste falo.

-~ . ==

Temos: 3 3-3 =9 = 3, ou seja, 3 é idempotente. Logo, pelo exemplo 1.1.1,
Z3 = {0,3} é Zg-projetivo. Agora, se Zg3 fosse Zg-livre, tertamos Zg3 ~ 0 Zg, ou seja,

teria no minimo 6 elementos. Deste modo, Z¢3 nao é Zg-livre.

Definicao 1.1.2 Um R-mddulo M € chamado R-plano se para qualquer seqiiéncia exata

curta de R-modulos 0 — A — B — (' — 0, a sequéncia

0— A @nr M—RB SR M — (»' (‘/:‘R M—0
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2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Lema 1.1.3 Todo mddulo projetivo € plano.

Demonstragao: [141], pag.82.
a

O lema a seguir sera bastante ttil no Capitulo 3, quando tratarmos de grupos de

dualidade.

Lema 1.1.4 Seja P um R-mddulo (a esquerda) projetivo finitamente gerado.
(a) P*= Homp(P,R) ¢ um R-mddulo (a direita) projetivo finitamente gerado.

(b) Para qualquer R-modulo (a esquerda) M, existe um isomorfismo
@: P"@pM — Homp(P,M)

de grupos abelianos, dado por p(u @ m)(x) = u(x)-m, para u € P*, me M e x € P.

(¢) Para qualquer R-modulo (a direita) M, cxiste um isomorfismo
© : M @p P — Homp(P*, M),
dado por @' (m & x)(u) =m-u(x) param €M, x € P, u € P~.
Demonstragao: [6], 1.8.3
id]

Vamos introduzir agora o conceito de anel grupo e ver, também, como se carac-

terizam os RG-mdodulos através de uma (G-acao sobre um conjunto.

Anel Grupo

Definigao 1.1.3 Scjam R wm anel comulativo com unidade 1 ¢ G um grupo denotado

multiplicativamente, com elemento neutro 1. Seja RG o R-modulo livre gerado pelos

elementos de G. Assim, um elemento de RG ¢ expresso unicamente na forma g reg |,

g€G




onde vy € R e vy = 0, para quase todo g em G (isto ¢, excelo para um nimero finilo de
elementos g em ().

Em RG, as operagoes de adi¢ao e multiplicacao sao dadas por

(Z?'gg) i (Z “5’"’) =D (s +35)g

g€G geG g€l

(Z ry.g) : (Z sm.) = D (rysn)(gh).

geG heG a,heG

Tais operagoes fazem de RG um anel comutativo com unidade 1 (1 representa a
multiplicagao da unidade de R pelo elemento neutro de GG), chamado anel grupo de i

sobre R.
Acao de um grupo sobre um conjunto

Defini¢ao 1.1.4 Sejam (i um grupo e X um conjunto ndo vazio. Uma agao (a esquer-

da) de (i sobre X (ou uma G-agao sobre X) ¢ uma aplicacao:

oG X = W X
(9,x) = &(g9,7)=g-=,

satisfazendo, para todo x em X, as condigées:
(a) 1-x=a (1: elemento neutro de GG)
(b) (grg2)-x=g1-(92-), Yg,92 € G.
Equivalentemente, wma ag¢ao de G sobre X € wm homomorfismo:
p: G = Bij(X)
g = plg) =9y pelz)=g-x,

onde Bij(X) € o grupo das bije¢oes de X.

Nota: Para simplificar a nota¢ao, vamos escrever g : X — X no lugar de ¢, : X — X.

Observagio 1.1.2 Analogamente, define-se G-agao (& direita). £ importante notar

que, a partir de uma G-ag¢do (a esquerda) sobre X, podemos sempre definir uma agao (a

direita) sobre X por considerar: zxg:=g™ ' z.




Observagao 1.1.3 Se X tiver estrulura de grupo (aditivo) e quisermos preservar esla es-
trutura através da G-agao, exigiremos que a aplicagio g : X — X seja um homomorfismo
de grupos, isto €, que ¢ satisfa¢a a condi¢ao adicional:

(¢) g-(x1+4+22)=g-71+9g 72, VgEG e xy,79€ X.

Assim, uma a¢do de GG em um grupo aditivo € um homomorfismo
p:G — Aul(X)
onde Aul(X) denota o grupo dos aulomorfismos de X.

Observagao 1.1.4 Se X ¢ um espago lopoligico, erigiremos que a aplicagio g : X — X
seja continua, para todo g em (i, a fim de que a estrutura topoldgica de X seja preservada.

Desta forma, uma agdo de um grupo G em um espago topolégico X € um homo-
morfismo

¢ : G — Homeo(X)

onde Homeo(X) denota o grupo dos homeomorfismos de X.
Neste caso, se constiderarmos em (i a topologia discreta, a agdo ¢ : G x X — X

€ uma aplica¢ao continua.
Defini¢do 1.1.5 Se¢ um grupo i alua em um conjunto X, este é chamado G-conjunto.

Definigao 1.1.6 Dizemos que X é um G-conjunto livre se¢ a a¢do de GG em X € livre,

isto ¢, g-x = x para algum r em X se, e somente se, g = 1.

Definigao 1.1.7 Dizemos que X ¢ um G-conjunto trivial se a agdo de G em X ¢

trivial, isto €, g-x = x para todo r em X € para todo g em G.

Proposicao 1.1.1 Consideremos R = Z, G um grupo (multiplicativo) ¢ A um conjunto

nao vazio. Entao, A € um ZG-modulo (a esquerda) se, e somente se, A € um Z-mddulo

munido com uma ag¢ao de GG sobre A.




Demonstragao: Seja A um ZG-mdédulo. Entao, por [6] 1.3, A consiste de um grupo

abeliano munido com um homomorfismo

p: ZG — End(A)

onde p,(a) = a-a, Va € A.
Tal homomorfismo p induz uma aplicacao:
¢: GxA — A
(9,a) +— o(g.a):=p(a)(a)

Além disso, podemos definir o homomorfismo

p: Z — End(A)
z — p(z)=p(z1)

onde 1 denota o elemento neutro de (7, que faz de A um Z-modulo.
Reciprocamente, dado um Z-médulo A munido de uma agao ¢ : G — Aut(A),

temos induzido um homomorfismo

p: ZG —+ End(A)

D zg — op (Z zgg) = ze(9)

geG geG geG

que, junto com a estrutura de grupo abeliano do Z-modulo A, faz deste um ZG-modulo.
[#]

Definigao 1.1.8 O homomorfismo = : RG — R definido por =(g) = 1, Vg € G, ¢

estendido linearmente, ¢ denominado aplicagdo aumentagao (nole que ¢ € sobrejetor).

Definigao 1.1.9 Consideremos a aplicagao aumentagao definida acima. O Kernel de tal

aplicag¢do ¢ chamado ideal aumentagao de R(G:, o qual denota-se por I ou IG.

Observagoes 1.1.1 (a) Sejam ¢ : RG — R, a aplicagio aumentagdo definida anterior-

mente, e a = Z r,g € RG. Assim,
9€G

e(a) =¢ (Z J) =Y relg) =3 1

geG geEG g€eG




Se A € um RG-mddulo trivial, temos

am = (Z rgg) m = Z re(g-m) = Z rem = e(a)m.

geG geG g€G
(b) Todo R-modulo M admile uma estrulura de RG-mdédulo trivial. Basta considerar
a G-agao trivial p : G — Aut(M) tal que ¢(g) = idy, Vg € G, isto €, g-m = m,
Vm € M,Vg € (. Neste caso:

(rmgr+r20:+...+rege)m = (ri+ra+...+re)m, € RgieGii=1,....k e me M.

E'm particular, o anel R admite tal estrutura (€ o que consideraremos neste trabalho, a

menos que se especifigue o contrdrio).

Lema 1.1.5 Sejam ¢ : ZG — Z ¢ [ = Ker ¢, o ideal aumentagdo. Temos que
(a) Os elementos g—1 (g € G,g # 1) formam wma base para I como wum Z-modulo.
(b) Se S € um conjunto de geradores para GG, entdo os elementos s —1 (s € S) geram [

como um ZG-modulo (a esquerda).

Demonstracao:
(a) Sejac:ZG — Z. Vamos mostrar que I = Kere =<g—1; ge G >= A.
o | C A

De fato: Seja a € Z(G, entao o = Z ng,g, n, € Z e ny, =0 para quase todo g.

gEG
Deste modo,

a€l=Kerec=¢cla)=0= ana(g) =0= an =0.
geG geG

Assim,

== Z ngg — an’] = Z ng(g—1).

geG geEG gEG

Portanto, a € A, ou seja, I C A.
Claramente A C [.

Logo, | = Kere =<g—1; g€ G >= A.




(b) Consideremos G' =< S >. Vamos mostrar que [ =< s—1; s € 5 >.
Sejag € G,entao g—1 = (s182...8:)— 1, s; €S.
Temos que provar que:

k
g—1 Za',-(s,- —-1), s; €S, a; € ZG.

=1
Provemos por indugao.

e Para um tnico gerador, temos G =< s >, g = s, Vg € (. Assim,
g-l=sf-1=(G-D1+s+...+).

e Suponhamos o resultado valido para S com k elementos (hipétese de indugao).

e Mostremos que vale para S com (k + 1) elementos. Seja g € (&, entao

2 Tk JTk+1

'sy S Sp Sy, com s; € S, i=1,

|r
g=3

Consideremos H =< s3,...,8k41 >. Se h € H, temos h = s3?...s. . Assim,

k+1

j — 1 hipind. Z ai(s; — 1).

=2

g=sh 283 (h =141 =357 (h=d)+s7-

Entao.

k41
g—1=si'(h=-1)+(s}'=-1)= Zs';l(_}‘-(s,- - D+ 4+s14...4+s7)(s1—1).

=2

Se . =g 'log 1 =12 =(14...4s}"), entdo

k+1
g—1= Z,ﬂ,—(.ﬁ'— —1), com 3; € ZG, i =1

i=1

0 que prova o lema.




Definig¢ao 1.1.10 Scjam X um G-conjunto e x um elemento de X. 'Definimos a G-

érbita de x como sendo o conjunto G(z) := {g-x; g € G}.

Nota: Pode-se mostrar que o conjunto de todas as érbitas de X' formam uma partigao de

X,istoé, X = U G(x)), onde E é um conjunto de representantes para as G-orbitas de

J‘)‘Ell‘:
X.
Proposigao 1.1.2 Sejam X um G-conjunto livre e If um conjunto de representantes para

as G-orbitas em X. Entao, RX ¢ um RG-modulo Livre com base F.

Demonstragao: Scja F = {z),A € A} um conjunto de representantes para as G-orbitas

em X. Deste modo,

RX =R U G(za) | = P R(G(xy)).

zyEE zy€E
Agora, como a (G-agao é livre, para cada ) temos que a aplicagao

er: G = G(zy)
g = @oalg) =gy

é uma bijecao, ou seja, (i > G(xy).

Logo, R(G/(x))) ~ RG, o que prova a proposicao.

Corolario 1.1.1 Se H € um subgrupo de G, entio RG € um RH-modulo livre com base
num conjunto I de representantes para as H-orbitas em G (que sao as classes lalerais a

esquerda de H em G), islo €, RG = @gﬂ’ﬂ.
geEE

Demonstragao: Temos que (G é um [l-conjunto com a ag¢ao dada pela multiplicacao
dos elementos de H pelos elementos de (7, e esta agao é livre, pois h-g =g & h = 1.

Portanto, o resultado segue da proposi¢ao anterior.




1.2 Resolugoes Livres e Projetivas

Definigao 1.2.1 Sejam R um anel comutativo com unidade 1 ¢ M um R-mddulo. Uma
resolugao de M sobre R, ou uma R-resolugdao de M, ¢ uma seqiéncia exata de R-
modulos:

a v O " £
o wngl iy B35 U LBy L EG E  B
onde ¢ : Iy = M € chamada aplicagio aumentagao.
Se cada F; € R-modulo livre (projetivo), dizemos que a resolugio € livre (pro-

Jetiva).
Notagao: ¢ : F' —+ M denotara uma resolucao de M sobre K.

Observacgoes 1.2.1 (a) Toda resolugdo livre € projetiva, jd que todo mddulo livre ¢ pro-
jetivo.

(b) Se considerarmos o complezo de cadeia nio negativo F' = (Fj, di)i>o0, podemos ver
e: F'—= M como uma aplicagio de cadeias, onde M € identificado com o complexo de
cadeia tal que Cy =M e C; =0, sei > 0.

(¢) No caso em que existir um inteiro n tal que F; = 0, para i > n, dizemos que a

resolu¢dao tem comprimento no mdrimo n. Neste caso, escrevemos simplesmente
0—FK — - —FH—M-—0.

Lema 1.2.1 Dado um R-modulo M, sempre podemos construir uma resolugao livre (e

portanto, projetiva) de M sobre R.

Demonstragao: Como todo R-médulo M é o quociente de um R-médulo livre
([14], 1.4.6), temos M ~ Fy/Ap, onde Fy é R-livre.

Seja ¢ : Iy — I'v/Ap a projegao canodnica tal que (zo) = To.

Como Ker e é submédulo de Fy, temos que Ker ¢ também é R-modulo, assim,
Ker e ~ F\/A,, onde I\ é R-livre.

Consideremos, agora, 0y : F; — Fi/A; a projegao candnica tal que dy(wq) = 7;.
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Procedendo sucessivamente deste modo, teremos a sequéncia
y & ' 7] " €
e I S By = Fy— M — 0

com Kere=Imdad, e Ker 9, = Im 0;4,, para 1 > 1.

Logo, essa seqiiéncia ¢ exata e, portanto, uma R-resolugao livre de M.

Exemplo 1.2.1 Se M ¢ um R-modulo livre, entdo
0— Fo=M -2 M —0
€ uma resolugao livre de M sobre R de comprimento zero.

Exemplo 1.2.2 Se¢ R ¢ um dominio de ideais principais, enldo todo R-modulo M admite

uma R-resolugdo livre de comprimento 1.

De fato: Temos que M ~ Fy/F), onde Iy é R-livre. Como R é dominio de ideais principais,
temos que qualquer submédulo de um R-médulo livre é livre ([14], pag.31). Assim, I} é
R-livre, pois é submodulo de Fp.

Portanto,

(e I, 2 e N —510,

onde i : Fy = Fy é a inclusao e p: Fy — M ¢é a projecao, é uma R-resolugao livre de M.

Lema 1.2.2 Se I' € uma resolu¢do projetiva de R sobre RG, ¢ H € um subgrupo de G,

entdo I' também € uma resolug¢ao projetiva de R sobre RII.
Demonstragao: Consideremos a seguinte resolucao projetiva de R sobre RG:
i — Fp— oo — Fy — Fp— R — 0.

Como cada F,, ¢ um RG-mddulo projetivo, pelo lema 1.1.1(i), temos que F), é

um somando direto de um RG-modulo livre. Deste modo,

F. 8 Qu ~ P(RG):.

1€l

11




Agora, pelo corolario 1.1.1, temos que RG ¢ RH-mdédulo livre, assim,

RG ~ (P(RH);.

J€J
Portanto,

Foth Qn ~ P(RH);,;
1,7

e, novamente pelo lema 1.1.1(iii), temos que I, é um RH-médulo projetivo.

Logo, F' é uma resolucao projetiva de R sobre RH.

1.3 Resolucao Padrao

A resolugao padrao é bastante ttil no estudo da homologia e cohomologia de um

grupo (.

Dado um grupo G, seja X,, o conjunto constituido das (n+1)-uplas (go.
de elementos do grupo .
Temos que X, é um G-conjunto livre, com a acao de ( dada por

g'(glh-"a.g?l):(g'gﬂa---ﬁ.g'gﬂ)

Consideremos o complexo
By . B = B 5
e BB K — e — S S Fy— R—0

onde cada F, ¢ o R-modulo livre gerado pelo conjunto X,.

As aplicagoes 0, e ¢ sao definidas nos geradores (e estendidas por linearidade)

an : F‘u = Fn—-l

n

(gusu-?gnJ — ar:(.qﬂu-"agﬁ]::Z(_l)idl—(g(l“"agﬂ)

1=0

com di(gos---s9n) = (gos--+Gis++-19n)




Iy = R (aplicagao aumentagao)

(90) — 1

Em F,, considere a GG-acao, obtida da G-agao livre sobre X,. Pela proposi¢ao
1.1.2, F,, = RX, é um RG-modulo livre com base F, onde E é um conjunto de represen-
tantes para as (G-orbitas em X,,.

Mostremos que o complexo (1.1) ¢ exato.

De fato: Vamos, primeiramente, mostrar que F' é contratil, construindo uma homotopia
entre idr ¢ 0 ([6], 1.0).

Consideremos F' = (F;), onde F_y = Re h, : F, — F,4, tal que

halgor---10n) = (L,doye--10n)  5€ 020
h.(1) (1) se n=-—1.

(Lembrando que o elemento 1 representa tanto o elemento 1 € R, como o elemento neutro
de ().

Efetuando os calculos, temos
goh_; =1udp

h_yoe+ 0 ohy=1dpg
hn—l o an + 8!I.+]. c h'u = ”jr,;

Deste modo, h é uma homotopia de cadeia entre idg e 0, isto é, idp ~ 0. Logo,
F é contratil e, portanto, aciclico, ou seja H,(F) = 0, para todo ¢ ([6], 1.0).

Assim, o complexo (1.1) é exato e, portanto

I it d £
ruy o T e B B By B B L Bo B

é uma resolucao livre de I sobre R(:, chamada Resolugao Padrao.

Resolugao Bar: Podemos considerar, na resolu¢ao padrao, um conjunto [ de repre-

sentantes especiais. Tomemos como representante da G-6rbita de (go, ..., gn) 0 elemento
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(1,h1,...,h,),onde h; = g5 '¢;. Tal elemento pode ser escrito da forma (1, ¢y, {41,

onde t, = h_ ! 1R, com by = 1.

Notagao Bar: Vamos denotar o elemento (1, 91.6192,...,9192...¢x) de F, por [g1]g2] . ..

Assim, I, é o RG-médulo livre gerado pelos simbolos [g1]g2] - .. |g.] €

Onl91lg2] - - - |gn] Z(m] id [g1lg2] - - - |gnl,

91lez] - - |ga)
dilgil|gz] - -19.] = [g1] ... 1gi=119:Gi+11gis2] - - - |gn]
[9‘:| < |9n—1}

Vejamos, por exemplo, o que ocorre com d;:
digilgz]---1gn] = d(1.91,9192,--,6192---9a)

(1,(9192): (9192)93 - - - (9192)93 - - - Gn)

[9192|9:s| cen |Hn]-

).

Observacoes 1.3.1 (a) Como F, ¢ gerado pela 1-upla (1) temos, na notagdao bar, Fy = ([ ]),

onde [ | =1, com 1 denotando o elemento neutro de G.
(b) Fo ~ RG, via isomorfismo ¢ : Fy — RG tal que ¢(a[ ]) =, Va € RG.
(¢) Em dimensées bairas, a resolugdao tem a forma:

h

Bl B 5 RO S B0,

d2[g|h] g[h] — [gh] + [9]
di[g] gl-[]1=9-1
e(9)

Nota: Quando usamos a notacao bar, a Resolugao Padrao é muitas vezes denominada

Resolucao Bar.
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1.4 CW-Complexos e Resolugoes de R sobre RG via
Topologia

Recordaremos, agora, a defini¢ao do espaco topolégico denominado C'W-complexo
¢ alguns exemplos deste espago. Além disso, vamos ver como obter resolugoes livres de R

sobre RG através do mesmo.

Definigao 1.4.1 Dado um espago X de Hausdorf], dizemos que X admile uma estrutura
de CW-complexo se possut uma cole¢ao de subconjuntos fechados o} (onde q representa
dimensdo (q = 0,1,2,...) € j varia sobre um conjunto de indices J,), € uma familia
de subespagos fechados X° C X' C ... C X7 C ... com X? = U a; (por defini¢do

P<q
JEJp

X=1'=0), e fronteira dada por f] = o? N X77', satisfazendo as scguintes propriedades:
(i) of — [} intercepta o] — f! somente quando p=q e i =j.

S R 5

(i) X = Uq_‘( ;

(iii) Para cada 0;-’. existe uma aplicagdo caracteristica ¢} : D7 — ij (onde D? € o disco
de dimensdo gq) que leva S7™' (esfera de dimensdo q — 1) sobre f!, e aplica D? — S9!
homeomorficamente sobre o} — [1 (S™' ¢ o conjunto vazio).

e T g ) LV e S WL RN T

(iv) [} intercepta wum nimero finito de conjuntos (o} — f7), i € J,.

(v) Um subconjunto Y de X ¢ fechado se Y N o] € fechado em o?, Vg e Vj € J,, onde o

possui a lopologia quociente de D7 (via (,)j)
Notagao: Em um C'W-complexo X, € denotara a célula aberta de dimensao ¢ :
e e

Exemplo 1.4.1 Seja X = IR. Podemos dar a IR uma estrutura natural de CW-complezo,
onde as 0-células e 1-células sao dadas , respectivamente, por 62 ={n}.e et ={nnt1);

nez.




Exemplo 1.4.2 Seja X = S™ (n-esfera). Uma estrutura de C'W-complero sobre S™ pode

ser dada por uma 0-célula € uma n-célula (S™ = €® U e").

Exemplo 1.4.3 Consideremos X a figura oito. I possivel dar a X uma estrutura de

CW-complexo [-dimensional, com uma inica 0-célula ¢ duas 1-células (X = " Uej Uel).

1
8?

Exemplo 1.4.4 Como um caso mais geral, consideremos X = V S

SES
indexado por um conjunto S. Podemos dar a X uma estrutura de CW-complexro 1-

o0 bouquet de circulos

dimensional, com wuma inica 0-célule ¢ uma I[-célula para cada elemento de S

X=¢uU U (::;

sES

Exemplo 1.4.5 O toro (T?) admite uma estrutura de CW-complero 2-dimensional, com

uma 0-célula, duas I-células ¢ uma 2-célula (T? = " U el Uel U e?).




T et

R i
. —— e

.0

1 e

Observacao 1.4.1 F também usual denotar wma n-célula por o™ ou, simplesmente por

o, caso a dimensdo esteja clara no conlexto.

Definicao 1.4.2 Um G-complexo ¢ um CW-complezo X munido de uma agio de G
em X que permuta as células, isto €, se S representa o conjunto das células de X, entdo
¢S = S, para todo g em G. Se a agdo de G em X permuta livremente as células, dizemos

que X ¢ um G-complexo livre.

Nota: I importante notar que, pelo fato da acao de G em X induzir um homomorfismo

dado por
¢:G — Homeo(X)
g = g X=X

tal que p,(z) = g-x, temos que, se ¢ ¢ uma célula de X, entao g-o também é uma célula

de X cuja dimensao é a mesma de o (ou seja, ¢, preserva dimensao).

Complexos de Cadeia de RG-Moddulos

Seja X um G-complexo. Podemos formar o complexo de cadeias C.(X, R), onde
C.(X, R) é o R-mddulo livre gerado pelas n-células de X.

A acao de G em X induz uma a¢do em C. (X, R) da seguinte forma:
g (o1 + ...+ ap0,) ;= a19- 01 + ...+ ang - On.

Assim, (',( X, R) torna-se um complexo de cadeias de RG-maédulos.

Definimos a aplicacio ¢ : Cop(X, R) — R por £(¢°) = 1, nas 0-células ¢° de X, e
a estendemos por linearidade.

Temos que ¢ é uma aplicacio de RG-médulos, pois, ¢+ o® também é 0-célula e, a

acao de (G em R é trivial.




Proposigao 1.4.1 Se X ¢ um G-complexo livre contrdtil, entio o complexo de cadeia

celular aumentado de X :
o B EARSRY D O (X BY o st OO RY < OHX B =25 B
€ uma resolugdo livre de R sobre RG.

Demonstracao: Seja X, = {o € X; ¢ é uma n-célula}.

Temos que C',(X, R) = RX,, (R-mddulo livre gerado pelas n-células).

Agora, como X,, C X e X é um G-complexo livre, temos que X, é um G-
conjunto livre, logo, pela proposicao 1.1.2, C',(X, R) é um RG-modulo livre com base E,
onde F ¢ um conjunto de representantes para as (G-orbitas em X,,.

Sabemos que, se X ¢ contratil, entao tem o mesmo tipo de homotopia de um

ponto e, deste modo

Ho (X, R) ~ H.({xo}, R)

0 caso contrario.

{R se n=10

I er ‘)ﬂ - P ‘
0=H.(X,R) = T:TS}%T =-Kerd,= Imds, n2l.

Resta mostrar que Im 0, = Ker c.

Consideremos

a

— Ci(X,R) =5 Co(X,R) — R — 0
wlfr'in
0

Entao,

Kerdy Co(X,R)

Im 0, Im 0,

Como ¢ é sobrejetora, pelo teorema do homomorfismo, temos
Co(X, R)

Kere

R= Hy(X,R) =

~ [me = R.

Portanto, :
Co(X, R)
B Co(X,R) _ Imd - R
= Kere  Kere ~— Kere

Im 0, Im 0,

18
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Logo,
Kere
o~
Im 0,
E, como I'm d; C Ker ¢, temos Im 0y = Kere.
Assim, o complexo

In 8

oo — C(X,R) 22 Coi(X,R) — -+ — Ci(X, R) = Co(X,R) =+ R —0

é exato e, entao, temos uma resolucao livre de R sobre RG.

Vejamos uma aplicagao deste fato no exemplo a seguir.
Exemplo 1.4.6 Sejam R=Z, X =IR* e G=Z & Z.
Temos que X é contratil e é um G -complexo livre, pois
(Z®Z)x R? — R*
((ny,n2), (2,y)) — (i +z,n2+y)

é uma acao de Z @ Z em IR?, que leva célula em célula livremente. Assim, pela proposi¢ao

anterior, temos que o complexo:
. — Co(R*, Z) — -+ — Co(IR*, Z) — C1(IR*,Z) — Co(IR*,Z) — Z — 0

é uma resolugao livre de Z sobre ZG.

Como IR? nao tem células de dimensao maior que 2, temos que C,(IR* Z) = 0,

para n > 2.
Vamos calcular as érbitas das células, a fim de determinarmos C;(IR?, Z), para

0,1,2.

(n,m+ 1) n41l,m+1)

%

kn+41,m)




{(n1,n2) - (0,0); (n1,n2) € Z G Z}
{(n1,n2); (n1,n2) € Z % Z}.

Logo, temos uma tnica G-6rbita de 0-células. Deste modo, Co(IR?*, Z) ~ Z (.

e G([(0,0),(1,0)]) = {(n1,n2)-[(0,0).(1,0)]; (n1,n2) € Z @ Z}

= A{l(n1,n2),(n1 + 1,n9)]; (ny,n2) € Z @ Z}

o G([(0,0),(0.1)) = {(n1,n2)-[(0,0),(0,1)]; (n1,n2) € Z ® Z}

= {[(n1,n2),(n1,n2 + 1)]; (ni,n2) € Z & Z}

Assim, temos duas érbitas de 1-células: G([(0,0),(1,0)]) e G([(0,0),(0,1)]).
Portanto, C,(IR*, Z) ~ ZG & ZG.
E, finalmente,

G([(0,0),(1,0)] x [(0,0),(0,1)]) = {(n1,n2) - ([(0,0),(1,0)] x [(0,0), (0, 1)]);
(ny,n2) € Z D Z}
{[(r1,n2), (n1 + L, m2)] X [(n1,n2), (11,2 + 1)];

(niyna) € Z® Z).
Entao, temos uma tnica 6rbita de 2-células. Dai, Cy(IR*, Z) ~ Z (.
Deste modo.

0202 20 2625, 2G5S 7 — 5 )

¢ uma resolugao livre de Z sobre Z(Z & 7).

CW-Complexos e Espagos de Recobrimento
Sejam Y um C'W-complexo e ¥ % Y, um recobrimento de Y. Por [22], 111.6.9.2,

temos que Y também é um CW-complexo (as n-células & de Y sao as componentes
|
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conexas de p~'(o), onde o é uma n-célula de Y, e p|z : @ = o é um homeomorfismo).

Além disso, (¢ permuta as células de Y.

Agora, (¢ atua livremente em Y, pois ¢ -y = y se, e somente se, g = 1 ([18],

5.3.2). Conseqiientemente, G atua livremente nas células de Y.

Deste modo, Y é um G-complexo livre.

Observagao 1.4.2 Podemos concluir, pela proposi¢io 1.4.1 que, se Y for contrdtil, o
complexo celular aumentado de Y ¢ uma resolugao livre de R sobre RG, onde (,-',,(i'u’, R)

¢ um RG-modulo livre com um elemento basico para cada orbila de n-célula em Y .

Observagao 1.4.3 Considerando o caso em que Y 5 Y € um recobrimento reqular,
temos, por defini¢ao, que G opera transitivamente em p~'(y), isto ¢, G(y) = p~'(y) para
todo y em p~'(y) ([6], pag.31). Dai, concluimos que cada n-célula de Y nos fornece uma
érbita de n-células em Y. Desta forma, se Y 55 Y ¢ um recobrimento regular contrdtil,

entao C',(Y, R) € um RG-modulo livre com um elemento bdasico para cada n-célula de Y .

Sera definido a seguir um C'W-complexo particular que satisfaz todas as condig¢oes

citadas anteriormente.

Definigao 1.4.3 Seja Y um CW -complezo tal que:
(i) Y € conexo.
i) YY) =G
(iii) O recobrimento universal Y de Y € contritil (¢ fato conhecido que, para C'W -
complexos coneros, sempre existe tal recobrimento universal ¢ este ¢ reqular) ([22], 111.6.9.1
e [13], 1.6.7).

Nestas condigoes, Y € dito um complexo de Eilenberg-MacLane do tipo

(G,1) ou simplesmente, K (G, 1)-complexo.

Observagao 1.4.4 Pode-se mostrar que a condigdo (ii) da definigdo anterior pode ser
substituida por uma das condi¢ées abairo ([6] 1.4):

(ii1)' H.,—(Y’) =0 para1 > 2.

(117)" 7(Y)=0 parai> 2.




Observagao 1.4.5 Se Y ¢ recobrimento universal de um CW-complexo Y, temos que Y

€ um G-complezo, onde G = m(Y').

Nota: Neste trabalho, vamos admitir que, dado um grupo (7, sempre existe um K'(G, 1)-

complexo ([6], VIIL.7.1).
Exemplo 1.4.7 Sejam G =<a >~ Z e¢Y = S\.

Temos que Y é um K (G, 1)-complexo, pois ¢ um CW-complexo conexo, com

m1(Y) = G e o recobrimento universal de Y ¢ Y = IR, que é contratil.

Exemplo 1.4.8 Scjam G = Z & ... & Z (grupo abeliano livre de posto n) e

Y =7"=5"x...x 5! (toro n-dimensional).

Temos que Y é um CW-complexo conexo, 7;(Y) = GG e o recobrimento universal
deY é Y =R, que é contratil. Logo, Y é um K((,1)-complexo.
Exemplo 1.4.9 Sejam G = F(S) (grupo livre gerado por um conjunto S) e Y = V S!

SES
(bouquet de circulos indexados por um conjunto S).

Temos que Y é um C'W-complexo conexo de dimensao 1 (pelo exemplo 1.4.4),
com exatamente um vértice e uma 1-célula para cada elemento de S e, m (Y) = G ([18],
1V.3.4).

Além disso, Y é conexo e, se Y é recobrimento universal de Y, temos que Y tem
dimensao 1 (pois Y 5 Y é homeomorfismo local). Assim, H,’(?) = () para 2 > 2.

Portanto, Y é um K (G, 1)-complexo.
Lema 1.4.1 Se X € um G-complexo livre compacto, entio G ¢ finilo.

Demonstragao: Seja X/G o espago das orbitas de X.

Temos que

p: X = X/G
LA o
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¢é recobrimento regular, e (¢ atua livremente em X como o grupo das transformagoes de
recobrimento ([13], pag.21 e [6], pag.17).
Agora, dado T € X/G, temos

p~(To) {z € X; p(x) = To}

{z € X; =%}

{x € X; 2 € G(x0)}.

Como a acao de (G em X é livre, p~!(Zy) esta em correspondéncia 1-1 com (.
Além disso, a fibra p~!(T) é discreta e fechada ([18], pag.165).

Suponhamos que p~!(Tp) seja infinita. Como esta é compacta, pela propriedade
de Bolzano-Weierstrass, tal fibra possui um ponto de acumulagdo que esta em p~'(Zp), o
que é um absurdo, pois p~'(Tp) é discreta.

Deste modo, p~!(Ty) é finita e, portanto, (i é finito.

9
Exemplo 1.4.10 Sejam G = ( ay,...,a,,by,...,b,, H[a,-. b;) =1 ) € g, um inteiro mai-

=1

or ou igual a I.

g
Temos que G é o grupo com geradores aj,...,a4,by,...,by, € H[a;,b;] =1léa
i=1

tinica relagao, onde [a;, b;] = a;b;a7'b7". Além disso, G é infinito ([20], 6.21.3).

Temos ainda que (¢ ¢ o grupo fundamental da superflicie orientada Y de genus ¢
(soma conexa de g toros) ([18], IV.5. exemplo 5.3).

Agora, vamos mostrar que Y é um (@, 1)-complexo.

Seja Y % Y o recobrimento universal de Y. Como G é infinito, temos, pelo lema
1.4.1, que Y nao é compacto, assim, Y é uma superficie nao compacta e conexa. Dai, por
[13], TT11.22.25, temos que Hg(f’) = 0. Como Hk(‘;') = ( para k > 2, pois Y tem dimensao
2, temos que Hk(f') =0para k > 2.

Portanto, Y ¢ um K'((,1)-complexo.




k
Exemplo 1.4.11 Seja G =< ¢y,. ..,k HC? >

]

t=1
Temos que G é o grupo fundamental de uma superficie Y fechada nao orientavel
de genus k, k > 2 (soma conexa de k planos projetivos).

Analogamente ao exemplo anterior, temos que Y é um K (G, 1)-complexo.
Como consequencia imediata desses resultados, temos a proposigao a seguir.

Proposigao 1.4.2 Se Y ¢ um K(G,1)-complexo, entao o complero de cadeia celular

aumentado do recobrimento universal Y de Y :

ki Ve B e (VR AR Y ) R RN

¢ uma resolugdo livre de R sobre RG.

Demonstragao: Como Y ¢ um K (G, 1), entao Y € um G-complexo livre contratil. Logo,

pela proposi¢ao 1.4.1, temos que o complexo acima ¢é uma resolugao livre de R sobre RG.

Exemplo 1.4.12 Jd vimos no exemplo 1.4.9 que Y = V St é um K(F(S),1)-complezo,

SES

onde I'(S) € o grupo livre gerado por S.

Sabemos que (_7,1(?, R) tem um elemento basico para cada n-célula de Y (pois,
Y é recobrimento universal de Y, logo, regular).

Tomemos um ponto base y, em Y (yo: vértice em f’). Temos que yp representa a
dnica G-érbita de vértices de ¥ (existe uma 0-orbita de vértices em Y para cada vértice
em Y). Dal, yo gera o RG-mdédulo livre C*g(}”’, R), e assim, CU(‘?., R) ~ RG.

Como base para Cl(f', R), tomamos para cada s € S uma I-célula orientada ¢;
de f que é projetada sobre S! (orientada no sentido positivo). Temos uma 1-6rbita em
% para cada 1-célula em Y.

Podemos supor que €, tem yo como ponto inicial e, caso isto nao ocorra, tomamos

outro representante e, com ponto inicial o (isto é, se €, tem um ponto inicial yp, entao,
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existe ¢ em G tal que g - ¢, = ¢, pois G atua livremente e transitivamente, permutando
as celulas de ?'), onde o ponto final de e, sera s - yp.

De fato: Note que podemos identificar o grupo das transformacoes de recobrimento G(Y)
com (Y, yo) da seguinte maneira: sejaw : I — Y umlagcoem Y ( [w] € m1(Y,y0)). Temos

que existe um tunico levantamento @ de w, comegando em yy. Mais ainda, seja

e: m(Y,y) — G(;’J
[w] i oS w

onde f, é a unica transformacao de recobrimento tal que f.(yo) = &(1).

Temos que ¢ é isomorfismo e, dai, (_;(‘}"’) ~ m1(Y,y0). Além disso, (r(i:) atua
liviemente em Y, com acao:

GY)xY —» Y
(furd) = L)

Olhando esta a¢io como uma acéo de 7((Y) em Y, temos [w]§ = fu(7) = &(1).

Como cada S! representa um gerador em (Y, yo) ~ F(S), identificamos S!
com s através deste isomorfismo. Assim, temos que existe um unico levantamento s de s,
comegando em yo ¢ o ponto final deste levantamento é 3(1) = f,(%0) = s - Jo.

Tal levantamento é a 1-célula ¢4, onde p(es) = S! = s ( a célula ¢, é aplicada
homeomorficamente em S!).

Note que G = F(S) ~ G(~) com s =~ f,.

Agora, voltando ao exemplo, temos d(es) = s-yo — yo = (s — 1) - yo. Dal,

0 — EP(RGC), = RG 5 R — 0

sES

¢ uma resolugao livre de R sobre R(/, onde @(RC‘), é um RG-modulo livre com base
$ES
(€s)ses, d(es) =s—1e<(g) =1, para g € G.

Exemplo 1.4.13 Se S = {t}, entdo, G = F(S) € ciclico infinito. Nesse caso, a resolug¢do

do exemplo anterior se reduz a

0 L3RS (RO iR—50;
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Resolugoes Periédicas via Agoes Livres em Esferas

Nosso objetivo agora, é estudar como é possivel obter uma resolucao livre de R
sobre RG, através de um G-complexo livre X homeomorfo a esfera de dimensao impar

c;zk—l

Primeiramente, vamos considerar, para X o~ S?~1 dois lemas importantes.

Lema 1.4.2 A acao de G sobre Hyp_ (X, R) >~ R ¢ trivial.

Demonstragao: Consideremos, primeiramente, R = Z.
A aplicagdo ¢, : X — X, dada por ¢4(z) = g - «, ¢ um homeomorfismo sem

pontos fixos se g # 1 (pois a G-agao sobre X ¢ livre).
2k—1

Seja Ay, = Z(-‘l)it?'(l’?‘q),“f o numero de Lefschetz de ¢,, onde a aplicacao
1=0

(@g)mi s Hi(X,Z) - Hi(X, Z)

é induzida de ¢, no nivel ¢ de homologia.
Pelo Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz ([28], pag.174 ou [6], pag.21). temos
que Ay, = 0, ja que ¢, nao tem pontos fixos se g # 1.

k—1

Por outro lado, como S%=! é composta por uma 0-célula e uma (2k — 1)-célula

= % U e**-1), temos

Z("l)ih'('ﬁg)-,i = tr(@g)e,0 — tr(©g)e2k-1

=0

ou seja, tr(pg)wo — tr(@y)s2—1 = 0.
Além disso, X é conexo por caminhos, assim, f.o = d,Vf : X — X. Dali,
ir(ypg)s0 =1, pois Ho(X,Z) ~ Z.
Deste modo, {r(@,).1 = 1 €, entao, (@g)x2k-1 = id, ja que Hayp_(X,Z) ~ Z.
Portanto, G atua trivialmente em Hyp_1(X, Z).

Pelo teorema dos coeficientes universais ([13], 1V.29.12), temos
Hay (X, R) = Hp 1 (X, Z)®2z R~ R.
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Como R ¢ um RG-modulo trivial,
qg- (n @ r') =g-aQQg-r=a@dr, Ya@r e Hgk_l(A', R].

Logo, Hyi—1 (X, R) ~ R ¢ um RG-mddulo trivial.

Lema 1.4.3 A seqiiéncia

Ak—1

00— B 0 il B 25 o3 1O LB 25 04X B) 25 B 4D

onde n: R — Cy_1(X,R) ¢ a inclusio, ¢ C;(X,R) € o RG-mddulo livre gerado pelas

células de dimensdo i (uma em cada orbita de células), € exata.

Demonstragao: Consideremos a seqiiéncia abaixo
- - ~ g v - o - I £
0 — Ker 9y — Cop1(X,R) == -« — C1(X,R) =5 Co(X,R) =5 R — 0

Temos que 9y @ Co(X, R) = {0} = Cau—1(X, R) é aplicagdo nula (pois a di-
mensao ¢ 2k — 1), ¢ Hy1(X,R) ~ R.

Agora,
Ker f)gk_]
Hy (X, R) = ——
2k-1( ) Im Oy
Assim, Ker Op—1 ~ R.
Como H;(X,R) = 0, para 0 < ¢ < 2k — 1, temos Ker d; = Im 0;4,, para

0<1<2k—-1.

Co(X, R)
Nere
Consideremos, agora

Mais ainda, ~ [Imes =R (c:sobrejetora).

— G R 2 CXR = B — 0
Jf"*u
0

Temos

h‘ff‘ !::)(] _ C{](_Y, h’)
Ini ;' 2 Ity -

R~ Ho(X,R) =
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Logo,

s Co(X, R) N Co(X, R)
=onKere T8 ulmidiy.

Como Im dy C Ker =, temos Im d; = Ker
|

A partir da sequéncia dada pelo lema anterior, obtemos uma resolucao livre de
It sobre RG, de periodo 2k, do modo a seguir.

Vamos denotar C.(X, R) por C. e considerar o diagrama:

Ho

noe

Cy Co C2k-1

Assim, construimos a seguinte seqiiéncia:

k-1

o y & - £ v v
vve 3 Ogpeg —> 2+ —3C1 = Cp =5 COgpet = +++—2Co—=R—0 (%)

Ja vimos que Im 0, = Ker e, além disso, Ker ¢ = Ker (no¢) (n : injetora) e
Im(noc)=Imn= Ker 0y, (¢ : sobrejetora).

Deste modo, (*) é uma resolugao livre de R sobre RG.

Exemplo 1.4.14 Seja G um grupo ciclico finito de ordem n com gerador 1.

Consideremos S! vista como um C'W-complexo com n vértices (que podem ser
identificados com as raizes n-ésimas da unidade) e n 1-células. Vamos denotar por
U0y Uty .-y Uney 08 Vértices e por ¢; = (v;,vi41) as 1-células de S?, e definir a agao de

G em S! por tF-v; = vepi € tF-e; = exyi, kyi=0,...,n—1.

28

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16 17

18



Temos que G atua em S' como o grupo de rotagoes e, tal agao permuta livremente
as células. Além disso, v; = t'-vge €; =t -ey, 2 = 0,...,n, assim, existe uma tinica orbita
de 0-células e uma tnica érbita de 1-células. Portanto, Cy(S', R) ~ RG ~ (S, R).

Deste modo, temos a seqiiéncia exata

00— RG 25 RBRG-E5 R 50

Ker 0,

'~ Hy(S! = _
R 1(558) Im ¢,

= Ker .

Entao, obtemos a sequéncia exata

05 B0 B G o By )

oL RGP B O B T REE M RGNS Buod )

é uma resolucao livre de R sobre R(G'.
Agora, vamos determinar d) ¢ no =.
edi(eg) =vi—vg=t-v9g—vo=(t—1)-vp.
Logo, 0, ¢ a multiplicagao por { — 1.
Se N=1+1t+...+t"", entao Neg gera Hy(S',R) ~ R.

De fato: Temos

R~ H\(S'R) = Ker §,.

Além disso,

Oi(eg+t-eg+...+t"1 e) A4+Et+...4+1t"1)0(e0)
= (I+t+...4+"H(t-1) v
0.

Portanto, eg +t-eg+t2-eg+ ... +1"1-ep € Ker 0.

Agora, se £ = ageo + art - epg+ ...+ a,_1t"" ! - eg € Ker 8y, temos
: oo+ ail - e n—1 0 13




Oi(aoeo + art - €0+ ...+ a1t - €) =0 = (ao+art+...+ an_1t"")0(e0) =0

= (ggtayt+...+a,4t" ) (t=1)-955=0

o que nos da:

-1
(@n—1 — @)oo+ ... + (ap—z2 — @ )" - 09 = 0.
as, como Co(X,R) é um R-moddulo livre que tem como base as 0-células

- Vgy..., 1" 1 - vp}, entdo, ap = a; = ... = a,-1. Assim,
; n—1 : AT
r=apleo+t-eo+...+1t""" - €)= agNeo.

Portanto, R ~ H (S, R) = Ker 9, =< Negy >.

Como Im(n o ) = Ker dy, temos que (n o ¢)(vg) = Nep e, deste modo,
(nos)(1rg) = N. Logo, n o€ ¢ a multiplicagao por N.

Conseqiientemente, obtemos a seguinte resolugao periddica, de periodo 2, de R
sobre RG:

e BE EX RO DL REES RG-SR0

1.5 Coinvariantes e Invariantes

Consideremos o anel R = Z.

Sejam G um grupo e M um ZG-médulo (a esquerda).

Defini¢ao 1.5.1 O grupo dos coinvariantes de M, o qual denotamos por Mg, ¢ dado

por Mg = M/A, onde A € o subgrupo aditivo tal que A =< g-m—m; g€ Ge meM >.

Nota: O nome coinvariantes vem do fato de Mg ser o maior quociente de M no qual G

atua trivialmente.

Proposicao 1.5.1 Mg ~ Z @G M, onde Z € visto como um ZG-modulo (a direita)

com G-ag¢do trivial.




Demonstragao: Temos 1@ g-m=1-g@m =1 m.
Seja
o: Mg — Z @z M
m = eM=p(m+A)=1am

E facil ver que ¢ esta bem definida, e ¢ homomorfismo de grupos.

Por outro lado, podemos considerar o seguinte diagrama:

ZxM —L— M,

|/

L Qg M

onde f: Z x M — Mg, definida por f(z,m):=zm = (m+...+m) (= vezes), é bilinear.
Assim, pela propriedade universal do produto tensorial ([17], V.1.1), temos que

existe um unico homomorfismo

ZOzaM — Mg
:@m = PY(z@m):= f(z,m)=2zm

As aplicagoes ¢ e ) sao tais que uma é inversa da outra.
LOgO, Mg >~ Z @z M.

Lema 1.5.1 Se¢ F ¢ um ZG médulo livre com base {¢;}ier, entao Fg € um Z-modulo

livre com base {€}ics.
Demonstragao: Basta usar a definicao de modulo livre, e a caracterizacao de I dada
pela proposi¢ao anterior.

]

Observagao 1.5.1 Todo RG-mddulo (a esquerda) M pode ser considerado como um RG-

modulo (a direita), definindo a sequinte G-ag¢do em M:

p: MxG — M
(m,g) — mxg=g'-m, VgeG,Vme M.
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Nota: A partir de agora, podemos eventualmente tratar de conceitos e resultados envol-
vendo funtores covariantes e contravariantes, e categorias. Tais assuntos sao comentados

com mais detalhes no Apéndice.

Definigao 1.5.2 O funtor —¢ = Z @z —, definido da calegoria dos ZG-modulos (a

esquerda) para a calegoria dos grupos abelianos ¢ chamado funtor de coinvariantes.

Observagao 1.5.2 Se C:--- — ()} — Cy — 0 € um complexo de cadeias, denota-
remos por Cg o complexo Cg:--- — Z Q76 C1 — Z Qz6 Co — 0.
Vimos que, para qualquer grupo G, podemos sempre tomar F como sendo a

resolugao padrao. Nesle caso, denotaremos Fg por C.(().

Para finalizar esta se¢ao, vamos introduzir um conceito dual ao conceito de coin-

variantes.

Defini¢ao 1.5.3 Seja M um Z(G-mddulo (a esquerda). O grupo dos invariantes de

M, denotado por M©, ¢ dado por:

MC ={me M; g-m=m, Vg € G}.

Nota: MY é o maior submédulo de M no qual G atua trivialmente.

Proposicao 1.5.2 Homza(Z, M)~ MY, onde Z ¢ um ZG-mddulo com G-agdo trivial.

Demonstragao: Definindo ¢ : Homyza(Z, M) — MY por #(f) := f(1), temos que ¢ é

um isomorfismo.

1.6 Moddulos Induzidos e Coinduzidos

Comegamos esta segao fazendo um estudo sobre extensao e coextensao de esca-

lares.




Sejam R e S andis e, a : R — S um homomorfismo de anéis.

Consideremos M um S-médulo (a esquerda). Podemos ver M como um R-médulo
(a esquerda), definindo em M a K-agao:

p: RxM — M
(rym) = r-m=a(r)m

Obtemos, desta forma, um funtor da categoria dos S-mddulos (a esquerda) para
a categoria dos R-mddulos (a esquerda) denominado restrigao de escalares. Neste caso,
M ¢é denotado por RespM.

Agora, estamos interessados em construir S-moédulos a partir de R-médulos.

Seja M um R-moédulo (a esquerda). Através do homomorfismo a : R — S, vamos
obter, a partir de M, os S-mddulos (a esquerda): S @p M e Homp(S, M), da forma a

seguir.

O S-moédulo S O M

Podemos ver S como um Z-médulo (a direita), por restrigao de escalares, através

da acao:

n: SXRE =5 §
(s,7) +— s-r=sa(r)

onde sa(r) ¢ a multiplicagao do anel.

Assim, podemos considerar o produto tensorial S ©g M.

Nosso objetivo é definir em S ©r M uma S-agdo (a esquerda), para que este se
torne um S-médulo.

Definimos, entao

Yv: SX(SQrM) - SQrM
o b o L
(s, ®m) = s:(s @m):=s55 @m.
Pode-se provar que ¥ estd bem definida e é uma S-agao.
O S-médulo (a esquerda) S ©p M é dito ser obtido de M por extensao de

escalares de R para S (via a).




Lema 1.6.1 Friste uma aplicagio natural de R-maodulos:

m = i(m)=1Qm

Demonstragao: Temos que i é aplicagao de R-médulos, pois
. = = a(r)es
rrm)=1Qr - m=1r@m=1la(r)@m=a(r)@m = «ofr) -(1@m)
a(r)-i(m).
=

Lema 1.6.2 Dados um R-modulo (a esquerda) M, um S-mddulo (a esquerda) N, uma
aplicagio de R-modulos [ : M — N ¢ um homomorfismo de anéis a: R — S, existe uma
unica aplicagio de S-modulos h: S Or M — N, tal que hoi = f, ou seja, o diagrama a

sequir ¢ comutalivo (onde 1 € a aplicagio de R-modulos definida no lema anterior).

M——~ SorM

bA

Demonstracao: Observemos que, se h existe, entao deve satisfazer:

h(s @ m) = sh(l1 ® m) = sh(i(m)) = sf(m).
Assim, definindo:

h: SQrM — N
s@m = h(s©m):=sf(m),

temos que h é tnica.

Observagao 1.6.1 Se no lema anterior, M = N € f = id, temos que a aplica¢do t € um

R-monomorfismo.




Proposigao 1.6.1 Dados um R-mddulo (a esquerda) M, um S-mddulo (a esquerda) N

e um homomorfismo de anéis a: R — S, temos
Homp(M,N) ~ Homs(S &r M, N).

Demonstragao: Pelo lema 1.6.2, podemos definir

¢: Homp(M,N) — Homg(S @rM,N)
f — &(f):=h; h(s@m)=sf(m)
Deste modo, ¢ ¢ homomorfismo de grupos.
Além disso, o homomorfismo:
w: Homs(SQrM,N) — Hompr(M,N)
h —  @(h):=hoi
¢ inverso de ¢.
Logo,
Homp(M,N) ~ Homg(S @r M, N).

O S-médulo Homp(S, M)

C'onsideremos, agora, uma construgao dual, utilizando Hom ao invés de @.

Dado um R-médulo M (& esquerda), vamos ver S como um R-mddulo (a esquer-
da) por restrigao de escalares, através da agao:

£: RxS —» S
(rys) = r-s=ar)s

onde a(r)s ¢ a multiplicagao do anel.

Assim, podemos considerar Hompg(S, M).

Nosso objetivo é definir em Hompg(S, M) uma S-a¢ao (a esquerda), para que este
se torne um S-médulo.

Definimos, entao

v Sx Homgp(S,M) — Hompg(S,M)
(s, /) o s f5 (s D)) = f(s's)
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Pode-se provar que ¢ esta bem definida e ¢ uma S-agao.
O S-médulo (a esquerda) Hompg(.S, M) é dito ser obtido de M por coextensio

de escalares de R para S (via a).

Lema 1.6.3 Secja M um R-modulo ¢, consideremos o S-modulo Homp(S, M) como um

R-madulo por restrigio de escalares. Existe uma aplicagao natural de R-modulos:

m: Homp(S,M) - M
/3 = w(f):= f(1).

Demonstragao: Temos que 7 ¢ aplicacao de R-médulos, pois
a(r-f)=n(a(r)f) = (a(r) (1) = fla(r)) = f(r-1)=rf(1) = rr(f).
a

Lema 1.6.4 Dados um R-modulo (a esquerda) M, um S-modulo (a esquerda) N, uma
aplicagio de R-médulos f : N — M e um homomorfismo de anéis o : R — S, existe
uma inica aplicagio de S-modulos g : N — Hompg(S,M), tal que wo g = [, ou seja,
o diagrama a sequir ¢ comulativo (onde © ¢ a aplicagao de R-modulos definida no lema

anlerior).

Homp(S, M)

Demonstragao: Basta notar que, se g existe, deve satisfazer g(sn) = s(gn), para s € S

en € N. Dai,

(g(sm))(1) = (s(gn))(1) = g(n)(Ls) = g(n)(s).

Assim,

g(n)(s) = (g(sn))(1) = w(g(sn)) = f(sn).

Portanto, definindo:

AVA
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g: N — Homp(S,M)
n = g(n); g(n)(s):= f(sn),

temos a unicidade de g.

Proposicao 1.6.2 Dados um R-mddulo (a esquerda) M, um S-mddulo (a esquerda) N

¢ um homomorfismo de anéis o : R — S, temos
Homp(N,M) ~ Homg(N, Hompg(S, M)).

Demonstragao: Pelo lema 1.6.4, podemos definir
¢: Homp(N,M) — Homg(N, Hompg(S, M))
/ = o(f) = g; g(n)(s) = f(sn).
Deste modo, ¢ é homomorfismo de grupos e, ¢ é bijetora, pois
¢: Homg(N,Homp(S,M)) — Homp(N,M)
g = p(g)=mog
¢ 0o homomorfismo inverso de ¢.
Logo,

Homp(N,M) ~ Homg(N, Hompg(S, M)).
5]

Observagao 1.6.2 Sejam ¢ : RG — R a aplicagdo aumentagio ¢ M um RG-mdédulo.
Entao, o R-modulo R ©pg M, obtido de M por extensio de escalares de RG para R, €
simplesmente Mg €, o R-modulo Hompg (R, M), obtido de M por coextensao de escalares

de RG para R, € simplesmente M©.

Ind$;M e Coind;M

Sejam (¢ um grupo e H um subgrupo de .
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Consideremos a aplicagao inclusao @ : RH — RG. Assim, se M é um RG-
médulo, podemos vé-lo como um RH-méddulo através da inclusao, neste caso, denotamos
o RH-médulo M por Res$;M (médulo restrigao).

Seja M um RH-médulo. O RG-moédulo obtido de M por extensao de escalares

sera denotado por fud;f, M, assim
fnd'g M = RG Gppy M.

Neste caso, a extensao de escalares é chamada indugao.
Da mesma forma, o RG-mddulo obtido de M por coextensao de escalares sera

denotado por Coind§; M, entao
Coind5y = Hompu(RG,M).
Neste caso, a coextensao de escalares é chamada coindugao.
Observagéao 1.6.3 Se H = {1}, temos RH ~ R. Deste modo
IndjyM = RGQr M ¢ Coind{;M = Homp(RG, M).

Tais RG-mddulos sdo chamados, respectivamente, moédulo induzido ¢ médulo

coinduzido.
Observacao 1.6.4 Scque imediatamente dos lemas 1.6.2 e 1.6.4, respecltivamente, con-
siderando M = N e [ = Idy, que as aplicagoes:

M = fn.(fﬁ M= RG &puy M
m = i(m)=10m

T (_“-oin.dﬁ;'\-l = Hompy(RG,M) — M
f = w(f)= f(1)

sao, respecltivamente, RH-monomorfismo ¢ RH-epimorfismo.




Proposi¢ao 1.6.3 O RG-mddulo IndjM contém M como um RH-submddulo. Além
disso, considerando I¥ um conjunto de representantes para as classes laterais (a esquerda)
de H em (i, € denotando por gM o conjunto obtido de M (visto como RH-submodulo de
Ind$, M) sob a acgio de G, temos
IndM = P gM.
geE
Demonstragao: Podemos definir uma a¢ao (a direita) de H em G, da seguinte forma:

GxH — G
(9,h) +— g-h
Tal acao é livre e, portanto, RG é um RH-méddulo livre (a direita) cuja base pode
€ I ;
ser tomada como sendo E.

Como G = U gH, por [6], pag.13, temos
gEE

RG =R ( U gn) =P rgtt) = P g(krH)

gEE gEE gEE

Dai,

Ind;M = RG Qpy M = (@ g(rm)) orn M =@ g @ru M,

geEE geE
onde g Opy M = {g&m; me M}.

Temos que g @rpy M pode ser identificado com M, via bijecao g ® m <> m. Em
particular, 1 @py M <> M, onde 1 denota o elemento neutro de G.

Consideremos o RH-monomorfismo:

M — Indﬁ M=RG @puy M
m = i(m)=10m

dado na observacao 1.6.4. Temos que 7 aplica M isomorficamente sobre 1@ gy M. Assim,
através da identificacdo 1 @py M < M, podemos ver M como um RH-submédulo de
GOA
Indji M.
Além disso, o somando g @ry M de (1.2) é o conjunto obtido de M ~ 1 Qpy M

através da aciao de (7, pois ¢- (1 ©@ m) = g @ m (extensao de escalares).
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Deste modo,
gﬂf 2 g(l Qru M) = g Oru M.
Logo, voltando em (1.2), temos
IndGM = @ gM.
geEL

Proposigao 1.6.4 De modo andlogo a indugao, sc considerarmos o mergulho
p: M = CoindiM, dado por

ateilg) = { g-m se¢c g€ H

0 c.c.

temos que M € um RH-mdédulo de Coind§M e, além disso,

Coind§y M = Hg.-l!.
geE

=]
Observagao 1.6.5 A  aplicagio p se  estende a um  RG-homomorfismo

¢ : RG Qpry M — Hompu(RG, M) (pelo lema 1.6.2). Tal aplicagao pode ser identi-

ficada com a inclusdo canoénica da soma direta no produto direto ([6], pag.70), e assim,

podemos ver Indg M como um RG-submédulo de Coind$M.

Proposigao 1.6.5 Se (G : H) < oo, entdo Ind§M ~ Coindj M.

Demonstragao: Se (G : H) < oo, temos que a soma direita e o produto direto coincidem
e, portanto, segue o resultado.

Podemos também, alternativamente, demonstrar essa proposi¢ao do modo a se-
guir.

IExiste uma H-aplicacao ¢o: M — Homyzy(ZG, M), dada por

H
L}-'A(J(ni)(g) - { .([);7” q e

c.cC.
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Temos que g se estende a uma G-aplicagao ¢ : ZG Qzp M — Homzy(ZG, M)
(lema 1.6.2). Como, por hipédtese, (G : H) < oo, temos que ¢ é isomorfismo, com inversa

dada por ¥/(f) = Z g flg™").
_r,re(t'fH
|

Definigao 1.6.1 Sejam M e¢ N RG-modulos. IEntio, M e N sdo naturalmente IR-

modulos. A G-agao diagonal, definida em M @r N, € dada por:

g-(m@n)=g-m®@g-n

Proposigao 1.6.6 Seja M um RG-modulo. Eristem RG-isomorfismos naturais:
(i) Ind§; (Res$iM) ~ R(GJ/H) ©pr M (com (i-ag¢io diagonal).
(ii) Coind$; (Res$GM) ~ Homp(R(G/H), M) (com G-ag¢do diagonal).

Demonstragao:
(i) Vamos definir:
f: RGxM - RG/H)GrM
(g,m) = flg,m)=gH @g-m
nos geradores, e estendé-la por linearidade.
Deste modo, temos que [ esta bem definida e é biaditiva. Logo, pela propriedade

universal do produto tensorial, existe um homomorfismo

v: RGOpuy M — R(G/H)®rM
g©m = Plgam)=gH Qg-m
Além disso, ¢ ¢é aplicacao de RG-modulos.
Agora, vamos definir:
G: RG/HYxM — RG®ry M
(gH,m) = g-(gHm)=g2¢ " -m
nos geradores, e estende-la por linearidade.
Verifica-se facilmente que ¢ esta bem definida e é biaditiva. Novamente, pela
propriedade universal do produto tensorial, existe um homomorfismo
¢: R(GIH)@rM — RGQruM
1

gH ©&m = olgHoOm)=g g™ ' -m
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Temos que ¢ também é aplicacao de RG-modulos, e ¢ inversa de .
Logo,
Ind§; (ResM) ~ R(G/H) @r M.

(11) Vamos definir:

¢: Hompy(RG,M) — Homp(R(G/H),M)
f = o(f); o(f)(gH) == gf(g7")

Assim, ¢ é homomorfismo de grupos, e

v: Homp(R(G/H),M) — Hompuy(RG,M)
/ W) AN = @ H)

¢ inversa para .
Portanto,

Coind§j (RessyM) ~ Homp(R(G/H), M).

Corolério 1.6.1 IndR ~ R(G/H).

Lema 1.6.5 Se (G ¢ infinito, entao (.fn-d?”Z)("' =1l
Demonstragao: Pela proposigao 1.6.3, temos:

huf?l}z = @{;Z,
geL
ou seja,
LG = @y,rz
geE
Seja o € (ZG)%, a # 0. Entao, g-a = a, Vg € G.

Temos:

a= E n,g, com n, quase todos nulos.
geG
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\v'rHII'I()S escrever:
a=gmy+...+gmg, gm; € gZ, ggm; £0, Vi=1
Como ¢ -a = a, temos
g-gymy+...+g-ggmr =gmy+ ...+ gemy, Vg€ G.

Afirmacao: Se I = {g;m, gy}, entao gl =1, Vg € G.

De fato: A aplicacao:
v £G = ZG
a = gla)=g-a
¢ isomorfismo, com inversa :,:;'.

Além disso,
g-gm;=g;m;, 1<£4,3<5k.

Isto segue do fato que g-gim; # g-g;m;, Vi # j, pois ¢, é injetora e g;m; # g;m;.

Se g - gm; # gjmj, 1 < j < k, como a soma em (1.4) é direta, teriamos
g-gim; =0, o que nos da g;m; = 0 (contradi¢do, pois estamos considerando g;m; # 0).

Deste modo, ¢,(I) C I e, como I é finito e ¢, é injetora, temos (1) = I, isto
¢, gl = I, o que prova a afirmacao.

Consideremos, agora, o conjunto X = {g;, i =1,...,k}

Podemos definir uma acao de G em X da seguinte forma:

p: GxX - X
(9,9)) — g-g

Temos que ¥ esta bem definida, pois se g; € X, entao ¢-g¢; € X.
De fato: Seja g;m; € I. Entao, g-gm; € I (gl = I).

Temos que g-gm; = gim; € I e g; € X. Para ver isso, vamos considerar
gim; € I, assim, g-gim; =g;m; € [ e g; € X.

i e ‘ P |
Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por g¢; ", temos

g; ' (g - gimi) g5 ' (gim;)

9’;] (g-gm;i) = (Q.;lg.;’)mj =1m; #0
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onde _qJ-_l(_q-.q;.fn.,-) €xZ e 1m;€lZ.

Ya g gl : e y 2 . v e

Se v =g; (g9-9i) #1,entao 2Z N1Z # {0} (o que é um absurdo, pois a soma
em (1.3) é direta).

Portanto, z = _q_',-_l(_q -gi) =1,ouseja, g-g;=g; € X.

Além disso, a acao de G em X ¢é transitiva.

De fato: Se ¢; € X, entao G(gi) = {9-9i: g € G} = X, pois se g; € X, temos que
9; = (9;97")9i € G(g:)-

Consideremos o subgrupo de isotropia de g;:
Gy ={9€G; g-9i =g} ={1}.
Sabemos que existe a correspondéncia biunivoca:
Glg)=X=G/GC, =G,

Assim, X esta em correspondéncia 1 — 1 com (i e, como X é finito, temos que &

é finito, o que é um absurdo.

Logo, para todo a € {I-nd?] }Z)r;, temos a = (.

Portanto, (l-na'?l}Z](" =




Capitulo 2

(Co)homologia de Grupos - Tor e
Ext

2.1 A (Co)homologia de um Grupo G

Seja R um anel comutativo com unidade.
Antes de definirmos (co)homologia, vamos considerar alguns resultados impor-

tantes sobre @rg e Hompg.

Proposicao 2.1.1 Sejam M ¢ N RG-modulos (a esquerda). Temos

MQ@rN

M Qpag N = (’u{ DR ;'\"')(_',- = A

onde A=<g-mSg-n—mn; Ymn € M @p N, Vg€ G >.

Demonstragao: Vamos ver como obtemos M Qrg N de M @ N.

Consideremos a seguinte relacao em M @ N:
(m*xg)@n~m®g-n, Yme M,Vg € G.

Mas, vendo M como um RG-mddulo (a direita), temos pela observacao 1.5.1,
que
mxg=g'-m, Yme M, Vg € G.

Assim,

“l.m)@n.

(mxg)@n




(7' -m)@n=m@g-n.

Portanto,
. M@ R N

~

M® RG N

Trocando m por g - m em (2.1), temos

mEn=g-mg-n.
Definimos, entao a G-acao diagonal de G em M @p N:

g-(m@n)=¢g-m@g-n.

Consideremos em M ©pr N tal agao e A o subgrupo aditivo gerado pelos elementos

M@rN

g-(m@n)—men. Assim, em (M @p N)g := = estamos identificando elementos

da forma g-m @ g-n com mSn, Vm € M,Vn € N,Vg € (. Isto é o mesmo que
identificar (g7 -m)@n = (m* g) © n com m @ n (por (2.1) e (2.2)).
Deste modo,

, M @r N .
(M Q@rN)g = + = M ®rq N.

Corolario 2.1.1 M Qrg N ~ N Qpg M.
Demonstracgao:

M DRra N ~ (11‘ Sn x'\"-](; i~ (;’\"' SR ."1'1')(; =N DrG M.

Sejam M e N RG-médulos (a esquerda), e consideremos [{omp(M, N).
A agao de G em M e N induz uma acao de G em Homp(M, N), dada por

G X Homp(M,N) — Homp(M,N)
(9.1) — Gesf
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tal que g- f(z) =gf(¢g7'-z); g€ G, f € Homr(M,N)e z € M.

Nota: O uso de g~! para definir a acao é necessario devido a contravariancia de //om na

primeira variavel. Compensamos esta contravariancia, convertendo M a um RG-moédulo

a direita, considerando m * ¢ = g~ ! - m.

Deste modo, a agao fica:

g-f(m)=gf(g™" -m) =gf(mxg).

Assim, Homg(M, N) sera um RG-mdédulo (a esquerda).

Proposiciao 2.1.2 Hompg(M.N) = Homp(M, N)°.
Demonstragao: Seja
Hompa(M,N) = {f € Homp(M,N); g- f(z) = f(g- )}

ou seja, [ € equivariante.

Assim,

f € Hompg(M, N) g-flx)=flg-x),Vge G,e €M
fle)=g""f(g-2),VgE€G,z €M
flz)=g7"-f(z), Vg ' €G,zeM
9f =f, Vg€ G
f € Homp(M, N)C.

Logo,

Hompa(M,N) = Hompg(M, .-'\")G.

Veremos, agora, a defini¢do de (co)homologia de um grupo G, considerando o

caso R = Z.




Defini¢ao 2.1.1 Sejam
193 S0P EINTaLIRN N S O s Sipfe R g R T B oey §

uma resolugdo projetiva de Z sobre ZG ¢ M um ZG-modulo (@ esquerda).

Podemos formar os complexos de cadeia ¢ cocadeia, respectivamente:

1“1§Z"z(; M:. ... — f"nia"/;(; M -ji*} f"n_1 Qzc M—... — 1"1 -",_{}z{,-_-"tf i% I“‘U-,':{f-'zr; M —0

Homzg(F,M): 0 — Homyzg(Fo, M) 5—o> Homyzq(Fy, M) __si_) oo —> Homyg(F,. M) —

O operador bordo ¢ dado por 9, := 0, © id ¢, o operador cobordo, por

(5“ > “Ol'ng(;(f"m ”) F HOII}X(;(I"H+1. ”)
f X 5“(f) = f o0

(a) O n-ésimo grupo de homologia de G com cocficientes em M ¢ definido por
H, (G M) := H,.(F @z M).
(b) O n-ésimo grupo de cohomologia de (i com coeficientes em M € definido por

H™(G, M) := H*(Homzc(F, M)).

Nota: Poderiamos ter definido a cohomologia usando Homzg(F, M)" := Homzg(F,, M)
e "(f) = (=1)"*Y(f o Dpy1), conforme [6]. No entanto, isto nao altera os grupos de

cohomologia, pois a mudanga de sinal nao altera os cociclos ou cobordos.

Observagao 2.1.1 As dcfinigoes de H (G, M) e H*(G. M) independem da resolugio pro-

jetiva ¢ : F — Z escolhida (a menos de isomorfismo candnico).

De fato: Consideremos ¢ : F' — Z uma outra resolucio projetiva de Z sobre Z(G. Temos
que os complexos I'@za M e F'®76 M sao homotopicamente equivalentes (pois — @z M
é um funtor aditivo) (ver Apéndice).

Deste modo,

Ho(F Qz6 M) ~ H(F' @26 M).
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Analogamente, os complexos Homza(F, M) ¢ Homzc(F', M) sao homotopica-

mente equivalentes, assim,
H*(Homy(F,M)) ~ H*(Homyg(F', M)).

Observagao 2.1.2 Tomando M = Z, com (-ac¢ao trivial, temos

prop.2.1.1

HA(G,Z)=H.(F ®z2¢ Z) =" H(F®zZ)g) ~ H.Fg).
Proposi¢ao 2.1.3 Dado um ZG-modulo M, temos o isomorfismo:
Ho(G, M) ~ Mg.
Demonstragao: Consideremos a resolu¢ao projetiva de Z sobre ZG:
cor b Py = oo — Fg —+ Z — 0.

Aplicando o funtor — @z M, obtemos o complexo
)

— 1 @zcM — Fy@zc M ~—?‘—} Z® ZG M — ()

i}

0

Como tal funtor ¢ exato a direita ([14], 1.7.9), temos que Im d; = KerZ e € é
sobrejetora.

Assim,

Ker }ju Fo@za M pro
e = Z® 726G M
Im o, Kerz

p.1.5.1
s j’lr'f(;.

)'1()((_-!'._ Aa'-f) =

Logo,

Ifu(c, JI) [ i.lf(;.

Proposigao 2.1.4 Dado um Z(G-médulo M, temos o isomorfismo:
H°(G, M) ~ MS,
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Demonstragao: Consideremos a resolucao projetiva de Z sobre Z ("
oy By oos —3 Fg —+ Z — 0.

Aplicando o funtor Homzg(—, M), obtemos o complexo

0 — Homza(Z) M) “Eb Homzs(Fs, M) 225 Hombd(Fi; M) =%
-
0

Como tal funtor é exato a esquerda ([14], 1.8.7), temos que Im &= Ker §® e £ é
injetora.
Assim,

Ker §°
Im §-1!

prop.1.5.2
lad

H(G, M) = =Kerd® =Im&~ Homyg(Z,M) =~ MC.

Logo,

H°(G, M) ~ MC.
[

Exemplo 2.1.1 Vamos calcular H.(G, Z), onde G = F(S) ¢ o grupo livre gerado por

um conjunto S.

O exemplo 1.4.12 nos fornece uma resolucao livre (portanto, projetiva) de R sobre

RG. Para o caso R = Z, temos

0 — @P(2G), = 26— Z — 0,

SES

onde @(ZG]s é o ZG-modulo livre com base (€5)s¢s, O(€s) =s—1e e(g) =1, Vg € G.

SES y
Pela definicao 2.1.1, temos que a homologia do grupo (& é a homologia do com-

plexo
I - - v id @0 L A v
0— Z 9z¢ P(ZGC)s =5 Z @26 ZG — 0
sES
Além disso,

* Z Qyq @(ZGL =2 @za (@(ZG].«) = @(Z Qz6 (£G),) = @Z-

sES SES sES

AYA
AVAVEY
VaY
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\

e /L QG 7.

Vamos calcular id @ 0, lembrando que Z é visto como ZG-moddulo trivial:

(zd @ 0)( Za ) =2® Zo d(es,)

Assim, id @ J é a funcao nula e, deste modo, temos o complexo:

ﬂ->@2$2—”>0

sES

Logo,
fju((—;. Z) - Z

H(G.Z) =P Z
s€S

Hi{(G,Z)=0 para 1> 2.

Exemplo 2.1.2 Se¢jam M um ZG-modulo ¢ G o grupo ciclico infinilo com gerador 1.

Vamos caleular H. (G, M) e H*(G, M).

Vimos no exemplo 1.4.13 que

¢ th

B, A0 AT P T b )

onde 0, =t — 1, é uma resolucao livre (portanto, projetiva) de Z sobre ZG.

e Calculemos H.(G, M)

Aplicando o funtor — @z M, obtemos

Jz_l'_.l )n-—(]

0 —= ZG® 2 M ——P ZG Sz M —
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onde J; = 0, © id.
Agora, temos os seguintes isomorfismos:
M ~ ZG Xza M —5 Z (_r Nza M ~ M
m 1®m = (-1)m — (t—1)-m
Deste modo, podemos considerar

h: M - M
m - (t—1)-m

Portanto, H.(G, M) é a homologia do complexo:
0 M2 M 250

Assim,
Ker ()]

= Ker 0,.

Mas,
Keroy = Ker(t—1)={meM;t—-1)-m=0}={me M; t-m=m}=M"

Portanto,
!{0((;. "H() = .“f(_';
}‘.{1 [(J‘. 1!) = ;'1'!(;
H;(G,M) =0 para i > 2.
Note que

H\(G, M) = MS P22 go(@q, M),

e Calculemos H*(G, M)

Aplicando o funtor Homzg(—, M), obtemos

0 e Homzq(ZG, M) it Homzq(ZG, M) e 0,

onde

O(NE)=(fod)(z)=(fo(t—1)(z)=f((t—=1)(x)) =(t —1)f(x).
Logo, 6° é a multiplicaciao por (t — 1).
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E, ainda
Homzq(ZG,M) ~ M
f = f(1).

Assim, H*(G, M) é a cohomologia do complexo:

Agora,

_ Ker &' M
HY(G,M) = = = Mg.
M) = T = B T

Portanto,

HO(G, M) = MG

h”( ;. .‘1) = _-'11(;

1”‘[(’;.. .‘J) =0 para 1 2 2.
Note que

Hl((_r'. ‘_.”) = Mg prop:fi.l,:& Ho((.;-_ i"”-

Exemplo 2.1.3 Seja G um grupo ciclico finito de ordem n com gerador L. Vamos cal-

cular H.(G,M) e H*(G,M).
Pelo exemplo 1.4.14, temos a seguinte resolucao projetiva de Z sobre Z(:
conn BG S G B G S 26 5.8 —5 0,
n-1
onde N = Z b
i=0

e Calculemos H.(G, M)

Aplicando o funtor — @z M, obtemos o complexo:

e TG e M S 20 05 M 25 20 @sa M S5 ZC Ga M —5:0

Como ZG @z M ~ M, temos

WIS W, 7 i 0 7 LA s R Y LS

2 3 4 5 6 if unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



Portanto,
( Mg se 1 =10
Ker(t—1) _ MG
ImN ~— NM
Ker N Ker N
Im(t—1) (t—1)M

se 1 ¢ impar

H(G,M) =

se ¢ é par.

e Calculemos H*(G, M)

Aplicando o funtor Homzg(—, M), obtemos

0 J—_l* Homyzq(ZG, M) it Homyg(ZG, M) 6—1> Homyz(ZG, M) -5-2-> cen

onde 0"(f)(z) := ([ 0 Opy1)(2).

Via o isomorfismo Homzq(ZG, M) ~ M, temos
0 M My M

onde * =t—-1 e §**' =N, k>0.
Logo,

M€ se 1 =10
Ker N Ker N

== se 1 é impar

Im(t—1) ({t—-1)M

H(G.M) =
(&) Ker(t—1) M€ e
= se i e par.

ImN ~ NM

\
Em particular, para o caso M = Z (com G-acao trivial), temos que t — 1 ¢é a

func¢ao nula, pois
(t—1) - m=t-m—m=0, Vme M,
¢ N ¢ a multiplicacao por n, pois

I+t+...4t" Y m=m+t-m+...+t"" . m=am
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Assim, Ker(t—1)=Z,Im(t—1)={0} = Ker NeIm N =nZ.
Deste modo,

ses=0
Hi(G,Z) = se ¢ é fmpar

se 1 é par.

_ se1=0
H' (G, Z) se 7 é impar

Z, seié par.

Proposigao 2.1.5 Se¢e G € uwm grupo ciclico finilo nao trivial, entio Z ndo admite

resolu¢ao projeliva sobre Z(G de comprimento finito.
Demonstragao: Suponhamos que
03l e By s ey T b Byt B~
seja uma resolugao projetiva de Z sobre ZG de comprimento finito.
Pelo exemplo 1.4.14, temos que
rF: «..—2Z6G4—20G0— -+ —24ZG—Z —0

também ¢ resolucao projetiva de Z sobre ZG.
Assim,

HA(F ©z Z)¢) ~ H.(F) ~ H.(Fg).

prop.2.1.1

UG, Z)= H.(F Q¢ Z)

1] ’ - i .
Mas, H.(F;) = 0, para : > n e H.(Fg) nao sao todos nulos para ¢ > n, conforme

vimos no exemplo anterior, o que nos da uma contradicao.

Deste modo, nao podemos ter resolugao projetiva de Z sobre ZG de comprimento

finito.

Corolario 2.1.2 Se (i tem tor¢ao, entao Z nao admite resolugdo projetiva sobre ZG' de

comprimento finito.

AYA
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VaY
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Demonstragao: Suponhamos que ¢ : I’ — Z seja uma resolu¢ao projetiva de Z sobre
Z (G de comprimento finito.

Tomemos z, um elemento de torcao de (7, e consideremos H =< x >. Assim, /1
¢ um subgrupo ciclico finito. Além disso, ¢ : F' — Z é uma resolu¢ao projetiva de Z sobre
Z H . pois pela proposicao 1.1.2, ZG é um Z H-mddulo livre, e como F), ¢ ZG-projetivo,
pelo lema 1.1.1(1), temos

FetQu=EP(2C)i= @ (zH).,
i€l i€l jet
ou seja, Fy, é Z H-projetivo.
Dessa forma, temos uma resolugao projetiva de comprimento finito de Z sobre

Z H, onde H é um grupo ciclico finito, o que é uma contradicao, pela proposicao anterior.

2.2 O Lema de Shapiro

Nesta se¢ao, vamos relacionar a (co)homologia de um grupo ¢ com a (co)homologia

de seu subgrupo .

Proposigao 2.2.1 (Lema de Shapiro) Sejam G um grupo, H um subgrupo de G ¢ M
um Z H-modulo. Temos os sequintes isomorfismos:

(a) H(H,M) ~ H.(G, Ind$M)

(b) H*(H,M) ~ H*(G,Coind§$ M).

Demonstragao: Seja ¢ : I' — Z uma resolucao projetiva de Z sobre Z('.
Pelo lema 1.2.2, esta também é uma resolucao projetiva de Z sobre Z H.

(a) Temos:

FQzuM ~(F @26 ZG)Qzu M = F @26 (ZG ®zn M) = F Qz¢ Ind§;M.
Assim,
H(H,M) = H.(F @zu M) ~ H.(F @3¢ Ind5M) = H.(G, Ind5M).
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cm 1 2 3 4 5 6 if unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



Logo,

H.(H,M) ~ H,(G, Ind5M).

(b) Pela proposicao 1.6.2:

Homyzy (I, M) ~ Homyzg( I, Homzy(ZG,M)), VY n.

Deste modo,
Homzy(F, M) ~ Homz(F,Coindj;M).
Assim,
H*(H M) = H"(Homzy(F,M)) ~ H"(Homzg(F, ("mln.d.ﬁslf)) =

Portanto,

H*(H,M) ~ H"(G,Coind§ M).

Exemplo 2.2.1 Se M = Z, entao H.(H,Z) ~ H.(G,Z(G/H))

De fato:

Shapiro

COrg

H*(G, Coind§, M).

H.(H,Z) 2™ H.(G, nd32) =% H.(G,Z(G/H)).

Logo.
H.(H,Z)~ HAG,; Z(G[H)).

Exemplo 2.2.2 Sejam G um grupo e H um subgrupo de i, com (

(i) H*(H,Z) ~ H*(G, Z(G/H))
(ii) H*(H,ZH) ~ H*(G, ZG).

De fato:

Shapiro

((YH*(H,Z) ~ H(G,Coind$Z)

prnpl 6.5

H™ (G, IndS Z)

g"A
AVAVEY

tmol 1.6.1

G : H) < o0. Entdo,

H*(G, Z(G/H)).

2 3 4 5 6 if unespw 13 14 15 16 17 18



H™(H, Z) ~ H*(G, Z(G/H)).
(i) H*(H, ZH) 2" H*(G, CoindS ZH) "R °° H*(G, IndSZH) ~ H"(G,ZG ®zn 28
H™(G, ZG).
Portanto,

H*(H,ZH) ~ H*(G, ZG).

Nota: Usando a proposicao 1.6.6, podemos enunciar o Lema de Shapiro da forma a

seguir.

Proposigao 2.2.2 (Lema de Shapiro - outra versao) Sejam (i um grupo, H um

subgrupo de G ¢ M um ZG-modulo. Temos os sequintes isomorfismos:
(i) Ho(H, ResGM) ~ H.(G, Z(G/H) ©7 M)
(ii) H*(H, Res§M) ~ H*(G, Homz(Z(G/H),M)).

Demonstragao:

(1) Pela proposicao 2.2.1(a):
H.(H, Res$ M) ~ H.(G, Ind$(Res$ M)).
Da proposicao 1.6.6(i), temos
IndS;(Res$M) ~ Z(G/H) 9z M.

Assim,

H.(G, IndS,(ResM)) ~ H(G, Z(G/H) &z M).

H.(H, ResGM) ~ H.(G,Z(G/H) @z M).
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(ii) Pela proposicao 2.2.1(b):
H*(H, Res$M) ~ H™(G, Coind§( Res$ M)).
Da proposicao 1.6.6(ii), temos
Coind§y(Res§iM) ~ Homz(Z(G/H), M).
Assim,
H™(G, CoindSy(Res$iM)) ~ H*(G, Homz(Z(G/H), M)).
Logo,

H™(H. H’(::.s'ﬁ M)~ H(G,Homz(Z(G/H),M)).

2.3 H, e H* como Funtores

Como Funtores do Mddulo Coeficiente

Consideremos M a categoria dos ZG-mddulos (a esquerda).

Como F @za — e Homzg(F,—) sao funtores covariantes em M. temos que

H.(G,-) e H*(G,—) também sao funtores covariantes em M.

Proposicao 2.3.1 Seja 0 — M’ Sy M M — 0 uma sequéncia erata de Z(i-

modulos. Temos:
(i) Para todo inteiro n, existe uma aplica¢io natural 0, : H, (G, M") = H,(G,M'),

lal que a segiiéncia:
o =5 HAC MY 2 HAC M- 25 LG M) 225 Ho(G M) 25 Hy (G, M) =10
¢ exata, onde as aplicagoes iy € Jr sao as induzidas em homologia, isto ¢,
ix = Hi(G,i) : HW(G,M') = Hy(G, M)

1“3 s}
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gk = Hi(G,j) : H(G, M) = H,(G,M").

(ii) Para todo inteiro n, existe uma aplicagdo natural §* : H"(G,M") — H"* (G, M),

tal que a seqiéncia:
0—s HYG, M) S5 HOG, M) 25 G M"Y 5 BY (G, M) 5 BY(G, M) s - -
€ exata, onde as aplicagoes i* ¢ j* sio as induzidas em cohomologia, isto ¢,
i* = H*G,i) : H*(G,M') = H*(G, M)
¥ = H¥G,j) : H*(G,M) - H*(G,M").
Demonstragao: Seja

=, P — e — Py — g — Z — 0

uma resolugao projetiva de Z sobre Z(.

(i) Como cada F, ¢ ZG-projetivo, temos que
- T (5] . td@7% "
00— I',, Wz M l—'—;‘ f",l il fe M —{' f“,, Wza M —0

¢ exata para todo n ([14], 1.9.E). Assim, temos o diagrama:

1 e l o .

0 — F,Qz:cM S FosaM 22 B &M —v 0
A di _ 1

U s < Fu—l ':%,\ZG' .".H(' "_'} ‘Fn—-l if.-'ZG' ‘I ﬁ‘:g ‘F‘n—l ‘:-’.'}ZG' J'hr” ——— {]
1k 1 1

com cada linha exata, isto é, temos a seqiiéncia exata de complexos de cadeias:
0— FQzcM — F@z6M — FQzc M — 0.
Portanto, por [6], 1.0.4, temos a seqiiéncia exata longa em homologia:
— H\(F Qz6 M) . ke H\(F @z M) i H(F @z M) it Ho(F Q76 M) L.

Ho(F ®26 M) 22 Ho(F Q26 M") — 0
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ou seja, nos da a sequéncia exata longa desejada:
e sy T (G M) =255 BG5BT~ o (G VD) -5 Ep (G M) 0,
(i1) Analogamente, como cada F,, ¢ ZG-projetivo, temos que

0 — Homyq(F,, .-'\1"] — Homyg(F, M) — Homyzg(Fo, M) — 0

é exata para todo n ([14], 1.9.4(e)). Dai, temos uma seqiiéncia exata curta de complexos

de cocadeias:
1, : "
0 — Homzg(F, M) — Homzg(F,M) — Homzg(F.M ) — 0
que nos da a sequencia exata longa em cohomologia:

0 — H(Homza(F,M')) <=5 H'(Homza(F, M)) - H(Homza(F,M")) >

—s H(Homzg(F,M')) == H(Homzg(F,M)) — ---

ou seja, a seqiiéncia exata longa desejada:

-1

0 — H(G,M') 5 HOG, M) 5 HOG, M"Y L H(G, M) 25 HV(G, M) L ...

Como Funtores de Duas Variaveis

Seja C uma categoria cujos objetos sao pares (G, M), onde G é um grupo e
M um ZG-médulo. Um morfismo em C de (G, M) em (G',M') é um par (a, f), onde
a: G — G é um homomorfismo de grupos, e f : M — M’ ¢é um homomorfismo de
Z G-médulos, considerando M como um ZG-médulo via e, isto é, um homomorfismo de
Z GG-mdédulos satisfazendo: f(g *m) = alg) - f(m).

Consideremos (o, f) : (G, M) — (G, M"), I uma resolugao projetiva de Z sobre
ZG e I' uma resolucio projetiva de Z sobre ZG' (podemos ver F' como uma resolucao

de Z sobre Z( via «a, pois cada I, pode ser visto como um ZG-médulo, definindo a

).

L

acio: gxr =a(g) -«
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Como F é ZG-projetivo e F' é aciclico para i > 1 (pois F' é ZG -resolucio),
temos pelo lema 4.1.1 (ver Apéndice), que existe uma aplicacao de cadeia 7 : I — [,
estendendo a identidade de Z, tinica a menos de homotopia.

Temos que 7(g-x) = g*7(x) = a(g)-7(x), pois 7 ¢ homomorfismo de Z G-modulos.

Consideremos, agora:

T®f: F@QaM — F @z M
z@m = 1(2)® f(m)

Tal aplicagdo é uma aplicagao de cadeia entre os complexos F @z M ¢ F' @ 500 M,

dai, 7 @ f induz uma aplicacao bem definida:

Hila )" e f)u: HAC MY =3 HAC, M)
[z@m] ~ [(7@ f)x@m)]=[r(z)® f(m)]

Verifica-se facilmente que:

(a) SeM=M,G =G, a=idg e f =idy, entio

(01 f)-« = ‘.(!H.{(.‘,,\'.']-

’

(b) Se (e, f): (G, M) = (G',M')e(a,f

): (G, M) = (G",M"), entdo
(@, f)eo(a,f)e=(a"0a,[ o f)."E ((a,[) o (a;[))-
Logo, H.(—,—) ¢ um funtor covariante em C.

Para a cohomologia, vamos considerar uma categoria D cujos objetos sao os
mesmos que em C, e os morfismos sao pares (a, f),onde a: G =G e f: M — M (f ¢é
dessa forma pois Hom ¢é contravariante na primeira variavel).

Sejam I e I’ resolucdes projetivas de Z sobre ZG' e ZG', respectivamente. Pelos
mesmos argumentos usados anteriormente, temos que existe uma aplicagao de cadeia
7 : F — I, {inica a menos de homotopia. Temos que 7(g - z) = ¢ * r(x) (pois T é
aplicacao de ZG-mddulos).

Consideremos a aplicacao de cocadeias:

Hom(r,f): Homyu(F',M') — Homgzg(F. M)

@ — fodor
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F “ = ’ . > : ' '
Tal aplicagao ¢ uma aplicagao de cadeia entre os complexos Hom e (F', M) ¢

Homzg(I°, M), dai, Hom(r, f) induz uma aplicacao bem definida:

. not (U‘_l.)‘: H-((_I”,ﬁ.[') — H-[G'._ ;'U)

Hanlr, 1) = # ; ]
@ — o@oT|.

Verilica-se facilmente que:
M — M, entao

(a) Sea=idg:G—Ge f=1idy:
(o, f)" = fdu-gr;.a-n-
(b) Se (a, f): (G,M') = (G',M) e (8,g9): (G',M") = (G", M), entao
((B,9) o (a, )" = (a, f)" o (B,9)".

Logo, H*(—, —) ¢ um funtor contravariante em D.

Observagao 2.3.1 Sejam R = Z, G um grupo ¢ H um subgrupo de (G. Consideremos

a : H < G a inclusio ¢ as Z H-aplicagoes canonicas jd vistas na observagio 1.6.4:

i 2 M = IndGM ¢ m: CoindfM — M. E ficil ver que os isomorfismos da proposi¢io

2.2.1 (Lema de Shapiro), sao dados, respectivamente, por
(a,1)e: H.(H,M)— H.(G, In.dﬁ.-‘lf)
H*(G,Coindf; M) — H*(H,M).

(e )

Tais isomorfismos sio chamados isomorfismos de Shapiro.

2.4 Interpretacao Topoldgica para H.(G,M)e H*(G, M)
Nesta secao, vamos relacionar a (co)homologia de um grupo GG com a (co)homologia

do espaco K ((+,1), definido anteriormente.
Vamos denotar C.(—, Z) por C.(—), e proceder do mesmo modo para a (co)homologia

" Proposicgao 2.4.1 Sejam X um G-complexo livre € Y o complexo de érbitas X/G. Entéo

C.(Y) =~ C.(X).
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Demonstragao: Consideremos a projecao canonica
p: X = X/G
z = plz)=G(x)={g 2; g€ G}
Em nivel de complexo de cadeias, temos a aplicacao induzida

pg: Cu(X) — Ch(X/G)
S aio; — Y a;G(oy)

onde o; sao n-células de X

Agora, seja

onde A=(g-a—a; g€ G,ace C,(X)).
Vamos definir

(2 C"H(Ar)(f e C'n(Y/(;J
a = (@) = (> aio;) = pp(a) = > a;G(oy)
e ¢ esta bem definida.

De fato: A C Ker pg, pois, se 0g; ¢ uma n-célula e g € G, temos

pp(g-0i—0i) = pu(g-0i) — pg(oy) = G(g - a;) — G(o:) = 0.

Entao,

T€EA = = Z (gi * @i — a;), a; € Cy(X)

1

« =3 (5 X~ i) = Tlaoi-o).

i 6

ASSiIII, p#(;r) = pg (ZIJ(UR . U; —_ 0;)) = 0.

Deste modo,

r=a; = (a —ay) € AC Ker pg = pp(a1) = pg(az) = ¢(ar) = ¢(a2).

E facil ver que ¢ é homomorfismo de grupos.

Além disso,
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e o é sobrejetora.

De fato:

Vo= aG(o:) € Ca(X/G), Ty =Y a7 € Cu(X)a tal que p(y) = 2.

e o ¢ injetora.

De fato:
(O ao)=0= > al(o;)=0=a;=0.

Logo,
Z(Iiﬂg =0= Z a;o; = 0.

Portanto, ¢ ¢ isomorfismo.

Proposigao 2.4.2 Se Y ¢ um K(G,1)-complezo, entao H.(G) ~ H.(Y).

Demonstragao: Como Y é um K(G, 1), pela proposi¢ao 1.4.2, temos que o complexo
celular aumentado do recobrimento universal Y de Y, ¢ : F.(Y} — Z é uma resolugao
livre de Z sobre Z(.

Deste modo, H.(G) ~ H.((.-'.(r')(_;).

Alem disso, Y é um Gi-complexo livre, e por [16], 5.5.14, temos que o complexo
de orbitas ¢ dado por ?/(_:’ e Y,

Assim, pela proposicio 2.4.1, C.(Y)g ~ C.(Y).

Logo,

H.(G) ~ Ho(Cu(Y)g) ~ Hu(C.(Y)) ~ HL(Y).

Exemplo 2.4.1 Consideremos o bouquel de circulos Y = V s>
SES
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Pelo exemplo 1.4.9, temos que Y ¢ um K(F(S),1), onde F(S) ¢ o grupo livre
gerado pelo conjunto S.

Assim, pela proposi¢ao anterior

Z se 1=0
H(Y)=H(F(S) = { PZ sei=1

SES

0

Exemplo 2.4.2 Seja Y a soma conexa de n toros.

q
Pelo exemplo 1.4.10, Y é um K (G, 1), onde G = <a.1, Y. 5, A, H[a.,-._ bl =1
=1

Portanto, pela proposicao anterior

Z se 1t =0
Z@..BZ (2g vezes) se i =1
se 1 =2
se 1 > 3.

H(Y)=H{(G) =

Exemplo 2.4.3 Sejam G =~ ZW ~Zd..dZ e Y =T"=5"x...x 58" (toro

n-dimensional).

Pelo exemplo 1.4.8, T" ¢ um K(G,1).
Logo,

n!

(n—1)!

Hi{G) = Hi(T") = Z%| ' k; =

Proposigao 2.4.3 Se (¢ tem torgdo, entio nao existe K(G,1)-complexo de dimensdo

finita. Em particular, K(G,1) ndo pode ser variedade.

Demonstragao: Seja t um elemento de torcao de G.
Consideremos H =< { > o grupo ciclico finito de ordem n.
Suponhamos que exista um K(G,1)-complexo de dimensao finita m, e

consideremos Y o recobrimento universal de Y. Entao, pela proposi¢ao 1.4.2:

0— C-‘m(}"’") — (,'.,,1_1(?) —_— e —) Cd?’] — (,-’D(f’) —s Z —0
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¢ uma resolugao projetiva de Z sobre Z(.
Além disso, pelo lema 1.2.2, tal resolucao também é resolucao projetiva de Z
sobre Z H.
Deste modo, temos H;(H) = 0,Vi > m, o que é um absurdo, pelo exemplo 2.1.3.
Logo, nao existe A((z,1) de dimensao finita.
Agora, se K(G,1) = M" (variedade de dimensao n), K'(G, 1) seria um complexo

de dimensao finita, portanto nao pode ser variedade.

Ay

Proposicao 2.4.4 Se Y € um K(G,1)-complero, entio H*(G) ~ H*(Y).

Demonstracio: Seja X 5 Y recobrimento universal de Y.
Ja vimos que ¢ : C.(X) = Z ¢é uma resolucéao livre de Z sobre Z(G.
Vamos mostrar que HomzG(Cu(X), Z) >~ Homz(Cu(X)g, 4).
De fato: Consideremos as aplicagoes:
¢: Homzg(CuX),Z) — Homz(C.(X)g,Z)
I = e(f); 2(H(L@u) = f(u)
v Homz(Cu(X)a,Z) — Homzg(Cu(X),Z)
g = ¥(g); ¢(g)(u) =g(1 @u)
Temos que ¢ e ¥ sao homomorfismos e ¢~ = .
Assim, ¢ ¢ isomorfismo.

Deste modo, temos

HY(G) B H(G, ) & B (Homsu(C. () 2y P22 N meeioni(C.(X)6, 2))

prop.2.4.1
~

~" H*(Homz(C.(X/G), %))

H*(Homz(C.(Y), Z))
H™(Y, Z)
H*(Y).
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Logo, H«(G) ~ H*(Y).
o

O exemplo a seguir nos mostra que, em geral, a homologia do espago X ¢é diferente

da homologia do grupo X.

5,
kY

Exemplo 2.4.4 Scja X = IR. Temos que IR ¢ um CW-complero de dimensiao 1 ¢ (IR, +)
€ um grupo. Consideremos dois casos:

e IR como um espago:
(IR, Z) = m(IR)ay = {0} = {0}
e IR como um grupo:
Hi(R, Z) = H{(K(R,1),Z) = (K[, 1)) = B =R
Assim, a homologia do C'W -complexo IR € diferente da homologia do grupo IR.

Lema 2.4.1 Seja A um grupo abeliano com (i-agdo trivial. Temos
(a) F Qz6 A~ Fg @z A.

(b) Homyzq(F,A) ~ Homz(Fg, A).

Demonstragao:

(a) Vamos definir:
f : FxA — 1(, &z A
(z,a) — f(z,a):=TQa.

Verifica-se facilmente que f é biaditiva e, assim, pela propriedade universal do

produto tensorial ([17], V.1.1), existe um homomorfismo:

[£2 F !f.-{:'Z(_'; A — F(_‘; Z A
t®a P p(r®a)=TQa.

Consideremos, agora

g: FgxA = FRzc A
(Tya) — ¢g(T,a):=2@a.
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Mostra-se facilmente que g esta bem definida e é biaditiva. Novamente por [17],

V.1.1, temos um homomorfismo bem definido:
Y: Fg®zA =+ FQz A
TQa +— PY(TRa)=zQa.
As aplicagoes ¢ e ¥ sdo tais que uma é inversa da outra.
Logo.
F®@z¢ A~ Fg @z A.
(b) Consideremos as aplicagoes:
0: Homzq(F,A) Homz(Fg, A)
i 0(f); 0(f)(z) = f(z)
p: Homz(Fg, A) Homyzq(F, A)
g p(9): plg)(x) = g(T).
Tais aplicagoes sao homomorfismos e, § = p~'.
Portanto,

Homyg(F, A) ~ Homy(Fg, A).

Proposigao 2.4.5 Se M ¢ um ZG-maodulo trivial, entdo
(a) H (G M) ~ H.(K(G,1),M)
() H*(G,M) ~ H*(K(G,1), M).

Demonstragao: Seja Y = LK ((G,1) e X o recobrimento universal de Y. Temos

lema2.4.1(a)
~

(a) H(G,M) = H.(C.(X, Z) Qzc M) £ H(Cu(X,Z)g©z M)

1]_(_}_1 .

o} H(Cu(X)ec®z M)
prop.2.4.1

X H(CWY) @z M)
H.(Y, M).
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lema2.4.1(b)
~

(b) H'(G,M) = H*(Homz(C.(X, Z), M)) o H*(Homz(Cu( X, Z)c, M))
e H*(Homz(Cu(X)a, M))
prop.2.4.1

~ H*(Homz(C.(Y),M))
H*(Y,M).

Observagao 2.4.1 Existe, também, uma interpretagdo topologica para H (G, M) ¢ H*(G, M)
considerando-se M como um ZG-modulo nao lrivial:

e H(G,M)~ H.(K(G,1),M)

o H*(G M)~ H*(K(G,1),M)

onde M ¢ o sistema de coeficientes locais associado ao RG--médulo M ([11]).

2.5 Os Grupos H|(G,M) e H'(G, M)

Sabemos que, dado um grupo G, sempre podemos tomar a resolucao projetiva

e : F — Z como sendo a resolugao padrao:
In a -

onde cada F, é o ZG-mdédulo livre gerado pelos simbolos [g1] ... |g.] €

n—1

Onl[g1]---lgn]) = gilg2] - - - |gn] + Z(wl)i[gnl coo|gigiva] - - - lgn] + (=1)"([91] . . - |gn-1])-

Denotaremos C, (G, M) para o complexo F'&zaM e C*(G, M) para HHom zg(F, M).
Assim, temos C\,(G,M) = F, @z¢ M e C* (G, M) = Homzg(F,., M).
Um elemento de C,,(G, M) pode ser expresso unicamente como uma soma finita

de elementos da forma m @ [g1] . . . |¢a]-

O operador bordo O, Cu(G, M) = Cp_1 (G, M) é dado por:
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Dn(m ® [g1]---19a)) = mdu|a1]-.-]|gn]
n—|

m @ gi[ga]. .. |ga) + M @ Z(—l)i [91] - - - 19igiv1|gisal - - - |gn]
i=1

+(=1)"mQ [g1].-. |gn-1]-

Agora, um elemento f € C"(G, M) é um homomorfismo:

f: F, sy M
[91]---1g.] = f(ar]---|gn])-

Deste modo, identificando (g,

uma funcao de n variaveis f : G, — M. Se n = 0, entdo, por convengao, G™ ¢ um

conjunto com um elemento (por exemplo, [ ]), de forma que C°(G, M) ~ M.

O operador cobordo §"~' : C"~Y(G, M) — C™(G, M) é dado por:

(8" () (g1 ; = f(On(gn,
91f(921-++290) + D (=1)'F(g1>+ - -+ GiGit1s- -1 9n)

+(_1)nf(gl'| LB -gn—lJ'

Vejamos dois exemplos:

50(f)(9|_) = f(Oi(qn)) = Qlf([ ]) - f([ ])-
S g1,92) = 01 f(92) — fF(9192) + f(an)-

en=1]:
8 =2
Proposigao 2.5.1 Para todo grupo (i, temos

06 Z2) 2 GHE Gl = Gy

Demonstracao:

H\(G, Z) ~ Hy(K(G,1), Z) = m(K(G,1))as = Ga.
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Corolario 2.5.1 Se M ¢ um ZG-modulo trivial, entao
H\ (G, M)~ G @ M.
Demonstragao: Por [6], pag.60, temos
H\(G, M) ~ H\(G, Z) @ M & Tor(Ho(G, Z), M).

Além disso, pela proposicao 2.1.3, Ho(G, Z) ~ Z¢.
Mas, considerando a (G-acao trivial, temos Z; = Z. e pela proposicao anterior.
H\(G, Z) ~ G-
Assim,
Hi(G, M)~ G QM & Tor(Z,M).

Agora, por [28], pag.80, temos Tor(Z, M) = 0, dali,

H, (G, .U’) >~ Gap @ M.

Lema 2.5.1 Hom(G, M) ~ Hom(G,,, M).

Demonstragao: Vamos definir:

v: Hom(G,M) — Hom(G,, M)
J = »(f); ¢(N)F):= ()

onde x € G e T denota um elemento de Gy,

E facil ver que ¢ esta bem definida e ¢ homomorfismo de grupos.

Agora, consideremos a aplicac¢ao:

0: Hom(Gu, M) — Hom(G,M)
g = 0(g):=gop

onde p: G — Gy € a projecao canonica (p(z) = 7).
Pode-se verificar que € esta bem definida. As aplicagoes ¢ ¢ € sao tais que uma
¢ inversa da outra, pois:
o (009)(f)@) = 0(f(2) = (f o p)(x) = [(plx)) = J(@).
e (Yo b)(g)(x) =v(gop)(z) =¥(g(p(z))) = ¥(g(F)) = g(z).
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> 3 a2 s ¢ 7 UNEGSP

Portanto ¥ é isomorfismo.

Definigao 2.5.1 Sejam G um grupo ¢ M um ZG-médulo. O grupo das derivacoes

de G em M € definido por:

D={d:G— M; d(gh)=d(g)+ gd(h)}
¢, o subgrupo das derivagoes principais, por:

D,={deD; dlg) =g-m—m, m €M [izo}.

Proposicao 2.5.2 Se (¢ € um grupo e M um Z(G-médulo, entio temos um isomorfismo:

D
HY (G, M) ~ —.
(G, M) D

P

E'm particular, se G atua trivialmente em M, entao
HY(G,M) ~ Hom(H,(G), M).
Demonstragao: Consideremos o complexo de cocadeias C*(G, M):

0 —5-0%a, M2 oite a0 - et A L

T are 51
Im 69 °
Mostremos que Ker §' = D e Im §° = D,,.

Temos H'(G’. M) =

De fato: Seja f € CY(G,M). Assim, f: G — M e §'(f): G* = M, onde
8'(f)(g,h) = gf(h) — f(gh) + f(9g).

Deste modo,

feKerd & 5'(f)=0x6"(f)(g,h) =0 f(gh) = f(9) +gf(h) & f €D.

Logo, Ker é' = D.
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Consideremos, agora, v € Im ¢°. Entao, existe f : G° = M tal que v = §°(f).
Dai, v(g) =38(f)(g) =gf([])— f(]).

Como f([ ]) € M, temos f([ |) = m € M, assim, v(g) = g-m — m, e conseqiien-
temente, v € D,.

Reciprocamente,
v € D, = v(g)=g-m—m=8(f)g),

onde f:G® — M é tal que f([ ]) := m e, portanto, v = §°(f) € Im é°.
Logo, Im §° = D,.
Entao,

D
H'(G,M) ~ =.
1(G M) =

Agora, se G atua trivialmente em M, temos

D {d: G — M; d(gh) = d(g) + gd(h)}
{d:G— M; d(gh)=d(g)+d(h)}
Hom (G, M)

D, = {d € D; d(g) =g-m—m} = {0}.

Deste modo,

lﬂ:u.Z 5.1 prop.2 2.5.1

HY (G, M) = Hom(G, M) Hom(G o, M) Hom(H,(G), M).

2.6 Tor e Ext

Existem generalizacoes de H.(G, M) e H*((:, M) dadas, respectivamente, por

TorS(—,-) > Fazlg(—,-)

obtidas da defini¢ao 2.1.1, sem a exigéncia de que € : I — M seja uma resolucao do

modulo particular Z.
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Nesta segao, vamos estudar tais generalizacoes, e considerar alguns resultados

importantes sobre as mesmas.

Nota: Vamos considerar R = Z, e tratar Z(G-moédulos por GG-mddulos.

Definicao 2.6.1 Sejam ¢ : ' —+ M e 1 : P — N resolugoes projetivas dos (i-modulos
M ¢ N. Definimos

) (11)

TorS(M,N) := Hy(F @ N) &€ H.(F ®¢ P) € H.(M ®¢ P),

onde as igualdades (1) e (I1) seguem, respectivamente, do falo das aplicagies
FOn:F@gP - F@aNee@P: FagP - MQg P serem equivaléncias fra-

cas ([6], 1.8.6).
Observagao 2.6.1 Segue da defini¢io que H.(G,—) = Tor%(Z,—).

De fato: Seja ¢ : F' — Z uma resolucao projetiva.

Temos:
TorS(Z,N) = H.(F @ N) = H.(G, N).
Definigao 2.6.2 Seja ¢ : I' — M uma resolugao projetiva de M sobre Z(G. Definimos
Eztz(M,N) := H*(Homg(F, N)).
Observagao 2.6.2 Scque que H*(G,—) = Ext;(Z,-).

De fato: Seja ¢ : F' — Z uma resolucao projetiva.

Temos:
Exte(Z,N) = H (Homg(F, N)) = H*(G,N).

Definigao 2.6.3 Um R-modulo () € injetivo se o funtor Hompg(—, Q) € exato.
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Observagao 2.6.3 Se n: N = @Q € uma resolugao injetiva de N ¢ ¢ : F — Z ¢ uma

resolugdo projetiva de Z, entdo n e¢ ¢ induzem equivaléncias fracas ([6], pag.60):
Homg(F,N) = Homg(F,Q) « Homg(Z,Q)

Logo,

prop.1.5.2
~J

H*(G,N)= H* (Homg(F,N)) ~ H* (Homg(F,Q)) ~ H* (Homg(Z,Q)) =~
Assim, se tivermos e : "' =+ M e n: N = Q:
Extiz(M,N) = H"(Homg(F,N)) ~ H (Homg(F,Q)) ~ H*(Homqg(M,Q)).

Proposigao 2.6.1 Sejam ¢ : I' - M e n: P — N resolugoes, nio necessariamente

projetivas. Se F' ou P ¢ um complexo de modulos planos, entao
Tor®(M,N) ~ H.(F @¢ P).

Demonstragao: Suponhamos que I’ seja plano.
Consideremos 7 : P — N uma resolu¢ao projetiva.
e e e oy ;F T
p. — P, — P, — -+ — P — N — 0

‘l'_r"n ‘l’fn-—-l wl’fo wlviri

Py — P —3 R.q =3 «=s —§ P —% N —3 0
Como P é projetivo ¢ P ¢é aciclico temos, pelo lema 4.1.1 (ver Apéndice), que
existe uma aplicagao de cadeia f : P — P, preservando aumentacao, unica a menos de

homotopia.

Temos que [ ¢é equivaléncia fraca, pois f. : H.(P) = H.(P) é isomorfismo.

Deste modo, por [6], 1.8.6, temos que
F@f:FQqg P4 \F &g P

é equivaléncia fraca.
Portanto, H.(F @g P) ~ H.(F ¢ P).

Agora, ¢ : I' —+ M também é equivaléncia fraca, e P é plano (pois é projetivo).

-
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Assim, novamente por [6], [.8.6, temos que:
EQP :FQRcP > MQ®gP

¢ equivaléncia fraca.
Portanto, H.(F @ P) ~ H.(M &g P).

Logo,

TorS(M,N) = H. (M Qg P) ~ H.(F ®g P) ~ H.(F @g P).
)

Uma maneira de se construir uma resolu¢ao de um modulo M é comegar com

uma resolugao € : F' = Z, e tensoriza-la com M, obtendo:
EQM:FQM > ZQM ~ M.

Esta sera uma resolugio sob algumas hipéteses em F e/ou M.

Vejamos um exemplo deste fato.

Exemplo 2.6.1 Suponhamos que F seja Z-livre. Por [6], 1.7.6, temos que ¢ ¢ uma

cquivalencia de homotopia, se ignorarmos a G-a¢do. Entao, o mesmo vale para € O M :

FoM-— M.

De fato: Como £ é uma equivaléncia de homotopia, existe n : Z — F, tal que noe ~ idp
e con ~idg.

Além disso, existem h : I' — e H : Z — Z, tais que:

hy—100, +0pg10h, = nosc—idp
Hy, 100,+0,,,oH, = idz.
Consideremos h=h @ idy e H=H @ idy.

Assim, temos que h é uma homotopia de cadeia entre 7oz e idpgar, € H é uma

homotopia de cadeia entre Eomn e idzgar.
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Logo, € = ¢ @ idy = € © M é uma equivaléncia de homotopia.

Queremos mostrar que o complexo:

— PR oM B FoM -5 M—0 (%)

¢ exato e, portanto, uma resolugao de M.

Temos que Fy — Fy — Z — 0 ¢é exato, e como o produto tensorial é exato
a direita, temos que o complexo (*) é exato. Deste modo, Im 0, = Ker&.

Como ¢ © M é equivaléncia de homotopia, temos:

0 se 1>0
H(F @ M) = H(M) = {.-1-1 i gt

onde M é visto como um complexo.

Portanto, : F & M — M ¢é uma resolucao de M.

Alternativamente, podemos usar o teorema dos coeficientes universais ([6], 1.0.8).
pois F' ¢ livre e Z ¢ dominio de ideais principais.

Dessa forma,
0 — H,(F)oM — H,(Fo M) — Tor{f(ﬂn__i(l"). M)—0

cinde e, portanto,

0 se n>1
M sen=0

Ho(F ® M) = H,(F)@ M @ Tor(Hp-(F), M) = {

onde Hyo(F)=Z e H,(F) =0, paran > 0.
Logo,

H(FeM)=H(F)eM=M
onde M é visto como um complexo.

Este método serd usado para mostrar que Tor® e Ext, podem ser computados

em termos de H.(G,—) e H*(G,—).
Lema 2.6.1 Hom(F, ® M,N) ~ Hom(F,, Hom(M,N)).
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Demonstragao: Vamos definir:

Yv: Hom(lF, 2 M,N) — Hom(F,, Hom(M,N))
i = ¥(f)

onde f:[F, &M — N é tal que:

O(f): F, — Hom(M,N)
z = P(fz); v(H)(z)(m)= f(z @m).

¢: Hom(F,,Hom(M,N)) — Hom(F,® M,N)
g > vl(9)

onde g: F, - Hom(M,N) ¢é tal que:

“l:(q ) : Frn ® M — N
z@m = @(g)(z@m)=g(x)(m).

Verifica-se facilmente que ¢» e  sao homomorfismos, e ¢ = =1
Logo,
Hom(F, ® M,N) ~ Hom(F,, Hom(M, N)).

Proposigao 2.6.2 Sejam M ¢ N G-modulos. Se M € Z-livre de torg¢do, entio
T{”‘f;{ﬂ“’-! ‘:\:’] b Hﬂt((;- 11[ i}:’ J\'r)!

onde (i atua diagonalmente em M @ N.

Se M ¢ Z-livre, entdo
Exti,(M,N)~ H* (G, Hom(M, N)),
onde G atua diagonalmente em Hom(M, N).

Demonstragao: Consideremos ¢ : I' — Z uma ZG-resolugao projetiva. Assim, cada

F; é plano (pois é projetivo).

Como M é Z-livre de torgao (isto é, Z-plano), temos por [6], pag.56, que I;& M

é ZG-plano, onde F; & M é um G-moédulo com acao diagonal.
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Deste modo, e @ M : F & M — M ¢é resolucao plana (como M ¢ Z-plano, temos
que o funtor F' © — é exato).

Assim,

prop.2.6.1 " prop.2.1.1

TorS(M, N) %" H.(F @ M) 86 N) H.((F ® M ® N)g)
Pl-upz,?.] 1 11. (1'| :{:_I(; ( ‘1‘( ‘/. ‘,-\." ))

H(G,M S N).

Portanto,

Tor(M,N) ~ H.(G,M @ N).

Agora, como cada F; é projetivo e M é Z-livre, por [6]. pag.56, temos que F; & M
¢é projetivo (com G-agao diagonal).

Logo, c@ M : F@ M — M é uma resolucgao projetiva de M (como M é Z-livre,
é também Z-plano, e assim, o funtor I' @ — é exato).

Entao,

prop.2.1.2

Exti,(M,N) flef H*(Homg(F © M, N)) H*(Hom(F © M,N)%)

M ((Hom(F, Hom(M, N))®)
e S H*(Home(F, Hom(M,N)))

H* (G, Hom (M, N)).

Logo,

Exts(M,N) ~ H*(G, Hom(M, N)).

Observagao 2.6.4 E importante notar que T'or ¢ Ivxt podem ser definidos sobre um anel
arbitrdario R, usando as mesmas definigoes que sao dadas para GG-modulos. Necessitamos
somente ter o cuidado sobre quais modulos sio a esquerda e quais sio a direita.

Assim,
Tor (M,N) = H.(F ®r N) = H.(M ®g P)
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¢ definido quando M ¢ um R-mddulo (a direita) e P € um R-modulo (a esquerda), ¢

Exth(M,N) = H*(Homgp(F, N)), c:F > M

€ definido quando ambos, M ¢ N, sao R-mddulos (a direita), ou ambos (a esquerda).
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Capitulo 3

Condicoes de Finitude - Grupos de
Dualidade

No estudo da homologia e cohomologia de espacos topoldgicos (que pode ser, por
exemplo, a homologia singular), alguns espagos se destacam por terem homologias “boas”.
Por exemplo, se M for uma variedade n-dimensional ou se X for um C'W-complexo finito
com células de dimensao n, sé havera (cojhomologia nao nula até no maximo indice n.

Ainda no estudo de variedades, a homologia e a cohomologia podem satisfazer,
sob certas hipdteses, algumas condicoes de dualidade. Por exemplo, se X' é uma variedade

fechada orientavel n-dimensional, entao
H¥(M,Z) ~ H,_;(M,Z) (Dualidade de Poincaré).

Neste capitulo, em analogia com a teoria de variedades e C'W-complexos, estu-
daremos sob quais hipéteses a (co)homologia de um grupo G satisfaz certas propriedades
de finitude. Por exemplo, veremos sob que condicoes G tem homologia nao nula até um

certo indice n, e satisfaz certas propriedades de dualidade.

3.1 Dimensao Cohomoloégica

Consideremos (G um grupo tipico abstrato.

Definigao 3.1.1 Sejam R um anel ¢ M um R-médulo. A dimensao projetiva de M,

denotada por proj dim M ou proj dimpM, € definida como sendo o infimo do conjunto
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de inteiros n, tal que M admile uma resolugdo projeliva:
0— P, —---— P —M-—70

de comprimento n.
Em particular, se M ndo admite uma resolugdao projetiva de comprimento finito,

proj dim M = oc.

Lema 3.1.1 Se M € um R-mddulo, entdo sdo equivalentes as seguintes condi¢oes:

(i) proj dim M < n.

(ii) Exty(M,—) =0 para i > n.

(iii) Extppt' (M, =) = 0.

(iv)Se 0 — K — P,y — -+ — Py — M — 0 € qualquer seqiéncia cxata de

R-modulos com cada P; projetivo, entao K € projetivo.

Demonstracao: I imediato, em vista das definicoes 2.6.2 e 3.1.1, as implicagoes

(iv) = (1) = (i) = (112).
Resta mostrar que (i21) = (iv).

Consideremos a seqiiéncia exata:

0O0— KK — Py ——F—M-—90

»

E possivel completa-la arbitrariamente a uma resoluc¢ao projetiva do modo a
seguir.

Seja P, o R-médulo livre gerado por K. Temos, entao o diagrama:

5

‘-;F'I
P‘n—l

onde ¢ é a sobrejecao natural de P, em I, ¢ é a inclusao e 0, =io04q.
Sejam L = Ker d, e P4y o -moddulo livre gerado por L. Novamente temos um

diagrama:
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‘Iln-l-\
‘Dn+1

3
I )n
J’\ /.f

I

onde p é sobrejecao, j € inclusao e d,41 = jop.
E claro que Im 0,41 = L = Ker 0,.

Procedendo deste modo, obtemos a resolugao projetiva:
‘ju ‘-’}n '.rjn
virv ot Popg =3 Py =3 Py =2 Pyy — oo — Py — M — 0.

Aplicando o funtor Homp(—,N), onde N é um R-mddulo, a esta resolugao,

obtemos:

0 — Homp(M,N) — Homp(FPy, N) — --+ — Homp(P,, N) ALt Homp(P,41,N)

y Ker §7t!
Por hipétese, Exty™ (M, ~) = H"'(Homp(P,—)) = 0. Assim, f—(é‘— = 0,
m o’ i
isto ¢, todo cociclo em Homp(P,41, N) é também um cobordo.
Agora, f € Ker 0"t & §"t(f) =04 fod,42 = 0.

Consideremos o seguinte diagrama:

f.'f“.p o 5 3’1-}1 5
Pn+'2 n+1 . ’tn
\ / [ \
R
A partir do cociclo f, podemos definir uma aplicagao ¢ : L — N, da seguinte
forma:
Como p ¢é sobrejetora, temos que :

Vu€ L, 3x € P41 tal que p(zx) = u.

Deste modo, definimos ¢(u) := f(x). Provemos que ¢ esta bem definida.
De fato: Se existir outro elemento &' € P,y tal que p(z') = u, entao p(z—z') = u—u = 0.

’

Logo, t—z € Ker p = Im 3,42. Assim, existe v € P,,, tal que ia(v) =x=i.
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f(x = 2') = f(Bns2(v)) = 0= f(x) = f(z').

Note também que f = p o p.
Afirmacao 1: f é um cobordo se, e somente se, a aplicagao ¢ : L — N se estende a uma
aplicagao ¢ : P, — N.
De fato: Se f é cobordo, entao f € Im 6". Logo, existe 3 : P, — N, tal que

[=0"(®) =@ 0 0u.

Provemos que ¢ estende ¢, isto é, p(l) = $(l), VI € L.

Sejal € L. Como L = Ker 0, = I'm Op4,, temos que existe * € P,y tal que
| = Oppi(2).

Assim,

def. |

F(1) = FOns1(2)) = (F 0 Fna)(x) = 8"(F)(2) = f(2) “L7 (1).

Reciprocamente, se ¢ : L — N se estende a uma aplicagao @ : P, — N,
consideremos p(x) =1 € L = Im 0,41, V2 € Poyy.

Deste modo,
f(@) = o(l) = (1) = (1)) = ¢((j © p)(1)) = P(Fnt1(2)) = (P © Duyr)(z) = ™(P)().

Portanto, [ = d"($), ou seja, f é um cobordo.
Afirmacao 2: Toda aplicagao ¢ : L — N se estende a uma aplicagao ¢ : P,y y — N.
De fato: Para provar isso, basta construir um cociclo f : P,4; — N, usar a hipdtese (todo

cociclo é um cobordo), e aplicar a afirmacao 1.

Seja ¢ : L — N uma aplicagao qualquer.

0, a
3 Un42 “ntl
]N'H’. Pn+]
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Consideremos [ : P,y — N dada por f = ¢ o p. Mostremos que f é um cociclo.
8" (f)(@) = (f © Ous2)(x) = (¢ 0 p 0 Duy2)() = P(P(Fnsa(x))) = 0,

pois, On42(z) € Ker 0,41 = Ker p.
Como f também é um cobordo, por hipdtese, temos pela afirmagao 1, que ¢ se
estende a uma aplicagao @, o que demonstra a afirmacao 2.

Aplicando tal afirmacgao para N = L e ¢ = 1d:

0 i.p

L
w:fdi/;;
L

temos que existe ¢ : P, — N tal que g o j = id, isto é, a seqiiéncia exata (*) cinde.

Logo, P.= L& K.

Como P, € livre, temos pelo lema 1.1.1(iii) que K ¢é projetivo.

A partir de agora, nesta se¢ao, a menos que se especifique o contrario, vamos

considerar o caso R = Z(G, M = Z, e tratar Z(GG-modulos por G-médulos.

Definigao 3.1.2 A dimensao cohomolégica do grupo G sobre R, denotada por cd G

ou cdpG, € definida como sendo o menor inleiro n lal que as condigoes do lema 3.1.1 sao
validas. Caso contrario, temos cd G = oo.

Deste modo,

cd GG proj dimycZ

inf{n: Z admite uma resolu¢ao projetiva de comprimento n}
inf{n: H*(G,-) =0 para 1 > n}

sup{n: H"(G,M) # 0 para algum G-mddulo M}.
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Observagao 3.1.1 Se Z admite uma resolug¢do projeliva sobre ZG de comprimento fi-
nito, isto €,

00— P, — - —F—74Z—0

entdo, cd GG < n.

Observagao 3.1.2 Temos c¢d G > 0, pois

prop.2.1.4
~

HYG,Z) '~ Z°~Z+#0.

Existe um analogo topoldgico da dimensao cohomoldgica de ¢ dada pela di-

mensao geométrica, definida a seguir.

Definigao 3.1.3 A dimensao geométrica do grupo (i, denotada por geom dim G, ¢

definida como sendo a dimensio minima de um K(G, 1)-complexo.
Proposigao 3.1.1 cd GG < geomn dim G.

Demonstragao: Desde que, pela proposi¢ao 1.4.2, o complexo de cadeia celular do
recobrimento universal de um K'(G,1)-complexo Y da origem a uma resolu¢ao de Z

sobre Z( (de comprimento igual a dimensao de Y), segue o resultado.

Exemplo 3.1.1 ¢d G = 0 se, ¢ somenle se, G € o grupo lrivial.

De fato:
(<) Se G = {1}, temos

. NGy i
H(G,M) = {3! :;i;&?}

Como

prop.2.1.4
~

HO(G, Z)

ZG‘ — F (I’Ui” a G-agﬁ() ¢ h'i\’ial)

temos cd G = 0.
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(=) Suponhamos ¢d G = 0. Deste modo, (¢ nao tem torgao, pois caso contrario, teriamos
cd G = oo (pelo corolario 2.1.2).
Afirmacao: Se ed G =0, entao Z é Z(G-projetivo.
De fato: Como c¢d G = 0, temos por defini¢ao, proj dimz;Z = 0, ou seja, Z admite uma
resolucao projetiva:
0— Ph— Z —0.
Assim, Z ~ F,. Como Fy é Z(-projetivo, temos que Z é ZG-projetivo.

Consideremos ¢ : Z(G — Z a aplicacao aumentacao:

)

ZG — Z

Como Z é ZG-projetivo, temos por definigao, que existe uma ZG-aplicagao
¢ Z — ZG tal que €0 =1d.

Temos: ¢p(Z) C ZG e o(Z) £ {0}.

Seja a € ¢(Z),a # 0. Entao, a = ¢(n), para algum n € Z.

Agora, g-a=g-p(n) = p(gn) = ¢(n) = a.
Assim, o € (Z(G)%, ou seja, p(Z) C (ZG)°.

Logo.
0# (Z2G)€ = (Ind$yZ)C.

Pelo lema 1.6.5, GG é finito. Como G nao tem torcdo, temos G' = {1}.
Exemplo 3.1.2 G € livre nao trivial se, e somente se, cd G = 1

De fato: Se (& € livre, temos G = I'(S) (grupo livre gerado por um conjunto 5).

Pelo exemplo 1.4.9,
0— ZGY) — 2G — Z —0

é uma resolucao livre de Z sobre Z( de comprimento 1. Assim, pela observagao 3.1.1

temos ed G < 1.
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Se e¢d G = 0 teriamos, pelo exemplo anterior, G = {1}.
Portanto, ed G = 1.
Reciprocamente, um teorema de Stallings e Swan garante que todo grupo cuja

dimensao cohomoldgica é igual a 1 é livre ([25] e [26]).

Exemplo 3.1.3 Seja GG o grupo fundamental de uma superficie conexa fechada (exceto

S?% ou P?). Enlao, cd G = 2.

De fato: Pelo exemplo 1.4.10, temos que Y é um K((/, 1) 2-dimensional, e assim, cd G < 2.

Pela proposicao 2.4.5, temos que H*(G, Z,) ~ H*(Y, Z).
Além disso, por [13], 111.22.30, H*(Y, Z;) = Z,.

Logo, ed G = 2.
Exemplo 3.1.4 Seja Y = 1" = S' x ... x S' (toro n-dimensional).

Vimos no exemplo 1.4.8 que Y é um K (G, l)-complexo n-dimensional, e temos
que H™(Y, Z) ~ Z # 0 ([13], 111.22.28).

Portanto, cd G = n.
Exemplo 3.1.5 Seja G um grupo ciclico infinito.

Pelo exemplo 2.1.2, temos

HO(G, M) = M€
HY(G,M) = Mg
H(G,M) =0 para i > 2.

Assim, cd G < 1. Como HY(G,Z) = Z, segue que ¢d G = 1.
Exemplo 3.1.6 Consideremos G o grupo finito de ordem n.

Pelo exemplo 2.1.3 | temos

VA se1 =10
H (G, Z) = 0 se i ¢ fTmpar
Z, seié par.

Logo, ¢d (i = oo.
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Proposigao 3.1.2 Se cd G < oo, entdo
cd G = sup{k : H*(G,F) # 0, para algum ZG-médulo livre F}.

Demonstragao: Seja n = ¢d G. Entao, por definigao, H"*(G, M) # 0, para algum
Z G-médulo M.

Temos M ~ I'/F’, onde I é livre. Dai, temos a seqiiéncia exata curta:
I
0O—F —F—M-—70

Aplicando a seqiiéncia exata longa de cohomologia, dada pela proposi¢ao 2.3.1(ii):

0 — H%G F)— B*(G.F)—HAG;M)— - —3 H(G, F') — H"(G, F)

— H"(G,M) —0

observamos que o funtor H"((/, —) é exato a direita.
Como, por hipotese, H"(G, M) # 0, para algum M, segue que H"(G,F) # 0,

para algum médulo livre F' aplicado sobre M. Do fato de
{k: H*(G, F) # 0, para algum I livre} C {k : H*(G, M) # 0, para algum M}

temos o resultado desejado.

Proposigao 3.1.3 Seja H um subgrupo de Gi. Entao,
cd H<edGG.
A igualdade ¢ valida se ¢cd G < 00 ¢ (G : H) < o0.

Demonstragao: Seja cd H = n. Entao, por definigao, existe M tal que H"(H, M) # 0
e H*(H,M) =0, k > n.
Mas,

Shapiro

H"(H,M) =" HY(G, Coind§M).
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Deste modo, H™(G,Coindj;M) # 0, ou seja, existe N = C-'o'iudﬁﬁ-f, tal que
H"(G,M) #0. Assim, cd G > n.

Logo, cd H < cd G.

Alternativamente, o resultado segue do fato de que uma resolugao projetiva de Z
sobre Z(G pode também ser considerada como uma resolugao projetiva de Z sobre ZH.

Consideremos, agora, as hipoteses ¢d G < oo e (G : H) < oc.

Seja ed G = n. Pela proposi¢ao 3.1.2, existe um ZG-médulo livre F', com
HY(G.F) #0.

A . I’ ’ 2l -
Seja I' um Z H-médulo de mesmo posto que F'. Assim, podemos escrever

r=Pzac), =@z,

J€d J€J

Temos:

IndGF = ZG @zn F' = 4G @zn (P ZH); = PZG @zu ZH); ~ P(2G); = F.

Deste modo,

prop.1.6 Shapiro

H™(G,F) = H*(G, IndS,F') "% " HY(G, CoindSF') " =" H(H, F').

Visto que H™(G, F) # 0, temos H"(H.F') # 0. Como, pela primeira parte da

proposicao, ed H < ¢d (G, devemos ter necessariamente, ed H = n.

Corolario 3.1.1 Se ¢d G < o0, entao G € livre de tlorgao.

Demonstragdo: Suponhamos que G nao seja livre de tor¢dao. Dessa forma, G contém
um subgrupo H ciclico finito nao trivial.
Pelo exemplo 2.1.3, temos cd H = oc. Entéo, pela proposicao anterior, cd G = oo,

o que nos da uma contradigdo. Logo, G € livre de torgao.
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Observacao 3.1.3 Se H ¢ um subgrupo de G tal que (G : H) < oo, enldo a proposigao

3.1.3 garante a igualdade cd H = ¢d (i, a menos que ocorra o sequinte:

cdG=00 e cdH <oo (*)

A seguir, dois exemplos do caso (*).
Exemplo 3.1.7 Seja G =Z, ¢ H={1}.
Temos: (G: H)=2,¢cdG=0c0e ed H =0.

Exemplo 3.1.8 Mais geralmente, se (i € qualquer grupo com torg¢ao, entdo pelo coroldrio
3.1.1, temos cd G = oo. No entanto, G pode ter vdrios subgrupos H livres de tor¢io de
indice finito, com cd H < oo. Considerando, por exemplo, G = Z © Z, e H = Z, temos

cdH=1¢ e¢d G = 0.

Nos dois exemplos anteriores, o grupo (& sempre tem torgao, e assim, ed G = oc.
E se G for livre de torcao, pode ocorrer o caso (*¥)? O préximo teorema, devido a Serre,

o qual enunciaremos sem demonstragao, responde essa questao.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Serre [23]) Se (G € um grupo livre de tor¢ao € 1 um

subgrupo de indice finito, entao ¢d H = c¢d (.

Demonstracgao: [6], VII1.3.1

Lema 3.1.2 (“Truque de Eilenberg”) Se P ¢ um mddulo projetivo sobre um anel

arbitrdrio R, entao existe um modulo livre F' tal que P& F ~ I,

Demonstragao: Primeiramente, é importante destacar que [ sera de posto infinito, em
geral, mesmo que P seja finitamente gerado.
Como P é projetivo, temos pelo lema 1.1.1(i) que existe um maédulo @ tal que

P& Q élivre.
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Seja F' a soma direta enumeravel:
F=(P3Q)a(PoQ)&....

Assim, I é livre, pois é soma direta de mddulos livres. Além disso, F' pode ser

escrito como a soma direta enumeravel de cépias de P e (), da seguinte forma:

Fr é[’ éq

i=1 1=1
Acrescentando-se mais uma cépia de P, nao causamos nenhuma alteragao.

Deste modo, P& F ~ F.

Proposigao 3.1.4 Para qualquer grupo (i, existe uma resolugio livre de Z sobre ZG de

comprimento igual a cd G.

Demonstracgao: Scja n = c¢d G. Podemos supor 0 < n < oo.

Vamos escolher uma resolugao livre parcial:

] afl— 2] ; 1 r
1'11—[ —-'—; 1“”_2 ——pir p el f‘U — Z —0

de comprimento (n — 1), e considerar P = KNer 0, (para n = 1, temos [F_,

Pelo lema 3.1.1(iv), temos que P é projetivo. Conseqiientemente, o lema 3.1.2
nos da um maédulo livre I, tal que P & F' é livre.

Agora, se trocarmos F,_; por F,_; @ F, e colocarmos J,_1|r = 0, obtemos uma

resolucao livre parcial de comprimento (n — 1), com Ker 0,-; livre:
= {l‘_l‘r)j) = ] ”n-— -~
0— PPF>FSF,_ ®0F S F,_,— - —F,—Z—0.

Portanto, segue o resultado.
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3.2 Resolucgoes de Tipo Finito

Nesta se¢ao, vamos estudar um tipo diferente de condi¢ao de finitude, exigindo
I Z i yrals ) T :
que P seja uma resolucao projetiva com cada F; finitamente gerado. Consideramos aqui

alguns fatos gerais a respeito de tais resolugoes sobre um anel arbitrario R.

Lema 3.2.1 (Lema de Schanuel) Sejam

! ’

Jiip K AP AR Ay = ) iy B P R i)
seqiéncias eratas, com P e P projetivos. Entio, P& K ~ P & K.

Demonstragao: Seja Q o submddulo de P x P', consistindo dos pares (p,p’) tais que
L L
w(p) = 7'(p).

Temos que o diagrama abaixo ¢ comutativo, com linhas e colunas exatas:

Ly

+
0

L}

onde z'(k') = (0.i(k")), x(k) = (i(k),0). .pl(p, p)=pe mipp)=p.

De fato: Usando a hipdotese, basta provar que as seqiiéncias:

023K S50 =225 Ba——3i0nb(D) Pi—sile iy Pl

sao exatas.
Provemos que (I) é exata.

Temos que a aplicacao:
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¢ injetora. Deste modo,
(k). =1((F),0) =(0,0) & (k) =0<k=0,

Logo, x é injetora.

Agora,

Iz = Imt {0} " Ker m x {0}.

Kerp,={(p,p) € Q; p =0} ={(p,0); 7(p)=r"(0)} {(p,0); =(p) =0}
{(p,0); p€ Kern}
Kerm x {0}.

Portanto, Im x = Ker p,. Assim, (I) é exata.
Por raciocinio analogo, prova-se que (II) é exata.
Como, por hipdtese P é projetivo, temos por definicdo que existe uma aplicagao

¢: P — Qtal que p,op =1id:

Assim, pelo lema 1.1.1(i), a seqiiéncia (*) cinde, ou seja, Q = P & K.

", o : . ' . ’
Da mesma forma, como P é projetivo, existe 1» : P — @ tal que p, o b = id:

- K ~ P’ ()

. A . » o P =
Portanto, pelo lema 1.1.1(i), a seqiiéncia (**) cinde, ou seja, @ = P & K.

- ] b o
Logo, PO K ~ P & K.

| O
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Proposicao 3.2.1 As sequintes condi¢ées sobre um R-modulo M sdo equivalentes:
(i) Eriste uma seqiéncia exata R™ — R" — M — 0, para m,n inteiros.
(ii) Eziste uma seqiéncia exata Py — Py — M — 0, para médulos projetivos finita-

mente gerados Py, Py.

(iti) M € finitamente gerado e, para toda sobreje¢io ¢ : P — M, com P finitamente

gerado ¢ projetivo, Ker ¢ € finitamente gerado.

Demonstragao:
(1) = (22) Imediato.

(22) = (222) Por hipétese, temos a seqiiéncia exata:
PSP -5 M—0

onde Py e P, sao modulos projetivos finitamente gerados.
Consideremos a sobrejegao ¢ : P — M, com P projetivo e finitamente gerado.
Como P, é finitamente gerado, temos que Im x é finitamente gerado.
Seja P =< ay...,0, >, assim, M =< p(ay),...,p(ay) >.

Consideremos as seqiiéncias exatas:
0— Kerp— P — M —0

00— Kere — P — M — 0.

Aplicando o lema 3.2.1 a estas sequiéncias, obtemos
Po® Kere~ P& Kerp

Como Py, P e Ker p= Im & sao finitamente gerados, temos que Ker ¢ ¢ finita-
mente gerado.

Logo, (it) = (u11).
(7i1) = (i) Consideremos M =< S >, onde S é um conjunto finito de geradores para M,
e Iy o R-médulo livre gerado por S. Assim F} ~ R".

Seja ¢ : Fi — M a sobrejegao natural. Temos que Ker ¢ é finitamente gerado.
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. - +f L . - # .
Consideremos agora, Kere =< S >, onde S é finito e F; o R-moédulo livre

gerado por S'. Dal, Iy ~ R™.

Dessa forma, temos a seqiiéncia exata:
R" — R* — M — 0.
Logo, (ii1) = (1).
|

Definigao 3.2.1 O R-modulo M € dito finitamente presentado se¢ as condigoes da
proposi¢do 3.2.1 sdo vdlidas. Uma seqiéncia exata como em (i), fornece uma presen-

tacao finita de M, com n geradores ¢ m relagoes.

Nota: Note que a implicacao () = (2i7), da proposi¢ao 3.2.1 aplicada quando P é livre,
se reduz ao seguinte fato: se M admite alguma presentacao finita, entao todo conjunto
finito xy,...,xx de geradores de M tem a propriedade que, as relagoes entre eles, isto é,

as k-uplas (ry,...,rg) tais que Y r;z; = 0, formam um submédulo finitamente gerado de

R*.
Definicao 3.2.2 Uma resolugio ou resolugao parcial (P;) € de tipo finito se cada P; ¢
finitamente gerado.

Defini¢ao 3.2.3 Um modulo M ¢ de tipo FP, (n > 0), se existe uma resolugdo proje-
tiva parcial:

Phb— -+ —F—M—70

de tipo finito.

Podemos concluir que, para a condicao F'F, temos: Py — M — 0, e dai,
M é finitamente gerado como ZG-modulo. A condi¢ao F'P; é uma presentagao finita:
PpL— Php— M — 0 de M, e as condigoes F'P,, F P, ..., sao sucessivos “reforcos” da

defini¢ao de presentacao finita.

O proximo resultado é uma generalizagao do lema 3.2.1.
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Lema 3.2.2 Sc¢jam

Bttt p oSt o Spr SM

’ '

p R 1 ' [ '
Ok Pl Pl 0ol P M

- < : [ b i i T
sequencias exatas com P; e P; projetivos parat < n — 1. Entdo
- ! - ! LA ) L =
FhoPeoPRoP,o..~PoPAPoblg....

" ' P . . . o~
Conseqiientemente, se P; ¢ P; sdo finitamente gerados parai < n — 1, entio P,

o R N s
¢ finitamente gerado se, ¢ somente se, P, € finitamente gerado.

Demonstragao: Vamos provar por indugao.
e Paran =1, temos o lema 3.2.1.
e Suponhamos o lema valido para seqiiéncias exatas com até (n — 1) termos (hipétese de
indugao).
e Provemos que o resultado vale para seqiiéncias de n termos.
Sejarn K = Ker Oyq 1 Py -3 Pz 0 K =Kerd. i P .~ P. 3

Consideremos as sequiéncias:

In—p

0—K-—P,._,—PFP3—--—FP—M—00

] ! 3:,_- ] !
0—K —P,_,—3P _,— - —P—M—N0.

n-— n-—

Pela hipotese de indugao, temos

L

Q Q
— Ny

K& P i e e [\J;f:"- P& P,:_:};.?TT" e

n—

ouseja, KGQ~K &Q'.

Por outro lado, as seqiiéncias:
0— P, — P 1®Q —K®dQ —0
0—P,—P_,6Q - K&Q —0
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sao exatas.

De fato: Consideremos
Doty P el Bl ) <% K@) s

onde as aplicacoes j e «a sao dadas por
,}. . JPn o Pn-l + (2
x = j(x)=(0.(2),0)

Pbor®Q —- HK&Q
(U @) 21 [P (1)54)

L}

Por hipétese, temos Im 0, = Ker d,—; ¢ Imd, = Ker d,,_,.

Além disso, Ker d, = 0, assim, d, é monomorfismo e portanto, j ¢ monomorfis-

Agora,

11

Ima= {((l)?z—l(.if)~(f); y e Piyoe q e (:,)} =Imd,. X Q I=‘ Ker 0,_9 % Q

K x Q.

Logo. a é sobrejetora.

Mais ainda,

Im 3 =1Imad; %410} " Ker Opy X {0},

Kera = {(y,q); a(y,q) = (0,0)} = {(y,9); Ou-1(y) =0 ¢ ¢ =0}
Ker 0,1 x {0}.

Logo, Im j = Ker a.
De modo analogo, prova-se que

0P - P QK a9Q =30

mn

é exata.
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Como P,_1 B Q e

P Q' sio projetivos, o lema 3.2.1 nos dd

ﬂ—l L

HI ® P =1 S Q = ‘Dr: @ })n-l '!1}:.’ Q

Pn%Pr:-lq"quz%P:_g%w P }“In—! 5.?.;- P,:_g‘-'_if' f)nu;,"‘.b-—- .

T

O resultado a seguir é uma generalizacao da proposigao 3.2.1.

Proposigao 3.2.2 Para qua:lqucr R-modulo M ¢ qualquer inteiro n > 0, as sequintes
condi¢oes sao equivalentes:

(i) Eziste uma resolug¢ao parcial F, — -+ — Fy — M — 0, com cada F; livre de
posto finito.

(ii) M € de tipo FP,.

(iii) M € finitamente gerado ¢, para toda resolugio projetiva parcial

Pk—aPA_;L s Py — M — 0,

de tipo finito com k < n, Ker 0y € finitamente gerado.

T i080/0x

Demonstragao:

(1) = (i1) Imediato.

(7i) = (1i7) Por hipdtese, M é de tipo I'P,. Entao, existe uma resolugao projetiva parcial:

.~ Py — M — 0

. » . ' s v .
de tipo finito (cada P; ¢ finitamente gerado).
' s P
Como P, ¢é finitamente gerado, temos que M ¢ finitamente gerado.
: 8 : _-i_ ,",r. ’ )-' A L 5 . o . —!_ : o'
Temos que K™ = Ker d, : P, = P,_, ¢ finitamente gerado, pois K' = Im 9,

que ¢ finitamente gerado.
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Sejam P, — -+ — Py — M — 0 uma resolugao projetiva parcial e k' =

Temos as seqiiéncias exatas
| I
0— K —>P —P_— -+ —F—0

— e — By — ()

0 g ipt Ten i

n—1

Pelo lema 3.2.2, temos
K&P.dP,®..~KoPaP,_ ...

W CAr . S o
e K ¢ finitamente gerado se, e somente se, i ¢é finitamente gerado.
Portanto, K ¢ finitamente gerado.

Logo, (ii) = (iii).

(NI) = (?) Seja M =< So =<0y, ..., 0>

Ker .

Como, por hipdtese, M é finitamente gerado, temos que M é de tipo I'F.

Tomemos Fy = F'(Sy) (livre gerado por Sy).

Deste modo, existe a sobrejegao

o

1(]—) M —0

Assim, Ker gy ¢ finitamente gerado por um conjunto Sj.
Tomemos Fy = F(S;) (livre gerado por Sy).

Logo, temos a seqiiéncia

Bty oSy af 5 ()

Procedendo desse modo, sucessivamente até n, obtemos a seguinte resolugao par-

Fpb— -+ — F— M — 0,

com cada [} livre de posto finito.

Logo, (112) = (1).
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Observacao 3.2.1 Segue do isomorfismo dado pelo lema 3.2.2, que P, € projelivo se, e

' W N : = ¢
somente se, P, € projetivo. Assim, tal lema nos fornece uma demonstracao alternativa

n

da implicagio (1) = (iv), dada no lema 3.1.1.

Proposigao 3.2.3 As scquinles condigoes sobre um maodulo M sdo equivalentes:
(i) M admite uma resolugdo livre de tipo finilo.
(it) M admile uma resolugao projetiva de lipo finilo.

(iii) M € de tipo F'P, para todo inteiro n > 0.

Demonstracgao:

(1) = (21) = (#21) Imediato.

(122) = (i) Por hipétese, M é de tipo F'P,. Logo, M é finitamente gerado. Vamos
usar a proposi¢ao 3.2.2(iii) para obter uma resolucao livre de M de tipo finito. Sejam
M =< § >, onde S é um conjunto finito de geradores de M, ¢ F(S) o grupo livre gerado
por S.

Assim, considerando ag uma sobrejecao, temos que
F(S) =% M —0

é resolugao parcial de tipo finito.
Agora, como M ¢é de tipo I'P,, pela proposi¢ao 3.2.2(iii), temos que Ker ag é
finitamente gerado por S,.

Portanto,

F(S)) =5 F(S) = M — 0

é resolucao parcial de tipo finito.

Novamente, como M é de tipo F'P,, I'P;, . .., I'P,,...,usando a proposicao 3.2.2(iii),

procedemos sucessivamente e obtemos uma resolugao livre de M de tipo finito.

Logo, (211) = (1).
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Definicao 3.2.4 Dizemos que M ¢ de tipo F P, se as condigoes da proposigio anlerior

sao validas.

Fecharemos essa se¢ao mencionando algumas propriedades tteis que os funtores

TorF(M,—) e Ext;(M, —) satisfazem quando M é de tipo F P, em relagao a comutati-

vidade com produtos e limites diretos, respectivamente (para a definigao de limite direto,
ver Apéndice).

O funtor homolégico Torf(M, =) sempre comuta com limite direto, isto é, se
{N:}ier é um sistema direto de R-moédulos, onde I é um conjunto dirigido, entao

Torf(M, lim N;) = lim Torf(M, N;). Este resultado segue do lema a seguir.
—ie] —pe]

Lema 3.2.3 (a) P @r — comuta com limites diretos ([24], 5.1.9).

(b) H.(—) comuta com limites diretos ([24], 4.1.7).

Entretanto, funtores da forma Homp(P, —), em geral, ndo comutam com limites
diretos. Assim, nao podemos esperar que Fzlj(M, —) comute com limites diretos. Mas,

podemos provar que isso vale se M é de tipo FP,,.

Lema 3.2.4 Se P ¢ um R-mddulo projetivo finitamente gerado, entdo Hompg(P,—) co-

muta com limiles diretos.

Demonstragao: O isomorfismo de dualidade dado pelo lema 1.1.4(b) mostra que, quan-
do P é projetivo finitamente gerado, o funtor Hompg(P, —) é equivalente ao funtor P*@p—.
Agora, pelo lema 3.2.3(a), temos que o iltimo comuta com limites diretos. Deste modo,

segue o resultado.

Temos, entao a seguinte proposigao:

Proposigao 3.2.4 Se M ¢ de tipo I'P.,, entio Extlp(M,—) comuta com limites diretos.
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Demonstracgao: Como M é de tipo F P, temos que existe uma resolugao projetiva
P. —P,—P,_1—---—DPFP—M-—70

onde cada P; é finitamente gerado.
Temos, por defini¢ao, que Extih(M,—) = H*(Homp(P,—)).

Seja N = lim N;. O complexo
—ES

0 — Homp(Py, N) — Homp(P,N) — --- (1)

nos fornece Eztp(M,N). Mas, pelo lema 3.2.4, Homg(P,,N) = lim rﬂomﬁ(}’,,, NG ).
—E

Assim, o complexo (I) é equivalente ao complexo

0 — lim Homp(FPo, N;) — lim Homp(P, N;) — ---
—ri€] —iel

1e nos da li Exth(M, N;).
o que nos dé lim  FEa Rl )

Logo, Eaty(M,N) = lim_Extp(M, N;).

—3E

Quando trabalhamos com o funtor Torf(M, —), temos propriedades similares
com relagao ao produto direto de médulos. Em geral, Torf(M,—) nao comuta com

produtos diretos, mas Exth(M, —) comuta, isto é,

Exty(M, [ M) = [] Exti(M, N;).

1€] el

Isto segue do seguinte lema:

Lema 3.2.5 (a) Hompg(P,—) comuta com produtos diretos ([11], 1.8.4).
(b) H*(—) comuta com produtos diretos ([21], 7.7.14).

Lema 3.2.6 Se¢ P € finilamente gerado, entio P @p — comuta com produlo direlo.

Demonstragao: O isomorfismo de dualidade dado pelo lema 1.1.4(c), mostra que P& p—

é equivalente a Hompg(P*, —).
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Pelo lema anterior, este ultimo comuta com produto direto.

Podemos, entao, mostrar de forma analoga a proposi¢ao 3.2.4 o resultado a seguir.

Proposicao 3.2.5 Se M € de tipo F'P,,, entio Tory(M,—) comuta com produto direto.

Na verdade, estas propriedades de T'or e Ext dadas pelas proposicoes 3.2.4 e

3.2.5 caracterizam a propriedade I'P,,, como mostra o seguinte teorema:

Teorema 3.2.1 As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) M € de tipo FP,.
(ii) Extyp(M,—) comuta com limites diretos.

(iii) Tor®(M,—) comuta com produtos diretos.

Omitiremos a demonstragao, mas as implicacoes (1) = (1) e (2) = (212) seguem,
respectivamente, das proposicoes 3.2.4 e 3.2.5.
A implicagao (iii) = (ii) foi provada por Bieri e Eckmann ([4]), e Brown ([5])

provou a implicagao (i7) = (7).

3.3 Grupos de Tipo FP,

Vamos considerar a teoria da segao 3.2 paraocaso R=ZG e M = Z.

Definigao 3.3.1 Dizemos que GG € de tipo I'P, (0 < n < o0) se Z € de tipo I'P,, como

um ZG-mddulo.

Exemplo 3.3.1 Todo grupo ¢ de tipo F Py, pois ZG — Z — 0, onde ¢ ¢ a aplicagio

aumentagdo, € uma resolugao parcial de Z sobre ZG de comprimento zero.

Proposigéo 3.3.1 G ¢ de tipo F P, se, ¢ somente se, G € finitamente gerado.
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Demonstragao:
(«<=) Por hipétese, temos (G =< sy,...,8, >.

l’elo lema 1.1.5(b), o ideal aumentagao I é finitamente gerado, e assim, [ = F'/Q,

com F = @7(}'

Atiaveb da seqiiéncia exata de ZG-modulos:
0—1—ZG—Z—0
podemos construir uma outra seqiiéncia exata de ZG-modulos:

@zgér—umézﬁo

i=1

onde p: F' — I ¢ a projecao.
Ti

Sejam P, = @ ZG e Py = Z(G. Temos a seqiiéncia desejada:

PR p g 0

Como Imiop = Ker e, temos que essa seqiiéncia é uma resolucao parcial finita
de comprimento 1 de Z sobre ZG.

Portanto, (¢ é de tipo F'P,.
(=) Por hipétese, G é de tipo F'P,. Entao, Z é finitamente gerado como ZG-médulo.
Além disso, existe a resolucao livre parcial de comprimento finito:

F,— Fh—Z — 0.

Pela proposi¢ao 3.2.1(iii) temos que, para toda sobrejecdo ¢ : P — Z, Kere é
finitamente gerado. Em particular, se P = Z(G e € ¢ a aplicagao aumentagao, temos que
Ker e = I é finitamente gerado como Z G-modulo.

Dessa forma, [ =< s1,83,...,8, >.

Mas, pelo lema 1.1.5(a), temos
I=<g-1;, geG>
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Logo, para todo i, existe g; € G tal que s; = g; — 1 e, portanto
Fed gi<—lee-L 0. . m

como Z (-maddulo.
Sejam H =< ¢1,...,¢, > um subgrupo de G e ¢y : ZH — Z a aplicacao
aumentacao. Deste modo, Iy = Kercy.
Afirmacao: (ZG)(Iy) = 1.
De fato: Mostremos que (ZG)(Iy) C 1.

Temos, pelo lema 1.1.5(a)
=< gi=lz s =Lisiisn >

como Z H-mddulo.
Além disso, se E' é um conjunto de representantes para as classes laterais gl de
H em G, entao G = U gH e, pela proposicao 1.1.2, ZG = @(ZH].
gl geE
Sejam a € ZG ¢ 3 € I. Entao

H= z:nr.,'1 com a; € (ZH) e B= Z,Bj(gj —1), com B € (ZH).
j=1

=1

Deste modo,
€ ZH
~ =
aff = E aiB; (g; —1) €1

1,]
Portanto, (ZG)(Iy) C 1.
Mostremos, agora, que [ C (ZG)(1y).
Seja a € I, entao

r €20G € ,I”

a = Z a; (g — 1), a; € ZG.
i=1

Assim, a € (ZG)(1n).
Logo, (ZG)(Iy) = 1.
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Consideremos a sequéncia exata curta:
0— Iy —ZH > Z — 0.

Temos que Z(G' é Z H-livre, e como todo médulo livre é plano (pelo lema 1.1.3),

temos a seqiiéncia exata:
0 —=>ZGQzuly —m ZGQzu ZH — ZG Qzy Z — 0.
Atraves dos isomorfismos:
2GRz ZH= 26" +6 . ZG®zg Z=Inds 2 """ Z(c/m)
obtemos a seqiliéncia exata
0 — ZGQzu Iy — ZG — Z((;/H] —

Além disso,

[ =(2G)In) = PeZH) Iy = @ alu "% Ind§ 1y = 2G ©zu In.
geE geE

Deste modo, temos a seqliéncia exata:
0— 11— ZG — Z(G/H) —

Mais ainda,
Z(G/H)~ 2G|l ~ Z.

Logo, G/H = {1}, ou seja, G = H.

Portanto, GG ¢ finitamente gerado.

A condigao F'P; é menos conhecida, mas temos o seguinte resultado:

Proposigao 3.3.2 Se GG € finitamente presentado, entdo G € de tipo FP;.
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Demonstragao: Para (¢ finitamente presentado, é possivel construir um CW-complexo
finito Y de dimensao 2, com m(Y) = G ([6], pag.44).

Pela proposicao 1.4.2, temos que o complexo de cadeia celular aumentado do re-
cobrimento universal Y de Y é uma resolucao livre parcial de Z sobre Z (' de comprimento

2 e de tipo finito. Logo, GG ¢ de tipo FP,.

2]
Observagao 3.3.1 Nao € conhecido se a reciproca da proposi¢ao anterior € verdadeira.

A préxima proposic¢ao relaciona a condigao F'P, de um grupo ¢ com a de um

subgrupo / de indice finito.

Proposicgao 3.3.3 Seja H um subgrupo de GG de indice finito. Entdo, GG € de tipo I'P,

(0 < n < o0) se, e somente se, H € de tipo I'P,.

Demonstracgao:

(=) Como G é de tipo FP,, temos que
P P—P,_, — - —FPh—7Z—0

é uma resolugao projetiva parcial de Z sobre Z(, onde cada P; é finitamente gerado como
Z G-modulo.

Tal resolucao parcial também pode ser considerada uma resoluc¢ao projetiva par-
cial de Z sobre ZH.

Como (G : H) < oo, esta resolugao é também de tipo finito sobre Z H.
De fato: Como H atua livremente em (7, pela proposicao 1.1.2, temos que ZG = @ ZH,

E

onde F é um conjunto de representantes para as classes gH, é uma soma finita, pois G/ H
¢ finito.

Como cada P; ¢ projetivo finitamente gerado como ZG-maodulo, temos que exis-

.

tem um ZG-moédulo ; e um moédulo livre finitamente gerado /' = @ Z (@, tais que

=1

PoQ; = @ Z6.

i=1
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@zc:@@zn.

i=1 i=1 E

P;%Qf=®@ZH.

i=l E

Logo,

Portanto, P; é projetivo finitamente gerado como ZH-moddulo e, consequente-

mente, H é de tipo F'P,.

(<) Como H é de tipo F'P,, entao Z é I'P, como Z H-modulo.
Pela proposigao 3.2.2(iii), temos que Z é finitamente gerado como Z H-modulo,
logo, Z ¢ finitamente gerado também como Z G-madulo.

Seja

Po By Plg 2t tweegy P 5 s )

uma resolugao projetiva parcial de Z sobre ZG de tipo finito.

Vendo P como uma resolucao parcial de tipo finito de Z sobre Z H, podemos
aplicar a proposicao 3.2.2(iii) novamente, e concluir que Ker d,_, é finitamente gerado
como Z H-médulo.

Logo, Ker 0,-1 ¢ finitamente gerado como ZG-médulo, pois ZH C ZG.

Assim, temos que Z e Ker 0,-1 sao finitamente gerados como ZG-modulos.

Aplicando a proposicao 3.2.2(iii) novamente, temos que G é de tipo F'P,.
[ |

Nota: Tomando-se n = 1 na proposicao anterior, temos que (i é finitamente gerado se,

e somente se, H é finitamente gerado.

Vamos agora reenunciar o teorema 3.2.1 para o caso M = Z e R = Z(.

Teorema 3.3.1 As sequintes condi¢oes sdo equivalentes:
(i) G € de tipo FP,,.
(i1) H*(G,—) comuta com limites diretos.

(iit) H.(G,—) comuta com produtos diretos.
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O resultado a seguir é conseqiiéncia da implicagao (1) = (iz) do teorema

anterior (veja também a proposicao 3.2.4).

Proposigao 3.3.4 Sejam G um grupo de tipo F'P, e n um inteiro tal que

H"(G,ZG) = 0. Entio, H"(G, F') = 0 para todo ZG-médulo livre F.

Demonstragao: Como F ¢ um ZG-modulo livre, temos:

F= @ 7

i€l
Para o caso em que o conjunto [ é finito, temos que a soma direta e o produto
direto coincidem, assim
Pzc=]]zc
iel i€l

Agora, H" (G, F) = H"(( H Z@G).

el
Como H"(G, —) comuta com produtos diretos (lema 3.2.5(b)), temos:

(G, [ 26) = [ (G, 2G) "2 o.

i€l i€l

Para o caso em que [ é infinito, consideremos (¢;);e; uma base de F, assim
P= @(Z(.’); (ZG); =< €; >, para cadai € [.

i€l
Consideremos M = {J C I'; J ¢ finito} e, seja

1= @D(2G);, com (ZG);=<e; >, jEJ.

J€J
Deste modo, F; é livre de posto finito.
Pelo exemplo 4.3.2 (ver Apéndice), temos lim Fy = F.
._._.}

Portanto,

pmp 3.2.4

A G, Fy= H"(G, hm Fy) Ilm H* (@G, F;) = 0.
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3.4 Grupos de Tipo FP e FL

Nesta sec¢ao, combinaremos as duas condi¢oes de finitude vistas até agora neste

capitulo (dimensao cohomoldgica e F'P, ).

Definigao 3.4.1 Uma resolugdo projetiva € finita se ¢ de tipo finito ¢ de comprimento

finito.

Definicao 3.4.2 Um grupo G ¢ de tipo FP se¢ Z admite uma resolugdo projetiva finita
de Z sobre ZG.

Proposigao 3.4.1 G ¢ de tipo FP se, ¢ somente se,
(1) ed G < 00 e (i21) G € de tipo F P,,.

Demonstragao:

(=) Imediata.

(<) Seced G < < e (G édetipo I'P,,, podemos construir uma resolugao finita da forma
a seguir.

Tomemos uma resolucao parcial:
In—)
WAL e S Y

de tipo finito, onde n = ¢d ¢ e, consideremos P, = Ker 0,_;.
Pelo lema 3.1.1(iv), P, ¢ projetivo e, pela proposi¢ao 3.2.2(iii), temos que P, é

finitamente gerado. Deste modo, temos a resolucao projetiva finita:
0O—PFP, —---— P —Z—0.
Assim, (& é de tipo F'P.

Observagao 3.4.1 E importante notar que, na demonstrag¢do anterior, seria suficiente

assumir G de tipo F'P, no lugar de I'P,,, onde n = cd .
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Além disso, a resolugdao parcial (P;)i<,—1 poderia ter sido tomada livre (pela pro-

posi¢cao 3.2.2). Portanto, se (i € de tipo I'P, existe uma resolugdo projetiva finita:
0 —P—F_,—  —ly—7Z—0 (3.1)

com cada I; livre (veja também (6], pag.203). No entanto, ndo hd razdo para esperar que

P scja livre.

Exemplo 3.4.1 Seja G um grupo finitamente presentado, com c¢d G = 2. Entao, G ¢ de

tipo FP.

De fato: Pela proposicao 3.3.2, temos que G é de tipo F'P,. Assim, pela proposicao e

observacao anteriores, GG é de tipo I'P.

Definicao 3.4.3 Dizemos que (i € de tipo IF'L se Z admite uma resolugdo livre finita
sobre Z (.

Observagio 3.4.2 L claro que, se G € de tipo 'L, entio G € de tipo I'P.

Interpretacao Topolégica para Grupos de Tipo FP e FL

Veremos agora alguns resultados que relacionam grupos de tipo 'L e F'P, com
a teoria de C'W-complexos. Com excegao da proposicao 3.4.2, os resultados nao serao
demonstrados, pois as demonstracoes requerem ferramentas especificas de Teoria de Ho-

motopia, que fogem aos objetivos deste trabalho.
Proposigao 3.4.2 Se cxiste um complero K(G,1) finilo, entio GG ¢ de tipo FL.

Demonstracao: Seja Y um K(G, 1) (complexo finito). Pela proposicao 1.4.2, o comple-
xo de cadeia celular aumentado do recobrimento universal Y de Y é uma resolugao livre

de Z sobre Z('. Assim, (i é de tipo [I'L.

AVA
AVAVE

2 3 4 5 6 if unespwl 12 13 14 15 1o .17

18



Em vista da proposigao anterior, temos os seguintes exemplos de grupos de tipo

FL:

Exemplo 3.4.2 Grupos livres de posto finilo: G = F(S), S : finilo (grupo livre gerado

por um conjunto S).

Exemplo 3.4.3 Grupos de superficie: Y = soma conexa de g toros ou g planos projeti-

vos, (Y #.5%, Y £ Pt),

Exemplo 3.4.4 Grupos abelianos livres de posto finito: Y = S' x ... x S' (toro n-

dimensional).

Observagao 3.4.3 Pode-se mostrar também um grupos livres de tor¢do, finitamente

gerados e nilpotentes sio de tipo I'L ([6], VIIL9).

A propriedade F'P também admite uma interpretagao topoldgica e, para isso,

precisamos da defini¢ao a seguir.

Definigao 3.4.4 Um espago lopolégico Y ¢ finitamente dominado se eriste um C'W
complexo finito K, tal que Y € um relrato de K, isto ¢, existem aplicagoes continuas

i:Y>Ker:K—=Y, com roi=idy.
Proposicao 3.4.3 Se existe um K(G, 1) finitamente dominado, entdio (G € de tipo F'P.

Demonstracao: [6], VIII.6.4

As reciprocas das proposigoes 3.4.2 e 3.4.3 sao verdadeiras e foram demonstradas

por Eilenberg-Ganea ([12]) e Wall ([29] e [30]).

Teorema 3.4.1 Scja G um grupo finitamente presentado. Se G € de lipo FL (respec.

F'P), entdo existe um complexo K (G, 1) finito (respec. finitamente dominado).
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Demonstragao: [6], VIIL.7.1

Observacgao 3.4.4 As proposigoes 3.4.2 € 3.4.3, e suas reciprocas, sio casos especiais do

sequinte resultado devido a Wall ([29] e [30]): Seja Y um CW -complezo conexo, cujo grupo

Jundamental 7y € finilamente presentado, e seja C' o complexo de cadeia do recobrimento
universal de Y, considerado como um complexo de m-modulos. Entao

(a) Y € homotopicamente equivalente a um CW-complexo finilo se, ¢ somente se, C' €
homotopicamente equivalente a um complexo de cadeia livre finito.

(b) Y € finitamente dominado se, ¢ somente se, C' € homotopicamente equivalente a um

complexo de cadeia projetivo finito.

Tendo explicado cuidadosamente a diferenca entre as condigoes F'P e FL, a
pergunta que surge é se existem grupos de tipo I'P que nao sao de tipo F'L. Na verdade,
nao se conhece exemplos de tais grupos.

Do ponto de vista topologico, temos a seguinte situagao: embora existam muitos
exemplos de espagos linitamente dominados que nao téem o mesmo tipo de homotopia de
um complexo finito, nenhum desses exemplos conhecidos sao K (G, 1)’s.

A fim de apreciar o problema, vamos ver qual é a obstrucao para que um grupo
de tipo F' P seja de tipo F'L.

Suponhamos (i de tipo F'P. Vamos escolher uma resolucao projetiva finita como
em (3.1) que é livre, exceto na dimensao topo. O modulo projetivo P que ocorre em
tal dimensao poderia ter a propriedade que P ¢ F fosse livre para algum mdédulo livre
F' de posto finito. Neste caso, P ¢é dito estavelmente livre e, podemos modificar (3.1)
exatamente como na demonstracao da proposi¢ao 3.1.4 para obter uma resolugao livre
finita. Reciprocamente, se existe uma resolugao livre finita, entao podemos compara-la a
(3.1) via o lema 3.2.2 para deduzir que P é estavelmente livre (note que as duas resolugoes
poderiam nao ter o mesmo comprimento, mas o lema 3.2.2 é ainda aplicavel, pois podemos
completar as resolugoes curtas com zero).

Devido a esses resultados, temos a proposi¢ao a seguir.
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Proposigao 3.4.4 Sejam G um grupo de tipo FP e
0—P —F_,— - —Fh—Z

uma resolugdo projetiva finita de Z sobre ZG com cada F; livre. Entdo, (i € de tipo F'L

se, € somente se, P € estavelmente livre.

Assim, a questao sobre a existéncia de grupos de tipo I'P que nao sao de tipo
F'L nos leva a questao fundamental: Existem mddulos projetivos finitamente gerados que
nao sao estavelmente livres? Sobre um anel geral, a resposta é sim, e existem exemplos
conhecidos sobre anéis grupos Z(G, com G finito. Entretanto, nao existem exemplos
conhecidos com G livre de tor¢ao; e um grupo de tipo F'P é necessariamente livre de
torgao.

No entanto, existem resultados cujas demonstragées requerem a propriedade F'P,
e nao somente a ['L do grupo. O resultado a seguir vale para grupos de tipo I'P, e sua

reciproca para grupos de tipo F'L nao é conhecida.

Proposigao 3.4.5 Scjam G um grupo livre de tor¢io ¢ H um subgrupo de indice finito.

Entio, G ¢ de tipo F'P sec, ¢ somente se, H € de tipo FP.

Demonstracao:

(=) Seguem, respectivamente, das proposi¢ées 3.4.1, 3.1.3(a) e 3.3.3, e 3.4.1 as impli-

cacgoes:

G édetipo FP = ¢dG=n<oo e G édetipo FP, (FP,, Vn)
= cdH=cdG e H édetipo FP,, Vn

= H é de tipo FP.

(<) Seguem, respectivamente, da proposigao 3.4.1, do teorema 3.1.1 (Serre), proposicao

3.3.3 e da proposicao 3.4.1, as implicagoes:
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H édetipopFP = cdH=n<oco e H édetipo FP, (FP,, Vn)

= edG=n e G édetipo FP,, Vn

= G éde tipo FP.
|

Nota: Em particular, se (G é um grupo livre de tor¢ao que contém um subgrupo de indice

finito que ¢ de tipo F'L, entao sabemos da proposi¢ao anterior que GG é de tipo F'P, apesar

de nao sabermos se G ¢ de tipo FL.

Fechamos esta secao discutindo alguns aspectos especiais da cohomologia topo-

dimensional de um grupo de tipo F P, dada pela proposi¢ao a seguir.
Proposigao 3.4.6 Se¢ GG ¢ de lipo F'P, entio ¢d G = max{n: H"(G,ZG) # 0}.

Demonstragao: Se GG ¢ de tipo F'P, entao pela proposi¢ao 3.4.1, ¢d G < oo.
Pela proposicao 3.1.2, temos

cd G = maz{k: H*(G,I') # 0, para algum ZG-médulo livre F}.

Consideremos

A={n: H"(G,Z2G)'#£0}

B ={k: HYG.F)#0, para algum ZG-médulo livre F}.

Temos A C B. Entao, r = max A < maa B = s.
Suponhamos r < s. Deste modo, existe algum médulo livre F, com H*(G, F) # 0

e H*(G,ZG) = 0, o que é um absurdo, pela proposigao 3.3.4. Portanto, r = s.

. H"(G, ZG) # 0}.

Logo, ¢d G = maxz{n :
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Temos, para efeito da defini¢ao de cohomologia, que ZG ¢é considerado como um
Z G-modulo (a esquerda). Mas, Z(' também admite uma agao (a direita), dada por
ZGx G — 44
(a,9) = rroo-«g
Esta acdao induz uma agdo (a direita) em H(F;, ZG). Em nivel de cocadeias,

temos
Hom(F;,ZG)x G — Hom(F;,,Z(G)
(f,9) > f-g

com (f - g)(z) = f(z)-g.
Se f é um cociclo representando a classe [f] em H'(G, Z (), entao temos que f-g
também ¢ um cociclo, e definimos a acao [f]- ¢ := [f - g], para todo g € G.
Assim, H'(G, ZG) é um G-médulo (a direita).
Sejam P uma resolugao projetiva de Z sobre ZG, ¢ u € Homg(P, ZG).
Consideremos m € M. Temos a aplicagao

Homg(P,ZG) ®z¢ M — Homg(P, M)
u@m = f; f(z) = u(x)m.

Em cohomologia, temos ¢([u] © m) := [f].

Vamos provar agora o “teorema dos coeficientes universais”para a cohomologia

topo-dimensional de um grupo de tipo F'P.
Proposigao 3.4.7 Se G € de tipo FP ¢ n = cd G, enlao

@ MG, ZG) Qze M - H"(G,M)
¢ um isomorfismo para lodo G-modulo M.

”

Demonstragao: Sejam P uma resolucao projetiva de Z sobre ZG de comprimento n:

P: 0—P, —P,_,—  —aPFPh—0Z—0

e P* o complexo dual Homzg( P, ZG) de G-maodulos (a direita):

.
PO P':
-

~ n—1/- =~

P*: 10— HomzslZ,Z2C) — Homzal P, 20—y ++ “Hompal Pa. G125 0
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Temos
H*(G,ZG) = H (Homzq(P, ZG)) = H*(P7).

Em particular

YV 7 Ker é" P’:
][ [(‘!.JG) = iﬂ'? 6:1—1 - 1'”1 5“'—1

e, temos a sequencia exata:

) g

5:1-1 ~ T e o 0
> — PP — HY(G,ZG) — 0
para o modulo de cohomologia topo-dimensional.
Tensorizando tal seqiiéncia por M e aplicando o isomorfismo de dualidade dado
pelo lema 1.1.4(b), obtemos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:

Pn

n—1

Qza M 4 P,: Qza M — H n(("!‘ VA (J) Rz M — 0
L e i

@
Homyzg(Poa M) — Homzg(Po,M) — Homzq(G, M) — 0

Pelo “lema dos cinco”([14], pag.38), temos que ¢ é isomorfismo.
(5]

Nota: O isomorfismo dado na proposi¢ao anterior pode ser descrito da seguinte maneira:
Consideremos D o G-mdédulo H" (G, Z (), assim

prop.2.1.3

H (G, ZG) @26 M =D @76 M" 2" (Doz M)g ™ ="~ Ho(G,D Sz M)

onde a G-agao ¢ diagonal.

Note que, se D é um maddulo (a direita) e M um maodulo (a esquerda), a a¢ao

diagonal é definida por:
g-(dom)=dg'@g-m, ge€G,deDe meM.
Conseqlientemente, o isomorfismo ¢ da proposigao anterior pode ser dado por
HY(G,M) ~ Ho(G,D @z M). (3.2)
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3.5 Grupos de Dualidade
Para qualquer grupo  de tipo F'P, ja vimos em (3.2) que existe um isomorfismo
H"(G,M) ~ Ho(G,D @ M)

para qualquer G-médulo M, onde n = ed G, D é o G-mdédulo (a direita) H* (G, ZG), e
D&oM=D@z M com a G-agao diagonal.
Nesta secao, vamos estudar os grupos (v, para os quais o isomorfismo anterior se

estende aos isomorfismos
H(G,M)~H,_i(G,D® M), V..
O estudo desses grupos foi iniciado por Johnson e Wall ([15]), e Bieri e Eckmann
([3]). Vamos demonstrar um teorema que caracteriza tais grupos.
Teorema 3.5.1 As sequintes condigoes sao equivalenles para um grupo G de lipo FP:
(i) Existem um inteiro n ¢ um G-modulo D tais que

H(G,M)~ H,_;(G,D @ M)

para todo G-modulo M ¢ lodo inleiro 1.

(ii) Existe um inteiro n tal que H'(G, ZG® A) = 0, para todo i # n ¢ todo grupo abeliano
A.

(iii) Eriste um inteiro n tal que H'(G,ZG) = 0, para todo i # n e H"(G, ZG) € livre de
tor¢ao (como grupo abeliano).

(iv) FEzistem isomorfismos nalurais
H(G,-)~ H,_{(G,D @ -),
onde n=cdG e D= HYG,ZG).

Demonstracao: (i) = (ii) Por hipétese, H'(G, M) ~ H,_;(G,D & M).

Consideremos o moédulo induzido M = ZG'© A = lnri{("l}.-'l, onde A é um grupo

abeliano.
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Ll ,

MG LG v A) 22 MU D 1 LG A)).

Lemos que

0w Indin A > hzd';'}al i A)

D®(24G @A)~ ZG & (Do A)
ou seja, £ M tambem ¢ modulo induzido.
De fato: Temos o isomorfismio
DR(ZGoA) —» ZG@ (D@ A)
do(a®a) +— a@(daa)

com inversa !

: ZG O (D © A) - D@ (ZG © A), definida nos geradores por

DN g@(d@a)) =dg™" ® g® a, e estendida por linearidade.

Agora, a G-agao em D ® (ZG® A) é dada por g- (d® (a @ a)) = dg™*

@g-aa,

eem ZG @ (D@ A)édadaporg- (a®@(d@a))=g-a®(d? a).

Assim,
U(g: (d®(a@a))) Y(dg'@g-a®a)=g-aRdg”'g-a@a=g-a®da®a.
g (V(d2(a®a))) g (a®@da@a)=g-a@da® a.

Logo, ¥ ¢ aplicacao de G-modulos.
Deste modo, para L = D @ A, temos

Shapiro

Hu-i(G,ZGQ L) = Ho_i(G, Ind{yL) "~ H,_i({1},L) =0, para i #n

Por (i), temos

H(G,2GQ A)~ H,_i(G.D® (ZG® A)) ~ H..i(G,Z2G (D@ A))

H. (G, ZG & L)
0.

Portanto, H'(G,ZG ©@ A) = 0, para i # n.
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Logo, () = ().

(i1) = (ii1) Por hipétese, H (G, ZG' © A) = 0, para i # n, onde A é um grupo abeliano.

Tomando A = Z, temos
H(G,Z2G ® Z) ~ H'(G,ZG) =0, i#n.

Consideremos, agora, A = Z, k> 0. Assim, H (G, ZG @ Z;) =0, i # n.

Temos a seqliéncia exata curta:

0, —s 26 & 20 L5 BT iui—sal

onde as aplicagoes k e j sao dadas por
k: ZG — Zd4
a — ka
VA — yAS @ Z k
a=3nig — 3 (g:Q0m)=a@l

Aplicando a seqiiéncia exata de cohomologia, temos
02 y-1(G,26 ® 2,) — HYG, Z2G) *5 HY (G, Z2G).

Assim, k. é injetora para todo k e k,z = kz.

Deste modo, se « € H"(G, ZG), com kz = 0, temos z = 0, para todo z.

Portanto, H"(G, Z(G) é um grupo abeliano livre de torcao.

Logo, (11) = (u12).
(iii) = (iv) Seja D = H"(G,ZG). Como H'(G,ZG) =0, parai >n e H'(G,ZG) # 0
temos, pela proposicao 3.4.6, c¢d G = n.

Como, por hipétese, G é de tipo F'P, temos que

P: 0 — P, — Py — o+ — By — Z

d
0

é resolugao projetiva de comprimento n.

AVA
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Aplicando Hom za(—, Z() a esta sequiéncia, obtemos
Iy i ‘ SO -
cov— Homza(Z,ZG) — Homzg(Po,ZG) — -+ — Homza(P,, ZG)

5
0

Como

0 para i1#n

u*'((;,z(;)=fff(uomm(;).zc'))={ Y, 5 O

obtemos a resolugao projetiva
0— (P) — -+ — (P — (P")"— D —0 (*)

de Z sobre ZG, onde (P*)* = Homzq(Pr, ZG).
Mais precisamente, através da suspensao ¥"P*, onde (¥ P];“ = [P"’“J")"_ a

resolucao (*) pode ser escrita da seguinte forma:
0— (¥"P);, — -+ — (¥"P); — (£"P)] — (£E"P)g — D — 0 (*x)

Agora, se P é projetivo finitamente gerado, entao P* também é projetivo finita-
mente gerado.
De fato: Como P é projetivo, temos I' = P & @, onde F é livre.

Deste modo,

Homzq(F,ZG) = Homzq(P,ZG) G Homzq(Q, ZG).

et
Além disso, como por hipdtese, P é finitamente gerado, temos F' = @ Z4.

i=1
Portanto,

Hu-mzc;(® ZG.ZG) ~ @ Homzq(ZG,ZG) ~ @ ZG (livre).
i=1

i=1 i=1

Logo, P* é projetivo finitamente gerado.

Dalt, pelo lema 1.1.4(b), temos o seguinte isomorfismo de dualidade:
Hom Z(;(P, 4”) ~ P* Qze M.
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Tensorizando (*x) por M, obtemos o complexo de cadeias

SPPr@za M oo — (SPPY: @zg M i (DPP)E®ze M~ DQzeM — -0

com (X" P)p_; @z¢ M ~ Homzg(P;, M).

Assim,

def.

H{(G, M) Hi(Homza(P, M)) ~ Hoi(S"P" @26 M) = TorS_,(D, M)

n—t

para qualquer G-médulo M.

Como D ¢ livre de torgao, pela proposicao 2.6.2, temos

TorS (D,M) ~ H,_;(G,D @ M).

n—i

Portanto,

H(G,M)~ H,_i(G,D & M)
para qualquer (G-médulo M.
Logo, (i11) = (iv).
(1v) = () Imediato.

Se ( satisfaz as condigoes do teorema 3.5.1, entao G é dito um
grupo de dualidade de dimensao n (sobre Z) ou D"-grupo (sobre Z), e o G-médulo
D = H"(G, ZG) é chamado médulo dualizante de G.

Se D é ciclico infinito (como um grupo abeliano), entao G é dito um grupo de
dualidade de Poincaré de dimensao n (sobre Z) ou PD"-grupo (sobre Z), e neste

caso, (i é orientavel se atua trivialmente em [, e nao orientavel, caso contrario.

E importante notar que, se (' é um grupo de dualidade de Poincaré, entao a

afirmacéao (iv) do teorema 3.5.1 toma a forma familiar
H(G,M) ~ H,_{(G, M),
da dualidade de Poincaré para variedades orientaveis fechadas.
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Observagao 3.5.1 Bieri ¢ Eckmann definiram, originalmente, um grupo de dualidade

como sendo um grupo (i, ndo necessariamente de tipo F'P, tal que existam isomorfismos

dados pelo produto cap ([6],V.3):
Nz: H(G,M)3 H,_(G,D® M)

para todo i € todo M, onde n ¢ um inteiro firo, D um G-mddulo firo, ¢ z wm elemento
fixzo de H,(G, D). Como esles isomorfismos sdo naturais, seque do item (iv) do leorema
que, um grupo de dualidade, do modo em que estamos considerando, € também um grupo
de dualidade no sentido em que foram definidos por esses autores. Reciprocamente, se G
€ um grupo de dualidade, no sentido dos mesmos, entdo o produto cap implica que existem

isomorfismos naturais

HY(G, =)~ H,_(G.D® -).

Como D @ — € H.(G,—) comutam com limites diretos (lema 3.2.3), seque que
H*(G,—) comuta com limites diretos. Seque também que cd G < n < oc. Assim, pelo
teorema 3.2.1, temos que (G € de tipo F'P, e portanto, GG € um grupo de dualidade, no

sentido em que estamos considerando.

E importante notar também, que o inleiro n que ocorre na definigao dada por

Bieri-Eckmann € necessariamente igual a cd G (tal falo pode ser observado na
demonstragao do teorema 3.5.1), ¢ o modulo D ¢ necessariamente isomorfo a H* (G, ZG).

De fato, o isomorfismo de dualidade dado com 1 =n e M = ZG nos dd:
prop.2.1.3

H"(G,ZG) ~ Ho(G, D ® ZG) """ (D® Z2G) g ™" D®z5 ZG~ D

e isto € compativel com a (G-agao, pela naturalidade dos isomorfismos de dualidade.

Veremos agora uma propriedade bastante 1til de grupos de dualidade.

Proposigao 3.5.1 Sejam (G um grupo livre de tor¢ao ¢ H um subgrupo de indice finito.
Entao, G € um grupo de dualidade se, e somente se, H € um grupo de dualidade. Mais

ainda, se G ¢ H sao grupos de dualidade, entao eles tém o mesmo modulo dualizante.
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(Mais precisamente, se D € o modulo dualizante para G, entdio o modulo dualizante para

H € isomorfo ao médulo Res$; D, obtido pela restri¢io da a¢io de G para I ).

Demonstragao: Pela proposi¢ao 3.4.5, temos que G ¢ de tipo F'P se, e somente se, H

¢ de tipo F'P. Além disso, como (G : H) < oo, temos

Shapiro prop.1.6.5

H*(H,ZH) '~ H (G,CoindGZH) = H*(G,Ind$ZH) = H(G,ZG @z ZH
~.  H*G, ZG).

Deste modo,

H*(H,ZH)~ H*(G,ZG) (%)
Suponhamos que (' seja um grupo de dualidade. Assim, pelo teorema 3.5.1(iii),
temos que H"(G, Z(G) é livre de tor¢ao (como grupo abeliano) e H(G, Z(G) = 0, para

L=

Assim, por (x), H"(H,ZH) ¢ livre de tor¢ao (como grupo abeliano) e
H(H,ZH) = 0, para i # n. Novamente por 3.5.1(iii), temos que H ¢ um grupo de
dualidade.

Para provar a segunda parte da proposi¢ao, consideremos G e H dois grupos de

dualidade. Deste modo, temos os isomorfismos
HY(G, M) H._i(G, D@ M)
H(H,M) ~ H,_{(H,D' @ M)

onde D = H"(G,ZG) e D' = H"(Il,ZH) sao os médulos dualizantes de (7 e H, respec-

tivamente.

Temos que mostrar que H"(G,ZG) ~ H"(H,ZH) é um isomorfismo de -

modulos (a direita).

Ja vimos na observagao 2.3.1, que os isomorfismos dados pelo Lema de Shapiro:

H(H,M) ~ H.(G,IndM)
H*(H,M) H*(G, Coind M)
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sao dados, respectivamente, por

(a,i)e: H(H,M) — H.(G,IndM)

(a,7)" : H*(G,Coind5 M) — H*(H,M)

onde a: H < (i é ainclusdo, e i : M — Ind§M e 7 : Coind$s M — M sio as aplicacdes
vistas na observacao 1.6.4.

O isomorfismo H*(G,ZG) ~ H"(H,Z H) ¢ dado pela composicao:
HY(G,ZG) =3 H"(H.ZG) ¥ H"(H,ZH)

onde res ¢ induzida por «a e a aplicagao ¢* : H"(H,ZG) — H"(H, Z H) ¢ induzida por

ZG R ZGQzm ZH = IndSZH % Coind$ ZH = Homy (4G, ZH) S ZH.

As aplicagoes ¢ e \ sao tais que

¢: ZG

X: Homuy(ZG,ZH) — Z1H
J = x(f) =F(Q1)

e a aplicacao ¢, dada pela proposicao 1.6.5, é definida por

0: ZG@zu ZH — . Homy(ZG,ZH)
g h = (g @h)=g-po(h)

cOIn

wo(m)(a) = { ‘E‘;” e

c.C.

Consideremos, entao a composi¢ao:

(xopod)(y)=xcp(rv @ (v = 7 -(po(1))(1)

wo(7)(1)

vy se YyEH
0 C.C.
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Seja ¢ = x oo . Assim, ¥ : ZG — Z H é tal que, para v € G,
. T B8,y e H
YR { 0 cec
e é estendida por linearidade.

Considere a [-acao (a direita) em ZG e ZH. Temos, para vy € G e h € H, que

Y(y - h) =¥(y) - h. Assim, ¥ é compativel com a H-agdo (a direita), e temos

v ([f]-h)=¢*([f])-h, Yhe H e V[f]e H"(H,ZH).

Temos também que res = a* é definida, em nivel de cocadeia, por

o . Homg(F,ZG) — Homy(F,ZG)

| — a¥(f) = [ (vista como aplicacao de H-mddulos)
onde F' é uma resolugao projetiva de Z sobre ZG (portanto, de Z sobre ZH), e clara-

mente, res([f]- h) = (res[f]) - h, Vh € H.

Logo, ¥ ores: H"(G,ZG) — H"(H,ZH) é um isomorfismo de H-modulos.

A seguir, dois exemplos de grupos de dualidade.
Exemplo 3.5.1 Se G € ciclico infinito, entao (G ¢ um PD'-grupo.

De fato: Temos que G é de tipo F'P. Além disso, ja vimos no exemplo 2.1.2 que

H(G,M) = MS %" go(G, M).

HY(G,M) = Mg""%"" Hy(G, M).
H"(G, M) 0= Hy_n(G, M), ¥Yn>2

Logo, G é um P D'-grupo.

Exemplo 3.5.2 Seja G = F(S) o grupo livre com k geradores, 1 < k < oo. Temos que

G' € um D-grupo, € ndo € um PD-grupo se k > 1.

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp
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De fato: Ja vimos que (i é de tipo I'P sobre Z e que c¢d G = 1 (exemplo 3.1.2).
Vamos mostrar que a condic¢ao (ii) do teorema 3.5.1 é verdadeira, isto é, que
H(G,ZG @ A) =0, para todo grupo abeliano A e i # 1.

De fato:

H(G,ZG ® A) = H°(G, Ind{},A) sy ot ' (Ind§,A)¢ ™53 g

e H(G,ZG@ A) =0, parai>1 (cd G =1).
Logo, G é um D'-grupo.

Consideremos k£ > 1. Temos

prop.2 2.5.2

HYG.Z) Hom(Z* Z) ~ Z*.

Por outro lado, como G é um D'-grupo:
HY(G,Z)~ Ho(G,D ® Z) ~ Hy(G, D).

Se D ~ Z, com (i-acgao trivial, temos

ex.2.1.1

\ldq 1’[0[(—: .f()) i!’ (_l A} — Zk.
Portanto, Z ~ Z*, o que é um absurdo, pois k > 1.
Se D ~ Z, com (G-ac¢ao nao trivial, temos que g-n = —n, Vn € Z e Vg € (.

Deste modo,

B=<g-n—n, n€Z e gelG>~27.

Dg=D/B~Z[2Z ~ Z,.

Portanto,

plup 2.1.3

Ho(G, D) Dg~ Z,.
Como Hy(G, D) ~ Z* temos Z* ~ Z,, o que é um absurdo.
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ASSIILL, 1/ # 4.

Logo, & nao € um F L' -grupo.
A proposigao a seguir caracteriza os grupos de dualidade em dimensoes baixas.

Proposigao 3.5.2 (i) GG € um D"-grupo se, ¢ somente se, G = {l}.

(12) G € um D'-grupo sobre Z se, e somente se, (i € finitamente gerado ¢ cd G = 1.

Demonstragao:

(i) (=) Se G é um D"-grupo, temos ¢d G = 0. Portanto, pelo exemplo 3.1.1, temos
& =411
(<) Se GG = {1}, temos que G é de tipo F'P, além disso,

H(G,ZG) = 0, i#0 (G-agao trivial).

H(G,ZG) H°({1},2) ~ Z.

Pelo teorema 3.5.1 (iii), temos que G ¢ um D°-grupo.

(i1) (=) Se G ¢ um D'-grupo, temos ¢d G = 1. Como G é de tipo F' P, temos que & é de
tipo F' P, logo, ¢ finitamente gerado.
Deste modo, ¢d G =1 e G ¢é finitamente gerado.

E importante notar que, pelo exemplo 3.1.2, (¢ é livre de posto finito.

(<) Se G ¢ finitamente gerado e ¢d G = 1, temos pelo exemplo 3.1.2 que G é livre de

posto finito. Portanto, pelo exemplo 3.5.2, (¢ é um D'-grupo..

3.6 Interpretacao Topoloégica para Grupos de Duali-

dade de Poincaré

A teoria de grupos de dualidade de Poincaré esta relacionada com a teoria de
variedades asféricas, ou seja, variedades X" que tém o mesmo tipo de homotopia de um

complexo K(G, 1), onde GG = 7;(X), que chamaremos de (G, 1)-variedades.
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Para uma K (G, 1)-variedade n-dimensional fechada (compacta e sem bordo), sao
validos os seguintes resultados:
(I) G é de tipo FL e cd G =n ([6], VIIL 8.1).

0 se i#n

(11) u-((.-‘z(_;)z{ o o o= (el VILL82)

onde ) é o médulo de orientacao do recobrimento universal X de Y = K(G,1).

Observagao 3.6.1 Q € um grupo ciclico infinito com dois geradores, correspondendo as
duas orientagoes de X .
A acdo de G em X induz uma acao de G em §2, com um elemento v € (G atuando

como *1, ou seja, para w € ), lemos

s€ a agao preserva orientagao

caso l'.'-()”.l?'ﬂ,-?"f-'ﬂ.
Além disso, G atua trivialmente em Q2 & Y € orientdvel.

Teorema 3.6.1 Se (G € um grupo tal que existe wma variedade asférica X fechada de
dimensdo n, com m(X) = (7, entdio G € um grupo de dualidade de Poincaré de dimensao

.

Demonstragao: Seja X uma variedade asférica n-dimensional fechada, isto é, uma
K (G, 1)-variedade fechada. Por (1), G' é de tipo F'L (logo, é I'P) e cd G = n.
0 se i#n

@ se 1=mn

Além disso, por (1), H'(G,ZG) = {

onde  ~ Z como grupo abeliano.
Pelo teorema 3.5.1(iii), G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensao n

(orientdvel < Y for orientavel).
o

Exemplo 3.6.1 Qtoro 1™ = S' x...x S € uma variedade asférica fechada de dimensao
P

n. Logo, m\(1T") = G € um PD"-grupo.
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Exemplo 3.6.2 Seja F' uma superficie fechada.

Pelo Teorema de Classificagao de Superficies ([18], 1.5.1), temos as seguintes
possibilidades para I
« F=5?
o P =/T?

F = P?* (plano projetivo)
=T%# ... #T* (soma conexa de n toros)
P*#...#P? (soma conexa de n planos projetivos).
Destas, somente S? e P? nao sao asféricas.

Portanto,

m(T?) <ahabl =15

ﬂ'l(T?# . H#T? s 1 TR, PR S | T H[ui,b,-] — )

1=1

mn

wi( P24 . . #PY) <61y.-sn; [Jal=1> (n22)

i=1

sao grupos de dualidade de Poincaré de dimensao 2 sobre Z.

Nao é conhecido se todo grupo de dualidade de Poincaré (¢ de dimensao n, n > 2,
sobre Z admite uma variedade asférica fechada X, com m(X) = G.

O caso n = 2 foi provado por Eckmann-Miiller e Linell em [9] ¢ [10]. Dai, G é
um grupo de dualidade de dimensdo 2 sobre Z se, e somente se, G ¢ um grupo superficie
infinito (isto é, G é o grupo fundamental de uma superficie fechada diferente de S? ¢ P?).

Em [8] Dicks e Dunwood estenderam este resultado para PD?-grupos livres de
tor¢ao sobre qualquer anel comutativo de caracteristica zero.

Se (G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensao 3, que é soliuvel, entao
Thomas provou em [27] que a conjectura ¢ verdadeira. No entanto, o caso geral n > 3

esta ainda em aberto.
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Apeéendice

4.1 Resolugoes e Complexos de Cadeia Homotopica-
mente Equivalentes

Sabemos que um -moédulo M admite varias resolugoes projetivas. Vamos ver que
tais resolugoes sao homotopicamente equivalentes. Os conceitos usados nesta segao, tais
como: aplicacoes de cadeia, homotopia de cadeia, complexos de cadeia homotopicamente
equivalentes, e outros, podem ser encontrados em [6], L.0.

Além disso. faremos uma recordacao sobre funtores e, veremos as relagées entre

0s mesmos e as resolugoes projetivas.

Lema 4.1.1 Scjam (C',9) ¢ (C".0") complexos de cadeias, ¢ v um inleiro.
Consideremos (f; : C; — C..':)t-g,. uma familia de aplicagoes tais que f):f; = fe.pd;
parai < r. Se C; € projetivo parai > r ¢ Hy(C") = 0 parai > r, entdo (fi)i<, se estende a

3 & F = o B A i F i
uma aplicagdo de cadeia f: C — C, e f € inica @ menos de homotopia. isto €, quaisquer

duas extensoes sao homotopicas por uma homotopia h, tal que h; =0 parai < r.
Demonstragao: [6], [.7.4
&

Teorema 4.1.1 Sez: [I"— M ¢ = : ' — M sao resolu¢ées projetivas de um R-médulo
M. entdo existe uma aplicagio de cadeia f : I — [, preservando aumentagdo (isto €,

' 1 # . . ~ ’ . - . .
s o f =z), unica a menos de homotopia, € f € uma equivaléncia de homotopia.

133

AYA
AVAVEY
VaY

2 3 4 5 6 if unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



L

Demonstragido: Dadas as resolucdes projetivas de M, e : ' - M e ¢ : ' — M,

consideremos os complexos de cadeia aumentados com M na dimensao —1, e com 0

, . - poe . 2y
(médulo nulo), nas dimensées menores que —1, e a familia (f; : I; = F;)i<_;, onde

faa=id:- M- Me f;=0:0—0parai< —1:

h &

c: -+ — K = K — M
i’f] lfo *Lid

B Ly M Ly

5 ; a,

(/': T g F]

Temos que 9; o f; = f;_10; para i < —1 (pois 9; = d; = 0 para i < —1).

Além disso, F; é projetivo parai > —1 e H;(C') = 0 para i > —1 (pois F' — M
é exata).

Logo, pelo lema 4.1.1, a familia de aplica¢oes acima se estende a uma aplicacao
de cadeia f : F; — I, tinica a menos de homotopia. Notemos que f preserva aumentagao,
pois € o fo =idoe = e.

Resta mostrar que f é uma equivaléncia de homotopia.

Por raciocinio analogo ao anterior, existe uma aplicacio de cadeia f : F' — F,
preservando aumentagao:

— F 1 — F 'ﬂg e M B 0 —

*Lfl “l;fo Jr‘i(!' ‘1(0

— F, — F, M — 0 —
s y lia lo
st s ey S B i T i 0 g

Assim, f, o f: F — F estende idy;. Mas, idp : I' — I’ também estende idy;.

Logo, pela unicidade do lema 4.1.1, temos que f o f ~ idp.

' . r . ~ . .
Analogamente, fo f ~ idg e, portanto, f ¢ uma equivaléncia de homotopia.

Defini¢ao 4.1.1 Um funtor covariante T' (respec. contravariante) da categoria dos

R-modulos na categoria dos grupos abelianos ¢ uma fung¢ao que a cada R-modulo M
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associa um grupo abeliano T(M), ¢ a cada homomorfismo de R-modulos [ : M — N
associa um homomorfismo de grupos abelianos T'(f) : T(M) — T(N) (respec. T(f) :
T'(N)— T(M)) tal que
o T(idrr) = idy(ar
* T(go f)=T(g)oT(f) (respec. T(go f)=T(f)oT(g)).

SeT(f+g)=T(f)+T(g), dizemos que T ¢ aditivo.

Exemplo 4.1.1 Sejam M a categoria dos R-modulos (a direita), G a calegoria dos gru-
pos abelianos e I' um R-modulo (a esquerda). Temos que Tr : M — G € um funtor
covariante aditivo.
De fato: Definindo 1 : M — G por:

Tp(M):=MQrF

Te(f):= M@rF — N@grF
m@zr  Tp(fiim@z):=f(m)Qx

para todo R-médulo (a direita) M e todo homomorfismo de R -médulos f: M — N,

temos que T é um funtor covariante aditivo.

Exemplo 4.1.2 Analogamente, se I' € um R-médulo (a direita) e N denota a categoria

dos R-médulos (a esquerda), temos que Sg: N — G € um funtor covariante aditivo.

De fato: Definindo Sp : N — G por:

Sp(M):=F@r M

Sp(f):= FO@rM — F@rN
r@m = Sp(f)(x@m):=2zQ f(m)

para todo R-modulo (a esquerda) M e todo homomorfismo de R -médulos [ : M — N,

temos que Sg é um funtor covariante aditivo.
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Exemplo 4.1.3 Utilizando as mesmas nolagoes do exemplo anlervior, temos que se F' ¢

um R-médulo (a esquerda), a aplicagio Hp : N — G € um funtor covariante aditivo.

De fato: Definindo Hp : N — G por:

Hp(M) := Homp(F, M)

Hrp(f) == Homp(F,M) — Hompg(F,
® = Hp(f)(p) = fop

para todo R-moédulo (a esquerda) M e todo homomorfismo de R -mdédulos f: M — N,

temos que Hp é um funtor covariante aditivo.

Da mesma forma, Ly : M — G, definido por Lp(M) := Homp(M, I') tal que

Lr(f)(¢) := ¢ o f é um funtor contravariante aditivo.

Proposigio 4.1.1 Sejam (C,9) ¢ (C',d") dois compleros de cadeia (de R-médulos) ¢ T
um funtor adilivo (na categoria correspondente). Se [ e g sio duas aplicagéoes de cadeia
de C em C' ¢ h € uma homotopia de cadeia entre f ¢ g, entio T'(h) € uma homotopia

de cadeia entre T'(f) € T'(g), isto €, T' preserva homotopia de cadeias.

Demonstragao: Temos o seguinte diagrama:

N ‘ ih >

o 1 -0

A

(v’ 1

(}; (}1 F U

r

com [~y g.

Como h é uma homotopia entre f e g, temos por [6], 1.0:

hod+d oh=f—yg.

Dai, como T' ¢ aditivo:
ho())-l-l(r)oh T(f)—1T(g
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e Se T ¢é covariante:
T(h)o T(9)+T(d")o T(h)=T(f) - T(g).

Assim, T'(h) é uma homotopia de cadeia entre T7'(f) e T'(g).

e Se T ¢ contravariante:

T(d)o T(h)+ T(h) o T(d) = T(f) - T(g).

) 'T((' ) T3, T(3) T(C'z] — il

L

T(a’ T(Cy) —

T'(Ch)
T{ga) | | T(fa) T(q) [ |T(f1) T(gz) | |T(f2)
T{ho) T{h1)

’ T(( ) T(3!)

Deste modo, T'(k) ¢ uma homotopia entre T'(f) e T(g).

Coroldrio 4.1.1 Seec: ' — M € ¢ : I'' — M sdo resolu¢cées projetivas de M, ¢

iy ~ A 1 A + ~ ss
um funtor aditivo, entdo os complezos T'(F') ¢ T(I") sdo homotdpicos.

Demonstragdo: Comoe: F — M e ¢ : F' — M sao resolucdes projetivas de M
temos, pelo teorema 4.1.1, que existe uma equivaléncia de homotopia entre F' e I, ou
seja, existem aplicagdes de cadeia f : F' = F' e f : ' — F, com fo f ~pr tdpe e
fo f ~ntdp,onde h e h' sao homotopias de cadeia.

Deste modo, pela proposicao anterior, T'(h) é uma homotopia de cadeia entre
T(f o f)e T(idr) = idrpy e, T(h") é uma homotopia de cadeia entre T(f o f') «¢
T(tdp) = ;‘.dT“:-‘).

'

Logo, T'(h) é uma equivaléncia de homotopia entre T(F) e T(F").
]

Observagao 4.1.1 Pelo fato de compleros de cadeia homotdpicos possuirem homologias
isomorfas ([6], 1.0), temos que H,(T(F')) (homologia no nivel n do complexo de cadeia

I'(F')) depende somente de T' € M, a menos de um isomorfismo canonico.
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Definigao 4.1.2 Sejam C ¢ D duas calegorias. Consideremos os funtores Ty ¢ Ty de C
em D. Uma transformagao natural h : 1Ty — 1, € uma fun¢do que associa a cada
objeto C em C um morfismo h(C) : Ty(C) — T5(C) em D, de forma que para cada
morfismo v : C — C', o sequinte diagrama € comutativo:

1(C) =2 TyC)

ne  dne

T(C) 1S 1(C)
Além disso, se h(C') : Ty(C) — T5(C) possuir inversa, dizemos que h € um

isomorfismo natural.

4.2 Sistemas de Grupos

Definigao 4.2.1 Uma relagio a < 3 em um conjunto M ¢ chamada uma quase ordem
se € reflexiva e transitiva, isto €,

e Refleriva: a < a, Ya€ M.

e Transiliva: Se a< e 3 <7, enldo a < 7.

Dizemos, entao que M ¢ quase ordenado.
Definigao 4.2.2 Um conjunto dirigido M ¢ um conjunto quase ordenado tal que
Vo, € M, Iy € M tal que a <y e B <.

Definigao 4.2.3 Um conjunto dirigido M' ¢ um subconjunto de M (M C M) se:
e a €M, entio a € M.

e a<fBem M, entio a <3 em M.
Definicdo 4.2.4 Um subconjunto M’ ¢ cofinal em M se

Yae M, 38 M tal que a < .

Definigao 4.2.5 Se M ¢ N sao conjuntos dirigidos, uma aplicagao ¢: M — N € uma
fungao preservando ordem de M em N, isto €, se a < 3 em M, enldo ¢(a) < ¢(3) em

N.
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Definigao 4.2.6 Um sistema direto de conjuntos {X, 7} sobre um conjunto dirigido
M € uma fun¢do que associa, para cada @ € M, um conjunto X €, para cada par a, 3

tal que o < 3 em M, uma aplicagao:

o X% o XP

[e ]

chamada projegao, satisfazendo:
e 7 =1id, Vaoe M.

o

o Se a<p<yem M, enldo mion? =7,

Nota: M ¢é visto como um conjunto de indices.

Observagoes 4.2.1 (a) Se cada X® ¢ um espago topolégico, ou um R-mddulo, ou grupo
topologico €, cada projecio €, respectivamente, continua, R-homomorfismo, homomorfis-
mo continuo, entio {X,m} € chamado um sistema direto de, respectivamente, espagos,

R-modulos, ou grupos lopologicos.

(b) Um conjunto dirigido M vem a ser uma categoria se, cada relacio a < 3 € vista
como uma aplica¢io a — 3.

(¢) Um sistema direto sobre M € simplesmente um funtor covariante de M na calegoria

de conjuntos e aplicagoes, ou na categoria de R-modulos ¢ homomorfismos, entre oulras.

Definigao 4.2.7 Sejam {X.7} ¢ {X', 7'} sistemas diretos sobre M ¢ M, respectivamen-

te. Entao, uma aplicagao:

¢:{X,n} > {X,7'}

5 i S : ' % %
consiste de uma aplicagio ¢ : M — M e, para cada « € M, wma aplicagao
i r L - ~ . . ’ 5
o™ 1 X* — X %@ tal que, se a <3 em M, enlio o sequinte diagrama ¢ comutalivo:

8

e _7_(3_} ‘\/d
doo dos

"o(3)

X'é(e) TM X'(8)
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Observagao 4.2.1 Sejam

d:{X,x} = {X,r}
& {X' 2} = X',7}
duas aplicagoes entre sistemas diretos.

Sua composigao:

®od:{X,r} > {X",7}

’, . . " o f ’ T
¢ definida e consiste das composigoes ¢ o g ¢ ¢? 0", a € M.

Observacao 4.2.2 Sistemas diretos de qualquer tipo especifico € suas aplicagoes formam

uma categoria.

Definigio 4.2.8 Se M ¢ M’ sio conjuntos dirigidos, M C M ¢ {X.7} um sistema
direto sobre M, entdo os conjuntos e aplicagoes de { X, m} que correspondem aos elementos
¢ relagées em M’ formam um sistema direto sobre M', chamado subsistema de {X, 7}
sobre M'.

Se M’ € cofinal em M, o subsistema € chamado cofinal.

As inclusoes:
d6:M > M

j C¥ /’II !
" X* = X°

Jormam uma aplica¢do:

$:{X', 7'} = {X,~}

chamada injegao do subsistema no sistema.

Nota: E claro que a aplicacao identidade de {X,7} é uma injecao. Além disso, a

composi¢ao de duas inje¢oes ¢ uma injecao.

Observacao 4.2.3 Se o conjunto de indices M se reduz a um unico ponto, entdao o sis-

tema direto inderado por M se reduz a um wunico conjunto.
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Reciprocamente, todo conjunto pode ser visto como um sistema direto indexado

por um conjunto M, consistindo de um unico elemento.

2 : N e 2 ' ; o
Em particular, se na definigao 4.2.7 tomarmos M reduzido a um inico elemento,

observamos que uma aplicagio

&:{X,n} =X

. Y = . ’ Sk — ‘ -
de um sistema direto {X, 7} indexado por M no conjunto X ¢€ uma familia de aplicagoes

¢ : X = X', tal que ¢P o P = ¢°.

4.3 Limite Direto

Definicao 4.3.1 Seja {G, 7} um sistema direto sobre o conjunto dirigido M, onde cada

G* ¢ um R-mddulo, ¢ cada w° € homomorfismo.

Denotemos a soma direta dos R-modulos de {G, 7} por 3 G.

Se g € G*, vamos identificar g com sua tmagem em Y G, sob a aplicagio i,

isto ¢, g =1,(q).

Para cada o < 3 em M e cada g° em G, o elemento:

B o ox

Ta9g — 49

de Y G ¢ chamado uma relagao.

Seja Q o subgrupo de Y G gerado por todas as relagoes:
Q=<n2g"—g¢% a<P e gcG*>.

O limite direto de {G, 7} € o grupo quociente:

lim G = > &)/Q.

A aplicagao natural 7 :% G — lim G define homomorfismos:
—
oty = st ImGS
—

chamados projegoes.
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Observagao 4.3.1 O fato de M ser um conjunto dirigido nao foi usado na defini¢ao de
limite direto.
O teorema a sequir fornece uma defini¢do alternativa de 1imG*, usando o fato
—

de M ser dirigido.

-

Teorema 4.3.1 Scja {G, 7} um sistema direlo de R-modulos. Dizemos que ¢* € G* ¢
siamalente 3 U3 ik ils 3 P B g i - |
cquivalente a g € G” se existe v > a, 3 lal que 79" = m39”.
Esta relagao divide os elementos g* € G*, para todo a, em classes de equivaléncia
disjuntas.
A soma G, + g, =7 de duas classes de equivaléncia € obtida escolhendo um GG*,
—l . = o~ X o X X » . s . o &3
no qual G,,g, tém representantes gy, g5 e definindo G como a classe de gi + g5
O produto rg € definido como sendo a classe de rg®, onde ¢g* esld na classe §.
Entao, as classes de equivaléncia formam um R-modulo isomorfo a lim G sob
—_—

a correspondéncia que associa a cada classe a imagem em 1im G de seus representantes.
-

Exemplo 4.3.1 Sejam G um grupo ¢ M a colegao de todos os subconjuntos finitos de G.

Para cada o € M, seja G* o subgrupo de G gerado pelos elementos de a:

Y

r. =<4, ac a>.

Defina o < j3, significando que G* C G”.

Seja 78 : G* = GP a inclusdo.

E facilmente provado que M ¢€ dirigido, {G,7} € um sistema direto e
imG® ~G.
—

Assim, qualquer grupo € o limite direto de seus subgrupos em bases finitas (sub-

grupos finitamente gerados).

Exemplo 4.3.2 Seja {H;} uma familia de grupos indexados por um conjunto J.
Sejam H a sua soma direta e M a colegao de subconjuntos finitos de J, ordenados
por inclusdo.

Se a € M, definimos:

" =) H
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Se o C B, definimos 72 : G — P de modo dbvio: as coordenadas de 7°(g) sio

as mesmas de j para j € «a € zero, para j € 3 — a.

Deste modo, seque que lim G ~ H.
__._}

Dai, uma soma direta € um limite direto de somas diretas finitas.
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