
[Bárbara Lopes] Macedo)

AAA

unesp”3 4 5 6 7 14 15 16 17 18 19



onto

7 unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



ah

UNesp “* Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”

Propriedades Homológicas de Finitude

e Grupos de Dualidade

Barbara Lopes Macedo

Orientadora: Profa. Dra. Maria Gorete Carreira Andrade

Dissertação apresentada ao Departamento de
Matemática ­ IBILCE ­ UNESP, como parte dos

: requisitos para obtenção do título de Mestre em
Ciências Matemáticas — área de concentração:
Matemática.

TL1080/02

São José do Rio Preto — SP

Abril ­ 2002

FS
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



513.83]
Mi='!e

10/03023

DA)

.

FS
"

: UUdadas É SS: con. goESSAS SE e

Macedo, Barbara Lopes
Propriedades homológicas de finitude e grupos de dualidade/

Barbara Lopes Macedo. — São José do Rio Preto : [s.n.), 2002
146 p. :11,;30 cm.

é ; MEDA PN À ETI IRA essoAo A ia, meti os Ex! vio Sado
Orientadora: Maria Gorete Carreira Andrade
Dissertação (mestrado) — Universidade Estadual Paulista. Instituto

de Biociências, Letras e Ciências Exatas

Na

1. Topologia algébrica. 2. (Co)omologia de grupos. 3. Dualidade.
4. Grupos de tipo FP e FL. 1. Andrade, Maria Gorete Carreira. II.
Universidade Estadual Paulista. Instituto de Biociências, Letras e
Ciências Exatas. IL. Título.

sn1e+ CDU 515.14

5 6

caro

EV
AVAVAY

7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



5 6 | unesp
FS

AVAVAV
vAY

“Os grandes momentos da vida
vêm por si mesmo. Não tem

sentido esperá­los.”

Turton Waldir

12 13 14 15 16 17 18



5 6

Aos meus pais,
Marco e Gislene

dedico.

EV
AVAVAY

7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Agradecimentos

Ao concluir este trabalho, agradeço:

À Profa. Dra. Maria Gorete Carreira Andrade, pela valiosa orientação, pela disponibili­
dade no atendimento de minhas dúvidas, por toda dedicação, paciência e amizade.

À Profa. Dra. Ermínia de Lourdes Campello Fanti, por ter participado de discussões
muito importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

A Profa. Dra. Aparecida Francisco da Silva, pelos conselhos nos momentos de indecisão,
e por todo apoio e incentivo desde o início de mais uma etapa vencida.

Aos demais professores do Departamento de Matemática, pela formação acadêrnica.

À amiga Fernanda, por dividir alegrias e dificuldades durante essa caminhada.

Ao Márcio, pela disponibilidade dispensada à parte ilustrativa deste trabalho.

Aos companheiros Julio e Vânia, e aos demais alunos da pós­graduação, pelo agradável
convívio.

Aos amigos João Carlos, Weber, Júnior e Oscar, pela amizade sincera e união.

As queridas amigas Andrea, Milena e Sabrina, com as quais pude compartilhar risos e
lágrimas durante todos esses anos.

Aos meus pais, minha eterna gratidão, pelo apoio incondicional, pela confiança, por to­
do amor, carinho e dedicação, por compreenderem minha ausência durante as horas de
estudo, e pelo incentivo em tudo que busquei realizar.

À minha irmã Fernanda, pelos momentos de alegria e descontração.

A minha querida avó Geni, por toda preocupação que sempre teve comigo e, sobretudo
por suas orações.

À CAPES, pelo auxilio financeiro.

À todos que direta ou indiretamente contribuíram para a realização deste trabalho.

A Deus, por tudo.

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Resumo

Neste trabalho fizemos um estudo sobre as propriedades homológicas de finitude
impostas sobre um grupo (7. Além disso, estudamos os grupos de tipo FP e FL, e uma
interpretação topológica para ambos.

Consideramos também o caso em que G é um grupo de dualidade, em especial,
de dualidade de Poincaré de dimensão n (PD"­grupo), apresentando uma interpretação
topológica para o mesmo, através do conceito de variedades asféricas.

Palavras­chave: (co)homologia de grupos, dimensão cohomológica, grupos de tipo FP
e FL, grupos de dualidade, grupos de dualidade de Poincaré.
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Abstract

In this work we present finiteness homological properties of a group (7. Further­
more, we studied groups of type FP and FL, and the special case where G is a n­
dimensional Poincaré duality group (PD"­group), giving to these groups a topological
interpretation, using to the later one the concept of aspherical manifolds.

Keywords: (co)iomology of groups, cohomological dimension, groups of type FP and
F'L, duality groups, Poincaré duality groups.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo a respeito das condições de finitude

que possam ser impostas sobre um determinado grupo, a fim de garantir que a homologia

tenha propriedades boas.

Consideremos R um anel comutativo com unidade, G um grupo, e M um RG­

módulo. À definição de H,(G, M) e H"(G, M) nos permite escolher uma resolução pro­

jetiva arbitrária P = (P;)jer de R sobre RG. Se pensarmos do ponto de vista topológico,

podemos computar H.(G, M) e H*(G, M) em termos de um K(G,1)­complexo arbitrário

Y. Desde que tenhamos liberdade de escolha, é razoável tentarmos trabalhar com P (ou

Y) sendo tão “pequenos” quanto possivel, e isto nos leva à várias condições de finitude

sobre o grupo GG.

Por exemplo, se interpretarmos “pequeno”"em termos do comprimento de P (ou

da dimensão de Y), somos levados à noção de dimensão cohomológica. Agora, se “peque­

no”significar que cada P; é finitamente gerado (ou que Y deve ter somente finitas células),
estaremos estudando as condições “FP”e “FL” do grupo G.

Na maior parte dos casos, consideramos R = Z, e tomamos [6] como referência

principal para o desenvolvimento deste trabalho.

À seguir, relatamos o objetivo de estudo em cada capitulo.

No Capítulo 1 apresentamos resultados de fundamental importância para os

capitulos posteriores. Introduzimos, primeiramente, os conceitos de módulos projetivos
e RG­módulos, onde R é um anel comutativo com unidade e G é um grupo denotado

multiplicativamente. Posteriormente, é feito um estudo sobre resoluções livres (portanto

projetivas) e : F — R de R sobre RG, incluindo ainda neste assunto, a resolução padrão
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DA livlação vai.

Na seção seguinte. analisamos como obter resoluções livres de é sobre fi via

topologia, por meio de espaços denominados ÚCI­complexos, e apresentamos alguns

exemplos do mesmo. Além disso, estudamos o complexo de Eilenberg­MacLane do ti­

po (G,1), ou N(G,1)­complexo, o qual trata­se de um CW ­complexo Y conexo, tal que
m1(Y) = (7, e cujo recobrimento universal Y é contrátil.

Finalizando este capítulo, apresentamos os módulos coinvariantes e invariantes,

bem como seus isomorfismos com RO ng e HomaG(R,—), respectivamente, e um estudo

sobre módulos induzidos e coinduzidos, onde é feita uma breve revisão sobre extensão e

coextensão de escalares do anel R para o anel S, via o homomorfismo de anéisa : R—> 5.

No Capítulo 2 definimos os n­ésimos grupos de homologia e cohomologia do grupo

G, com coeficientes no 4 G­módulo M:

HAG,M) = H(FOzeM)

H"(G, M) H"(Homze(F, M))

onde e : F > Z é uma resolução projetiva de £Z sobre ZG. Como exemplos, calculamos

I.,(G, M) e H*(G, M) para os casos em que G é um grupo cíclico infinito, e cíclico finito

de ordem n com gerador t.

Na próxima seção, apresentamos o Lema de Shapiro, que relaciona a (co)homologia

do grupo G com a (co)homologia de seu subgrupo H, e através de resultados sobre

IndB(ResZM) e CoindZ(Res3M), enunciamos uma outra versão do mesmo lema.
Além disso, vendo H, e H* como funtores, observamos que I1,(—,—) é um funtor

covariante em uma determinada categoria C, e H*(—,—) é um funtor contravariante em

uma categoria D.
Os grupos H1(G, M) e H'(G, M) também são estudados e, para isso, retomamos

a resolução padrão, vista no primeiro capitulo.

Encerramos o capítulo fazendo um estudo sobre os funtores Tor6(—,—) e Extz(—,—),
destacando os isomorfismos:

Torº(M,N) = H(G,MON) (M: Z­livre de torção)

vi
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Ext (MN) = H(G Hon(M,N)) (M:ZHivre)

onde M e N são ZG­módulos (ou G­módulos), e (7 atua diagonalmente em MO N e em

Hom(M, N).
No Capítulo 3, o qual trata­se das propriedades homológicas de finitude,

apresentamos, inicialmente, o conceito de dimensão cohomológica de um grupo G (cd G),
considerando o caso Rt = ZG, M = Z, além de exemplos e proposições importantes sobre

esse assunto. Estudamos também, em que condições é válida a igualdade cd H = cd G,

se considerarmos (7 um grupo e H um subgrupo de GG de índice finito.

Na seção seguinte, apresentamos as resoluções de tipo finito, as quais exigem que

cada módulo projetivo P; da resolução P sobre um anel arbitrário R seja finitamente

gerado. O último teorema desta seção trata das relações existentes entre os funtores

TorF(M,—) e Exte(M,—) com limites diretos, assunto apresentado no Apêndice.
Em seguida, estudamos os grupos de tipo FP,, restringindo a teoria da seção

anterior ao caso R= ZG, M = Z. Apresentamos os grupos de tipo FP (Z admite uma

resolução projetiva finita sobre ZG) e FL (Z admite uma resolução livre finita sobre

ZG). Álém disso, consideramos uma interpretação topológica para grupos de tipo FP,

usando o conceito de espaço finitamente dominado, e relacionamos os grupos de tipo FL

com o complexo finito N(G,1).

Finalizando o capítulo, apresentamos os grupos de dualidade, assunto principal

deste trabalho. Nesta seção, temos demonstrado um importante teorema, o qual constitui­

se da equivalência de quatro implicações, considerando­se, conforme [6], grupos de tipo

FP. Dentre essas implicações, prova­se o isomorfismo

onde D = H"(G, ZG) (módulo dualizante). Deste modo, G é um grupo de dualidade de

dimensão n (D”­grupo), se satisfaz as condições desse teorema.

Apresentamos também o caso em que (7 é um grupo de dualidade de Poincaré

de dimensão n (PD"­grupo), e alguns exemplos desses grupos. Mais ainda, fazemos uma

interpretação topológica para os mesmos, através do conceito de variedades asféricas e,

IX
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encerramos essa última seção com um exemplo envolvendo as possibilidades para uma

superfície Fº, de acordo com o Teorema de Classificação de Superfícies, que pode ser

encontrado em [18].

No final deste trabalho, apresentamos um Apêndice que trata de Resoluções e

Complexos de Cadeia Homotopicamente Equivalentes, Sistema de Grupos e Limites Dire­

tos. Para o primeiro assunto, temos lemas importantes envolvendo conceitos de aplicações

e homotopia de cadeias, além de exemplos de categorias e funtores. Na parte referente

à Sistemas de Grupos, apresentamos definições e observações a respeito de conjuntos

dirigidos e quase ordenados. Sobre Limites Diretos, temos dois exemplos importantes,

garantindo que qualquer grupo é o limite direto de seus subgrupos em bases finitas, e que
uma soma direta é o limite direto de somas diretas finitas.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo relatamos alguns resultados de fundamental importância para o

desenvolvimento dos capítulos posteriores.

1.1. Módulos Projetivos e RG­Módulos

Definição 1.1.1 Seja R um anel comutativo com unidade. Um módulo P é chamado

R­projetivo se existe solução para todo problema de aplicação do tipo:

P

Vá NRv É orá ;

M' —— MM"

onde M' > MM" é uma sequência exata de R­módulos (Imi=Ker]).
Uma solução para este problema consiste de uma aplicação v : P > M tal queiov =.

Lema 1.1.1 São equivalentes as seguintes condições para um R­módulo P:

(1) P é projetivo.

(ii) Toda seqiência exata 0 — M — M — P — O cinde.
(it) P é somando direto de um módulo livre.

Demonstração: [6], 1.8.2
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Lema 1.1.3 Todo módulo livre é projetivo.

Demonstração: [6], 1.7.2

Exemplo 1.1.1 Seja e um elemento idempotente de um anel R, ou seja, eº = e. Então,

o ideal à esquerda Re é R­projetivo.

De fato: Seja 17 : R—> Re tal que n(r) =re, yr E R.

? = re— re = 0, ou seja,Dado r E R, temos n(r — re) = (r — re)dE = re — re
r—­re=aE Rermn. Assim, r = a +re, ondea E Kern e re E Re.

Agora, IKer 1 N Re = (0), pois

x E NerrNRe>rn(r7)=0Oe 1=re= n(re)=0=(re)>)J=0=red=0Ex=0.

Deste modo, R = Kerr & Re. Além disso, como R é It­livre, temos pelo lema

1.1.1(ii) que Re é R­projetivo.

Observação 1.1.1 À recíproca do lema 1.1.2 não é verdadeira. À seguir, um exemplo

deste fato.

3.

Temos: 3º =3­3=3J= 3, ou seja, 3 é idempotente. Logo, pelo exemplo 1.1.1,
Zed =(0,3) é Ze­projetivo. Agora, se Z63 fosse Zea­livre, teríamos Zed Y PZe, ou seja,
teria no mínimo 6 elementos. Deste modo, Z«e3 não é Ze­livre.

Definição 1.1.2 Um R­módulo M é chamado R­plano se para qualquer sequência exata

curta de R­moódulos O — A — DB — C — O, a sequência

0— AGR M — Berg M— CornM — 0
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Lema 1.1.3 Todo módulo projetivo é plano.

Demonstração: [14], pag.82.

O lema a seguir será bastante útil no Capítulo 3, quando tratarmos de grupos de
dualidade.

Lema 1.1.4 Seja P um R­módulo (à esquerda) projetivo finitamente gerado.

(a) P"* = Homp(P, R) é um R­módulo (à direita) projetivo finitamente gerado.

(b) Para qualquer R­módulo (à esquerda) M, existe um isomorfismo

Ç: P* OR M — Hongr(P, M)

de grupos abelianos, dado por p(u S m)(x) = u(x)­ m, para uE Pt, mE M ex EP,

(c) Para qualquer R­módulo (à direita) M, existe um isomorfismo

& : Mer PP Hompe(P",M),

dado por ú(m Q x)(u) = m + ulx) para mE M, x E P,y ue P*.

Demonstração: [6], 1.8.3

o

Vamos introduzir agora o conceito de anel grupo e ver, também, como se carac­

terizam os RG­módulos através de uma G­ação sobre um conjunto.

Anel Grupo

Definição 1.1.3 Sejam R um anel comutativo com unidade 1 e G um grupo denotado

multiplicativamente, com elemento neutro 1. Seja RG o R­módulo livre gerado pelos

elementos de G. Assim, um elemento de RG é expresso unicamente na forma d ra9 |,
9€G
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onde r, E Rery=0, para quase todo q em G (isto é, exceto para um número finito de

elementos q em G).

Em RG, as operações de adição e multiplicação são dadas por

sEG g€G gEeG

(= no) : (Z sh) 3 (rssa)(9h).
sEG heG ghEeG

Tais operações fazem de RG um anel comutativo com unidade 1 (1 representa a

multiplicação da unidade de R pelo elemento neutro de G), chamado anel grupo de G
sobre R.

Ação de um grupo sobre um conjunto

Definição 1.1.4 Sejam G um grupo e X um conjunto não vazio. Uma ação (à esquer­

da) de & sobre X (ou uma G­ação sobre X) é uma aplicação:

d: GXX 3 N
(9,7) =" dHg,t)=9",

satisfazendo, para todo x em X, as condições:

(a) l:z=x (1: elemento neutro de G)

(9) (ng) r=n (cr), Van €6O.

Equivalentemente, uma ação de G sobre X é um homomorfismo:

E: Gs» Bij(X)
gn” (gs, v(r)=9"7,

onde Bij(X) é o grupo das bijeções de X.

Nota: Para simplificar à notação, vamos escrever gq : X — X no lugar de 1,: X — X.

Observação 1.1.2 Analogamente, define­se G­ação (à direita). É importante notar
que, a partir de uma G­ação (à esquerda) sobre X, podemos sempre definir uma ação (à

direita) sobre X por considerar: x xg:=9""
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Observação 1.1.3 Se XY tiver estrutura de grupo (aditivo) e quisermos preservar esta es­

trutura através da G­ação, exigiremos que a aplicação g : À — X seja um homomorfismo

de grupos, isto é, que é satisfaça a condição adicional:

(0) gr (mn +r1)=gni+g­tn, VgEGen, ta EX.
Assim, uma ação de (7 em um grupo aditivo é um homomorfismo

E: G—> Aut(X)

onde Aut(X) denota o grupo dos automorfismos de X.

Observação 1.1.4 Se Xé um espaço topológico, erigiremos que a aplicação g: À > X

seja contínua, para todo q em G, a fim de que a estrutura topológica de XY seja preservada.

Desta forma, uma ação de um grupo G em um espaço topológico X é um homo­

morfismo

E: G > Homeo(X)

onde Homeo(X) denota o grupo dos homeomorfismos de X.

Neste caso, se considerarmos em G a topologia discreta, a ação dL GXX > X

é uma aplicação contínua.

Definição 1.1.5 Se um grupo G atua em um conjunto X, este é chamado G­conjunto.

Definição 1.1.6 Dizemos que X é um G­conjunto livre se a ação de G em X é livre,

isto é, gr =x para algum xr em À se, e somente se, g= 1.

Definição 1.1.7 Dizemos que X é um G­conjunto trivial se a ação de Gem X é

trivial, isto é, g: x = x para todo r em X e para todo q em G.

Proposição 1.1.1 Consideremos R= Z, G um grupo (multiplicativo) e A um conjunto

não vazio. Então, À é um ZG­módulo (à esquerda) se, e somente se, A é um Z­módulo

munido com uma ação de (z sobre À.
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Demonstração: Seja À um ZG­módulo. Então, por [6] 1.3, A consiste de um grupo
abeliano munido com um homomorfismo

p: ZG > End(AÃ)
a nm pla)=ta

onde p.(a) = a­a, Va E A.

Tal homomorfismo p induz uma aplicação:

d: GXA 3 A
(9,a) nm Q(g,a):=p(a)(a)

Além disso, podemos definir o homomorfismo

p: 4 ms End(A)
2 À fl) =n(a)

onde |] denota o elemento neutro de G, que faz de À um Z­méódulo.

Reciprocamente, dado um Z­módulo À munido de uma ação 41 : G — Aut( A),
temos induzido um homomorfismo

ZG + End(Ã)

IDENT (=“o =X z52(9)
gEG gEG s€G

que, junto com a estrutura de grupo abeliano do Z­módulo A, faz deste um Z G­módulo.

H

Definição 1.1.8 O homomorfismo é : RG — R definido por e«(g) = 1, Vgãg € G, e

estendido linearmente, é denominado aplicação aumentação (nole que E é sobrejetor).

Definição 1.1.9 Consideremos a aplicação aumentação definida acima. O Kernel de tal *

aplicação é chamado ideal aumentação de RG, o qual denota­se por I ou IG.

Observações 1.1.1 (a) Sejam e : RG — R, a aplicação aumentação definida anterior­

mente, e a = S ro E RG. Assim,
sEeG

ela) =(no) =X ne) =X rn.
sEG .8G 4€G
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Se À é um RG­módulo trivial, temos

am = (=no m = > rá(g:m) = > ram = e(la)m.
sEG gEG gEG

(b) Todo R­módulo M admite uma estrutura de RG­módulo trivial. Basta considerar

a G­ação trivial À : G — Aut(M) tal que 2(g) = idám, Vgã € G, isto é gm =m,
YmEM,VYgEeG. Neste caso:

(rig +raga +... +rege)m=(ritra+...+ri)Mm, r; E Rg EGi=1,...,beme M.

Em particular, o anel R admite tal estrutura (é o que consideraremos neste trabalho, a

menos que se especifique o contrário).

Lema 1.1.5 Sejam e : ZG > Z e = KNere, o ideal aumentação. Temos que

(a) Os elementos g — 1 (g E G,g É 1) formam uma base para L como um Z­módulo.

(b) Se 5 é um conjunto de geradores para G, então os elementos s— 1 (sE 5) geram |

como um ZG­modulo (à esquerda).

Demonstração:

(a) Seja e : ZG —> Z. Vamos mostrar que 1 = Kerse =< g — 1; gEeG >= A.

e CA.

De fato: Seja a € ZG, então a = > ng, nn€E Z e n,=0 para quase todo 49.
sEG

Deste modo,

aElIl=Kere=>e0(a)=0=> SD ne(g) = 0=> Sn = 0.
sEG 9EG

Ássim,

a = Ning DDLA! = XD ng 1).
gEG g€G gEG

Portanto, a E À, ou seja, T C A.

Claramente À C [/.

Logo, IT = NKere =<9g­1; gEG>=A,

7
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(b) Consideremos G =< 5 >. Vamos mostrar que [=<s—­1; se S >.

Sejagq E G, então g— 1 =(s1s52...s)— 1, si ES.
Temos que provar que:

k

g­—­l= SS a(si­1), Ss; E Ss, a; E LG.
1=1l

Provemos por indução.

e Para um único gerador, temos G=<s>, g=s", Vge G. Assim,

g­l=s­l=(s­N(lI+s+...+s8").

e Suponhamos o resultado válido para S com k elementos (hipótese de indução).

e Mostremos que vale para S com (k + 1) elementos. Seja g € G, então

r .g=s/'s7...sfsão, com sES, i=l,...,k+1l.

Consideremos H =< s2,...,s8141 >. Se h E IH, temos h=s7...sh. Assim,

hip.ind k+1
h— 1 . i ) a(s; = 1).

——

g=svh=s'(h­1+1)=s/(h—1)+s.

Então,

k+1

g—­l=s'(h­1)+(s'­1)= d svai(s —N+(1+s+...+si)(si­l).
1=2

Se P; = s a, 1=2,...,k+1 e di=(1+...+s/),então
k+1

g­1=X"B(si­1), com 8; E ZG, i=1,...,k+1.
i=!l

o que prova o lema.
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Definição 1.1.10 Sejam X um G­conjunto e x um elemento de X. Definimos a G­

órbita de x como sendo o conjunto G(x) = Íg­ 1; g E G).

Nota: Pode­se mostrar que o conjunto de todas as órbitas de X formam uma partição de

A, isto é, X = U G(xx), onde E é um conjunto de representantes para as G­órbitas de
X.

Proposição 1.1.2 Sejam X um G­conjunto livre e E um conjunto de representantes para

as G­órbitas em X. Então, RXK é um RG­moódulo livre com base E.

Demonstração: Seja E = (x7)1,A E À) um conjunto de representantes para as G­órbitas
em X. Deste modo,

RX=R ( U 6) = EP R(G(x7)).
r1a€E xÃ€E

Ágora, como a (7­ação é livre, para cada x, temos que a aplicação

gm og)=ga

é uma bijeção, ou seja, G & G(xx).

Logo, R(G(rx)) = RG, o que prova a proposição.

E

Corolário 1.1.1 Se Il é um subgrupo de G, então RG é um RIl­módulo livre com base

num conjunto E de representantes para as H­órbitas em G (que são as classes laterais à

esquerda de H em G), isto é, RG = EQPsRrH.
9EE

Demonstração: Temos que G é um I!/­conjunto com a ação dada pela multiplicação

dos elementos de H pelos elementos de (, e esta ação é livre, pois h: g=g<eoh=|.

Portanto, o resultado segue da proposição anterior.
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1.2 Resoluções Livres e Projetivas

Definição 1.2.1 Sejam R um anel comutativo com unidade 1 e M um R­módulo. Uma

resolução de M sobre R, ou uma R­resolução de M, é uma sequência exata de R­
módulos:

d& nn Ap |

onde e: Fo > M é chamada aplicação aumentação.

Se cada F; é R­módulo livre (projetivo), dizemos que a resolução é livre (pro­
jetiva).

Notação: e : F — M denotará uma resolução de M sobre R.

Observações 1.2.1 (a) Toda resolução livre é projetiva, já que todo módulo livre é pro­

Jetivo.

(b) Se considerarmos o complexo de cadeia não negativo F = (F;,0;)i>o, podemos ver
e: F—> M como uma aplicação de cadeias, onde M é identificado com o complexo de

cadeia tal que Co= M e C;=0, se1>O0.

(c) No caso em que existir um inteiro n tal que F; = O, para é > n, dizemos que a

resolução tem comprimento no máximo n. Neste caso, escrevemos simplesmente

0 > Ff—­—EM — O.

Lema 1.2.1 Dado um R­moódulo M, sempre podemos construir uma resolução livre (e

portanto, projetiva) de M sobre R.

Demonstração: Como todo R­módulo M é o quociente de um' R­módulo livre

([14], LA4.6), temos M = Fvo/Ao, onde Fo é R­livre.

Seja e : Fo — Fo/Ao à projeção canônica tal que e(xo9) = ZXo.
Como Ker e é submódulo de Fo, temos que Ker e também é It­módulo, assim,

Kere= F/A, onde F, é livre.

Consideremos, agora, & : F7 — Fi/A, à projeção canônica tal que (to) = T7.

10
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Procedendo sucessivamente deste modo, teremos a sequência

.) 3 Eo PS FI MO

com NKere=Imdo e Kerd=ImdJ4,, para:t>1.

Logo, essa sequência é exata e, portanto, uma R­resolução livre de M.

Exemplo 1.2.1 Se Mé um R­módulo livre, então

03 R=M3M0

é uma resolução livre de M sobre R de comprimento zero.

Exemplo 1.2.2 Se R é um domínio de ideais principais, então todo R­módulo M admite

uma R­resolução livre de comprimento 1.

De fato: Temos que M = Fo/F', onde Fo é R­livre. Como R é dominio de ideais principais,

temos que qualquer submódulo de um R­módulo livre é livre ([14], pag.31). Assim, F7 é

R­livre, pois é submódulo de fo.

Portanto,

03 A RD MSO,

onde 1: Ff] — Fo é a inclusão e pn: Fo— M é a projeção, é uma. R­resolução livre de M.

Lema 1.2.2 Se F é uma resolução projetiva de R sobre RG, e H é um subgrupo de G,

então F também é uma resolução projetiva de R sobre RH.

Demonstração: Consideremos a seguinte resolução projetiva de R sobre RG:

APeFm Fo > R— 0.

Como cada F, é um RG­módulo projetivo, pelo lema 1.1.1(1), temos que EF, é

um somando direto de um RG­módulo livre. Deste modo, e

F. 9 Qr = ED(RG);.
ie!

11
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Agora, pelo corolário 1.1.1, temos que RG é RH­módulo livre, assim,

RG = ED(RI);.
jeJ

Portanto,

F. EQ. >= DRI):
1

e, novamente pelo lema 1.1.1(111), temos que F, é um RH­módulo projetivo.

Logo, F é uma resolução projetiva de R sobre RI.

1.3 Resolução Padrao

A resolução padrão é bastante útil no estudo da homologia e cohomologia de um

grupo GR.

Dado um grupo G, seja X, o conjunto constituído das (n+1)­uplas (go, ..., Gn)

de elementos do grupo (.

Temos que X, é um (G­conjunto livre, com a ação de GG dada por

9* (Jos...Mm) =(9*Gor...,9*M)
Consideremos o complexo

On 2 an Ap :e PDD Ra 9 o XD 1 DR RO (1.1)

onde cada F, é o R­módulo livre gerado pelo conjunto X7,.

As aplicações 0, e e são definidas nos geradores (e estendidas por linearidade)

On " F, —= Fr­1
n

(Go...In) > Qnlgor...9) i= DI(1)idi(go,­+, 9a)
1==0

com d;(go,....gn) = (Go... Ti...)
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RR (aplicação aumentação)

(go) = 1

Em F,, considere a G­ação, obtida da G­ação livre sobre X,. Pela proposição

1.1.2, Ff, = RX, é um RG­módulo livre com base E, onde E é um conjunto de represen­

tantes para as G­órbitas em X,.
H

Mostremos que o complexo (1.1) é exato.

De fato: Vamos, primeiramente, mostrar que F' é contrátil, construindo uma homotopia

entre tdr e O ([6], 1.0).

Consideremos F = (F;), onde F, = Re hi: Ff, > Fr tal que

hh(1) = (1) se n=­l.

(Lembrando que o elemento 1 representa tanto o elemento 1 € R, como o elemento neutro

de G).

Efetuando os cálculos, temos

coh,=tdr

h,oet+Aoho=idr,

hn=1 0 dn + In41 o hn =1dp,

Deste modo, h é uma homotopia de cadeia entre idr e O, isto é, idr = 0. Logo,

F é contrátil e, portanto, acíclico, ou seja H,(F') = 0, para todo q ([6], 1.0).

Assim, o complexo (1.1) é exato e, portanto

dn EX 8e FD Ra o 1 3 RD RS RO

é uma resolução livre de R sobre RG, chamada Resolução Padrão.

Resolução Bar: Podemos considerar, na resolução padrão, um conjunto E de repre­

sentantes especiais. Tomemos como representante da G­órbita de (go,...,gn) Oo elemento

13
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(1,h1,..., hn), onde h; = Io gi. Tal elemento pode ser escrito da forma (1,21, t182,..., tita... tn
onde t, = hz! hn, com ho = 1.

Notação Bar: Vamos denotar o elemento (1,91, 9192... ., 9192... gn) de F, por [g1|g2]... gn).
Assim, Ff, é o RG­módulo livre gerado pelos símbolos [g1|g92] ..­ |gn) e

Inlgilgal... loan) = 2 dia [92]... Ion),

grlg2|... gn) se 1=O0

dilg, [92] e. [gn] = [91] e. Igiz1algigi+a |9i+2| e... [gn] se O<i<n

[1]... ln] se 1=n.

Vejamos, por exemplo, o que ocorre com d::

digg. = df(1,g95992) god)

= (1,(9192), (9192)93,..., (G192)I3. ++ On)

= [ggil93].. lo)

Observações 1.3.1 (a) Como Fo é gerado pela I­upla (1) temos, na notação bar, Fo =([ )),

onde [ | = 1, com 1 denotando o elemento neutro de G.

(b) Fo = RG, via isomorfismo o: Fo — RG tal que ód(a[ )= a, Va € RG.

(c) Em dimensões baixas, a resolução tem a forma:

FP 2 22 RGS RO,

O2/g1h] 91h] — [gh] + [a]

di [9] = gl |­[]=9­1

e(9g) L.

Nota: Quando usamos a notação bar, a Resolução Padrão é muitas vezes denominada

Resolução Bar.

FS
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



1.4 CW­Complexos e Resoluções de R sobre RG via
Topologia

Recordareros, agora, a definição do espaço topológico denominado C W­complexo
e alguns exernplos deste espaço. Além disso, vamos ver como obter resoluções livres de R

sobre RG através do mesmo.

Definição 1.4.1 Dado um espaço X de Hausdorff, dizemos que X admite uma estrutura

de CW­complexo se possui uma coleção de subconjuntos fechados o (onde q representa
dimensão (q = 0,1,2,...) e j varia sobre um conjunto de índices JJ), e uma família

de subespaços fechados Xº CX! CC... CNT CC... com Xº = U o; (por definição
Pr<q
2€Jp

NX! =), e fronteira dada por fº = oi NX, satisfazendo as seguintes propriedades:
(1) o — fi intercepta o] — f? somente quando p=qei=)j.
(ii) X=U,X.
(it) Para cada 0º, existe uma aplicação característica di: D' — o] (onde D'º é o disco
de dimensão q) que leva S7* (esfera de dimensão q — 1) sobre fi, e aplica Di — SI!
homeomorficamente sobre 07 — f; (S7"' é o conjunto vazio).
(iv) fi intercepta um número finito de conjuntos (0; — fi), i E Ja.
(v) Um subconjunto Y de X é fechado se Y No: é fechado em 53, Vq e Vj E Ja, onde aj
possui a topologia quociente de Dº (via di).

Notação: Em um CW ­complexo .X, e? denotará a célula aberta de dimensão q :

et=ot— fo,

Exemplo 1.4.1 Seja X = IR. Podemos dar a IR uma estrutura natural de CW­complerxo,

onde as O­células e 1­células são dadas , respectivamente, por e? = (n) e el = (n,n+1l),
nez.
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Exemplo 1.4.2 Seja X = S" (n­esfera). Uma estrutura de CW­complero sobre 5" pode

ser dada por uma O­célula e uma n­célula (S" = eº U e”),

Exemplo 1.4.3 Consideremos X a figura oito. É possível dar a X uma estrutura de
CW­complerxo I­dimensional, com uma única O­célula e duas 1­células (X = eº U el U el).

1
sExemplo 1.4.4 Como um caso mais geral, consideremos X = V S

ses

inderado por um conjunto S. Podemos dar a X uma estrutura de CW­complexo 1­

, o bouquet de círculos

dimensional, com uma única O­célula e uma 1­célula para cada elemento de S

Exemplo 1.4.5 O toro (T?*) admite uma estrutura de CW­complexo 2­dimensional, com
uma O­célula, duas I­células e uma 2­célula (T?º = e Uel VelU eé?).
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Ed

Observação 1.4.1 E também usual denotar uma n­célula por 0” ou, simplesmente por

o, caso a dimensão esteja clara no contexto.

Definição 1.4.2 Um G­complexo é um CW­complexo X munido de uma ação de G

em X que permuta as células, isto é, se S representa o conjunto das células de X, então
gS =S, para todo q em G. Se a ação de G em X permuta livremente as células, dizemos

que X é um G­complexo livre.

Nota: É importante notar que, pelo fato da ação de G em .X induzir um homomorfismo
dado por

Ç:G —»— Homeo(AX)

gm ÇÁ.ÇIiXo>X

tal que p4(r) = g: 1, temos que, se a é uma célula de X, então g­o também é uma célula
de XY cuja dimensão é a mesma de o (ou seja, 4, preserva dimensão).

Complexos de Cadeia de RG­Módulos

Seja X um G­complexo. Podemos formar o complexo de cadeias C,(X, R), onde

Cn(X, R) é o R­módulo livre gerado pelas n­células de X.
A ação de G em X induz uma ação em C,(X, R) da seguinte forma:

g* (ao +... +adnon):= ag: n+... +ang On

Assim, C,(X, R) torna­se um complexo de cadeias de RG­módulos.
Definimos a aplicação e : CÁ(X, R) — R por e(0º) = 1, nas O0­células 0º de X, e

a estendemos por linearidade.

Temos que e é uma aplicação de RG­módulos, pois, 9 + 0º também é 0­célula e, a
ação de GG em R é trivial.
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Proposição 1.4.1 Se X é um G­complexo livre contrátil, então o complexo de cadeia

celular aumentado de X:

— C(X, R) 25 Ca(X, R) — ­ — CX, R) 2 Co(X, 0) < R— 0

é uma resolução livre de R sobre RG.

Demonstração: Seja X, = fo E X; 0 é uma n­célula).
Temos que C,(X, R) = RX, (R­módulo livre gerado pelas n­células).
Agora, como .X, C X e X é um G­complexo livre, temos que X, é um G­

conjunto livre, logo, pela proposição 1.1.2, C,(X, R) é um RG­módulo livre com base E,

onde E é um conjunto de representantes para as (G­órbitas em .X,.

Sabemos que, se X é contrátil, então tem o mesmo tipo de homotopia de um

ponto e, deste modo

R se n=0
O caso contrário.U,(X, R) = Hn(fxo), R) = |

Ker O,
0=HXR) = To => Nerd, = Im, n>L.

Resta mostrar que Im O, = ler e.

Consideremos

— a(X,R 2 CX, O R— O
Too
o

Então,
Ker Oo — Co(X, R)
md, Im

Como £ é sobrejetora, pelo teorema do homomorfismo, temos

CAVR)  pme=R
Kere

|

R=IK(X,R) =

Portanto,
CX, R)o ,

R=>+ Co(X, R) pc Imàdà R

— Kere . here 7 lKere
mao, Ima,

18
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Logo,
Kere

os

E, como Im O, C Ker e, temos Im dy, = Ker e.
ÁAssirmn, o complexo

o O(X, R) 25 CA (X, RD) — + AX, R) 25 Oo(X, R) << R— 0
é exato e, então, temos uma resolução livre de R sobre RG.

Vejamos uma aplicação deste fato no exemplo a seguir.

Exemplo 1.4.6 Sejam R= Z, X=R eG=ZEZ.
Temos que X é contrátil e é um G ­complexo livre, pois

(ZEZL)XM — R
((n1,na), (£,yY)) Dm (m+xz,n2+y)

é uma ação de ZE Z em IR?º, que leva célula em célula livremente. Assim, pela proposição

anterior, temos que o complexo:

eCIR,Z)— > OR,Z)> O (R,Z) — C(R,Z) > 40
é uma resolução livre de Z sobre ZG.

Como IR? não tem células de dimensão maior que 2, temos que C,(1Rº, Z) = 0,

para n > 2.

Vamos calcular as órbitas das células, a fim de determinarmos C;(IR?, Z), para

ZA
n+i1m+1)

ZZ£
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e G(0,0) := f(ni,n2): (0,0); (m,n))EZEPZ)

= ((nun); (m,n)EZSZ).

Logo, temos uma única G­órbita de O­células. Deste modo, Co(IRº, Z) = ZG.

* G(1(0,0),(1,0)]) =" f(n1,n2) ­[(0,0), (1,0)]; (n1,n2) E ZEDZ)

= fr n2), (nm + 1,n2)|; (n1,n2) eEZOo Z)

º G([(0,0),(0,1)]) = ((n1,n2) º [(0, 0), (0,1)]; (n1,12) EZOo Z)

= ((nm,n2)), (mina +1)); (nm,n)EZSZ)

Assim, temos duas órbitas de 1­células: G([(0,0), (1,0)]) e G([(0,0), (0,1)]).
Portanto, C(IRº, 27) = ZG&$ ZA.
E, finalmente,

e G(1(0,0), (1,0)] x [(0,0), (0,1)]) =" ((n,n2) (100,0), (1,0)] x [(0,0), (0,1)]);
(nm,n)EZDZ)

Ulna,n2), (ma + 1,n2)] x [((n1,n2), (nina +1));

(n,n)EZSZ).

Então, temos uma única órbita de 2­células. Daí, Co(IRº, Z) = ZG.
Deste modo,

0— ZCÊSZCEZCÊÊSIGESZSO

é uma resolução livre de Z sobre Z(Z DZ).

CW­Complexos e Espaços de Recobrimento

Sejam Y um CH ­complexo e Y ET Y, um recobrimento de Y. Por [22], II1.6.9.2,
temos que Y também é um CW ­complexo (as n­células & de Y são as componentes

1
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conexas de p"'(0), onde o é uma n­célula de Y, e pls : 9 —> 0 é um homeomorfismo).

Além disso, G permuta as células de Y.
Agora, G atua livremente em Y, pois g­7 = 7 se, e somente se, g= 1 ([18],

5.3.2). Consequientemente, G atua livremente nas células de Y.
Deste modo, Y é um G­complexo livre.

Observação 1.4.2 Podemos concluir, pela proposição 1.4.1 que, se Y for contrátil, o
complexo celular aumentado de Y é uma resolução livre de R sobre RG, onde CY, R)
é um RG­módulo livre com um elemento básico para cada órbita de n­célula em Y .

Observação 1.4.3 Considerando o caso em que Y BY éum recobrimento regular,
temos, por definição, que G opera transitivamente em p"'(y), isto é, G() = p'(y) para
todo em p'(y) ([6], pag.31). Daí, concluímos que cada n­célula de Y nos fornece uma
órbita de n­células em Y. Desta forma, se Y­&Y é um recobrimento regular contrátil,
então C.(Y,R) é um RG­módulo livre com um elemento básico para cada n­célula de Y .

Será definido a seguir um CW­complexo particular que satisfaz todas as condições

citadas anteriormente.

Definição 1.4.3 Seja Y um CW ­complexo tal que:

(1) Y é conexo.

(ii) m(Y)=G.

(it) O recobrimento universal Y de Y é contrátil (é fato conhecido que, para CW­
compleros conexos, sempre existe tal recobrimento universal e este é regular) ([22], I11.6.9.1

e [13], 1.6.7).

Nestas condições, Y é dito um complexo de Ellenberg­MacLane do tipo

(G,1) ou simplesmente, K(G,1)­complexo.

Observação 1.4.4 Pode­se mostrar que a condição (ti) da definição anterior pode ser

substituída por uma das condições abaixo ([6] 1.4):

(ii) H(Y)=0 parai >2.
(iii) m(Y)=0 parai >2.
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Observação 1.4.5 Se Y é recobrimento universal de um CW­complexo Y, temos que Y

é um G­complexo, onde G = m(Y).

Nota: Neste trabalho, vamos admitir que, dado um grupo G, sempre existe um K(G,1)­

complexo ([6], VIIL.7.1).

Exemplo 1.4.7 Sejin G=<a>=>ZeY=S,

Temos que Y é um K(G,1)­complexo, pois é um CHW­complexo conexo, com

Tm(Y) = G e o recobrimento universal de Y é Y = IR, que é contrátil.

Exemplo 1.4.8 Sejrm G = Z $... PZ (grupo abeliano livre de posto n) e

Y=T"=S!x...x5S' (toro n­dimensional).

Temos que Y é um CH­complexo conexo, m(Y) = G e o recobrimento universal
de Y é Y = IR", que é contrátil. Logo, Y é um K(G,1)­complexo.

Exemplo 1.4.9 Sejam G = F(S) (grupo livre gerado por um conjunto S) e Y = V Ss
ses

(bouquet de círculos indexados por um conjuntoS).

Temos que Y é um CW­complexo conexo de dimensão 1 (pelo exemplo 1.4.4),
com exatamente um vértice e uma l­célula para cada elemento de 5 e, m(Y) = G ([18],

IV.3.4).

Além disso, Y é conexo e, se Y é recobrimento universal de Y, temos que Y tem
dimensão 1 (pois Y 2% Y é homeomorfismo local). Assim, H;(Y) — O para 1 > 2.

Portanto, Y é um K(G,1)­complexo.

Lema 1.4.1 Se X é um G­complexo livre compacto, então G é finito.

Demonstração: Seja .X/G o espaço das órbitas de X.
Temos que

pp: X y— X/G

22

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



é recobrimento regular, e G atua livremente em .X como o grupo das transformações de

recobrimento ([13], pag.21 e [6], pag.17).

Agora, dado xo E X/G, temos

(tr E X; p(r) = To)

re X;T=T0)

tr eX; x EG(xo)).

Como a ação de G em X é livre, p (To) está em correspondência 1­1 com (.

Além disso, a fibra p"! (To) é discreta e fechada ([18], pag.165).

Suponhamos que p"'(T1) seja infinita. Como esta é compacta, pela propriedade
de Bolzano­Weierstrass, tal fibra possui um ponto de acumulação que está em p"! (xo), o

que é um absurdo, pois p"' (To) é discreta.

Deste modo, p"!(To) é finita e, portanto, G é finito.

9

1=)
Exemplo 1.4.10 Sejam G = (a. 1,09,br, 1... ba, Ta: bi] = 1) eg, um inteiro mai­
or ou igual a 1.

Temos que (7 é o grupo com geradores a1,...,47,b1,...,b, € Tila: 6) =léa
única relação, onde [a;,b;] = a;bja; *b;!. Além disso, G é infinito ([20], 643).

Temos ainda que G é o grupo fundamental da superfície orientada Y de genus q
(soma conexa de gq toros) ([18], IV.5. exemplo 5.3).

Agora, vamos mostrar que Y é um I(G,1)­complexo.
Seja Y 2 Y o recobrimento universal de Y. Como G é infinito, temos, pelo lema

1.4.1, que Y não é compacto, assim, Y é uma superfície não compacta e conexa. Daí, por
[13], 11.22.25, temos que HY) = 0. Como Hi(É) = 0 para k > 2, pois Y tem dimensão
2, temos que Hyi(Y) = O para k > 2.

Portanto, Y é um K(G,1)­complexo.
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k

Exemplo 1.4.11 Seja G=< 1,1, IT? >.
1i=1

Temos que G é o grupo fundamental de uma superfície Y fechada não orientável

de genus k, k > 2 (soma conexa de k planos projetivos).

Analogamente ao exemplo anterior, temos que Y é um A(G, 1)­complexo.

Como consequência imediata desses resultados, temos a proposição a seguir.

Proposição 1.4.2 Se Y é um K(G,1)­complero, então o complexo de cadeia celular
aumentado do recobrimento universal Y de Y:

e Co(Y,RD)2 O(F,R) 2 Co(Y,)— R— 0

é uma resolução livre de R sobre RG.

Demonstração: Como Y é um N(G,1), então Yéum G­complexo livre contrátil. Logo,
pela proposição 1.4.1, temos que o complexo acima é uma resolução livre de R sobre RG.

Exemplo 1.4.12 Já vimos no exemplo 1.4.9 que Y = V Sl é um K(F(S),1)­complero,
ses

onde F(S) é o grupo livre gerado por S.

Sabemos que C,(Y, R) tem um elemento básico para cada n­célula de Y (pois,
=

Y é recobrimento universal de Y, logo, regular).

Tomemos um ponto base yo em Y (Yo: vértice em Y). Temos que yo representa a
única G­órbita de vértices de Y (existe uma O0­órbita de vértices em Y para cada vértice
em Y). Daí, o gera o RG­módulo livre Co, R), e assim, ColY, R) = RG.

Como base para CF, R), tomamos para cada s E S uma l­célula orientada e,
de Y, que é projetada sobre S1! (orientada no sentido positivo). Temos uma l­órbita em
Y para cada 1­célula em Y.

Podemos supor que e, tem go como ponto inicial e, caso isto não ocorra, tomamos

outro representante er, com ponto inicial yo (isto é, se er tem um ponto inicial go, então,
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existe q em G tal que g ­ e; = er, pois G atua livremente e transitivamente, permutando

as células de Y), onde o ponto final de e, será so.
De fato: Note que podemos identificar o grupo das transformações de recobrimento G(Y)
com T1(Y, yo) da seguinte maneira: seja w : 1 > Y um laço em Y ([wW] E m(Y,yo)). Temos

que existe um único levantamento & de w, começando em o. Mais ainda, seja

p: mr) ­ G(P)
kl = df

onde f, é a única transformação de recobrimento tal que fu(Yo) = &(1).
Termos que é é isomorfismo e, daí, G(P) = mí(Y, yo). Além disso, G(Y) atua

livremente em Y, com ação:

GA)XFY — Y

Olhando esta ação como uma ação de m(Y) em Y, temos [a] = fo(Y) = O(1).
Como cada S| representa um gerador em m(Y,yo) = F(S), identificamos Sº

com s através deste isomorfismo. Assim, temos que existe um único levantamento s de s,

começando em to e o ponto final deste levantamento é s(1) = f.(Jo) = s + fo.

Tal levantamento é a 1­célula e., onde p(e,) = S! = s ( a célula e, é aplicada
homeormorficamente em 5S1!).

Note que G = F(S) x G(Y), com s > f,.
Agora, voltando ao exemplo, temos (es) = so Yo=(s—1)­ wo. Da,

0 — EP(RG),Ls RG 5 R— O
ses

é uma resolução livre de R sobre RG, onde EDI(RG); é um RG­módulo livre com base
ses

(es)ses, Me.) = s—­l ec(g)=1, paragEe G.

Exemplo 1.4.13 Se 5 = ft), então, G = F(S) é cíclico infinito. Nesse caso, a resolução
do exemplo anterior se reduz à

0 — RG OD RG RO.
25
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Resoluções Periódicas via Ações Livres em Esferas

Nosso objetivo agora, é estudar como é possivel obter uma resolução livre de R

sobre RG, através de um G­complexo livre .X homeomorfo à esfera de dimensão ímpar
ak?

Primeiramente, vamos considerar, para X — S?t1, dois lemas importantes.

Lema 1.4.2 À ação de G sobre Ha541(X,R) >= R é trivial.

Demonstração: Consideremos, primeiramente, R = Z.

A aplicação 1, : X — X, dada por í,(r) = g­x, é um homeomorfismo sem

pontos fixos se gq £ 1 (pois a G­ação sobre X é livre).
2k­1

Seja Av, = SIC)tr(os)a o número de Lefschetz de &,, onde a aplicação
1=0

é induzida de &, no nível : de homologia.

Pelo Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz ([28], pag.174 ou [6], pag.21), temos

que A,, = O, já que é, não tem pontos fixos se q É 1.
Por outro lado, como S?*=! é composta por uma O­célula e uma (2k — 1)­célula

(S2E1 — eo U e2t­!), temos
2k­1

Av; = SI CD'tr(9).s: = tr(6o)xo = tr(pa)s,2k—1
i=0

ou seja, tr(61)'.o— tr(g,).2x­1 = O.

Além disso, X é conexo por caminhos, assim, f.o = 1d,Vf : X — X. Daí,

tr(6,)»1.o = 1, pois Ho(X,Z) > Z.

Deste modo, tr(6,).1 = 1 e, então, (Pa) *»26x­1 = id, já que Hax1(X,4) >= Z.
Portanto, G atua trivialmente em Hax­1(X,4).

Pelo teorema dos coeficientes universais ([13], 11.29.12), temos
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Como R é um RG­módulo trivial,

g:(aQOr)=g­aOgr=aQr, VYagrEe Ha (X,R).

Logo, Hax­1(X, R) = Ré um RG­módulo trivial.

Lema 1.4.3 À sequência

0RE Cas(X,R) 23 (XX, 25 G(X,R) O RR 0

onde n: R> Cof 1(XN,R) é a inclusão, e CX, R) é o RG­módulo livre gerado pelas

células de dimensão i (uma em cada órbita de células), é exata.

Demonstração: Consideremos a sequência abaixo

­ é
Dak— O r e0 — RKer dag1 — Car 1(X,R) 2 — CX, R) > Co(X,R) — R—O0

Temos que daz : Cax(X,R) = (0) — Car1(X,R) é aplicação nula (pois a di­
mensão é 2k — 1), e Hr 1(X, R)= R.

Agora,
Ker Oar=1

Hax1(XN,R) =
72ak=1( ) Im ôx

Ássim, Ker Oax1 > R.

Como H;(X,R) = 0, para 0 <1 < 2k — 1, temos Ker 0; = Im O41, para
0<1<2k—1,

kKere
Consideremos, agora

Mais ainda, mIme=R (e: sobrejetora).

— a(XR = Q(X,h OS RO
la
0

Temos

Kero — Co(X,A)R = Io(X,R) =
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Logo,
2 CX, CX, R)hR

NKere "“ ImQO

Como Im à, C Ker é, temos Im O, = Ker e.

A partir da sequência dada pelo lema anterior, obtemos uma resolução livre de

R sobre RG, de período 2k, do modo a seguir.

Varnos denotar C,(.X, R) por C,. e considerar o diagrama:

A
noe

Cc, Co Cax­1

Assim, construímos a seguinte seqitência:

noe y8 Ee Cara o O o Oo A Cara DocO RS0 (+)

Já vimos que Im Qd, = Ner e, além disso, Kere = Ker(noe) (n: injetora) e

Imínoe)=Imn=Ker dan (e: sobrejetora).

Deste modo, (*) é uma resolução livre de R sobre RG.

Exemplo 1.4.14 Seja G um grupo cíclico finito de ordem n com gerador £.

Consideremos S'* vista como um CW­complexo com n vértices (que podem ser

identificados com as raízes n­ésimas da unidade) e n 1­células. Vamos denotar por
Vo, VI, +. Un] OS Vértices e por e; = (vi,vi+1) as l­células de S'!, e definir à ação de
G em S'!' por th ­v; =vrny:i e t­e;= en, kh,i=0,...,n—l.
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Temos que G atua em 5S' como o grupo de rotações e, tal ação permuta livremente

as células. Além disso, v; = t'­v e e;=t te i=0,...,n, assim, existe uma única órbita

de O­células e uma única órbita de 1­células. Portanto, Co(S!, R&) = RG = C(S', À).
Deste modo, temos a sequência exata

0 — RG 25 RGE RO

her di> Ss = = KR
:R= H(S,R) imo, Ker

Então, obtemos a sequência exata

0 — R— RG 25 RGE RO
e, dai

nose
e. RG ES RG 2h RG OS RG 25 RAE RO

é uma resolução livre de R sobre RG.

Agora, vamos determinar dj e noc.

e di(eo) = 11 — vo = t­ von vo=(t—­1)­ vo

Logo, à é a multiplicação por t — 1.

Se N=1+t+...+t*), então Neo gera H](S',R) = R.
De fato: Temos

R= H(S'), R) = Ker O.

Além disso,

(1+t+...+71 )(t­1)­vo
0.

Portanto, eg + t­ eg + ­eg+... +! ee Ker O.

Ágora, se 1 = ageg + nt: eg+... +ant”­eEKer à, temos
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O (açeo + at “eo +... + ant! . €o) =0 > (ao + at +... + ant” )A(eo) =0O

=> (ao+at+...+anat (to 1):vÃ=0

o que nos dá:
­(an1 — ao)>UO +... + (dna — anaIP ug O.

Mas, como CA(X,R) é um R­módulo livre que tem como base as O­células

vo, t­ vo,...,tºT!­ vd), então, ag = a] =...= an. Ássim,

x = ap(eo+t:­eo+...+: eo)=aoNeo.

Portanto, R = H(S!,RN) = Ker dy =< Neg >.
Como Im(ín o e) = Nerd, temos que (n o e)(vo) = Neo e, deste modo,

(n o e)(Ine) = N. Logo, noe é a multiplicação por N.
Consequentemente, obtemos a seguinte resolução periódica, de período 2, de R

sobre RG:

e. RG OS RG DS RG Sb RG RO.

1.5 Coinvariantes e Invariantes

Consideremos o anel R = Z.

Sejam G um grupo e M um ZG­módulo (à esquerda).

Definição 1.5.1 O grupo dos coinvariantes de M, o qual denotamos por Me, é dado

por Mg = M/A, onde A é o subgrupo aditivo tal que A=s<gm—m;gEGemEMÚM>.

Nota: O nome coinvariantes vem do fato de Mg ser o maior quociente de M no qual G

atua trivialmente.

Proposição 1.5.1 Mg = Z Oza M, onde £ é visto como um ZG­módulo (à direita)

com G­ação trivial.
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Demonstração: Temos 1Laog m=1:gom=l1Sm.

Seja
Pç: Mg Z£ oz M

m =» e(m=e(m+A)=loem

E fácil ver que & está bem definida, e é homomorfismo de grupos.

Por outro lado, podernos considerar o seguinte diagrama:

ZxM ——— Ms:

/
Zoo M

onde f : 4 x M — Ma, definida por f(z,m) := zm = (M+...+7m) (27 vezes), é bilinear.

Assim, pela propriedade universal do produto tensorial ([17], V.1.1), temos que
existe um único homomorfismo

vv: ZOZHM — Ma
EM. = t(zom):=f(z,m)=2T7

As aplicações & e v são tais que uma é inversa da outra.

Logo, Mg = Z Ozeo M.

Lema 1.5.1 Se F é um ZG módulo livre com base fe;);er, então Fg é um Z­módulo

livre com base feslier.

Demonstração: Basta usar a definição de módulo livre, e a caracterização de Fg dada

pela proposição anterior.

Observação 1.5.1 Todo RG­módulo (à esquerda) M pode ser considerado como um RG­

módulo (à direita), definindo a seguinte G­ação em M:

Ep: MxXG — M

(mg) » mxg=g'" my VgEG,VYmEM,
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Nota: À partir de agora, podemos eventualmente tratar de conceitos e resultados envol­

vendo funtores covariantes e contravariantes, e categorias. Tais assuntos são comentados

com mais detalhes no Apêndice.

Definição 1.5.2 O funtor —g = Z Oza —, definido da categoria dos ZG­moódulos (à

esquerda) para a categoria dos grupos abelianos é chamado funtor de coinvariantes.

Observação 1.5.2 Se Ci — Cy — Co— 0 é um complero de cadeias, denota­

remos por Cg o complero Ca: — Z Oza 1 — Z Oze Co — O.

Vimos que, para qualquer grupo G, podemos sempre tomar F' como sendo a

resolução padrão. Neste caso, denotaremos Fg por C.(G).

Para finalizar esta seção, vamos introduzir um conceito dual ao conceito de coin­

variantes.

Definição 1.5.3 Seja M um ZG­módulo (à esquerda). O grupo dos invariantes de

M, denotado por MC, é dado por:

Mº =(meM;gm=m, YgEe G).

Nota: MS é o maior submódulo de M no qual G atua trivialmente.

Proposição 1.5.2 Homze(Z, M) = MS, onde Z é um ZG­módulo com G­ação trivial.

Demonstração: Definindo q : Homze(Z, M) — Mº por v(f) := f(1), temos que é é
um isomorfismo.

1.6 Módulos Induzidos e Coinduzidos

Começamos esta seção fazendo um estudo sobre extensão e coextensão de esca­
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Sejam Re 5 anéis e, a: R— S um homomoríismo de anéis.

Consideremos M um S­módulo (à esquerda). Podemos ver M como um R­módulo

(à esquerda), definindo em M a R­ação:

nu: RXxM —— M
(rm) m r­m=alr)m

Obtemos, desta forma, um funtor da categoria dos S­módulos (à esquerda) para

a categoria dos R­módulos (à esquerda) denominado restrição de escalares. Neste caso,

M é denotado por Res& M.
Agora, estamos interessados em construir S­módulos a partir de R­módulos.

Seja M um R­módulo (à esquerda). Através do homomorfismo a : R — 5, vamos

obter, a partir de M, os S­módulos (à esquerda): S Ex M e Homp(S, M), da forma a

seguir.

O S­módulo S Sr M

Podemos ver 5 como um It­módulo (à direita), por restrição de escalares, através
da ação:

n: SxRE — SS
(s,r) mm s­r=salr)

onde saír) é a multiplicação do anel.
Assim, podemos considerar o produto tensorial S &x M.

Nosso objetivo é definir em 5 Sr M uma S­ação (à esquerda), para que este se
torne um S­módulo.

Definimos, então

vv: SX(SORM) ­— SERM
(ssOmM) =» s(sQOm)i=ss Qm.

Pode­se provar que v está bem definida e é uma S­ação.

O S­módulo (à esquerda) 5 Or M é dito ser obtido de M por extensão de

escalares de R para S (via o).
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Lema 1.6.1 Eriste uma aplicação natural de R­módulos:

1: M — Sor M
m pm iúím)=l1Sm

Demonstração: Temos que à é aplicação de R­módulos, pois

Ur m)=186rm=lrem=lo(r)om=a(r)Om aties aír): (189m)
= —aír):i(lm).

[E

Lema 1.6.2 Dados um R­módulo (à esquerda) M, um S­módulo (à esquerda) N, uma
aplicação de R­módulos f: M— N e um homomorfismo de anéis a: R— 5, existe uma

única aplicação de S­módulos h: SE&RM — N, tal que hoi=/f, ou seja, o diagrama a

seguir é comutativo (onde 1 é a aplicação de R­módulos definida no lema anterior).

M—> SorM
A
N

Demonstração: Observemos que, se h existe, então deve satisfazer:

h(s Om) = sh(1Sm) = sh(i(m)) = sf(m).

Assim, definindo:

h: SSÇRM N

som » h(sSm):=sf(m),

temos que h é única.
E

Observação 1.6.1 Se no lema anterior, M=N e f = id, temos que a aplicação1 é um
R­monomorfismo,
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Proposição 1.6.1 Dados um R­módulo (à esquerda) M, um S­módulo (à esquerda) N

e um homomorfismo de anéis a: R—> 5, temos

Homp(M, N) = Homs(S Or M,N).

Demonstração: Pelo lema 1.6.2, podemos definir

é: Honr(M,N) — Homs(SoerM,N)
Í mm» KHf)i=h; h(som)=sf(m)

Deste modo, é é homomorfismo de grupos.

Além disso, o homomorfismo:

Ç: Hloms(SSRM,N) — IHome(M,N)
h > ví(h):i=hoi

é inverso de 2.

Logo,

Homp(M, N) = Homs(S Ox M,N).

O S­módulo Homp(S, M)

Consideremos, agora, uma construção dual, utilizando Hom ao invés de &.

Dado um R­módulo M (à esquerda), vamos ver 5 como um R­módulo (à esquer­
da) por restrição de escalares, através da ação:

E: RxXx5 ss SS
(1,5) mm r­s=a(r)s

onde a(r)s é a multiplicação do anel.

Assim, podemos considerar Homp(S, M).

Nosso objetivo é definir em Homp(S, M) uma S­ação (à esquerda), para que este
se torne um S­módulo.

Definimos, então

vv: Sx Homep(S,M) — JIlompe(S,M)
(s, 1) m sf; (s:SD(s):=/(ss)
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Pode­se provar que 4 está bem definida e é uma S­ação.

O S­módulo (à esquerda) Homp(S, M) é dito ser obtido de M por coextensão

de escalares de ft para 5 (via a).

Lema 1.6.3 Seja M um R­módulo e, consideremos o S­módulo Homp(S, M) como um
R­módulo por restrição de escalares. Existe uma aplicação natural de R­módulos:

nn: Homp(S,M) — M
Í + T(f):=fO).

Demonstração: Temos que 7 é aplicação de R­módulos, pois

nm(r­ f)=n(a(r)f) =(o(r) (1) = f(a(r)) = f(r­ 1) =rf/(1) =rn(f).

HE

Lema 1.6.4 Dados um R­módulo (à esquerda) M, um S­módulo (à esquerda) N, uma

aplicação de R­módulos f: N—> M e um homomorfismo de anéis a : R— 5, existe

uma única aplicação de S­módulos gq : N — Homp(S,M), tal que nog=f, ou seja,
o diagrama a seguir é comutativo (onde nm é a aplicação de R­módulos definida no lema

anterior).

Home(S, M)

N

Demonstração: Basta notar que, se g existe, deve satisfazer g(sn) = s(gn), para sE€ S

en€EN. Dal,

(g(sn))(1) = (s(gn))(1) = g(n)(1s) = g(n)(s).

Assim,

Portanto, definindo:
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g: N — Homp(S,M)
nm g(n); g(n)(s):=f(sn),

temos a unicidade de q.

Proposição 1.6.2 Dados um R­módulo (à esquerda) M, um S­módulo (à esquerda) N
e um homomorfismo de anéis a: R—y 5, temos

Horngn(N, M) = Homs(N, Homp(S, M)).

Demonstração: Pelo lema 1.6.4, podemos definir

dé: Homp(N,M) — Homs(N, Homp(S, M))
Í m éód(f)i=g;, gín)(s):=f(sn).

Deste modo, é é homomorfismo de grupos e, é é bijetora, pois

q: Homs(N, HomR(S,M)) — Hompe(N,M)
9 mm vígi=nTog

é o homomorfismo inverso de &.

Logo,

Homp(N, M) = Homs(N, Hompe(S, M)).

Observação 1.6.2 Sejam e : RG — R a aplicação aumentação e M um RG­moódulo.

Então, o R­módulo ROÊng M, obtido de M por extensão de escalares de RG para R, é

simplesmente Mg e, o R­módulo HomeG(R, M), obtido de M por coextensão de escalares
de RG para R, é simplesmente MC.

IndGM e CoindsM
Sejam (7 um grupo e H um subgrupo de (.
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Consideremos a aplicação inclusão a : RH — RG. Assim, se M é um RG­

módulo, podemos vê­lo como um RIH­módulo através da inclusão, neste caso, denotamos

o RIl­módulo M por ResgM (módulo restrição).
Seja M um RH­módulo. O RG­módulo obtido de M por extensão de escalares

será denotado por IndS M, assim

IndM = RG Ornu M.

Neste caso, a extensão de escalares é chamada indução.

Da mesma forma, o RG­módulo obtido de M por coextensão de escalares sera

denotado por Coind%& M, então

Coind|] = Hompeu(RG, M).

Neste caso, a coextensão de escalares é chamada coindução.

Observação 1.6.3 Se IT = (1), temos RIl = R. Deste modo

Ind,M=RGSRM e Coinde,M=Ilomsa(RG,M).

Tais RG­módulos são chamados, respectivamente, módulo induzido e módulo

coinduzido.

Observação 1.6.4 Segue imediatamente dos lemas 1.6.2 e 1.6.4, respectivamente, con­

siderando M = N e f = Idu, que as aplicações:

i: M > IndGM=RGEOrk M
mm» iín)=l1oSm

7: CoindGM = Hompu(RG,M) — M
f m T(f)=/fO)

são, respeclivamente, RH­monomorfismo e RH­epimorfismo.
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Proposição 1.6.3 O RG­módulo IndgGM contém M como um RH­submódulo. Além
disso, considerando E um conjunto de representantes para as classes laterais (à esquerda)

de H em G, e denotando por gM o conjunto obtido de M (visto como RH ­submódulo de

IndFM) sob a ação de G, temos

IndúãM = EP ou.
9€F

Demonstração: Podemos definir uma ação (à direita) de H em G, da seguinte forma:

GxXH sys» G

Tal ação é livre e, portanto, RG é um RH­módulo livre (à direita) cuja base pode
ser tomada como sendo E.

Como G = U gH, por [6], pag.13, temos
9€E

RG =R (U an) = EP R(9H) = Da(RH)
9€E EE g9€E

Daí,

IndS M = RGOrRm M = (Eact) Ono M = &s Ornu M, (1.2)
g€EE gEE

onde g Oru M=(gom;meE M).
Termos que gq On M pode ser identificado com M, via bijeção game m. Em

particular, 1 Ory M & M, onde 1 denota o elemento neutro de (GG.
Consideremos o RH­monomorfismo:

ii: M — IndgM=RGOrwmM
m sm iímy=1Sm

dado na observação 1.6.4. Temos que 1 aplica M isomorficamente sobre 1€rn M. Assim,

através da identificação 1 Ory M + M, podemos ver M como um RH­submódulo de

IndG M.
Além disso, o somando g OrH M de (1.2) é o conjunto obtido de M =» 1 SxÊa M

através da ação de G, pois g (1 Om) =gQOm (extensão de escalares).
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Deste modo,

gM a g(1 CORH M) = gOrRHK M.

Logo, voltando em (1.2), temos

IndgãM = ED aM.
9€EE

Proposição 1.6.4 De modo análogo à indução, se considerarmos o mergulho

p: M—> CoindF M, dado por

gm se geHPím)(g) = | 0 ce.

temos que M é um RH ­módulo de CoindGM e, além disso,

Coindg M = T | gu.
9€E

Observação 1.6.5 À aplicação p se estentle a um RG­homomorfismo

Ç : RG ORyu M — Hompen(RG,M) (pelo lema 1.6.2). Tal aplicação pode ser identi­

ficada com a inclusão canônica da soma direta no produto direto ([6], pag.70), e assim,

podemos ver IndãM como um RG­submódulo de CoindgM.

Proposição 1.6.5 Se (G: H) < co, então IndGM > CoindgM.

Demonstração: Se (G : H) < co, temos que a soma direita e o produto direto coincidem

e, portanto, segue o resultado.

Podemos também, alternativamente, demonstrar essa proposição do modo a se­

guir.

Existe uma II­aplicação &o : M — Homzun(ZG, M), dada por

vo(m)(g) = | TD 9 EHc.e.
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Temos que 1, se estende à uma G­aplicação | : ZGSOSzZÊa M — Homzn(ZG, M)

(lema 1.6.2). Como, por hipótese, (G : IÍ) < co, temos que & é isomorfismo, com inversa

dada por v(f) = » 90 f(g").
2sEG/H

­

Definição 1.6.1 Sejan M e N RG­módulos. Então, M e N são naturalmente R­

módulos. A G­ação diagonal, definida em M Or N, é dada por:

gg (méen)=g:mOg'n

Proposição 1.6.6 Seja M um RG­módulo. Existem RG­isomorfismos naturais:

(1) Indg (ResM) = R(G/H) Se M (com G­ação diagonal).
(ii) Coindg (ResGM) > Homp(R(G/11), M) (com G­ação diagonal).
Demonstração:

(1) Vamos definir:
ff: RGXM — RG/I)SRM

(g,m) = f(gmjy=9Hog:m
nos geradores, e estendê­la por linearidade.

Deste modo, temos que f está bem definida e é biaditiva. Logo, pela propriedade
universal do produto tensorial, existe um homormorfismo

v: RGESRAM > RG/IDoRM
IoOm "» v(gom)=aHoSg:m

Além disso, & é aplicação de RG­módulos.

Agora, vamos definir:

9: MG/I)xM ­— RGormM
(gHym) =» g(gHmy=90g""m

nos geradores, e estendê­la por linearidade.

Verifica­se facilmente que q está bem definida e é biaditiva. Novamente, pela
propriedade universal do produto tensorial, existe um homomorfismo

9: R(G/()oRM —­— RGSoRm M
9H oem » Ag om) )=g9Og'­m
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Temos que q também é aplicação de RG­módulos, e é inversa de v.

Logo,

Indú, (ResgM) = R(G/H) Or M.

(11) Vamos definir:

q: Homen(RG,M) — Home(I(G/H),M)
f > e(f); e(D(IH) = 9f(97)

Assim, +» é homomorfismo de grupos, e

v: Honr(R(G/H),M) — Homen(RG,M)
f + v(S); v(D(z)=/(1TH)

é inversa para 4.

Portanto,

Coind3, (RessM) = Homge(R(G/1),M).

Corolário 1.6.1 IndgR >= R(G/II).

Lema 1.6.5 Se G é infinito, então (Indf,Z)º = O.

Demonstração: Pela proposição 1.6.3, temos:

Ind Z = DPs7z,
29€E

ou seja,

ZG=(ED1Z
9EE

Seja a € (ZG)º, a £0. Então, g­a=a, vg E G.

Temos:

a = > ng, com n, quase todos nulos.
sEG
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Vamos escrever:

a = Am +. +ogeme gimEgid, gim;LthO, Vi=1,...,k.

Como gq ­a=a, temos

gm +. +ggimesami+o.s+gmop, VgE G.

Afirmação: Se 1 = ígima,...,grkmx), então gl =], VgEe G.

De fato: À aplicação:
Ç,: £4G > 4G

a = píaj=9:a

é isomorfismo, com inversa 7.
Além disso,

9 gim;= gm, 1<1,J<k.

Isto segue do fato que g:gim: É g­gjm;, Vi É 9, polis pa é injetora e gim; É gjmM;.

Se gq * gim;i É gm, 1 < 3 < k comoa soma em (14) é direta, teríamos

g* gim; = O, o que nos dá gjm; = O (contradição, pois estamos considerando g;m; É O).

Deste modo, (1) C Te, como T é finitoe 4, é injetora, temos v,(1) =, isto

é, gl = 1, o que prova a afirmação.

Consideremos, agora, o conjunto X = fg, i=1,...,k)

Podemos definir uma ação de G em X da seguinte forma:

vv: GXxX 3 X
(9,9) = 9

Temos que v está bem definida, pois se g; E X, então g­ gj E .X.

De fato: Seja gim; E 1. Então, g­ gm; E 1 (gl =).

Temos que g* gim; = gjm; E LT e g; E X. Para ver isso, vamos considerar
gim; E 1, assim, g­giâmi=9gjnj E Te gj EX.

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por 9, temos

97 (9: gimi) 97(gjm;)
9;(ggmi) = (g'g)mje=lm;Ã£O0
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onde 97'(9 gimgerxrZ e Im;e1lZ.
Se 1=g97'(g­g) é 1, então zZ N1Z £ (0) (o que é um absurdo, pois à soma

em (1.3) é direta).

Portanto, 3 = 97'(9 gi) = 1, ou seja, gr gj=g9;j E À.

Além disso, a ação de (7 em .X é transitiva.

De fato: Se g; E X, então G(g9;) = (g­gi; g EG) = X, pois se gq; E X, temos que
9; = (9;:9;*)gi E G(g:).

Consideremos o subgrupo de isotropia de g;:

G,,=19€G, g­gi=g)=(1).

Sabemos que existe a correspondência biunívoca:

G(g9g:) = X = G/G, =G.

Ássim, X está em correspondência 1 — 1 com (7 e, como X é finito, temos que G

é finito, o que é um absurdo.

Logo, para todo a E (Indf,Z)º, temos a = 0.
Portanto, (Indf,Z)º =0O.

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 2

(Co)homologia de Grupos ­ Tor e
Fxt

2.1. A (Co)homologia de um Grupo G

Seja R um anel comutativo com unidade.

Antes de definirmos (co)homologia, vamos considerar alguns resultados impor­
tantes sobre Ong e Home.

Proposição 2.1.1 Sejam M e N RG­módulos (à esquerda). Temos

MerNM Ore N=(M en N)a := Sia
onde A=< gmOg­n—­mOSn YVYnonEe Mor N, VgJE G >.

Demonstração: Vamos ver como obtemos M &rg N de M er N.

Consideremos a seguinte relação em M Or N:

(m*xg9)OnvumEoOgn, VnRE M,VgEG.

Mas, vendo M como um RG­módulo (à direita), temos pela observação 1.5.1,

m*xg=9g"m, VY]nE M, Vvge G.

(mxg)On=(Q'm)On.
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(gr!tm)on=smoégyg­mn.

Portanto,
MorN

[a

M Sena N =

Trocando m por gq ­ m em (2.1), temos

moéen=gmógn.

Definimos, então a G­ação diagonal de Gz em M Ox N:

gg (mMon)=gmOg­n.

Consideremos em MSr N tal ação e À o subgrupo aditivo gerado pelos elementos
­ MeoerN

A
da forma g­ mQ& gn com mOn, v]n E M,Vyn E N,Vg E (7. Isto é o mesmo que

g'(mOn)­mEQn. Ássim, em (Mer N)c: , estamos identificando elementos

identificar (g7* ­ m) On = (mx*g) Qn com m Q& n (por (2.1) e (2.2)).
Deste modo,

MoerN
(M Sr N)g = = M Ore N.

Corolário 2.1.1 M Ong N — N Ora M.

Demonstração:

MergN > (Mor N)>:i => (Nor M)g=NCORrgM.

Sejam M e N RG­módulos (à esquerda), e consideremos ITomge(M, N).

A ação de Gem M e N induz uma ação de GG em Homp(M, N), dada por

Gx Homp(M,N) — Homp(M,N)
(9, f) mo ga
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tal queg ­ fír) = 9f(g!­x); ge G,f Ee Homp(M,N)e x E M.

Nota: O uso de gq! para definir a ação é necessário devido à contravariância de Ilom na

primeira variável. Compensamos esta contravariância, convertendo M a um RG­módulo
1à direita, considerando mx g=9g "mm.

Deste modo, a ação fica:

9 Sím)=9f(g"­m)=9f(m*g).

Assim, Hom ge(M, N) será um RG­módulo (à esquerda).

Proposição 2.1.2 Homee(M, N) = Honn(M, NJ,

Demonstração: Seja

Hompc(M, N) = (f € Homp(M,N); g­ f() = S(g:n))

ou seja, f é equivariante.

Assim,

f E HomeG(M, N) 9 f(x)=f(g­t), VgEeG,zE M

e fit)=9f(g:x), V9EG,xEM

St) =9""­f(1), vg EG rzEM

9f=f,vgeG

f € Homge(M, NJº.

HomaG(M, N) = Homa(M, NJº.

a

Veremos, agora, a definição de (co)homologia de um grupo G, considerando o
caso R = Z.
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Definição 2.1.1 Sejam

ea RB Ra a RARAS ZSO

uma resolução projetiva de £ sobre ZG e M um ZG­módulo (à esquerda).
Podemos formar os complexos de cadeia e cocadeia, respectivamente:

FORM: — FrOozgM 2, Fo OzZÇM —— FOSzggM 2d, FHRhozgãÃMM — O

Homze(F, M): 0 — Homze(Fo, M) <> Homze(Fy, M) <= + — Homze(F., M) —

O operador bordo é dado por OD, := On Q& id e, o operador cobordo, por

8: Homze(F.,M) — Homze(Frni1,M)
Í > ó”(f) = fo n+1

(a) O n­ésimo grupo de homologia de G com coeficientes em M é definido por

H.(G,M):= H(Fozea M).

(b) O n­ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em M é definido por

H"(G,M) := H"(Homze(F, M)).

Nota: Poderíamos ter definido a cohomologia usando Homze(F, M)” := Homze(F,, M)
e S"(f) = (—1)"H(f o dn41), conforme [6]. No entanto, isto não altera os grupos de
cohomologia, pois a mudança de sinal não altera os cociclos ou cobordos.

Observação 2.1.1 As definições de H.(G, M) e H*(G, M) independem da resolução pro­

jeliva e: F— Z escolhida (a menos de isomorfismo canônico).

De fato: Consideremos €' : F > Z uma outra resolução projetiva de Z sobre ZG. Temos
que os complexos FoezgM e Fº"'Qzóg M são homotopicamente equivalentes (pois — Ozg M

é um funtor aditivo) (ver Apêndice).
Deste modo,

H(F Szo M) = H.(F Oze M).
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Analogamente, os complexos Homze(F, M) e Homze(F', M) são homotopica­
mente equivalentes, assim,

T(Homze(F, M)) = HW(Homze(F', M)).

Observação 2.1.2 Tomando M = Z, com G­ação trivial, temos

1,(G,Z) = H.(F 076 £) "2 H.(F8Oz Z)a) = HE.(Fo).

Proposição 2.1.3 Dado um ZG­módulo M, temos o isomorfismo:

Ho(G, M) = Mc.

Demonstração: Consideremos a resolução projetiva de Z sobre ZG:

oFoo FO.

Aplicando o funtor — Q&zg M, obtemos o complexo

Tê,
o

Como tal funtor é exato à direita ([14], 1.7.9), temos que Imôd, = KerêTe E é
sobrejetora.

Ássim,

RKer do Fo OzGg M prop.1.5.1
HG, M) = = A M > Mço.o(G, M) Imã, KerE 26 G

Logo,

Ho(G, M) = Mc.

Proposição 2.1.4 Dado um ZG­módulo M, temos o isomorfismo:

Hº(G,M) = Mº.
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Demonstração: Consideremos a resolução projetiva de Z sobre ZG:

eFoFoo Z— O.

Aplicando o funtor Homze(—, M), obtemos o complexo

0 — Homze(Z,M) > Homze(Fo,M) É Homze(F,M) —
tem
0

Como tal funtor é exato à esquerda ([14], 1.8.7), temos que ImE=Ker doe Zé
injetora.

Assim,

Ker 5º prop.1.5.2H(G,M)= TO = Ker dº = Imê = Homza(Z,M) "EMO,
Logo,

Hº(G, M) = Mº,
=

Exemplo 2.1.1 Vamos calcular H,(G,Z), onde G = F(S) é o grupo livre gerado por

um conjunto S.

O exemplo 1.4.12 nos fornece uma resolução livre (portanto, projetiva) de R sobre

RG. Para o caso R == Z, temos

0 — ED(ZG),3 ZCS FO,
ses

onde EP(ZG), é o ZG­módulo livre com base (es);es, O0(es) =s— le e(g)= 1, VgE G.
ses

Pela definição 2.1.1, temos que a homologia do grupo G é a homologia do com­

plexo
tdo0 — Z Sze D(ZG), CD Z Sze ZG— O

ses

Além disso,

e ZOza P(z6), = Z Oz (Quo) = BPiz Sze (ZAG)s) = Dz.
sESs ses ses ses
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Y

e ZOZÇHG>Z.

Vamos calcular td 9 0, lembrando que Z é visto como ZG­méódulo trivial:

(ided(zE y As;ts;)J=2O0 3 asd (Es;) = 726 d as(s: — 1)

= ) za, O(si­1)

= ) 20,08) 20,01

= 2 20, siQ1­) za, O1
dize, 91) za O]
0.

Assim, id O O é a função nula e, deste modo, temos o complexo:

0— Pz>2zZ70
ses

1(G,Z)=2Z

H(G,Z7)= (DZ
ses

H;(G,Z)=0 para 1 >2.

Exemplo 2.1.2 Sejam M um ZG­módulo e G o grupo cíclico infinito com gerador t.

Vamos calcular II,(G, M) e H*(G, M).

Vimos no exemplo 1.4.13 que

0% ZG2Í5D ZEEBO,
onde dd = t — 1, é uma resolução livre (portanto, projetiva) de Z sobre ZG.

e Calculemos H.(G, M)

Aplicando o funtor — Ozg M, obtemos

0 PL ZOOM DO ZG EM PESO
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onde dj = À Q id.

Agora, temos os seguintes isomorfismos:

M = ZGOZM DD ZGOZAM = M
m o 1oSm m (t­) Om =» (t­1):m

Deste modo, podemos considerar

m m (t=­1):m

Portanto, H.(G, M) é a homologia do complexo:

02 MD MSO

Assim,
Ker O,

= KRer O.

Mas,

Ker d, = Kerft ­1) = (me M(t­ 1): m=0) = (ne Mt m=m)l = Mº

Portanto,

H(G,M) = MS
HG, M) = Mag

H;(G,M)=0 para i >2.

Note que

H(G,M) = MS TRE A9(G, M).

e Calculemos H*(G, M)

Aplicando o funtor Homze(—, M), obtemos

8!=00 = Homaa(ZG,M) > Homze(ZG,M) 39,

OP (x) = (fo d)(x) = (fo(t—1))(x) = S((t—1)­(1)) =(t —1) f(x).

Logo, 5º é a multiplicação por (t — 1).
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E, ainda
Homze(ZG,M) — M

f m fa).

Ássim, H"(G, M) é a cohomologia do complexo:

03 MB MO

Ker dº . M
Imóo (t— 1)MH'(G,M) = = Mo.

Portanto,

HG, M) = Mc
Hº(G, M) = Mº

I(G,M)=0 para 1 >2.

Note que
p.2.1.3H'(G,M) = Mg E H(G,M).

Exemplo 2.1.3 Seja G um grupo cíclico finito de ordem n com gerador t. Vamos cal­

cular H,(G, M) e Iº(G, M).

Pelo exemplo 1.4.14, temos a seguinte resolução projetiva de Z sobre ZG:

ss CIR ZCDICAIAZeSZ0,
nl

onde N = St,
—

e Calculemos 11.(G, M)

Aplicando o funtor — &z& M, obtemos o complexo:

ZOOM BD ZLCOM DLCOM DZICOM0

Como ZG Ozg M = M, temos

cos MB MDMBM20.
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Portanto,

Ma sez=0

Ker(t=1) Mº
ImN NM

KerN KerN

Im(t=­1) (t­ DM

se t é impar

se ? é par.

e Calculemos H*(G, M)

Aplicando o funtor Homze(—, M), obtemos

87! so 6! 82
0 — Homze(ZG, M) — Homze(ZG, M) — Homze(ZG, M) — ­­­

onde &"(f)(x) := (f o ônu)(0).

Via o isomorfismo Homze(ZG, M) = M, temos

Bu BSM BuES­.

onde 5º =1—1 e SH= N, k>O.
Logo,

( MSº ser=0

Ker Nº " Ner N
Im(t=1) (t­1)M se t é ímpar

Ker(t—­1) Mº
MN NM

se 1 é par.

%

Em particular, para o caso M = Z (com G­ação trivial), temos que t — 1 é a

função nula, pois

(t=­ NY) m=tm­m=0,VYymeM,

ce Né a multiplicação por n, pois

14+t8+... +Nomem+tim+o.+ cmenm(
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Assim, Ker(t — 1) = 4, Im(t —­1) = (0) = Ker NeImN =n£Z.

Deste modo,

ser=0

se à é ímpar
se 1 é par.

|

ser=0

H'(G,Z) se t é ímpar
fon se1vépar.

Proposição 2.1.5 Se G é um grupo cíclico finito não trivial, então £Z não admite

resolução projetiva sobre £ZG de comprimento finito.

Demonstração: Suponhamos que

1, a) 2º 4! 1

FF: 0 FE E meo Rm SAO

seja uma resolução projetiva de Z sobre ZG de comprimento finito.

Pelo exemplo 1.4.14, temos que

Fio o ZA AG] 2 HG ZOO

também é resolução projetiva de Z sobre Z&.

Ássim,

U,(G,£) = H(F' QSz6 2) "2" A.((F' Oz Do) = H.(Fg) = IL(Fo).
Há " e ” .Mas, H.(Fg) = 0, para 1 > ne H.(Fg) não são todos nulos para 1 > n, conforme

vimos no exemplo anterior, o que nos dá uma contradição.

Deste modo, não podemos ter resolução projetiva de Z sobre ZG de comprimento
finito.

Corolário 2.1.2 Se G tem torção, então 4 não admite resolução projetiva sobre £G de

comprimento finito.

PV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



Demonstração: Suponhamos que e : FF —> Z seja uma resolução projetiva de Z sobre
ZG de comprimento finito.

Tomemos x, um elemento de torção de (7, e consideremos H =< x >. Assim, H

é um subgrupo cíclico finito. Além disso, € : F — Z é uma resolução projetiva de Z sobre

£ H, pois pela proposição 1.1.2, ZG é um Z H­módulo livre, e como Fx é ZG­projetivo,

pelo lema 1.1.1(1), temos

F.oQ:=EP(Z6:;= DP (Zi;
iEel ieLjeJ

ou seja, Fr é 4H­projetivo.

Dessa forma, temos uma resolução projetiva de comprimento finito de Z sobre

ZH, onde H é um grupo cíclico finito, o que é uma contradição, pela proposição anterior.

2.2 O Lema de Shapiro

Nesta seção, vamos relacionar a (co)homologia de um grupo G com a (co)homologia

de seu subgrupo H.

Proposição 2.2.1 (Lema de Shapiro) Sejam G um grupo, H um subgrupo de Ge M

um ZIl­módulo. Temos os seguintes isomorfismos:

(a) H.(H, M) = H.(G, IndgM)
(5) H*(H, M) = H*(G,Coindg M).

Demonstração: Sejae:F — Z uma resolução projetiva de Z sobre ZG.

Pelo lema 1.2.2, esta também é uma resolução projetiva de Z sobre ZH.

(a) Temos:

Foza M=(FOz ZG) Szn M = F Oza (ZG OSzu M) = F Oze IndgM.

Assim,

H.(H, M) = H.(F Oza M) = H.(F Oza IndM) = H.(G, Ind M).
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H.(U,M) = U(G,IndêM).

(b) Pela proposição 1.6.2:

Homzn(Fxr, M) ed Homze(Fxr, INomzn(ZG, M)), YVn.

Deste modo,

Homzn(F, M) = Homze(F, Coind&, M).

Assim,

H(H,M)=H(Homzn(F, M))=H(Homze(F, CoindgM))= H*(G,CoindZ M).

Portanto,

H"(H,M) = H"(G,CoindZ M).

Exemplo 2.2.1 Se M = Z, então H,(H,Z) = H.(G, Z(G/H)).

De fato:

Shapiro corol 11.6.1UH.(H,Z) UH.(G, IndúiZ) H(G, Z(G/H)

Logo,

H.(H,Z) = H.(G, Z(G/H)).

Exemplo 2.2.2 Sejam G um grupo e IT um subgrupo de G, com (G :

(i) H*(H,Z) = I1º(G, Z(G/ID))

(ii) H*(H, ZH) = H*(G,ZG).

De fato:

(9) H*(U,Z) “EO H(G,Coindé£) "RS nH(G, IndgZ)R$
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NH(H,Z) = H*(G,Z(G/ID).

Shapiro(ii) H'(H, ZH) H*(G, CoindS ZH) "E HG IndGZH) = H(G,ZGOZH ZE
H(G,ZG).

Portanto,

I(H,ZH) = I1(G,ZG).

Nota: Usando a proposição 1.6.6, podemos enunciar o Lema de Shapiro da forma a

seguir.

Proposição 2.2.2 (Lema de Shapiro ­ outra versão) Sejam G um grupo, H um

subgrupo de G e M um ZG­módulo. Temos os seguintes isomorfismos:

(1) H.(II, ResM) = H.(G, Z(G/H)Sz M)
(it) H*(H, ResGM) = H*(G, Homz(Z(G/I),M)).

Demonstração:

(i) Pela proposição2.2.1(a):

H,(H, ResSM) = HG, IndG(Resg M)).

Da proposição 1.6.6(1), temos

IndF(ResM) = Z(G/H) Ez M.

H.(G, Indg (Res M)) = H.(G, Z(G/H) Oz M).

H,(II,ResG M) = H.(G,Z(G/H)Oz M).
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(11) Pela proposição 2.2.1(b):

H*(H, ResM) = H*(G, CoindZ(Res$ M)).

Da proposição 1.6.6(11), temos

CoindG(Res%M) = Homz(Z(G/I),M).

Ássim,

I1(G, CoindS (ResS M)) = I(G, Homz(Z(G/H), M)).
!

Logo,

H*(H, ResgM) = H*(G, Honz(Z(G/H), M)).

2.3 H, ef" como Funtores

Como Funtores do Módulo Coeficiente

Consideremos M a categoria dos ZG­módulos (à esquerda).

Como F Ozga — e Homze(F,—) são funtores covariantes em M, temos que

H.(G,—) e H*(G,—) também são funtores covariantes em M.

Proposição 2.3.1 Seja 0 — M' 3 MIM 0 uma sequência erata de ZG­
módulos. Temos:

(1) Para todo inteiro n, existe uma aplicação natural O, : Hrh(G, M”) — Hr1(G, M'),
tal que a sequência:

1 H(G,M) 25 In(G, MO) 25 Ho(G, MO) 25 Ho(G,M) 25 (GM) 0

é exata, onde as aplicações 17, € j, são as induzidas em homologia, isto é,

ir = IL(G,1): H(G,M') > H(G,M)
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je = Hi(G,j]) : H(G,M) > H(G,M").

(it) Para todo inteiro n, existe uma aplicação natural 6" ; IP(G,M”) > HY(G,M'),
tal que a sequência:

0 — H%WG,M') E HG, M) E HG, MI) ÉS (GM) 2 H(G,M) do.

é exata, onde as aplicações 1º e j* são as induzidas em cohomologia, isto é,

it = (Gi): H(G,M) + H(G,M)
ke rrk 2 k

; k 11º = H(G,]): HW(G,M) + H(G,M ).

Demonstração: Seja

o Êo O Ro ZH S0
uma resolução projetiva de Z sobre ZG.

(1) Como cada F, é ZG­projetivo, temos que

0 — F,Sza M É Foz MB Foge MT 0

é exata para todo n ([14], 1.9.E). Assim, temos o diagrama:

'
|

1
0 Feu ES % megM — Oo

+ l
0 — Fuaex:MU DB Ras M | FaoegM O

L " "

com cada linha exata, isto é, temos a sequência exata de complexos de cadeias:

0—> FO M — Fog M— FOZEM —O.

Portanto, por [6], 1.0.4, temos a sequência exata longa em homologia:

— IN(F Sze M') = H(FQze M) 2 IN(F exe M") 2 ILR(Fozg M) ES
— H(FSz6 M) ES H(FOZze M') — O
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ou seja, nos dá a sequência exata longa desejada:

eH(G,M) 2 A(GM) 25 HJ(G,M) SS Ho(G,M) 2 HJ(G,M") — O.

(11) Analogamente, como cada F”, é ZG­projetivo, temos que

0 — Homze(F., M') — Homza(F., M) — Homze(F.,M')— O

é exata para todo n ([14], 1.9.4(e)). Daí, temos uma sequência exata curta de complexos
de cocadeias:

0 — Homze(F, M') — Homze(F, M)— Homze(F, M') — O

que nos dá a sequência exata longa em cohomologia:

0 — Hº(Homze(F,M)) E Hº(Homze(F, M)) > Hº(Homze(F, M')) É
— H(Homze(F,M)) > H'(Homze(F,M)) — «+

ou seja, a sequência exata longa desejada:

o 1 io o 3º " 7 58º ,
, 12 17 Ft0 — Hº(G, M) — (GM) —— H (GM ) — (GM) —y H (GM) —:­:

­

Como Funtores de Duas Variáveis

Seja C uma categoria cujos objetos são pares (G, M), onde G é um grupo e

M um ZG­médulo. Um morfismo em C de (G, M) em (G',M') é um par (a, f), onde
a: G— G é um homomorfismo de grupos, e f : M > M é um homomorfismo de

ZG­módulos, considerando M' como um ZG­módulo via a, isto é, um homomorfismo de
ZG­módulos satisfazendo: f(g*m) = a(g) ­ f(m).

Consideremos (a, f) : (G, M) — (G', M'), F uma resolução projetiva de Z sobre
ZGeF' uma resolução projetiva de Z sobre ZG' (podemos ver F' como uma resolução
de Z sobre ZG via a, pois cada F,, pode ser visto como um ZG­módulo, definindo a

ação: gxx =a(g):x).
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Como F é ZG­projetivo e F' é acíclico para i > 1 (pois Fº é ZG ­resolução),
temos pelo lema 4.1.1 (ver Apêndice), que existe uma aplicação de cadeia 7 : F > F”,
estendendo a identidade de Z, única a menos de homotopia.

Temos que 1(g­x) = gxT1(x) = a(g)­T(x), pois 7 é homomorfismo de ZG­módulos.

Consideremos, agora:

TOS: FozgM — FeçM
som nn» T(T)O /f(m)

Tal aplicação é uma aplicação de cadeia entre os complexos FOzeaM e F Oz&' M,

daí, 7 O f induz uma aplicação bem definida:

H.(a,S) * (a,f).: H(GM) — —HLG,M)
Eem =» (rof(xzom)]=r(1)Sf(m).

Verifica­se facilmente que:

(a) Se M = M,G=C,a=idgef=iduy, então

(a, f)*. = da. (e,M)­

(b) Se (a, FP): (GM) > (GC, MJ) ela, f):(GM) (GM), então

(a, f). o(a, f).=(a oa,f of) "E ((a,f)o(af)).

Logo, H.(—,—) é um funtor covariante em C.

Para a cohomologia, vamos considerar uma categoria D cujos objetos são os

mesmos que em C, e os morfismos são pares (a, f), onde a: GG ef:M > M(fé.
dessa forma pois Hom é contravariante na primeira variável).

Sejam F e F” resoluções projetivas de Z sobre ZG e ZCG, respectivamente. Pelos
mesmos argumentos usados anteriormente, temos que existe uma aplicação de cadeia

T: FF, única a menos de homotopia. Temos que 7(g­ x) = g * T(x) (pois 7 é
aplicação de ZG­módulos).

Consideremos a aplicação de cocadeias:

Hom(r,f): Homzgy(F,M) — Homze(F,M)
Ô m  fogor
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Tal aplicação é uma aplicação de cadeia entre os complexos Homz&(F,M) e

Homze(F, M), daí, Hom(r, f) induz uma aplicação bem definida:

Hom(1,f), E : (GM) ­. HG, M+ o o T|.

Verifica­se facilmente que:

(a) Sea=idg: GS Ge f=idy: M — M, então

(a,)* =1dg(e,M):

(b) Se (a, f) : (GM) > (G,M) e (8,9) : (GM) (G,M), então

((8,9) o (a, f))" =(a, f)* o (6,9).

Logo, H"(—,—) é um funtor contravariante em D.

Observação 2.3.1 Sejam R = Z, G um grupo e H um subgrupo de G. Consideremos

a: Hs Ga inclusão e as Z H­aplicações canônicas já vistas na observação 1.6.4:

i:M — IndGM en: CoindgM 3 M. É fácil ver que os isomorfismos da proposição
2.2.1 (Lema de Shapiro), são dados, respectivamente, por

(a,i).: I,(H,M) > H(G,IndgM)

(a,n)": H*(G,CoindgM) > H"(H,M).

Tais isomorfismos são chamados isomorfismos de Shapiro.

2.4 Interpretação Topológica para H.(G, M) e H*(G, M)

Nesta seção, vamos relacionar a (co)homologia de um grupo (7 com a (co)homologia

do espaço K(G,1), definido anteriormente.

Vamos denotar C,.(—, £) por C.(—), e proceder do mesmo modo para a (co)homologia.

> Proposição 2.4.1 Sejam X um G­complezxo livre e Y o complexo de órbitas X/G. Então
CY) = C.(X)e.
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Demonstração: Consideremos a projeção canônica

pp: X m— X/G
x mm p(t)=G(17)=([g9:1;9€G)

Em nível de complexo de cadeias, temos a aplicação induzida

pa: CX) > CX/O)
DER lr Si a;G(o0;)

onde 0; são n­células de À.

Agora, seja
7: C(X) — Cií(X)Ja=Cn(3)/A

onde A=(g­a­ a gEG,aECn(X)).

Vamos definir

ç: CA(XN)>a  CA(X/G)
a ” p(a)=ç( ao)=ps(0)=> aG(0;)

e 1 está bem definida.

De fato: AC RKer py, pois, se 0; é uma n­célula e q E G, temos

Pe(g: 0; 0) =ps(9­ 0) — pelo) = G(g ­0i) — G(0:) =.

Então,

IEA > 1=)X (gicaimoai), a; E Cn(X)
JÁ

D

Assim, pa(x) = pz (E.i(s oi oi)) =0.
Deste modo,

1=03=>(01­a)EAC Ker pa => pg(0) = pa(02) > (a) = 9(0).

E fácil ver que 41 é homomorfismo de grupos.

Além disso,
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e 1 é sobrejetora.

De fato:

Vzr = 3 aiG(o;) E€ C.(X/G), ly = > a;o; E C.(X)g tal que p(y) =x.

e pé injetora.
De fato:

SD” a;o;) = 0 => Y” a;G(0;)=0=2a;=0.
Logo,

Yao; =0 => > a;o; = 0.

Portanto, é é isomorfismo.

Proposição 2.4.2 Se Y é um K(G,1)­complerxo, então H.(G) =» H.(Y).

Demonstração: Como Y é um N(G,1), pela proposição 1.4.2, temos que o complexo
celular aumentado do recobrimento universal Y de Y, e : CJ Y) — 4 é uma resolução
livre de £ sobre ZG.

Deste modo, H,(G) = H.(C.(Y)a).
Além disso, Y é um G­complexo livre, e por [16], 5.5.14, temos que o complexo

de órbitas é dado por Y/G x Y.
Assim, pela proposição 2.4.1, C.(Pa =» C.(Y).
Logo,

I.(G) & HACAFP)o) = HAC(Y)) = HY).

bs

Exemplo 2.4.1 Consideremos o bouquet de círculos Y = V St.
ses
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Pelo exemplo 1.4.9, temos que Y é um K(F(S),1), onde F(5) é o grupo livre

gerado pelo conjunto 5.

Assim, pela proposição anterior

Z se r=0

H(Y)=H(F(S) = (4 DZ sei=1
ses
0 C.C.

* Exemplo 2.4.2 Seja Y a soma conexa de n toros.

EPelo exemplo 1.4.10, Y é um K(G,1), onde G = (or 1, 0Ag,b1,...,bg, Ia, bj=1l
1=!

Portanto, pela proposição anterior

ZzZ ser=0

Z;P...EPEZ (2gvezes)sei=1
Z se 1=2
0 se 1>3.

HAY) =H(G) =

D Exemplo 2.4.3 Sejem G = ZM = ZE...EFZeY=T"=S!x...x5S (toro
n­dimensional).

Pelo exemplo 1.4.8, T" é um K(G,1).

Logo,

. ni
—adlln=a"H;(G) = H;(T") = Z", ki

Proposição 2.4.3 Se (7 tem torção, então não existe K(G,l)­complero de dimensão
finita. Em particular, K(G,1) não pode ser variedade.

Demonstração: Seja t um elemento de torção de G&.

Consideremos H =< t > o grupo cíclico finito de ordem n.

Suponhamos que exista um K(G,l)­complexo de dimensão finita m, e

consideremos Y o recobrimento universal de Y. Então, pela proposição 1.4.2:

0 — Cn(É) — Cn1(É) —> CY) — Col) — Z — 0
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é uma resolução projetiva de Z sobre Zr.

Além disso, pelo lema 1.2.2, tal resolução também é resolução projetiva de Z
sobre ZH.

Deste modo, temos H;5(H) = 0, Vi > m, o que é um absurdo, pelo exemplo 2.1.3.

Logo, não existe K(G,1) de dimensão finita.
Agora, se K(G,1) = M” (variedade de dimensão n), K(G,1) seria um complexo

de dimensão finita, portanto não pode ser variedade.

X

Proposição 2.4.4 Se Y é um K(G,1)­complexo, então I"(G) = H*(Y).

Demonstração: Seja X | Y recobrimento universal de Y.
Já vimos que e : C.(X) — Z é uma resolução livre de Z sobre ZG.

Vamos mostrar que Homze(C.(X), 4) = Homz(C.(X)eo, 4).

De fato: Considerernos as aplicações:

Ç: Homze(C[(XN),4) ­— Homz(C.(X)a,2)
Í m e(f); FND gu)=f(u)

v Homz(C.(X)a, Z) — Homze(C. (X), Z)
9 » v(g); v(g)(u)=a9(189u)

Temos que é e /º são homomorfismos e 17! =

Assim, + é isomorfismo.

Deste modo, temos

prop?21.1H*(G)"É 1(G,Z) = HW(Ilomze(C.(X), Z)) H(Homz(C.(X)a, Z))
prop.2.4.1

= H*(Homz(C.(X/G),Z))

= (YZ)

(

(

= — H(Homz(C.Y),Z))
(

(Y



Logo, H*+(G) = H*(Y).

E

O exemplo a seguir nos mostra que, em geral, a homologia do espaço X é diferente

da homologia do grupo X.

NX
Exemplo 2.4.4 Seja X = IR. Temos que IR é um CW­complero de dimensão 1 e (IR, +)

é um grupo. Consideremos dois casos:

e IR como um espaço:

MIR, 4) = m (PR)as = f0)as = 104.

e IR como um grupo:

IN(RR, Z)= IN(KUR1),Z) = nm(N(R1))> = RyK= RR.

Assim, a homologia do CW­complexo IR é diferente da homologia do grupo IR.

Lema 2.4.1 Seja A um grupo abeliano com G­ação trivial. Temos

(b) Homze(F, A) a Homz(Feg, A).

Demonstração:

(a) Vamos definir:
ff: FXA — FRezÃ

(t,a) m f(t,a):i=TQOa.

Verifica­se facilmente que f é biaditiva e, assim, pela propriedade universal do

produto tensorial ([17], V.1.1), existe um homomorfismo:

Ç: Fe:gAÃ Feoz A
rTOa nm» po(toa)—=TQAaA.

Consideremos, agora

g: FaxA — FozgÃ
(1,0) mn gír,a):i=z0QOa.
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Mostra­se facilmente que gq está bem definida e é biaditiva. Novamente por [17],

V.1.1, temos um homomorfismo bem definido:

1: FeGSZA — FOozçÃ
TOa nm VvV(TOaA)=6sQA.

As aplicações & e v são tais que uma é inversa da outra.

Logo,

FezgA= Io.

(b) Consideremos as aplicações:

0: Homze(F,A) — Homz(Fe,A)
Í 2» 0); 0f)(E)=f(0)

p: NHomz(F6,A) — Homza(F, A)
9 — p(g); P(g9)(x) =4(2).

Tais aplicações são homomorfismos e, d = pd.

Portanto,

Homze(F, A) = Homz(Fg, A).

À

Proposição 2.4.5 Se M é um ZG­módulo trivial, então

(a) 1I.(G,M) = H(K(G,1), M)

(b) H*(G,M) = IM(K(G,1), M).

Demonstração: Seja Y = N(G,1) e X o recobrimento universal de Y. Temos

(a) H.(G,M)= H(C(X,2) za M) “EO n(C(X,2)aSz M)
H.(C.(X)G Sz M)

I.(C(Y) Oz M)

H.(Y,M).
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lema2.4.1(b)
OA(b) H*(G, M) = H(Homze(C.(X,Z), M)) = H*(Homz(C.(X,Z)ao, M))

*  H(Homz(C(X)a,M))
H"(Homz(C,.(Y), M))

H(Y,M).

Observação 2.4.1 Eriste, timbém, uma interpretação topológica para H.(G, M) e H*(G, M)
considerando­se M como um ZG­módulo não trivial:

e H.(G,M) = H.(K(G,1),M)
é H(G,M) = H(KN(G,1)M)
onde M é o sistema de coeficientes locais associado ao RG­módulo M ([11)]).

2.5 Os Grupos H((G,M) e H'(G,M)

Sabemos que, dado um grupo GG, sempre podemos tomar a resolução projetiva

e: F— Z como sendo a resolução padrão:

dn aA Pe a Ro Rom AO

onde cada F, é o ZG­módulo livre gerado pelos simbolos [41] ...|gnJ e

On)... gn) = nlgal..­ on) + DCDla e lgigaa | lan + 1)" (nl. lgnz1]).
Denotaremos C,(G, M) para o complexo FOzegM e C*(G, M) para Homze(F, M).

Assim, temos C,(G, M) = F, za M e C"(G, M) = Homze(F,, M).

Um elemento de C,(G, M) pode ser expresso unicamente como uma soma finita
de elementos da forma m & [g1]...]|gn).

O operador bordo Ôn: Cr.(G, M) — Ca 1(G, M) é dado por:
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dn(m Ss [91] ... lgn)) mo dnlg| e.. gn)

mOoqglgl.. ll +mo Seal giga lga2 lo lg)
HD" m S gl... lgn=1).

Agora, um elemento f E C"(G, M) é um homomorfismo:

fi F, = M
[1l..la) ms fla).

Deste modo, identificando (g1,...,gn) com [g1]...|gn), / pode ser vista como

uma função de n variáveis f/ : G, — M. Sen = 0, então, por convenção, GG” é um
conjunto com um elemento (por exemplo, [ ]), de forma que Cº(G, M) = M.

O operador cobordo 6"! ; C"!(G,M) — C"(G, M) é dado por:

(FAAP), ... In) = J(On(g.. ­9n))

= ni(92). In) + Ee fig.FA Mm)
+(­afg. . ­GIn1).

Vejamos dois exemplos:

en=l: Sº(F)(gi) = fF((g)) = gi fl 1) = sf ))­
en=2: S(P(g,92) = 9f(92) — f(ng2)+ fla).

Proposição 2.5.1 Para todo grupo G, temos

H(G,4) = G/[G,G] = Go.

Demonstração:

H(G,Z) = H(K(G,1), 2) = m(K(G,1))as = Gos.
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Corolário 2.5.1 Se M é um ZG­módulo trivial, então

H(G,M) = G1K OM.

Demonstração: Por [6], pag.60, temos

IN(G,M) = IN(G,Z) o M € Tor(IHo(G, 4), M).

Além disso, pela proposição 2.1.3, Ho(G, 4) > Za.

Mas, considerando a (G­ação trivial, temos Zg = Z, e pela proposição anterior,

H (G, Z) = Gar­

Assim,

H(G, M) = Ga O M E Tor(Z, M).

Agora, por [28], pag.80, temos Tor(Z, M) = O, daí,

H(G,M) = Gu O M.

Lema 2.5.1 Hom(G, M) = Homí(Gau,M).

Demonstração: Vamos definir:

v: Hon(G,M) — Hom(Gu,M)
JS m (SD); DE) = f(x)

onde x E (7 e T denota um elemento de Gu.

E fácil ver que / está bem definida e é homomorfismo de grupos.

Agora, consideremos a aplicação:

0: Hon(Ga,M) — Hom(G,M)
9 =» Mg):=9op

onde p : (7 > (7,1 é à projeção canônica (p(x) = Z).
Pode­se verificar que 9 está bem definida. As aplicações 4 c 9 são tais que uma

é inversa da outra, pois:

e (dov)(SI(E) =0(f(x)) =(fop)(x)=f(p(x))=/f(0).

e (14 o 0)(g)(x) =%(go p)(x) = v(g(p(x))) = V(9(E)) = 9(x).
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Portanto % é isomorfisrmo.

Definição 2.5.1 Sejam G um grupo e M um ZG­módulo. O grupo das derivações

de G em M é definido por:

D=(d:G> M; d(gh) = d(g) + gd(h))

e, o subgrupo das derivações principais, por:

D,=(deD;, d(g)=gm—m,m EM fizo).

Proposição 2.5.2 Se GG é um grupo e M um ZG­módulo, então temos um isomorfismo:

D

H(G,M) > DD
Pp

Em particular, se G atua trivialmente em M, então

H'(G, M) = Hon(H)(G), M).

Demonstração: Consideremos o complexo de cocadeias C*(G, M):

[e Y 8º 1
4

Eb 20 — C*(G,M)— C (GM) — C(G,M) — ­.­
Ker 6º
Im o

Mostremos que Ker 6! = De Im 6º = D,.

De fato: Seja f E C*(G,M). Assim, f: G> M e (f) : Gº— M, onde

Temos H'(G, M) =

8'(F)(g,h) = gf(h) — f(gh) + f(g).

Deste modo,

f € Kers' &S(f)=0S(f)(9,h) =0< f(gh)=f(9)+g9f(h)ofebD.

Logo, Ker 6! = D.
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Consideremos, agora, v € Im 0º. Então, existe f : Gº — M tal que v = 5º(f).

Daí, v(g) = 8º(f)(9) = af([ 1) S(1)).
Como f([ ]) €EM, temos f([ )) = m E M, assim, v(g) = g­ m — m, e conseqiuen­

temente, v E D,.

Reciprocamente,

vE Dy=>vg9)=9m­m=s(fl(g),,

onde f : Gº — M é tal que /([ ])):= mn e, portanto, v = 0º(f) E Im óº.

Logo, Im 6º = D,.
Então,

D! Fá À E —,H'(G,M) D
Pp

Agora, se G atua trivialmente em M, temos

D = f(d:G>M; d(gh) = d(g9) + gd(h))

(d: Gy» M; d(gh) = d(g) + d(h))

Hom(G, M)

D,=(deD; d(g)=g­m—m)=í0).

Deste modo,

lema2.5.1 prop.2.5.1
OIHG, M) = Hon(G,M) =  Hon(Ga,M) = Hom(H(G),M).

2.6 Tor e Ext

— Existem generalizações de H,(G, M) e H"(G, M) dadas, respectivamente, por

Torf(—,­) e Etts(—,­)

obtidas da definição 2.1.1, sem a exigência de que e : I*> M seja uma resolução do
módulo particular Z.
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Nesta seção, vamos estudar tais generalizações, e considerar alguns resultados

importantes sobre as mesmas.

Nota: Vamos considerar R = Z, e tratar ZG­módulos por G­módulos.

Definição 2.6.1 Sejime : F > M e n: P— N resoluções projetivas dos G­módulos

MeN. Definimos

(1) (11Torf(M,N) := H.,(FOgo N) = H.(FOP) = H (MEP),

onde as igualdades (1) e (II) seguem, respectivamente, do fato das aplicações

Fer: FogqPy— FogNeeoP:FogP>y> MeçcP serem equivalências fra­

cas ([6], 1.8.6).

Observação 2.6.1 Segue da definição que H.(G,—) = Torº(Z,—).

De fato: Seja e : F — Z uma resolução projetiva.
Temos:

Torf(Z,N) = IL(F es N) = UI.(G,N).

Definição 2.6.2 Seja e: F —> M uma resolução projetiva de M sobre ZG. Definimos

Ext (M,N) := H(Home(F, N)).

Observação 2.6.2 Segue que H*(G,—) = Erxti,(4,—).

De fato: Seja e : F — Z uma resolução projetiva.

Temos:

Exto(Z,N) = H*(Home(F,N)) = H(G,N).

Definição 2.6.3 Um R­módulo Q é injetivo se o funtor Hompe(—,Q) é exato.
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Observação 2.6.3 Sen: Ny Q é uma resolução injetiva de Ne e: F> Z é uma

resolução projetiva de £, então n e € induzem equivalências fracas ([6], pag.60):

Home(F,N) — Home(F,Q) + Home(4,Q)

Logo,

H*(G,N) = H*(Home(F, N)) = H(Home(F,Q)) = H"(Home(Z,Q)) "“8&** H*(Qº).

Assim, se tivermos e: FS Men:NoQ:

Exta(M,N) = H"(Home(F, N)) = H'(Home(F,Q)) = H*(Home(M,Q)).

Proposição 2.6.1] Sejume : F > Men: PN resoluções, não necessariamente

projelivas. Se F ou P é um complexo de módulos planos, então

TorC(M,N) = H.(FOçP).

Demonstração: Suponhamos que F' seja plano.

Consideremos 17: P— N uma resolução projetiva.
­

W

Pi+ BR sos Pa sm e. xs RR %hb N 30
UA dao do tia

PP:+ PR > Phaya > > Rh —— N 0

Como P é projetivo e P é acíclico temos, pelo lema 4.1.1 (ver Apêndice), que

existe uma aplicação de cadeia f/ : P — P, preservando aumentação, única a menos de

homotopia.
Temos que f é equivalência fraca, pois f.: H.(P) — H.(P) é isomorfismo.
Deste modo, por [6], 1.8.6, temos que

Fof:FesPyFeçP

é equivalência fraca.

Portanto, 11,(F Og P) = H.(FSç P).
Agora, e : F > M também é equivalência fraca, e Pé plano (pois é projetivo).
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Assim, novamente por [6], 1.8.6, temos que:

ceOP:FOSP>MSSP

é equivalência fraca.

Portanto, H,.(F Og P) = H.(M Og P).
Logo,

Torf(M,N) = I.(M Qa P) = I.(F OP) = H.(FO P).

E

Uma maneira de se construir uma resolução de um módulo M é começar com

uma resolução e : F — Z, e tensorizá­la com M, obtendo:

EOM: FOM SSZOOM= M.

Esta será uma resolução sob algumas hipóteses em F e/ou M.

Vejamos um exemplo deste fato.

Exemplo 2.6.1 Suponhamos que F seja Z­livre. Por [6], 1.7.6, temos que € é uma
equivalência de homotopia, se ignorarmos a G­ação. Então, o mesmo vale para EQ M:

FoOoM> M.

De fato: Comoe é uma equivalência de homotopia, existe n : 4 — F, tal que noe nw idr

ec on­vidz.

Além disso, existemh: F > Fe H:Z—&Z,tais que:

ha, od +Onohh = nos—idr

UHi1oO,+OA 11h = idz.

Consideremos h = hoaidy e H=Haidy.

Assim, temos que h é uma homotopia de cadeia entre noze idram, e H é uma
homotopia de cadeia entre 2 one 1idzom.
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Logo, E = e Qidy = € O M é uma equivalência de homotopia.

Queremos mostrar que o complexo:

— ReM ROM SM—O0 (+)

é exato e, portanto, uma resolução de M.

Temos que F7 — Fo — Z — 0 é exato, e como o produto tensorial é exato

à direita, temos que o complexo (*) é exato. Deste modo, Im d, = Ner &.
Como e & M é equivalência de homotopia, temos:

0 se1>0

onde M é visto como um complexo.

Portanto, 8 : FO M — M é uma resolução de M.

Alternativamente, podemos usar o teorema dos coeficientes universais ([6], 1.0.8),

pois F é livre e Z é domínio de ideais principais.

Dessa forma,

0 — H(F)O M — H.(Fe M) — TorF(H (FP) M) 0

cinde e, portanto,

0 sen>l
M sen=0H,.(Fo M) = H.(F) o M E Tor(H.1(F),M) = Í

onde Hoº(F)=2%ZeH(,(F)=O0,paran>O.

Logo,

H(FeM)= H(F)o M=M

onde M é visto como um complexo.

Este método será usado para mostrar que Tor? e Ext, podem ser computados
em termos de H.(G,—) e H*(G,—).

Lema 2.6.1 Hom(F, & M,N) = Hom(F,, Hom(M, N)).
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Demonstração: Vamos definir:

vv: Hon(Ff.,OM,N) — Hom(F,, Hon(M,N))
" à v(S)

onde f: FA SM — N étal que:

VD: Ff ms Hom(M,N)

&: Hom(F,, Hon(M,N)) — Hon(F.OSM,N)
9 ­ (9)

onde g: F, > Hom(M,N) é tal que:

v(g): LOM ­— N
rom nm çe(g(irem)=a(t)(m).

Verifica­se facilmente que v e é são homomorfismos, e E =/"!.

Logo,

Hom(F, S M,N) = Hom(F,, Hom(M, N)).

Proposição 2.6.2 Sejam M e N G­módulos. Se M é Z­livre de torção, então

Torº(M,N) = H(G,MESN),

onde G atua diagonalmente em MO N.

Se M é Z­livre, então

Exts(M,N) = H(G, Hon(M,N)),

onde G atua diagonalmente em Hom(M, N).

Demonstração: Consideremos e : F — Z uma Z(C­resolução projetiva. Assim, cada

F; é plano (pois é projetivo).

Como M é Z­livre de torção (isto é, Z­plano), temos por [6], pag.56, que FO M

é ZG­plano, onde F; O M é um G­módulo com ação diagonal.

TO
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Deste modo, eE 0 M : FO M — M é resolução plana (como M é Z­plano, temos
que o funtor F Q — é exato).

Assim,

prop.2.6.1
ATorS(M, N) D2 H.((F OQ M) Og N) prop.2.1.1 HF eoMo N)a)

prop.2.1.1 H(Foc(MeN)y)
= H(GMÇSN).

Portanto,

Torº(M,N) = H(G,MSN).

Agora, como cada F; é projetivo e M é Z­livre, por [6], pag.56, temos que F; 9 M
é projetivo (com (G­ação diagonal).

Logo, EG M : FO M — M é uma resolução projetiva de M (como M é Z­livre,

é também Z­plano, e assim, o funtor F O — é exato).

Então,

Extt(M, N) É H(Home(FESM,N)) "E H(Hon(FSM,NJº)
maiô r((Hom(F, Hom(M, N)JO)
prond12 H*(Home(F, Hon(M,N)))

= 1*(G, Hon(M, N)).

Logo,

Extt.(M,N) = H*(G, Hom(M, N)).

Observação 2.6.4 E importante notar que Tor e Ext podem ser definidos sobre um anel

arbitrário R, usando as mesmas definições que são dadas para G­módulos. Necessitamos

somente ter o cuidado sobre quais módulos são à esquerda e quais são a direita.

Assim,

TorP(M,N) = H.(FSn N) = I.(M Or P)

so
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é definido quando M é um R­módulo (à direita) e P é um R­módulo (à esquerda), e

Exth(M, N) = H(IWHomge(F, N)), e: F>M

é definido quando ambos, M e N, são R­módulos (à direita), ou ambos (à esquerda).

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 3

Condições de Finitude ­ Grupos de
Dualidade

No estudo da homologia e cohomologia de espaços topológicos (que pode ser, por

exemplo, a homologia singular), alguns espaços se destacam por terem homologias “boas”.

Por exemplo, se M for uma variedade n­dimensional ou se X for um CW­complexo finito

com células de dimensão n, só haverá (co)romologia não nula até no máximo índice n.

Ainda no estudo de variedades, a homologia e à cohomologia podem satisfazer,

sob certas hipóteses, algumas condições de dualidade. Por exemplo, se X é uma variedade

fechada orientável n­dimensional, então

Hº(M,Z) = UH. r(M,Z) (Dualidade de Poincaré).

Neste capítulo, em analogia com a teoria de variedades e CW­complexos, estu­

daremos sob quais hipóteses a (co)homologia de um grupo G satisfaz certas propriedades

de finitude. Por exemplo, veremos sob que condições G tem homologia não nula até um

certo índice n, e satisfaz certas propriedades de dualidade.

3.1. Dimensão Cohomológica

Consideremos GG um grupo típico abstrato.

Definição 3.1.1 Sejam R um anel e M um R­módulo. À dimensão projetiva de M,
denotada por proj dim M ou pro) dimeM, é definida como sendo o ínfimo do conjunto
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de inteiros nn, tal que M admite uma resolução projetiva:

0 — PP > —  h—M—O

de comprimento n.

Em particular, se M não admite uma resolução projetiva de comprimento finito,

pro] dim M = co.

Lema 3.1.1 Se M é um R­módulo, então são equivalentes as seguintes condições:

(1) proj dim M <n.

(ii) Exth(M,—­)=0 paraíi>n,

(iii) Ext (M,—) =O,
(te) Se 0 — K — Ph —­­— RhR— M— O é qualquer sequência exata de

R­módulos com cada P; projetivo, então KR é projetivo.

Demonstração: É imediato, em vista das definições 2.6.2 e 3.1.1, as implicações
(iv) > (1) > (11) => (tu).

Resta mostrar que (1i1) => (iv).
Consideremos a sequência exata:

0 K — Ph me + Rh > MO

E possível completá­la arbitrariamente a uma resolução projetiva do modo a

seguir.

Seja P, o R­módulo livre gerado por 1. Temos, então o diagrama:

pr Pro

N/
K

onde q é a sobrejeção natural de P, em K, ti é a inclusão e On =t oq.

Sejam L = Ker 0, e Pr41 o It­módulo livre gerado por L. Novamente temos um

diagrama:
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Int1
Pr P,

onde p é sobrejeção, 7 é inclusão e dn41=]op.

É claro que Im du411 = L = Ker Ô,.
Procedendo deste modo, obtemos a resolução projetiva:

'

nm On In
;e Pra DP=Pha o o M — 00.

Aplicando o funtor Homp(—,N), onde N é um R­módulo, a esta resolução,
obtemos:

0 — Hompr(M,N) — Home(Po, N) —­ — Homp(Pa, N) É Hompa(Pa41,N)ES
Ker "+!

Por hipótese, Ext (M,—) = H"H(Homp(P,—)) = 0. Assim, TETEm o”
= O,

isto é, todo cociclo em Homp(Prn4+1, N) é também um cobordo.

Agora, f E Ker "4! & S"H(f)=08 fold 42=0.

Consideremos o seguinte diagrama:
In dnPr+2 + Pra . P,

Dx á N
N + EL

A partir do cociclo f, podemos definir uma aplicação é : L — N, da seguinte

forma:

Como p é sobrejetora, temos que :

VYue LL, ixE Pu, tal que p(t)=u.

Deste modo, definimos v(u) := f(tr). Provemos que & está bem definida.

De fato: Se existir outro elemento x € Pry1 tal que p(x ) = u, então pí(t—=x)=u­nu=0.
Logo, «—x' E Ker p= Im dn12. Assim, existe v E Pr12,tal que dnioa(v) =x.
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f(x =) =f(On42(v))=0=> f(x) =/f(x).

Note também que f =ç op.

Afirmação 1: f é um cobordo se, e somente se, a aplicação é : L — N se estende a uma

aplicação 9 : P, > N.

De fato: Se f é cobordo, então f E Im 6". Logo, existe 9: P, — N, tal que

f=5"(6)=90Ôn41.

Provemos que & estende &, isto é, p([) = &E(), Vl E L.
Seja | E L. Como L = Ker d, = Im Ôdn41, temos que existe x E P,41 tal que

Assim,

SU) = F(dn(s)) = (Fo dn)(r) = S($)(2) = f(2) “E” é()).

Reciprocamente, se p : L — N se estende a uma aplicação 8 : P, — N,

consideremos p(x) =lEeL=ImôOI4, Vr E Pnyr.

Deste modo,

f(x) = (1!) = E(1) = SG) = e(() o p)(1)) = P(dni(z)) = ($o dn1)(x) = óS"(F)(z).

Portanto, f = ó6"(9), ou seja, / é um cobordo.

Afirmação 2: Toda aplicação E: L — N se estende a uma aplicação 9: P.y7 O N.

De fato: Para provar isso, basta construir um cociclo f : P.117 — N, usar a hipótese (todo
cociclo é um cobordo), e aplicar a afirmação 1.

Seja é : L > N uma aplicação qualquer.

*——
Intç2 Ín+1Pr41n+2

TD
”

N*+——L
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Consideremos f : P.41 — N dada por f/=Çpop. Mostremos que f é um cociclo.

SPP () = (f o dnra)(&) =(4opodn+2)(1)=e(p(Onta(x)))=O,

pois, On+2(x) E KNer On411 = Ker p.

Como f também é um cobordo, por hipótese, temos pela afirmação 1, que + se

estende a uma aplicação &, o que demonstra a afirmação 2.

Aplicando tal afirmação para N= Leyw=1d:

0 L

p=1d |
L

PK (+)

temos que existe 9: P, — N tal que Do j = id, isto é, a sequência exata (*) cinde.

Logo, P, = L& K.

Como P, é livre, temos pelo lema 1.1.1(111) que K é projetivo.

À partir de agora, nesta seção, a menos que se especifique o contrário, vamos

considerar o caso R = ZG, M = Z, e tratar ZG­módulos por G­módulos.

Definição 3.1.2 À dimensão cohomológica do grupo G sobre R, denotada por cdG
ou cdrG, é definida como sendo o menor inteiro nº tal que as condições do lema 3.1.1 são

válidas. Caso contrário, temos cd G = co.

Deste modo,

cd G pro] dimzçZ

infín: Z admite uma resolução projetiva de comprimento n

inffn: H"(G,—) =0 para 1 > n)

suptn : II"(G,M) £0O para algum G­módulo My.
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Observação 3.1.1 Se Z admite uma resolução projetiva sobre £G de comprimento fi­

nito, isto é,

0 > Ph +42h40

então, cd G<n.

Observação 3.1.2 Temos cdG > 0, pois

prop.2.1.4HºNG,Z) 2 ZISLZHLO.

Existe um análogo topológico da dimensão cohomológica de (7 dada pela di­

mensão geornétrica, definida a seguir.

Definição 3.1.3 À dimensão geométrica do grupo G, denotada por geom dim G, é

definida como sendo a dimensão mínima de um K(G,1)­complerxo.

Proposição 3.1.1 cd G < geom dim G.

Demonstração: Desde que, pela proposição 1.4.2, o complexo de cadeia celular do

recobrimento universal de um K(G,1l)­complexo Y dá origem a uma resolução de Z

sobre ZG (de comprimento igual a dimensão de Y'), segue o resultado.

Exemplo 3.1.1 cd G=0 se, e somente se, G é o grupo trivial.

De fato:

(<=) Se G = (1), temos

Mº sei=0

0 se: É O.I(G,M) = f
Como

prop.2.1.4
OIHNG,Z) = Zº=Z (poisaGaçãoé trivial)

temos cd G =.
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(=) Suponhamos cd G = 0. Deste modo, G não tem torção, pois caso contrário, teríamos

cd G = oo (pelo corolário 2.1.2).

Afirmação: Se cd G =0, então Z é ZG­projetivo.

De fato: Como cd GG = 0, temos por definição, proj dimzçgãZ = O, ou seja, 4 admite uma

resolução projetiva:

0 — Po 4 — Oo.

Ássim, Z = Fo. Como Po é ZG­projetivo, temos que Z é ZG­projetivo.
Consideremos e : ZG — Z a aplicação aumentação:

4.
DC —"—>Z

Como Z é ZG­projetivo, temos por definição, que existe uma ZCG­aplicação

E:4 —4£G tal que eop=1d.
Temos: €(Z) Cc ZGe p(4) (0).
Seja a E p(Z),a £ 0. Então, a = éÁ(n), para algum n € Z.

Agora, g: a =9g:(n) = (gn) = o(n)=a.

Assim, a € (ZG)S, ou seja, v(Z) Cc (ZG)º.
Logo,

0 £ (ZGYº = (Ind, Z)º.
Pelo lema 1.6.5, G é finito. Como G não tem torção, temos G = (1).

Exemplo 3.1.2 G é livre não trivial se, e somente se, cl G=1

De fato: Se GG é livre, temos G = F(S5) (grupo livre gerado por um conjunto S).
Pelo exemplo 1.4.9,

0 — ZGO ss ZCS3 LO

é uma resolução livre de Z sobre ZG de comprimento 1. Assim, pela observação 3.1.1
temos cd G < 1.
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Se cd 7 = O teríamos, pelo exemplo anterior, G = (1).

Portanto, cd G = 1.

Reciprocamente, um teorema de Stallings e Swan garante que todo grupo cuja

dimensão cohomológica é igual a 1 é livre ([25] e [26]).

Exemplo 3.1.3 Seja G o grupo fundamental de uma superfície conexa fechada (exceto

Sº ou P?). Então, cl G =2.

De fato: Pelo exemplo 1.4.10, temos que Y é um K(G,1) 2­dimensional, e assim, cd G < 2.

Pela proposição 2.4.5, temos que I1º*(G, Z2) = I1º(Y, Z2).

Além disso, por [13], 11.22.30, H?*(Y, Z2) = Z2.
Logo, cd G = 2.

Exemplo 3.1.4 Seja Y = T" =S! x...x 5! (toro n­dimensional).

Vimos no exemplo 1.1.8 que Y é um NKN(G,1)­complexo n­dimensional, e temos

que I”(Y,Z) = 4 A O0([13], 111.22.28).
Portanto, cd G = n.

Exemplo 3.1.5 Seja G um grupo cíclico infinito.

Pelo exemplo 2:1.2, temos

I1º(G, M) = Mº
HG, M) = Mc
H'(G,M)=0 para 1 >2.

Assim, cd G < 1. Como H'(G,Z) = Z, segue que cd G = 1,

Exemplo 3.1.6 Consideremos G o grupo finito de ordem n.

Pelo exemplo 2.1.3 , temos

|

Z sez=0

8(G,Z) = fd) se 3 é Ímpar
fon seitépar.

Logo, cd G = oo.

EV
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



Proposição 3.1.2 Se cdG < oo, então

cd G = sup(k : H*(G,F) £ O, para algum Z G­módulo livre FY.

Demonstração: Seja n = cdG. Então, por definição, H"(G,M) £ O, para algum
£ZG­módulo M.

Temos M = F/F", onde F é livre. Daí, temos a segiiência exata curta:

0 — FF M—O0

Aplicando a sequência exata longa de cohomologia, dada pela proposição 2.3.1(ii):

0 — HWG,F)— HNWG,F) — HºWG,M) — ­— H(G,F) — H"(G,PF)
— H(G,M)— O

observamos que o funtor H”"(G,—) é exato à direita.

Como, por hipótese, H"(G, M) £ O, para algum M, segue que I"(G,F) £ O,
para algum módulo livre F' aplicado sobre M. Do fato de

(k: H*(G, F) £ O, para algum F livre) C (k : H*(G, M) £ 0, para algum M)

temos o resultado desejado.

Proposição 3.1.3 Seja H um subgrupo de G. Então,

cd H<cdG.

A igualdade é válida se cl G <oo e(G: H) < oo.

Demonstração: Seja cd H =n. Então, por definição, existe M tal que H"(H,M) £ O

e (H, M)=0, k>n. |

Mas,

ShapiroH(H,M) = H"(G,CoindgM).
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Deste modo, H"(G,CoindRZM) É O, ou seja, existe N = CoindgM, tal que

H"(G,M) £ 0. Assim, cdG > n.
Logo, cd H <cdG.

Alternativamente, o resultado segue do fato de que uma resolução projetiva de Z

sobre ZG pode também ser considerada como uma resolução projetiva de Z£ sobre ZH.

Consideremos, agora, as hipóteses cd G < oo e (G: H) < co.

Seja clG = n. Pela proposição 3.1.2, existe um ZG­módulo livre F, com
Hº(G,F) £0.

Seja F' um ZIIl­módulo de mesmo posto que F. Assim, podemos escrever

F = (P(ZO); F' = EP(Z);
jEJ 1€EJ

Temos:

IndfF' = ZG Oz F' =ZCOzu (DP ZM); = DZzu ZH); = D(ZG); = F.
j€J 1EJ 1€J

Deste modo,

1, prop.1.6.5 Shapiro
[eH”(G,F)= H(G,IndôF) = H(G,CoindgF) = H'(H,F).

Visto que H”(G,F) £ O, temos H”"(H,F') £ 0. Como, pela primeira parte da
proposição, cd H < cd G, devemos ter necessariamente, cd H = n.

Corolário 3.1.1 Se cd G < oo, então G é livre de torção.

Demonstração: Suponhamos que (7 não seja livre de torção. Dessa forma, G contém

um subgrupo / cíclico finito não trivial.

Pelo exemplo 2.1.3, temos cd Il = co. Então, pela proposição anterior, cd G = co,

o que nos dá uma contradição. Logo, G é livre de torção.
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Observação 3.1.3 Se H é um subgrupo de G tal que (G: H) < co, então a proposição

3.1.3 garante a igualdade cd H = cd G, a menos que ocorra o seguinte:

À seguir, dois exemplos do caso (*).

Exemplo 3.1.7 Seja G=Z2e H=(1).

Temos: (G: Hd) =2,cdG=00oe cl H=0.

Exemplo 3.1.8 Mais geralmente, se G é qualquer grupo com torção, então pelo corolário

3.1.1, temos cdG= oo. No entanto, G pode ter vários subgrupos II livres de torção de
índice finito, com cd H < oo. Considerando, por exemplo, G= ZEZ2 e H=4Z, temos

cd H=1ecdG=co.

Nos dois exemplos anteriores, o grupo (7 sempre tem torção, e assim, cd 7 = oo.

E se G for livre de torção, pode ocorrer o caso (*)? O próximo teorema, devido a Serre,

o qual enunciaremos sem demonstração, responde essa questão.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Serre [23]) Se G é um grupo livre de torção e Il um
subgrupo de indice finito, então cd H = cd GG.

Demonstração: [6], VIIL3.1

Lema 3.1.2 (“Truque de Eilenberg”) Se P é um módulo projetivo sobre um anel

arbitrário R, então existe um módulo livre F tal que PBF > FT,

Demonstração: Primeiramente, é importante destacar que F' será de posto infinito, em

geral, mesmo que P seja finitamente gerado.

Como P é projetivo, temos pelo lema 1.1.1(1) que existe um módulo Q tal que

PEQ é livre.
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Seja F' a soma direta enumerável:

F=(PEQEF(PoQ)S....

Assim, F é livre, pois é soma direta de módulos livres. Álém disso, Fº pode ser

escrito como a soma direta enumerável de cópias de P e Q, da seguinte forma:

Acrescentando­se mais uma cópia de P, não causamos nenhuma alteração.

Deste modo, PÇ F>=F.

Proposição 3.1.4 Para qualquer grupo G, eriste uma resolução livre de Z sobre ZG de

comprimento igual a cd G.

Demonstração: Seja n=cdG. Podemos supor 0 <n < co.

Vamos escolher uma resolução livre parcial:

In—
Í

­Fa =D Fa a ho FS 0

de comprimento (n — 1), e considerar P = Ner On1 (para n = 1, temos F.; = Z).
Pelo lema 3.1.1(iv), temos que P é projetivo. Consequentemente, o lema 3.1.2

nos dá um módulo livre F, tal que P & F é livre.

Agora, se trocarmos F,­1 por Fn­1& F, e colocarmos dn.1|F = O, obtemos uma
resolução livre parcial de comprimento (n — 1), com [er On­1 livre:

In—º0— PEaF= FB paçgrt Ras cco RS Z0.

Portanto, segue o resultado.

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



3.2 Resoluções de Tipo Finito

Nesta seção, vamos estudar um tipo diferente de condição de finitude, exigindo

que P seja uma resolução projetiva com cada FP; finitamente gerado. Consideramos aqui

alguns fatos gerais a respeito de tais resoluções sobre um anel arbitrário R.

Lema 3.2.1 (Lema de Schanuel) Sejam

O KDPOMS0 e 03 K PDMSO
sequências exatas, com P e P' projetivos. Então, PGNK “=P EK.

Demonstração: Seja Q o submódulo de P x P', consistindo dos pares (p,p ) tais que
n(p)=n(p).

Termos que o diagrama abaixo é comutativo, com linhas e colunas exatas:

0

+
NR
Li

”

+
0

onde x'(k') = (0,i(E)), =(k) = (i(k),0), píD,p) =p e paíp,p) =p.
De fato: Usando a hipótese, basta provar que as seqtiências:

1

03 KDQSPS0 (D 03 KEQPXS0 (II)

são exatas.

Provemos que (1) é exata.

Temos que a aplicação:
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é injetora. Deste modo,

T(k) = (1(k),0)= (0,0) Silk) = 082 k=O0.

Logo, r é injetora.

Ágora,

Imx=Imixí10) Se NermXx 10).

Ker py = ((p,p) E Q; p =0)= ((p,0); n(p) =7(0)) = ((9,0); n(p)=0)
(1(9,0); pe Kern)

Kern x fo).

Portanto, Im x = ler p27. Assim, (1) é exata.

Por raciocínio análogo, prova­se que (II) é exata.

Como, por hipótese P é projetivo, temos por definição que existe uma aplicação

Á
P1

K Q P

Pp: P>Qtalquenop=:1d:

Assim, pelo lema 1.1.1(i), a seqilência (*) cinde, ou seja, Q= P& K”.
Da mesma forma, como P' é projetivo, existe vp : P' — Q tal que pow =id:

P'

PV (++)

Portanto, pelo lema 1.1.1(i), a sequência (**) cinde, ou seja, Q= P' & K.
Logo, PB K' = P' EK.
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Proposição 3.2.1 As seguintes condições sobre um R­módulo M são equivalentes:

(i) Existe uma sequência exata Rº — R" — M — O, para m,n inteiros.

(ii) Existe uma sequência exata Py— Po — M —> O, para módulos projetivos finita­
mente gerados Fo, Px.

(it) M é finitamente gerado e, para toda sobrejeção e : P — M, com P finitamente

gerado e projetivo, Ker € é finitumente gerado.

Demonstração:

(1) = (11) Imediato.

(11) > (111) Por hipótese, temos a sequência exata:

PS RAMO

onde Fo e P, são módulos projetivos finitamente gerados.

Consideremos a sobrejeção e : P — M, com P projetivo e finitamente gerado.

Como P, é finitamente gerado, temos que Im x é finitamente gerado.

Seja Po =< ma ..., ar >, assim, M =< p(oe),...,p(ar) >.
Consideremos as sequências exatas:

0 — Kerp—Ph — M— O

0 — Kere — P— M — O.

Aplicando o lema 3.2.1 a estas sequências, obtemos

Pe Kere>x PE KRerp

Como Pv, Pe Ker p= Imx são finitamente gerados, temos que fer e é finita­

mente gerado.

Logo, (it) => (itt).

(111) => (1) Consideremos M =< 5 >, onde S é um conjunto finito de geradores para M,

e Fr o R­módulo livre gerado por S. Assim F7 = Rº.

Seja e : Fr — M a sobrejeção natural. Temos que Ker e é finitamente gerado.
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. r­ "” o . , .Consideremos agora, Kere =< S >, onde S$' é finito e F; o R­módulo livre

gerado por 5. Daí, FP; = R”.
Dessa forma, temos a sequência exata:

Rº—R—M—O.

Logo, (111) = (1).

H

Definição 3.2.1 O R­modulo M é dito initamente presentado se as condições da

proposição 3.2.1 são válidas. Uma sequência exata como em (1), fornece uma presen­

tação finita de M, com n geradores e m relações.

Nota: Note que a implicação (1) => (tit), da proposição 3.2.1 aplicada quando P é livre,

se reduz ao seguinte fato: se M admite alguma presentação finita, então todo conjunto

finito z1,..., Tt, de geradores de M tem a propriedade que, as relações entre eles, isto é,

as k­uplas (r1,...,rk) tais que SD rt; = O, formam um submódulo finitamente gerado de
RF.

Definição 3.2.2 Uma resolução ou resolução parcial (P;) é de tipo finito se cada P; é
finitamente gerado.

Definição 3.2.3 Um módulo M é de tipo FP, (n > O), se existe uma resolução proje­

tiva parcial:

Ph e + HIMO0

de tipo finito.

Podemos concluir que, para a condição FFPº temos: Ph — M — 0, e daí,

M é finitamente gerado como ZG­módulo. À condição FP, é uma presentação finita:

Ph — Ph— M— 0de M,eas condições F'P3a, FP3,..., são sucessivos “reforços”da
definição de presentação finita.

O próximo resultado é uma generalização do lema 3.2.1.
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Lema 3.2.2 Sejam

0 — PA Pa DD 3 MO
U

In0 PAL RD TSC o RO MO
sequências exatas com P; e P; projetivos para i <n — 1. Então

Roenhener€he..­ nRerheherhkoe....
. t

­ . . ­Consequentemente, se P; e P: são finitamente gerados para 1 <n — 1, então P,
, . 1 ”P »é finitamente gerado se, e somente se, P, é finitamente gerado.

Demonstração: Vamos provar por indução.

e Paran = 1, temos o lema 3.2.1.

e Suponhamos o lema válido para sequências exatas com até (n — 1) termos (hipótese de
indução).

e Provemos que o resultado vale para sequências de n termos.
' 'Sejam K' = Ker dn­2: Para > Pag e K=Kerd,a:P > P 3

Consideremos as sequências:

0 K— Pa VB Poa a o MO
; 1 no ;0KN — PQ, P3 eMO.

Pela hipótese de indução, temos
,'

Q Q
JOTA]D— JOA——— —

KEP ,DPi3sD...“ KPPIBP3D...
­­

ou seja, KB Q­ K EQ.
Por outro lado, as sequências:

0 > Ph LR,1 PQ KEPQ——O0

0— P—P EQ KEQ—O
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são exatas.

De fato: Consideremos

0— PAPA BQ­5KEQ—O0

onde as aplicações j e a são dadas por

1: Ph + PAasgQ
Tt Hp J(r) = (In(x), O)

(1,9) nn (On1(4)q).
o. ­ an! roPor hipótese, temos Im 0, = Ker dn­,1 e Imd,= Ker Jd...

Além disso, Ker 0, = O, assim, O, é monomorfismo e portanto, j é monomortfis­

Agora,

Ima=(í(d1(yY),);yE Pa, eqeQ=Imd1xQ Pp: er Ina XQ
= KxQ.

Logo, a é sobrejetora.

Mais ainda,

Imj=1Imôd,x10) E Nerd X 10),

Kera=((1,q4); a(1,q4) = (0,0)) (41,9); dn­1(y) =0 e q=0)

Ker dn, x fO).

Logo, Imj= ler a.
De modo análogo, prova­se que

0—+ PP, $Q—KEQ—O

é exata.
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Como P,­1 DQ e Pa. & Q' são projetivos, o lema 3.2.1 nos dá

PereQ­rFereq

ou seja,

PDP, DP: 3D... POP OP PPisO....

O resultado a seguir é uma generalização da proposição 3.2.1.

Proposição 3.2.2 Para qualquer R­módulo M e qualquer inteiro n > O, as seguintes

condições são equivalentes:

(1) Existe uma resolução parcial F, — ­ — Fh — M — O, com cada F; livre de
posto finito.

(4) M é de tipo FP,.

(iii) M é finitamente gerado e, para toda resolução projetiva parcial

dxPL 25 Pa Ba RI MO,

de tipo finito com k <n, Ker O, é finitamente gerado.

T
1

0
8

0
/0

2
Demonstração:

(1) => (11) Imediato.
(11) => (111) Por hipótese, M é de tipo FPr. Então, existe uma resolução projetiva parcial:

Ua, dn 'PB Re + RS MO

de tipo finito (cada P; é finitamente gerado).
Como P; é finitamente gerado, temos que M é finitamente gerado.
Temos que K' = Ker o. : PS P.. é finitamente gerado, pois K' = Im o,+11

que é finitamente gerado.
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Sejam Pê — ­«­« — Po —> M — O uma resolução projetiva parcial e K = Ker Or.

Temos as sequências exatas

0 Ko PDS Phase0
1 t

Aa 1 dn ó

0KW <= PDPe 0
Pelo lema 3.2.2, temos

KEPr EP, PD... KESORSPÇD...

­! Fá . ”r ” .” *e K é finitamente gerado se, e somente se, KR é finitamente gerado.

Portanto, RN é finitamente gerado.

Logo, (à1) => (11).

(111) > (1) Seja M=< SS >D=< a1,...,07 >
Como, por hipótese, M é finitamente gerado, temos que M é de tipo FP.

Tomemos Fo = F(S"o) (livre gerado por So).

Deste modo, existe a sobrejeção

FM

Assim, ler Oo é finitamente gerado por um conjunto 517.

Tomemos F7 = F(S,) (livre gerado por 517).
Logo, temos a sequência

da fe)FFhM— O.

Procedendo desse modo, sucessivamente até n, obtemos a seguinte resolução par­

FF — > MO,

com cada FF; livre de posto finito.

Logo, (iii) => (5).
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Observação 3.2.1 Segue do isomorfismo dado pelo lema 3.2.2, que P, é projetivo se, e
' PA . . . a .somente se, P., é projetivo. Assim, tal lema nos fornece uma demonstração alternativa

da implicação (1) = (iv), dada no lema 3.1.1.

Proposição 3.2.3 As seguintes condições sobre um módulo M são equivalentes:
(1) M admite uma resolução livre de tipo finito.

(it) M admite uma resolução projetiva de tipo finito.

(ui) M é de tipo FP, para todo inteiro n > O.

Demonstração:

(1) => (11) => (111) Imediato.

(111) => (1) Por hipótese, M é de tipo FPr. Logo, M é finitamente gerado. Vamos

usar a proposição 3.2.2(1ii1) para obter uma resolução livre de M de tipo finito. Sejam

M =< S >, onde 5 é um conjunto finito de geradores de M, e F(5) o grupo livre gerado

por 5.

Assim, considerando ao uma sobrejeção, temos que

F(S) = MO

é resolução parcial de tipo finito.

Agora, como M é de tipo FP, pela proposição 3.2.2(11i), temos que IKer a, é

finitamente gerado por 5.

Portanto,

F(S1) = F(5) 3 M — O

é resolução parcial de tipo finito.

Novamente, como M é de tipo F'P3, FFP3,..., FPn,..., usando a proposição 3.2.2(1ii),

procedemos sucessivamente e obtemos uma resolução livre de M de tipo finito.

Logo, (111) => (1).

PV
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



Definição 3.2.4 Dizemos que M é de tipo FP. se as condições da proposição anterior

são válidas.

Fecharemos essa seção mencionando algumas propriedades úteis que os funtores

TorFP(M,—) e Extr(M,—) satisfazem quando M é de tipo FP., em relação a comutati­
vidade com produtos e limites diretos, respectivamente (para a definição de limite direto,

ver Apêndice).

O funtor homológico TorF(M,—) sempre comuta com limite direto, isto é, se

ÍN;ikier é um sistema direto de R­módulos, onde I é um conjunto dirigido, então
TorFP(M, lim N;)= lim TorF(M, N;). Este resultado segue do lema a seguir.

— iEl — El

Lema 3.2.3 (a) POR — comuta com limites diretos ([24], 5.1.9).

(b) IL.(—) comuta com limites diretos ((24], 4.1.7).

Entretanto, funtores da forma Homp(P,—), em geral, não comutam com limites

diretos. Ássim, não podemos esperar que Ext'h(M, —) comute com limites diretos. Mas,

podemos provar que isso vale se M é de tipo FP.

Lema 3.2.4 Se P é um R­módulo projetivo finitamente gerado, então Homp(P,—) co­
muta com limites diretos.

Demonstração: O isomorfismo de dualidade dado pelo lema 1.1.4(b) mostra que, quan­
do P é projetivo finitamente gerado, o funtor Hompe(P,—) é equivalente ao funtor P*OnR­.

Agora, pelo lema 3.2.3(a), temos que o último comuta com limites diretos. Deste modo,

segue o resultado.

Temos, então a seguinte proposição:

Proposição 3.2.4 Se M é de tipo FP., então Exth(M,—) comuta com limites diretos.
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Demonstração: Como M é de tipo F'P.., temos que existe uma resolução projetiva

P: <P Pa + e s+ hM O

onde cada FP; é finitamente gerado.

Temos, por definição, que ExtR(M,—) = H*(Iomp(P,—)).

Seja N = lim N;. O complexo
—El

0 — Hompl(Po, N) — Homp(P,N)—­­ (1)

nos fornece Exte(M,N). Mas, pelo lema 3.2.4, Homr(P.,N) = lim Homgr(Pr, Ni).—t

Assim, o complexo (1) é equivalente ao complexo

0 — lim Homp(Eo, N;) — lim Homp(P, Ni) — ...
—iEl —iEl

o que nos da lim Extx(M, N;).
Logo, ExtR(M,N) = lim ExtR(M, Ni).—

Quando trabalhamos com o funtor TorFP(M,—), temos propriedades similares
com relação ao produto direto de módulos. Em geral, TorF(M,—) não comuta com
produtos diretos, mas Erxth(M,—) comuta, isto é,

Extr(M, || n) = 1 [| Extx(M, Nº).
tel El

Isto segue do seguinte lema:

Lema 3.2.5 (a) Iongn(P,—) comuta com produtos diretos ([14], 1.8.4).

(8) H*(—) comuta com produtos diretos ([21], 7.7.14).

Lema 3.2.6 Se P é finitamente gerado, então P OR — comuta com produto direto.

Demonstração: O isomorfismo de dualidade dado pelo lema 1.1.4(c), mostra que POn—
é equivalente a Homp(P*,—).
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Pelo lema anterior, este último comuta com produto direto.

­

Podemos, então, mostrar de forma análoga à proposição 3.2.4 o resultado a seguir.

Proposição 3.2.5 Se M é de tipo FP, então Torg(M,—) comuta com produto direto.

Na verdade, estas propriedades de Tor e Ext dadas pelas proposições 3.2.4 e

3.2.5 caracterizam a propriedade F'P.., como mostra o seguinte teorema:

Teorema 3.2.1 Às seguintes condições são equivalentes:

(1) M é de tipo FP..

(ii) Ext(M,—) comuta com limites diretos.

(iii) Tork(M,—) comuta com produtos diretos.

Omitiremos à demonstração, mas as implicações (1) => (11) e (1) > (111) seguem,
respectivamente, das proposições 3.2.4 e 3.2.5.

A implicação (111) => (11) foi provada por Bieri e Eckmann ([4]), e Brown ([5))

provou a implicação (11) => (1).

3.3 Grupos de Tipo FP,

Vamos considerar a teoria da seção 3.2 para o caso R= ZGeM=Z4,

Definição 3.3.1 Dizemos que G é de tipo FP, (0 <n < oo) se Z é de tipo FP, como
um ZG­módulo.

Exemplo 3.3.1 Todo grupo é de tipo FPo, pois ZA — £ — 0, onde e É a aplicação
aumentação, é uma resolução parcial de £ sobre £G de comprimento zero.

Proposição 3.3.1 G é de tipo FP, se, e somente se, G é finitamente gerado.
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Demonstração:

(<) Por hipótese, temos G =< s1,...,8n >

Pelo lema 1.1.5(b), o ideal aumentação / é finitamente gerado, e assim, 1 = F/Q,

com F' = & ZG.
i=1

Através da sequência exata de ZG­módulos:

01ZGZO0

podemos construir uma outra sequência exata de ZG­módulos:

;Pz6 215 ZESZ70
i=l

onde p: FT é a projeção.
n

Sejam PP; = & ZGeP=4ZG. Temos a sequência desejada:
i=1

POR Z—XO.

Como Imiop= Kere, temos que essa sequência é uma resolução parcial finita

de comprimento 1 de Z sobre ZG.

Portanto, G é de tipo FP.

(=>) Por hipótese, G é de tipo FP. Então, Z é finitamente gerado como Z G­módulo.

Além disso, existe a resolução livre parcial de comprimento finito:

Fr — Ff 4— O.

Pela proposição 3.2.1(111) temos que, para toda sobrejeção e : P — Z, Kere é

finitamente gerado. Em particular, se P = ZG e e é à aplicação aumentação, temos que

Ker e = 1 é finitamente gerado como ZG­módulo.

Dessa forma, 1 =< 81,82,..., Sn >.

Mas, pelo lema 1.1.5(a), temos

I=<g­1; geG>.
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Logo, para todo 2, existe g; E G tal que s; = g; — 1 e, portanto

I=<gi­l1;t=1,...,n>

como £G­módulo.

Sejam H =< gi,...,gn > um subgrupo de G e ey : 41l — Z a aplicação

aumentação. Deste modo, ly = Ner en.

Afirmação: (ZG)(In) =.

De fato: Mostremos que (ZG)(In) CI.

Temos, pelo lema 1.1.5(a)

Iy=<gi­L; islL.o.n>

como 4IH­módulo.

Além disso, se E é um conjunto de representantes para as classes laterais gl de

H em G, então G = U gH e, pela proposição 1.1.2, ZG = EP(ZH).
4E€E 9EE

Sejam a € ZG e PB E Irr. Então

a=X a, com a; E(ZH) e B=X"8i(9;­D, com 8; € (ZH).
i=1

Deste modo,

E ZH
=ab = Ss a;B; (gj 1) E!

ij

Portanto, (ZG)(Ig) CI.

Mostremos, agora, que 1 C (ZG)(In).

Seja a E 1, então

r EZG E TH

a=Y a; (gi ­1), x; E ZG.
=

Assim, a € (ZG)(In).

Logo, (ZG)(In) =.
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Consideremos a sequência exata curta:

0 — ly — ZH Z— O.

Temos que ZG é ZH­livre, e como todo módulo livre é plano (pelo lema 1.1.3),

temos a seqilência exata:

Através dos isomorfismos:

corol.1.6.1
[edZGOmZH>ZG ZGOozn Z=IndéZ = Z(G/H)

obtemos a sequência exata

0 — ZG Szu Ig — ZG — Z(G/H) — O.

Além disso,

p.1.6.3
[aeI=(ZG)(In) = D(sZD)n= Pon E Indélh=2GSOzn ln.

2sEE g€E

Deste modo, temos a sequência exata:

0 — 1 — ZG — Z(G/H) —0

Mais ainda,

Z(G/H) = ZG/I> Z.

Logo, G/H = (1), ou seja, G= H.

Portanto, G é finitamente gerado.

A condição F'P3 é menos conhecida, mas temos o seguinte resultado:

Proposição 3.3.2 Se G é finitamente presentado, então G é de tipo FP».
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Demonstração: Para ( finitamente presentado, é possível construir um CW­complexo

finito Y de dimensão 2, com m(Y) = G ([6], pag.44).

Pela proposição 1.4.2, temos que o complexo de cadeia celular aumentado do re­

cobrimento universal Y de Y é uma resolução livre parcial de Z sobre Z7 de comprimento
2 e de tipo finito. Logo, G é de tipo FP.

Observação 3.3.1 Não é conhecido se a recíproca da proposição anterior é verdadeira.

À próxima proposição relaciona a condição FP, de um grupo G com a de um

subgrupo 1/ de indice finito.

Proposição 3.3.3 Seja IH um subgrupo de G de índice finito. Então, G é de tipo FP,

(0 <n < co) se, e somente se, H é de tipo FP,

Demonstração:

(=) Como (7 é de tipo F P,, temos que

P: Po Pa o 3 2 EO

é uma resolução projetiva parcial de Z sobre ZG, onde cada FP; é finitamente gerado como
ZG­módulo.

Tal resolução parcial também pode ser considerada uma resolução projetiva par­

cial de Z sobre ZH.

Como (G:H) < co, esta resolução é também de tipo finito sobre ZH.

De fato: Como H atua livremente em (7, pela proposição 1.1.2, temos que ZG= & ZH,
onde E é um conjunto de representantes para as classes g H, é uma soma finita, pois G/H
é finito.

Como cada P; é projetivo finitamente gerado como £G­módulo, temos que exis­
r

tem um ZG­módulo Q; e um módulo livre finitamente gerado F = & ZG, tais que
i=l

RoQi=(Pze.
i=l
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Mas,

;9zc=BEZH.
1=1 E

Logo,

PrEeQ=PpzT
E1i=1

Portanto, P; é projetivo finitamente gerado como ZII­módulo e, consequente­

mente, H é de tipo FP,.

(<<) Como HH é de tipo FP,, então Z é FP, como £Il­módulo.
Pela proposição 3.2.2(11i), temos que Z é finitamente gerado como Z H­módulo,

logo, Z é finitamente gerado também como ZG­módulo.

Seja

Pi: Po Mha Bco ZOO

uma resolução projetiva parcial de Z sobre ZG de tipo finito.

Vendo P como uma resolução parcial de tipo finito de Z sobre ZH, podemos

aplicar a proposição 3.2.2(ii1) novamente, e concluir que Irer 0,­, é finitamente gerado
como Z H­módulo.

Logo, Ker dn­1 é finitamente gerado como Z G­módulo, pois ZH C ZG.
Assim, temos que Z e Ker Ô,.,1 são finitamente gerados como ZG­módulos.

Aplicando a proposição 3.2.2(1ii) novamente, temos que G é de tipo FP».

Nota: Tomando­se n = 1 na proposição anterior, temos que G é finitamente gerado se,

e somente se, H é finitamente gerado.

Vamos agora reenunciar o teorema 3.2.1 para o caso M = Z e R= ZG.

Teorema 3.3.1 Às seguintes condições são equivalentes:

1) Gé de tipo FP.
(ii) H*(G,—) comuta com limites diretos.
(iii) H.(G,—) comuta com produtos diretos.
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O resultado a seguir é consequência da implicação (1) => (11) do teorema

anterior (veja também a proposição 3.2.4).

Proposição 3.3.4 Sejam G um grupo de tipo FP. e n um inteiro tal que

H"(G,ZG)=0. Então, IP(G,F) =O0 para todo ZG­módulo livre F.

Demonstração: Como F é um ZG­módulo livre, temos:

F=(EDZG.
iEl

Para o caso em que o conjunto / é finito, temos que a soma direta e o produto

direto coincidem, assim

&;Pzc=T[26
iel El

Agora, H”(G, F) = 1Iº(G, || ZO).
ie!

Como H"(G,—) comuta com produtos diretos (lema 3.2.5(b)), temos:

1(G,[| z6) = [| 1º(6,26) Oo.
iel iel

Para o caso em que 1 é infinito, consideremos (e;)ser uma base de F', assim

F= EP(ZG): (ZG); =< e; >, para cada1 E [.
iel

Consideremos M = (J CI; J é finito) e, seja

Fr=ED(ZG); com (ZG)j=<e;>, jEJ.
jeJ

Deste modo, Fy é livre de posto finito.

Pelo exernplo 4.3.2 (ver Apêndice), temos lim F; = F.
—

Portanto,

H”(G, F) = H"(G, lim F/) "Em Hº(G, EF) =O.
— —
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3.4 Grupos de Tipo FPe FL

Nesta seção, combinaremos as duas condições de finitude vistas até agora neste

capítulo (dimensão cohomológica e FP,).

Definição 3.4.1 Uma resolução projetiva é finita se é de tipo finito e de comprimento

finito.

Definição 3.4.2 Um grupo G é de tipo FP se Z admite uma resolução projetiva finita

de £ sobre ZG.

Proposição 3.4.1 G& é de tipo FP se, e somente se,

(i)dG<0owo e (1)Gédetipo FP.

Demonstração:

(=) Imediata.

(=) SecdG<cooeGédetipo FP.., podemos construir uma resolução finita da forma

a seguir.

Tomemos uma resolução parcial:

dnPr,IePh FO

de tipo finito, onde n = cd (7 e, consideremos P, = Ker dns.

Pelo lema 3.1.1(iv), Pr é projetivo e, pela proposição 3.2.2(ii1), temos que P, é

finitamente gerado. Deste modo, temos a resolução projetiva finita:

0 — Ps AO.

Assim, G é de tipo FP.

Observação 3.4.1 E importante notar que, na demonstração anterior, seria suficiente

assumir G de tipo FP, no lugar de FP.., onde n=cdG.
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Além disso, a resolução parcial (Pi)ikn­1 poderia ter sido tomada livre (pela pro­
posição 3.2.2). Portanto, se G é de tipo FP, existe uma resolução projetiva finita:

0 — PF me + 42 ZOO (3.1)

com cada FF livre (veja também [6], pag.203). No entanto, não há razão para esperar que
P seja livre.

Exemplo 3.4.1 Seja G um grupo finitamente presentado, com cdG =2. Então, G é de
tipo FP.

De fato: Pela proposição 3.3.2, temos que (7 é de tipo FP3. Assim, pela proposição e

observação anteriores, G é de tipo FP.

Definição 3.4.3 Dizemos que G é de tipo FL se Z£ admite uma resolução livre finita
sobre ZG.

Observação 3.4.2 É claro que, se (7 é de tipo FL, então G é de tipo FP.

Interpretação Topológica para Grupos de Tipo FPe FL

Veremos agora alguns resultados que relacionam grupos de tipo FL e FP, com

a teoria de CHW­complexos. Com exceção da proposição 3.4.2, os resultados não serão

demonstrados, pois as demonstrações requerem ferramentas específicas de Teoria de Ho­

motopia, que fogem aos objetivos deste trabalho.

Proposição 3.4.2 Se existe um complexo K(G,1) finito, então G é de tipo FL.

Demonstração: Seja Y um K(G,1) (complexo finito). Pela proposição 1.4.2, o comple­
xo de cadeia celular aumentado do recobrimento universal Y de Y é uma resolução livre
de Z sobre ZG. Assim, G é de tipo FL.
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Em vista da proposição anterior, temos os seguintes exemplos de grupos de tipo

FL:

Exemplo 3.4.2 Grupos livres de posto finito: G = F(S), S : finito (grupo livre gerado

por um conjunto S).

Exemplo 3.4.3 Grupos de superfície: Y = soma conexa de g toros ou g planos projeti­

vos, (Y £ 5º, Y £ Pº).

Exemplo 3.4.4 Grupos abelianos livres de posto finito: Y = S' x...x S' (toro n­
dimensional),

Observação 3.4.3 Pode­se mostrar também um grupos livres de torção, finitamente

gerados e nilpotentes são de tipo FL (16), VIIL9).

À propriedade FP também admite uma interpretação topológica e, para isso,

precisamos da definição a seguir.

Definição 3.4.4 Um espaço topológico Y é finitamente dominado se existe um CW"

complexo finito KR, tal que Y é um retrato de K, isto é, existem aplicações contínuas

ildY> KR er:K>Y,comroi=idyr.

Proposição 3.4.3 Se existe um N(G,1) finitamente dominado, então G é de tipo FP.

Demonstração: [6], VIIL.6.4

As recíprocas das proposições 3.4.2 e 3.4.3 são verdadeiras e foram demonstradas

por Eilenberg­Ganea ([12]) e Wall ([29] e [30]).

Teorema 3.4.1 Seja G um grupo finitamente presentado. Se G é de tipo FL (respec.

FP), então existe um complexo NK(G,1) finito (respec. finitimente dominado).
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Demonstração: [6], VIIL.7.1

Observação 3.4.4 Às proposições 3.4.2 e 3.4.3, e suas recíprocas, são casos especiais do

seguinte resultado devido a Wall ([29] e [30]): Seja Y um CW­complexo conexo, cujo grupo

fundamental nm, é finitamente presentado, e seja C o complexo de cadeia do recobrimento

universal de Y, considerado como um complexo de nm ­módulos. Então

(a) Y é homotopicamente equivalente a um CW­complerxo finito se, e somente se, C é

homotopicamente equivalente a um complexo de cadeia livre finito.

(8) Y é finitumente dominado se, e somente se, C é homotopicamente equivalente a um

complero de cadeia projetivo finito.

Tendo explicado cuidadosamente a diferença entre as condições FP e FL, a

pergunta que surge é se existem grupos de tipo FP que não são de tipo FL. Na verdade,

não se conhece exemplos de tais grupos.

Do ponto de vista topológico, temos a seguinte situação: embora existam muitos

exemplos de espaços finitamente dominados que não têm o mesmo tipo de homotopia de

um complexo finito, nenhum desses exemplos conhecidos são K(G,1)'s.

À fim de apreciar o problema, vamos ver qual é a obstrução para que um grupo

de tipo FP seja de tipo FL.

Suponhamos G de tipo FP. Vamos escolher uma resolução projetiva finita como

em (3.1) que é livre, exceto na dimensão topo. O módulo projetivo P que ocorre em

tal dimensão poderia ter a propriedade que P & F fosse livre para algum módulo livre

F de posto finito. Neste caso, P é dito estavelmente livre e, podemos modificar (3.1)

exatamente como na demonstração da proposição 3.1.4 para obter uma resolução livre

finita. Reciprocamente, se existe uma resolução livre finita, então podemos compará­la a

(3.1) via o lema 3.2.2 para deduzir que P é estavelmente livre (note que as duas resoluções

poderiam não ter o mesmo comprimento, mas o lema 3.2.2 é ainda aplicável, pois podemos

completar as resoluções curtas com zero).

Devido a esses resultados, temos a proposição a seguir.
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Proposição 3.4.4 Sejam G um grupo de tipo FP e

0 — P — Fa 2 + RL

uma resolução projetiva finita de £ sobre ZG com cada F; livre. Então, G é de tipo FL

se, e somente se, P é estavelmente livre.

Assim, a questão sobre a existência de grupos de tipo FP que não são de tipo

FL nos leva a questão fundamental: Existem módulos projetivos finitamente gerados que

não são estavelmente livres? Sobre um anel geral, a resposta é sim, e existem exemplos
conhecidos sobre anéis grupos ZG, com G finito. Entretanto, não existem exemplos

conhecidos com (& livre de torção; e um grupo de tipo FP é necessariamente livre de

torção.

No entanto, existem resultados cujas demonstrações requerem a propriedade FP,

e não somente a FL do grupo. O resultado a seguir vale para grupos de tipo FP, e sua

recíproca para grupos de tipo FL não é conhecida.

Proposição 3.4.5 Sejam G um grupo livre de torção e H um subgrupo de índice finito.
Então, G é de tipo FP se, e somente se, H é de tipo FP.

Demonstração:

(=>) Seguem, respectivamente, das proposições 3.4.1, 3.1.3(a) e 3.3.3, e 3.4.1 as impli­
cações:

G é detipoFP => cedG=n<co e GédetipoFPy (FP, Vn)
=> cdH=cdG e H é detipoFP, Vn
= HH édetipo FP.

(<=) Seguem, respectivamente, da proposição 3.4.1, do teorema 3.1.1 (Serre), proposição
3.3.3 e da proposição 3.4.1, as implicações:
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H é detipoFP = cdH=n<coe H édetipoFP. (FPr, Vn)
=> cdG=n e G é detipoFP, Vn

=> GéêdetipoFP.

Nota: Em particular, se (7 é um grupo livre de torção que contém um subgrupo de índice

finito que é de tipo F'L, então sabemos da proposição anterior que (7 é de tipo FP, apesar

de não sabermos se G é de tipo FL.

Fechamos esta seção discutindo alguns aspectos especiais da cohomologia topo­

dimensional de um grupo de tipo F'P, dada pela proposição a seguir.

Proposição 3.4.6 Se G é de tipo FP, então cd G=maxfn: H"(G,ZG) £0).

Demonstração: Se (7 é de tipo FP, então pela proposição 3.4.1, cd G < oo.

Pela proposição 3.1.2, temos

cd G = maxfk: H"(G,F) £ O, para algum ZG­méódulo livre E).

Consideremos

A=ífn: Iº(G,ZG) £0)

B=(k: H'(G,F) £ 0, para algum ZG­módulo livre F).

Temos A C€ B. Então, r =mar A<mart B=s.

Suponhamos r < s. Deste modo, existe algum módulo livre F, com H*(G, F) £ O

e Hº(G, 4G) = 0, o que é um absurdo, pela proposição 3.3.4. Portanto, r = s.

Logo, cdG = mazfn: H"(G,ZG) £ 0).
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Temos, para efeito da definição de cohomologia, que ZG é considerado como um

ZG­módulo (à esquerda). Mas, ZG também admite uma ação (à direita), dada por

ZGXG > ZOG

(a,9) nm ag

Esta ação induz uma ação (à direita) em H'º(F;,, ZG). Em nível de cocadeias,
temos

Hom(F., ZG)xG — INom(F.,ZG)
(fg) P fg

com (f + g)(x) = f(r)­ 9.

Se f é um cociclo representando a classe [/] em H'(G, ZG), então temos que f­g
também é um cociclo, e definimos a ação [/] ­ g := [/ + g], para todo g E G.

Assim, H'(G, ZG) é um G­módulo (à direita).
Sejam P uma resolução projetiva de Z sobre ZG, e u € Home(P, ZG).

Consideremos m E M. Temos a aplicação

Home(P, £G) Ooze M — Home(P,M)
uom m ff; f(x)=ult)Mm.

Em cohomologia, temos v([u] Em) := [/].

Vamos provar agora o “teorema dos coeficientes universais” para a cohomologia

topo­dimensional de um grupo de tipo FP.

Proposição 3.4.7 Se G é de tipo FP e n=cdG, então

e: H(G,ZC) Oze M 3 I(G;M)

é um isomorfismo para todo G­modulo M.
7

Demonstração: Sejam P uma resolução projetiva de Z sobre ZG de comprimento np:

PP: O32 Ph Ph 2 em 240

e P" o complexo dual Homze(P, ZG) de G­módulos (à direita):

Fo F7

Pr: 0— Homze(Z,ZG) —TNomza(Po, ZG)— «. ESTomza(Pa, ZOO
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Temos

H*(G,ZG) = II(Homze(P,4G)) = H*(P").

Em particular

IKer ó” P*
Im 7º ­” Im 69ºH"(G,ZG) =

e, temos a sequência exata:

“pr, ESPOSO HNG6,ZO) SO

para o módulo de cohomologia topo­dimensional.

Tensorizando tal sequência por M e aplicando o isomorfismo de dualidade dado

pelo lema 1.1.4(b), obtemos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:

Pi, Ozg M — PrezxM — H”(G, ZG) Szg M —> O
Sd e e

IHomze(Pa­1,M) — Homze(P.,M) — Homze(G, M) — O

Pelo “lema dos cinco” ([14], pag.38), temos que & é isomorfismo.

Nota: O isomorfismo dado na proposição anterior pode ser descrito da seguinte maneira:

Consideremos D o G­módulo H"(G, ZG), assim

prop.2.1.3H”(G, ZG) ze M = Dez ME (Dez M)c = H(G,Dez M)

onde a G­ação é diagonal.

Note que, se D é um módulo (à direita) e M um módulo (à esquerda), a ação

diagonal é definida por:

9 (dem)=dg'E&Egm, geGdeDemeM.

Conseqiientemente, o isomorfismo + da proposição anterior pode ser dado por

H"(G, M) = H(G,D oz M). (3.2)

119

PV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



3.5 Grupos de Dualidade

Para qualquer grupo G de tipo FP, já vimos em (3.2) que existe um isomorfismo

I1P(G,M)= U(G,Do M)

para qualquer G­módulo M, onde n = cd G, Dé o G­módulo (à direita) H"(G,ZG), e
DSM=Doz M com a G­ação diagonal.

Nesta seção, vamos estudar os grupos G, para os quais o isomorfismo anterior se
estende aos isomorfismos

H'(G,M) = H.2(G,DOM), Vi.

O estudo desses grupos foi iniciado por Johnson e Wall ([15]), e Bieri e Eckmann

([3]).) Vamos demonstrar um teorema que caracteriza tais grupos.

Teorema 3.5.1 Às seguintes condições são equivalentes para um grupo G de tipo FP:

(1) Existem um inteiro n e um G­módulo D tais que

H'(G,M) = I.(G,DES M)

para todo G­módulo M e todo inteiro 1.

(ii) Existe um inteiro n tal que H'(G, ZGÇA) = O, para todo i £n e todo grupo abeliano
A.

(ii) Existe um inteiro nº tal que H(G, ZG) = O, para todo i £n e H"(G, ZG) é livre de

torção (como grupo abeliano).

(iv) Existem isomorfismos naturais

onde n=cdG eD=H"(G,ZG).

Demonstração: (i) => (ii) Por hipótese, H'(G, M) = HI. :i(G, DEM).
Consideremos o módulo induzido M = ZGSÇ A=Ind A, onde À é um grupo

abeliano. ­
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Luvau,

Hd (GL 9 AVE Han DG(LGOAO A).

lemos que

Da indnA=Indf(DEA)

isto €,

DotgEoA)JYW ZGO(DOA)

ou seja, ) mM M também é modulo induzido.

De fato: lemos o isomorfisnmio

v: DS(ZGOA) — ZGO(DEA)
do(a&da) =» ao(daSGa)

com inversa 47 : ZGS(DSA) — DoO(ZGEOA), definida nos geradores por

v (ga(daa))=dg' QgOa, e estendida por linearidade.
Agora, a G­ação em DO (ZGQS A) é dada por g: (d(aGa)) = dg 'Og­aQa,

eem ZGO(DEgA) é dada por g: (aS(doa))=g9­aS(dOa).
Assim,

ví(g: (1O(aQ&a)) = v(dg' Og:ada)=9­aQGdg'gxaga=9g:aGdaQa.
9 (v(doa(aSa))) 9: (agda&ga)=g­aOdaGa.

Logo, v é aplicação de G­módulos.

Deste modo, para L = DG A, temos

H.i(G,ZGOL)=H]i(G,InddL) CO H(O)LD=0, para izn (+)
Por (1), temos

H'(G,ZGSOIA) = H.(G,DO(ZGEA)) = HQ(G ZGSO(DEOA))

HH,(G,ZGSL)

0.

Portanto, H'(G, ZGSÇ A) =0, para i Én.
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Logo, (1) = (ti).

(ii) => (iii) Por hipótese, I1(G, ZGQ A) = 0, para i £ n, onde À é um grupo abeliano.
Tomando À = Z, temos

I1(G,ZGSZ)=H(G,ZG)=0, in.

Consideremos, agora, À = Z,x, k > 0. Assim, H'(G, ZGEOZ.)=0,itn.
Temos a sequência exata curta:

0 — ZG % Zoo >< ZCoZ —s 0

onde as aplicações k e j são dadas por

E: ZG > ZG
a nm ka

a=3X"ng À» Vígom)=a0l

Aplicando a seqiiência exata de cohomologia, temos

o É (6,26 ES Z) — H(G,ZG) ES I1(G,ZO).

Assim, k, é injetora para todo ke k.r = kr.

Deste modo, se x € H"(G, ZG), com kr = 0, temos x = 0, para todo rx.
Portanto, H"(G, ZG) é um grupo abeliano livre de torção.

Logo, (t1) => (111).

(ti) => (tv) Seja D = H”"(G, ZG). Como H'(G, ZG) = 0, para i > n e H"(G,ZG) £0
temos, pela proposição 3.4.6, cd G=n.

Como, por hipótese, (7 é de tipo FP, temos que

P: 0 Ph > Pa —y eos RR ];$]2 Z=O0
+
0

é resolução projetiva de comprimento n.
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Aplicando Homze(—, ZG) a esta sequência, obtemos

..— Homze(Z,ZG) — Homze(Po,ZG) É — — Homze(Pa,ZG)
Tem"
0

Como

O para idmn
D para 1=nI1(G,ZG) = W'(Ilomze(P, ZG)) = |

obtemos a resolução projetiva

0 — (P9)* e — (PII (PP) D—O0 (*)

de Z sobre ZG, onde (P!)* = Homze(P.,ZG).
Mais precisamente, através da suspensão 9" P*, onde (Y"P)* = (PI), a

resolução (*) pode ser escrita da seguinte forma:

0 — (EPP) 2­2 (EPP) 2 (EPP (EPL D—O0 (*x*)

Agora, se P é projetivo finitamente gerado, então P* também é projetivo finita­

mente gerado.

De fato: Como P é projetivo, temos F = P & Q, onde F é livre.

Deste modo,

Homze(F, 4G) = Homnze(P, ZG) Ep Homze(Q, ZG).
n

Além disso, como por hipótese, P é finitamente gerado, temos F' = & ZG.
i=l

Portanto,

Homzc(EP ZG, ZG) = ED Homza(ZG, ZG) = ED ZG (livre).
1i=l 1=1 i=l

Logo, P* é projetivo finitamente gerado.

Daí, pelo lema 1.1.4(b), temos o seguinte isomorfismo de dualidade:

123

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



Tensorizando (**) por M, obtemos o complexo de cadeias

XSOPtQOZM: 0 — (EPP): OG M — (E"P) QSrg M — DezgM — o

com (E" P)n­; Ozeg M = Homze(P;, M).

Ássim,

H'(G, M) É Hi(Homze(P, M)) = H.:(E"P" Oza M) “E” Torf (D,M)

para qualquer G­módulo M.

Como D é livre de torção, pela proposição 2.6.2, temos

Torf
noi (D, M) = H.—:(G,DEe M).

Portanto,

H'(G,M) = I..(G, DS M)

para qualquer G­módulo M.

Logo, (itt) = (tv).

(iv) => (1) Imediato.

E,

Se G satisfaz as condições do teorema 3.5.1, então G é dito um

grupo de dualidade de dimensão n (sobre Z) ou D"­grupo (sobre Z£), e o G­módulo
D = H"(G,ZG) é chamado módulo dualizante de (.

Se D é cíclico infinito (como um grupo abeliano), então (7 é dito um grupo de

dualidade de Poincaré de dimensão n (sobre Z) ou PD"­grupo (sobre Z), e neste
caso, (7 é orientável se atua trivialmente em D, e não orientável, caso contrário.

É importante notar que, se (7 é um grupo de dualidade de Poincaré, então a
afirmação (iv) do teorema 3.5.1 toma a forma familiar

H'(G,M) = 1,2.(G,M),

da dualidade de Poincaré para variedades orientáveis fechadas.
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Observação 3.5.1 Bieri e Eckmann definiram, originalmente, um grupo de dualidade

como sendo um grupo G, não necessariamente de tipo FP, tal que existam isomorfismos

dados pelo produto cap ([6],V.3):

Nz : (GM) S H, (GDS M)

para todo à e todo M, onde n é um inteiro fivo, D um G­moódulo fixo, ez um elemento

fizo de H](G,D). Como estes isomorfismos são naturais, segue do item (iv) do teorema
que, um grupo de dualidade, do modo em que estamos considerando, é também um grupo

de dualidade no sentido em que foram definidos por esses autores. :Reciprocamente, se G
é um grupo de dualidade, no sentido dos mesmos, então o produto cap implica que existem

isomorfismos naturais

I(G,—) = 1,(GDS).

Como DO — e I.(G,—) comutam com limites diretos (lema 3.2.3), segue que

1º(G, —) comuta com limites diretos. Segue também que cdG <n < co. Assim, pelo
teorema 3.2.1, temos que G é de tipo FP, e portanto, G é um grupo de dualidade, no

sentido em que estamos considerando.

É importante notar também, que o inteiro n que ocorre na definição dada por
Bieri­Eckmann é necessariamente igual a cdG (tal fato pode ser observado na

demonstração do teorema 3.5.1), e o módulo D é necessariamente isomorfo a H"(G, ZG).

De fato, o isomorfismo de dualidade dado comi =n e M = ZG nos dá:

prop.2.1.3
oaH*(G,ZG) = HG, DE ZG) "E "(De ZOT"EUP Dex ZG=D

e isto é compatível com a G­ação, pela naturalidade dos isomorfismos de dualidade.

Veremos agora uma propriedade bastante útil de grupos de dualidade.

Proposição 3.5.1 Sejam G um grupo livre de torção e IT um subgrupo de índice finito.

Então, G é um grupo de dualidade se, e somente se, H é um grupo de dualidade. Mais

ainda, se G e H são grupos de dualidade, então eles têm o mesmo módulo dualizante.
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(Mais precisamente, se D é o módulo dualizante para G, então o módulo dualizante para

H é isomorfo ao módulo Res%&D, obtido pela restrição da ação de G para HH).

Demonstração: Pela proposição 3.4.5, temos que G é de tipo FP se, e somente se, H

é de tipo FP. Além disso, como (G : H) < co, temos

Shapiro prop.1.6.5
CáH(H,ZH) 2 H(G,CoindgZI) "EO IG IMmdGZO) = H(G ZCOZH ZH)

= H(G,ZO).

Deste modo,

H(H,ZH) H(GZG) (4)

Suponhamos que (7 seja um grupo de dualidade. Assim, pelo teorema 3.5.1(iii),

temos que H"(G, ZG) é livre de torção (como grupo abeliano) e H'(G, ZG) = O, para

Assim, por (*), H"(H,ZH) é livre de torção (como grupo abeliano) e
H'(H, ZH) = 0, para i £ n. Novamente por 3.5.1(iii), temos que H é um grupo de
dualidade.

Para provar a segunda parte da proposição, consideremos G e H dois grupos de
dualidade. Deste modo, temos os isomorfismos

H(G,M) = H(G,DOM)

H(H,M) = H(H,D OM)

onde D = H"(G,ZG) e D = H”"(II, £ H) são os módulos dualizantes de G e HH, respec­
tivamente.

Temos que mostrar que H"(G, ZG) = IIP(H,ZIH) é um isomorfismo de !I1­
módulos (à direita).

Já vimos na observação 2.3.1, que os isomorfismos dados pelo Lema de Shapiro:

H(H,M) = IL(G,IndgM)

H(H,M) = H(G,CoindêM)
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são dados, respectivamente, por

(ai): HIM) — H(G,IndgM)

(a, 1)": H(G,CoindgM) — IH(H,M)

onde a : Il > G é a inclusão, e 1: M — IndGM en : CoindgM — M são as aplicações
vistas na observação 1.6.4.

O isomorfismo H"(G, ZG) = H"(H, ZH) é dado pela composição:

H"(G, ZG) 8 Hº(H,ZG) 5 Hº(H,ZH)

onde res é induzida por a e a aplicação v* : H"(H, ZG) — H"(H, ZH) é induzida por

ZCÉÊZCOM ZH = IndEZHO É CoindéZH = Homp(ZG, ZH) S ZH.

As aplicações é e x são tais que

d: ZG —y— ZGeozrLlH
7 m dy)=1761

x: Homp(ZG,ZH) — LI
JS m x(D=/()

e a aplicação +, dada pela proposição 1.6.5, é definida por

e: ZGOozWZU —s— HNHomp(ZG,ZIH)
goh > e(goeh)=9eo(h)

olm)(a) = f em aece.

Consideremos, então a composição:

(xo podó)(7)=xoÉ(791)=x(7:vo(1))=(7Po(1)(1) 7 * (Po(D)(1)

vo(1)(1)

Í 7 seyE€EHO ce
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Seja q = yo od. Assim, q: 4ZG — ZH é tal que, para 7 € G,

o se TEHP(7) O cc.

e é estendida por linearidade.

Considere a Il­ação (à direita) em ZG e ZII. Temos, para y EG e h E H, que

v(7­h) = v(7)­h. Assim, v é compatível com a H­ação (à direita), e temos

(Il: h)=y/4"([f)):h, VhEeH e VIfjJe H"(H,ZH).

Temos também que res = a" é definida, em nível de cocadeia, por

ot: Home(F,ZG) — Homun(F,ZG)
f m at(f)=/f (vista como aplicação de H­módulos)

onde F' é uma resolução projetiva de Z sobre ZG (portanto, de £Z sobre ZH), e clara­

mente, res([f] ­ h) = (res[f]))­h, VhE H.

Logo, vV* o res : H"(G, Z4G) — IIP(II, £ II) é um isomorfismo de H­módulos.

o

A seguir, dois exemplos de grupos de dualidade.

Exemplo 3.5.1 Se G é cíclico infinito, então G é um PD'­grupo.

De fato: Temos que GG é de tipo FP. Além disso, já vimos no exemplo 2.1.2 que

I(G,M) = MEP ING, M).
HWG,M) = MTE U(G,M).
H”(G,M) 0= H­n(G,M), Vn>2.

Logo, G é um PD'­grupo.

Exemplo 3.5.2 Seja G= F(S) o grupo livre com k geradores, 1 < k < oo. Temos que

G é um D'­grupo, e não é um PD'­grupo se k > 1.
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De fato: Já vimos que G é de tipo FP sobre Z e que cd G = 1 (exemplo 3.1.2).
Vamos mostrar que a condição (11) do teorema 3.5.1 é verdadeira, isto é, que

H'(G, ZGQA) =0, para todo grupo abeliano Aei £1.
De fato:

prop.2.1.4(GG, ZGS A) = HG, Indê, A) p2 (Inde,A)º lema 1.6.5 1)
e H'(G,ZGOA)=0,paraíi>1 (cdG=]1).

Logo, G é um D'­grupo.
Consideremos k > 1. Temos

prop.2.5.2
OoH'(G,Z) =" Hon(Z",4)>= Z".

Por outro lado, como G é um D'­grupo:

H'(G,Z) = Ho(G, DS Z) = HJ(G, D).

Se D = Z, com (G7­ação trivial, temos

ex.2.1.1

Ho(G,D) = H(G,Z) = Z.

Mas, Uo(G, D) = H'(G,Z) = Z*.
Portanto, Z£ = Z*, o que é um absurdo, pois k > 1.
Se D = Z, com (G­ação não trivial, temos que g' n= —n, YVne Z eVgE G.

Deste modo,

B=<g­n—n,nEZegEeG>>27Z.

Dai,

Da = D/B>=Z/2Z>Z,.

Portanto,

Ho(G, D) "EP pa = Zo.

Como IHo(G, D) = Z*, temos Z* = Z,, o que é um absurdo.

129

PV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”, 12 13 14 15 16 17 18



Assim, D É 4.

Logo, GG não é um P1)'­grupo.

À proposição a seguir caracteriza os grupos de dualidade em dimensões baixas.

Proposição 3.5.2 (1) G é um Dº­grupo se, e somente se, G = (1).

(11) Gé um D!­grupo sobre £ se, e somente se, G é finitamente gerado e cdG =.

Demonstração:

(1) (=) Se Gé um Dº­grupo, temos cd G = 0. Portanto, pelo exemplo 3.1.1, temos
G = (1).

(<=) Se G = (1), temos que (7 é de tipo FP, além disso,

H'(G,ZG) = 0, iZ0 (G­ação trivial).

1º(G,ZG) HºÚ1),Z) = Z.

Pelo teorema 3.5.1 (ili), temos que G é um Dº­grupo.

(11) (>) Se Gé um Di­grupo, temos cd G = 1. Como G é de tipo FP, temos que G é de
tipo F'Pi, logo, é finitamente gerado.

Deste modo, cd G = 1 e 7 é finitamente gerado.

É importante notar que, pelo exemplo 3.1.2, (7 é livre de posto finito.

(=) Se GG é finitamente gerado e cd G = 1, temos pelo exemplo 3.1.2 que G é livre de

posto finito. Portanto, pelo exemplo 3.5.2, G é um D'­grupo.

3.6 Interpretação Topológica para Grupos de Duali­
dade de Poincaré

A teoria de grupos de dualidade de Poincaré está relacionada com a teoria de

variedades asféricas, ou seja, variedades X que têm o mesmo tipo de homotopia de um

complexo K(G, 1), onde G = nm(X), que chamaremos de KN(G,1)­variedades.
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Para uma K(G, 1)­variedade n­dimensional fechada (compacta e sem bordo), são

válidos os seguintes resultados:

(1) G é de tipo FL e cdG = n ([6], VIII 8.1).
O sei£nAQ se i=n (8) VU 82)(11) H'(G,ZG) = |

onde N é o módulo de orientação do recobrimento universal X de Y = K(G,1).

Observação 3.6.1 ON) é um grupo cíclico infinito com dois geradores, correspondendo as

duas orientações de À.

A ação de G em X induz uma ação de GG em OQ, com um elemento y E G atuando

como +11, ou seja, para w E SN, temos

vw wW se a ação preserva orientação

vu —w caso contrário.

Além disso, G atua trivialmente em QN & Y é orientável.

Teorema 3.6.1 Se G é um grupo tal que existe uma variedade asférica .X fechada de

dimensão n, com m(X) = G, então G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensão

n.

Demonstração: Seja X uma variedade asférica n­dimensional fechada, isto é, uma

K(G, 1)­variedade fechada. Por (1), G é de tipo FL (logo, é FP) e cdG =n.
O sein
QN sei=nAlém disso, por (ID), H'(G, ZG) = |

onde N = £ como grupo abeliano.

Pelo teorema 3.5.1(1ii), G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensão n

(orientável & Y' for orientável).

H

Exemplo 3.6.1 O toro Tº = S!Xx...x5S' é uma variedade asférica fechada de dimensão

n. Logo, m(T")=G é um PD"­grupo.
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Exemplo 3.6.2 Seja F uma superfície fechada.

Pelo Teorema de Classificação de Superfícies ([18], 1.5.1), temos as seguintes

possibilidades para F:

F=S

F=T?

F=P?*º (plano projetivo)
F=TºH...4Tº (soma conexa de n toros)

F=Pº*H...4P? (soma conexa de n planos projetivos).
Destas, somente 5? e P? não são asféricas.

Portanto,

nn (T?) <a,b; [a,b] =1>

m(TºH... HT”) <a... Anibi,..., bn; Ta, bi] =1>
1=!

m(PºH... HP?) <A. dn Ile=1> (n>2)
i=l

são grupos de dualidade de Poincaré de dimensão 2 sobre Z.

Não é conhecido se todo grupo de dualidade de Poincaré G de dimensão n, n > 2,

sobre Z admite uma variedade asférica fechada X, com m(X) = G.
O caso n = 2 foi provado por Eckmann­Múller e Linell em [9] e [10]. Daí, G é

um grupo de dualidade de dimensão 2 sobre Z se, e somente se, G é um grupo superfície

infinito (isto é, G é o grupo fundamental de uma superfície fechada diferente de S? e P?).
Em [8] Dicks e Dunwood estenderam este resultado para PDº?­grupos livres de

torção sobre qualquer anel comutativo de característica zero.

Se G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensão 3, que é solúvel, então

Thomas provou em [27] que a conjectura é verdadeira. No entanto, o caso geral n > 3
está ainda em aberto.
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Apêndice

4.1 Resoluções e Complexos de Cadeia Homotopica­
mente Equivalentes

Sabemos que um R­módulo M admite várias resoluções projetivas. Vamos ver que

tais resoluções são homotopicamente equivalentes. Os conceitos usados nesta seção, tais

como: aplicações de cadeia, homotopia de cadeia, complexos de cadeia homotopicamente

equivalentes, e outros, podem ser encontrados em [6], 1.0.
Além disso, faremos uma recordação sobre funtores e, veremos as relações entre

os mesmos e as resoluções projetivas.

Lema 4.1.1 Sejam (C,ô) e (C(,Ô) complexos de cadeias, e r um inteiro.
Consideremos (f;: C; > Cidi<r uma família de aplicações tais que O:Sf; = fi;

parai<r. Se C; é projetivo parai>r e H((C') = 0 parai > r, então (fidicr se estende a
uma aplicação de cadeia f: C > C', e fé única a menos de homotopia, isto é, quaisquer
duas extensões são homotópicas por uma homotopia h, tal que hj =O0 parai <r.

Demonstração: [6], 1.7.4

E

Teorema 4.1.1 See: FS Mes: F'— AM são resoluções projetivas de um R­módulo
M, então existe uma aplicação de cadeia f: F — EF", preservando aumentação (isto é,

, Ao . " . P . .of=<e), única a menos de homotopia, e f é uma equivalência de homotopia.
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­” ­ . e , U

Demonstração: Dadas as resoluções projetivas de My,
e: F5> Mee : F —y M,

consideremos os complexos de cadeia aumentados com M na dimensão —1, e com O
, . ” n. 1

(módulo nulo), nas dimensões menores que —1, e a família (f; : F; — F;)i<n1, onde
Sfia=d:M­>Mef=0:0­0para1i<­|l:

ECie RR %» ho y M
tn ; to dia

t

Cie RE 8 RS MO OS

Temos que ô; o f;=fi10; para 1 < —1 (pois 8: = O; = 0 para 1 < —1).
Além disso, F; é projetivo para i > —1 e H;(C') = 0 para i > —1 (pois F'— M

é exata).

Logo, pelo lema 4.1.1, a família de aplicações acima se estende a uma aplicação

de cadeia f : F; — Fi, única à menos de homotopia. Notemos que f preserva aumentação,
pois e ofi=idoe=e.

Resta mostrar que f é uma equivalência de homotopia.

Por raciocínio análogo ao anterior, existe uma aplicação de cadeia f : F — F,
preservando aumentação:

— Rn > hR sx M x 0 —

Who So dia to
— FR —y— RR —m— M —­ 0 —

dy Ny Lia lo
— Rh + RR sy M —­ 0 —

Assim, f o f: F— F estende idy. Mas, ide: F > F também estende idy.

Logo, pela unicidade do lema 4.1.1, temos que f' o f ­» idr.
, . É . a . *Analogamente, f o f «vid, e, portanto, f/ é uma equivalência de homotopia.

Definição 4.1.1 Um funtor covariante T (respec. contravariante) da categoria dos
R­modulos na categoria dos grupos abelianos é uma função que a cada R­módulo M
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associa um grupo abeliano T(M), e a cada homomorfismo de R­módulos f : M — N

associa um homomorfismo de grupos abelianos T(Ff) : TUM) — T(N) (respec. T(f) :

T(N) — T(M)) tal que

e T(idu) = idr(m)

e T(gof)=T(g)oT(S) (respec. T(go f)=T(f)oT(g)).

Se TU +9g) = T(f) +T(g), dizemos que T é aditivo.

Exemplo 4.1.1 Sejam M a categoria dos R­módulos (à direita), G a categoria dos gru­

pos abelianos e F um R­módulo (à esquerda). Temos que Tr: M — G é um funtor
covariante aditivo.

De fato: Definindo Tr : M — G por:

Tr(M):= MER F

Tr(f) = MorF NorF
moer =» Trf)(noxs):=f(m)oxrx

para todo R­módulo (à direita) M e todo homomorfismo de R ­módulos f : M — N,

temos que Tr é um funtor covariante aditivo.

Exemplo 4.1.2 Analogamente, se F é um R­módulo (à direita) e N denota a categoria
dos R­módulos (à esquerda), temos que Se: N — G é um funtor covariante aditivo.

De fato: Definindo Sp : MM — G por:

SF(M) = FPF EeERM

16Om =» Sríf(zom):=z2Of(m)

para todo R­módulo (à esquerda) M e todo homomorfismo de R ­módulos /f : M — N,

temos que Sr é um funtor covariante aditivo.
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Exemplo 4.1.3 Utilizando as mesmas notações do exemplo anterior, temos que se F é

um R­módulo (à esquerda), a aplicação Hp : N > G é um funtor covariante aditivo.

De fato: Definindo Hr : N — G por:

Hrp(M) := Hompe(F, M)

Hr(f):= Horng(F,M) — Hompe(F,N)
­ m» Hr(Dle) = fo,

para todo R­módulo (à esquerda) M e todo homomorfismo de ft ­módulos f : M — N,

temos que Hr é um funtor covariante aditivo.

Da mesma forma, Lr : M — GG, definido por Lr(M) := Hompe(M, F) tal que

Lr(f)(Ép) :=7of é um funtor contravariante aditivo.

Proposição 4.1.1 Sejam (C,9) e (C',O') dois compleros de cadeia (de R­módulos) e T
um funtor aditivo (na categoria correspondente). Se f e gq são duas aplicações de cadeia

de Cem C' e h é uma homotopia de cadeia entre f e g, então T(h) é uma homotopia
de cadeia entre T(f) e T(g), isto é, T preserva homotopia de cadeias.

Demonstração: Temos o seguinte diagrama:

2 dn
C, Cc, Co

AA
C, nt>)

com f —v, q.

Como h é uma homotopia entre f e gq, temos por [6], LO:

hod+doh=f—g.

Dali, como T é aditivo:

T(hoO)+T(8 oh) =T(F)—T(g)
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e Se T é covariante:

T(h) o T(0) + T(9') o T(h) = T(f) — T(g).

Assim, T(h) é uma homotopia de cadeia entre T(f) e T(g).
e Se T é contravariante:

T(9) o T(h) + T(h) o T(0') =T(f) — T(g).

T(go0) | [T7(fo) T(a1) | [TU1) T(g92) | [T(S2)
T(ho) T(h1)

IF T(Co) Ten"T(81) T(C)) Te”T(3)) T(0) ——

Deste modo, T(h) é uma homotopia entre T(f) e T(g).

rdCorolário 4.1.1 See: F+Mecec:F — M são resoluções projetivas de M, e T é
a... 1, as .um funtor aditivo, então os complexos T(F) e T(F') são homotópicos.

Demonstração: Comoe : F3S Me e: F'— M são resoluções projetivas de M
temos, pelo teorema 4.1.1, que existe uma equivalência de homotopia entre F e F', ou
seja, existem aplicações de cadeia f : F> F ef : F— F,com fo f my 1d E
f o fr idr, onde heh são homotopias de cadeia.

jN

Deste modo, pela proposição anterior, T(h) é uma homotopia de cadeia entre

T(If of)e T(idr) = idrçrp) €, T(h') é uma homotopia de cadeia entre T(f o f) e

Logo, T(h) é uma equivalência de homotopia entre T(F) e T(F').

o

Observação 4.1.1 Pelo fato de compleros de cadeia homotópicos possuírem homologias

isomorfas ([6], 1.0), temos que IL,(T(F)) (homologia no nível n do complexo de cadeia
T(F)) depende somente de T e M, a menos de um isomorfismo canônico.
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Definição 4.1.2 Sejam C e D duas categorias. Consideremos os funtores Ty e Tyz7 de C

em D. Uma transformação natural h : Ty — Ta é uma função que associa a cada

objeto C em C um morfismo h(C) : TC) — T(C) em D, de forma que para cada
U e . , .

morfismo q: C++ CC, o seguinte diagrama é comutativo:

T(c) “3 TC)
tn) +10)
nte) & TC)

Além disso, se h(C) : T(C) — To(C) possuir inversa, dizemos que h é um
isomorfismo natural.

4.2 Sistemas de Grupos

Definição 4.2.1 Uma relação a <P em um conjunto M é chamada uma quase ordem

se é reflexiva e transitiva, isto é,

e Refleriva: a<a, VaE M.

e Transitiva: Se a<bP e pB<7y então a<7.

Dizemos, então que M é quase ordenado.

Definição 4.2.2 Um conjunto dirigido M é um conjunto quase ordenado tal que

Va,8 E M, y EM talquea<y e BP<7Ty.

Definição 4.2.3 Um conjunto dirigido M' é um subconjunto de M (M C M) se:
e a EM, então a E M.

ea<BemM, então a<Pem M.

Definição 4.2.4 Um subconjunto M é cofinal em M se

Va E M, IB EM ltalquea<B.

Definição 4.2.5 Se M e N são conjuntos dirigidos, uma aplicação 9: M — N é uma

função preservando ordem de M em N, isto é, se a <b em M, então é(a) < (8) em
N.
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Definição 4.2.6 Um sistema direto de conjuntos (X,7) sobre um conjunto dirigido

M é uma função que associa, para cada a € M, um conjunto Xº e, para cada par a, À

tal que a<BPB em M, uma aplicação:

7: XX?

chamada projeção, satisfazendo:

e Tl =1d, VoaE M.

e Ss a<fp<yemM, então mg o nf =n2.

Nota: M é visto como um conjunto de índices.

Observações 4.2.1 (a) Se cada Xº é um espaço topológico, ou um R­módulo, ou grupo
topológico e, cada projeção é, respectivamente, continua, R­homomorfismo, homomorfis­

mo contínuo, então TX,n) é chamado um sistema direto de, respectivamente, espaços,

R­modulos, ou grupos topológicos.

(bd) Um conjunto dirigido M vem a ser uma categoria se, cada relação a < BP é vista

como uma aplicação a — À.

(ce) Um sistema direto sobre M é simplesmente um funtor covariante de M na categoria

de conjuntos e aplicações, ou na categoria de R­módulos e homomorfismos, entre outras.

Definição 4.2.7 Sejam (X,n) e (X,m ) sistemas diretos sobre M e M', respectivamen­
te. Então, uma aplicação:

PAX TIO (XT)

consiste de uma aplicação q : M — M e, para cada a E M, uma aplicação
dº : Xº — X'%(9) fal que, se a <B em M, então o seguinte diagrama é comutativo:

8

xo TE x
Lea des

"e(a)
xa) TA) (8)
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Observação 4.2.1 Sejam

DIAXT) o (XT)

D' : 1X, nº) — XxX”, n)

duas aplicações entre sistemas diretos.

Sua composição:

Pob: (Nm) (XT)
. . o 11 H

é definida e consiste das composições q oéà e 0º 00, a E M.

Observação 4.2.2 Sistemas diretos de qualquer tipo específico e suas aplicações formam

uma categoria.

e . , a . o ' r .Definição 4.2.8 Se M e M são conjuntos dirigidos, M C M e (X,mn) um sistema

direto sobre M, então os conjuntos e aplicações de (X,n) que correspondem aos elementos
”

1
. .

, oe ”e relações em M formam um sistema direto sobre M , chamado subsistema de (X,n)
sobre M".

Se M' é cofinal em M, o subsistema é chamado cofinal.
As inclusões:

d:M > M

FIXTt AS Xº

formam uma aplicação:

O: (XT) (X,7)

chamada injeção do subsistema no sistema.

Nota: É claro que a aplicação identidade de (X,n) é uma injeção. Além disso, a
composição de duas injeções é uma injeção.

Observação 4.2.3 Se o conjunto de índices M se reduz a um único ponto, então o sis­

tema direto indexado por M se reduz a um único conjunto.
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Reciprocamente, todo conjunto pode ser visto como um sistema direto indexado

por um conjunto M, consistindo de um único elemento.

Em particular, se na definição 4.2.7 tomarmos M reduzido a um único elemento,

observamos que uma aplicação
EXT X

de um sistema direto [X,n) indexado por M no conjunto Xº é uma família de aplicações
Qd: Xº + X', tal que Pont =q".

4.3 Limite Direto

Definição 4.3.1 Seja (G,m) um sistema direto sobre o conjunto dirigido M, onde cada
Gº é um R­módulo, e cada nÊ é homomorfismo.

Denotemos a soma direta dos R­módulos de (G,n) por 7 G.

Se q E Gº, vamos identificar q com sua imagem em XY" (7, sob a aplicação io,
isto é, g =14(9g).

Para cada a <B em M e cada qº em Gº, o elemento:

[º.Tiga

de VG é chamado uma relação.

Seja Q o subgrupo de 9 G gerado por todas as relações:

Q=<7ig cg; a<PegeG>.

O limite direto de (G,n) é o grupo quociente:

limGº* = (GQ.

A aplicação natural nx : 9” G — im Gº define homomorfismos:
—

Toi =TK:limG"*
—

chamados projeções.
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Observação 4.3.1 O fato de M ser um conjunto dirigido não foi usado na definição de

limite direto.

O teorema a seguir fornece uma definição alternativa de imG”, usando o fato
—

de M ser dirigido.

Teorema 4.3.1 Seja (G,m) um sistema direto de R­módulos. Dizemos que gº E Gº é

equivalente a gº E GP se eríiste q > a, À tal que 119º = mo”.
Esta relação divide os elementos 9º E Gº, para todo a, em classes de equivalência

disjuntas.

A soma G, +g, = de duas classes de equivalência é obtida escolhendo um G*º,
;

= — ES '
a a ; = R a ano qual G,,g, têm representantes 97,93 e definindo g como a classe de gf + gs.

O produto rg é definido como sendo a classe de rg”, onde qº está na classe 7.

Então, as classes de equivalência formam um R­módulo isomorfo a im Gº sob
—

a correspondência que associa a cada classe a imagem em lim Gº de seus representantes.
—

Exemplo 4.3.1 Sejam G um grupo e M a coleção de todos os subconjuntos finitos de G.

Para cada a E M, seja G* o subgrupo de G gerado pelos elementos de a:

G=<aata>.

Defina a < PB, significando que G* E GÊ.

Seja nÉ : G* > GP a inclusão.
É facilmente provado que M é dirigido, (G,m) é um sistema direto e

limGº = G,.
—

Assim, qualquer grupo é o limite direto de seus subgrupos em bases finitas (sub­

grupos finitamente gerados).

Exemplo 4.3.2 Seja TH;) uma família de grupos indexados por um conjunto J.

Sejam H a sua soma direta e M a coleção de subconjuntos finitos de J, ordenados

por inclusão.

SeaEM, definumos:

G=XY"H.
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Se a CB, definimos n6 : G* — Gº de modo óbvio: as coordenadas de nÉ(g) são
as mesmas dej paraj E a e zero, para JE Ba.

Deste modo, segue que imGO > H.
—=—

Dai, uma soma direta é um limite direto de somas diretas finitas.
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