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Resumo

Neste trabalho, estudamos propriedades dos zeros de polindmios ortogonais do
tipo Sobolev. Provamos resultados sobre entrelacamento, monotonicidade e assintotica.
Fornecemos, também, condi¢oes necessarias e/ou suficientes para os zeros dos polindémios

{Sn}n>0, gerados pela formula

ou

Sp(x) — by_1S,-1(x) = P,(x),

onde {P,},>0 ¢ uma sequéncia de polinémios ortogonais, serem todos reais.

Palavras-chave: Polinémios ortogonais, Zeros, Combinagoes lineares de polindémios.



Abstract

We study various properties of the zeros of Sobolev type orthogonal polynomials.
Results on interlacing, monotonicity and asymptotic are proved. We also provide general
necessary and/or sufficient conditions in order to the zeros of the polynomials {S),},>0,

generated by the formulae

or

Sp(x) — by_1S,-1(x) = P,(x),

where {P, },>0 is a sequence of orthogonal polynomials, are all real.

Keywords: Orthogonal polynomials, Zeros, Linear combination of polynomials.
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Capitulo 1

Introducao

Seja ¢ uma funcao real, limitada, ndo decrescente, definida no intervalo (a,b),

—o00 < a < b < oo, e com infinitos pontos de aumento em (a, b), tal que os momentos

b
,uZ:/ z"do(z), mn=0,1,...,
a
sao finitos. Entao, dizemos que ¢ é uma distribuigao e d¢ uma medida em (a, b).
Uma sequéncia de polinomios {P?}%, ¢ chamada de sequéncia de polinémios
ortogonais com relagio a medida d¢ no intervalo (a,b), se P? é de grau exatamente n e

b
(BB, = [ Pa@Rt@aen =4V PTT
a ¢ >0, param=n

Esses polinémios satisfazem a muitas propriedades e por essa razao sao aplicados na
solucao de diversos problemas da Matemaética e das Ciéncias Aplicadas. Uma propriedade
importante é que os zeros desses polinémios sao reais, distintos e pertencem ao intervalo
(a,b). Ademais, os zeros de P? e P,?fl se entrelacam, isto €, se 2,1 < Tpo < -+ < Typ €
Tpo11 < Tpo12 < -+ < Tp_1,—1 denotam os zeros de P,‘f e P;f’fl, respectivamente, entao
Tna < Tpn—1,1 < Tn,2 < < Tnn-1 < Tpn—1,n-1 < Tnn-

Os zeros dos polinémios ortogonais sao alvo de estudos de muitos autores. Uma
das motivagoes mais importantes para seu estudo é o fato deles serem os noés das mais
utilizadas formulas de quadratura, as de Gauss. Essas formulas possuem o maior grau de
precisao algébrica, o que implica que elas aproximam, da maneira mais eficiente possivel,
integrais de fungoes suficientemente suaves.

Ha vasta literatura sobre o comportamento dos zeros de polindmios ortogonais

conhecidos, dentre eles, os polindmios ortogonais de Jacobi, Laguerre e Hermite. Es-

ses polinémios, denominados de polinémios ortogonais classicos, sao muito utilizados por
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satisfazerem a intmeras propriedades. Por exemplo, eles sao solugoes de equagoes dife-
renciais de segunda ordem, podem ser obtidos explicitamente pela formula de Rodrigues
e possuem a propriedade que, se derivarmos um polinémio de uma familia de polindmios
ortogonais, o novo polindmio pertencera a essa mesma familia. Para mais detalhes so-
bre polinémios ortogonais e formulas de quadratura de Gauss, o leitor pode consultar os
textos classicos de Chihara [16], Freud [25], Krylov [39], Stroud e Secrest [60] e Szegé [61].
A sequéncia de polindmios {Q,}72,, ortogonais com relagao ao produto interno de
Sobolev
N o b
.0 =Y [ 9@ w)don(a),
k=0~
onde d¢y, sao medidas em (a,b), é conhecida como sequéncia de polindémios ortogonais de
Sobolev.
Quando uma sequéncia de polindmios {PT(LQXE)}’ com \ = Moy A1,y \) e e =

(co,c1,...,¢), € ortogonal com relagdo ao produto interno

0.hpe = [ plalala)dofa) + 3" e (e)a(e) (12)

dizemos que essa sequéncia é uma sequéncia de polindémios ortogonais do tipo Sobolev,
onde \; > 0,7 € Z;, ¢; € R, p9(c;) e ¢?(c;) denotam a derivada de ordem i de p e
¢, respectivamente, avaliadas nos pontos ¢;, para ¢ = 0,1,...,r. Por exemplo, se d¢ é a

medida de Jacobi, ou seja,
do(x) = (1 —)*(1 + ) dz,

esses polindmios sao chamados de polindémios ortogonais do tipo Jacobi-Sobolev. Para
r = 0, essa sequéncia se reduz a sequéncia de polindmios ortogonais do tipo Jacobi. Vale
mencionar que para alguns casos particulares de medida, de r e de ¢;, os polindmios
ortogonais do tipo Sobolev satisfazem uma equacao diferencial. Mais detalhes sobre este
assunto, o leitor pode consultar, por exemplo, [9], [20] e [22].

Tanto os polinémios ortogonais do tipo Sobolev quanto os polinémios ortogonais
de Sobolev, em geral, nao satisfazem as mesmas propriedades dos polindmios ortogonais
associados ao produto interno (1.1). Por exemplo, eles ndo possuem uma relagao de
recorréncia de trés termos e os zeros desses polindmios podem nao ser reais e simples.
Eles podem ser complexos e, se forem reais, ¢ possivel, ainda, que nao pertencam ao

intervalo de ortogonalidade.
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Saber o comportamento dos zeros desses polinomios é alvo de interesse de mui-
tos pesquisadores. Por essa razao, esse tema vem sendo abordado em varios trabalhos,
como, por exemplo, Alfaro, Lopez e Rezola [1|, Andrade, Bracciali, Mello e Pérez [7],
Andrade, Bracciali e Sri Ranga [8], Bruin, Groenevelt e Meijer [14], Groenevelt [31], Hu-
ertas, Marcellan e Rafaeli [34], Marcellan e Ronveaux [45] e Meijer e Bruin [51]. Em geral,
para analisar o comportamento dos zeros desses polinémios, representamos os polinémios
Pf(ﬁﬁf) ou S, como uma combinacao linear de outros polindbmios cujos zeros possuem

comportamentos conhecidos ou, pelo menos, mais faceis de serem analisados.

Considerando a combinacgao linear de polindmios da forma
Sn(z) = Py(x) + ap-1Pp(x), n>1, (1.3)

com Sy(x) =1 e a, € R, onde os zeros de P, e P,_; se entrelagam, podemos dizer, pelo
Teorema de Obrechkoff, que os zeros de S,, sao reais, simples e se entrelagam com os zeros
de P, e P, 1. Note que esse resultado vale quando P, e P,_; sao polindmios ortogonais
da mesma familia. Além disso, utilizando um resultado do artigo de Bracciali, Dimitrov
e Sri Ranga [10], podemos concluir que esses zeros sao fun¢oes monotonas de a,_;. Em
[18], desenvolvemos uma técnica para obter o comportamento assintético dos zeros de S,
quando a,,_1 tende ao infinito.

Nesta tese, o primeiro objetivo é estudar os zeros dos polindémios ortogonais do tipo
Sobolev. O método que utilizamos consiste em representa-los como combinacgoes lineares
de dois polinémios cujos zeros sao distintos e se entrelacam e, entao, aplicar as técnicas
mencionadas no paragrafo anterior.

Um dos casos que consideramos é o dos polindmios ortogonais do tipo Jacobi-
Sobolev, Péa’ﬁ ’M’N’M’N), que sao ortogonais com relagao ao produto interno

I(a+3+2) 1 X
2T (o + DL(6 + 1) /_lf’(”””)q““)(l —o)*(L+ )%z -

+Mp(1)q(1) + Np/(1)q' (1) + Mp(—1)q(—1) + Np/(—1)¢'(-1).

(p,q) =

Esses polinomios vém sendo amplamente estudados. Informacoes sobre seus zeros podem
ser encontrados, por exemplo, nos trabalhos de Alfaro, Marcellan e Rezola [2]|, Alfaro,
Marcellan, Rezola e Ronveaux [3], Arvest, Alvarez-Nodarse, Marcellan e Pan [9] e Duefias
e Garza [19]. Nosso objetivo é estudar a localizagao dos zeros dos polinémios ortogonais

do tipo Jacobi-Sobolev com respeito aos zeros dos polindémios de Jacobi e com relagao ao
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intervalo (—1, 1) e analisar a monotonicidade e o comportamento assintotico desses zeros
como func¢oes dos parametros M, N, M e N.

No trabalho de Dimitrov, Marcellan e Rafaeli [17], um estudo completo dos zeros

foi realizado para os polindmios ortogonais do tipo Laguerre-Sobolev L%Q’M’N), ortogonais
com relacao ao produto interno
o) = [ pladata)ate dn + Mp(0)g(0) + No(0)¢(0) (15)
0

coma>—1eM,N>Q0.

Através da relacao limite entre os polindmios de Jacobi e Laguerre, ou seja, como

L¥9(z) = ﬁlim P@A (1 — 267 1e),
—00

n

nossos resultados generalizam os encontrados em [17].
)

Outro objetivo da nossa pesquisa é o estudo dos polinémios Péd)’)"c’] , ortogonais
com relagao ao produto interno do tipo Sobolev
b . .
(P, Dpres = / p(@)g(x)dd(x) + ApP(c)g(e). (1.6)

7A7 9 j
P o demonstrou que esse

Meijer [50] realizou a primeira pesquisa sobre os zeros de
polindémio possui n zeros reais, distintos e no maximo um deles esta localizado fora do
intervalo (a,b). Meijer demonstrou também que os zeros desses polinémios se entrelagam
com os zeros dos polinémios usuais P?. Em alguns outros trabalhos, como no de Dimitrov,
Marcellan e Rafaeli [17], Duenas e Marcellan [21, 22|, Marcellan, Pérez e Pinar [41] e no
de Meijer [49], também foram estudados os zeros desses polindmios, mas na maioria dos
casos foram considerados medidas especificas, ou 7 = 1 ou o ponto ¢ é um dos pontos
extremos do intervalo de ortogonalidade a ou b. Aqui, analisamos o comportamento dos

zeros de PN

, com d¢ sendo uma medida qualquer, o ponto ¢ sendo algum valor fora
do intervalo (a,b) e j sendo qualquer inteiro positivo.

O terceiro objetivo desta tese é motivado por um problema geral formulado pelo
renomado professor Francisco Marcellan da  Universidad Carlos II1 de Madrid. Ele propds
o estudo dos zeros de uma combinagao linear de polinémios inversa a dada na expressao

(1.3), ou seja, dada uma sequéncia de polinomios ortogonais P?; o que se pode dizer sobre

os zeros dos polinomios S,, dados pela relagao

Sn(l’) + an_lSn_l(m) = P;f)(l'), (17)
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onde a, € R? Esta relacao aparece, por exemplo, quando os polinémios S, sao casos
particulares dos polinémios ortogonais de Sobolev.

A seguir descrevemos os capitulos que compoem esta tese.

No Capitulo 2, apresentamos as defini¢oes, principais propriedades e resultados
sobre os polinomios ortogonais, como, por exemplo, a féormula de recorréncia de trés
termos, algumas propriedades dos zeros, os Teoremas de Favard, de Markoff e de Wendroff
e aproximagoes para medidas através dos determinantes de Turéan. Além disso, elaboramos
um breve resumo sobre as féormulas de quadratura de Gauss.

No Capitulo 3, estabelecemos resultados inéditos sobre os zeros de combinacoes
lineares de polindbmios que sao de suma importancia para a solugao de problemas dos
capitulos seguintes. Ademais, relatamos alguns resultados cléssicos da analise, como o
algoritmo de Euclides e o Teorema de Sturm. Através deles, conseguimos mostrar que,
dados dois polinémios cujos zeros se entrelacam, é possivel construir uma sequéncia de
polinémios ortogonais a qual esses polindmios pertencem, isto ¢, elucidamos a demons-
tragao do Teorema de Wendroff. Além disso, relacionamos a matriz de Hurwitz com a
resultante de dois polindémios e condi¢oes para os zeros de polindémios serem reais. Ainda
nesse capitulo, fornecemos um breve resumo de fatos sobre equacgoes de diferenca e suas
solucoes, que sao essenciais para o desenvolvimento de resultados do tltimo capitulo.

No Capitulo 4, estudamos os polinémios do tipo Jacobi-Sobolev ples ’M’N’M’N),
ortogonais com relagao ao produto interno (1.4). Para estudar os zeros desses polinomios,

P(a767M1N7M7N)

¢ de extrema importancia encontrar uma relacao na qual os polinémios P,

sao representados por uma combinacao linear de polindmios cujos zeros se entrelacam. A

partir dessas relagoes, dividimos o estudo dos zeros nos seguintes casos:

e Para M = N = 0, mostramos que os zeros do polinomio ortogonal do tipo Jacobi-

8,M,N,0,0) ~ C e o
Sobolev PT(La o ) sd0 reais, distintos, se entrelacam com os zeros dos polinémios

P(avﬁ)

ortogonais de Jacobi P, e, além disso, no maximo o ultimo zero esta fora do

intervalo de ortogonalidade (—1,1). Ademais, fornecemos o valor de Ny, que nao

depende de M, tal que o maior zero nao pertence ao intervalo (—1,1).

e Para N = M = N = 0, mostramos que os zeros do polindmio ortogonal do tipo

Jacobi PT(LO"B M0.00) oo entrelacam com os zeros dos polindémios de Jacobi P,E“’ﬁ ) e

P(Oé-&-?,ﬁ)

n—1

a’ﬂ?M707070)

, € todos os zeros de P! pertencem ao intervalo (—1, 1). Mostramos,

também, que os zeros sao fungoes crescentes do parametro M, sendo que o maior zero
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. A s . a+2,
converge para 1 e os demais convergem para os zeros do polinomio de Jacobi P,E_l A)

quando M — oo. Além disso, apresentamos uma expressao para a velocidade de

convergéncia.
- o o oA : : a+17/8+1)
e Para N = N = 0, mostramos que os zeros do polinémio de Jacobi P,”;
o : : ,8,M.,0,M.,0
separam os zeros do polinémio ortogonal do tipo Jacobi, Pr(Laﬁ ), e 0S Zeros

desse ultimo polinémio sao fungoes crescentes de M e decrescente de M. Esses zeros
também convergem para os zeros de um dado polinémio quando M — oo e para os

zeros de um outro polinomio quando M — oco. Quando M e M vao para infinito

@,3,M,0,M,0)

simultaneamente, os zeros de P75 convergem para os zeros dos polinémios

. +2,5+2 :
de Jacobi Pﬁz B ), sendo que o menor e maior zeros convergem para —1 e 1,

respectivamente.

e Finalmente, para M = M = N = 0, mostramos que os zeros do polinémio ortogonal

a7/3707N7070)

do tipo Jacobi-Sobolev P! se entrelacam com os zeros dos polinémios de

Jacobi P,Ea’ﬁ ) e, também, com os zeros de um certo polinémio F;, e, neste caso, os
,8,0,N,0,0 c A
zeros de P\™” ) convergem para os zeros do polinémio F,, quando M — co. A

velocidade de convergéncia também ¢é apresentada.

B,M,N,M,N

Essa minuciosa analise dos zeros de P* ) foi publicada em 2010 na revista Applied

Numerical Mathematics em colaboracao com Fernando R. Rafaeli e Dimitar K. Dimitrov
(veja [18]).

Obtivemos resultados semelhantes no Capitulo 5 para os zeros dos polinémios do

PT(L(b?Avcvj)

tipo Sobolev , ortogonais com relagdo ao produto interno (1.6). Demonstramos

Ae,d)

uma nova propriedade de entrelacamento dos zeros de P9 com os zeros do polinémio

Gn(c,j;x) == P?(z) — =2

onde K,(f_’sl) (z,y) denota o polindmio nucleo generalizado. Mostramos, também, que

quando A tende ao infinito, os zeros de pleed)

convergem monotonicamente para os zeros
de Gy (¢, j; ) com velocidade de convergéncia da ordem de 1/\. Além disso, mostramos
que, para determinados valores do parametro A, um dos zeros do polinomio ortogonal do
tipo Sobolev esta fora do intervalo de ortogonalidade (a,b). Esses resultados generalizam

os encontrados na literatura em trés aspectos: sao verdadeiros para qualquer medida, para

todo ponto ¢ tal que ¢ € (—o0,alJ[b, +00) e para todo j > 1. Eles foram organizados
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no artigo [15] aceito para publicagdo na revista Applied Numerical Mathematics e esté
disponivel online first.

No tltimo capitulo, Capitulo 6, apresentamos resultados de estudos realizados
recentemente. Analisamos o comportamento dos zeros da combinagao linear (1.7) e mos-
tramos que a sequéncia de polindémios {5, },>o satisfaz a uma rela¢ao de recorréncia de
quatro termos. Também apresentamos condi¢oes necessarias para que os zeros de S, se-
jam reais, distintos e se entrelacem com os zeros de S, ;. Além disso, mostramos que,
se a sequéncia {a,},>o satisfaz a uma relagao recursiva, os polindémios S,, também sao
polinémios ortogonais e, portanto, seus zeros sao reais, distintos e pertencentes ao in-
tervalo (—1,1). Aplicamos esses resultados quando os polindémios p,, coincidem com os
polindémios de Chebyshev de segunda espécie, que é um caso particular dos polinémios de
Jacobi, e encontramos a fungao peso w com relagao a qual S, € um polindémio ortogonal
no intervalo (—1,1). Por fim, determinamos regides as quais pertencem os zeros de S,
através da localizagao dos autovalores de uma matriz que é uma perturbacao da matriz
de Jacobi.

Para ilustrar alguns resultados contidos nesta tese, realizamos experimentos numé-

ricos utilizando o software Wolfram Mathematica.

Até a presente data, publicamos os seguintes trabalhos:

(1) ANDRADE, E.X.L.; BRACCIALI, C.F.; MELLO, M.V.; PEREZ, T.E. Zeros of
Jacobi-Sobolev orthogonal polynomials following non-coherent pair of measures.

Comput. Appl. Math., v. 29, p. 423-445, 2010.

(2) CASTILLO, K.; MELLO, M.V.; RAFAELI, F.R. Monotonicity and asymptotics of
zeros of Sobolev type orthogonal polynomials: a general case. Appl. Num. Math.,
2012. In Press.

(3) DIMITROV, D.K.; MELLO, M.V.; RAFAELI, R.R. Monotonicity of zeros of Jacobi-
Sobolev type orthogonal polynomials. Appl. Num. Math., v. 60, p. 263-276, 2010.

(4) MELLO, M.V.; PASCHOA, V.G.; PEREZ, T.E.; PINAR, M.A. Multivariate Sobo-
lev -type orthogonal polynomials. Jaen J. Approz., v. 3, p. 241-259, 2011.

Nesta tese, como ja mencionado, apresentamos detalhadamente os resultados encontra-

dos nos artigos (2) e (3), onde fizemos uma analise completa dos zeros dos polinémios
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ortogonais do tipo Sobolev num caso geral e do tipo Jacobi-Sobolev, respectivamente. O
primeiro artigo trata dos zeros dos polindmios ortogonais de Jacobi-Sobolev. Estes resul-
tados foram obtidos através dos estudos realizados durante o curso de mestrado finalizado
em fevereiro de 2008. Finalmente, como consequéncia de pesquisa, efetuada durante um
estagio de doutorado sanduiche na Espanha com apoio financeiro da CAPES, publicamos
o trabalho (4) que também estuda os polinémios ortogonais do tipo Sobolev mas, neste
caso, em varias variaveis. Pelo fato deste artigo nao tratar de questoes relacionadas a

zeros, os resultados nao se encontram nesta tese.



Capitulo 2

Polinémios Ortogonais

Neste capitulo apresentamos resultados conhecidos sobre polindmios ortogonais
e formulas de quadratura gaussianas, cujas demonstragoes podem ser encontradas nos
textos classicos de Chihara [16], Freud [25], Krylov [39], Stroud e Secrest [60] e Szegd [61].
Além disso, enunciamos teoremas importantes que envolvem os polindmios ortogonais,
como os Teoremas de Wendroff, de Favard e de Markoff, e o resultado sobre aproximacao

da func¢ao peso usando os determinantes de Turén.

2.1 Polinémios ortogonais

Consideremos ¢ uma funcao real, limitada, nao decrescente, definida no intervalo

(a,b), —oo < a < b < oo, e o0 conjunto
C(p) ={z|d(x+0) — p(x —0) >0 paratodo §>0}.
Os pontos x € € sao chamados pontos de aumento de ¢. O produto interno

b
(f.q), = / f(@)g(x)do(z) (2.1)

¢ definido positivo se o conjunto € é infinito. Além disso, € é chamado suporte de d¢p. A

condicao de que a funcao ¢ tem infinitos pontos de aumento garante que

b
/ p(x)dd(z) > 0,

para qualquer polinémio p(x) > 0, mas ndo identicamente nulo.



Capitulo 2. Polinémios Ortogonais 20

Seja ¢ uma fungao definida no intervalo (a,b), limitada, ndo decrescente e com

infinitos pontos de aumento, cujos momentos

b
,uf;:/:c”dqb(:r), n=20,1,...,

sao finitos. Entdo, ¢ ¢ chamada de distribuigao e d¢ de medida (positiva) em (a, b).

Quando a fungao ¢ é absolutamente continua, podemos escrever do(x) = w(z)dz,
onde w é uma funcao nao-negativa e nao identicamente nula. Neste caso, chamamos w
de funcao peso.

Além disso, dizemos que uma medida d¢ é simétrica quando é definida em um
intervalo (—a,a),0 < a < oo e satisfaz do(—x) = do(x).

A sequéncia de polindomios {P?}22, ¢ chamada de sequéncia de polindmios orto-

gonais com relacido a medida d¢ no intervalo (a,b), se P¢ ¢ de grau exatamente n e

b 0, ara m #n
(P P), = [ Pate) P2 )dst) = PRI (99)
a p2 >0, param=n

.~ ~ . $ L 0o
Note que, sob essas condigoes, a sequéncia {P?}>° ) forma uma base para o espago dos

polindémios. Assim,

(@i PE)y = [ Qulo)Pila)aota) - v param <m o)

qnm,p;lz5 7& Oa para m =mn

onde @), ¢ qualquer polindmio de grau exatamente m e ¢, € o coeficiente do termo de
maior grau desse polinémio. Aqui, consideramos os polinémios ortogonais P¢ monicos,
ou seja, seu coeficiente do termo de maior grau é igual a 1. Os polindmios P¢ satisfazem

a propriedade extremal, ou seja,

<P7?7P7?>¢ < <QnaQn>¢7 (2.4)

onde (),, é qualquer polinémio ménico de grau n. Podemos facilmente mostrar as pro-
priedades (2.3) e (2.4) escrevendo @, e (), como combinagoes lineares dos polindémios
ortogonais P?¢ e utilizando a relagao de ortogonalidade de P?.

Os polinomios ortogonais satisfazem a uma relagao de recorréncia de trés termos

e, quando monicos, é dada por

Pj—i—l(x) = (z — 5S+1)P7?($) - a$+1p7?—1($)» n=>1, (2.5)
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com P{(z) =1,P{(x) = x — 7 e os coeficientes a,‘fﬂ e Bﬁﬂ sao dados por

Oéiﬂ = Zﬁ € 5Z+1 = %a (2.6)
n—1 Pn
onde ,
p= [ P2 dola) = ol afafif, iz 1 (2.7)
A reciproca desse resultado também é vélida e é conhecida como Teorema de Fa-
vard.

Teorema 2.1. |Favard| Dada uma sequéncia de polinémios monicos { P, }n>0, que satisfaz

a relagao de recorréncia de trés termos
P,(x) = (x — By)Po1(z) — anPr1(z), n=23,...,

com Py(z) =1 e Pi(z) =x — 1, sendo que 5, € R e a1 > 0, para n > 1, entdo existe

uma medida d¢ com relagao o qual a sequéncia de polinémios {P,},>o0 € ortogonal.

Os zeros dos polindmios ortogonais P? sdo reais, distintos e estdo no intervalo
(a,b). Além disso, se denotamos por Z, 1, Tp2, - .., Tny 0S zeros de Pg’, n > 1, em ordem

crescente, entao
Tn,1 < Tn—1,1 < Tn,2 < Tn—1,2 < < Tnn—1 < Tn—1n—1 < Tnn-

Quando a desigualdade acima é satisfeita, dizemos que os zeros de Pffl separam oS Zeros
¢ ¢ ¢
de P? ou que os zeros de P, ; e P? se entrelacam.

Encontramos, ainda, em Szeg6 [61] o seguinte resultado.

Teorema 2.2. |[Markoff| Sejam w(z, ) uma fungdo peso no intervalo (a,b) dependendo
do parametro T tal que w(z,T) € positiva e continua para a < x <bem <T <79, Pl 0
polinomio ortogonal com respeito a w(x,7) ex] ., k =1,2,...,n, seus zeros. Suponhamos
a existéncia e continuidade da derivada parcial
ow(zx,T)
or
para a < x <bet <T<Ty e a convergéncia das integrais

b
/ AT k01,1,
“ or
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uniformemente em todo intervalo fechado 7" < 7 < 7" do segmento aberto (11, 72). Entao,

x] . € uma fungdo crescente (decrescente) de T se

Ologlw(z, )]
or

¢ uma fungao crescente (decrescente) de x, a < x < b.

Quando dois polinémios de graus consecutivos possuem somente zeros reais, simples
e que se entrelacam, entao podemos inclui-los em uma sequéncia de polinémios ortogonais.
Esse resultado pode ser encontrado em [65] e é conhecido como Teorema de Wendroff. No
proximo capitulo daremos uma demonstragao que elucida a demonstracao original dada

por Wendroff.
Teorema 2.3. |[Wendroff] Sejam a < 21 < x9 < -+ <z, < bex; <y < Ty, 1 =
1,2,...,n— 1. Entao, existe uma sequéncia de polindmios { P?},>q, ortogonais em (a,b),

tais que P?(z) = (x —x)(x —x3) ... (x —x,) e PP () = (x— 1) (= 12) .. (T — Y1)

2.1.1 Polindbmios ortonormais

A sequéncia de polinémios {p?},>¢ ¢ ortonormal com relagao a d¢ no intervalo

(a,b), se p? é de grau exatamente n e

(D D3) :/ P @pt@)do() = { P zn (2.8)

1, param=n
Seja {P?},>0 uma sequéncia de polindémios ortogonais com respeito a d¢ e norma-
lizados de forma que o primeiro momento seja igual a um, ou seja,
Ho = 1.
Suponhamos que esses polindmios satisfacam a relacao de recorréncia
G P (a) = (z = BY) Py (x) — ap By y(x), n>2, (2.9)

com P{(z) =1e ($P(x) = — .
A partir dos polinémios P?, podemos construir os correspondentes polinémios or-

tonormais p¢ da seguinte forma,

1/2

" P CS)C:? EE Ci)ﬂ ®

po(x) =1 e pila)=|—5—0—] I (2.10)
a2a3 DY an+1
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Esses polinomios satisfazem a relacao de recorréncia de trés termos

\/ Cff+1042+1pﬁ(flf) = (v — 55)@?—1(@ - Cﬁagpﬁ—z@)» n=>1, (2.11)

com pf(z) =1 e \/¢Gafp{(v) =z — 5.
Esse resultado pode ser encontrado em [36].
Observe que se (¢ = 1 para n > 2, os polinomios P? sdo ménicos e os correspon-

dentes polinomios ortonormais sao dados por
Py (x) __ Pi)

172
(agag.az) "\ [(peore)

e satisfazem a relacao de recorréncia de trés termos

ph(x) =

anaph(x) = (z = B9)pni( anpl_o(z), n>1, (2.12)

onde pf(x) = 1 e \/agp{(x) =z — 5.

Afim de simplificar a relacao (2.12), definimos 6° = v ol 41 € obtemos

n

O () = (@ = By (x) = 63p)p(x), n> 1. (2.13)

Determinantes de Turan

O Teorema de Favard garante que se uma sequéncia de polinémios {p, }»>o satisfaz
a relagao de recorréncia (2.13) com os coeficientes 4§, e 3,, tais que 6, > 0 e 3, € R, existe
uma medida d¢ com relagao a qual esses polindmios sao ortonormais. Mas, como é essa
medida?

Dados os polindémios ortonormais com relagao a medida d¢, é possivel encontrar
uma aproximacao para d¢. Essa aproximagao é encontrada através dos determinantes
de Turan. Denotamos por {p?},>¢ a sequéncia de polinémios ortonormais com relacio a

medida d¢ e por §¢ e 3% os coeficientes da relagio de recorréncia de trés termos.

Definicao 2.1. Os determinantes de Turdan sao definidos por

on
Dy(z) = [pj(x)]* — 5¢+2p$+1( 2)ph_y (@)
n+1
| ) Sapha@)
0

¢
wit | P2 (x) 8%, pe(x)
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O nome Determinante de Turan é usado em homenagem a Paul Turan [62] que foi
o primeiro a estudé-los.

Através desses determinantes, é possivel encontrar a func¢ao peso w com relagao a
qual os correspondentes polinomios sao ortonormais. Esse resultado pode ser encontrado,

por exemplo, em [46], [47| e [64] e é apresentado a seguir.
Teorema 2.4. Se as condicoes de Nevai sao satisfeitas, ou seja,

1
lim 6% = 3 lim B2 =0 (2.14)

n—o0 n—oo

e os coeficientes da relagao de recorréncia sao de variagao limitada, isto €,

>

n=0

é ¢ ¢ ¢
5n+2 - 5n+3 + Bn—&-l - 671-}—2 < 00,

entao ¢ é absolutamente continua em (—1,1), ou seja, podemos escrever do(z) = w(x)dzx,

com w estritamente positiva e continua em (—1,1). Além disso,

21 —2?
lim D,(x) = i

uniformemente em todo subconjunto compacto de (—1,1).

¢
6n+2
¢

. n+1
determinante de Turén e defini-lo apenas por

Observe que, para n — oo, 0 termo — 1 e, portanto, podemos retira-lo do

Dy (z) = [po(2)]” = po o (2)pl_ (2).

Em [27], o Teorema 2.4 foi estendido para varios intervalos. Para apresentar tal

generalizacao, é necessario primeiro definir os determinantes de Turan deslocados.

Definicao 2.2. Os determinantes de Turdn deslocados sao definidos por

S
Du(w;N) = po(@)py_yia (%) = "=l (2)p_y ()
6n—N+2

1 pg (z) 5fi+zpi’+1 (z)

¢ ¢ ¢ ¢
5n—N+2 pan(x> 5an+2pan+1(x)
Ao invés de (2.14), vamos supor, aqui, que sao dadas duas sequéncias periodicas
5f+1>066;fER,n21,istoé,
8y = 0, n>2

(2.15)
/BZ)J,_N - ﬁ;ﬁ n Z 17
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em que os coeficientes (5;/: € BY, n > 1, satisfazem

lim
n—oo

5= 0| =0 e lim |50 - 57| =0. (2.16)
n—oo

Dizemos, neste caso, que os polindémios ortonormais possuem os coeficientes da relagao de
recorréncia de trés termos assintoticamente peridédicos e N > 1 é o periodo.
Vamos denotar por ¢¥ os polinémios ortonormais cujos coeficientes da relagao de

recorréncia de trés termos 67 1 € BY sdo assintoticamente periddicos. Definimos

(4
W (@) = p (% {q%<x> - ?%V:qﬁéz(:c)}) ,

plz) =z + Va2 -1,

onde

(1)

e qn’ sdo os polindémios associados a ¥, isto é, q( )

satisfaz & mesma relagao de recorréncia
de trés termos que ¢¥, porém deslocado, ou seja, 5n+1 =Y e n+1 = BY.
Sejam
L I )
T(x) = 2 qy(x) — " 5 In=2(T)
ON 42
e E o conjunto de N intervalos onde

—1<T(z) <1

O conjunto {z : [wN (IL‘)}Z = 1} consiste dos pontos extremos dos N intervalos, sendo que
é possivel que alguns dos intervalos tenham pontos extremos em comum em [wN (:U)] e

Nas condigoes anteriores, apresentamos a generalizacao do Teorema 2.4.

Teorema 2.5. Se a condi¢ao (2.16) € satisfeita e os coeficientes da relagdo de recorréncia

sao de varia¢ao limitada maodulo N, isto €,

>

n=0

o]
Opya — n-‘,—N-‘rQ‘ + Bn+1 Bn-‘,—N-l-l‘ < o9,

entio ¢ € absolutamente continua em E\{[oJN(:E)]2 = 1}, ou seja, podemos escrever
do(x) = w(x)dz, com w estritamente positiva e continua em E\{[wN(:c)]2 = 1}. Além
disso, para todo j, com 1 <53 < N —1,

‘ 1 1 —T(x)?
lim Dynoi(x; N sinal [T’
oo N+]( ) 7T5;ﬂ+1 W(l') [ ( )]

uniformemente em todo subconjunto compacto de E\{[w]\’(aj)]2 = 1}.
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2.1.2 Polindbmios ntcleo

Os polindémios ntcleo sao definidos por
Ko(z,y) = > pi(@)pi(y),
k=0

onde pf, k =0,...,n, sdo ortonormais com rela¢ao & medida d¢ no intervalo (a,b). Esses

polindémios também sao conhecido como polindmios reprodutores pois satisfazem

b
/Jamwmmmsz@,

onde ) é um polindmio arbitrario de grau até n.

Podem ainda ser dados por

0, Pl @)pl(y) — po)pl ()
Kn(xa y) - l¢ T — )
n—1n—1 Yy

onde l;‘i’n denota o coeficiente do termo de maior grau de p?.
Para zy < a ou zy > b, a sequéncia de polinoémios {K,(z, zo)}n>o ¢ ortogonal em
(a,b) com relagao a medida

|z — x0|do(x).

Além disso, os zeros de K, (z, ) se entrelagam com os zeros de p?.

2.2 (Quadratura gaussiana

Uma das motivagoes mais importantes para o estudo dos zeros dos polindmios
ortogonais é o fato deles serem os nés das mais utilizadas férmulas de quadratura, as de
Gauss.

Consideremos integrais da forma

b
fmszmmw,

onde d¢ ¢ uma medida definida em (a,b) tal que —oo < a < b < co. Sejam a < x,; <
Tpo < -+ < Zp, < b, n pontos distintos em [a, b]. As quadraturas numéricas consistem
em aproximar a integral de uma funcao I(f) por uma combinacao linear de n valores da

funcao da forma

Qn(f) - Z Wn7if($n,i)7
=1
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cujos pesos W, ;, ¢ =1,2,...,n sao dados por
1 b on(z)
= | et

em(x) =(r —xp1)(x — Tp2)...(x —x,,) é conhecido como polindémio dos nos.

Quando 7 é o polinémio ortogonal com relacao a d¢, entao a féormula de quadratura
é exata para todos os polindmios de grau no maximo 2n — 1, ou seja, tem grau de precisao
algébrico 2n — 1. Neste caso, o erro, isto é, E,(f) = I(f) — Q.(f) é nulo se f é um
polinémio de grau até 2n — 1. Em outras palavras, I(f) = Q,(f) sempre que f for
um polinémio de grau até 2n — 1. O fato dessa féormula de quadratura possuir o maior
possivel grau de precisao algébrico, que é 2n — 1, implica que ela é a que melhor aproxima
integrais de fungoes suficientemente suaves. Para sermos mais precisos, dentre todas as
regras de quadratura com n nos, se f € C**[a,b], a formula de Gauss possui o menor
erro possivel. Consequentemente, ela fornece a melhor aproximacao da integral I(f).
Por esse motivo, derivado da propriedade extremal (2.4), os pacotes numeéricos, em geral,
utilizam as formulas de quadratura de Gauss para calculos aproximados de integrais.
Essas formulas sao conhecidas como Formulas de Quadratura Gaussianas ou Férmulas
de Quadratura de Gauss. Neste caso, se f € C*"[a,b], entdao o erro dessa aproximacao,

E,.(f), ¢ dado por

(2n) b
E.(f) = f(2_n§7'7)/ 2(2)dé(x), a<n<b. (2.17)

E claro que, dado um naimero natural n, o problema de determinar os n nos e os n
pesos W, ; nao ¢ linear. Mas, como ja mencionado, uma das principais caracteristicas das
formulas de quadratura de Gauss é que seus nos sao exatamente os zeros dos polindémios
ortogonais com relacao a d¢. Desta forma, se determinarmos os zeros desses polindémios, o
problema de se obter a formula de quadratura reduz-se somente ao calculo dos coeficientes
Wi, 0 que torna o problema linear e, portanto, bastante acessivel. Logo, essas formulas
sao um motivo bastante importante para estudarmos os zeros de polindémios ortogonais.
H4 vasta literatura sobre o comportamento dos zeros dos polindémios ortogonais conheci-
dos, dentre eles os polindémios ortogonais de Jacobi, Laguerre e Hermite, que veremos na

secao a seguir.
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2.3 Polindmios ortogonais classicos

Os polindémios ortogonais de Jacobi (incluindo os casos especiais de Legendre,
Chebyshev e Gegenbauer), Laguerre e Hermite sdo denominados polinémios ortogonais
classicos. Esses polindémios possuem muitas propriedades interessante, mas apresentamos,

nesta segdo, as mais importantes e que podem ser encontradas em [16], [25] e [61].

2.3.1 Polinémios de Jacobi

Os polinémios de Jacobi, denotados por pls ), sao ortogonais no intervalo (—1, 1)

com relagao a funcao peso
w(r)=(1-2)*1+2)° a>-1, >—-1.

Esses polinémios podem ser definidos pela formula de Rodrigues dada por

(—)"T'(n+a+p) dr

T(2n+a+ B) (1—2) (1 +2) P —=[(1 = 2)" (1 + 2)"*7]

plab) —
(z) e

n

quando estao na forma monica, onde
I'(t) :/ e *z''dx, t€C e Re(t) >0
0

¢ a conhecida funcao Gama. Para detalhes sobre a funcao Gama, o leitor pode consultar
[57].

Eles também podem ser dados explicitamente por

1 n

P (1) = (2" Tt ﬁ)_ 3 (" i O‘) (" N 5) (z— 1)z +1)™™  (2.18)

n n—m m
m=0

a\ I'(a+1)
(b) ST+ DI(a—b+1)

Os polinémios de Jacobi podem, ainda, ser obtidos através da relacao de recorréncia

em que

de trés termos

PEd) () = <$ _ 57(101?)) P (z) — oS PeD @) n> 1,

n+1 n n—1
com
Sed) dn(n+a)(n+B)(n+a+p5) (2.19)
il 2n+a+pB-D2n+a+B8)22n+a+pB+1)’ '
2 2
gy = Joo (2.20)

Cn+a+p+2)2n+a+8)
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a—f

B (@) =1e P (o) = a0+ ———— !

Além disso,

pntatftinIDin+a+ Dl(n+ B+ DI(n+a+ B+ 1)

(@.B) — [ pleB) plef)y —
Pn (B B I'2n+a++2)I'2n+a+p5+1)

(2.21)

Esses polinémios satisfazem a seguinte relacao diferencial

[Pr(La,B) (.T)] r_ nP(a+1,6+1) (x)

n—1
Casos especiais dos polinomios de Jacobi sao:

i) os polindémios de Legendre, P,, com oo = 3 = 0;

1
ii) os polinémios de Chebyshev de primeira espécie, T,,, com o = [§ = —5;
iii) os polindémios de Chebyshev de segunda espécie, U,,, com o = f§ = 3’
iv) os polinémios de Gegenbauer, também conhecidos como polinomios Ultrasféricos,
1
G%)‘), coma:ﬂ:)\—ﬁ.

2.3.2 Polindémios de Laguerre

Os polinémios de Laguerre, denotados por Lﬁf“), sao ortogonais no intervalo (0, 00)

com relagao a funcao peso

w(x) =z%"" a>-—L

Podem ser definidos pela férmula de Rodrigues:

d?’b
L(z) = (—1)"3:_"6”6%@"%‘6_“:]

quando estao na forma monica ou pela forma explicita

L@ (z) = (=1)"n! En: (_1!)m (” + O‘)xm.

m n—m
m=0

Esses polinémios satisfazem a seguinte relacao de recorréncia de trés termos
L (2) = [z — @n+a+ )] LY%) —nn+ )L (), n>1, (2.22)

com L(()a)(:v) =1le Lga)(:v) =z — (a+1) e, além disso,

P\ =nIl(n+ o+ 1). (2.23)
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Os polinémios de Laguerre satisfazem, ainda, & seguinte relacao diferencial

e a relagao

L (2) + nL™, () = LV (2). (2.24)

2.3.3 Polinémios de Hermite

Os polinoémios de Hermite, denotados por H,,, sao ortogonais no intervalo (—o0o, 00)

com relagao a fungao peso

(—=1)mplgn—2m

mm!(n — 2m)!’

m=0

n

onde | 5] denota o maior inteiro menor ou igual a

Estes polindmios também podem ser obtidos através da relagao de recorréncia de

trés termos
Hy1(x) =2H,(x) — —H,—1(x), n>1, (2.25)

com Hy(z) =1e Hy(z) =z e, além disso,

() V!

Os polinémios de Hermite satisfazem, ainda, a seguinte relacao diferencial

H!(x) =nH, 1(x).



Capitulo 3

Resultados Auxiliares da Analise

Classica

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados cléssicos sobre polindémios e zeros
de polinémios como, por exemplo, o Teorema de Obrechkoff, o Algoritmo de Euclides
e o Teorema de Sturm. Apresentamos, também, um breve resumo sobre equacoes de
diferenga lineares de onde podemos obter a forma explicita dos polindémios ortogonais. Por
fim, fornecemos uma relacao entre a matriz de Hurwitz, a resultante de dois polindémios e
zeros de polinémios.

Além de apresentarmos esses resultados classicos, estabelecemos alguns fatos inédi-
tos que utilizamos na analise nos proximos capitulos e que, certamente, sao interessantes
por si s6, pois fornecem ferramentas para solucionar problemas semelhantes aos discutidos
nesta tese. Uma dessas contribui¢oes permite determinar o comportamento assintético

dos zeros de polinomios da forma

p(z) +cq(z) (3.1)

através da assintotica do coeficiente ¢ e da combinacao linear. Vale mencionar que varios
polindémios, como os polindmios ortogonais do tipo Sobolev, permitem representacao da
forma (3.1), onde geralmente o coeficiente ¢ depende de véarios parametros.

As consideragoes gerais sobre o algoritmo de Euclides, os teoremas cléassicos de
Sturm e de Favard nos permitiram obter, como consequéncia imediata, o Teorema de
Wendroff, que afirma que quaisquer dois polinémios de graus consecutivos com zeros que

se entrelagam podem ser incluidos em uma sequéncia de polinémios ortogonais. Apesar da
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ideia original de Wendroff ser semelhante, a nossa abordagem elucida melhor a natureza

do Teorema de Wendroff.

3.1 Polinémios e zeros de poliné6mios

Dados dois polindémios que possuem somente zeros reais, simples e que se entrela-
¢am, um importante resultado sobre os zeros de combinagoes lineares desses polinémios

¢ o Teorema de Obrechkoff, que pode ser encontrado, por exemplo, em [53].

3.1.1 Teorema de Obrechkoff e generalizagoes

Teorema 3.1. |Obrechkoft| Sejam p(z) = a,(x—x1) ... (x—x,) eq(x) = by (z—11) ... (z—
Yn) polindmios com coeficientes reais, a, > 0 e b, > 0, cujos zeros se entrelagam. Defi-

nindo
hz) = p(x) + ¢ q(),
obtemos que

i) sexy <y < -+ <Xy < Yn, entdo, para toda constante ¢ > 0, o polinémio h tem n

zeros reais z1 < - -+ < zp que se entrelagam com os zeros de p e q da sequinte forma:

T <2<y < <Xy < 2Zn < Yn; (3.2)

i) sey < xp < <Y, < Ty, entdo, para todo ¢ > 0, o polindmio h tem n zeros reais
21 < - < zZp que se entrelagam com os zeros de p e q da sequinte forma:

N <z <T < < Yp < 2 < T (3.3)

Demonstragao: Demonstramos, aqui, apenas o item ) pois a prova de ii) é anéloga.
Uma vez que p e ¢ sao polinémios que possuem os coeficientes dos termos de maior grau

positivos e 71 < y; < -+ < T, < Yp, temos
sinal [h(xy)] = sinal [q(x1)] = (=1)" 1 k=1,... n.
Dali, existem n — 1 zeros zq,...,2,_1 de h tais que

1 <21 < T <+ < Tpo1 < 2pa1 < Tp.
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A existéncia de z, > x, segue de h(x,) < 0 e do fato de que h(x) — +oo quando

n — +o00. Usando raciocinio andlogo, provamos que
2 <y <<z <Y

e, assim, concluimos que (3.2) vale. u

A monotonicidade dos zeros da combinacao linear de dois polinomios, apresentada

a seguir, pode ser encontrada em [10].

Teorema 3.2. Sejam p(x) = a,(v — 1)+ (x — ) € q(x) = bz — 1) (& — yn)

polinémios com coeficientes reais, a, > 0 e b, > 0, cujos zeros se entrelagam. Definindo
h(z) = p(x) + ¢ q(x),
e denotando por z; < zo < --- < z, 0s zeros de h, entao

i) sex; <y < -+ < xy < Yp, entao, para toda constante ¢ > 0, cada z = zx(c) é

uma fungao crescente de c;

i) seyr < xp < -0 < Yp < Tp, concluimos que, para todo ¢ > 0, cada z, = z(c) € uma

fungao decrescente de c.

Demonstragao: Novamente, como a demonstragdo dos itens i) e ii) sdo anédlogas, nos
limitamos a demonstrar apenas 7). Para provar a monotonicidade dos zeros de h com

relagao a ¢, definimos o polinomio h.(z) por
he(z) = p(x) + (¢ +€)q(x),
com € > 0, e denotamos seus zeros por z;(g) < --- < z,(¢). B facil ver que 2z, = 2,(0) e
he(z) = h(z) +eq(x).
Portanto, h.(zx) = eq(zx) e, entdo, para € > 0,
sinal [ho(z,)] = sinal [q(z)] = (—1)" (3.4)

devido a propriedade de entrelagamento (3.2). Assim, z, < zx(g) ou, em outras palavras,

cada zero z; é uma funcao crescente de c. [ ]
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Nossa principal contribui¢ao sobre esse assunto foi a obten¢ao do comportamento
assintotico dos zeros de uma combinacao linear de dois polinémios utilizando uma me-
todologia nova e simples que gera uma ferramenta muito poderosa, como veremos nos
Capitulos 4 e 5. Para apresentarmos nosso resultado, que pode ser encontrado em |[18],

enunciamos primeiramente o Teorema de Hurwitz (veja referéncia [61]).

Teorema 3.3. [Hurwitz| Seja {f,} uma sequéncia de funcoes analiticas requlares na re-
giao G, tal que essa sequéncia € uniformemente convergente em cada subconjunto fechado
de G. Suponha que a func¢ao analitica nh_)rgo = f(x) nao seja identicamente nula. Se x = xg
€ um zero de f com multiplicidade k, entao existem 6 > 0 e N > 0 tal que para n > N,
fn tem exatamente k zeros em |z — xo| < 0. Além disso, dada que f,(x) € real para = real,
se x = xg € um zero real e simples de f, entao para n > N cada f, tem exatamente um

zero real em |x — x| < 9.

Teorema 3.4. Sejam p(x) = ap(x—x1) - (x—2,) eq(z) =by(x—y1) - (T—yn), @, >0

e b, > 0, polinémios com coeficientes reais e com zeros que se entrelacam. Definindo

h(x) = p(z) + ¢ q(z),

e denotando por zp = z(c) os zeros de h, k = 1,2,...,n, entdo, para toda constante
c>0,
k=1,...,n. (3.5)

lim zp =y, e lim clyp — 2] = = ,
Cc— 00 c— 00 q (yk)

Demonstragao: Vamos definir o polinémio A da seguinte maneira

() = - p(e) + q(a).

Note que os zeros de h e h sdo os mesmos para ¢ > 0, pois
- 1
h(z) =0« Ep(x) +q(x) =0« p(zr) = —cq(x) & h(z) = p(x) + cq(x) = 0.

Como

lim h(z) = q(x),

Cc—00
pelo Teorema de Hurwitz, os zeros z, de h convergem para os zeros y, de ¢ quando ¢
tende ao infinito, isto é,

lim 2z, =y, k=1,...,n.
Cc— 00
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Consideremos primeiramente xp < 2z < yx, k = 1,...,n. Usando o Teorema do
Valor Médio aplicado a fungao cq(z) no intervalo [z, yx|, existem nameros reais ) entre

Zk € Yg, tais que
cq(ye) — cq(2r)

/
Yk — %k (6r)
ou, equivalentemente,
p(zr)
C — Zk| = .
[yk k] q,<9k)

Por outro lado, p e ¢ sdo polindmios com zeros simples. Como ¢'(yx) # 0, entao

existe d; > 0 tal que

my = min{|¢' ()| : = € [yp — 1, yx|} # 0.

Seja € > 0. Assim, existe d, > 0, com dy < 07, tal que

- em?
Ip(x) — ply)| < N e |q(x) —q(yr)| < 2\p(y’;c)!

quando x € [yx — d2,yx]. Uma vez que zy, 0, — yr quando ¢ — oo, entao existe ¢g > 0 tal

que, para todo ¢ > cq, 2, Ok € [yr — 02, yx). Dai, para ¢ > ¢

p(ze)  plyw) P(2e)d (yr) — P(yr)q' (Ok)

70 q () 7 (00)q (yr)

1 Ip(yx)|
< |p(zx) —ply ——}-q'@ _q,y TN N
) =Pl 10O = O o
1 Ip(y)|
< — — "(0,) — ¢ < e.
< Ipl) = Pl 10 (60— d () < <
Entao,
. . oplze)  plys)  R(yr)
lim cly, — 2| = lim = = )
dn clow = =] = Jim 7)) (yx)
Se yp < zp < xR, k=1,...,n, a demonstracao é analoga e vale o mesmo resultado. [ ]

Destacamos o fato de que a ideia dessa demonstracao pode ser estendida para
o caso em que os coeficientes a, ou b, nao sao necessariamente positivos e, também,
quando os graus de p e de ¢, ao invés de serem iguais, sao consecutivos e seus zeros ainda
se entrelacam. Além disso, quando ¢ converge para zero, podemos mostrar, de modo
analogo, que os zeros z; do polindmio A convergem para os zeros xy do polinémio p e a
velocidade de convergéncia é

Rk — Tk q(x)

lim = .
c—0 P (xk)
Observamos que todos esses resultados valem quando ¢ depende de parametros, desde que

¢ possua um comportamento assintéotico como funcao desses parametros.
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3.1.2 Algoritmo de Euclides para polinémios

Dizemos que um polindmio ¢ divide o polinémio p se

onde r é um polindmio de grau maior ou igual a um e menor que o grau do polinémio
p. Podemos também dizer que g é divisor de p. O méximo divisor comum entre dois
polinémios p e h é o polinébmio de maior grau que divide p e h, ou seja, é o produto
dos fatores comuns dos polinémios p e h. Caso nao existam fatores comuns, o maximo
divisor comum é 1. Observe que se o polindémio m é um méaximo divisor comum, entao,
dada uma constante nao nula k, km também é um maximo divisor comum. A fim de
tornar o maximo divisor comum entre p e h 1nico, o tomaremos como um polindémio
monico, ou seja, com coeficiente do termo de maior grau igual a 1. Como a fatoragao
de polinémios nao é elementar, um método simples e eficiente para encontrar o maximo
divisor comum entre dois polindmios é o algoritmo de Euclides, também conhecido por

método das divisOes sucessivas.

Algoritmo 3.1. |[Euclides| Sejam p e h dois polinémios tais que o grau de p é maior ou
wgual ao grau de h. Sejam r,_o o resto com sinal invertido e ¢, o quociente da divisao de
p por h, isto é, p(x) = h(x)q(x) —rn_2(x), com o grau de r,_o menor que o grau de h. Se
rn—o(z) = 0, 0 mdzimo divisor comum entre p e h é h. Se r,_o(x) # 0, seja r,_3 o resto
da divisao de h por r,_o com sinal invertido. Se r,_3(x) = 0, entdo o mdximo divisor

comum entre p e h € r,,_9. Se r,_3 # 0, continuamos este processo da sequinte forma,

= ()@hx)_rn 2()

plx

h

(x) (

(@) = rpa(@)@2(x) = rn-s(2)
rn-2(®) = Tno3(2)gs(x) — rp-a(@)
r-3(@) = ro-a(@)qu(x) = raos(@)
ro(x) = r(@)gn-1(z) — ro(z)
ri(z) = ro(z)g,(z)—0.

O polinémio 1y, na forma monica, € o mdzimo divisor comum entre p € h.

Note que, ap6s um certo numero finito n de divisdes sucessivas, atingimos necessa-

riamente uma divisao exata, pois os graus dos restos diminuem ao menos uma unidade por
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vez até atingirmos um resto ry constante diferente de zero, e a divisao de 1 por rq é exata.
Esse algoritmo é muito importante pois, a partir dele, geramos uma sequéncia de Sturm
que, ao usé-la juntamente com o Teorema de Sturm, nos permite determinar o ntmero

exato de zeros reais de um polinémio em um intervalo usando apenas seus coeficientes.

3.1.3 Teorema de Sturm

O Teorema de Sturm nos permite determinar o nimero exato de raizes reais que um
polindémio com coeficientes reais possui em um intervalo (a,b), onde —co < a < b < 0.
Para enunciarmos o Teorema de Sturm, vamos primeiramente definir sequéncia de Sturm

e o nimero de variagoes dessa sequéncia.

Definigao 3.1. Considere a sequéncia de polinémios reais {E,, Eyn_1,...,Ey}. FEssa

sequéncia € chamada sequéncia de Sturm se satisfaz as sequintes propriedades no intervalo

(a,b):

i) dado z € (a,b), se algum E} se anula em x, entao os dois polinémios adjacentes

Ey_1 e Eyxyq tém valores diferentes de zero e sinais opostos em x, isto é€,

Ey_1(2) By (z) < 0;

i) o ultimo polinomio da sequéncia, Ey, nao se anula em (a,b).

Dado ¢ € (a,b), considere a sequéncia de Sturm avaliada em c, isto ¢é,

{E,(¢c), En_1(c), ..., Ep(c)}.

Se substituirmos os termos positivos e negativos pelos seus respectivos sinais, desconside-
rando possiveis valores nulos, o nimero de variagoes de sinal nesta sequéncia é chamado de
nimero de variagbes na sequéncia de Sturm e sera denotado por V' (c¢). Definimos, entéo,
a seguinte aplicacao:
V: R - N
r — V(x) '

Para £ € (a,b), dizemos que £ é um zero relevante de Ej se Ej muda de sinal em
£. Relativo a Fj_q, classificamos um zero relevante £ como sendo de primeira espécie se
Ex(§ 4+ n)Ek_1(§) > 0 e de segunda espécie se E(§ + n)Ex_1(§) < 0, para todon > 0

suficientemente pequeno.
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Exemplo 3.1. Sejam p e h polindmios com coeficientes reais, onde o grau de p € maior
ou iqual que o grau de h. Entao, o Algoritmo de Fuclides, comegando com r,(x) := p(x)
e rn1(z) = h(x), produz uma sequéncia de polinémios {r,,r,_1,...,r0} que satisfaz a

formula de recorréncia

Tnk(T) = Tnp_1(0)qe(z) — rp_gp_2(x), k=0,....,n—1,

com r_1(x) = 0. No ultimo passo do algoritmo € obtido o mdximo divisor comum entre p
e h que € o polinomio rqo. Além disso, os polinomiosry, k= 1,2,...,n, sdo todos divisiveis
por TY. E facil ver que {ry,rn_1,...,10} forma uma sequéncia de Sturm no intervalo em
que Ty NGO POSSUL ZETOS.

Além disso, a sequéncia {tn, Vn_1,..., 00} definida por

wn—k(x) =
também é uma sequéncia de Sturm em qualquer subintervalo da reta real. Em particular,
se escolhermos h(x) = p'(x), entao 1, tem somente zeros simples e

p(x)p'(x)
(ro(=))?

E possivel mostrar que 1y, (x),_1(x) muda de sinal do menos para o mais quando x passa

¢n($)¢n—1 ($> =

por um zero real de p. Entao, os zeros de 1, sao todos zeros relevantes de primeira espécie.

Exemplo 3.2. Quando {P,f’,P¢

AGETIN ,Pf} € uma sequéncia de polindmios ortogonais

com relacao a medida do, ela também € uma sequéncia de Sturm.

Teorema 3.5. [Sturm| Seja {E,,, E,—1, ..., Ey} uma sequéncia de Sturm em um intervalo
[a,b], com p := E,. Suponha que p(a) # 0 e p(b) # 0. Denote por Nf[a,b] o mimero de
zeros relevantes distintos de primeira espécie de p em [a,b] e por N [a,b] o mimero de

zeros relevantes distintos de sequnda espécie de p em |a,b]. Entao,

N;[a, bl — N, [a,b] = V(a) — V(b),

onde V' denota o nimero de variagoes na sequéncia de Sturm {E,, E, 1,..., Fo}.

Uma simples consequéncia do teorema anterior ¢ o seguinte resultado:
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Corolario 3.1. Seja p um polindmio com coeficientes reais. Denote por {r,,rn_1,...,70}
a sequéncia de polindmios produzida pelo algoritmo de Fuclides comegando com r, :=p e

Tn_1 := p'. Suponha que p nao se anule em a e nem em b, com a < b. Entao,
0 _
Np [CL, b] - V(CL) - V(b)7
onde N)[a,b] denota o mimero de zeros distintos de p em [a, b].

No corolario anterior, os zeros nao sao contados de acordo com suas multiplicidades.

A seguinte modificacao no algoritmo de Euclides remove essa deficiéncia.

Algoritmo 3.2. Seja p um polinémio e definimos E,, :==p e E,_1 :=p'. Se E,_ nao €

constante, entao dividimos E,_j por E,_;_1, ou seja, escrevemos

En k(2) = Epg—1(2)qe(z) — mp_g—2(x).

Definimos por
E, o) =14 g o(x), se rTp_polxr)#0
En gk o(x):=E , ((x), se rppo(x)=0

FExecutamos este algoritmo até obtermos algum E, _j constante.

Teorema 3.6. Seja p um polindmio com coeficientes reais. Denotando a sequéncia de
polinémios produzida pelo Algoritmo 3.2 por {E,, E,_1,...,Eny}, se p nao se anula em a

e nem em b, com a < b, entao
Npla,b] = V(a) = V(b),
onde Nyla,b] denota o nimero de zeros reais de p em |a, b], contando suas multiplicidades.

Exemplo 3.3. Seja p(r) = 23 — 32° +4 = (v — 2)?(x + 1). Para utilizar o Algoritmo 3.2,
definimos E3(x) := p(x) e Ey(x) = p'(x) = 3x? — 6x. Dividindo E3 por Ey, obtemos

Es(x) = %(w — 1)Ey(x) — (22 — 4).

Como r1(z) = 2x — 4 # 0, definimos F1(x) := 2x — 4. Dividindo Ey por Ey, temos
3

Ja que o resto dessa divisao € nulo, definimos Ey(x) := E{(x) = 2 e, sequindo o algoritmo,

Ei(x) = (x — 2)Ey(x) — 0.
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Como Ey € constante, encerramos a aplicacdo do algoritmo. Portanto, temos a sequéncia
{Es, Es, By, Ey}. Vamos verificar que p possui trés zeros reais. Considerando o intervalo
[—3, 3], concluimos que {E3(—3), Ea(—3), E1(—3), Eo(—3)} = {—50,45,—10,2}. Substi-
tuindo os termos negativos e positivos pelos respectivos sinais, chegamos na sequéncia de
sinais {—,+, —, +} que resulta em trés mudangas de sinal, ou seja,

-, + , =, +}L

S—— ——

1 mudan¢a 1 mudan¢a 1 mudanga

Logo V (—=3) = 3. De forma andloga, obtemos V (3) = 0. Portanto, o nimero de zeros reais
dep em [—3,3] é
N,[—3,3] =V (-3) - V(3) =3.

Como p € um polinémio de grau 3, seque que p possui 3 zeros reais em (—o0, 400).
Uma outra forma de determinar o niumero de zeros reais de p na reta real € avaliar

a sequéncia {Es, Eo, By, Eg} em —o0 e +00.

A seguir, daremos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que todos os zeros de
um polindémio sejam reais. Consideremos os polinomios F,,_x, k = 0,1,..., obtidos pelo

Algoritmo 3.2. Vamos definir ¢(p) como sendo o coeficiente do termo de maior grau de p

e
C(Ek)
Chy1 = ————, se 1x(x) Z0
1 (Bra) w) =0
cg =0, se 1(x) =0
para k =0,1,...,n — 2. Entao, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.7. Seja p um polinémio de grau n com coeficientes reais. Entao, p tem so-
mente zeros reais se, e somente se, o Algoritmo 3.2 produz n — 1 coeficientes ¢y, ..., ¢,_1
nao negativos. Além disso, os zeros de p sao reais e simples se, e somente se, 0s coefici-

entes ci,...,Cnh_1 Sa0 estritamente positivos.

Exemplo 3.4. Temos, no Exemplo 3.3, que

c(Ey) c(Eo)

= =2>0 e ¢ = =0.
c(Ey) )

Co

Portanto, p(x) = 23 — 322 + 4 tem somente zeros reais, mas nem todos 0s zeros sao

simples.
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Se p nao possui zeros com multiplicidade, entao o maximo divisor comum entre p e
p é 1. Assim, o algoritmo de Euclides, comegando com r,(x) := p(z) e r,_1(x) := p'(x),
termina com ro(x) = 1. Portanto, podemos formular uma versao mais simplificada do

Teorema de Sturm:

Teorema 3.8. [Sturm| Seja p um polinémio de graun > 1 que nao possui zeros miltiplos
em [a,b], satisfazendo p(a) # 0 e p(b) # 0. Entdo, o nimero de zeros de p no intervalo
la,b] € dado por V(a) — V(b), sendo V o nimero de variagoes na sequéncia de Sturm
{Tn,Tn_1,Tn—2,-..,70}, onde 1, = p, rp1 =p ery, k=0,1,....,n— 2, sao os restos

obtidos pelo algoritmo de Fuclides.

Mais detalhes sobre o Teorema de Sturm e suas versoes e as demonstragoes dos
resultados apresentados nesta se¢ao podem ser encontradas em [26], [40], [53] e [56].

O Teorema 3.7 nos fornece condigoes necesséarias e suficientes para que os zeros
de um polinémios sejam reais e simples. Agora, consideremos um resultados semelhante
como uma aplicagdo do Teorema de Sturm, que nos da um critério para dois polinémios
de graus consecutivos possuirem somente zeros reais, distintos e que se entrelacam. Este

resultado nao se encontra na literatura desta forma.

Teorema 3.9. Sejam P, e P,_1 polinomios com graus exatamente n e n — 1, respectiva-
mente, cujos coeficientes dos termos de maior grau sao positivos e tais que os zeros de P,
nao coincidem com os zeros de P,_1. Entao, os zeros de P, e P,_1 sao reais, distintos
e se entrelacam se, e somente se, cada r; possui o coeficiente do termo de maior grau

estritamente positivo, onde rj sao os restos gerados pelo algoritmo de Euclides comegando

com r,(x) = Py(x) erp_1(x) := P,_1(z).

Demonstragao:

[=] A sequéncia {r,, 7,_1,7n_2, ..., 7o} € uma sequéncia de Sturm. De fato, dadoc € Re j
fixo tal que 7,_;(c) = 0, entdo r,_j41(c) = —rp_j_1(c). Se rp_jr1(c) =0our,_;_1(c) =0,

obtemos r,_1(¢) = r,(¢) = 0, 0 que é um absurdo, pois, por hipotese, os zeros de P, e
P,_1 nao coincidem. Logo, a condic¢ao i) da Definigao 3.1 é satisfeita. Como P, e P,
nao possuem zeros em comum, eles nao possuem fatores comuns. Assim, o maximo divisor
comum entre eles é 1. Entao, pelo algoritmo de Euclides, ry é uma constante diferente de
zero e, portanto, nao se anula, o que satisfaz a condigao ii) da Defini¢ao 3.1, que garante

que a sequéncia {r,,r,_ 1,7, _2,...,70} forma uma sequéncia de Sturm em R.
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Pelo Teorema de Sturm (Teorema 3.5), como P, e P,_; possuem os zeros reais,
distintos e que se entrelacam, os n zeros de P, sao relevantes de primeira espécie relativos
a P,_1. Logo, V(—o0) — V(400) = n. Mas, como a sequéncia {r,,r, 1,7, _2,...,70} tem
n + 1 termos, a variagao de sinal serd no méximo n. Além disso, V' é sempre um niimero

natural, logo V(—o0) =n e V(4o00) = 0. Porém,

{sinal [, ()], sinal [r,,_1 ()] , sinal [r,,_o ()] , ..., sinal [ry(x)], sinal [ro(z)]} |, o
= {+, +, sinal [¢,,_5] , sinal [¢,_3] , . .., sinal [¢;] , sinal [¢g]},
com c; sendo o coeficiente do termo de maior grau de r; para j = 0,1,...,n — 2. Como

V(4+00) = 0, segue que ¢, > 0 para k=0,1,...,n — 2.

Agora, basta mostrar que 7, ¢ de grau exatamente k, ou seja, ¢ # 0. Se denotarmos
POr Tp_11 < Tpo11 < +-+ < Tp_1,-1 08 zeros de P,_q, entdo P,(x,_1;) = —Tp—2(Tn_1,)
para 7 =1,2,....n — 1. Como os zeros de P, e P,_; se entrelacam, segue que P, muda
de sinal exatamente n — 2 vezes nos zeros de P, ;. Logo, r, o também possui o mesmo
comportamento. Assim, r,_s possui pelo menos n — 2 zeros reais que separam 0S Zeros
de P,_;. Como o grau de r,_o é menor que n — 1, segue que r,_o ¢ um polindémio de
grau exatamente n — 2. De forma analoga, concluimos que r, é um polindémio de grau
exatamente k, cujos zeros se entrelagam com os zeros de r,_1, k=1,2,...,n— 2.
[«<] Como o coeficiente do termo de maior grau de 7y, que denotamos por ¢, sao todos

estritamente positivos para k = 0,1,...,n, entao, pelo algoritmo de Euclides,
re(x) = (agr — bg)Ti—1 — T2, k=1,2,...,n,

com r_;(x) = 0. Portanto, os polindmios r; podem ser obtidos através de uma relagao de
recorréncia de trés termos cujos coeficientes satisfazem as hipoteses do Teorema de Favard
(Teorema 2.1) e, portanto, sao ortogonais com rela¢ao a uma medida d¢. Assim, os zeros
de r; sao reais, distintos e se entrelacam com os zeros de rp_;. Em particular, vale este

resultado para k = n. [ ]

Pelo teorema anterior, podemos concluir que a sequéncia de polinémios gerada pelo
algoritmo de Fuclides é uma sequéncia de polindmios ortogonais. Esse fato implica dire-
tamente no Teorema de Wendroff (Teorema 2.3) que serda demonstrado detalhadamente a

seguir.
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Teorema 3.10. [Wendroff| Sejam a < 1 < 29 < -+ <z, < bex; <y < Tit1,
i =1,2,...,n — 1. Entao, existe uma sequéncia de polinémios {P,},>0 ortogonais em
(a,b), tais que P,(x) = (x—x1)(x—23) ... (x—x,) € Py_1(x) = (=1 )(x—y2) .. . (x—yn_1).
Demonstracao: Sejam P,(z) = (x — z1)(x — x9) ... (x — x,) e Py_1(x) = (x — 1) (x —
Y2) ... (x — yn_1), tais que x; < y; < wi11, i =1,2,...,n— 1. Executando o Algoritmo de

Euclides com r,(z) = P,(x) e r,—1(x) = P,_1(x), temos

() = (x — by)rp_1(x) — 1p_o(x)

ri(x) = (agr — bp)rp_1(z) — rpo(x), k=1,2,....n—1.

Como P, e P,,_1 nao possuem zeros em comuin, segue que o maximo divisor comum entre

eles é 1. Sem perda de generalidade, podemos considerar os polinémios 7, monicos, caso

contrario, denotando por Ry (x) := Tk(x), onde ¢ é o coeficiente do termo de maior grau
Ck
de 7, obtemos
Ro(@) = (x — b)) Ryr(z) — 22 Ry o(z), k=1,2,....n, (3.6)

Ck

com Ro(z) =1 e Ry(z) = (z — by). Comparando os coeficientes dos termos de maior grau

- Ch—
em ambos os lados da igualdade acima, obtemos b, = bkﬁ. Note que, pelo teorema

Ck
anterior, os coeficientes ¢, k = 0,1,...,n, sdo todos estritamente positivos. Observe que
construimos os polindémios moénicos Ry, Ry, ..., R,_o. Para obtermos os outros termos da

sequéncia infinita, tomamos

7 Cntk—2

Ryi(2) = (2 — bpi) Rns—1 () —

R»,H_k_g(fb), k= ]_,27...,
Cn+k

onde 13n+k sao escolhidos de forma que os zeros de R, . pertencam ao intervalo (a,b).
Tendo construido os polinémios Ry, k = 0,1,..., que satisfazem a relacao de recorrén-
cia de trés termos (3.6), aplicamos o Teorema de Favard (Teorema 2.1) e obtemos que a
sequéncia { R }r>o ¢ uma sequéncia de polindmios ortogonais, ou seja, P, (z) = R,(z) e

P, 1(z) = R,—1(x) pertencem a uma sequéncia de polindémios ortogonais. u
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3.2 Matriz de Hurwitz

Considere o sistema linear de n equagoes diferenciais

dz
— = Az, xeR", 3.7
o (3.7)
onde A é uma matriz de ordem n com coeficientes constantes. Uma solugao do sistema
acima ¢ uma fungao vetorial x(¢) que depende do tempo ¢ e da condi¢ao inicial z(0) = zg
tal que z(t) satisfaz (3.7). A solugao geral do sistema linear ¢ a combinagao linear de n

solugdes linearmente independentes x1(t), ..., x,(t),

o(t) = 3 e (0,

onde as constantes ¢; sao determinadas pela condicao inicial.

Para se obter a solu¢ao z(t), precisamos encontrar os n autovalores de A, ou seja,
¢ necessario encontrar as raizes do polinémio caracteristico de grau n, obtido através de
det(A — XI) =0, onde I é a matriz identidade.

As diferentes possibilidades de combinacao dos autovalores, que podem ser reais,
imaginarios puros, todos com parte real negativa, etc., vao definir nao s6 a estabilidade
do ponto de equilibrio, mas também a forma de solugoes em sua vizinhanca.

Por exemplo, no caso em que A tem autovalores complexos \; e autovetores v;,

temos as solugdes x;(t) = effe)telmAilty, onde Re()\;) e Im()\;) sdo, respectivamente,

a parte real e a parte imaginaria de A;.

Como 6”m(/\j)t

¢ uma fungao limitada, a estabilidade de z;(t) vai depender es-
sencialmente de Re();). Se Re()\;) > 0, eft“)t cresce continuamente com o tempo e
zj(t) — oo quando t — oco. Isso significa que as trajetorias z;(t) deixam a vizinhanca
de um ponto de equilibrio P. Inversamente, se Re(\;) < 0, z;(t) = P quando t — oo e

nesse caso o ponto de equilibrio é estavel. Por isso, é de suma importancia saber em que

condi¢oes um polinémio possui todos os zeros com a parte real negativa.

Definicao 3.2. Um polinémio com coeficientes reais é chamado de polinémio de Hurwitz

se todos 0s seus zeros possuem a parte real negativa.

Dado um polindémio com coeficientes reais p(z) = a,2" + a, 12" 1 + ... + ag, a



Capitulo 3. Resultados Auxiliares da Analise Cléssica 45

matriz quadrada de ordem n

(p—1 Qp-3
ap  Ap_o
0  ap_
H(p) == 0 Qn,
0 0
0 0

Ap—5 Qp-7 0
Ap—4 Qp—6 0
ap—-3 Gp—5 0
Ap—2 Qp—4q 0
ap—1 Qp-3 0

0 0 ... Qo

é chamada de matriz de Hurwitz correspondente ao polindémio p. Consideremos a sub-

matriz de ordem k de H(p) formada pelas k

primeiras linhas e k primeiras colunas. O

determinante dessa submatriz é chamado de menor principal de ordem k de H(p) e o

denotaremos por Ag(p), ou seja,

Ap—1 QAp—3

Ai(p) = lap_1|, Dalp) =

ap—1 Gp-3 0ap-5 Ap_7

] ] o [a)

Qo

Apresentamos, a seguir, alguns resultados importantes da analise classica, como o

Critério de Routh-Hurwitz, o Teorema de Hermite—Biehler e sua consequéncia. Ambos

podem ser encontrados em [26] ou em [53].

Teorema 3.11. |Critério de Routh-Hurwitz| Todos os zeros do polindmio com coeficientes

reais p(z) = a,2"+a, 12" +. . .+ag, com a,
se,

Ai(p) > 0,A5(p) >

> 0, tem a parte real negativa se, e somente

0,...,A,(p) >0. (3.8)

Em outras palavras, p ¢ um polindmio de Hurwitz se, e somente se, as desigualdades

(3.8) sa@o satisfeitas.
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Teorema 3.12. [Hermite—Biehler| Se os zeros do polinomio p(x) = q(x) + ih(x) estio
localizados em um mesmo lado do eizo real, entdo os polindmios com coeficientes reais q

e h tém somente zeros reais, simples e que se entrelacam.
Como consequéncia do Teorema Hermite—Biehler, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.13. O polinémio r(x) = p(x?) + xq(x?) é um polinémio de Hurwitz se, e

somente se, todas os zeros de p e q sao reais, distintos, negativos e se entrelagcam.

Observe que a condicao dos zeros serem negativos pode ser contornada deslocando-
se os polindmios. Ferramentas que podem ser utilizadas sao, por exemplo, os Teoremas

de Descartes e de Lagrange.

Teorema 3.14. |Descartes| O nimero de zeros positivos de um polindmio p(x) = a,x™ +
n—1 P p . ~ . .
p 12" " 4. ..+ arx+ag € o numero de variagoes de sinal de seus coeficientes menos um

numero par.

Teorema 3.15. [Lagrange| Seja p(x) = a,2™ +a, 12" ' +. ..+ a1z +ag um polindmio de
graun com a, > 0. Sejam k o maior indice dos coeficientes negativos e A o valor absoluto
do coeficiente negativo de maior valor absoluto da sequéncia ag,aq,...,a,. Entao, toda

raiz positiva de p satisfaz

[ A
onde L =1+ "¢/ —.
an

Assim, se um polindmio p tem algum zero positivo, consideramos o polinémio

Tpy < L,

r(z) = p(z + L) que possuird somente zeros negativos.
De posse desses resultados, podemos encontrar condigoes necessarias e suficientes
para os zeros de dois polindmios serem reais, distintos, negativos e se entrelagarem.

Considere os polindmios com coeficientes reais

() = apr™ + ap 2"+ .+ a1 +ag, a, #0,

q(x) = by 12"+ by 0x™ 2 by + by

Pelo Teorema 3.13, os zeros de p e ¢ sao reais, distintos, negativos e se entre-

lagam se, e somente se, 7(x) = p(z?) + zq(x?) é um polinémio de Hurwitz, ou seja,
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Aq(r) > 0,A9(r) > 0,...,A9,(r) > 0. Neste caso, iremos denotar a matriz de Hurwitz

correspondente ao polinoémio r, H(r), por Ha,(q, p), ou seja,

b1 bn2 ... bo 0 0 0 0
an QAp—1 ... ap ag 0O 0 0
0 byp1 ... b bo 0 0 0
0 ap ... Q3 a 0O 0 O
Hon(q,p) =
0 0 oo Qp_1 Qp—o ... a; ag O
0 0 ... byq1 byo ... by by O
0 0 ... 0 Ay, OQp—o ... Q1 G
e 0s menores principais dessa matriz denotaremos simplesmente por Ay, £k =1,2,...,2n.

Note que, se tomarmos o polinomio ¢(x) = p'(z), obtemos condigoes necessérias e

suficientes para que um polinémio possua somente zeros reais, distintos e negativos.

Teorema 3.16. Seja p(r) = a,2™ + ap_ 12" L + ... + a1z + ag, um polinémio de grau n

com a, > 0. Assim, os zeros de p sao reais, distintos e negativos se, e somente se,
A1 >0,A0>0,...,A,, >0,

onde Ay, k=1,...,2n, sdo os menores principais da matriz de Hurwitz Hop,(p', p).

3.3 Resultante e discriminante

Nesta se¢ao, apresentamos as defini¢oes e as principais propriedades sobre a resul-
tante de dois polinomios e o discriminante, que podem ser encontradas em [55].
Sejam
p(x) = apa™ + ap_ 12"+ ..+ ayx + ag, (3.9)
q(x) = bpx™ + by 2™+ L+ by + by,

polinémios com a,, # 0 e b,, # 0. Dizer que p e ¢ possuem divisor comum, é equivalente

a dizer que existem polinémios r e s tais que

p(z)r(z) = q(x)s(x), (3.10)

onde o grau de r ¢ menor ou igual a m — 1 e o grau de s ¢ menor ou igual a n — 1. De

fato, seja h o divisor comum de p e q. Logo,
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com o grau de s menor ou igual a n — 1 e o grau de r menor ou igual a m — 1. Portanto,

Por outro lado, seja

onde o grau de r é menor ou igual a m — 1. Se p e ¢ nao possuem divisor comum, entao
r divide ¢, o que é um absurdo, pois o grau de r é menor do que o grau de q.

Escrevendo os polinémios como

~1 )
7(2) = Up—12™ "+ Upox™ "+ ...+ w T + U,

-1 —2
() = Vp1 2" vp_ox™ T  + L 4 v + v,

e igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau, podemos expressar a igualdade

(3.10) como o seguinte sistema de n + m equagoes:

pUm—1 = bmvn—la

Ap—1Um—1 + Aplpm—g = bm—lvn—l + bmvn—%

agtp = byvo,
que, na forma matricial, é dado por
Um—1 0
a, 0 ... 0 —=b, 0o ... 0

Ap—1 Qp ... 0 —bm,1 _bm c. 0 U 0
Un—1 0

0 0 ao 0 0 —bo
Vo 0

Os polinémios p e ¢ tém divisor comum se, e somente se, esse sistema tem solu¢ao nao

nula. O determinante da matriz desse sistema pode ser dado por
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an aTL—l an_z v o O

0 Ay, Ap—1 0

o0 0 ap
(=1)

0 bn bpa ... 0O

0 0 0 ... b

A matriz de ordem m + n relativa a esse determinante,

an an_l an_2 .« e 0

0 Ay, Ap—1 0

0 0 0 ... qa
S(p,q) =

bm bm—l bm—2 0

0 bn bn 0

0 0 0 bo

é chamada de matriz de Sylvester dos polinémios p e q.

Definigao 3.3. A resultante R(p,q) dos polinémios p e q, definidos por (3.9), € o deter-
minante da matriz de Sylvester S(p, q).

Observe que os polindmios p e ¢ possuem divisor comum se, e somente se, R(p, q) =

0.
Teorema 3.17. Sejam x1,s,...,x, 0S zeros de p € Yi,Ya, ..., Ym 08 zeros de q. Entao,
Rp.q) = ayty, [[ (wi—wp)=ay I at@)=0s [] pw)
1<i<n 1<i<n 1<j<m
155<m
Definigao 3.4. Sejam zi,x9,...,1, 0s zeros de p(z) = apa™ + a,_ 12" + ... 4+ ag. O

discriminante de p € definido por
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Teorema 3.18. Se p(z) = ap,2™ + a, 12" ' + ... + a1 + ag, entio

n(n—1)

R(p,p) = (1) 7 a,D(p).

Efetuando algumas trocas de linhas na resultante de p e ¢, obtemos facilmente uma

relacao entre a resultante e o determinante da matriz de Hurwitz.

Teorema 3.19. Sejam p(x) = a,2" + ap 12" '+ ...+ a1z +ag e g(x) = b,_12" ' +
bp_ox™ 24 ...+ bix + by. Entao,

n(n—1)

R(p7 q) = (_1) 2 A2n—1a
onde Ay, 1 € o determinante da matriz de Hurwitz de ordem 2n — 1, Han—1(q, p).

A partir desses resultados, podemos obter uma outra condi¢ao necessaria para os

zeros de dois polinomios de grau consecutivos serem reais, distintos e se entrelacarem.

Teorema 3.20. Sejam x1 < 9 < ... < Tp ey < Yo < ... < Yp_1 0S zeros de p e
q, respectivamente, onde p(x) = apx™ + ap_ 12"+ ...+ a1x +ag e q(x) = b2 +
by_ox™ 24+ ...+ bix + by, com a, >0 eb,_, >0. Se os zeros de p e q se entrelacam, o
determinante da matriz de Hurwitz de ordem 2n—1, Ha,_1(q, p), € estritamente positivo,

ou seja, Ng,_1 > 0.

Demonstracao: Se Ay, ; = 0, entao, pelo Teorema 3.19, R(p, q) = 0, o que implica que
P e ¢ possuem zeros em comum e isso € um absurdo.

Se Ay, 1 < 0, pelo Teorema 3.19, sinal[R(p, q)] = (—1)%“. Mas, se 0s zeros
de p e ¢ se entrelacam, entao

sinal[R(p, ¢)] = sinal [aff H Q(l'z)]

= sinal[q(xl)]isiglal[q(mg)] ...sinal[q(z,,_1)]sinal[g(x,,)]

n(n—1)

= (F1) R () ) = (<)

[
Uma condicao suficiente para um polindmio possuir zeros complexos ¢ dada no

teorema que enunciamos a seguir.

Teorema 3.21. Sejam p(z) = 2™ + @ 12" '+ ...+ a1z + ag, a, > 0, e Ny g 0
determinante da matriz de Hurwitz Haon—1(p',p). Se Ng,—1 < 0, entao p possui zeros

complexos.
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Demonstracao: Do Teorema 3.18 e da definicao de discriminante, obtemos

n(n—1) n(n—1) n—
R(p.p) = (177 a.D(p) = (-1)"7 ayt [] (wi—ap)?
1<i<j<n
onde 1, X, ..., T, sao os zeros do polindémio p. Por outro lado, pelo Teorema 3.19,

Rp,p') = (1) = Agyp.

Logo,
AQn—l = ai”_l H (IL’Z — l’j)Q.

1<i<j<n
Como Ay,_1 <0 e a, >0, segue que
H ((L’z — .I'j)Q < 0.
1<i<j<n

Essa desigualdade ocorre somente se existe algum zero xj complexo, k=1,2,....,n. =

3.4 Equacoes de diferenca

A féormula de recorréncia de trés termos (2.5) pode ser considerada como uma
equacao de diferenca e sua solucao é exatamente a sequéncia de polindmios ortogonais
[P},

Por outro lado, a evolucao de sistemas dinamicos, que sao todos os sistemas que
evoluem ao longo do tempo qualquer que seja a sua natureza, isto é, sistemas fisicos,
biolégicos, quimicos, sociais, econémicos, etc., pode ser descrita por equacoes de diferenca,
uma vez que esse tempo é muitas vezes medido em intervalos discretos. Por exemplo, se
uma certa populagao tem geragoes discretas, o tamanho da (n 4 1)—ésima geracao 41

¢ uma funcao da n—ésima geracao v,. Essa relacao expressa a equagao de diferenca

Ynt1 = P(Yn)- (3.11)

Aqui, vamos fazer um breve resumo sobre as equacoes de diferenca lineares, homo-
géneas e com coeficientes constantes. O texto de Elaydi [23] contém informagoes detalha-

das sobre o assunto.
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3.4.1 Equagoes de diferenca: caso linear

Uma equagao de diferenca linear de ordem k, homogénea, com coeficientes cons-

tantes, tem a forma geral dada por

Yntk T ClYnik—1 + .-+ ChlYn = 07 (312)

onde os coeficientes ¢, # 0 para todo k > ng. Se, para algum ny > 0, y,, € dado, entao
(3.12) é chamado de problema de valor inicial.
Suponha que a solugao ¥, ¢ dada por A", onde A é um nimero complexo. Substi-

tuindo esses valores em (3.12), obtemos
)\k—l-Cl)\kil—f—...—l—Ck:O.

Essa equacao é chamada de equacgao caracteristica. Consideremos dois casos: um em que
as raizes da equagao caracteristica sao distintas e o outro quando tém multiplicidades.
Se as raizes da equacao caracteristica sao distintas, Aq, Ag, ..., Ax, a solugao geral

de (3.12) é dada por

k
Un = ) @A}
=1

Se as raizes distintas da equagcao caracteristica sao A1, Ao, ..., A, com multiplicida-
T
des my, mo, ..., m,, respectivamente, tais que Z m; = k, entao a solucao geral de (3.12)

i=1
e

T
n 2 m;—1
UYn = E /\Z (aiO + a;1n + a;n” + ...+ Qi m;—1T v )
i=1
As constantes da solugao y,, devem ser encontradas a partir das condi¢oes iniciais.

Exemplo 3.5. Considere os polinomios de Chebyshev de sequnda espécie u,,, ortonormais
no intervalo (—1,1), normalizados por py = 1. Eles satisfazem a relagdo de recorréncia
de trés termos

un () = 20Uy 1 () — up_o(x), n>2,

com up(x) = 1 e uy(x) = 2x. Substituindo n por n + 2 na equagao acima, obtemos a

equacao de diferenca linear, homogénea e de sequnda ordem,
Up42(T) — 22Up41(2) + up(x) =0, n>0.
Assim, a equacgao caracteristica serd

N —22A+1=0,
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cujas raizes sao

A

20 + /4?2 —4
_ = 2x =z +vVar?2—-1.

Como —1 < x < 1, as raizes sao distintas, pois sao complexas conjugadas. Portanto, a

solucao € dada por
Uy = ar1(x + Va2 —1)" + as(x — Va2 — 1)".

Utilizando as condigoes iniciais, ou seja, ug = 1 e uy = 2x, obtemos
r+Va?—1 r—Va? -1
hG=——— € g= ——F———.
N ? 2v/22 — 1

Logo, obtemos uma representacao explicita para os polindomios de Chebyshev dada por

(4 V22 = 1)" — (2 — /22 — 1)"H!
212 — 1 ’

Por outro lado, fazendo x = cosf, com 0 < 6 < 7w, obtemos

Up (1) =

sin[(n 4 1)0]  sin[(n 4+ 1) arccos ]

sin 0 a 1 — 12 ’

up(z) = n=20,1,2,....

3.4.2 Sistemas de equacoes de diferenca

Nosso interesse, aqui, é encontrar solugoes para o seguinte sistema de k equacoes

de diferenca lineares:

yffll = a11y1(11) + a123/1(12) + ...+ a1k;y£Lk)
?/7(12421 : a“21y7gll) + a22y7(12)' + ...+ azk%(zk) (3.13)
yfffﬁl = akli%(zl) + ak2yr(12) +...+ akkyT(zk)

Seja A = (a;;) uma matriz real e ndo singular. Como os elementos de A séo todos
constantes, este sistema é conhecido como auténomo e pode ser escrito na seguinte forma
matricial

Y1 =AY, (3.14)

t
com Y, = (ya(ml)7 91(12), e ,y,gk)> € R*, onde t indica o transposto do vetor.

Se, para algum ng > 0, Y,,, = Yy é dado, entao o sistema (3.13) é chamado de

problema de valor inicial. Além disso, de (3.14), obtemos

Y, =AY, | =A%, ,=...= A""Y,.
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Sem perda de generalidade, podemos supor ng = 0 e, entao, a solu¢ao para o sistema
(3.13) é dada por
Yn - An%a

com Yy = Y,,.
Sejam A, Ag, ..., A\x 0s autovalores da matriz real A de ordem k. Para calcular o
valor de A™, basta aplicarmos o seguinte algoritmo:

k

A" =3 ()M (- 1),

j=1
com )
w(n) = A7, ui(n) = XN (i), =23,k
=0
(6]

M(G) = (A= NDM(G—1), M(0) =1,

onde I é a matriz identidade. Este algoritmo é conhecido como Algoritmo de Putzer e

pode ser encontrado com mais detalhes em [23] ou [24].



Capitulo 4

Zeros dos Polinémios Ortogonais do

Tipo Jacobi-Sobolev

Apresentamos, neste capitulo, resultados que obtivemos sobre os zeros dos polino-

. . . . 8,M,N,M,N ~ . ~
mios ortogonais do tipo Jacobi-Sobolev, ples ), que sao ortogonais com relagao

ao produto interno

o+ 8+2) 1 .
2046+ (o + 1)I(f + 1) /_129(:6)61(1?)(1 —2)*(1+x)’dx )

+Mp(1)q(1) + Np/(1)¢'(1) + Mp(—1)q(—1) + Np/(—1)¢'(-1),

(p,q) =

onde a, 8 > —1 e M,N,M,N > 0. Para os casos particulares M = N =0, N = M =
N=0M=M=N=0eN =N, investigamos a localizacao, propriedades de entre-
lacamento, a monotonicidade e o comportamento assintotico dos zeros de PP MNMN)

com respeito aos parametros M, N, M, N. Esses resultados sao obtidos através da analise

do comportamento dos zeros de combinacoes lineares de polinémios da forma
Py(z) = Hy(z) + ¢ Gu(z),

e foram publicados em 2010 na revista Applied Numerical Mathematics juntamente com

Dimitar K. Dimitrov e Fernando R. Rafaeli, [18|.

4.1 Resultados preliminares

A sequéncia de polinémios, ortogonal com relagao ao produto interno

k

ks = [ F@lalaldoa)+ Y M () (o)

1=0
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onde M; > 0O parat=0,1,...,k e a € R, é chamada sequéncia de poliné6mios ortogonais
do tipo Sobolev. Quando d¢ é a medida dos polindmios ortogonais classicos de Jacobi,
ou seja,

do(z) = (1 — 2)*(1 4 z)dx,

PLPM) 56 o8 polindmios ortogonais do tipo Jacobi-Sobolev. Esses po-

os polinémios
linbmios, em geral, nao satisfazem as mesmas propriedades dos polinomios ortogonais
relacionados ao produto interno usual. Por exemplo, eles nao possuem uma relacao de
recorréncia de trés termos e os zeros desses polindmios podem nao ser reais. Vamos
considerar, neste capitulo, os polindmios ortogonais de Jacobi normalizados por

Pld) (1) = (" N O‘) . (4.2)

n

Nessas condigoes, para n > 1 e com as condigoes iniciais Pfof’ﬁ) (x)=0¢e Po(a’ﬁ) (x) =1, os

polindmios de Jacobi podem ser obtidos pela relacao de recorréncia de trés termos

P (o) = (e = ) P27 (2) = 0 P25 (), (43)

n—1 n—2

com
Cn+a+B-1)2n+a+ )

2n(n+ a+ B)
_ @ntatB-DF-a)
2n(n+a+pB)2n+a+ 5 —2)
2n+a—-1Ln+B-1)2n+ a4+ p)
" 2Znn+a+B)(2n+a+p—-2)

e possuem os coeficientes dos termos de maior grau dados por

[0 :z—n(2”+a+ﬁ), n>1
n

n

I

Bn

Y

Além disso, satisfazem a equacgao diferencial

(I-2?)y' +[B—a—(a+B8+2zly +nn+a+B+1)y=0, (4.4)

as propriedades

P () = PRI L pleiian ), (45)
d s —l@n+a+ Bz + B —alPi (@) + 2(n+ o) (n+ B)PY (@)
P () = Gntat A1 — 3 (4.6)

e a relagao de simetria

P9 (—z) = (=1)"P{") (). (4.7)
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Ademais, eles podem ser obtidos explicitamente por

row =S (I () () e

k=0

P(a>ﬁ7M?N)

4.2 Polinémios do tipo Jacobi-Sobolev, P,

Primeiramente, vamos estudar os polinémios do tipo Jacobi-Sobolev que sao orto-
gonais com relagdo ao produto interno (4.1) quando M = N = 0 ¢ os denotaremos por
P,Sa’ﬁ MN) - Fsses polinémios serao normalizados de modo que os coeficientes dos termos
de maior grau sao dados por

o 2
a0 — e (P gy ity (- DA, 20,
n
em que

2
A0:1+AM—|—AC’N+n(n+a+ﬁ+1)A BMN

2(a+2) ’
(a+1)AM (n—1)(n+a+B+2)AN )
A = A’BMN 4.9
YT anta+B+1) Ao +1) + ’ (4.9)
4 AN (o + 3)A2BMN
2 p—

+ ;
4a+1) 2(n—1)n+a+p+2)
com Ay = Ag(n, o, B, M,N), k=0,1,2, e

Fr+0'(n+a+B+2)I'(n+a+1)

A=A &) = o e+ B+ 2T+ B+ DI()

_ (=D +B)n+a+)(n+a+p+2)
B=Bna ) = e+ @+ tat 1)’ (4.10)
C=Cna,B) = (n=Dn+atpft+at+2mtatf+1)—(at+1)F]

da+1)(a+2)(a+3)

Apesar desses polindmios nao satisfazerem a uma relacao de recorréncia de trés ter-
mos, mostramos que eles podem ser representados como uma combinacao dos polindémios

classicos de Jacobi.

P’,Sja7ﬁ7M7N

Teorema 4.1. Os polinomios ) podem ser representados por

2
PleBMN) (4 — AOP(O"ﬂ) ) — A (1 +x ip(a,ﬁ) z) + Ay(1+ )2 d Plesh) (4 . (411
" " de " dax? "

com os coeficientes Ay, Ay e Ay dados por (4.9).
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Demonstragao: Consideremos os polinomios
d d
Qul@) = AP (z) = A1 +2) 2 Pl (w) + Aoll + 02 PO (a), 020

com Ap, Ay e A, satisfazendo as igualdades dadas em (4.9). Como (1 — x)™, m =
0,1,...,n—1, formam uma base para os polindémios de grau até n — 1, basta mostrarmos
que o produto interno, dado em (4.1), de cada um desses polinémios com o polinémio @,

¢ zero. De fato, para 2 < m <n — 1, de (4.5) obtemos

a=B-17( ¢
<Qn,(1—x)m>_2r(a+rlg (;if / Qu(2)(1 = 2)™(1 = 2)*(1 + 2)Pdx

27 P (a+ B+ 2) Lo - X
= T DG+ 1) {Aﬂ/f%ﬁmﬂﬂ—x>ﬂ—w>u+xwm

DA, [!
"y / BT @)1= o) (1= ) (1 4 2) e
-1
D(D +1)A
L0+ DA I ) Q/Pa;”“)(x)u—x)m2(1—x)a+2<1+x)5+2dx},
-1

onde D = D(n,a,f) = n+ a+ B+ 1. Assim, pela ortogonalidade dos polinémios de

Jacobi classicos, temos
(Qn,(1=2)™) =0, m=2,3,...,n—1.
Além disso, para m = 0,

—a—p—-1 o 1
Q1) = 2 o +1;§r(; i 52) \{Ao /_ PN @)1= ) (1 +a) ds (4.12)

J/

5
DA, (!
- / P (@) (1 — 2)(1 + ) da
—1

D(D+ 1A, [*
2D [P D)1 - a1+ )
—1

4

2
+ 44,2 ples)

d
=1 dx? " ()

+M {Aop,ga@(n—zAl - PP ()

.

@y = 2 ([ peen - n0 - art s g

e, para m = 1,

Fla+ DB +1) 1

J/

v

=0

_D;ll / 11 PLtLOD (1 = 2)* T (1 4 2)PH d
) >
LD [ plegaia oy i+ e
N{(AO—Al) dpavm(x) — (24, —4A,) d—PTga A (x) +4A2d—3p7§a A (x) }
dx z=1 dx? z=1 da3 z=1
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Usando a igualdade

(e.B) _ B, —
@) = @) (L) de = ——— e )

Y

/1 25 (p+ DI (n+ B+ )T (n+a — p)

que é a expressao 7.391(4) em [30], e a ortogonalidade dos polindémios de Jacobi em (4.12)
e (4.13), obtemos um sistema linear com duas equagdes e trés incognitas, Ay, A; e As.

Substituindo os valores desses coeficientes pelos dados em (4.9), obtemos

(Qn,1) = (Qn, (1 —2)) =0.

Portanto, os polindmios @, sao ortogonais com relagao ao produto interno (4.1) para M

e N positivos e M = N = 0. Além disso, os coeficientes dos termos de maior grau dos

e -~ . . B, M,N
polinémios @),, sao iguais aos dados para Péa A )

on 2n+a+
n

, que sao

Logo,
Qn(z) = PlAMN) (1),

Lema 4.1. Paran > 2 e o, > —1, o0s coeficientes Ay, Ay e Ay, dados em (4.9),
satisfazem
Ao, Al, Ay > 0. (414)

1(104,,8,M,N) d

Além disso, o coeficiente do termo de maior grau | e PP M) tambem € positivo.

Demonstragao: Como n > 2 e «a, 8 > —1, concluimos imediatamente que A, B,C > 0.
Logo, as desigualdades (4.14) tornam-se claramente verdadeiras.
Por outro lado, para mostrar que

2
l;a’ﬁ’M’N) _ 2—n( n +T(L36 + ﬁ) [Ag — nA; +n(n — 1)A,]

é positivo, é suficiente provar que Ag — nA; +n(n — 1)A, > 0. Substituindo os valores de

Ao, Ay e Ay dados em (4.9), obtemos
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Ap —nAy +n(n—1)A; =

(n+ 8)A
da+1)(a+2)(a+3)n+ta+B+1)(n+a+[+2)
x{(n+a+p+2)[4a+1)(a+2)(a+3)M

1+

+n—Dn+a+B8+1)nla+2)(n+a+p8)— (a+1)(a+ S+ 2)]N]

+2n(a+ 1) (a+3)(n+p—-1)(n+a+p+1)ABMN} > 0.

4.2.1 Zeros de PN

Pr(La”&M’N)

A seguir, mostramos que os zeros de sao reais, distintos e se entrelagam

com os zeros de P,E“’B ), Ademais, provamos que pelo menos n—1 desses zeros pertencem ao

intervalo (—1, 1) e fornecemos explicitamente o valor da massa Ny tal que, para N > Ny,

PTga,,B,M,N)

o maior zero de é maior do que 1.

Para mostrar esses resultados, precisamos de um limitante para o maior zero do

)

polinémio de Jacobi, :ng;{g , que é apresentado no lema a seguir.

Lema 4.2. Para todon e Nea, > —1,

2(a+1)
nn+a+pB+1)

:z:,(fff) <1-

Demonstracao: Consideremos, agora, os polinomios ortogonais de Jacobi denotados por
R e normalizados por

RA(1) = 1.

Assim, utilizando a fungao hipergeométrica de Gauss para expressar RlP )(ZL‘), que pode

ser encontrada no texto de Szegd [61], temos

—n,n+a+pF+11—-2

Rﬁf“’ﬁ)(x) = ol )
a+1 2

onde

R o = i (@)i(0)k i

C k=0 k'(C)k

e (a)y =ala+1)(a+2)...(a+ k —1) denota o simbolo de Pochhammer. Assim, com

essa normalizacao,

_n(nta+pf+1)

d
LN
B @), 2(a+ 1)

dr "
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Agora, seja 1 — 6§, com § > 0, o ponto de intersecgao da reta tangente a R%a’ﬁ)(a:) no

ponto (1, RY? (1)) com a reta real. Como R\ ¢ uma funcio convexa para z > z\%”,
concluimos que xﬁfﬁ’f ) < 1—6. Por outro lado,
R(aﬂ)(l)
— Rl@f) S
x " (z) z=1 o
o que implica na igualdade
2+ 1)
0=
nn+a+p+1)
de onde segue o resultado desejado. [ ]

Teorema 4.2. Paran > 2, o, > —1 e M, N > 0, os zeros dos polindmios ortogonais
do tipo Jacobi-Sobolev sao reais e se entrelacam com os zeros dos polindmios ortogonais

de Jacobi, ou seja,

1< < a:ffl’B’M’N) < < xflf‘,;ﬁ) < x;‘ff’M’N). (4.15)

n,1

Demonstragao: Reescrevendo a férmula de conexao (4.11), temos

POAMN)(2) = AgPD) (z) - HEP (x), (4.16)
com
H@P () = A (1 + x)ip@ff) (z) — Ay(1 + x)2d—2P<aﬁ>(g;).
" dr " dz? "
Por outro lado, usando a equacao diferencial satisfeita pelos polinémios de Jacobi, equacao
(4.4), e a expressao (4.6) para eliminar os termos d—P,g A o WBS ) de H™ | obtemos
x x
19 (@) = To(2) P2 () + Ty(2) P2 (w), (4.17)
com
Ty(x) = (n+a)(n+pB)

! nin—1D(a+Dn+a+B+)(n+a+B+2)2n+a+8)(z—1)2
x{(n=1)(n+a+B+2)AM(a+1)*(1 —z)+n(n+a+p+1)Ng(z)]
+2n(a+1)(n+a+ B+ 1)ABMNr(x)}

onde
g(x) = 2(a+1) +nn+a+f+1)(1—-2)
e

r(z) = =2(a+1)(a+3)+(1—a)2nn+a++1)+ (a+ 1)(a+ [+ 2)].
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Como vamos avaliar a igualdade (4.17) nos zeros de pls ), 0 expressao para Tj nao é

relevante. Por outro lado, temos que determinar o sinal de 7. Para isso, basta analisarmos
o comportamento das retas ¢ e r. Observe que ambas sao retas decrescentes e possuem

COIMO Zeros
2(a+1)
nn+a+p8+1)

@ =1-

- 2(a+ 1)(a + 3)
2n(n+a+p+1)+ (a+1)(a++2)

respectivamente. Além disso, para n > 2,

" =

2n—D(a+1)*(n+a+p+2)

re — e > 0’
T et B+ DRt a+ A+ 1)+ (a+ (ot 5+ 2)
ou seja, r; > ¢1. Por outro lado, usando o Lema 4.2, xﬁff,’f) < q1 < ry. Logo, Ty(x) > 0
(a,8)

para r < Tngn -
Assim, avaliando a formula de conexao (4.16) nos zeros do polindémio de Jacobi,
P,(LO"B ), usando a expressao (4.17) e a propriedade de entrelagamento dos zeros de Péa’ﬁ ) e

P (ff ) , concluimos que

sinal [PSOY (o) = —sinal |17 (27))]

(4.18)
= —sinal [Pﬁ’f) (mi‘j‘,@)] = (—1)n L

PT(Loc,B,M7N)

Portanto, n — 1 zeros de se entrelacam com os n zeros de pd) (x), isto &,

(o, 8,M,N) (c,8)

—1<xff,f)<a:n7k < Ty i1 n>2 1<k<n-—1.
Falta mostrar que z'o7"™N) > 29 Pelo Lema 4.1, o coeficiente I{™7*™) de 2™ em
PPN & bositivo e, de (4.18), PYPMN (2498)) < 0. Logo, 2\ M ) s gl m

A seguir determinaremos explicitamente o valor critico do parametro IV, tal que o

a7ﬁ7M7N)

maior zero de P,E pertenga ou nao ao intervalo de ortogonalidade (—1,1).

a?IB7M7N)

Teorema 4.3. Paran > 2, a, > —1 e M, N > 0, o maior zero de P! satisfaz
ngﬁﬁ’M’N) <1, para N < Ny,
x%’f’M’N) =1, para N = Ny,

&M S 1 para N > Ny,
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o dla+1)(a+2)(a+3)

No = (n—1)n+B)n+a+l)(n+a+B+2)A

~ . . L. B,M,N ~
Demonstragao: Para investigar a localizagao de xﬁlanﬂ ) com relagao ao ponto z = 1,

¢ suficiente observar que ple? ’M’N)(l) = 0 se, e somente se, N = Nj. |

E muito interessante observar que Ny ndo depende de M. A fim de ilustrar os

resultados obtidos no Teorema 4.3, colocamos, na Figura 4.1, alguns graficos de Péa’ﬁ ’M’N),

com o = 0.5,  =1e M = 0.2, para trés valores de N.

o~ |
PR —  N<N,
’
’ o N=N,
., - \ - =No
Vs ~ L
! NN
/ \ .= N>N,
)
v, AR
AN
A Y
N\ \‘\ !
\\‘ 0.5
N
SN
\

Figura 4.1: Grafico de P3(0'5’1’0'2 M para alguns valores de N.

A Tabela 4.1 ilustra o comportamento dos zeros de Péa’B’M’N), paraa = 0.5, 8 =1,

M = 0.2 e varios valores de N.

N $é?i5,1,0.2,N) a:é?f’l’o'z N) x:())?é5,1,0.2 N)

0 —0.592666 0.16014 0.911199

1/100 —0.559182 0.26751 0.976279

No = 128/9009 —0.551342 0.296797 1

1/2 —0.504285 0.490049 1.33242

1 —0.502834 0.495743 1.35248

5 —0.501641 0.500377 1.36972

10 —0.50149 0.500961 1.37196

Tabela 4.1: Zeros de Péa’B’M’N) para alguns valores de N.
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Observe que, para N > Ny, o maior zero é maior do que 1. Ademais, parece que
os zeros sao fungoes crescentes de N. Alguns outros experimentos numéricos também
indicam que esses zeros sao fungoes crescentes de M.

Formulamos, entao, o seguinte problema:
Conjectura 4.1. Para todo M > 0 fizo, os zeros xfla,f’M’N)

e, para todo N > 0 fizo, os zeros z! ,’fM M

sao fungoes crescentes de N

sao fungoes crescentes de M.

4.3 Polindbmios ortogonais do tipo Jacobi

Consideremos, agora, o produto interno (4.1) com N = M = N = 0. Denotemos

por P BM) g polinémios P,(La’ﬁ ’M’O’O’O), ortogonais com relagao ao produto interno
27210 (a+ B +2) (!
,q) = 2)q(z)(1 — 2)(1 + 2)°dx + Mp(1)q(1), 4.19
0.0) = St P =) (1 2) e+ Mp(Da(), (0.19)

com o, > —1e M > 0. Os polinémios que sao ortogonais com relagao a esse produto
interno sao chamados de polinémios ortogonais do tipo Jacobi (ou Jacobi-Koornwinder).
De forma analoga, podemos considerar os polindmios do tipo Jacobi com M = N =
N = 0, Pé“’ﬁ 0.0,81,0) que vamos denotar por Pﬁa”@ ’M). Dessa forma, esses polindémios sao
ortogonais com relagao ao produto interno

27 AN+ B +2)
T(a+ D)I(B+1)

1
(p,q) = / p(x)q(2)(1 —2)*(1 + ) de + Mp(=1)q(-1),

- (4.20)
com «,8 > —1 e M > 0. Tais polinomios foram estudados primeiramente por T. H.
Koornwinder [38] em 1984. O autor adicionou, simultaneamente, duas funcoes delta de
Dirac nos pontos x = —1 e x = 1, isto €, estudou os polinémios ortogonais com relacao
ao produto interno (4.1), com N = N = 0, ou seja,

zaﬁlra+5+2/f
a4+ 1)I(B+1)

+Mf(1)g(1) + Mf(~

(f.9) = 2)(1 —2)*(1 + z)’da

(4.21)

(a,8,M,M)

JB,M,M 0,0
Denotemos por P, ap )

0s polinémios PT(L que sao ortogonais com relagao a
medida (4.21). Uma representacao desses polindmios em termos dos polindmios cléssicos,

dada em [38], é a seguinte.
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Lema 4.3. Os polinomios PAPM™ podem ser representados por
PLESAN (1) = 5, {AanPW )+ BN AN D) 4 sy <x>} )
com
5”:%“”®:[m31532iggn2’
oo T Mo N 0010 st
By = BM(a,p) = Lt UL+ 5+ Ula+ DIa+ f+1) | nintatf+ DM

rg+nD(n+a+1)I'n+a+p4+1) (a+1)(a+p+1)"
Como consequéncia de (4.11), obtemos, para os polindmios P,W ’M), a formula de

conexao a seguir.
Lema 4.4. Os polinémios P,&""ﬁ’M) podem ser representados por

PESM(a) = AP (@) — A1+ 2)- P (), (4.21)
x
com
Ay = All(n;a,B) = 1+ AM,

a+1
nn+a+pg+1)

Al - A{W(TL,O[?B) -

— Al B+ DI (n+a+B8+2)(n+a+1)
A=Alnie,f) = F(a+2)T(a+B+2)0(n+ 3+ 1)T'(n)

Forneceremos, em seguida, uma segunda féormula de conexao que desenvolvemos

para esses polinémios.

Teorema 4.4. Os polinémios plepAD podem ser representados por

PeBM) (1) = POB) (1) + MGEH) (), (4.25)
com
6409 w) o= PP DR - DRI o), (4.26)
n
Demonstragao: Observe que, de (4.9), temos
(a+1)A d

GD(z) = AP () — (1+2)— P (). (4.27)

nn+a+p5+1) de "

Agora, para provar que (4.26) e (4.27) coincidem, basta comparar os coeficientes das

poténcias de x de cada equagao, utilizando, por exemplo, a forma explicita para os po-

lindmios de Jacobi dada pela expressao (4.8). m
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4.3.1 Zeros de p\“*M)

Um problema interessante é investigar o comportamento dos zeros dos polindmios
do tipo Jacobi quando a massa M varia. Alguns autores que trataram desse e de outros
assuntos sao Alvarez-Nodarse, Marcellan ¢ Petronilho [5], que estudaram a distribuigao
dos zeros dos polinomios do tipo Jacobi, Duenas e Marcellan [20], que mostraram proprie-
dades de entrelacamento e a convergéncia desses zeros aos zeros dos polinémios de Jacobi,
e Griinbaum [32], que tratou da interpretagao eletrostatica dos zeros desses polindmios.

k) 7M = ~ 2 M
AM) S50 funcoes mondtonas, considerando-

Neste trabalho, provamos que os zeros de Péa
os como fungoes da massa M, assim como a convergéncia deles quando M tende ao infinito,

com velocidade da ordem de 1/M.

Teorema 4.5. Os zeros dos polinémios ortogonais do tipo Jacobi, Péa’ﬁ’M), 840 reais,
distintos e se entrelagam com os zeros dos polinomios de Jacobi Pﬁ‘“’ﬂ) e Pfﬁf”g), ou seja,
se denotarmos por xéa,’f’M), k=1,...,n, os zeros de P,E“’B’M), entao

xfff,’f) < a:gf,’f’M) < xffj?,’f) < :Efj,’ci)l < :Eff,’fijlw), kE=1,2,...,n—1, (4.28)

para M >0, n>2ea,(>—1.

Demonstragao: Os coeficientes de 2 em P\*?, P{*?™) ¢ G{*?) 30 dados por

2_n(2n+a+ﬁ) 2_n<2n+a+ﬂ 27" (n + B)A (2n+a+ﬁ>

n n n n—1

)%—Mﬂe

respectivamente. Como

(n+ B)AM

Ap—ndy =14 22
0o~ n+a+p+1

entao todos esses coeficientes sao positivos. Por outro lado, usando a férmula de conexao

a o d -
(4.24) para PP ¢ substituindo d—P,E“’ﬂ) pela expressao (4.6), obtemos
T

(aBM) N _ n[(2n +a+ Bz + 4 —a )
PO = fan M P

_ 2(n+a)(n+p) (@) (.
Gntat - et )

(4.29)

Ja que
2(n+a)(n+p)
2n+a+06)(1—x)

A >0
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para —1 <z < 1,n >2e a,f > —1, avaliando a igualdade (4.29) nos zeros de Py(Lo"ﬁ)7

obtemos

n,

sinal [PT(LQ’@M) <x(‘”,’f)>} — _ginal [pnivf) (xmﬂ))} (=)

P(a’ﬁ)

pois os zeros de P,&""ﬁ ) e 1 se entrelagam. Podemos, entao, concluir que os zeros de

Pl o pleh) satisfazem as desigualdades

l‘ffiﬁ) < gj;‘?‘iﬁvM) < e < xfﬁ%ﬁ) < x(a,,B,M)

n,n :

Usando a propriedade de entrelagamento dos zeros acima e avaliando a féormula de conexao

(4.25) nos zeros de P\*” e de P\ obtemos

sinal [Pgaﬂvafj,f))} — sinal [G;a@(a;ﬁf,f))] — (—1)nk

e
sinal [P,Sa’ﬂ) (xf]akBM))} = —sinal [G,(f’ﬁ) (acfla,fM))} = (=1)"*,

para k =1,...,n. Logo, os zeros de pletM) o gleh) oo entrelacam. Uma vez que o maior

zero de Gsla’ﬁ ) ¢ 1 e os demais sdo os zeros de P,Eﬁw ), obtemos o resultado desejado. m

Como todos os zeros do polinomios de Jacobi pertencem ao intervalo (—1,1), o

teorema anterior implica imediatamente no corolario a seguir.

Péanng)

Corolario 4.1. Todos os zeros do polinémio pertencem ao intervalo de ortogo-

nalidade (—1,1).

Da igualdade (4.25), concluimos que os polinémios ortogonais do tipo Jacobi

plesM) podem ser obtidos através de uma combinacao linear dos polindémios P g

GS?’B ). Além disso , pelo Teorema 4.5, os zeros desses dois tltimos polinémios se entre-

lagam. Logo, usando o Teorema 3.2 (item 7)), concluimos que os zeros de PP M) 50

funcgoes crescentes do parametro M. Podemos, entao, enunciar o teorema a seguir.

M)

Teorema 4.6. Os zeros do polindomio ortogonal do tipo Jacobi pesM) a0 fungoes cres-

centes do parametro M.

Quando M tende ao oo, pelo Teorema 3.4, o maior zero do polindmio do tipo

Péa’ﬁ,M)

Jacobi converge para 1 e os n — 1 zeros restantes convergem para os zeros do

polindémio de Jacobi Pflﬁw ), Entao, formulamos o seguinte resultado:
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M)

Teorema 4.7. Os zeros de PT(LO"B’ possuem o sequinte comportamento assintotico com

respeito a M:

lim 2% =1 ¢ lim 2PN = 120, (4.30)

nn
M —oc0 ’ M —o0

Além disso, a velocidade de convergéncia € expressa por

lim M1 — 2% = k(n, o, B)

n,n
M—oo ’

[1 + xff_tz,;ﬂ)] k(n,a, )
lim M[a:aﬁ’ﬁ)—xga,’f’M)]: ’ , k=1,2,...,n—1,
’ 2(a+2)

o 2a+1)(a+2)
(n+B)(n+a+1)A°

k(n,a, B) = (4.31)

Demonstracao: Usando a formula (4.25), as propriedades de entrelagamento dos zeros
contidas no Teorema 4.5 e o Teorema 3.4, obtemos que os zeros de PT(La’ﬁ M) convergem
para os zeros do polinémio G&*? dado em (4.26), ou seja, valem as relagoes limites (4.30).

Além disso, segue também que

P01

lim M[1 — z{PM)] = ( ),

M—o0 [G%a,ﬂ)(x)]
x=1

e,parak=1,2,...,n—1,

: (a+2,8) (B, M)y _
]\/ljligo M[xn—l,k - xn,k ] -

Sabemos, de (4.2), que

Entao, derivando G%a’ﬁ ) com relagao a x e avaliando no ponto x = 1, obtemos

lim M[1 — z(®fM) = A () _2AatD(@+2)
M v [G;‘lﬂ) (:1;)], (n+B)(n+a+1)A
r=1

Agora, vamos encontrar uma forma explicita para

a, a+2,
PP )

, .
]l

n—1,k
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Derivando G\ ), dado pela expressao (4.27), com relagdo a x e usando a equagao dife-

"
rencial (4.4) satisfeita pelos polinomios de Jacobi para substituir o termo <P7§a’6 )(:r)>

em [Gﬁ?’ﬁ)(:p)}/, obtemos

| e G0

(4.32)
(a+1)A

PlsB) ()
1—a (z)

n

+

Por outro lado, avaliando a equagao (4.27) em a;gla_?kﬁ ), obtemos a igualdade

«a 2, ! ’I’L(TL+O{+5+1) « a+2,
(P2 @20)) = PN @),
(a+ 1)(1 + 20727

Assim, substituindo a igualdade acima na equagao (4.32) avaliada em = = xﬁff ), con-

cluimos que
/

ase

Pﬁa’ﬁ)(xgﬁ?,;ﬂ)) (1+ :Bgﬁ?,f))(a +1)
Portanto
«, a+2, a+2,
. (a+2,8)  (a,8,M) _ P (%(171,158)) 1+ -’Eizj,kﬁ))(a +1)
s, Ml = = ~Alnta+1)(n+p)
i : ; a, n+a n
67 ) p=a ()

Para ilustrar os resultados dos Teoremas 4.5, 4.6 e 4.7, fornecemos a Tabela 4.2

M)

que apresenta os zeros de Péa’ﬁ " para o =0, § = 2 e varios valores de M.

M i zyy zyy

0 —0.410004 0.305992 0.854012
1 —0.38243 0.368016 0.972748
5 —0.378969 0.375736 0.993617
10 —0.378475 0.376834 0.996739
50 —0.378068 0.377736 0.999336

Tabela 4.2: Zeros de Pg(a’ﬁ M) para alguns valores de M.

Observe que o maior zero converge para 1 e os outros dois zeros convergem aos zeros

do polinémio de Jacobi PQ(Q’Q)7 isto ¢, eles convergem para xé?f) = —1/V/7~ —0.377964 ¢
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a:(ff) = 1/V/7 ~ 0.377964. Note também que todos os zeros sdo funcdes crescentes com

relacao a M.

: . 0,2,M - A
A Figura 4.2 ilustra o comportamento dos zeros de ng ) como fungoes do para-
o : 2,2
metro M, limitado superiormente pelos zeros de PQ( ) e por 1.
J0p === = = = @ s & m e m e meamammeamaama..a.
0.8 - oy
0.6
r N xﬁ;’l/-:ﬂ,M)
04k i
02}
| | | | |
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
—02l
-04 e e

PS(O,Z,M)

Figura 4.2: Grafico dos zeros de como funcao de M.

(c,8,M)

Experimentos numéricos mostram que as quantidades MI[1 — x5, "] e
M [xfla_ﬁz,f ) xfla,’f ’M)], 1 <k <n—1,sao funcoes crescentes de M.

Usando a propriedade de simetria (4.7) dos polinémios de Jacobi, obtemos facil-

(a7B7M
k

. . o,B8,M
mente resultados analogos aos anteriores sobre os zeros x,, ples ),

) dos polindémios

gerados pelo produto interno (4.20).

4.3.2 Zeros de PT(LO"B’M’M)

Vale mencionar que Koornwinder [38| estudou os polindmios ortogonais do tipo
Jacobi Pr(La’ﬂ MM o mostrou que eles podem ser expressos por uma combinacao de polino-

mios classicos de Jacobi e que satisfazem a uma equacgao diferencial ordinaria de segunda

o,B,M,M

ordem. Nossa contribuicao é com relacao ao estudo dos zeros de P! ). Analisamos o

comportamento mondtono e assintotico desses zeros com relagao as massas M e M. Esses

resultados também s@o encontrados em [18].

(ce,8,M,M

,8,M,M B, M, NI
Denotemos seus zeros por , 1 ) k=1,...,n, comz*>MM) (08,M, M)

TL,l < oo < xn’n
Teorema 4.8. Os zeros do polinomio de Jacobi Pﬁf) separam 0s zeros do polinémio

ortogonal do tipo Jacobi Pfla’B’M’M), 15to €,

(a,8,M,M)
In,2

(a,8,M,M)

(a+1,8+1) < 2! < 17 (433)

M, M 1,8+1
—-1< xg;“iﬂz M) < xnaji iﬂ+ ) < <0< xnfl,nfl

)
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(a,8,M,M)

paran € N,n>2, M, M >0 ea+8+1>0. Além disso, os zeros T,n 7 sao fungoes

crescentes de M e decrescentes de M.

Demonstragao: Usando a equagao diferencial satisfeita pelos polinémios de Jacobi (4.4),

podemos reescrever (4.22) como

LM () _ Fm+a+ﬁ+n)r{m —A,B,

2 (0r,8) "
T(n+ Dl(a+ 6+ 1 n+a+6+mﬂ_x)P% @ﬂ

~ /
+ 1" (0, M, ;) | PP ()] }

em que r; = T%a’ﬂ)(n, M, M;z) = ax — b, com

_ AuBu(a+8+2)  AM+B,M AB.(B—a)  A.M+ B,M

Tam+atB+1) (@+B+D  C T nlmta+B+D)  (a+BLD)

Substituindo em « os valores de A,, ¢ B,, dados nas igualdades em (4.23) e considerando

n>2ea+ 4+ 1>0, obtemos
n(a+ﬁ+1)(n+a+ﬂ+1)a:§>0,

¢c = I'n+DI'(a+B6+1)
x{mn+mma+UN5+DHn+a+UNn+ﬁ+nua+ﬁ+$

+ﬂﬂ5+m%m+a+1P+Mua+®%m+ﬂ+mﬂmn+a+ﬁ+m}

d=T(a+2)T(B+2)T(n+a+)'(n+ B+ 1)(n+a+ B+ 1)%
Como

nla+B+1)(n+a+p+1)(a—0b)

_ 4 2l(n+ D' (a+2)'(n+ B+ ) (o + B+ 2)

TR )T tat T tat Bl 0

nla+B+1)(n+a+pF+1)(a+0)

o2+ IB+2)M(n+a+ D (a+ 5+ 2)
" Ta+D)P(n+ B8+ DI (n+a+B+1)

> 0,
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o zero £ = b/a de ry pertence ao intervalo (—1,1). Agora, note que os zeros x;a,;ﬁ MM g

PT(Loc,,B,M,]\;[)

e

sao os pontos de interseccao da reta r; com a fungao racional

"
4,8, )

Az) = 1—a2?)—
W= mrarsrn ") [P,S“ﬁ) (:c)]/
B Aan n—1
nn+a+p8+1 — n@tlkﬁ“)

. 2,842 : ) .
Os zeros de A sao os zeros de P,(LSL P2 mais os pontos 1 e —1, e seu grafico possui

: +1,5+1 P
assintotas nos zeros de P,ﬁil 7D - Além disso,

. (a8 2
A/< ) Z . N 1 'Tn—Lk‘ 0 7£ (a+1,8+1)
x) = < U, ara x Ty g .
(n + + 5 +1) — ( (a+1,5+1))2 P Lk
= T — xn—l,k

: 5 : : +1,6+1 +1,6+1
Logo, A ¢ uma funcao estritamente decrescente em cada intervalo (:Uff_l ,f_ 1 ), :L‘Ela_l ,f )> ,

para k = 2,3,...,n — 1. Assim, podemos concluir que

(o BMM) (v, 8, M, M)

(a+1, 5+1) (a,ﬂ,M M) <l

1,6+1
< Tp-11 Tpo <<l

n—1ln—1

—1<1:

(aﬁM M)

Vamos agora mostrar que, se fixarmos M, xy, ¢ uma fungao crescente de M. Dado

e >0,

(a.B) T (o, 8) ~
Tl (n7M7M7I) Tl (n;M+€,M,ZE) ~

- =(1 (8, a, M, M),

B,]y(a, ﬁ) B%—f—e(a’ﬁ) ( + x)c (5 (] )

CcOoIm

e(B+1)261(a, B)[(a + 1)(a + B+ 1)01 (v, B) + nMby(cx, B)]

(a+ DB+ D(a+ B+1)6,(3,a) + nMdy(5, )]
1

- [(B+ 1) (a+ B+ 1)0(6,a) +n(N +£)oa (8, a)]
paran > 2, a+ [+ 1> 0,

CTL(a?B? M7 M) =

>0

(o, B)=Tn+ 1)IN(a+DI'(n+ 4+ H(a+5+1)

do(a, B) =T(B+2)I'(n+a+1)I'(n+a+5+2).

Observe que, para x > —1,

0 (n, M, M; ) > ™ (n, M + ¢, M z),
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em v = —1, rla’ﬁ)(n, M, M: x) e r%a’ﬁ)(n, M + ¢, M,x) coincidem para todo € e, ainda,

os zeros de P,ﬁ“’ﬁ’M’M) sao os pontos de interseccao entre r%a”g)(n, M, M; x) e A. Segue,

entao, que os zeros xﬁf‘,’f M. M) sao funcoes crescentes com relacao a massa M.
Analogamente,

(«B) (1 AT ) (n, M, M + ¢ y
S {nv ) 7x> _ " (T}’ ’ —|—€,l‘) = (_1+x)cn(a,6,M,M)
Al (n; a, B) Ajtre(n; a, B)

a767M7M)

e desta igualdade concluimos que os zeros de P! sao funcoes decrescentes de M.m

Para exemplificar a monotonicidade, observe os graficos das fun¢oes racionais

A(1—22) & 1 A(z)
Son; ) = 1 atlpil) — B
n(n+a+ B8+ )kzlx—xn_ljk n
¢ 1
B,(1—-12%) & 1 A(x)
Si(n;x) = 1 @+LB+l) — A4
n(n—i—a—l—ﬁ—i— )kzlx_xnfl,k n

junto com os graficos das retas

rga’ﬁ)(n, M, M +¢; )
AMF=(n; o, B)

(a,B) Y
. r (n, M + ¢, M;zx) .
Ry(n;z) = . BM+2(n; o, §) e Ri(niz)=

para varios valores de €, € > 0 (ver Figuras 4.3 e 4.4).

Figura 4.3: Graficos de Sy(4;x) e R5(4; x) para alguns valores de ¢.



Capitulo 4. Zeros dos Polinémios Ortogonais do Tipo Jacobi-Sobolev 74

Figura 4.4: Graficos de S1(4;x) e R5(4;x) para alguns valores de ¢.

A seguir, fornecemos duas tabelas para ilustrar numericamente a monotonicidade

dos zeros de P,(L

o,B,M,M)

como fun¢oes de M e M.

M xi()ji2,M,5) xz()jéZ,M,E)) x:(;ézM,s))
0 -0.997724 0.000285 0.666762
1/4 -0.996843 0.0898728 0.899104
1/2 -0.996733 0.0995849 0.940857
3/4 -0.99669 0.103278 0.958181
1 -0.996667 0.105223 0.967658
5 -0.996608 0.110183 0.99301
Tabela 4.3: Zeros de Péa’B’M’M) para alguns valores de M.
Wi ngAM) $§52’4’M) w:(;ézA,M)
0 -0.462982 0.239083 0.99439
1/4 -0.93918 0.116715 0.991499
1/2 -0.967854 0.113191 0.991401
3/4 -0.978155 0.111975 0.991366
1 -0.983456 0.111359 0.991349
5 -0.996612 0.10986 0.991306

A Tabela 4.3 mostra os zeros de ng

Tabela 4.4: Zeros de PBE“’B’M’

M)

o,B,M,M)

para alguns valores de M.

paraa:1,6:2e]\2/:5ealguns
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valores de M. Fica claro que os zeros sao fungoes crescentes de M e que o maior zero

converge muito rapido a 1.

A Tabela 4.4 mostra os zeros Péa’B’M’M) quando o =1, B = 2, M = 4 e para alguns

valores de M. Agora, note que os zeros sao funcoes decrescentes de M e que o menor zero
converge rapidamente a —1.
Nosso proximo resultado mostra a convergéncia de xfla,f ) quando um dos pa-

rametros M ou M tende ao infinito. Para isso, consideremos

Fn+a+B8+1)(n+a+B+2)M

DM) = D(n,e 5, M) = o i+ D)8+ Da + 5 + 27

e os polinémios U e V definidos por:

Uz):=(x—1) {—(n—l— HA

Vi) = (z+1) {%Pf’f”) (z) — D(M)(1 — ) [P{?) (x)}’} .

Teorema 4.9. Para cada M > 0 firo, os zeros x convergem aos zeros de U(x)

n

(a7ﬁ7M7M)

(a,3,M,M)

quando M — oo e, para cada M > 0, os zeros x, ;.

convergem aos zeros de V(x)

quando M — .

Demonstracao: De (4.25) e da propriedade de simetria dos polindémios de Jacobi (4.7),

A
PS0 @) = P o) + ML IR @ - )R 0
n
¢ v (n+a)A
Pt (@) = PO (@) + Mg =14+ 2) R (2).
n

Assim, podemos reescrever (4.22) como

~ ) —~ —~ /
PPN () = PO (1) 4 pBOM (1) 4+ A, PP (2) + B, [péa’m(x)} ,

com
I (C(n+ o+ B+2)> MM
n=—1+ 2 2
(a+1)(B+1)T(n)" (Mla+F+2)
e
5 _(1_x_1+x> nn+a+pB+1)Tn+a+pB+1)> MM
“\a+1 B+1 I(n+1)2T(a+ 8 +2)
Dai, )
(o, 8,M,M)
Pn—(m)—>U(:c) quando M — oo (4.34)

M
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e
Péa,,@,M,M) ~
—~(x) — V(z) quando M — oo. (4.35)
M
~ (a,ﬁ,M,]\;[) A
Portanto, para todo M > 0 fixo, os zeros z,, convergem aos zeros do polindmios U

(a,8,M,M)
k

quando M — oo e, para todo M > 0 fixo, os zeros x,, convergem aos zeros de V

quando M — co. [ ]

Usando raciocinio analogo ao da demonstragao do teorema anterior, mostramos que

quando M e M tendem simultaneamente a infinito, o maior zero de Pn(a’ﬁ M,M)

(a42,642)
Pan

converge
para 1, o menor para —1 e os demais zeros para os zeros de . Entao, podemos

enunciar o teorema a seguir.

Teorema 4.10. Para n > 2,

. M, M . v
h~m xflalﬁv ,M) ——1 e h~m xgaﬁB,M,M) -1
M,M—c0 M,M—c0
Além disso, para k =2,...,n—1,
3 (CM,B,M,M) — (a+27:8+2)
11~H1 xn,k - xn—Q,k—l :

M, M —00

P(a>67N)

4.4 Polinémios do tipo Jacobi-Sobolev, P,

Consideremos M = M = N = 0. Os polinémios ortogonais com relacéo ao produto

mterno

__ Te+p+2) 1 o 1
0.0) = g T M)l = (1 ) e+ Ny (1) <1><, |
4.36

coma, >—-1eN >0, PT(LO"B ’O’N’O’O), também sao chamados de polinémios ortogonais

do tipo Jacobi-Sobolev. Denotemos P 000 pop plesdN)

Considerando M = M = N = 0 na equacio (4.11) do Teorema 4.1, obtemos a

seguinte formula de conexao para esses polindémios.

7ﬁ7N

Corolario 4.2. Os polinémios plepN) podem ser representados por

2

PN (@) = AP (@) = Ay(1+ a:)dipéaﬂ’(w) + Ag(1+ fc>2%P£“ﬁ><w>, (4.37)
X T
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em que

Ag = AéN)(n;oz,ﬁ) = 14+ ACN,
(n—1)(n+a+p5+2)

Ay =AM (n; 0, B) Y AN, (4.38)
1
Ay = AN (n;0,8) = WAN

e com as constantes A e C' dadas por

F+1)I(n+a+p+2)I'(n+a+1)

A=Aln;a,f) = T(a+2)(a+ B+ 2)C(n+ B+ 1)I(n)’
B . (n=1Dn+a+B+2)(n(a+2)(nt+a+pB+1)—(a+1)5)
¢ =Clnsa,p) = da+ D(at2)(at3) '
(4.39)
De (4.37), podemos reescrever PPN como
PN () = PP (z) + NF@P) (z), (4.40)
com
@8) .\ _ @), (m—1Dn+a+p5+2) d ap)
F57 () = ACP™(x) o+ 1) Al + :r)den (x) o
A & ) '

4.4.1 Zeros de P

)

o BN) ~ .
No préximo resultado, provamos que os zeros de PPN 50 reais, simples e que

no maximo um deles esta localizado fora do intervalo (—1,1). Além disso, fornecemos

explicitamente o valor Ny da massa tal que, para N > N,, esta tltima situacao ocorre.

avB»N) Frgavﬁ) e P’I’(Layﬁ)

Mostramos, ainda, que os zeros de PT(L se entrelacam.

Teorema 4.11. Se a:ff,f’N) e %P denotam os zeros de PN e F\*P  respectivamente,
entao
—1 <2l < 20PN < (0B e < PN < o) (4.42)

paran>2, N >0eaq, (> —1.

A demonstragao do teorema anterior é anéloga a do Teorema 4.5.

(a,8,N)

Calculando P\*” ’N)(l), obtemos um valor para N de modo que Zyy =’ nao per-

tence ao intervalo de ortogonalidade (—1,1).
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a’ﬁ7N) (a7ﬁ’N)

Teorema 4.12. O maior zero de P\ Tng, Satisfaz

:U%%’B’N) <1, para N < Ny,

2PN — 1 para N = Ny,

x%‘fh’g’m > 1, para N > N,

com Ny dado por

da+1)(a+2)(a+3)
(n—Dn+B)n+ta+)(n+a+B+2)A

Ny =

No proximo resultado, obtemos a monotonicidade dos zeros de P,Sa’ﬂ ’

) com relacao

a N, bem como a convergéncia deles, quando N tende ao infinito, aos zeros Cfla,f ) com

velocidade de convergéncia da ordem de 1/N.

Teorema 4.13. Paran > 2, N >0 ea, > —1, 0s zeros x%ﬁ’m de PP so funcgoes

crescentes de N. Além disso,

lim Ty, ; by

N—oo

lim N[C(O‘.’ﬁ) — x(a’/@’N)] = k:(a?ﬂ), j=1,...,n,

N—o0 ™ " ™
com
Les (e DG + bula, )GV — 1)
" Alea(an B2 4 du(, B)CSY + enla B))
e

an(a, ) = 4dn(a+1)(n+a+p+1),

bo(a,5) = 4(a+1)2(a+1)—nn+a+pF+1)],

cn(a,f) = [AC(a+1)—(n—1)n(n+a+ B+ 1)]
x4C(la+1)+nn+a+ B+ 1)(n+a+5+2),

do(o, ) = 2(a+1){-16C*(a+ 1)
~(n—Dnm+a+B+1)(n+a+p+2)
+4C[(a+1)(a+2)+ Ba+1—n(n+a+ 5+1))]},

en(a, ) = 16C%(a+1)?

(4.43)

(4.44)

+4C(a+ 1)2(a+1)(a—=B+2)+n(—a+ B -3)(n+a+ [+ 1)]

+(n—1Dnn+a+p+)n+a+B+2)[2a+1)+nn+a+pf+1)].
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Demonstracao: O polindémio PP ¢ dado como combinacao linear de ped o gleh)
na expressao (4.40). Além disso, no Teorema 4.11 mostramos que os zeros de PR e

FP) go entrelacam. Logo, é suficiente aplicarmos os Teoremas 3.2 e 3.4 para obtermos

a767M

a monotonicidade e o comportamento assintético dos zeros de P,g ). O valor explicito

de k:ff;ﬁ ) ¢ obtido de modo analogo ao usado para encontrar k(n, «, 5) do Teorema 4.7. m

Simulacoes numéricas mostram que todas as quantidades

NI =2l k=1, .,

n,k

crescem com N, para N > 0.

Ressaltamos que os resultados obtidos por Dimitrov, Marcellan e Rafaeli em [17]
seguem imediatamente dos nossos resultados apresentados neste capitulo e publicados em

[18]. Para isso, basta utilizar a relagao limite (5.3.4) de [61] dada por

L(z) = lim PP (1 —25 1),

B—00

onde L' denotam os polinémios ortogonais de Laguerre normalizados por

@ (0) = (n—l— oz)‘

n



Capitulo 5

Zeros de Polinémios Ortogonais do

Tipo Sobolev: um Caso Geral

B 7A7 gl ] A : LINNPN . AL e ~ .
Seja {P,§¢ “J )}nZO a sequéncia de polindmios monicos que sao ortogonais em rela-

¢ao ao produto interno do tipo Sobolev

b
Py Dores = / p(x)g(w)dg(x) + xp (c)g"(c), (5.1)

onde d¢ ¢ uma medida positiva no intervalo (a,b), —o0 < a < b < oo, A é um na-
mero real ndo negativo e p)(c) e ¢¥)(c) representam as derivadas de ordem j de p e g,

respectivamente, avaliadas no ponto ¢, com ¢ & (a,b).

(¢7A7C7j) ¢7>\7c7j)

Sejam x, ", k = 1,...,n, os zeros de P,(L No caso em que A = 0 ou

j > n, os polinomios P?¢(z) = pLeoed) (x) sdo polindémios ortogonais usuais com relagao
ao produto interno
b
.o = | plalata)dota)

d) (¢,O,C,j) k

e, como ja dissemos anteriormente, seus zeros x, , = T, = 1,...,n, sao reais,

simples e estdao no intervalo (a,b). A fim de simplificar a notagao, denotaremos P? e :cf; &

simplesmente por P, e z, j, respectivamente.

Quando A > 0 e j < n, algumas questoes naturais surgem:

¢)7A767j)

e Os zeros de Pé sao reais e pertencem ao intervalo (a,b)?

®,\.¢.5)

e Se sim, os zeros de P! se entrelacam com os zeros de P,7

(¢’>\7C7j)
k

e Além disso, os zeros z,) sao fungbes mondtonas em relagao ao parametro \7?
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A . . .
e Os zeros :L‘T(fk &) convergem quando A vai para infinito?

e Se sim, qual a velocidade de convergéncia?

A resposta para as duas primeiras questoes foi dada no artigo de Meijer [50]. Ele

provou que o polinémio plore)

tem n zeros reais, simples e que no maximo um deles
esté localizado fora do intervalo (a, b). Ele também mostrou que esses zeros se entrelagam
com os zeros de P,.

Nossa contribuicao consiste em responder as questoes restantes. Obtivemos uma
(¢7A7C7j)

nova propriedade de entrelagamento, a monotonicidade de x,; em relacao a A\, assim
N . . . Ac,j
como a convergéncia dos zeros quando A tende ao infinito, ou seja, os xffk e.d) convergem

para os zeros de um certo polindmio com velocidade de convergéncia da ordem de 1/A\.
Generalizamos os resultados da literatura em trés aspectos: a medida usada é qualquer
medida, o ponto ¢ é qualquer valor fora do intervalo (a,b) e j é qualquer inteiro positivo.
Tais resultados foram aceitos para publicagao na revista Applied Numerical Mathematics

[15].

P((/b’/\vcaj)

5.1 Comportamento dos zeros de P,

Consideremos a seguinte normalizagao para os polinomios ortogonais do tipo So-
bolev:

P (0) o= [L4 ARDD (e )] PR (a)

onde K"*)(z,y) denota o polinémio nticleo generalizado

n—1l p(r) (s)
s P (x)P. " (y
Note que, quando r = s =0, K,,_1(z,y) = KTSO_’? (x,y) é o polinomio niucleo usual.

A partir da formula de conexao obtida por Marcellan e Ronveaux [45],

APY ()

Pred) () = P, (z) — R
L+ MK (¢, 0)

K99 (c, ), (5.2)

obtemos uma simples representacao para os polindémios ortogonais do tipo Sobolev p,({i)’A’C’j )

que ¢ apresentada no lema a seguir.
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((ﬁ,A,C,j)

Lema 5.1. Os polinémios ortogonais do tipo Sobolev py, podem ser erpressos por:
PPN (@) = Pule) + K (e.0)Gale, i), (5.3)
onde 0
Gule. i) = Pola) - =DK% ). (5.4

K7 (e,e)
Como ja mencionamos, Meijer [50] mostrou que os zeros do polindémio ortogonal
do tipo Sobolev se entrelagam com os zeros do polindémio ortogonal P,. Ele considerou o

produto interno

w.a) = [ ple)at)do(a) + 9010 0).
E possivel estender esses resultados considerando os polinémios ortogonais com relacao
ao produto interno (5.1), ou seja, considerando o intervalo de ortogonalidade como sendo
(a,b) e tomando um ponto ¢ qualquer fora de (a,b) ao invés de tomar os pontos extremos

do intervalo. A seguir, mostraremos formalmente essa generalizacao.

(z)))\7c7j)

Teorema 5.1. Os zeros do polinémio PT(L sao reais, distintos e se entrelacam com

os zeros de P,, mais precisamente,

i) se c < a, entao

mgff’c’j) < Tpy < :B%)"CJ) <Ly <00 < gifed) < o (5.5)
ii) se ¢ > b, entao
Tpg < ng{\’c’j) < Tpa < :pfl(?é)"c’j) < < Ty < x%qfh’\’c’j). (5.6)
Além disso, no mdzximo um zero de P pao pertence a (a,b).

Demonstracao: Seja

b
- <P,5W’C»f'>, A > — [ pprene) ) ().
T — Tn,j 6 a T — Tn,j
Aplicamos a formula de quadratura gaussiana na integral I, cujos nds sao os n zeros de P,.
Como P ()P, (z)/(x—x, ;) € um polindmio de grau 2n—1, a formula de quadratura

¢é exata, ou seja,

I=) W Pohed )(i'fn,z')& = W PN (20,5) P (20)-

i—1 nag xn,j
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Por outro lado,
<p7 q>¢>)\0] <p7 >¢> +/\p(J)(C)q(J)(C)

e, assim,
. Pn c,J
<P7§¢,>\,07])’ —> = W”,jpr(jb’)\’ 7j)(xn7j>PflL(l‘n7]‘) (57)
RN

T — Ty
d’ : & P,(z)
(6:),0.) —
+A {dmip (x)] { . L E

dzl x — xp

Mas, da ortogonalidade de P,§¢”\’C’j ), segue que

, P,
<P7§¢’)"C’j), n > = 0.
L= -/L‘n,] ¢7>\7C7j

Derivando a equagao (5.2) j vezes e avaliando o resultado no ponto ¢, obtemos

j ()
{ip(dn&c,j)(x)} B’ (c)
da? " pme L4+ AK9) (e 0)

Logo, da igualdade (5.7), temos

j (9)
Consideremos primeiramente, o caso ¢ < a.
Como P,(x)/(x — x,,;) ¢ um polinémio monico de grau n — 1 e todos os seus zeros
sao maiores que c¢, segue que
&’ P,(x)

dal v — xp,

sinal [ } = (—1)"H*

Usando o mesmo raciocinio, temos
sinal [P}Lj)(c)} = (—=1)"",

Dado que os pesos das formulas de quadratura de Gauss, W, ;, e 1 + AK, (d) ! (c,c) sao

estritamente positivos, obtemos a desigualdade
PN (@,5) Py () > 0.

Nos zeros consecutivos de P,, sua derivada muda de sinal. Logo, o mesmo comportamento

(d)’A?c?j)

ocorrera para P, , isto &, em cada intervalo (2., Tnit1), K = 1,2,...,n — 1, existe

pelo menos um zero do polinémio ortogonal do tipo Jacobi. Encontramos, assim, n — 1

P£¢7A707j)

zeros de . Falta encontrar mais um zero. Este zero nao é complexo, pois, neste
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caso, o seu conjugado também seria e, entao, terifamos n + 1 zeros para um polinémio

nao nulo de grau n, o que é um absurdo. O mesmo ocorre se esse zero restante tam-

bém pertencesse a algum intervalo (z,,x, T, x11). Além disso, como P9 ¢ monico e
P! (z,,) > 0, segue que pored )(xmn) > (0. Portanto a tnica possibilidade é que este zero

seja menor que , ;. Assim,

(¢’A7C7j) (¢7A7C7])

T, < Tpg < Ty <Tpa<--- < xff;f"cﬂ) < Ty

Quando ¢ > b, a demonstracao do entrelagcamento dos zeros segue de forma analoga.

Note que como todos os zeros de P, pertencem a (a,b), no méaximo um zero de

1>\7 7‘ 74 :
P{MeD) ostara fora desse intervalo. =

A seguir mostramos que esses zeros também se entrelacam com os zeros do polino-
(e
n?

3 3 a>‘7 7‘
tende para o infinito, os zeros mfjbk e.)

’f) < < y,(f,{) Além disso, mostramos que, quando A

. c,J
convergern monotonicamente para OS zZeros y7(z kj)

mio Gy (¢, j; ), denotados por y

CONPEN Y

Teorema 5.2. Sejam j,n € N, com j < n, A > 0 e y,7 < Ynn 08 zeros do

polinomio G, (c,7;x) definido em (5.4). Entao,

i) se ¢ <a,
g} ] 7)‘7 9, j 2. j 7)‘7 K j
y’r(lc,lj) < ngl ) < Tp,p <0< ygﬁﬂi) < I?(j?n ) < Ln,ns
ii) se ¢ >0,
e . e ,
g < 289 <D < o < 2 <4

Demonstracao: Consideremos, primeiramente, o caso ¢ < a. Avaliando a expressao (5.3)

P(¢1>\7C7j)

nos zeros de P, e P, , respectivamente, concluimos que, se A > 0,

sinal [Gy(c, j; xn k)] = sinal [pﬁf”)"c’j) ()]

e
sinal Gule 23| = —sinal ()]
para k = 1,...,n. Entao, usando a propriedade de entrelagamento (5.5), segue que

Gn(c,j;x) muda de sinal n — 1 vezes nos zeros de P, e de plered)

. (¢a>‘767j) (¢7A7C’j) A
cada intervalo (z,k, Tnit1) € (Typ 2,y ), 1 <k < n —1, contém pelo menos um

. Em outras palavras,

zero de G, (c, j; ). Resta encontrar a localizacao de mais um zero de G,(c,j;x). Este
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- - : Aed) (S :
zero nao é complexo e nao pertence aos intervalos (2, k, T k+1) € (xgbk Cj), :ET(fkfl])), pois,

nestes casos, causariamos o absurdo de G,(c, j; z) possuir mais de n zeros. Levando em
consideracao que o polinomio G, (¢, J; z) tem o coeficiente do termo de maior grau positivo
e que

sinal [G(c, j; 2pn)] = sinal [G,(c, j; xﬁf’;{\’c’j))] > 0,

segue que G,(c,j;x) nao possui zeros depois de z,,. Logo, concluimos que y,(f’f) <

a:ifi)"c’j ), Portanto, obtemos as desigualdades afirmadas no item ). Usando argumentos
analogos, demonstramos o item i) deste teorema. |
Teorema 5.3. Sejam j,n € N, com j < n e X > 0. Entao, os zeros de xﬁf,j’c’j) 50
fungoes mondtonas do parametro A. Mais precisamente,
i) se c < a, entdo xff,’;\’c’j) ¢ uma funcao decrescente de \, k=1,...,n;
i1) se c > b, entao xidj,’:"c’j) € uma fung¢ao crescente de X\, k=1,...,n.
Demonstragao: Seja ¢ > 0. Entao, da férmula de conexao (5.3), temos
(d,A\+e,e,9) - P Y K(j’j) G ..
Py (ill') - n(l’) + ( + 6) n—1 <C7 C) n(cajv l’)
e .
= PP (@) + K (e, 0)Gale, i),
Pelo Teorema 5.2, os zeros dos polinémios p,(I Aed) g Gn(c,j; ) se entrelagam.
Assim,
PPN (@G = e (e, ) Gule, i)
e
>\ j >‘7 ) j ‘7 j > e 7>\7 ’ j
PO (@,570)) = e (e ) Gale, i)
tém sinais opostos. Dessa forma, cada intervalo (xffs,;’\’c’j ), m;‘b,iﬁ’j )) contém pelo menos um
zero de pﬁ?’/\%’c’j ),

Se ¢ < a, entao

sinal[pff e ()] = (-1,

Ate,c,d) (x) _

Pelo simples fato de pg O(2™) quando z — —o0, ou, em outras palavras,

. 400, sen é par
lim p(¢,>\+e,c,J)(x) — b

n
T —00, sen éimpar
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Segue, entao, que

mfisiwre,c,y) < x(qs,x C,]) < x%dj;l)dre,c,j) < xg:i’)h)\,c,j)’

ou seja, cada zero x(¢’ “3) & uma funcao decrescente do parametro .
Se ¢ > b,
Sinal[pgl‘b”\“’c’j)(a:g?;f"c’j))] = -1
e
xggloo p(¢ At€.c.) (z) = +o0.

Assim,

mgzsix,c,j) < x%ﬂe,c,j) << x%{\,c,j) < x7(1¢’>7,l)\+e,c,j)’
isto é, xff,’;\’c’j) é uma funcao crescente do parametro \, para k =1,2,...,n. [

Teorema 5.4. Se j,n € N, com j <n e A >0, entao

(¢,A,¢,9) (¢.4)

llm xnk = Ynk s
i (c (6:M0,5) Pn(yflc}g))
hm )\[yn}f w7 = v

K2 (e, e)G(e, i)

NCREEND

Demonstracgao: Vamos definir o polindémio py, da seguinte maneira:

(BN 1 :
PPN () = S Pala) + K (e.0)Gale s ).
Note que os zeros de ploded) o ﬁq(f“\’c’j ) 580 08 mesmos para VA # 0. Levando em consi-

deracao que

lim p ““C’J)(x) Kr(fjl)(c, c)Grl(c, ji ),

A—00

(¢7)"C’.7) de P ¢/\7 7.7)

pelo Teorema de Hurwitz (Teorema 3.3), os zeros z,, convergem para 0s

Z€ros yn ! ) de G, (¢, j;x) quando A tende ao infinito, isto ¢é,

lim x(d)k’\ <) yfbck]), kE=1,.

Co,n.
A—00 ’

Por outro lado, usando o Teorema do Valor Médio aplicado a fungao AG,,(c, j; x),

( ) ¢7A707] k, — 1

existem numeros reais 0, entre y, BoeT, ,n, tais que

MG, (c, J; Y, k])) MG, (¢, j; xff,’c’\ c’]))

gl A yCs
y’r(z Ig) £z¢k )

= )\G;L(C7 .]7 en,k)
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ou, equivalentemente,

(9,\,¢,9)
)\[y(c}g) . ((;5];)\ c,])] _ Pn(xn,k ) .
e K99 (c,0)Gh (e, 33 0n)
Como
1 (¢7)\7C»]) (Cvj)
/\1_{11 Lk = Yn k

e 0, esta localizado entre yé kj) e :Eff,’;\’c’]), temos também que

] (’)

Portanto,

AT
. P, (xfj)k j))
x, lim G
A—ro0 ’ A=oo KM (e e)Gl (¢, 73 Onke)
_ Pu(yil)
K (e, )G (e i)

llm )\[ (Cv.j (¢]7€A7Cn7):| —

Do Lema 5.1 e do Teorema 5.2, concluimos que os polinémios ortogonais do tipo
Sobolev, p; M ), podem ser representados como uma combinacao linear de polindmios
cujos zeros se entrelagam. Portanto, demonstramos as afirmagoes dos Teoremas 5.3 e 5.4
de forma analoga as demonstragoes realizadas para os Teoremas 3.2 e 3.4, respectivamente.

Enfatizamos uma consequéncia interessante desses teoremas quando A vai de zero

(c.9)

para o infinito: cada zero x(¢’ “9) percorre monotonicamente todo o intervalo (YUn s Tn)

1no caso ¢ < a ou (T, y,(L ;ﬁ)) no caso ¢ > b. Em outras palavras, se ¢ < a

gl(b];)‘ Ca]) <y7(zc}g) — Sup{l’ ¢7)\,C»J)}’ In’ 1Df{$ ¢ N }) ,

e, se c > b,
o) € (x &=t {5y ) = = sup{z ‘MC’”}) :

(é,7.¢,5)

Na sequéncia analisamos a localizacao do menor e do maior zero de P, em

relacao aos pontos a e b, respectivamente.

Teorema 5.5. Sejamn > j, A >0 e

| P (&) Fult)
)\ ) ] == N 1 1,7 - 4 '
o D) = L e P 0) - K(e.Pue) | K9 (e 0)Gulerd ©
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7c7j)

i) Sec<ace yﬁff) < a, entao o menor zero do polindmio pio satisfaz
xff{\’c’j) >a, para A< \(n,a,c,j),
xif?i’\’c’j) =a, para A= \(n,a,c7j),
:Bﬁfi)"c’j) <a, para \> \(n,a,c,j).

i) Sec>be y,(frf) > b, entao o maior zero do polinémio plored) satisfaz

:ng;{\’c’j) <b, para X< \(n,b,c,j),

(6. )ed) _

n,n

para A = A\o(n,b,¢,j),

20D > b, para A > Ag(n,b,c, ).

Observe que este resultado pode ser considerado uma extensao natural do Teorema
, N : o o ey
4.3. A prova é uma consequéncia imediata da determinagao do valor do polinémio plered)

nos pontos a e b usando as relagoes (5.2) e (5.3), juntamente com o fato de que

sinal |G, (c, j;a)] = (—=1)"Tt  se yﬁbcla) <a

Gnl(c,7;b) <0 se 3y >p,

Note que, para ¢ € (a,b) fornecemos explicitamente o valor de )¢ tal que, para

A > )Xo, um dos zeros esté localizado fora do intervalo (a,b).

M 3 M = 7>\7 7‘ A
Um resultado similar sobre a localizacao de ¢ e dos zeros extremos de plored) ¢

apresentada no teorema a seguir.

Teorema 5.6. Sejamn > j, A>0e

. P,(c P,(c
M, e J) = —5, ) © G7) - : ( L, e o)
Kn—l (Ca C)P" (C) - K -1 (Ca C)P’VL(C) Gn(C,], C)Kn—l (Cu C)
i) Sec<ace yr(ff) < ¢, entao o menor zero do polindmio peed) satisfaz

mif’sf\’c’j) > ¢, para A< A (n,c,j),
:L',Sj?i)\’qj) — c’ pa,ra, )\ = )\1(”7 C’j)7
$£Ld’>i/\,c,j) < ¢, para A > A(n,cj).
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¢7>\7c7j)

ii) Sec>be y,(frf) > ¢, entao o maior zero do polinémio P! satisfaz

x,({?ﬁ\’c’j) < ¢, para A< A (n,c,j),

2D — ¢ para A= M\(n, ¢, j),

m%(’bh)\,cvj) > c, para A > )\1(”, C?j)'

Do teorema anterior, podemos concluir que, dependendo do valor do parametro A,

um zero pode localizar-se fora do intervalo (min{a, c}, max{b, c}).

5.2 Aplicacoes as medidas classicas

5.2.1 Polinomios de Jacobi

Lembramos mais uma vez que os polindémios de Jacobi, PT(LQ’B ), sao ortogonais em

relacao a fungao peso

w(z)=(1-2)*1+2)* ap>-1

Q7B7A,C,j)

Sejam P! os polinémios ortogonais em relagao ao produto interno do tipo

Jacobi-Sobolev

s s / o)) = 2)"(1-+ ) ds + 2 (0)g (o)

Denotemos por ng]f Ve ng“,f 29 o5 zeros de P e PP respectivamente.

Para ilustrar os resultados obtidos nos Teoremas 5.5 e 5.6, fornecemos duas figuras.
Na Figura 5.1 consideramos n =3, a = —1/2, § =1/2, j =2 e ¢ = 1 para alguns valores
de X\ e, na Figura 5.2, tomamos os mesmos valores de n, «, [ e j e escolhemos ¢ = 2,
isto ¢, agora ¢ nao ¢ um ponto extremo do intervalo (—1,1) e variamos o parametro A.

Percebemos que nas duas figuras no maximo um zero de

. 384eA + 7 ,  192cA — 96\ — 71 38dch b
P( 1/2,1/2,\,¢,2) _ 3 _ 2
3 () s S ) Wi ma Y 7wy

esta fora do suporte (—1,1). Além disso, um zero coincide com b = 1 quando

m
A=2BLe2) = 53

e com ¢ quando
1 —4c—4c® + 83w
A=X(3,¢,2) =
13,¢,2) 256¢2(dc — 3)
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Observe, na Figura 5.1, que, como ¢ = b = 1, entao

Mo(3,1,1,2) = \(3,1,2) = 2i56.

Se— Q<A< D

S—- A=)

A>A

Figura 5.2: Graficos de P§_1/2’1/2”\’2’2) para alguns valores de .

Também fornecemos duas tabelas para ilustrar a monotonicidade dos zeros de

a, 7>‘7C7A ~ A 3 IMA 1
pledred) como fungoes de A e a convergéncia desses zeros para os zeros do polindmio

Gles )(c, j;x) definido em (5.4). Podemos observar, na Tabela 5.1, o comportamento dos

a7/3?)\7c7j

zeros de P4( ) quando o« = —1/2, f = 1/2, j = 2 e ¢ = 1, para alguns valores de

A. Fica claro que os zeros sao fungoes crescentes de A\ e eles convergem para os zeros de

GU VYA (1,2; 2) que sdo —0.696751, 0.0803371, 0.859082 e 1.69964.
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A\ xi;1/2,1/2,>\,1,2) x§;1/2,1/2,>\,1,2)
1/3000 —0.74365 —0.09607
1/2000 —0.73703 —0.07079
Ao = A\ = w/4096 —0.72955 —0.04152
1 —0.69680 0.08019
10 —0.69676 0.08032
100 —0.69675 0.08034
A\ xi;1/2,1/2,,\,1,2) x§;1/2,1/2,>\,1,2)
1/3000 0.59496 0.96120
1/2000 0.63516 0.97465
Ao = A\ = w/4096 0.68774 1
1 0.85899 1.69721
10 0.85907 1.69940
100 0.85908 1.69962

Tabela 5.1: Zeros de Pfl/Q’l/Q’A’l’Q)(x) = 2t — [% + ﬂ_%ll%%z/\] 3 + [—% + ﬂf?ggM] 2 +

1 1320\ L 240)
[4 + ”1664/\] T+ {5 — =iieen Para alguns valores de A.

Na Tabela 5.2, apresentamos os zeros de Pia’ﬁ’k’c’j) quandoa = —1/2, 6 =1/2,j =
2 e ¢ = 2, para algumas escolhas de . Nesta tabela, como os zeros de Gf[l/Q’l/Q)(Q, 2; 1)
sao —0.659576, 0.160050, 0.886989 e 3.76418, podemos observar que os zeros do
polindémio ortogonal do tipo Jacobi-Sobolev P4(_1/ 21/2222) tam o mesmo comportamento
monoétono e assintotico observado na tabela anterior, mesmo com o ponto ¢ nao coincidindo

com os extremos do intervalo (—1,1).



Capitulo 5. Zeros de Polinémios Ortogonais do Tipo Sobolev: um Caso Geral 92

A\ xi;1/2,1/2,x,2,2) x§;1/2,1/2,)\,2,2)

Ao = /54400 —0.71792 —0.02081

1/3000 —0.67724 0.11537

A1 = 177/133376 —0.67465 0.12258

1 —0.65958 0.16003

10 —0.65958 0.16005

100 —0.65958 0.16005

A\ xi;1/2,1/2,x,2,2) 3751;11/2’1/2’)\’2’2)

Ao = /54400 0.69706 1

1/3000 0.87010 1.84630

A1 = 177/133376 0.87350 2

1 0.88699 3.76274

10 0.88699 3.76403

100 0.88699 3.76416
Tabela 5.2: Zeros de Pfl/Q’l/Q’m’Q)(x) =t - 3+ %] 2+ [-3+ %] x? +
[% + ﬂf?gg‘;‘)\] x + % — ﬂi%‘lg%’; y para alguns valores de A.

5.2.2 Polindmios de Laguerre

Como ja mencionado anteriormente, os polinémios de Laguerre L%a) sao ortogonais

em relacao a funcao peso

w(x) =x%"", a>—1,
no intervalo (0, 00). Vamos denotar seus zeros, que sao todos positivos, por xfla ,1
3 7>" g j 3 PA 3 7)‘7 7. = 1 =
Sejam x;ak 9 os zeros do polinomio P que sdo ortogonais em relacio ao

produto interno do tipo Laguerre-Sobolev

(D, Dores = / p(x)g(a)ae dz + A (c)g(c). (5.8)
0
Para ilustrar o comportamento de mﬁfjg\’c’j ), apresentamos duas figuras e duas tabe-
a,\,¢,j)

las. Primeiramente, tracamos os graficos de P3( para «, ¢, e j fixos e varios valores de
A, para mostrar que, dependendo do valor de A, o menor zero pode ser menor ou coincidir
com o valor de ¢. Na Figura 5.3 escolhemos o =1, j =2 e ¢ = 0, isto é, ¢ € um ponto

extremo do intervalo de ortogonalidade. Na Figura 5.4 tomamos o =1, j =2 e c= —2.
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Figura 5.3: Graficos de P(l’\oz)( ) =2 — [3+/\] 2?+ [36 — gii\\] r—24+ ﬁ)}‘\ para alguns
valores de A (A\g = A\; = 3/2).
{o
‘ /
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‘ LI'
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] %+ [36 — gfﬂ r—24+ ?SAA para

18\
i [12 T3+

Figura 5.4: Graficos de P{"" > (z)
alguns valores de A (A\g =6/7 e \; = 114/61)

Para ilustrar o comportamento dos zeros do polinémio ortogonal do tipo Laguerre-

Sobolev P, (@29 mostrados nos Teoremas 5.2, 5.3 e 5.4, apresentamos alguns experimentos
flk’A’ &) para o = 1,

numeéricos nas Tabelas 5.3 e 5.4. Na primeira, mostramos os zeros x
c =0, j = 2 e varias escolhas de \. Observe que, como o ponto ¢ esta localizado do lado

esquerdo do intervalo de ortogonalidade, todos os zeros desses polindmios sao fungoes
(0,2; ), definidos em (5.4) e dados

decrescentes de A e convergem para os zeros de G

por —3.63913, 1.16543, 4.00543 e 9.23750
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\ l‘fﬁi)\’oz) xgéx,o,z) xé(gé,\,o,z) 33'221/\’0’2)
1/100 0.71843 2.49658 5.60038 10.8012
1/10 0.39195 1.89442 4.85101 10.0719
Ao =M\ 0 1.60262 4.57292 9.82446
1 —2.21826 1.22608 4.11868 9.37350
10 —3.46229 1.17104 4.01682 9.25187
100 —3.62101 1.16599 4.00657 9.23895
1000 —3.63731 1.16549 4.00554 9.23765
Tabela 5.3: Zeros de P09 (z) = 24 — 20 — 2] 28 4+ [ 2905 ] 0 — [240 — 2% ] = +
120 — giolg’}\ para alguns valores de A (A\g = Ay = 3/17).
Na Tabela 5.4, escolhemos os mesmos valores de v e j mas, nesse caso, ¢ = —2. Os
(aXc.5)

Zeros T, também sao fungdes mondtonas do parametro A e convergem para os zeros

de G\Y(=2,2;2), que sdo —7.76110, 1.07579, 3.76689 e 8.77556.

A xz(ji)\,O,Z) xl(jé/\,[),Q) ‘171(12)\,0,2) :L_Z(LZ)\,O,Z)

1/100 0.660855 2.33685 5.33702 10.4580

Ao 0 1.58118 4.50358 9.62953

1/10 —1.47545 1.26126 4.13306 9.25354

A1 —2 1.219141 4.06667 9.17819

10 —7.62158 1.07713 3.77041 8.78110

100 —7.74700 1.07593 3.76724 8.77611

1000 —7.75969 1.07580 3.76693 8.77561
Tabela 5.4: Zeros de Pf”\’_Q’z) () = a* — [20 — 3133265?‘/\] % + [120 — 5’21268’;} R
240 — PBR] o 4120 — L8828 para alguns valores de A (A = 15/322, A = 471/3854).

5.3 Questoes em aberto

Em um contexto mais geral, muitos pesquisadores tém estudado os zeros do po-

lindmio Sn(X,E, r;x), com N = (Mo A1y \) e €= (co, 4. ., ¢), ortogonal em relagao
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ao produto interno do tipo Sobolev

.00 = [ pledala)dota) + 30 Ao (e)a (e (59

onde d¢ é¢ uma medida, \; > 0, r € Z, e ¢; € R.
Fixando A\;, i =0,1,...,k—1,k+1,...,7, em (5.9) e considerando os zeros de S,

como fungoes de \;, formulamos entao as seguintes questoes:
e Quantos zeros de S, estao no intervalo de ortogonalidade (a,b)?
e Além disso, esses zeros sao fungoes monotonas em relacao ao parametro Ag?
e Eles convergem quando \; vai para o infinito?
e Se sim, qual a velocidade de convergéncia?

Para alguns resultados parciais sobre esses problemas, com medidas e vetores h\
especificos, nos referenciamos a [3, 4, 6, 13, 17, 18, 37, 43, 48, 54].
Um resultado mais geral foi obtido em [1]. Quando ¢y = ¢; = ... = ¢,, Alfaro,

Lopez e Rezola mostraram que S, (A, ¢, 7; z) possui pelo menos n — r zeros em (a, b).



Capitulo 6

Zeros de Combinacoes Lineares de

Polinémios

Consideramos, neste capitulo, a sequéncia de polindmios p?, ortonormais com re-
lacao a d¢ e normalizados por ,ug = 1. Assim, como p,, é ortonormal, os zeros de p,, sao
reais, simples e se entrelacam com os zeros de p,_1. Se considerarmos a combinacao linear

desses polindmios dada por
Sn(z) = pu() + an_1pp_1(x), n>1,

com Sy(z) =1 e a, 1 € R, podemos dizer, pelo Teorema de Obrechkoff (Teorema 3.1),
que os zeros de S,, sao reais, simples e se entrelacam com os zeros de p, € p,_1.

Neste capitulo, desenvolvemos um estudo motivado pelo problema inverso, ou seja,
dada uma sequéncia de polindémios ortonormais {p,},>0, 0 que se pode dizer sobre os
zeros de S, se

Pa(r) = Sp(@) + ap-1S,-1(x), n>17 (6.1)

Esse problema surge, por exemplo, quando {S,, },,>0 ¢ uma sequéncia de polinomios
ortogonais de Sobolev. Como os polinémios ortogonais de Sobolev nao satisfazem a muitas
das propriedades dos polindbmios ortogonais usuais, ¢ muito 1til encontrar uma relacao
do tipo (6.1). Nos trabalhos [11] e [35] sao apresentadas relagbes do tipo (6.1) para
alguns casos particulares de polinomios ortogonais de Sobolev. Por exemplo, no trabalho
de Meijer e Bruin [51] e em nosso trabalho [7]| essas relagoes foram fundamentais para
analisar o comportamento dos zeros dos polindémios ortogonais de Sobolev.

A principio nada podemos dizer sobre o problema geral. Por exemplo, consideremos
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a seguinte combinacao linear de polindmios

p5(1’) = S5(CL’) + CL4S4(ZL‘),
em que ay € R, ay # 0, 4 e S5 sao polinomios de graus 4 e 5, respectivamente. Grafi-
camente, os 5 zeros do polinomio ps sao as abscissas dos pontos onde os gréaficos de Ss

e —ayS, se cruzam. Note, na figura a seguir, que é possivel ocorrer dos polindmios Sy e

S5 nao possuirem todos os zeros reais e a combinacao linear deles produzir um polinémio

que s6 tenha zeros reais.
I
I

1.0

I
1
L]
1
I
I
I
1
1
I
L]
1
1

NSNS T T T T T T T T

;7 )
' \
P DPs ‘\ \

I —ayS, \ /
i (N
L h$ /

Figura 6.1: Graficos de ps, —asSy e Ss.

Na Figura 6.1, tomamos ps(x) = pé3/2’l)(:v), isto é, ps é o polindmio ortonormal de
Jacobi de grau 5 com o« =3/2 e =1, Sy(x) = pf’/Z’l)(m) + 1.3 e ay = 1. Os zeros de ps,

S5 e 94 sao dados aproximadamente, por:

—0.0521, 0.4091 e 0.7848;

—0.8412, —0.5007,
—0.551712 e 0.945344;

D5 -
Ss 0.3289 — 0.0902z, 0.3289 + 0.0902:¢, —0.760296,
Sy . —0.6163 — 0.11192, —0.6163 + 0.11194, 0.52112 — 0.06527 e 0.52112 4 0.0652.

Observe que, neste exemplo, embora ps tenha todos os zeros reais, os polinébmios S, e S

possuem zeros complexos.

6.1 Resultados preliminares

Nesta secao apresentamos algumas expressoes que obtivemos para os polindmios
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Lema 6.1. Os polinomios S,, podem ser obtidos através da relacao de recorréncia de

quatro termos
Vi an+1s’n(l') = (1‘ - Bn —An—1+/ O‘nJrl)Snfl (:L') + [an72(73 - Bn) —\/0p San(fL') - anf?)msnf?)(x)a
para n > 2, com S_1(x) =a_1 =0, So(x) =1 e \JoauS1(x) =z — B1 — ap\/az.

Demonstracgao: Utilizando a relacao de recorréncia de trés termos para p,, dada em

(2.12), e a relagao (6.1) multiplicada por /a1, obtemos

VUi 190(T) + ap_1/Qni1Sn—-1(x) = J/Our1pn()
= (x - ﬂn)(sn—l(x) + an—2Sn—2(x))
/0 (Sp—2(7) + an_35,_3(x)),

que é o resultado desejado. [ ]

Escrevendo 25y(z) = /a2S1(x) + 1 + ag\/as e utilizando o Lema 6.1 para n = 2,

obtemos

VasS(z) = (z— P — a1v/a3)Si(z) + ao(z — B2) — /2] So(z)
= (2 — P2 — ar/a3)51(x) + ag[Vaa S1(x) + (B + aoy/a2) So(w)]
—[aof2 + /2] So(x)
= (2= P2 — arv/o3 + apy/a2)S1(x) — [ao(B2 — 1 — aoy/a2) + /2] So()
= (2 = f2 — arv/o3 + agy/a2)S1(x) — 7250 (),

com Yy = ao(B2 — B1 — ap\/a2) + /0. Logo,
251 () = VasSy(x) — (=2 — ary/as + agy/a2) 51(x) 4+ 7250 (x). (6.2)
Assim, usando (6.2) e o Lema 6.1 para n = 3, obtemos
VauSs(z) = (v = fs = ag/0u)S2(x) + (@ — f3) — Vas]Si(x) — aoy/a3So(x)
= (v = fs— apvau+ a1 /as)Sa(x) — [ar(Bs — B2 — arv/as + apy/2)

+v/a3]S1(x) — (agy/az — a172)S0(x)
= (7 — B3 — agy/ay + a1y/as)Sx(x) — 1351(x) — (apy/as — a172)So(),

onde 3 = ay(fs — 2 — ar/as + ag\/az) + \/as.

Repetindo este raciocinio sucessivamente, chegamos ao resultado a seguir.
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Lema 6.2. Para n > 4, os polinémios S,, satisfazem
£/ an—i-lSn('I): [Jj - (/871, + Ap—14/CQn+1 — Qp—24/ an)} Sn—l(x) - /YnSn—Q(x)
_(a;sz\/ Qp — an727n71)5n73(w) (63)

N
Y ()" aj 0440 - - Gnsan_a(a;-1y/0552 — av541)Sj-1(2),
=1

onde Yy, = [an—o(Bn — Bn-1 — Qn-o/Cn + Qpn_3/0Wn_1) + \/Onl, paran > 2 com a_; = 0,

sendo

VaaSs(z) = [z — (B3 + azv/as — a1y/a3)] Sa(x) — 1351(2) — (aov/as — a172)50(),
VasSy(z) = [v— (B2 + arv/az — agy/a2)] Si(x) — 7250(x),
VaSi(x) = [z — (b1 + agy/az)] So(x),

e So(x) = 1.

6.2 Zeros dos polindmios 5,

A seguir, apresentamos condi¢oes necessarias e/ou suficientes para que os n zeros

de S,, sejam reais, distintos e se entrelacem com os n — 1 zeros de S,,_1.

Teorema 6.1. Se os zeros dos polindmios S,, sao reais, distintos e se entrelacam com o0s

zeros de S, _1, entao as sequintes condicoes sao satisfeitas para n > 2:
Z) Y > 0;

”) Tn [fYn'Yn—l + an—Q\/an—Q(an—4\/an—1 - an—37n—2)
+(an—3\/ Ay — an—Q/Yn—l)(an—2\/ Oy — 2an—3\/ Ap—1 + an—4\/ Ap—2 + ﬁn—l - 671—2)}
2
+ (an—S\/ Qp — an—2’7n—l) \ Op—1 > 0.

Demonstracao: Apliquemos o algoritmo de Euclides para /&, 15, € S,_1 com os restos
da divisao com sinais negativos, como na Se¢ao 3.1.2. Da relagao (6.3) obtemos que, no

primeiro passo do algoritmo,

V150 () = S (2)Q1(7) — Rns(),

com

Q1(z) =2 — (Bn + ane1y/Ung1 — Qnoy/an)
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Ry_2(x) = 7 Sn—a(x) + (an—S\/O‘_n — (p—2Vn—1)Sn—3(2)

n—3
= (1" 054 - Gn_stua(aj1y/0a2 — a;Yi41)S-1 ().
=1

Como, por hipodtese, os zeros de S, e S, 1 sao reais, distintos e se entrelacam, pelo
Teorema 3.9 concluimos que o coeficiente do termo de maior grau de R, o é positivo.

n—2

Utilizando a relacao (6.3) para n — 2 e comparando os coeficientes de 2"~ * em ambos os

lados da igualdade, podemos ver que o coeficiente do termo de maior de grau de S,,_o é

1

(OZ2CY3CY4 T QO

> 0.

)1/2

Logo, obtemos imediatamente ~,, > 0.

No segundo passo do algoritmo de Euclides, dividimos S, _; por R,_o e obtemos

Sn—1(2) = Ry—2(2)Q2(x) — Ru—s(x),

com
1 (a'n—3\/ Oy — an—27n—1) v On—1
Q2 )= — | v — — Qp—2+/ 0y + Ap—34/C0n—-1 — ﬂn—l
( ) Tn/ Cn Tn
(¢

- (an—3\/a_n - an—QVn—l) (an—3\/ Ap—1 — Ap—4/0p—2 + Bn—Q)

Tn

an—S\/ Oy — an—2’7n—1
+ ( S ) (aan\/an — p—3v/0p—1 + Bn1
A3/ — Ap—9Vn—1) A/
+( 3 27 1) 1) NV Sn_g(m)
Tn
Ap—2 \Ap—44/Cn—1 — Qp—3Yn—
+ 2 (a0 - ! il 2)$Sn—4(17) + Tp—a(2),

onde m,_4 ¢ um polinémio de grau no maximo n — 4. Pelo Teorema 3.9, o coeficiente do
termo de maior grau de R, 3 é positivo. Assim, como o coeficiente do termo de maior

grau de S,,_3 e de S,,_4 também sao positivos, segue a afirmacao ii). [ ]

Como vimos na Figura 6.1, estudar o comportamento dos zeros de S, apenas
sabendo que os polinémios p,, sao ortonormais nao faz muito sentido. Suponhamos entao,
que os zeros de S,, sejam reais, distintos e se entrelacem com os zeros do polinémio S, ;.

Assim, utilizando a relagao (6.1) e o Teorema 3.1, concluimos que os zeros do polindémio
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pn Se entrelacam com os zeros dos polinémios S, e S,_1. Podemos, entao, enunciar o

teorema a seguir.

Teorema 6.2. Sejam s, < Sp2 < -+ < Spp 05 zer0s de Sy, € Sp_11 < Sp_12 < -+ <

Sp—1,n—1 0S Z€T0S de Snfl, tais que
Sn,1 < Sn—1,1 < Sn,2 < Sn—1,2 <o < Sn,n—1 < Sp—1,n-1 < Sn,n-
Se denotarmos POT T < Tpo < -+ < Ty 08 ZETOS de Pns entao
i) para a,—q1 >0,

T < Spk < Tpeig, para k=12....n—1 e Tp, <Spn;

it) para a,—, <0,

Sk < T < Sp—1k, para k=1,2,....n—1, € Sy, <Tpy.

Além disso, os zeros de p, sao funcoes decrescentes de a, 1.

Usando os Teoremas 3.20 e 3.21, formulados na Secao 3.3, obtemos mais uma
condi¢ao necessaria para os zeros de S, e S, 1 serem reais, simples e se entrelacarem e

uma condicao suficiente para S, possuir zeros complexos.

Teorema 6.3. Se os zeros de S, e S,_1 sao reais, simples e se entrelacam, entdo o

determinante da matriz de Hurwitz, Han—1(Sn_1,Sn), € estritamente positivo.

Teorema 6.4. Se o determinante da matriz de Hurwitz, Han_1(S),, Sn), € estritamente

negativo, entao S, possui zeros complezros.

6.2.1 Zeros de combinacoes lineares de n polindmios
A partir da relagao
Sn(x) + an—lsn—l(x) - pn(x)7 n > 17

onde Sy = pg, podemos isolar S, de forma recursiva e representé-lo como combinagao

linear dos polinémios pi, k = 0,1,...,n, obtendo o seguinte resultado.
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Lema 6.3. Sejam \,; = (—1)""*a, ja, o...ap1a5, k = 0,1,...n — 1, e \,,, = L.

Entao,

Sn(r) = Aspi(). (6.4)
k=0

Apesar de cada polinémio ortogonal possuir todos os zeros reais, note que, usando a
relagao (6.4) e o Teorema 6.4, obtemos uma condi¢ao para avaliar quando uma combinagao

linear de polindmios ortogonais nao possui somente zeros reais.

Corolario 6.1. A combinagao linear de polinémios ortonormais (6.4) possui zeros com-

plexos se o determinante da matriz de Hurwitz Ha,—1(S), Sy) € estritamente negativo.
Como uma aplica¢ao do corolario acima, consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 6.1. Consideremos a combinacao linear dos polindmios ortonormais de La-

querre I\, com o = 1,
Sa(x) = 1 () + 2057 () + 41 (@) + 81 () + 1615 ().

Sabemos que os polindmios ortogonais possuem todos os zeros reais. Por outro lado, uti-
lizando o software Mathematica, obtemos —0.00324994 como um wvalor aproximado do
determinante da matriz de Hurwitz H; (S}, Sy). Logo, pelo coroldrio anterior, Sy pos-
sui zeros complexos. De fato, os zeros de Sy sao aprorimadamente 3.65662 — 2.466831,

3.65662 + 2.466831, 8.50784 e 13.1232.

Medida simétrica

Quando ¢ é absolutamente continua em (—a, a), podemos escrever do(x) = w(z)dz,
onde w é uma fun¢ao continua, nao negativa, mas nao identicamente nula em (—a, a). Um
caso especial a tratar ¢ quando w é uma funcgao par. Neste caso, o polindmio ortonormal
Pm, m > 0, com relagao a essa medida no intervalo (—a, a) é uma fungao par se m for par
e é¢ uma fun¢ao impar se m for impar. Logo, os zeros de p,, sao simétricos com relagao a

origem. Explicitamente,

2m—2 4

2m 2
Pom(T) = Aomam®™™ + Qom 2m—2T s T Aom 2T + G2

o 2m+1 2m—1
Pom+1(Z) = Qomi1,2m1T + Gom+1,2m—1T + .+ agmy117.
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Note que podemos escrever

Pom () = aomomy™ + a2m,2m—2ymfl + .+ a2y + aompo = pffl) (y), com y = z’

Pom+1(2) = z(a2m+1,2m+1y™ + a2m+1,2m—1ym_1 + . Faomy1) = =Tp£2) (y), com y = z°.

Ademais, para m # n,

a?

0= / szn(x)pgm(a:)dczﬁ(a:): /0 pﬁf)(y)pvﬁ?(y)dﬁ(—\/‘%@,

a2

1= [ iePaot) = [ pwP
(e)

Logo os polindmios p;,’ sao ortonormais com relagao a medida
do (/)
2y

no intervalo (0, a?), onde a pode ser finito ou nao.

Analogamente, se m # n,

2

0= /a Pon1 () Pamsr (2)de(z) = /0“ pn (y)pm( )\/_dﬁb(\/_)’

—a

V= [ alas) = [ bl

—a 0

(0)

Assim os polinémios py,’ também sao ortonormais, mas com relagao & medida

VYdo(V/y)
2
no intervalo (0, a?).

Polinémios Ortogonais de Hermite-Sobolev do tipo II

Os polinémios ortogonais de Hermite-Sobolev do tipo II, estudados em [12] e [14],

sao ortogonais com relagao ao produto interno

z/if(af)g( ﬂdmﬂ/ F(2)g' (@) gy

com A >0e&#0.
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Esses polindémios podem ser obtidos através da relacao
Sp(x) + ap_2Sn—2(x) = hp(z) + dp_ohp_o(x), n>2 (6.5)

com Sp(x) = ho(x), S1(x) = hy(x) e Sa(x) = he(z), onde h,, sdo os polindmios ortonormais
de Hermite. Os coeficientes a,_5 e d,_» podem ser obtidos de forma recursiva, como
mostrado em [12].

Como a fungao peso dos polindémios de Hermite é w(z) = e, que é uma funcao

par, podemos denotar
hom (%) = B (y) e hopya(z) = zh)(y), com y=a?,

Dessa forma, os polindémios s (y) e o) (y) sao ortonormais com relagao as fungoes peso

—y —y
w(e)(:v) = e w(")(x) = Ve ,

2y 2
respectivamente, em (0,00). Utilizando (6.5) recursivamente, podemos representar So,,

e Symy1 como combinagdes lineares dos polinémios ortonormais h'y (y) e ho) (y). Mais

precisamente,
Som () = Z Aﬁi?kh,?)(y), com y=1°
k=1
onde Aﬁfé)m =1, Aﬁffm_l = doym—2 — Gam—2 © Aff;’)k = (_1>m_k+1a2m72a2m74 B sz+2(d2k -

as), parak =1,2,....m—2, e
S2m+1 (I’) =7 Z Ag?khlg)) (y)a com Yy = $27
k=0

onde /\1(’3)1% =1, Aﬁ,‘i?m_l = dopm—1 — G2m—1 © Afﬁ)k = (—1)m7k+1a2m—1a2m—3 . a2k+3(d2k+1 -

aogkt1), para k =0,1,...,m — 2.

Exemplo 6.2. Seja Sg o polindomio ortogonal de Hermite-Sobolev de grau 6, com A = 100

e & =1/100. Assim, de (6.5), obtemos a relagao
Sﬁ(l’) = hﬁ(ﬂf) + (d4 — a4)h4(:17) — a4(d2 — CLQ)hQ,

onde dy = 1.14452, dy = 1.08819, a, = 0.00145432, a4 = 0.00204956. Neste caso, o deter-
minante da matriz de Hurwitz Hy1(Sg, S¢) € aprozimadamente —0.0246361, um nimero
negativo. Logo, pelo Teorema 6.4, Sg possui zeros complexos. Calculando seus zeros, ob-

temos os sequintes valores aprorimados para os zeros compleros: —0.353295¢ e 0.3532954,

e para 0s demais zeros simétricos: —1.97728, 1.97728, —0.860627, 0.860627.
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Uma forma mais simples de concluir que Sg possui zeros complexos, € expressd-lo
como
So(w) = h” (y) + (da — a)hi? (y) — as(da — a2) b (y) = 557 (),

com y = x%. Observe que se Sée)(y) possui algum zero negativo, entio Sg(x) possui

zeros complexos. Considerando o polinomio Ss(y) = —S:(,,e)(—y), obtemos He(S4, S5) ~
—0.00558194 < 0. Logo, pelo Teorema 3.16, existe algum zero de gg(y) que € positivo, ou
seja, existe pelo menos um zero negativo de Sée) (y). Dessa forma, garantimos a ezisténcia

de um zero complexo de Sg, mas calculando um determinante de ordem bem menor.

Localizagao dos Zeros

Em [63], encontramos os dois resultados a seguir.

Teorema 6.5. Sejam
Sa(@) = Awhi(z),
k=0

onde hy denotam os polindmios de Hermite,

M* = max [\l
0<k<n—1

eSnk, k=1,2,...,n, os zeros de S,. Entao,

M*
[Annl

1
|3m(5n7k)|§§<1+ >, k=1,2,...,n.

Este teorema afirma que os zeros de S, se localizam na faixa do plano complexo

()
el )

Sn(z) = Z Anhi (),
k=0

centrada no eixo real e com largura

Teorema 6.6. Seja

onde hy, denotam os polinémios de Hermite. Entao, os zeros Sp, k = 1,2,...,n, de S,
satisfazem
1 n—1 A flk
k
jm S < — mk
(sl < 5> |3
k=0 1"

O Teorema anterior pode ser estendido para quaisquer outros polinémios ortogo-

nais. Specht [59] provou o seguinte resultado:
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Teorema 6.7. Sejam {p,}n>0 uma sequéncia de polindmios ortonormais e a,, o coefi-
ciente do termo de mator grau de p,. Entao, os zeros s, i, k =1,2,...,n, do polindmio

complezo
T) = Z An ki (2)
k=0

satisfazem

v

Giroux |28] obteve um resultado mais completo do que o de Specht, que enunciamos

[T (sp)] < Dbt (Z

QAn.n &

n,n

a seguir.

Teorema 6.8. Seja {p, }n>0 uma sequéncia de polindmios ortonormais com os coeficientes
dos termos de mator grau denotados por a,. Entao, os zeros s, , k = 1,2,...,n, do

polinémio complexo
= Z AnkPk()
k=0

satisfazem

n 1
Z]’Jm(sn,k)! < Zninol (Z
k=1

n,n k

1
2
nn
A igualdade acima € vdlida se, e somente se,

A n—
Mo=-...=Xun2 € Re (;Ll):().

Corolario 6.2. Existe pelo menos um zero do polinémio

r) = Z Ak Dk ()

satisfazendo
1

1'I’L TL —
[Im(s)] < =7 1(2

TL,TL k=0

o

Considerando a sequéncia de polindémios ortogonais monicos { P, },>0, Gol’berg e

nn

Malozemov [29] obtiveram estimativas para os zeros de polinomios da forma
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Teorema 6.9. Sejam x,,1 € x,, 0 menor e maior zeros do polindmio P,, respectivamente,

e Spk um zero arbitrdrio de

So(z) = P,(z) + 2 A Pe().

Entao,

Tpi1 — % (a + \/m> < Re(sng) < Tpp — % <a — \/m>

_% (ﬁ + \/W) < Jm(sp) < —% (5 -V + C) :

onde C,a e (B sao tais que

n
A1 =a+if e C= Z |ex?,
k=2

com

n,n—2 Co — 5\71,7173 - 5\n,O
3 — T 4 e e — .
£/ Oy ’ ,/Ozn,/O[n_17 ’ " A/ Opr/Op_1 ...4/02

As constantes oy, sao os coeficientes da relagdo de recorréncia de trés termos (2.5) para

>

Cy =

0s polindmios ortogonais monicos.

6.3 Ortogonalidade dos polinémios S,

Considerando os zeros de S,, e S,,_; reais, simples e que se entrelacam, pelo Teo-
rema de Wendroff (Teorema 2.3), S, e S,_1 pertencem a uma sequéncia de polindémios
ortogonais. Dessa afirmagcao surge a pergunta: para quais valores de a,, os polinémios S,,,
paran > 1, formam uma sequéncia de polindémios ortogonais? Obtivemos a resposta para
essa pergunta e formulamos o teorema a seguir. Lembremos que a,, sao os coeficientes da

relagao (6.1).

Teorema 6.10. Se
aj—1y/0jr2 — ajvip1 =0, para 5 >1, (6.6)

entio { Sy }n>0 € uma sequéncia de polindémios ortogonais.

Demonstracao: Se aj_1,/aj1s — a;v;4+1 = 0 para j > 1, pela relacao (6.3), temos

\/msn(x) - [ZE - (ﬁn + an—l\/m - an—Q\/a_n)] Sn—l(x) - rYnSn—2<x>7
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com Sp(x) =1 e /a5 (x) = (x — 1 — agy/az2)So(x). Assim, os polindmios S, satisfazem
a uma relagao de recorréncia de trés termos, com [, + @, 1,/0nt1 — o/, € R e
Yn > 0, como demonstramos no Teorema 6.1. Logo, pelo Teorema de Favard (Teorema

2.1), {Sn}n>0 € uma sequéncia de polindmios ortogonais. u

A segunda questao que surge ¢ a seguinte: se {S,} é uma sequéncia de polindémios
ortogonais, como é a medida com relacao a qual ela é ortogonal? A seguir respondere-

mos essa pergunta para o caso particular em que p, sao os polindomios ortonormais de

Chebyshev.

6.3.1 Aplicacao para os polindmios ortonormais de Chebyshev
Seja
Pn(z) = Sp(2) + ap—1Sp-1(x), n>1.

Para encontrar a medida na qual S, é ortogonal, vamos considerar o caso particular
Pn = Uy, OU seja, quando os polinémios p, sao os polindomios ortonormais de Chebyshev
de segunda espécie. Aqui vamos considerar os polinémios de Chebyshev ortonormais com

relacao a fungao peso

w(x) = z\/1 — 2

™

A relagao de recorréncia de trés termos para u, é dada por
U () = 22Uy 1 () — Up_o(z), n>2,
com up(x) =1 e uy(z) = 2z. Observe que para esses polindmios temos

1
\/an+1:§ e B,=0, n>1

Assim, a condigao (6.6) torna-se

1 1 1 1
5 CLj,1 — CLj aj,1 —5 CLjfl + 5 CLJ;Q + 5 = O,

que é equivalente a

Qo

comalzl .
—a
0
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Para encontrar a medida com relacao a qual S,, é ortogonal, usaremos os Teoremas
2.4 e 2.5, ou seja, encontraremos a medida através dos limites dos determinantes de Turan.

Para isso, precisamos de alguns resultados preliminares.

Lema 6.4. Seja {a,}n>0 uma sequéncia de coeficientes que satisfazem a relagao (6.7).

Entao,
Qm(“%) Rm("‘%)
m = m = s > O, 6.8
B = 00p @) TG )y " (68)
onde
Qm-i—l (a(%) - _a(z)Qm(a(z)) ‘|‘ Rm(a'(%)a (69)
Rypa(ag) = —agQm(ag) + (1 — ag) R (ag). (6.10)

Em particular, se ag =0, entao S, (z) = u,(z), n > 1.

Demonstragao: Substituindo a; na rela¢ao (6.7) para j = 2, obtemos

1 —a?
o = Ag———>5 -
1—2a3
Substituindo as em (6.7) para j = 3 e repetindo esse raciocinio para j = 4,5, ..., obtemos
os valores de ag, k > 3, dados a seguir
1-— Qa%
a3 = Gg——————
K '1—3a2 + a¥’
1-— 3a§ + aé
ay = Gy——————
* 01— 4a + 3ad’
1 — 4a + 3ag
a5 = Qo 2 1 6
1 — 5a§ + 6ay — af
g = QAo 2 1 67
1 — 6ag + 10ag — 4ag
1 — 6a2 + 10aj — 4a§
a7 =

Y07 742 + 15a3 — 10a§ + @’

Observe que podemos escrever

Qm(a%) RM(G%)
m = A 2\ 2 Oa
€ doam+1 Qo Qm+1(&(2)) m

agm = Qo (611)
R (ag)

onde ),, e R,, sao polinébmios de grau exatamente m para m > 0, com Qg = Ry = 1.
Essas formulas explicitas para as,, € as,+1 podem ser estabelecidas usando-se o principio

de inducao finita. Consideremos, primeiramente, o caso nao trivial ag # 0.
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Fazendo j = 2m na equagao (6.7) e usando (6.8), obtemos
Ry-1(a)
2 o 2
Qm(ag) _ Qm(ag)
R (ag) Rin1(ap) ( Qm-1(a5) Rm—l@%)) 1
0

O 0m@) \ "R " Quad)

que pode ser escrito da seguinte forma:

Qm(a?)) (Qm(a?)) + ang_l(ag)) = Rm—1<a(2)) (Rm(a%) + a(Q)Rm—l(a?))) : (6'12)
Procedendo da mesma forma para 7 = 2m + 1, obtemos
Qm(ag) (Qm+1(ag) + a(Q)Qm(a(Q))) = Rm(ag) (Rm(ag) + a(Q)Rm—l(ag)) . (6'13)

Substituindo (6.12) em (6.13), temos

Q@) +BQnlad) = 70 (@) + Q)
R, (a3) Rp_1(ad 2 2 2
Ry(ag) Rp-1(ag) Ry—a(ag 2 2 2
- Rm§<a1> RMEa%i Rmagaﬁg (@n-s(20) + a6@n-s()
_ Rm(a?)) a2 200 (a2
- Ro(a%) (Ql( O)+ OQ()( O))
= Rm(ag)7

pois Qy(a3) + a3Qo(a?) = (1 — a3) + a2 = 1. Logo,
Qur1(ag) = —agQm(ag) + Rin(ag).
Da mesma forma, encontramos a relagao
Ronia(ag) = —agQum(ag) + (1 — ag) Run(ag).

Note que as igualdades em (6.8) implicam que se ag = 0, entao a, = 0, para n > 1. Logo,
da relagao

Un(z) = Sp(r) + apn_1S-1(z), n>1,

obtemos S, (x) = u,(z) para n > 0. Em outras palavras, se ap = 0, entdo os polinémios

S, sao ortogonais com relagao a fungao peso de Chebyshev de segunda espécie. |
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Lema 6.5. Seja {a,}n,>0 uma sequéncia de coeficientes que satisfazem a relagao (6.7).

Entao,

m = , 14
fam = 0008 4 do) ™ — (1 — 242 — do) (6.14)
2&0 [(1 — 26L(2) + do)erl — (]_ — 26L(2) — d())erl]

1+ do)(1 — 202 + do)™+ — (1 — do)(1 — 2a2 — d)™*+1

(6.15)

Ao2m+1 = (

com dy = /1 — 4a3.

Demonstracao: Note que as relagoes (6.9) e (6.10) formam um sistema de equagoes de
diferencas. Para encontrarmos a forma explicita para R,, e ),,, encontremos a solucao
desse sistema. Usaremos o método descrito na Secao 3.4. Fazendo yT(TIL) = Qn(ad) e

YD) = R, (a3), obtemos o seguinte sistema na forma matricial

M ] M

R N Ym
2 o 2
yfn)ﬂ —a% 1- a% ?/7(71)

Denotando Y,,, = (yg) yg))t, na Secao 3.4.2 vimos que a solucao desse sistema sera

Y = AmYO7
onde
a 1 —a? 1
Ro(ayp) 1 —at 1—ad?
Os autovalores de A sao

Pelo algoritmo de Putzer,
A™ =uy(m)l + us(m)(A — M\ 1),

com )
m—
o Ao\
m m—1—iy1 1 2
ur(m) =A7"" e wus(m) = E b A= ——"=.
— Al — A2
1=0
Logo, encontramos
@11 A12
Am = ,

Q21 A22
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com
= 2m+1d0 ’
A (1 —2a2 + do)™ — (1 — 2a2 — do)™
12 2md0 9
o~ a2 (1 —2a2 +do)™ — (1 — 2a% — dp)™
21 0 2md0 9
I (do +1)(1 — 2a3 + do)™ — (dy — 1)(1 — 2a3 — do)m.
2m+1d0
Assim, temos a solugao
O a2 (1+ do) (1 — 2a2 + do)™ — (1 — do)(1 — 2a2 — do)™
m<a0) - om+1d,
e (6.16)
s (1= 202+ do)™ ' — (1 — 202 — dg)™+!
Ro(ay) = om+1d, :

Qm(ag) _  (L+do)(1 —2a§ +do)™ — (1 — do)(1 — 2a — do)™

Aom = Qo Rm(a%) ap (1 - 2(1% + do)m+1 _ (1 _ 2(1% o do)m+1
(§
oy = ag (@) o (1= 2a2 + do)™* — (1 — 2a2 — d)™*!
" Qm+1(ag) (1+ do)(1 — 203 + do)™*' — (1 — do)(1 — 2ag — do) "+’

[ |
Para gerarmos valores de a, reais, escolhemos 1 — 4a3 > 0, o que implica em

lag] < 1/2. Logo, 1 — 2a% > 1/2 e, portanto, 1 — 2a2 + dy > 0. Assim, como

1 —2a2 —
it TR d0<1,
1—2a(2)+d0
obtemos
1-2&2—d0 "
lim (———5——+] =0.
Logo,
1—2&2—d0 "
1+dy—(1—4d ——
. . o= ( °>(1—2a3+d0)
lim as,, = a¢ lim |90 — g\ "
m—00 m—00 J— an —
1—2a2 +dy— (1 —2a2 — dp) [ ——o0—>
a0+ 0 ( ao 0) (1—2(1(2)—{—(10

~ao(l+do)  1—dy
1 —2a3 + dy 2a0
De forma analoga, mostramos que
1 —dy

lim a2m+1 = .
m—00 2CLO

Podemos, entao, enunciar o seguinte resultado.
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Lema 6.6. Para

1
‘ao‘ < 57
com ag # 0,
1 —dy
lim a, = : 6.17
0= (6.17)

Para encontrarmos a medida com relacao a qual .5, é ortogonal, precisamos trans-
formar os polindmios ortogonais S,, em polindmios ortonormais. Das relagdes (6.1) e (6.3),

podemos dizer que os polinémios .S,, satisfazem a igualdade
Sp(2) + ap-1S-1(x) = up(x) n>1, (6.18)

com Sy(z) =1 e Si(x) = 2x — ap e a seguinte relagao de recorréncia de trés termos

ap—3 — an72) +1

1 n—1 — Un— n—
Lo @)= |o Gtz tnz] gy dnal So(x).  (6.19)
2 2 2
Comparando essa rela¢ao com a relagao (2.9), temos
gs _ 1’ BS _ p—1 — Ap—2 e 055 _ Ap—2 (an—S - an—?) + 1’ n Z 1.
2 2 2

Assim, usando (2.11), obtemos os coeficientes da relacao de recorréncia de trés termos

para os polinémios ortonormais s, que sao dados por

n— n—3 — Un— 1 n—1 — Up—
R R L L L R

Pela relagao (2.10), obtemos

n—1 —1/2
sn(x) = (H ap(ap_1 — ag) + 1]) S, (),

k=0
com so(x) =1ea_; =0.

Logo, de (6.18) e definindo

n—1 1/2
T = (H lax(ar—1 — ax) + 1]) ;

k=0
obtemos
TnSn(X) + @p_1Tp_150-1(2) = up(x). (6.21)
Lema 6.7. Para
1
‘ao‘ < §>

com ag # 0,
lim 7, = _Yaa (6.22)

o Ji—d,
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Demonstragao: Utilizando a relagao recursiva para a, dada em (6.7), chegamos em

n—1
[T lar(ar—1 —ar) +1] = (1—aj) [ar(ao — a1) + 1] [az(ar — az) + 1] [as(az — as) + 1]
k=0
X ... X [an,2<an,3 — an,g) + 1] [an,l(an,Q — an,l) + 1]

_ Gpaypazas Ap—2 Gp—1

C amagaga;any ap

=

Logo, do Lema 6.6, obtemos o resultado desejado. [ ]

Lema 6.8. Para

1
|(10| < 57

com ag # 0, os coeficientes 05 e B3 da relagao de recorréncia de trés termos para 0s

polindomios ortonormais s, satisfazem as condi¢oes de Nevai, isto €,

1
lim 6 = - e lim 8 =0.
n—o00 2 n—o0

Além disso, sao de variagao limitada, ou seja,
D 0 = O] + B = Bria] < o0, (6.23)
n=0

Demonstracao: Como os coeficientes 67 e 2 sao dados por (6.20), usando o Lema 6.6,
concluimos que eles satisfazem as condi¢oes de Nevai.
Por outro lado, vamos decompor a série dada em (6.23) em quatro séries, ou seja,

vamos reescrevé-la como

o0 o0 o0 o0
S S S S S S S S
E ‘52m+2 - 2m+3| + E ‘52m+3 - 2m+4| + E |52m+1 - ﬁ2m+2‘ + E ‘52m+2 - B2m+3|
m=0 m=0 m=0 m=0

e mostrar que cada uma dessas séries é convergente. Vamos comegar com a primeira

parcela da soma anterior, ou seja, mostremos que

o0

S S
E ‘52m+2 - 2m+3| < Q.
m=0

Sejam
1—2a(2)—d0 1—26L(2)+d0
n=——p—— =,
2 2
1 1 1-—
Aot o pltd o 1-d

do 2d0 2dO
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Logo, Qn(a2) e R,(a?), dados pelas expressoes em (6.16), podem ser escritos da seguinte

n+1).

forma:
Qn(ag) = Bz —C2 e Ry(al) = A(z5H —
Por (6.20) e (6.7), obtemos
5% = \/an72<an73 - aan) + 1 o 1 Qp—2
no 2 2V any
e, como, por (6.8),
Qm(ag) Ry(ap)
A2m = Qo € Aomy1 = ao—,
Ry (a3) Q@)

segue que
|55m+2 - 55771—&—3‘
’\/ dom \/a'2m+1
A2m+1 A2m+2
\/Qm ao Qm+1(a0> \/R ao J @0)
Rm(a%) Qerl(aO)

o AR B

Note que

Além disso,
21_1—2ag—d0 (1—2a8—d0)2

2 1—2a2+dy dal
e
g_ l—dy (1 —2a3 — dp)
B 1+dy 2a3 ’
ou seja,

Vamos denotar

m+1 B
() il

(6.25)
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Assim, de (6.24),

1

. . \/(1 — k2mH1) (1 — k2m+3) \/(1 — k2m+2) (1 — k2m+)
‘52m+2 - 52m+3| ~ 9 -

1 — k2m+2 1 — k2m+3
k.2m+1(1 _ k)3(1 _ k,4m+5)
(1 _ k2m+2)2(1 _ k2m+3)2

\/(1 — k2mA1)(1 — g2m+3) \/(1 — k2mt2)(1 — g2m+4)
1 — k2m+2 + 1 — k2m+3

1
2

X

Como |ag| < 1/2,entao 0 <k <1le

S S
lim |52m+4 - 52m+5’ _ 2

S S -
m—re0 |62m+2 - 52m+3‘

Logo, pelo teste da razao para séries, segue que

oo

Z ‘5§m+2 - 5§m+3| < 0.

m=0

De modo analogo, mostramos que a série

oo
s s

E |52m+3 - 52m+4‘

m=0

¢ convergente.

Vamos provar, agora, que

eS)
Z ‘ﬁgm—&-l - 65m+2| < 0.
m=0

Das relagoes (6.20) e (6.8), e usando a notagao adotada nesta demonstragao, obtemos

1
’5§m+1 - 5§m+2‘ =3 |G2m41 — 202m + Q21

_ M Ro(ag) _ QQm(a%) Ry1(af)
2 | Qui(ad) Rin(ag) Qm(ag)
ol [AQ =R B () A (-
92 |B (1 — k2m+3) 2 A (1 — k2m+2) © B (1 — k2m+1) |
Como, de (6.25),
B
_VEA_ B _4
NEY. B A B
segue que
s s ~ aolA E*™(1 — k)3(1 + k*m+2)
‘ﬂQm-‘rl B 62m+2| 9B (1 _ k?m-l—l)(l _ k2m+2)(1 _ k2m+3) :
Assim,

| B3 = Bimral
lim B2m+3 52m+4 —

- : =k <1
oo |ﬁ2m+1 - 52m+2’
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Logo, novamente pelo teste da razao, provamos que a série

oo
Z |ﬁ5m+1 - ﬂ§m+2‘
m=0

é convergente. Seguindo o mesmo raciocinio, mostramos que

o)
S S
E ‘62m+2 - ﬁ2m+3| < Q.
m=0
Portanto, os coeficientes 9; e 3; sao de variacao limitada. [ ]

Lema 6.9. Considere os polindmios ortonormais de Chebyshev de sequnda espécie, nor-
malizados por

9 1
fo = —/ V1—22de = 1. (6.26)
T J-1

Entao, os determinantes de Turdn para esses polindmios sao sempre iguais a uwm, ou Seja,
2 _
uz (z) — Upp1(2)up—1(x) =1, n>0.

Demonstracao: Os polinomios de Chebyshev de segunda espécie normalizados por
(6.26) sao ortonormais no intervalo (—1, 1) com rela¢ao a fungao peso

2
—/1 — 22

™

e sao dados explicitamente, como vimos no Exemplo 3.5, por

sin[(n + 1)0]

- , T =cosf.
sin 6

un () =

Assim,

sin?[(n + 1)6] — sin[nd] sin[(n + 2)d]

Un (¥) = Una (T)un o (z) =

sin? 0
_sin®[(n+ 1)0] (1 — cos® 0 — sin? 0) + sin* 0
B sin? 6

Usando os resultados da Segao 2.1.1 e os obtidos até agora nesta se¢ao, podemos
encontrar nao s6 a medida d¢, mas a funcao peso com relacao a qual os polinémios

correspondentes s,, sao ortonormais.
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Teorema 6.11. Seja
TnSn(T) + apn1Tp_15n-1(x) = up(x), n>1, (6.27)
tal que

Ap—1

an—l(an—Q'_'an—l)%_17

n>1,

Qp = =
com a_y = 0. Denotando por d¢ a medida com relagao a qual s, € ortonormal, se

1
|a0|< 57

com ag # 0, entao d¢ é absolutamente continua em (—1,1) e do(z) = w(z)dz, com w

estritamente positiva e continua em (—1,1). Além disso,

w(z) = 2% (9:+ i) Nigr)

s 2&0

Demonstracao: Usando (6.27), obtemos

ui(:p) = Unt1(T)Un_1(2) = [Tnsa(T) + an—lﬂ—n—lsn—l(-’E)]2

(6.28)
— [Tns18ns1(2) + anmpsn(@)] [Tp_18n—1(x) + ap_omp_28,—2()] .

Fazendo n tender ao infinito em (6.28) e usando os Lemas 6.6 ¢ 6.7, obtemos

i 2(2)—upaq () up_1 ()] = 2a3 im [s%(2) = $paq(2)8n_1(x
™ Euj(d) ra@a @] = 72 ) s
+ =  lin [ ()= ()50 -2(2)] + a0 1 [0 ()51 (2) =1 ()52 (2)]

Do Lema 6.8 e do Teorema 2.4, podemos afirmar que

i [52(0) = swaa(a)sna(o)] = 25

(6.30)

Os coeficientes da relacao de recorréncia de trés termos dos polinémios de Chebyshev

sao periodicos, ou seja, satisfazem as relagoes limites (2.15). Seja
2
di(x) = =1 — z2dz,
T

a medida com relagao a qual os polinomios de Chebyshev de segunda espécie sao ortonor-

mais. Pelo Lema 6.8,

1
liméﬁb:§ e lim §; =0.

n—o0o n—oo
Assim,
1
lim [6° — 6% = lim [6° — =| =0
n—>oo‘ n n‘ n—oo | " 2
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. s 1/1 o . S|
Além disso, como

o0

Z |02 = G|+ [ Brs — B

n=0

o0
<Y |05s = Oha| |05y — ia] 1By — Bial + [ Birs — Biys| < o,
n=0

valem as hipoteses do Teorema 2.5 para N = 2. Ademais, us(z) = 42 — 1 e uél)(:z:) =1.

Entao,
(4
T(x) = % (Qg(x) -~ 2—‘1%”@)) - % (uz(x) . ué”(x)) — 222 1.
Logo,
lim [s,(2)$p_1(2) — Spy1(2)sn_2(x)] = 2y1-T) sinal[T'(x)]

w(z)

m
4lz| V1 — 22
_ Aslvi-ata (6.31)

T wz) o

n—oo

Assim, utilizando o Lema 6.9 e as igualdades (6.29), (6.30) e (6.31), obtemos
202 2V1—122 1—dy2V1— a2

1= T [12(2) = s () 1 ()] =

n—00 1—dym w(x) 2 7 w(r)
dr V1 — a2
Fag—
T w(x)
441 — a2 ( 1)
= - g+ —).
T w(x) 2a

Portanto, obtemos o resultado desejado, ou seja,

w(z) = 290 (:c—i— i) Vi)

T 2a

Observe que w(z) > 0, mas ndo identicamente nula em (—1,1) se, e somente se,

1
|CLO‘ < —. |
2

Do ultimo teorema, concluimos que d¢ é absolutamente continua no intervalo

(—=1,1) e, além disso,

do(x) = 4d0 (x + L) V1 —a22dx,

s 2aq

m (—1,1). Resta saber como se comporta essa medida fora desse intervalo.
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Motivados pela expressao obtida para d¢, mostraremos que os polindmios s, sao
os polindmios nucleo de Chebyshev de segunda espécie e, portanto, sao ortonormais no
intervalo (—1,1) com relac¢ao a fungao peso

w(a) = 220 (m—i— i) VI a2

s 2aq

Usando a forma explicita para os polinémios de Chebyshev de segunda espécie

dada no Exemplo 3.5,

G e A Vs
n NG >

e comparando com as expressoes (6.14) e (6.15), obtemos o seguinte resultado:

Lema 6.10. Os coeficientes a,, sao dados por
1
Up | —=—
o -\ 200)
n - 1 .
Up ——
i 2&0

Do Lema 6.3, os polinomios 5,, podem ser dados por

(6.32)

Sp(z) = Z An ki (),

com A\, = (=1)""a, 1a, o...ar1ar para k =0,1,...n — 1 e \,, = 1. Assim, direta-

mente da expressao (6.32) segue o seguinte lema:

Lema 6.11. Os polinémios S, podem ser expressos por

onde K, (x,y) € o polinomio nicleo dos polinomios de Chebyshev de sequnda espécie, ou
seja,

n
k=0
Teorema 6.12. Os polinémios S, sao ortogonais com relagao a funcao peso

wm:ﬂ(HL)m

T 2ag

no intervalo (—1,1).
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Demonstracao: Sabemos que os polindmios niicleo satisfazem & seguinte propriedade:
/ Ko, 1) Qo) 2 T 22z = Q(y),

onde ) é um polinémio arbitrario de grau até n. Por outro lado, se 0 < k <n —1e Il

um polinémio de grau k, entao

/_115( (o )4“0( 2%) V= 2z =
?‘/LOQQO / K, (2, —1/(2a0)) i (2) (x + 2—) —V1 - 2%z =0,

Qo

para k=0,1,...,n—1, ja que

() (x + Qiao)

¢ um polindmio de grau no maximo n. [ ]

Zeros de S,

A seguir fornecemos resultados que obtivemos sobre o entrelagamento e o compor-

tamento monotono dos zeros de S,, com relagao ao parametro ag.
Teorema 6.13. Sejam u,j e s, 0s zeros de u, e Sy, respectivamente. Entao,

i) se 0 <ap<1/2,

Un,1 < Sn,1 < Un,2 < Sn,2 << Un,n < Sn,n;
ii) se —1/2 < ag <0,
Sn,1 < Un,1 < Sn,2 < Un,2 < < Sn,n < Un,ns
iii) se ag =0,
Spk = Unk, N =12 ...,n

Demonstragao: Os polinémios niicleo podem ser expressos por

Ko(z,y) = 2un+1(x)un(y) - un(x)un—f—l(y)
rT—yY
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Entao, do Lema 6.11, temos

K, (z,—1/(2ay))

un(=1/(2a0))

Unt1(2)un(=1/(2a0)) = tn(2)tn 41 (=1/(2a0))
(z +1/(2a0))un(=1/(2a0)) '

Avaliando a igualdade acima nos zeros de u,,, obtemos

Sp(r) =

=2

B Up, 1(Un,k;)
Sn(tns) = 27— E S

Consideremos, primeiramente, 0 < ag < 1/2. Como

1
Up g+ —— > 0,
2(10

segue que

sinal [Sy(un k)] = sinal w41 (k)] -

Dado que os zeros de u,, e u, 1 se entrelacam, u,,.; muda de sinal nos zeros consecutivos
de u,, entdao o mesmo acontece com S,. Em outras palavras, concluimos que existe um
zero de S, nos n — 1 intervalos da forma (y, k, U, k+1). Além disso, como o coeficiente do

termo de maior grau de u, ¢ 2", que é positivo, temos
sinal [Sy(un,)] = sinal [tp41(un,)] < 0.
J& que S,, também possui o coeficiente do termo de maior grau positivo, concluimos que
Up1 < Spi < Upo < Spa < < Upp < Spp-

A demonstragao das desigualdades afirmadas no item ii) segue de forma analoga.
Vimos, no Lema 6.4, que se a9 = 0, entdo S,(x) = un(x). Logo, spr = Unk,

k=1,2,...,n. [ ]

Teorema 6.14. Os zeros de S, sao fungoes crescentes de ay.

Demonstragao: Note que a fun¢ao peso dos polindémios S,

w(e) = uloa) = (Lo 4 2) V=

T T
depende do parametro ag. Vamos utilizar o Teorema de Markoff (Teorema 2.2), para mos-
trar o comportamento monétono dos zeros de S,,. As hipoteses do teorema sao satisfeitas,
pois

3w(x,a0) _ 4_37@

aao ™
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é continua para —1 < x < 1 e para todo ag. Além disso,
4 [
—/ 2F V1 — 22de,
m a

sao os momentos dos polindémios de Chebyshev de segunda espécie e sao todos finitos.

Assim, calculando a derivada logaritmica de w(x, ap), obtemos

dloglw(z,a0)] 1  Ow(x,a)
Oay -~ w(z,a0)  Oag
2z
- 2&0&7 + 1 ’

Derivando a expressao acima com relagao a x, obtemos 2/(2agz + 1)? que é sempre posi-
tiva. Portanto dloglw(zx, ag)]/dag ¢ uma fungao crescente de x, o que implica que o zero

Spk = szok é uma funcao crescente de ag, para k=1,2,...,n. ]

No trabalho de Marcellan e Petronilho [42| encontramos o seguinte resultado.

Sejam { P, }n>0 € {Sn}tn>0 duas sequéncias de polindmios ortogonais monicos e
{an}n>0 uma sequéncia de parametros complexos, tais que essas duas familias de polino-
mios sao relacionadas por

Pi(z) = S1(z) + ag

Poii(x) = Spii(z) + apSp(x), n>1. (6.33)

Sejam {41 }n>1 € {Bn}n>1 0s coeficientes da relagdo de recorréncia de trés termos de
{P.}n>0 € {GQni1}n>1 € {Bn}tn>1 0s coeficientes da relagao de recorréncia de trés termos
de {S,}n>0. Entdo, comparando as relagoes de recorréncia de trés termos utilizando a

relagao (6.33), concluimos que os coeficientes estao relacionados da seguinte forma, para

n>1:
ﬁn+1 - BnJrl +a, —an_1,
Qpp1 = Qppr+ an—l(ﬁn—i—l - /Bn)a
an&n—l-l = OGp—1Qn42,

com a_; = 0. Através dessas igualdades, Marcellan e Petronilho concluiram que se {5, },>0

é uma sequéncia de polindmios monicos, entao essa sequéncia sera ortogonal se

e ay = 0, pois neste caso a, =0 paran > 1e S,(z) = P,(z);
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P,(c) Qo
——, P,(¢c) #0paran >1,onde c = [ — —.
Poia(c) ©)#0p A ag

o GO#Oean:_anJrQ

Além disso, se U denota o funcional linear tal que {P,},>0 é a correspondente

sequéncia de polindmios ortogonais, entao {S,},>0 ¢ ortogonal com relacdo a V, que ¢é
definido por

V= (x— ).

Quando adaptamos esses resultados ao nosso problema, ou seja, considerando
P,(z) = uy,(z), obtemos o mesmo resultado, mas com uma demonstracdo totalmente
diferente e independente, sendo a nossa demonstracao uma demonstracao analitica en-
quanto que a dos autores Marcellan e Petronilho é uma demonstracao algébrica. Além
disso, obtemos nao s6 o funcional linear, mas também a func¢ao peso com relacao a qual

os correspondentes polinémios .S,, sao ortogonais.

6.4 Localizagao dos zeros de combinacoes lineares de
polinémios
Sejam {py, }n>0 € {Sn}n>0 duas sequéncias de polindomios tais que

Snt1(2) + anSp(x) = prs1(2), (6.34)

onde {ay}n>0 ¢ uma sequéncia de nimeros reais. O problema considerado agora ¢ encon-
trar regides onde se localizam os zeros dos polindmios S,, sendo {p,},>0 uma sequéncia
de polindmios ortonormais.

Como ja mencionado, os polindmios ortonormais possuem muitas propriedades
interessantes, sendo uma das mais importantes a relacao de recorréncia de trés termos

(2.12), ou seja, eles podem ser obtidos por

po(x) =1, Jaopi(x) =z — B,

\/m n(x) = (I - Bn)pn—l(a:) - \/a_npn—Q(x)a 6n € R e Qp > 07 para n 2 27
(6.35)

seus zeros sao reais, distintos, estao no intervalo (a,b), sdo os autovalores da matriz de
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Jacobi dada por

Br Jaz 0 0o 0
Vag B yJaz - 00

(6.36)

0O 0 0 - Jam B

e os n — 1 zeros dos polinémios p,,_; se entrelagcam com os n zeros de p,,.

6.4.1 Localizacao dos zeros dos polinémios S,

Transformamos, agora, o problema de encontrar os zeros de S,, em um problema
de localizar autovalores de uma matriz e encontramos regioes onde os zeros de .S,, estao

localizados.

Teorema 6.15. Os zeros dos polindomios S,, sao autovalores da matriz superior de Hes-

senberg

Br oz O - 0 0 (—1)"* lagazas . C O 1\/Ony1

Vo  Ba Jaz - 0 0 (=)™ araga3...ap_1y/Cny1
0 a3 B3 - 0 0 (—1)"_1(12@3@4...@”,1\/@

M, = : : SRS : : : . (6.37)

0 0 0 te Brn—2 Oy —1 an_gan_gan_l\/m
0 0 0 - Van—1  Baa Van — ap—2an-1,/0nt1
000 0 ya B+ oyt

Demonstracao: Do Lema 6.1, os polindmios .5, satisfazem a relagao de recorréncia de

quatro termos

Vn15n(#) = (2= Bn—an-1y/0n11) Sn1 (2) Fan—2(2=Fn) = /@] Sna(2) =an—3/@n S5 (2),

para n > 3, com

S_1=0, So(x)=1, e wsi(r)=1z— /5 —/xam.
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Podemos escrever S, = det (A,z — B,) = det [(x] — B,A,;') A,], com

1 0 O 0O O
ag 1 0 --- 0O O
0 a 1 0O 0
A, =
0O 0 O 1 0
0O 0 O Ap—o 1
e
B1 + /azag Voo 0 0 0
apB2 +/az B2+ \/aza; Vas 0 0
Vasag  a1B3+ /a3 B3+ \/aas 0 0
By, = 0 Vagay asfs + Jog - 0 0
0 0 0 o Bpo1 vV Onln—2 Vv On
0 0 0 T an—25n + /an Bn + /Qnt1ap—1

Como det A, = 1, entdao S, (x) = det (zI — B, A1), ou seja, os zeros de S, sao os auto-

valores da matriz M, = B, A, ! dada em (6.37). |

O resultado a seguir, semelhante a um resultado encontrado em [58], apresenta

uma regiao onde estao contidos os zeros de 5,,.

Teorema 6.16. Sejam

e = (=" aparsy .. a1 /U1, Y =max{|y|,k=0,1,...,n— 1}

oM = max{ /oy, k=2,3,...,n}.

Entao, os zeros de S,, pertencem a

n

U{ZEC‘|Z—5J‘| = (a%)2+<a%+%¥‘1)2}.

M M
an + P)/n—l

j=1
Demonstracao: Sejam D, (0) a matriz diagonal de ordem n cuja diagonal é dada por

{6,6%,...,8"}, com 0 < 6 < 1, e a matriz C,,(0) = Dy ' M,Ds. Aplicando o Teorema de



Capitulo 6. Zeros de Combinacgoes Lineares de Polinémios 127

Gerschgorin, veja [33], obtemos que os autovalores de C,,(d) pertencem & uniao dos discos

de centros em Bk e raios
pk(é):&/ak—i—%, k:1,2,...,n—1,

considerando «; = 0. Ou ao disco de centro 3, + 7,1 e raio

3
c.o

pn(0) = |7k|5” Tt dlVan + ).

0

B
Il

Como

1 1
pr(0) < oy (5+ 5) e pu(8) < Tt — Tty + 00,
concluimos que os autovalores de C,,(J) estao em

n—1

U{ZE(C |z — B < aM (5+5>}U{Z€C |z — Ba] < 15%14-5@ }

k=1

Basta escolher

_
CYM +’yn 1

para minimizar o

1 1

M M M
0+ — — o
max{ozn ( +5)7 1_5771,—1—’_ an}v

com 0 <6< 1. [

Observe que a matriz M,, pode ser escrita como uma perturbacao da matriz J,
n no
isto ¢, M,, = J, + E,, onde E, é uma matriz com elementos nulos, exceto pela tltima

coluna que é composta por {Yo, V1, - - -, Yn—1}-

Teorema 6.17. Para cada zero s, ; de S,, existe um zero x, ; de p, tal que

o 1/2
|8n,i — Tnjl < lan—1]|\/ant1 <1 + Z AR} 1A - - .ai_Q) .
k=0

Demonstracao: Aplicando o Corolario 6.3.4 de [33], concluimos que, se s,; ¢ um auto-

valor de M,,, entao existe um autovalor z, ; de J, tal que

|Sn,i - xn,i| S ||EnH27
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com ||E, |2 = max{v/A : A & um autovalor de E’E,}. Como os autovalores de E!E, sao

iguais a zero ou

2 2
W+ Y = agaj - an+1 Vomyr + aias . 'ai—l\/ Qpi1” + ..t ai—l\/an—l—l
n—2
_ 2 2
= ay;_1\/0ny1 (1 + ) aiai 0y, an—2) )
k=0
obtemos o resultado desejado. [ ]
Observe que z; = (po(@ni), 21 (i), D2(Tni), - - - Pu1(ns))" & autovetor de J, com

relacao ao autovalor z, ;. Tomemos o autovetor normalizado da seguinte forma: y; =

z;/||z;||. Entao, usando o resultado da pagina 73 de [66], obtemos o seguinte teorema.

Teorema 6.18. Sejam s,,; e x,,; zeros de S, e p,, respectivamente. Entao

|8n,i = (Tni + @n18ii)| < |an—1] E |83,
J#i
onde Bi; = ny]
Demonstracao: Como J,, é simétrica, o autovetor a esquerda é o transposto do autovetor

a direita. Observe que z; = (po(Pn.i)s P1(Pni)s P2(Dni), - - - ,pn,l(pn,i))t ¢é autovetor a direita

de J, com relacao ao autovalor p, ;. Queremos o autovetor cuja norma é 1. Assim,
€T

n—1
m Z Pi (Pn,i)-
! k=0

obtemos M, = J, + an,_1E,. Usando o resultado da péagina 73 de [66], temos que os

tomemos y; = , com ||z;]| = Colocando a,_; em evidéncia em E,,,

autovalores de M, estao no disco de centro p,,; + a,—15; e raio |an,_1| ), ; Bij, com

[y

3

Wy 1Pn-1(Png) Y (=) apariiaris .. an_opi(Tn;)
0

n—1 n—1
PN AR A
k=0 k=0

Aplicando o Teorema 4.6 de [16], obtemos

i

Bij = YiEay; =

n—1

Z<_1)kakak+1ak+2 e p—oPi (T )

Pl (Pnyi)

com ply(Pni) = Pp(@) |a=pn. - =
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Observe que se p, forem polinémios ortonormais simétricos, entao 3; = 0 para
j > 1. Logo, pelo Teorema 6.16, todos os zeros de S,, estao na bola de centro zero e raio

(0d")” + (b + 27 )°

M M
a, + Tn—1

Também podemos salientar que se escolhermos a,,_; suficientemente pequeno, os

discos dos Teoremas 6.17 e 6.18 serao isolados e, entao, os zeros de S,, serao distintos.

6.5 Propostas futuras

Com os resultados deste capitulo, pretendemos escrever dois artigos. Um deles
versara sobre as condigoes necessarias para que os zeros de S, e S,,_1 sejam reais, distintos

e se entrelacem com os n — 1 zeros de S,,_1, apresentados na Secao 6.2, sendo que
pn(x) = Sp(z) + apn—1Sn-1(x), n>1,

onde {p,}n>0 ¢ uma sequéncia de polinémios ortonormais. O outro versara sobre a or-
togonalidade dos polinémios S, quando os polindmios ortogonais envolvidos p, sao os
polinomios de Chebyshev de segunda espécie, ou seja, p,(r) = u,(z). Embora este tl-
timo resultado nao seja inédito, ele é mais preciso do que o de Marcellan e Petronilho
[42], sua demonstragao é feita totalmente independente da demonstragao original e utiliza
ferramentas importantes da analise classica.

Um proéximo trabalho a ser desenvolvido é aprofundar os estudos das regioes dadas

na Secao 6.4.



Capitulo 7

Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos primeiramente os zeros dos polinémios do tipo Jacobi-

Sobolev P{*#MNMN) o qog polinémios do tipo Jacobi P{*#MN00)

, ortogonais com re-

lacao ao produto interno

) = gy | PO - a0 s

+Mp(1)q(1) + Np'(1)g'(1) + Mp(—1)q(—1) + Np'(—1)¢'(-1).

A ~ o a,3,M,N,M,N
Para algumas escolhas dos parametros M, N, M e N, representamos pLs ) como

combinagoes lineares do tipo
PBMNIN) (3) = Q(z) + al M ANMN R(z),

onde @ e R sdo polindmios que nao dependem dos parametros M, N, M e N e possuem
todos os zeros reais, distintos e que se entrelacam. Através dessa representacao, mostramos
que os polinémios ortogonais do tipo Jacobi e do tipo Jacobi-Sobolev também possuem
todos os zeros reais, distintos e que se entrelagam com os zeros dos polindmios classicos
de Jacobi e que no maximo um deles esté fora do intervalo de ortogonalidade. Além disso,
mostramos que esses zeros sao fun¢des monotonas dos parametros M, N, M ou N. Usando
a técnica inédita desenvolvida neste trabalho para obter o comportamento assintotico dos
zeros de uma combinagao linear de dois polindmios, mostramos também que os zeros dos
polindmios ortogonais do tipo Jacobi e do tipo Jacobi-Sobolev convergem para os zeros
dos polindmios de Jacobi e explicitamos a velocidade de convergéncia.

Utilizando métodos analogos ao descrito anteriormente, mostramos que os zeros

dos polinémios tipo Sobolev P£¢’A’C’j) ortogonais & um produto interno na forma mais



Capitulo 7. Considerag¢oes Finais 131

geral do que o anterior, mais precisamente, ortogonais com relacao ao produto interno

(P, ores = / p(2)q(x)dé(x) + ApP(c)g?(c),

convergem monotonicamente para os zeros dos polinémios G, (¢, j; z), polinomio definido
em (5.4), com a velocidade de convergéncia sendo 1/\. Mostramos também que para

certos valores de A um zero de P{**) pode estar fora do intervalo de ortogonalidade

) . . A A L
(a,b). Neste caso, também foi de suma importancia representar P como combinagao

linear de P? e G,(c,j; ).
Motivados a estudar combinacoes lineares de polinémios, dedicamos o tltimo ca-

pitulo desta tese para analisar os zeros do polinémio S,, que satisfaz
Sp(2) 4+ ap_1Sp_1(z) = P2(x), n>1,

onde a, € R e {P?},>0 ¢ uma sequéncia de polinémios ortogonais com relacio a medida
d¢. Encontramos algumas condigoes necessérias para os zeros de S, serem todos reais e
também condigoes sobre a sequéncia {a, }n>o para {S,}n>0 ser uma sequéncia de polino-
mios ortogonais. Além disso, para o caso particular P?(x) = U,(z), ou seja, quando os
polinémios P¢ sao os polinomios de Chebyshev de segunda espécie, obtemos a represen-
tagao explicita da medida em relagao a qual S, é ortogonal, dado que o coeficiente a,
satisfaz a equagao (6.6), para n > 0.

Como consequéncia dos estudos descritos no primeiro e segundo paragrafos desta
segao, desenvolvemos os trabalhos [18] e [15], que foram publicados na revista Applied
Numerical Mathematics em 2010 e 2012, respectivamente. Pretendemos submeter, em
breve, os resultados do tltimo capitulo desta tese, dividindo-os em dois artigos que estao
em fase de preparacao.

Vale mencionar que, em 2009, realizei um estagio de doutorado sanduiche na Es-
panha. Como consequencia desses estudos, publicamos o artigo intitulado Multivariate
Sobolev-type orthogonal polynomials na revista Jaen Journal on Approzimation [52|. Este
trabalho também trata dos polindmios ortogonais do tipo Sobolev, mas neste caso, em

varias variaveis.
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