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RESUMO

Com este trabalho, nds introduziremos o conceito de orbita Shilnikov de deslize em
sistemas de Filippov. Essa 6rbita € uma curva fechada suave por partes, composta
pelas trajetdrias de Filippov, que passa pela regido de descontinuidade 3, conectando
0 pseudo-equilibrio sela-foco a si mesmo. Uma versao do Teorema de Shilnikov é
demonstrada para estes sistemas. Mostramos que, a 6rbita Shilnikov de deslize ocorre
em familias genéricas de Filippov a um parametro, além de garantir a existéncia de
infinitas oOrbitas periddicas, em uma vizinhanga da 6rbita de Shilnikov. Diferente do
Teorema de Shilnikov para campos suaves, nds nao precisamos admitir a condi¢do de
Shilnikov (S) para garantir os resultados. Por fim, a existéncia das orbitas de Shilnikov

de deslize é garantida por um exemplo linear.

Palavras-chave: Orbita Shilnikov de Deslize, Campos de Filippov, Orbitas Periddicas,
Teorema de Shilnikov.






ABSTRACT

In this assignment we have introduced the concept of sliding Shilnikov orbit in Filippov
systems. This orbit is a piecewise smooth closed curve, consisting of Filippov trajecto-
ries, that passes through the switching surface ¥, connecting the saddle-focus pseudo
equilibrium to itself. A Shilnikov’s theorem version is demonstrated for these systems.
It shows that the sliding Shilnikov orbit occurs in generic one-parameter families of
Filippov systems besides guaranteeing the existence of infinite periodic orbits in a Shil-
nikov orbit neighborhood. Different from the Shilnikov's theorem for smooth systems,
we don’t need to admit the Shilnikov condition (S) in order to guarantee the results.

Finally the existence of the sliding Shilnikov orbit is guaranteed by a linear example.

Keywords: Slinding Shilnikov Orbit, Filippov Systems, Periodic Orbits, Shilnikov's The-
orem.
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1 Introducao

Embora a teoria de Sistemas Dinamicos possa ser encontrada em trabalhos antigos,
a primeira obra considerada da area é relativamente nova (Dinamical Systems de George
D. Birkhoff publicado em 1927), o que faz com que este ambiente tenha muito a ser
descoberto, e estd em constante avango. Essa parte da matematica, tenta compreender o
comportamento de seus modelos com o passar do tempo, e pode ser aplicado em diversas
areas como: Economia, Biologia, Fisica etc. E quando é questionado se seria possivel
encontrar resultados semelhantes aos encontrados por Shilnikov, ao trabalhar com érbitas
homoclinicas em um outro ambiente, é que surge a motivagao deste trabalho.

Nosso intuito é analisar um fenémeno nao-linear, que ocorre em sistemas dinamicos
suaves por partes, que é muito semelhante a 6rbita homoclinica de Shilnikov para campos
suaves. A teoria de Shilnikov jé foi expandida anteriormente por outros autores, como na
referéncia [10], onde a bifurca¢do homoclinica de Shilnikov é analisada em um modelo de
circuito de Chua, que é um sistema diferencial linear continuo por partes com trés zonas.
Nas referéncias [11, 12] a existéncia de 6rbitas homoclinicas de Shilnikov para sistemas
diferenciais lineares continuos por partes com duas zonas sao mostrados analiticamente.
Os trabalhos citados analisaram sistemas diferenciais suaves por partes que admitiam
uma 6rbita homoclinica de Shilnikov I', satisfazendo duas propriedades: I' é transversal
a regiao de descontinuidade, e o equilibrio hiperbdlico sela-foco nao estava contido nessa
regiao, ou seja, o campo de vetores é suave em uma vizinhanca do equilibrio.

No contexto de campos de Filippov, Glendinning [13] estudou o caos surgindo de
orbitas homoclinicas deslizantes conectando um equilibrio hiperbdlico a si mesmo. Nos
nos preocupamos em estudar uma oOrbita homoclinica deslizante, que tem uma parte
contida na regiao de descontinuidade ¥, conectando um pseudo-equilibrio sela-foco a si
mesmo. Este equilibrio esta contido em ¥, e chamaremos esta orbita de érbita de Shilnikov
deslizante.

Pontuamos novamente que a 6rbita Shilnikov deslizante, diferencia-se da érbita homo-
clinica de Shilnikov em dois aspectos. O primeiro é que o equilibrio esta contido em ¥,
o que faz com que a teoria nao seja toda analoga ao caso suave. O segundo é que, assim
como no trabalho de Glendinning, nossa orbita tem um segmento contido na regiao de
descontinuidade, e deixa a regiao > por um ponto de contato quadratico.

Este trabalho tem duas principais metas. A primeira é mostrar uma equivaléncia
do teorema de Shilnikov, garantindo a existéncia de infinitas solu¢oes peridédicas para o
campo de Filippov, assumindo que ele admite uma 6rbita Shilnikov deslizante. A segunda
é apresentar um exemplo explicito, para mostrar que a o6rbita de Shilnikov existe em um
sistema suave por partes.

O Capitulo 2 traz uma breve recapitulacao da teoria qualitativa das equacoes diferen-
ciais ordinarias (EDO), apresentando o que é uma equagao diferencial, alguns resultados
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20 Introducao

importantes para o desenvolvimento deste trabalho, além de trazer o retrato de fase de
alguns equilibrios de sistemas planares e tridimensionais. Finalizamos esse capitulo apre-
sentando o Teorema de Poincaré-Bendixson, e falando sobre o Teorema de Shilnikov.

Como a teoria deste trabalho se desenvolve em campos de Filippov, nao poderiamos
deixar de reservar um capitulo para introduzir o leitor a esse ambiente. O Capitulo 3 tem
esse papel, e apresenta a teoria de campos de Filippov de uma forma sucinta e objetiva.

O Capitulo 4 esta dividido em trés segoes. A primeira retrata algumas no¢des comuns
que serao necessarias no desenvolvimento da nossa primeira meta, que sera apresentada
na forma de dois teoremas, enunciados e demonstrados nas duas segoes seguintes deste
mesmo capitulo.

Por fim, mas nao menos importante, o Capitulo 5 contempla a nossa segunda meta
trazendo um exemplo linear, onde a teoria desenvolvida no capitulo anterior pode ser
aplicada de forma explicita e mais pratica.



2 Preliminares

Neste capitulo trataremos, de forma sucinta, uma parte da teoria qualitativa de Equa-
¢oes Diferenciais Ordinarias (EDO). Nosso intuito nao é apresentar um resumo da teoria,
o que deixaria este texto muito extenso, além de se tratar de contetidos classicos, que sdo
ensinados em cursos de graduacgao. Nos queremos apenas apresentar algumas ferramentas
uteis, para o desenvolvimento deste trabalho. Para os leitores, que queiram aprofundar-se
no assunto, indicamos as referéncias [6, 9]. Todos os resultados e demonstragoes apresen-
tados a seguir podem ser encontrados nestas referéncias.

2.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Sejam U C R x R® = R™"! um aberto e f : U — R" uma funcio definida em
todo ponto (¢,z) € U. Chamamos de equagao diferencial ordinaria definida por f a
exXpressao:

= f(t,x). (2.1)

Classificamos a equagao (2.1) como uma equacao de primeira ordem por envolver apenas
a derivada primeira. Caso envolvesse a derivada segunda diriamos que é uma equagao
diferencial de segunda ordem, e assim por diante.

Uma solugao dessa equacao é um caminho derivavel definido por x : I — R"™ de forma
que para todo t € I,

(t,z(t)) € U e 2'(t) = f(t,x(t)).

Fixe (tp,x0) € U e seja x : I — R"™ uma solugdo de 2’ = f(t,z). Setg € I e x(ty) = o,
entdo dizemos que a solugao satisfaz a condigao inicial x(ty) = x¢, ou o problema de
valor inicial:

¥ = f(t, ), x(ty) = wo.

Por simplicidade podemos chamar o problema de valor inicial apenas de PVI.
O teorema a seguir garante a existéncia e unicidade de solugoes de um PVI e sua
demonstragao pode ser encontrada em [9].

Teorema 2.1. Se f e a derivada parcial % sao aplicagoes continuas em (t,x) no aberto
U C R™ entdo, dado qualquer ponto (ty,x¢) € U, existe uma tinica solugdo do problema
de wvalor inicial ' = f(t,x), x(ty) = xo, definida num intervalo aberto (to — a,ty + ),
para algum o = a(ty, xg) > 0.

Podemos falar também de sistemas de equacoes diferenciais ordinarias escalares. To-
mando uma base de R", escrevemos xz(t) = (21(t),z2(t),...,z.(t)) e

21



22 Preliminares

ft,x) = (fi(t,x), fa(t,z), ..., fu(t,z)) e assim a equacdo =’ = f(t,x) em R™ pode ser
vista como o sistema:

.73,1 = % = fl(taxlux%""xn)
(2.2)
33;1 = % = fn(taxlax%""xn)

De forma semelhante a uma equacao diferencial, a solu¢ao de um sistema de equagoes
consiste de n fungoes diferenciaveis x;, i = 1,2,...,n, definidas em I C R, tais que para
cada i € {1,2,...,n}, a funcdo z; satisfaz x}(t) = fi(t,x1(t),...,z,(t)), Vt € I. Assim a
n-upla x = (z1, 9, ...,x,) é uma solugdo para a equagao =’ = f(t,z). Acrescentando ao
sistema a condicdo z1(tg) = 29, Ta(ty) = 29, ..., 2, (to) = 20 temos um problema de valor
inicial (PVI) para o sistema de equagoes diferenciais.

Observe que, do mesmo modo que o Teorema 2.1 garante a existéncia e unicidade
de solugoes, para uma equacao diferencial, ele também vai garantir para um sistema de
equacoes diferenciais ordinarias.

As equagdes diferenciais podem ser classificadas em autdonomas e nao autéonomas,
sendo a primeira uma equacao que nao depende do tempo, enquanto a segunda depende.
Mais precisamente, uma equagao diferencial ' = f(¢,x) é auténoma caso f nao dependa
da varidvel tempo t e podemos escrever a equagao como ' = f(x) e, neste caso, chamamos
a aplicacao f : F — R" de campo de vetores definido no aberto £ C R"™.

Observagao 2.2.

e Questoes sobre a existéncia e unicidade de solucoes de equacgoes autonomas e nao
auténomas sao equivalentes, uma vez que uma equacdo nao autdénoma pode ser es-
crita como wma autonoma, como seque:

Sendo f : U — R™ definido no aberto U C R"™ e tomando X = (t,x) € U e
definindo F : U — R"™ por F(X) = F(t,x) = (1, f(t,x)). Dessa forma a equagdo
' = f(t,z) em R" é equivalente a equagio autonoma X' = F(X) em R,

o Em sistemas autonomos sempre podemos tomar o ty da condicdo inicial como a
origem, pois as solugoes de sistemas autonomos sao invariantes por translacao do
tempo.

Uma solugao de um sistemas de equagoes diferenciais ordinarias auténomas é chamada
de equilibrio ou ponto singular e essa solu¢cao nao varia com o tempo. Assim, um
sistema de equagoes diferenciais ' = f(z) tem uma solugao de equilibrio z(t) = z. se
f(z.) = 0, com z. constante. Dizemos que um equilibrio é hiperbélico se todos os
autovalores da matriz Jacobiana,

ofi  9f1 af

Ox1 Ory Oxn

A Ofa  Of2 9fs

J — (a'fl ) — ox1 Oxo T Oxn
0z; Do

Ofn  Ofn Ofn

o0z Ore =~ °° OTn

aplicada no equilibrio possuem parte real nao nula.
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2.2 Classificacoes dos Equilibrios

Como estamos interessados no estudo qualitativo das EDOs, nosso foco nao serd ex-
plicitar as solucoes dos seus sistemas, mas compreender como as solugoes se comportarao
a medida que o tempo passa. Para esta andlise comecaremos com um sistema em R? e
apresentaremos as classificagoes mais canonicas e daremos procedéncia para sistemas em
R3, mas nao avancaremos para andlises em dimensoes maiores. Enfatizamos que nosso
intuito nao é apresentar um resumo completo da teoria qualitativa, é apenas relembrar
alguns pontos mais necessarios, para a continuidade deste trabalho. Sendo assim, res-
saltamos que as classificagOes a seguir nao sao as Unicas existentes, e para aqueles que
tenham interesse, a referéncia [2] apresenta uma andlise mais detalhada, para os sistemas
de duas e trés dimensoes.

Considere um sistema diferencial linear em R? dado de forma geral por:

T =ar+ by

y = cx + dy, (2.3)

onde a, b, ¢ e d sdo constantes reais. Podemos escrever esse sistema na forma matricial

X = AX
onde .
X:?,A: @ b e X = |7
Y c d y
Observe que a matriz A dada acima é a matriz Jacobiana do sistema (2.3). Agora supondo
que A seja diagonalizavel, ou seja, existe uma matriz P = Zl Zl = [ vV w }
2 Wa
tal que P"'AP = D, onde D ¢ uma matriz diagonal, e usando a mudanca de varidvel
Y = ? = P71 X, conseguimos reescrever o sistema (2.3) como:
2
§1 = >\1§1 (24)
§2 = Aabo,
i .. . : A0
ou seja, na forma matricial o sistema (2.4) se escreve como Y = DY, onde D = 0 M\ |
2

¢ uma matriz diagonal. Facilmente encontramos a solugao desse sistema, como sendo
&1(t) = creMt e &(t) = e, onde ¢ e ¢y sdo constantes reais.
De P7'AP = D obtemos a igualdade AP = PD, que implica | AV AW | =

{ MV W } Dai temos que os valores A\; e Ay que aparecem na matriz D sdo os auto-
valores da matriz A. Assim a solugdao do sistema (2.3) depende apenas dos autovalores, o
que facilita a analise e classificacdo desses sistemas.

Para sistemas 2x2 a matriz Jacobiana tera dois autovalores, ou um autovalor com
multiplicidade dois, e seus equilibrios sao classificados de acordo com a configuragao dos
autovalores, uma vez que as solugoes dependem apenas deles. Esses autovalores podem
ser reais ou complexos, com parte imaginaria nao nula. No caso real podemos ter os
autovalores com sinais iguais ou distintos. No caso de sinais iguais, o equilibrio é chamado
de pogo ou nd, atrator se os autovalores forem negativos e repulsor se forem positivos.
Caso tenham sinais opostos, o equilibrio é uma sela, e sempre serd considerada instavel.
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No caso de autovalores complexos, com parte real, e imaginaria diferente de zero, temos
um foco, que serd atrator caso a parte real seja negativa e repulsor caso contrario.

A Figura 2.1 resume alguns tipos de equilibrios que um sistema 2x2 pode ter, além
de mostrar um simples retrato de fase de cada equilibrio citado anteriormente. A origem
(marcada de vermelho) representa o equilibrio, e as setas representam o sentido do fluxo.
Refor¢camos que nem todas as configuragoes de autovalores foram analisados aqui, por
exemplo, o caso de autovalores complexos, onde o retrato de fase pode ser um centro ou
um foco.

Autovalores

Autovalores Reais complexos
N6 instavel. N6 estavel. Foco estavel.

Jy
\

Sela. Foco instavel.

N x
f

Figura 2.1: Retrato de fase de alguns equilibrios de sistemas 2x2.

Para casos de sistemas diferenciais lineares em R3, a andlise segue de forma andloga,
a diferencga agora é que nao teremos apenas dois autovalores, mas trés, o que aumenta as
possibilidades de combinacoes dos autovalores e, consequentemente, aumentam a quanti-
dade de classificagoes dos pontos de equilibrio.

Caso os trés autovalores sejam reais, e tenham o mesmo sinal continuamos chamando
o equilibrio de nd, estavel se os autovalores sdo negativos, e instavel se positivo. Caso
um deles tenha sinal diferente chamaremos de sela. No caso de autovalores complexos,
que aparecem aos pares (ele e seu conjugado), sempre teremos um autovalor real e dois
complexos. Neste caso a classificacao se da de acordo com o sinal do autovalor real e o sinal
da parte real dos autovalores complexos (como sdo conjugados possuem a mesma parte
real). Caso o sinal do autovalor real coincida com o sinal da parte real dos autovalores
complexos, classificamos como um foco-né. Se o sinal do autovalor real for diferente do
sinal da parte real dos outros dois autovalores complexos, classificamos como um sela-
foco.
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anu;
75

N6 Estavel

/

@

i

N6 Instavel Foco-nd Estavel Foco-nd Instavel

Sela-foco
Figura 2.2: Retrato de Fase de alguns equilibrios de sistemas 3x3.

2.3 Alguns Conceitos e Resultados

Nesta secao enunciaremos o Teorema de Poincaré-Bendixson que nos ajudara a enten-
der a estrutura dos pontos de equilibrio de um campo de vetores dentro de uma regiao
compacta, além de trazer a definicao da aplicacao de primeiro retorno, util no desenvol-
vimento do Capitulo 5. Por fim, apresentaremos a definicao de uma o6rbita homoclinica
de Shilnikov para campos suaves, que é a motivacao deste trabalho.

Antes de apresentar o Teorema de Poincaré-Bendixson iremos deixar as definigoes dos
conjuntos a-limite e w-limite.

Sejam U C R™ aberto, e X : U — R™ um campo vetorial de classe C*, k& > 1. Ao
campo X associamos a equagao diferencial

As solugoes dessa equagao sdo as aplicagoes diferencidveis ¢ : I — U, com [ intervalo
real, tais que

dy

—(t) = X(z

2(1) = X(2)

para todo t € I, e sdo chamados de trajetorias ou curvas integrais de X.

Um ponto z € U ¢é dito ponto singular de X se X(z) = 0 e ponto regular se
X(x) # 0. Agora, seja ¢(t) = ¢(t,p) o fluxo do campo X que passa pelo ponto p,
definido no intervalo méximo' I, = (w_(p), w4 (p)). Se wy(p) = +oo define-se o seguinte
conjunto.

'Para mais detalhes ver referéncia [6].
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Definigao 2.3. Chamamos de w—limite o conjunto w(p) = {q € U : A(t,,) com t, — oo
e p(tn) = q, quando n — oo}.

Analogamente, se w_(p) = —oo, define-se o seguinte conjunto.

Definigao 2.4. Chamamos de a—limite o conjunto a(p) = {q € U : 3(t,,) com t,, = —o0
e p(tn) = q, quando n — oo}.

Além disso, sendo 7, = {¢(t,p),t € I,} a érbita de X passando pelo ponto p, definimos
0 que segue.

Definig¢ao 2.5. A semi-érbita positiva de p é o conjunto v (p) = {p(t,p) : t > 0}.
Defini¢ao 2.6. A semi-érbita negativa de p é o conjunto v~ (p) = {p(t,p) : t < 0}.

Por simplicidade denotamos as semi-orbitas acima por 7; e 7, , respectivamente. Por
fim, enunciamos o Teorema de Poincaré-Bendixson.

Teorema 2.7. (Poincaré-Bendixson) Seja p(t) = ¢(t,p) um fluzo de X, definido
para todo t > 0, tal que a orbita positiva fy; esteja contida em um conjunto compacto
K C U. Suponha que o campo X tenha um nimero finito de singularidades em w(p).
Tém-se as sequintes possibilidades:

a) Se w(p) contém apenas pontos requlares, entdo w(p) € uma drbita periddica.

b) Se w(p) contém pontos regulares e singulares, entdo w(p) consiste em um conjunto
de orbitas, onde cada uma dessas orbitas tendem a um desses pontos singulares
quando t — o0.

c) Se w(p) ndo contém pontos requlares, entdo w(p) é um ponto singular.

A demonstragao deste teorema nao sera feita, por se tratar de um teorema conhecido,
mas para os leitores mais interessados, a demonstracao pode ser encontrada na referéncia
[6].

Uma definicdo importante que usaremos adiante é a de ciclo limite e a apresentaremos
agora.

Definicao 2.8. Sejam U um aberto em R? ¢ X : U — R? um campo vetorial de classe
C'. Uma érbita periédica v de X chama-se ciclo limite se existir uma vizinhanca V de
v tal que v € a unica orbita fechada de X que intersecta V.

Passamos entao para a definicdo da aplicagdo de primeiro retorno, também conhecido
como aplicacao de Poincaré:

Defini¢ao 2.9. Sendo 2’ = X(x) um sistema auténomo e S uma sec¢ao diferencidvel
transversal das trajetorias locais. Definimos a aplicagdo de Poincaré como a aplicagdo
w:S — S tal que para todo x € S, a semi-orbita positiva de x intersecta S pela primeira
vez no ponto m(x).

A aplicagdo de Poincaré é muito ttil na analise dos sistemas dindmicos, uma vez
que os pontos periddicos do sistema podem ser encontrados analisando os pontos fixos
da aplicacao de Poincaré do sistema em questdo. Como a 6rbita dos pontos fixos sdo
geralmente menos complicadas de ser encontradas que as érbitas de pontos periddicos, a
aplicacao de Poincaré nos ajuda facilitando essa analise.

Comentaremos agora um pouco sobre a teoria que inspirou esse trabalho, o Teorema de
Shilnikov. Primeiramente vamos definir o que seria uma 6rbita homoclinica de Shilnikov
em sistemas suaves.
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Definicao 2.10. Sejam X um campo de vetores suave de R3, e p € R® um equilibrio
sela-foco hiperbolico de X . Fxistem duas regioes invariantes associadas a esse equilibrio,
uma variedade de dimensdo 2 associada aos autovalores complexos, que chamaremos de
Ws, e uma curva Wy associada ao autovalor real.

Uma orbita homoclinica de Shilnikov I' é uma trajetoria de X que conecta o
equilibrio a si mesmo.

Figura 2.3: Exemplo de uma 6rbita de Shilnikov I'.

A Figura 2.3 mostra essas regioes invariantes. Assim, I' C W, U Ws.
O Teorema de Shilnikov é vélido para sistemas de EDO em R? que possam ser escritos
da seguinte forma

r = px_wy+P($7y727/’L>
g = wr+py+Qz,y,zp) (2.5)
z = Az + R(z,y,z, 1)

onde:

1. p é o parametro de bifurcagao.

2. P(0,0,0, 1) = Q(0,0,0, 1) = R(0,0,0, 1) = 0.
3. Ap<0ew#0.

4. |p/A| < 1.

A condi¢ao 2 garante que as fungoes P, Q) e R se anulam no ponto singular (0.0.0). A
condi¢ao 3 implica no ponto fixo ser um ponto de sela-foco. Ja a tltima condigao é conhe-
cida como condigao de Shilnikov (S), a qual é satisfeita, quando o par de autovalores
complexos estd mais proximos da reta imaginaria do que o autovalor real estd, no plano
complexo.

Assumindo a condicao (S), o Teorema de Shilnikov garante a existéncia de infinitas
6rbitas periddicas em uma vizinhanca de I', e caso (S) nao seja satisfeita, ele mostrou
que I' é isolada de oOrbitas periédicas. Para os leitores que queiram se aprofundar nessas
descobertas de Shilnikov, a referéncia [3] retine alguns dos resultados obtidos por ele, e
deixamos aqui a cargo de curiosidade.

A seguir, apresentaremos um exemplo de sistema de equagoes diferenciais que pos-
suindo uma o6rbita homoclinica apresentard infinitas orbitas peridédicas, em uma vizi-
nhanga dessa orbita, como descreve o Teorema de Shilnikov.
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Este exemplo pode ser encontrado no Capitulo 16 da referéncia [17], onde ele é apre-
sentado de forma mais detalhada.

Para nossos propositos consideremos em R? um sistema de equacoes diferenciais or-
dindrias que, em uma vizinhanga cilindrica suficientemente pequena da origem, pode ser
escrito na forma (2.6). Assumiremos também que nosso sistema tem uma solugao ho-
moclinica, de forma que sua érbita, em algum momento, saia da regiao delimitada pelo
cilindro e em um tempo futuro infinito retorne para o ponto de equilibrio. Ressaltamos
que a hipétese da solugao homoclinica é extremamente necessaria, uma vez que o Teorema
de Shilnikov exige a existéncia da érbita fechada.

Considere o sistema linear

-1 1 0
X'=|-1-10|Xx, (2.6)
0 0 2

definido no cilindro S € R? dado por 22 +¢y> < le 2] < 1,sendo 15 = —1+ie \g =2
os autovalores associados.
O fluxo ¢, desse sistema pode ser calculado sem dificuldades e é dado por:

z(t) = woe fcost+ yoe Tsent
y(t) = —xpetsent + yoe fcost
z(t) = zpe?t

e usando as coordenadas polares podemos reescrevé-lo como a seguir:

r(t) = ree?
0(t) = 6y—t
2(t) = 2ze*.
O sistema tem um plano estavel W? (plano zy) e um par de curvas instaveis (¥, uma

no sentido positivo do eixo z, {(*, e (- no sentido negativo de z. Assumiremos que a
orbita da solucao homoclinica segue por uma dessas curvas instaveis caracterizando uma
6rbita como a representada na Figura 2.3.

A escolha dos autovalores, para este exemplo nao tem muitas exigéncias, apenas que
eles satisfagam & condigao (S) de Shilnikov, ou seja, sendo o £ i e A os autovalores,
precisamos que a < 0, 8 # 0, A > 0 de maneira que o equilibrio seja uma sela-foco e
A > —a, o que garante que a condi¢ao (S) seja satisfeita.

Voltando para o nosso exemplo, podemos dividir o bordo de S em trés regioes, os discos
superiores e inferiores do cilindro D*, dados por z = £1 e r < 1, e a regido cilindrica C,
dada por 7 = 1 e |z| < 1. O plano estdvel W? intersecta o cilindro no circulo z = 0 e
divide C em duas partes, CT definida para z > 0 e O~ para z < 0. Parametrizamos D
porrefeC porfe:z.

Como as solugoes em CF saem de S por DT, definimos a fungao ¢; : Ct — DT como
segue. Dado (0, 20) € C*, seja 7 = 7(y, 20) = —log(\/Z0) 0 tempo que a solugao leva
para chegar em D'. Assim temos

1 1 NEN
Ui | b | =] 6 | = 0o+1log(\/20)
20 1 1

Agora assumindo que a curva instdvel ¢t saindo da origem por D' é uma solucao
homoclinica, ou seja, a curva ¢* volta para o plano estavel W?2, formando uma o6rbita
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como a mostrada na Figura 2.3, Observamos que existe um tempo t; tal que ¢y, (0,6,1) =
(1,0,0).

Dai, nds definimos a funcao v, que mapeia as solucoes proximas de r = 0 em DT
até elas chegarem em C. Assim, nas coordenadas cartesianas, 1y leva (z,y) € DT em

(02, z2) € C' como descrito a seguir,
rsen@
- 2
- rcosf
2

T . 92 .
%<y>_<@>_<
em coordenadas polares.

Agora compondo as duas fungdes que apresentamos nés temos uma aplicacao de Poin-
caré em C, ® =)y 01hy. Assim, ® : Ot — C onde

o(%)-(%)-(Iamiri=e)

NIRN(8

A Figura 2.4 mostra a orbita de .

Figura 2.4: A funcdo ¢y : Dt — C.

Procuremos os pontos fixos da aplicacao de Poincaré ®, para isso precisamos resolver
90 = % 20 SGH(HO + lOg(\/Zo))

20 = % Zo cos(fy + log(/Z0))
Elevando ao quadrado e somando essas equagoes chegamos em

08+zg:%:>90::|:\/20—4z§,

Onde 6, esta bem definido para 0 < zp < i, e substituindo em uma das equagoes anteriores
obtemos:

1
cos (ié\/ZO — 428 + log(\/z_o)> = 21/%.

Observe que o termo /29 — 423 tende a zero quando z, tende a zero, ao passo que
log(\/Z) tende a —oo. Assim o gréafico do lado esquerdo da equacao oscila infinitamente
entre —1 e 1 quando zy — 0. Portanto existem infinitas solugdes para essa equacao, e
consequentemente infinitos pontos fixos de ®. Cada ponto fixo da aplicagao de Poincaré
corresponde a uma Orbita periddica do sistema que comeca em um ponto de C'", segue a
6rbita homoclinica saindo de S por DT e retornando em C™.






3 Convencoes de Filippov

Nosso ambiente de estudo neste trabalho se trata de campos de vetores suaves por par-
tes, conhecidos também como campos de Filippov. Devido a existéncia de uma regiao de
descontinuidade que divide o campo de vetores em duas regioes, as propriedades de cam-
pos suaves nao podem sem aplicadas aqui sem antes serem feitas algumas consideragoes,
que faremos neste capitulo.

Seja U C R3, e denotamos por X"(K,R?) o conjunto de todos os campos de vetores
X:K —R3 (", onde K=U. Seja f: K — R uma funcio C" tal que (0,0,0) é valor
regular de f, ou seja, Vf(0,0,0) # 0. Dai definimos:

Definicao 3.1. Um campo de Filippov é um campo Z : U — R? tal que

C{X(©), se f(6) >0
Z@‘{ V(). se f(€) <0

Onde X eY sao campos vetoriais suaves.

Observe que podemos denotar Z = (X,Y) e f~1(0) = ¥, assim estamos trabalhando
com objetos em Q7 = X"(K,R3) x X"(K,R?). Quando nao houver confusao denotaremos
Q% e X7(K, R3) apenas por Q" e X7, respectivamente.

Por causa da existéncia da regidao de descontinuidade X, os conceitos de trajetorias
de campos suaves nao podem ser aplicados nessa regiao, entao nosso trabalho agora é
construir a teoria que possibilitara o estudo das trajetérias que passam por essa regiao.
Para isso, definiremos alguns conceitos.

Definicao 3.2. A derivada de Lie de uma funcio f em relacio ao campo X € dada
pelo produto interno

X[f(§) = (X(€),VI(©),

e as derivadas de ordens superiores sio definidas por X' f(£) = (X (£), VX'L1f(£)), para
1> 2.
De modo andlogo podemos definir a derivada de Lie em relagdo ao campo Y, denotada

por Y f(&).

De acordo com o sinal da derivada de Lie conseguimos dividir a regiao de descontinui-
dade em trés regides menores:

» Regiao de Costura: >°= {{ € X | (Xf(£)(Yf(€) >0},
« Regiao de Deslize: ¥* = {€ € X | (Xf(§)) <0e (Y [f(£)) > 0},

» Regiao de Escape: 3X° = {£ € X | (Xf(£)) >0e (Yf(E)) <0}.

31
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z\h\}\i Wy

Regidao de Costura

. L 2 DNNN
SO\ Zod ot

Regido de Escape Regiao de Deslize

Figura 3.1: Retrato de fase das trés regides de .

Como a derivada de Lie é um produto interno, temos que Xf(§{) =
IX V(&) cos(), e assim, o sinal da Derivada de Lie depende apenas do angulo
entre o campo X e o gradiente da funcao f no ponto £. De modo analogo, o sinal da
derivada de Lie em relagao ao campo Y depende apenas do angulo entre o campo Y, e o
gradiente da fungao f no respectivo ponto.

Observamos também que a derivada de Lie é uma fungao continua, assim as trés
regioes definidas acima sao conjuntos abertos.

Note que as trés regioes definidas acimas nao abrangem os pontos onde X f ou Y f sédo
nulas, esses pontos sao chamados de pontos de tangéncia.

Definigao 3.3. Um ponto de tangéncia & € dito dobra visivel de X (respectivamente de
Y) se X2f(&) > 0 (respectivamente Y2 f(§) < 0). Caso satisfaca ds desigualdades inversas
0s pontos sao chamados de dobra invisivel. Além disso, um ponto de dobra de X
(respectivamente Y) é chamado de regqular caso Y f(§) > 0 (respectivamente X f(€§) < 0).

2

Figura 3.2: Retrato de fase de um ponto de dobra visivel.

Caso £ seja ponto de tangéncia de X e Y simultaneamente, dizemos que £ é um ponto
de tangéncia singular.

Pela Figura 3.1 conseguimos ver que a 6rbita de pontos na regiao de costura ficam bem
definidos apenas pelos campos X e Y, porém quando olhamos para a regiao de deslize e
escape nao é tao simples prever o comportamento de seus pontos, para isso precisamos
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definir um outro campo vetorial, o campo de deslize ou campo deslizante Z° que sera o
campo que atua na regiao 2°.

O campo Z* é tangente a regiao ¥° e no ponto £ é dado por Z° = é— &, onde £ é um
ponto de 3¢ e € pertence A reta que passa por & + X (&) e E+Y (), como mostra a Figura
3.3.

£+ Y

£+ XD

Figura 3.3: Vetor do campo deslizante.

O vetor Vf é ortogonal a regidao de descontinuidade f(x,y,2z) = 0 e o campo Z° é
tangente a regiao de deslize que estd contida na regiao de descontinuidade. Assim, Vf é
ortogonal ao campo Z*® e portanto (Z°(¢),Vf(§)) =

Sendo 7(A\) = (£ + X (&) + M(X(§) — Y (€)) a equacao da reta que passa pelos pontos

£+ X() e £+ Y (€), temos que £ € 7 ¢ (Z°(€), VF(€)) = (€= & V(€)) = 0. Daf,

(€ + X(6) + M(X(€) ~ Y(€) — € VAE) = 0=
(X (&) + M (X () = Y(©), VF(E) =
(X VHE) + h (X(©). VA0) ~ M (¥ ().
XF(E) + MXFE) - Y (€)= 0
N ¢(5

V) - XFE)

Assim conseguimos a definicao a seguir:

0=
V©)=0= 1)
=

Definicao 3.4. O campo Z* : ¥ — R3 € dado por

XY f() = Y(Xf(E)
Y -Xf¢)

e chamado de campo deslizante ou campo de deslize.

Z°(8) =

Para o decorrer deste estudo é importante mencionar um outro campo, o campo
deslizante normalizado dado por Z = X ()Y f(€) — Y (€)X f(€). Observe que o campo
normalizado nada mais é do que o campo deslizante multiplicado pela fungao Y f(&) —
X f(€), fungao essa que é positiva se £ € X° e negativa se £ € X°.

Uma outra coisa que pontuamos aqui ¢ que através do campo deslizante conseguimos
explicitar o campo que atua na regiao de escape X°. Seja £ € Y€, entao £ € ¥° para



34 Convencoes de Filippov

o campo (—Z). Assim, temos que o campo de escape Z° : ¥ — R?® ¢ dado por
74(8) = —(=2)*(&).

Denotaremos por Z> ambos os campos deslizante e de escape. Observe que para a
regiao de deslize, o campo normalizado tera o mesmo sentido que o campo de deslize, ja
na regiao de escape o campo normalizado terd a orientacao oposta a do campo de escape,
devido ao sinal da fungdo Y f(§) — X f(£) em cada regido.

Agora apresentaremos uma definicao de trajetéria de um ponto em um campo vetorial
suave e em seguida definiremos como seria a trajetéria local dos pontos em cada regiao
do campo de Fillipov, dada pelas textbfconvencoes de Fillipov.

Definigao 3.5. Seja X um campo vetorial suave. A trajetoria px(t,&) que passa pelo
ponto & € tal que:
{ %(PX@? 5) = X(QDX(t? 5))7
¥Yx (07 f) = 5

Definicao 3.6. Sendo I C R vizinhanca da origem suficientemente pequena, a trajetoria
local oz (t,€) de um sistema como na Definigio 3.1 passando pelo ponto & € R3 € dada
por:

o wy(t,8) =px(t,&) parat €I e €U com f(§) > 0.

o wy(t,8) =@y (t,§) parat eI e € U com f(§) <O0.

e Para £ € X°¢ com X f(£),Yf(&) > 0, a trajetdria local de Z € definida como

0z(t,&) = py(t,€) parat € IN{t <0} e vz(t,€) = px(t,&) parat € IN{t > 0}.
Caso X f(£),Y f(§) <0, a defini¢io é a mesma revertendo o tempo.

e Para £ € X7, a trajetoria local de Z € definida como @z(t,€) = @z=(t,£) para

teIn{t >0} epzt,&) pode ser igual a ox(t,€), ¢y (t,§) ou pz=(t,§) para
teIn{t<0}. Caso & € 3¢ a defini¢io é a mesma, porém revertendo o tempo.

e Para & € ¥ com £ sendo um ponto de dobra visivel, sem perda de generalidade
assumimos ser dobra visivel de X. A trajetdria local de Z é definida como pz(t,€) =

@X(t,f), SDY(t7£) ou QOZZ(tvg) para t € In {t < O} € ¢Z(t7€) = QDX(tvg) para
telIn{t>0}.

Definicao 3.7. Um equilibrio £ € X%° do campo de deslize ou campo de escape, ou seja,
um ponto tal que Z=(£*) = 0 é chamado de pseudo-equilibrio de Z.

Caso &* seja um equilibrio hiperbélico de Z* dizemos que £* é pseudo-equilibrio hiper-
bolico. Se £ € ¥* é um foco hiperbdlico instavel, entdo denotamos de pseudo-equilibrio
sela-foco hiperbdlico ou pseudo-foco de sela hiperbdlico.

Introduziremos o conceito de equivaléncia entre campos de Filippov com a préxima
defini¢ao e em seguida apresentaremos alguns resultados que serao tuteis para o desenvol-
vimento dos préximos capitulos.

Definigio 3.8. Sejam Z e Z € Q. Dizemos que Z e Z sio ¥ — equivalente se existe

um homeomorfismo h : U — U satisfazendo h(X) = 3 e que leva drbitas de Z em drbitas
de 7.

Observagao 3.1. Assumindo que g € 0X%°¢ seja um ponto de dobra regular visivel de Z,
entao as seguintes propriedades valem:
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1. Existe uma vizinhanca U de ¢ tal que [ = U N 9%%° é constituida por pontos de
dobra regular visivel.

2. O campo vetorial Z* é transversal a [.
3. Existe uma vizinhanga V' de [ tal que Z|y é estruturalmente estével.

Olhando mais atentamente para a regiao de descontinuidade ¥ conseguimos explicitar
melhor a sua configuragdo. Ja sabemos que Y pode ser dividida em trés regioes. Como
essas regioes dependem apenas das derivadas de Lie, que sao func¢oes continuas, temos
que as fronteiras entre essas regides sdo compostas por pontos onde X f(§) ou Y f(§) é
nulo. Sendo assim, chamaremos de S, a regiao onde X f =0 e S, onde Y f = 0, e usando
uma mudanca de variaveis, conseguimos dividir a regiao ¥ como na Figura 3.4. Tomando
um ponto g € 9% como na Observagdo 3.1, e assumindo que X f(q) =0, Y f(¢) >0 e
X?f(q) > 0 entdo q € S, e existe uma vizinhanca U de ¢ tal que U NS, é constituido de
pontos de tangéncia. Além disso, por X2f ser uma funcdo continua conseguimos tomar
U de forma que U NS, contenha apenas pontos onde X?f(£) > 0, ou seja, U NS, é
constituida de pontos de dobra regular visivel, assim conseguimos mostrar, que existe um
segmento de reta [ constituido de pontos de dobra.

Sx
2

Figura 3.4: Divisao da regiao .

Para o segundo item da Observacao 3.1 sabemos que o campo vetorial deslizante é
tangente a regiao de descontinuidade. Como nossa regiao de descontinuidade > é um
plano, temos que o vetor do campo deslizante estd contido em . Sabemos também
que esse vetor no ponto ¢, aponta para o segmento que passa por ¢ + X(q) e ¢ + Y(q),
semelhante a Figura 3.3. Uma vez que X f(¢) = 0, pois ¢ é ponto de dobra, temos que
X(q) =0 ou X(q) e Vf sdo perpendiculares. Como X?f(q) = < Xf(q),VXf(q) > #0
temos que X (q) e Vf sdo perpendiculares, ou seja, X (g) também esté contido em .

Pela construcao do vetor do campo deslizante, e pelo que foi observado podemos
concluir que o vetor do campo deslizante que passa por g, tem o mesmo sentido e direcao
que o vetor X(q) (ver Figura 3.5). Para concluirmos o segundo item da Observagao 3.1
basta mostrar que o vetor X (¢) nao é paralelo a [ no ponto q. Observe que a reta [ esta
contida em {X f = 0}, uma vez que a reta [ é composta por pontos de tangéncia. O
conjunto {X f = 0} por sua vez é uma curva de nivel da funcio X f : R* — R que leva
o ponto ¢ em X f(q) = (X(q),Vf(q)). Assim, o vetor gradiente VX f ¢é perpendicular

1Caso q € OX° a construcdo segue de forma semelhante.
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a {Xf = 0}, e consequentemente a [. Para que X(q) seja paralelo a [, precisamos que
(X(q),VX f(q)) =0, o que nao ocorre pois os pontos de [ sdo pontos de dobra visivel e
(X(q),VXf(q)) > 0. Portanto o Vetor Deslizante é transversal a reta [.

Y(q) Y(q)

= s~

Z'(q) =X(q)

........................................................................................................................................

a) \' X(q) b)

Figura 3.5: Representagao grafica do vetor do campo deslizante. Em a) o ponto ¢ esté
contido na regiao de deslize. J4 em b) o ponto ¢ estd no bordo da regiao de deslize.

No terceiro item usaremos o Teorema 1 da referéncia [5], que diz que um campo Z
é estruturalmente estavel em p € ¥ se, e somente se, p é um ponto regular de Z ou p é
um ponto singular de Z do tipo foco que nao satisfaca X f(p) = 0, e Y f(p) = 0. Como
g é um ponto de dobra visivel, temos que ele é um ponto singular, X f(¢) = 0, mas nao
satisfaz Y f(¢q) = 0. Como uma vizinhanca suficientemente pequena de g é constituida de
pontos de dobra visivel, e pontos regulares, garantimos que, existe uma vizinhanca V' de
q tal que, Z|y é estruturalmente estéavel.

Nesta mesma referéncia podem ser encontrados os trés itens da observagao 3.1 mais
detalhados para os leitores mais curiosos.

w! I

Figura 3.6: A érbita Shilnikov de deslize I' conectando o ponto ¢ ao ponto p.

Para finalizar este capitulo vamos definir 6rbita Shilnikov de deslize.

Defini¢ao 3.9. Seja Z = (X,Y) um campo de vetores suave por partes, que tenha um
pseudo-foco de sela hiperbolico p € X° (respectivamente ¥¢), e seja q € 0¥° (respectiva-
mente ¢ € 0X°), um ponto de dobra reqular visivel de Z tal que:



Convencoes de Filippov 37

o A trajetoria passada (respectivamente futura) de Z comegando em q, seque o vetor

do campo deslizante Z*, e converge para p no tempo passado (respectivamente tempo
futuro).

o A trajetéria futura (respectivamente passada) de Z comegando em q, cruza a regido
de descontinuidade apenas em um ponto, e chega em p em um tempo finito ty > 0
(respectivamente tq < 0).

Assim, entre p e q ¢ facilmente caracterizada um loop deslizante I'. Nds chamamos I' de
"Orbita Shilnikov de Deslize" ou "Orbita de Shilnikov Deslizante".

A Figura 3.6 ilustra uma Orbita Shilnikov de Deslize.






4 Orbitas de Shilnikov em Campos
de Filippov

Neste capitulo estudaremos os principais resultados que motivaram a elaboracao deste
trabalho, os mesmos podem ser encontrados na referéncia [1]. O capitulo se organiza em
trés segoes, a primeira tras algumas nocgoes bésicas necessarias para demonstracao dos
resultados, que se apresentam como dois teoremas e sao enunciados, e demonstrados nas
outras duas segoes.

4.1 Observacgoes Iniciais

Primeiramente para simplificar vamos adotar f(z,y,z) = z, assim temos que 3 =
{z = 0}. Suponha que Z = (Xo,Yy) € Q" admite uma 6rbita Shilnikov de deslize I'y
que conecta o pseudo-foco de sela hiperbédlico pg = (0,0,0) € ¥* a si mesmo, contendo
um ponto de dobra regular ¢o. O caso onde p € ¢ é resolvido de forma semelhante.
Assumimos também, sem perda de generalidade, que g9 é dobra visivel de Xy e o arco
da oOrbita que conecta gy e pg, nessa direcdo, intersecta a superficie de descontinuidade
apenas nos pontos py e qo (ver Figura 4.1).

Considere v, = B.(qy) N 0%%, onde B.(qy) C ¥ é a bola planar centrada em ¢y de
raio €. Observe que para € suficientemente pequenos 7, ¢ uma curva de pontos de dobra
visivel, como mostrado na Observagao 3.1. Além disso, temos que Z*, o vetor do campo
deslizante, é transversal a v.. Pela Definicao 3.7, a trajetoria passada de Z° comecando
em (o converge para po, e a trajetoria futura de Xy comegando em ¢y chega na superficie
de descontinuidade transversalmente em py. Usando o Teorema da Fungao Implicita (ver
A.3) afirmamos que:

o Afirmacao 1: Para ¢ > 0 suficientemente pequeno a trajetéria passada de Z*
comecando em qualquer ponto de 7. converge para py.

o Afirmacao 2: Para € > 0 suficientemente pequeno a trajetéria futura de Xy saindo
de um ponto de 7, chega transversalmente na superficie de descontinuidade em uma
curva que chamaremos de v,.

Uma vez com as afirmagoes em maos, como gy € 7. e a 6rbita de gy converge para py,
temos que pg € v.. A Figura 4.1 ilustra o que foi observado até aqui.

Mostremos agora a afirmacao 2. Seja &, = (g, yo,0) € . e tome a funcao h(t, (x,y, z)) =
fleox,(t, (x,y,2)). Dai, h(0, (xg,y0,0)) = f(z0,%0,0) = 0 uma vez que v, € ¥. Sabemos
também que V f = (07 0, 1)7 pois f(xv Y, Z) =ze %SOXO(O’ (x(b Yo, O)) = XO(SOXO(()? (J:Ov Yo, O))) =
Xo(zo,y0,0) # 0, portanto det [%(goxo(o, (20, Yo, O)))} # 0. Concluimos pelo Teorema da
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Funcdo Implicita que h(é(&), &) = f(ox,(to,&) = 0, ou seja, para um tempo futuro a
trajetoria de um ponto em ~, por X, esta em X.

Figura 4.1: Representacao da I'y e das curvas 7, e ..

Para a outra afirmacao precisamos definir o que é uma bacia de atracao,

Definicao 4.1. Sejam & € U C R™ um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel do
campo X € CYU) e ¢ : Q — U o fluro de X. A bacia de atragdo de &, A(&), € o
conjunto

A(&) ={€eU: tlgglo o(t, &) = &o}-

Figura 4.2: Bacia de atracao B do equilibrio py.

Agora, com a definicdo de bacia de atragdo demonstramos a afirmagdo 1. Seja B a
bacia de atragao de py e tome a fungao h(t,&) = pzs(—t,&) — @zs(—te, €), onde te € o
tempo positivo tal que @z:(—t¢, &) € dB. Como sabemos que ¢zs(—t, qy) = pp para um
t infinito, pois a trajetoria de gy pelo campo Z*® no tempo passado tende ao ponto py,
afirmamos que os pontos de 7. chegam ao bordo de B através do campo Z° em algum
tempo negativo. Em outras palavras, afirmamos que existe um tempo ¢, para cada ponto
¢ € 7. préximo de qp, tal que pzs(—te,§) € 0B. Caso contrario, ou a 6rbita de £ é
um equilibrio de Z° fora de B, e portanto sua trajetéria ¢ um ponto fixo, ou ela fica
infinitamente contornando 0B.
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O primeiro nao ocorre pois py ¢ o Unico equilibrio naquela regiao, e no segundo caso
em algum momento a orbita de £ intersectaria a orbita de gy, que tente a py e consequen-
temente tenderia a py. Portanto, se £ € 7., em algum momento ele chega ao bordo de B.
Dai, segue pelo Teorema da Funcao Implicita (ver Teorema A.3 no Apéndice A) que para
algum ¢ > 0, h(¢(€),€) = 0, ou seja, wzs(—@(§), &) = @zs(—te,§). Uma vez que a 6rbita
do ponto £ chega no bordo de B a bacia de atracao faz com que a orbita tenda ao ponto
po. A Figura 4.2 ilustra a bacia de atragao de py e a érbita levando gy em py.

Observamos também que, sendo W € )" uma vizinhanca de Z; suficientemente pe-
quena, pelo item 3 da Observagao 3.1, conseguimos usar as propriedades da estabilidade
estrutural do ponto de dobra visivel, para garantirmos que em cada Z = (X,Y) € W
existam um ponto de dobra visivel gz contido em uma curva de pontos de dobra visivel
7vZ, e um pseudo-equilibrio pz, que satisfazem pz; — po, ¢z — q e Y2 — 7. quando
Z — Zy.

Além disso, podemos ver o campo Z como um parametro das funcoes trajetéria dos
campos X e Z°, e usando a dependéncia diferencial' dessas funcoes sob as condicoes
iniciais e seus parametros, podemos concluir que a trajetoria passada do campo Z°, co-
mecando em um ponto de v converge para pz e a trajetéria futura pelo campo X de
um ponto em 77, chega transversalmente em ¥, em uma curva que chamaremos de v, e
v? — v quando Z — Zy. A Figura 4.3 ilustra como seriam esses campos na vizinhanga
de Zy. Note que um campo Z tem uma 6rbita Shilnikov de deslize, apenas se p; € vZ.

Para simplificar a notagao usaremos y* = nyZ“, Vi = I/EZ” € Py =Dz,

Figura 4.3: Familia a 1-parametro Z,,.

4.2 Ocorréncia de Orbitas de Shilnikov em Familias
(Genéricas

Essa secao foca na apresentacdo e demonstracdo do nosso primeiro resultado, que
mostra que a Orbita Shilnikov de Deslize ocorre em familias genéricas a um pardmetro
em campos de vetores de Q2". Além disso, caso Zp admita uma érbita Shilnikov de deslize,
entao existird uma vizinhanca de Zy que contém infinitas classes de equivaléncia de campos
de vetores.

Teorema 4.2. Assuma que Zy = (Xo,Yy) € Q" tenha uma drbita Shilnikov de deslize T
e seja W C Q" uma vizinhanga de Zy. Entdo, existe uma funcdo de classe C*, g : W — R

1O capitulo 6 da referéncia [16] e a Parte A capitulo II de [6] trazem mais detalhes sobre dependéncia
diferencial.
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tendo 0 como wvalor reqular tal que Z € W tem uma orbita Shilnikov de deslize I' se, e
somente se, g(Z) = 0. Além disso, qualquer vizinhanca W € Q" de Zy contém infinitas
classes de Y — equivaléncia de campos de vetores de Filippov.

Demonstra¢io: Vamos assumir que em um sistema de coordenadas local suave (x,y)
em torno de pg € ¥°, v, é dada por y = 0, ou seja, v, = {(z,0,0) : —e < x < ¢}. Dali,
para Z € W, a curva vZ é dada como o grafico da funcio y = kz(z) = af + a?x + Os(2),
sendo af e a? pardmetros tais que af® = a2 = 0.

Dado pz = (xz,yz,0) e definindo a fun¢do g : W — R como ¢(Z) = kz(zz) — yz.
Da definigao de g segue que ela ¢ C! e que g(Zy) = 0, uma vez que py = pz, = (0,0,0).
Além disso, caso g(Z) = 0 temos que pz € vZ, o que caracteriza uma 6rbita Shilnikov de
deslize para o campo Z.

Agora, sejam Z* € W satisfazendo g(Z*) =0 e V € Q". Mostraremos que a fungao
g tem 0 como valor regular, demonstrando que ¢’(¢g~'(0)) # 0. Para isso tomamos a
derivada de g em Z* na dire¢ao de V, ou seja ¢'(Z*) - V.

Tomando Z(v) C Q", uma curva suave tal que Z(0) = Z* e Z'(0) =V € Q", e usando
a regra da cadeia e a defini¢do de derivada, temos que a derivada direcional ¢'(Z*) -V é
dada por
d 9(Z(v)) — g(Z7)

= g Z(0)omo = limg L

9(z)- v

Agora, tomando Z(v) de forma que pz@,) = (0,0,0) e kz()(Tz@)) = v, nés temos que
9(Z(v)) = kz@) — Yz@) =v —0=v. Logo

J(2) -V = tim L=9ED

v=0 v ’
uma vez que g(Z*) = 0.

Observamos que uma vez que pz) = (0,0,0), basta assumir que aOZ ©)

temos que kz)(7z(,)) = v como queriamos.

= v e assim

Como V' é um vetor qualquer, provamos dessa forma que 0 é valor regular da funcao
g, e por consequéncia ¢'(Z*) : Q7 — R é sobrejetora para todo Z* € ¢g~'(0). Assim
temos que ¢g~'(0) é uma subvariedade de codimensdao 1 de W, de modo que para cada
Z* € g71(0), existe uma curva Z, CW, com p € R tomado em uma vizinhanga de 0, que
intersecta g~'(0) transversalmente em Z; = Z*. Particularmente, para Zy, nés dizemos
que Z, ¢ a curva geradora da drbita Shilnikov de deslize.

Agora seja Z, uma curva geradora da érbita Shilnikov de deslize I'y. Como o pseudo-
equilibrio pz, de Z, nao estd em v¥, para p # 0, a saturacdo passada (ver Definicao
A.2) de 4 pelo campo Z§ intersecta a curva v* em um nimero finito N(u) de conjuntos
disjuntos. Assim conseguimos encontrar trajetérias do campo Z;, comecando em v, que
intersecta a curva v* em N (u) pontos, como podemos ver na Figura 4.3.

Agora, caso Z; e Z, sejam campos topologicamente equivalentes entdo vZ' e v%! sdo
levados para 722 e 172, respectivamente. Portanto N(Z;) = N(Zs).

Por fim, caso N (1) # N(u2), temos que Z,, e Z,, ndo podem ser X — equivalentes.
Além disso, N(u) — oo quando p — 0, pois quando u = 0, pg € v.. Concluimos dessa
maneira que existem infinitas classes de X —equivaléncia de campos de vetores de Filippov
em qualquer vizinhanca W C 2" de Z,. Concluindo assim a demonstracao do Teorema
4.2. 1
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4.3 Existéncia de Infinitas Orbitas Periédicas Proéxi-
mas A Orbita de Shilnikov

Nos concentremos agora no desenvolvimento do nosso segundo resultado, o qual é uma
versao do Teorema de Shilnikov, garantindo que para um pardmetro especifico a familia
Z,, admite infinitas érbitas periédicas em uma vizinhanca de I'y.

Teorema 4.3. Assuma que Zy = (Xg,Yy) € " tenha uma drbita Shilnikov de deslize Ty
e seja Z, = (X,,Y,) € Q" a curva geradora de I'y. Entdo os sequintes resultados valem:

a) Para y = 0, toda vizinhanca G C R3 de Ty contém infinitas drbitas periédicas de
periodo 1 de Zj.

b) Seja G € R3 uma vizinhanga suficientemente pequena de Ty. FEntdo, para cada
|| # 0 suficientemente pequeno, G contém pelo menos um nimero finito N(u) > 0
de orbitas periddicas de periodo 1 de Z,,. Além disso, N(p) — oo, quando p — 0.

Demonstragio: Seja S, a saturacdo passada (ver Definicdo A.2) de 4, pelo campo Z*,
ou seja, olhamos para a saturacao de 7. pelo campo Z° para o tempo negativo. Como py
¢ um foco do campo deslizante, para cada vez que S, passa por v, chamaremos o conjunto
intersecao de I;, como mostra a Figura 4.4. Dai nés temos que

00
Se Nve = U [’i7
i=1

onde a sequéncia de conjuntos compactos (1;):2, satisfaz I;N1; = () se i # j, caso contrério
existiria intersecao das trajetérias dos pontos de 7., o que nao pode ocorrer pela unicidade
de trajetérias.

Figura 4.4: Representacao dos conjuntos I; e da saturacao de ~..

Observe que os intervalos I;’s se acumulam em py a medida que 7 tende para o infinito,
uma vez que ja foi mostrado que as érbitas dos pontos em 7, tendem a py devido a bacia
de atragao de py (ver Afirmacao 1 da Secao 4.1).

Agora, para cadai =1, 2, ..., nds definimos os intervalos .J; como a interseccao entre
a saturagao passada de I; pelo campo X com a curva v, (ver Figura 4.5). Novamente,
temos que J; N J; = () para ¢ # j, pois caso contrario um ponto de -, chegaria em dois
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Figura 4.5: Representacao de um dos intervalos J;

pontos diferentes pelo campo X. De modo analogo, temos J; — qo, uma vez que os I;’s
tendem a pg e a trajetoria de gy por X chega em py.

Além disso, uma aplicagao de primeiro retorno m (ver Defini¢ao 2.9), estd bem definida

em U J;, no sentido positivo das trajetorias dos campos X e Z°. Porém ela nao é injetiva,
porle;(emplo, tomando um ponto ¢ em J; C 7., sua trajetoria passada pelo campo Z°
intersecta os intervalos I; nos respectivos pontos p;, para cada um desses pontos existe um
ponto ¢; no respectivo intervalo J; para o qual a trajetoria de ¢; pelo campo X chega no
ponto p; de I;, que por sua vez chega ao ponto £ pelo campo Z°. Assim todos os pontos
¢; nos intervalos J; tém o mesmo ponto £ de J; como imagem por 7.

Figura 4.6: Alguns pontos ¢; que tem a mesma imagem & por 7.

Agora vamos construir uma sequéncia de aplicagoes (¢;)°,, ¥; : J; — J;, satisfazendo
a seguinte propriedade:

(P) paracadai € N;sey € J; e x = ¢;(y), entdo m(x) = v.

Essa propriedade garante que um ponto fixo de ; é também um ponto fixo para a
aplicagdo 7. Agora, para um ponto £ € X% e um ponto z € R?, sejam ¢*(t,&) e X (1, 2)
os fluxos de Z® e X, respectivamente. Para & € J;, existem ¢5(£) < 0 e ;(£) < 0 tais que,
&(€) = ¢ (£3(€),€) € Lie X (17 (€), &(€)) € J;. Assim, definindo ¢;(§) = o™ (17 (€), &(6)),

temos que 1); ¢ uma funcao de classe C, pois é composicao dos fluxos, e do jeito que foi



Existéncia de Infinitas Orbitas Periédicas Préximas a Orbita de Shilnikov 45

construido a propriedade (P) é satisfeita, e dai os pontos fixos de ¢ correspondem a
6rbitas deslizantes peridédicas do campo Z (veja Figura 4.7).

Figura 4.7: Representacao das orbitas periddicas.

Agora, para cada ¢ € N, a funcao 1¢; é continua e tem o intervalo compacto .J; como
dominio e contradominio. Logo, aplicando o teorema do ponto fixo, garantimos a exis-
téncia de uma sequéncia (¢;)2; tal que ¢; € J; e 1¥;(¢;) = ¢;- Assim nds garantimos que
existe uma sequéncia infinita de érbitas deslizantes periddicas de Z. Provando o item a).

Para provarmos a afirmacao b), basta observar que para ;o # 0 o pseudo-equilibrio p,
¢ ~* e assim a interseccao da saturagao passada de * pelo campo Z 5, com a curva vt em
uma vizinhanca de G, S* Nv* N G, tem um nimero finito, N(u), de conjuntos disjuntos
Ii.

Fazendo uma andlise andloga ao item a), garantimos a existéncia dos pontos fixos
para as fungoes v;, porém como N(u) é finito, esses pontos fixos também sdo. Além
disso, como o nimero de interse¢oes N () — oo quando p — 0, concluimos a prova da
afirmagao b) e do Teorema 4.3. B






5 Um Exemplo Linear

A intensao deste capitulo é mostrar, que os resultados apresentados nesse trabalho,
nao ficam apenas no campo teérico, mas que podem ser aplicados de forma pratica. Nos
vamos apresentar uma familia a um parametro de campos de vetores suaves por partes
Z, € Q", onde Z; admite uma érbita Shilnikov de deslize.

Para a > 0, § > 0 e u € R, considere o seguinte campo de vetores suave por partes:

—Q

X(z,y,2)=| =B |sez>0

362
Y~ 3

Zﬂ(xaya'Z) = (51)
(0%
Yi(z,y,2) = | Fy+58 |sez<o0.

352
[ v

Observe que nossa fungao f neste caso é f(z,y,2) = z, dai, ¥ = {z = 0} é a superficie
de descontinuidade do sistema (5.1). Sabemos que Vf = (0,0,1) e entdo conseguimos
. . ~ 2 2
calcular as derivadas de Lie em relagdo a X e Y, sendo X f(§) =y — % e Yof(§) = %.
Assim conseguimos explicitar os conjuntos ¢, 3° e 3¢, sendo estes:

o X={(z,y,0): y> %},

2
o X ={(z,y,0): y< ?;%},

o X =1.

Além disso, uma vez que X?f(£) = x — 3, podemos explicitar as curvas dos pontos de
dobra, ou seja, (3 conjunto {(z, %, 0) : x > B} é a curva dos pontos de dobra visivel e o
conjunto {(z, 3%%, 0) : < B} a curva dos pontos de dobra invisivel. Como a derivada de
Lie no ponto (£, %, 0) é zero, ele é chamado de cuspide regular.

Veremos que essa familia de sistemas de Filippov tem p como parametro de bifurcagao,
para o qual a érbita Shilnikov de deslize existe para um tinico parametro especifico, p = 0.
Os parametros a e § nao desempenham nenhum papel e estdo ali apenas para tornar o
exemplo mais geral.

Nosso principal interesse nesse exemplo é demonstrar o seguinte resultado.

47
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Teorema 5.1. Para cada par de niumeros reais positivo o e [3, as sequintes afirmagoes
sao verdadeiras:

e Para i =0, a origem py = (0,0,0) é um pseudo-foco de sela hiperbolico para Zy, o
qual € um foco hiperbélico instdvel do campo de deslize Z°. Além disso, Zy admite
uma orbita Shilnikov de deslize, conectando py a si mesmo, passando pelo ponto de

dobra-regular visivel qy = (%, %, 0) (veja a Figura 5.1).

e Para pn #0, Z, nao admite uma orbita Shilnikov de deslize.

I'o

ZS

Figura 5.1: A oérbita ['y conectando o pseudo-equilibrio pg ao ponto de dobra qq.

Demonstracao: Primeiramente vamos calcular o campo deslizante Z°, dado por

(5.2)

s [ APy tp)  38% 4 aBy — 240’y + 8afu(r — B)
Zule:9.0) = <4a<y )~ 35 657 — 8aB(y — 1) ’0> '

Como o campo deslizante estd definido apenas dentro de ¥, podemos olhar apenas
para o campo planar Z7(z,y), que é¢ dado por:

Z5(a,y) = ( 4(y+p) 383+ af?y — 24a%y? + S8afu(r — 5)) ' (5.3)

4a(y —p) — 35% 64% —8af(y — 1)

Observe que p, = (%‘",u, —p) é uma singularidade de Z;, para todo p € R.
Agora para p = 0, podemos calcular o campo vetorial normalizado de (5.3) dado por:

. 2
Z(z,y) = <—ay, ?fam + Sy — ?);gf) ) (5.4)

Calculando os autovalores do campo (5.4), obtemos:

a5
123 123
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Observe que a origem ¢ um pseudo-equilibrio de Z;, pois é um equilibrio de Zo. Além
disso, po = (0,0,0) é um foco hiperbdlico para Zo, € consequentemente um pseudo-foco de
sela hiperbélico de Zy. Como Re(A*) > 0 temos que (0,0) é um foco instavel do campo
normalizado. Agora, fazendo uma mudanca de varidvel e um reescalonamento do tempo
dados por

(x,y) = <2u, 8@@) et= —ET,

o campo normalizado (5.4) fica na forma

— 1
7 = (U, —6u — 3¢ + gvz) : (5.5)

Observe que, esse reescalonamento do tempo reverte a dire¢cao do fluxo de (5.3). A
curva dos pontos de tangéncia agora é dada nas coordenadas (u,v) por | = {(u,1) : u €
R}.

Noés afirmamos que a 6rbita do ponto ¢o = (1,1) € [ converge para o foco (0,0) sem
intersectar a linha [, isso significa que o ponto qg = (%, %, 0) € 0%* é atraido para o
foco (0,0,0), no tempo passado, sem tocar a curva de pontos de tangéncia em 9%°. Para
provar essa afirmagao nds vamos construir uma regiao compacta R no plano (u,v), que
seja positivamente invariante pelo fluxo do campo de vetores (5.5).

. . ~ _ 2 3 , . .
Para isso nés tomamos a funcao m(v) = =13 4 9%3 + 514(;)9 1 que é a aproximacao de uma

108
curva invariante do campo (5.5). Usando essa fungao nés criamos a fronteira da regiao R

como sendo as curvas:

e C1={(u,1):m(1) <u<1},

e Co={(u,—2u+3):1<u<i}

C = {0 < <),

« Ci={(u,73) m(z3) Su<i},
(

Assim, a regiao delimitada pelas curvas C;’s é uma regiao compacta. Calculando
a derivada direcional de Z na direcao dos vetores tangentes as curvas C;’s obtemos o
seguinte para cada curva:

. C: <(1,0),7> —v=1.

o G ((1,-2),Z) = —36u + 62u— 75 > 0V u € R.
. N9, 1 —91
o Cs: <(0,1),Z>—§v —§U—9<0paraﬁ<v<0.
— 91
o Cy <(170)’Z>:U:_E'

18 162, . .\ 162, 8, 1 78
A R N S T P T <1
Cs <(130+ TR > 160" T13Y T3Vt qgg > Oparavs

'De uma forma menos detalhada, sendo m(v) = p3(v) + O(v?), uma curva onde p3(v) é um polindémio
de grau 3, e assumindo sua invaridncia pelo campo (5.5), obtemos que a curva m(v) = p3(v). Para mais
detalhes indicamos a referéncia [1].
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Como a derivada direcional ndao muda de sinal em cada uma das curvas C;’s, isto
indica que, para cada uma das curvas as 6rbitas de Z por seus pontos seguem em uma,
mesma dire¢ao, e a origem por ser um foco atrator contido na regiao R, garante que R é
invariante positivamente pelo fluxo do campo (5.5) (ver Figura 5.2).
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Figura 5.2: Retrato de fase do campo Z em uma vizinhanca de R.

Agora, observe que nosso sistema (5.5) é um sistema quadratico, que tem um foco
na origem, e pode ser escrito na forma exigida para aplicarmos o Teorema (B.1) (ver
Apéndice B), como é mostrado a seguir:

0 1
=5

a matriz que representa a parte linear do campo (5.5) e

s= (%)

a matriz que representa a parte linear de (B.1), queremos encontrar uma matriz M tal
que M~YAM = B. Definindo
zZ w

e substituindo na igualdade nés chegamos em

z w [~y z+uyd
—6—1z —6-1tw )]\ —w z+wd |’

Seja



Um Exemplo Linear o1

Resolvendo o sistema formado pela igualdade das matrizes concluimos que

y = —z
1 1
= —(d+-
v 5<+2>y
L5
- d +3

Dessa forma, o campo reescalonado satisfaz a hipétese do Teorema B.4, o que nos
garante que, em torno da origem existe no maximo um ciclo limite, que serd hiperbdlico
caso exista.

Agora juntando que a regido R é positivamente invariante, ou seja, uma orbita la
dentro nunca sai dessa regiao, com a estabilidade da origem, que vai atrair os pontos a
sua volta, garantimos que caso esse ciclo limite exista, ele nao pode existir dentro da regiao
R. Portanto ndo podemos ter érbitas periddicas para o campo (5.5) em uma vizinhanga
da origem.

Aplicando o Teorema de Poincaré-Bendixson 2.7, nds concluimos que o foco estavel
atrai todos os pontos da regiao invariante no tempo futuro, uma vez que o ponto gy =
(1,1) € R e os vetores do campo (5.5) apontam para dentro da regido R, como mostra
a Figura 5.2, nés garantimos que a 6rbita do ponto gy chega na origem sem encostar na
curva [.

Mostremos entdao que a 6rbita de um ponto g = (zo, 38%2,0) € 0%° pelo campo X
de (5.1) no tempo futuro também chega em py, e assim garantir a existéncia da érbita
Shilnikov de deslize ligando py a si mesmo. O campo X ¢ linear, e facilmente calculamos
a trajetoria dele como:

2 2 . 3
W(t,f):(ﬂf—at, y+(ﬂf—5)t—a§, z+<y—38i>t+(x2ﬁ)t2—og>.

Aplicando a trajetéria no nosso ponto ¢, temos:

352 at?  (zg— B) at?
% ( 76) (33'0 at, Sy + (-TO ﬂ) 9 ) 9 6 )
tomando t(q) = w > (), para os pontos de dobra visivel, temos que ¢ (¢(q),q) € X°,

além disso, ¢*(t(q0), go) = po. Com isso nés provamos o primeiro item do Teorema 5.1.
Para o segundo item, basta observar que para u # 0, ¢*(¢(q),q) = p, ndo tem solucdo

para p # 0. W






6 Conclusoes

O foco deste trabalho foi estudar a érbita deslizante homoclinica de um pseudo-foco
de sela em um sistema de Filippov, a qual chamamos de érbita Shilnikov de deslize, e
apresentar uma versao equivalente do teorema de Shilnikov para campos de Filippov.

O Teorema 4.2 mostra que, a 6rbita Shilnikov de deslize ocorre em familias de campos
de vetores a um parametro. Ele também nos garante que, caso um campo Z; admita uma
6rbita Shilnikov, entao em alguma vizinhanca W € Q de Z; existirao infinitas classes
de equivaléncia de campos de vetores, onde cada classe de equivaléncia é determinada
pela quantidade de intersegoes N (u), ou seja, dois elementos estarao na mesma classe se
possuirem o mesmo numero N (x) como mostrado no Capitulo 4.

No Teorema 4.3 é garantida a existéncia de infinita 6rbitas periddicas em uma vi-
zinhanca da orbita Shilnikov ['y. Vale ressaltar que, no caso de campos de Filippov o
Teorema 4.3 exige menos hipoteses do que o seu equivalente em campos suaves, pois ele
nao necessita exigir a condicao de Shilnikov, uma vez que a prépria estabilidade do equi-
librio ja nés garante condi¢oes semelhantes. Por fim, para nao ficarmos na divida se essa
teoria toda poderia existir apenas no campo teodrico, sem encontrar exemplos aplicaveis,
o Teorema 5.1 tras uma familia de campos de vetores de Filippov, que admite uma érbita
Shilnikov de deslize.

O estudo de conexbdes homoclinicas deslizantes em espacos de dimensdes maiores,
onde existe a possibilidade de mais conexdes homoclinicas parece ser uma continuacao
interessante para este trabalho.

Além disso, ja existem estudos que indicam a possivel existéncia de orbitas Shilnikov
de deslize em modelos bioldgicos suaves por partes, modelos presa-predador. Como a exis-
téncia de uma 6rbita homoclinica é um caminho para o caos, seria interessante conseguir
estudar a teoria em um fenémeno real.
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A Apéndice A

Neste apéndice, apresentaremos a defini¢cao de saturagdo de um conjunto pelo fluxo de
um campo vetorial. Aproveitamos o espago para enunciar o Teorema da Funcao Implicita,
apesar de ser um resultado de conhecimento geral, optamos por enuncia-lo aqui pela sua
utilizagao no Capitulo 4.

Em topologia, nés temos a definicdo de um conjunto saturado por uma fungao, como
descrito abaixo:

Definicao A.1. Seja f : X — Y wma funcio e C C X um subconjunto qualquer do
dominio. Dizemos que C é f-saturado caso satisfaca uma das sequintes equivaléncias:

)
e SeceC ex e X satisfazem f(c) = f(x) entdo x € C.

o SeyeY étal que f~H(y)NC #0, entdo f~(y) CC.

No caso de campos de vetores, defini-se a saturagao de um conjunto C como sendo
a reuniao de todas as Orbitas que intersectam o conjunto C. Podemos definir saturagao
passada e saturacgao futura de um conjunto como segue:

Definicao A.2. Sejam Z um campo de vetores e ¢ seu fluxo. Se C é um subconjunto do
dominio de Z, entao a saturacdo

o futura do subconjunto C é o conjunto | J{¢(t,x) : © € C}.
t>0

« passada do subconjunto C é o conjunto | J{¢(t,z) : = € C}.
t<0

Em outras palavras a saturagao futura (respec. passada) de um conjunto pelo campo
é a reuniao das érbitas futuras (respec. passadas) que intersectam esse conjunto.
Enunciamos agora o teorema da Funcao Implicita.

Teorema A.3. (Teorema da Funcdo Implicita) Sejam f : REGR™ — R™ uma

funcdo de classe C1, xy € R* e yy € R™. Suponha que f(zg,10) = 0 e det [%(mo, yo)} # 0.

Entdo existem um aberto W € R¥ e uma funcdo ¢ : W — R™ de classe C* tais que:
o 9 €W e ¢(x0) = o,
o f(z,¢(x)) =0, para todo x € W.

O teorema anterior pode ser encontrado na referéncia [14].
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B Apéndice B

Este apéndice serve para a auto-suficiéncia deste trabalho, e os resultados apresentados
a seguir complementam a demonstragao do Teorema 5.1, enunciado no Capitulo 5.

Primeiramente, vamos definir o conceito de polindmio homogéneo, e sistemas quadra-
ticos, seguido do Teorema B.4.

Definicao B.1. Um polinémio homogéneo ¢ um polinémio onde todos os monomios
de coeficientes ndo nulos tém o mesmo grau.

Exemplo B.2. O polinémio 27 + Tz*y® — 2y” € um polinémio homogéneo, jd x® — xyz +
xy? + 2% ndo é homogéneo, pois o iltimo mondmio ndo tem o mesmo grau que 0s outros
monomios.

Definicao B.3. Chamamos de sistema quadrdtico um sistema diferencial & = % =

dt
P(z,y) ey =% = Q(x,y), tal que P e Q sejam polindmios de grau dois com coeficientes

dt
reais.

Sabe-se que todo sistema quadratico que tenha um foco ou um centro na origem pode
ser escrito como
y = —z+cy+ Qsz,y) ’ '

com |c| < 2 e Py e Q3 sendo polindmios homogéneos de grau 2. Para o teorema a seguir
considere as fungoes F(z,y) = (r—cy) Pa(z,y)+yQ2(z,y) e g(z,y) = 2Q2(z, y) —yPo(x,y)
associadas a um sistema quadratico como o definido anteriormente.

Por fim nés enunciamos o teorema:

Teorema B.4. Se as fungoes F(x,y) e g(x,y) associadas ao sistema diferencial nao
mudam de sinal, as sequintes afirmacoes valem:

i) Se c # 0, o sistema diferencial tem no mdximo um ciclo limite em torno da origem
e ele é hiperbolico.

i1) Se ¢ =0 o sistema nao tem ciclo limite em torno da origem.

A demonstracao desse teorema, nao serd feita aqui, mas ela pode ser encontrada na
referéncia [4].
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