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Resumo 

Será feita uma revisão acerca das simetrias da teoria de corda bosônica e suas 

anomalias. Este estudo será feito tanto para o caso de cordas movendo-se num 

espaço-tempo tipo Minkowski, como no caso de cordas acopladas a campos tomando 

valores no espaço-tempo. Usando teoria de perturbações, será calculada a condição 

de cancelamento de anomalia a 1—loop. Esta condição estabelecerá vinculos inter- 

ssantes entre os campos do espaço tempo através de uma equação do tipo da equação 

de Einstein. Finalmente, será mostrado como calcular condições de cancelamento de 

anomalia a ordens mais altas em teoria de perturbações usando métodos do grupo 

de renormalização. 

Palavras Chaves; Teoria de Cordas; Modelo Sigma. 

Areas do conhecimento:Teoria Quântica de Campos. 
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Abstract 

A review will be made of the symmetries and the anomalies of the bosonic 

string. It will be considered the case of a string moving in a Minkowskian space- 

time and also, a string coupled to fields in space-time. Perturbation theory will 

allow calculation at the one-loop levei of the condition under which the anomaly 

vanishes. This condition will establish interesting constraints on the background 

fields since they obey an equation of the Einstein type. Finally, it will be shown 

how to calculate conditions for anomaly vanishing beyond the one-loop order using 

renormalization group methods. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Ao querer fazer uma descrição de um fenômeno observado na natureza, um modelo 

relativamente simples pode, em algumas ocasiões, sofrer adaptações e/ou reinter- 

pretações, de tal maneira que após um certo tempo a abrangência de sua aplicabil- 

idade é mudada ou aumentada. Um exemplo espetacular desta situação é a Teoria 

de Cordas, cuja história será descrita parcial e brevemente. 

Num esforço para descrever o espectro de partículas que interagem fortemente, 

vários modelos, conhecidos como modelos duais, foram propostos no final da década 

de 1960 [1]. Estes modelos não continham férmions; com esta motivação um modelo 

dual para férmions foi proposto posteriormente em 1971 [2]. Mesmo que estes mod- 

elos duais não tenham cumprido seu objetivo, o interesse neles foi mantido porque 

em 1972 foram encontradas relações entre eles e teorias de Yang-Mills [3]. Além 

disso, em 1974 se deu interpretação de gráviton a um estado sem massa e com spin 

2 contido nos modelos duais [4]. Isso deu motivação para pensar nestes modelos não 

somente como uma teoria de Gravitação Quãntica, mas como também um modelo 

de unificação das interações fundamentais. Esta idéia estava apoiada no fato dos 

modelos duais estarem definidos num espaço-tempo de dimensão D maior do que 

quatro (D=26 [5] para os modelos sem férmions e D=10 [6] quando férmions são 

incluídos), levando em conta que as teorias de Kaluza Klein conseguiam fazer uma 

formulação unificada da Gravitação e do Eletromagnetismo. Dado que um ano antes 

foi reconhecido que as propriedades estudadas destes modelos duais eram deriváveis 

de uma teoria primeiro quantizada, cujo Lagrangiano descreve relativisticamente 

um objeto extendido se propagando no espaço-tempo [7], esta teoria começou a ser 

conhecida como uma de Teoria de Cordas. 

Uma maneira de quantizar a teoria de cordas usando métodos de integral fun- 

cional foi formulada em 1981 por A. Polyakov [8]. Com esta formulação foi aberta 

a proposta de usar um tipo de teoria de campos, conhecido como o Modelo Sigma 

não linear, para ser aplicado no âmbito de teoria de Cordas. 
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o Modelo Sigma não linear, durante a década de 1970, foi proposto como uma 

teoria para N campos escalares com simetria 0{N). Este modelo foi aplicado em 

1972 para calcular espalhamento de Píons em quatro dimensões [9]. Uma general- 

ização do modelo sigma em 2 + e dimensões foi formulada em 1980 por D. Friedan 

[10], na qual os campos tomam valores numa variedade compacta M (em lugar de 

um espaço homogêneo como é o caso de 0{N)). Além disso foi suposto que M 

é dotada de um campo métrico que serve para acoplar os campos. Neste tipo de 

modelo sigma foram calculadas tanto a estrutura de divergências ultravioletas como 

a função /S a dois loops usando métodos perturbativos já usados em [9]. 

A ação para uma teoria de cordas livre e o modelo sigma têm uma característica 

em comúm; são invariantes por transformações conformes. A maneira de quantizar a 

corda livre usando integração funcional permite observar que a teoria tem esta sime- 

tria após de ser quantizada, i.e, é livre de anomalia, se a dimensão do espaço-tempo 

é D — 26 [8]. Diz-se então que a teoria é consistente. Um problema interessante, é 

saber quais são as condições para que a teoria tenha invariância conforme quando é 

acoplada com uma métrica para o espaço-tempo. Quando isto acontece, a ação que 

descreve este sistema é precisamente a ação do modelo sigma. Por isso o modelo 

sigma começa a cobrar importância neste âmbito. Um tipo de modelo sigma gener- 

alizado para a corda (generalizado com respeito a [10]) pode ser proposto incluindo 

um campo antissimétrico e um campo escalar no espaço-tempo. A maneira que 

se conhece para verificar que este modelo sigma da corda tem simetria conforme é 

calcular quais condições anulam as funções p. O argumento para isso, é que se as 

funções P são zero, a teoria tem invariância de escala, mas como foi provado em [11], 

uma t.eoria em duas dimensões com esta simetria, também é invariante conforme. 

As funções /3 foram calculadas a 1—loop em 1985 [12], dando pois, condições de con- 

sistência na teoria com acoplamentos. Além disso, foi obsevado que estas condições 

de cancelamento de anomalia podem ser obtidas como equações de movimento a 

partir de uma ação no espaço-tempo. O que resulta mais surprendente é que esta 

ação é precisamente a ação efetiva a baixas energias calculada a partir de amplitudes 

de espalhamento dos estados não massivos da teoria [13]. Isto estabelece uma ponte 

entre cancelamento de anomalias, funções P e Ações efetivas no espaço-tempo. 

Dada esta motivação, o objetivo principal do presente trabalho é calcular, até 

primeira ordem em teoria de perturbações, quais são as condições para formular 

ao nível quântico, uma teoria de corda bosônica fechada acoplada com campos no 

espaço-tempo com invariância conforme. 

Este cálculo é feito de uma maneira detalhada na seção 3.3. Mas antes de apresentar 

este cálculo é útil considerar um caso mais simples, que é o de uma teoria de cordas 

sem acoplamentos no espaço-tempo. Este é o material coberto no capítulo 2 e ele 
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é útil tanto para introduzir notação, como para entender como pode aparecer uma 

anomalia. Assim, se começa no capítulo 2 introduzindo brevemente a ação de corda 

bosônica dando ênfase na discussão das suas invariâncias; como se verá este é um 

sistema com simetria conforme, o que equivale a ter um tensor energia momento 

com traço zero. Seguidamente, faz-se uma descrição do processo de quantização por 

integral de-caminho de Polyakov usando o procedimento de Faddeev-Popov para 

fixar um gauge. Isto se traduzirá no final na introdução de campos fantasmas, cuja 

ação possui as simetrias da ação clássica para a corda mais um elemento de medida 

funcional para eles. Será argumentado como este elemento de medida funcional, 

junto com o elemento de medida funcional para os campos que descrevem a corda 

no espaço-tempo não têm a simetria conforme, pelo qual as funções de correlação 

definidas usando a função de partição do sistema cordas-fantasma estão anomala- 

mente definidas. No entanto, finalizando o capítulo 2 se mostrará que se a corda se 

move em um espaço-tempo de dimensão D igual a 26 esta anomalia desaparece. 

Uma vez firmadas estas bases procede-se no capítulo 3 a acoplar a corda com 

campos no espaço-tempo, encontrando o ponto de vista do modelo sigma general- 

izado. O uso da teoria de perturbações pode ajudar a encontrar a condição para 

que esta teoria tenha um tensor energia-momento com traço zero quando é quanti- 

zada. O cálculo do traço deste tensor se faz perturbativamente, usando um método 

covariante. No entanto, em lugar de calcular diretamente o traço, se faz uso da 

conservação do tensor energia-momento (a qual é válida porque a invariância por 

difeomorfismos é sempre mantida) para encontrar uma expressão para o traço. Como 

se verá, este cálculo indireto é útil, pois permite encontrar termos do traço do ten- 

sor energia-momento usando uma métrica plana para a folha de mundo. O cálculo 

a primeira ordem dá condições para manter a invariância conforme que generaliza 

a condição D = 26 encontrada no capítulo 2. Essas condições são escritas como 

derivadas dos campos acoplados com a corda com respeito às posições no espaço 

tempo. Mesmo que o sistema de equações diferenciais que elas constituim não va 

ser resolvido será argumentado porque elas são consistentes com o tipo de anomalia 

descrita no capítulo 2. Além disso, mostrar-se-á como este sistema de equações é 

equivalente a um outro sistema de equações onde uma delas é a equação de Ein- 

stein para o campo gravitacional. Finalizando o capítulo 3 será escrita uma ação 

no espaço-tempo a partir da qual são obtidas as condições de cancelamento de 

anomalia; isto eleva estas três equações à categoria de equações de movimento no 

espaço-tempo. 

O objetivo do capítulo 4 é ilustrar como o formalismo do grupo de renormalização 

é usado para calcular a anomalia do modelo sigma da corda, i.e, calculando as funções 

P do grupo de renormalização. Por isso será feita uma descrição do método, dando 
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um exemplo de como é a função P para uma teoria de campos escalares sem massa 

e seguidamente será mostrado como o traço do tensor energia-momento do modelo 

sigma da corda pode ser escrito em termos das funções ^ do grupo de renormalização 

desta teoria, as quais dependem só de contratermos menos singulares que podem ser 

encontrados usando o método de regularização dimensional. 
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Capítulo 2 

Cordas em um espaço tempo plano 

2.1 Aspectos Clássicos 

A corda bosônica é um objeto unidimensional, que ao evoluir no tempo, gera uma 

superfície bidimensional, conhecida como folha de mundo E. As cordas podem ser 

de dois tipos: abertas (equivalentes a uma linha) e fechadas (equivalentes a um 

círculo). As superfícies geradas por elas podem ser parametrizadas por ((t^,(7^),* 

onde <7^,0 < <T^ < 7T contém a informação da colocação dos pontos ao longo da 

corda e cr^, — oo < <7^ < oo caracteriza a evolução temporal dela^. 

Uma maneira de fazer uma formulação clássica e relativística da corda é escrever 

uma ação com simetrias convenientemente escolhidas, mas para isso é necessário 

primeiro mapear os pontos da folha de mundo em pontos no espaço-tempo A4. Isto 

se faz através de um conjunto de D campos com /x = 0,..., jD — 1: 

A : E ^ Ad. (2.1) 

Assume-se que os campos A têm unidades de comprimento em Ate que tanto E 

como M são variedades diferenciáveis. Em primeira instância, será considerado que 

o espaço-tempo no qual a corda se move é plano, com métrica 77^1, = diag{—lj 1,..., 1). 

Por este motivo, a ação a ser escrita deve ter simetria de Poincaré. Como não existe 

escolha privilegiada para os parâmetros a ação deve ser também invariante 

sobre difeomorfismos na folha de mundo cr —> <t'(<7). Sob estas transoformações, 

A^(<7) transforma como um campo escalar X*^{a) —> A'^(cr'). Um candidato que 

satisfaz ambas as prescrições é a área da folha de mundo, dada pela raiz quadrada 

do determinante da métrica induzida pelo mapeamento no espaço-tempo: 

* Assume-se desde o começo que fez-se uma rotação de Wick nas coordenadas da folha de mundo 
r = —onde é um parâmetro real. 

^As coordenadas a“,a = 1,2 tem dimensão de comprimento na folha de mundo. Ao longo do 

todo texto será adotado um sistema dimensões para as grandezas do espaço tempo e da folha de 

mundo tal que c = 1, h = 1. 
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(2.2) Ki = d^X^dtX^, 

(onde da = integrada sobre toda a folha de mundo 

SNo[X] = ^j^<(‘a^\, (2.3) 

com h denotando dethab- q' é uma constante com unidades de comprimento ao 

quadrado, conhecida como constante de Regge e Sng è conhecida como a ação 

de Nambu-Goto. O estudo apresentado nesta dissertação se restringirá as cordas 

fechadas*, para as quais A equação de movimento para o 

campo X^^ é 

da{y/\h]h^'^dbX^) = 0. (2.4) 

Existe outra descrição equivalente da teoria de cordas, útil na hora de fazer uma 

formulação quântica por meio da generalização da idéia de integral de caminho. 

Nesta outra descrição da corda bosônica, introduz-se um campo métrico para a 

folha de mundo g = 5a6(o‘ijO’2)d<r“ 0 der’’, com signatura (+,+). De novo, requer-se 

uma ação com simetria de difeomorfismos em E e simetria de Poincaré. A ação 

SpIat.s] = ^l <ec7,/y\a,xi‘aiX„g^, (2.6) 

conhecida como ação de Polyakov, satisfaz estas condições. Ela tem um novo campo 

cuja variação define o tensor energia momento 

rrab — ^ o 
-1 = 

V IpI ^9ab 

= -^i&^X^d^X^ - (2.7) 

A condição de invariância de com respeito ao novo campo Çat, impõe uma 

condição nas componentes do tensor energia momento: elas devem anular-se. Note 

que a não inclusão de na definição (2.6) faria com que Tab fosse uma densidade 

tensorial em lugar de um tensor. 

E fácil ver que esta condição, Tab — 0> permite eliminar gab de Sp e obter de novo 

a ação de Nambu Goto. Neste sentido, as duas ações são equivalentes. Mais em 

detalhe, a equação de movimento para o campo calculada da ação de Polyakov 

e 

*Isto vai simplificar o trabalho o posteriori já que as folhas de mundo geradas pelas cordas não 
vão ter fronteiras. 
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S.(\/Í9Í«'“SíA:<‘) = 0. (2.8) 

Ela não é completamente idêntica a (2.4), mas da equação de movimento para Çat 

se deriva 

= Vhh‘\ (2.9) 

portanto é necessário que as duas equações de movimento derivadas de Sp sejam 

satisfeitas para descrever uma corda relativística movendo-se no espaço tempo. 

A inclusão de um campo adicional à descrição da corda traz como conseqüência o 

aparecimento de uma nova simetria da ação; Sp é invariante sobre escalamentos da 

métrica: 

9ab((^U(^2) = í^2), (2.10) 

também conhecidos como transformações de Weyl. As simetrias da ação dão duas 

características adicionais ao tensor energia momento: 

1. Devido à invariância sobre difeomorfismos, ele é conservado 

VaT“'' = 0. 

2. Devido à simetria de Weyl, o traço é sempre zero 

= Ta “ = 0. 

Dò ponto de vista das simetrias, é possível somar mais um termo k Sp: 

S[X,g] = Sp + Xx, (2.13) 

com 

onde é o escalar de curvatura construído com a métrica da folha de mundo^ 

e A é uma constante de acoplamento sem dimensão. Este novo termo na ação não 

modifica o tensor energia-momento, já que sua variação com respeito à métrica é 

proporcional a Rab — \9abR = 0; mas as simetrias do tensor de curvatura em duas 

dimensões implicam Rgh = \gabR- O conteúdo de informação de x é meramente 

^Mais exatamente, este novo termo na ação tem simetria de Weyl se a folha de mundo não tem 

fronteiras, como é o caso para a corda fechada. 

(2.11) 

(2.12) 
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global, pois ele é a característica de Euler da folha de mundo, a qual é uma constante, 

e como tal, não afeta a dinâmica da corda. 

Como já se mencionou, é a simetria de Weyl que faz com que o tensor energia- 

momento definido classicamente tenha traço nulo. No entanto, isto não acontece 

na formulação quântica. Não é imediato que o traço do tensor energia momento 

tenha traço zero por causa da introdução de um elemento de medida para a inte- 

gral funcional, que apesar de ser invariante por difeomorfismos, não é invariante de 

Weyl. Além disso, é o requerimento de manter a invariância de Weyl numa descrição 

quântica da corda acoplada a campos no espaço-tempo que fornecerá dados muito 

importantes sobre a geometria deste espaço. 

Como já foi mencionado, a condição de invariância de Weyl e o anulamento do 

traço do tensor energia-momento são sinônimos. E possível introduzir mais um 

sinônimo para descrever invariância de Weyl, e este é a simetria conforme. Mas 

para introduzir esta outra linguagem é necessário primeiro fixar a métrica da folha 

de mundo no gauge conforme. Como se mostrará na próxima seção, a simetria por 

difeomorfismos torna possível fixar este gauge. Intuitivamente, as duas simetrias de 

difeomorfismos (uma para cada parâmetro da folha de mundo) podem ser usada para 

fixar dois componentes de g, ficando ela escrita em termos de só um componente 

independente. 

2.1.1 Fixação do gauge conforme 

Num sistema de coordenadas arbitrário o elemento de linha tem a forma 

dl^ = gn{da^)‘^ + 2gi2da^da‘^ -H g22{dcr^)^, (2.15) 

onde supõe-se que gab são funções analíticas. O elemento de linha 2.15 pode ser 

escrito 

dl^ = i^ida^ + i^ida^ + da^ . (2.16) 

Num outro sistema de coordenadas í“(o‘), a métrica será conforme à métrica 

plana, i.e g = se for possível encontrar uma função complexa k{c) satis- 

fazendo 

y/Õndo^ + 
gi2 

do^ j = d^^ -f id^^ K 1 (2.17) 



pois 

De (2.17) 

( y/^da^ + ——1 = d^^ — id^^, 

di^ = \K\-^{der+{den 

(2.18) 

(2.19) 

1 9i2 + iyj\g\ 

mas como as coordenadas são independentes, de (2.20) escreve-se 

« I y/g^da^ + '"'dcr^ I = 

^gi2 + i\l\g\ 

Eliminando k 

(..•‘V5ii(S •■£)--(§*•£) 

e isolando a parte real e imaginária pura desta última equação, obtém-se 

de de de de 
de ^ de ^ 

v/m ’ \/M ■ 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

Multiplicando (2.22) por (pi2 — iy/\F\)/gu, e isolando de novo as partes reais e 

imaginárias, encontra-se 

da“^ 

de de 
912-^-922-^ 

’ 

af 

9tr2 

af' ac 

\/isí 

(2.24) 

d^e Se as segundas derivadas de f“(<7) são contínuas, então ^ ^ . 
da^da^ 

(2.23), (2.24), se obtém o conjunto de equações diferenciais 

d'^e 
da‘^da^ ’ 

e de 

Le = 0, 

com o operador diferencial L definido por 

(2.25) 
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(2.26) 

d d 1 d d 1 

L = 
da'^ y/g 

+ 
da^ y/g 

a equação (2.25) é conhecida como a equação de Beltrami. A teoria de equações 

diferenciais [14] assegura que se gab são funções reais e C°°, a solução do sistema 

(2.25) existe, e define um difeomorfismo um a um 

{a\a^) ^ ie{cy\cj\e{cy\a-^)) (2.27) 

Finalmente, o fator conforme pode ser calculado usando (2.21). 

Resumindo, uma escolha adequada do sistema de coordenadas permite escrever a 

métrica como um fator conforme vezes a métrica plana. Diz-se que uma métrica 

escrita desta maneira está no gauge conforme ou que é uma métrica conforme. 

2.1.2 Invariância de Weyl e invariância conforme 

Uma vez no gauge conforme, é possível introduzir uma outra linguagem para exigir 

que a teoria, definida clássica ou quanticamente, tenha simetria de Weyl, e o tensor 

energia momento tenha traço zero. 

Supondo que o gauge conforme foi fixado^; gah = pode-se usar coordenadas 

z = z = — ia^. (2.28) 

Neste sistema os componentes da métrica são 

gzz = = gzz, gzz = gzz = o. (2.29) 

Por outro lado, uma transformação infinitesimal de difeomorfismo em E, 

z z + v^{z,z), (2.30) 

z —> z + v^{z,z), (2.31) 

resultará numa mudança nos campos g e X: 

Sgab = XaVb + VfcUa, (2.32) 

SX>^ = (2.33) 

notação g será usada para denotar que a métrica esta em um gauge fixo. 
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Isto ocasiona que uma métrica g, inicialmente no gauge conforme, não fique neces- 

sariamente neste gauge. No entanto, é fácil ver quais geradores de difeomorfismos 

vão preservar o gauge. No gauge conforme, os únicos símbolos de Christoífel difer- 

entes de zero são 

ri, = 2du, r|, = 2du, (2.34) 

õ d 
onde d = e B = —. De (2.34) obtém-se 

oz oz 

= dv^ -t- 2duv\ = dv\ (2.35) 

= Bv^ -f- 2Büjv^, = dv^. 

Assim, Çzz e g^s continuam sendo zero (i.e a métrica tem a forma conforme) se os ger- 

adores das transformações são funções holomórficas e anti-holomórficas: v = v^{z) 

e V = v^{z). Este subconjunto do conjunto geral de difeomorfismos que mantém 

o gauge conforme é conhecido como reparametrizações conformes. Apesar de que 

uma reparametrização conforme deixa a métrica no mesmo gauge, o fator conforme 

muda como 

2Slü = -f VzV^. (2.36) 

No entanto, ainda se tem uma simetria a mais, que pode ser usada para não mudar 

o fator conforme da métrica, isto é, usando uma transformação de Weyl que faça o 

efeito contrário do que a reparametrização conforme (2.36). Desta maneira, atuando 

com uma reparametrização conforme, junto com uma transformação de Weyl, é 

sempre possível fazer com que as transformações dos campos e g sejam 

SX^^ = vdX>^ + vdX>^, (2.37) 

Sgab = 0. (2.38) 

O conjunto de transformações (2.37) e (2.38) denota-se por transformações con- 
/ 

formes. E possível também pensar nas transformações em ordem inversa: Uma 

transformação conforme, acompanhada de uma transformação de Weyl convenien- 

temente escolhida, é equivalente a uma reparametrização conforme. Uma teo- 

ria de campos invariante por transformações conformes é conhecida como uma 

CFT (Conformai Field Theory). Como se supõe que a teoria terá invariância de 

reparametrização, então ela será invariante conforme se tem simetria de Weyl, e 

vice-versa. Nesta linguagem, a teoria de corda bosônica é livre de anomalia se na 

sua formulação quântica ela continua sendo uma teoria conforme. Na seguinte seção 

se mostrará porque esta anomalia aparece, e também será mostrado qual condição 

permite restaurar a simetria conforme. 

11 



2.2 Quantização por Integral de Caminho de Polyakov 

A adaptação da idéia de integral de caminho de Feynman em Teoria Quântica de 

Campos ao caso da teoria de cordas é conhecida como integral de caminho de 

Polyakov. Dadas duas configurações de cordas fixas no espaço-tempo, esta for- 

mulação diz como calcular a amplitude de probabilidade de começar com uma con- 

figuração e terminar na outra. Seguindo a idéia de Feynman, faz-se uma soma sobre 
/ 

todas as possíveis folhas de mundo que juntam as duas configurações fixas. E im- 

portante notar que as folhas de mundo que unem duas configurações fixas podem 

ter topologias diferentes, o que introduz de maneira natural termos de interação. 

Mais ainda, como na ação de Polyakov a métrica da folha de mundo faz o papel 

de um campo independente, tem-se que somar sobre todas as possíveis métricas eu- 

clidianas. Esta soma sobre possíveis configurações dos campos (X, g) é pesada pelo 

fatorll exp{—S[X, 5']). Além de somar sobre estas configurações, soma-se também so- 

bre as possíveis topologias, i.e, sobre superfícies bidimensionais compactas de difer- 

ente genus g. Esta soma é pesada pelo fator e^, com % dado por (2.14) e começa 

com ^ = 0: a esfera, continuando com g = 1: o torus, etc. No entanto, no presente 

trabalho só se tomará o primeiro termo desta soma. Esta aproximação conhece-se 

como nível de árvore em teoria de cordas. 

O objeto fundamental a definir será a função de partição Z, definida como a am- 

plitude de começar e terminar com zero número de cordas, ou amplitude vácuo - 

vácuo 

Existem dois fatos importantes a levar em conta quando define-se o elemento de 

medida da função de partição. O primeiro, é que se as simetrias de gauge (Weyl e 

difeomorfismos) se mantêm numa formulação quântica, duas configurações (X, g) e 

(X', g') relacionadas entre si por estas simetrias fazem com que a função de partição 

não esteja corretamente definida. Este grupo de gauge tem dimensão infinita, por 

tanto se está somando infinitos termos iguais, originando divergências em Z. Para 

tratar este problema, divide-se pelo volume do grupo de difeomorfismos e trans- 

formações de Weyl VuiffxWeyh ficando Z definida por 

/ J^^^errp(-S[X,j]). (2.39) 
J VdiffxWeyl 

O outro fato é que Z tenha as simetrias de gauge. Como se verá, uma vez fix- 

ado o gauge conforme para a folha de mundo, o elemento de medida funcional no 

espaço das funções X não tem simetria de Weyl, e portanto a simetria conforme 

IIO sinal menos neste exponenciaJ vem de seguir a convenção para as integrais de caminho (usada 
em [15]) quando se faz a rotação de Wick na folha de mundo. 
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não é necessariamente satisfeita. É pois necessário calcular explicitamente qual é a 

condição para que a teoria tenha esta simetria. Fixar o grupo de gauge Vdi/fxWeyi 

permite identificar no conjunto de possíveis configurações dois subconjun- 

tos disjuntos; Configurações dos campos relacionadas entre si por transformações 

de gauge, e configurações não relacionadas por estas simetrias. O primeiro constitui 

a chamada órbita de gauge, e o segundo o chamado gauge “slice”. Esta distinção 

permitirá cancelar o volume de grupo de gauge introduzido formalmente na função 

de partição. 

O método que permite tirar da função de partição a soma sobre configurações in- 

equivalentes é conhecido com procedimento de Faddeev-Popov. 

2.2.1 Procedimento de Faddeev - Popov 

No procedimento de Faddeev-Popov, introduz-se na função de partição a condição 

de fixação de gauge de maneira explícita, tal que não a altere. Com isto em mente, 

define-se o elemento de medida de Faddeev-Popov satisfazendo 

^Fp{g) J [dC]<5(^ - ^) = 1- (2.40) 

C denota a ação conjunta de transformações de Weyl e difeomorfismos que permite 

fixar o gauge g 

C-9 g, (2.41) 

= (2.42) 

Denotando por G o grupo de difeomorfismos e transformações de Weyl, e por Q 

a variedade associada a este grupo**, [dC] tem uma interpretação geométrica; é o 

elemento de medida em Q. Introduzindo (2.40) na função de partição, ela vai ganhar 

uma dependência na escolha do gauge 

m = í - g)exp{-S[X, j]). (2.43) 
J VdiffxWeyl 

Integrando no espaço das métricas, obtém-se 

Z[â] = í T^^^^AM9)exp{-SlX,g]), (2.44) 
J ydiffxWeyl 

•*Esta associzição é viável se G? é um grupo de Lie, para o qual deve-se restringir os difeomorfismos 
a aqueles que são conectados ao elemento identidade. 
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mas como A^p e a, ação são invariantes por transformações de difeomoríismos e 

Weyl, nada depende de portanto, o volume Vdif/xWeyi vai ser cancelado com 

/[dC], obtendo 

Z[g]= J [dX]App{g)exp{[X,g]). (2.45) 

Agora, o problema se reduz a identificar a forma de App{g). Para fazer esta iden- 

tificação, faz-se uma variação em primeira ordem na condição de gaugell; 

= gab + 2ugab - X(aSab) + Sa^dcgab, (2.46) 

onde Vo é a derivada covariante definida em (E, g) e os parênteses nos sub-índices 

indicam que são simétricos. Mas para uma transformação infinitesimal 

gab{(^') = gab{o^ + da) « gab{a) + ôa^^dcgab, (2.47) 

então a variação na forma funcional de ^ é 

d gab — gab(a) gahip)^ 

= 2ugab - V(o<5o-6). (2.48) 

Somando e substraindo gabXcda^^ em (2.48) permite escrever esta equação como 

dgab = (2o; - Xcda'')gab - 2{Piôa)ab, (2.49) 

onde 

{Pida)ab = ^(VodcTô + Vbdaa - gab^cda""). (2.50) 

Até primeira ordem nos parâmetros da transformação de gauge, de (2.40) 

^Fp(p) = J [dujdda]d{[-{2uj-Vcda‘')gab + 2{Pi6a)ab])- (2.51) 

Usando a definição da função delta, e inserindo ela em (2.51): 

^Fp(g) = J [d^dôa]exp{i J d!^ag^^°''’[Vdag + 2Piôa]ab) x 

X J I^ea;p(z jd^ag^^u[-2/3‘''’gab]), (2.52) 

suficiente fazer uma transformação em primeira ordem, já que incluir mais ordens afastaria 
da escolha g. 
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onde considera-se, sem perda de generalidade, que é um tensor simétrico^í. 

O segundo fator é precisamente S{—2/3^'’gab), restringindo a somar só sobre tensores 

simétricos e sem traço. Chamando eles de i.e gabP'°^ = 0. Usando de novo a 

definiação do S em (2.52), obtem-se 

^Fpiâ) = j [d^'d5(7]exp{^'KÍ J d^ag^P'‘^[PiS(j]ab)- (2.53) 

Tem-se então uma forma para o inverso da medida no “gauge slice” AíMs). No 

entanto, o que se deseja conhecer não é o inverso da medida, mas a medida mesmo. 

Lembrando que as integrais funcionais sobre campos grassmanianos, dão o resultado 

inverso do que a integral funcional sobre campos bosônicos, relaciona-se 

Sa“ -> c“ (2.54) 

^ 6“'’ (2.55) 

obtendo 

Afp(p) = J [dbdc]exp{-Sf), (2.56) 

com 

5/ = ^ / dPufgh^^iPxcU = ^ / (fa^gh°^VaCb. (2.57) 

Os campos 6 e c são conhecidos como os fantasmas de Faddeev-Popov. Desta 

maneira, o problema do elemento de medida Appig) se reduz à inclusão de uma 

ação para os campos fantasmas 

Z[g] = j [dXdhdc]exp{-S - Sj). (2.58) 

Fixando a métrica no gauge conforme, primeiro, se argumentará qual é a origem 

da perda da simetria de Weyl, e depois, se encontrarão as condições que devem ser 

satisfeitas para que quanticamente a teoria tenha esta simetria. 

2.2.2 O elemento de medida e a origem da anomalia conforme 

As ações de Polyakov e para os campos fantasma no gauge conforme, usando coor- 

denadas {z, z) são 

Sp = ^ í d'^zdX^dX., (2.59) 
27ra' J 

tensor pode não ter esta restrição, mas sempre pode ser decomposto numa parte simétrica 
e uma parte antissimétrica, e esta última multiplicada pelo tensor simétrico na exponencial de (2.52) 

é zero, o que introduziría um fator e°. 
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Sf = -^J (fz{K,Bc^ + b,,dc^). (2.60) 

Como já foi discutido, Sp tem invariância conforme. A ação (2.60) é invariante por 

transformações 

àKz = -vdb^z - 2{dv)bzZ, (2.61) 

Sc^ = —vdd + (^u)c^, (2.62) 

e por transformações análogas para bzs e (f. As transformações (2.61) e (2.62) são 

transformações para campos conformes com peso (2,0) e (—1,0) respectivamente. 

Uma definição do que é o peso conforme de um campo apresenta-se no Apêndice A. 

Por causa da simetria conforme de Sp e 5/, o exponencial é invariante 

conforme, e a única possível causa da perda desta simetria na função de partição 

(2.58) deve vir do elemento de medida funcional [dXdbdc\. Para dar uma noção 

de por que o elemento de medida não é invariante conforme, supõe-se que a soma 

funcional sobre cada espaço de funções X, b, c seja dividido (independentemente) em 

elementos de volume infinitesimais. Após essa divisão, multiplica-se o volume destes 

elementos por exp{—S[g, X, b, c]) e se soma sobre todas as possíveis configurações. O 

que esta medida conta é quantas configurações existem num elemento infinitesimal. 

Dando privilégio à simetria de difeomorfismos na folha de mundo nesta soma, o 

elemento de volume infinitesimal deverá ter esta simetria. Mas para definir um 

elemento de volume nesses espaços é necessário primeiro ter uma noção de distância, 

definida através de um produto interno. Isto torna necessário o uso da métrica da 

folha de mundo. As distâncias entre duas configurações vizinhas X e X + ÔX, b e 

b + ôbecec + ôc são definidas por 

\\ÔX\\^ = í (2.63) 
J s 

= J^d!^<^y/§9abgcdb°'‘'b^^, (2.64) 

||úc|p = í di^ay/^gabd^cK (2.65) 

Claramente, eles são construídos de maneira invariante por reparametrizações na 

folha de mundo, mas não têm simetria de Weyl. Assim, o elemento de medida na 

integral funcional é a causa da anomalia. Apesar disso, ainda é possível encontrar 

condições sob as quais a teoria é livre de anomalia. No caso clássico o traço do tensor 

energia momento é zero, por causa da simetria conforme. No caso quântico impor 

{Ta “) = 0, com (Tab) propriamente definido, permitirá encontrar uma condição para 
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que a teoria seja livre de anomalia. 

2.2.3 Cálculo da Anomalia de Weyl 

Uma vez fixado um gauge para a métrica, por exemplo o gauge conforme, a função 

de partição deve ser independente desta escolha, i.e 

Zíg'] = Zlj], (2.66) 

onde g' é um segundo gauge obtido a partir de um primeiro gauge g (ou vice versa) 

através de alguma transformação de Weyl e/ou difeomorfismos. Esta exigência a 

sua vez requer fortemente que a teoria formulada quanticamente tenha as mesmas 

simetrias que a teoria clássica. 

O comportamento da função de partição com respeito a transformações funcionais do 

gauge da métrica da folha de mundo define o tensor energia-momento quanticamente 

SZ=^I (fay/^ôgabiT^^), (2.67) 

onde as quantidades escritas entre os símbolos ( ) são integradas funcionalmente 

sobre os campos X,be c, multiplicados pela exponencial de menos a ação (incluindo 

os fantasmas). 

A função de partição tem simetria de reparametrizações, pela qual o tensor energia 

momento é conservado (desprezando termos de fronteira). Para ver isto, lembre-se 

que o efeito de uma transformação de difeomorfismos infinitesimal em g é 

àgab = Va^o-fc -1- Vft<5aa, (2.68) 

então 

ÍDi„Z = 0 = ^1 

~h / (2-69) 

Assim, para ôa arbitrários, o tensor energia momento é conservado: Vo(T'“*’) = 0. 

No entanto, como já se mencionou, Z não tem simetria de Weyl, portanto o traço 

do tensor energia-momento 

JWeyl Z = (2.70) 
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não tem por que ser zero. Ao igual que no caso clássico, Z é invariante sob trans- 

formações de Weyl (e portanto Z não depende do gauge) se o traço do tensor ener- 

gia momento é zero. Mas dado que ele é diferente de zero por causa da anomalia 

conforme, é possível encontrar uma forma explicita para sua dependencia. T tem 

dimensão de comprimento~^ na folha de mundo, e o traço tem simetria de difeo- 

morfismos. Estas observações sugerem que 

(T„“) = (2.71) 

onde é o escalar de curvatura na folha de mundo e Oi é uma constante de pro- 

porcionalidade sem dimensão, cuja forma deve ser determinada. Seu cancelamento 

implica imediatamente o cancelamento da anomalia, mas a questão é encontrar sua 

forma. Para começãr, note-se que 

^(2) ^ e-^S‘^[d[cK], + r^a[ar%]e], 

= —2e~^dada(jJ. 

(2.72) 

(2.73) 

Mas o operador Laplaciano em duas dimensões no gauge conforme é dado por 

logo 

(2.74) 

fíi.2) ^ _2Ao;. (2.75) 

Portanto, usando (2.71) e (2.75), a variação da função de partição (2.67) devido a 

transformações de Weyl infinitesimais Sçat = 2ôujóab é 

ôweyiZ[e^S\ = -—Z[e^6] f (faiô^%dbOj)ôuj. (2.76) 
7T J 

Integrando por partes, e desprezando o valor de u na borda de E, encontra-se que 

í dMS'"'’dadbOj)Suj = / (faôiô^^daCüdbOj), (2.77) 
Jtí 2 Jt, 

o que permite escrever, integrando ambos os lados as variações em (2.76) 

Z[e^] = Z[5\exp J (fadaudaUjj . (2.78) 

A seguinte expressão [15] diz qual é a dependência da função de partição com respeito 

à fixação de gauge, para um gauge arbitrário 
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(2.79) Z[g] = Z[8\expíy-^ J (í^ayfl J (fa’y/^R^'^\a)G{a,a)R^'^'>{a')^ , 

com G satisfazendo 

yJ^AG{a, a') = 6^(a — a'). (2.80) 

É fácil ver que (2.79) se reduz a (2.78) quando g é o gauge conforme. 

Agora se mostrará uma maneira de encontrar um valor para ai. Fazendo uma 

expansão de g ao redor de uma métrica plana g = ô + h, e usando coordenadas 

complexas, o escalar de curvatura na folha de mundo é 

- 8ddh,„ (2.81) 

enquanto que a solução de (2.80) neste limite satisfaz 

G = -^Inlz - zf. (2.82) 
47T 

De (2.79), mantendo termos de segunda ordem em h, encontra-se 

Z\5h\ 3ai fj2 f 

Por outro lado, fazendo a mesma expansão na equação que define o tensor energia- 

momento obtem-se 

" “8^/f<e^(%z{z)TM))hiÁ!:,z)h„(!;,Í). (2.84) 

O cálculo de (T(z)T(z')) é feito no apêndice A. Seu resultado é 

(i;,(z)r,,(z')> - 

Substituindo (2.85) em (2.84) obtém-se 

In 
Z[ô -b fi] D - 26 

Z{8\ lÕTT^ J “ ~ y (z — z') 

Finalmente, comparando (2.83) com (2.86) acha-se 

D-26 
Oi 

12 ’ 
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(2.85) 

1'i‘zl cF^!^^^^h..(z’, S'). (2.86) 

(2.87) 
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(T; “> = (2-88) 

Finalmente, a teoria será livre de anomalias se oi =0: se a dimensão do espaço- 

tempo no qual a corda se propaga é D = 26. Isto é, para que a teoria tenha 

simetria conforme no nivel quântico o número de mapas X da folha de mundo no 

espaço-tempo Xí tem que ser 26. Até onde é conhecido, o número de dimensões do 

espaço-tempo é quatro, mas este é um resultado interessante, pois é uma condição de 

consistência que fixa a dimensão do espaço tempo. Incorporando graus de liberdade 

fermiônicos de uma maneira supersimétrica, a teoria é invariante super-conforme 

num espaço-tempo de dimensão menor: D = 10. Uma sugestão é que as dimensões 

que “não são vistas” estão compactificadas, mas ainda é um problema aberto qual 

é a variedade que deve-se usar para fazer a compactificação. Esta não será a linha 

a ser seguida nos próximos capítulos. 

Uma outra linha a seguir, não menos interesante, é cómo acoplar cordas a campos 

tomando valores no espaço tempo e verificar se a teoria é livre de anomalia. Este 

será o tópido do capítulo 3. O resultado que se obtendrá, além de conter o resultado 

final derivado neste capítulo no limite de não interação, dará condições interesantes 

sobre os campos a acoplar. 
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Capítulo 3 

Acoplamento da corda a campos no espaço-tempo 

Uma maneira de introduzir interações em teoria de cordas é acoplar os campos 

X^{cr), que descrevem a corda propagando-se no espaço-tempo, com campos tomando 

valores neste espaço*. Logicamente, para não alterar o tipo de objeto que se quer 

descrever, os acoplamentos ou interações devem ser introduzidos de maneira tal que 

a ação incluindo acoplamentos tenha as simetrias da ação de Polyakov, e reduzir-se a 

ela no limite de não interação. Em princípio, existem inumeráveis campos a acoplar 

no espaço-tempo mas se a teoria tem de ser invariante por um grupo maior do que 

Poincaré em Ai, i.e, difeomorfimos, os acoplamente da corda devem ser construidos 

com objetos tensoriais e o escalar adimensional de ação deve ser construido corre- 

tamente a partir destes objetos. Este critério ainda deixa uma margem ampla de 

acoplamentos. No entanto, se a teoria de campos (em duas dimensões) deve ter uma 

estrutura causai bem definida, não podem existir derivadas de ordem mais altas do 

que dois na ação [16]. Isto quer dizer que os campos que descrevem a corda serão 

acoplados a tensores do tipo (2,0) de uma maneira invariante por difeomorfismos 

e Weyl. Um primeiro campo a acoplar será um tensor simétrico (com dimensão de 

comprimento^) que pode-se pensar como uma métrica para M. A ação 

•qfiv No entanto, esse não é o termo mais geral permitido pelas prescrições. Também 

pode-se considerar a ação caracterizada por um tensor antissimétrico no espaço- 

tempo B^i„{X) também de dimensão comprimento^ 

* Além desta classe de interação, existe uma outra classe, que vem de somar sob todas as possíveis 

topologias que imem duas configurações de cordas fixas. No entanto, o tipo de acoplamentos que 

se quere introduzir neste capítulo será restrito a folhas de mundo com topologia trivial, i.e, a nível 

de árvore em cordas. 

(3.1) 

satisfaz às prescrições mencionadas e reduz-se à ação de Polyakov no limite G^|,v{X) = 
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(3.2) Sb = t^ í (Pc7f‘‘d^X'‘diX''B^{X), 
47ra' Ve 

onde e“* = e ê“* é o tensor de Levi-Civita, com = 1. Por causa disto, 

não aparece no elemento de volume bidimensional. A soma destas duas ações 

define uma teoria clássica de campos que tem simetria conforme. O seguinte passo 

é formular este modelo quanticamente, e verificar se ele é invariante conforme. 

3.1 Ponto de vista da Teoria Quântica de Campos: Modelo 

sigma generalizado 

Visto como uma teoria de campos bidimensional no espaço S, a ação Sq é con- 

hecida como uma ação para o modelo sigma não linear. Seguindo o mesmo esquema 

de quantização do capítulo 2: integrando funcionalmente os campos (X,g), será 

necessário fixar um gauge para a métrica da folha de mundo, portanto aparecem de 

novo os campos fantasmas b e c. Eles não serão acoplados com os novos campos a 

introduzir, por este motivo, nem sua ação nem seu respectivo elemento de medida 

funcional serão escritos na ação do sistema com acoplamentos. Assume-se pois que 

o gauge g foi escolhido e a contribuição dos fantastasmas ao traço do tensor energia 

momento será escrita no final. 

A diferença substancial quando se faz uma mudança de 77 G(A') é que incorporam- 

se infinitos termos de interação, como nota-se fazendo uma expansão em campo de 

fundo: X = Xq + /II, onde Xq é alguma configuração fixa, l é uma constante com 

dimensão de comprimento em jM e 11^ é um campo quântico. A expansão ao redor 

de Xq constitui uma expansão perturbativa para o campo G: 

G^(_X) = + ií^g^^G„„(JCo)n^n<' +.... (3.3) 

e da mesma maneira encontra-se uma expansão análoga para Duas observações 

são interessantes desse tipo de expansão. A primeira é que ela dá uma idéia de quão 

boa é a aproximação perturbativa já que se o produto de potências da constante l 

com derivadas de G em (3.3) satisfaz 

dp 

dX^K..dX^p 
G^u(Xo) << 1, (3.4) 

(e uma expressão análoga para a expansão de B) então uma boa aproximação é 

considerar os termos em primeiras potências de l. Além disso, l faz uma contagem 

da ordem na expansão perturbativa. 

22 



A segunda observação é que as constantes de acoplamento ld\G^i,{Xo), 

etc têm dimensão comprimento^ (a mesma situação acontece com a expansão de 

B). Por este motivo, a teoria apesar de ter infinitos acoplamentos, é renormalizável. 

Isto será aproveitado no capítulo 4 para introduzir uma abordagem que permitirá 

encontrar condições para o cancelamento da anomalia a ordem mais alta do que 

1—loop. 

Agora bem, como ■\/ã' tem dimensão de comprimento em Ai, pode-se usar esta 

constante para contar a ordem da expansão perturbativa l y/c?. 

Tal como no caso já estudado da corda sem acoplamentos, a questão a resolver é se o 

sistema corda-campos no espaço tempo é livre de anomalia. Esta questão deverá ser 

resolvida ordem a ordem em teoria de perturbações. Com este esquema em mente, 

pode-se pensar em somar mais um termo à ação definida por Sc + Sb- Um termo 

da forma 

^ ^ (3.5) 

tem simetria por difeomorfismos, tanto em Ai como em E mas não tem simetria de 

Weyl. A ação (3.5) reduz-se, no caso $(A') = 1 à característica de Euler x> Que foi 

somada à ação de Polyakov no Capítulo 2. Ela sim foi invariante por transformações 

de Weyl^, mas por causa do campo $, (3.5) não terá esta simetria. Isto em verdade 

não é um problema, por causa das dimensões. O campo $(A") tem dimensão de 

comprimento^ então não é necessário introduzir a constante a' para fazer a ação 

5# adimensional. Por este motivo, a contribuição (To“) a nível clássico usando 

5$ e as calculadas a 1—loop usando 80 + Sb será da mesma ordem no parâmetro 

pertufbativo (a'°), as contribuições a 1—loop usando 5$ serão da mesma ordem a! 

daquelas calculadas a 2—loops usando Sc + Sb (cc^ ® assim sucessivamente. Em 

outras palavras, o termo na ação sem invariância conforme só começa a contribuir 

quando contribuições quânticas são consideradas. De fato, a inclusão de uma ação 

para o campo $, conhecido como o Düaton é importante para conseguir anular a 

anomalia, como se verá explicitamente no cálculo a um loop. Um termo para o 

dílaton será pois incluído na ação Sa total; 

s,= (3.6) 

tQ que permitie ver que x tem simetria de Weyl é escrever o resultado da variação como um 
termo de superfície. 
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Esta é uma generalização do Modelo Sigma. Tratando este modelo de modo pertur- 

bativo será possível encontrar as condições para que seja livre de anomalia a 1—loop. 

No entanto, existem dois problemas a serem resolvidos. Um é que a expansão per- 

turbativa não está escrita em termos invariantes por difeomorfismos em A4, porque 

a diferença de dois pontos X — Xq não tem esta simetria. Isto faz com que os termos 

da expansão perturbativa sejam difíceis de se manipular. O segundo problema é 

que pela maneira em que estão escritos os acoplamentos, não é fácil encontrar o 

propagador da teoria livre. A solução desses problemas é o objeto da seguinte seção. 

3.2 Expansão em campo de fundo 

Fazendo uma expansão perturbativa será encontrada uma expresão diagramática 

para os termos dessa expansão. Por isto, começa-se introduzindo a função de 

partição 

(3.7) 

que define o funcional gerador W{J] dos diagramas conectados, onde 

XJ = j (eaX’‘J„. (3.8) 

A derivação funcional com respeito à corrente J define o campo médio 

(3.9) 

com . 

Sj = S[X] + X-J. (3.10) 

Este campo médio Xq desempenhará o papel de campo de fundo; será o campo ao 

redor do qual se fará a expansão. A ação efetiva é definida por 

T = W-Xo‘J. 

Desta equação, consegue-se escrever a corrente como 

(3.11) 

(3.12) 

portanto, a ação efetiva toma a forma 

T = W + Xo-j^, 
òXo 

(3.13) 
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o que permite escrever exp{—T) usando (3.7), (3.12) e (3.13): 

= j[da\ exp Í-(S[AT„ + n] - n • j , (3.14) 

onde n'' = — X^. O campo II desempenhará o papel de campo quântico no 

método de campo de fundo^. Em lugar de usar este funcional, usar-se-á 

íi[Xo] = I [dn] exp (^-{s[Xo + n] - 5[Xo] - n • ^)^. (3.15) 

Este será o gerador dos diagramas irredutíveis a uma partícula. Substraindo ^[Xo] 

da exponencial que aparece em (3.14), as expansões dos campos ao redor de Xq 

sempre serão expressões do campo quântico II. Fazendo uma expansão em série 

de Taylor ao redor de Xq obter-se-á uma serie de potências em II. Cada um dos 

termos desta série não terá invariância por transformações gerais de coordenadas 

em Ai porque II, ao ser escrito como uma diferença de coordenadas, não tem esta 

invariância. Por outro lado, mantendo a invariância de difeomorfismos em Ai fa- 

cilitará a obtenção dos termos na expansão. Por isso, será importante escolher um 

sistema de coordenadas no qual esta invariância seja manifesta. 

3.2.1 Expansão usando coordenadas normais 

Dado que II no sistema de coordenadas escolhido não é um vetor, o problema será 

resolvido se for possível encontrar uma transformação de coordenadas II —> II (^) 

com transformando como um vetor contravariante [17]. 

Sistema de coordenadas norm2Ús Se Xq são as coordenadas para um ponto 

Vo em Ai e Xq -I-11'' são as coordenadas para um ponto V, é possível encontrar 

um outro sistema de coordenadas através da geodésica que une estes dois pontos, 

sempre que eles sejam suíicientemente proximos [18]. Considere-se que o parâmetro 

afim t que parametriza a geodésica 

dP dt dt 

é tal que A''(0) = Xq e A(1) = Xq -|- II''. Definindo ^'' como 

(3.16) 

dA" 

dt 
(0), (3.17) 

*Note-se a diferença com X = Xq 4- ÍII escrito anteriormente. Agorá II terá dimensão de 

comprimento, mas isto não mudará o tipo de expansão escrita em potências de a'. 
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ele será um vetor tangente à geodésica no ponto Vq, e como tal, transformará 

como um vetor sob uma mudança de coordenadas. Sendo assim, qualquer objeto 

geométrico expandido como uma série de Taylor ao redor de Xq será uma expressão 

invariante por difeomorfismos em M 

\ í d d \ 
T„...,,{Xo + í) = E ...r. (3.18) 

Supondo uma solução para a equação da geodésica (3.16) em séries de potências 

°° 1 d" 
nt) = E (3.19) 

então esta solução, sujeita às condições iniciais tem a forma 

= xs+í-í - E 4rí;....„.í‘-...rí". 
n=2 

onde 

p/i _ p/l _ pA p/l _ pA p/l (n 99\ 
Ull/21'3 1/2I/3 ^ A1/3 Hll'3'*' I/2A> 

= v..r;;,„. (3.23) 

A definição (3.23) é usada de maneira recursiva para definir como a derivada 

covariante atuando só nos índices inferiores 

s (3.24) 

Finalmente, X(t = 1) define uma transformação de coordenadas na qual H escreve-se 

como um vetor contravariante se neste sistema de coordenadas 

rS,,....,) = 0. (3.25) 

o que define o sistema de coordenadas normais. A notação com barra indicará que 

a expressão é válida no sistema de coordenadas normais. 

Neste sistema de coordenadas, muitas expressões simplificam-se. Os símbolos de 

Christoífel anulam-se, mas não suas derivadas, portanto, as componentes do tensor 

de curvatura escrevem-se: 

, (3.20) 

(3.21) 

R“ -Aí = ÔAríí, - 

De (3.25) para n = 3 obtém-se 

(3.26) 
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= -d>x% - a,rí;,. (3.27) 

Somando a ambos os lados de (3.27) e usando a simetria dos símbolos de 

Christoífel, obtém-se 

~ 2 V2V1V3 + • (3.28) 

Agora este resultado pode ser usado para encontrar a expansão em coordenadas 

normais dos campo G^i, e Bfj,^ até a ordem de interesse 

Expansao Perturbativa dos campos no espaço tempo 

De (3.18) obtém-se 

G^.(^o + 0 = G^,{Xo)-i-^G^AXo)e + 

Como se esta escrevendo esta expressão num sistema de coordenadas normais então 

(3.30) 

mas supõe-se que em (Á4,Q) a métrica é covariantemente constante, portanto este 

termo não aparece na expansão. 

As derivadas do terceiro termo em (3.29) podem ser escritos como 

dxd,G^, = VxVpG^, + dxfl^Gr,,, -f dxf%G^^. (3.31) 

Simetrizando (3.31) em A e p, e usando (3.28) 

d{xdp)Gfii, — V(aVp)G^í/ -f- ^[Ri/(^pX)fí d" Rvn(Xp) d" Rp.{px)v d* Rpu{Xp)\' (3.32) 

Substituindo esta expressão em (3.29), e usando as simetrias dos componentes do 

tensor de curvatura 

RpuXp — R: ■fivpX) Rpvxp — R. •Xppu) (3.33) 

5 Usando (3.25) é possível relacionar derivadas da conexão era coordenadas normais com tensores 

de curvatura para n > 3, as quais são necessárias para calcular a expansão perturbativa a fim de 
obter termos de ordem mais alta que 1—loop. No entanto, um algoritmo mais útil para encontrar 

expansões de tensores em coordenadas normais a ordens mais altas encontra-se em [19]. 
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obtém-se 

+ n) — Gfii,{Xo) + + ..., (3.34) 

onde de novo, as derivadas covariantes de G são zero. Agora, a expansão (3.34) está 

escrita puramente em termos tensoriais, pelo qual, é uma expressão válida em qual- 

quer sistema de coordenadas. Por este motivo, pode-se deixar de usar a notação com 

barra. Lembrando a expressão da função de partição (3.15), é necessário calcular 

também da{XQ +11^). Para isto, calcula-se (3.20) em s = 1 e diferencia-se: 

a.{xi; + n") = õm + a.e - (3.35) 

e usando de novo (3.28), 

a.(xs + n") = a,xs + v.e + íã<‘ x^Ax^ee - (3.36) 

onde 

V„í" = + T%,ea,XS (3.37) 

é a covariantização de da^^- Assim, (3.36) fica escrita de uma maneira onde a 

covariância é manifesta. 

Finalmente multiplicando as expansões (3.34) e (3.36) encontra-se 

SclXo + nj = SclXol + ^l^iea^lsfG^AxSVtC 

(G^.v.eVíí*' + R„x,AxsaiX^„ee) 

v,ríV 

(3-38) 

Se o campo Xq satisfaz à equação de movimento clássica derivada de Sa 

aa(^/\g\g'^ai,xi‘) = -^\g°^TtAXAxè, (3.39) 

O termo linear em ^ da expansão (3.38) desaparece. Daqui em diante, supõe-se que 

este é o caso^: escolhe-se o campo de fundo Ao tal que ele satisfaz às equações de 

^Não é necessário substituir explicitamente a equação de movimento em (3.38), o termo linear 
em é precisaunente a variação até primera ordem da ação, com respeito a variações do campo 

X>^. 
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movimento clássicas para Se^. 

Agora, para o tensor antissimétrico obtém-se a seguinte expansão 

B^,{Xo + U) = B^,{Xo) + VxB^,{Xo)e + \{^x^pB^A^o) 

XppBr,,{Xo) + ^RP XpuB^r,{Xo))ee + •••• (3.40) 

De (3.40) e (3.36), encontra-se 

5s[;fci + n] = Sj,[A:„] + ^|^<ÍCT£“*(B„„(jf„)a„x„"Vír 

+\vxB^a,XSdtXSe) (3.41) 

/^<ÍCTe'“(B^(A-„)V.eVkí‘' + 2VxB^a,XSe^t(- 

+\('^xVpB^ + 2B„iP x^)a.XSdtX^^ee] + ■■•■ 

No entanto, note-se que a ação para o tensor antissimétrico Sb é. invariante por 

transformações 

—> 5^1/ + d^Ki, + di/Afi, (3.42) 

para alguma função vetorial A^(A'). Esta é uma simetria deste campo no espaço 

tempo, portanto, é importante que os termos da expansão também tenham esta 

simetria. Por este motivo, procura-se que os termos da expansão estejam em termos 

do “field strength” 

HpvX — ^ pBvx + ^ vBxfi + XxBfjív — V[^B^x]j (3.43) 

que é invariante por transformações (3.42). A notação com colchete nos subíndices 

indica que eles são antissimetrizados. Usando a regra do produto para derivadas, 

e desprezando termos de superfície, encontra-se a seguinte expansão para Sb até 

segunda ordem em ^ 

SelXo+n] = Sb[Xo]+-^ ^ (Pae'^ {Hx^d^XieV^e + ^VxH„.A^SdtX^(^e) 

(3.44) 

A expansão para obtém-se com maior facilidade 

5<,[Xo4-n] = S4Xo] + :^ 

^ V^V,$(Xo)e^r + •••• (3.45) 

-h.... 
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Ao querer escrever os diagramas de Feynman correspondentes às expansões (3.38), 

(3.44) e (3.45), nota-se que o termo cinético, que só aparece em (3.38), não é sim- 

ples por causa do acoplamento com o campo Isto ocasiona dificuldade para 

encontrar o propagador do campo Felizmente, é possível simplificar esta tarefa, 

escolhendo uma base de coordenadas ortonormais, ou base tetrada. A seguir, se da 

uma descrição de como isto é feito. 

Bases Coordenadas e bases Tetradas 

Denotando por {9^} os vetores da base coordenada, uma outra base escreve-se como 

uma combinação linear dela 

êi = ei^â^, (3.46) 

com z = 0,..., D — 1. Para que a nova base seja ortonormal, ela deve satisfazer 

G{êi, êj) = ® dX‘'{ei Bj Pdp) = %, (3.47) 

logo 

Denotando-se por os elementos inversos de e^*, eles satisfazem 

(3.48) 

J — fí.3 p 'p^ = Á (3.49) 

e de (3.48) obtém-se 

‘nijCp, ^ = G^t/. (3.50) 

Nesta base, introduz-se a conexão com componentes ojfi*j- Ela está definida 

pela condição que a derivada covariante atuando na base tetrada é zero: 

' = dp6,' - ' je, ^ = 0. (3.51) 

Agora, é fácil ver como estão relacionadas as componentes de um vetor nas duas 

bases: 

de onde 

^ = Cêi=êei>^dp = ed^, (3.52) 

(3.53) 
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Portanto, usando (3.48), (3.51) e (3.53) 

(3.54) 

= (VaO’(VfcO^ (3.55) 

Neste caso. Va indica a covariantização da derivada da, dada por 

(VaO' = daC + ’■ i^aX^e, (3.56) 

e assume-se que esta derivada atuando em * é zero. 

Desta maneira, encontra-se a seguinte expansão para a ação do modelo sigma gen- 

eralizado 

S4x„ + n] = s,[Xo] + ^ 

+RnÁXií)a,xSdiXíCí‘] 

+J^ /,<í“c'\/Ms“‘í2««(A:o)(V,í)‘(Vtí)'í‘í' (3.67) 

X <^<^^[HmiXo)a.XS(‘iVi(y 

+lviH^j{Xo)a^xsa„xsêe] 

Çi + .... 

Em séguida será calculado o traço do tensor energia momento a um loop num gauge 

fixo da métrica da folha de mundo. 

3.3 Cálculo da anomalia a 1-loop 

Como foi discutido no capítulo 2, verificar se a teoria têm invariância de Weyl, é 

equivalente a verificar se o tensor energia-momento tem traço zero. Lembrando a 

expressão para o funcional gerador em termos da ação efetiva 

= e-^. (3.58) 

Esse funcional depende somente da métrica da folha de mundo (em um gauge fixo) 

e, como conseqüencia da invariância por difeomorfismos, satisfaz 
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ou no gauge conforme 

0 
Sg 

Integrando esta expressão por partes 

(3.60) 

1 sr 

+ V, 

V9 ^9^ 

(J_sr\_^,íi sr 
nZS \2y/g5u) \\íg5g'^ 

e como as funções e são arbitrárias, obtém-se o conjunto de equações 

(3.61) 

V, 

V, 

/ 1 ST' 

\2y/gôuj^ 

í 1 ST' 

\2VgSu}^ 

/ 1 ST 

[VgSg^^ 

í 1 ár 

\y/g5g^^ 

(3.62) 

(3.63) 

Estas equações são o análogo da conservação do tensor energia momento clássico. 

E possível mostrar que o lado direito são as derivadas do valor esperado das com- 

ponentes e zz deste tensor, como se argumentará na continuação. 

De (3.58), 

ár _ 1 

5g^^ ~ QSg^^' 

O elemento de medida pode contribuir com respeito na variação da função de 

partição, mas este não é o caso no gauge conforme, como pode-se verificar usando 

o produto interno ||áX|p, definido no capítulo anterior, que serve para definir o 

elemento de medida funcional [dX]. Isto permite escrever 

e da mesma maneira 

O lado esquerdo de (3.62) será identificado com o valor esperado do componente zz 

deste tensor. 

Assim, independentemente do componente de g considerado, a variação da ação efe- 

tiva com respeito a ele será identificada com o tensor energia momento na formulação 

quântica; 
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47t ár 
(3.67) 

Desta maneira, (3.62) toma a forma de uma lei de conservação 

V,(T^,) + V^(r,,) = 0. (3.68) 

A idéia é usar o valor de (T^^) calculado a 1—loopH, encontrando uma expressão que 

permita indicar condições sobre a simetria de Weyl. Encontrar uma expansão em 

diagramas de Feynman será bastante útil para fazer este cálculo. Para encontrar 

esta expansão, usa-se a definição do gerador funcional Í2 (3.15), a definição do tensor 

energia momento (3.67) e a expansão em campo de fundo para a ação do modelo 

sigma generalizado (3.57). Só por simplicidade, considera-se inicialmente que o 

espaço da folha de mundo é Euclidiano, e posteriormente serão considerados os 

efeitos da curvatura na folha de mundo. 

Usando-se a notação q = q^, q = q^, no espaço dos momenta a lei de conservação 

(3.68) se escreve 

q{TM)+Q{Tzz{q)) = 0. (3.69) 

Nesta notação, a dependência nos momentos q, indica que a expressão está escrita 

no espaço dos momentos. Primeiro será calculada a contribuição a (T^z) que vem 

da variação da ação efetiva que só contem o termo Sq- De (3.67) e (3.64) 

<r.;> = /Me{-(5[Xo + Íl - S[x„])}^í^2líí±|fi2!y2]), (3,70) 

Agora será entendido el por que da definição (3.15) e a vantagem de usar uma base 

tetrada. 

O termo na exponencial pode-se como 

+ ^] — «ScrfATo] = Slív + Sjnt, (3-71) 

onde 

Slí. = X (3.72) 

e 

IIO vaJor de ÇT^z), é sempre finito, como é mostrado em [20] e isto garante que seu valor sempre 
possa ser usado para calcular {Tnz)- 
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Isto é, a substração do termo ^[Xo] deixa uma expressão para o valor esperado no 

vácuo do tensor energia momento (ou em geral, de qualquer valor esperado) como 

uma expressão sempre em termos do campo quântico Note que se usou uma 

das simetrias do tensor de curvatura (3.33). Ter escolhido a base tetrada permite 

encontrar uma expressão para o propagador no espaço de momentos, já que permite 

escrever Slív como o termo cinético para o campo quando a folha de mundo tem 

métrica plana, como é o caso que está sendo considerado. Ele permite identificar 

o propagador (ver Apêndice A, equação (A.17)). No espaço dos momentos, este 

propagador é expresso diagramaticamente como uma linha 

Do termo encontra-se um vértice, representado graficamente por um ponto 

As linhas curvas representam o campo de fundo Xq. Escrevendo (3.70) como 

e fazendo uma expansão da exponencial do termo de interação, encontra-se o seguinte 

diagrama 

9 

(3.74) 

í 

i:d.í‘a,e 

Q l 

Gráfico 1. 
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onde a cruz representa uma inserção do tensor energia momento. Deste gráfico, 

usando as regras para o vértice e o propagador, multiplicar por um fator de 2 (por 

a simetria ao fazer as contrações), e integrando sobre o momento interno l, então 

{T„>g = i / 
cPl l{I+q) 

{R^,daX^d-X^}iq). (3.75) 
27T /2(Z + g)2 

Nesta equação, as chaves indicam que esta é uma expressão no espaço dos momentos, 

mas independente do momento l. 

Para calcular a integral em (3.75), usa-se o parâmetro de Feynman x para excreve- 

la de uma forma conhecida, cujo valor pode ser encontrado usando por exemplo 

formulas de regularização dimensional para o cálculo de integrais [16]. Introduzindo 

o parâmetro a:, o integrando de (3.75) escreve-se 

l(l + q) /•! — iZ2)2 -f (/I _ il’^)(q^ — iq^) 
— ax 

l\l -h qf -L [xP -f (1 - a;)(Z -I- çr)2]2 

Definindo 

(3.76) 

A:“ = Z“ -f- (1 — x)q°‘, a = 1,2 (3.77) 

então 

/ 

dldl l{l + q) 

27T P(l + q)^ 
= í\x f — 

Jo J 7T 

(Pk {k^y — (A:^)^ — 2ik^k‘^ — x{l — a:)(ç^ — iq^y 

(A;2 + A)2 

com 

A = x(l — x)q^. 

(3.78) 

(3.79) 

Na integral (3.78) existem termos lineares em k, que foram omitidos pois eles anulam- 

se por simetria. Extendendo o espaço bidimensional para cZ = 2 -I- e, (3.78) tem já 

uma forma conhecida. Os dois termos quadráticos em k cancelam-se entre si usando 

/ 
d!^k 

7T2á“*’ 

(A;2 -f- A)2 
(3.80) 

Agora, usando 

2—- ^ 2 
(3.81) 

no limite e —> 0, obtém-se 
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I 

(fl l{l + q) Q 

q' 
(3.82) 

2tc P[l + qY 

Substituindo (3.82) em (3.69) obtém-se uma expressão para o traço (ou melhor, 

proporcional ao traço) do tensor energia-momento 

{T,,)g = (3.83) 

Agora, para calcular a contribuição a {T^Y) que vem da parte do tensor antis- 

simétrico, encontra-se dois tipos de interações: Uma do mesmo tipo do caso anterior, 

que permite escrever 

(3.84) 

Mas também encontra-se uma interação que vem do primeiro termo em (3.44). Um 

diagrama com só a ordem linear da expansão do exponencial dele anula-se por causa 

da antissimetria de H, portanto, considera-se a contribuição deste termo em ordem 

quadrática da expansão da exponencial da interação. O tipo de interação resultante 

está representada por 

do qual, obtém-se 

Gráfíco 2. 

{Tzz)h2 
1 {47ra'Y 

8o' (4X0')=' 
d.XSdtXÍH^jHMv“ 

dldl (Z -l- d* k^lzld 

2(27t)2 p{l^qf(l^kY 

(3.85) 

Sem perda de generalidade, pode-se fazer A: = 0. Usando 

e 

hh = (3.86) 

(3.87) 
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a equação (3.85) escreve-se 

com 

dldl l{l + q) 

27t p\l + qY' 
(3.88) 

(3.89) 

Usando o valor já calculado desta integral (3.82) e tendo em conta que existem quatro 

configurações idênticas ao diagrama do gráfico 2, encontra-se a seguinte expressão 

para (T^^) 

(T„)h, = (3.90) 

Finalmente, usando a espressão para a conservação do tensor energia momento (3.69) 

pode-se encontrar a expressão para {T^i)- 

Resumindo os resultados até agora, 

d^xsa^x^ + (-iv'JÍA^) a.xsdixs (3.91) 

Até aqui, foram ignoradas deliberadamente as contribuições ao traço que vem de 

variações da ação do dilaton ao escolher Çab = Sab- Pareceria que (3.91) seriam todas 

as contribuições a ordem (o:')°- No entanto, apesar de que em uma folha de mundo 

plana o escalar de curvatura é zero, a variação do termo dilatônico com respeito a 

variações infinitesimais de uma métrica, calculando o resultado numa métrica plana, 

é difejentes de zero. 

Fazendo esta variação 

SSt = -^ (íaí(yjüfl'«)4'(X), (3.92) 

pode-se usar a identidade de Palatini 

6R<S = (3.93) 

onde 

<^P^ = -g'^SgdeTlh + ^g'^{Sgda,b + Sgob,a ~ Sgab,d)^ (3-94) 

para escrever 

= V,(y^ff“‘ír^) - (3-95) 
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Integrando (3.92) por partes obtem-se 

'^hL + \/iíi<59“‘fi‘"’}- (3.96) 

Substituindo (3.94) em (3.96), integrando de novo por partes, e fazendo Çab — ^ab, 

consegue-se calcular o tensor energia momento 

T„f = 2{dadb - SabA)^X). (3.97) 

O símbolo A é o Laplaciano na folha de mundo. Em coordenadas {z, z), 

TS = -Ía$(JÍ(<t)), (3.98) 

e o traço é diferente de zero, como era de se esperar, por causa da falta de simetria 

conforme de S,^. Para calcular a contribuição deste traço à anomalia total de S^, 

calcula-se (3.98) em Xq, 

A$(Xo) = 2g^^d,dMXo), 

= 2g^^d,{d^^{Xo)d,X^), 

= daX^d^X^d^d^^Xo) + AX^d^^Xo). (3.99) 

Mas como supõe-se que o campo Xq satisfaz a equação de movimento clássica 

'■I/QO V"A 
,o6 

sj\g\ 

(3.100) 

substituindo (3.100) em (3.99), obtém-se 

1 
A$(Xo) = V^V,$(Xo)aaXé‘a“Xo" + -V>^^{X^)H^,y,-=daX^^dbXl (3.101) 

vií^i 

Isto é, as contribuições da parte clássica que vem da variação de 5$ são da mesma or- 

dem das contribuições que vem de {Tq) e {Th) a 1—loop: (o;')°. Conseqüentemente, 

escreve-se o siguente resultado parcial 

com 

(Tt) = &,xs<rx:; + 
^ab 

/ii/ 
\/w 

d^XSdiX", (3.102) 
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(3.103) 

(3.104) = -lv^Hx^,,{Xo) + H,^M^{Xo). 

Até agora, tem-se calculado o traço do tensor energia momento numa folha de mundo 

plana, mas ainda existem mais termos opacados por esta escolha da métrica em 

E. Para encontrá-los, pode-se continuar usando a conservação do tensor energia- 

momento sem ter que fazer cálculos em folha mundo com curvatura. Mas isto não 

é suficente, terá que calcular-se a função de dois pontos para este tensor. Para ver 

porque calcular esta função de dois pontos ajuda a encontrar o traço, lembre-se que 

por causa da simetria de difeomorfismos, uma métrica curva pode-se escrever como 

um fator de escala vezes a métrica plana. Nesse caso, dizer que a teoria tem simetria 

de Weyl, é equivalente a dizer que o traço do tensor energia momento, calculando 

numa métrica Çab = é igual a zero. Isto deve independer do fator de escala 

üj para que seja um resultado válido para qualquer folha de mundo curva. Então, 

minimamente a primeira variação com respeito a lu deve ser zero. Esta primeira 

variação escreve-se como 

S(T,,(z))ôg‘^ 

Sg“'> ÔLü ' 
(3.105) 

e calculando em w = 0, a variação (3.105) é escrita em termos da função de dois 

pontos para o tensor energia-momento 

(3.106) 
ÒU[Z ) 7T 

onde 

{T„(z)T^z'))> = (Tg(z)T°{z'))> + 2{T°{z)T*{z'))> + {Tf,(z)T%{z')),. (3.107) 

Uma integração de u permite escrever o traço do tensor energia momento em termos 

dos resultados obtidos dos cálculos da função de dois pontos. O que se obterá será 

precisamente algo já conhecido desde o capítulo 2: um termo proporcional ao escalar 

de curvatura da folha de mundo cuja constante de proporcionalidade contem 

a dimensão do espaço-tempo. Além disso, encontra-se-ão também contribuições dos 

campos G e H. 

Considere-se pelo momento, só os termos da ação clásica que têm simetria de Weyl: 

Sg e Sb- Ao nivel mais baixo em a', ((0;')°) ^3' função de dois pontos, {T^^T^z), 

encontra-se o seguinte gráfico 
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do qual extrai-se 

<T„(9)r„(-?)> = 1/ 

Para escrever a integral em (3.108) como uma integral cujo valor é conhecido, 

introduz-se um parâmetro de Feynman x, como já se fez. A função de dois pontos 

(3.108) toma a forma 

{TMTzÁ-q)) = 
D 

8 
J^dxJdk (A;2 + A)2 (3.109) 

com k e A dados por (3.77) e (3.79) respectivamente. Os termos em potências 

ímpares de k são zero por simetria, e os termos quadráticos também cancelam-se 

entre eles, como em (3.78) . Não é difícil comprovar que o termo quártico em k 

desaparece usando 

Usando (3.81), encontra-se 

(H.(9)r„(-?)), = (3.111) 

Usando duas vezes a conservação do tensor energia momento qTz^iq) + ^zz{q) = 0, 

obtém-se 

i'^zs{q)Tzz{~q)) s — (3.112) 

Escrevendo esta equação no espaço das coordenadas 

(3.113) 
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onde usou-se 

(3.114) 

Da equação (3.106), encontra-se uma expressão para (T22) 

(3.115) 

Usando a expressão para o escalar de curvatura na folha de mundo 

r(2) ^ _2Au, 

válida no gauge conforme, consegue-se escrever 

(3.116) 

(3.117) 

Multiplicando ambos os lados de (3.117) por ,ZZ 

(3.118) 

Esta expressão já foi encontrada no capítulo anterior, só que dessa vez, apareceu um 

fator de D — 26 no numerador do lado direito em lugar de D. Este número —26 é 

uma contribuição dos campos fantasmas, que não foram incluídos no modelo sigma. 

Note-se que esta última contribuição ao traço do tensor energia momento tem uma 

estrutura diferente, pois é proporcinal a e não a daXQÕ°'XQ ou e‘^daXQdbXQ. 

Além disso, nesta contribuição não aparecem termos com os campos no espaço- 

tempo G e H. Para encontrar suas contribuições proporcionais a é necessário 

usar ordens mais altas das expansões de 5g[A"] e S'b[A] (lembre-se que no momento, 

estão-se considerando só os termos que vem das ações que são classicamente in- 

variantes por transformações de Weyl). Estas contribuições podem ser encontradas 

calculando os gráficos [21] 

dzCdz^^iq) 

Gráfico 4. 
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Gráfico 5. 

Gráfico 6. 

Estes cálculos a dois loops são mais complicados, pois aparecem subdivergências. 

No entanto, de acordo com [21] suas contribuições ao traço {Ta “) podem ser calcu- 

ladas usando a mesma estratégia da conservação do tensor energia-momento. Eles 

contribuem 

{Ta^) = cx'(R-^^R^^\ (3.119) 

onde Ré o escalar de curvatura no espaço-tempo. 

Resta ainda calcular as contribuições que podem aparecer considerando as funções 

de dois pontos ((T%{z)T%{z!)) e {T^^{z)T%{z')). Da expansão para a ação do campo 

$ não é difícil ver 

= 2[aã(Vi$)f-F -f--h (Vi$)aãf ]. (3.120) 

Tomando só o último termo da equação anterior 

(T»(5)T»(-,))í = (3.121) 

que se pode representar pelo seguinte gráfíco 
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de onde se obtém 

Gráfico 7. 

{T^T^)s = 7ra'(V$)2çç. (3.122) 

Usando a conservação do tensor energia-momento duas vezes, obtém-se uma con- 

tribuição de —ao traço do tensor energia momento. 

No entanto, a expansão para o tensor energia-momento que vem de fazer a 

variação para 5$ também contribui em ordem a', pelo qual é necessário calcular 

a Para calcular usa-se o mesmo procedimento que permitiu encontrar 

o tensor energia momento que vem da ação para o campo Encontra-se o seguinte 

resultado 

-H2(ViVj$)afae]. (3.123) 

Destes termos, os únicos que darão uma contribuição diferente de zero são os dois 

últimos. O produto do último termo com é representado pelo seguinte diagrama 

Gráfico 8. 

e o produto do penúltimo termo de (3.123) com pode-se representar por um 

diagrama similar. Do gráfico anterior pode-se ler 

{TgTf,)s = -ia'V"í (3.124) 
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esta integral é a mesma de (3.108). Assim, usando o mesmo resultado para a integral, 

encontra-se 

(ifA = (3.125) 

Para calcular a contribuição restante, tem-se que calcular 

O resultado é o dobro de (3.125) e somando tudo obtém-se 

= 2a'vÍ9ÍV"#ií<"). (3.127) 

Somando todas as contribuições calculadas até aqui da maneira indicada em 

(3.107) ao traço do tensor energia momento, ele é escrito como 

{Ta “> = P^g^^daXSdtXS + 0^e^daXSdiXS + (3.128) 

com 

+ (3.129) 

+ (3.130) 

= -^^^ + a'(i7-:^ + 4V2$-4(V$)2). (3.131) 

Como foi establecido desde o começo, a contribuição ao traço que vem dos fantasmas 

foi incorporado em /S*. 

A continuação será mostrado como todas estas funções P podem se igualar a zero 

de uma maneira consistente de modo que a teoria é livre de anomalia a 1—loop. 

3.4 Condições de Consistência da invariância de Weyl 

Quando os campos no espaço-tempo B e ^ são zero e é a métrica plana, os 

coeficientes em (3.128) são zero, e 13^ reduz-se ao número oi encontrado 

no capítulo 2, tal como é de se esperar. Nesse caso, por argumentos de localidade 

e dimensionalidade escreveu-se o traço do tensor energia-momento proporcional ao 

escalar de curvatura na folha de mundo e a anomalia foi identificada com a constante 

oi. No entanto, quando a corda é acoplada a campos no espaço-tempo aparecem 

termos no traço que não têm esta propriedade; eles são proporcionais a daX^dbX''. 
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Além disso, /5^ aparece como uma correção a ai. Para que a teoria seja livre de 

anomalia, as três funções ^ devem-se anular, mas isso deve acontecer de uma maneira 

consistente, onde por consistente entende-se a preservar a propriedade que é um 

número. O termo de ordem o! em são campos calculados no espaço tempo, e 

por isso em princípio, não têm que ser constantes. Felizmente, como se mostrará na 

continuação, as condições = 0 e = 0 implicam em que o gradiente de é 

zero, com o qual é uma constante. 

Usando a identidade de Bianchi para o tensor de curvatura 

é fácil ver que o tensor de Ricci satisfaz 

= \^uR- (3.133) 

Da definição do ”field strength” pode-se verificar que ele satisfaz a seguinte 

identidade 

V[píf/it/A] ~ Oj 

o que permite escrever 

Assim, calculando obtém-se 

^(3.136) 

onde se usou a definição do tensor de curvatura [V^i, = —R^vp 

Em termos da função e a função Pf^ a equação (3.136) é escrita como 

(m - - 4{V$)") + + 2;9° v-í. (3.137) 

OU 

VfiS- = + 2;SS-V-í, (3.138) 

de onde se conclui que P^ será uma constante se as funções e P^,, são zero. 

Porém, todas as funções P igualadas a zero fazem com que a teoria seja invariante 

de Weyl Quanticamente. 

(3.134) 

(3.135) 

(3.132) 
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3.4.1 Relação do cancelamento da anomalia com a Geometria do espaço 

tempo 

O sistema de equações que obtém-se de fazer as três funções ^ iguais a zero pode 

ser escrito de uma maneira mais sugestiva. De = 0 consegue-se escrever 

R = _ 4y2^ _ 4(v$)2^ ^3 
X ^ 

com o que de — 0 obtém-se 

Rfiu ~ (3.140) 

onde 

= \[h%- - 2V„V.* + - 2G„„(V4)^ (3.141) 

A equação (3.140), satisfeita pelo campo métrico, é a equação de Einstein no espaço 

tempo, com tensor de energia-momento (3.141). Este tensor é simétrico, mas sua 

conservação deve ser verificada. De fato, aplicando o operador à equação (3.140), 

o lado esquerdo é identicamente zero, como pode-se verifcar usando a dentidade de 

Bianchi (3.132). O lado direito pode ser escrito como 

(3.142) 

De maneira que as condições para que a teoria tenha simetria de Weyl ao nível 

quântico = 0, = 0 garantem com que o tensor energia-momento para a 

matéria seja conservado. 

Agora é possível encontrar outras duas equações para os outros campos no 

espaço-tempo. Tomando o traço de P^^ encontra-se 

= R- \hI, + 2V^$, (3.143) 

mas da condição p^^ = 0 junto com P^ =0, consegue-se eliminar R para escrever 

- 2(V$)2 = (3.144) 

que constituirá uma equação para o campo $. 

Finalmente, a equação para o campo H virá da mesma condição P^^ — 0 : 

V^Ra/2. = (3.145) 
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Como é conhecido, a equação de Einstein é deduzida como equação de movimento 
/ 

da ação de Einstein-Hilbert. E pois tentador pensar que as três equações para os 

campos no espaço-tempo (3.140), (3.144) e (3.145) sejam dedutíveis de um princípio 

de ação. Este trabalho foi feito em [26], onde a seguinte ação é encontrada 

S = I d^X^\e~^^ (r - + 4(V$)2) . (3.146) 

Efetivamente, fazendo a variação de (3.146) com respeito aos campos G H e ^ 

obtém-se 

SS = J + 2V„V„$ - 2G„,VH 

+2G^(VÍ)= + ^G^H^ - - 

(3.147) 

O setor de derivadas do campo em (3.146) não tem a forma da ação de Einstein- 

Hibert por causa da exponencial do campo $, mas fazendo uma transformação 

Gfu, = (3.146) muda como 

+4(W)2 - (3.148) 

onde a notação com~é para indicar que as contrações foram feitas com a métrica G. 

A ação de Einstein-Hilbert estará contida em (3.148) escolhendo 

4$ 
(3.149) 

com o que (3.148) escreve-se 

S = l d-^Xy/lõi {it - 

Na ação (3.150) identifica-se um termo cinético para o Dilaton e um termo do tipo 

Maxwell para o campo antissimétrico, mas com um acoplamento ao campo $. 

Termina-se pois, encontrando conexões de um tipo já conhecido entre os campos do 

espaço-tempo, a partir da idéia de formular uma teoria de cordas acoplada a campos 

no espaço-tempo. 

No capítulo seguinte será feita uma descrição de como calcular as funções ^ a 

ordens mais altas. 
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Capítulo 4 

Invariância Conforme a ordens mais altas 

4.1 Método do Grupo de Renormalização 

4.1.1 Descrição do Método 

Numa Teoria Quântica de Campos (TQC) é comum que o cálculo de funções de cor- 

relação dem resultados infinitos ordem a ordem em teoria de perturbações, e como 

conseqüência, quantidades observáveis calculadas a partir delas (por exemplo a auto- 

energia do eletron em QED) são também infinitas. No entanto, existe uma maneira 

sistemática de “remover” os infinitos fazendo uma redefinição dos campos, massa 

e constantes de acoplamento. Esta sistemática é conhecida como renormalização, 

e pode ser implementada introduzindo um parâmetro de escala n e escrevendo os 

campos e quantidades em termos dos quais está escrita a teoria inicialmente (deno- 

tados por campos e quantidades nuas) em termos de novos campos e quantidades 

(chamadas de renormalizadas) mais uma série de contratermos calculados usando 

o método de regularização dimensional. Deste modo, as regras de Feynman são 

alteradas de tal maneira que consegue-se obter resultados finitos ordem a ordem no 

parâmetro de perturbação. Nem toda TQC é renormalizável. Uma maneira de ver 

se ela tem esta propriedade, é verificar se a constante de acoplamento é adimen- 

sional como é o caso em teorias como e QED em quatro dimensões. O modelo 

sigma generalizado (3.1) também satisfaz esta propriedade, mesmo que o número de 

constantes de acoplamento sem dimensão é infinito, como foi observado no capítulo 

3. Agora, as funções de correlação independem do parâmetro de escala /x, o que 

será escrito como uma equação diferencial cujos coeficentes são conhecidos como 

funções p. A utilidade do método do grupo de renormalização aplicado ao modelo 

sigma generalizado se verá quando o tensor energia-momento for escrito como uma 

soma de termos, cujos coeficentes são as funções P deste modelo e identifica-se as 

funções p com os coeficentes dos contratermos menos singulares. Mas para ilustrar 

o processo, considera-se primeiro o caso de uma teoria de campo escalar em quatro 
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dimensões, sem massa. 

4.1.2 Exemplo para um campo escalar 

No quadro do formalismo de renormalização, a constante de acoplamento nua Xb 

numa teoria de campo escalar é escrita como 

onde e = d — 4, Aéa constante de acoplamento renomalizada, fjL é um parâmetro de 

escala com dimensão de massa e os coeficentes üí da série em e“* correspondem aos 

contratermos que devem ser somados para fazer finita a teoria, calculados ordem a 

ordem usando regularização dimensional. Na prescrição de fHooft, [22], supõe-se 

que eles não têm dependência explicita em //, pelo qual, só A dependerá de fi para 

que o acoplamento nuo seja independente da escala. 

Para saber como é a dependencia da constante de acoplamento renormalizada com 

a escala, faz-se uma pequena varição desta última: 

/í =//'(l - 77), (4.2) 

com 77 uma quantidade infinitesimal. Então, a expressão (4.1) toma a forma 

Ab = w (a - - ,a,(A) + S j . (4.3) 

Agora, definindo 

A = A'-h C77A + 77zai(A), (4.4) 

com z = 1 — A^, a equação (4.3) escreve-se 

Ab = (f,'y (a' + ç iai(V) - i: i ■ (4-5) 

A equação (4.5) tem a mesma forma que (4.1) se 

ztti+i = zai 
düi 

dX 
(4.6) 

isto é, a condição (4.6) é uma condição de consistência para manter o suposto de ter 

uma constante de acoplamento nua independente da escala. 

Agora, (4.4) pode-se escrever como 

,A'-A 

^ H- fi' 
= eA + zai{X), (4.7) 
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(4.8) 

OU fazendo o limite /i' —> /i, encontra-se 

4a = -^(A), 

com 

= eA-H 20i(A). (4.9) 

É importante fazer notar que a função ^ assim definida depende só do coeficente a\ 

do pólo simples Numa expansão perturbativa, cada loop contribui com um pólo 

simples, portanto, calcular a função /? reduz-se a identificar e calcular os termos que 

tem esta divergência. A equação (4.6) pode ser usada como algoritmo para calcular 

os coeficentes dos outros contratermos mais divergentes. 

De uma maneira similar, no caso do modelo sigma serão encontradas expressões para 

as funções ^ deste modelo em termos dos contratermos com polos simples e condições 

de consistência do tipo (4.6), que serão úteis para escrever o traço do tensor energia- 

momento em termo das funções yS. No seguinte, serão ignorados termos que contém 

o tensor antissimétrico H. 

4.2 Método do grupo de renormalização aplicado ao Modelo 

Sigma 

O ponto de partida é a continuação analítica em 2 -f- c dimensões da ação para o 

modelo sigma generalizado 

5 = ^ I dv (G%g'^'’daX^dbX'' + , (4.10) 

onde dv = é o elemento de volume em 2 -f e dimensões. O super-índice 

B designa as constantes de acoplamentos nus. Tal como no caso do campo escalar, 

estes acoplamentos nus serão escritos em termos de acoplamentos renormalizados 

(denotados sem o super-índice B) e uma soma de contratermos, 

+ (4.11) 

= /.í*(Z$-h4r), (4.12) 

com 

oo '^1 

T,ÁG) = (4.13) 
L=\ 1=1^ 
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(4.14) 
OO -^1 

L=1 i=l ^ 
00 1 

«■(G) = E7*®(G)- W-16) 

De novo, a' é usado para contar o numero de loops na expansão perturbativa que 

permite encontrar os contratermos e Eles são contratermos calculados 

usando coordenadas normais na expansão em campo de fundo, por isso, eles consti- 

tuim expressões covariantes. 

Note-se a diferencia entre (4.11) e (4.12). Na ultima, o acoplamento renormal- 

izado $ está acopanhado de um fator Z{G). A expressão esta constituída por 

derivadas aplicadas a $ propriamente contraídas para formar escalares, por ex- 

emplo tal como esta constituído de derivadas de objetos tensoriais 

tivpi Rfiu ou R, ou combinações de eles formando tensores do tipo (2,0) no espaço 

tempo. De ai a dependencia de G em Mas também (4.12) tem uma soma 

de contratermos ^(G) que não tem análogo em (4.11); isto é debido a que podem 

aparecer contratermos escalares construídos só com a métrica G^,,, por exemplo 

Rfii/XpR^''^^ acoplados com o escalar de curvatura na folha de mundo 

Tal como se fez no exemplo do campo escalar, da condição de invariância de escala 

das constantes de acoplamento nuas 

serão derivadas as expressões para as funções ^ do modelo sigma. Substituindo 

(4.11) na primeira das equações (4.16) obtém-se 

= -eG^ - (4.17) 

Tanto o segundo e terceiro termo do lado direito de (4.17) podem-se obter de (4.13); 

eles são 

^ rr   xp / i\L 1 9G 
— zJ (^ ) 

rp{L,í) 
^1/ 

8G ' 
(4.18) 

e 

(4.19) 

onde foi implementada a notação A-B = em (4.18). Esta será a interpretação 

que se dará quando se escreva um ponto entre dois objetos neste capítulo. 

Agora bem, inserindo (4.17) em (4.18) e substituindo (4.19) em (4.17), a parte não 

singular de (4.17) fica na forma 
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nu = -eG 

Mas quando -> A ^G^,y, 

e (4.13)de onde encontra-se 

fyp{L,l) 
^ - Ç + Ç (a')'-G • (4.20) 

T^u'''^ —> como pode-se ver de (4.10), (4.11) 

logo (4.20) escreve-se 

com 

G ■ = -{L - l)TfÍ’‘K (4.21) 

— ^G^1/ -f- ^fivt (4.22) 

P^. = -Y. (a'fLTÜ-'\ (4.23) 
L 

Tal como no exemplo do campo escalar, a função /? vem dada pelos coeficentes do 

polo simples, ordem a ordem em teoria de perturbações. Agora fazendo os mesmos 

cálculos, mas conservando as partes singulares (coeficentes de e“*), de (4.18) 

Aí 
dfi = - E (“')'■ E 

i=l ® ao ac 
E (“')'■ (4.24) 

usando (4.21) e (4.22) obtém-se a seguinte expressão para a parte não singular 

E (a')''iIÍÍ'‘-"‘> + ^ ^ E = 0. (4.25) 
L L 

A equação (4.25) permite encontrar contratermos de ordem e”*, com z > 1, aunque 

eles não são importantes no calculo da função /?. 

Seguindo o mesmo procedimento para encontra-se a seguinte equação satisfeita 

pela parte menos singular 

O 
H—^ = -e^ + 'YÍ^) + e{G), (4.26) 

onde 

7($) = - ^ (4.27) 
L 

e(G) = ^G.A_i)^(D. (4,28) 
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Agora, se transforma como quando G —> A logo 

G • (4.29) 
oG 

Seguindo um procedimento similar, mas para os coeficientes de e“*, com í > 1, 

encontra-se as seguintes condições que estes coeficentes devem satisfazer 

+ E + E = 0- (4-31) 
L L L 

Estas relações de consistência (4.30) e (4.31) entre contratermos ^ e Z$, junto com 

(4.25) permitirão relacionar o traço do tensor energia-momento com as funções P, 7 

e 6. 

Para encontrar esta relação, primeiro se encontrará uma expressão para o traço do 

tensor energia momento de sua definição: 

r “ - 
“ y/9^ ôg‘^' 

Fazendo esta variação na ação (4.10) encontra-se 

(4.32) 

T„ “ = - 2a'£Ã<'‘>$® + 4a'Aí*}, (4.33) 
2o;' ^ 

onde /(I — e) e A é o operador Laplaciano em dois dimensões. 

A pesar de ser derivado de uma teoria renormalizada, o tensor energia-momento 

na folha de mundo não é finito, ele precisa ser renormalizado. Por esse motivo, 

será definido um ordenamento normal, denotado por N de quantidades do tipo 

Ffi^daX^dbX''g°^ e de escalares no espaço tempo, que constituim os termos que 

compõem o traço (4.33). Os resultados desses ordenamentos normais serão finitos. 

Como a ação (4.10) é finita quando é escrita em termos dos acoplamentos renormal- 

izados usando (4.11) e (4.12) [23], derivando a ação com respeito acoplamento G^i, 

permite obter uma quantidade finita; cujo resultado é 

4xa'g^ I dvii‘{{6'‘+ ^)a,X^dtXi’g<^ 

+2a'ijP)(^$+J^)). (4.34) 

Inserindo um tensor dentro de (4.34), consegue-se definir um ordenamento nor- 

mal 

53 



/oS 
dv^l^N[F^,,^aX>^^bX''g^] = 4WF- — 

/cYT 
dvf,'({F^ + F ■ -^)d,X“diX‘'g<^ 

+2a'iZW(F-||4 + F-||)). (4.35) 

Como a teoria esta renormalizada, este é um resultado finito [23]. Além disso, 

define-se de uma maneira similar 

I dvfFR^^^N[H] = 27r||// 

= J dviFR^'^^ZH, (4.36) 

para um escalar H no espaço tempo. 

Agora, para escrever o traço (4.33) em termos destas objetos normalizados, este 

é integrado na folha de mundo e escrevendo as quantidades nuas em termos das 

renormalizadas e seus contratermos usando (4.11) e (4.12). O resultado é 

2a' IdvTa “ = Idvfi^{-e{G^,^ -1- T^^)daX'^di,X''g‘^'’ - 2a'e{Z^ + 

+4a'An^{Z^ + ^)}. (4.37) 

No último termo de (4.37) aparece o operador laplaciano A em dois dimensões, este 

último termo é pois um termo de superficie que será desprezado na continuação. 

Somando e substraindo termos, a equação (4.37) pode ser escrita como 

2a'JdvTa'^ = Jdvfi^{{0^, + P~T^,)daX'^dt,X''g'^'’ 

+ G • —T^,)daX>'dbX‘'g''‘’ - 2a'eR^^\Z^ + ^) 

+ P • - tG • (4.38) 

incorporando as definições (4.35) e (4.36) em (4.38) e usando as condições de con- 

sistência (4.25), (4.30) e (4.31), também como (4.21) e (4.29), a integração do traço 

do tensor energia-momento toma a forma 

2a' I dvTa “ = I dvfx^{N[MdaX''dtX‘'g‘^ - eN[G^,]daXf'dbX‘'g‘^'' 

+2a'R^^\N['y + 0]) - 2a'eAT[$]}. (4.39) 
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Logo, com a condição = 0,6/0* = 7 + 0 = 0 no limite e —0 o traço inte- 

grado do tensor energia-momento é zero. Como conseqüência, o modelo sigma não 

teria invariância de escala local, só global. Cabe enfatizar a importância do uso 

das relações de consistência entre os coeficentes dos contratermos mais singulares 

na dedução da expressão (4.39). No entanto, a idéia é usar este tipo de método 

para mostrar que a teoria tem invariância conforme. Deve-se encontrar, pois, uma 

expressão não do traço integrado mas do traço em termos das funções /0,0 e $. A 

idéia é redefinir o produto de operadores compostos, de maneira que o traço do ten- 

sor energia-momento seja finito sem ser integrado. Tseytlin [24] notou que somando 

a derivada total 

da{d^X>^A^) = VxA^daX^dbX''g°^ + a'R^^^W^A^ (4.40) 

à definição do ordenamento de operadores compostos sem integração, consegue-se 

fazer uma definição local e finita para o produto de operadores num mesmo ponto, 

com o que ele toma a forma 

N[F^,daX>^dbX''] = + F. + V^^A,))daX>^dbX’'g^ 

+2a'i?(2)(F. 11$ + F. (4.41) 

AT[iy] = ZH. (4.42) 

onde ’ 

= (4-43) 
L i ^ 

O que se quer dizer é que mais contratermos devem ser calculados. Em termos de 

ordenamento redefinido, o traço do tensor energia momento (4.33) escreve-se 

2a'Ta “ = N[p;^daX^dbX‘'g‘^’']+2a'R^^^N[p*]-eN[G^^daXf^dbX‘'g‘^]+2ea'R^^^N[^], 

(4.44) 

com 

+ V(„S„), (4.45) 

= 13+ 2y +26+ V‘i’S„ (4.46) 
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A maneira de exemplo se mostrará como calcular de novo o termo Rf^u da função 

i.e, o contratermo Lembrando a expressão a ordem mais baixa para a 

expansão de Sc- 

■ {^aC^bê - Ri,j.dMd^X^ée) , (4.47) 

pode-se calcular a ação com as correções devido à expansão perturbativa * 

Í2 = e~^ = J (4.48) 

onde Slív e Sjnt estão dados por (3.72) e (3.73) respectivamente e o lado direito 

pode-se calcular perturbativamente fazendo uma expansão em série de Taylor do 

exponencial. A contribuição à primeira ordem a F é 

r® = ^ / d'‘zR^.,dM3'X^{(‘{z)e(z')}, (4.49) 

onde deve-se tomar o limite z z'. Agora, a quantidade entre colchetes angulares é 

o propagador (A. 15), e escrevendo o logaritmo no espaço dos momentos, a seguinte 

expressão é encontrada 

/r ffilc ^) 
cfz2R,AXSd‘X^ I . (4.50) 

Tomando o limite z —> z' e usando regularização dimensional para resolver a integral 

em fc, obtém-se (escrevendo só a parte singular em e — d —2) 

r(2) = í d^z2a'R^,daX^d^X^, (4.51) 
ZTrea J 

de onde 

= -2R^,. (4.52) 

Substituindo (4.52) em (4.23) obtém-se o termo R^^ da função 

A maneira de proceder para calcular a 2—loop é ir até os termos ^ com 

potências três e quatro, e encontrar usando regularização dimensional quais dia- 

gramas dão um pólo simples. O cálculo não será feito aqui, mas os resultados 

encontrados em [10], [17] junto com algums valores calculados para gão 

* A notação (2) é para denotar que este foi o segundo termo da expansão de Sa em coordenadas 

normais, o primeiro foi zero usamdo as equações de movimento para Xq. 
^Devido á maineira como foi escrito o trziço do tensor energia- momento, aparece um 2a' que 

não aparece nas expressões do capítulo anterio. 
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= -\R^XnpRu Z(2-i) = 0. (4.53) 

Os contratermos e 0 só começam a aparecer a três loops. Eles são calculados 

em [24] e [25]. 

Em resumo as condições de invariância conforme podem ser encontradas me- 

diante o cálculo das divergências que tem pólos simples, as quais por sua vez são 

calculadas usando o método de regularização dimensional. Isto começa a ser uma 

tarefa mais comprida, pois aparecem subdivergências a partir dos diagramas a dois 

loops, e os contratermos para elas devem ser devidamente introduzidos. Apesar 

disso, as funções ^ para o modelo sigma generalizado foram calculadas até 2—loops 

[26], junto com a ação no espaço-tempo (encontrada usando cálculos de amplitudes 

de espalhamento de modos não massivos de cordas) e foi encontrada a mesma cor- 

respondência encontrada a 1—loop, i.e, as condições de invariância conforme podem 

ser derivadas desta ação no espaço-tempo como equações de movimento para os 

campos do modelo sigma. Cálculos até 3—loops foram feitos para o modelo sigma 

sem dilaton nem tensor antissimétrico, encontrando a mesma correspondência com 

as equaçãoes de movimento derivadas de uma ação no espaço-tempo [27], [28] e [29]. 
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Capítulo 5 

Conclusões 

Calcular quais condições devem ser satisfeitas para formular uma teoria de corda 

bosônica, tanto para uma corda sem acoplamentos, como acoplada com campos no 

espaço-tempo, permite encontrar condições de auto-consistência. O primeiro caso 

gera uma condição na dimensão do espaço-tempo que a corda se propaga; ele deve 

ter 26 dimensões. No segundo caso, a partir de um cálculo a 1—loop, encontra-se 

restrições nos campos com os quais a corda foi acoplada e que em princípio tinham 

certo grau de arbitrariedade. Pode-se observar que ter incluído o termo do dilaton 

na ação para o modelo sigma generalizado ajudou a determinar que a função é 

a uma constante quando e são zero. 

Existe uma maneira de escrever as condições para preservar a simetria conforme 

onde uma das condições é a equação de Einstein em 26 dimensões, com um ten- 

sor energia-momento que satisfaz uma lei de conservação. Isso é um requerimento 

importante por causa da simetria de difeomorfismos no espaço-tempo. Além disso, 

foi observado como este conjunto de condições de consistência são obtidos como 

equações de movimento para os campos acoplados com a corda a partir de um 

princípio de ação em 26 dimensões. Mesmo que esta ação não tenha sido derivada 

nesta dissertação, vale a pena apontar que ela pode ser encontrada no limite de 

baixas energias {a' 0) das amplitudes de espalhamento entre os estados não mas- 

sivos da teoria de cordas. Esta é uma relação que se mantém nas ordens em teoria de 

perturbações até onde foi calculado, e por isso, o cálculo de ações efetivas a baixas 

energias constitui uma área de aplicação do cálculo das funções P do modelo sigma. 

Uma maneira sistemática de calcular as condições de cancelamento de anomalia 

é através dos coeficientes da equação de grupo de renormalização do modelo sigma. 

Eles podem ser calculados dos contratermos menos singulares calculados ordem a 

ordem perturbativamente, usando uma expansão covariante e o método de regular- 

ização dimensional. 

Uma perspectiva do presente trabalho é aproveitar o que foi aprendido em sua 
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realização para ser aplicado na teoria de supercordas. Este tipo de teoria é de maior 

interesse, por conter férmions em seu espectro. No entanto, um problema aparece ao 

querer fazer um tratamento perturbativo com simetrias de Poincaré e supersimetria 

manifestas, devido à não existência de uma formulação para a teoria de supercordas 

com estas simetrias manifestas. Um avanço nesta área é uma descrição alternativa 

da supercorda [30] usando espinores puros. Assim, um problema interessante é usar 

espinores puros para escrever uma ação para o modelo sigma, e calcular equações 

de movimento com invariância super-Poincaré manifesta. Algumos pasos em esta 

direção já forom dados, calculando as equações de movimento para as supercordas 

Heterótica e tipo II a nível de árvore [31], e para a corda Heterótica a um loop [32]. 
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Apêndice A 

O Propagador no modelo sigma e cálculos de OPE 

Quando é escolhido um gauge Çab = àab para a folha de mundo da corda bosônica 

sem acoplamentos no espaço tempo, a ação toma a forma de um termo cinético para 

D escalares livres. Usando coordenadas complexas, {z, z) a ação é 

S = ^ í cPzdX.BX^^. (A.l) 
27ro'' J ^ ^ ^ 

Dela se encontra a equação de movimento para X^ 

^ = 0, (A.2) ÒXfi TTOr 

logo, dX^ é holomórfico: dX'^(z) e dX'^ é anti-holomórfico. Por outro lado, a ação 

para os fantasmas neste mesmo gauge é 

5/ = ^ (fz^b^^dc^^iz) + (A.3) 

de onde obtém-se as equações de movimento 

= 0, ;^ãi.„ = o. 
27T 27T 

= 0, ^db,, = o. 
zn 27t 

O valor esperado de um funcional F[X] é definida por 

(A.4) 

(A.5) 

(FIXl) = I [dX]e-^FlX]-, 

se ele é uma variação total, o valor esperado é zero; em particular 

de onde 

-l^(ãaA<‘(2,í)> = o, 'TT/^' 

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 
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i.e, obtém-se o valor esperado da equação de movimento clássica. Considerando uma 

inserção de z') dentro da função do valor esperado, deve-se satisfazer também 

de onde 

T]^^''{ô\z -z',z- z')) + -^d.d.iXf^iz, z)X‘'(z', z')) = 0, (A.IO) 
na' 

assim, as derivadas dd do produto de dois no limite z z' divergem. No 

entanto, fazendo a definição 

N[X>^iz, z)X‘'{z', ^)] = z)X''{z!, z')> + ^rf''ln\z - z!\^, (A.ll) 

logo N[X^{z, z)X''{z!, z')], chamado produto normalmente ordenado, satisfaz a mesma 

equação (A.8); para verificar isso, usa-se 

ddln\zf' = 2nó^(z,z). (A.12) 

Além disso, o produto normalmente ordenado não tem divergências, pois foi pre- 

cisamente definido tirando a parte divergente do producto de campos calculados no 

mesmo ponto. Que o produto normalmente ordenado satisfaça a equação (A.8) quer 

dizer que pode ser expandido numa parte holomórfica e outra anti-holomórfica. De 

fato, fazendo a expansão em série de Taylor do produto normalmente ordenado de 

X*^(z,z) com X‘'(z\^), da definição (A.ll) encontra-se 

z)X‘'(z', z')) = -%'n‘"''ln\z - z'1^ + NlXf^iz', z')X‘'(z\ ^)] 
Zà 
OO 1 

+ £ - z'rN[d^X>^{z\ z')X*'(z', z')] 
n=l 

+{z - z')"Ar[ã"X'^(z', z')X‘'{z', z')]}. (A.13) 

Esta é uma expressão conhecida como Expansão em Produto de Operadores, ou OPE 

(por suas iniciais em Inglês). Ela é útil pois contém a informação dos produtos dos 

campos quando estão calculados em argumentos que são próximos. Como no limite 

(z, z) tanto o produto normalmente ordenado de X^{z,z) com X''{z',z') 

como cada um dos termos da somatória em (A.13) é zero, então o comportamento 

quando estes dois pontos são próximos é 

, z)X‘'{z', z')) = ~^T]f^‘'ln\z - zf, (A.14) \ZyZ)~~^[Z fZ ) Zi 
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o que é usualmente denotado por 

z)X‘'{z', z')) ~ -^Tj^-^lnlz - zf. (A.15) 

Este é, por sua vez, o propagador ou função de Green correspondente a esta teoria 

livre. Dado que 

ddln\z — = 2wS^^\z — z',z — z'), (A.16) 

o propagador no espaço dos momentos é 

{Xf^X") (A.17) 

Da mesma maneira, incorporando o exponencial da ação para os fantasmas (os quais 

independem um do outro e os dois independem de X) junto com seu elemento de 

medida, pode-se encontrar de 

uma expressão similar a (A.IO) 

d%z{z, z)c^{z'z’)) = 2ir{ô^^\z -z',z- z')), (A.19) 

o que sugere definir o ordenamento normal entre fantasmas 

N[hz{z, z)c^(z', z')] = {bzz{z, z)cf(z', z')) í—(A.20) 
. z — z 

onde é usado 

9- = 27tS^^\z,z) (A.21) 

para mostrar que N[bzz{z)(f{z')] é holomórfico. Uma definição análoga a (A.20) se 

faz para o produto normalmente ordenado de com (f. De novo, o OPE de bzz{z) 

com (f{z') pode ser calculado expandindo em série de Taylor a parte normalmente 

ordenada em (A.20) e fazendo o limite (z, z) -> (z', z') encontra-se 

{b.Ázy(^)) ~ (A.22) 
z — z 

e como 6 e c anticomutam logo 

(c^(z)6„(z')> (A.23) 
z — z 

o tensor energia-momento, definido de 
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é o valor esperado do tensor energia-momento obtido classicamente quando a métrica 

da folha de mundo é plana. Em coordenadas (2, z) ele é 

(Tfjz)) = -^(dX’‘(z)dX„(z)), (Tf,(z)) = -^m“(í)dX^{z)). (A.25) 

Note-se que estas componentes estão sendo escritas como o produto de dois oper- 

adores no mesmo ponto, mas está sendo assumido nesta notação que eles já foram 

ordenados normalmente. Esta notação é assumida em todo o texto, e por isso as 

funções de correlação calculadas num mesmo ponto sempre são zero. 

Para fazer o OPE da componente do tensor energia-momento com ela mesma, 

escreve-se 

(T^Á^)TÍ(z!)) = ■^(d.X‘‘(z)d.X^(z)d^X‘-(z!)d,.X,(^)), (A.26) 

e usa-se o teorema de Wick, onde cada contração pode-se encontrar do propagador 

(A.15): 

iT£(.z)Tji(z')) = j^r;^xri„{2a,Xi‘(zja,.X>'\/)d,XH4d.’X'’'(z') 

De (A.15), 

logo 

+4d^x>^{z)d,>xp{z'){d,x\z)d,>x^iz')) 

+{dzX^iz)d,'X^{z')d,XHz)d,'X^{z'))}. 

{a.x‘‘(z)d,.x'‘{z')) ~ 

(A.27) 

(A.28) 

(T,í(z)Tí(.')> ~ - ^,j^^,{a.x\z)a,.x,(z')). (A.29) 

Agora, fazendo a expansão de dX^(z) ao redor de z' e mantendo só os termos 

singulares, de (A.29) obtém-se 

2(2 - Z'Y (z - ^ (z - 
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Por outro lado, o tensor energia momento para os fantasmas pode-se encontrar via 

teorema de Noether da simetria de 5/ por transformações 

= -vdbzz - 2{dv)bzZ, (A.31) 

(5c^ = —vd(f -f (dv)c^, (A.32) 

assim, encontra-se 

{T[^{z)) = ~{dbzz{z)(f{z)) - 2{bzz{z)dc^{z)). (A.33) 

A notação T^{z) = T^^{z), b{z) = b^z ^ c = <^{z) simplificará a escrita. O OPE de 

T^{z) com T^{z') é 

{T^ {z)T^ {z')) = {db{z)c{z)d'b{z')c{z')) + 2{db{z)c{z)b{z')&c{z')) 

+2{b{z)dc{z)&b{z')c{^)) + 4{b{z)dc{z)b{z')d'c{z')).{A.34) 

Onde fazendo as contrações de Wick de cada um dos termos do lado direito de (A.34) 

encontra-se 

(db{z)c{z)d'b{z')c{z')) 

2{db{z)c{z)b{z')&c{z')) 

2{b{z)dc{z)&b{z')c{z')) 

4{b{z)dc{z)b{z')&c{z')) 

(A.35) 
1 {c{z)d'b{z')) — {db{z)c{z')) 

~(z- z')'^ (z - z*Y 

4 4{c{z)b{z')) ^ 2ipb{z)&c{z')) 

{z - (-2 - z')^ z- z' ^ ‘ 

4 4{b{z)c{z')) ^ 2{dc{z)d'b{z'))^^^ 

{z — z'y {z — z')^ 

4 

z — z' 

^{b{z)d'c{z')) - {dc{z)b{z')) 

(z - z'Y {z - z'Y 

Substituindo (A.35), (A.36), (A.37) e (A.38) em (A.34), usando a antissimetria do 

produto de b com c e fazendo uma expansão em série de Taylor ao redor de z' 

obtém-se 

<r^(z)T/(/)) 
-26 ^ „ (T/(z')> ^ a'(r/(z-)) 

(A.39) 
2(z — z'y (z — z'Y z — z' 

Finalmente, escrevendo o tensor energia-momento total T = -\-T^, de (A.30) e 

(A.39) obtém-se 

D-26 

= 2(737)7 + 
(A.40) 
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Um campo $ é chamado um campo comforme, se o OPE do tensor energia 

momento com ele tem a forma. 

{T(z)4,{^)) ~ (A.41) 

onde h é uriia constante, conhecida como o peso do operador. Os OPE do tensor 

energia-momento com 6 e c tem esta forma, com h igual a 2 e — 1 respeitivamente. 

A transformação que gera a ação de nesses campos é precisamente (A.31) e 

(A.32), por isso foi mencionado no texto principal que 6 e c são campos conformes 

com pesos 2 e — 1 respectivamente. 
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