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Resumo

Neste trabalho, é formulado um problema de otimizagao para majorantes de uma
funcao custo, e é apresentada uma solucao étima para esse problema. Apds isso, esse
resultado ¢é aplicado para a obtencao de condicao relaxadas de estabilidade e estabiliza-
¢ao para plantas nao lineares descritas por modelos fuzzy Takagi-Sugeno (TS), baseadas
na Fungao de Lypaunov Fuzzy (FLF) e nas desigualdades matriciais lineares (do inglés
Linear Matrix Inequalities, ou LMIs). A FLF ¢ dada por V(x(t)) = x(t) TP(h(x(t)))x(t),
sendo X(t) o vetor de estado da planta, P(h(x(t))) =h1(X(t))PL+ha(X(t))Po+- - -+ hy (X(1)) R,
P =PT >0ehj(x(t)) é o peso relacionado ao modelo local i na representacio da planta
através de modelos fuzzy TS, parai=12,--- r. Quando a derivada de V (X(t)) é calculada,
aparece o termo X(t)TP(h(x(t)))X(t), que normalmente ¢ tratado utilizando-se majorantes
conservadores, supondo que os limitantes das derivadas de hj(x(t)), i=1,2,---,r, sdo co-
nhecidos. O principal resultado desse trabalho é um procedimento para obter majorantes
6timos para o termo X(t)TP(h(x(t)))X(t), que contemplem o valor méximo e sejam sempre
menores ou iguais do que esse valor maximo. Além disso, é mostrada também a importan-
cia de um cdlculo exato desses limitantes das derivadas de hj(x(t)), i=1,2,---,r, quando
a maioria dos resultados importantes da literatura apenas utilizam valores aleatorios para
majorantes que ja eram conservativos. Por fim, é proposto, uma vez que esse método de
obtencao de um majorante 6timo retorna varias possibilidades de majorantes para ter-
mos desconhecidos, que toda essa informacao seja associada ao projeto de estabilizacao
em si. Seguindo essa ideia, foram propostos também controladores dependentes dos ter-
mos gerados pelo método de obtencao desses majorantes 6timos, através de controladores
chaveados, gerando ainda menos conservadorismo na busca por solucao do problema.

Palavras chave: Modelos fuzzy Takagi-Sugeno. Funcoes de Lyapunov fuzzy. De-
sigualdades matriciais lineares (LMIs). Estabilidade. Estabilizagao. Controle fuzzy. Con-
trole chaveado.



Abstract

This work initially proposes an optimization problem and after presents its optimal
solution. Then, this result is applied to obtain relaxed conditions to design controllers
for nonlinear plants described by Takagi-Sugeno (TS) models, based on fuzzy Lyapunov
function (FLF) and Linear Matrix Inequalities (LMI). The FLF are given by V(x(t)) =
X(1)TP(a(x(t)))x(t), where x(t) is the plant state vector, P(a (x(t))) = az(X(t))PL+ az(x(t))P»
4+ ar(x(t))P, B =PT >0 and ai(x(t)) is the weight related to the local model i in
the representation of the plant by TS fuzzy models, for i = 1,2,---,r. When one cal-
culates the time derivative of this V(X(t)), it appears the term x(t)TP(a(x(t)))x(t), that
is usually handled using conservative upper bounds, supposing that the bounds of the
time derivative of o(X(t)), i =1,2,---,r, are available. The main result of this paper is
a procedure to obtain optimal upper bounds for the term x(t)TP(a (x(t)))x(t), such that
they contemplate the maximum value and are always smaller than or equal to the maxi-
mum value. Furthermore, it is also shown the importance of a exact calculation of these
bounds of the derivatives of hj(x(t)), i =1,2,---,r, while most of the important results
of the literature only utilize random values for these already constraint upper bounds.
Finally, it is proposed, once this procedure to obtain these optimal upper bounds utilizes
many possibilities for these upper bounds using unknown terms, that all this information
gets associated to the stabilization design itself. From this idea, it was also proposed
controllers that are dependent from this term generated by this method for these optimal
upper bounds, through switched controllers, resulting in even less constraints for search
of the solution to the problem.

Keywords: Takagi-Sugeno Fuzzy Models. Fuzzy Lyapunov functions. Linear Matrix
Inequalities (LMIs). Stability. Stabilization. Fuzzy control. Switched Control.
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LISTA DE SIMBOLOS

R Conjunto dos nimeros reais.

R" Conjunto de vetores com n x 1 elementos reais.

RM<M Conjunto de vetores com N X m elementos reais.

Kn Conjunto dos primeiros N nimeros inteiros positivos: {1,2,---,N}.
MT Transposto de uma matriz real M.

M > (>)0 M ¢é uma matriz positiva definida (semi-definida).

M < ()0 M ¢ uma matriz negativa definida (semi-definida).

Matriz Identidade.
|Z Valor absoluto de um ntmero real z
diag{M1,Mg,--- ;Mp} Matriz bloco diagonal cujos elementos diagonais sao M1, Mo, - - -, M.

e(P,0) Conjunto elipsoidal formado pelo vetor de estados X(t) € R™ tal que
X()TPX(t) <8, P=PT ¢ R P> 0.
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1 Introducéao

A introdugao da légica fuzzy (ZADEH, 1965) teve grande papel no avango de pro-
cessamento de dados e andlises de sistemas, sendo um dos principais avangos dessa nova
abordagem o estudo de sistemas nao lineares. Com esta abordagem, é possivel descre-

ver sistemas desse tipo em fungao de uma combinagao convexa de sistemas lineares, na

chamada modelagem Takagi-Sugeno (TS) (TAKAGI; SUGENO, 1985).

Além disso, outra ferramenta introduzida para facilitar projetos de sistemas controle,
ou até solucionar problemas e sistemas mais complexos, foram as LMIs (Linear Matriz In-
equalities, ou Desigualdades Matriciais Lineares) (BOYD et al., 1994; WANG; TANAKA;
GRIFFIN, 1996). Através delas, o projeto de controladores robustos para sistemas in-
certos e/ou sujeitos a falha se tornou mais facil, porém tornou-se necessario o uso de um
maior poder computacional para a resolucao dos problemas de otimizagao propostos pelas
LMIs.

Assim, utilizando-se da modelagem TS para sistemas nao lineares e do projeto de
controladores via LMIs, além das teorias de anélise de sistemas dinamicos (LYAPUNOV,
1992), a gama de solugoes de controle aumentou consideravelmente, criando ainda novas

abordagens, como o controle chaveado (SOUZA et al., 2013), entre outros.

Uma dessas novas abordagens foi a utilizacao de uma funcao de Lyapunov fuzzy
(FLF) na andlise de estabilidade e/ou projeto de controladores para estabilizacao de sis-
temas nao lineares TS (MOZELLI et al., 2009; MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009;
ESTEVES, 2011; GUEDES, 2015). Porém, a abordagem dos limitantes inferiores e supe-
riores das derivadas temporais das funcdes de pertinéncia (hi(X(t))) ainda era conservativa.
Assim, em (LAZARINI, 2017), foram propostas condigdes necessérias e suficientes para es-
tabilidade de sistemas nao lineares T'S. No entanto, a abordagem adotada em (LAZARINT,
2017) para o ajuste de pesos foi aplicada apenas para andlise da estabilidade de sistemas
nao lineares TS. Neste trabalho os resultados apresentados em (LAZARINI, 2017) serao
devidamente formalizados e generalizados. Serd mostrado que essa abordagem pode ser
aplicada para otimizacao de varios tipos de fungoes dependentes dos termos associados a

certos pesos, a fim de obter-se majorantes 6timos dessas fungoes.
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Neste trabalho, é apresentado um problema de otimizacao para majorantes de uma
funcao custo, e é apresentada uma solucao étima para esse problema. Apds isso, esse
resultado é aplicado para obter-se condicao relaxadas de estabilidade e estabilizagao para
plantas nao lineares descritas por modelos T'S, baseadas na FLF e nas LMIs. A FLF é dada
por V(x(t)) = x(t)TP(h(x(t)))x(t), sendo X(t) o vetor de estados da planta, P(h(x(t))) =
hy(X(t))PL+ha(X(t))Pa+ - -+ hr (X(t))Pr, P =PT >0 e hi(X(t)) é o peso local relacionado
ao modelo local i na representacao da planta em modelos fuzzy TS, para i=121,2,---,r.
Quando a derivada de V(x(t)) é calculada, aparece o termo x(t)TP(h(x(t)))X(t), que nor-
malmente ¢é tratado utilizando-se majorantes conservadores, supondo que os limitantes das
derivadas de hj(x(t)), i =1,2,---,r, sdo conhecidos. O principal resultado desse trabalho é
um procedimento para o cdlculo de um majorante Gtimo para o termo X(t)TP(h(x(t)))x(t),

que contemple o valor maximo e é sempre menor ou igual que esse valor maximo.

No Capitulo 2, sera feita uma breve revisao de sistemas nao lineares fuzzy TS, em
conjunto com alguns aspectos importantes desses sistemas, que serao utilizados nos resul-
tados desse trabalho. No Capitulo 3, sera apresentado o algoritmo que resulta no ajuste
6timo de pesos em que se baseia todo esse trabalho e, no Capitulo 4, esse algoritmo sera
aplicado na andlise de estabilidade de sistemas nao lineares TS. No Capitulo 5, serao
comparados resultados obtidos utilizando-se o algoritmo apresentado no Capitulo 3 para
estabilizacao de sistemas nao lineares TS com artigos publicados recentemente na liter-
atura especializada. No Capitulo 6, sera utilizado o conceito de regiao de operacao, em
combinacao com o algoritmo citado, a fim de garantir as condi¢oes de existéncia do sis-
tema, e também explicitar a importancia de se calcular de maneira exata os limitantes
das derivadas das fungdes de pertinéncia (hi(x(t))). No Capitulo 8, serdo propostas novas
técnicas para projeto de controladores para sistemas nao lineares TS, a partir dos mode-
los formados pelo algoritmo que sera apresentado no Capitulo 3, incluindo controladores
chaveados (SOUZA et al., 2014). Por fim, no Capitulo 8 serdo apresentadas as conclusoes

do trabalho, bem como perspectivas de continuidade da linha de pesquisa.
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2 Sistemas Fuzzy Takagi-Sugeno

2.1 Sistemas Fuzzy TS

Sistemas fuzzy Takagi-Sugeno (TS) foram introduzidos nos anos 80 (TAKAGI; SUGENO,
1985) como uma representagdo de uma planta nao linear através da combinagao convexa
de um certo nimero de modelos locais lineares e invariantes no tempo. Em alguns casos,
quanto maior o numero de modelos locais utilizados nessa representacao, maior a fideli-
dade com o modelo real. Porém, ao mesmo tempo que a fidelidade aumenta, paga-se o
preco da necessidade de alta capacidade computacional, ocasionalmente inviabilizando a
implementacao do projeto. Assim, deve-se sempre analisar a relagao custo-beneficio do
uso de varios modelos locais.

A modelagem fuzzy TS é um método simples, sendo sua principal caracteristica o
conjunto de regras se-entao, em que a descri¢ao das dinamicas locais de cada regra fuzzy
¢ dada por um modelo de sistema linear (ESTEVES, 2011).

Tem-se o seguinte modelo linear local
X(t) = Ax(t) + Bju(t).

sendo i € K; (r é o nimero de modelos lineares) e X(t) € R" o vetor de estado. Assim,
pode ser montado um conjunto de regras se-entao disponiveis que regem o sistema, sendo

que a i-ésima regra tem a forma:

Se z1(t) 6 M} e---e z(t) 6 ML
Regra i: _1( ) &My H(t) EMy (2.1)
Entao Xx(t) = Ax(t) + Bju(t).
Tem-se que M}, com j=1,2,---,p, é o conjunto fuzzy j daregraie z(t), za(t), - -, Zp(t)

sdo as variaveis premissas. Seja u} (zj(t)) o “peso” do conjunto fuzzy M;' associado & va-

ridvel premissa zj(t), e seja
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Como u} (zj(t)) > 0 tem-se, para i € K,
. r .
w(z(t))>0e le‘(z(t)) >0, i € K,
=

K; sendo o conjunto de niimeros inteiros positivos {1,---,r}.

Uma escolha conveniente para a obtencao de um modelo fuzzy TS para sistemas
nao lineares é adotar z(t) = X(t), sendo X(t) o vetor de estado do sistema nao linear.

Desta forma, dados [X(t),u(t),z(t)], o modelo matematico final do sistema fuzzy é
inferido utilizando o método do centro de gravidade para a defuzzificagao (TANIGUCHI
et al., 2001), e é dado por:

Si-a W (Z()) (AX(t) + Biu(t))
Yima W (Z(1)) ’

= Zlhi(z(t))(Aix(t) +Biu(t)), (2.2)

() =

sendo que,

W)
Yi—aW (1)’
Em (2.3), hi(z(t)) é o peso normalizado de cada regra, também conhecido como fungao

de pertinéncia do modelo local i, i € K; (CARDIM, 2009).

E importante observar que, para i € Ky, tem-se a combinagao linear convexa dos

hi(z(t)) icK,, h=1[h hy ... h]". (2.3)

modelos, ou seja,

hi(z(t)) > 0 e ilhi(z(t)) =1 ieK,. (2.4)

Assim, os pesos normalizados satisfazem as seguintes propriedades:

r r

hj (x(t) =0, 3 hj(x(t) =1, S hj(x(t))=0, t>0 e jeK,. (2.5)

Umas das principais abordagens da literatura sobre as derivadas temporais das fungoes
de pertinéncia é a sua limitagao intervalar (MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009).

De maneira geral, pode-se representar esses limitantes em 3 tipos de intervalos:

- Intervalos iguais

—p<h <o, (2.6)
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para todo i € Ky;
- Intervalos simétricos,
- < hl < 0,
—@p <h < @,
~p<hs< g, (2.7)
—@ <h <a@;
- Intervalos diferentes .
-1 <h <@,
—@?1 < h2 < @2,
—@1<h3< @32, (2.8)

Exemplo

Um bom exemplo da modelagem fuzzy TS de sistemas pode ser encontrado em

(MACHADO, 2003; GUEDES, 2015), como mostra a figura abaixo.

Figura 1 - Ilustracao da aproximagao obtida por modelos fuzzy TS.

1(X) =1 X
2(X) = apX
f(x)
f
0=xo X1 X
} f(x) = fr(x) = hl(a]_X)H— hp (apx)
1 1
] hy h !
0 >

Fonte: Machado (2003).

Considerando a fungao nao linear f(X) mostrada na Figura 1, nota-se que esta pode

ser aproximada, para X~ Xp = 0, por f1(X) = a1X, que é a reta tangente desta curva em

x=0. Uma aproximacao linear para esta funcao, para X~ X1, é fa(X) = apX; observe que

esta segunda aproximagao linear nao ¢ tao boa quanto a primeira aproximagao linear,
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pois fa(X) nao corresponde a reta tangente de f(x) em X=X1. Adotando-se f1(x) e f2(x)
como modelos locais, e as fungdes hi(X), ha(X) definidas na Figura 1 (observe que hy(x)
e hy(X) sao positivas ou nulas e que hi(X) +hz(X) = 1), um modelo fuzzy TS para f(X)
seria fg(X) = hy(X) f1(X) + ha(X) f2(X), como ilustrado na Figura 1. Pode-se observar que
para X~ Xg, entao hy ~ 1, hp ~ 0 e f;(X) ~ f1(X) e para X~ X1, entdao hp~ 1, hy~0e
f(X) = fa(X). Finalmente, verifica-se que ff(X) proporciona uma aproximagao da funcao
f(X) muito melhor do que as fungoes f1(X) (linearizacdo em torno de um ponto de opera-
¢ao) ou fa(X), por exemplo para Xp < X < X;. Esse exemplo simples mostra o potencial dos
modelos fuzzy TS, no tratamento de fungdes e/ou de sistemas nao lineares. Para obter
melhores aproximagoes, é necessario escolher fungoes h1(X) e ha(X) de modo a conseguir
uma aproximacao exata da fungao f(X) utilizando f;(x) (MACHADO, 2003; CARDIM,
2009; ESTEVES, 2011).

Baseado em (SOUZA et al., 2013), a representagao do sistema é realizada considerando
os limites inferiores e superiores das nao linearidades do sistema e também termos lineares
incertos, em que esses maximos e minimos formam vértices que descrevem um politopo.
Os limites sao calculados considerando uma regiao de operacao conhecida do vetor de
estado e o conjunto conhecido dos parametros incertos da planta. Os modelos fuzzy TS
obtidos com este procedimento apresentam modelos locais conhecidos e pesos normaliza-

dos desconhecidos.

2.2 Funcoes de Lyapunov

Varios métodos para obtengao da fungao de Lyapunov foram propostos ao longo dos
anos, como a funcao de Lyapunov quadratica, a funcao de Lyapunov fuzzy, a funcao de
Lyapunov de integral de linha e as fun¢oes Lyapunov por partes (BERNAL; HUSEK, 2005;
CHADLI; MAQUIN; RAGOT, 2000; JADBABAIE, 1999; JOHANSSON; RANTZER;
ARZEN, 1999; OHTAKE; TANAKA; WANG, 2003; TANAKA; HORI; WANG, 2003;
TANAKA; IKEDA; WANG, 1998a; TANAKA; SANO, 1994; WANG; TANAKA; GRIF-
FIN, 1996; RHEE; WON, 2006).

Sendo assim, diferentes tipos de fungoes Lyapunov sao utilizadas por diferentes au-
tores na literatura, dependendo da natureza do sistema e de sua complexidade (AB-
DELMALEK, 2009), levando sempre em conta o conservadorismo das suas condigoes de
estabilidade.
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2.2.1 Funcao de Lyapunov Quadratica

Lyapunov conseguiu desenvolver teorias que analisavam sistemas dinamicos nao line-
ares através de sua “energia”. A teoria oferece técnicas baseadas em uma funcao que é
positiva fora do ponto de equilibrio, nula no ponto de equilibrio, e que representa a “en-
ergia” do sistema analisado, a chamada funcao de Lyapunov. Assim, é possivel analisar a
estabilidade desse sistema a partir do comportamento dessa funcao “energia” em funcao
do tempo. Se a “energia” decrescer, ou seja, se a derivada da func¢ao de Lyapunov for
negativa, o sistema tende a ficar num ponto de equilibrio quando sua funcao energia for

nula.

Considere o sistema fuzzy TS apresentado em (2.2) e (2.5). A funcdo de Lyapunov
mais simples utilizada na literatura, também chamada de Funcao de Lyapunov Quadratica
(FLQ), é dada por:

V(x(t)=x" (t)P x(t), P>0, PT =P (2.9)

Se V(x(t)) < 0, para X(t) # 0, entéo o ponto X= 0 ¢ localmente assintoticamente estéavel

para o sistema descrito em (2.2) e (2.5).

2.2.2 Funcao de Lyapunov Fuzzy

As Fungoes de Lyapunov Fuzzy (FLF) foram uma nova abordagem proposta para
a andlise da estabilidade do sistema fuzzy TS (2.2) e (2.5), em busca de menos conser-
vadorismo. As FLF podem ser definidas como (JADBABAIE, 1999; LEE; PARK; JOO,
2012; LEE; JOO; TAK, 2014; TANAKA; HORI; WANG, 2003):

V() = 3 (XX (O ) (2.10)

sendo que, B, i € K;, sdo matrizes simétricas definidas positivas.
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3 Definicao do Problema

Neste capitulo sera proposto um problema de otimizacao de uma fungao custo relativa-
mente geral. Nos capitulos seguintes este resultado serd aplicado na obtencao de condigoes
menos conservadoras, baseadas em FLF e LMIs, para o projeto de controladores de plantas

nao lineares descritas por modelos fuzzy TS.

Considere um conjunto de parametros pj € R, i € K, sendo que sdo conhecidas as

constantes reais @ 1,@ 2 e C tais que as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(n,1>07 (ﬂ,2>07i€Kr7

—@1<pPi<@2ick,

il pi =C, (3.2)

(3.1)

sendo que Ky ={1,2,---,r}.

Neste estudo, o conjunto de parametros pj, | € K;, permite que cada um desses pj

possa assumir qualquer valor satisfazendo (3.1), de modo que (3.2) seja respeitada.

Para ilustrar melhor este fato, suponha que para um elemento arbitrario | € Ky, pj =
@2. Entdo, existem pj, j € {1,2,---,i—1,i+1,---,r —1,r} satisfazendo (3.1), tais que a

condigao (3.2) seja respeitada:

;
Pj=pP1+pP2+--+Pi-1+Pi+Pir1+--+Pr—1+Pr
=1

3.3
=Pp1t+P2+-+P-1t+@2+Pirt P21+ Pr (33)
- C,' S Kr.
Assim, como de (3.1) —@ 1 < pj para todo i € Ky, tem-se de (3.3) que
—P1—®1— @11+ A2~ P11 @11 — G (3.4)

<pr+p2+-+P-1+@2+ P+ +p—1+pr=Cli e K.
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Analogamente, para um elemento arbitrario i € Ky, suponha que pi = —@ 1. Entao,
existem pj, j € {1,2,---,i—1,i+1,---,r—1r} satisfazendo (3.1), tais que a condicao (3.2)

seja atendida:
r
Y Pi=Pitpat-FPa—@at Pt +patp=C (3.5)
=1
Logo, como de (3.1) @2 > p; para todo i € K¢, tem-se de (3.5) que

Qo+ @2+ F+@A-12—P1+ P12+ -+ G-12+ @2

| (3.6)
Zp1+p2+-+pici— @1t Pyt Pt pr=Clek,.
Considere agora um conjunto de vetores T € R", dado por:
V={TeR/T=[T1 T - Tr]T,Ti > 0 para todo i € K }. (3.7)

Com as definigoes e andlises descritas anteriormente, é possivel estabelecer o problema
que serd estudado, e posteriormente, apresentar a sua solucao. Como serd visto mais a
frente, este estudo possibilitara a obtencao de condigoes relaxadas para o projeto de
controladores para plantas nao lineares, descritas através de modelos fuzzy Takagi-Sugeno,

utilizando fungoes de Lyapunov fuzzy.

3.1 Definicado do Problema e Andlise da Solucao

Considere a funcao custo
;
J(p) =) piTi, (3.8)
2

definida para todos os pesos p; € R satisfazendo (3.1), (3.2), (3.4) e (3.6), sendo que as

varidveis T foram definidas em (3.7).

Defina o conjunto Q abaixo:

Q={p=[p1p2---pr]T €R"/pi,i € K,satisfazem (3.1), (3.2), (3.4) ¢ (3.6)}.  (3.9)

Defina os pesos 6timos pi'(T) € Q, i € Ky, sendo T e T definidos em (3.7), tais que

gww=zwmn (3.10)

Como serd visto na Observagao 1, para todos pj satisfazendo (3.1), (3.2), (3.4) e (3.6),
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e as varidveis Tj definidas em (3.7), entdo os pesos étimos p(T) descritos em (3.10) néo

sao constantes e dependem de T.

Entao, supondo que T em (3.7) nao esté disponivel, o problema consiste em determinar
majorantes 6timos para J(p) definido em (3.8), compostos por m> 1 conjuntos de r pesos
constantes pPj, j € Km e 1 € Ky, tais que (3.1), (3.2), (3.4) e (3.6) sejam respeitadas,
utilizando a notacao ﬁ]‘ = [p]-‘1 p*j‘2~-~p]-kr]T € Q para | € Ky, as seguintes condigoes sejam

satisfeitas :

r
ma(p) > I(P]) = 3 pj T Vi € K (3.11)

peQ j€Km J€Km

maxJ(p) = maxJ(pj) = max{ lej, } (3.12)

Observacgao 1. E importante observar que os pesos 6timos P (T) em (3.10), i € K,
dependem dos valores do vetor T definidos em (3.7). Para exemplificar esse fato, suponha
que Ti=€>0, Tj =& >0, sendo que i € arbitrdrio tal quei € Ky e j € {1,2,---,i—1,i+
1,---,r—=21r}. Entao, note que quando & >> &, de (3.8), J(p) vai ser aprozimadamente
igual a PI(T)Ti e o mdximo de J(P) para todo p € Q, definido em (3.9), serd @2Ti,
pois de (3.1) o valor mdzimo de pi(T) € @ 2. A andlise realizada nas equacoes (3.3) e
(3.4) garantem a existéncia de pj, j € {1,2,---,i—1,i+1,---,r =1} satisfazendo (3.1),
tais que a condicdo (3.2) seja respeitada. Agora, esta andlise vale para todo i € K, e
se adotarmos P (T) = @2, para todo i € Ky, pela condi¢io (3.2) teriamos que ter @2+
@2+ +@2=C, o que € impossivel observando a andlise realizada em (3.5) e (3.6), pois
@2>0>—@ 1 e consequentemente esta soma seria maior do que C. Assim, neste caso,
nao existem valores constantes de pf(T),i € K, que atendem (3.10), se considerarmos
todos os possiveis vetores desconhecidos T definidos em (3.7). Esse fato mostra que os

pesos otimos P (T),i € Ky, dependem do valor do vetor T.

Como o vetor T nao é considerado disponivel, entao nao é possivel obter os pesos

6timos pi(T),i € Ky, que satisfazem a equagao (3.10).

Com o objetivo de obter majorantes étimos para J(p), da forma dada em (3.10) com
pesos constantes de pjj (T),i € Ky, j € Ky, que atendam (3.11) e (3.12), uma ideia é
dividir o conjunto U de vetores T definidos em (3.7) em m subconjuntos, denominados

por Uj, ] € Ky, de modo que para T € Uj, as condicoes abaixo sejam verificadas:

)
?E%XJ(p):ileijTial € Km, (3.13)
S

sendo que os pesos pjj, para todo i €Ky, j € Ky, sao constantes, e pj = [p]—kl pj, " pTr]T



3.1 Definicdo do Problema e Andlise da Solugao 21

para todo | € K.

Adicionalmente, se escolhermos estes conjuntos tais que U = U1 UU2U---U Upy, ou seja,
de modo que qualquer elemento de U pertenca a pelo menos um conjunto Uj, j € K,

entdo podemos usar o Lema 3.1, para obter um majorante 6timo de J(p), que atenda
(3.11) e (3.12).

Lema 3.1. Considere a condi¢ao descrita em (3.14), sendo J(p) definida em (3.8), para
todoTeU epeQ:

;
= iTi <maxi(p), 3.14
p) i;p. i e (p) (3.14)

, supondo que U =01 UU2U---UUny e que

peQ
Tev;j

;
maxJ(p) = le]-kiTi, para todo j € K, (3.15)
i=

sendo que pj = [pj, p]—k2~-~p]-kr]T € Q, para todo | € Kny, sdo vetores constantes e U = U1 U

Entao, a condigao (3.14) € equivalente a

;
J(p) < le]-kiTi, para todo | € K. (3.16)
i=
Adicionalmente,
maxJ(p) = maxJ(pj) = max Ti. 3.17
s (p) = max JeKmIle.J i (3.17)
cu

Demonstragao. De (3.8), (3.14) e (3.15) e do fato que U = U1 UU2U--- U Un, entao para
todoTevepeq,

J(p) < < , '
(p) ggd(p oozt (P r&%ﬂ(p) para todo j € Km
Tev Teuvj

(3.18)

)
oYE J(p) < i;p}‘m,para todo j € K.

Em (3.18) foi considerado o seguinte fato: a condigao z(w) < max{z(w), z(w),- - ,zm(w)},
em que Z(w),z1(w),2(w), - ,Zm(w) ER ¢ w=[w wp --- @]’ €R", é equivalente a
Z(w) < z(w), para todo | € K.
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A verificac¢do da condigao dada em (3.17) segue do fato de que U = U1 UU2U---UUm, €
assim, o maximo de J(p) serd o maximo dos méaximos para T nos conjuntos U1, Uz, -+, Un,
descritos em (3.15).

A prova esta concluida. O

Entao, note que as condigoes (3.11) e (3.12) também sao satisfeitas.

Observacgao 2. A partir de agora, o problema consiste em obter os pesos otimos 5’}‘ =
[pTlpTz S p]-}]T €Q, jeKnmeiekK,, de modo que para todos possiveis valores das varidveis
Ti definidas em (3.7) sejam determinados m>= 1 majorantes para I(p), denominados por
J(p}), sendo j € Km, apresentados em (3.11) e (3.12). Esses majorantes sao dtimos pois
nunca excedem o valor mdzimo de J(p), para todo p € Q, e contemplam o valor mdzimo
de J(p) para todo p€ Q. O Lema 3.1 mostra que esses majorantes oferecem condigies

equivalentes para o majorante dtimo proposto em (3.14).

A solucao deste problema € importante no projeto de controladores para sistemas nao
lineares descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno, pois pelo mosso conhecimento, os
métodos disponiveis atualmente utilizam majorantes mais conservativos para J(p). Assim,
a solucao proposta permitira o projeto de controladores para esta classe de sistemas e
com esta abordagem mais flexiveis, possibilitando a obten¢ao de indices de desempenho

melhores ou iguais aos obtidos com os métodos disponiveis atualmente.

3.2 Solucéo do Problema

Analisando o problema descrito na Secao 3.1, indicando um possivel procedimento
para a obtencao de uma solucao utilizando o Lema 3.1, um primeiro resultado para a sua
solucao trata da seguinte questao: supondo que as variaveis T; > 0, i € K;, sdo constantes

conhecidas, quais seriam os pesos 6timos P, i € Ky, que satisfazem (3.10)7

A resposta para esta pergunta é apresentada no Algoritmo 1, que oferece um proce-
dimento metddico para obter estes pesos 6timos pf, i € Ky, quando T > 0, i € Ky, sao

conhecidos.

Uma observacao interessante é que o Algoritmo 1 nao necessita do conhecimento
explicito de Tj, i € K;, mas apenas do conhecimento das posi¢oes destes elementos quando
eles sao colocados em ordem decrescente. Por exemplo, para r = 3, suponha que T1, To e
T3 sao tais que To > Ty > T3. Entao, essa informacao, considerando o conhecimento das
constantes reais @ 1, @2 e C para i € K; ¢é suficiente para o Algoritmo 1 obter os pesos

6timos p3, P5 e P3, tais que (3.10) seja satisfeita.

Agora, deve-se lembrar que Tj, | € K; no problema descrito na Secao 3.1, sdo varidveis
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desconhecidas, que podem assumir quaisquer valores positivos. Uma ideia para obter
um majorante 6timo para J(p) em (3.8) é considerar todas as possiveis combinagoes
de ordens decrescentes distintas de Tj, i € K;, e aplicar o Algoritmo 1 para cada uma
delas. O ntumero de combinacoes de ordens decrescentes distintas de Tj, i € K, é obtida
pela permutagao de r elementos, que é igual a m=r! =r.(r —1).(r —2).---2.1. Defina
entdo Pj = [pj1Pj2-- Pir]" e pj = [p]—klp]‘z--p}kr]T, j € Km, o vetor de pesos 6timos, que
maximizam J(p), para a ordem decrescente J, j € Kny. Isso significa que para cada uma
destas ordens decrescentes de j, j € Kpy, B’IG%XJ(p) =J(pj)-

Entao, note que, como para todo Ty > 0, i € K;, uma destas combinagbes coincide com
a ordem decrescente correta, pois estamos considerando todas as possiveis combinagoes.

Assim, tem-se que:

= 07 ). 1
r&%xJ(p) j@]}gy(pn (3.19)

Desta forma, com esse procedimento, sao obtidos m=r! majorantes de J(p) definida
em (3.8), sendo que pelo menos um deles coincide com o r&%x‘](p). Assim, este conjunto
de majorantes pode ser considerado 6timo, pois contempla o B’IG%XJ(p) e nunca é maior do
que o r&%x‘](p), pois de (3.19), IJ(pj) < r&%x‘](p)’Vj € Km. Portanto, é uma solucao para
o problema descrito na Secao 3.1.

Este procedimento pode ser formalizado, utilizando-se do Lema 3.1, considerando que
o conjunto Uj corresponde a ordem decrescente j de Tj, i € Ky, para todo j € Ky. Assim,
como as M= r! combinacoes de Tj, i € K, contemplam todos os possiveis casos, tem-se de

(3.7) que U =U1UU2U---UUn, e o Lema 3.1 pode ser aplicado para obter uma solugao

otima para o problema.

A seguir, sera proposto um algoritmo, que oferece um procedimento metédico para
obtencao de pesos 6timos p;"j, i € K, para a ordem decrescente | de T;, definido pelo

conjunto Uj, j € Km, tal que a condicao (3.15) seja respeitada.

3.3 Algoritmo 1

Defina o conjunto:

W ={w=[wmwp - a]" eR /oy €K paratodoi €Ki e wy #awp#---#ax}. (3.20)

Note que, para quaisquer valores das variaveis T; > 0, i € K;, definidas em (3.7), sempre
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é possivel colocéd-las em ordem decrescente, e usando a definigao (3.20), obter w € W, tal

que:

Ty 2T = 2T > Ty, 0= [« €W (3.21)

Por exemplo, para r = 3, considere que Ty =4, To=6¢e T3 =5. Entao, w3 =2, wp =3
ew=1demodo que Ty =To=6>T,, =Tz=5>Ty =T1 =4 e assim W= [w W
ws]" =[1 3 2T € W3. Observe que neste caso a condigio (3.21) foi satisfeita.

De na: r
J(p()) - E p(l I(]. (322)
i=

O problema consiste em determinar um conjunto de pesos 6timos para Py = [Pey Py
- Py ]T € Q definido em (3.9), denominado pj, = [Pey, Ploy p*w(]T, de modo que para
as varidveis Ty > 0, € K;, definidas em (3.7) e satisfazendo (3.21), a condi¢do abaixo

seja satisfeita:

F';Eax‘J(pw —'J pw meTm (3'23)

A ideia central do algoritmo consiste nas atribui¢coes dos maiores valores possiveis
para Pg, | € K¢, comecando com w = wy, depois com w = wy_1 e assim por diante. Esta
estratégia leva em conta a expressao de J(Py) definida em (3.22) e a ordem decrescente
apresentada em (3.21), na qual os maiores valores de Tgy 880 Tgy, Teg 4, -+, Tey, sendo que

o0 objetivo é obter os pesos 6timos pj, para maximizar J(Py), de modo a atender (3.23).

O procedimento deve ainda considerar que pg, = [Pg, Pey, - pz)(]T € Q dado em (3.9)
eque W=[w wy -+ w]T €W definido em (3.20). Assim, de (3.1) e (3.2), 0> —@y1 <
Poy < @2 > 0, para todo i € Ky, e Py + Ppy, + -+ + Py =C.

Desta forma os menores valores de Pgy ficarao reservados para Pey, Pey,, - - -, associados
aos menores valores de Ty, que sao Ty, depois Tg, € assim por diante, como pode ser
visto em (3.21).

Agora serao apresentados os dois passos do algoritmo:

e Passo 1: Considere que o vetor w = [wy &y --- @] € Wy é conhecido e defina a
soma de S abaixo, observando que ela ¢ composta pelos termos associados aos valores
maximos e minimos de Py, para todo w € K, pois de (3.1), —@hy.1 < Py < Py ,2, para
todo i € K;:

Sp= @1 Pup1 =~ Py o1 Py 1 1T P2+ Py 2+ Q2+ Q2o (3.24)
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Inicialmente, sera determinado k € K; tal que:

S <C, para k< p<r, ¢
S 1>C.

(3.25)

Note que, da andlise realizada anteriormente, que resultou na condigao (3.4), entao
para i = em (3.4) e W= [ W - @] €W, tem-se de (3.24) que § = — @y 1—
—Qu 1T Py 2<C

Agora, observe que da anédlise realizada anteriormente que resultou na condicao (3.6),
entdao para i =y em (3.6) e W= [y @ --- @]’ € W, tem-se de (3.24) que — @y, 1
+ @y 2+ Gy 1+ Gy 2 > C. Entdo, como de (3.1), 0> —@y.1 < Py < Py 2 > 0, obtém-
se de (3.24) que S| = @y 2+ Qup2+ -+ Py 2> — Py 1+ G2+ -+ Py 2 > C. Assim,
S > C

Portanto, foi verificado que § < C e que § > C. Adicionalmente, observe que, de
(3.1) e (3.24),

Si1—-S=—"0@u1—Pu2<0,i=12-.-r—1 (3.26)

Logo, S <S 1<S 2< <9 <G Assim, se §<C,entdo S <§.1<S 2<
s < G§p1 < & <C. Analogamente, se § 1 >C, entao § >S9 > - > § 2> 1 >C.
Estes fatos asseguram a existéncia de k satisfazendo a condicao 1 <k <r de modo que as

condigoes estabelecidas em (3.25) sejam atendidas.

e Passo 2: Obtido k, 1 < k< r, de modo que as condigoes (3.25) sejam satisfeitas,
entdo, para um dado W= [w; wp --- w]" € Wy, os pesos Gtimos, quando (3.21) ¢é atendida,

sao os descritos abaixo:

pfq = 0,1, I = 1,2,--- 7k_37k_27
pZJj :(pwj>27 j:k7k+17"'7r_17r7 (327)
% k—2
Pos . =C— it (—@u1) — 3|k Py 2.
Observe de (3.27) que gy, + Py, + -+ Py _, + Pg, = C e assim, estes pesos atendem
a condicao (3.2).
Como visto no Passo 1, considerando (3.24) e (3.25), S <C,entdo S <S_1<S 2<
<G <& <Cetambém § 1 >C,entao § >S9 > - > 2> 1 >C.

Analisando as somas de § e S_1, note que a tunica diferenca entre eles é que em S

existe o termo — @y, ,,1, que foi substituido pelo termo @, , 2. Assim, foi obtida a relacao
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entre S e §_ 1, apresentada em (3.26). Para formalizar a existéncia de p*akf , descrito em

(3.25) de modo que (3.1) seja atendida, serd realizada a anélise apresentada a seguir.

Como de (3.25), S <Ce S 1 >C, entao G—C<0e §_ 1 —C >0, e é possivel obter

a € [0,1], tal que a combinagao convexa abaixo seja nula:

a(Sc1-C)+(1-a)(S—C)=0. (3.28)

Realmente, de (3.28) ¢ possivel obter o valor de a:

_ (=&%+C)
T S+ O+ (5 -C) (329

e observar que a € [0,1], pois, como visto, (—§+C) > 0e (S_1—C) > 0. Desta forma,

(3.28) corresponde a uma combinagao convexa igual a zero.

Agora, substituindo-se S 1 e &, definidos em (3.24), em (3.28), tem-se de (3.26) que:

A(Sc1-C)+(1-a)(&—C) =S+ a(Sc1—S) ~C=SK+a(@y 1, + Py 1,) —C
= —Qn1— Qo1 T 0@ 2+ (1—0)(— @y )]+ Py 2+ + Py 2—C=0.

(3.30)
Note que de (3.29) e de (3.26), entdo o = ——X € Agsim, de (3.30) e S definida
Vo111 P 1.2
em (3.24), tem-se que o termo correspondente a Pey._, € dado por:
(@@ 2+ (1= 0) (=P 1))
-S+C —-&+C
- | P ot |1 (o) 331
Doy 1.1+ Poyy.2 Py 11+ Py 1.2
=-S+C—@y 1= Punit F P 1~ P2~ — P 2+C =Py .

Analisando (3.31), constata-se que pg, , definido em (3.27) satisfaz a condigao pg, , =
[Q @y 12+ (1—a)(—@y_,,1)]- Portanto, como pg, , é uma combinagao convexa de @y ;2
e — @y, .1, entao pode-se afirmar que —@y_; 1 < Py, < Py 1.2-

Logo, esta assegurada a existéncia de py, , e os pesos 6timos descritos em (3.27) sao
tais que Piy = [Py, Pip - Pig)' €Q, com w= [0 @y -+ &x]T €W, e sendo que (3.21) é

satisfeita. Assim, p;, atendem as condigoes (3.1) e (3.2).

Resumidamente, os passos do Algoritmo 1 sdo dados por:
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e Passo 1 - Obtenha k satisfazendo as condigoes descritas em (3.25) a partir das somas
Sp dadas em (3.24). Isso pode ser feito calculando todas as somas Sy a partir de §,
depois §_1, e assim por diante, até encontrar &, que é a 1ltima soma que é menor
ou igual a C. Esse procedimento representa a tentativa deixar a funcao J(p) mais
positiva possivel, através da associacao dos pesos maximos ao maior niimero possivel
de termos que compoem a funcao. Esse fato segue de que os valores 6timos para
pz)j = @2 em (3.27), para j =K K+1,---,r, que sdo iguais aos respectivos valores
maximos para Pg, como descrito em (3.1). Quando ndo é mais possivel associar
um peso maximo a seu respetivo termo, uma vez que a condicao de existéncia da
funcao nao foi respeitada, esse peso deve ser adaptado para deixar a func¢ao J(p)

maximizada, levando-se em conta (3.1) e (3.2).

e Passo 2 - Obtido k que satisfaz as condigbes (3.25), calcule os pesos 6timos Py,
i € K para o dado w= [y wp --- w]T € Wy a partir de (3.27).

A seguir serd demonstrado que os pesos definidos em (3.25) e (3.27) sdo 6timos, pois

satisfazem a condic@o estabelecida em (3.23).

Teorema 1. Considere que as varidveis Toy > 0, 1 € Ky, satisfazem a condi¢iao (3.21).

Entao, os pesos definidos em (3.25) e (3.27) sao dtimos, pois atendem a condi¢do (3.23).

Demonstragao. De J(Pw) definido em (3.22), para pw = Pg, = [Py Peoy, p*w(]T € 0S Pesos
definidos em (3.25) e (3.27), entdo

r k—2 r
J(pe) = Z P T = .Z\(_(Pm,l)Tm + Py T s + Ekfpw,-,sz,-, (3.32)
1= = =

sendo que pg, , foi definido em (3.27).

Agora considere um vetor arbitrario Py = [Pw, Pay *** Pa)’ € Q, que, sem perda de
generalidade, pode ser definido da seguinte maneira: Py = — @1 +A@w, Pay, = — Q1 +

A(sz,  Pay = _%,271+A(p0q<,27 Po = (P%z—A(Pak, s Py = %—172_A(p@—17 Pw =
Qg2 —A@,. Como de (3.1), =@y 1 < Py < @y,2, para todo i € Ky e como pgy € Q, entao

necessariamente Ay, Ay, -+, Dy_5, APy, € D@y, D@y, 15 5 Dy, Dy sao todos
positivos ou nulos.
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Observe ainda que Pg, , nao foi definido, pois de (3.2), ele é dado por :

Pu1 =C— (Pwy + Po, ++ Por_o T P+ + Par_1 + Par) = C— (— @y 1 + Doy — P 1

TP, = — Qo1 APy, T P2 — Dy + o P12~ Dy + Py 2 — Dy
=CH+ it @it + P 1~ Q2= — O 12— Qo2 — [BOy + 8P, + -+ Dy,
— D@y = =Dy, — Dy ] = Pok 1~ (DG T AP, + -+ APy, — D@y — - — Dy,
— Ay,
(3.33)

considerando a defini¢ao de pg, , em (3.27).

Entdo, para este Py = [Pew, Pewy **- Peg]', note que de (3.22), (3.32) e (3.33),

r r
I(Pe) —I(Pw) =) Py Ty — ) Py T,
w w i;mm i;mm

k-2 r
i= =

k-2 r
- {z (_%71+A%)Taa + Poy 1 T 1+ ;(%172 - A(ij)ij } (3.34)
=

=1

k-2
- {_ZA%TQ + [_<A(P&)1+"'+A(Pwk72 —Apy -~ Dy, _A(P(U()]Tﬁkfl
=

- ikA(pijwj } :
=

Agora, como A@yy > 0 para todo i € Ky, i #k—1, e de (3.21) Ty > Ty, para todo ge
com | > d. Entao Ay T, = A Tey_y, Para j =K K+1, -, r e =A@y Ty = —A@y Ty,
parai=1 2 --- k—2. Logo, tem-se de (3.34) que

k—2
J(p*w) —J(pw) = z A(P&JT&] +(A(Pwl—i_“'—i_A%k—Z_A(p&k_'“_A(Pwr—l_A(P(U()Tak—l
i=1

k-2

r
+ Z(A(pijwj > — .ZA%T“"*1+ (A + -+ D@y, — D@y — - — D@y, — D@y ) Ty, 4
= i=

r
=

(3.35)
Assim, J(p;,) —J(Pw) = 0, o que implica que J(P,) = I(Pw). Como py e p;, € Q foi
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definida de forma arbitraria, conclui-se que a condigao (3.23) é satisfeita. A prova estd

concluida.

Exemplo: Considere a fungao custo abaixo:

3
I(p) = ; piTi, (3.36)

definida para todos os pesos pi € R satisfazendo (3.1), (3.2), (3.4) e (3.6), sendo que as
variaveis T1, To e T3 foram definidas em (3.7). Além disso, considere que os pesos p1, P2

e p3 tém os seguintes limitantes:

—Q1=-4<pP1<2=02

1= -2<Pr < 3=

®a P2 2 (3.37)
—@1=-3<P3<5=@3

P1+p2+p3=C=0.

Para determinacao de um majorante superior para a func¢ao custo (3.36), serao uti-

lizados os passos do Algoritmo 1.

Primeiramente, é necessario definir o conjunto W apresentado em (3.20):

W= {w=[w w wa]" e R3/w € Kz para todoi € Kz e wy # wp # wa}.  (3.38)

Neste exemplo, nao é conhecida ordem de grandeza das variaveis Ty, To e T3. Ou seja,
nao sera possivel colocar essas varidaveis em ordem decrescente, como ¢ solicitado para
utilizacao do Algoritmo 1. Portanto, como citado anteriormente, devemos considerar
todas as possiveis combinacoes de ordem decrescente entre os termos T1, To e T3. Neste

caso, m=r! = 3!l = 6 possiveis combinagoes:

Tz=2To>2T
Tz32Th=>2T
T2>2T3>2T (3.39)
T2>2T12T;3
i>2T32T
T1>2T>Ts.
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A principio, sera considerado que T3> To > Ty, Assim, de (3.21) wp =1, ap =2, w3 =3
ew=[w ww"=[1237
Passo 1: Considerando que neste caso w=[1 2 37, os parametros definidos em (3.37)

e a definicao de Sy em (3.24), podemos calcular as somas S, $ e Sg:

S=-@1-@1t+@Em2=-4-2+5=-1
S=-Q1+®2+@2=-4+3+5=4 (3.40)
S i=@2+@®o+@2=2+3+5=10.

A partir de (3.40), pode-se observar que a soma Sz é a primeira soma que é menor ou
igual a C = 0. Portanto, a partir de (3.25), pode-se definir §_ 1 =S e k=3.

Passo 2: Obtido k, satisfazendo (3.25), podemos definir entao os pesos étimos, como
em (3.27):

pﬁ(:)l = p?_ = _(Pl,l = _47
Py = P3= @2 =5, (3.41)
Py =P =C— 55 2(— 1) — ¥}k Pu2=CH+@i—@o=—1

Note que todos os pesos 6timos apresentados em (3.41) respeitam os limitantes (3.37).
Entao, para o caso apresentado de T3 > To > Ty, a fungao custo (3.36) terd seu majorante

superior da seguinte forma:

3
max J(p) = J(p") = lefkTi = pPiTi+ PsTo+ piTa = —4T; — 1T, + 5Ts. (3.42)
i=

A seguir, deve-se considerar uma ordem de grandeza para Ty, To e T3 diferente da
anterior, como T3 > T1 > To por exemplo, e fazer os dois passos do Algoritmo 1 novamente,

resultando num limitante superior de J(p) especifico para esse caso de T3 > T1 > To.

Para simplificar a demonstracao, sera apresentada a tabela abaixo, na qual sao de-
scritos todos os majorantes superiores para cada combinacao possivel de grandeza dos

termos Ty, Tz e T3, seguindo a ordem das permutagoes apresentadas em (3.39).
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Tabela 1 - Calculo de todas as somas S possiveis e pesos 6timos para o Exemplo 1.

Permutagao ] W w|w| S| S| S| p]| PP max Jp)
Te>To>Ti(j=1) | 3 | 2|1 |10 4]|-1]|-4|-1]5 |—-4T;—-1T,+5T3
T>Ti>T(j=2) | 3|1 |2 (103 |-1]-3[-2|5|-31—-2T,+5T3
T>2T3>2T (j= 2 1311|104 |-4|-4]3|1]| —4T1+3T+Ts
L>2Ti>2T3(j= 2 1|3 [10[2]|-4|0]3]-3| 0T4+3T,—3T3
M>2T>2T (j= 1 [3]2]10|/5[-3]2|-2|0] 2T;—2T,+0T3
M>2Th>2Ts(j= 1|23 |10]2|3|2|1]|-3| 2T1+1T,—3T3

Uma vez consideradas todas as possiveis combinagoes de ordem de grandeza para

T1, T2 e T3, foi provado anteriormente que um desses casos coincidirda com a ordem real

apos determinacao dessas varidveis e, portanto, o majorante superior de J(p) jé tera sido

contemplado na resolucao do problema. Além disso, como dito anteriormente, do Lema

(3.1) para m= 6, o valor dos 6 majorantes apresentados na Tabela 1 sdo sempre menores

ou iguais ao maximo de J(p) em (3.36), considerando (3.37) e T definido em (3.7).
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4  CondicOes de Estabilidade para
Sistemas Fuzzy TS via FLF

Nesse capitulo serao revistas as condigoes de estabilidade de sistemas fuzzy TS apre-
sentadas em (LAZARINI, 2017).

Para tal, considere que cada modelo local do sistema (2.2), agora nao for¢ado (u(t) =

0), possa ser descrito por

X(t) = Ax(t),

e, portanto, o sistema (2.2) é descrito como:
) r
(0= 3 OA)AX(D) (4.1)
=

4.1 Condicbes Relaxadas para Estabilidade de Sistemayg Fuzz
TS Utilizando FLF

Suponha que as constantes @ 1 e @ 2, P € K; sejam positivas e conhecidas, tais que

~ @1 <hp < @2,p K. (4.2)
E importante ressaltar que:

e, +Pey, + -+ +hey =1,

. . (4.3)

Teorema 2. Considere o sistema fuzzy TS (4.1), e a FLF descrita por:

r

V(x(t)) = Zlh‘ (x(t)x" (HPX(t), (4.4)
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sendo que hy, i € Ky, satisfaz as condi¢oes apresentadas em (4.2) e (4.3).

Assim, a partir da FLF presente em (4.4), sendo P =PT >0, o sistema (4.1) terd o

ponto X =0 assintoticamente estdvel, se, para X(t) # 0,

Fj(X(1)) + J(x(t)) < 0,i > j,Vi,j € K, k€ Km, (4.5)

for factivel, sendo que
1 . S
i = 5(ATP+PIACHATR 4 RA).L| € Ke, Ri(x(D) =XOTRXOi > ], (46)

Zh XTRx = x(t) TIx(t), (4.7)

para todo i € Ky, KE Ky, m=r!, ¢ hi, h;,--- ,h;k 08 pesos otimos associados a cada B,

calculados pelo Algoritmo 1 proposto no Teorema 1 para obter majorantes dtimos para

P(h(t))
Demonstragao. (LAZARINI, 2017). O

Observacgao 3. No Teorema 2, o processamento do termo vinculado ao P(h), que aparece
na derivada de V(X(t)) descrita em (4.4), foi dtimo, no sentido que, para X(t) # 0,
X"P(h)x+ Fij(X(t)) < 0 se e somente se X()TIX(t) + Fj(x(t)) <0, para todo i > j € K,
ke Kn.

4.2 Resultados Numeéricos

Considere o modelo Takagi-Sugeno com 3 regras, descrito por:

A=

gl

5 4 4 4 -3 4
1 a ]’AZZ_ [ L(3b-2) i(za—4) ] » f8= [%(Zb—B) (2a—6)

considerando os limites dos hj como sendo

—0,65< h; <0,85
~0,55< hy < 0,75 (4.8)
—0,95< h3 < 0,45,

e variando os parametros a e b de [-20, —5] e [0,1350, respectivamente, a Figura 2 mostra

que as regioes de factibilidade fornecidas pelo algoritmo e pelo Teorema 1 em (GUEDES
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et al., 2013), que apresenta resultados melhores do que teoremas classicos da literatura
((MOZELLI et al., 2009),(ESTEVES et al., 2011)) sao iguais.

Figura 2 - Area de factibilidade para I = 3, X para o Teorema 1 em (GUEDES et al.,
2013) e 0 para o algoritmo.

Area de factibilidade para r=3

T T T
SRR RRIACCRZR/ARAIVAA/R//IR
LRI/
2/ /RIAJZ/PAIAJARJAIRAR
1200 e RRARRAAARRARRAIRRARRRRAAARRRRIRIAIRR =
LRI/

20V /IA/A/IA2S/RCRRAIAAJAZZIVARR
LRIV

1000 222220228 RRRARRRRRRRRRRRRARARERARADAZRRR =
2RISR/ IAC/P2AJIAJAZAIVA2RJRR
LRIV
20C/FRIACS/IAA//AAC/ZZIAA2AZAAVA2AJ/RIR

800 2eeReeRRRRACARRRRIA/S/A/RAIJCAR/AAAVAZZI/RAAR N
20C/RAIACS/AIAAC/RIAC/ZAIACAJCZRAVAAAZ/RZRARR
2RI/ IAC/ZIACA/CZR/AVAARZAZIV2RRR
22/JRAICC/A2AA//RIAC/ZIACA/CZRXAVAAAZ/ZIX2RS2Q

600 (2RERRERRRAISRARRRRSRSRFRRRIAASRRZZIDAJRZXRZZBJJRQ .
2RISRV AARZ/ZI222AARRR
2/ /CZRIVAARZ/ZII22AJRRRRAD
22eRJRSIAZRARRZSIAZRF /RS2SR ZZIDAJRZ/ZZIZ2AJRRRRD
400 222/ /RC/AIAAZZIVA2ACAZAIVARDRRR R
2/ /CZRIVAARZ/ZII22AJRRRRAD
22eRJRSIAZRARRZSIAZRF /RS2SR ZZIDAJRZ/ZZIZ2AJRRRRD
2/ /CZRIVAARZ/ZII22AJRRRRAD
200 222333 RERRRRGSRERGRREAARERARISNARRRRRZAZRABRRRRB
22eRJRSIAZRARRZSIAZRF /RS2SR ZZIDAJRZ/ZZIZ2AJRRRRD
2/ /CZRIVAARZ/ZII22AJRRRRAD
22eRJRSIAZRARRZS2IAZRF RS2SR/ ZRZIDAJRZR/RZIZ2AJRRRRD
O-?®®®®®®®®®&@QQ@&QQQQ?QQQQQQQQQQQQQQQQQQQ?@&Q@&@&@@@@&Q@@QQQQ?—

-20 -15 -10 -5
a

Fonte: O proéprio autor.

Nuimero de LMIs particulares fornecidas pelo algoritmo em funcao do termo Fj : 6;

Numero de variaveis matriciais simétricas n x n utilizadas pelo algoritmo : 3;

Nuimero de LMIs particulares fornecidas pelo Teorema 1 em (GUEDES et al., 2013)

(Hiper-retangulos), em funcao do termo Fj : 8;

Nuimero de varidveis matriciais simétricas n x n utilizadas pelo Teorema 1 em (GUE-
DES et al., 2013) : 9.
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5 CondicOes Para Estabilizacao de
Sistemas Fuzzy TS via FLF

Neste capitulo, serda analisada a utilizacao da abordagem do P(h) apresentada no

Teorema 1 para novas condicoes de estabilizacao de sistemas fuzzy TS.

Como a partir de agora nao sera mais considerado o sistema nao forcado, tém-se:

Zlh t) + Biu( ili —BiKx(1)), (5.1)

que utiliza o controlador fuzzy descrito por

u(t) = —K(h(x(t i hiKX(t) (5.2)

Manipulando (5.1) e multiplicando por 2[x" (t)M +xT (t)uM], é possivel ver que

2[x" ()M +XT (t)uM] |x

ZZhhj{AlX) BiKj}x(t)| =0, (5.3)

|
sendo U e M arbitrarios. Essa manipulacao sera tutil nos Teoremas apresentados neste

capitulo.

5.1 Analise Sobre Condicdes de Relaxamento Para Estaditiza
de Sistemas Nao Lineares Fuzzy TS

5.1.1 Comparacdo com (MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009)

Nesta segao, serao comparados resultados a partir do Teorema apresentado em (MOZELLI;
PALHARES; AVELLAR, 2009), descrito abaixo:

Teorema 3. (MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009) Seja 4 > 0 um dado escalar.
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Considere que hp(z(t)) respeita (2.5), e |hp(z(t))\ <@ . O sistema (5.1) € estabilizdvel
pelo controlador fuzzy (5.2), com ganhos dados por K; = ﬁTR_T, se existirem matrizes

simétricas T;,Y, e matrizes quaisquer RS satisfazendo o conjunto de LMIs

Ti >0, (5.4)
T+Y>0(=12---r), (5.5)
Si<0(i=12,---,r), (5.6)
Sj<0(i<j=12-.1), (5.7)
sendo:
_ | T,—AR -RAT +BS +SBf x (5:8)
- T—uAR -BS)+R  u(R+R) |’ '
=i =i + i, (5.9)
r
Tp= Z P (To+Y). (5.10)
p=1
Demonstragao. (MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009) O

Na demonstracao do Teorema 3 citado acima, que é baseado no Teorema 1 apresentado
também em (MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009), é feita a seguinte manipulagao
em (16) e (17) do artigo:

V(x(t)) = .;hi (z(t)) [2XT (OPX(1) + S ho(2(t)X" (t)(Po+Y)x(t)
(5.11)

< 3 AD) |20 RO +41(0) 3 ()R +Y)x)

p=1

~

Po

Essa passagem adiciona um grande conservadorismo a busca por factibilidade do pro-
blema pois, ao procurar um controlador que estabilize o sistema considerando apenas os
maximos dos hp’s, estd sendo considerada uma situacao que nunca vai ocorrer, que se-

ria hp = (), para todo p € K;. A soma de todos os hp’s nao resulta em O, condicao de
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existéncia do sistema. Porém, como yj, 1@ > Y5 hp =0, (MOZELLI; PALHARES;
AVELLAR, 2009) provam que esta condic¢ao é suficiente.

A fim de retirar esse conservadorismo, foi aplicada a abordagem proposta no Algo-
ritmo 1 do Teorema 1 nas LMIs (5.4) - (5.7), resultando em LMIs quase idénticas, porém
agora Ty nao ¢ dada mais em funcao apenas dos maximos das derivadas das funcoes de per-
tinéncia do problema, e sim em fun¢ao dos maximos e minimos das mesmas, sendo assim
menos conservativo que o procedimento adotado em (MOZELLI; PALHARES; AVEL-

LAR, 2009). Esse processo é demonstrado a seguir:

r (5.12)
< 3 h(at) |20 QRO +X(1) 5 R (20)(Fo)x()|
1= p=

J/

definindo hp(z(t)) = Pp, para todo p € K;. Entdo as condicoes (3.1), (3.2), (3.4) e (3.6)
sdo satisfeitas para C = 0. Além disso, definiu-se também T, = X(t) TPpX(t) e aplicou-se o
Algoritmo 1 para cada ordem decrescente K de Tq,Tp, -+, Ty, sendo kK € Ky e m=r!, para
obter-se os pesos do majorante 6timo py = hi(z(t)), P, = ho(z(t)), -+, Pk = he (z(t)), para
J(p) dado em(3.22), representado por J(p) < z;;:1 Pko To, para todo ke Kn.

Portanto, utilizando-se da mesma estratégia na prova do Teorema 6 presente em
(MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009), equacoes (43) - (50), as LMIs do Teorema

3 adaptadas com a nova abordagem do Teorema 1 sao:

[ =RRR" >0, (5.13)
Sik<0(i=1,2---,r), ke Ky (5.14)
Sik<0(<j=12---,r), ke Knp (5.15)
sendo:
N«—AR" —RA" +B;S! +S;B"
Zik=| A i * , (5.16)

M —u(AR"-BS)+R  u(R+R")

Sijk = Sijk + Zjik (5.17)
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r .
M= Z hﬁpl'p, (5.18)
p=1
sendo h};k, ke Km, m=r!, o conjunto de pesos adaptados conforme o Algoritmo 1 presente

no Teorema 1 para cada caso k a partir do conjunto (3.20).

Observacao 4. E importante ressaltar que, para as LMIs (5.13) - (5.15), ndo é mais
necessario que |hp(z(t))\ < @, uma vez que o Algoritmo 1 apresentado no Teorema 1
permite a adaptacao dos limites da deriwadas das funcoes de pertinéncia para limitantes

assimétricos.

Comparando as regices de factibilidade apresentadas pelo Teorema 3 original e com
as alteracoes propostas pelo Algoritmo 1 do Teorema 1, considerando para ambos os casos

U =0,04e |@| =1, para todo i € Ky, o seguintes resultados foram obtidos:
- Parar=2
Considere o seguinte sistema nao linear T'S descrito por
3,6 —16 —-a -1,6 —0,45 —b
A= ’ ’ , A= "], Bi= ’ , B2= .
6,2 —4,3 6,2 —4,3 -3 -3
Variando-se os parametros a ¢ b entre [0,25 e [0,2], respectivamente, |@| = |¢| =1,
para i € K, e utilizando-se do solver LMILab, foi obtida a seguinte regiao de factibilidade:

Tabela 2 - Calculo de todas as possiveis somas § e pesos 6timos para o exemplo com
r=2.

Permutacao k S| S|ay|ag P
X(®)TRox(t) = x(t)TPx(t)
(21) 210 -1 |1 | —P+P
(
)

X(O)TPx(t) = x(t) T Pox(t)
1 (k=2 2 210 1 -1 PL—P

-Parar=3

Considere o seguinte sistema nao linear TS descrito por

36 —16 _a -16 36 —16
Al = ) 2 = ) 3 = )
6,2 —43 6,2 —43 a —43
-0,45 —b —0,45
By — ’  By= . Bg= ’ .
Variando-se os parametros a e b entre [0,25 e [0,2], respectivamente, |@| = |@| = 1,

para i € Ky, e utilizando-se do solver LMILab, foi obtida a seguinte regiao de factibilidade:
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Figura 3 - Area de factibilidade para r = 2, (-) para Teorema 3 original e (-, x) para
Teorema 3 utilizando o Algoritmo 1 apresentado no Teorema 1.

Factibilidade para r=2, fis simétricos
I I

Fonte: O préprio autor.

Figura 4 - Area de factibilidade para r = 3, (-) para Teorema 3 original e (-, x) para
Teorema 3 utilizando o Algoritmo 1 apresentado no Teorema 1.

Factibilidade para r=3, fis simétricos
I I

15—

b

XXX XXX

0.5

15 20 25

a

Fonte: O préprio autor.
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Tabela 3 - Calculo de todas as possiveis somas § e pesos 0timos para o exemplo com
r=3.

Permutacao kK | S1 | S | S| Oy | O | O3 P
X(t) T Psx(t)
iiglgig 3111 -1] 0] 1] —P+oPtp
(k=1)
X(t) T Pax(t)
g) 3|1 (-1]0]-1]1 0P —P>+Ps

> X(t) T Px(t)
. W |31 1| 0| ~PtP+ORs

> X(t)TPx(t)
Ty o | 3| O 1|1 OPtR-Ps

8) 311|110 P-—P+0P

> X(t)TPox(t)
. W |3 L] L]0 |1 PtOR—PRs

5.1.2 Comparacao com (Llet al, 2017)

Nesta segao, serao comparados resultados a partir do Teorema 1 presente em (LIU
et al., 2017). Neste artigo, é utilizada uma func¢ao de Lyapunov um pouco diferente das
usuais, a partir das Derivadas de Altas Ordens das Funcao de Lyapunov (chamadas pelo
autor de HODLF, ou High Order Derivatives of Lyapunov Function). Essa funcgao de
Lyapunov é divida em duas partes, tal que um sistema nao linear X = f(X) tem na origem
um ponto de estabilidade assintética se existirem fungoes de Lyapunov Vi(X) e Vo2(X) tal
que:

W(0) = V5(0) +V1(0) =0 (5.19)

W(X) = Va(X) +Vi(X) > 0Vx#0 (5.20)

W(X) = Va(X) +V1(X) < 0¥x#0 (5.21)
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No artigo em questao, (LIU et al., 2017) utiliza Vo(X) como sendo uma fungao quadratica

de Lyapunov Va(X) = X" PoX e V1 (X) como sendo uma FLF como descrita em (4.4).

Teorema 4. (LIU et al., 2017) O sistema TS (5.1) com funcdes de pertinéncia diferen-
cidveis serd assintoticamente estdvel se existir uma matriz inversivel X, matrizes simétri-

cas |51i,|52,71,§, matrizes quaisquer Yo, Nj e escalares pré-definidos Bij > O, Uy, Up, -, U,

i,j=1,2,---,r tais que as LMIs a sequir sejam satisfeitas.
0 +06j >0 Vi<, (5.22)
Pi—Y<§ Vi, (5.23)
§ >0 Vi, (5.24)
Wij +Wji <0 Vi<, (5.25)
sendo - (11)
~ O.: *
Oj=| 2ty a2 | (5.26)
@i(j ) @i(j )
&Y = By + iy (AXT +BiNj) + pr(AXT +BiN))T, (5.27)
OV = B — X+ t2(AXT +BN)), (5.28)
éi(j22) _ —IJ2(X+XT>, (5.29)
I iij * * * %
Y w2 * * *
Q 0 —pfl * *
g= | M Py : (5.30)
Qo O 0  —pul *
i Qn 0 0 0 —Brr
1
R (5.31)
Y p-12s-1Bps
=), *
=l
= =) =29 | (5.32)

= =ij =ij
23y =232 (33

=ij
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P :
= pzl Z © (B — %)+ (AXT+BiN) + (AXT+BN)T,  (5.33)
22V = By — X+ i+ (AXT +BiNj) + o+ (AXT +BiN))T, (5.34)

72 = 2Py — i (X +XT) + s+ (AXT +BiNj) + s + (AXT +BiN))T, (5.35)

26U = B, — X, (5.36)
2152 = g« (AXT +BINj) — s (X +XT), (5.37)
263 = _pgx (X+XT), (5.38)
V= ml psl pel |, (5.39)
(5.40)

Qmn= [ pmn(AmXT +BmNh —?2> 00 ]
@. e @ sao os limites superiores e inferiores de Wi, respectivamente, Pmn ¢ 0 limite superior
=T i
J

i
de |hjj| e os ganhos dos controladores sao obtidos por Gj = NjX ™' Vj
O

Demonstragao. (LIU et al., 2017)
Na demonstragao do Teorema 4, na equacgao (16), o autor faz o uso da seguinte relagao

W(x) = A+x" ( i WPy — F3> X
p=1
—A+d (pﬁ_lva 9%+ 3 0Py —m) x
< A+XT ( i ((Ep —Qp)sp—}— i Qp(P]-P —Y]_)) X. (5.41)
p=1 p=1

sendo A = 2XT Pox+ 2XT Pox+2XT 37 WpPpXx e T3 =371 WpYy
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A relagao (5.41) mostra que as variaveis de folga § e Y1 sdo utilizadas exclusivamente
para diminuir a influéncia de estar-se considerando um caso fora do conjunto solugao, onde
todos os hi’s atingem valores maximos. Portanto, a fim de reduzir esse conservadorismo,
utiliza-se da abordagem proposta no Teorema 1 em relacao a P(h), a mesma passagem

fica:

r ro .
p=1 p=1

definindo hp(z(t)) = Pp, para todo p € K;. Entao as condicoes (3.1), (3.2), (3.4) e (3.6)
silo satisfeitas para C=0. Além disso, definiu-se também Tp = X(t)TP1pX(t) e aplicou-se o
Algoritmo 1 para cada ordem decrescente kK de Ty, To,---, Ty, sendo Kk € Ky e m=r!, para
obter-se os pesos do majorante 6timo p = hi(z(t)), P, = ha(z(t)), - -, Py, = he (z(t)), para
J(p) dado em(3.22), representado por J(p) < ¥ },_1 PkpTp, para todo k € K.

Seguindo a mesma estratégia da prova do Teorema 1 apresentado em (LIU et al., 2017),
porém utilizando a equagao (5.42) no lugar da Equagao (17) do artigo, representada em

(5.41), chega-se as LMIs que foram programadas nos exemplos:

éij +éji >0 Vi<], (5.43)
Py >0 Vi, (5.44)
Wik +Wjk <0 Vi< ], ke Ky (5.45)
sendo a1

~ O:; *

Oj=| xby ~@2 | (5.46)
2 22

O = By + p(AXT +BiNp) + pn (AXT +BIN))T, (5.47)
O = B — X + p2(AXT +BiNy), (5.48)

A = (X +X7), (5.49)
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[ éijk * * * o
Y w@ * * *
ﬁll 0 —B11| * B *
Yik=| = , (5.50)
Q1o 0 0 —B12 - *
L fzrr O O 0 —Brr
1
. (5.51)
> =13 56-1Pps
s,
Zik=| 5 £« |, (5.52)

=31 =032 =33
= = =

Sl zh P+ (AXT+BiN)) + (AXT +BiNj)T, (5.53)

22V = By — X+ g+ (AXT +BiNj) + g x (AXT +BiNp)T, (5.54)

72 = 2Py — i (X +XT) + s+ (AXT +BiNj) + s + (AXT +BiN))T, (5.55)
26D = B, — X, (5.56)

2197 = lgx (AXT +BINj) — s+ (X +XT), (5.57)

263 = _pgx (X+XT), (5.58)

Y= [ Hal  psl el ]7 (5.59)

Grnn= | Prn(AnXT +BuNa—¥2) 0 0 |, (5.60)

Observacgao 5. Uma das vantagens do Teorema 4 € que, ao contrdrio do Teorema 3, 0s
h; ’s nao precisam ser simétricos. Porém, serd mostrado que, em alguns casos de sistemas

simétricos, o Teorema 3 pode proporcionar dreas de factibilidade maiores que o Teorema
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4. Apesar disso, serd mostrado que a abordagem proposta pelo Teorema 1 proporciona

resultados com regioes de factibilidade maiores ou iguais em todos 0s casos.

- Parar=2

Considere o seguinte sistema nao linear TS descrito por
3,6 —1.6 —a —-16 —0,45 —b

7 | A= |y Bi= ’ , Bo= :
6,2 —4.3 6,2 —4.3 -3 -3

Variando-se os parametros ae b entre [0, 10] e [—44, —24], respectivamente, e utilizando-

A=

se do solver Sedumi, foram obtidas as seguintes regiao de factibilidade:

e Para intervalos de hi’s iguais, @ =1

Figura 5 - Area de factibilidade para r = 2, (-) para Teorema 4 original e (-, x) para
Teorema 4 utilizando o Algoritmo 1 presente no Teorema 1.

Factibilidade para r=2, fis iguais
241 T T l l l l l l l T

28 - B B . . . . . . . -

30 - . B . . . . . . . -

32 - . B . . . . . . . -

361 - . . . . . . . . . -

381 - . . . . . . . . . -

40 - . . . . . x -

-42 — =

44 = | 1 1 | |

o -

Fonte: O préprio autor.
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Alterando a regiao de variacdo dos parametros a e b para [80,110 e [—18 —2], re-

spectivamente, obteve-se a regiao de factibilidade representada na Figura 6.
Figura 6 - Area de factibilidade para r = 2 com intervalos diferentes de a e b, (1) para

Teorema 4 original e (-, X) para Teorema 4 utilizando o Algoritmo 1 presente no Teorema
1.

Factibilidade para r=2, fis iguais
I

a2 - . . . . . . B . . B . . . . . . . . -

a4 - . . . . . . . . . B . . x -

a6 - . . . . . . x -

18t 1 1 1 1 1 —
80 85 90 95 100 105

a

Fonte: O préprio autor.
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e Para intervalos de h;’s assimétricos

Neste caso, foram utilizados os seguintes valores para os limites de h;

(5.61)

NN

hy
h

NN

1 0,4,
—0,4<hy <1

Figura 7 - Area de factibilidade para I = 2 com intervalos diferentes para os limitantes hi,
(+) para Teorema 4 original e (-,X) para Teorema 4 utilizando o Algoritmo 1.

Factibilidade para r=2, fis assimétricos
24T 1 T T T l l l l l 4

28 - . . . . . . . . . -

30 - . . . . . . . . . -

32 - . . . . . . . . . -

361 - . . . . . . . . . -

=38 N . . . . . . N N © T

40 - . B . . . . . . -

a2 - . -

-44 = | | | | |

e -

Fonte: O préprio autor.
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Nao foi possivel achar uma regiao de a e b onde a abordagem do Teorema 1 tivesse

vantagem sobre o Teorema 4, mostrando que ambos produzem resultados iguais.
- Parar =3
Considere o seguinte sistema nao linear T'S descrito por

3,6 —1.6 —a —-16 -3,6 —1,6

62 —43 | 2 |62 —43| ° | a -43]|

0,45 —b 0,45
By = ’ By = CBs= | .

Neste caso, sera utilizado também como comparacao o Teorema 3 com e sem a abor-

Ay =

dagem proposta no Teorema 1. Variando-se os parametros a e b entre [34,55| e [-20,—1],
respectivamente, e utilizando-se do solver Sedumi, foi obtida a seguinte regiao de factibi-
lidade:

e Para intervalos de hi’s iguais, =1

Figura 8 - Area de factibilidade parar = 3, () para Teorema 4 original, (-, x) para Teorema
3 original, (-, X,0) para Teorema 3 utilizando o Algoritmo 1.

Factibilidade para r=3, fis iguais

E3 x E3 x X X X X X X X X X X E3 x E3 x X X X X

2 % x x x X x X x X x X x X x x x x x x x x *—
x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

4 x x x x x x x x x x *—
. . . . . x x x x

Y= { . ! x|

8 -

_ero — —

“12 x|
x x x

14— . 1 . ! . | . 1 . 4 . { . | . x x x x x x|
x x x x x x x x

.16 — . . . . . . . . . . x x x x x x x —

x x x x x
J18 . . . . x x x —
x x
-20 = 1 1 1 1 1 1 1 1 1 | |

34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54

Fonte: O préprio autor.
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Dando um zoom na regiao de factibilidade apresentada na Figura 8, é possivel ver que
a abordagem proposta pelo Teorema 1 melhora os resultados, como mostrado na Figura
9.

Figura 9 - Area de factibilidade para r = 3, () para Teorema 3 original, (-, X) para Teorema
3 utilizando o Algoritmo 1.

Factibilidade para r=2, fis simétricos
I I I

-0.5 % X X X x x x x x x x x x x X 3 3 3 x x x *—

| | | | | | | | | | |
34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54

a

Fonte: O préprio autor.
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e Para intervalos de h;’s assimétricos

Neste caso, foram utilizados os seguintes valores para os limites de h;

—0,9< h; €0,5,
—0,7<hy<1
~1,2< hy <0,9.

(5.62)

Além disso, sera utilizado também como comparacao o Teorema 3 com a abordagem

proposta no Teorema 1, ja que sem essa abordagem, o Teorema 3 s6 pode ser usado para

sistemas com h;’s simétricos. Variando-se os parametros a e b entre [34,54] e [—20,—1],

respectivamente, e utilizando-se do solver Sedumi, foi obtida a seguinte regiao de factibi-

lidade:

Figura 10 - Area de factibilidade para r = 3, (-) para Teorema 4 original, (-, x) para
Teorema 4 utilizando o Algoritmo 1, (-, x,0) para Teorema 3 utilizando o Algoritmo 1.

Factibilidade para r=3, fis assimétricos

* X [0) [¢ [0) ¢} [0) ¢} ] [¢ [0) [¢ [0) ¢} [0) ¢} [0) ¢} [3) [) o
4 . 4 . 4 . i . 4 . x x x x x x x o (o] [eo!
x
6 — *
81— -
10 -
0
12 *|
x x
14 . + . . . . . + . . . + . . . x x x o o
x x x o (0] o o
16 . I . | . 1 . 1 . . x x x Lo} e} o o o] o] eal
(o] (o] o o o o o o
18 . . . x x x o o o o o o} 7

(o]

(&)

(o]

O .
5 0 0 x

44 46 48 50 52

Fonte: O préprio autor.

54
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e Para intervalos de h;’s assimétricos, variando-se os @’s.

Considere que os @’s sao dependentes de parametros varaveis, de maneira que:

—(a+b) < < Z(L:jb) (5.63)
3(a+b) . _7(a+h)
e Sl e —~— .
S ha < 10 (5.64)
_S(a; b) <hs< 2(a;L b) (5.65)

Variando-se os parametros a e b entre [0,00001;18] e [0,00001; 18], respectivamente,

e utilizando-se do solver Sedumi, foi obtida a seguinte regiao de factibilidade:

Figura 11 - Area de factibilidade para r = 3, (-) para Teorema 4 original, (-, x) para
Teorema 4 utilizando o Algoritmo 1.

Factibilidade para r=3, fis assimétricos

05— =

Fonte: O préprio autor.
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Observacao 6. E importante ressaltar que, para a validacdo total dos resultados obtidos

nas simulagoes realizadas, todas as varidveis arbitrdrias (U no Teorema 3 e Bij, Pij, U1, 2, - , Ue,
i,j=21,2,---,r no Teorema 4) tiveram seus respectivos valores exatamente iguais aos va-

lores utilizados nas simulagoes de cada artigo ((U = 0,04 em (MOZELLI; PALHARES;
AVELLAR, 2009) e Bij =1,y = —102 tlp = —10"% 3 = 0,04, pig = — 1072, s = 104, g =
10_6,[)11: P2=1p12=p21=0,1,i,j=12em (L]U et al., 2017)).

5.1.3 Comparacao com (QIAO; YANG, 2018)

Nesta secao, serao comparados resultados a partir do Teorema 3.1 presente em (QIAO;
YANG, 2018). Neste trabalho, o autor utiliza-se de uma ferramenta matemadtica para
insercao de mais variaveis matriciais, a fim de relaxar a busca por solugoes. Porém,
apesar da insercao dessas variaveis, a construgao do termo dependente das derivadas
das funcoes de pertinéncia continuam dependendo somente dos limitantes superiores das

mesmas, fazendo com que esse termo nao seja otimizado.

Teorema 5. (QIAO; YANG, 2018)Se existir um escalar p > 0, matrizes simétricas B >

0,X;, X e matrizes H,G quaisquer satisfazendo as LMIs abaizo:

0, <0,i=12---,r (5.66)
sendo
[ —HF —FTHT + 31, 12X * ke k]
P-pHF+E'HT+Q'G" pE'HT+Q'GT+HE+GQ) % % -
o P+ X 0 —Xp ke %
' P+ X 0 0 X - x |’
I P+ X 0 0 0 - X
Q=I[C I],

entdo existe um observador que realiza uma estimacdo assintotica do vetor de estados e

de falhas do sensores do sistema. As matrizes do observador sao dadas por:

N | +NC N i 0 0
—GHlE=| T R = 8 L= : (5.67)

M MC M —C -l I
Demonstragao. (QIAO; YANG, 2018) O

No trabalho em questao, os autores fazem a seguinte passagem, demonstrada na
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Equagao (20) do artigo:

3 RER = 3 RER+X)< T ARX) < F[R+XXHR+X)+ gaX]. (569

sendo & vetor de estados e de falhas dos sensores do sistema e @ os limitantes superiores

das derivadas das funcoes de pertinéncia do sistema.

Como observado anteriormente, a utilizacao somente dos limitantes superiores dessas
derivadas acaba trazendo conservadorismo a resolucao do problema, mesmo quando hé a

insercao de varidveis matriciais de folga (no caso, as matrizes X;).

A fim de relaxar as LMIs do Teorema 5, foi aplicado o procedimento descrito pelo
Algoritmo 1 do Teorema 1. Porém, a principio, esse procedimento nao trouxe ganho
algum a resolucao do problema, retornando regioes de factibilidade iguais e até ocasion-
almente menores que as LMIs originais do Teorema 5. Isso se deve ao fato de que, gracas
a passagem representada na Equagao (5.68), acaba-se utilizando o quadrado dos pesos

ajustados, ou seja:

Zlh Zlh pr R4 ()X (5.69)

sendo hﬁl o conjunto de pesos 6timos adaptados para hi conforme o Algoritmo 1 apresen-

tado no Teorema 1

A utilizagao dessa ferramenta matematica que resulta no termo (h;")2 acaba tirando
uma das principais vantagens da abordagem contida no Teorema 1: a possibilidade de

utilizacao de valores negativos para os h.

Assim, deu-se um passo a menos do que foi dado na Equacao (5.68), sendo

Zlh Zlhk' ) (5.70)

definindo hp(z(t)) = Pp, para todo p € K;. Entao as condicoes (3.1), (3.2), (3.4) e (3.6)
sio satisfeitas para C=0. Além disso, definiu-se também T, = X(t) TPpX(t) e aplicou-se o
Algoritmo 1 para cada ordem decrescente k de Ty, Tp,---, Ty, sendo Kk € Ky, e m=r!, para
obter-se os pesos do majorante 6timo P = hi(z(t)), Pk, = ha(z(t)), - -, Pk, = he (z(t)), para
J(p) dado em(3.22), representado por J(p) < ¥ ,_1 PkpTp, para todo k € K,

A partir do passo descrito em (5.70) e da prova disponivel em (QIAO; YANG, 2018),
acabou-se chegando em condicoes semelhantes ao conjunto de LMIs adaptadas pelo Al-
goritmo 1 para o caso de comparagao com (MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009),
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apresentadas em (5.13)-(5.18). As LMIs adaptadas a partir de (QIAO; YANG, 2018),

utilizadas para as comparagoes a seguir, foram:

sendo

—HF—FRTHT + 37, hP *
O = ETuT ATl A~ FE'UT L aTeT L HE <0,
PR—-pHF+E H'+Q'G" p(E' H'+Q'G' +HE+GQ)
com as mesmas matrizes Q,E,L,F,GH™! apresentadas em (5.67).

-Parar=2

Considere o seguinte sistema nao linear TS apresentado em (QIAO; YANG, 2018)

descrito por

0 a 1 0 b 1 1 0
A= -194 -1 0 |,MA=|-05 -15 0 |,B1= 0|,B=1|1],
0 1 -3 0 0 -2 0 0
100 0
C=|110|,D=|1
001

Variando-se os parametros a e b entre [1;10 e [1;10, respectivamente, e utilizando-se

do solver Sedumi, foram obtidas as seguintes regioes de factibilidade:

e Para intervalos de hj iguais, @ =1.144
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Figura 12 - Area de factibilidade para r = 2, (-) para Teorema 5 original, (-,x) para
Teorema 5 utilizando o Algoritmo 1, com intervalos iguais para os limitantes de hj.

Factibilidade para r=2, fis iguais
T

10— >‘< X X -
x x x .
9 x X X . —
x x .
8 x X X -
x x x .
7 x x . -
x x .
61— X X X -
Q0 x x .
5 x x -
x x x
a4 x x -
x x

3 % x . —
x x

2 x -

T i i i i : i i i X L]
1 2 3 4 5 a 6 7 8 9 10

Fonte: O préprio autor.

Ainda utilizando esse valor para @, foi realizada uma busca em uma regiao de ae b
diferente da mostrada em (QIAO; YANG, 2018), resultando na Figura abaixo:
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Figura 13 - Area de factibilidade diferente para r = 2, (-) para Teorema 5 original, (-, X)
para Teorema 5 utilizando o Algoritmo 1, com intervalos iguais para os limitantes de h;.

Factibilidade para r=2, fis simétricos

0F T T T T =
X
X X
X X
25— x x x —f
X X X
X X X
Q0
X X X
X X X
20— x x . . . . -
X X
X X
X X
15 % X 1 1 I I 1 1 1 I 7
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
a
Fonte: O préprio autor.
e Para intervalos de h; diferentes
Para este caso, foram usados os seguintes valores para os limites dos hj:
-3<h;1 <15
) (5.72)
—-1.5<hy <3
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Figura 14 - Area de factibilidade para r = 2, (-) para Teorema 5 original, (-,x) para
Teorema 5 utilizando o Algoritmo 1, com intervalos diferentes para os limitantes de h;.

Factibilidade para r=2, fis diferentes

I I
10— =

6 x . —
o] x . .

sL . . i
x . .

al- x . . . |
X X . .

3k x x . . —
x x . .

20 x . . . -

TC i i i i : i i i ! L]

1 2 3 4 5 a 6 7 8 9 10

Fonte: O préprio autor.

-Parar=3

Considere o seguinte sistema nao linear TS adaptado a partir do apresentado em
(QIAO; YANG, 2018), descrito por

0 a 1 0 b 1 0 b 1
A= -194 -1 0 |,A=|-05 -15 0 |,A3=|-1 -09 O ;
0 1 -3 0 0o -2 0o -1 -18
1 0 15 100 0
B1 = 0|, B=|1], Bg= 1 |,C=1]110|,D=]1
0 0 0 001 0

Variando-se os parametros a e b entre [1;10 e [1;10, respectivamente, e utilizando-se

do solver Sedumi, foram obtidas as seguintes regioces de factibilidade:

e Para intervalos de hj iguais, @ =1.144
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Figura 15 - Area de factibilidade para r = 2, (-) para Teorema 5 original, (-,x) para
Teorema 5 utilizando o Algoritmo 1, com intervalos iguais para os limitantes de hj.

Factibilidade para r=3, fis iguais

o ‘ ; I ]
X X X X
9 x X x X —
X X X
8 x X X . -
x x x x
7 x x x . -
X X X .
6 x x x . —
Q0 x x x
5 x x x . |
x x
4+ x x |
X X X
3+ x x . —
X X X
2 x . . x x —
. . X x
T i i i t * ! ! ! ! L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: O préprio autor.

e Para intervalos de hj simétricos

Para este caso, foram usados os seguintes valores para os limites dos hj:

1,17< h; < 1,17
~1,25< hy <1,25 (5.73)
~1,5<h3<1,5
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Figura 16 - Area de factibilidade para r = 2, (-) para Teorema 5 original, (-,x) para
Teorema 5 utilizando o Algoritmo 1, com intervalos simétricos para os limitantes de h;.

Factibilidade para r=3, fis simétricos
T T T

10— X >‘<
X X X X
9 X X X X —
X X X X
8 X X X -
7 x x x x —
X X X X
61— X X x -
o] x x x
5 x x x —
41— x x x |
X X X
33— X X X -
X X X X X
2 X X X X X X —
. X X X X X X X X
T i i : i t o X o X x I o i L]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a
Fonte: O préprio autor.
e Para intervalos de h; diferentes
Para este caso, foram usados os seguintes valores para os limites dos hj:
-1,1<h; <1,17
—0,9<hpy<1,25 (5.74)
-1<h3<15
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Figura 17 - Area de factibilidade para r = 2, (-) para Teorema 5 original, (-,x) para
Teorema 5 utilizando o Algoritmo 1, com intervalos diferentes para os limitantes de h;.

Factibilidade para r=3, fis assimétricos

0l \ \ \ \ . T - T : ]

Fonte: O préprio autor.
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6 CondicOes de Estabilizacao para
Sistemas Fuzzy TS Sujeitos a Regiao
de Operacao

6.1 Representacédo da Regido de Operacao

Considere como regiao de operacao de um sistema um conjunto compacto definido

X C R™ dado por:

X = {X(t) e R™: INpyx(t)| < kp,h € I, }, (6.1)
sendo N = [N(Tl) N(TZ) N(Tnh)]T € R™ M ¢ K = [K1 Kz... Kn,]T € R™ conhecidos.

Defina também um conjunto € tal que

g2 {x(t) e R™: x(t)TPx(t) < 1. (6.2)
Em (ALVES et al., 2016), é apresentado um lema que fornece uma condicao suficiente

tal que, se satisfeita, assegura €(P,0) C X(Np)).
Lema 6.1. (ALVES et al., 2016) Dados os conjuntos (6.1) e (6.2), a condicio €(P,d) C

X(N)) € satisfeita se

.
XNT, X

K251
n - ] > 0. (6.3)

Demonstragao. (ALVES et al., 2016). O

Assim, fica definida uma regido € em que, se as condigoes iniciais X(0) estao dentro
dos limites dessa regiao, entdo os estados X(t) nao sairdo da regidao de operagao X para

t > 0, como representado na figura abaixo.
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Figura 18 - Regiao de Operacao.

X2

(0)

Fonte: O proprio autor.

6.2 Condicoes de Estabilizacao para Sistemas N&ao Lineazag F
TS Sujeitos a Regido de Operacéo

6.2.1 O Péndulo Invertido

Para as aplicagoes a seguir, serd considerada a dinamica de um péndulo invertido,

apresentada em (LIU et al.,

sendo g =9,8 m/s?, mp =2 kg, Mc=10kg, a=

2017):
0 1] A 0 1]
9 ) 2 = 29 )
Toami O | | Toamipz O
0 0
—a ) BZ - —af N
A_aml | % —amyLp?
Wty L= 1/2m e B =cog80rm/180) e

as fungoes de pertinéncia do sistema sao hy(xi(t)) = —x(1)?/032 ¢ ho(x1(t)) =1 —hy(xq(t)).
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Figura 19 - Péndulo Invertido

Fonte: O préprio autor.

6.2.2 Comparacdo com (MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009gi&b
de Operacgao

Assim como no Capitulo 2, a Aplicagdo 1 leva em contas as LMIs propostas em
(MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009). Para aquele caso, foram propostas as al-
teragoes que resultaram nas LMIs (5.13)-(5.15). Nesse caso, além da manutencao dos
limitantes dos hi’s, serda adicionada a restricao da regiao de operacao, apresentada em
(6.1) e os limites superiores e inferiores dos hi’s serdo calculados de maneira exata, como
apresentado em (TANAKA; HORI; WANG, 2003).

hy = 2 “(;ifﬂxl(t) = dhalifl) < [1 0](_2” (x0) (Ax(t) + Biu(t))
. —x2/0,32
= akg)((iq) (he(x1)X2 + ha(X1)%2) = 0hal)((>1<1) o= 2X1)(;2722 (6.4)

Levando-se em conta uma regiao de operagao dada por x; € [—80r/180, 80r1/180rad
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e X2 € [—80m/180, 80rt/180rad/s, tém-se:

max h; = 0,0067;
min hy = —0,0068;
max hg = —min hl;

min hp = —max hj.

Como o Teorema 3 nao permite a utilizacao de limitantes diferentes (s6 é proposto
para intervalos simétricos dos limites dos hi’s), serd utilizado um valor padrao de 10 para
esses limites, que foi o valor utilizado em (LIU et al., 2017), utiliza-se método nenhum

para um calculo exato desse limitantes dos hj’s.

As LMIs do Teorema 3 original foram programadas via Matlab utilizando-se do solver

SeDuMi 1.3 e retornaram os seguintes ganhos de realimentacao negativa (U= —K(h)x(t)):

Ky = [-220,7454 — 57,7113,

(6.6)
Ko, =[-563 1885 — 182 2289.

Ja as LMIs adaptadas do Teorema 3 em funcao do Algoritmo 1, apresentadas em
(5.13)-(5.15), em conjunto com a LMI (6.3), que representa a regiao de operagao utilizada,

retornaram os seguintes ganhos para a mesma realimentacao negativa:

Ky =[—-187,3325 — 33,5884,

(6.7)
Ko = [~414,1012 — 103 6300.

O comportamento dinamico do sistema para uma posigao inicial x(0) = [-20r7/180 (

¢ mostrado nas Figuras 20 - 23.
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Figura 20 - Comportamento Dindmico do Sistema Realimentado com os Ganhos (6.6).

Comportamento Dinamico
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0 0.5 1 15 2 25 3

t(s)

Fonte: O préprio autor.

Figura 21 - Comportamento das Fungoes de Pertinéncia do Sistema Realimentado com os
Ganhos (6.6).

Funcdes de Pertinéncia
T

5

Fonte: O préprio autor.
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Figura 22 - Comportamento Dindmico do Sistema Realimentado com os Ganhos (6.7).
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Fonte: O préprio autor.

Figura 23 - Comportamento das Fungoes de Pertinéncia do Sistema Realimentado com os
Ganhos (6.7).

Funcdes de Pertinéncia
T

1 1 1 1 1
5

0 05 1 t (S)

Fonte: O préprio autor.

Variando-se a massa da haste no intervalo mg = [0,5, 5]kge o valor de B = [0, cog80r1/180)],
foi feita uma varredura para obter-se a regiao de factibilidade para cada teorema. O re-

sultado esta representado na Figura 24.
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Figura 24 - Regiao de Factibilidade, (-) para o Teorema 3 original e (-, x) para as LMIs
adaptadas (5.13)-(5.15) com Regiao de Operagao.

Factibilidade para r=2
0.18 T T
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X X X
X X X
X X X
X X X

X X

X X
X X X
X X X

Me

Fonte: O préprio autor.

6.2.3 Comparacao com (Llet al, 2017) - Regido de Operacao

Assim como no Capitulo 2, a Aplicagao 2 leva em conta as LMIs propostas em (LIU
et al., 2017). Para aquele caso, foram propostas as altera¢oes a partir do Teorema 1 que
resultaram nas LMIs (5.43)-(5.45). Nesse caso, além da manutencdo dos limitantes dos
hi’s, serd adicionada a restricao da regiao de operacao, apresentada em (6.1) e os limites

superiores e inferiores dos hj’s serdo os mesmos que os mostrados em (6.5).

Como em (LIU et al., 2017), hd apenas uma suposi¢ao dos limites dos hi’s, foram

utilizados os seguintes valores para o Teorema 4:

max hl =10;
min hl = —b;
(6.8)

max hy = —min hy;

min hy = —max hy.

As LMIs do Teorema 4 original foram programadas via Matlab utilizando-se do solver
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SeDuMi 1.3, e retornaram os seguintes ganhos de realimentacao negativa (u= —K(h)x(t)):

Ky = [~330,3150 — 98,1393,

(6.9)
Ky =[—1,0234 —0,3437 x 10%.

Ja as LMIs adaptadas do Teorema 4, apresentadas em (5.43)-(5.45), em conjunto
com a LMI (6.3), que representa a regiao de operagao utilizada , retornaram os seguintes

ganhos para a mesma realimentacao negativa:

Ky = [~144,9920 — 23,5603,

(6.10)
Ko = [~551,3927 —141,843§.

O comportamento dindmico do sistema para uma posigao inicial X(0) = [—-20r/180 (

¢ mostrado nas Figuras 25 - 28.

Figura 25 - Comportamento Dindmico do Sistema Realimentado com os Ganhos (6.9).
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Fonte: O préprio autor.
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Figura 26 - Comportamento das Fungoes de Pertinéncia do Sistema Realimentado com os
Ganhos (6.9).

Fungdes de Pertinéncia
T
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Fonte: O préprio autor.

Figura 27 - Comportamento Dinamico do Sistema Realimentado com os Ganhos (6.10).

Comportamento Dinamico
40 T T T T T

30— -

20 — -

10— -

Posicao Angular (graus)

10 - .

-20 1 1 | 1 1

1)

-10 —

Velocidade Angular (graus/s)

-20 | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3

t(s)

Fonte: O préprio autor.
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Figura 28 - Comportamento das Fungoes de Pertinéncia do Sistema Realimentado com os
Ganhos (6.10).

Fungdes de Pertinéncia
T

Fonte: O préprio autor.

Variando-se a massa da haste no intervalo me =[2,3, 2,7]kge o valor de  =[0,079, 0,085,
foi feita uma varredura para obter-se a regiao de factibilidade para cada teorema. O re-

sultado esta representado na Figura 29.

Figura 29 - Regiao de Factibilidade, (-) para o Teorema 4 original e (-, x) para as LMIs
adaptadas (5.13)-(5.15) com Regiao de Operagao.
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Fonte: O préprio autor.



71

7 Novas Condicoes de Estabilizacao
para Sistemas Fuzzy TS

7.1 Introducao

A fim de utilizar-se melhor todas as informacoes fornecidas a partir da utilizacao
do algoritmo apresentado no Teorema 1, neste capitulo serao propostas novas abordagens
para o projeto de controladores para sistemas nao lineares TS baseados nas regras geradas

pelo algoritmo.

Considere o sistema TS dado por

;
X(t) = Zhi (x(t)) [Aix(t) + Biu(t)], (7.1)
i=
sendo que U(t) poderd ter varios formatos, como serd visto a seguir.

Todas as propostas de projeto de controladores que serao apresentadas para essa classe
de sistema sao diretamente ligadas a aplicacao do algoritmo e, portanto, ao Teorema 1.
Sera considerado que as todas as condigoes de existéncia desses sistemas, representadas

por

—@1<hp <@o,pck, (7.2)

;
h =1,

% .

Zhizo,

(7.3)

sao sempre respeitadas.
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Também é importante recordar a definicao o conjunto:

wrz{wz[wlaa---wrfeRr/wl%wz#---%wr e W, 0y, -, 0 eKr}. (7.4)

7.2 Novas Propostas para Estabilidade de Sistemas Fuzzy TS

7.2.1 Utilizando-se um controlador fuzzyh{x(t))

Primeiramente, serd formalizado o procedimento que gerou as LMIs (5.13) - (5.18)).

Considere a lei de controle a seguir

u(t) = —K(h(x(t i ))iKjx(t) (7.5)
=1

Portanto, o sistema (7.1) com a lei de controle (7.5) pode ser reescrito como sendo

r r

= 3 MAXE) < B) = 33 by (Axtt) ~BK (1) 76
1= i=1]

Teorema 6. Seja U >0 um dado escalar. Considere também que h(z(t)) respeita (7.3), e

ue — @1 < hp(z(t)) < @2 sendo que —@p 1 € @p 2 sao constantes reais, e defina hp(Z(t)) =
Pp, para todo p € K;. Entao as condi¢oes (3.1), (3.2), (3.4) e (3.6) sdo satisfeitas para
C=0. Além disso, suponha que existam matrizes Py = Pg > 0, defina também Ty =
X(t)TPpX(t), para todo p € K;. Note que Ty € positivo para X(t) # 0, e aplique o Algoritmo
1 para cada ordem decrescente K de T1,To,---,T;, sendo K€ Ky e m=r!, para obter-
se 0s pesos do majorante dtimo Py = h’l‘(z(t)), Pk, = hz(z(t)), e P = hi(z(t)), para
J(p) dado em (3.22), representado por J(p) < ¥ p_q Pkp To, para todo k € K. O sistema
(7.1) € estabilizdvel pelo controlador (7.5), com ganho dado por Kj = SjT RT, e também
P=R IR T, se existirem matrizes simétricas ['i, e matrizes quaisquer R S satisfazendo

o conjunto de LMIs
>0, (i=12,---,r), (7.7)
Eiik<0(i:1727"'7r;k:1727"'7m>7 (78)

Eijk<0(i<j:1727"'7r;k:1727"'7m)7 (79)
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where: . . . :
_ M~ AR —RAT +BiS] +SiB; .

Ziik = 7.10
1k ~UART -BS)+R  UR+R) |’ (7.10)
Zijk = Sijk + ik, (7.11)

r -
M= hip(Tp): (7.12)

p=1

Demonstracao. Considere a candidata a funcao de Lyapunov, a FLF, descrita por:

= ihixT ()R x(t), (7.13)

sendo B = PiT > 0, para todo i € K.

Observe também, de (7.1), o produto nulo abaixo

2[x" (1)M + X" (t)uM] x

—ii i(A —BiK)x(t)| =0. (7.14)

Derivando (7.13) em relagdo a t, tém-se

= 2ihixT(t)P.>'<(t)+xT(t) i hoPo X(t). (7.15)
P(h)

Usando o Teorema 1 para o processamento do termo (7.15) relacionado ao P(h),que

pode ser visto como uma funcao custo de pesos limitados h;, para i € K;, tem-se que

X' (t) Z hoxT (t)Pox(t) Z hieoXT (1) Pox(t) (7.16)

em que hﬁp, ke Km m=r!, sdo os pesos 6timos calculados pelo Algoritma 1 do Teorema
1 para cada caso de ordem decrescente K de x(t)TRx(t), i € K;. Para essa aplicacio do
Teorema 1 e do Algoritmo 1 mencionado anteriormente, defina hp = hp e To = X(t) TPoX(t),
para todo p € K;. Entéo, observe que, de (7.15), o termo x(t)TP(h)x(t) ¢ igual a funcéo
custo J(h) definida em (3.8). Além disso, a partir das condi¢oes propostas pelo Teorema
6, as condigoes (3.1), (3.2), (3.4) e (3.6) sao satisfeitas, para C = 0. Portanto, pode-se
utilizar os resultados do Algoritmo 1 para obter-se mmajorantes 6timos de J(h) para cada
ordem decrescente K de Tp,To, -+, Ty, em que K€ Ky, e m=r!. Agora, para uma ordem

decrescente k € Ky, definindo como em (3.13) os pesos 6timos hﬁp = hﬁp, esse majorante
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6timo para J(h) é igual a 37, ; hi, To, como mostrado no final de (7.16). O Teorema 1 que
esses pesos sao otimos e o Lema 3.1 assegura que, se considerados todos os m majorantes
mencioandos, entao serd equivalente a dizer que J(h) é menor que ou igual ao seu valor

maximo.

Agora, adicionando o termo nulo (7.14), de (7.16) tem-se que, para K € Kp,

X) < 2ihixT(t)P.>'<(t) +xT(t) ilh;pppx(t) +2[xT ()M + X" (t)uM]
1= p=

———
P
>‘<—r r A —BiK r rhih-sztF>.>'<t + X" (1) B (t
X[ i;]zl i( ] .Z\J; j[2¢ (HRX(t) +x° (t)Bx(t)
+2X7 ((MK(E) + 247 (£ uMK(E) — 24 (6)M{A; — BiK; (1) — 2X7 (1) IM{A; — BiK; Ix(1)].
(7.17)
Utilizando-se do vetor
E2X(t) X ()], (7.18)
(7.17) pode ser reescrita como
\r r hi ETA; h2ETA; hihi & [Aijk +Aji] €, 7.19
X><i;g iETAjKE = z & kf+gj & JkA+ jik) € (7.19)
ijk
sendo
oa Ao
/\ljk—[)\2 )\3],
A1 =P —M(A —BiKj) — (A —BK))MT, (7.20)
A2 =P —uM(A —BK])+MT,

Az=pu(M+MT).

Se Ajk <0 e Kijk < 0, o ponto de equilibrio X =0 do sistema controlado (7.1) e
(7.5), descrito em (7.6), é assintoticamente estavel. Pre e pés-multiplicando Ajj e Ajjk
pelas matrizes nao singulares diag(M~1,M~1) e diag(M~T,M~T), respectivamente, e pre e

pés-multiplicando (7.7) por M~1e M~T, respectivamente, as seguintes desigualdades séo
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obtidas:

M~PM~T >0,
Oik<0(i=12,---,;k=1,2,--- ,m), (7.21)
G_)ijk <0(i<j=12---,r;k=12---.m)

sendo éijk = Ojjk +Ojik e

@..k AL i *

| - I

"l on

yu=M1RM T — (A -BK)M T -M 1A -BKj)), (7.22)

Yo=M"TRM T — (A —BKHM T+M 1
=M t4MT).

Considere as defini¢oes a seguir:

REM L T £RRR", M £RRR', § 2 RK/, (7.23)

sao obtidas as LMIs (7.7) - (7.9) e se elas forem respeitadas para todo k € Kpy, o ponto
x=0do sistema (7.1) é assintoticamente estdvel, com ganhos de malha fechada dados por
Ki=S/RT, for j € K. O

7.2.2 Utilizando-se um ganho unico K

Foi proposta a utilizagao de um ganho tnico K robusto, ao invés do conjunto de
ganhos K(h(x(t))) adotados nos Teoremas apresentados anteriormente. Essa abordagem

é entao utilizada no Teorema 7.

Considere a lei de controle a seguir:

u(t) = —Kx(t). (7.24)

Teorema 7. Seja U >0 um dado escalar. Considere também que h(z(t)) respeita (7.3), e
que —@p 1 < hp(z(t)) < @2 sendo que —@p 1 € @p 2 sao constantes reais, e defina hp(Z(t)) =
Pp, para todo p € K;. Entao as condi¢oes (3.1), (3.2), (3.4) e (3.6) sdo satisfeitas para
C=0. Além disso, suponha que existam matrizes Py = Pg > 0, defina também Ty =
X(t)TPpX(t), para todo p € K;. Note que Ty € positivo para X(t) # 0, e aplique o Algoritmo
1 para cada ordem decrescente K de T1,To,--+,Tr, sendo K€ Km e m=r!, para obter-
se 0s pesos do majorante dtimo Py = h’l‘(z(t)), Pk, = hz(z(t)), e P = h (z(t)), para
J(p) dado em (3.22), representado por J(p) < ¥ p_g Pkp To, para todo k€ K. O sistema
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(7.1) € estabilizdvel pelo controlador (7.24), com ganho dado por K =S'R™T, e também
R =R IR T, se existirem matrizes simétricas ['i, e matrizes quaisquer R S satisfazendo

o conjunto de LMIs

M =RRR" >0, (7.25)
Zik<0(i=21,2---,r), (k=21,2,---,m), (7.26)
sendo:
_ | Ik—AR"—RAT+BS" +SH * (7.27)
K M—HAR —BSH+R  pR+RT) |’ |
r .
M= Z hﬁprp. (7.28)
p=1
Demonstracao. Considere a candidata a funcao de Lyapunov, a FLF, descrita por:
r
V(x(t)) = ZlhiXT (R x(t), (7.29)
i=
sendo que as matrizes B = PiT > 0, para todo i € K.
Observe também, de (7.1), o produto nulo abaixo
2[xT ()M +XT (t) uM]
T (7.30)
X [X— Zhi(Ai —BiK)x(t)| =0.
i=
Derivando (7.29) em relacao a t, tém-se
. r r .
V(x) =2 ZlhixT(t)P.X(t) +xXT (1) Y hoPox(t). (7.31)
i= p=1
——
P(h)

Usando-se o Teorema 1 para o processamento P(h), que é uma funcao custo descrita

por pesos limitados hi, tém-se que

X" (O)P(h)x(t) = X (t) i hoPox(t) < X (t) i hioPoX(t), para todo k€ Km,  (7.32)
p=1 p=1

%
ko
cionado no Teorema 1, para cada caso de ordem decrescente de B, i € K.

sendo que h: ke Km, m=r! sdo os pesos o6timos calculados pelo Algoritmo 1, men-
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Agora, adicionando-se o termo nulo (7.30),

V(x) < Z_ilhiXT(t)P.X(t) +xT(t) ilh;pppx(t) +2[xT ()M + X" (t)uM]
1= p=
T

X [X— -_ilhi (A —BiK)x(t)

+2xT (1)MX(t) + 2XT () uMx(t) — 2xT (1)M{A — BiK }x(t) — 2XT (1) uM{A — BiK }x(t)].

- ilhi [2xT (t)PX(t) + X' (t)REX(t)

(7.33)
Utilizando-se do vetor
E2X ()X ), (7.34)
(7.33) pode ser reescrita como sendo
. r
V(X) < ZhiETAikE (7.35)
i=
sendo que
A
A2 | 8T
A2 A3
A1 =R — M(A —BK) — (A = BiK)MT, (7.36)
A2 =P — UM(A —BK) +M",
Az=pu(M+MT).

Se Aik < 0, para todo i € K; e k€ K, o ponto de equilibrio x = 0 do sistema (7.1)
¢é assintoticamente estavel. Pré e pds multiplicando Aj pelas matrizes nao singulares
diag(M~1,M~1) e diag(M~T,M~T), respectivamente, e pré e pés multiplicando (7.25) por

M~ e M~T, respectivamente, as inequalidades a seguir sao obtidas:

M~iIRM~t >0,

. (7.37)
eik<0 (I :1727"'7r)7 (k:1727"'7m>7
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sendo

@.ké io*
2
7%
y=M1BM T —(A-BKM T -M LA -BK), (7.38)

vo=MIBAM T — (A -BKM T+M L,
yp=uMt4MT).

Considerando as definicoes a seguir:

RAM 1 I 2RRR", I 2RRR", S2RK', (7.39)

sao obtidas as LMIs (7.25) - (7.26), e se elas forem respeitadas para todo k € Ky, o ponto

x=0do sistema (7.1) é assintoticamente estdvel, com ganhos de malha fechada dados por
K=S'RT. =

7.2.3 Utilizando-se um ganho chaveadg K

O algoritmo apresentado no Teorema 1 retorna para o usuario até r!, sendo r o nimero
de regras que descrevem o sistema nao linear TS, possibilidades de combinacao de pesos
para cada hgyPgy. Sendo assim, é possivel associar um ganho K para cada uma dessas

combinagoes geradas, que acaba resultando em um conjunto de LMIs.

Portanto, colocando um indice em cada uma dessas possibilidades e o chamando de
0, ¢ possivel associar um ganho do controlador a cada um dessas ordens decrescentes.

Considere entao a seguinte lei de controle.

u(t) = —Kgx(t), (7.40)

sendo que o(t) € Km,m=r! é o indice da ordem decrescente que esté sendo respeitada no

instante t.

Teorema 8. Seja U > 0 um dado escalar. Considere também que h(z(t)) respeita (7.3), e
que —@p 1 < hp(z(t)) < @2 sendo que —@p 1 € @p 2 sao constantes reais, e defina hp(z(t)) =
Pp, para todo p € K;. Entao as condi¢oes (3.1), (3.2), (3.4) e (3.6) sdo satisfeitas para
C=0. Além disso, suponha que existam matrizes Pp = Pf-,r > 0, defina também Tp =
X(t)TPpX(t), para todo p € K;. Note que Ty € positivo para X(t) # 0, e aplique o Algoritmo
1 para cada ordem decrescente K de Ty, Tp, -, Ty, sendo K€ Ky e m=r!, para obter-se
0s pesos do majorante dtimo Py = h’{(z(t)), Pk, = h;(z(t)), e P = h¥(z(t)), para I(p)
dado em (3.22), representado por J(p) < yp_4 Pkp To: para todo K€ K. O sistema (7.1)
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¢ estabilizdvel pelo controlador chaveado (7.40), com ganhos dados por Ko = SIR™T, e
também B = RIMR™T, se existirem matrizes simétricas T, e matrizes quaisquer R, Sy

satisfazendo o conjunto de LMIs

[ =RRR" >0, (7.41)
Ei0<0(i:1727"'7r>7 (0:1727"'7m>7 (742)
sendo:
_ | Te—AR —RA +B;S, +S:Bf * (7.43)
o Mi—p(ART-BSH)+R  p(R+R") | '

r .
M= Z h’gprp. (7.44)
p=1
Demonstracao. Considere a candidata a funcao de Lyapunov, a FLF, descrita por:

V() = 3 O () (7.45

sendo que as matrizes B = PiT > 0, para todo i € K.

Observe também, de (7.1), o produto nulo abaixo

2[xT ()M +XT (t) uM]
[' 5 (A~ BK) <t>] 0 o
X | X— i (A — BbiK)X = U.
Derivando (7.45) em relacao a t, tém-se
V() = 2_2hixT(t)P.>'<(t) +xT (1) i hoPo X(1). (7.47)
= p:l.
P(h)

Utilizando-se do Teorema 1 para o processamento P(h), que é uma fungao custo des-

crita por pesos limitados hi, tém-se que

X" (OP(h)x(t) =X (t) i hoPox(t) < X (t) i hpPoX(t), para todo 0 € Km,  (7.48)
p=1 p=1

sendo que h*ap, ke Kmn m=r!, os pesos 6timos calculados pelo Algoritmo 1 para cada

caso 0 de ordem decrescente de B, i € K.
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Neste passo, é importante entender que o Algoritmo retornard m possibilidades de
limitantes para func¢ao custo apresentada em (7.48). Portanto é possivel associar o indice 0
ao controlador que sera projetado através das LMIs que serao apresentadas a seguir. Dessa
maneira, durante a operacao do sistema, serao chaveados mcontroladores Kg, dependendo

de qual ordem decrescente de XPX, i € K;, esta sendo respeitada.

Agora, adicionando-se o termo nulo (7.46),

V(x) < 2_2hiXT(t)P|>'((t) +xT(t) ilh’g,pppx(t) +2[x" ()M +XT (t) uM]
1= p=
T

X [X— -i\hi (A — BiK)x(t)

+ 2T (OMK(E) + 2X7 (1) uMX(E) — 2T (OM{A — BiKo }x() — 257 (1) uM{A; — BiKo }x(1)].

_ Z (2 (©)RX(E) +XT (DPX()

(7.49)
Utilizando-se do vetor
E& X)X )T, (7.50)
(7.49) pode ser reescrita como sendo
. r
V(x) < ZlhiET/\iGE (7.51)
=
sendo que
/\io- é A]_ >k :
A2 A3
A1 =P; —M(A —BiKs) — (A — BiKg)MT, (7.52)
A2 =P — UM(A —BiKs) +MT,
Az=pu(M+MT).

Se Nig < 0, para todo i € K; e 0 € Ky 0 ponto de equilibrio X =0 do sistema (7.1)
¢ assintoticamente estavel. Pré e pds multiplicando Ajg pelas matrizes nao singulares

diag(M~1,M~1) e diag(M~T,M~T), respectivamente, e pré e pés multiplicando (7.41) por
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M~ e M~T, respectivamente, as desigualdades a seguir sao obtidas:

M~PM~t >0,
. (7.53)
Ois<0(i=12---,r), (0=12---,m),
sendo
0.2 nox
10 — I
73
vi=M"P;MT — (A —BiKo)M T — M (A —BiKy), (7.54)
Yo=M"RM™ T — (A —BKg)M T+ M,
yp=uM1t+MT).
Considerando as defini¢oes a seguir:
RAML I2RRR", I 2RPR", S, 2 RK], (7.55)

sao obtidas as LMIs (7.41) - (7.42), e se elas forem respeitadas para todo 0 € K, o ponto

x=0do sistema (7.1) é assintoticamente estavel, com ganhos de malha fechada dados por
Ke=SIR T, 0 € K, O

Dessa maneira, é possivel criar uma lei de chaveamento que define em qual modelo
formado pelo algoritmo apresentado no Teorema 1 o sistema estd no momento e utilizar

o ganho K projetado especificamente para esse modelo.

Exemplo: Para r=3, o algoritmo fornece 6 possibilidades:

Caso 5: X(t

Assim, pode-se dizer que o Caso 1 produz o indice 1 em Kg, o Caso 2 produz o indice

2 em Kg, e assim por diante até o Caso 6.
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7.2.4 Utilizando-se um conjunto de ganhos chaveadgé))

Ainda utilizando-se os modelos gerados pelo algoritmo apresentado no Teorema 1,
é possivel projetar nao apenas um Kg para cada modelo, mas também um conjunto de

K(o,i)’s para realimentagéao de um controlador fuzzy descrito por

() = —Ko(H()XD) = = 5 K X0 (7.56)
2

sendo 0 o indice de cada modelo gerado pelo algoritmo, como exemplificado na abordagem

anterior.

Teorema 9. Seja U >0 um dado escalar. Considere também que h(z(t)) respeita (7.3), e
que —@p 1 < hp(z(t)) < @2 sendo que —@p 1 € @p 2 sGo constantes reais, e defina hp(z(t)) =
Pp. para todo p € K. Entao as condicoes (3.1), (3.2), (3.4) e (3.6) sdo satisfeitas para
C=0. Além disso, suponha que existam matrizes Pp = P;- > 0, defina também Tp =
X(t)TPpX(t), para todo p € Ky. Note que Ty € positivo para X(t) # 0, e aplique o Algoritmo
1 para cada ordem decrescente K de T1,To,--+,Tr, sendo K€ Km e m=r!, para obter-
se 0s pesos do majorante dtimo Py = h’{(z(t)), Pk, = h;(z(t)), e P = h (z(t)), para
J(p) dado em (3.22), representado por J(p) < z;;:1 Pkp To» para todo ke Km. O sistema
(7.1) € estabilizdvel pelo controlador formado pelos conjuntos de ganhos chaveados (7.56),
com ganhos dados por Kg i) = S-ij_T, e também B =R IMR™T, se existirem matrizes

simétricas [, e matrizes quaisquer R, Sgj satisfazendo o conjunto de LMIs

I >0, (7.57)
Eii0<0(i:1727"'7r)7 (021727"'7m)7 (758)
E_ij0'<0(i<j:1727"'7r)7 (0:1727"'7m)7 (759)
sendo:
M —AR" —RA" +B;S . BT
Zjo=| o BB e (7.60)

ri— u(ART —BiS};) +R pU(R+RT)

ijo = Zijo T Zjio, (7.61)

r -
(=S hyolp. (7.62)
p=1
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Demonstracao. Considere a candidata a funcao de Lyapunov, a FLF, descrita por:

;
V (x(t)) = ZhixT ()R x(t), (7.63)
i=
sendo que as matrizes B = PiT > 0, para todo i € K.

Observe também, de (7.1), o produto nulo abaixo

2XT ()M +XT (t)puM]
[' S hih; (A — BiK) (t)] 0 (7:64)
X [ X— iNi (A — bjKj)X =0U.
2, ATE
Derivando (7.63) em relacao a t, tém-se
V(x) = 2_2hixT(t)P.>'<(t)+xT(t) i hoPo X(1). (7.65)
= p:l.
P(h)

Usando-se o Teorema 1 para o processamento P(h), que é uma funcao custo descrita

por pesos limitados hi, tém-se que

X" (OP(h)x(t) =X (t) i hoPox(t) < X (t) i hpPoX(t), para todo 0 € Km,  (7.66)
p=1 p=1

sendo que h”&p, ke Km, m=r!, sdo os pesos 6timos calculados pelo Algoritmo 1, men-

cionado Teorema 1 para cada caso g de ordem decrescente de B, i € K.

Neste passo, é importante entender que o Algoritmo retornarda m possibilidades de
limitantes para func¢ao custo apresentada em (7.66). Portanto é possivel associar o indice
ao controlador que sera projetado através das LMIs que serao apresentadas a seguir. Dessa
maneira, durante a operacao do sistema, serao chaveados m conjuntos de controladores
Kgj, dependendo de qual ordem decrescente de X(1)TPX(t), i € K¢, estd sendo respeitada.
Portanto, nao serda apenas projetado um controlador para cada modelo local do sistema
fuzzy T'S, mas sim um controlador para cada modelo local de cada possibilidade retornada

para o algoritmo, proporcionando assim mxr =r! xr ganhos para os controladores.
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Agora, adicionando-se o termo nulo (7.64),

V(x) < 2_2hiXT(t)P|>'((t) +xT(t) ilhgpppx(t) +2[xT ()M + X" (t) uM]
1= p=
T

x [5‘— ; élhihj(ﬂq - Bin)X(t>] = _;j_lhih,- [2xT (1)PX(t) + X" (t)P3x(t)

27 ({)M(E) + 2X7 () HMX(E) — 2XT ()M{A — BiKorj (1) — 28 (1) UM{A — BiKor ().

(7.67)
Utilizando-se do vetor
E2X ()X ), (7.68)
(7.67) pode ser reescrita como sendo
i r r r r
V<) > hihjETAijg€ = Zhisz/\iiaf - ZhihjfT Nijo +ANjio) €, (7.69)
i=1j=1 i=] i<] —_—

Nijo

sendo que

A1 =P;—M(A —BiKgj) — (A —BiKgj)MT, (7.70)
A2 =P — UM(A — BiKgj) + M7,
Az=pu(M+MT).

Se Ajik <0e Kijk <0, para todoi, ] € K; e ke Ky, o ponto de equilibrio X = 0 do sistema
(7.1) é assintoticamente estéavel. Pré e pés multiplicando Ajjk e Ajjk pelas matrizes nao
singulares diag(M—,M~1) e diag(M~T,M~T), respectivamente, e pré e pés multiplicando

(7.57) por M~1 e M~T, respectivamente, as desigualdades a seguir sao obtidas:

M~RM~ >0,
eii0'<0(i:1727"'7r)7 (021;27"';m)7 (771)
éija<0 (i<j=212---,r), (0=12---,m)
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sendo G_)ijko' = Bjjo +Ojig ¢

Ojjo £ nox
v o
Vi=M1P:MT — (A —BiKg))M T —M LA —BiKyj), (7.72)

Yo=M"AM~T — u(A —BiKs))M T+ M1,
yp=puMt+MT).

Considerando as definicoes a seguir:

REM™, I £RRR', Iy £RRRT, S £ RKY;, (7.73)

sao obtidas as LMIs (7.57) - (7.59), e se elas forem respeitadas para todo 0 € K, o ponto
x=0do sistema (7.1) é assintoticamente estavel, com ganhos de malha fechada dados por
Koj=S5R T, 0 €K, j €K O

7.2.5 Resultados Comparativos

Nesta se¢ao, serao comparados todos os tipos de controladores propostos até agora

baseados no algoritmo do Teorema 1 e no Teorema 3 puro, ou seja,

K tnico (Teorema 7);
e Kg, em fungao de cada modelo apresentado pelo Algoritmo 1 (Teorema 8);

e K(h(x(t)))1, apresentado no Teorema 3;

K(h(x(t)))2, com o controlador fuzzy cléssico, utilizando o Teorema 1 no processa-
mento do termo P(h(x(t)) (Teorema 6);

Ko (h(t)), com um conjunto de ganhos em funcao de cada modelo apresentado pelo

Algoritmo 1 (Teorema 9);

- Parar=2

Considere o sistema nao linear TS apresentado em (MOZELLI; PALHARES; AVEL-
LAR, 2009)

1 —a -1 0,4 -
A | 36 L6 A | B 6 B 0,45 B b |
6,2 —4,3 6,2 —4,3 -3 -3

e Com intervalos iguais de hi:
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Considerando @ = 1 e variando-se os parametros a e b entre [0;25 e [1;1, 8], respecti-

vamente, e utilizando-se do solver Sedumi, foi obtida a seguinte regiao de factibilidade:

Figura 30 - Regiao de factibilidade comparativa para r = 2 e intervalos iguais de hi.

Factibilidade para r=2, fis iguais

I I I
Py .
1.8 + + o+ + o+ + o+ + o
+ o+ + o+ + o o o o ] o o
+ + + + (<3 o =3 o =3 o * * x x
+ + + <3 <3 (<] (<3 (<] * * x x x . 1
16— + +—+ o o o o *o* x x . . . . —
+ o+ o o o x * x x . . . .
+ o o o x * x . . . .
+ o o x * x . . .
Oi14 + o x x  x . . ]
+ o * x . . .
+ o x .
+ o x
12t x . . . ! . . . . | . . . . 1 . . . . } . . . . -
x
1 -
08— —
| | | | | |
0 5 10 a 15 20 25

Fonte: O préprio autor.

Na Figura 30, as regioes de factibilidade sao representadas da seguinte maneira:
— - para K tnico;

— -, X para Kg;

— -, X, * para K(h(X(t)))1;

— -, X, *, o para K(h(x(t)))2;

— -, X, *, o, + para Kg(h(x(t));

e Com intervalos diferentes de hi:

Considerando os seguintes intervalos para h;:

h <3; (7.74)
h, <5 '

V/ANV/AN
NN

-5
—-3<h,

Y

e variando-se os parametros a e b entre [0;25 e [1;1, 8], respectivamente, e utilizando-se

do solver Sedumi, foi obtida a seguinte regiao de factibilidade:
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Figura 31 - Regiao de factibilidade comparativa para r = 2 e intervalos diferentes de hi.

Factibilidade para r=2, fis diferentes
T T T

18 -

16— =

Oi14

X R X+ 4+
C X % % O 4+ +
X % % O + +
© X % % O 4+ +
X % %O+ +
C X % %O 4+ 4 +
X % %O 4+ 4 +
Xk R K+ +
Xk R K+ 4+
X ok R K+ o+ +
X K R K+ 4+
X Kk ok K+ 4+
X Kk R K+ 4+
X % % O + + +
S Xk kot 4+

12— +

Sox Kk 4+ o+
COX K% % 4+
Sk x4+ 4+
X % o+ o+ o+
Cox ¥ % 4+ +
X % % 4+ +
X % ¥ 4+ +
X X R X+ +
X X ¥ K 4+ +

08— =

Fonte: O préprio autor.

Na Figura 31, as regioes de factibilidade sao representadas da seguinte maneira:
— - para K(h(x(t)))1;

— -, X para K tnico;

— -+, X, * para K(h(x(t)))2;

— -, X, %, o para Kg;

— -, X, %, o, + para Kg(h(x(t));

Ainda para esses intervalos de hi, foi simulada a dinamica do sistema para os ulti-
mos pontos de factibilidade de Ky e de Kg(h(t)), a fim de verificar-se se eles realmente
representavam pontos em que o ponto de equilibrio X = 0 do sistema controlado é assin-
toticamente estavel e se os controladores realmente trocavam seus indices em funcao da

evolucao das variaveis de estado com o decorrer do tempo.

Utilizando-se o solver Sedumi, com os parametros a e b valendo 12 e 1,35, respecti-

vamente, foram obtidos os seguintes ganhos de realimentagao negativa (U= —KgXx(t)):

Ky =[22,1931 — 5,863,

(7.75)
Ko = [22,7399 —7,6675.
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A resposta dinamica do sistema para o ponto inicial X(0) = [0,4, 0,7]T, escolhido de

maneira arbitraria, estd representada nas figuras abaixo.

Figura 32 - Comportamento Dinamico do Sistema Realimentado com os Ganhos (7.75).

Comportamento Dinamico

T T T T T T T

~
X 05 -
of—
0.5 -
| | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t(s)
2 T T T T T T T T T
15— =
1 -
ol
X 05 =
=
05 —
| | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t(s)

Fonte: O préprio autor.

Figura 33 - Comportamento das Fungoes de Pertinéncia do Sistema Realimentado com os

Ganhos (7.75).

Fungdes de Pertinéncia

t(‘é)

Fonte: O préprio autor.

18
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Figura 34 - Comportamento das Derivadas das Funcoes de Pertinéncia do Sistema Reali-
mentado com os Ganhos (7.75).

Derivadas das Funcdes de Pertinéncia
T T T

h

o)

—

12 14 16 18 20

t(é)

Fonte: O préprio autor.

Figura 35 - Chaveamento de Indices do Controlador Ky para o Sistema Realimentado com
os Ganhos (7.75).

Chaveamento de Modelos
3 \ \ \

25

Fonte: O préprio autor.
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Figura 36 - Comportamento da Funcao de Lyapunov do Sistema Realimentado com os
Ganhos (7.75).

Funcao de Lyapunov V(x)
15 T

1
ts) : : ) ;

Fonte: O préprio autor.

Para a realimentagao negativa utilizando-se o conjunto de ganhos chaveados Kg(h(X(t))),
foi utilizado também o solver Sedumi, porém agora com os parametros a e b valendo 16

e 1,5, respectivamente, Assim, foram obtidos os ganhos:

Ky1=[27,8311 — 7,4895,
Ky =[19,7669 —8,1094,
Ko1 =[21,5814 —7.4539,

Kz = [5,8571 — 5.9666.

(7.76)

A resposta dinamica do sistema para o ponto inicial X(0) = [0,5, 0,5]T, escolhido de

maneira arbitraria, esta representada nas figuras abaixo.
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Figura 37 - Comportamento Dinamico do Sistema Realimentado com os Ganhos (7.76).

Comportamento Dinamico

3 T T T T T T T T T
25— =
Py -
15 -
< 1 _
0.5 D\ =

ok

-0.5— —

| | | | | | | |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t(s)

3 T T T T T T T T T
25 -
2 -
15 =
 ul ]
051+ -

ok

-0.5— =

| | | | | | | | |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t(s)

Fonte: O préprio

autor.

Figura 38 - Comportamento das Fungoes de Pertinéncia do Sistema Realimentado com os

Ganhos (7.76).

Funcdes de Pertinéncia

0 2 4 6 8 t (OS)

Fonte: O préprio

18
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Figura 39 - Comportamento das Derivadas das Funcoes de Pertinéncia do Sistema Reali-
mentado com os Ganhos (7.76).

Derivadas das Funcdes de Pertinéncia
2
T T T

12 14 16 18 20

t(é)

Fonte: O préprio autor.

Figura 40 - Chaveamento de Indices do Controlador Kg(h(X(t))) para o Sistema Reali-
mentado com os Ganhos (7.76).

Chaveamento de Modelos
3 \ \ \

25

05

Fonte: O préprio autor.
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Figura 41 - Comportamento da Funcao de Lyapunov do Sistema Realimentado com os
Ganhos (7.76).

Fungao de Lyapunov V(x)
T

12 14 16 18 20

(s

Fonte: O préprio autor.
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- Parar=3

Considere o sistema nao linear TS adaptado a partir de (MOZELLI; PALHARES;
AVELLAR, 2009)

-1 —a -1 ~3,6 -1
A | 36 16 A | ® 6 A 36 -16|
6,2 —4,3 6,2 —4.3 a -43

—0,45 —b —0,45
By = ’ , Bo= . Bg= ’ :
e Com intervalos iguais de hi:

Considerando @ = 1 e variando-se os parametros a e b entre [—7;—4] e [-1,2;-0,6],
respectivamente, e utilizando-se do solver Sedumi, foi obtida a seguinte regiao de factibi-
lidade:

Figura 42 - Regiao de factibilidade comparativa para r = 3 e intervalos iguais de h.

Factibilidade para r=3, fis iguais

I
0.4 —
05 -
0.6 + + -
+ + + + + +
0.7 + + + + + + + + -
+ + + + + o o o o
08 + + + o o o ° o * * * -
+ + o o * * * * * * * *
D09t + o o * * * * * * * * x x —
o * * * * * x X x X X X X
1 * * x x x x x x x x x x x —
x x x x x x x x x x x . ]
ER= x x x x x x x . ! . | -
X X X X t N t
a2k { . ! . | . } . l . | . | -
a3k -
14 -
1 1 1 1 1 1 1
7 6.5 6 as 5 45 4

Fonte: O préprio autor.

Na Figura 42, as regioes de factibilidade sao representadas da seguinte maneira:
— - para K(h(x(t)))1;
— -, X para K tnico;
— -, X, % para Kg;
N

-, X, *, o para K(h(x(t)))2;
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-, X, %, 0, + para Kg(h(X(t)),
e Com intervalos simétricos de hi:

Considerando os seguintes intervalos para h;:

|
a w N
NN N

° 0 O ¢
=
NN N

(7.77)

a W M

w

e variando-se os parametros ae b entre [0;10 e [—1,5;—0, 7], respectivamente, e utilizando-

se do solver Sedumi, foi obtida a seguinte regiao de factibilidade:

Figura 43 - Regiao de factibilidade comparativa para r = 3 e intervalos simétricos de h.

Factibilidade para r=3, fis simétricos
T T T

-0.6 — -

-08

©X X X X ¥ ¥ O + +
X X X X X ¥ ¥ + + +
X X X X X % ok + + +
X X X X X % % O + +
X X X X ¥ ¥ ¥ + +
CoX X X X K ok ok + +
X X X X X ¥ ¥ + +
COX X X X X ¥ ¥ + + +
X X X X X ¥ ¥ + + +
SoXoX X X K ok ¥+ +
CoX X X X ¥ Kk % + +

-12—

14 - . . . 1 { { { { { -

-1.6 — -

Qo -

Fonte: O préprio autor.

Na Figura 43, as regioes de factibilidade sao representadas da seguinte maneira:
— - para K(h(x(t)))1;

— -, X para K tnico;

— -, X, * para K(h(X(t)))2;

— -, X, %, o para Kg;

— -, X, %, o, + para Kg(h(x(t));

-Parar=4
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Considere o sistema nao linear T'S adaptado a partir de (CAMPOS; NGUYEN; PAL-

HARES, 2017)

4 -4 2 -a]| [ 4 4 2 -4
A = , A = y A = R = R
' [—1 —2] ? [ 1 2|7 |20 —2] A [20 —2]
1 1 1 1
By = . By= . Bg= . By= .
Considerando |@| = |@| = 5, para todo i € K, e variando-se os parametros a ¢ b

entre [0;20 e [—100;—0], respectivamente, e utilizando-se do solver Sedumi, foi obtida a

seguinte regiao de factibilidade:

Figura 44 - Regiao de factibilidade comparativa para r =4 e intervalos iguais de hi.

Factibilidade para r=4, fis iguais

-20

-30

-40

-60

-70

-80

-90

cbobodbodbobodbo s« kx % . T

-100

MNEGO OO0 OO0 000000 % % % - - - - -

200 00 O0OO0O0O00O0O0O0 * % % - - - - -
20 0 OO0 OO0 0 OO0 000 % % % - - - . -

®® 0 00 OO0 0 OO0 000 % % % - - - - -

O OO0 000000 O % % x x - - -
OO0 000000 O0O0 % x x + « -
| 99090090 QO ¥ x x x

RFO OO0 000000000 * % x + « « -
E-0 0000000000 O0 % % x - - - -

QDEG O OO0 OO0 000000 % * % - + - -+ -

Fonte: O préprio autor.

Na Figura 44, as regioes de factibilidade sao representadas da seguinte maneira:

N
N
— -
N
N

- para K(h(x(1)))1;

-, X para K unico;

X, * para Kg;

-, X, *, o para K(h(x(t)))2;

5 X, %, 0, + para KG(h(X(t))

Ainda com o mesmo valor para @ =5, a fim de demonstrar a diferenca de factibilidade

para os controladores K(h(X(t)))2 e Kg(h(t)), foi gerada a Figura 45, com uma continuidade

dos intervalos de a e b da Figura 44.
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Figura 45 - Regiao de factibilidade comparativa para r = 4 e intervalos iguais de h.

Factibilidade para r=4, fis iguais

-75
s 3 5 Y 5 5 3 & 5 !
o o o o o o o o o o
-80 §- o o o o o o o o o —
o o o o [ o [ o o o
o} o o o o o o o o
-85 — =
o} o o o o o o o o
o o o o o o o o o
-90 - o o o [ o [ o —
o} o o o o o o o
o]
o} o o o o o o o
-95 — =
o] o o o o o o
o o o o o o o
-100 - o o o o o —
o} o o o o x
K x x x x x
-105 [~ =
K x x x x
K x x x
110 | | | | | | | | | I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fonte: O préprio autor.

Na Figura 45, as regioes de factibilidade sao representadas da seguinte maneira:
— o para K(h(x(t)))2;

— o, x para Kg(h(t)).
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8 Conclusoes

Neste trabalho, foram analisadas condigoes de estabilidade e estabilizacao de sistemas
nao-lineares fuzzy TS a partir da utilizacdo de Fungoes de Lyapunov Fuzzy (FLF) e uma

nova abordagem para otimizacao de fungoes com termos dependendo de pesos limitados.

A principio, foi apresentado o Teorema 1, que permite um ajuste étimo de pesos para

uma funcao custo, com o objetivo de obter-se um majorante superior dessa funcao.

Utilizando esse ajuste 6timo de pesos apresentado pelo Teorema 1, foi proposto a
utilizacao do Algoritmo 1 para adaptacio do termo P(h(x(t))), problema introduzido pela
utilizagao da FLF, em funcao dos limites das derivadas das funcoes de pertinéncia dos

modelos locais do sistema fuzzy TS.

Para os casos de estabilizacao, foi mostrado que utilizando-se do ajuste de pesos
propostos pelo Teorema 1 para o termo P(h(x(t))) em teoremas publicados em periédicos
recentes e importantes, é possivel relaxar a busca por controladores robustos para sistemas

complexos e incertos.

No Capitulo 6, foi mostrado ainda que, se o sistema estiver sujeito a uma regiao
de operagao, é possivel realizar um célculo preciso dos limitantes do hi’s. Neste caso, a
utilizagao do Teorema 1 fica ainda mais interessante, uma vez que nao é mais necessaria
a suposicao dos limitantes, fato que pode atrapalhar a busca por factibilidade das LMIs
se forem considerados desnecessariamente limitantes muito altos. Adicionalmente, ainda
hda uma garantia de que, se as condigoes iniciais desse sistema estiverem dentro de um
intervalo conhecido, ele nunca sairéd desse intervalo, o que ajuda na busca de uma solucao,
ja que todos os casos produzidos pelo algoritmo presente no Teorema 1 estarao dentro da

faixa de operacao real do sistema.

No Capitulo 7, foram propostas novas abordagens em relacdo ao projeto de contro-
ladores para sistemas nao lineares TS, utilizando-se diferentes tipos de controladores:
um ganho K tnico (Teorema 7), um Kg chaveado em fungao das possibilidades de or-
dem decrescentes dos R’s, retornada pelo Algoritmo 1 (Teorema 8) e um conjunto de
ganhos chaveados Kgj, em funcao dos modelos locais dos sistema fuzzy TS e também das

possibilidades de ordem decrescentes dos B’s, retornada pelo Algoritmo 1 (Teorema 9).
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As simulacoes apresentadas mostraram que a utilizacdo do Algoritmo 1 para um célculo
otimizado da influéncia do termo P(h(x(t))) ocasionalmente possibilita resultados mais
relaxados utilizando-se apenas um ganho K tnico de realimentacao, mesmo quando com-
parados com controladores mais sofisticados, porém que utilizam métodos diferentes para
céleulo do termo P(h(x(t))) (MOZELLI; PALHARES; AVELLAR, 2009). Além disso, os
resultados mostraram que as novas propostas de técnica para projeto dos controladores,
agora utilizando-se de indices chaveados em relacao a que modelo do algoritmo o sistema
estd mais préoximo em cada momento, produziram areas de factibilidade maiores dos que

os outros controladores propostos na literatura recente.

A continuacao do trabalho consiste na proposta de ainda mais técnicas de controle
baseadas nos modelos que o algoritmo presente no Teorema 1 produz, e utilizacao de
controladores dependentes nao somente do h(x(t)), mas também de h(x(t)), reduzindo

ainda mais a influéncia do termo P(h(x(t))) e relaxando a busca por solucées do problema.
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