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RESUMO

Essa pesquisa tem um cunho qualitativo e o objetivo de responder “Como a
compreensdo do algarismo zero pode contribuir para a aprendizagem das operagdes
basicas através da Resolucao de Problemas?”. Quando se trata do zero € necessario
revisitar a Historia da Matematica e estudar de seu nascimento até sua consolidacéo.
Essa parte histérica do zero foi essencial para entender que as dificuldades para
compreender esse nimero vém desde os primordios de sua criacdo com as
civilizacdes babilénica, maia, chinesa e hindu que de alguma forma adicionaram o
zero em seus sistemas de numeracgdo. A Ultima foi a que mais abragcou esse numero,
ndo apenas deixando-o guardado entre as ordens faltosas de um nimero, mas criando
propriedades para ele. Hoje, estd presente no cotidiano proporcionando avangos
matematicos, assim como na fisica, na engenharia e em outras areas. E impossivel
pensar em um mundo sem o zero, contudo, muitas vezes, ainda é visto de forma
pejorativa e insignificante. Além da preocupacdo com essa desvalorizacdo do zero,
esta pesquisa procurou lidar com dificuldades dos alunos em operacdes basicas da
matematica. Aprofundamo-nos em cada uma dessas operagdes, estudando suas
estruturas com a finalidade de investigar como o zero se comportava em cada uma
dessas operacdes. Para responder a pergunta da pesquisa aliamos a Metodologia de
Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica atraves da Resolucgao de Problemas
com a Investigagdo da Propria Prética. A primeira propfe iniciar através de
problemas para o ensino-aprendizagem dos alunos. Nessa metodologia o professor é
mediador do processo de aprendizagem e, pode avaliar de forma ampla, cada um dos
alunos, que sdo divididos em grupos. De outro modo, a Investigacdo da Propria
Prética, busca valorizar a investigacdo em sala de aula do proprio professor que esta
lecionando, ndo necessitando intervencbes de terceiros para resolver as proprias
dificuldades em sala de aula. A pesquisa € uma revisao de conteddo dos nimeros
naturais e dos problemas do campo aditivo e multiplicativo.

Palavras Chaves: Ensino do Zero, Resolucdo de Problemas, Investigando a
Propria Prética, Problemas do Campo Aditivo e Multiplicativo.



ABSTRACT

This research has a qualitative nature and aims to answer “How can understanding
the digit zero contribute to learning basic operations through Problem Solving?”.
When it comes to zero, it is necessary to revisit the History of Mathematics and study
from its birth to its consolidation. This historical part of zero was essential to
understand that the difficulties in understanding this number come from the
beginning of its creation with the Babylonian, Mayan, Chinese and Hindu
civilizations that somehow added zero to their numbering systems. The last one was
the one that most embraced this number, not just leaving it stored among the faulty
orders of a number, but creating properties for it. Today, it is present in everyday life
providing mathematical advances, as well as in physics, engineering and other areas.
It is impossible to think of a world without zero, however, it is often still seen in a
pejorative and insignificant way. In addition to the concern about this devaluation of
zero, this research sought to deal with students' difficulties in basic mathematical
operations. We delved deeper into each of these operations, studying their structures
with the purpose of investigating how zero behaved in each of these operations. To
answer the research question, we combine the Mathematics Teaching-Learning-
Assessment Methodology through Problem Solving with the Investigation of
Practice Itself. The first proposes to start with problems for the teaching-learning of
students. In this methodology, the teacher is a mediator of the learning process and
can comprehensively evaluate each of the students, who are divided into groups. In
another way, the Investigation of Own Practice seeks to value the investigation in the
classroom of the teacher himself who is teaching, not requiring interventions from
third parties to resolve his own difficulties in the classroom. The research is a review
of the content of natural numbers and problems in the additive and multiplicative
field.

Keywords: Teaching from Zero, Problem Solving, Investigating Your Own Practice,
Problems in the Additive and Multiplicative Field.
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SECAO ZERO: INTRODUCAO

Assim como na matematica o zero ndo apareceu na minha vida de forma natural.
Talvez, assim como todo mundo, ele fosse apenas mais um numero dentre tantos
nlmeros nos conjuntos numeéricos, utilizado nas operagdes, mas sem nada especial. E

para entender como se tornou meu objeto de estudo “comegaremos do zero”!

O interesse em ser professora de matematica surgiu com a influéncia de uma
excelente professora que tive na oitava séria (atual nono ano) do Ensino Fundamental.
A partir dai, comecei a estudar para alcancar esse objetivo que se consolidou no Ensino
Médio, através do PIBID (Projeto Institucional de Bolsas de Iniciacdo a Docéncia) do
qual participei como aluna. Os bolsistas faziam encontros semanais, no horario
contrario, tirando nossas duvidas de matematica referentes ao vestibular. Além disso,
também frequentei o Cursinho Comunitario Athos, oferecido aos sabados, pela Unesp
de Rio Claro.

Tive entdo a oportunidade de ingressar no curso de Licenciatura em Matematica
da Unesp em Rio Claro. Enquanto cursava, participei de dois projetos: PIBID?, estive
envolvida com esse projeto por quase dois anos e meio; e o Residéncia Pedagdgica (RP)?
durante um ano e meio. Os dois projetos me trouxeram aprendizagem e experiéncia,
porém participar do PIBID foi uma grande satisfacdo, devido ao fato de um dia ser
participante-aluna do projeto e depois poder contribuir como participante-bolsista e

retornar para a sociedade através do projeto que me ajudou durante a Educacdo Baésica.

Reforgo que ambos 0s projetos sdo voltados a incentivar graduandos a serem

futuros professores e, para mim, foi além de um incentivo, mas uma confirmagéo da

1 O programa oferece bolsas de iniciagdo & docéncia aos alunos de cursos presenciais que se dediquem ao estagio
nas escolas publicas e que, quando graduados, se comprometam com o exercicio do magistério na rede publica. O
objetivo é antecipar o vinculo entre os futuros mestres e as salas de aula da rede publica. Com essa iniciativa, 0
Pibid faz uma articulacéo entre a educacao superior (por meio das licenciaturas), a escola e os sistemas estaduais
e municipais. Acesso: http://portal.mec.gov.br/pibid

2 0 Programa de Residéncia Pedagdgica é um programa da Coordenacéo de Aperfeicoamento de Pessoal de
Nivel Superior - CAPES, que tem por finalidade fomentar projetos institucionais de residéncia pedagdgica
implementados por Instituicdes de Ensino Superior, contribuindo para o aperfeigoamento da formac&o inicial de
professores da educagdo basica nos cursos de licenciatura. Acesso: https://www.gov.br/capes/pt-br/acesso-a-
informacao/acoes-e-programas/educacao-basica/programa-residencia-pedagogica
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carreira que eu queria seguir: a docéncia. Contudo, ndo foram esses projetos que

despertaram meu interesse pelo zero.

Meu interesse pelo zero nasceu nas aulas de Préatica e Estagio Supervisionado I3,
Durante as aulas, eu e meus colegas compartilhamos relatos dos estagios e projetos em
que participamos. Nesses relatos questionamos sobre a dificuldade dos alunos

principalmente em conceitos basicos da matematica.

Nessas mesmas aulas, foi-nos proposto uma atividade que ja havia sido realizada
com uma pesquisadora e seus alunos da Educacdo Béasica para analisarmos. Foi por meio
dessa atividade que surgiu o interesse por este objeto de estudo: o zero e, mais para

frente, sobre o ensino do zero em diferentes contextos.

Inicialmente, questionei-me sobre o Algoritmo da Divisdo. Contudo, durante as
aulas, utilizando a Metodologia de Analise de Erros*, com foco em exercicios de

multiplicacgdo e divisdo, meu interesse mudou.

Algumas aulas foram ministradas pela estagiaria da professora da disciplina de
Estagio, que estava pesquisando nessa area. E 0s exercicios propostos por ela foram
realizados por alunos do Ensino Fundamental durante a sua pesquisa. Nessas aulas, a
inteng&o era descobrir quais seriam ou poderiam ser as razdes dos erros cometidos pelos
alunos, ao invés de simplesmente dizer que s6 era falta de atencdo deles. Isto €,
questionar também sobre o ensino do proprio professor. A partir desses erros, rever a

fala do professor.

Ali, ficou evidente para mim que o0 nosso modo de trabalhar conceitos
matematicos em sala de aula, com o intuito de tornar a linguagem matematica mais
compreensivel, poderia levar os estudantes a criar conceitos errados. Um exemplo: “o
zero representa nada”. Essa “singela” e "inofensiva" frase pode desencadear uma série

de erros matematicos, confundindo e traumatizando os discentes.

Observe a Figura 1, tirada do meu caderno, enquanto estudante nesta disciplina.

Nela contém algumas anotacdes, reescrevi as questdes com os erros dos alunos e do lado

% Disciplina realizada na Unesp Campus Rio Claro, com a turma de 2016
4 Referéncia: Curry (1994)
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direito estdo minhas suposic¢des sobre o que esses alunos poderiam ter pensado enquanto

resolviam cada questdo, ou seja, procurei buscar 0s possiveis erros e suas origens.

Entdo a escrita em azul seria a resolucdo do aluno, as marcacdes em preto,

laranja, vermelho e marrom sdo minhas anotagoes:

Figura 1: Imagem da atividade realizada na aula de Pratica |
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Observa-se nos trés exemplos da Figura 1 que os alunos se equivocaram em
varios conceitos, inclusive quando aparecia o algarismo zero, independentemente da
ordem que ele ocupava no namero. Supomos que eles ou ignoravam 0 zero e
multiplicavam pelo nimero da ordem anterior ou acreditavam que zero multiplicado por

qualquer nimero era o proprio nimero (na verdade isso vale para multiplicagéo por 1).

Serd que tais erros ndo sao oriundos da frase “o zero ndo representa nada” ou,
pior dizendo, o “zero ¢ nada”? Até mesmo as minhas anotaces tém uma linguagem
informal, como no “vai 27, que prejudica o ensino e aprendizagem dos alunos. Logico
que existem outros erros, mas 0s que mais me chamaram atengao foram os que estavam

relacionados ao zero.

Outra observacdo é que os sinais de adicdo observados no segundo e no terceiro
algoritmos, sdo frutos de um outro erro comum entre os alunos e que decorrem de
processos de ensino, de aprendizagem e de avaliacdo equivocados. Aquele espacgo
pertence ao zero e ndo ao simbolo “+”, para mostrar que nao estamos mais multiplicando
unidade por unidade, mas estamos multiplicando agora pelas dezenas. Esses conceitos

serdo explorados com mais detalhes nas proximas se¢oes.

Vale ressaltar que a intencdo deste trabalho néo é analisar os erros e corrigi-los,
e ensinar os alunos a fazer as operagdes corretamente. Mas permitir que eles entendam
e compreendam o processo. Saber utilizar o algoritmo é consequéncia.

Por fim, essa cena me intrigou, o que fez com que despertasse em mim uma
curiosidade e um interesse em me aprofundar sobre o zero, culminando no presente
trabalho de pesquisa e, consequentemente, nesta minha dissertacdo. Isto é, até aqui
apresentei a justificativa de como preocupagdo com o zero apareceu na minha vida, qual
foi a motivagéo para continuar meus estudos e procurar na pos-graduacdo um meio para
entender e criar novos meios de ensinar sobre o zero em diferentes contextos e

operacoes.

Com essa motivagdo, eu me inscrevi no Programa de PoOs-graduagdo em
Educacdo Matematica (PPGEM), na Unesp de Rio Claro. Dentro desse programa,
conheci a area de Resolucdo de Problemas e, consequentemente, o Grupo de Trabalho
e Estudo em Resolucdo de Problemas (GTERP) que se encaixava no meu projeto.



Novamente, fui agraciada ao entrar no Programa, sendo aceita nessa linha de pesquisa,

podendo continuar meus estudos e investigar algo que me fascinava tanto.

Somadas a frase citada anteriormente, de que o “zero ndo representa nada” e que,
além dessa ha outros questionamentos e afirmagdes sobre o zero gerando muitas
confusdes, como: “Ele ¢ um niimero? E um nimero natural? E par ou impar? E positivo
ou negativo? Por que adicionar ou subtrair zero ndo faz diferenca no resultado, mas na
multiplicacdo zera tudo? Sabe-se que zero dividido por algo € zero e, algo dividido por
zero é quanto?”. Essas sao apenas a ponta do iceberg dos problemas com o zero que

quero investigar.

Malba Tahan® (1954), relata algumas frases comumente anunciadas pela
sociedade, como metaforas, sobre o zero: “Reduzido a Zero” para representar que
alguém foi humilhado; “Nada e Zero”, comparando os dois termos como sindénimos; e

“Zero a esquerda” para dizer que alguém ndo tem valor.

Outra problematica com esse numero estd no quesito de avaliagdo. Ninguém
quer receber essa nota zero, pois significa que aprendeu zero coisas sobre aquele
assunto. Ou, que infelicidade é ver que ndo ha nenhum dinheiro na conta do banco ou
na carteira, esta zerado. Estes sdo significados negativos para o zero. Mas sera que o
zero € tdo ruim assim? Esses significados e duvidas sobre o zero vao além dos muros

escolares, tendo um forte apelo familiar e social (GUIMARAES, 2008).

Por isso, o tema escolhido foi 0 zero, sua origem, sua representacdo na reta
numerada, nas opera¢cdes matematicas: adigdo, subtracdo, multiplicacdo e divisao; suas
propriedades nos diferentes conjuntos matematicos presentes até o sexto ano, que €

quando se inicia o estudo dos numeros e suas operagoes.

Assim, a pergunta desta pesquisa, depois de um processo arduo e de muitas
descobertas, ficou sendo: “Como a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avali¢ao
de Matematica através da Resolucdo de Problemas pode contribuir para
aprendizagem das operagdes com os naturais e melhorar a compreensao do papel

do zero nas operacdes?”. Tendo por objetivo “Apresentar como a Metodologia de

® Prof. Julio César de Mello e Souza também conhecido com o pseuddnimo de Malba Tahan
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Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolugdo de
Problemas pode contribuir para aprendizagem das operagdes com 0s naturais e

melhorar a compreensao do papel do zero nas operacdes.”.

Para atender a pergunta e 0 objetivo em questdo, o trabalho foi estruturado da
seguinte forma: na Secdo Zero encontramos a introducdo, a trajetoria da pesquisadora
com a devida justificativa e levantada a pergunta de pesquisa. Na Secdo 1 discutiremos
sobre 0 Modelo de Romberg-Onuchic que nos auxiliara no desenvolvimento da

pesquisa.

Na Sec¢do 2 haverd o levantamento historico da construgdo do zero nas primeiras
civilizagbes até os dias atuais (BOYER, 2012; IFRAH 1989, 1995; SALWI 1988;
SEIFE 2000 e EVER 2011), destacando seus obstaculos e sua importancia na/para a
Matematica. Junto a esse levantamento, teremos uma revisdo de literatura, observando
0 que outros autores investigaram, sugeriram e concluiram sobre essa tematica
(PADRAO, 2008; TRACANELLA, 2018; GUIMARAES, 2008).

A terceira Secdo é sobre o tema Investigando a Prépria Préatica e o Ensino-
Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas
(ROMBERG,1992; ONUCHIC, NOGUTI, 2014; SANTOS, 2007; MARCONI,
LAKATOQOS, 2003). O trabalho seguira para a quarta Secdo, com os Fundamentos da
Matematica (CARACA, 1984; CENTURION 1995, SANTANA 2012, entre outros),
assim como os Problemas obtidos durante a pesquisa para responder a pergunta em

questdo. Por fim, terminaremos o trabalho com as considera¢oes finais.

SECAO UM: A PESQUISA E O MODELO DE ROMBERG-ONUCHIC

Minha caminhada cientifica, como a da maioria dos pesquisadores, foi cheia de
mudancas. Entrei para a P0s-Graduacdo com a certeza de que 0s sujeitos da pesquisa
seriam alunos do 1° ao 5° ano do Ensino Fundamental, Anos Iniciais, comeg¢ando na
origem dos problemas com o zero. Contudo, em 2019, o0 mundo enfrentou uma ameaca

invisivel, a COVID-195, que colocou toda a sociedade em alerta.

6 A covid-19 é uma doenca que ataca o sistema respiratorio causado por uma infeccdo aguda pelo
virus SARS-CoV-2, que pertence a familia dos coronavirus. Como € uma doenca de facil transmisséo
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Precisei mudar os planos. Entdo recorri a planejar minha pesquisa com 0s
professores dessa mesma escolaridade, os pedagogos. Consequentemente, a
investigacao da pesquisa precisou ser alterada e me mobilizei para, na época, responder
a pergunta: “Qual é a relevancia do zero para a Matematica e como os professores
da Educacdo Bésica abordam esse conteido na sala de aula com seus alunos do 1°

ao 5° ano?”. Mas ainda ndo era definitivo.

Foram quase dois anos, que alunos e professores tiveram que se readaptar as
aulas via chamadas de video, como Google Meet, Zoom ou Teams. Contudo, apesar de
todos os esfor¢os, ndo podemos desconsiderar que muitos alunos ndo tinham acesso a
internet ou a outros recursos tecnoldgicos para acompanhar essa nova forma de ensino.
Também, muitos foram abalados por perdas de familiares, de amigos e de conhecidos
por causa da doenca. Assim, a falta de tecnologia, as perdas familiares e outros fatores

prejudicaram o ensino de milhares de estudantes de diferentes faixas etarias.

Com a volta as aulas presenciais em setembro de 2021, como professora, pude
sentir os efeitos do ensino remoto, com as dificuldades enfrentadas em sala de aula com
alunos da 12 série do Ensino Médio. Os dois ultimos bimestres escolares foram de
revisdo de conteldo dos anos anteriores, abordando poucos contetdos do curriculo

dessa série.

Em 2022, atribuiram-me turmas de 6° ano do Ensino Fundamental. Esses alunos,
vieram com uma realidade totalmente diferente. As escolas da Prefeitura da cidade de
Rio Claro, diferentemente das escolas do Estado (Ensino Fundamental, Anos Finais e
Ensino Médio) tiveram uma outra abordagem com os alunos. Eles ficaram sem aula
desde marc¢o de 2020 até meados de setembro de 2021. No ano de 2020 nenhuma acao
foi realizada entre alunos e escola. Em 2021 as escolas se mobilizaram para fazerem
atividades impressas que seriam entregues quinzenalmente diretamente aos pais,
evitando assim o contato com alunos. Em novembro de 2021, eles retornaram para

escola, com revezamento de alunos em formato de bolha, ou seja, em pequenos grupos.

Devido a ela, a partir de 2020, houve mais de 6 milhdes de vitimas fatais. Foi declarado no Brasil como
pandemia pela Organizacdo Mundial de Satde (OMS) em 11 de margo de 2020.
Acesso: https://brasilescola.uol.com.br/geografia/pandemia-de-covid-19.htm
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Com isso, esses atuais alunos, de sextos anos, tiveram o quarto e quinto ano de
escolaridade comprometidos. Entendo que tudo que foi possivel realizar, pelos
professores dos anos anteriores, foi feito. Todavia pudemos observar que houve prejuizo

na aprendizagem.

Quando comecei a ministrar aulas para esses alunos, depois de Avalia¢Oes
Diagnésticas, pude observar dificuldades com opera¢des bésicas, principalmente em
subtracdo, multiplicacdo e divisdo, as mais graves. Também recebi alunos com alto grau
de dificuldade em leitura e escrita: alunos que s6 sabiam escrever o primeiro nome,

alunos analfabetos funcionais, entre outras dificuldades.

Vi, nesse ambiente, uma oportunidade de minimizar parte dos impactos
utilizando a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através
da Resolucdo de Problemas (MEAAMaRP) na minha propria formacdo de professora
de matematica, estudando e pesquisando mais sobre o assunto, para auxiliar meus alunos
na sua aprendizagem, mudando novamente 0s sujeitos da pesquisa e, assim, a pergunta
e 0 objetivo. Ficaram definidos respectivamente: “Como a Metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avalicdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas pode
contribuir para aprendizagem das operag¢fes com o0s naturais e melhorar a
compreensio do papel do zero nas operacoes?” e “Apresentar como a Metodologia
de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de
Problemas pode contribuir para aprendizagem das opera¢fes com 0s naturais e

melhorar a compreensao do papel do zero nas operagoes.”.

Para estruturar uma pesquisa é necessario que se pense na elaboracdo de um
projeto para desenvolver a pesquisa que se quer adentrar. Fiorentino e Lorenzato (2006),

ao criar um Roteiro para estruturar uma pesquisa apresentava-o em duas partes:
12 parte: Elaboracgéo do projeto de pesquisa destacando

1. Escolha do tema e sua justificativa;

2. Escolha do foco ou questdes com problemas;

3. Escolha da Bibliografia;
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Escolha do objetivo;

Escolha do método ou tipos de pesquisa;

Elaboracdo de um cronograma prevendo as diferentes etapas de pesquisa
2° Parte: Coleta, Anélise e Concluséo

Cuidados referentes a coleta de dados

Cuidados referentes a analise de dados

A concluséo

Romberg (1992) em seu artigo “Perspectives on scholarship and Research
Methods” traduzida por Onuchic e Boero (2007) e reimpresso sob o nome “Perspectivas
sobre o Conhecimento e Métodos de Pesquisa” na revista Bolema (Boletim de Educagao
Matematica). Onuchic e Boero, no resumo desse artigo, apresentado ao Bolema dizem
que Romberg (1992) procura

identificar nas ciéncias sociais as amplas tendéncias de pesquisa relacionadas ao
estudo do ensino e da aprendizagem em ambientes escolares e determinar como essas

tendéncias tém influenciado o estudo da matematica nas escolas. (ONUCHIC,
BOERO, 2007, p. 2)

Adiante, no artigo em questdo, Romberg (2007) apresenta dez atividades que
guiam o pesquisador na tomada de decisGes sobre que tipo de evidéncias coletar e como
realizou o trabalho de campo. Depois, com os dados coletados, o pesquisador devera

tirar conclusdes e divulgar resultados.
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Figura 2: Fluxograma de Romberg
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Fonte: Romberg (2007, traducéo de Onuchic e Boero)

O GTERP usou esse modelo em muitos dos seus trabalhos de dissertacéo e teses.
Contudo, depois de a¢des e discussoes, para atender as colocagdes do grupo, foi preciso
modifica-lo, levando a acrescentar um item, o (4) Modelo Modificado, passando a ser

chamado de Modelo Romberg-Onuchic.

Logo, o caminho a ser percorrido nesta pesquisa sera conduzido a luz tedrica do
modelo de Romberg-Onuchic que define onze atividades importantes para a construcao
de um trabalho cientifico. Sdo eles: (1) Fenémeno de Interesse; (2) Modelo Preliminar;
(3) Relacionar com ideias dos outros; (4) Modelo Modificado; (5) Perguntas ou
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Conjecturas; (6) Selecionar estratégias de pesquisa; (7) Selecionar Modelos de Pesquisa;
(8) Coletar Evidéncias; (9) Interpretar as Evidéncias Coletadas; (10) Relatar Resultados;
(11) Antecipar acgdes de outros (ONUCHIC, NOGUTI, 2014, p 59).

Essas onze atividades descritas estdo dispostas em trés blocos:

1° Bloco: do passo 1 ao 5 - identificacdo do problema da pesquisa;
2° Bloco: do passo 6 ao 7 - estratégias e procedimentos;

3° Bloco: do passo 8 ao 11 - conclusdes.

Assim, seguindo esse modelo, entraremos no primeiro bloco enfatizando que a
primeira atividade & o Fendmeno de Interesse: o ensino do zero e como ele pode
contribuir para a aprendizagem das quatro opera¢cdes matematicas basicas dos nimeros

naturais.

A segunda atividade proposta nesse modelo é a construcdo de um modelo
preliminar da pesquisa, isto , quais sdo as primeiras ideias que o pesquisador tem e que
acredita que serdo necessarias para alcancar respostas as perguntas feitas. Diante do
Fendmeno de Interesse posto em questdo, foi pensado em buscar sobre a Historia do
Zero, a Resolucdo de Problemas e as atividades que poderiam ser propostas para 0s

professores baseadas na MEAAMa-RP.

O modelo preliminar, quando construido, estava na fase da pesquisa em que

queriamos investigar a formacéo dos professores de 1° a 5° ano:
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Figura 3: Modelo Preliminar da autora
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Fonte: os autores

Contudo, como toda pesquisa em andamento, no processo de investigacao,
leituras e reflexdes € comum que mudancas sejam feitas, que os caminhos e até mesmo
as perguntas mudem, por isso da importancia do Modelo Modificado. O pesquisador
tem que ser sensivel a essas mudancas e muito mais que isso, aceitar essas mudancas de
acordo com as necessidades inerentes a pesquisa. Olhando para esse Modelo Preliminar,
podia-se observar alguns pontos identificados como variaveis-chave que poderiam abrir

caminhos gque nos levassem a responder nossa pergunta de pesquisa.

Figura 4: Varidveis Chaves
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Fonte: os autores

Mas, devido ao novo cenario que nos foi colocado, tdo relevante quanto o
anterior, o foco mudou e foi necessaria uma mudanga no modelo. Com essas colocagdes,

nosso modelo pdde ser alterado, tomando a seguinte forma:
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Figura 5: Modelo Modificado da autora
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Fonte: os autores

Podemos observar que as ideias, que tinhamos inicialmente, amadureceram.
Permitindo que o trabalho se desenvolvesse como uma pesquisa cientifica investigando

a sala de aula através do professor de matematica.

Essa mudanca exige que sejam consideradas tanto a Pesquisa Pedagogica, que
norteia e fundamenta as atividades da sala de aula, quanto a Pesquisa Cientifica, que
confere aos estudos produzidos a validade e o rigor exigidos para que sejam, de fato,

considerados pesquisa.

A pesquisa pedagdgica, de acordo com Lankshear e Knobel (2008), surge da
necessidade do professor que, observando eventos do cotidiano de uma sala de aula,
deseja pesquisar sobre ela. (ONUCHIC; NOGUTI, 2014, p. 65)

O GTERP preocupa-se em fazer uso da pesquisa pedagogica em suas teses e
dissertacOes e compreende que a MEAAM-RP é uma modalidade de pesquisa dividida
em pesquisa pedagdgica e pesquisa cientifica. A pesquisa pedagdgica busca, em sua
esséncia, melhorar os processos de ensino e aprendizagem em sala de aula utilizando

para isso o ponto de vista do professor. Através dele espera-se compartilhar
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conhecimentos e experiéncias que possam desenvolver competéncias e autonomia nele
e nos seus alunos. (ONUCHIC et al, 2014)

Para realizar uma pesquisa pedagogica, o professor deve ter em mente que é
necessario que a pesquisa seja sistematizada, devendo “delimitar e justificar um
determinado tema de estudo, levantar conjecturas ou hipéteses sobre ele, apresentar
coleta de dados e, também, escrever um relatorio da pesquisa feita” (ONUCHIC;
NOGUTI, 2014, p. 67). Essa sistematizacdo permite que a pesquisa realizada tenha
validade no meio cientifico. Adotamos entio a MEAAMaRP como Pesquisa

Pedagdgica e 0 Modelo de Romberg-Onuchic para guiar nossa Pesquisa Cientifica.

SECAO DOIS: CONTEXTO HISTORICO DO ZERO

Nesta secdo iremos buscar, na bibliografia, referéncias sobre o zero desde sua
formacdo na Historia da Matematica até seu uso em sala de aula através de trabalhos
realizados por outros pesquisadores. Este € um momento importante em que podemos

nos relacionar as ideias de outros autores.

2.1. Histéria do NUmero

Antes mesmo da fala e da escrita, a ideia de contagem ja existia. Os homens
primitivos tinham como maior preocupacdo a alimentacdo e a sobrevivéncia. Eram
ndmades, em lugares abertos, e se instalavam em um determinado lugar enquanto havia

comida. Suas armas eram produzidas para caca e sua arte representava essas cagadas.

Com o passar dos anos eles comegaram a comercializar entre si, entdo se iniciou
a ideia de contagem. Algumas tribos tinham até calendarios pictograficos. E também de
se esperar que eles tivessem a no¢do de muito e pouco. Porém, foi o desenvolvimento
da agricultura, milhares de anos depois, que permitiu 0s avancos cientificos,

consequentemente matematicos. (EVES, 2011)
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Gundlach (1992) faz um estudo etnografico para entender o desenvolvimento
matematico das civilizagBes antigas, tomando como ponto de partida que a matematica
é uma linguagem. Para explicar esse desenvolvimento, dividiu-se esse estudo em trés

fases: enumeracgdo, numeracgdo e nimero.

Este mesmo autor relata que o primeiro o homem utilizou a enumeragéo para
comunicar quantidades. E uma correspondéncia um a um, de um objeto que se deseja
contar (animais, dias, utensilios e etc) com um objeto marcador (pedras, galhos e partes
do corpo). Nesse periodo, 0 homem ndo havia desenvolvido a fala e ndo entendia o
significado quantitativo daqueles objetos marcadores. Alguns povos usavam partes do
corpo como marcador, como mostra a Figura 6, no qual eles utilizavam a méo direita

para indicar:

Figura 6: Processo de Enumeracao

Dedo minimo da mio esquerda
Dedo anular da mao esquerda
Dedo médio da mido esquerda
Dedo indicador da mio esquerda
Dedo polegar da mio esquerda
Pulso esquerdo

Cotovelo esquerdo

Ombro esquerdo

Lado esquerdo do peito

Lado direito do peito

Fonte: Gundlach (1992) p. 2

Entdo, se um pastor de ovelhas, ao relacionar a posicdo da md@o com o numero
de animais, parasse no lado esquerdo do peito, bastava lembrar qual foi a Gltima parte
do corpo a ser tocada toda vez que contasse suas ovelhas. Era uma maneira também, se
fosse necessario, de comunicar por gestos a sua comunidade a quantidade de ovelhas,
“a ordem da sequéncia era fixa e natural”. (GUNDLACH, 1992)

A numeragdo, surgiu com a criagdo da linguagem e das palavras. Assim, cada
parte do corpo recebeu uma palavra que ainda ndo era necessariamente um nimero. Para

entender vejamos a Figura 7:
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Figura 7: Processo de Numeragao

1  Tarangesa Dedo minimo da mdo esquerda
2  Meta kina Dedo anular da mao esquerda

3  Guigimeta Dedo médio da mao esquerda

4 Topea Dedo indicador da mao esquerda
5 Manda Dedo polegar da mio esquerda
6 CGuben Pulso esquerdo

7  Trankgimbe Cotovelo esquerdo

8 Podei Ombro esquerdo

9 Ngama Lado esquerdo do peito
10 Dala Lado direito do peito

Fonte: Gundlach (1992), p. 3

A passagem da enumeragdo para a numeragao permitiu a0 homem uma
economia de acdes fisicas na hora de verificar a quantidade de objetos a serem contados,
ou seja, ndo precisavam mais ficar indicando as partes do corpo. Cabe ressaltar que
ainda ndo havia ideia de cada palavra ser um nimero, era mais uma ordem fixa de uma

sequéncia de objetos.

Por altimo temos o surgimento dos numeros que podemos definir, segundo Lima
et al (1997), como “entes abstratos desenvolvidos pelo homem como modelos que

permitem contar e medir, portanto avaliar as diferentes quantidades de uma grandeza”.

Podemos observar nas duas figuras apresentadas, Figura 6 e Figura 7, que a
maioria dos povos antigos contava até dez, seja utilizando as duas mdos ou com auxilio
de algumas partes do corpo. Ha civilizagdes que chegavam aos vinte, contando maos e
pés, e outras até 31. (GUNDLACH, 1992)

A invengdo dos numeros se fez necessaria pois, & medida que a sociedade
crescia, problemas que precisavam de uma contagem de ndmeros maiores também
surgiam. E “¢ 1til ter nomes para nimeros diferentes” (ASIMOV, 1993). Gregos,
romanos, egipcios, babildnios, chineses e tantas outras civilizagfes criaram seus
proprios sistemas de numeracédo, explanamos sobre algumas delas. Usavam simbolos e
letras para expressar quantidades, na maioria dos casos usando um sistema aditivo e/ou
multiplicativo. O problema da maioria deles, é que a escrita dos nimeros se tornava

exaustiva, por ficarem muito grandes.



Atraveés dos sabios hindus com a ajuda dos &rabes na popularizagdo, chegamos
nos nimeros que conhecemos que sdo os hindu-arabicos. Os dez primeiros digitos’
foram os primeiros a receber nome, sendo: um (1), dois (2), trés (3), quatro (4), cinco
(5), seis (6), sete (7), oito (8), nove (9) e dez (10). Mas seria impossivel guardar um
nome diferente para cada nimero, logo 0s nomes seguintes sdo provenientes dos dez
primeiros. Foi assim que chegamos a cem, mil, milh&o, bilhdo e assim por diante.
Podendo escrever qualguer nimero que seja de forma pratica e rapida. E ainda operar

com eles com facilidade.

Mas para isso, foi necesséria a criacdo do zero, que ndo serve apenas para
representar uma ordem vazia dentro de um sistema posicional, mas um nimero. E como
este numero (o0 zero) chegou até n6s? Sera que para as antigas civilizacdes foi algo trivial

ou demandou muito tempo?

N&o ha como responder estas questdes sem fazer uma viagem no tempo e
entender como o Zero foi sendo pensado e construido ao longo dos séculos, em
diferentes épocas e culturas, até chegar aos dias atuais. Veremos que o Zero enfrentou
muitas barreiras para ser aceito pelos matematicos e mais tempo ainda para passar de
apenas um guardador de lugar para os nameros com propriedades definidas sobre ele e

as operacgdes executadas em nimeros com o zero incluido.

H& muitas discussdes sobre qual foi a primeira civilizacdo ou quem foi o
primeiro matematico a introduzir o zero num sistema de numeracdo. Contudo a intencédo
deste trabalho nédo esta pautada nessa discussdo, mas em rever alguns pontos importantes
da historia e compreender quais foram as dificuldades encontradas por estes humanos
em identificar, em seus trabalhos, a forma como enfrentaram, ou ndo, problemas obtidos

em seus sistemas de numeracao.

Por isso, faremos um levantamento historico da construcdo dos Sistemas de
Numerac0es e do Zero, baseando-nos em Salwi (1988), Ifrah (1989, 1995 e 2010), Seife
(2000), Pinedo (2004), Eves (2011) e Boyer (2012). Todos esses autores concordam que
a trajetoria do Zero ndo foi nada facil de percorrer. Por mais que mostrar a auséncia de

uma quantidade se mostrasse necessaria, chegar a isso custou muito. Sobre isso,

7 A palavra em latim digitus significa dedo. Em portugués é comum relacionar a palavra dedo e digito, tornando-as quase idénticas (Asimov,

1993)
31



32

relataremos alguns acontecimentos ocorridos em quatros civilizages importantes ao se
depararem com o Zero e de como lidaram com essa descoberta: Babilonios, Maias,

Chineses e Hindus.

Nas outras grandes civilizagGes, como egipcios, gregos e romanos, seus sistemas
de numeragéo n&o exigiam um zero. Na verdade, muitos deles tinham medo do zero e,
mesmo que aparecesse uma necessidade em té-lo, eles o ignoravam, supde-se que por
eles serem mais geométricos e praticos, entdo o zero nao fazia sentido. Nao falamos que
temos zero ovelhas ou que a medida da largura ou do comprimento de um retangulo é
zero e consequentemente sua area € zero, portanto ndo era aceita por eles a existéncia
deste intrigante numero. E mais, a ideia de existir o zero - 0 nada - se remetia ao caos

ou ao vazio, que ia contra os principios religiosos e filoséficos da época (SEIFE, 2000).

Por este motivo, ndo puderam vislumbrar a beleza escondida por detras desse
namero e avancar em alguns calculos matematicos (aritméticos e algébricos). Enquanto
esses povos tinham pavor do zero, outros viram a necessidade de té-lo, e puderam

construir novas matematicas.

2.2. Sistema de numeracéao e o zero para os Babilonios

Entre os rios Tigre e Eufrades nasceu a civilizacdo Mesopotamica, que ficou
conhecida como babilonios, durante o periodo de 2000 a.C. até 600 a.C., quando foi
tomada por Ciro da Pérsia. Encontramos registros matematicos dessa civilizagdo em
tabuas de argila, tnico material & disposigéo dessa civilizagdo para registro. Essas tdbuas
eram feitas de argila molhada, os babil6nios escreviam os caracteres em formatos de
cunhas - por isso do nome cuneiformes - e por fim elas eram aquecidas até endurecer
(BOYER, 2012).
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Quadro 1: simbolos da numeracao babildnica

1 - cravo 10 — asna

Y <

Fonte: os autores

Com apenas esses dois caracteres, os babilonios conseguiam escrever todos 0s
seus nimeros, com uma base sexagesimal, isto €, utilizando uma base 60. Para escrever,
Ifrah (1995) nos descreve que eles usavam um calamo feito de canigo, ou de uma vara
de osso ou de marfim, no qual era talhada de forma que sua ponta tivesse um formato
de uma linha reta, assim conseguiam fazer os dois algarismos: “o simbolo parao 1 [...]
se obtinha pelo uso do angulo do vértice do triangulo isdsceles, e 0 simbolo 10 se obtinha
pelo uso do angulo da base.” (EVES, 2011, p 58) Esse sistema de numeragdo era
posicional, logo os valores dos simbolos dependiam da posic¢do que se encontravam. A

Figura 8 mostra alguns exemplos de como eram escritos os nimeros de 1 a 59:

Figura 8: sistema de numeracdo sexagesimal dos babildnios

71 F 11 {7 21 ¥ 51 ¥y 41 <y 5L
fF 2 {fy 12 4y 2z 47 32 Qﬂr 42 fq(ﬁ 52
T s {7 13 A7 23 7 33 <7 93 <&TWF s3
W W14 HF 24 €T 32 @ 4 KW =4
Ws Wis G HWss @ &7
We  AWie T2 WP e WWase s
T @ P €F 7 ¥ F
e Wiz €W x €F s G &Fss
Boe 1 Fo €F»v o <F -
{ 10 4 20 4 30 '@ 40 ‘fﬁ( 50

Fonte: Imagens Google

Para representar o numero 60 usavam o mesmo simbolo do 1, num tamanho

maior para diferenciar:

Y
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Se observamos o exemplo dado por Boyer (2012), do numero 222, se
compararmos com 0 nosso sistema de numeragéo atual, onde cada algarismo tem um

significado diferente, temos 2 unidades, 2 dezenas e 2 centenas, ou seja,
222=200+20+2=2%x (10> + 2% (10) + 2.

O mesmo acontece com o sistema de numeracao sexagesimal, quando repetimos

um simbolo, cada posicao tem um significado. Vejamos,

7Y 7Y 1Y

2 X 602 2 x 601 2 x 60°

Ouseja: 2x (60%) + 2x (60) + 2 = 7200 + 120 + 2 = 7322. Todavia, com
numeros de ordens superiores, isto €, nUmeros muito grandes, os babilénios encontraram
algumas dificuldades, por ndo possuirem um simbolo para representar as posi¢oes
vazias - eles ndo tinham um simbolo para o zero - 0 que ocasionou algumas

ambiguidades.

Segue um exemplo de uma das dificuldades encontradas por eles, utilizando

apenas duas cunhas:
para este, podemos ter varias suposic¢oes, poderia ser o numero (relacionado

com 0 nosso sistema de numeragéo atual):

(60) + 1
(602 +1
e tantas outras combinacGes.

Para resolver tal problema, no comeco, eles deixavam um espago em branco

entre os simbolos. Quando tinham que anotar varias ordens nulas consecutivas, como
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dois espacos, com essa forma de escrita era dificil expressar o que queriam com
precisdo. Normalmente, pelo contexto da escrita, essa situa¢éo era solucionada, porém
ndo evitava que houvesse confusbes. Entdo, foi necessario criar um simbolo para

representar o espaco vazio.

Essa “inven¢ao” ndo foi rdpida e nem trivial. Apenas em 300 a.C. foi que eles
introduziram um marcador de lugar medial para simbolizar posicGes faltosas, utilizando

duas cunhas obliquas.
Logo, poderiamos diferenciar

77, 7Oy

Mas observe, esse zero era um marcador de lugar medial, ou seja, ele nunca
aparecia no comeco ou no final de um nimero, assim eliminava uma parte do equivoco,

pois ainda era dificil diferenciar:
(60%) + (607 de (60%) + (60)

Esse “zero” ndo tinha um valor numérico proprio. Além disso, eles nédo
souberam aproveitar essa descoberta para fazer operacdes aritméticas, talvez pela
dificuldade de trabalhar com apenas dois simbolos numéricos, tendo em vista que o
simbolo para o zero ainda n&o era considerado como nimero, somente como guardador
de lugar. (IFRAH, 1995)

2.3 Sistema de numeragao e 0 zero para 0s maias

Os maias eram uma civilizacdo que vivia no continente americano,
especificamente na America Central, antes da invasdo dos espanhdis. La, eles

construiram um sistema de numeracao vigesimal, melhor dizendo, de base 20, no qual,



para descrever os numeros de 1 a 19, usavam pontos e tracos, tanto na posicéo horizontal

quanto na vertical.

Figura 9: Sistema de numeracdo Maia

1 N § | &= ou f (5| = ou {ff
2| « ou 9 | e ou 16 | == ou +fj
3 we  oOU 3 0| o= ou || 17 ] =2 ou |
4 | we ou i | == ou f 181 2 oo gl
S| — ou | 2 = o 191 g oon 3l
6 | o ou 13 | zz= ou i} Oulras variantes grificas
7| e ou (4 | sses ou f olo@e..'nc?.

Fonte: Ifrah (1995, p 639)

Para escrever nimeros de ordens superiores, aquilo que seria a nossa centena por
exemplo, dispunham os simbolos na vertical ou andares, isto é, “para os niimeros
compostos de duas ordens, coloca-se o algarismo das unidades simples no patamar

inferior e o algarismo das vintenas no segundo patamar” (IFRAH, 1995, p 640).

Figura 10: Exemplos de nimeros maias

* 2 ~ 5
. ——
o2 -1 - 18
[ X20+2 =22 2% 204 11 =51 5x 20+ 18 =118

Fonte: os autores

Ifrah (1995) comenta que, por algum motivo, quando chegavam na terceira
posicao ou terceiro andar, os maias mudavam a base, 0 que causava uma irregularidade
no sistema. Ao invés de ser 20° = 400 eles usavam 18 x 20 = 360. Provavelmente essa
mudanga ocorreu por eles serem admiradores da astronomia e das medidas de tempo

(horas, minutos e segundos). Para exemplificar:
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Fig. 11: Exemplos da mudanga na terceira posi¢éo

- 7

sy 4

»
A———
——

-

12

Fonte: os autores

ao invésde 7 X 400+ 4 x 20 + 12 = 2892 por conta dessa mudanga seria:
7X360+4X20+12=2612.

Do mesmo modo, ocorria para as posi¢oes seguintes do quarto, quinto andar e
assim por diante. Logo com multiplicacGes e adi¢fes chegava-se a qualquer nimero por
maior que fosse. Entretanto, como o sistema anterior dos babildnios, os maias também
precisavam de algum simbolo para as posic¢des faltosas. Muito sabios, inventaram um

guardador de lugar em formato de caramujo ou concha de escargot. (IFRAH, 1995)

Figura 12: Exemplos de nimeros com o simbolo do zero como guardador de lugar

CE

lcz
==
<y 0 »
QO = 10
<@y o LX)

7X 144000+ 11X 7200+ 0x 360 + 0x20 + 0 2X 72004+ 0% 360+ 10%X20+0
Fonte: Ifrah (1995, p 641-642)

Notem pela Figura 12 que diferentemente dos babilénios, os maias usavam a
representacdo para o zero tanto na posicdo medial quanto na final. Uma suposicéo,
também para a criacdo do zero era mais do que a necessidade matematica, mas uma
imposicdo religiosa, pois, em suas representacdes, eles associavam cada simbolo
numérico a um deus do tempo e era inadmissivel um dos deuses ndo ter um simbolo
numérico para eles. (IFRAH, 1989)
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Figura 13: Numeros Maias

(\ f)’ A &u/’ an) 7;:“

) J y W i / ] \

e & SJ ‘I O wip 3

- Ay I \ d ~5 ~ v, L\
\’ \’ ‘\_/ “\ - L2 -

-7 (A' ;"'

; Lnkn [T )
8" & 4 l@ S @ &9 p
| { (.v C > [ WL N

0 i ! 15 |

Fonte: Seife (2000, p. 8)

Com medo de enfurecer os deuses, houve a criacdo simbdlica do zero.
Infelizmente, os maias ndo puderam avancar na aritmética devido a mudanca de base na
terceira posicao. (IFRAH, 1989)

2.4 Sistema de numeragao e 0 zero para os chineses

Como a maioria das civilizagdes antigas, 0s chineses se instalaram entre rios:
lang-tse e 0 Amarelo. Os registros encontrados dessa civilizacdo ndo séo tdo confiaveis
quanto os demais, pois em 213 a.C., Shi Huang-ti, o imperador da época, mandou
queimar todos os livros por questdes politicas. Além da perda lastimavel de boa parte
desses conteudos, os que foram reconstruidos eram, de acordo com a memdrias dos

escritores, 0 que traz insegurancas aos historiadores quanto a veracidade desses registros
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e se houve influéncias ou ndo de outros povos nas descobertas matematicas (BOYER,
2012) e (EVES, 2011).

O que se sabe é que os chineses construiram dois tipos de sistemas de
numeracdo: um baseado no principio multiplicativo e outro baseado em notacédo
posicional. No primeiro existia um simbolo para os nUmeros de um a nove, e também

os simbolos para representar as poténcias de dez. Como mostra a Figura 14:

Figura 14: Sistema de numeracdo decimal chinesa

g xa BT

Fonte: Ifrah (1995, p 551)

“Assim, para todos os niimeros intermediarios, os chineses utilizavam a adi¢ao
e a multiplicacdo ao mesmo tempo, decompondo o numero 79564, por exemplo”

(IFRAH, 1995, p 552):
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Figura 15: Exemplo de numeragéo chinesa

£ B JL’FEE.’E;\'}'E

...............................................

7 x 10000 + 9 x 1000 + 5 x [00 + 6 x 10 + 4

79.564
Fonte: Ifrah (1995, p 552)

No segundo sistema, com caracteristicas parecidas com o nosso atual sistema de
numeracao, além de ser decimal era posicional, no qual cada simbolo representava um
valor de acordo com o lugar que ocupava. Os algarismos de um a nove eram

ideogréaficos, representados por barras verticais, como mostra a figura:

Figura 16: Sistema de numeracao chinesa em barras verticais

1 2

onoWmomom T T M m

Fonte: Ifrah (1995, p 581)

Alguns exemplos de nimeros com esse sistema de numeracao:

Figura 17: Exemplos de nimeros chineses em barras verticais

M T T il

18

Fonte: os autores

Infelizmente, algumas ambiguidades também ocorriam com os chineses, como
no caso do 3 e do 12, ou 5 com 32, ou mesmo 0 46 com 136, que ao escreverem se
tornavam idénticos. Para contornar tal problema, continuaram usando as barras, mas na

horizontal:



Figura 18: sistema de numeracdo chinesa em barras horizontais

pe=—
I 2

< 5 6

—===s=1.l4i4
3 7 8 9

Fonte: Ifrah (1995, p 582)

Depois, para bem distinguir as diferentes ordens de unidades em sua sucesséo regular,
alternaram os algarismos da primeira série com os da segunda. As unidades da
sequéncia impar (unidades simples, centenas, dezenas de mil, milhdes etc) foram
expressas através de algarismos "verticais" e as unidades da sequéncia par (dezenas,
milhares, centenas de mil, dezenas de milhdes etc) por meio de algarismos
"horizontais". E é assim que as ambiguidades foram igualmente dissipadas. (IFRAH,
1995, p 582)

Figura 19: Exemplos de nimeros chineses utilizando barras verticais e horizontais

- W=y LTLm

12 833 9789
Fonte: os autores

Devido a auséncia de um simbolo para as unidades faltosas havia inmeras
confusdes. Assim como os babil6nios, no inicio, deixavam um espaco em branco entre
um algarismo e outro, 0 que ndo ajudou a solucionar por completo o problema. Ifrah
(1995) nos mostra que os chineses tentaram resolver tal situacdo de outras trés formas

para deixar claro ao leitor o que queriam representar:

a) Escreviam os numerais e nas posicoes faltosas expressavam por extenso as bases de dez

Figura 20: Escrita chinesa em base 10

TLME T&LM-+

7 6 4 “cem” 7 dezmil” 6 4 “dez”
.......... e seade cyeasrinnrsesisecrersH

Fonte: Ifrah (1995, p 585)

b) Escreviam todo o nimero por extenso

41



Figura 21: Escrita chinesa por extenso

76 400 t 7

ﬁm&m?
A6
+ 1000 :

T

JL 4
<] 100

Fonte: Ifrah (1995, p 585)

Y

c) Colocavam cada algarismo em um quadrilhado e deixavam vazio nas posic¢des vazias

Figura 22: Escrita chinesa em quadrilhado

76 400 70 064
T [L | i m L[
7 6 ] 0 0 7 0 0 L+ +

Fonte: Ifrah (1995, p 585)

Até entdo, apenas trés povos conseguiram descobrir o principio de posicgdo:
babildnios, chineses e maias, que foram assim os primeiros da histéria a poder
representar qualquer ndmero por maior que fosse, por meio de uma quantidade
bastante limitada de algoritmos de base. [...] (IFRAH, 1989, p 261-262)

Por conta dessas incompletudes em cada uma das civilizagdes: os babildnios
com o zero medial, 0s maias com a mudanga na terceira posi¢do e os chineses com a
falta de um simbolo para o zero, ndo puderam evoluir na aritmética. E 0s zeros
(simbolos) criados pelas duas primeiras civilizagdes ndo puderam contribuir no

desenvolvimento matematico.

2.5 Sistema de numeragao e o zero para os Hindus
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Tem-se poucos registros historicos sobre o desenvolvimento da matematica
hindu. Alguns exemplares, na época do Imperador A¢oka por volta de 250 a.C., dos
atuais nimeros que usamos estdo escritos em colunas de pedras na india. Os
historiadores também ndo sabem ao certo, mas acreditam que os hindus tiveram
influéncias de outras civilizagdes nas suas descobertas matematicas, principalmente pela
vinda de Alexandre, o Grande, em terras indianas, que trouxe influéncias da matemaética
grega, egipcia e babildnica (BOYER, 2012), (EVES, 2011) e (IFRAH, 2010).

Os hindus trabalhavam com um sistema parecido com os dos babilénios, os dois
tinham em comum um sistema de numeragdo posicional, mas que se diferenciava por
ser um sistema decimal, inicialmente com nove algarismos (de 1 a 9). E foi através deles,
gue conhecemos o zero tanto como simbolo quanto como ndmero, em que se baseia 0

nosso sistema moderno.

No inicio, para representar nimeros muito altos, além dos nove algarismos, eles
comecgaram a escrever cada poténcia de dez. Em Ifrah (1989), é exemplificado que se
eles queriam expressar 635, escreviam: 5, 3 dasa, 6 sata, onde dasa significava 10 e
sata 100. Podemos notar que, 0s numeros, foram dispostos da esquerda para direita o
contréario de como fazemos na atualidade, isto é, 0 6 é a unidade, 3 dasa € a dezena e 6
sata € a centena nesse sistema de numeracdo. Para nUmeros maiores essa técnica de
escrever as poténcias de dez era exaustiva e, a fim de facilitar, passaram a exprimir s

0S numeros, ainda da esquerda para a direita.

Assim, surgiu um problema, como expressar 402? Se escrevessem, 0 2 4, ndo
seria 402, mas sim 42. “Os sabios hindus contornaram o obstaculo recorrendo a palavra
sunya, que significava ‘vazio’” (IFRAH, 1989, p 270). Entdo, o 402, poderia ser
expresso como: 2 vazio 4. Obviamente essa descoberta ndo foi tdo rapida, mas foi muito

significativa para a matematica.

[...] o0 zero era representado por um circulo com um ponto no centro. Em sanscrito, o
idioma entdo popular na India, era chamado “soonya” - vazio ou nada. Naquele tempo,
quando o sénscrito era falado em todo o pais, o zero tinha varios nomes como “kha”,

“gagana”, “akasa”, “nabha” , “ananta”, que denotavam céu, vazio, ou infinito ou
completo (SALWI, 1988, p. 9-10, traducao nossa)
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Tinham eles, entdo, 9 algarismos distintos, principio de posicao e a descoberta
do zero. Demorou algum tempo para eles aperfeicoarem essas ideias. Foi necessario
mudar a forma da escrita dos nUmeros, comecaram a trabalhar com tabuas e colunas de

abacos na areia para fazerem operacdes, inclusive a de multiplicacéo.

Em menos de meio século, este conceito ja significava indistintamente “vazio” ou
“nada”, tendo sido enriquecido pela aquisicdo do sentido que atribuimos hoje a
“quantidade nula” ou “numero zero”. Gragas a isto, o matemadtico e astronomo
Brahmagupta pode ensinar, em uma obra do ano de 628, o0 modo de efetuar
simplesmente as seis operagfes fundamentais (adicdo, subtracdo, multiplicagéo,
divisdo, elevagdo de poténcias e extragdo de raizes). [...] A algebra moderna acabava
de nascer [...] (IFRAH, 1989, p 293)

Tem-se, através desse génio hindu e outros matematicos indianos brilhantes,
uma invencdo extraordindria, que abriu portas ndo so para a aritmética, mas, também, a
possibilidade de generalizar niUmeros e o desenvolvimento da algebra e, entre outras, a

descoberta da auséncia e da nulidade.

Diferente dos povos do Ocidente, Brahmagupta se arriscou a definir as
operacdes basicas sobre o zero. Esse matematico, além do zero, ja trabalhava também
com 0s numeros negativos, que era outro grande avan¢o a frente dos matematicos

europeus. Vejamos como sao para as operacdes de adicdo e subtracdo (PINEDO, 2004):

(1) Adigao: “A soma de zero e um niimero negativo € negativo, a soma de um numero

positivo e zero € positivo, a soma de zero e zero € zero”.

(i1) Subtragdo: “Um niumero negativo subtraido de zero ¢ positivo, um niimero positivo
subtraido de zero € negativo, zero subtraido de um nimero negativo é negativo, zero

subtraido de um nimero positivo é positivo, zero subtraido de zero é zero”.

Note que a subtracdo é um pouco mais complicada, contudo, os hindus ja operavam com

as regras de sinais. Vejamos agora como eles definiam:
(111) Multiplicacdo: “Qualquer nimero multiplicado por zero € zero”

Porém o problema estava na divis&o:
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(iv) Divisdo: “Numeros positivos ou negativos quando divididos por zero sdo uma
fracdo, com o zero como denominador. Zero dividido por negativo ou positivo, escreva
a expressdo como uma fracdo com zero como numerador e a quantidade finita como

denominador. Zero dividido por zero é zero”.

Infelizmente, Brahmagupta ndo conseguiu definir bem a diviséo por zero, mas
era uma tentativa de estender o campo matematico. Contudo, foi através dele que muitos
outros matematicos tiveram um trampolim para avancar na algebra e na aritmética.
Duzentos anos depois, 0 matematico Mahavira também tentou melhorar a afirmacéo de
Brahmagupta, em relagdo & multiplicacdo e a divisdo. Contudo a confusdo sobre a
divisdo permanecia: “Um niimero multiplicado por zero é zero € um numero permanece
0 mesmo quando zero € subtraido disto. E um nimero permanece inalterado quando é
dividido por zero”. (Pinedo, 2004).

Depois de 500 anos de Brahmagupta, outro matematico tenta dar uma explicacéo
da divis&o por zero, que ainda ndo estava correta. Foi Bhaskara afirmando:

que (n/0).0 = n. Assim, Bhaskara tentou resolver o problema escrevendo n/0 = . No
principio observe, poderiamos ser tentados a acreditar que Bhaskara fez o correto, mas
claro que ele ndo fez. Se isto fosse entdo verdade que 0 vezes « deve ser igual a
qualquer ndmero n, assim todos os ndmeros seriam iguais. Os matematicos indianos
ndo puderam resolver o problema da divisdo por zero, a ponto de admitir que néo se
podia dividir por zero. Bhaskara declarou outras propriedades corretas para o zero,
como 02 =0 e Y0 = 0 (PINEDO, 2004, p. 29).

Bhaskara acertou nas propriedades de potenciacdo e radiciacdo. Porém o grande

problema ainda era na diviséo!

2.6 A chegada do zero na Europa através dos arabes

Os arabes aproveitaram o conhecimento de diversas culturas para seu beneficio,
adotando os conhecimentos dos outros para aprimorar sua matematica. Alias, foi atraves

deles, que os conhecimentos gregos ndo se perderam por completo quando destruiram a
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biblioteca de Alexandria por duas vezes, pois eles tinham cépias de alguns manuscritos,
que puderam ser traduzidos e reconstituidos pelos gregos.

Né&o foi diferente com a matematica hindu! Os arabes ficaram tdo encantados
com a facilidade da aprendizagem matematica da india, do seu sistema posicional e
decimal, e com os numeros, que nédo foi dificil aceita-los e integra-los em seu cotidiano.
Claro, que muitas modifica¢bes, principalmente na escrita dos numeros, foram

realizadas para se adequarem a escrita arabica como na Figura 23:

Figura 23: Evolucéo da escrita dos nimeros

Algarismos Devanagari da época de Brahmagupta. b ? - l{ ¢ ¢ C 5 0

Algarismos Devanagari primitivo, anterior a e ,:\ J 2 ) [_J (L' 7’ o;

Brahmagupta.
ror { A
Algarismos drabes de 800 d.C. I Fo4v1yva '
/

Algarismos arabes atuais. VY rea1VvVaAn
Letras drabes eventualmente usadas como algarismos | (., o 5 ‘ C _;, <>
Algarismos indo-ardbicos medievais. | 2 2 6¢ § 2 90
Indo-aribico atual. | 2 3 4 5 6 7 8 9 0

Fonte: adaptado de Pinedo (2004)

Enquanto os arabes se desenvolviam na matematica, 0s paises ocidentais
estavam ainda com dificuldades nas opera¢6es basicas de contagem. Muitos intelectuais
da época sabiam ler e escrever com maestria, alguns até a arte da musica, mas nédo
sabiam adicionar e subtrair. Nao fazia parte do programa das escolas da época, a
aprendizagem dos calculos matematicos. Em poucas escolas, como as italianas, é que
os alunos tinham a oportunidade de aprender multiplicacdo e diviséo, j& que estas tinham
influéncias arabes (IFRAH, 2010).

Logo, um simples calculo que levamos atualmente alguns minutos para realizar,
naquele momento durava horas, por conta dos métodos ultrapassados utilizados pelas
escolas e universidades. Assim, ficava restrito a uma minoria de pessoas que

conseguiam entender tais operagoes.

Segundo Ifrah (2010), o sistema de numeracao decimal hindu reconstruido pelos

arabes, chegou definitivamente na Europa, devido a Gerbet d'Aurillac que, curioso para
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aprender a arte da matematica e astronomia, mudou-se para Espanha, na escola dos
mestres arabes. De volta a Franca, dirige escolas diocesanas, ensinando tudo que
aprendeu na Espanha, permitindo e influenciando o Ocidente a entender e gostar de

matematica.

Entdo, Gerbet se torna um dos precursores da introducdo dos algarismos ardbicos
em nossa cultura, mas ainda ndo do zero, pois o clérigo ndo aceitava tradi¢des de fora.
Como continuavam utilizando o &baco ndo sentiam a necessidade do zero, ja que nesse

instrumento bastava deixar a coluna vazia.

Foi no periodo do Renascimento que tudo mudou. Nele a Europa se abriu para a
arte e a ciéncia novamente, e 0s cruzados tiveram uma parcela significativa nessa
responsabilidade. As Cruzadas eram compostas por homens que acreditavam que,
lutando contra os mugulmanos por conta da Terra Santa, teriam seus pecados perdoados.
Nessas expedi¢des, porém, com acesso a essas culturas, eles aprenderam o célculo
segundo Al Khwarizmi, sem o uso do &baco, que teve por consequéncia a utilizacdo do

zero e do calculo hindu.

Por outro lado, também aconteciam no Mediterraneo, as traducdes das obras
grega, hindu e &rabe na Espanha, o que levou esse pais a receber diversos estrangeiros
sedentos pelo conhecimento matematico, filosofico e de ciéncias naturais. Logo, o
método utilizando o dbaco, comecou a se tornar obsoleto e a utilizacdo dos algarismos
indo-arabicos passou a ser crescente entre os professores e seus discipulos (IFRAH,

2010). Mas a batalha entre os abacistas e algoristas ainda estava longe de terminar.

Um matematico importante dessa época foi Leonardo de Pisa, tambeém
conhecido como Fibonacci que, em uma das suas viagens a Africa e ao Oriente Proximo,
conheceu mestres matematicos arabes “que lhe explicaram a fundo o sistema numérico,
as regras do calculo algébrico e os principios fundamentais da geometria” (IFRAH,
2010, p. 314).

Depois disso, escreveu um tratado esclarecendo as regras de calculo, intitulado
Tratado do Abaco, para ndo criar atrito com os matematicos europeus que utilizavam o

abaco como instrumento de célculo e tinham o monopo6lio da arte da matematica e
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temiam perder suas posi¢Ges privilegiadas com a democratizacdo do calculo a

populagéo.

Além dos abacistas, a Igreja também interferiu, defendendo que tal
conhecimento era satanico, principalmente em relacdo ao zero, que era traduzido como
“vazio”, que ia contra os preceitos religiosos. Mas na verdade, ela também estava com
medo de perder seu poder, j& que boa parte das escolas e dos especialistas (professores)

pertenciam ao clero. Porém,

Com a expansdo do comércio, cada vez mais 0s calculos demandavam maior destreza
e exatiddo. Os comerciantes necessitavam realizar contas de débito e crédito de seus
clientes e o zero exercia papel de balanga: quando a soma dos débitos e créditos
resultava em zero, o cliente estava com suas dividas pagas (TRACANELLA, 2018, p.
35 e 36).

Enquanto os comerciantes buscavam meios de facilitar as transagdes comerciais,
havia uma briga interna entre os matematicos da época: os abacista que defendiam o uso
do dbaco como ferramenta matematica para os calculos e os algoristas, que defendiam
0 uso dos numeros indo-arabicos. E foi no meio dessa resisténcia, aproximadamente no
século X VI, que o zero foi reconhecido como numero. (TRACANELLA, 2018)

Apesar de toda essa resisténcia, era claro que o método dos algoristas eram muito
mais pratico e eficiente e, aos poucos, foram se tornando o0s mais utilizados pelo mundo,

possibilitando o reconhecimento do zero pelos matematicos e pela sociedade.

2.7 Um mundo sem 0 zero?

Sera que agora, sabendo de toda essa evolucdo que o zero teve, podemos
imaginar um mundo sem ele? Pelo jeito ndo! Assim que o zero foi reconhecido, obteve-

se um numero que foi a ancora para a algebra e a matematica atual.
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Concordamos com Salwi (1988) que, para uma simples equagéo do segundo

grau dada por ax’ + bx + ¢ = 0, ndo seria possivel obter sua solugdo sem a

descoberta do zero, ou mesmo a medigdo de temperatura, o célculo da velocidade de um

veiculo ou qualquer outro tipo de medicdo, uma vez que o uso dos computadores, a

fisica elétrica e nuclear, todas foram criadas ou aperfeicoadas por conta do zero. Logo

ndo haveriam celulares, computadores, internet, e enfim, o mundo tecnoldgico que
conhecemos hoje néo existiria.

Mas, afinal, o que é esse zero? Existe algo como zero na natureza? Nao! Mesmo um

espago vazio contém ar, ndo "nada”. O espaco exterior também nao é tudo nada ou

vacuo. A natureza abomina o vacuo e, portanto, um zero. Ele existe na mente. E uma

criacdo da mente. Mas, como visto acima, levou a avangos consideraveis na ciéncia e

na engenharia. E ai que reside o génio da mente indiana antiga (SALWI, 1988, p. 25,
tradugdo nossa).

Realmente, se analisarmos 0 nosso cotidiano ndo encontramos a necessidade em
falar: “Tenho zero caixas de laranjas” ou “o volume que tal objeto ocupa € zero” ou mais
“vou devolver zero reais de troco”. Ndo vemos o zero na natureza. Entretanto, foi através
dele, como ja comentamos anteriormente, que houve avancos na matematica e em outras

ciéncias.

Em sintese, pode-se notar que o zero fez um grande percurso para ser
reconhecido e aceito pelos matematicos. Entretanto, entre alunos e alguns professores

ele ainda é visto como nada e gerador de muitos equivocos.

Na proxima Subsecdo, uma vez realizada a contextualizacdo histérica do zero e
seu papel no desenvolvimento da matematica contemporanea, faremos uma revisdo de
literatura, descrevendo o que outros autores discutiram e concluiram sobre esse tema

mostrando o0 que nosso trabalho tem para acrescentar ou diferenciar-se dos demais.

2.8 Um olhar na literatura

Ha autores que destacam em seus trabalhos a importancia do zero, desde sua

criacdo até sua utilizacdo em sala de aula com alunos da Educacdo Bésica. Esta
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Subsecdo sera dedicada para apresentar alguns desses trabalhos, bem como seus
objetivos, justificativas, dados apresentados e, principalmente, analisando quais séo as
contribuicdes desses trabalhos para a Educacdo Matematica e para este trabalho em

questéo.

Para encontra-los buscamos no catalogo de teses e dissertacfes da Capes. Ao
buscar a expressao, “ensino do zero” ou “aprendizagem do zero”, nenhum trabalho foi
encontrado, mas ao utilizar a expressao de busca “historia do zero” e “significados do
zero”, encontramos respectivamente, duas dissertacdes e uma tese. Diante disso,
realizamos a leitura de ambos os textos e encontramos outros trabalhos que subsidiaram

a discusséo feita nesta Secéo.

Apesar da busca por “ensino do zero” nao encontrar nenhum resultado, esses
trabalhos referentes a historia e ao significado trouxeram pesquisas sobre o ensino com

alunos.

Como mencionado por Aradjo e Borba (2010), que:

Ao realizar uma pesquisa, torna-se importante que, apds a defini¢do do tema, seja
encontrado um foco, que se traduz, de forma mais especifica, em um problema ou
pergunta de pesquisa. E um procedimento primordial nessa empreitada € a revisdo da
literatura, na qual o pesquisador situa seu trabalho no processo de producdo de
conhecimento da comunidade cientifica. Ela ¢ importante ndo s6 para que ‘ndo
reinvente a roda’, refazendo o que ja esta feito, mas também porque o exercicio de
encontrar lacunas em trabalhos realizados ajuda na ‘focalizacao da lente’ do
pesquisador (ARAUJO, BORBA, 2010, p. 41).

Destacamos trés trabalhos que foram essenciais para a evolugdo desta pesquisa,
de modo que nos auxiliou a entender mais sobre nosso fendmeno de interesse e analisar

diferentes abordagens em sala de aula e historicas.

2.8.1 A Origem do Zero

O trabalho de mestrado profissional de Darice Lascala Padrdo, intitulado A
Origem do Zero, esta dividido em trés capitulos. No capitulo 1 a autora apresenta sua
justificativa para o tema, apontando que iniciou sua investigacao sobre o zero devido a

observacao, feita em sala de aula, em que seus alunos do ensino bésico ignoravam o
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zero no célculo para encontrar a solucdo da equacéo polinomial do 2° grau, ax? + bx +

—b +/b?’—4.a

¢ = 0, utilizando a formula de Bhaskara (x = TC) e, quando o termo

independente c era igual a zero, os alunos multiplicavam -4 pelo valor de a e ndo

multiplicavam por zero.

Com esse problema, a autora buscava responder “Quais foram as dificuldades
encontradas pelas civilizagdes, ao longo da historia, até instituirem o zero como um
elemento integrante da matematica?” (PADRAO, 2008, p. 18)

O capitulo 2 é dedicado a responder a questdo de pesquisa utilizando como
recurso o levantamento bibliografico de documentos sobre a tematica. Nesse
levantamento Padrédo (2008) destaca trés trabalhos: o artigo Sentidos Atribuidos ao zero
por alunos da 6° série (SALVADOR; NACARATO, 2003); a dissertacdo Sentido do
zero (GUIMARAES, 2008); e o artigo Historia do NGmero Zero (PINEDO;
SBARDELOTTO, 2004).

A partir desses trabalhos, a autora pdde entender o contexto histérico do zero e
as dificuldades apresentadas tanto pelas antigas civilizagdes quanto pelos alunos
atualmente. No capitulo 3 é construido um contexto historico no qual o zero esta
inserido, desde a civilizagdo babil6nica até a civilizacdo hindu que, além do algarismo
zero, criou-se um conceito para o zero transformando-o em numero e com operagdes
definidas sobre ele. (PADRAO, 2008)

Por fim, nas considerac@es finais é revisto tudo o que foi discutido no trabalho e
é sugerido que mais trabalhos sejam feitos em sala de aula com os alunos sobre esse

tema.

Apesar do trabalho ser sucinto, ele traz em evidéncia pesquisas interessantes
sobre a temética, também tem a construcdo cronoldgica ndo s6 em palavras, mas
utilizando tabelas e graficos do “nascimento do zero” até os dias atuais, ajudando na

visualizagéo do contexto histdrico.

2.8.2 Sentidos do Zero
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A Dissertacdo de Mestrado Sentidos do Zero realizada por Fabiane Guimaraes
também possui trés capitulos. De inicio temos a trajetoria da pesquisadora que, em um
curso de especializacdo, estudou sobre o zero nas diferentes culturas, em especial na
cultura Maia. Devido ao seu interesse pela Histéria da Matematica, ela continua seus

estudos por meio da dissertagdo de mestrado.

Apesar do seu grande interesse pela historia do zero, essa historia j& esta
construida. Logo com a ajuda do orientador, mudou-se o foco para além do sentido
bibliogréafico, o objetivo foi 0 de analisar quais seriam os sentidos que criancas, jovens
e adultos atribuiriam ao zero. Para isso, a autora se fundamentou na Etnomatematica

para desenvolver sua pesquisa.

Temos entdo, no primeiro capitulo, a trajetdria da autora o objeto de pesquisa
que ¢ analisar “Quais os sentidos atribuidos ao zero por alunos de diferentes idades e
séries da escolaridade?”. Ela realizou entrevistas e questionario com alunos em escolas
estaduais do Ensino Infantil, Ensino Fundamental Anos Iniciais (ou Ensino
Fundamental | - EF 1), Ensino Fundamental Anos Finais (ou Ensino Fundamental Il -
EF 1), Ensino Médio e alunos do EJA (Educacéo de Jovens e Adultos), totalizando 211
relatos, como uma revisao de literatura apontando dois trabalhos: Salvador; Nacarato
(2003) e Vergani (2001).

Ainda, neste capitulo, a autora apresenta alguns questionamentos que foram
levantados aos entrevistados como: “Escreva com suas palavras o que € o zero para
vocé”. E descreve que os alunos resgataram significados aprendidos tanto dentro quanto
fora da escola. Ela reflete também sobre o conceito dado pelos alunos relacionando-o as
ideias do filésofo Vygotsky. Para finalizar o capitulo, é apresentado o Programa de

Etnomatemadtica, que tem como autor principal D’ Ambrosio.

O segundo capitulo é dedicado a histéria do zero. Para isso, é necessario
descrever os diferentes sistemas de numeracgdo criados pelas diferentes civilizagdes.
Apesar de comecar a descrever os sistemas de numeracédo dos egipcios e dos gregos que,
estes apesar de serem grandes matematicos e famosos, ndo criaram o0 zero, pois seus
sistemas nao precisavam de um zero algarismo. A autora deixa claro que: “A presenca

do zero algarismo para a constituicdo dos nimeros sé € necessaria quando se fala de um
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sistema de numeracdo posicional, caracteristica essa que ndo aparece nos sistemas
egipcio, grego e romano.” (GUIMARAES, 2008, p 37).

Contudo, nos sistemas babildnico, maia e por fim hindus, por serem sistemas
posicionais houve necessidade da criacdo de um guardador de lugar, o zero, no qual ela
descreve sobre os processos de criagéo de cada um deles. Da mesma forma, a autora se
dedica a discutir sobre as operacdes com o zero e as dificuldades dos homens do

passado.

No terceiro capitulo tem-se a apresentacdo das falas dos alunos diante das
perguntas da pesquisadora. Ela dividiu em quatro unidades de significado os sentidos
do zero: 0 zero como técnica matematica, o zero conceitual, 0 zero como técnica social;

0 zero como metafora.

Durante as entrevistas perguntava-se para os alunos o que eles pensavam sobre
0 zero, a mesma pergunta feita para os quatro ciclos: Ensino Infantil, EF I, EF II, EM e
0 EJA. E, de acordo com as falas dos alunos, foi sendo separado em quais dos sentidos
do zero entrava cada comentario. O EF I foi o Unico em que os alunos néo relacionaram

0 zero com uma metéafora.

Nas consideraces finais é destacada a relevancia do zero e que, mesmo que ele
tenha ideia de nada, ele é posto para representar que nao existe uma quantidade numérica
para uma determinada situacdo. Ainda que ele, como algarismo ou como numero, tenha
sentidos diferentes, principalmente quando se trata de questdes financeiras, “¢ melhor o

zero algarismo do que o zero niimero” (GUIMARAES, 2008, p 87).

A autora também traz algumas reflexdes sobre as opera¢Ges matematicas basicas
e como a presenca do zero - mesmo tendo um sentido de nada e nulo, dependendo do
contexto - pode desestabilizar uma conta simples, como no caso da multiplicacdo e da
divisdo, com o poder de zerar qualquer nimero por maior que seja ou simplesmente

deixar de méos atadas, sem resposta, no caso da divisao por zero.

Enfim, foram muitos sentidos atribuidos a um Unico ndmero, muitos deles
negativos. Mas, para ela, 0 mais importante, é a participacdo dos alunos em discutir

sobre esses diferentes interesses pelo zero.
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2.8.3 O Sistema de Numeragédo Decimal: um estudo sobre valor posicional

A dissertacdo de mestrado escrita por Tracanella (2018), intitulada O Sistema de
Numeracdo Decimal: um estudo sobre valor posicional, é organizada em sete capitulos.
No primeiro capitulo a autora discorre sobre o tema do trabalho: Sistema de Numeracgéo
Decimal (SND) e as dificuldades encontradas em sala de aula pelos alunos. Quando é
ensinado esse contetido, percebe-se que as dificuldades aumentam e se agravam quando
sdo introduzidos os numeros decimais. Ela aponta que isso ocorre devido a
aprendizagem baseada em memorizacao das ordens numeéricas que, consequentemente,
induz os alunos a aplicarem as mesmas propriedades dos nimeros naturais aos nUmeros

racionais.

Entdo, além do trabalho ser uma contribuicdo para a pratica dos professores, ha
duas questdes que orientam a investigacdo. Sdo elas: “Que conhecimentos sobre o valor
posicional no SND s3o mobilizados por alunos de quarto ano do Ensino Fundamental?”
e “Que significados para o nimero zero no SND sdo indicados por educandos de quarto
ano do Ensino Fundamental?”. (TRACANELLA, 2018, p. 16)

No capitulo seguinte a autora traz sua trajetoria e as justificativas do seu trabalho.
Dadas as apresentacdes é destacada a importancia do pensamento matematico na
educacéo dos alunos, de modo que esses tenham condi¢des de analisar a sociedade em
que vivem e ndo apenas a utilizarem a matematica de forma mecanica, na qual sé se

decoram férmulas e algoritmos.

Também nesse trabalho é descrito o papel do nimero na formacéo da crianca
desde o nascimento, principalmente com familiares e a comunidade ao seu redor.
Quando chegam & escola, ja trazem tracos dessas influéncias, em especial do zero que é
comparado com nada. Sem contar as dificuldades existentes no entendimento, por parte
dos alunos, do SND dos numeros naturais para 0s racionais que tém propriedades

diferentes.

No capitulo trés, essa autora faz uma contextualizacao histdrica, trazendo relatos
dos sistemas numéricos utilizados por algumas civilizagdes como também a presenca

do zero como marcador de lugar. Apesar dos povos egipcios e romanos serem famosos
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por sua matematica, o nascimento do zero ndo partiu deles e, sim, por parte dos povos

babildnicos, maias, hindus e arabes.

E muito dificil datar qual foi a primeira civilizacdo que teve essa conquista, pois
muitos povos, de diferentes lugares, criavam suas matematicas de acordo com seus
conhecimentos e sistemas de numerac¢do. Segue uma linha do tempo feito pela autora,

com os momentos historicos mais importantes da construcéo do zero:

Figura 24: Linha do tempo com os principais acontecimentos histéricos com relacéo a
origem do SND e do zero

Aproximadamente mo TV
milénio Cerea do séeulo V
Babilénia: Possivelmente um Hindus:  Surgimento  do
dos primciros sistemas  de gistema  posicional  decimal
numeragio  posicional e o oral ¢ do simbolo para o zera,
surgimentoe do “zero-marcador™.

_i_|—|_|_|_

) Inicia  d ,
Por valta do III milénio eta , ¢ Em torne do seculo IX
Era Crista
Maias: Provavel Arabes:  Disseminam  na
surgimento do sisterna de Furopa o sistema posicional
numeragho posicional e decimal & o simbole para o
do simbolo para o zero. zero hindn,

Fonte: Tracanella, 2018, p 41

Para essa autora revisitar esses momentos historicos é entender que da mesma
forma que essa construcdo matematica foi lenta e complexa, para os alunos, nos dias
atuais, ndo é diferente. Dessa forma, a historia da matematica pode ser um suporte

didatico para o ensino da Matematica na Educagéo Baésica.

Os aportes tedricos da dissertacdo sdo apresentados no capitulo quatro, sendo as
pesquisas de Piaget e Szeminska (1981), Kamii (1992, 1994), Lerner e Sadovsky (1996)
e Zunino (1995).
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No capitulo cinco se encontram os procedimentos metodoldgicos, iniciando com
a importancia da pesquisa qualitativa utilizada pela autora, como foi a escolha dos

sujeitos da pesquisa e a sua trajetoria

A anélise dos dados estd no capitulo seis. A autora realizou uma primeira
atividade com um instrumento piloto de alunos, uma do terceiro e outra do quarto ano
do Ensino Fundamental 1. Na primeira atividade os alunos tinham que comparar pares
de nimeros e dizer qual era maior ou menor, justificando a resposta deles. Alguns desses
numeros tinham a mesma quantidade de algarismos, mas havia um caso em que 0s

nameros tinham quantidades de algarismos diferentes.

Na segunda atividade os alunos tinham alguns algarismos para formarem
nameros (1, 2 e 0 0), nimeros de dois e trés algarismos e, por fim, colocar em ordem
crescente. Na terceira atividade o aluno tinha que indicar em qual posi¢do colocar um
determinado algarismo em um numero, de forma que obtivesse o maior ndmero

possivel.

Na quarta Tracanella (2018) traz uma atividade em os alunos tinham que fazer
operacdes com os nimeros dados, de forma que, em ordens especificas desses niumeros,
o resultado fosse zero. Exemplo: o que pode ser feito para no lugar do algarismo 8 do
namero 1872, ser zero? 1872 - 800 = 1072. A resposta mais rapida para autora seria 0
800, contudo ao analisamos existem outras opcGes que ndo sdo discutidas. Os nimeros

no intervalor de 773 a 872 também sdo opcoes.

A quinta atividade era de composi¢do de nimeros e a sexta atividade era de
decomposicdo de numeros. Nessa atividade os alunos cometeram muitos erros,
adicionando os algarismos e ndo os valores relativos. Em cima das respostas dos alunos,
a pesquisadora fez mais algumas perguntas para analisar o conhecimento sobre o valor
posicional e entender as justificativas dos alunos, depois de cada atividade, através de

entrevistas.

Essa mesma abordagem foi feita com o instrumento definitivo, seis alunos do
guarto ano do Ensino Fundamental I, analisando as respostas escritas e faladas por cada
participante.
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Por fim, no Gltimo capitulo, tém-se as consideragdes finais da autora, analisando
toda sua pesquisa, trajetéria e reconhecendo se o objetivo proposto e a pergunta de

pesquisa haviam sido atendidos.

2.8.4 Conclusoes dos trabalhos da Revisao de Literatura

Cada um desses trabalhos foi de extrema importancia para nossa pesquisa. A
dissertacdo de Padrdo (2008) nos auxiliou no contexto histérico com tabelas e quadros
ilustrativos sobre a historia do zero em cada civilizagdo. Também apresentou outros

trabalhos sobre o tema que ndo haviam sido encontrados no catalogo CAPES.

A dissertacdo de Guimaraes (2008) e a dissertacdo de Tracanella (2018) foram
pesquisas realizadas com alunos em sala de aula. A primeira, de maneira mais ampla,
analisando desde o Ensino Fundamental até o Médio e ndo esquecendo dos alunos do
EJA, que tém uma realidade totalmente diferente. Ja a segunda autora trabalhou com
um grupo pequeno de alunos. Porém ambas nos mostraram a visdo dos alunos e suas

dificuldades sobre o zero em diferentes contextos.

Com a leitura dessas trés dissertacbes encontramos artigos que foram téo
importantes quanto, como o caso do artigo Sentidos Atribuidos ao zero por alunos da 62
série (SALVADOR; NACARATO, 2003) e o artigo Histéria do Numero Zero
(PINEDO; SBARDELOTTO, 2004).

Essas pesquisas nos mostraram que ainda faltam muitos outros trabalhos sobre
0 mesmo tema, para auxiliar os professores no processo de ensino dos nimeros e suas
operages, no qual se concentra nosso trabalho. Também nos fez ver que, dentre esses

trabalhos, nenhum abordou a linha de Resolugéo de Problemas.

Assim, apds analisar os trabalhos desses autores, concluimos o primeiro bloco

de atividades de Romberg-Onuchic (descrito na Se¢éo 1).
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SECAO TRES: INVESTIGANDO A PROPRIA PRATICA E AMETODOLOGIA
DE ENSINO-APRENDIZAGEM-AVALIACAO DE MATEMATICA ATRAVES
DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Inicialmente, quando essa investigacdo foi proposta, tinhamos um olhar para a
acdo de terceiros, conciliando o fenémeno de interesse com as praticas educativas de
outros professores. Mas e quando sua prépria pratica é colocada em jogo? E quando se
observa que sua sala de aula precisa de abordagens diferenciadas para aprendizagem?

Foi preciso esse estudo, investigando a propria pratica por intermédio da
Resolucdo de Problemas para que, como professora, pudesse saber e reaprender os
pormenores dos conteddos ministrados que me foram ensinados de forma tdo

automatica, tanto na minha educacéo basica quanto na graduacéo.

Ponte e Serrazina (2003), que abordam a investigacdo na propria pratica, tém
visto e analisado diversos professores utilizando esse recurso ao invés de esperar por
solucdes externas (livros, apostilas e até mesmo outros profissionais especializados ou
em especializacdo/pds-graduacao) para os problemas de aprendizagem de sua sala de
aula. Isto é, eles investigam a si mesmo e 0 seu ambiente de trabalho. Essa préatica, em
formato de aprendizagem, reforca a confianca e a autonomia do professor.

Tal investigacdo, para aléem de poder ajudar ao seu esclarecimento e resolucéo,
contribui, também, para o desenvolvimento profissional dos participantes e para o

aperfeicoamento das organizacBes em que eles se inserem. (PONTE, SERRAZINA,
2003, p. 3)

Da mesma forma que os professores desejam que seus alunos se desenvolvam
em seus conhecimentos, os professores também devem passar por esse processo.
Primeiro para crescer profissionalmente, segundo para acompanhar a evolugédo
pedagdgica e tecnologica que esta sendo inserida no contexto escolar e, por fim para

compreender melhor seus estudantes que séo de outra geracéo.

Para isso, 0 professor precisa olhar para si e se questionar como profissional, ou
seja, “ser professor-investigador €, pois, primeiro que tudo, ter uma atitude de estar na

profissdo como intelectual que criticamente questiona e se questiona. (ALARCAO,
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2000, p. 6).

Ponte e Serrazina (2003) enfatizam que essa investigacdo se torna especial
porque o objeto de estudo é sua propria pratica profissional, tornando essa relacdo muito
proxima. Mas para que esse tipo de investigacao seja valido tem que seguir trés critérios:

“(1) produzir novos conhecimentos, (ii) ter uma metodologia rigorosa, e (iii) ser publica”

(BEILLETOT, 2001, p.19).

Este trabalho se encaixa nessas descri¢bes, pois (i) ele produziu novos
conhecimentos em relacdo a historizacdo do zero e de sua importancia para a
matema@tica, assim como meios de ensina-lo e os fundamentos da Matemaética de uma
forma significativa através da Resolucéo de Problemas; (ii) seguida de forma criteriosa
a Metodologia Cientifica de Romberg-Onuchic para o desenvolvimento da pesquisa e a
Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucédo
de Problemas (MEAAMaRP) para a pesquisa pedagogica; (iii) como é um trabalho de
uma professora em processo de formacéo de pds graduacéo, sera publica tanto para uma
banca, quanto para os colegas de trabalho durante as reunibes de ATPC (Aula de
Trabalho Pedagogico Coletivo), espaco este em que também compartilhamos nossas

ideias, metodologias utilizadas em sala de aula e propostas de trabalho.

Enfatizando que, ndo é porque os professores ja passaram por suas graduacdes e
especializacbes que eles ndo podem aprender coisas novas mesmo nos contetdos
béasicos de suas disciplinas.

“Novo”, aqui, refere-se ao actor que realiza a investigacdo. Se me ocupo de um
problema semelhante a outro ja trabalhado por outras pessoas mas cujo trabalho eu

desconheco, e produzo solugdes (para mim) originais, estou certamente a realizar um
trabalho de investigacéo. (PONTE, 2002, p. 4)

O ser professor exige diariamente conhecer metodologias, ferramentas digitais,
recursos e materiais manipulativos para reinventar sua sala de aula e atender a0 maximo
a necessidade dos seus alunos, mesmo sabendo que ndo serd cem por cento. E um
caminho arduo, pois nem sempre a aula que foi preparada com tanto entusiasmo, atingira
0s estudantes com essa mesma animacao, mas € gratificante, principalmente quando se
percebe que os estudantes realmente compreenderam e viram significado naquela

aprendizagem.
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Segundo relatos de Ponte e Serrazina (2003) o trabalho colaborativo durante uma
investigacdo, em que cada participante tem seus objetivos comuns e individuais bem
definidos & fundamental, pois os objetivos comuns sdo compartilhados a fim de

fortalecer e concretizar os objetivos individuais.

O GTERP é um grupo participativo e colaborativo que tem um objeto em
comum: o trabalho com Resolucéo de Problemas. Cada participante desse grupo, apesar
de todos serem matematicos, realiza suas atividades em segmentos diferentes, desde o
ano de escolaridade até o objeto de estudo dentro da prépria Matematica. Em nossas
reunides compartilhamos materiais, experiéncias, questionamentos e apoiamos uns aos

outros.

Num trabalho colaborativo bem sucedido existem objectivos comuns fortes e
partilhados, que permitem o prosseguimento de objectivos individuais também fortes
de cada um dos participantes. Conseguir esta articulacdo nem sempre € facil, mas é,
certamente, uma condi¢do fundamental para um processo de colaboracdo bem
sucedida. (Ponte; Serrazina, 2003, p. 6)

Ponte e Serrazina (2003) também relatam que investigar esta ligado a identificar
um problema relevante para o professor, que deve ser estudado e, neste caso, para esta
pesquisa, o estudo do zero em diferentes contextos utilizando como recurso a Resolucéo
de Problemas e a MEAAMaRP é de suma importancia.

No GTERP tem-se uma forma diferente de se trabalhar com Resolugdo de
Problemas em sala de aula. Costuma-se ensinar o conteldo para saber resolver
problemas. O diferencial esta que trabalhamos através de problemas, que significam ao
longo de, isto €, enquanto o aluno resolve o problema a ele proposto, ele constréi um
conteddo matematico novo apoiando-se em seus conhecimentos prévios. Ou seja,

comegamos com Problemas.

Para a utilizacdo da MEAAMaRP na sala de aula, tem-se dez momentos a serem
seguidas: (i) proposicdo do problema; (ii) leitura individual; (iii) leitura em conjunto;
(iv) resolucdo do problema; (v) observar e incentivar; (vi) registro das resolugdes na
lousa; (vii) plenédria; (viii) busca do consenso; (ix) formalizacdo do contetdo; (x)
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proposicéo e resolucdo de novos problemas (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011).

Para trabalhar em sala de aula com esta metodologia a fim de que os alunos
adquiram a aprendizagem, iniciamos o trabalho a partir de um problema, o qual
chamamos de Problema Gerador. Ou seja, antes de o professor introduzir um
conhecimento novo, ele propde um problema para seus estudantes que envolve esse
contelido e que seja possivel, através de seus conhecimentos prévios, buscar um
caminho para resolver o problema. Deve ser desafiador, mas o aluno deve acreditar que

ele pode conseguir.

O problema pode ser escolhido pelo professor ou até mesmo ser proposto pelos
alunos. Eles terdo um momento para refletir sozinhos e pensar em como resolvé-lo,
depois se reunirdo, em pequenos grupos, para fazer uma segunda reflexdo. Esse
momento de trabalho em grupo é importante para eles saberem trabalhar em parceria
com os colegas, respeitando a opinido do proximo, isto é, aprendendo a ouvir uns aos

outros e colaborando na busca da solugdo. Portanto, participativos e colaborativos.

Nesse processo de resolucdo do problema pelos alunos, o professor atua como
mediador, ndo dando respostas para os alunos, mas os questionando, para que possam
refletir sobre aquela situacdo dada. Podem-se usar diversos recursos para compreensao
e a busca pela resolugdo do problema gerado, fazendo uso tabelas, desenhos ou até

mesmo os proprios algoritmos. E importante que eles criem suas proprias estratégias.

Depois que todos os grupos tenham resolvido o problema, é pedido que um
representante de cada grupo apresente, na lousa, sua solugdo que sera comparada com
as resolucdes dos outros grupos. Esse é um outro momento de extrema importancia, pois
um problema pode ter diversas solugdes e diferentes caminhos que o proprio professor
ndo havia pensado. Nesse momento, os alunos séo estimulados a defender seus pontos
de vista, de uma forma mais sistematica, aprimorando sua linguagem formal e
matematica. Com todas essas respostas obtidas, certas ou erradas, podem ser discutidas
ndo de forma a constranger os discentes, mas de forma a leva-los a reconhecer porque

aquele caminho é certo ou errado.

Assim, depois de toda essa discussdo e analise, o professor deve formalizar o

conteudo, abordando outros problemas que podem surgir daquele mesmo que foi
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resolvido. O professor deixaria entdo outros problemas para a fixacdo dos novos
conceitos criados, jA que os estudantes tiveram a experiéncia de fazer parte da
construcdo daquele conhecimento. Isso torna a aprendizagem mais significativa, pois

eles foram coautores desse processo.

Portanto,

na Resolucdo de Problemas, o foco ndo esta na resposta ou na solugéo do problema,
mas sim nos pensamentos produzidos e engendrados pelos conceitos e principios que
possam destacar a resolugéo do problema que se pretende estudar e avangar nos meios,
e ndo simplesmente nos fins (LEAL JUNIOR, ONUCHIC, 2015, p. 973)

Ou seja, o intuito ndo é dizer ao professor e ao aluno o que é certo ou errado, ou
qual é o melhor jeito de aprender e ensinar, mas, sim, de produzir pensamentos que
levem o aluno a aprendizagem e ndo somente a uma repeticdo de palavras ditas pelo
professor. Por sua vez, para que o professor possa ensinar o aluno, atraves de mediacoes
e ndo de imposicdes, conseguindo avalia-lo mais de perto, considerando cada progresso
dele.

Nesta concepg¢éo, os estudantes passam a ter uma participagéo efetiva na constituicdo
de sua aprendizagem, ou seja, sdo coautores da mesma e 0s professores sdo 0s

incentivadores e mediadores desse processo através de atividades de ensino. (LEAL
JUNIOR, ONUCHIC 2015, p 959)

E isso que a nossa metodologia propde. Dentro do GTERP, temos trabalhos
(dissertacOes e teses) interessantes que comprovam que MEAAMa-RP é uma
ferramenta para ser utilizada em sala de aula, em todos os anos de escolaridade e que

traz resultados significativos na aprendizagem dos alunos.

Um dos exemplos é a tese de Martins (2019), dividida em duas partes: Projeto
1- “Formacao de Professores de Matematica no Instituto Federal de Sao Paulo (IFSP):
um olhar para as possibilidades de atuacdo”. Inicialmente tinha por objetivo identificar
quais os possiveis beneficios para os professores dos Institutos Federais (IFs), que
lecionam tanto para alunos do ensino médio quanto para alunos de Licenciatura no curso

de Matematica, para suas praticas na formacéo de professores.

Durante a analise e a realizagdo do Projeto 1, o autor levantou dois
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questionamentos que o fez mudar o foco da pesquisa para o Projeto 2, que era analisar
as Possibilidades do uso da Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de
Matematica atraves da Resolucdo de Problemas, em um Curso de Licenciatura de

Matematica na Rede Federal de Educacdo Tecnoldgica no Estado de Sdo Paulo.

Ele concentrou sua pesquisa no campus de Araraquara (antes estava sendo
analisado em cinco Campi). A pesquisa foi feita com uma turma de 6 alunos, em 16
encontros, primeiramente, mostrando aos futuros professores a Metodologia de
Resolucdo de Problemas, proposta por ONUCHIC e o seu grupo, desde a teoria até a
pratica. No final da pesquisa, os licenciandos aplicaram o que aprenderam com os alunos
do Ensino Médio integrado ao Técnico.

Outro trabalho muito importante para essa pesquisa foi a dissertacdo da Botta
(1997). Quando a tese foi realizada, ainda ndo havia sido agregada a ideia de avaliacdo
integrada ao ensino-aprendizagem, porém esse trabalho ofereceu uma abordagem
aprofundada no primeiro capitulo em situagfes-problemas envolvendo as quatro

primeiras operacOes basicas da matematica, que auxiliou esta pesquisa.

O questionamento da autora comecgou em relacdo as dificuldades dos alunos com
0s numeros racionais. Com o desejo de ensina-los de forma diferente do que aprendeu,
ela foi a fundo nos fundamentos da matematica, desde a relacdo de conjuntos,
sequéncias, passando pelas operacfes basicas com numeros naturais, até chegar nos

nUmeros racionais e no raciocinio proporcional.

A autora, além da Metodologia de Ensino-Aprendizagem de Matematica através
da Resolucdo de Problemas, utilizou também os Campos Conceituais de Vergnaud para

fundamentar sua pesquisa.

E por fim, o trabalho de Pironel (2002) que foi o responsavel por envolver a
Metodologia de Ensino-Aprendizagem de Matematica através da Resolucdo de
Problemas com a Avaliacdo. O autor busca através da etimologia da palavra, da
contextualizagéo historica e documentos oficiais de ensino, entender com a avaliagéo
foi sendo construida. A avaliacdo, inicialmente, era usada como ferramenta para analisar
se 0 ensino tinha sido bem ministrado. Conforme a aprendizagem do estudante se tornou

importante, incorporando no meio educacgdo ensino-aprendizagem, a avaliacdo sobre a
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aprendizagem ganhou forca para compreender o rendimento e o desenvolvimento de

cada estudantes.

Pironel (2002) traz diversos autores que discutem sobre avaliacdo e quais eram
suas perspectivas sobre o assunto. Desde avaliagdes que valorizam apenas aspectos
quantitativos até avaliacBes que se preocuparam em analisar quais eram as lacunas
deixadas durante o processo de ensino-aprendizagem. Infelizmente, muitos professores
avaliam apenas através de provas, com o objetivo de usa-las como meio de controle dos

estudantes, por meio do medo.

Durante sua pesquisa, utilizando a Metodologia de Ensino-Aprendizagem de
Matematica através da Resolucdo de Problemas com alunos do Ensino Médio,
utilizando problemas envolvendo os temas: Progressdo Aritmética e Geomeétrica e
Trigonometria no Triangulo Retangulo. O autor propde aos professores, no final do seu
trabalho, alguns instrumentos avaliativos que ndo limitam a prova, como: autoavaliagéo,

diérios interativos e relatérios avaliativos.

Esses trés trabalhos mostram a eficacia da MEAAMaRP em sala de aula. Essa
presente pesquisa ndo tem o viés de analisar alunos e professores e, sim, a propria pratica
da pesquisadora em formagdo, em trés vertentes: ensino, aprendizagem e avaliagéo.
Qual era a forma que a pesquisadora ensinava para os seus alunos? Da mesma forma
que foi ensinado por seus professores durante seus anos de escolaridade, ensinando 0s

alunos a fazerem continhas e ensinando o conceito para resolverem problemas?

Como a pesquisadora analisava a aprendizagem dos seus estudantes? Quem
sabia fazer continhas, quem acertava a resposta mesmo que fosse um calculo mental e
sem dar espaco para os alunos conversarem entre si sobre suas solucées, proporcionando
um trabalho colaborativo e participativo. E sobre a avaliagdo? Quem esté sendo avaliada

é a prépria pesquisadora em sua pesquisa durante todo o processo de execugao dela?
3.1 Minha propria pratica

Antes mesmo de trabalhar como professora, fazia parte de projetos de iniciagdo
a docéncia, o PIBID e 0 RP. Nesses projetos, procurei com 0s outros bolsistas trabalhar
de formas diversificadas com os alunos como jogos, problemas contextualizados,

brincadeiras e uso de plataformas matematicas, a exemplo do Scratch.
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Participei de atividades culturais da escola entre elas, Festa Junina, Gincanas,
Feira de Ciéncias e, até mesmo, projetos com a Sala de Leitura. Em todos esses espacos,
apresentava de forma ludica e dindmica a matematica, para que 0s alunos ndo a vissem
como um monstro, mas como algo presente e necessario ter o dominio para realizar
tarefas diarias. Pensando bem, havia até uma tentativa de ensinar através de problemas,

mas ndo nos moldes propostos pelo MEAAMaRP.

Esses dois projetos também eram utilizados como reforco escolar e auxilio aos
professores. Sentava e ajudava os alunos a resolverem os exercicios. Me recordo bem,
que era nos orientado, durante as reunies quinzenais com o grupo dos projetos, a
importancia de ter paciéncia e deixar o aluno resolver da sua forma, sem resolver por

ele, ser mediador.

Quando comecei a lecionar em 2019, seguia 0 que estava proposto no livro e na
apostila, sem pensar numa metodologia (nesse periodo ainda estava em processo de
entrevista e ingressar na pés-graduacao). Ensinava do jeito que me foi ensinado. Tentava
ser detalhista no linguajar e nos conceitos matematicos, trabalhar com a histéria da
matematica e com os recursos didaticos disponiveis na escola. Gostava de trazer jogos

e trabalhar em duplas ou grupos.

Contudo, como ainda estava em processo de organizar a minha gestdo em sala
de aula, ndo aguardava o tempo do aluno a fim cumprir com o curriculo. Nao ouvia
atentamente as explicacdes deles. Tentava, as vezes, sentar com cada aluno para explicar
e ver suas dificuldades, mas em uma sala com 36 alunos, muitas das vezes, isso se

tornava um caos.

Algumas resolugdes diferentes dos alunos, perguntava como ele havia feito,
porém ndo era sempre que compartilhava com os demais estudantes. Vejo que esse
comportamento meu era pela falta de experiéncia. Havia alunos que entendiam dessa
forma, porém também havia muitas dificuldades em contedos basicos, iguais aqueles

problemas de multiplicacdo que me levaram a chegar no zero.

Esse é 0 cenério que me encontrava antes e durante essa pesquisa. Mas a
pesquisa me proporcionou a olhar mais atentamente para minha pratica docente. A

pesquisa por si sO, ja mobiliza o autor a repensar e se reconstruir como profissional
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analisando e questionando as resposta e resolucdes de terceiros. E nesse caso,
investigando a mim mesma, percebi que mesmo para contetidos tdo simples, e que via

como banais, eu também nao tinha resposta.

Por isso, na proxima secdo é dada por tudo que precisei reaprender em busca de
responder & pergunta de pesquisa. Logo podemos concluir o segundo bloco do
Fluxograma de Romberg-Onuchic sobre estratégias e procedimentos de pesquisa.

SECAO QUATRO: FUNDAMENTOS MATEMATICOS BASICOS

Diante das dificuldades encontradas em meus alunos, foi necessario reaprender
0s conceitos béasicos da matematica, principalmente em relacdo aos numeros e
operacdes, de forma mais esmiugada e detalhada, para atender as dificuldades de
aprendizagem dos alunos. Por se tratar de operag6es basicas, para n6s académicos torna-
se algo tdo trivial depois de tanta bagagem que carregamos, mas, para as criancas elas,

sdo verdadeiros monstrinhos.

Como 0 nosso estudo estd baseado no ensino do zero em seus diferentes
contextos, sera necessario compreender toda a estrutura dos numeros, suas definicdes e
propriedades. Por isso, o foco sera colocado nos contetidos ministrados para alunos até
0 sexto ano, que é onde se concentra a estrutura matematica desejada para estudar o

nosso fendbmeno de interesse.

Essa se¢do, também da inicio ao Gltimo bloco do Fluxograma de Romberg-
Onuchic sobre os dados da pesquisa e as conclusdes. Para fundamentar essa parte da
pesquisa, serdo utilizados as obras de Van de Walle (2007), Centurion (1994) e, Smole
e Muniz (2013).

4.1 NUmeros Naturais, Inteiros e o Zero

A primeira questdo que temos entao é: como 0 zero € um numero, podemos dizer

que € um numero natural?
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1)
2)
3)
4)

5)

H& vérias controveérsias sobre o zero ser um ndmero natural ou ndo. Para
Centurion (1994) o conjunto dos ndmeros naturais € um modelo para 0s outros
conjuntos, representa a contagem, logo os nimeros naturais, para ela seriam, N = {0, 1,
2,3,4,5,...}.

Para uma pessoa medianamente educada hoje, o ponto de partida 6bvio da Matematica
seria a série de nimeros inteiros: 1, 2, 3, 4, ... etc. Provavelmente apenas a pessoa
dotada de algum conhecimento de Matematica pensaria em comegar com o 0 e ndo
com 1. Admitiremos a existéncia desse grau de conhecimento e adotaremos para nosso
ponto de vista a sequéncia: 0, 1, 2, 3, ... n, n+1, ... (CENTURION, 1994, p. 81)

Essa autora, se baseia nos axiomas de Peano, matematico italiano que criou
axiomas para a sequéncia dos numeros naturais utilizando trés ideias para embasar as

proposicdes: zero, NUMero e sucessor.
As proposicdes sdo as seguintes:
0 é um namero
O sucessor de qualquer nimero é um nimero
N&o ha dois nimeros com um mesmo sucessor
0 ndo € sucessor de nenhum namero natural
Qualquer propriedade que pertenca a 0 e, também, ao sucessor de todo numero que
tenha essa propriedade, pertence a todos 0s numeros

Assim, segundo essas proposi¢des, poderiamos tomar o zero como sendo um
namero natural. Por sua vez, Lima et al (1994) se abstém dessa discussdo, afirmando
que isso ndo tem muita importancia, pois depende do ponto de vista de cada autor, mas
reconhece que os livros de matematica brasileiros tém por costume definir o zero como

sendo um ndmero natural.

Eles justificam essa posi¢cdo neutra, porque da mesma forma que podemos

escolher 0 ou 1 como primeiro nimero da sequéncia dos naturais, outras civilizagdes,
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COmo 0s gregos, ndo consideravam nem o 1 como sendo nimero e, consequentemente,
a sequéncia dos nimeros naturais, para eles, ndo comeca pelo 1. Entdo, ndo haveria

motivo para essa discussao. Apesar disso, em sua obra, 0 zero ndo pertence aos naturais

(N).

Esses mesmos autores, alguns anos antes, explica se 0 zero € ou ndo natural,
dizendo que:

Sim e ndo. Incluir ou ndo o ndmero 0 no conjunto N dos nimeros naturais é uma

questdo de preferéncia pessoal ou, mais objetivamente, de conveniéncia. O mesmo

professor ou autor pode, em diferentes circupsténcias, escrever 0 € N ou 0 &€ N.

Como assim? Consultemos um tratado de Algebra. Praticamente em todos eles

encontramos N = {0,1,2...}. Vejamos um livro de Anélise, la acharemos quase
sempre N = {1,2,3...}. (LIMA et al, 1991, p. 150)

Ou seja, em Algebra o autor ird preferir ter o zero no conjunto dos nimeros
naturais, pois como seu interesse esta nas operacdes, € necessario haver um elemento
neutro para adi¢do. Também ele permite que “a diferenga x — y seja uma operagao com

valores em N ndo somente quando x > y mas também se x = y” (LIMA, 1991, p. 150).

Em Analise Real, os nimeros naturais sao utilizados como indices de termos de

uma sequéncia

(X],XZ,...,Xn,...).

Se considerarmos N = {0, 1, 2, ... }, teriamos

(X0, X7y e) Xy oee)

e, nesse caso, 0 primeiro termo seria x,, 0 segundo x; e assim por diante. Logo x,, ndo
seria 0 n-esimo termo e sim o (n+1)-ésimo termo. Para evitar isso, em Anélise, tomamos

0 conjunto dos numeros naturais sem o zero.

Com isso, podemos denominar o conjunto N como sendo: (i) o conjunto dos nimeros
naturais mais o zero (ii) conjuntos dos nimeros naturais ndo negativos (iii) conjuntos

dos nimeros naturais (N*).

Diferentemente, Caraca (1984) e Malba Tahan (1965) afirmam veementemente
que o zero nao faz parte do conjunto dos nimeros naturais. O zero permite a sucessao

dos nimeros inteiros. Ele é o responsavel por separar 0s nimeros positivos e negativos.
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E analisando pela construcdo histérica dos nimeros, em particular a do zero (também
citada na Secdo 2), n6s também admitiremos essa Ultima visdo dos dois autores: zero

ndo é um ndumero natural.

Mesmo sendo contraria a nossa visdo, ndo ha como negar que os livros didaticos,
utilizados pelas escolas do Brasil, assumem o zero como sendo natural, por conveniéncia
na utilizacdo das proprias opera¢fes matematicas, para definir, por exemplo, que 1 - 1 é
igual a zero, sem precisar de um conjunto numerico maior. Isto é, é uma opcéo didatica

para facilitar a compreensao dos alunos

O problema ndo é assumi-lo para os alunos como sendo natural ou ndo, é
esconder toda essa bagagem histdrica e permitir que eles o vejam como sendo apenas
um nada, um ocupador de uma ordem vazia. Ele € muito mais que isso, como ja
demonstramos na secéo 2 e,

Gracas, ao zero, 0s nimeros puderam se distanciar das necessidades praticas, como
contar os dias e cabras e, se tornaram entidades com vidas proprias. Em outras

palavras, o zero deixou de ser um nada e virou uma das maiores invengfes da
humanidade (BBC NEWS, 2019).

Buscamos na literatura, algum pesquisador que tivesse analisado livros
didaticos, a fim de entender como o zero € tratado nesse recurso didatico. Encontramos

0 Trabalho de Concluséo de Curso de Téssio Aradjo.

Aradjo (2010) analisa dois livros didaticos usados pelos professores de
matematica e questiona que, mesmo tendo uma sessdo separada para Histéria da
Matematica, ndo se faz essa abordagem histérica do zero. Pelo contrério, o apresenta

em meio aos contetdos com uma representacéo pronta e acabada.

O que se percebe, nesse estudo feito pelo autor, é que os livros didaticos abordam
o zero de forma superficial, ndo diferenciando para os alunos, como mostraram
Guimarées (2008) e Tracanella (2018), o zero em diferentes contextos: zero como
elemento neutro da contagem; zero como valor posicional; zero como dado operatorio;

zero como origem.

O Quadro 2 é uma sintese dos significados do zero:
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Quadro 2:

Sintese dos diferentes significados atribuidos ao zero

Significados do
zero

Caracteristicas

Desenvolvimento
Historico

Exemplos

Zero como elemento
de contagem

Cardinal de um
conjunto vazio; nem
sempre considerado
um ndmero natural; de

natureza discreta;
impregnado de
“quantidades”

Tal significado ndo
se fez presente na
historia da
Matemética até a
axiomatizacdo  de
Peano (século XIX)

Significados: sem valor,
nulo, nada.

Representa as ordens | Utilizado pelos | Na formag&do de nimeros
Zero como valor | vazias, zero como | babilénios, maias, | retrata colunas vazias: 10,
posicional algarismo; chineses e hindus. 100, 307, 1000, 1010

impregnado de entre outros.

“quantidades”

Elemento neutro da | Utilizado pelos | Resultado de operacdes

adicéo; anula o [ hindus como (I —1=0);

produto em uma Elemento neutro da
Zero como dado | multiplicagdo; a’ = I adicdo (5 + 0 =5);
operatorio (por definicdo, com O produto de uma

Zero como origem

a# 0 0’ é multiplicagdo por zero é
indeterminado; nqlq;

impregnado de Divisdo por zero é
“quantidade” indefinida.

De natureza continua; | Sistematizado por | Ponto  de  referéncia
surge para a | Dedekind  (século | (m6dulo de um nimero)

unificacdo da reta
numérica nNo campo
dos reais; impregnado
de “qualidade”

XI1X) na definicdo
de nimero real

Neutro, pois nao
apresenta sinal;

Ponto de partida

Fonte: adaptado de Tracanella (2018)

Portanto, com a descoberta do zero, 0 homem pdde responder quanto era um

nimero menos ele mesmo. E, em dada situagéo, que o valor do minuendo € menor que

o0 valor do subtraendo, qual seria o resultado? Assim surgiram 0s nimeros negativos e,

portanto, foi necessaria a criagdo de um novo conjunto numérico que agregasse esses

novos ndmeros: 0S ndmeros inteiros. E 0 zero seria 0 ponto de origem desse novo

conjunto, separando 0s nUMeros positivos e 0s nimeros negativos.
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4.2 Cardinalidade e Ordinalidade

A Matematica é uma ciéncia de padréo e ordem e, desde os homens primitivos, vemos
tracos de agrupamentos por meio de conjuntos: conjunto de animais, conjunto de
ferramentas, conjunto de alimentos e assim por diante. Houve necessidade de se contar
quantos elementos havia em cada conjunto. Dessa forma é que foram criados os
conjuntos numeéricos e, para entender a relacdo de ordem nesses conjuntos, precisamos
compreender os conceitos de cardinalidade e ordinalidade. (ONUCHIC, ALLEVATO,
2011)

Segundo Centurion (1994), temos:

Numero cardinal: a cardinalidade é a prépria medida da quantidade de elementos de um
conjunto e é determinada pela relacédo de inclusdo no conjunto dos nimeros naturais (p.
77). Ou seja, a cardinalidade representa a quantidade de elementos que ha em um

determinado conjunto.

Numero ordinal: nos da a ideia de ordem e identifica qual é o elemento do conjunto do
qual estamos falando (p. 77), isto é, representa a ordem que cada elemento se encontra

em um determinado conjunto.

Centurion (1994) traz um exemplo que ilustra bem a diferenca entre esses dois
conceitos. Se uma mae apontar para os seus filhos e disser “esses sdo meus trés filhos”,
logo estara se referindo a quantidade de filhos que ela tem, isto é, sentido cardinal.
Entretanto, se ela apresentar cada filho como sendo “este ¢ o primeiro, este é segundo ¢
este € o terceiro”, ela esta nos mostrando a ordem de nascimento de cada filho, ou seja,

sentido ordinal.

Quando se trata do zero, ele tem cardinalidade e ordinalidade? Centurion (1994)
ndo especifica nada para o zero, mesmo o considerando como numero natural. Na lista
da ordinalidade ela comeca dizendo que o niumero 1 é o primeiro, 0 2 é 0 segundo e

assim por diante.
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O zero ndo tem cardinalidade, j& que ele representa que determinado conjunto
ndo possui nenhuma quantidade de elementos. Porém, em relagcdo a ordem, em uma
sequéncia numérica dos numeros inteiros ndo negativos, Z, = {0,1,2,...}, se tomarmos
0 zero como ponto de partida, podemos dizer que 0 nimero zero seria 0 primeiro, 0

numero um o segundo, 0 numero dois o terceiro e assim por diante.

4.3 Sistema de Numeracgédo Decimal

Algo de extrema importancia durante a fase de alfabetizacdo matematica que
precisa ser bem trabalhada com os alunos € a construcdo do Sistema de Numeragédo
Decimal (SND), isto €, que os nimeros sdo formados pela escrita e pela leitura em
classes e ordens.

Tracanella (2018), trouxe discussdes sobre 0 SND e as dificuldades dos alunos
do Ensino Fundamental | (conhecido atualmente como Anos Iniciais), quando se tratava
da posicao relativa dos nimeros e a confuséo que esses alunos faziam entre dezenas e

centenas agrupando-os de 10 em 10.

Mandarino e Belfort (2006) descrevem que, no nosso sistema de numeracao,

tem-se quatro principios basicos, sendo eles:

Ser decimal, isto é, usamos a base 10.

1782 = [ unidade de milhar, 7 centenas, 8 dezenas e 2 unidades
1782 = 1.000 + 700 + 80 + 2

1782 = 1X1000 + 7x 100 + 8§xX 10 + 2% 1

1782 = 1x103+7x10% + 8x 10! + 2 x 10°

Ser posicional: isto significa que o valor do algarismo depende de sua posi¢do no

ndmero
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261: 0 numero 6, no nimero 261, representa seis dezenas, ou seja, sessenta unidades.

Que é diferente no nimero 216, onde o seis representa seis unidades
Temos nove algarismos distintos: 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9.
O décimo algarismo é o zero, usado para ocupar ordens vazias.

Mas o que sdo ordens e classes de um numero?

As ordens e as classes nos auxiliam na escrita e na leitura de nimeros pequenos
e grandes. Para isso, temos agrupamentos de 10 em 10. Com os numeros de 0 a 9,
conseguimos formar qualquer outro nimero, utilizando o valor posicional. Até nove sao
formadas as unidades. Quando se tem 10 unidades é formada uma dezena (1 dezenae 0
unidades), 20 unidades sdo duas dezenas, 34 unidades, sdo trés dezenas e quatro

unidades e, assim por diante.

Quando sdo formados 10 grupos com 10 unidades cada um, ou seja, 10 dezenas,
temos entdo, uma centena, que é o numero 100 (1 centena, O dezenas e 0 unidades).

Assim sdo formados os demais niUmeros.

As unidades, dezenas e centenas formam as ordens e 0 conjunto das trés ordens,

sdo as classes. Pelo quadro abaixo, € possivel observar que:

As classes das unidades simples sdo formadas pelas unidades, dezenas e centenas
simples, que sdo a 1°, 2° e 32 ordem;

As classes dos milhares séo formadas pelas unidades, dezenas e centenas de milhar, que

sd0 4°, 5° e 62 ordem:;

As classes dos milhdes sdo formadas pelas unidades, dezenas e centenas de milhdo, que

sdo as 7°, 8° e 92 ordem.

Temos também as classes dos bilhGes, trilhdes e assim sucessivamente, seguindo essa
mesma classificagdo das ordens. Portanto, com esse sistema € possivel se escrever

qualquer nimero sem dificuldades.

Quadro 3: Sistema de Numeracdo Decimal



Classes dos milhdes Classes dos milhares Classe das unidades simples
2 3
2 3 1
2 3 1 0
0a 8? 78 62 52 42 32 28 12 ordem
ordem |ordem | ordem ordem |ordem |[ordem [ordem |ordem
Centenas | Dezenas | Unidades | Centenas | Dezenas | Unidades | Centenas | Dezenas | Unidades
de de de milhdo | de de milhar | de milhar
milhdo milhdo milhar
Fonte: os autores
Observe os exemplos do quadro.
e 23=20+3
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Que esta na classe das unidades simples, tendo duas ordens, sendo que 0 2 representa

duas dezenas e 3 representa trés unidades.
231=200+30+1

Apesar do nimero ter os algarismos 2 e 3, eles estdo em ordens diferentes e superiores
as do namero anterior. O 2 esta na terceira ordem, representando duas centenas; ja 0 3
esta na segunda ordem, representando trés dezenas; e o algarismo 1, representa uma

unidade.
2.310=2.000+300+10+0

Pertence a uma classe ainda maior. O algarismo 2 esta na quarta ordem, ou seja,
temos duas unidades de milhar. O 3, que esta na terceira ordem, representa trés centenas.
O 1 esta na segunda ordem, nas dezenas. E a primeira ordem esta sendo ocupada pelo

zero, isto é, temos zero unidades simples.

Neste Gltimo caso, 0 zero se posiciona como guardador de lugar, pois sem ele, 0

ndmero seria 231.

E comum aos professores dos Anos Iniciais ensinarem seus alunos falando:

“casinha das unidades”, “casinha das dezenas” e assim por diante. Pois ¢ uma fala
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visualmente entendivel para os discentes dessa faixa etaria. Entretanto, é adequado,
conforme eles forem compreendendo o conteido e amadurecendo sua linguagem,

utilizar a linguagem matematica.
Abaixo, 0 Quadro 4, com um exemplo de um ndmero maior:

Quadro 4: exemplo de um nimero no sistema de numeragéo decimal

Classes dos milhdes Classes dos milhares Classe das unidades
simples
3 0 4 5 7 0 0 2 9

Fonte: os autores

Na leitura, comeca-se pelo numero de maior ordem dentro da maior classe esse
namero seria lido assim: trezentos e quatro milhdes, quinhentos e setenta mil e vinte

nove unidades. Ou seja, na escrita numérica: 304.570.029.

Notar que para separar as classes, coloca-se um ponto entre os algarismos em
que, além de ficar mais facil a leitura, mostra-se uma relagdo com a Geometria. As
classes das unidades simples tém relacdo com a reta (R), as classes dezenas com o plano

(R?) e as classes centenas com o espaco tridimensional (R3).

Vale também destacar a posicdo do zero nesse numero. Para isso, vamos

decompor o nimero:

304.570.029 = 300.000.000 + 00.000.000 + 4.000.000 + 500.000 + 70.000 + 0.000 + 000 + 20
+9

Nesse caso, novamente temos o zero como “guardador de lugar”, com o
significado que lhe foi atribuido inicialmente pelos babildnios, maias e chineses. Ou
seja, ele indica que, naquela posic¢do, hd uma ordem faltosa: na dezena de milh&o, na

unidade de milhar e na centena simples.

4.4 Operagdes matematicas
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As operagfes matematicas conhecidas como Operagdes Aritméticas constituem
o ramo da Matematica responsavel pelo estudo das “propriedades dos ntimeros e [das]
operacdes que se possam realizar sobre esses ndmeros, nos diferentes conjuntos
numéricos” (CENTURION, 1994, p. 88).

O minimo que se deseja dos nossos alunos dos Anos Iniciais € que eles
compreendam as quatro operagdes basicas: adicao, subtragdo, multiplicacdo e divisao e
consigam resolver diferentes problemas que as envolvam. Contudo, cada vez mais, esta
sendo crescente as dificuldades encontradas em sala de aula, mesmo com essas
operacOes que, para nds educadores, se mostram simples. A ideia deste trabalho é trazer
uma proposta para sanar essas dificuldades através da Resolucdo de Problemas
desenvolvida pelo GTERP.

Quando os docentes aplicam uma atividade ou fazem sua avaliacdo de
matematica, é comum serem chamados pelos alunos para responder a seguinte pergunta:
“professor(a) ¢ de mais ou de menos essa questao?”. Isso demonstra, primeiramente,
uma inseguranca por parte dos educandos e mostra como o ensino de matematica nao
estd sendo compreendido pelos estudantes, principalmente na compreensdo da leitura

de problemas contextualizados.

Por esse motivo, nesta secdo serd explorada cada uma das operacdes aritméticas
detalhadamente, desde sua definicéo, propriedades e exemplos, sempre comegando com
a proposicao de problemas. E, ao final de cada uma delas, tratar em particular como o
zero pode se apresentar e quais sdo as discussfes guando esse nimero tdo singular

aparece.

Em se tratando de operacOes matematicas, o que significa operar? "Operar,
enfim, é agir sobre os objetos e, de alguma maneira, realizar transformacées"
(CENTURION, 1994, p. 89) Entdo, quando se operam 0s nimeros, se esta provocando

uma transformacéo sobre eles.

E importante enfatizar que, dentre as operacdes, temos as operacdes diretas e
inversas. As operagdes inversas sdo aquelas que desfazem a operagdo que a direta fez.
Por exemplo: 7+3=10, do resultado inicial que era 7, adicionou-se 3 e resultou 10. Para

desfazer essa operacdo, basta subtrair 3 do 10, que voltara ao valor inicial.
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Centurion (1995) da um exemplo bem pratico, utilizado no cotidiano, para
exemplificar as criancas, o processo de vestir um casaco (operagdo direta) e 0 processo
de tirar o casaco (operacdo inversa). Caraca (1951) nos apresenta as operacdes diretas e

suas respectivas inversas, conforme o Quadro:

Quadro 5: Operacbes Matematicas: Diretas e Inversas

Diretas Inversas

Adicdo Subtracéo
Multiplicacéo Diviséo
Potenciacdo Radiciacdo e Logaritmagédo

Fonte: adaptado de Caraga (1951)

Este trabalho serd direcionado para as operacdes diretas aditivas e

multiplicativas e suas inversas.

4.4.1 Problemas aditivos e subtrativos

Van de Walle (2009) ressalta que em problemas dados aos alunos sobre adicdo
e subtracdo, na maioria das vezes a adicdo tem relacdo com unido e a subtracdo tem
relagdo com remover. Porém nem sempre isso acontece. Por esse motivo, o autor separa
em quatro estruturas aditivas e subtrativas: problemas de reunir, problemas de separar,

problemas parte-todo e problemas de comparacao.

Essas estruturas ndo precisam ser exibidas para os alunos. E para guiar o trabalho
do professor. O que precisa ser trabalhado com os estudantes sdo os diferentes tipos de
situacOes-problema.

Quando os estudantes desenvolvem essas defini¢des limitadas de acrescentar-colocar
e de retirar para adigdo e para a subtracdo, mais tarde, eles geralmente tém dificuldades
quando o problema exige uma adicdo ou subtragdo, mas a estrutura ¢ diferente da de

reunir ou retirar. E importante que as criangas sejam expostas a todas as formas dentro
dessas estruturas. (VAN DE WALLE, 2009, p. 170)

Dessa maneira, 0s problemas propostos nessa dissertagdo deverédo estar dentro
dessas estruturas. Todos esses problemas foram pensados para auxiliar o professor a

trabalhar com seus alunos em cada uma dessas operacdes, iniciando-se com problemas
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de acordo com o nivel de escolaridade, com numeros de valor numérico baixo e

utilizando representages graficas ou, também, pode-se utilizar materiais manipulativos.

Depois que os alunos entenderem as operaces dessa forma, poderdo ser
utilizadas expressdes numéricas, ainda com o auxilio de imagens e de outras
ferramentas, para que eles consigam relacioné-las e, por fim, trabalhar com os alunos as

expressdes matematicas consequentes.

Assim, os problemas propostos, a partir de sua resolugdo, levam os alunos
primeiramente a utilizar imagens representativas e, depois, utilizar a linguagem
matematica. Ou seja, primeiro os alunos em pequenos grupos tentaram resolver 0s
problemas com os seus conhecimentos prévios, o professor ird mediar a conversa entre
0S grupos, permitir que cada grupo defenda seu ponto de vista e sua resolucdo. Para

enfim, o professor sistematizar formalmente o conteudo, seguindo a MEAAMaRP.

Problemas de Reunir

Problema de Reunir 1: Alice tem 6 bolas e ganhou mais 3 de Pedro. Quantas
bolas ela tem no total?

Quando se inicia 0 ensino de matematica com os alunos, principalmente nos
anos iniciais, se faz necessario utilizar recursos de visualizacdo e questées que estejam
na realidade nessa faixa etaria, seja utilizando desenhos ou materiais manipulativos, isto

é, aquilo que esta no alcance de cada professor.

No Problema de Reunir 1, alunos que estdo iniciando ou até mesmo alunos que
tém dificuldades, irdo contar nos dedos, fazer desenhos ou pegar objetos para contar,

para obter a resposta. Um exemplo, de representacao, dessa situacéo seria:



Figura 25: Representacdo do Problema de Reunir 1 através de imagens
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Fonte: os autores

Trabalhando com esse material, desenhando ou utilizando outros recursos, as
criangas irdo contar esses objetos, chegando ao resultado de 9 bolas. Esse tipo de

situacdo esta no cotidiano deles, antes mesmo de estarem na escola.

Quando se utilizam os materiais para demonstrar essa quantidade, assim que 0s
alunos juntam 6 bolas mais 3 bolas, eles contam a quantidade que deu ao todo. Como
estamos adicionando unidades com unidades que ndo ultrapassam 9, essa adicdo €

chamada “sem reservas”:

Figura 26: Representacdo matematica do Problema de Reunir 1

D U
6

+

3
9

Fonte: os autores

Ou também sendo, pela expressdo numeérica:

6+3=9

Ou seja, 6 bolas mais 3 bolas € igual a 9 bolas que Alice tem no total.
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Contudo, na adi¢do, ndo temos somente questdes que envolvem a uniéo de dois
conjuntos. Podemos, nesses mesmos problemas, explorar outros tipos de questdes

envolvendo mais elementos.

Problema de Reunir 2: Na caixa de brinquedos da Alice tem 3 bolas coloridas.
Nessa caixa cabem até 9 bolas. Quantas bolas Alice precisa comprar para

completar a caixa?

Coloca-se o problema. Depois de ouvir as criancas em suas manifestacdes,
oralmente ou pela leitura feita, o professor pode levar os alunos a seguinte

representacao.

Figura 27: Representacao do Problema de Reunir 2 através de imagens (parte 1)

Alice tem Bolas que faltam Total de bolas que
3 bolas na caixa cabem na caixa

@ e 0
3 995
\ \ R CRES

Fonte: os autores

Nesse caso, temos o valor inicial e o resultado final. Porém nédo temos o valor
intermediario e o problema pede para o encontrar. Para encontrar esse valor, 0s alunos
poderiam pensar quantas bolas eles deveriam acrescentar as 3 bolas que Alice ja tem

para completar as 9.



Figura 28: Representacdo do Problema de Reunir 2 atraves de imagens (parte 2)

Alice tem Bolas que faltam Total de bolas que
3 bolas na caixa cabem na caixa
Bolas que
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Fonte: os autores

Na Figura 28, estdo indicadas as quantidades de bolas que Alice ja tinha e as
demais que cabem ainda na caixa. Assim, contando o numero pode-se ver que 0 nimero

de bolas procurado € 6.

Esse modo de pensar deve chegar aos alunos, o professor so o registra depois de
os alunos mostrarem que entenderam o problema. N&o é o professor fazendo essa acéo,

essa acdo € feita para finalizar o entendimento dos alunos.

Porém, para este problema, temos uma peculiaridade. Como o0s problemas
envolvem adicdo, o impulso € juntar 3 e 9. Tal feito resultard num total de bolas maior
do que cabe na caixa de Alice. Queremos que 3 mais algumas bolas nos dé 9 bolas, isto
é, das 9 bolas no total, vou retirar as que Alice ja tem, para obter a quantidade de bolas
que ainda podem caber na caixa. Por isso, no ensino da adi¢do e da subtragdo é

interessante trabalhar de forma sincrona., mostrando que:

Figura 29: Representacdo matematica do Problema de Reunir 2
+ . ou -

Fonte: os autores
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Assim, o valor necessario € 6. Logo, Alice precisa comprar 6 bolas, pois
3 bolas + 6 bolas = 9 bolas. Pode-se usar duas maneiras para resolver esse problema.
Primeiro se perguntar: “quantas bolas faltam para completar as 9 bolas?”” De 3 bolas
para 9 bolas, faltam 6 bolas. E a segunda maneira, seria utilizar as operacdes inversas.
Muitos professores chamam, a esse procedimento prova real, que é um recurso para

provar que aquele resultado encontrado esta correto.

A expressdo numeérica deste problema é dada por:

9-3=6

Isto é, 9 bolas que cabem na caixa menos 3 bolas que Alice ja tem é igual a 6
bolas que faltam para completar a caixa.

Um outro tipo de problema que se pode explorar nesse caso, € quando ndo se

conhece o primeiro valor:

Problema de Reunir 3: Alice ama bolas. Dentro da sua caixa de brinquedos ela
tem algumas bolas. Pedro, sabendo o quanto ela gosta desse brinquedo, resolveu
dar 4 bolas para ela. Quando Alice as contou, tinha 9 bolas. Quantas ela tinha no
inicio?

Deixe os alunos buscarem a solucdo e perceber o que fizeram. Depois

apresente essa imagem como exemplo para elucidar ou outro recurso disponivel.
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Figura 30: Representacdo do Problema de Reunir 3 através de imagens (parte 1)

Bolas que tem Bolas que Bolas que Alice
dentro da caixa Pedro deu tem dentro da caixa

?2 len @«

90 906

Fonte: os autores

O professor deve perceber que, neste caso, esta faltando o valor inicial, mas
foram dados o valor intermediario e o resultado. Pode-se, entdo, mostrar para 0s
estudantes que, desse total, 4 bolas sdo as que Alice ganhou do Pedro e as restantes sao
as que ela tinha antes. Pode-se perguntar aos alunos se eles percebem a diferenca desse
problema com os demais problemas ja propostos, quais dados estdo faltando, o que é o

valor inicial, intermediério e resultado final. Para que eles percebam essa mudanca.

Figura 31: Representacdo do Problema de Reunir 3 através de imagens (parte 2)

Bolas que tem Bolas que Bolas que Alice
dentro da caixa Pedro deu tem dentro da caixa

Bolas que ja tinham
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Fonte: os autores

Assim, o valor procurado € 5 bolas.

Pode-se utilizar a mesma tatica do anterior. Temos uma quantidade de bolas que

somada a 4 bolas nos da 9 bolas no total. Novamente ndo iremos adicionar os dois
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valores, mas pensar quantas bolas preciso juntar as 4 bolas que tenho, para completar 9

bolas. Logo o resultado procurado é 5 bolas.
Com o algoritmo matematica utilizado posteriormente chega-se a:

Figura 32: Representacdo matematica do Problema de Reunir 3
D U D U
N 9
+ ou
4 4
9 5

Fonte: os autores

E é dado pela expressdo numérica quantitativa:

9—4=35

Isto &, 9 bolas no total menos 4 bolas que Pedro deu € igual a 5 bolas que Alice
ja tinha.
Vejam que, nos dois problemas anteriores, uma forma de os resolver foi esconder

umas das informac@es e utilizar o raciocinio légico. Isso ajuda, posteriormente, no

ensino da Algebra.

O quadro abaixo, resume, através de expressdes matematicas, cada um dos
Problemas de Reunir. Por enquanto, essas informagfes tém que estar na mente do

professor enquanto os alunos ndo aprendem a sistematizar os problemas apresentados.



Quadro 6: Problemas de Reunir

Quantidade Expressdo Matemética | Problema de Reunir
Desconhecida
Resultado 6+3=[] 1
Mudanga 3+[]1=9 2
Inicial [ 1+4=9 3

Fonte: baseado em Van de Walle (2009)

e Problemas de separar

Problema de Separar 1: Jodo comprou 9 balas na padaria. Chegando em casa
deu 5 para seu irmdo mais novo. Com quantas balas Jodo ficou?

Este tipo de problema gue envolve subtracdo tem uma situacdo bem comum, no
qual queremos descobrir qual o valor restante de balas que Jodo ficou depois de ter

doado 5 balas para seu irmdo. Se for nas condi¢6es do professor, levar balas de verdade
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e pedir para os estudantes manuseé-las para dar resposta ao problema.

Depois das respostas dadas, o professor pode apresentar a seguinte figura:

Figura 33: Representacdo do Problema de Separar 1 através de imagens

Jodo tinha 9
balas

Deu 5 balas para
seu irmao

Quantidade de
balas que Jodo ficou

Balas que Jodo deu

para seu irmao
= ~—
E

Fonte: os autores
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Utilizando diferentes tipos de materiais manipulativos ou representacdes (por
exemplo, desenho), as criangas conseguem descobrir que Jodo ficou com 4 balas. Isto é,

o aluno, no inicio, pode utilizar os dedos, objetos ou representacdes graficas para

calcular, mas utilizando o algoritmo tem-se:

Figura 34: Representacdo matematica do Problema de Separar 1
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Fonte: os autores

Nesta subtracdo nao foi necessario “emprestar” da ordem maior. Sera discutido

sobre isso, mais a frente, nesta mesma sesséo. E a expressdo numérica quantitativa é:

9-5=4

Ou seja, 9 balas menos 5 balas é igual a 4 balas que sobrou para o Jodo. Mas

podemos explorar outros tipos de situacdes-problema de subtracdo, como:

Problema de Separar 2: Jodo comprou 9 balas na padaria e guardou no bolso da
bermuda. Chegando em casa, percebeu que o bolso estava furado e que tinha
apenas 4 balas. Quantas balas Jodo perdeu?

Neste caso, 0 aluno precisa notar que temos o valor inicial e o valor final de
balas, mas ndo temos a quantidade intermediaria. Isto €, quantas balas Jodo perdeu
durante a ida para casa, para restarem apenas 4 balas. Questione-os novamente, se eles

percebem que estdo faltando tais valores, relacionando com o problema anterior.
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Figura 35: Representacdo do Problema de Separar 2 através de imagens (parte 1)

Jodo comprou 9 Perdeu uma Jodo ficou com
balas quantidade de balas 4 balas
& N & —
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Fonte: os autores

Logo, podemos nos perguntar, que nimero de balas devo tirar de 9 balas para
me dar 4 balas? Ou, se tinha 9 balas e me restaram apenas 4 balas, vou tirar 4 balas de

9 balas, para ficarem as que Jodo perdeu no caminho.

Figura 36: Representacao do Problema de Separar 2 através de imagens (parte 2)

BACE BEI6[ B0 6

BEIE BEIG B4 6

Balas que Jodo B B0 B G
perdeu «__“ Balas que Joao

ficou

Fonte: os autores

Assim, temos que Jodo perdeu 5 balas pelo caminho.

Usando as maos, por exemplo, contando de forma decrescente, obtém 5. Ou
também, tira-se 4 do total 9. Observe que neste caso, ndo é possivel usar o recurso da
prova real, porque é necessario fazer o Resto - Subtraendo para obter o Minuendo.

Contudo ndo temos o valor do Subtraendo para isto.
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Figura 37: Representacdo matematica do Problema de Separar 2

D U D U
9 9
- S A
4 5

Fonte: os autores

E tem-se como expressdo numérica quantitativamente:

9-4=5

Isto €, 9 balas menos 4 balas que sobrou é igual a 5 balas que foram perdidas.

Por fim, outro tipo de problema de reunir:

Problema de Separar 3: Jodo tinha algumas balas guardadas num potinho, ele
comeu 4 balas, mas ainda tem 5 balas. Quantas balas ele tinha inicialmente?

Figura 38: Representacao do Problema de Separar 3 através de imagens (parte 1)

Tem 5 balas ainda no

Pote de balas Comeu 4 balas
pote de balas
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Fonte: os autores



Neste problema, é preciso descobrir o valor inicial. E necessario entdo se
perguntar: que quantidade de balas se tira 4 e resulta em 5 balas? O valor esperado é 9,

que € o total de balas.

Figura 39: Representacao do Problema de Separar 3 através de imagens (parte 2)

Total de balas que
tinha no inicio no pote

Balas que sobraram

/ﬁ no pote
Balas que

Joao comeu

|

ah b dh @b A

W Q7 QW QW
QW P P P P

Fonte: os autores

O aluno pode pegar valores e ir tirando 4 até chegar no resultado 5. Ou, fazer a

operacao inversa, como esta representado no Algoritmo abaixo.

Figura 40: Representacdo matematica do Problema de Separar 3

D U DU

C
4 " e

5 9

Fonte: os autores

E a expressdo numeérica que o representa a quantidade:

5+4=9




Isto €, 5 balas que sobraram no pote mais 4 balas que foram comidas é igual a
9 balas no total. Novamente, apresentamos aos professores um quadro resumindo essas

informacdes sistematicamente.

Quadro 7: Problemas de Separar

Quantidade Expressdo Matematica | Problema de Separar
Desconhecida

Resultado 9-5=[] 1
Mudanca 9-[1=4 2
Inicial [1-4=5 3

Fonte: baseado em Van de Walle (2009)

e Problemas de Parte-todo

O primeiro problema de parte-todo pode ser resolvido com a mesma
interpretacdo dos problemas de reunir ja que estamos unindo ou adicionando duas partes

de um todo e onde uma das partes € desconhecida.

Problema de Parte-todo 1: Beatriz tem 12 lapis coloridos aquarela e 6 lapis
coloridos metalicos. Quantos lapis ela tem ao todo?

Antes, esperar as colocagdes dos alunos frente ao problema proposto e, depois,

formalizar o contedldo com uso de desenhos ou outra ferramenta.
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Figura 41: Representacdo do Problema de Parte-todo 1 através de imagens (parte 1)

Lapis Lapis Total de
Aquarela Metalico Lapis

27 P
A7 4n
V.

O problema pede para descobrir o resultado final da unido de duas partes: os

Fonte: os autores

lapis aquarelas e os lapis metalicos. Desenhando e contando os objetos se chegara ao

resultado 18 lapis.

Figura 42: Representacdo do Problema de Parte-todo 1 através de imagens (parte 2)

Total de
Lapis
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Fonte: os autores

O que se pede para o aluno e para professor séo diferentes. Para o professor ele
chega ao resultado final, para o aluno a palavra unido fica mais facil em seu

entendimento.

Os alunos podem até perguntar se podem adicionar objetos diferentes, pois tem-
se dois tipos de lapis diferentes. Isso depende de cada problema ou exercicio proposto.
Neste caso esta sendo pedida a quantidade total de lapis independentemente do tipo.
Podia ser pedido para adicionar lapis, canetas e lapiseiras por exemplo. N&o é errado

adicionar itens diferentes, desde que seja isso 0 que o problema pede.



92

Pelo algoritmo da adig&o:

Figura 43: Representagdo matematica do Problema de Parte-todo 1
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12
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6
18

Fonte: os autores

E pela expressdo numérica:

12+6=18

Ou seja, 12 lapis aquarela mais 6 lapis metalicos é igual a 18 lapis no total.

Problema de Parte-todo 2: Beatriz tem 18 lapis, dentre eles 6 lapis sdo
metéalicos e os outros sdo aquarela. Quantos lapis aquarela Beatriz tem?

Figura 44: Representacdo do Problema Parte-todo 2 através de imagens (parte 1)

A
V.

Fonte: os autores

Neste caso, € apresentado o valor total de objetos que Beatriz possui e dentre
desse total uma parte sdo de lapis metalicos. Permita que os estudantes resolvam, pegue

seus lapis como exemplo e conversem com 0s colegas.

Depois dessa conversa, formalizando o procedimento, é apresentado pelo
professor o valor total de objetos que Beatriz possui e, dentro desse total, uma parte que
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é de l&pis do modelo metalicos. Logo, dos 18 lapis, 6 deles sdo metélicos. O restante séo
lapis do modelo aquarela.

A primeira ideia para resolver esse problema ¢ subtrair 6 lapis dos 18 lapis ou
contar quantos lapis faltam de 6 lapis para chegar aos 18 lapis. Das duas formas, € claro,
chega-se ao resultado 12 lapis aquarelas que tém Beatriz. Verifique se os alunos tiveram

essas ideias ou outras.

Figura 45: Representacdo do Problema Parte-todo 2 através de imagens (parte 2)

y> .
b

Fonte: os autores

Agora, se for representado pelo Algoritmo, a operacdo realizada seré a subtracao.

Figura 46: Representacdo matematica do Problema de Parte-todo 2

D U D U

+l 18

6 6
18 12

Fonte: os autores

Ou também, por:

18-6=12

Isto €, 18 lapis menos 6 lapis metalicos é igual a 12 lapis aquarela. Logo, a
resposta procurada é de 12 lapis no modelo aquarela. A seguir, o quadro resumindo 0s

Problemas de Parte-todo:
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Quadro 8: Problemas de Parte-todo

Quantidade Desconhecida | Expressdo Matematica | Problemas de Parte-
todo
Todo desconhecido 12+6=[] 1
Parte desconhecida 18=6+[] 2

Fonte: os autores

Colocar na parte desconhecida a igualdade nesse formato de 18 = 6 + [ ] foi
proposital. Porque ndo é costume, dos professores em geral, escrever assim e
consequentemente, muito menos os alunos. Porém, a igualdade, ndo deixa de estar
correta. Pois a primeira informacg&o que temos é do total e depois de suas parcelas, por

ISSO a insisténcia em deixar nesta notagéo.

E uma boa oportunidade de trabalhar com o sinal de igualdade com os alunos,
principalmente no significado que ela traz consigo. Exemplo da balanca que utiliza dois
pesos € bem utilizado nessa explicacdo, porém nao faz mais parte do cotidiano dos
alunos, visto que as balangas dos estabelecimentos sdo agora digitais. Desta forma,
mudar os exemplos para balancas digitais seria uma solucdo, utilizando duas balancas

para mostrar a igualdade.

Van de Walle (2009) traz uma preocupacéo ainda maior em relacéo ao sinal de
igual:
Algum cuidado deve ser tomado com o sinal de igualdade. O sinal de igualdade
significa ‘¢ o mesmo que’. Porém, a maioria das criangas € levada a acreditar que o
simbolo significa ‘a resposta €’. E interpretado quase da mesma maneira como o = da
calculadora. Isto é, é a tecla que vocé digita para obter a resposta. Uma equagdo como
4+8=3+9 ndo tem ‘resposta’ e ainda ¢ verdadeira porque ambos os lados suportam a
mesma quantidade. Uma boa ideia é usar frequentemente a frase ‘¢ o mesmo que’ no

lugar ou em conjungdo com ‘€ igual a’ ao ler as equagdes com os estudantes (VAN
DE WALLE, 2009, p. 172).

Essa preocupacdo € valida e é deixada de lado por muitos professores de
matematica. Essas falas mal colocadas pelo professor, pode ser um obstaculo didatico
futuramente, no ensino de algebra, por exemplo, pois os alunos ndo conseguem observar
que os dois lados da igualdade tem 0 mesmo “peso”/equivalentes. Outro fato com o sinal

de igual é quando invertemos as ordens das escritas: 3 + 2 = 5, mas poderia ser escrito
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como 5 =3 + 2. As duas escritas estdo corretas, que poderia ser o mesmo que 3 + 2 = x

oux=3+2.

O prdprio Problema de Parte-todo 2 mostrou, o resultado ja estava dado e o que
se queria era o valor de uma das parcelas. Ent&o, seria lido como 18 € 0 mesmo que 6
mais alguma coisa. Essa escrita poderia ter sido abordada também nos problemas
anteriores, como os Problemas de Reunir 2 e 3, Problemas de Separar 2 e 3, entre outros.

Problemas de Comparar

Os problemas que envolvem comparacdo sdo complicados para as criangas por
conta da dificuldade de interpretar o que esta sendo pedido. Eles costumam ler as frases
"guanto a mais" ou "quantos tém a menos" e isso induz os alunos a quererem utilizar a
adicdo e a subtracdo, respectivamente, para essas situacdes. O que nem sempre € a

solugéo do problema.

Problema de Comparar 1:

a) Lorena tem 10 blusinhas e sua irmd mais nova Rebeca tem 7 blusinhas.
Quantas blusinhas Lorena tem a mais que Rebeca?

b) Quantas blusinhas Rebeca tem a menos que Lorena?

Apesar da palavra “mais” nao ¢ esse o significado dado ao problema: adicionar
as duas quantidades. O que esta sendo pedido € a diferenca entre as duas quantidades,
ou seja, se Rebeca tem 7 blusinhas para chegar as 10 blusinhas da irma, faltam 3

blusinhas.

Esse problema é interessante para trabalhar com a linguagem matematica. Para
isso o professor deve sentir a necessidade e a compreensdo da lingua patria e, portanto,
dar significado as palavras usadas no problema, o que nem sempre faz parte do
vocabulario dos alunos. Lancando méo da representacdo com imagens, levar os alunos

a verem as coisas ditas no problema.
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Figura 47: Representacdo do Problema Comparar 1 através de imagens (parte 1)

Lorena

Rebeca

[COT3rrorerars
R R

Fonte: os autores

Logo, as duas perguntas tém a mesma resposta quantitativa, porém com
interpretacéo diferente. Pode-se dizer que Lorena tem 3 blusinhas a mais ou que Rebeca

tem 3 blusinhas a menos.

Figura 48: Representacao do Problema Comparar 1 através de imagens (parte 2)

Lorena

Rebeca

[LOCrerdrarary

Fonte: os autores

Representando através do Algoritmo:
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Figura 49: Representagdo matematica do Problema de Comparar 1

D U D U
L7 10
] S 7
10 3

Fonte: os autores

Também, dada pela expressdo numérica, expressando apenas a quantidade tem-

Se.

10-7=3

Isto €, 10 blusinhas de Lorena menos 7 blusinhas de Rebeca é igual a 3 blusinhas

que Lorena tem a mais que Rebeca.

Problema de Comparar 2:

a) Lorena tem 3 blusinhas a mais que sua irma Rebeca. Rebeca tem 7 blusinhas.
Quantas blusinhas Lorena possui?

b) Rebeca tem 3 blusinhas a menos que sua irméa Lorena. Se Rebeca tem 7
blusinhas quantas sua irmé& possui?

Figura 50: Representacdo do Problema de Comparar 2 através de imagens (parte 1)

Lorena Rebeca

T T
+ T

A quantidade
que Rebeca
tem

Fonte: os autores

Como o anterior, este problema utiliza as palavras “a mais”. S6 que neste caso,

realmente podemos somar as duas quantidades. Porque Lorena tem 3 blusinhas a mais
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que Rebeca e o problema cita quantas blusinhas Rebeca tem. Entdo Lorena tem a
quantidade de Rebeca mais 3 blusinhas.

Melhor dizendo, o que estd sendo pedido € a quantidade maior, que no caso é a Lorena

que tem e que sdo 10 blusinhas.

Figura 51: Representacdo do Problema de Comparar 2 através de imagens (parte 2)

Lorena Rebeca Total que Lorena
fica

TOY | TTTT | O

A L
A quantidade A quantidade CZF(ZF@

que Lorena que Rebeca
tem a mais tem

Fonte: os autores

Para a segunda pergunta, a ideia é similar:

Figura 52: Representacao do Problema Comparar 2 através de imagens (parte 3)

Rebeca
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A quantidade ﬁ) CZF @
+

que Rebeca
tem a menos
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Fonte: os autores

Qual a quantidade de blusinhas que Lorena tem, sabendo que menos trés da a
quantidade de blusinhas da Rebeca que sdo 7 blusinhas? Basta adicionar as da Rebeca

com a quantidade que ela tem a menos de sua irma. Utilizando o Algoritmo, resolve-se:



Figura 53: Representacdo matematica do Problema de Comparar 2
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Fonte: os autores

Numericamente, visando a quantidade, deixar as criangas a partir da situacao

problema, buscar caminho para resolvé-lo e chegar em:

7+3=10

Ou seja, as 7 blusinhas da Rebeca mais as 3 blusinhas que a irma tem a mais que

ela é igual a 10 blusinhas. A Lorena tem 10 blusinhas.

Problema de Comparar 3:

a) Lorena tem 3 blusinhas a mais que sua irma Rebeca. Se ela possui 10
blusinhas, quantas blusinhas possui Rebeca?

b) Rebeca tem 3 blusinhas a menos que Lorena. Lorena tem 10 blusinhas. E
Rebeca, quantas tem?

Lembrando que o aluno tem que saber o significado das palavras que aparecem
no enunciado do problema. Este problema é o inverso do problema 4.2, exigindo que o
aluno descubra o resultado de menor valor, que é a quantidade de blusinhas que tem
Rebeca. Como Lorena tem 10 blusinhas e, dentre elas, 3 sdo a mais que sua irma, basta

separar essa quantidade e sobrardo 7 blusinhas, que é a quantidade que sua irméa possui.
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Figura 54: Representacdo do Problema de Comparar 3 através de imagens

Lorena

A quantidade
que Lorena

\ tem a mais

Fonte: os autores

Pode-se efetuar a seguinte operacdo para obter o resultado, fazendo a diferenca
de 10 e 3. Ou pensando que valor que adiciona as 3 blusinhas que Lorena tem a mais

que sua irma, que vai dar o total de blusinhas de Lorena:

Figura 55: Representa¢do matemaética do Problema de Comparar 3

D U

D U
_10 ou+.
3 3
7

10

Fonte: os autores

Ou, pela expressao:

10-3=7

Isto é, 10 blusinhas que Rebeca tem menos as 3 que sua irma tem é igual a 7
blusinhas. Logo, Lorena tem 7 blusinhas. Formalizando, encontra-se o quadro
explicativo de cada um dos problemas, mostrando onde a informacdo estava

desconhecida:
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Quadro 9: Problemas de Comparagéo

Quantidade Expressdo Matematica Problemas de
Desconhecida Comparar
Diferenca desconhecida 10-7=[] 1
Maior valor desconhecido 7+3=[] 2
Menor valor desconhecido 10-3=[] 3

Concluimos assim a exposicdo dos problemas utilizando as quatro Estruturas
Aditivas e Subtrativas propostas por Van de Walle (2009). Lembrando que cada
problema podera ser resolvido de diversas maneiras diferentes, cabe ao professor
adapta-los de acordo com a realidade de sua sala de aula. Também poderao ser alterados

os valores numéricos dependendo do nivel de ensino com que se esta trabalhando.

Depois que os alunos aprenderem sobre adicdo e subtracdo de forma
representativa e associando-lhes expressdes matematicas, apresenta-se a defini¢do das

duas operacdes e suas propriedades. Também se pode trabalhar com exercicios mais

Fonte: os autores

complexos e de ordens maiores, para fixar o contetdo.

A definicdo de adicdo, segundo o dicionario Michaelis, é dada assim:

dados; a soma, ou seja, a soma é resultado da adicéo.

Adicdo é uma operacdo matematica que tem por fim, dados dois ou mais nimeros,

achar um outro nimero que contenha tantas unidades quantas houver nos nimeros

O simbolo que indica a adicéo entre dois numeros é representado pelo sinal +

chamado mais. Os nimeros que estdo sendo adicionados sdo chamados parcelas. O

resultado dessa operagdo chamamos soma ou total.

Figura 56: Exemplo de adi¢cdo e nomenclatura de suas partes

’IO

5 + 4 =

9

Parcela 2° Parcela Soma ou Total

Fonte: os autores
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Genericamente, temos que se tomarmos a, b e ¢ sendo nimeros naturais

quaisquer, a sentenca matematica que representa essa operacao é:

a+b=c

Assim, serdo tomados a e b como parcelas da adi¢do e ¢ a soma ou total, como
ja foi mencionado, pode se ver que essa forma genérica, ainda ndo é apropriada para
alunos até o sexto ano do Ensino Fundamental. Smole e Muniz (2013) consideram a
adicdo como sendo a principal dentre as quatro operacGes basicas e as demais operagdes
sdo decorrentes dela, tendo a subtragdo sua maior conexao. “As criancas nas séries
iniciais ndo tém necessidade dos simbolos, +, - e =. Porém, essas convenc¢des simbdlicas
sdo importantes” (VAN DE WALLE, 2009, p. 172) para a compreenséo e conhecimento
do professor.

O mesmo dicionario Michaelis define:

Subtracdo é uma operacdo matematica por meio da qual se retira um namero ou

uma quantidade de um outro nimero ou outra quantidade; diminuic&o.

O simbolo que indica a subtracdo entre dois nimeros é representado pelo sinal
(-) chamado menos. Van de Walle (2009) adverte sobre o cuidado de ler esse sinal por
menos ou subtrair e ndo por tirar, justamente pela confuséo que os educandos podem ter
quando a estrutura do problema de subtracdo pede uma acdo contraria, como 0s
Problemas de Separar 2 e 3. O que ndo acontece para adicdo, pois o sinal de mais (+)

pode ser substituido facilmente pelo "e".

Os numeros que estdo sendo subtraidos sdo chamados minuendo e subtraendo.
O resultado pode ser expresso como resto, excesso ou diferenca, pois na subtracdo

envolvendo esses numeros que pode ter as ideias de: sobra ou resto, quem tem mais é o
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excesso e a diferenca de um valor para o outro. Dependendo da situagdo problema o

resultado vai ter uma dessas ideias.

Figura 57: Exemplo de subtracdo e a nomenclatura de suas partes

5 - 4 =

Minuendo Subtraendo  Resto, Excesso ou Diferenca

Fonte: os autores

Também, genericamente, se tomarmos a, b e ¢ como ndmeros naturais

quaisquer, com a condicdo de a maior que b, expressa por a > b, existe um ¢ que:

a-b=c

Na qual, a é o minuendo, o que tem a quantidade; b é o subtraendo, o que se
tirou e ¢ é o resto, excesso ou diferenca, como mencionado anteriormente. A razdo pela
qual a tem que ser maior que b é para garantir, nesse primeiro momento de
aprendizagem sobre as operacGes matematicas, em que nao se tenha valores negativos,

pois as criancas ainda nao possuem conhecimento desse novo conjunto numérico.

Enfatizando o que ja foi tratado nas Estruturas Aditivas e Subtrativas, a
subtracdo tem a ideia de tirar, mas também de comparar e completar. Na subtracdo 9 -
6, a ideia de tirar seria: de 9, se tiro 6, restam 3, portanto, resto. Agora, quanto 9 é maior
que 6? ou quanto 6 é menor que 9? Essa ideia de completar: 6 para completar 9, faltam
3.

Até entdo, nos problemas propostos em relacdo a adi¢cdo nao havia reservas e

em relacdo a subtracdo sem as famosas trocas.
Adicao com “reservas” ou “transportes”

A adicdo com reserva se da quando o valor adicionado ultrapassa 9. Por
exemplo: 12 mais 9, se adicionarmos os valores que estdo na unidade, 2 + 9 = 11. O

namero 11 é maior que 9 e ndo se pode colocar dois algarismos na ordem das unidades.
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Figura 58: Exemplo 1 de adigdo com reservas (parte 1)

—
O N C

I

Fonte: os autores

Como 11 =10 + 1, o algarismo 1 que pertence as unidades, ird permanecer na
ordem das unidades e as 10 unidades se transformarad em uma dezena e sera adicionado
com as dezenas, sendo representado pelo nimero 1 em cima do algarismo 1, do nimero

12.

Figura 59: Exemplo 1 de adi¢do com reservas (parte 2)

—\‘\..OI\JC

Fonte: os autores

Entdo adicionando os dois algarismos, o 1 da ordem anterior com 1 do ndmero
12,1+ 1 =2. Assim, 12 + 9 = 21. Esse processo pode ser feito com nimeros de mais
algarismos.

Figura 60: Exemplo 2 de adi¢cdo com reservas

C/bju cC|pju C|D|U clou
707 77 77 717
5|8 5|8 58 Tlsglg

5 315 135

Fonte: os autores

E recomendavel que se efetuem, da direita para a esquerda, as adicdes em que a soma
dos algarismos das unidades, ou das dezenas, ou das centenas, etc, ultrapasse nove.
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Estas adicdes sdo chamadas adi¢io com reserva ou adicdo com transporte. E
comum, na adi¢do com transporte, dizermos “vai um”. Na verdade, o transporte ¢ de
uma dezena, uma centena, uma unidade de milhar, etc... (CENTURION, 1995, p.
155)

Novamente, caimos na questdo da linguagem que é passada para os alunos. O
“vai um na casa das dezenas”, “vao dois na casa das centenas”, sdo exemplos de como
se ¢ ensinado esse “transporte”. Mesmo explicando dessa forma, o professor pode
separar uns minutos da aula para explicar o porqué do uso dessa frase. O material
dourado € uma excelente ferramenta para isso, trocando as unidades por dezenas ou

trocando dezenas por centenas, para serem acrescentadas a ordem superior.

Centurion (1994) “sugere que se escrevam as parcelas uma abaixo da outra e que
se adicionem da direita para a esquerda”. Isto é, unidade com unidade, dezena com
dezena e assim sucessivamente. Portanto, enfatiza-se o valor posicional de cada

algarismo para o estudante, retomando esse contetdo.

Smole e Muniz (2013) complementam enfatizando o uso de diversos materiais
disponiveis na escola e pelo professor “desde tampas de garrafa e pedrinhas, passando

pelo material dourado e [...] ao dbaco”.
Subtracido com “as trocas” ou recurso

A subtragdo com “trocas” ou recurso - como € utilizado por Centurion (1994) -
se da quando o valor do minuendo é menor que o valor do subtraendo. Exemplo: na
subtracdo 35 — 17, como subtrair os algarismos que estdo na ordem das unidades 5 - 7

(lembrando que ainda ndo lhes foram apresentados 0s nimeros negativos).

Para resolver isso, lembrar que 35 = 30 + 5, isto €, 3 dezenas mais 5 unidades.
Como na ordem das dezenas temos 3 dezenas, deixa duas dezenas na ordem das dezenas
e transforma a outra em 10 unidades. Assim, 10 unidades + 5 unidades € 0 mesmo que
15 unidades.

Agora d& para concluir a subtracao:

15 unidades - 7 unidades = 8 unidades
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2 dezenas - 1 dezena = 1 dezena

Figura 61: Exemplo 1 de subtragdo com trocas

De 1 dezena troca por 10 unidades
E de 3 dezenas ficam 2 dezenas

cpju Cp
3
1

C|D
A
1
1

w
(O
-

ol U C
00|~ U

Fonte: os autores

O resultado obtido dessa subtracdo € o nimero 18.

[...] é comum, na subtracdo com recurso, usar-se a expressdo: ‘empresta um’. Na
verdade, ndo se ‘empresta’ nada, pois quem empresta alguma coisa, supde-se, deveria
devolvé-la. Na verdade, este procedimento no algoritmo apoia-se nas propriedades do
nosso sistema decimal e posicional de numeragdo. O que se faz na subtragdo é
decompor uma dezena em 10 unidades e acrescenta-las as unidades, ou decompor uma
centena em 10 dezenas e acrescenté-las as dezenas (CENTURION, 1994, p. 184-185).

Outra vez se discute, com os professores, a linguagem utilizada no ensino das
operagdes. E pratico e rapido, enquanto se ensina a dizer “corta e empresta um”.
Contudo, as vantagens de separar um tempo maior e explicar detalhadamente esse
procedimento € uma oportunidade de relembrar com os alunos o SND e trabalhar o

agrupamento e desagrupamento das ordens numeéricas.

Além de adicionar e subtrair expressdes matematicas, pode-se utilizar a reta
numerada como recurso para ensinar as operacdes, 0 que ajuda os alunos tanto na

visualizacdo dessas duas operagdes, quanto a entender o conceito de medida.

Para adicionar, na reta numérica, a ideia ¢ de “pular” ou “andar” de um nimero
a outro crescendo da esquerda para a direita, utilizando intervalos da mesma medida.

No caso da adigédo de 5 + 4, comegando pelo ponto zero, “andaremos” 5 unidades e para



107

adicionar 4, “andaremos” do ponto onde parou, no caso o ponto 5 ¢ “andaremos” mais

quatro unidades. Chegando até o ponto 9, portanto 5 + 4 = 9.

Figura 62: Exemplo de adicéo utilizando a reta numérica

5

- Ty e T e Ty T Y YA

L B L U B LU RN DR EEL L L LU
9

10 11 12 13

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Fonte: os autores

No caso da subtracdo de 5 — 4, a ideia ¢é de “voltar”. Primeiramente contaremos
cinco, comec¢ando do ponto zero, “andaremos” cinco unidades, parando no ponto 5. Para

subtrair 4 de 5, “voltaremos” 4 unidades. Parando no ponto 1. Portanto, 5 — 4 = 1.

Figura 63: Exemplo de subtracdo utilizando a reta numérica

TN i
Yy Yy ey Yy )

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Fonte: os autores

Essa linguagem de "andar", "pular", “voltar” deve ser usada até que os
educandos estejam amadurecidos para usar a linguagem matematica de intervalos.

Contudo,

Uma reta numérica apresenta algumas dificuldades conceituais verdadeiras para [as
criancas de] 1% a 22 séries. Se uso como modelo nesses niveis em geral ndo é
recomendado. Uma reta numérica mede as distancias do zero, do mesmo modo que
uma régua faz. Nas séries iniciais, as criancas focam nos pontos ou nimeros em uma
reta numérica em vez dos intervalos. Porém, se setas (saltos) forem desenhadas para
cada nimero em um exercicio, 0 conceito de comprimento é mais claramente
ilustrado. Para modelar o conceito de ‘parte-todo’ de 5+3, comece desenhando uma
seta de 0 até 5, indicando, ‘tudo isso ¢ cinco’. Ndo aponte para o ponto 5, dizendo
‘isso ¢ cinco” (VAN DE WALLE, 2009, p. 173).
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Esse é um dos cuidados que Van de Walle (2009) orienta em seu livro. Mas,
mesmo assim, 0 uso da reta numeérica é importante. Saber manusear bem os instrumentos

de medida € util tanto na vida escolar quanto fora dela, como ferramenta de trabalho.

N&o se pode aceitar que os estudantes terminem sua escolaridade basica, errando
as medicOes de uma régua por exemplo. A imagem abaixo exemplifica uma situago
com um erro grave que, infelizmente, é comum entre os estudantes. Suponha que se
queira saber, se um objeto mede 5 centimetros. Ao invés de comecarem do ponto zero
para marcar 5 unidades de medida, comecam do 1, errando a resposta. De 0 a 5, o

intervalo é de 5 unidades, ja de 1 a 5, o intervalo é de 4 unidades.

Figura 64: Diferenca entre os intervalos comegando da origem e de um ponto
especifico, no caso o ponto 1

e e
|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||”||
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
e Y e Ve
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Fonte: os autores

E interessante, para auxiliar nesse entendimento, comecar ndo somente pelo
zero, mas de outros pontos, propondo problemas como: se a régua estivesse quebrada

como se poderia medir tal valor de unidades de medida?

Dentre os problemas apresentados até entdo, ndo abordamos nenhum que o zero
tenha sido um entrave. A ndo ser esse da reta numerada, no qual a dificuldade é ver o
zero como origem ou como ponto de partida. Por isso, preparamos um problema

especifico para discutir sobre o zero.
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Problema extra: Encontre os valores que estdo faltando

MCDU
200 2|8
40 1
Moe22

Esse problema, diferente dos outros, ndo esta relacionado com o cotidiano do
aluno. Poderia até ter de ser criada uma situacdo em cima dessa imagem, mas o objetivo
nesse momento é que os alunos reflitam sobre o papel do zero, ndo somente como um

guardador de lugar.

Como eles ja aprenderam o algoritmo tanto da adicdo quanto o da subtracéo, o
professor deve orientd-los a comecar das ordens menores (unidades) até as ordens
maiores (milhares). No caso, nas unidades, qual é o namero que lhe tirando 1 resulta 2?

O numero esperado que eles respondam € o nimero 3.

Figura 65: Resolucdo do Problema Extra (parte 1)

MCDU

2 2 3
400 1

W62 2

Fonte: os autores

Na ordem das dezenas tem-se que: 2 menos algum valor deve resultar 2. Talvez,
0s estudantes se questionem nesta parte do problema, pois esperamos que como é uma
subtracdo 2 menos algo tem que dar um valor menor. Porém, aqui resultou no mesmo

valor, logo o nimero procurado € o zero.



Figura 66: Resolucdo do Problema Extra (parte 2)

M CDU
2 2 3
40 1

We2>2

Fonte: os autores

Na terceira ordem, as centenas, procura-se um nimero que menos 4 resultarad em
6. Esse pode ser que seja mais um entrave para os estudantes, permitindo que eles
utilizem representacdes, os dedos das maos ou objetos para perceberem que: pode-se
colocar valores de 0 a 9 em cada uma das ordens. O maior valor é 9, porém 9 - 4 = 5,
Entdo, o valor procurado € o 10, pois 10 - 4 = 6.

Mas nao se pode colocar 10. Entdo como resolver? Lembre os estudantes de uma
ferramenta importante da subtracéo: as trocas ou 0 famoso “empresta”. Se colocar o zero
na centena, pode-se trocar na ordem dos milhares o 2 (que representa 2.000) por 1 (que
representa 1.000) e transportar esse 1 que foi tirado dos milhares para as centenas.
Ficando 10.

Figura 67: Resolucdo do Problema Extra (parte 3)

V-

M <Dy
202 3
40 1
W62 2

Fonte: os autores

Logo, 10 - 4 = 6. Por fim, na ordem dos milhares, restou apenas o valor 1 para ser

subtraido por nenhum namero, entdo o Gltimo ndmero a ser encontrado é o 1.

110
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Figura 68: Resolucdo do Problema Extra (parte 4)

V- )

Mo
7202 3
T 40 1
162 2

Fonte: os autores

Observe que esse problema foi especifico para analisar o zero na subtracdo. O
zero assume dois papéis: como elemento neutro para 2 - 0 = 2 e como guardador de
lugar para a ordem das centenas do numero 2023 e na ordem das dezenas no nimero
401.

Utilizando o mesmo problema pode-se abordar outra situacdo com o zero,

mudando os valores a serem encontrados.

Figura 69: Resolucdo do Problema Extra em outra situacao

M CDU
2020
40 1

T2

Fonte: os autores

O primeiro valor na unidade j& se sabe que é o nimero 3, pois 3— 7 = 2. E na
ordem das dezenas o resultado encontrado foide 2 — 0 = 2. E asubtragio 0 — 4? E
muito comum as criangas aplicarem a mesma regra de 2 — 0 = 2 para esse caso,
respondendo que 0 — 4 = 4. Contudo, o professor pode questionar duas coisas: a
primeira é que na ordem dos milhares vai aparecer uma incoeréncia, pois 2 menos nada
ndo pode ser 1. Ou também, um exemplo: se tenho zero balas, como vou tirar/doar

quatro balas? Nao faz sentido!
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Assim, eles podem chegar a conclusdo de que precisarao fazer o transporte dos

milhares para as centenas para resolver. Essa confusdo ocorre, pois,

Ocasionalmente os estudantes imaginam que 6 + 0 deve ser maior que 6 ou que 12 -
0 deve ser 11 pois ‘mais faz nimeros maiores’ ¢ ‘menos faz nimeros menores’. Em
vez de fazer regras que parecam arbitrarias sobre adicionar e subtrair zero, construa

oportunidades para discutir o zero na rotina da resolugio de problemas” (Van de
Walle, 2009, p. 175)

Esse problema abordou o zero de duas formas diferentes como ja foi
mencionado. E assim, os alunos posteriormente, quando for necessario, entenderdo

melhor as propriedades da adi¢do e da subtracéo.
Alias, quais sdo essas propriedades?
Adicao e suas propriedades

As propriedades que iremos discutir para adicao serd para nUmeros no conjunto

dos numeros naturais (N)

Fechamento: essa propriedade garante que a adi¢cdo de dois nUmeros naturais quaisquer
resultard sempre em um numero natural. Isto é, o conjunto dos nimeros naturais é

fechado.

Em notacdo matematica, tem-se que dados quaisquer a e b naturais, entdo existe

¢ natural que:

a+b=c€eN

Sendo N o conjunto dos numeros naturais e o sinal € (Ié-se pertence) é um
simbolo matematico utilizado para mostrar que algo pertence a um determinado
conjunto numérico. E se fosse trés nimeros naturais sendo adicionados? Entdo a + b +
c =d € N. Ampliando, a adi¢do de quaisquer nimeros naturais, independentemente

de quantos nameros iremos adicionar, sempre resultard em um namero natural.



- Comutativa: vem do verbo comutar, isto é, trocar ou mudar. Entdo a adicdo ser

comutativa significa que a ordem das parcelas ndo altera o resultado da adigéo.

Exemplo: 6 + 40u 4 + 6 trocamos as parcelas de posi¢do, mas o resultado continua
sendo 10. Melhor dizendo 6 + 4 = 4 + 6 = 10. Ou seja, a ordem das parcelas néo

alterou a soma.

Genericamente, quaisquer que sejam 0s nimeros naturais dados para a e b, a

propriedade comutativa € verdadeira para a adi¢do. Dizendo que:

a+b=>b+a

E prova-se também que isto vale para adicionar qualquer quantidade de parcelas,

o resultado continuara sendo um nimero natural, que é o caso da propriedade a seguir.

- Associativa: € uma propriedade para quando temos trés ou mais parcelas. Ela garante
que, independentemente da ordem que escolhermos para adicionar 0s numeros, 0

resultado serd sempre 0 mesmo.

Exemplo: dado os nimeros 5, 4 e 3. Posso operar, comecando pelos valores que estéo
dentro dos parénteses®: (5 + 4) + 3 ou, 5 + (4 + 3)ou também, (5 + 3) + 4,

essas adigdes resultardo sempre 12. Ou seja,
G+HD+3=54+4+H=0B+3)+4=12

Genericamente, quaisquer que sejam 0s numeros naturais dados para a, b e c, a

propriedade associativa é verdadeira para a adicao.

(a@a+b)y+c=a+ b+c)=(a+c)+b=d

8 Para resolver expressdes numéricas é preciso respeitar certas ordens. Na pagina 63 deste trabalho, apresentamos
0 Quadro 5 sobre as Operacfes Matematicas. L4, estava descrita as operacfes diretas e inversas. Na expressao: 2
+ 10 + 2 x 32. Comegamos com as operagOes de grau maior: todas de potenciacéo e suas inversas, depois todas de
multiplicacdo e sua inversa e, por Gltimo, todas de adicdo e sua inversa. Além de analisar os graus, também temos
gue notar se ha simbolos: parénteses (), colchetes [ ] e chaves { }. Caso haja os simbolos primeiro operamos o que
ha dentro dos simbolos e depois trabalhamos com as operagdes. Segue essa ordem que foi apresentada para resolver
as expressdes matematicas. Por fim, uma divida que também surge é que quando se tem esse tipo de caso: 8 x 6
+ 3 + 20. O que operamos primeiro? A multiplicagdo ou a divisdo? Seguimos, resolvendo, na ordem que aparece
na expressao, no caso, primeiro a multiplicacdo e depois a divisao.
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Existem outras possibilidades, alterando a ordem, comegando por b ou por c.

- Existéncia de um elemento neutro: o zero é elemento neutro da adigdo. Isso significa

que ele ndo altera o valor da parcela no qual foi adicionado.
Exemplo: 7+0=0+7=7

Genericamente, qualquer que sejan € N, vale:

n+0=0+n=n

- Existéncia de elemento oposto: o elemento oposto na adi¢do € um valor ele menos ele

mesmo resulta em zero.

Exemplo: 10 + [ ] = 0, ou seja, que valor eu devo tirar de 10 para resultar em zero? O

valor procurado é o oposto de 10, que é ele negativo, o -10. Assim, 10 + (-10) = 0°.

Genericamente, dado a € N

a+ (—a) =0

Subtracéo e suas propriedades
As propriedades na subtragdo sdo mais restritas, veja 0 porqué:

- N&o possui fechamento: para uma propriedade ser fechada, dado quaisquer numeros

naturais, se os subtrair o resultado tem que ser um numero natural. Basta um
contraexemplo para provar que a subtracdo nao é fechada, pois tem que valer para todos

0S Casos.

9 Para resolver esse exemplo foi aplicada a Regra de Sinais: + com + é positivo, - com - € positivo (sinais iguais,
o resultado é positivo), + com - é negativo e, - com + € negativo (sinais contrarios, o resultado é negativo). Nesta
pesquisa ndo abordaremos profundamente o porqué dessa regra. Porque os alunos aprendem isso no 7° ano do
Ensino Fundamental.
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Contraexemplo: a subtracdo 5 - 6, 0 resultado € um nimero negativo, -1. Esse nimero

ndo faz parte do conjunto dos nUmeros naturais.
Comutativa: a subtracdo ndo é comutativa pelo mesmo motivo da propriedade anterior.

Contraexemplo: a subtracdo 6 - 5 = 1. Porém, se comutar 0s numeros, 5 - 6 = -1. Logo,

o resultado n&o é o mesmo, pois 1 # -1.
Associativa: a subtracdo ndo é associativa.
Contraexemplo: dado os nimeros 7, 3 e 2.

Quadro 10: Contraexemplo da subtracdo nao ser associativa

1° Posicionamento dos Numeros 2° Posicionamento dos Numeros
(7-3)-2 7-(3-2)
4-2 7-1
2 6

Fonte: os autores

Para ser associativa, independente da ordem que se comecasse a operar, 0
resultado era para ser o mesmo. E como foi mostrado, isso ndo ocorre. Logo, o cuidado
ao se resolver a subtracdo deve ser redobrado, pois a ordem das parcelas altera o

resultado.

Existéncia de elemento neutro: na adi¢do o zero é o seu elemento neutro da adi¢éo, mas

ISSO NA0 ocorre para a subtracao.

Contraexemplo: 5 - 0 = 5 (para este caso o zero funciona como elemento neutro). Mas
e para o caso de O - 5, o resultado seria um nimero negativo. Entdo ndo manteria o valor

da parcela, pois 5 # - 5.

Existéncia de elemento oposto: 0 elemento oposto na subtracdo é um valor menos ele

mesmo resultando em zero.

Exemplo: 10 - [ ] = 0, ou seja, que valor eu devo tirar de 10 para resultar em zero? O
valor procurado é o proprio 10. Assim, 10 - 10 = 0.
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Genericamente, dado a € N

a+(-a)=0

Tratando-se do zero pode se negar que ele € um nimero diferente dos demais.

Seife (2000) escreve um livro inteiro apenas sobre o zero, mostrando sua importancia e

que ele ndo pode se resumir a um nada. Nao s ele, mas Kaplan (1999) e Matias (2020),

também dedicam obras s6 para este nimero. Sobre a adi¢do, a subtracdo e o zero, Seife
(2000) comenta que:

Adicione um nimero a si mesmo e ele muda. Um e um nédo é um - sdo dois. Dois e

dois sdo quatro. Mas zero e zero séo zero. Isso viola um principio basico de nimeros

chamado axioma de Arquimedes, que diz que se vocé adicionar algo a si mesmo varias

vezes, ele excederd qualquer outro nimero em magnitude. (O axioma de Arquimedes

foi formulado em termos de areas; um nimero era visto como a diferenca de duas

areas desiguais.) Zero se recusa a ficar maior. Ele também se recusa a tornar qualquer

outro nimero maior. Adicione dois e zero e vocé tera dois; é como se vocé nunca se

importasse em somar 0s nimeros. A mesma coisa acontece com a subtracdo. Tire zero
de dois e vocé terd dois. Zero ndo tem substancia. (SEIFE, 2000, p. 9, traducéo nossa)

Realmente o zero se recusa a tornar algo maior ou menor, ou seja, ele prende o
nimero em si mesmo nao o permitindo aumentar ou diminuir, isso tratando-se da adi¢ao

e da subtracdo. Mas uma situacdo mais dificil acontece com a multiplicacéo e a divisdo.

4.4.2. Problemas multiplicativos (multiplicacéo e divisao)

Assim como Van de Walle (2009) usaremos o termo multiplicativo para
designar problemas de multiplicacéo e divisdo. Esses tipos de problemas o autor separa

em duas estruturas: grupos iguais (adicdo repetida e taxas) e comparagdo multiplicativa.

Como nos problemas aditivos e subtrativos em que trabalhamos paralelamente
a adicdo e a subtracdo, faremos o mesmo com a multiplicacéo e a divisdo. Lembrando
que os problemas propostos serdo pensados para utilizar recursos visuais ou
manipulativos para auxiliar no entendimento da crianca e, depois, entrar com 0

algoritmo.



e Problemas de grupos iguais

(a) problemas de adicdo-repetida

Problema 5.1: Marcela comprou 5 caixas de livros sortidos para a biblioteca da
escola. Cada caixa contém 8 livros. Quantos livros ela comprou no total?

A primeira ideia relacionada a multiplicacdo é a de adi¢do de parcelas iguais.
Assim, podemos incentivar os alunos a utilizar seus conhecimentos prévios em adicao
para resolver esse problema. Se cada caixa tem 8 livros e tém-se 5 caixas, para obter o
resultado basta juntar a quantidade total de livros, utilizando 8 livros os alunos 0s

contariam e na imagem abaixo poderiam ver a relacéo.

Figura 70: Representacdo do Problema de Adicdo-repetidal através de imagens (parte
1)

Fonte: os autores

(i) ir contando cada um dos livros, um por um, até chegar na soma de 40 ou também
contar de 8 em 8.

8+8+8+8+8 = 40

(i) ou fazer pequenos agrupamentos e para depois junta-los

117



118

Figura 71: Representacdo do Problema de Adic&o-repetida 1 através de imagens (parte

2)
-/”’ ;Mf t’ﬂ » W 'ﬂ
8+8=16 8+8=16
16 + 16 = 32 2+8=4

Fonte: os autores

De ambas as formas € possivel chegar ao resultado, porém a de agrupamento
facilita o calculo mental e € mais rapido, principalmente quando a quantidade de vezes
que tem que adicionar aumenta. Alias, essa linguagem pode ser utilizada com os alunos:
0 namero 8 foi repetido 5 vezes. Isto €, trabalhamos com multiplicacdo, sem utilizar o

algoritmo da multiplicacéo.

Portanto, 8 + 8 + 8 + 8 + 8 = 40, pode ser escrito assim:

SX8=40

Na multiplicacdo toma-se uma quantidade determinada de vezes. Também
fazemos uma correspondéncia, um a um, de quanto cada aluno recebera. Isso significa
que multiplicamos 5 vezes o nUmero 8, isto €, escrevemos 0 nimero 8, cinco vezes. Essa
rigorosidade, ndo € necessaria nesse primeiro contato com a multiplicagdo, mas

discutiremos a importancia de distinguir 5 x 8 de 8 x 5.

Problema 5.2: Marcela esta separando alguns livros repetidos da biblioteca para
doar para os alunos. Tem 4 alunos interessados e 16 livros para doacgdo. Cada

aluno vai receber quantos livros?
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Figura 72: Representacao do Problema 5.2 através de imagens (parte 1)

Y NN
A

\

Fonte: os autores

Fazendo a correspondéncia, ver-se o que cada aluno recebera, quantas vezes o 4
cabe em 16. Este problema esta relacionado a divisdo, melhor dizendo, a reparti¢do, no
qual temos um total de objetos (16 livros) e eles serdo distribuidos em uma determinada
quantidade (4 alunos) igualmente. Como no problema anterior, ndo utilizaremos ainda
o algoritmo da divisdo. Utilizando a imagem, os alunos podem relacionar cada item a

uma crianga da forma que achar mais adequado.

E importante deixa-los resolver de acordo com seus conhecimentos e questiona-
los sobre suas soluc@es, pois, antes da escola, eles ja trazem muita bagagem matematica
de casa ou de sua comunidade (Carraher, 1982). Neste caso, escolhemos relacionar cada
crianga com uma letra: A, B, C e D e, distribuir igualmente os livros para cada criancga.
Para, depois, contar a quantidade de livros com a letra A, com a letra B e assim por
diante.

Figura 73: Representacdo do Problema 5.2 através de imagens (parte 2)

1 P
q b




Fonte: os autores

Crianca A: 4 Crianca B: 4 Crianga C: 4 Crianga D: 4
livros livros livros livros

Logo, cada crianga recebeu 4 livros. Portanto, 16 livros distribuidos igualmente

a 4 criancas, serdo 4 livros para cada crianga.

Associando com a expressao numérica, tem-se:

16+4=4

E se diz, 16 dividido por 4 é igual a 4. Isto é, 16 livros divididos igualmente para

4 criancas é igual 4 livros por crianga.

Problema 5.3: Havera uma gincana na escola e Marcela separou 15 livros para
doar. Fez embalagens com 3 livros dentro. Quantas embalagens ela conseguiu
fazer com essa quantidade de livros?

Esse problema assim como o anterior também envolve a ideia de divisdo
(reparticdo), porém com um aspecto diferente: ele ndo traz a quantidade exata de
embalagens utilizadas nessa distribuicdo, que é justamente o que queremos descobrir.
Entdo uma solucdo seria fazer grupinhos com 3 livros até utilizar todos ou quase todos
os livros que foram separados por Marcela. O professor pode levar a mesma quantidade
de livros, do problema acima, para a sala de aula e deixar que os alunos manipulem esse

objeto para responder a questdo dada.
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Figura 74: Representagdo do Problema Adicdo-repetida 3 através de imagens

suans®

Fonte: os autores

Contornando de 3 em 3, obtemos 5 grupos com 3 livros cada. Assim, Marcela
vai ter 5 embalagens contendo 3 livros cada para presentear as criangas na gincana. A

expressdo numérica deste problema fica sendo:

15+-3=35

Ou, 15 dividido por 3 é igual a 5. Isto é, esta expressao diz que para dividir 0s

15 livros em grupos com 3 livros, serdo necessarias 5 embalagens.

A seguir um quadro explicativo, mostrando onde a informacdo estava

desconhecida nos problemas de grupos iguais com adic¢éo-repetida:

Quadro 11: Problemas de grupos iguais com adicao-repetida

Quantidade Desconhecida | Expressdao Matematica Problemas
Todo §x5=]] 51
Tamanho do Grupo 16+4=1] 5.2
NUmero de Grupo I5+[]=3 53

Fonte: os autores

Nos problemas que foram resolvidos através da divisdo ndo exploramos, por
enquanto, quando sobra resto. Deixaremos essas situagcdes para quando iniciarmos o

Algoritmo da Divisdo.

(b) problemas que envolvem taxa (ideia de proporcionalidade):
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Problema de Taxa 1: Uma sorveteira estd com uma promocao: dois sorvetes por
R$3,00. Se Jonata comprou 6 sorvetes, quanto ele pagara?

Esse problema poderia ser resolvido encontrando o valor de uma unidade, porém
iSS0 ndo é necessario nesse caso. Ja que dividindo 3 reais por 2 sorvetes, teremos um

numero decimal, que ainda néo foi desenvolvido para essa escolaridade.

Figura 75: Representagdo do Problema de Taxa 1 através de imagens

o
2
2
2

Fonte: os autores

Temos que Jonata comprou dois sorvetes por R$3,00. Podemos ajudar os alunos
a notar a relacdo entre o nimero 2 e 6. No qual 6 é o triplo do 2. Como triplicou a

quantidade de sorvetes, também vai triplicar o valor a ser pago.

Figura 76: Resolucdo do Problema de Taxa 1

2 sorvetes R$3,00 ) 3
6 sorvetes

Fonte: os autores

x3

O valor encontrado é entdo de R$ 9,00, que pode ser obtido através da adi¢éo
3,00 + 3,00 + 3,00 = 9,00 ou também pela multiplicacdo 3 X 3,00 = 9,00. Assim,
Jonata pagou R$9,00 por 6 sorvetes. Vale enfatizar a importancia de usar a unidade de
medida. N&o estamos falando somente em numeros, estamos usando a unidade de

medida.
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Problemas de proporcionalidade nessas simples multiplicagfes, incentivam o0s
alunos a enxergar relagdes matematicas para posteriormente trabalharem com
problemas mais complexos de proporcionalidade (razdo, proporcéo, relagcdo direta e

inversa).

Assim, a expressdo numérica quantitativa utilizada para resolver este problema

foi:

Ix3=9

Isto é, 3 multiplicado por 3 reais é igual a 9 reais. Pode ser usado o termo triplo

também, o triplo de 3 reais é 9 reais.

Problema de Taxa 2: Utilizando os valores dados no Problema 6.1, com
R$15,00 é possivel comprar quantos sorvetes?

No problema anterior, Jonata tinha a quantidade de sorvetes, mas ndo se sabia o
valor total pago por esta quantidade. Ja essa situacdo é o contrario, Jonata possui o valor
total, mas ndo a quantidade de sorvetes. Converse com as criancas para perceber se elas
conseguem notar essa diferenca, caso ndo consigam, como professor mediador, nossa
responsabilidade é fazer as perguntas certas para que os alunos por si s cheguem as

suas conclusoes.

Depois dessa conversa, 0s estudantes irdo encontrar diversos caminhos, dentre
eles, tém-se que de R$3,00 para chegar em R$15,00 quantas vezes aumentou? Veja, que
até entdo ndo falamos de tabuada, entdo uma possibilidade para os alunos resolverem é
que contando de 3 em 3 até chegar em 15, foram cinco vezes. Portanto, 15 é cinco vezes

maior que o 3.



124

Figura 77: Resolucdo do Problema de Taxa 2

g 2 sorvetes R$3,00
x5 x5
R$15,00

Fonte: os autores

Entdo como 3,00 + 3,00 + 3,00 + 3,00 + 3,00 = 15,00, temos que fazer o
mesmo com 0s 2 sorvetes, adiciond-lo 5 vezes, entdo 2+2+2+2+2=10. A

resposta para esse problema é que com R$15,00 Jonata consegue comprar 10 sorvetes.

A expressdo matematica obtida no problema é:

S5x2=10

Isto é, 0 quintuplo de dois sorvetes é igual a dez sorvetes.

Problema de Taxa 3: Os sorvetes especiais sdo mais caros. Jonata gastou
R$24,00 com 6 sorvetes. Quanto custa cada sorvete?

Nesse problema, a pergunta pede o valor unitario de cada sorvete. Pode-se usar
dinheiro falso para resolvé-lo. Apesar do uso do cartdo de crédito e de débito ou mesmo
aplicativos bancarios estarem extinguindo as cédulas em dinheiro, ainda é um bom

recurso para aprendizagem. Que € o que iremos utilizar para essa explicacao.

Figura 78: Representacdo do Problema de Taxa 3 através de imagens (parte 1)

20

<3 REAIS

Fonte: os autores
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Jonata gastou R$24,00 em 6 sorvetes como mostra a imagem. Se tentarmos
dividir essas cédulas para os seis sorvetes, ndo sera possivel. Entdo a ideia é trocar essas
cédulas por outras que nos auxiliem nessa divisdo. Trocar a cédula de R$20,00 por notas

de 10 ou de 5 reais ndo ira ajudar. Mas podemos trocar por notas de 2 reais.

Com essa troca, uma nota de 20 reais serd substituida por 10 notas de 2 reais. Mais as

duas notas de 2 reais que j& havia na imagem.

Figura 79: Representacdo do Problema de Taxa 3 através de imagens (parte 2)

T

L [ [ Lo

A B C o I e = )

D E F

Fonte: os autores

Organizando essas notas de maneira ordenada, ou seja, em disposicao
retangular, ficard mais facil visualizar a divisdo. Cada sorvete ficou com duas notas de
R$ 2,00, que equivalem a R$ 4,00. Assim, a resposta do problema é que Jonata pagou

R$ 4,00 em cada sorvete especial.

A expressdo numeérica é dada por:

24+6=4

Isto é, o resultado € que cada sorvete custara R$ 4,00, pois R$ 24,00 divididos
para os 6 sorvetes levam a ver que cada sorvete custard R$ 4,00 cada. Novamente, 0

quadro explicativo, mostrando onde os valores estdo desconhecidos.



Quadro 12: Problemas de grupos iguais com taxa

Quantidade Expressao Problemas de
Desconhecida Matematica Taxa

Todo 8x5=1] 1

Tamanho do IX[1=15 2

Grupo

NUmero de Grupo 24+[]1=4 3

Fonte: os autores

e Problemas de Comparacédo Multiplicativa

Quando discutimos problemas aditivos e subtrativos, também resolvemos
problemas de comparar (quantos a mais, quantos a menos). Mas, para problemas
multiplicativos, a expressdo utilizada é quantas vezes mais ou quantas vezes um nimero

cabe dentro de outro nimero. Vejamos esses trés casos:

Problema Comparacdo Multiplicativa 1: Eduarda comprou 6 brigadeiros. Julia
comprou o quadruplo de quantos a Eduarda comprou. Quantos brigadeiros Julia
tém?

A primeira coisa a se perguntar para os estudantes € se eles sabem o que significa
duplo, triplo ou quadruplo. Depois de esclarecida essas palavras, provavelmente ficara
mais facil de entender que o problema pede 4 vezes aquele valor de brigadeiros que

Eduarda tem.

A confusdo que pode acontecer nesse tipo de situacdo é a de os alunos acharem
que o resultado é quatro mais quatro vezes, isto €, juntam o quadruplo da Julia mais o
da Eduarda.
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Figura 80: Representacdo do Problema de Comparacdo Multiplicativa 1 através de imagens

W W e oee
‘%‘i@l! uy W BReEH S8

ae S8
Eduarda * W W W W W

Fonte: os autores

O quadruplo de 6 € entdo: 6 + 6 + 6 + 6 = 24. Assim, Julia tem 24 brigadeiros,

pois também,

6X4=24

Isto é, 6 brigadeiros vezes 4 ¢ igual a 24 brigadeiros.

Problema Comparacdo Multiplicativa 2: Jalia ganhou uma caixa com 24
beijinhos, que é o triplo de Eduarda. Quantos beijinhos Eduarda ganhou?

Novamente, explorar com os estudantes o que significa ser o triplo de algo.
Assim que eles entenderem que é trés vezes mais, pedir para que eles observem a

diferenca desse problema para o anterior, que eles ndo séo iguais.

No primeiro Eduarda tinha uma quantidade de brigadeiros e Julia tinha quatro
vezes mais que ela, entdo era 6 x 4. Mas, nesse problema, Julia tem uma quantidade de
beijinhos que é o triplo de Eduarda, melhor dizendo, 24 beijinhos é trés vezes mais que

a quantidade que Eduarda tem. Portanto, Julia tem mais beijinhos que a Eduarda.

O valor procurado é menor que 24. E, para resolver, precisaremos dividir 24 em

3 partes iguais. Novamente, como ainda ndo trabalhamos o Algoritmo da Diviséo,
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estamos resolvendo esse problema intuitivamente e com o uso de imagens ou materiais

manipulativos.

Uma solucéo, € pedir aos alunos que observem como estdo trabalhando com o
triplo. Nessa divisdo pode-se colocar 0s 24 beijinhos de Julia em trés grupos ou em trés
fileiras. A escolha de trés fileiras é justamente relaciona-se com o triplo. Os alunos
podem tomar bolinhas de papel para facilitar a visualizagdo e o entendimento do

problema.

Figura 81: Representacdo do Problema Comparacao Multiplicativa 2 através de
imagens

Jualia

Fonte: os autores

Dos 24 beijinhos dispostos em trés fileiras, uma fileira é a quantidade que

Eduarda tem de beijinhos que equivale a 8 beijinhos. A expressdo numeérica é dada por:

24 +3=28

Isto é, 24 beijinhos dividido em 3 partes € igual a 8 beijinhos.

Problema Comparacédo Multiplicativa 3: Eduarda fez 15 brigadeiros e Julia fez

5 brigadeiros. Eduarda fez quantas vezes mais que Julia?

Por fim, neste ultimo problema, é dada a quantidade de brigadeiros de ambas as
garotas, diferente dos dois problemas anteriores em que havia uma quantidade
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desconhecida de alguma menina. Visualizar esse problema em disposi¢do retangular
relacionando 15 com 5, vendo que para o 15 podemos fazer trés fileiras com cinco

brigadeiros, sera possivel responder sem o uso do Algoritmo da Divisao.

Figura 82: Representacao do Problema Comparacao Multiplicativa 3 através de
imagens

0006
@@@@Q Eduarda
eco0ee
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Fonte: os autores

Portanto, a quantidade de brigadeiros da Eduarda é trés vezes maior que a da

Julia. A expressdo numérica seria dada por:

3IxX5=15

Isto é, 3 vezes 5 brigadeiros é igual a 15 brigadeiros. Como nas outras situacdes,
para 0s problemas de comparacdo multiplicativa, também apresentaremos um quadro
explicativo, mostrando claramente quais eram as quantidades desconhecidas dentro de

cada problema.

Quadro 13: Problema de comparacao multiplicativa

Quantidade Expressdo Matematica Problemas de
Desconhecida Comparagao
Multiplicativa
Produto 6x4=1] 1
Tamanho do Conjunto 24+3=1] 2
Multiplicador S5x[]1=15 3

Fonte: os autores
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Concluimos os problemas multiplicativos propostos por Van de Walle (2009).
Como j& comentamos anteriormente, no final dos problemas aditivos e subtrativos, o
professor e seus alunos podem encontrar outras solugdes para os problemas dados.

Também podem ser alterados os valores de acordo com a faixa etéria dos alunos.

Até aqui, ndo trabalhamos com os Algoritmos da Multiplicacdo e da Diviséo
(nem divisdo com resto). O principal objetivo é perceber como os estudantes lidam com
cada situacdo utilizando seus conhecimentos de anos anteriores e de sua propria
experiéncia fora do ambiente escolar. E também lidarem com o trabalho em equipe,
aprendendo a ouvir os colegas, aceitar opinides contrarias e treinar a argumentacao. Essa
é umas das acGes propostas pela MEAAMaRP. Mas é de suma importancia definir com

os alunos cada uma das operacdes e suas propriedades.

A definicdo encontrada no dicionario para multiplicacao é:

Operacao aritmética que consiste em repetir um numero, chamado multiplicando,
tantas vezes quantas forem as unidades de outro, chamado multiplicador, para
achar um terceiro, que representa o produto dos dois.

O simbolo utilizado para multiplicacdo entre dois valores ¢ dado pelo sinal “x”
ou “.” (um ponto) que ¢ mais utilizado quando se inicia o estudo de 4lgebra, para nao
confundir o sinal da operagdo com a letra x. Independentemente, esses sinais séo lidos
como vezes. Os numeros que estdo sendo multiplicados se chamam multiplicando ( o

que sofre a acdo) e multiplicador (o que faz a a¢do), também conhecidos como fatores.

O multiplicador indica o numero de vezes que o multiplicando sera adicionado.
E o resultado dessa operacdo chamamos produto. Usando o exemplo abaixo, tem-se que
o multiplicador é o que faz a acdo (tomar duas vezes) e o multiplicando € o que sofre a

acdo (o tamanho da parte.



131

Figura 83: Exemplo de multiplicacdo

2 X5 =10=5+5=10
multiplicador  multiplicando  produto ——"
2 vezes

Fonte: os autores

Genericamente, temos que se tomarmos a, b e ¢ com ndmeros naturais

quaisquer, a sentenca matematica que representa esta operacao é:

aXb=c

Sendo a e b fatores da multiplicacdo, multiplicador e multiplicando,

respectivamente e, ¢ é o produto.

Para divisdo temos a seguinte definicao:

Operacdo com que se procura descobrir quantas vezes uma quantidade esta

um receba uma parte de um todo; distribuicao, partilha, reparticao.

O simbolo que indica a divisao entre dois nimeros é representado pelo sinal +
chamado de dividir. Também é utilizado o simbolo / (barra) para representar divisao,

principalmente ligada a ideia de fragéo.

Os numeros que estdo sendo divididos sdo chamados de dividendo (sofre a a¢céo)
e divisor (faz a agdo), ou seja, o divisor divide o dividendo. O resultado é o quociente,

para divisdes exatas.
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Figura 84: Exemplo de divisdo horizontal

15 = 3 = 5

dividendo divisor quociente

Fonte: os autores

Também, genericamente, se tomarmos a, b e ¢ como numeros naturais

quaisquer, com a condicdo de a > b (a maior que b e multiplo de c), teremos:

a+b=c

Portanto, a é o dividendo, b é o divisor e ¢ é 0 quociente. A restricdo de a ser
maior que b existe para garantir, que nesse primeiro contato com a divisdo, ndo se tenha

numeros decimais entre 0 e 1. E b ser mdltiplo de ¢ para garantir que ndo tenha resto.

Tanto para a multiplicacdo quanto para a divisao, as apresentamos no formato
horizontal de sua resolucdo e ndo entramos em detalhes quando a divisdo tem resto.

Esses detalhes, serdo mais bem explicados em cada uma dessas opera¢cdes mais a frente.

Algoritmo da Multiplicacéo

E comum, ao iniciar o ensino de multiplicacéo, apresentar a Tabuada para 0s
estudantes e pedir que eles a decorem. A Tabuada é uma excelente ferramenta para a
multiplicacdo e para a divisdo. Ela tem o potencial de facilitar e agilizar a resolucéo dos

problemas e dos exercicios dados, para quem a entende e decora.

Porém, concordamos com Smole e Muniz (2013) quando esses autores dizem
que “decorar a tabuada ndo deve ser o objetivo central de estudar a multiplicagdo”. Mas
eles admitem que a compreensao e a construcdo da tabuada fazem parte do conjunto de
conhecimentos que os alunos precisam adquirir.

Ndo podemos esquecer que o uso da tabuada facilita os calculos a serem realizados,
somente ndo devemos colocar a tabuada a frente da aprendizagem do conceito que é

a base da construcdo do procedimento pelo sujeito, nem exigir que a crianc¢a a saiba
de cor ap6s construi-la uma Unica vez. (SMOLE; MUNIZ, 2013, p. 39)
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Pode-se iniciar esse conceito, utilizando a adicdo de parcelas iguais para
relacionar com a multiplicacdo, mostrando algumas relagdes. A exemplo da tabuada do
2:

2+ 2 =4, 0ndmero 2 estd sendo repetido 2 vezes, entdo lemos duas vezes o dois ou
2X2=4,

2+ 2+ 2 = 6,0n0mero 2 esta sendo repetido 3 vezes, entdo lemos trés vezes o dois ou
3X2=06;

2+ 24242 =8, 0n0mero 2 estd sendo repetido 4 vezes, entdo lemos quatro vezes o

doisou4 x 2 =8;

2+ 2+ 242+ 2= 10,0 numero 2 esta sendo repetido 5, entdo lemos cinco vezes o
doisou 5 x 2 = 10.

Propositalmente, ndo foi colocado o 7 X 2 = 2 ja que, neste caso, o dois ndo foi

adicionado nenhuma vez a ele. Isto é, ele foi escrito apenas uma vez.
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Quadro. 14: Comparacao da adi¢do-repetida com a multiplicacdo

Adicéo-repetida Multiplicacéo (tabuada do 2)
2 Ix2=2
2+2=4 2x2=4
2+2+2=6 3X2=6
2+2+2+2=8 4x2=28

Fonte: os autores

E assim por diante. Logo ap0s a crianca entender essa relacdo, pode-se construir
a tabuada com ela. Observe que existe algo sutil nas tabuadas:

Quadro 15: Comparacao das tabuadas

Tabuada do 2 (comumente encontrada) Tabuada do 2 (forma correta)
2xX1=2 IxX2=2
2X2=4 2x2=4
2X3=6 3IX2=6
2Xx4=38 4x2=38
2x5=10 Sx2=10

Fonte: os autores

A questdo é que do lado esquerdo do quadro esta a forma que costumamos
encontrar para as tabuadas, o primeiro fator sendo o valor da tabuada que se esta
operando. Contudo, o erro ocorre na leitura, pois 2 X 4 = 4 + 4, ou seja, estou repetindo
0 numero 4. E a tabuada do 2, é para ser a repeticdo do nimero 2. Os resultados s&o 0s
mesmos, mas a interpretacdo dada é diferente. E, dependendo da pergunta do problema

ou exercicio dado, ele pode gerar equivocos.

Portanto, a tabuada deveria ser dada da seguinte forma:
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Figura 85: Tabuada da Multiplicagéo
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Jox-1=:3 3 x2=6 3x3=9 3 x4=12 3 x.5=15

4x1=4 4 x2=8 4 x3=12 4 x 4=16 4 x 5=20

5% 1=75 5x2=10 5x3=15 5 x4=20 5 x5=25

6x1=6 6 x 2=12 6 x3=18 6 x4=24 6 x 5=30

7x1=7 7 x2=14 7 x3=21 7 x 4=28 7 x5=35

8x1=8 8 x 2=16 8 x3=24 8 x 4=32 8 x 5=40

9x 1=9 9 x2=18 9 x 3=27 9 x 4=36 9 x 5=45

10 x 1=10 10 x 2=20 10 x 3=30 10 x 4=40 10 x 5=50
P N & % 7 % J \ J
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1x6=6 1 XoT= 7 1x8=8 1x9=9 1x10=10

2x 6=12 2 X r=14 2 x8=16 2 x9=18 2x10=20

3 x6=18 3x7=21 3 x8=24 3 x9=27 3x10=30

4 x 6=24 4 x7=28 4 x 8=32 4 x 9=36 4 x10= 40

5x 6=30 5 xi:2=35 5 x8=40 5 x9=45 5x10=50

6 x 6=36 6 x 7=42 6 x 8=48 6 x 9=54 6 x10=60

7 x 6=42 7 x7=49 7 x 8=56 7 x 9=63 7x10=70

8 x 6=48 8 x 7=56 8 x 8=64 8 x9=72 8 x10= 80

9 x 6=54 9 x 7=63 9 x 8=72 9 x 9=81 9x10=90

10 x 6=60 10 x7=70 10 x 8=80 10 x 9=90 10 x10=100
- J o' o Z B 1 J U =3

Fonte: Imagens do Google

E interessante lembrar que era muito usado lapis com tabuada de multiplicagdo
pelos estudantes. Mas ndo existia apenas de multiplicacdo, mas também das outras trés

operacdes.

Vamos a um exemplo mais concreto para elucidar essa diferenca: José vai
comprar um reldgio de R$100,00 e vai parcelar no cartdo sem juros. Se ele parcelar em
5 vezes, as parcelas serdo de R$20,00. Se ele parcelar em 20 vezes, as parcelas serdo de
R$5,00.

De todas as formas, ndo vai alterar o prego do reldgio. Porém, 20 x 5, isto é, 20
parcelas de 5 reais, sera um pagamento bem mais longo (quase dois anos pagando) do
que 5 x 20, que é 5 vezes R$20,00 (que se paga em menos de meio ano, mas com valor

parcela maior). E essa diferenca que os alunos precisam enxergar.

Todos os problemas até aqui, foram resolvidos no formato horizontal, mas
conforme os valores vdo aumentando o formato vertical se torna mais Util. Tomemos

como exemplo uma multiplicacdo simples de 3 X 5 para entender o processo.
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Figura 86: Exemplo de multiplicacéo - unidade por unidade

5x3 DU

3 = multiplicando

X®’>ﬂ multiplicador
15

Fonte: os autores

Na forma vertical, o fator debaixo é multiplicado pelo algarismo do fator de
cima, da direita para esquerda, ou seja, unidade sendo multiplicado pela unidade. Assim,
Sx3=15.

Voltando ao assunto da tabuada, o quadro abaixo é outro exemplo, mas

cartesiana. Ele é conhecido também como Tabua (Tabela) de Pitagoras.

Quadro 16: Tabua de Pitagoras incompleta
2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 6 8 10 12 14 16 18 20

©O©| 0| N o o & W| N| | X
O©| 0| Nl O O | W| N| | =

[E=N
o
[E=N
o

Fonte: criacdo dos autores

Ha varios pontos positivos de se trabalhar esse quadro no ensino da tabuada.
Primeiro que cada estudante pode escolher se vai preenché-lo na horizontal ou na
vertical, esse momento € rico de discussdes, pois podemos estabelecer outras relagdes

matematicas.
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Vejamos com esse quadro fica quando esta completo

Quadro 17: Tébua de Pitdgoras completa

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
3 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
4 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
6 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
7 7 14 21 28 35 42 49 56 63 70
8 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80
9 9 18 27 36 45 56 63 72 81 90
10 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fonte: os autores

Segundo, pode-se notar que a linha/coluna do nimero 4 é o dobro do nimero 2.
Isso ocorre também para a linha/coluna do nimero 3e 6,4 e 8.6 € 9. 5 e 10. Também
pode analisar que a linha/coluna do 9 € o triplo da linha/coluna do 3. Se tomarmos 0s
resultados da linha/coluna do 1 e do 2, obtém-se os resultados da linha/coluna do nimero
3. Na diagonal principal tém-se os resultados do produto quando os dois fatores sdo

iguais.

E por fim, como é uma tabuada cartesiana, se 0s estudantes dominarem o
raciocinio de sua construgdo, ¢ um passo a frente quando tiverem que aprender plano
cartesiano. E importante enfatizar e reforcar que os resultados obtidos na tabuada de
cada nuimero é uma sequéncia ordenada. Na tabuada do 2, os resultados estdo

obedecendo a ordem de 2 em 2. O mesmo ocorre para as outras Tabuadas.

Enfatizamos esse detalhe, pois ja tivemos experiéncias de alunos que entendiam
a tabuada, porém ndo conseguiam enxergar qual era a razdo de uma sequéncia, melhor
dizendo, ndo conseguiam notar de quanto em quanto aquela sequéncia estava crescendo

ou decrescendo.

Outro método que pode ser utilizado junto da tabuada é a area de retangulos,

relacionando aritmética com geometria. Quando se trabalha com area de retangulos ou
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a quantidade de quadradinhos que foi dividido em um retangulo, ajuda no ensino da
tabuada e posteriormente nas operagdes de potenciacdo e radiciagdo, com as areas

quadradas, da mesma forma que a Tabua de Pitagoras e a sua diagonal principal.

O uso da malha quadriculada se constitui em uma potente ferramenta para a
construgdo do algoritmo da multiplicagdo com dois digitos no multiplicador.
(SMOLE; MUNIZ, 2013, p. 39)

Multiplicacdo com dois algarismos (no multiplicador e/ou no multiplicando)
Tomemos o exemplo de 4 X 12, ou seja, 0 12 serd adicionado 4 vezes.

Figura 87: Exemplo multiplicacdo vertical com dois algarismos no multiplicando

4x12 DU
1.2

@
4 8

Fonte: os autores

O fator (multiplicador) 4 é multiplicado pelo fator (multiplicando) da unidade,
da direita para esquerda. Assim, 4 x 2 = 8. Quando o fator 4, multiplica o nimero 1,
temos 4 X [ = 4. Logo, 4 X 12 = 48.

Pode-se explicar também utilizando a decomposi¢do do nimero 12. O nimero
12 pode ser decomposto em 10 + 2 e fazer as multiplicacdes, /10 X 4 = 40e 2 X 4 = 8.

E por fim, adicionar os resultados 40 + 8 = 48.

Figura 88: Exemplo multiplicagéo vertical com dois algarismos no multiplicando,
separando dezenas e unidades

12=10+2entdo 4 x 12 = (4x10) +(4x2)
DU DU
10 2
X 4 4
40 8
\w_/
40 + 8 =48

Fonte: os autores
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Outro exemplo, agora com dois algarismos nos dois fatores, 23 x 35.

Figura 89: Exemplo de multiplicacdo

DU

X i(:;

_|_1 0O 5 = 3x35=(3x5)+(3x30)= 15 + 90 = 105

700
805

Fonte: os autores

Como é proposto pelo Algoritmo da Multiplica¢do, comecamos multiplicando o
fator (multiplicador) 3 pelas unidades e depois pelas dezenas. Mas 3 x 5 =15, 015
ultrapassa o valor permitido pelas unidades, pois 15 é uma dezena e 5 unidades. Entéo,

na ordem das unidades permanece 0 5 e a dezena colocamos junto com as dezenas.

Continuando, ao multiplicar o fator (multiplicador) 3 por 3 (multiplicando),
como o 3 estd na ordem das dezenas, ele representa 30. Assim, 3 X 30 = 90. Porém,
temos mais uma dezena, 90 + 10 = 100. Portanto, 3 X 35 = 15 + 90 = 105. 1ss0 é feito
com o fator (multiplicador) 2 que esta na ordem das dezenas. Resultando no produto
805.

Sinal de mais, espaco ou 0 zero?

Uma observagéo importante é quando o sinal de mais (+) é utilizado por alguns
professores ao ensinar multiplicacdo. Ou até mesmo deixam um espaco vazio. Qual é a

justificativa para isso?

Utilizemos o exemplo de 23 x 35 para elucidar essas situacoes:
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Figura 90: Exemplo de multiplicacdo com o sinal de + e 0 espacgo

Com sinal de mais (+) Com o espago
35 35
x23 | x23
105 _|_1 05
7 0+ 70
805 805

Fonte: os autores

Quando se deixa um espaco vazio no Algoritmo da Multiplicacdo, significa que
houve uma troca da multiplicacdo das unidades para as dezenas. Entdo ndo podemos

colocar aquele valor na ordem das unidades, pois ndo pertence a unidade e sim a dezena.

Agora o sinal de mais ndo ¢é adequado. Primeiro, que matematicamente nao ha

significado na expresséo 5 + = 5.

Figura 91: Exemplo de multiplicacdo com o sinal +

Com sinal de mais (+)|

35
X2 3
10

7
8

Fonte: os autores

Imagina uma multiplicacdo na qual os fatores tém trés algarismos. Terdo varios
sinais de mais, que serdo totalmente desnecessarios. Assim, ndo € correto usar 0 mais
dessa forma. O zero passou por varias civilizagbes e construgdes justamente para

assumir em primeiro lugar essa posicao: de valor posicional das ordens faltosas.

Pode-se, também, deixar em branco (espago vazio). Isso vai exigir que o aluno
preste mais atencdo quanto as ordens de cada algarismo para ndo errar. Porém, ndo é

melhor ja ensinar utilizando o zero, ja que esse é o lugar dele?



e Alguns casos de multiplicacéo

No inicio deste trabalho, foram apresentadas questdes de multiplicacéo,
avaliadas durante a aula de Pratica sob olhar da Analise de Erros. Estas questbes
apresentaram Varios erros, que mostravam o quanto os alunos nao haviam entendido o

Algoritmo da Multiplicacéo e a multiplicacdo pelo zero, como mostra as figuras a seguir.

O que deveria ser bem trabalhado, antes de pedir aos alunos que executasse essas
operacdes, seguindo regras, seria leva-los a entender o que deveria ser feito, isto €,
através de situacdes multiplicativas simples entenderem que esta se tomando tantas
vezes aquele nimero e depois juntando as partes, como fizemos com os problemas

multiplicativos.

Se para o0s alunos parece dificil de entender, para os professores € necessario que
entendam. Entdo, conseguiriam levar os alunos, se possivel dentro de um treinamento
dessas ideias, a executar as operagdes sem as “regrinhas” que lhes sdo apresentadas sem
justificativas. Essas ideias devem ser, de inicio, com multiplicacGes simples, entendidas

a unidade de cada algarismo do nimero considerado.

Figura 92: Erro 1 de multiplicacao
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Fonte: Arquivo pessoal

Analisando a primeira operagdo: 34 x 205. Observando a justificativa dada pelo
aluno, significa que ele ndo entendeu o que queria e deveria fazer e nem tinha o

conhecimento necessario da operagdo multiplicagdo. Isto é, com o pedido de fazer
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34x205, o importante para o aluno seria fazer o que o professor dissera, aplicar o
Algoritmo da Multiplicacdo, mas, como ele ndo havia entendido o processo “falado”
pelo professor, pode-se ver uma sucessao de erros, principalmente nos momentos que

tinha o zero em algum valor posicional.

Uma forma de solucionar esses tipos de duvidas, seria levar os alunos a pensar
na decomposicdo dos numeros em unidades, dezenas e centenas. Se analisarmos a
primeira operacdo nessa perspectiva teremos a decomposicdo do numero 34: 3 dezenas

+ 4 unidades.
Ao multiplicar por 205 teremos:
(205 x 3 dezenas) + (205 X 4 unidades)
(205 x 30) + (205 x 4)
6150+ 820
Por fim, encontramos o resultado somando os valores encontrados na decomposicao:

Figura 93: Erro 1 de multiplicacao

205
x34
820
6150
6970

Fonte: os autores

A Figura 94, mostra o segundo erro de multiplicacéo.
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Figura 94: Erro 2 de multiplicacdo
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Fonte: Arquivo pessoal

Na segunda operacdo, 27 X 1042 encontramos erros similares aos anteriores,
que também poderiam ser resolvidos se o aluno compreendesse bem a decomposicao

dos numeros: 2 dezenas + 7 unidades.
Multiplicando por 1042
(1042 unidade de milhar X 20) + (1042 centenas X 7)
1.042 X 20 + 1.042 X 7
20.840 + 7.294
Somando os valores, teremos 28.134.

Figura 95: Erro 3 de multiplicacdo
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Fonte: arquivo pessoal

O mesmo pode ser feito para 620x67. Esses trés casos foram os precursores do
meu estudo sobre 0 zero em seus diferentes contextos. Vejamos as propriedades dentro

dessa operacéo.
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Multiplicacéo e suas propriedades

Fechamento: essa propriedade garante que a multiplicacdo de dois numeros naturais

resultard em um nUmero natural.

Em notacdo matematica, tem-se que dados a e b naturais:

aXbe€eN

Comutativa: a multiplicacdo ser comutativa significa que a ordem dos fatores nao ira

alterar o resultado da adicéo.

Exemplo: 6 X 4 ou 4 X 6 trocamos fatores de posi¢cdo, mas o resultado continua sendo
24. Melhor dizendo 6 X 4 = 4 X 6 = 24.

Genericamente, quaisquer que sejam 0s numeros naturais dados para a e b, a

propriedade comutativa € verdadeira para a multiplicacao.

Associativa: na multiplicagdo, independentemente da ordem que escolhermos

multiplicar os nimeros, de dois em dois, o resultado sera o0 mesmo.

Exemplo: dado os nimeros 5, 4 e 3. Posso operar, comecando pelos valores que estéo
dentro dos parénteses: (5 X 4) X 30u, 5 X (4% 3) ou também, (5 X 3) X 4, essas

adicdes resultardo em 60. Ou seja,
BOXHX3 =5 X(4x3) =(Bx3)x4 =12

Genericamente, quaisquer que sejam 0s numeros naturais dados para a, b ec, a

propriedade associativa é verdadeira para a multiplicacéo.

(axb)xc =ax(bxc)
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Existéncia de um elemento neutro: o 1 (um) é elemento neutro da multiplicacéo. 1sso

significa que ele n&o altera o valor dos fatores no qual foi multiplicado
Exemplo: 7X1 = 1x7 =7

Genericamente, dadon € N

nx1l=1Xn=n

Existéncia de elemento inverso: o elemento inverso na multiplicacéo é aquele que ao ser

multiplicado por um namero resulta em 1.

Exemplo: 10 X [ ] = 1, ou seja, que valor eu devo multiplicar por 10 que resulta em 1?

;- ~ 1 . 1
O valor procurado € o inverso de 10, no caso uma fracao, - Assim, 10 X 5= 1.

Genericamente, dado a € N

1
aX(E):l

Distributiva: essa propriedade une duas operagdes: a multiplicacdo e a adi¢do ( ou

subtracdo). A multiplicacdo é distribuida pelas parcelas da adicéo.

Exemplo: Dado os nimeros 8, 2 e 5, podemos resolver o que esta entre 0s parénteses
primeiro e comparando o resultado do lado esquerdo e do lado direito da igualdade

teremos 0 mesmo resultado:
EX (245 = (8xDH+(8x%x)I)
§X7=16+40
56 =56

Genericamente, dado a,bec € N
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aX(b+c)=axb+axXc

E 0 mesmo para subtragéo,

aX(b—-c)=axb—-aXc

Focaremos agora na multiplicacdo pelo zero. Seife (2000) explica de forma bem
didatica como a multiplicacdo ocorre com 0s numeros naturais. Ele da um exemplo
utilizando uma reta numerica e um elastico (também numerado). No momento inicial,
os dois estdo alinhados, tanto a reta quanto o elastico. Ao multiplicar por dois, é como
esticar o elastico, a marca do numero um que estava na linha com a reta, agora esta no

nimero dois; a marca do nimero dois esta no nimero quatro e assim sucessivamente.

E se multiplicarmos pela metade, isto €, por um meio, teremos que a marca que
estava em trés estard em um e meio; a marca que estava no dois estard no um; e assim
por diante. Entdo, este autor questiona: o que acontece ao multiplicar pelo zero? E como

se 0 elastico se rompesse, atraindo tudo para o zero. (SEIFE, 2000)

O zero se torna um ima na multiplicacéo, um grande buraco negro que toma tudo

para si.
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Figura 96: Exemplo do elastico numerado com a reta numérica
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Fonte: Seife (2000)

Portanto, zero vezes qualquer niimero é sempre zero! Tornando-se o elemento

nulo da multiplicacdo. Seife (2000) explica esse fato utilizando a propriedade

distributiva.

Aplique esta propriedade a zero e algo estranho acontecerd. Sabemos que 0 + 0 = 0,
entdo um numero multiplicado por zero é o mesmo que multiplicar por (0 + 0).
Tomando dois como exemplo, 2 x 0 =2 x (0 + 0), mas pela propriedade distributiva
sabemos que 2 x (0 + 0) € a mesma coisa que 2 x 0 + 2 x 0. Mas isso significa 2 x 0
=2x0+2x0.Sejaoque for 2 x 0, quando vocé o adiciona a si mesmo, ele permanece
0 mesmo. Isso parece muito com zero. Na verdade, é exatamente isso. Subtraia 2 x 0
de cada lado da equacdo e vemos que 0 = 2 x 0. Portanto, ndo importa o que vocé
faga, multiplicar um nGmero por zero resulta em zero. Este nimero problemético
esmaga a reta numérica em um ponto. (SEIFE, 2000, p. 9, tradugdo nossa)

Na multiplicagdo o zero leva todos 0s numeros para si mesmo. Na divisdo ele

faz um verdadeiro caos, vamos ver...
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Algoritmo da Divisao

A operacdo divisdo € uma das grandes dificuldades que os alunos vivem,
principalmente quando o foco é somente no uso do Algoritmo da Divisdo. Uma das
problematicas desse método, € que nele se encontram as operacdes de adicéo, subtracdo
e multiplicacdo simultaneamente.

O célculo da divisdo tem sido considerado pelos professores como um dos mais
dificeis de ser assimilado pelos alunos, fato que gera preocupacdes e buscas por

estratégias de ensino mais eficazes para a aprendizagem. (AGRANIONIH;
ENRICONE; ZATTI, 2009, p. 1)

Apesar desse algoritmo ser de dificil compreensdo, mentalmente os alunos
sabem dividir pois ja realizam essa opera¢do todos os dias: dividindo as balas com os
colegas, o refrigerante com os irmdos, os brinquedos com os parentes, enfim, em
diversas situac6es vivem a divisdo. Algumas vezes uma divisao é exata e em outras néo.

Mas eles podem ter e criar estratégias para resolver essas situacfes que aparecem.

Smole e Muniz (2013) descrevem que divisdo pode assumir diferentes
significados. Ndo € apenas dividir em partes iguais, mas, também, de classificar, marcar
limites e medida. Por isso, repetimos, é que o professor deve aproveitar 0s
conhecimentos prévios dos alunos que sdo adquiridos junto aos seus familiares e
comunidade (fora do ambiente escolar) para que esses assimilem as situacdes que ja é
do conhecimento deles e que eles ja sabem resolver, mas, agora, utilizando a matematica

formal.

Apos a concretizacdo, desse conhecimento informal, é a hora de apresentar o
algoritmo da divisdo para as criangas. Uma sugestéo é fazer o uso do material dourado.
Esse material costuma estar presente nas escolas e é bem ilustrativo para o entendimento

dos estudantes.
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Figura 97: Material Dourado
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Fonte: imagens google

Cada cubinho representa uma unidade. A cada 10 cubinhos é formada uma barra
que representa uma dezena. O mesmo acontece com as barras. A cada 10 barras é
formada uma placa representada por uma centena. E, por fim, a cada 10 placas forma-

se um cubo, que representa um milhar.

Como os problemas envolvendo divisdo neste trabalho, dar primeiro problemas
de divisdo exata para os alunos relacionarem a ideia de divisdo com o algoritmo de
divisdo usando esse material. Sera proposto trés exemplos de como pode utilizar o

material dourado com a diviséo exata; primeiro exemplo: 9 balas divididas por 3 alunos.

Quadro 18: Primeiro exemplo de divisdo utilizando material dourado

Divisao usando Material Dourado

Tem-se 9 cubinhos que
serdo distribuidos
igualmente em trés grupos
(alunos);

Como os cubinhos séo
manipulaveis, os alunos
podem distribuir um a
um;

E verdo que cada
grupo (aluno) tera 3
cubinhos (balas) cada

Fonte: os autores

Esse exemplo nos mostra que 9 balas divididas igualmente para 3 criancas

resultam 3 balas para cada crianga. Essa ideia ja foi bastante explorada durante o uso
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dos problemas como ponto de partida. Com o objetivo de ensinar a divisdo e construir
seu algoritmo, o professor pode relacionar o uso do material com a escrita do algoritmo.

Esse algoritmo ¢ dado por:

Figura 98: Algoritmo da Diviséo

Dividendo ‘Divisorﬂcr\ave

Resto

Dividendo = (Divisor x ) + Resto

Fonte: os autores

N&o usaremos neste primeiro a igualdade do dividendo com produto do divisor
e quociente adicionar ao resto. Mas iremos usa-lo posteriormente. Uma opcdo é
trabalhar material dourado e ferramenta do algoritmo da diviséo juntos, o aluno pode
assimilar as semelhancas do que ele faz mentalmente e verificar o conceito da divisao

com o uso de materiais manipulativos e matematica formal.

Ao invés de comecar com o Algoritmo da Divisao que d& a resposta de forma
rapida com o uso direto da tabuada, deixe os alunos anotarem o processo que fazem com

0 Material Dourado no algoritmo. Essa sugestdo é dada por Smole e Muniz (2013)

Quadro 19: Diviséao de 9 por 3 usando o Material Dourado e o Algoritmo da Diviséo

Com o Material Com o Algoritmo da Divisao Explicacdo
Dourado

O primeiro passo € o
55 O aluno rglacionar 0 que
DEPE ['f O ele Ve no-materlal
3595 O 0 \ 3 manipulativo com o
algoritmo. Os nove
cubinhos é a quantidade

gue vai sofrer a agéo
(dividendo) e os trés
grupos representa o
dividendo (que faz a

acao);
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9 |3

m‘w
X
Y

Como a divis&o € por 3,
tem que ter no minimo

trés cubinhos para cada
grupo ter um. Pode-se
comecar pegando trés

cubinhos e distribuindo
(valor que fica abaixo
do quociente). Cada
grupo ficou com um
cubinho (quociente).

Restando seis cubinhos

(resto).

O
W

Pega-se mais trés
cubinhos que sobraram,
e ao distribuir, deu mais

um cubinho para cada
grupo (adiciona-se mais
um ao quociente).
Restando, agora, apenas
3 (resto da segunda
diviséo).

DIVIDENDO
—~9 |3 — DIVISOR
T3 x1+1+1
i 6 3
3
_3
3
0 — RESTO

divisdao exata resulta em zerq

Por altimo, distribui os
3 restantes. Tera mais
um cubinho em cada
grupo (acrescenta-se

mais um no quociente).

Totalizando trés
cubinhos em cada
grupo. Ou seja, a
resposta é que cada
crianga vai receber 3
balas e ndo restaram
nenhuma.

Fonte: os autores

Logo, nesse primeiro exemplo, trabalhou com dois nimeros de unidades

simples. O segundo exemplo é uma divisdo de dezenas por unidades: 24 balas divididas

para 6 amigos.
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Quadro 20: Segundo exemplo de divisao utilizando material dourado

Divisao utilizando o Material Dourado

000

OO0
OO0

@
e

Nesse exemplo, como
envolve dezenas, tem-se duas
barras e quatro cubinhos.
Contudo ao tentar dividir,
ndo é possivel, pois duas
barras inteiras ndo dao para
dividir para 6, dois amigos
iriam receber e os 4 ficaram
sem. O mesmo, para 0s
guatro cubinhos;

Por isso, trocamos as duas
barras por 20 cubinhos.
Totalizando 24 cubinhos,
agora conseguimos distribuir;

Ao distribuir os
cubinhos um aum, o
aluno pode perceber que
ndo sobrou nenhum
cubinho (balas). Assim
cada amigo recebeu 4
balas.

Fonte: os autores

Novamente, relacionando o uso do Material Dourado e o Algoritmo, tem-se:

Quadro 21: Divisédo de 24 por 6 usando o Material Dourado e o Algoritmo da Divisao

Com o Material Dourado

Com o Algoritmo da
Divisao

Explicacao

OO0
OO0

24| 6

Primeiro se relaciona o
Material Dourado com o
Algoritmo;

OO0
OO0

24| 6

Nas trocas das duas barras
(duas dezenas) para vinte
cubinhos (vinte unidades),
permanece inalterado a
parte da escrita
matematica;

OOO
OOC

DU
24 |6
18 x3
06

Os vinte cubinhos, que
eram 2 barras, podem ser
distribuidos um a um nos
grupos, chegando a
conclusdo que é possivel
cada grupo ter trés
cubinhos (valor no
quociente), totalizando




dezoito cubinhos (valor
escrito abaixo do numero
24 no dividendo)
distribuidos nesta primeira
etapa. Restando 6 cubinhos
(resto da primeira divisdo);

OOO DIVIDENDO D U 5 piviso] €omo resto_u seis cubinhos
— 6 e tem-se seis grupos, em
- f 416 cada grupo vai mais um
18 x3+1 cubinho (valor
_0 6 4 acrescentado ao
06 quociente). Ou seja, 0s seis

00 cubinhos (valor abaixo do
divisé:-;(a?aErs;glta em z4 pnmequ rEStO) foram
distribuidos. Restante
nenhum cubinho. Assim,
seguindo a ideia do
exemplo, cada aluno
recebeu 4 balas.

Fonte: os autores

O terceiro e ultimo exemplo, para divisdo exata, onde o dividendo seja uma

centena: 104 figurinhas em 4 caixas.

Quadro 22: Terceiro exemplo de divisdo utilizando material dourado

Divisdo utilizando o Material Dourado

Nesse exemplo, como envolve centenas,
tem-se uma placa e quatro cubinhos.
Contudo ao tentar dividir, ndo é possivel,

pois ndo da para distribuir uma Unica

placa para 4 grupos (caixas). Ja os quatro
cubinhos d&o para distribuir, mas vamos,
nesse caso, deixar por ultimo;

Como a placa ndo permite ser dividida,
O O troca-se ela por 10 barras;
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Ao distribuir as 10 barras, nota-se que
foi possivel distribuir 8 delas (80
unidades). Contudo, sobram 2 barras,
gue ndo d&o para distribuir igualmente;

Novamente o aluno faz a troca. Mas
agora as 2 barras serdo trocadas por 20
cubinhos (20 unidades), sendo possivel
distribui-las nos quatro grupos (caixas).
Lembrando que ha 20 cubinhos (que
eram as duas barras) mais 4 cubinhos
gue j& estavam desde o inicio no
exemplo, tendo ao todo 24 cubinhos;

Por fim, o resultado da divisdo é de 26
figurinhas em cada caixa, pois ha, em
cada grupo, 2 barras e 6 cubinhos.

Fonte: os autores

O motivo de ter deixado por Gltimo a distribuicdo dos 4 cubinhos, la no inicio
do exemplo, é porque em alguns casos, quando ha essas trocas, adicionam-se as trocas
de dezenas para unidades com os cubinhos ja existentes para distribuir. E, ao relacionar

0 uso desse material com o Algoritmo da Diviséo, tem-se:

Quadro 23: Diviséao de 104 por 4 usando o Material Dourado e o Algoritmo da

Divisao

Com o Material Dourado Com o Algoritmo da Divisdo

OO 534Uli
OO
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Novamente assimilando o Material Dourado com a escrita matematica, trabalhando com os
dois recursos simultaneamente. E interessante pedir para que os alunos vao explicando esse
processo, para avaliar se eles compreenderam o que estdo fazendo ou se s6 estdo reproduzindo

a fala do professor;
OO | e
104 | 4

No Material Dourado troca-se a placa (centena) por barra (dezenas). Mas nesse Algoritmo
ndo existe alteragéo;

OO | =
104 4

80 X20
OO 24

Ha diversas possibilidades para distribuir o Material Dourado. Se comegar pelas barras, nota-
se que da para distribuir duas barras (duas dezenas) em cada um dos grupos. Matematica,
podemos assimilar com a tabuada do 4, que vai até 70 x 4 = 40. Dobrando-se esse valor,
20 x 4 = 80, que é justamente as oito barras (valor escrito abaixo do dividendo) que foi
dividida igualmente para os quatro grupos. Cada grupo ficou com duas barras (valor do
guociente). Restante duas barras e quatro cubinhos;

| Q. CDU
% 5 104| 4
OO | 24
E 24

Ainda é possivel dividir, mas com o Material Dourado, troca-se as barras (dezenas) por

cubinhos (unidades);




DIVIDENDO cbu DIVISOR

—104| 4
" 80 X20+6
24 g
24 26

00
—> RESTO

divisdao exata resulta em zero

Os vinte e quatro cubinhos, distribuidos um a um igualmente, cabem exatamente nos quatro
grupos, assim cada grupo fica com seis cubinhos. Matematicamente, posso distribuir o

restante dos cubinhos, colocando seis cubinhos em cada grupo, pois 6 X 4 = 24. Nao restando
nenhum valor.

Fonte: os autores

Pode ser feita a prova real de cada um desses exemplos para os alunos assimilarem as
operacdes inversas. A operacdo inversa da divisdo é a multiplicacdo. Logo utilizamos

que quociente X divisor = dividendo. Nao tem a adi¢do do resto pois este é zero.

Figura 99: Prova real dos exemplos de divisdo exatas

Exemplo 1 Exemplo 2
3 divisor 6 divisor
x3 x4
9 dividendo 24 dividendo
Exemplo 3
2
26 Foi invertido os fatores
x4 divisor para facilitar a
104 dividendo multiplicacdo

Fonte: os autores

Cada uma das provas reais, a multiplicacdo resultou no valor do dividendo de
cada exemplo, logo todas as resolucfes estavam corretas. O ultimo exemplo nos traz
duas observacoes:

e Observacéo 1

Foi utilizado no quociente a adi¢cdo durante o processo. Esse € um jeito de ensinar
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divisdo, os alunos véo distribuindo, igualmente, valores conhecidos por eles e, depois,
adiciona-se para encontrar o valor do quociente. Faz-se isso, justamente para valorizar
0 que eles ja conhecem de divisdo informal. Poderia ter sido feito, também, da seguinte

forma (ainda utilizando a adi¢cdo no quociente):

Figura 100: Outro exemplo com adigdo no quociente utilizando o Algoritmo da

Diviséo

CDhU -
104 |4 1x4=4
40 x10+10+6 2=
64 v 4x4=16
40 26 xd-2u
24 32
24 9x4=36
———00 10x 4 =40

Fonte: os autores

O professor pode deixa-los a vontade e mostrar que apesar de diferentes
distribuicdes (feitas corretamente) chega-se a0 mesmo resultado. Depois que eles
entenderam bem a divisdo feita dessa forma, pode-se ensinar da maneira que é mais
rapida, usando a tabuada e o conceito de quantos cabem e de valor posicional no

quociente, sem a adigéo.

Assim, acreditamos que comecar o processo de divisdo através desse tipo de atividade
e usando o conhecimento anterior do aluno favorecera a construcéo do algoritmo por
ele. Comegando com numeros pequenos e aumentando gradativamente levara os
alunos a melhor elaborar e construir a técnica de divisdo. [...] Deixar os alunos livres
para escolherem o melhor caminho a seguir, propondo situagdes em que eles sejam
compelidos a procurar novos caminhos, contribuird para a aquisicao de sentido do
principio fundamental da divisdo. Apds algumas experimentacdes, eles observardo as
vantagens em se distribuir o maximo de centenas ou dezenas, quando houver
possibilidade. (Smole, Muniz, 2013, p. 45)

Abaixo, segue a segunda forma de resolver a diviséo:
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Quadro 24: Algoritmo da divisdo com valor posicional no quociente

Algoritmo da Diviséo Explicacéo
c D U Quando se ensina adicdo, subtracdo e
multiplicacdo, comega-se das ordens
menores para as maiores, isto é, da direita
1 0 4 ‘ 4 para a esgugrda. Mas a divisdo feita neste
formato é diferente. Colocamos o arco, para

indicar os algarismos que iremos dividir, da
esquerda para direita. Isso é explicado com
0 uso do material dourado em que €
distribuido primeiro as ordens maiores
passando pelas ordens menores. Logo, 0 1,
representa uma placa (uma centena) e
realmente ndo é possivel dividir, tendo que
fazer a troca;

CDhU Na troca da placa para a barra (centena para
ox4=0 | dezenas), ficasse dez barras, por isso 0 arco
4 4 1x4=4 | ficano 10. Dai, a pergunta a se fazer é:
\__ quantas barras de 4 em 4 cabem em dez

4x4=16 | em cada grupo, distribuindo ao todo oito

5x4=20 | harras. Porém sobram duas barras.
6x4=24

7x4=28
8x4=32
9x4=36
10x4=40

0
8 X 2 3x4=12 | barras? Cabem duas barras (duas dezenas)
2

CDhDU Além das duas barras restantes, tem-se
ox4=0 [ aindaquatro unidades (por esse motivo
1x4=4 | colocamos uma flechinha para “baixar o
4 Ii— 2x4=8 [ namero 4”. As duas barras também serdo
8 J, X 26 3x4=12 | trocadas por cubinhos para continuar a
24 4"i 12 divis&o. Assim, ao todo, so vinte e quatro
@ cubinhos (vinte quatro unidades). Na
_Z_i tabuada do quatro, tem-se que 6 X 4 = 24.
00 sx4=32 | L0go, cada grupo ficara com 6 unidades.
oxa=36 | Resultandoem 26, no caso do exemplo, 26
10x4a=40 | figurinhas por caixa.

Fonte: os autores

e Observacao 2
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A segunda observacao esté voltada para a explicacdo que pode ser dada para 0s
alunos do porqué se utiliza o sinal menos no Algoritmo de Divisdo. Ao distribuir a
primeira parte, no caso de 104 figuras em 4 caixas, se as figurinhas estivessem em uma

sacola, retirariamos 80 deles e os distribuiriamos entre os 4 grupos. Esse processo de
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retirar, isto é, diminuir a quantidade de figurinhas dentro da sacola, é na que se encontra
a subtracéo. Retirar e diminuir tem relagdo com a operagdo de subtragdo.

Repetimos 0 mesmo processo quando restam 24. Logo, como dito anteriormente,
0 Algoritmo da Divisdo usa as quatro operacGes trabalhadas simultaneamente. O
professor deve ter a preocupacgdo de explicar cada um desses processos ja que essa é

uma das operacOes que as criangas tém mais dificuldade.

Observacéo 3

O quociente ndo é sindbnimo de resposta em todos os problemas de divisao, isto
é, nem sempre a resposta do problema é o valor do quociente. Pode haver problemas
que a pergunta é sobre o resto, por exemplo. Por isso aluno deve estar atento a pergunta
que esta sendo pedida e o professor, por sua vez, deve colocar problemas com estruturas
diversas para os alunos resolver e, para ndo ficarem engessados apenas em achar o valor

do quociente da divisdo.

Assim, até aqui os exemplos propostos eram de divisdes exatas, isto €, onde o
resto era zero. Um exemplo, que pode ser dado, em relacdo a divisdo ndo exata é: 115

salgadinhos para 9 pessoas.

Quadro 25: Divisao ndo exata com o exemplo de 115 dividido por 9

Material Dourado Algoritmo da Diviséo

O ’]c‘fsuw_
gieise

Ao dividir 115 por 9, o Material Dourado nos mostra, que ndo tem como cada grupo ter
uma centena. J& no Algoritmo da Divisdo, também se vé manifestando essa troca, com a
utilizacdo do arco, que nédo é possivel dividir 1 por 9;
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CDU
115|9

-

QO

20
e’e

Trocando-se uma placa (uma centena) por dez barras (dez dezenas), assim tem-se dez
barras da troca mais uma barra que j& havia desde o inicio. E no caso do algoritmo, o
arco vai sobre o0 11 (que é 0 mesmo que as onze barras);

CDhU

1

5 | ] 2x9=18
1 3x9=27
X 4x9=36
5x9=45
6x9=54
7x9=63
8x9=72
9x9=81
10x9=90

S5s
%
oo 2

Distribuindo as onze barras, é possivel distribuir nove delas, sobrando duas barras. O
mesmo no algoritmo, cabe uma vez 0 9 no 11. O 1 fica no quociente (que é quantidade
que foi distribuido em cada grupo), o 9 abaixo do dividendo (que é a quantidade que foi
possivel distribuir nesse primeiro momento). Ao subtrair, restam 2 (esse dois esta na
ordem das dezenas);

Q0 [&, =
i _ﬁ5|_9_ 2x9=1
E 9 x1 T

2 exo-sq

No Material Dourado, tem que ser feita a troca das duas barras (duas dezenas) por dez
cubinhos (dez unidades). Assim, fica-se com vinte e cinco cubinhos;

OO (2, =
11509
QO 9 | x12 g

25 exo-%
ceolElE
7 1ox 920

No algoritmo, vé-se os vinte e cinco cubinhos, quando se diz: “ainda resta o0 5 no
dividendo, baixa ele do lado do resto, ficando com 25”. Dos vinte e cinco cubinhos (vinte
e cinco unidades) pode ser distribuido apenas dezoito cubinhos (dezoito unidades) de




forma que cada grupo tenha dois cubinhos (valor que se coloca no quociente) e restando
sete cubinhos (sete unidades). Logo cada pessoa podera comer 12 salgadinhos e sobrara
7 salgadinhos.

Fonte: os autores

Como esse trabalho se concentra em nimeros naturais, paramos a divisdo com

o resto 7. A prova real dessa situacdo é dada por:

quociente X divisor = 12X 9 =108

Né&o deu valor do dividendo, porgque ndo é uma divisdo exata, logo adiciona-se

0 resto:

(quociente x divisor) + resto = (12X 9)+7=108+7 =115

Dado os exemplos de divisdo exata e ndo exata, vejamos quais Sd0 as

propriedades da divisao.

Divisdo e suas propriedades

Assim como na subtracdo, a divisdo também tem mais restricdes em suas

propriedades do que a adi¢do e a multiplicagcdo. Vejam o porqué:
- Comutativa: a divisdo ndo é comutativa.

Contraexemplo: a divisdo de /10 = 5 = 2. Porém, se comutar 0os nimeros, 5 + 10 = 0,5.

Logo, o resultado ndo é o0 mesmo, pois 2 # 0,5.

- Associativa: a divisdo também ndo é associativa, por consequéncia da propriedade

anterior.

Contraexemplo: dado os nimeros 7, 3 e 2.
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Quadro 26: Contraexemplo da diviséo ndo ser associativa

1° Posicionamento dos NUmeros 2° Posicionamento dos Numeros
(10+5) =2 10+ (5+2)
2+2 10+ 25
1 4

Fonte: os autores

Pelo quadro, notamos que o resultado da operacao, ao ser alterada a ordem dos
numeros é alterado o resultado. Logo, o cuidado ao se resolver a divisdo deve ser

redobrado também.

Existéncia de elemento neutro: na divisdo o elemento neutro é o nimero 1. Qualquer

numero, dividido por um, sempre vai dar ele mesmo.
Exemplo: 8 +1=38

Genericamente, dado a e N

a+1=a

Logo, a dividido por 1 (pega-se uma vez o a) é ele mesmo. Mas, a ~ a = 1.
Fechamento: a divisdo nao possui fechamento.

Contraexemplo: a divisdo 3 <+ 6, o resultado & um ndmero decimal, 0,5. Esse numero

ndo faz parte do conjunto dos nimeros naturais.

Distributiva: essa propriedade também ndo é valida na divisdo, nem em relacéo a adicdo

e nem em relacdo a subtrag&o.

Contraexemplo: dados os numeros 24, 4 e 2, tém-se:
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Quadro 27: Contraexemplo da diviséo ndo ser distributiva

Em relagéo a adicéo Em relacéo a subtragao
Aplicando a Comecando a Aplicando a Comecando a
Distributiva resolver pelos Distributiva resolver pelos

parénteses parénteses
24+(4+2) 24+ (4+2) 24+ (4-2) 24+ (4-2)
24 +-44+24+2 24+ 6 24 +4—24+2 24 + 2
6+ 12 4 6—12 12
18 —6

Fonte: os autores

E a divisdo envolvendo o nimero zero? Qual é o segredo que ndo € revelado aos
alunos quando se fala: ndo se pode dividir por zero! Tornando essa operagdo um erro
tdo grave. Relembrando a associacdo de Seife (2000) com o elastico numerado sobre a
reta numérica da Fig. 96, ao multiplicar por um numero o elastico se estica e ao dividir
se reduz. Quando se multiplica por zero, a reta é desfeita. Como a diviséo é a operagao
inversa da multiplicagdo, teoricamente a divisdo pelo zero deveria desfazer a destruicdo

causada na multiplicacdo, porém néo é isso que ocorre.

Que fique claro para os alunos que dividir zero por algo é possivel. O problema
esta no processo contrario. Se temos, por exemplo, zero balas para dividir para um grupo
de 4 pessoas, cada pessoa recebera zero balas, ja que ndo se tem nenhuma quantidade

para dividir, mesmo com a boa intengéo.

Figura 101: Divisdo de zero por quatro

Fonte: os autores
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Logo, 0 +n = 0. Isso faz sentido! A grande problemaética esta em n + 0. E
importante separar um tempo da aula para mostrar essa diferenca para as criangas, para

que elas ndo generalizem e saibam o porqué do primeiro caso dar certo e 0 outro néo.

Uma sugestdo para mostrar do motivo de n = 0 ndo dar certo € relembrar com
eles primeiro a relacdo de inversa da multiplicacdo e divisdo. Tomemos como exemplo:
um reldgio que custa R$100,00 e sera pago em 5 parcelas, o valor de cada parcela serd
de R$20,00. Logo 100 + 5 = 20. Podemos pensar 0 inverso para essa situacdo. Comprei

um reldgio parcelado em 5 vezes de R$20,00, o valor total do reldgio serd de R$ 100,00.

Assim, 100+ 5 =20 = 20 x 5 = 100. Voltamos sempre que o reldgio custa
R$100,00, pois (100 + 5) x 5 = 100. E que a parcela serd de R$20,00, pois (20 x 5) +

5 = 20. A divisdo desfaz o que a multiplicacéo fez e vice-versa.
O mesmo acontece com 0 zero no dividendo: (0 X 5) +5 =10

Agora, vamos analisar quando o zero estd no divisor. Seife (2000) comega essa
prova da seguinte maneira: sabe-se que 2 X 0 = (. Para desfazer essa multiplicacéo,
bastaria dividir por zero. Suponha, por enquanto, que (2 X 0) + 0 = 2. O mesmo serve
para (3 X 0) + 0 = 3oupara (4 X 0) = 0 = 4. Porém, como ja dissemos no inicio dessa
demonstragdo 2 X 0 = 0, logo (2% 0) +~ 0= 0+ 0 = 2. Da mesma forma, (3 X 0) +
0=0+0=3etambém (4 xX0)+~0= 0+ 0=4.

Entdo, 0 + 0 = 2, que também ¢ igual a 3 e a 4? H& algo errado! Utilizando a
ideia de operagdes inversas ja vemos essa inconsisténcia. Vejamos pelo algoritmo da

divisdo, que é mais visivel para os estudantes.



Figura 102: Divisdo de um por zero

Que numero multiplicado
por zero resulta em 1? Ou, na

1 l_O, tabuada do zero tem 1?
?

0x1=0
0x2=0
0x3=0

0x10=0

Fonte: os autores

Né&o existe um nimero que satisfaca essa condi¢do. Qualquer que seja 0 numero,
do maior ou menor, desde 0s naturais até 0os nimeros reais, ndo teremos uma resposta.
Logo ndo existe um namero que dé para encontrar o resultado de 7/ + 0, ou qualquer

outro nimero dividido pelo zero.

Mas, essa ndo é a Unica situacao complicada que o zero nos coloca. O que dizer
de 0 + 0? O professor pode fazer essa pergunta aos alunos e esperar as respostas deles.
Sera que € valido como 0 <+ 1? Ou serd que ndo é valido como 7 + 0? Depois dessa

discusséo o professor pode mostrar pelo algoritmo da divisao a seguinte situacao:

Figura 103: Divisdo de zero por zero

Que numero multiplicado por zero
resulta em 0? Ou, na tabuada do zero

0 \ 0 tem 0?
?

0x1=0

0x2=0

0x3=0
0x10=0

Qualquer nimero €é vélido

Fonte: os autores

O zero nos coloca em cada saia justa. Nesse caso, ndo € valida a divisdo ndo

porque ndo existe nenhum valor, mas porque qualquer valor é valido. Um pode escolher
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0 nUmero um como resposta e estara correto, pois / X 0 = 0. Porém, para o 23 também

é valido, pois 23 x 0 = 0, ou para qualquer outro numero, ja que n X 0 = 0.
Portanto,

Quadro 28: O zero em diferentes posic¢oes na diviséo

0+n n+0 0-+0
valido, o resultado ndo é valido, pois ndo ndo é valido, pois existe
sempre seré zero existe um Unico valor que | uma infinidade de
satisfaca a divisdo possibilidades de
escolha

Fonte: os autores

A divisdo envolvendo o nimero zero ndo é tdo simples assim, pior de
tudo, se vocé simplesmente dividir por zero, pode destruir toda a base da
I6gica e da matematica. Dividir por zero uma vez - apenas uma vez - permite
gue vocé prove, matematicamente, qualquer coisa no universo. Vocé pode
provar que 1 + 1 = 42 [...] Multiplicar por zero reduz a reta numérica. Mas a
divisdo por zero destrdi toda a estrutura da matematica. H4 muito poder neste
namero simples. (SEIFE, 2000, p. 10, traducéo nossa)

Por isso, negamos a ideia de dizer que o zero é nada ou somente coloca-lo como
guardador de lugar. Ele tem um poder enorme e abriu portas para matematica, mesmo

com todos esses desafios.

4.4.3 Paridade do Zero

Problema 8: Por conta do congestionamento no centro da cidade de Rio Claro,
algumas medidas foram tomadas para diminuir o fluxo de carros e motos, pelo
Prefeito:

"Os motoristas que tém placas que terminam em um ndmero impar ou terminam
em uma letra ou outro caractere poderdo andar no centro com seus automaoveis nos
dias impares, como amanhd, que é dia 9", disse ele . Quem tem placa com numero
par ou zero, sO podera trafegar nos dias pares, como sabado, 10 de novembro."

O uso da frase "numero par ou 0 numero zero" implica que zero ndo é par para o
Prefeito. Por outro lado, o prefeito esta colocando o zero junto com os pares.

Contudo, além do prefeito, os policiais também se confundindo com a situagé&o,
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deixavam passar todos os carros com finais zeros, tanto em dias pares quanto em
dias impares. Assim traz 0 questionamento: se 0 zero € par, impar ou mesmo
nenhum dos dois.

Como poderiamos ajudar o prefeito e os policiais da cidade a entenderem se o final
zero fica nos dias pares ou impares? Alias, o zero é par, € impar ou nenhum dos
dois?

Fonte: Problema adaptado do site Prof. Edigley Alexandre!®

Entdo zero é par, impar ou até mesmo neutro? Como vimos na adicdo ele
realmente € um numero neutro e na subtracdo também, quando € um numero menos
zero. Porém, na multiplicacdo ele tem como caracteristica de anulador, todo nimero por

maior ou menor que seja, sendo racional ou irracional vezes zero € sempre zero.

Entdo neutro ndo cabe nessa definicdo de nimeros pares ou impares. Sabemos

gue a resposta para isso €: zero € par. Mas como provar isso?

Como professora, costumamos falar que um namero € par, quando fazemos

parzinhos. O numero quatro é par, por exemplo:

10 Sijte: https://www.prof-edigleyalexandre.com/2012/12/afinal-zero-e-um-numero-Par-ou-Impar.html.
Acesso em 11/11/2023.
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Quadro 29: Paridade do nimero 4

O numero 4 ¢ par?

Grupo 1 Grupo 2

- - b

Dado quatro carrinhos, para saber se
4 é par, tem que se formar
“parzinhos”. Na verdade, o que quer
se provar e se é divisivel por 2.

&%

Grupo 2

Resto

Podemos distribuir esses carrinhos
em dois grupos e analisar se sobra
resto.

Logo, nota-se que 4 € par, pois é
possivel distribuir em dois grupos, de
forma que ndo sobra nenhum.

Fonte: os autores

Vejamos outro exemplo:
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Quadro 30: Paridade do nimero 3

O numero 3 € par?

a ﬂ a Novamente, tem-se 3 carrinhos, para
provar se é par ou ndo, ou seja, se é
Grupo 1 Grupo 2 possivel dividir em dois grupos sem
restar nenhum carrinho;

Resto

a Distribuindo os carrinhos, consegue-
se colocar um carrinho em cada
Grupo 1 Grupo 2 grupo.

Resto

Mostrando que sobra um carrinho,
Grupo 1 Grupo 2 entdo ndo é par, pois esse que sobrou
ndo posso dividir entre os dois

Resto grupos de forma igual.

25

Fonte: os autores

Os estudantes podem seguir esse exemplo para os nimeros 2 e 1. Irdo chegar a
conclusdo de que 2 € par e 1 é impar. O professor pode estimula-los ainda mais para

estabelecerem uma relagéo:

Quadro 31: Relacdo par e impar na sequéncia numérica entre 1 e 4

1 2 3 4

impar par impar Par

Fonte: os autores

E essa sequéncia poderia se estender:
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Quadro 32: Relagdo par e impar na sequéncia numeérica entre 1 e 12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 12

impar | par | impar | par | impar | par impar par | impar | Par [ impar | par

Fonte: os autores

Logo, eles poderiam perceber que se repete o padrdo “impar, par” e que 0s
nameros que tém como ultimo algarismo: 1, 2, 3, 5, 7, 9 sdo impares e 2, 4, 6, 8, 0 (por
conta do 10, 20, 30 e assim por diante) sdo pares. Entdo o numero zero também € par.

Esse conceito se chama paridade.

Quadro 33: Relacédo par e impar na envolvendo o zero
0 1 2 3

par impar Par impar

Fonte: os autores

Os estudantes, da faixa etaria deste estudo, costumam se convencer apenas com
iSS0 que zero é par. Assim, a resposta para o Problema 5, é que a ideia do Prefeito colocar

0 Zero com 0s pares esté correta, ja que zero faz parte desse grupo.

Por definicdo, temos que um numero é par quando €é divisivel por 2, isto é,
quando dividimos um niimero natural por 2 e o resultado é uma divisao exata. Podemos
usar a expressdo: n X 2 = p, onde n é qualquer nimero natural e p € um nimero par.
Por consequéncia, todo namero que é multiplicado por dois se torna par, melhor
dizendo, todo mdaltiplo de dois é par. Entéo, p é par, se e somente se, p for maltiplo de
2.

Para 0s nimeros impares temos por definicdo que um ndmero é impar quando
ao ser dividido por dois tem o resto 1, portanto ndo é uma divisdo exata. Podemos usar
a expressdo: (nx2) + 1 = i, onde n é qualquer nimero natural e i representa 0s

numeros impares. Assim, i é impar quando ndo é maultiplo de 2.

Voltando ao Problema 6, poderiamos ter resolvido por esta definigdo:
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Quadro 34: Explicacdo da paridade de um numero pela defini¢éo

O nUmero
4 ¢ par?

oulg oup Sup SO

Grupo 1 Grupo 2

- - -

Resto

Pela imagem tem-se que
4 pode ser dividido em
dois grupos. Cada grupo
ficara com duas
unidades e ndo vai restar
nenhum carrinho.
Logo, 4 é par, porque ele
é 2 vezes algum namero.
Ou seja, 2 vezes 2, ou 2
grupos com 2 carrinhos
nos dardo 4 carrinhos ao
todo ao todo.
Tendo a expressao:
2X2=4

O nlmero
3 é par?

Grupo 1 Grupo 2

Resto

Grupo 1 Grupo 2

Resto

Pela imagem, 3
carrinhos podem ser
dividido em dois
grupos. Cada grupo
ficara com uma
unidade, porém restara
também uma unidade
que ndo pode ser
distribuida.
Logo 3 é impar, pois ele
¢ duas vezes um
ndmero mais um. Isto €,
2 grupos de 1 carrinho,
mas 1 carrinho que
sobrou (o resto). Entdo
toda vez que precisar
escrever “mais um”
esse numero sera impar.
Expresséo:
CxD+1=3
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O nUmero

O mesmo processo para

2 e par? 0 nimero 2. Ao
distribuir, cada grupo
Grupo 1 Grupo 2 . .
fica com um carrinho,
nao sobrando nenhum.
Resto Expressdo: 2 x 1) =2
Grupo 1 Grupo 2
- -
O nlmero Para 0 nimero 1 tem-se
1 é par? que é impar, pois ao

Grupo 1 Grupo 2

- -

Grupo 1 Grupo 2

Resto

distribuir, nao foi
possivel colocar
unidades inteiras em
cada grupo, sobrando
esse um carrinho e cada
grupo ficando com zero
unidades.

Expressdo: (2 x 0) +
1=1
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O namero Por fim, para o nimero
zero € par? Grupo 1 Grupo 2 zero. Como a
guantidade de carrinhos
é zero, cada grupo
ficara com zero
unidades. Como os dois
grupos tém a mesma
quantidade de
carrinhos, por mais que
seja zero, ele é par. Ja
que também pode ser
escrito como duas vezes
algum namero natural.
Expressdo: 2x 0 =0

Resto

Fonte: os autores

Por fim, podemos utilizar trés definicGes para nimeros pares e impares:
(i) NUmero Par

Definicdo 1: Todo nimero par € multiplo de 2.

Definigdo 2: Todo numero par é divisivel por 2.

Definicdo 3: dado um nimero p, pertencente ao conjunto dos nUmeros inteiros,
p serd par se: p = 2n (para as criancas podemos escrever: Todo nimero que € 2 vezes

algum nUmero natural)

(ii) Numero impar
Definicdo 1: Todo nimero impar ndo é multiplo de 2.
Definicdo 2: Todo nimero impar ndo é divisivel por 2.

Defini¢do 3: dado um numero inteiro i, ele sera impar se: i = 2n + 1 (para as

criangas podemos escrever: Todo nimero que é 2 vezes algum namero natural mais 1)

E mais uma observacdo, posso usar isso também para 0os nimeros negativos, ndo € algo
somente para 0s numeros positivos. Assim o professor pode concluir esse contetido com

exercicios de fixacao.
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SECAO CINCO: CONSIDERACOES FINAIS

O zero teve uma trajetoria incrivel. Seu nascimento, como guardador de lugar
em algumas civilizagcBes antigas, permitiu resolver problemas de interpretacfes
matematicas. Passou pelo seu reconhecimento e solidificacdo na india, com os hindus o
aceitando como algo alem de guardador de lugar e criando propriedades para ele. As
portas para 0 mundo se abriram gracgas aos arabes, mas ele, o zero, teve que conquistar
0 Seu espaco na matematica europeia devido a varios preconceitos religiosos da época
que impediam sua utilizacdo. Depois de muitos anos, conseguiu ser reconhecido por

varios matematicos e permitiu avancos matematicos e tecnoldgicos.

Mesmo depois de provar seu valor, ele ainda é dito como “nada” por alunos ¢
professores. Realmente € um numerozinho emblematico entretanto muito necessario.
Nao ¢ um “nada”, mas também nao ¢ um tudo. Contudo foi estudado por muitos autores,
levando a trabalhos académicos (artigos, teses e dissertacfes) como Padrdo (2008),
Tracanella (2017), Guimaraes (2008) e Pinedo (2014), ou até mesmo livros de Seife

(2000) e Kaplan (1999). Todos deram valor real ao zero.

O interesse pela pesquisa se iniciou pela resolucédo de algumas multiplicacdes de
dois nimeros naturais na qual o zero se encontra como algarismo de um dos nimeros.
Havia um erro nas resolucfes da multiplicagdo pelo zero. Foi 0 pontapé para a pesquisa
seguindo com a historizacao sobre ele. Essa parte da histéria da matematica me fez
compreender que as dificuldades de entender e olhar para 0 zero como um namero foi
desde sua criacdo. Ele foi um nimero a ser criado depois dos naturais, mas ndo era visto
como ndmero, era apenas um guardador de lugar, essa visdo de desvalorizagdo tem se
perpetuado como ja abordamos inicialmente em expressfes coloquiais que atribuem

€ssa COﬂOt&QéO ao zero.

Contudo, o problema da multiplicacdo com o zero era muito mais profundo. A
questdo ndo estava apenas no zero, mas no proprio entendimento dos alunos em relacao
as operagdes. Estas sdo vistas de modo que o aluno reproduz mecanicamente o que lhe

foi ensinado sem questionar, gerando muitas dificuldades na sua manipulagéo.

O que eu, como professora, poderia fazer para sanar essas dificuldades e
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estimular o interesse dos estudantes pelo zero nas operagbes matematicas? Foi
necessario todo um estudo na estrutura de cada operacao e saber como o zero deveria

ser introduzido na construcéo das operacdes.

Durante esse estudo, notei que a pesquisa caminhava, ndo olhando para o
trabalho de terceiros (alunos e professores) mas para minha prdpria pratica docente. Por
isso, procurando na literatura, estudei trabalhos sobre o tema, incluindo de Ponte e
Serrazina (2003), Ponte (2002) e Alarcdo (2000) que tratam desse assunto: Investigando
a Propria Pratica Docente. Estudar minha propria didatica como professora me fez

perceber as deficiéncias que existiam em minha pratica e avalia-las.

Pude me analisar e tracar o tipo de professora que queria ser, buscando
estratégias para ensinar os alunos atraves da Resolucdo de Problemas. Cada problema
proposto, neste trabalho, foi criado dentro da realidade dos alunos nas salas de aula, de
forma que pudessem ser alterados os valores e a dificuldade de cada problema
dependendo do ano/série.

Esse trabalho se tornou um guia de aprendizagem para mim e espero que seja
para outros professores tanto da area de matematica quanto para pedagogos aplicarem
durante suas aulas. Durante o processo de pesquisa e escrita, lecionei para sextos anos
e 0s problemas de adicdo e subtracdo ja estavam prontos e pude iniciar com eles. Notei
uma grande diferenca entre 0s anos que eu iniciava o contetdo de forma tradicional com
0 que comecei com problemas. Quando me preparava para lecionar, lembrava do ensino

tradicional que tive e o reproduzia em sala de aula.

Entretanto, depois de conhecer Resolucdo de Problemas, especificamente a
MEAAMaRP, reconheci que é necessario dar tempo para os alunos refletirem; que ha
vantagens de eles discutirem em grupo; trocar conhecimentos; colocar todas as
sugestdes na lousa para que identifiquem o certo e o errado e engajar mais os alunos no
processo de ensino-aprendizagem. Essa Metodologia, aliada a Investigacdo da Propria
Pratica me proporcionou mais confianga em meu trabalho na sala de aula, além de trazer

melhores resultados no aprendizado dos estudantes.

Contudo, conclui essa investigagdo respondendo a questdo inicial da pesquisa

“Como o ensino do zero contribui para a aprendizagem das operagdes basicas através
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da Resolucao de Problemas?”, que comecou de forma singela em estudar o niumero zero
por pura curiosidade de como ele se comportava nas operacdes matematicas e foi se

aprofundando ao me fazer repensar o meu trabalho em sala de aula.

Finalizo, refletindo no que Martins (2019) relatou sobre o ato de pesquisar que,
pela ingenuidade do pesquisador, quando se comega a pesquisar, acredita-se que sera
encontrada resposta para tudo, que a pesquisa vai revelar s6 coisas boas. Contudo,
percebe-se que, nesse caminho, que o mais importante € refletir sobre determinado
assunto de forma critica, dar importancia a objetos/seres esquecidos e, entre erros e

acertos, crescer profissionalmente e academicamente.
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