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Tese apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pós-
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Preto.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Trajano Pires da Nóbrega Neto
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proximidade e humanidade nas relações cotidianas.

À Christina pela solicitude e companheirismo.
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Resumo

Seja L/Q uma extensão abeliana de grau primo ı́mpar p e condutor n, onde p é não

ramificado em L. Neste trabalho, explicitamos a forma traço integral TrL/Q(x
2)|OL e

obtemos algumas de suas propriedades, entre as quais determinamos o mı́nimo não

nulo por ela assumido em uma classe de Z-módulos do anel de inteiros OL. Estudamos

o comportamento das torres obtidas através da composição dos corpos de números

de grau p contidos em Q(ζn) e, finalmente, descrevemos a forma traço integral do

compósito de duas quaisquer dessas p-extensões, quando os respectivos condutores são

relativamente primos.

Palavras-Chave: extensões abelianas, corpos ciclotômicos, forma traço integral,

reticulados algébricos, corpo de gêneros.
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Abstract

Let L/Q be an abelian extension of odd prime degree p and conductor n, and assume

that p is unramified in L/Q. In this work the integral trace form TrL/Q(x
2)|OL is given

explicitly and some of its properties are derived, in particular the determination of

its nonzero minima in certain Z-submodules of the ring of algebraic integers OL. An

analysis of the field towers obtained as the composita of number fields of degree p,

contained in Q(ζn), is presented. Finally, the integral trace form of the compositum of

any two of those p-extensions, when the respective conductors are relatively prime, is

described as well.

Keywords: abelian extensions, cyclotomic fields, integral trace forms, algebraic lat-

tices, genus field.
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Índice de Śımbolos

N: conjunto dos números naturais

Z: conjunto dos números inteiros

Q: conjunto dos números racionais

R: conjunto dos números reais

C: conjunto dos números complexos∑
: somatório∏
: produtório

#B: cardinalidade do conjunto B

M = (aij): matriz

det(M): determinante da matriz M

a|b: a divide b

mdc(a, b): máximo divisor comum de a e b

mmc(a, b): mı́nimo múltiplo comum de a e b

a ≡ b (mod m): a congruente a b módulo m

ordma: ordem de a módulo m

ϕ(n): função de Euler aplicada a n(
s
k

)
: binomial de s sobre k

Ker(f): núcleo da aplicação f

Im(f): imagem da aplicação f

H,G: grupos

◦(G): ordem do grupo G

H ≤ G: H é subgrupo de G

A,B: anéis
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A[x]: anel de polinômios com coeficientes em A

AG: anel de grupo de G sobre A

a, p,P, ...: ideais

A/a: anel quociente

M,N: módulos

F, K, L, M, ...: corpos

L/K: extensão de corpos

KL: compósito dos corpos K e L
[L : K]: grau da extensão L/K
Gal(L/K): grupo de Galois de L sobre K
TrL/K(α): traço relativo do elemento α de L
NL/K(α): norma relativa do elemento α de L
N(a): norma do ideal a

OK: anel dos inteiros do corpo de números K
DiscL/K(α1, . . . , αn): discriminante de (α1, . . . , αn) ⊂ Ln

Disc(K): discriminante do corpo de números K
Z/nZ: grupo das classes residuais módulo n

(Z/nZ)∗: grupo das classes residuais invert́ıveis módulo n

ζn: raiz n-ésima primitiva da unidade

ϕn(x): n-ésimo polinômio ciclotômico

Q(ζn): n-ésimo corpo ciclotômico

cond(K): condutor do corpo K
H(K): Corpo de Classes de Hilbert de K
Λ: reticulado

Vol(Λ): volume do reticulado Λ

∆(Λ): densidade de empacotamento do reticulado Λ

δ(Λ): densidade de centro de Λ

σK: homomorfismo canônico

σK(M): reticulado algébrico
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Introdução

A descrição de reticulados algébricos densos via torres de corpos de números é

assunto recorrente na Teoria Algébrica dos Números. Em 1964, Golod e Shafarevich

[5] provaram que uma torre infinita de corpos totalmente complexos

Q ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ K3 · · · (1)

pode ser obtida por uma escolha adequada de K1, onde Ki+1 é a extensão abeliana não

ramificada maximal de Ki, ou seja, é o Corpo de Classes de Hilbert H(Ki). Alguns

anos depois, Martinet [8] e Roquet [14] obtiveram reticulados utilizando torres como

em (1). Martinet, por exemplo, define K1 = K(
√
−q), onde K é um corpo totalmente

real com [K : Q] ≥ 10 e q é um primo totalmente decomposto em K. Todos os

reticulados apresentados nestas referências são imersões do anel de inteiros dos corpos

que compõem essas torres e apresentam boa densidade; vide [2], 7.4. No entanto, apesar

de provada sua existência, esses reticulados não são descritos explicitamente, visto que

os parâmetros fundamentais desses corpos não são conhecidos, como a dimensão, base

integral, o discriminante e a forma traço integral.

Seja K/Q uma extensão galoisiana de grau m. A forma quadrática TrK/Q(xx̄), com

x ∈ OK, é chamada de forma traço integral de K. Quando K é totalmente real e

{w1, . . . , wm} é uma base integral de K, ela é dada por

TrK/Q(x
2) =

m∑
i,j=1

aiajTrL/Q(wiwj),

onde x = a1w1 + . . . + anwm ∈ OK. O traço TrL/Q(wiwj), com i, j = 1, . . . ,m, é

chamado de forma traço canônica de K, com respeito à base {w1, . . . , wm}.

11



Sejam M ⊆ OK um Z-módulo livre de posto m e σK a imersão canônica de K em

Rm. O raio de empacotamento do reticulado algébrico σK(M) é obtido pelo mı́nimo da

forma traço integral de K restrita aos elementos de M. Este parâmetro nos permite

calcular a densidade de centro de σK(M). Por outro lado, as entradas da matriz de

Gram do reticulado σK(OK), associada à base {w1, . . . , wm}, são dadas pela forma

traço canônica de K. Consequentemente, det(σK(OK)) = Disc(K), vide [2], pág. 225.

Dada sua aplicabilidade, as formas traço canônica e integral são parâmetros de suma

relevância. Conner and Perlis [1] apresentam um abrangente tratado sobre o assunto e

Epkenhans [4] e Scharlau [16] contêm generalizações de alguns resultados obtidos em

[1]. Nota-se, porém, que em raros casos estes parâmetros são descritos explicitamente.

Um corpo de números L de grau primo ı́mpar p será chamado de p-extensão.

Quando L/Q é abeliana, temos pelo Teorema de Kronecker-Weber que existe um inteiro

positivo n tal que L ⊂ Q(ζn). Suponhamos que n é o condutor de L e que p não divide

n. Nesse caso, o corpo ciclotômico Q(ζn) contém (ps − 1)/(p− 1) p-extensões, onde s

é o número de primos na fatoração de n (veja a Seção 2.1), as quais são galoisianas,

totalmente reais (vide Observação 1.1.1) e, para fins de contagem, serão denotadas por

Li, com 1 ≤ i ≤ (ps − 1)/(p − 1). Consideramos, então, as torres de compósitos de

p-extensões da forma

Q ⊂ L1 ⊂ L1L2 ⊂ L1L2L3 ⊂ · · · ⊂ Q(ζn). (2)

Na Seção 3.1 provamos que todas as torres assim definidas têm o mesmo topo

(ou limite superior) e ele coincide com o Corpo de Gêneros, o qual denotamos por

L∗, e é o corpo de números abeliano maximal contendo L, de modo que L∗/L seja

não ramificada, vide [19]. Em outras palavras, L∗ é um subcorpo do Corpo de Classes

de Hilbert H(L) tal que, quando H(L) é abeliano sobre Q, temos L∗ = H(L).
Os conceitos preliminares utilizados neste trabalho são todos apresentados no

primeiro caṕıtulo. Abordamos os resultados fundamentais da Teoria de Galois e da

Teoria Algébrica dos Números, de modo a tornar o texto auto suficiente nos caṕıtulos

subsequentes. Introduzimos conceitos básicos como traço, norma, discriminante, anel

de inteiros e a decomposição de ideais; para tal, utilizamos basicamente as referências

[3], [6], [13] e [15]. Na Seção 1.2 definimos reticulado algébrico via imersão canônica e

descrevemos alguns de seus parâmetros, como volume, matriz de Gram e a densidade

de centro; utilizamos principalmente as referências [2] e [15]. Os resultados obtidos

na Seção 1.3 compõem uma demonstração alternativa para a rećıproca do Teorema de

Hilbert-Speiser, vide [11]. Em outras palavras, descrevemos uma base normal integral

para os corpos de números abelianos, cujo condutor é ı́mpar livre de quadrados. Como
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veremos, esse resultado é utilizado para descrever o anel de inteiros de qualquer corpo

intermediário da torre de p-extensões (2), vide Proposição 2.1.2.

No segundo caṕıtulo apresentamos os parâmetros e propriedades das p-extensões

abelianas de condutor n. Existem dois casos a serem analisados. Neste trabalho,

consideramos especialmente o caso em que p não divide n. Vemos, na Seção 2.1, que

n é impar livre de quadrados e Q(ζn) contém (p − 1)s−1 p-extensões de condutor n,

as quais admitem uma base normal integral. Descrevemos explicitamente as formas

traço canônica e integral dessas p-extensões e encontramos o mı́nimo da forma traço

integral restrita a determinados Z-módulos de posto p em OL. Desse modo, obtemos

os reticulados algébricos via imersão canônica desses Z-módulos em Rp, nas dimensões

p = 3, 5 e 7, os quais apresentam boa densidade de centro. Na Seção 2.4 apresentamos

uma terminologia dos casos de ramificação, onde citamos os resultados já existentes na

literatura quando n é múltiplo de p.

No terceiro caṕıtulo são apresentadas as propriedades dos compósitos de p-extensões

abelianas. Analisamos o comportamento das torres de p-extensões, através da contagem

dos subcorpos de uma composição e da escolha dos condutores dos corpos que a definem.

Garantimos, assim, a unicidade do Corpo de Gêneros e o representamos pelo compósito

L∗ = L1L2 . . .Ls, de p-extensões linearmente disjuntas. Na Seção 3.2 descrevemos as

formas traço canônica e integral de L1L2, quando L1 e L2 têm condutores relativamente

primos. Nesse contexto, provamos que a forma traço canônica de L1L2 preserva o

produto, o que também ocorre nos resultados já conhecidos sobre o anel de inteiros e

o discriminante, a saber, OL1L2 = OL1OL2 e Disc(L1L2) = Disc(L1)
[L2:Q]Disc(L2)

[L1:Q],

vide [6], pág.68. Desse modo, estendemos esses resultados e também obtemos a forma

traço canônica do Corpo de Gêneros. Por fim, na Seção 3.3 apresentamos nossas

perspectivas a partir dos resultados aqui obtidos, entre as quais a minimização da forma

traço integral descrita no Corolário 3.2.4 e a investigação da formas traço do compósito

de p-extensões, quando os respectivos condutores não são relativamente primos.
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CAṔITULO 1

Conceitos Preliminares

1.1 Teoria Algébrica dos Números

Nesta seção introduzimos os resultados fundamentais da Teoria de Galois e da Teoria

Algébrica dos Números utilizados neste trabalho. São abordados conceitos como traço,

norma, anel de inteiros e discriminante de um corpo de números e a decomposição

de ideais. A prova de determinados resultados é omitida. Alguns por se tratarem de

resultados clássicos e outros pela extensa demonstração. Todavia, inserimos a referência

nos que seguem sem demonstração. Quando citado um anel, ele é comutativo e possui

unidade.

Teoria de Galois

Sejam K,L corpos tais que K ⊆ L. Dizemos que o corpo L é uma extensão de K, ou

ainda, que L/K é uma extensão. O grau da extensão L/K é a dimensão de L como

espaço vetorial sobre K, e o denotamos por dimK L = [L : K]. No caso em que [L : K]

é finito, dizemos que L/K é uma extensão finita.

Definição 1.1.1. Uma extensão finita K do corpo Q dos números racionais é chamada

de corpo de números. Se [K : Q] = n, dizemos que K é um corpo de números de grau

n. Um corpo de números de grau primo p será chamado de p-extensão.
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Sejam L/K uma extensão e Aut(L) o grupo dos automorfismos de L. O conjunto

Gal(L/K) = {σ ∈ Aut(L); σ(x) = x, ∀x ∈ K}

é um subgrupo de Aut(L), chamado de grupo de Galois de L sobre K.

Definição 1.1.2. Uma extensão finita L/K que satisfaz [L : K] = ◦(Gal(L/K)) é

chamada de extensão de Galois, ou galoisiana. Nesse caso, se Gal(L/K) é abeliano,

dizemos que L/K é abeliana e se Gal(L/K) é ćıclico, dizemos que L/K é ćıclica.

Teorema 1.1.3. ([17],Teo.12.1)(Teorema da Correspondência de Galois) Seja L/K
uma extensão galoisiana.

(i) Se H é um subgrupo de Gal(L/K), então existe um único corpo M tal que K ⊆
M ⊆ L e H = Gal(L/M). Nesse caso, M é dito o corpo fixo de H.

(ii) Se K ⊆ M ⊆ L, então L/M é galoisiana e Gal(L/M) é o único subgrupo de

Gal(L/K) que satisfaz

[M : K] =
◦(Gal(L/K))

◦(Gal(L/M))
.

(iii) Se K ⊆ M ⊆ L, então M/K é galoisiana se, e somente se, Gal(L/M) é um

subgrupo normal de Gal(L/K). Nesse caso

Gal(M/K) ≃ Gal(L/K)

Gal(L/M)
.

Seja n um inteiro positivo. Dizemos que ζn é uma raiz n-ésima da unidade se

ζnn = 1, e que ζn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se ζnn = 1 e ζjn ̸= 1, para

todo j = 1, . . . , n− 1. Se ζn é primitiva, chamamos o polinômio

ϕn(x) =
n∏

j=1
mdc(j,n)=1

(x− ζjn)

de n-ésimo polinômio ciclotômico. O corpo Q(ζn) é dito o n-ésimo corpo ciclotômico.

Considere (Z/nZ)∗ o grupo das classes residuais invert́ıveis módulo n. Temos que

Gal(Q(ζn)/Q) = {σi : Q(ζn) → Q(ζn); σi(ζn) = ζ in, mdc(i, n) = 1, i = 1, . . . , n}.

Desse modo, Gal(Q(ζn)/Q) ≃ (Z/nZ)∗ via o isomorfismo natural σi 7→ i.

Teorema 1.1.4. ([13],pág.44) O grupo (Z/nZ)∗ é ćıclico se, e somente se, n = 2, 4,

pr ou 2pr, onde p é um primo ı́mpar e r ≥ 1.
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Exemplo 1.1.1. Se p é um primo ı́mpar, segue do Teorema 1.1.4 que o corpo

ciclotômico Q(ζp) é uma extensão ćıclica de grau p− 1 sobre Q, cujo grupo de Galois

é dado por Gal(Q(ζp)/Q) = {σ1, . . . , σp−1}, onde σi : ζp 7→ ζ ip, para i = 1, . . . , p − 1.

Além disso, o p-ésimo polinômio ciclotômico é dado por

ϕp(x) =
xp − 1

x− 1
= xp−1 + . . .+ x+ 1.

Teorema 1.1.5. ([13], página 273)(Teorema de Kronecker-Weber) Se K/Q é uma

extensão abeliana finita, então existe uma ráız n-ésima da unidade ζn, tal que

K ⊆ Q(ζn).

Definição 1.1.6. Seja K/Q uma extensão abeliana finita. O menor inteiro positivo n

tal que K ⊆ Q(ζn) é chamado de condutor do corpo K, e o denotamos por cond(K) = n.

Se L/K é uma extensão finita, então existe α ∈ L tal que L = K(α). O elemento α

é chamado de elemento primitivo (Teorema do Elemento Primitivo, [15], pág. 34).

Proposição 1.1.7. ([15],pág.33) Se L/K é uma extensão finita de grau n e F é um

corpo algebricamente fechado contendo K, então existem exatamente n K-monomorfis-

mos distintos de L em F.

Demonstração. Existe α ∈ L tal que L = K(α). Como K(α)/K é finita de grau n,

segue que o grau do polinômio minimal p(x) de α sobre K é n. Desse modo, como p(x)

é irredut́ıvel, ele possui n ráızes distintas α1, . . . , αn em F. Portanto, para cada i =

1, . . . , n, temos definido o K-monomorfismo σi : K(α) → F, dado por σi(α) = αi.

Definição 1.1.8. Sejam K um corpo de números de grau n e σ1, . . . , σn os Q-monomor-

fismos distintos de K em C.

(i) Se σi(K) ⊆ R dizemos que σi é um monomorfismo real. Caso contrário, dizemos

que σi é um monomorfismo complexo.

(ii) Se σi(K) ⊆ R, para todo i = 1, . . . , n, dizemos que K é um corpo totalmente real.

Se σi(K) * R, para todo i = 1, . . . , n, dizemos que K é um corpo totalmente

complexo.

16



Observação 1.1.1. Se K/Q é uma extensão galoisiana de grau n, então os

Q-monomorfismos σi, com i = 1, . . . , n, definidos na Proposição 1.1.7 compõem o

grupo de Galois de K sobre Q. Nesse caso, K será, necessariamente, totalmente real

ou totalmente complexo, pois σi(K) = K, para todo i = 1, . . . , n. Em particular, se n é

ı́mpar então K é totalmente real, pois os monomorfismos complexos, quando existem,

os são aos pares.

Teorema 1.1.9. ([13],pág.20)(Lema de Dedekind) Sejam L/K uma extensão finita

de grau n e σ1, . . . , σn os K-monomorfismos distintos de L num corpo algebricamente

fechado F contendo K. Então, {σ1, . . . , σn} é linearmente independente sobre F.

Traço e norma

Sejam L/K uma extensão finita de grau n e σ1, . . . , σn os K-monomorfismos de L.
Definimos o traço e a norma de um elemento α ∈ L, com respeito à extensão L/K,

como sendo respectivamente

TrL/K(α) =
n∑

i=1

σi(α) e NL/K(α) =
n∏

i=1

σi(α).

Seja M um corpo tal que K ⊆ L ⊆ M. Se a ∈ K, α, β ∈ L e γ ∈ M, então valem as

seguintes propriedades:

1. TrL/K(α+ β) = TrL/K(α) + TrL/K(β)

2. TrL/K(aα) = a · TrL/K(α)

3. TrL/K(a) = n · a

4. NL/K(αβ) = NL/K(α) · NL/K(β)

5. NL/K(aα) = an · NL/K(α)

6. NL/K(a) = an

7. TrM/K(γ) = TrL/K(TrM/L(γ))

8. NM/K(γ) = NL/K(NM/L(γ))

9. TrM/K(α) = [M : L] · TrL/K(α)

10. NM/K(α) = NL/K(a)
[M:L].
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Módulos

Seja A um anel. Um grupo abeliano aditivo (M,+) munido de um produto

· : A×M → M

é dito um A-módulo quando satisfaz as seguintes propriedades:

(i) a · (x+ y) = a · x+ a · y;

(ii) (a+ b) · x = a · x+ b · x;

(iii) (ab) · x = a · (b · x);

(iv) 1 · x = x;

para todo a, b ∈ A e x, y ∈ M. Denotamos o produto a · x simplesmente por ax.

Um subgrupo N de M é chamado de um A-submódulo de M, se para todo a ∈ A e

x ∈ N tivermos ax ∈ N.

Definição 1.1.10. Seja M um A-módulo.

(i) Dizemos que um subconjunto {x1, . . . , xn} ⊂ M é um gerador de M se todo

elemento x ∈ M é da forma x = a1x1+ . . .+anxn, com ai ∈ A, para i = 1, . . . , n.

(ii) O conjunto {x1, . . . , xn} é dito uma base de M quando é formado por geradores

linearmente independentes sobre A. Se M possui uma base, ele é dito um A-

módulo livre e o número de elementos dessa base é o posto de M.

Teorema 1.1.11. ([15],pág.21) Sejam A um anel principal, M um A-módulo livre de

posto n e N um A-submódulo de M. Então,

(i) N é livre de posto q, com 0 ≤ q ≤ n.

(ii) Se N ̸= {0}, então existem uma base {e1, . . . , en} de M e elementos não nulos

a1, . . . , aq ∈ A tais que {a1e1, . . . , aqeq} é uma base de N, de modo que ai divide

ai+1, para 1 ≤ i ≤ q − 1.

Proposição 1.1.12. Sejam K um corpo de números de grau n, σ1, . . . , σn os Q-

monomorfismos distintos de K em C e M ⊆ K um Z-módulo livre de posto n. Se

{x1, . . . , xn} é uma Z-base de M, então det(σi(xj))
n
i,j=1 ̸= 0.

Demonstração. Suponha det(σi(xj))
n
i,j=1 = 0. Então as colunas da matriz (σi(xj))

n
i,j=1

são linearmente dependentes. Assim, existem a1, . . . , an ∈ C, não todos nulos, tais que∑n
i=1 aiσi(xj) = 0, para todo j = 1, . . . , n. Desse modo, teŕıamos

∑n
i=1 aiσi(x) = 0,

para todo x ∈ M , o que contradiz o Teorema 1.1.9 (Lema de Dedekind).
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Inteiros Algébricos

Sejam A ⊆ B anéis. Dizemos que um elemento α ∈ B é inteiro sobre A se existe um

polinômio mônico não nulo f(x) ∈ A[x] tal que f(α) = 0, isto é, existem a0, . . . , an−1 ∈
A tais que

αn + an−1α
n−1 + . . .+ a1α+ a0 = 0.

O conjunto dos elementos de B que são inteiros sobre A é um subanel de B, o qual

denotamos por OB(A). Chamamos OB(A) de anel de inteiros de B sobre A. Se todo

elemento de B é inteiro sobre A, dizemos que B é inteiro sobre A e, nesse caso, OB(A) =

B.

Se K é um corpo de números, o anel de inteiros OK(Z), de K sobre Z, será denotado

simplesmente por OK e chamado de anel de inteiros de K.

Proposição 1.1.13. ([15],pág.38) Se K é um corpo de números e α ∈ OK, então

TrK/Q(α) e NK/Q(α) são números inteiros.

Teorema 1.1.14. ([15],pág.40) Sejam A um anel principal, K seu corpo de frações e

L uma extensão finita de grau n sobre K. Nessas condições,

(i) OL(A) é um A-módulo livre de posto n.

(ii) Se a é um ideal não nulo de OL(A), então a é um A-módulo livre de posto n.

Se K é um corpo de números, então segue do Teorema 1.1.14 queOK é um Z-módulo

livre de posto finito. Nesse caso, uma Z-base de OK é dita uma base integral de K.

Teorema 1.1.15. ([18],Teo.2.16) O conjunto

{1, ζn, . . . , ζϕ(n)−1
n }

é uma base integral de Q(ζn), cujo anel de inteiros é dado por Z[ζn].

Definição 1.1.16. Seja K/Q uma extensão galoisiana finita, com

Gal(K/Q) = {σ1, . . . , σn}.

Se existe α ∈ OK tal que {σ1(α), . . . , σn(α)} é uma base integral de K, então ela é dita

uma base normal integral de K. O elemento α é dito um gerador dessa base.

Sejam K um corpo de números de grau n e M ⊆ OK um Z-módulo livre de posto

n. A cardinalidade do quociente OK/M é dita norma de M, a qual denotamos por

[OK : M]. Em particular, se a é um ideal de OK, denotamos N(a) = [OK : a]; vide

Teorema 1.1.14.
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Proposição 1.1.17. ([15], Seção 3.5) Se {w1, . . . , wn} é uma base integral de K e

{a1w1, . . . , anwn} uma Z-base de M, onde a1, . . . , an são inteiros não nulos, então

[OK : M] = |a1 . . . an|.

Discriminante

Sejam L/K uma extensão finita de grau n e (α1, . . . , αn) uma n-upla de elementos em

L. Definimos o discriminante, em L/K, dessa n-upla por

DiscL/K(α1, . . . , αn) = det(TrL/K(αiαj)),

isto é, o determinante da matriz cuja (i, j)-ésima entrada é TrL/K(αiαj), para i, j =

1, . . . , n.

Proposição 1.1.18. ([15],pág.39) Se σ1, . . . , σn são os K-monomorfismos de L num

corpo algebricamente fechado F, contendo K, então

DiscL/K(α1, . . . , αn) = [det(σi(αj))]
2.

Demonstração. Para cada i, j = 1, . . . , n, temos que

TrL/K(αiαj) =
n∑

k=1

σk(αiαj) =
n∑

k=1

σk(αi)σk(αj).

Desse modo,

DiscL/K(α1, . . . , αn) = det(
n∑

k=1

σk(αi)σk(αj))

= det(σj(αi)) det(σi(αj))

= [det(σi(αj))]
2.

Proposição 1.1.19. ([15],pág.38) Seja (β1, . . . , βn) uma n-upla de elementos em L,
tais que βj =

∑n
i=1 aijαi, com aij ∈ K, para j = 1, . . . , n. Então

DiscL/K(β1, . . . , βn) = [det(aij)]
2DiscL/K(α1, . . . , αn).

Demonstração. Se σ1, . . . , σn são os K-monomorfismos de L, então

DiscL/K(β1, . . . , βn) = det(σk(βj))
2

= det(σk(
n∑

i=1

aijαi))
2

= det((aij)(σk(αi)))
2

= det(aij)
2DiscL/K(α1, . . . , αn).
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Sejam K um corpo de números de grau n e {α1, . . . , αn} uma base integral de K.

Segue da Proposição 1.1.19 que um conjunto {β1, . . . , βn} ⊂ K também é uma base

integral de K se, e somente se,

DiscK/Q(β1, . . . , βn) = DiscK/Q(α1, . . . , αn).

Definição 1.1.20. Seja K um corpo de números. O discriminante, em K/Q, de

qualquer base integral de K é chamado de discriminante do corpo K, e denotado por

Disc(K).

Proposição 1.1.21. ([12]) Seja K um corpo de números abeliano de grau primo p e

condutor m. Então,

|Disc(K)| = mp−1.

Teorema 1.1.22. ([12]) Seja K um corpo de números abeliano de condutor m =

pa11 pa22 . . . pass . Então,

|Disc(K)| = m[K:Q]

s∏
i=1

p

ai∑
k=1

[K ∩Q(ζm/pki
) : Q]

i

.

Observação 1.1.2. Note que,
ai∑
k=1

[K ∩Q(ζm/pki
) : Q] < ai[K : Q],

para todo i = 1, . . . , s. Logo,

|Disc(K)| = pα1
1 pα2

2 . . . pαs
s ,

onde

αi = ai[K : Q]−
ai∑
k=1

[K ∩Q(ζm/pki
) : Q] > 0.

Sejam K1 e K2 corpos de números de grau n1 e n2, respectivamente. Dizemos que

K1 e K2 são disjuntos quando [K1K2 : Q] = n1n2. Quando K1 e K2 são disjuntos e seus

discriminantes relativamente primos, eles são ditos linearmente disjuntos.

Observação 1.1.3. Se K1/Q e K2/Q são extensões galoisianas, segue pelo Teorema da

Correspondência de Galois que K1 e K2 são disjuntos se, e somente se, K1 ∩K2 = Q.

Proposição 1.1.23. ([6], página 68) Se K1 e K2 são corpos de números linearmente

disjuntos, de grau n1 e n2, respectivamente, então

(i) OK1K2 = OK1OK2 .

(ii) Disc(K1K2) = Disc(K1)
n2Disc(K2)

n1.
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Decomposição de Ideais

Sejam K um corpo de números e L uma extensão finita de grau n sobre K. Se p é um

ideal primo não-nulo de OK, então o ideal pOL de OL pode ser unicamente expresso

na forma

pOL =
r∏

i=1

Pei
i ,

onde cada Pi é um ideal primo de OL e ei é um inteiro positivo, para i = 1, . . . , r, com

r > 0. Os ideais P1, . . . ,Pr são os únicos ideais primos de OL tais que Pi ∩OK = p.

Além disso, pOL ∩ OK = p. Nesse caso dizemos que P1, . . . ,Pr são os ideais de OL

que estão acima de p. Vide Samuel, [15], páginas 50 e 71.

Temos que p e Pi são ideais maximais de OK e OL, respectivamente. Dessa forma,

o corpo OL/Pi pode ser considerado como uma extensão finita do corpo OK/p, para

cada i = 1, . . . , r. Vide [3], pág. 103.

Definição 1.1.24. O grau [OL/Pi : OK/p] é chamado de grau de inércia de Pi e

é denotado por fi = f(Pi | p). O expoente ei = e(Pi | p) é chamado de ı́ndice de

ramificação de Pi, para cada i = 1, . . . , r.

Definição 1.1.25. Quando pelo menos um dos ı́ndices de ramificação ei é maior do

que um, dizemos que p se ramifica, ou é ramificado, em L.

Dizemos que L/K é não ramificada quando todos ideais primos de OK são não

ramificados em L. A extensão abeliana não ramificada maximal sobre K é chamada de

Corpo de Classes de Hilbert de K, o qual denotamos por H(K); vide [7], pág. 232.

Teorema 1.1.26. ([3],pág.104)(Teorema da Igualdade Fundamental)

r∑
i=1

eifi = [OL/pOL : OK/p] = n.

Utilizando a Igualdade Fundamental podemos estimar as várias possibilidades de

decomposição do ideal p em OL. No que segue, damos nomes aos casos extremos.

Dizemos que p é:

(a) Totalmente decomposto em L, quando r = n, ou seja, ei = fi = 1, para todo

i = 1, . . . , r.

(c) Totalmente ramificado em L, quando ei = n para algum i = 1, . . . , r, nesse caso,

r = fi = 1.

(b) Inerte em L, quando fi = n para algum i = 1, . . . , r, isto é, r = ei = 1.
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Quando L/K é galoisiana, temos que e(P1 | p) = . . . = e(Pr | p) e f(P1 | p) = . . . =

f(Pr | p); vide [3], Teorema (20.2). Denotamos, então, e = e(Pi | p) e f = f(Pi | p),
para todo i = 1, . . . , r. E, nesse caso, a Igualdade Fundamental é dada por

efr = n.

Desse modo, quando n é primo, os três casos extremos de decomposição de p em OL

serão os únicos posśıveis.

A seguinte proposição apresenta a multiplicatividade do ı́ndice de ramificação e do

grau de inércia, resultado fundamental no estudo da decomposição de ideais em torres

de corpos de números.

Proposição 1.1.27. ([7],pág.65) Sejam K ⊆ L ⊆ M corpos de números e p, P e P′

ideais primos de OK, OL e OM, respectivamente. Se P′ está acima de P, então

(i) P está acima de p se, e somente se, P′ está acima de p.

(ii) Nesse caso, e(P′ | p) = e(P′ | P) · e(P | p) e f(P′ | p) = f(P′ | P) · f(P | p).

Quando K = Q, temos que OK = Z e L é um corpo de números de grau n. Nesse

caso, se um ideal primo pZ de Z ramifica em L, dizemos que o número primo p ramifica

em L.

Teorema 1.1.28. ([15],pág.74) Seja L um corpo de números. Um número primo p

ramifica em L se, e somente se, p divide o discriminante Disc(L).

Se L é um corpo de números abeliano de condutor m, então, segue do Teorema

1.1.22, que os primos que dividem m são exatamente os mesmos que dividem o

discriminante Disc(L).

Corolário 1.1.29. Seja L um corpo de números abeliano de condutor m. Um número

primo p ramifica em L se, e somente se, p divide m.

Sejam m > 1 e p um primo não ramificado em Q(ζm), isto é, p não divide m.

Como Q(ζm)/Q é galoisiana, segue que e = e(Pi | p) = 1 e f = f(Pi | p), para todo

i = 1, . . . , r, onde P1, . . . ,Pr são os ideais de OQ(ζm) que estão acima de p. Nesse caso,

a Igualdade Fundamental se escreve como

fr = ϕ(m),

e além disso:
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Teorema 1.1.30. ([3],pág.119) Com as notações acima, temos que

r =
ϕ(m)

f
,

onde f é a ordem de p no grupo multiplicativo (Z/mZ)∗.

Corolário 1.1.31. Seja L um corpo de números abeliano de grau primo p e condutor

m. Se ordmp = 1, ou seja p ≡ 1 (mod m), então p é totalmente decomposto em L.
Agora, se ordmp = ϕ(m), então p é inerte em L.

Demonstração. Segue do Teorema 1.1.30 e da Proposição 1.1.27.

1.2 Reticulados Algébricos

Apresentamos o conceito de reticulado no Rn e alguns de seus parâmetros, como

volume, matriz de Gram e densidade de centro. Identificamos um Z-módulo livre

de posto finito contido num corpo de números K com um reticulado no Rn, o qual

chamamos de reticulado algébrico. Essa imersão nos permite descrever algumas

propriedades do reticulado obtido, através das propriedades do corpo K.

1.2.1 Reticulados no Rn

Sejam n um inteiro positivo e {v1, . . . , vm} um conjunto de vetores no Rn linearmente

independentes sobre R, com m ≤ n. Definimos o reticulado Λ de dimensão m e base

{vi}mi=1 como sendo o conjunto

Λ =

{
m∑
i=1

aivi; ai ∈ Z

}
⊂ Rn.

Em outras palavras, um reticulado é um Z-módulo livre de posto finito contido no Rn,

cuja base é linearmente independente sobre R. Denotamos também Λ = Zv1+· · ·+Zvm.
Consideramos, nesta seção, somente os reticulados no Rn cuja base apresenta n

vetores, ou seja, os reticulados n-dimensionais no Rn.

Proposição 1.2.1. Sejam {v1, . . . , vn} uma base de Λ e {w1, . . . , wn} ⊂ Λ um conjunto

de vetores linearmente independentes sobre R, tais que wi =
∑n

j=1 aijvj, com aij ∈ Z.
Tem-se que {wi}ni=1 é uma base de Λ se, e somente se, det(aij) = ±1.
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Demonstração. Como
w1

...

wn

 =


a11 a12 · · · a1n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann




v1
...

vn

 ,

segue que, {wi}ni=1 é uma base de Λ quando (aij) é a matriz mudança de base, ou seja,

quando det(aij) = ±1.

Seja β = {v1, . . . , vn} uma base de Λ. Dizemos que a matriz M = (vij) é geradora

do reticulado Λ, onde vi = (vi1, . . . , vin) ∈ Rn, para i = 1, . . . , n. Nesse caso, denotamos

Λ = {αM ; α ∈ Zn}. O conjunto

Pβ =

{
n∑

i=1

λivi; 0 ≤ λi < 1

}

é chamado de região fundamental de Λ com relação à base β. Definimos o volume da

região fundamental Pβ por

Vol(Pβ) = | det(M)|.

Sejam {w1, . . . , wn} ⊂ Rn uma outra base de Λ e N = (wij) a matriz geradora de

Λ associada a essa base. Pela Proposição 1.2.1, temos que | det(M)| = | det(N)| e,
consequentemente, det(MM t) = det(NN t). Isto permite as seguintes definições:

Definição 1.2.2. Seja β uma base de Λ. Definimos o volume do reticulado Λ como

sendo o volume da região fundamental Vol(Pβ), o qual denotamos por Vol(Λ).

Seja M uma matriz geradora de Λ. Definimos a matriz de Gram de Λ, associada a

M , como sendo a matriz

G = MM t.

Definição 1.2.3. Seja G uma matriz de Gram do reticulado Λ. Definimos o

determinante de Λ como sendo o determinante de G, e o denotamos por det(Λ).

Um empacotamento esférico do reticulado Λ é uma distribuição de esferas de mesmo

raio no Rn, cujos centros são os elementos de Λ, de modo que a intersecção de quaisquer

duas esferas tenha no máximo um ponto. O maior raio para o qual é posśıvel definir

um empacotamento de Λ é obtido pelo número

ρ =
min{|λ|; λ ∈ Λ, λ ̸= 0}

2
,

chamado raio de empacotamento de Λ.
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A densidade de empacotamento ∆(Λ) de Λ é a proporção do espaço Rn recoberto

pelo empacotamento de esferas de raio ρ. Equivalentemente, se B(ρ) é a esfera de

centro na origem e raio ρ, temos que

∆(Λ) =
Vol(B(ρ))
Vol(Pβ)

=
Vol(B(1))ρn

Vol(Λ)
.

Definição 1.2.4. Definimos a densidade de centro δ(Λ) do reticulado Λ como sendo

δ(Λ) =
ρn

Vol(Λ)
.

Exemplo 1.2.1. Seja Λ o reticulado no R2 gerado pela base {(1, 0), (1/2,
√
3/2)}, isto

é,

Λ = Z(1, 0) + Z(1/2,
√
3/2).

Temos que min{|λ|; λ ∈ Λ, λ ̸= 0} = 1. Logo, ρ = 1/2 é o maior raio para o qual é

posśıvel obter um empacotamento de Λ. Por outro lado,

Vol(Λ) =

∣∣∣∣∣det
(

1 0

1/2
√
3/2

)∣∣∣∣∣ = √
3/2.

Portanto,

∆(Λ) =
π√
12

≃ 0, 9069 e

δ(Λ) =
1√
12

≃ 0, 2886751.

Este reticulado é conhecido como A2 ou reticulado hexagonal e tem a maior densidade

de centro no R2; vide [2], seções 1.2 e 1.4.

1.2.2 Reticulados Algébricos via Homomorfismo Canônico

Seja K um corpo de números de grau n. Existem exatamente n Q-monomorfismos

σi : K → C, com i = 1, . . . , n (vide Proposição 1.1.7). Se σj é um monomorfismo

complexo, o seu conjugado σj também pertence ao conjunto dos n monomorfismos

de K em C, onde σj ̸= σj. Desse modo, temos um número par de monomorfismos

complexos. Assim, denotando por r1 o número de monomorfismos reais e por 2r2 o

número de monomorfismos complexos, podemos reordená-los de modo que σ1, . . . , σr1

sejam reais e σr1+1, . . . , σr1+2r2 sejam complexos, com n = r1 + 2r2 e σr1+r2+j = σr1+j,

para j = 1, . . . , r2.
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O homomorfismo injetivo σK : K → Rn definido por

σK(x) = (σ1(x), . . . , σr1(x),ℜ(σr1+1(x)),ℑ(σr1+1(x)), . . . ,ℜ(σr1+r2(x)),ℑ(σr1+r2(x))),

é chamado de homomorfismo canônico, ou homomorfismo de Minkowski, onde ℜ e ℑ
representam, respectivamente, as partes real e imaginária de um número complexo.

Exemplo 1.2.2. Seja K = Q(ζ3), onde ζ3 = e
2πi
3 . Os Q-monomorfismos σ1 e σ2 de K

em C, são dados por σi(ζ3) = ζ i3, com i = 1, 2. Desse modo, K é totalmente complexo,

com r1 = 0 e r2 = 1. Se x = a+ bζ3 ∈ K, então σK : K → R2 é dado por

σK(x) = (ℜ(σ1(x)),ℑ(σ1(x))) = (ℜ(a− b

2
+

b
√
3

2
i),ℑ(a− b

2
+

b
√
3

2
i)) = (a− b

2
,
b
√
3

2
).

Teorema 1.2.5. ([15],pág.56) Se M ⊆ K é um Z-módulo livre de posto n e {x1, . . . , xn}
é uma Z-base de M, então σK(M) é um reticulado no Rn, com base {σK(x1), . . . , σK(xn)}
e volume dado por

Vol(σK(M)) = 2−r2 | det(σi(xj))
n
i,j=1|.

Demonstração. Para cada xj ∈ M, com j = 1, . . . , n, o vetor σK(xj) é dado por

(σ1(xj), . . . , σr1(xj),ℜ(σr1+1(xj)),ℑ(σr1+1(xj)), . . . ,ℜ(σr1+r2(xj)),ℑ(σr1+r2(xj))).

Considere a matriz quadrada M de ordem n, cuja j-ésima coluna é dada pelo vetor

σK(xj). Utilizando a relação σr1+r2+j = σr1+j, com j = 1, . . . , r2, e permutando as

linhas da matriz M convenientemente, obtemos

det(M) = (2i)−r2 det(σi(xj))
n
i,j=1.

Pela Proposição 1.1.12, temos que det(σi(xj)) ̸= 0. Logo, det(M) ̸= 0. Assim, os

vetores σK(xj) ∈ Rn são linearmente independentes sobre R. Isto é,

σK(M) = ZσK(x1) + . . .+ ZσK(xn)

é um reticulado no Rn, do qual M t é uma matriz geradora, e

Vol(σK(M)) = | det(M t)| = 2−r2 | det(σi(xj))
n
i,j=1|.

Corolário 1.2.6. ([15],pág.57) Seja M ⊆ OK um Z-módulo livre de posto n. Então

σK(OK) e σK(M) são reticulados no Rn, cujos volumes são, respectivamente,

Vol(σK(OK)) = 2−r2 |Disc(K)|
1
2 e Vol(σK(M)) = Vol(σK(OK))[OK : M].
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Demonstração. Pelo Teorema 1.2.5, temos que σK(OK) e σK(M) são reticulados no Rn

e, dada uma base integral {x1, . . . , xn} de K, segue que

Vol(σK(OK)) = 2−r2 |Disc(K)|
1
2 ,

pois Disc(K) = det(σi(xj))
2. Pelo Teorema 1.1.11, existem uma base integral

{w1, . . . , wn} de K e inteiros não-nulos a1, . . . , an, tais que {a1w1, . . . , anwn} é uma

Z-base de M. Logo,

Vol(σK(M)) = 2−r2 | det(σi(ajwj))| = 2−r2 |a1 . . . an| | det(σi(wj))|.

Porém, pela Proposição 1.1.17, temos que [OK : M] = |a1 . . . an|. Portanto,

Vol(σK(M)) = 2−r2 |Disc(K)|
1
2 [OK : M] = Vol(σK(OK))[OK : M].

Seja M ⊆ OK um Z-módulo livre de posto n. Segue do Corolário 1.2.6 que a

densidade de centro do reticulado algébrico σK(M) é dada por

δ(σK(M)) =
2r2ρn

|Disc(K)| 12 [OK : M]
, (1.1)

onde ρ = 1
2
min{|σK(x)|; x ∈ M, x ̸= 0} e

|σK(x)|2 =

{
TrK/Q(x

2) , se K é totalmente real;
1
2
TrK/Q(xx̄) , se K é totalmente imaginário.

Vide [2], pág. 225. Note que se K/Q é galoisiana então K é, necessariamente,

totalmente real ou totalmente imaginário. Em particular, quando n é impar temos

que K é totalmente real; vide Observação 1.1.1.

Observação 1.2.1. Sejam K totalmente real e {w1, . . . , wn} uma base integral de K. A

matriz (σi(wj))
n
i,j=1 é geradora do reticulado algébrico σK(OK). Desse modo, a matriz

de Gram associada é dada pela forma traço canônica de K, com respeito a essa base,

isto é,

G = (TrK/Q(wiwj))
n
i,j=1.

Nesse caso, o determinante det(σK(OK)) = Disc(K).
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1.3 Base Normal Integral de uma Extensão Abeliana

Nesta seção descrevemos uma base normal integral para os corpos de números abelianos

contidos em Q(ζn), quando n é um inteiro positivo ı́mpar livre de quadrados, ou seja,

n = p1 . . . ps, onde p1, . . . , ps são primos ı́mpares distintos. Em particular, tais condições

são satisfeitas pelo condutor de uma p-extensão abeliana L, quando p é um primo ı́mpar

não ramificado, vide Proposição 2.1.2. Isto garante a existência de uma base normal

integral para L, com a qual geramos o anel de inteiros OL na Seção 2.2.

Proposição 1.3.1. Se n é um inteiro positivo ı́mpar livre de quadrados, então

TrQ(ζn)/Q(ζn) = (−1)s.

Demonstração. Temos que n = p1 . . . ps, onde p1, . . . , ps são primos ı́mpares distintos.

Faremos a prova por indução sobre s. O caso s = 1 segue do fato de que xp1−1 +

xp1−2 + · · · + 1 é o polinômio minimal de ζn sobre Q. Suponha agora que a asserção

seja verdadeira para q = p1 . . . ps−1. Afirmamos que ela é verdadeira para n = qps. De

fato,

TrQ(ζn)/Q(ζqps) = TrQ(ζq)/Q(TrQ(ζn)/Q(ζq)(ζqζps)) = TrQ(ζq)/Q(ζqTrQ(ζn)/Q(ζq)(ζps))

= (−1)TrQ(ζq)/Q(ζq) = (−1)s.

Proposição 1.3.2. Se K é um subcorpo de Q(ζn) e t = TrQ(ζn)/K(ζn), então K = Q(t).

Demonstração. É claro que Q(t) ⊆ K. Então, pela Proposição 1.3.1, segue que

(−1)s = TrQ(ζn)/Q(ζn) = TrQ(t)/Q(TrK/Q(t)(TrQ(ζn)/K(ζn))) = TrQ(t)/Q(TrK/Q(t)(t))

= TrQ(t)/Q([K : Q(t)]t) = [K : Q(t)]TrQ(t)/Q(t).

Porém, [K : Q(t)] e TrQ(t)/Q(t) são inteiros. Logo, [K : Q(t)] = 1.

O Teorema 1.1.15 apresenta uma base integral de Q(ζn). Alternativamente, no

seguinte lema descrevemos uma base normal integral de Q(ζn).

Lema 1.3.3. O conjunto

{ζ in ; i = 1, . . . , n, mdc(i, n) = 1}

é uma base normal integral do corpo ciclotômico Q(ζn).
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Demonstração. Por indução sobre s. Quando s = 1, temos que ζp1 é raiz do polinômio

minimal xp1−1+xp1−2+ · · ·+1 e {1, ζp1 , . . . , ζp−2
p1

} é uma base integral de Q(ζp1). Logo,

{ζp1 , ζ2p1 , . . . , ζ
p−1
p1

} também o é. Suponhamos, agora, que

{ζ in/ps ; i = 1, . . . , n/ps, mdc(i, n/ps) = 1}

seja uma base integral de Q(ζn/ps). Como Q(ζn/ps) e Q(ζps) são linearmente disjuntos

e Q(ζn) = Q(ζn/ps)Q(ζps), então uma base integral de Q(ζn) é dada por

B = {ζ in/psζ
j
ps ; i = 1, . . . , n/ps, j = 1, . . . , ps − 1, mdc(i, n/ps) = 1}.

Note que, ζ in/psζ
j
ps = ζ ipsn ζ

j n
ps

n = ζ
ips+j n

ps
n . Porém, mdc(ips + j n

ps
, n) = 1 e B tem

cardinalidade ϕ( n
ps
)ϕ(ps) = ϕ(n), pois ips + j n

ps
≡ i′ps + j′ n

ps
(mod n) implica i = i′ e

j = j′. Portanto, B = {ζ in ; i = 1, . . . , n, mdc(i, n) = 1}.

Teorema 1.3.4. Se K é um subcorpo de Q(ζn), [K : Q] = r e Gal(K/Q) = {θ1, . . . , θr},
então

{θ1(t), . . . , θr(t)}

é uma base normal integral de K, cujo gerador é t = TrQ(ζn)/K(ζn).

Demonstração. Temos que θi = σui
|L, para cada i = 1, . . . , r, onde σui

∈ Gal(Q(ζn)/Q).

Seja, então, Gal(Q(ζn)/K) = {σvj ; j = 1, . . . , q} onde q = ϕ(n)/r. Logo,

Gal(Q(ζn)/Q) = {σui
◦ σvj ; i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , q}.

De fato, se σui1
◦ σvj1

= σui2
◦ σvj2

, então σ−1
ui1

◦ σui2
= σvj1

◦ σ−1
vj2

∈ Gal(Q(ζn)/K), o

que implica σ−1
ui1

◦ σui2
|K = Id, isto é, σui1

|K = σui2
|K donde i1 = i2. Assim, também

j1 = j2.

Seja x ∈ OK. É claro que x ∈ OQ(ζn). Assim, do Lema 1.3.3 temos que

x =
n∑

k=1
(k,n)=1

akζ
k
n

=
r∑

i=1

q∑
j=1

aui,vj(σui
◦ σvj)(ζn)

= σu1

(
q∑

j=1

au1,vjσvj(ζn)

)
+ · · ·+ σur

(
q∑

j=1

aur,vjσvj(ζn)

)
.

Afirmamos que aui,v1 = aui,vj , para i = 1, . . . , r e j = 1, . . . , q. De fato, dado σvj ∈
Gal(Q(ζn)/K), existe ℓ ∈ {1, . . . , q} tal que σvℓ◦σv1 = σvj . Assim, como σvℓ(x) = x ∈ K
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segue, da unicidade da representação de x na base integral, que aui,v1 = aui,vj para cada

i = 1, . . . , r. Logo, x = au1,v1σu1(t) + · · · + aur,v1σur(t). Além disso, a independência

linear de {ζ in ; i = 1, . . . , n, mdc(i, n) = 1} sobre Z implica que {σu1(t), . . . , σur(t)}
também o é.

O Lema 1.3.3 e o Teorema 1.3.4 compõem uma demonstração alternativa para a

rećıproca do Teorema de Hilbert-Speiser, o qual diz que uma extensão abeliana finita

K/Q tem uma base normal integral se, e somente se, o condutor de K é ı́mpar livre de

quadrados; vide [11].
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CAṔITULO 2

Extensões Abelianas de grau p não ramificado

Seja L/Q uma extensão abeliana de grau primo ı́mpar p e condutor n. Na Seção 2.1

vemos que a fatoração de n é determinada segundo a ramificação de p em L, isto é,

pela divisibilidade de n por p, vide Corolário 1.1.29. Todavia, a partir da Seção 2.2

consideramos especialmente o caso em que p é não ramificado. Nesse caso, existe uma

base normal integral para L (vide Seção 1.3), sobre a qual descrevemos as formas traço

canônica e integral de L, em termos de p e n. Na Seção 2.3 desenvolvemos um algoritmo

para encontrar o mı́nimo da forma traço integral restrita a uma classe de Z-módulos

livres contidos em OL. Com isso, obtemos a densidade de centro da imersão canônica

de alguns desses Z-módulos em Rp, nas dimensões p = 3, 5 e 7. Por fim, na Seção

2.4 apresentamos a terminologia dos casos de ramificação e algumas propriedades de L
quando p é ramificado.

2.1 Caracterização e contagem das p-extensões via

condutor

Na Proposição 2.1.1 avaliamos quantos corpos de números de grau p um corpo

ciclotômico contém e, na Proposição 2.1.3, obtemos o número de p-extensões de

condutor n contidas em Q(ζn), quando p não divide n. Estes resultados são

fundamentais no estudo das torres de p-extensões abelianas da Seção 3.1.
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Proposição 2.1.1. Sejam m = pa11 . . . pauu um inteiro positivo e

s = #{pi ; p|ϕ(paii ), i = 1, . . . , u}.

Então, Q(ζm) contém (ps − 1)/(p− 1) extensões de grau p sobre Q.

Demonstração. Uma vez que existe uma relação biuńıvoca entre os subgrupos de ordem

p e os subgrupos de ı́ndice p do grupo abeliano finito Gal(Q(ζm)/Q), é suficiente mostrar

que o grupo

(Z/mZ)∗ ≃ (Z/pa11 Z)∗ × · · · × (Z/pauu Z)∗

contém (ps − 1)/(p − 1) subgrupos de ordem p, isto é, que contém ps − 1 elementos

de ordem p. O grupo (Z/paii Z)∗ é ćıclico de ordem ϕ(paii ), para cada i = 1, . . . , u; vide

Teorema 1.1.4. Assim, se p divide ϕ(paii ), então (Z/paii Z)∗ possui um elemento xi de

ordem p e a equação xp
i = 1 tem p soluções em (Z/paii Z)∗, a saber são elas 1, xi, . . . , x

p−1
i .

Se p não divide ϕ(paii ), então (Z/paii Z)∗ não possui elementos de ordem p e a equação

xp
i = 1 tem somente a solução trivial. Desse modo, a equação (x1, . . . , xu)

p = (1, . . . , 1)

tem ps − 1 soluções não triviais, ou seja, existem ps − 1 elementos de ordem p em

(Z/pa11 Z)∗ × · · · × (Z/pauu Z)∗.

Proposição 2.1.2. Seja L uma p-extensão abeliana de condutor n. Então,

(i) p se ramifica em L se, e somente se, o condutor n = p2p1 . . . ps;

(ii) p não se ramifica em L se, e somente se, o condutor n = p1p2 . . . ps;

onde p1, p2, . . . , ps são primos ı́mpares distintos tais que pi ≡ 1 (mod p), i = 1, . . . , s.

Demonstração. (i) Suponha L ⊆ Q(ζm), onde m = papa11 . . . pauu , com a > 0. Podemos

supor que p1, . . . , ps são os primos na fatoração de m tais que p|ϕ(pi), com s ≤ u.

Se n = p2p1 . . . ps, então Q(ζn) ⊆ Q(ζm) e, pela Proposição 2.1.1, ambos contém o

mesmo número de p-extenões. Logo n = p2p1 . . . ps é o condutor de L. (ii) Suponha

L ⊆ Q(ζm), onde m = pa11 pa22 . . . pauu com pi ̸= p para todo i = 1, . . . , u. Afirmamos que

L ⊆ Q(ζp1...pu). De fato, se fosse L * Q(ζp1...pu), teŕıamos L ∩ Q(ζp1...pu) = Q, o que

implica que [L Q(ζp1...pu) : Q] = p·ϕ(p1 . . . pu) divide ϕ(m), isto é, teŕıamos que p divide

pa1−1
1 . . . pau−1

u . Se p1, . . . , ps são os primos em m tais que p|ϕ(pi), i = 1, . . . s, então

L ⊆ Q(ζp1...ps), pois caso contrário teŕıamos que p divide ϕ(ps+1 . . . pu). As rećıprocas

dos ı́tens (i) e (ii) seguem do Corolário 1.1.29.

A demonstração do ı́tem (ii) da Proposição 2.1.2 é alternativa. Ela pode também

ser feita de maneira análoga ao ı́tem (i), utilizando a Proposição 2.1.1.
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Proposição 2.1.3. Se n = p1 . . . ps, com pi ≡ 1(mod p) para i = 1, . . . , s, então o

corpo ciclotômico Q(ζn) contém (p− 1)s−1 p-extensões de condutor n.

Demonstração. Indução sobre s. O resultado é imediato para s = 1, pois o corpoQ(ζp1)

contém somente uma p-extensão. Suponha a asserção verdadeira para k = 2, . . . , s−1,

isto é, Q(ζpi1pi2 ...pik ) contém (p − 1)k−1 p-extensões de condutor pi1pi2 . . . pik , com 1 ≤
i1 < i2 < . . . < ik ≤ s, para cada k = 2, . . . , s−1. Desse modo, o número de p-extensões

de condutor menor que n contidas em Q(ζn) é

s−1∑
k=1

(
s

k

)
(p− 1)k−1.

Portanto, como Q(ζn) contém (ps−1)/(p−1) p-extensões (veja Proposição 2.1.1), segue

que o número de p-extensões de condutor n é

ps − 1

p− 1
−

s−1∑
k=1

(
s

k

)
(p− 1)k−1 = (p− 1)s−1.

2.2 Forma Traço Integral de uma p-Extensão

Seja p não ramificado em L. Nesse caso, o condutor de L é da forma n = p1 . . . ps, onde

p1, . . . , ps são primos ı́mpares distintos, com pi ≡ 1 (mod p), para i = 1, . . . , s; vide

Proposição 2.1.2. Desse modo, se θ é um gerador de Gal(L/Q), então, pelo Teorema

1.3.4, o conjunto

{t, θ(t), . . . , θp−1(t)}

é uma base normal integral de L, gerada pelo elemento t = TrQ(ζn)/L(ζn). Nesta

seção, temos como objetivo exibir uma expressão para a forma traço integral TrL/Q(x
2),

x ∈ OL, com respeito a tal base. Note que L é totalmente real, |Disc(L)| = np−1 e

p1, . . . , ps são os primos que se ramificam em L (vide Observação 1.1.1, Proposição

1.1.21 e Corolário 1.1.29).

Dado x =

p−1∑
i=0

aiθ
i(t) ∈ OL, temos que x2 =

∑p−1
i,j=0 aiajθ

i(t)θj(t). Porém,

TrL/Q(θ
i(t)θj(t)) = TrL/Q(tθ

i−j(t)),

com i, j = 0, 1, . . . , p− 1. Desse modo,

TrL/Q(x
2) =

p−1∑
i,j=0

aiajTrL/Q(t θ
i−j(t)).
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Sendo assim, a forma traço canônica de L pode ser expressa em função de TrL/Q(t θ
k(t)),

com k = 0, 1, . . . , p− 1, a qual apresentamos explicitamente no Teorema 2.2.2.

Seja H o subgrupo de Gal(Q(ζn)/Q) que fixa L. Uma vez que

Gal(Q(ζn)/Q) ≃ (Z/nZ)∗ ≃ (Z/p1Z)∗ × · · · × (Z/psZ)∗,

os elementos de H serão representados como s-uplas em (Z/p1Z)∗ × · · · × (Z/psZ)∗.

Lema 2.2.1. Sejam α = (α1, ..., αs) ∈ H, 1 ≤ q < s e Π : H −→ (Z/pj1Z)∗ × · · · ×
(Z/pjqZ)∗ a projeção definida por Π(α) = (αj1 , . . . , αjq), com 1 ≤ j1 < . . . < jq ≤ s.

Então

|Ker Π| =
∏r

ℓ=1(piℓ − 1)

p
,

onde 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ s são as coordenadas de α distintas dos j1, . . . , jq.

Demonstração. Sejam Z = (Z/pj1Z)∗ × · · · × (Z/pjqZ)∗ e Zc = (Z/pi1Z)∗ × · · · ×
(Z/pirZ)∗. Assim,

H ≤ Π(H)× Zc ≤ (Z/nZ)∗.

Porém, H tem ı́ndice p em (Z/nZ)∗. Logo, Π(H)×Zc = H ou Π(H)×Zc = (Z/nZ)∗. A
primeira não é posśıvel, pois H teria Zc como fator, o que contraria L ter condutor cheio.

Desse modo, Π é um homomorfismo sobrejetivo, ou seja, H/Ker Π ≃ Z. Portanto,

|Ker Π| = ϕ(n)/p

(pj1 − 1) . . . (pjq − 1)
=

∏r
ℓ=1(piℓ − 1)

p
.

Dado z ∈ Π(H), temos que Π−1(z) é uma classe lateral de Ker Π em H, a saber,

Π−1(z) = α(Ker Π), onde z = Π(α). Logo, |Π−1(z)| = |Ker Π|. Quando conveniente,

denotaremos qi = pi − 1, para todo i = 1, . . . , s, e

Ai1,...,ir =
(pi1 − 1) . . . (pir − 1)

p
=

qi1 . . . qir
p

,

com 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ s.

Teorema 2.2.2. Se θ é um gerador de Gal(L/Q) e t = TrQ(ζn)/L(ζn), então

TrL/Q(t θ
k(t)) =

{
n− (n−1

p
) , se k = 0

−(n−1
p
) , se k ̸= 0 ,

com k = 0, 1, . . . , p− 1.
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Demonstração. Se h = ϕ(n)/p, então TrL/Q(t θ
k(t)) = 1

h
TrQ(ζn)/Q(t θ

k(t)). Trabalha-

mos com o traço sobre Q(ζn)/Q. Temos que θ = σr|L, para algum σr ∈ Gal(Q(ζn)/Q),

tal que σr(ζn) = ζrn. Logo,

t θk(t) =
∑
α,β∈H

ζα+βrk

n .

Porém, pondo d = n
p1

+ · · · + n
ps
, temos ζdn = ζp1 . . . ζps . Assim, ζα+βrk

n é ráız n-ésima

primitiva da unidade se, e somente se, ζ
d(α+βrk)
n = ζα+βrk

p1
. . . ζα+βrk

ps também o é, pois

mdc(d, n) = 1. Deste modo,

TrQ(ζn)/Q(t θ
k(t)) =

∑
α,β∈H

TrQ(ζn)/Q(ζ
α+βrk

n ) =
∑
α,β∈H

TrQ(ζn)/Q(ζ
α+βrk

p1
. . . ζα+βrk

ps ).

Denotamos α = (α1, . . . , αs), β = (β1, . . . , βs) ∈ H e r = (r1, . . . , rs) ∈ (Z/nZ)∗. Temos

que α+ βrk (mod pi) = αi + βir
k
i . Assim,

TrQ(ζn)/Q(t θ
k(t)) =

∑
α,β∈H

TrQ(ζn)/Q(ζ
α1+β1rk1
p1

. . . ζαs+βsrks
ps ).

Mas,

TrQ(ζn)/Q(ζ
α1+β1rk1
p1

. . . ζαs+βsrks
ps ) = TrQ(ζn/p1

)/Q(TrQ(ζn)/Q(ζn/p1
)(ζ

α1+β1rk1
p1

. . . ζαs+βsrks
ps )),

em que,

TrQ(ζn)/Q(ζn/p1
)(ζ

α1+β1rk1
p1

. . . ζαs+βsrks
ps ) = (ζα2+β2rk2

p2
. . . ζαs+βsrks

ps )TrQ(ζp1 )/Q(ζ
α1+β1rk1
p1

).

Logo,

TrQ(ζn)/Q(t θ
k(t)) =

∑
α,β∈H

TrQ(ζp1 )/Q(ζ
α1+β1rk1
p1

)TrQ(ζn/p1
)/Q(ζ

α2+β2rk2
p2

. . . ζαs+βsrks
ps )

=
∑
α,β∈H

TrQ(ζp1 )/Q(ζ
α1+β1rk1
p1

) . . .TrQ(ζps )/Q(ζ
αs+βsrks
ps ), (∗)

onde

TrQ(ζpi )/Q(ζ
αi+βir

k
i

pi ) =

{
pi − 1 , se αi + βir

k
i = 0

−1 , se αi + βir
k
i ̸= 0 ,

para cada i = 1, . . . , s.

No que segue, a prova será dividida em dois casos, a saber, k = 0 e k = 1, . . . , p−1.

Caso (i): k = 0. Seja α = (α1, . . . , αs) ∈ H fixo. A extensão L/Q é galoisiana

de grau ı́mpar, logo é totalmente real. Assim, a conjugação complexa pertence a H e,

portanto, (−1, ...,−1) ∈ H. Logo, β = (−α1, . . . ,−αs) ∈ H. Além disso, β é o único
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elemento de H tal que α+β = 0, pois H ≤ (Z/nZ)∗ ⊆ Z/nZ. Sendo assim, αi+βi = 0

para todo i = 1, . . . , s. Logo,

TrQ(ζp1)/Q(ζ
α1+β1
p1

) . . .TrQ(ζps )/Q(ζ
αs+βs
ps ) = (p1 − 1) . . . (ps − 1) = ϕ(n).

Nesse caso, h = |H| parcelas são iguais a ϕ(n) em (∗). Então, a soma das parcelas

correspondentes aos pares α, β ∈ H tais que αi + βi = 0, para todo i = 1, . . . , s, é igual

a T0 = hϕ(n).

Pelo Lema 2.2.1, para cada i1 = 1, . . . , s, existem Si1 = Ai1 − 1 =
qi1
p
− 1 elementos

β = (β1, . . . , βs) ∈ H, tais que βi = −αi para todo i ̸= i1 e αi1 + βi1 ̸= 0. Nesse caso,

a parcela TrQ(ζp1 )/Q(ζ
α1+β1
p1

) . . .TrQ(ζps )/Q(ζ
αs+βs
ps ) em (∗) correspondente ao par α, β é

igual a −ϕ(n)
qi1

. Logo, a soma destas parcelas é igual a

T1 = −h

s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1
Si1

= −h
s∑

i1=1

ϕ(n)

qi1

(
qi1
p

− 1

)

= −h

(
1

p

(
s

s− 1

)
ϕ(n)−

s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1

)
.

De maneira análoga, existem Si1,i2 = Ai1,i2 − Si1 − Si2 − 1 = Ai1,i2 − Ai1 − Ai2 + 1

elementos β = (β1, . . . , βs) ∈ H, tais que βi = −αi para todo i ̸= i1, i2, onde αi1 +βi1 ̸=
0 e αi2 + βi2 ̸= 0, para i1, i2 = 1, . . . , s, com i1 < i2. Nesse caso, a parcela em (∗) é

igual a ϕ(n)
qi1qi2

, e a soma destas é dada por

T2 = h
∑
i1<i2

ϕ(n)

qi1qi2
Si1,i2

= h

(∑
i1<i2

ϕ(n)

qi1qi2

(qi1qi2 − qi1 − qi2)

p
+
∑
i1<i2

ϕ(n)

qi1qi2

)

= h

[
1

p

((
s

s− 2

)
ϕ(n)−

(
s− 1

s− 2

) s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1

)
+
∑
i1<i2

ϕ(n)

qi1qi2

]
.

Em geral, o caso em que u coordenadas αi+βi são não-nulas, para cada u = 1, . . . , s,

é caracterizado da seguinte maneira: Existem

Si1,...,iu = Ai1,...,iu −
∑

1≤ℓ1<...<ℓu−1≤u

Siℓ1 ,...,iℓu−1
− · · · −

∑
1≤ℓ1<ℓ2≤u

Siℓ1 ,iℓ2
−

u∑
ℓ=1

Siℓ − 1

= Ai1,...,iu −
∑

1≤ℓ1<...<ℓu−1≤u

Aiℓ1 ,...,iℓu−1
+ · · ·+ (−1)u−1

u∑
ℓ=1

Aiℓ + (−1)u

37



elementos β = (β1, . . . , βs) ∈ H, tais que βi = −αi para todo i ̸= i1, . . . , iu e αiℓ+βiℓ ̸= 0

para todo ℓ = 1, . . . , u. Nesse caso, cada parcela em (∗) é igual a

(−1)uϕ(n)

qi1qi2 . . . qiu

e a respectiva soma é dada por

Tu = (−1)uh
∑

i1<...<iu

ϕ(n)

qi1 . . . qiu
Si1,...,iu

= (−1)uh
∑

i1<...<iu

ϕ(n)

qi1 . . . qiu

(
qi1 . . . qiu − (qi1 . . . qiu−1 + · · ·+ qi2 . . . qiu) + · · ·

p

· · ·+ (−1)u−2(qi1qi2 + · · ·+ qiu−1qiu) + (−1)u−1(qi1 + · · ·+ qiu)

p
+ (−1)u

)

= (−1)uh

[
1

p

((
s

s− u

)
ϕ(n)−

(
s− 1

s− u

) s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1
+ · · ·

· · ·+ (−1)u−1

(
s− (u− 1)

s− u

) ∑
i1<...<iu−1

ϕ(n)

qi1 . . . qiu−1

)
+(−1)u

∑
i1<...<iu

ϕ(n)

qi1 . . . qiu

]
.

Desse modo,

TrQ(ζn)/Q(t
2) = T0 + T1 + T2 + · · ·+ Ts−1 + Ts

= hϕ(n)− h

(
1

p

(
s

s− 1

)
ϕ(n)−

s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1

)

+h

[
1

p

((
s

s− 2

)
ϕ(n)−

(
s− 1

s− 2

) s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1

)
+
∑
i1<i2

ϕ(n)

qi1qi2

]
− · · ·

+(−1)s−1h

[
1

p

((
s

1

)
ϕ(n)−

(
s− 1

1

) s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1
+ · · ·

· · ·+ (−1)s−2

(
2

1

) ∑
i1<...<is−2

ϕ(n)

qi1 . . . qis−2

)
+(−1)s−1

∑
i1<...<is−1

ϕ(n)

qi1 . . . qis−1

]

+(−1)sh

[
1

p

((
s

0

)
ϕ(n)−

(
s− 1

0

) s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1
+ · · ·

· · ·+ (−1)s−1

(
1

0

) ∑
i1<...<is−1

ϕ(n)

qi1 . . . qis−1

)
+(−1)s

]
.
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Assim, TrQ(ζn)/Q(t
2) é igual a

h

[(
1 +

−
(

s
s−1

)
+
(

s
s−2

)
− · · ·+ (−1)s−1

(
s
1

)
+ (−1)s

(
s
0

)
p

)
ϕ(n)

+

(
1 +

−
(
s−1
s−2

)
+
(
s−1
s−3

)
− · · ·+ (−1)s−2

(
s−1
1

)
+ (−1)s−1

(
s−1
0

)
p

)
s∑

i1=1

ϕ(n)

qi1
+ · · ·

+

(
1 +

−
(
2
1

)
+
(
2
0

)
p

) ∑
i1<...<is−2

ϕ(n)

qi1 . . . qis−2

+

(
1−

(
1
0

)
p

) ∑
i1<...<is−1

ϕ(n)

qi1 . . . qis−1

+ 1

]
.

Porém,

−
(

u

u− 1

)
+

(
u

u− 2

)
− · · ·+ (−1)u−1

(
u

1

)
+ (−1)u

(
u

0

)
= −1,

para todo u = 1, . . . , s. Logo, TrQ(ζn)/Q(t
2) é igual a

h

[(
1− 1

p

)ϕ(n) +
s∑

i1=1

ϕ(n)

qi1
+
∑
i1<i2

ϕ(n)

qi1qi2
+ · · ·+

∑
i1<...<is−1

ϕ(n)

qi1 . . . qis−1

+ 1

]
.

No entanto,

n = p1p2 . . . ps = (q1 + 1)(q2 + 1) . . . (qs + 1)

= ϕ(n) +
∑

i1<...<is−1

qi1 . . . qis−1 + · · ·+
∑
i1<i2

qi1qi2 +
s∑

i1=1

qi1 + 1

= ϕ(n) +
s∑

i1=1

ϕ(n)

qi1
+
∑
i1<i2

ϕ(n)

qi1qi2
+ · · ·+

∑
i1<...<is−1

ϕ(n)

qi1 . . . qis−1

+ 1.

Portanto,

TrL/Q(t
2) =

1

h
TrQ(ζn)/Q(t

2) =
(p− 1)(n− 1)

p
+ 1 = n−

(
n− 1

p

)
.

Caso (ii): k ̸= 0. Como no caso anterior, seja α = (α1, . . . , αs) ∈ H fixo.

Afirmamos que α + βrk ̸= 0, para todo β ∈ H. De fato, se β ∈ H é tal que

α + βrk = 0, então α = −βrk ∈ rkH, pois −1 ∈ H. Por outro lado, denotando

G = Gal(Q(ζn)/Q), temos que G/H ≃ Gal(L/Q). Logo, G = H ∪ σrH ∪ . . . ∪ σrp−1H,

isto é, (Z/nZ)∗ = H ∪ rH ∪ . . . ∪ rp−1H é uma união de classes laterais disjuntas.

Desse modo, α ̸∈ H, o que é uma contradição. Portanto, a soma T0 das parcelas

TrQ(ζp1 )/Q(ζ
α1+β1rk1
p1 ) . . .TrQ(ζps )/Q(ζ

αs+βsrks
ps ) em (∗) correspondentes aos pares α, β ∈ H

tais que αi + βir
k
i = 0, para todo i = 1, . . . , s, é nula. Logo, T0 = 0.
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Uma vez que −αr−k = (−α1r
−k
1 , . . . ,−αsr

−k
s ) ∈ (Z/p1Z)∗×. . .×(Z/psZ)∗, segue do

Lema 2.2.1 que, para cada i1 = 1, . . . , s, existem Ai1 =
qi1
p

elementos β = (β1, . . . , βs) ∈
H, tais que βi = −αir

−k
i para todo i ̸= i1. Sendo assim, αi+βir

k
i = 0, para todo i ̸= i1.

Além disso, αi1 + βi1r
k
i1
̸= 0, pois α+ βrk ̸= 0. Nesse caso, a parcela

TrQ(ζp1 )/Q(ζ
α1+β1rk1
p1

) . . .TrQ(ζps )/Q(ζ
αs+βsrks
ps )

em (∗) correspondente ao par α, β é igual a −ϕ(n)
qi1

. Logo, a soma destas parcelas é igual

a

T1 = −h
s∑

i1=1

ϕ(n)

qi1
Ai1 = −h

s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1

(
qi1
p

)
= −h

p

(
s

s− 1

)
ϕ(n).

Analogamente, existem Si1,i2 = Ai1,i2 − Ai1 − Ai2 elementos β = (β1, . . . , βs) ∈ H,

tais que βi = −αir
−k
i para todo i ̸= i1, i2, onde αi1 + βi1r

k
i1
̸= 0 e αi2 + βi2r

k
i2
̸= 0, para

i1, i2 = 1, . . . , s, com i1 < i2. Nesse caso, a parcela em (∗) é igual a ϕ(n)
qi1qi2

, e a soma

destas é dada por

T2 = h
∑
i1<i2

ϕ(n)

qi1qi2
Si1,i2

= h
∑
i1<i2

ϕ(n)

qi1qi2

(qi1qi2 − qi1 − qi2)

p

=
h

p

((
s

s− 2

)
ϕ(n)−

(
s− 1

s− 2

) s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1

)
.

Quando u coordenadas αi + βir
k
i são não-nulas, para cada u = 1, . . . , s, existem

Si1,...,iu = Ai1,...,iu −
∑

1≤ℓ1<...<ℓu−1≤u

Siℓ1 ,...,iℓu−1
− · · · −

∑
1≤ℓ1<ℓ2≤u

Siℓ1 ,iℓ2
−

u∑
ℓ=1

Siℓ

=
qi1 . . . qiu

p
−

∑
1≤ℓ1<...<ℓu−1≤u

qiℓ1 . . . qiℓu−1

p
+ · · ·+ (−1)u−1

u∑
ℓ=1

qiℓ
p

elementos β = (β1, . . . , βs) ∈ H, tais que βi = −αir
−k
i para todo i ̸= i1, . . . , iu e

αiℓ + βiℓr
−k
iℓ

̸= 0 para todo ℓ = 1, . . . , u. Nesse caso, cada parcela em (∗) é igual a

(−1)uϕ(n)

qi1qi2 . . . qiu

e a respectiva soma é dada por

Tu = (−1)uh
∑

i1<...<iu

ϕ(n)

qi1 . . . qiu
Si1,...iu .
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Logo,

Tu = (−1)u
h

p

((
s

s− u

)
ϕ(n)−

(
s− 1

s− u

) s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1
+ · · ·

+(−1)u−1

(
s− (u− 1)

s− u

) ∑
i1<...<iu−1

ϕ(n)

qi1 . . . qiu−1

)
.

Sendo assim, TrQ(ζn)/Q(t θ
k(t)) = T1 + T2 + · · ·+ Ts−1 + Ts, isto é,

TrQ(ζn)/Q(t θ
k(t)) = −h

p

(
s

s− 1

)
ϕ(n) +

h

p

((
s

s− 2

)
ϕ(n)−

(
s− 1

s− 2

) s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1

)
+ · · ·

+(−1)s−1h

p

((
s

1

)
ϕ(n)−

(
s− 1

1

) s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1
+ · · ·+ (−1)s−2

(
2

1

) ∑
i1<...<is−2

ϕ(n)

qi1 . . . qis−2

)

+(−1)s
h

p

((
s

0

)
ϕ(n)−

(
s− 1

0

) s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1
+ · · ·+ (−1)s−1

(
1

0

) ∑
i1<...<is−1

ϕ(n)

qi1 . . . qis−1

)
.

Desse modo, TrQ(ζn)/Q(t θ
k(t)) é igual a

h

p

[(
−
(

s

s− 1

)
+

(
s

s− 2

)
− · · ·+ (−1)s−1

(
s

1

)
+ (−1)s

(
s

0

))
ϕ(n)

+

(
−
(
s− 1

s− 2

)
+ · · ·+ (−1)s−2

(
s− 1

1

)
+ (−1)s−1

(
s− 1

0

)) s∑
i1=1

ϕ(n)

qi1
+ · · ·

+

(
−
(
2

1

)
+

(
2

0

)) ∑
i1<...<is−2

ϕ(n)

qi1 . . . qis−2

−
(
1

0

) ∑
i1<...<is−1

ϕ(n)

qi1 . . . qis−1

]

= −h

p

ϕ(n) +
s∑

i1=1

ϕ(n)

qi1
+
∑
i1<i2

ϕ(n)

qi1qi2
+ · · ·+

∑
i1<...<is−1

ϕ(n)

qi1 . . . qis−1

 .

No entanto,

ϕ(n) +
s∑

i1=1

ϕ(n)

qi1
+
∑
i1<i2

ϕ(n)

qi1qi2
+ · · ·+

∑
i1<...<is−1

ϕ(n)

qi1 . . . qis−1

= n− 1.

Portanto,

TrL/Q(t θ
k(t)) =

1

h
TrQ(ζn)/Q(t θ

k(t)) = −
(
n− 1

p

)
.
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Pelo Teorema 2.2.2, a matriz de Gram G = (gij) do reticulado algébrico σL(OL),

com respeito à base {σL(t), σL(θ(t)), . . . , σL(θ
p−1(t))} ⊂ Rp, é dada por

gij =

{
n− (n−1

p
) , se i = j

−(n−1
p
) , se i ̸= j ,

com i, j = 1, . . . , p. Nesse caso, |det(G)| = |Disc(L)| = np−1; vide Observação 1.2.1.

Com as notações do Teorema 2.2.2 descrevemos a forma traço sobre o quadrado de

um elemento arbitrário do anel de inteiros OL, isto é, a forma traço integral de L:

Corolário 2.2.3. Se x =

p−1∑
i=0

aiθ
i(t) ∈ OL, então

TrL/Q(x
2) = n

(
p−1∑
i=0

a2i

)
− n− 1

p

(
p−1∑
i=0

ai

)2

. (2.1)

Demonstração. De fato, segue do Teorema 2.2.2 que

TrL/Q(x
2) =

p−1∑
i,j=0

aiajTrL/Q(tθ
i−j(t)) =

p−1∑
i=0

a2iTrL/Q(t
2) +

p−1∑
i,j=0
i̸=j

aiajTrL/Q(tθ
i−j(t))

=

(
n− n− 1

p

)(p−1∑
i=0

a2i

)
− 2

(
n− 1

p

) p−1∑
i,j=0
i<j

aiaj


= n

(
p−1∑
i=0

a2i

)
− n− 1

p

(
p−1∑
i=0

ai

)2

.

2.3 Mı́nimo da Forma Traço de uma p-Extensão

Considere as mesmas notações da Seção 2.2. Nesta seção, descrevemos um algoritmo

para encontrar o mı́nimo da forma traço integral TrL/Q(x
2), dada pelo Corolário 2.2.3,

restrita ao Z-módulo livre

Mm := {a0t+a1θ(t)+· · ·+ap−1θ
p−1(t) ∈ OL ; a0+a1+· · ·+ap−1 ≡ 0 (mod m)}, (2.2)

onde m é um inteiro positivo. Por fim, apresentamos a densidade de centro do reticu-

lado algébrico σL(Mm), para alguns valores de m e n, nas dimensões 3, 5 e 7.
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Primeiramente, considere o caso m = 1, ou seja, M1 = OL. Temos que

TrL/Q(x
2) ≥ pNL/Q(x

2)
1
p ≥ p

para todo x ∈ OL, com x ̸= 0. Porém, TrL/Q(1) = p. Logo, o mı́nimo de TrL/Q(x
2),

com x ∈ OL�{0}, é igual a p.

Considere m > 1. Para cada par (i, j), com i, j ∈ {0, 1, . . . , p−1} e i ̸= j, definimos

τij : Zp −→ Zp

(a0, . . . , ap−1) 7−→ (b0, . . . , bp−1)
onde bk =


ai − 1 , se k = i

aj + 1 , se k = j

ak , caso contrário .

Se a = (a0, . . . , ap−1), b = (b0, . . . , bp−1) ∈ Zp são tais que τij(a) = b, então

p−1∑
k=0

ak =

p−1∑
k=0

bk .

Reciprocamente, se é válida a última igualdade, então existe uma composição de τij’s

que aplica a em b. Para cada a = (a0, . . . , ap−1) ∈ Zp, a soma
∑p−1

k=0 a
2
k será denotada

por ||a||2.

Proposição 2.3.1. Sejam a = (a0, . . . , ap−1), b = (b0, . . . , bp−1) ∈ Zp tais que τij(a) =

b. Então, ||a||2 > ||b||2 se, e somente se, ai − aj > 1.

Demonstração. De fato, ||a||2 > ||b||2 ⇐⇒ a2i +a2j > (ai− 1)2+(aj +1)2 ⇐⇒ ai−aj >

1.

Definimos a órbita de um elemento a = (a0, . . . , ap−1) ∈ Zp como sendo o conjunto

O(a) =

{
(b0, . . . , bp−1) ∈ Zp ;

p−1∑
k=0

bk =

p−1∑
k=0

ak

}
.

Analogamente, definimos a órbita de x = a0t+ a1θ(t) + · · ·+ ap−1θ
p−1(t) ∈ OL por

O(x) =

{
b0t+ b1θ(t) + · · ·+ bp−1θ

p−1(t) ∈ OL ;

p−1∑
k=0

bk =

p−1∑
k=0

ak

}
.

Lema 2.3.2. Sejam a = (a0, . . . , ap−1) ∈ Zp e S = a0 + · · · + ap−1 > 0. Se q e r são,

respectivamente, o quociente e o resto da divisão de S por p, então

min
b∈O(a)

||b||2 = pq2 + 2rq + r.

Além disso, esse mı́nimo é atingido exatamente nos elementos b de Zp tais que r

entradas são iguais a q + 1 e p− r entradas são iguais a q.
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Demonstração. Como ||b||2 > 0, para todo b ∈ O(a), segue que existe b = (b0, . . . , bp−1)

pertencente à órbita de a tal que

||b||2 = min
b∈O(a)

||b||2.

Assim, b0 + · · · + bp−1 = pq + r > 0 e, pela Proposição 2.3.1, quaisquer duas entradas

de b satisfazem |bi − bj| ≤ 1. Desse modo, b deve ser uma permutação

(q + 1, . . . , q + 1, q, . . . , q),

onde o número de entradas iguais a q+1 é r e de entradas iguais a q é p− r. Portanto,

||b||2 = pq2 + 2rq + r.

Para cada x = a0t + a1θ(t) + · · · + ap−1θ
p−1(t) ∈ OL, denotamos S = S(x) =

a0 + · · ·+ ap−1 e

M(S) = min
y ∈O(x)

TrL/Q(y
2).

Teorema 2.3.3. Sejam x = a0t + a1θ(t) + · · · + ap−1θ
p−1(t) ∈ OL e S = S(x) =

a0 + · · ·+ ap−1 > 0. Se q é o quociente e r o resto da divisão de S por p, então

M(S) = pq2 + 2rq + nr − n− 1

p
r2. (2.3)

Demonstração. Pelo Corolário 2.2.3, para cada y = b0t + b1θ(t) + · · · + bp−1θ
p−1(t) ∈

O(x), temos que

TrL/Q(y
2) = n||b||2 − n− 1

p
S2,

onde b = (b0, . . . , bp−1) ∈ Zp. Portanto, segue do Lema 2.3.2 que

min
y ∈O(x)

TrL/Q(y
2) = n(pq2 + 2rq + r)− n− 1

p
(pq + r)2

= pq2 + 2rq + nr − n− 1

p
r2.

Corolário 2.3.4. Considere as mesmas hipóteses do Teorema 2.3.3. Se p divide S,

então

M(S) = min{2n, S2/p}.

Demonstração. Suponha S = 0. Pelo Corolário 2.2.3, o mı́nimo de TrL/Q(y
2), para y

não nulo pertencente à órbita de zero, é igual a 2n. A saber, ele é atingido no elemento

y = b0t+ b1θ(t)+ . . .+ bp−1θ
p−1(t), com (b0, b1, . . . , bp−1) = (1,−1, 0, . . . , 0), ou uma de

suas permutações. Suponha, agora, S > 0. Temos que S = pq, isto é, q = S/p e r = 0.

Logo, o resultado segue do Teorema 2.3.3.
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Teorema 2.3.5. Sejam m um inteiro positivo e

M∗ = min
x∈Mm

x̸=0

TrL/Q(x
2). (2.4)

(i) Se p |m, então M∗ = min{2n,m2/p}.

(ii) Se p ̸ |m, então M∗ = min{2n,M(m), . . . ,M(pm)}.

Demonstração. Observe que

M∗ = min
j∈Z

M(jm).

Suponhamos que p divide m. Pelo Corolário 2.3.4, se j = 0, então M(jm) = 2n e , se

for j ̸= 0, teremos

M(jm) = min
j ̸=0

(jm)2

p
=

m2

p
.

Suponha, agora, que p não divide m. Para j = 0, ainda é válido M(jm) = 2n, pois

p divide jm = 0. Consideremos j ̸= 0. Temos que {jm ; j = 1, . . . , p} é um conjunto

completo de reśıduos módulo p e a expressão no lado direito em (2.3) é uma função

estritamente crescente de q. Portanto,

min{M(jm) ; j ∈ Z∗} = min{M(m),M(2m), . . . ,M(pm)}.

Os Teoremas 2.3.3 e 2.3.5 fornecem o mı́nimo M∗ do traço TrL/Q(x
2), com x ̸= 0,

restrito ao Z-módulo livre Mm. Para determinar em quais elementos esse mı́nimo

é atingido, utilizamos as demonstrações do Lema 2.3.2 e do Corolário 2.3.4. Mais

precisamente, quando M∗ = 2n, esse mı́nimo é atingido nos elementos

x = a0t+ a1θ(t) + · · ·+ ap−1θ
p−1(t) ∈ OL,

tais que (a0, a1, . . . , ap−2) = (1,−1, 0, . . . , 0), ou uma de suas permutações. Se p|m
e M∗ = m2/p, então o mı́nimo é atingido em x = a0t + a1θ(t) + . . . + ap−1θ

p−1(t),

com (a0, a1 . . . , ap−1) = (m/p, . . . ,m/p). Por fim, quando p não divide m, o mı́nimo é

atingido em x = a0t+ a1θ(t) + · · ·+ ap−1θ
p−1(t), com

(a0, a1 . . . , ap−1) = (qj + 1, . . . , qj + 1︸ ︷︷ ︸
rj coordenadas

, qj, . . . , qj),

ou uma de suas permutações, onde qj e rj são, respectivamente, o quociente e o resto

da divisão de jm por p, com j = 1, . . . , p. Nesse caso, M∗ = min{M(m), . . . ,M(pm)}.
No que segue, apresentamos alguns exemplos para ilustrar esse procedimento.
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Exemplo 2.3.1. Sejam p = 3, n = 1123 e m = 67. Como p ̸ |m, segue que

M∗ = min{2n,M(m),M(2m),M(3m)} = min{2246, 2245, 6734, 13467} = 2245.

Temos que q1 = 22 e r1 = 1 (67 = 3× 22+ 1). Logo, o mı́nimo é atingido no elemento

x = a0t+ a1θ(t) + a2θ
2(t) ∈ OL,

tal que (a0, a1, a2) = (23, 22, 22), ou em uma de suas permutações, onde t = TrQ(ζn)/L(ζn)

e ⟨θ⟩ = Gal(L/Q). Pela Equação (1.1), o reticulado σL(M67), de dimensão 3, tem

densidade de centro igual a

δ(σL(M67)) =
ρ3

|Disc(L)| 12 [OL : Mm]
=

(
√
M∗/2)3

nm
≃ 0, 17672.

Note que a maior densidade de centro de um reticulado de posto 3 é obtida pelo

reticulado A3, dada por δ(A3) =
1

4
√
2
≃ 0, 17678.

Exemplo 2.3.2. Sejam p = 5, n = 92111 e m = 607. Temos que p ̸ |m, logo

M∗ = min{2n,M(m),M(2m),M(3m),M(4m),M(5m)}

= min{184222, 736897, 184223, 1289570, 295245, 1842245} = 184222.

O mı́nimo é obtido no elemento

x = a0t+ a1θ(t) + a2θ
2(t) + a3θ

3(t) + a4θ
4(t) ∈ OL,

com (a0, a1, a2, a3, a4) = (1,−1, 0, 0, 0), ou em uma permutação deste. A densidade de

centro do reticulado 5-dimensional σL(M607) é dada por

δ(σL(M607)) =
ρ5

|Disc(L)| 12 [OL : Mm]
=

(
√
M∗/2)5

n2m
≃ 0, 08839.

O reticulado D5 tem a maior densidade de centro na dimensão 5, a saber, 1
8
√
2
≃

0, 08839.

Exemplo 2.3.3. Sejam p = 7, n = 600601 e m = 1096. Como p ̸ |m, segue que

M∗ = min{2n,M(m),M(2m),M(3m),M(4m),M(5m),M(6m),M(7m)}

= min{1201202, 1201210, 3603638, 7207284, 1201204, 2402422, 4804858, 8408512}

= 1201202.

O mı́nimo é atingido nas permutações do elemento

x = a0t+ a1θ(t) + · · ·+ a5θ
5(t) + a6θ

6(t) ∈ OL,
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com

(a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6) = (1,−1, 0, 0, 0, 0, 0).

O reticulado σL(M1096) tem dimensão 7 e densidade de centro dada por

δ(σL(M1096)) =
ρ7

|Disc(L)| 12 [OL : Mm]
=

(
√
M∗/2)7

n3m
≃ 0, 0625.

A maior densidade de centro na dimensão 7 é obitida pelo reticulado E7, a qual é dada

por 1
16

= 0, 0625. Vide Conway e Sloane, [2], páginas 12 e 13.

2.4 Terminologia

Seja L/Q uma extensão abeliana de grau primo ı́mpar p e G = Gal(L/Q). Quando p

não ramifica em L, dizemos que L/Q é brandamente ramificada ([1], IV.7). Nesse caso,

o conjunto {t, θ(t), . . . , θp−1(t)} é uma base normal integral de L, onde t = TrQ(ζn)/L(ζn)

e θ é um gerador de G. Desse modo, podemos expressar o anel de inteiros de L como

OL = ZG[t] = Zt+ Zθ(t) + · · ·+ Zθp−1(t).

Em outras palavras, OL é um ZG-módulo livre de posto um, onde {t} é linearmente

independente sobre o anel de grupo ZG, vide [9]. Segue, então, da Proposição 1.3.1 e

do Teorema 2.2.2 que

(i) TrL/Q(θ
i(t)) = (−1)s ;

(ii) TrL/Q((θ
i(t))2) = n− (n−1

p
) ;

(iii) TrL/Q(θ
i(t)θj(t)) = −(n−1

p
) , se i ̸= j ;

para i, j = 0, 1, . . . , p− 1. Nessas condições dizemos que a base normal

{t, θ(t), . . . , θp−1(t)}

é uma base lagrangiana. Essa base, quando existe, é única a menos de reordenação

([1], Def. IV.8.1 e Prop. IV.8.2). P. E. Conner e R. Perlis utilizaram essa terminologia,

introduzida por Hilbert, para o caso particular em que um único primo ramifica em L
(vide [1], IV.12).

Quando p é ramificado em L, dizemos que L/Q é severamente ramificada1 ([1],

IV.9). Nesse caso, o condutor de L é da forma m = p2n, onde n = p1 . . . ps e p1, . . . , ps

1As expressões “brandamente ramificada” e “severamente ramificada” são traduções livres das

originais “tamely ramified” e “wildly ramified”, respectivamente; vide [1], Caṕıtulo IV.
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são primos ı́mpares distintos, com pk ≡ 1 (mod p), k = 1, . . . , s (vide Proposição 2.1.2)

e

Disc(L) = np−1p2r+2,

para algum r ≥ 0. Estas são condições iniciais para uma posśıvel investigação da forma

traço integral no caso ramificado. Contudo, não existe uma base normal integral para

L; vide Seção 1.3. A saber, OL é um ZG-módulo isomorfo à soma direta Z ⊕ Z[ζp]
(vide [1], Seção IV.9).

48



CAṔITULO 3

O Compósito de Extensões Abelianas de grau p não ramificado

Sejam p um primo ı́mpar e n = p1 . . . ps, onde p1, . . . , ps são primos ı́mpares distintos

tais que pi ≡ 1 (mod p), para i = 1, . . . , s. Chamaremos simplesmente por p-extensão

a um corpo de números abeliano de grau p contido em Q(ζn). Nesse caso, Q(ζn)

contém (ps − 1)/(p− 1) p-extensões, das quais (p− 1)s−1 têm condutor n, vide Seção

2.1. Considere as torres de compósitos de p-extensões da forma

Q ⊂ L1 ⊂ L1L2 ⊂ L1L2L3 ⊂ · · · ⊂ Q(ζn).

Na Seção 3.1 apresentamos as propriedades dos corpos intermediários e do topo dessas

torres. Quando L1 e L2 são duas p-extensões linearmente disjuntas, provamos na

Seção 3.2 que a forma traço canônica de L1L2 preserva o produto. Isto nos permite

utilizar, por recorrência, o Teorema 2.2.2 para obter explicitamente a forma traço

integral de L1L2. Na Seção 3.3, abordamos sobre posśıveis aplicações e generalizações

dos resultados neste caṕıtulo obtidos, entre eles as investigações da forma traço do

compósito de p-extensões, quando os respectivos condutores não são relativamente

primos.

3.1 Torres de p-Extensões Abelianas

Nesta seção provamos que o corpo abeliano que representa o topo de qualquer torre

de p-extensões é único e coincide com o Corpo de Gêneros. Em outras palavras, ele é

unicamente determinado pelos parâmetros p e n. Apresentamos suas propriedades e,
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na Seção 3.2, explicitamos sua forma traço canônica, como generalização do Teorema

3.2.2. Esse corpo já é conhecido na literatura no estudo das extensões não ramificadas,

considerada sua estreita relação com o Corpo de Classes de Hilbert, vide [19].

Proposição 3.1.1. Se L1, . . . ,Lu são p-extensões tais que L1 . . .Lk−1 ∩ Lk = Q, para

todo k = 2, . . . , u, então o compósito L1 . . .Lu tem grau pu e contém (pu − 1)/(p − 1)

p-extensões.

Demonstração. Temos que,

Gal(L1 . . .Lu/Q) ≃ Gal(L1 . . .Lu−1/Q)×Gal(Lu/Q)

≃ Gal(L1/Q)×Gal(L2/Q)× · · · ×Gal(Lu/Q)

≃ Zp × Zp × · · · × Zp .

Assim, a extensão galoisiana L1 . . .Lu/Q tem grau pu e todo elemento não nulo de

H = Gal(L1 . . .Lu/Q) tem ordem p, isto é, H possui pu − 1 elementos de ordem p.

Portanto, H contem (pu−1)/(p−1) subgrupos de ordem p, ou seja, existem exatamente

(pu − 1)/(p− 1) p-extensões contidas em L1 . . .Lu.

Se L1 e L2 são p-extensões distintas, então L1L2 contém p + 1 p-extensões; vide

Proposição 3.1.1. Sejam m1 e m2 os condutores de L1 e L2, respectivamente. Nesse

caso, o condutor de L1L2 é igual a n se, e somente se, mmc(m1,m2) = n.

Proposição 3.1.2. Sejam L1 e L2 p-extensões distintas, tais que L1L2 tem condutor

n, e M ⊂ L1L2 uma p-extensão de condutor m < n.

(i) Então M = L1L2 ∩Q(ζm) é a única p-extensão de condutor m contida em L1L2.

(ii) Seja d um divisor próprio de n. Então, m|d se, e somente se, M = L1L2∩Q(ζd).

Demonstração. (i) Como M ⊆ L1L2 ∩ Q(ζm) ⊆ L1L2 e [L1L2 : M ] = p, segue que

L1L2∩Q(ζm) = M ou L1L2∩Q(ζm) = L1L2. O segundo não é posśıvel, pois se ocorresse

teŕıamos L1L2 ⊂ Q(ζm). Logo, M = L1L2 ∩ Q(ζm). Além disso, essa representação

garante queM é a única p-extensão de condutorm em L1L2. (ii) Suponha quem divide

d, isto é, Q(ζm) ⊆ Q(ζd). Nesse caso, M = L1L2 ∩ Q(ζm) ⊆ L1L2 ∩ Q(ζd) ⊆ L1L2.

Como [L1L2 : M ] = p, segue que M = L1L2 ∩ Q(ζd), pois d < n. Reciprocamente,

suponha M = L1L2 ∩Q(ζd). Assim, M ⊂ Q(ζd) tem condutor m. Logo, os primos que

dividem m também dividem d.
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Lema 3.1.3. Sejam L1 e L2 p-extensões de condutores m1 e m2, respectivamente, tais

que m1m2 = n. Então L1 e L2 são as únicas p-extensões de condutor menor que n

contidas no compósito L1L2.

Demonstração. Podemos supor m1 = p1 . . . pk e m2 = pk+1 . . . ps, para algum k =

1, . . . , s−1. Seja L3 ⊂ L1L2 uma p-extensão distinta de L1 e L2. Assim, L1L3 = L1L2,

o que implica cond(L1L3) = n. Desse modo, m3 = cond(L3) deve conter no mı́nimo

os primos pk+1, . . . , ps em sua fatoração. Analogamente, os primos p1, . . . , pk dividem

m3, pois L2L3 = L1L2. Logo, n divide m3, ou seja, L3 tem condutor n.

Observação 3.1.1. Com as notações do Lema 3.1.3, temos que m1m2 = n se, e

somente se, o condutor de L1L2 é igual a n e m1 e m2 são relativamente primos.

Segue do Lema 3.1.3 que todas as p-extensões K1, . . . ,Kp−1 não triviais contidas no

compósito L1L2 têm condutor n:

L1L2

mmm
mmm
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mmm
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K1 K2 . . . Kp−1 L1 L2

Lema 3.1.4. Sejam L1 . . .Lu um compósito de p-extensões de grau pu, com u < s e

L ̸⊆ L1 . . .Lu. Então toda p-extensão contida em L1 . . .LuL é também um subcorpo de

LiL, para algum i = 1, . . . , αu, onde os Li’s são as p-extensões contidas em L1 . . .Lu e

αu = (pu − 1)/(p− 1).

Demonstração. Temos que L1 . . .LuL tem grau pu+1, pois L ̸⊆ L1 . . .Lu. Toda p-

extensão contida em LiL também está contida em L1 . . .LuL. Basta então mostrar

que a união
∪αu

i=1 LiL contém o mesmo número de p-extensões que L1 . . .LuL, isto é,
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contém αu+1 = (pu+1 − 1)/(p − 1) p-extensões. Note que cada compósito LiL contém

p + 1 p-extensões. Mostremos que L é a única p-extensão contida em mais de um

compósito LiL. De fato, suponha que exista outra p-extensão L′ tal que L′ ⊂ LiL e

L′ ⊂ LjL, com i ̸= j. Dáı, LiL = L′L = LjL, o que implica Li(LjL) = Li(LiL) = LiL.
Desse modo, o compósito L1 . . .LuL teria grau pu, contradição. Sendo assim, com

excessão de L, todas as p-extensões contidas em LiL, para i = 1, . . . , αu, são distintas.

Portanto, temos no total

(p+ 1) + p(αu − 1) = (pu+1 − 1)/(p− 1) = αu+1

p-extensões distintas em
∪αu

i=1 LiL.
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Teorema 3.1.5. Sejam L1,L2, . . . ,Lu p-extensões tais que
∏u

i=1 mi = n, onde mi =

cond(Li), i = 1, . . . , u, com u ∈ {2, . . . , s}. Então, o compósito L1L2 . . .Lu contém

(p− 1)u−1 p-extensões de condutor n.

Demonstração. Seja u ∈ {2, . . . , s}. Mostremos que o compósito L1L2 . . .Lk contém

(p − 1)k−1 p-extensões de condutor m1m2 . . .mk, para todo k = 2, . . . , u. O fare-

mos por indução sobre k. Para k = 2 temos que mdc(m1,m2) = 1. Logo, pelo

Lema 3.1.3, o compósito L1L2 contém p− 1 p-extensões de condutor m1m2. Suponha

a asserção válida para k = u − 1. Sejam M1, . . . ,Mα as p-extensões de condutor

m1m2 . . .mu−1 e L1, . . . ,Lβ as p-extensões de condutor menor quem1m2 . . .mu−1 conti-

das em L1L2 . . .Lu−1, onde α = (p−1)u−2 e β = αu−1−α, com αu−1 = (pu−1−1)/(p−1).

Como mdc(mu,m1 . . .mu−1) = 1, segue que Lu ̸⊆ L1L2 . . .Lu−1. Assim, pelo Lema

3.1.4, toda p-extensão contida em L1L2 . . .Lu pode ser obtida como subcorpo de um

dos compósitos

M1Lu, . . . ,MαLu,L1Lu, . . . ,LβLu.

Para cada i = 1, . . . , α o compósito MiLu contém p − 1 p-extensões de condutor

m1m2 . . .mu e todas as p-extensões contidas em LjLu têm condutor menor que

m1m2 . . .mu, com j = 1, . . . , β. Portanto, o compósito L1L2 . . .Lu contém α(p− 1) =

(p− 1)u−1 p-extensões de condutor m1m2 . . .mu = n.
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Corolário 3.1.6. Se um corpo K ⊂ Q(ζn) contém todas as p-extensões de condutor n,

então conterá todas as p-extensões em Q(ζn).

Demonstração. Suponha que o corpo K ⊂ Q(ζn) contém todas as p-extensões de

condutor n. Dada M uma p-extensão de condutor m < n, considere M′ uma p-

extensão de condutor n/m. Assim, pelo Teorema 3.1.5, o compósito MM′ contém

p−1 p-extensões de condutor n. Sejam L1 e L2 duas delas. Como L1,L2 ⊂ K, teremos

que K contém L1L2 = MM′. Logo, K contém M. Portanto, K contém também todas

as p-extensões de condutor menor que n.

Com as notações do Teorema 3.1.5, seja u = s, isto é, considere o compósito

L∗ = L1L2 . . .Ls ⊂ Q(ζn),

onde Li é a única p-extensão de condutor pi, com i = 1, 2, . . . , s (vide Proposição 2.1.3).

Como pi é o único primo que ramifica em Li, segue que L∗ tem grau ps sobre Q e, pela

Proposição 1.1.23, seu anel de inteiros é dado pelo produto

OL∗ = OL1OL2 . . .OLs

e |Disc(L∗)| = nps−1(p−1). Pelo Teorema 3.1.5, temos que L∗ contém (p − 1)s−1 p-

extensões de condutor n. Logo, contém todas as p-extensões em Q(ζn), vide Corolário

3.1.6. Desse modo, L∗ é o topo de qualquer torre de p-extensões:

Q ⊂ L1 ⊂ L1L2 ⊂ · · · ⊂ L1L2 . . .Ls = L∗ ⊂ Q(ζn).

Além disso, ele é único nessas condições, pois qualquer compósito de p-extensões que

contém todas elas, contém cada Li em particular, ou seja, pode ser representado por

L1L2 . . .Ls.

Q(ζn)
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L1 L2 . . . Ls

Q

p

<<<<<<<<<<<<<<<

p
p

sssssssssssssssssssssss

53



O corpo de números L∗ é já conhecido na literatura como o Corpo de Gêneros1,

com respeito a uma p-extensão L de condutor n. Ele é originalmente definido como

sendo o corpo de números abeliano maximal contendo L, de modo que L∗/L seja não

ramificada. Sob essa terminologia, Zhang Xianke demonstrou, em [19], que o Corpo de

Gêneros tem a representação L∗ = L1L2 . . .Ls descrita acima. Note que

L∗ = H(L) ∩Q(ζn),

isto é, L∗ é um subcorpo do Corpo de Classes de Hilbert H(L) tal que, quando H(L) é
abeliano sobre os racionais, temos L∗ = H(L).

Observação 3.1.2. Note que, pelo Corolário 3.1.6, o Corpo de Gêneros pode também

ser representado como L∗ = K1K2 . . .Ks, onde cond(Ki) = n, para cada i = 1, . . . , s.

3.2 Forma Traço Integral do Compósito de p-Extensões

linearmente disjuntas

Sejam L1 e L2 p-extensões de condutores m1 e m2, respectivamente, com m1 e m2

relativamente primos e cond(L1L2) = n (ou seja, m1m2 = n, vide Observação 3.1.1).

Se θ1|L1 e θ2|L2 são geradores de Gal(L1/Q) e Gal(L2/Q), respectivamente (com θ1, θ2 ∈
Gal(Q(ζn)/Q)) e t = TrQ(ζn)/L1L2(ζn), então

{(θi1 ◦ θ
j
2)(t) ; i, j = 0, 1, . . . , p− 1}

é uma base normal integral de L1L2; vide Teorema 1.3.4. O objetivo desta seção é

apresentar uma expressão para a forma traço integral TrL1L2/Q(x
2), com respeito a essa

base.

Dado

x =

p−1∑
i,j=0

aij(θ
i
1 ◦ θ

j
2)(t) ∈ OL1L2 ,

temos que

x2 =

p−1∑
i,j=0

p−1∑
u,v=0

aijauv(θ
i
1 ◦ θ

j
2)(t)(θ

u
1 ◦ θv2)(t).

Logo,

TrL1L2/Q(x
2) =

p−1∑
i,u=0

p−1∑
j,v=0

aijauvTrL1L2/Q(t (θ
i−u
1 ◦ θj−v

2 )(t)).

1O termo “Corpo de Gêneros” é tradução livre do original “Genus Field”, vide [19].
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Desse modo, a forma traço canônica de L1L2 pode ser expressa como

TrL1L2/Q(t (θ
k1
1 ◦ θk22 )(t)),

com k1, k2 = 0, 1, . . . , p− 1.

As caracterizações acima não exigem que os condutoresm1 em2 sejam relativamente

primos. Todavia, tal condição é necessária no que segue.

Lema 3.2.1. Sejam H1 = Gal(Q(ζn)/L1Q(ζm2)) e H2 = Gal(Q(ζn)/L2Q(ζm1)). Então,

Gal(Q(ζn)/L1L2) = { γ1 ◦ γ2 ; γ1 ∈ H1, γ2 ∈ H2 }.

Demonstração. Denotemos H′ = {γ1 ◦ γ2 ; γ1 ∈ H1, γ2 ∈ H2}. Temos que H1,H2 ≤
Gal(Q(ζn)/L1L2). Logo, H

′ é um subgrupo de Gal(Q(ζn)/L1L2). Sejam γ1◦γ2, γ3◦γ4 ∈
H′ tais que γ1 ◦ γ2 = γ3 ◦ γ4. Assim,

γ1 ◦ γ−1
3 = γ−1

2 ◦ γ4 ∈ H1 ∩ H2 ⊂ Gal(Q(ζn)/Q(ζm2)) ∩Gal(Q(ζn)/Q(ζm1)).

Porém, Gal(Q(ζn)/Q(ζm2))∩Gal(Q(ζn)/Q(ζm1)) = Gal(Q(ζn)/Q(ζm2)Q(ζm1)) = {Id}.
Logo, γ1 = γ3 e γ2 = γ4. Ou seja, os elementos descritos em H′ são todos distintos.

Desse modo,

◦(H′) =
ϕ(m1)

p

ϕ(m2)

p
=

ϕ(n)

p2
= ◦(Gal(Q(ζn)/L1L2)).

Portanto, H′ = Gal(Q(ζn)/L1L2).

Q(ζn)

Q(ζm1)

uuuuuuuuu
Q(ζm2)

JJJJJJJJJ

L1L2

γ1◦γ2

L1

tttttttttt
L2

KKKKKKKKKK

Q
θ1|L1

JJJJJJJJJJJ θ2|L2

ttttttttttt

Teorema 3.2.2. Sejam t = TrQ(ζn)/L1L2(ζn), t1 = TrQ(ζm1 )/L1(ζm1), t2 = TrQ(ζm2 )/L2(ζm2)

e θ1|L1 e θ2|L2 geradores de Gal(L1/Q) e Gal(L2/Q) respectivamente, onde θ1, θ2 ∈
Gal(Q(ζn)/Q). Então,

TrL1L2/Q(t (θ
k1
1 ◦ θk22 )(t)) = TrL1/Q(t1θ

k1
1 (t1)) TrL2/Q(t2θ

k2
2 (t2)),

com k1, k2 = 0, 1, . . . , p− 1.
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Demonstração. Denotemos K = Q(ζn), L = L1L2 e H = Gal(K/L). Temos que

Gal(L/Q) = {(θk11 ◦ θk22 )|L ; k1, k2 = 0, 1, . . . , p − 1}. Pondo r = m1 + m2, temos

ζrn = ζm1ζm2 , onde (r, n) = 1. Ou seja, σr(ζn) = ζm1ζm2 , onde σr ∈ Gal(K/Q) é

definido por σr(ζn) = ζrn. Assim,

TrL/Q(t (θ
k1
1 ◦ θk22 )(t)) = σr(TrL/Q(t (θ

k1
1 ◦ θk22 )(t)))

= TrL/Q(σr(t (θ
k1
1 ◦ θk22 )(t)))

= TrL/Q(σr(t)(θ
k1
1 ◦ θk22 )(σr(t))).

Note que,

σr(t) = σr(
∑
γ∈H

γ(ζn)) =
∑
γ∈H

γ(σr(ζn)) = TrK/L(ζm1ζm2).

Porém, pelo Lema 3.2.1, temos que H = {γ1 ◦ γ2 ; γ1 ∈ H1, γ2 ∈ H2}, onde H1 =

Gal(K/L1Q(ζm2)) e H2 = Gal(K/L2Q(ζm1)). Logo,

TrK/L(ζm1ζm2) =
∑

γ1∈H1,γ2∈H2

(γ1 ◦ γ2)(ζm1ζm2)

=
∑

γ1∈H1,γ2∈H2

γ1(ζm1)γ2(ζm2)

=
∑
γ1∈H1

γ1(ζm1)
∑
γ2∈H2

γ2(ζm2)

= TrK/L1Q(ζm2 )
(ζm1)TrK/L2Q(ζm1 )

(ζm2)

= TrQ(ζm1)/L1(ζm1)TrQ(ζm2)/L2(ζm2).

Ou seja, σr(t) = TrK/L(ζm1ζm2) = t1t2. Portanto,

TrL/Q(t (θ
k1
1 ◦ θk22 )(t)) = TrL/Q(t1t2 (θk11 ◦ θk22 )(t1t2))

= TrL/Q(t1θ
k1
1 (t1) t2θ

k2
2 (t2))

=

p−1∑
i,j=0

(θi1 ◦ θ
j
2)(t1θ

k1
1 (t1) t2θ

k2
2 (t2))

=

p−1∑
i=0

θi1(t1θ
k1
1 (t1))

p−1∑
j=0

θj2(t2θ
k2
2 (t2))

= TrL1/Q(t1θ
k1
1 (t1)) TrL2/Q(t2θ

k2
2 (t2)),

com k1, k2 = 0, 1, . . . , p− 1.
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Corolário 3.2.3. Com as mesmas hipóteses do Teorema 3.2.2, temos que

TrL1L2/Q(t (θ
k1
1 ◦ θk22 )(t)) =



(
m1 − m1−1

p

)(
m2 − m2−1

p

)
, k1 = k2 = 0

−
(
m1 − m1−1

p

)(
m2−1

p

)
, k1 = 0 e k2 ̸= 0

−
(

m1−1
p

)(
m2 − m2−1

p

)
, k1 ̸= 0 e k2 = 0(

m1−1
p

)(
m2−1

p

)
, k1 ̸= 0 e k2 ̸= 0

com k1, k2 = 0, 1, . . . , p− 1.

Demonstração. Segue dos Teoremas 2.2.2 e 3.2.2.

Corolário 3.2.4. Se x =

p−1∑
i,j=0

aij(θ
i
1 ◦ θ

j
2)(t) é um elemento do anel de inteiros OL1L2,

então

TrL1L2/Q(x
2) = m1m2

(
p−1∑
i,j=0

a2ij

)
− m1(m2 − 1)

p

(
p−1∑
i=0

A2
i

)

−m2(m1 − 1)

p

(
p−1∑
i=0

B2
i

)
+

(m1 − 1)(m2 − 1)

p2

(
p−1∑
i,j=0

aij

)2

,

onde Ai =
∑p−1

j=0 aij e Bi =
∑p−1

j=0 aji, para cada i = 0, 1, . . . , p− 1.

Demonstração. Vimos que

TrL1L2/Q(x
2) =

p−1∑
i,u=0

p−1∑
j,v=0

aijauvTrL1L2/Q(t (θ
i−u
1 ◦ θj−v

2 )(t)).

Logo, denotando

a1 =

p−1∑
i,j=0

a2ij , a2 =

p−1∑
i=0

p−1∑
j,v=0
j ̸=v

aijaiv ,

a3 =

p−1∑
i,u=0
i̸=u

p−1∑
j=0

aijauj e a4 =

p−1∑
i,u=0
i̸=u

p−1∑
j,v=0
j ̸=v

aijauv ,

segue que
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TrL1L2/Q(x
2) =

(
m1 −

m1 − 1

p

)(
m2 −

m2 − 1

p

)
a1 −

(
m1 −

m1 − 1

p

)(
m2 − 1

p

)
a2

−
(
m1 − 1

p

)(
m2 −

m2 − 1

p

)
a3 +

(
m1 − 1

p

)(
m2 − 1

p

)
a4

= m1m2 a1 −
m1(m2 − 1)

p
(a1 + a2)

−m2(m1 − 1)

p
(a1 + a3) +

(m1 − 1)(m2 − 1)

p2
(a1 + a2 + a3 + a4)

= m1m2

(
p−1∑
i,j=0

a2ij

)
− m1(m2 − 1)

p

(
p−1∑
i=0

A2
i

)

−m2(m1 − 1)

p

(
p−1∑
i=0

B2
i

)
+

(m1 − 1)(m2 − 1)

p2

(
p−1∑
i,j=0

aij

)2

,

onde Ai =
∑p−1

j=0 aij e Bi =
∑p−1

j=0 aji, para cada i = 0, 1, . . . , p− 1.

Observação 3.2.1. Note que, para s = 2 temos mi = pi, com i = 1, 2. Logo, o

compósito L1L2 é o Corpo de Gêneros de uma p-extensão de condutor n = p1p2.

De modo geral, considere o Corpo de Gêneros L∗ = L1L2 . . .Ls (com respeito a

qualquer uma das (p − 1)s−1 p-extensões de condutor n), onde Li é o único corpo de

números de grau p e condutor pi, para cada i = 1, . . . , s. Se θi|Li
é um gerador de

Gal(Li/Q), com θi ∈ Gal(Q(ζn)/Q), então

{(θk11 ◦ · · · ◦ θkss )(t) ; ki = 0, 1, . . . , p− 1 , i = 1, . . . , s}

é uma base normal integral de L∗, onde t = TrQ(ζn)/L∗(ζn), vide Teorema 1.3.4. Nesse

caso, se ti = TrQ(ζpi )/Li
(ζpi), então, analogamente ao Teorema 3.2.2, a forma traço

canônica do Corpo de Gêneros L∗ é dada pelo produto

TrL∗/Q(t (θ
k1
1 ◦ . . . ◦ θkss )(t)) =

s∏
i=1

TrLi/Q(ti θ
ki
i (ti)),

onde

TrLi/Q(ti θ
ki
i (ti)) =

{
pi − (pi−1

p
) , se ki = 0

−(pi−1
p

) , se ki ̸= 0 ,

com ki = 0, 1, . . . , p − 1, para cada i = 1, . . . , s. Assim, temos 2s posśıveis valores de

TrL∗/Q(t (θ
k1
1 ◦ . . . ◦ θkss )(t)) dados explicitamente.
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3.3 Perspectivas e a Intersecção de Condutores

Sejam L1,L2 ⊂ Q(ζn) p-extensões de condutores m1 e m2, respectivamente, tais que

cond(L1L2) = n (mmc(m1,m2) = n). O compósito L1L2 contém p + 1 p-extensões.

Consideramos primeiramente m1 e m2 relativamente primos. Segue do Lema 3.1.3 que

L1 e L2 são as únicas p-extensões de condutor menor que n contidas no compósito

L1L2, isto é, as demais p-extensões K1, . . . ,Kp−1 contidas em L1L2 têm condutor n.

Nesse caso, pelo Teorema 3.2.2, a forma traço canônica do compósito L1L2 preserva o

produto.

L1L2

mmm
mmm

mmm
mmm

mmm

yy
yy
yy
yy

GG
GG

GG
GG

G

RRRR
RRRR

RRRR
RRRR

RR

VVVV
VVVV

VVVVV
VVVVV

VVVV
VVVV

K1 K2 . . . Kp−1 L1 L2

Note que L1L2 = KiKj, para quaisquer i, j = 1, . . . , p − 1. Porém, ao trabalhar

com um compósito da forma KiKj, estaŕıamos omitindo os condutores m1 e m2, o que

torna essa representação inconveniente para fins computacionais.

Quando mdc(m1,m2) ̸= 1, existem múltiplas possibilidades. Considere a mais

simples delas. Se mdc(m1,m2) = pk, para algum k = 1, . . . , s, e existe uma p-extensão

L3 ⊂ L1L2 de condutor menor que n, distinta de L1 e L2, então L3 tem condutor n/pk.

Nesse caso, L1,L2 e L3 são as únicas p-extensões de condutor menor que n contidas

em L1L2.

L1L2

mmm
mmm

mmm
mmm

mmm
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yy
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RRRR
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RRRR

RR

VVVV
VVVVV
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VVVV
VVVVV

VVVVV
VVVV

VVVVV
VVV
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XXXXX

XXXXX
XXXXX

XXXX

K1 K2 . . . Kp−2 L1 L2 L3

Sejam, por exemplo, L = L1L2, n = p1p2p3 e t = TrQ(ζn)/L(ζn). Iremos estimar a

forma traço canônica parcial TrL/Q(t
2) em ambos os casos, mdc(m1,m2) = 1 e ̸= 1.

Considere primeiramente m1 = p1p2 e m2 = p3 (L1 e L2 linearmente disjuntos). Pelo

Corolário 3.2.3, temos que

TrL/Q(t
2) =

n− (p1p2 + p3) + 1

p2
(p− 1)2 +

p1p2 + p3 − 2

p
(p− 1) + 1.

Suponha, agora, m1 = p1p2 em2 = p2p3. Utilizando contagem e combinatória obtemos,

de maneira análoga ao Teorema 2.2.2, que

TrL/Q(t
2) =

n− (p1 + p2 + p3) + 2

p2
(p− 1)2 +

(
p1 + p2 + p3 − 3

p
− ϕ(n)

p2

)
(p− 1) + 1.
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Esses dois casos ilustram como a intersecção de condutores se comporta na

expressão da forma traço canônica. As estimativas acima fazem parte de uma posśıvel

generalização do caso não linearmente disjunto.

Sejam L1 e L2 linearmente disjuntos e suponha quem1 = p1 . . . pr em2 = pr+1 . . . ps.

Considere o número primo p1. Ele é totalmente ramificado em L1, isto é, existe um ideal

primo p de OL1 tal que p1OL1 = pp e [OL1/p : Z/p1Z] = 1. Sejam t1 = TrQ(ζm1 )/L1(ζm1)

e θ1 é um gerador de Gal(L1/Q). Desse modo, p é descrito explicitamente como um

caso particular do Z-módulo livre Mm definido em (2.2), a saber,

p = Mp1 = {a0t1+a1θ1(t1)+· · ·+ap−1θ
p−1
1 (t1) ∈ OL1 ; a0+a1+· · ·+ap−1 ≡ 0 (mod p1)}.

Suponhamos que ordm2p1 = 1. Nesse caso, p1 é totalmente decomposto em L2; vide

Corolário 1.1.31. Assim, segue da Proposição 1.1.27 que p é totalmente decomposto

em L1L2, isto é,

p1OL1L2 = (P1 . . .Pp)
p,

onde Pi é um ideal primo de OL1L2 , com i = 1, . . . , p. Suponha agora que ordm2p1 =

ϕ(m2). Nesse caso, p1 é inerte em L2, ou seja, p é inerte em L1L2. Logo,

p1OL1L2 = Pp,

onde P é um ideal primo de OL1L2 . Assim sendo, é parte das investigações futuras

descrever explicitamente os ideais P e P1, . . . ,Pp de OL1L2 que estão acima de p1 (sob

as respectivas condições de decomposição) e minimizar a forma traço integral de L1L2,

obtida no Corolário 3.2.4, restrita a esses ideais, de modo a estimar a densidade de

centro dos reticulados p2-dimensionais σL1L2(P) e σL1L2(Pi), com i = 1, . . . , p.
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