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Resumo

Seja L/Q uma extensao abeliana de grau primo fmpar p e condutor n, onde p é nao
ramificado em L. Neste trabalho, explicitamos a forma traco integral Try,q(2?)|o, €
obtemos algumas de suas propriedades, entre as quais determinamos o minimo nao
nulo por ela assumido em uma classe de Z-médulos do anel de inteiros Orp,. Estudamos
o comportamento das torres obtidas através da composi¢ao dos corpos de nimeros
de grau p contidos em Q((,) e, finalmente, descrevemos a forma trago integral do
composito de duas quaisquer dessas p-extensoes, quando os respectivos condutores sao

relativamente primos.

Palavras-Chave: extensoes abelianas, corpos ciclotomicos, forma tracgo integral,

reticulados algébricos, corpo de géneros.



Abstract

Let IL/Q be an abelian extension of odd prime degree p and conductor n, and assume
that p is unramified in L/Q. In this work the integral trace form Try g (2?)]o, is given
explicitly and some of its properties are derived, in particular the determination of
its nonzero minima in certain Z-submodules of the ring of algebraic integers Op. An
analysis of the field towers obtained as the composita of number fields of degree p,
contained in Q((,), is presented. Finally, the integral trace form of the compositum of
any two of those p-extensions, when the respective conductors are relatively prime, is

described as well.

Keywords: abelian extensions, cyclotomic fields, integral trace forms, algebraic lat-

tices, genus field.



Indice de Simbolos

conjunto dos nimeros naturais
conjunto dos nimeros inteiros
conjunto dos nimeros racionais

conjunto dos nuimeros reais

QFCN Z

conjunto dos nimeros complexos

> i somatdrio

[[: produtério

#B: cardinalidade do conjunto B

M = (a;j): matriz

det(M): determinante da matriz M

alb: a divide b

mdc(a, b): maximo divisor comum de a e b
mmec(a, b): minimo multiplo comum de a e b
a =b (mod m): a congruente a b médulo m
ord,,a: ordem de a médulo m

¢(n): fungao de Euler aplicada a n

(Z) binomial de s sobre k

Ker(f): nicleo da aplicagao f

Im(f): imagem da aplicagao f

H, G: grupos

o(G): ordem do grupo G

H < G: H é subgrupo de G

A, B: anéis



Alz]: anel de polinémios com coeficientes em A

AG: anel de grupo de G sobre A

a, p,B, ...: ideais

A/a: anel quociente

M, N: moédulos

F, K, L, M, ...: corpos

L/K: extensao de corpos

KIL: composito dos corpos K e L

[L: K]: grau da extensao L/K

Gal(L/K): grupo de Galois de L sobre K

Tryk(v): traco relativo do elemento o de L

Nk (@): norma relativa do elemento o de L

N(a): norma do ideal a

Ok: anel dos inteiros do corpo de nimeros K
Discpx(ai, ..., ap): discriminante de (aq,...,a,) C L"
Disc(K): discriminante do corpo de nimeros K
Z/nZ: grupo das classes residuais médulo n
(Z/nZ)*: grupo das classes residuais invertiveis médulo n
(n: raiz n-ésima primitiva da unidade

¢n(z): n-ésimo polinémio ciclotomico

Q(¢p): n-ésimo corpo ciclotémico

cond(K): condutor do corpo K

H(K): Corpo de Classes de Hilbert de K

A: reticulado

Vol(A): volume do reticulado A

A(A): densidade de empacotamento do reticulado A
d(A): densidade de centro de A

ox: homomorfismo canonico

ox(M): reticulado algébrico



Sumario

Introducao 11
1 Conceitos Preliminares 14
1.1 Teoria Algébrica dos Numeros . . . . . . . . . .. .. ... ... .... 14

1.2 Reticulados Algébricos . . . . . . . . ... 24
1.2.1 Reticuladosno R™ . . . . . . .. ... 24

1.2.2  Reticulados Algébricos via Homomorfismo Candnico . . . . . . . 26

1.3 Base Normal Integral de uma Extensao Abeliana . . . . . .. ... .. 29

2 Extensoes Abelianas de grau p nao ramificado 32
2.1 Caracterizagao e contagem das p-extensoes via condutor . . . . . . .. 32
2.2 Forma Traco Integral de uma p-Extensao . . . . . . .. .. ... .. .. 34
2.3  Minimo da Forma Trago de uma p-Extensao . . . . . .. .. ... ... 42
2.4 Terminologia . . . . . . . .. 47

3 O Compésito de Extensoes Abelianas de grau p nao ramificado 49
3.1 Torres de p-Extensoes Abelianas . . . . . . . . . ... ... ... .... 49
3.2 Forma Traco Integral do Compdsito de p-Extensoes linearmente disjuntas 54
3.3 Perspectivas e a Interseccao de Condutores . . . . . . . ... ... ... 59
Indice Remissivo 63

10



Introducao

A descricao de reticulados algébricos densos via torres de corpos de numeros é
assunto recorrente na Teoria Algébrica dos Numeros. Em 1964, Golod e Shafarevich

[5] provaram que uma torre infinita de corpos totalmente complexos
QCK1CK2CK3--' (1)

pode ser obtida por uma escolha adequada de K, onde K;,; é a extensao abeliana nao
ramificada maximal de K;, ou seja, é o Corpo de Classes de Hilbert H(K;). Alguns
anos depois, Martinet [8] e Roquet [14] obtiveram reticulados utilizando torres como
em (1). Martinet, por exemplo, define K; = K(y/—¢), onde K é um corpo totalmente
real com [K : Q] > 10 e ¢ é um primo totalmente decomposto em K. Todos os
reticulados apresentados nestas referéncias sao imersoes do anel de inteiros dos corpos
que compobem essas torres e apresentam boa densidade; vide [2], 7.4. No entanto, apesar
de provada sua existéncia, esses reticulados nao sao descritos explicitamente, visto que
os parametros fundamentais desses corpos nao sao conhecidos, como a dimensao, base
integral, o discriminante e a forma traco integral.

Seja K/Q uma extensao galoisiana de grau m. A forma quadratica Trg,g(2Z), com
r € g, é chamada de forma traco integral de K. Quando K é totalmente real e

{wq,...,wy,} é uma base integral de K, ela é dada por

m

TrK/Q(xQ) = Z a;a; Try g (wiw;),

ij=1
onde x = aywy + ... + apwy, € Ox. O traco Tryg(wsw;), com 4,5 = 1,...,m, é

chamado de forma trago canonica de K, com respeito a base {wy, ..., wm,}.
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Sejam M C Ok um Z-modulo livre de posto m e og a imersao candnica de K em
R™. O raio de empacotamento do reticulado algébrico ox (M) é obtido pelo minimo da
forma traco integral de K restrita aos elementos de M. Este parametro nos permite
calcular a densidade de centro de ox(M). Por outro lado, as entradas da matriz de
Gram do reticulado ox(Ok), associada & base {wy,...,w,}, sdo dadas pela forma
trago canonica de K. Consequentemente, det(ox(Ok)) = Disc(K), vide [2], pdg. 225.
Dada sua aplicabilidade, as formas trago canonica e integral sao parametros de suma
relevancia. Conner and Perlis [1] apresentam um abrangente tratado sobre o assunto e
Epkenhans [4] e Scharlau [16] contém generalizagoes de alguns resultados obtidos em
[1]. Nota-se, porém, que em raros casos estes parametros sao descritos explicitamente.

Um corpo de nimeros L. de grau primo impar p sera chamado de p-extensao.
Quando LL/Q é abeliana, temos pelo Teorema de Kronecker-Weber que existe um inteiro
positivo n tal que L. € Q((,). Suponhamos que n é o condutor de L e que p nao divide
n. Nesse caso, o corpo ciclotomico Q(¢,) contém (p* — 1)/(p — 1) p-extensdes, onde s
é o nimero de primos na fatoracao de n (veja a Segao 2.1), as quais sdo galoisianas,
totalmente reais (vide Observacao 1.1.1) e, para fins de contagem, serdao denotadas por
L;, com 1 <4< (p°—1)/(p—1). Consideramos, entao, as torres de compésitos de

p-extensoes da forma
Q C ]Ll C ]Lq]LQ - LlLQLg c .- C @(Cn) (2)

Na Secao 3.1 provamos que todas as torres assim definidas tém o mesmo topo
(ou limite superior) e ele coincide com o Corpo de Géneros, o qual denotamos por
L*, e é o corpo de numeros abeliano maximal contendo L, de modo que L*/LL seja
nao ramificada, vide [19]. Em outras palavras, L* é um subcorpo do Corpo de Classes
de Hilbert H(L) tal que, quando H(LL) é abeliano sobre Q, temos L.* = H(L).

Os conceitos preliminares utilizados neste trabalho sao todos apresentados no
primeiro capitulo. Abordamos os resultados fundamentais da Teoria de Galois e da
Teoria Algébrica dos Numeros, de modo a tornar o texto auto suficiente nos capitulos
subsequentes. Introduzimos conceitos basicos como traco, norma, discriminante, anel
de inteiros e a decomposicao de ideais; para tal, utilizamos basicamente as referéncias
3], [6], [13] e [15]. Na Secao 1.2 definimos reticulado algébrico via imersdo canonica e
descrevemos alguns de seus parametros, como volume, matriz de Gram e a densidade
de centro; utilizamos principalmente as referéncias [2] e [15]. Os resultados obtidos
na Se¢ao 1.3 compoem uma demonstragao alternativa para a reciproca do Teorema de
Hilbert-Speiser, vide [11]. Em outras palavras, descrevemos uma base normal integral

para os corpos de niimeros abelianos, cujo condutor é impar livre de quadrados. Como
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veremos, esse resultado é utilizado para descrever o anel de inteiros de qualquer corpo
intermedidrio da torre de p-extensoes (2), vide Proposigao 2.1.2.

No segundo capitulo apresentamos os parametros e propriedades das p-extensoes
abelianas de condutor n. Existem dois casos a serem analisados. Neste trabalho,
consideramos especialmente o caso em que p nao divide n. Vemos, na Secao 2.1, que
n é impar livre de quadrados e Q(¢,) contém (p — 1)*~! p-extensoes de condutor n,
as quais admitem uma base normal integral. Descrevemos explicitamente as formas
trago canodnica e integral dessas p-extensoes e encontramos o minimo da forma traco
integral restrita a determinados Z-mddulos de posto p em . Desse modo, obtemos
os reticulados algébricos via imersao canonica desses Z-mddulos em RP, nas dimensoes
p=3,5e7,o0s quais apresentam boa densidade de centro. Na Secao 2.4 apresentamos
uma terminologia dos casos de ramificacao, onde citamos os resultados ja existentes na
literatura quando n é multiplo de p.

No terceiro capitulo sao apresentadas as propriedades dos compdsitos de p-extensoes
abelianas. Analisamos o comportamento das torres de p-extensoes, através da contagem
dos subcorpos de uma composicao e da escolha dos condutores dos corpos que a definem.
Garantimos, assim, a unicidade do Corpo de Géneros e o representamos pelo compédsito
L* =1Ly ...L,, de p-extensoes linearmente disjuntas. Na Secao 3.2 descrevemos as
formas traco canonica e integral de IL,IL,, quando LL; e Ly tém condutores relativamente
primos. Nesse contexto, provamos que a forma traco canonica de 1Ly preserva o
produto, o que também ocorre nos resultados ja conhecidos sobre o anel de inteiros e
o discriminante, a saber, Op,1, = Or,Or, e Disc(LL;L,) = Disc(LL; ) @Disc(ILy ) F@
vide [6], pag.68. Desse modo, estendemos esses resultados e também obtemos a forma
trago canodnica do Corpo de Geéneros. Por fim, na Segao 3.3 apresentamos nossas
perspectivas a partir dos resultados aqui obtidos, entre as quais a minimizacao da forma
trago integral descrita no Corolério 3.2.4 e a investigagao da formas traco do compdsito

de p-extensoes, quando os respectivos condutores nao sao relativamente primos.

13



CAPITULO 1

Conceitos Preliminares

1.1 Teoria Algébrica dos Numeros

Nesta secao introduzimos os resultados fundamentais da Teoria de Galois e da Teoria
Algébrica dos Numeros utilizados neste trabalho. Sao abordados conceitos como traco,
norma, anel de inteiros e discriminante de um corpo de nimeros e a decomposicao
de ideais. A prova de determinados resultados é omitida. Alguns por se tratarem de
resultados cldssicos e outros pela extensa demonstracao. Todavia, inserimos a referéncia
nos que seguem sem demonstragao. Quando citado um anel, ele é comutativo e possui

unidade.

Teoria de Galois

Sejam K, L corpos tais que K C IL. Dizemos que o corpo L é uma extensao de K, ou
ainda, que L/K é uma extensdo. O grau da extensao L/K ¢ a dimensao de L como
espago vetorial sobre K, e o denotamos por dimg L = [L : K]. No caso em que [L : K]

é finito, dizemos que L/K é uma extensao finita.

Definicao 1.1.1. Uma extensdo finita K do corpo Q dos nimeros racionais € chamada
de corpo de nimeros. Se [K: Q| = n, dizemos que K € um corpo de nimeros de grau

n. Um corpo de nimeros de grau primo p serd chamado de p-extensao.

14



Sejam L /K uma extensao e Aut(LL) o grupo dos automorfismos de L. O conjunto
Gal(L/K) = {0 € Aut(L); o(z) =z, Vo € K}
é um subgrupo de Aut(L), chamado de grupo de Galois de IL sobre K.

Definigao 1.1.2. Uma estensao finita L/K que satisfaz [L : K] = o(Gal(L/K)) ¢
chamada de extensao de Galois, ou galoisiana. Nesse caso, se Gal(L/K) € abeliano,

dizemos que L/K € abeliana e se Gal(L/K) € ciclico, dizemos que L/K ¢é ciclica.

Teorema 1.1.3. ([17],Teo.12.1)(Teorema da Correspondéncia de Galois) Seja L/K

uma extensao galoisiana.

(i) Se H é um subgrupo de Gal(L/K), entdo existe um tnico corpo M tal que K C
M CL e H= Gal(L/M). Nesse caso, M € dito o corpo fizo de H.

(ii) Se K C M C L, entao L/M € galoisiana e Gal(IL/M) é o dnico subgrupo de

Gal(L/K) que satisfaz
o(Gal(L/K))

M= K] = S Gar )

(i1i) Se K C M C L, entdo M/K € galoisiana se, e somente se, Gal(L/M) é um
subgrupo normal de Gal(L/K). Nesse caso

_ Gal(L/K)

Gal(M/K) ~ TR

Seja n um inteiro positivo. Dizemos que (, é uma raiz n-ésima da unidade se
(" =1, e que (, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se (" = 1 e ¢/ # 1, para
todo j=1,...,n—1. Se (, é primitiva, chamamos o polinémio

n

o)== [ (@-¢)

i=1
mde(j,n)=1

de n-ésimo polinémio ciclotomico. O corpo Q(¢,) ¢ dito o n-ésimo corpo ciclotomico.

Considere (Z/nZ)* o grupo das classes residuais invertiveis médulo n. Temos que

Desse modo, Gal(Q(¢,)/Q) ~ (Z/nZ)* via o isomorfismo natural o; — 1.

Teorema 1.1.4. ([13],pdg.44) O grupo (Z/nZ)* é ciclico se, e somente se, n = 2, 4,

p" ou 2p", onde p € um primo impar e r > 1.
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Exemplo 1.1.1. Se p é um primo impar, seque do Teorema 1.1.4 que o corpo
ciclotomico Q((,) € uma extensao ciclica de grau p — 1 sobre Q, cujo grupo de Galois
¢ dado por Gal(Q((,)/Q) = {o1,...,0p1}, onde 0y = § = ¢, parai =1,...,p— 1.
Além disso, o p-ésimo polinomio ciclotomico € dado por

P —1
= =P+ 1.
op(x) o A SR s

Teorema 1.1.5. (/13], pdgina 273)(Teorema de Kronecker-Weber) Se K/Q ¢é uma

extensao abeliana finita, entao existe uma raiz n-ésima da unidade (,, tal que

K C Q(¢n)-

Definicao 1.1.6. Seja K/Q uma extensao abeliana finita. O menor inteiro positivo n

tal que K C Q((,) € chamado de condutor do corpo K, e o denotamos por cond(K) = n.

Se L/K é uma extensao finita, entao existe a € L tal que L = K(a). O elemento «

¢ chamado de elemento primitivo (Teorema do Elemento Primitivo, [15], pag. 34).

Proposicao 1.1.7. ([15],pdg.33) Se L/K ¢é uma extensao finita de grau n e F é um
corpo algebricamente fechado contendo K, entao existem exatamente n K-monomorfis-

mos distintos de L em F.

Demonstracao. Existe a € L tal que L = K(«). Como K(a)/K ¢ finita de grau n,

segue que o grau do polindomio minimal p(z) de « sobre K é n. Desse modo, como p(x)

¢é irredutivel, ele possui n raizes distintas aq,...,«a, em F. Portanto, para cada i =
1,...,n, temos definido o K-monomorfismo o; : K(a) — F, dado por o;(a) = ;. O
Definigao 1.1.8. Sejam K um corpo de nimeros de graun e oy, ..., 0, 0s Q-monomor-

fismos distintos de K em C.

(1) Se 0;(K) C R dizemos que o; é um monomorfismo real. Caso contrdrio, dizemos

que o; € um monomorfismo complexo.

(i7) Se 0;(K) C R, para todoi =1,...,n, dizemos que K é um corpo totalmente real.
Se 0;(K) € R, para todo i = 1,...,n, dizemos que K é um corpo totalmente
complexo.
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Observagao 1.1.1. Se K/Q € wma extensio galoisiana de grau n, entao o0s
Q-monomorfismos o;, com i = 1,...,n, definidos na Proposi¢ao 1.1.7 compoem o
grupo de Galois de K sobre Q. Nesse caso, K serd, necessariamente, totalmente real
ou totalmente complezo, pois 0;(K) =K, para todoi =1,...,n. Em particular, se n é
impar entao K € totalmente real, pois os monomorfismos complexos, quando existem,

0S SG0 G0S PAres.

Teorema 1.1.9. ([13/,pdg.20)(Lema de Dedekind) Sejam L/K uma extensao finita
de graun e oy,...,0, 0s K-monomorfismos distintos de I num corpo algebricamente

fechado F contendo K. Entao, {o1,...,0,} € linearmente independente sobre .

Traco e norma

Sejam L/K uma extensdo finita de grau n e oy,...,0, os K-monomorfismos de L.
Definimos o traco e a norma de um elemento o € L, com respeito a extensao L/K,

como sendo respectivamente

n

Trpk(e) =Y oi(a) e NL/K@:H@(@).

i=1

Seja Ml um corpo tal que K

N

LCM. SeackK, a,8€leye M, entao valem as

seguintes propriedades:

—_

- Trok(a+ 8) = Tryk(a) + Trox(6)

[\]

. Tryx(aa) = a- Tryx(a)

3. Trix(a) =n-a

4. Nyx(ap) = Npjx(a) - Npjx(B)
5. Npjk(aa) = a" - Npjx(a)

6. Npj(a) = a”

7. Trmyr () = Trew(Trmyw (7))
8. Nmyk(7) = NL/x(Nayw (7))

9. Tryy(a) = [M: L] - Try i (cv)

10 NM/K((X) = NL/K(G)[M:L].

17



Moédulos

Seja A um anel. Um grupo abeliano aditivo (M, +) munido de um produto
AXM —-M

é dito um A-mdédulo quando satisfaz as seguintes propriedades:

(i)a-(z+y)=a-z+a-y;

(i1) (a+b) -z =a-x+b-x;

(iid) (ab) -z =a- (b~ x);

(iv) 1z =

para todo a,b € A e x,y € M. Denotamos o produto a - x simplesmente por azx.
Um subgrupo N de M é chamado de um A-submdédulo de M, se para todo a € A e

x € N tivermos az € N.
Definigao 1.1.10. Seja M um A-maodulo.

(i) Dizemos que um subconjunto {z1,...,x,} C M € um gerador de M se todo

elemento v € M € da forma v = ayx1+...+a,x,, coma; € A, parai=1,...,n.

(ii) O conjunto {x1,...,x,} € dito uma base de M quando é formado por geradores
linearmente independentes sobre A. Se M possui uma base, ele € dito um A-

modulo livre e o numero de elementos dessa base é o posto de M.

Teorema 1.1.11. (/15/,pdg.21) Sejam A um anel principal, M um A-mddulo livre de
posto n e N um A-submddulo de M. Entao,

1) N € livre de posto q, com 0 < g < n.
(i) posto q, q

(ii)) Se N # {0}, entao existem uma base {ey,...,e,} de M e elementos nao nulos
ai,...,aq € A tais que {ayeq, ..., a.e,} € uma base de N, de modo que a; divide

a1, paral <1< q—1.

Proposicao 1.1.12. Sejam K wum corpo de nimeros de grau n, oi,...,0, 0s Q-
monomorfismos distintos de K em C e M C K um Z-mddulo livre de posto n. Se
{71,..., 20} € uma Z-base de M, entdo det(o;(z;))7 =, # 0.

Demonstragao. Suponha det(o;(x;))?._; = 0. Entdo as colunas da matriz (o;(z;))"

3,j=1 3,j=1
sao linearmente dependentes. Assim, existem aq, ..., a, € C, nao todos nulos, tais que
Y ora0i(x;) = 0, para todo j = 1,...,n. Desse modo, terfamos Y. a;0;(z) = 0,
para todo x € M, o que contradiz o Teorema 1.1.9 (Lema de Dedekind). [
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Inteiros Algébricos

Sejam A C B anéis. Dizemos que um elemento o € B ¢ inteiro sobre A se existe um
polinémio moénico ndo nulo f(z) € Alz| tal que f(a) = 0, isto é, existem aq, ..., a,-1 €
A tais que

A"+ ap10" P Faja+ap = 0.

O conjunto dos elementos de B que sao inteiros sobre A é um subanel de B, o qual
denotamos por Op(A). Chamamos Og(A) de anel de inteiros de B sobre A. Se todo
elemento de B é inteiro sobre A, dizemos que B é inteiro sobre A e, nesse caso, Og(A) =
B.

Se K é um corpo de ntimeros, o anel de inteiros Ok (Z), de K sobre Z, sera denotado

simplesmente por Ok e chamado de anel de inteiros de K.

Proposicao 1.1.13. (/15],pdg.38) Se K é um corpo de nimeros e a € Ok, entdo

Trr () e Ngjg(a) s@o nimeros inteiros.

Teorema 1.1.14. ([15],pdg.40) Sejam A um anel principal, K seu corpo de fragies e

L uma extensao finita de grau n sobre K. Nessas condicoes,
(i) OL(A) € um A-mddulo livre de posto n.
(ii) Se a € um ideal nao nulo de O (A), entdo a é um A-mddulo livre de posto n.

Se K é um corpo de niimeros, entao segue do Teorema 1.1.14 que Ok é um Z-mddulo

livre de posto finito. Nesse caso, uma Z-base de Ok é dita uma base integral de K.

Teorema 1.1.15. ([18],Te0.2.16) O conjunto

{17 Cna ey C’rq:(n)_l}
¢ uma base integral de Q((,), cujo anel de inteiros é dado por Z[(,).

Definigao 1.1.16. Seja K/Q uma extensdao galoisiana finita, com

Gal(K/Q) = {o1,...,0.}.

Se existe a € Ok tal que {o1(),...,0n(a)} € uma base integral de K, entdo ela € dita

uma base normal integral de K. O elemento a € dito um gerador dessa base.

Sejam K um corpo de nimeros de grau n e M C Ok um Z-modulo livre de posto
n. A cardinalidade do quociente Oy /M é dita norma de M, a qual denotamos por
Ok : M]. Em particular, se a é um ideal de Ok, denotamos N(a) = [Ok : a]; vide
Teorema 1.1.14.
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Proposigao 1.1.17. ([15], Se¢io 3.5) Se {wy,...,w,} é uma base integral de K e
{aqwy, ..., a,w,} uma Z-base de M, onde ay,...,a, sdo inteiros nao nulos, entao

(O : M| = |ay ...an

Discriminante

Sejam L/K uma extensao finita de grau n e (a1, ..., ;) uma n-upla de elementos em

L. Definimos o discriminante, em L /K, dessa n-upla por
Discpx(ag, . . ., 0p) = det(Tryk (vi0y)),

isto é, o determinante da matriz cuja (4, j)-ésima entrada é Try k(a;q;), para i,j =

1,...,n.

Proposicao 1.1.18. ([15/,pag.39) Se o1, ...,0, sio os K-monomorfismos de L. num

corpo algebricamente fechado F, contendo K, entao
DiSC]L/]K(Oéh c. ,Oén> = [det(ai(ozj))ﬁ

Demonstracao. Para cada ¢,7 = 1,...,n, temos que

Tryjx (cu0) Zak ;) Zak(ai)ak(aj).

Desse modo,

Discp/k(ai,...,0n) = det( Zak Do(aj))
= det(aj(az)) det(0i(e;))
= [det(os())]*.
]

Proposicao 1.1.19. (/15/,pdg.38) Seja (B4, ..., Bn) uma n-upla de elementos em L,

tais que B; = > ¢ aijou, com a;; € K, para j =1,...,n. Entao

Discr/x (B, .- -, Bn) = [det(aij)}zDiscL/K(al, cey Q).

Demonstracao. Se oy,...,0, sao os K-monomorfismos de L, entao

DiSCL/K(ﬁl, . 7ﬁn> = det
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Sejam K um corpo de nimeros de grau n e {a,...,a,} uma base integral de K.
Segue da Proposigao 1.1.19 que um conjunto {f,...,5,} C K também é uma base

integral de K se, e somente se,

DiSCK/Q(ﬁl, ce ,ﬁn) = DiSCK/Q(Oél, R ,Oén).

Definigao 1.1.20. Seja K um corpo de nimeros. O discriminante, em K/Q, de

qualquer base integral de K € chamado de discriminante do corpo K, e denotado por
Disc(K).

Proposicao 1.1.21. ([12]) Seja K um corpo de nimeros abeliano de grau primo p e
condutor m. Entao,
|Disc(K)| = mP™ .

Teorema 1.1.22. ([/12]) Seja K um corpo de nimeros abeliano de condutor m =
pips? ... p%. Entao,

K:Q]
Disc(K)| = o

a;

> KNQ(Gpypr) : Q)

S
k=1
117
i=1

Observacao 1.1.2. Note que,

a;

D KN Q) : Q) < il K : Q,

k=1
para todo i =1,...,s. Logo,

|Disc(K)| = p{*p3? ... pSe,

onde

a;

i = a;[K: Q] = Y [KNQ((yypr) : Q) > 0.

k=1
Sejam K; e Ky corpos de niimeros de grau n; e ng, respectivamente. Dizemos que
K; e K, sao disjuntos quando [K;Ks : Q] = nyne. Quando K; e K; sdo disjuntos e seus
discriminantes relativamente primos, eles sao ditos linearmente disjuntos.
Observagao 1.1.3. SeK;/Q e Ky /Q sao extensies galoisianas, seque pelo Teorema da

Correspondéncia de Galois que Ky e Ky sao disjuntos se, e somente se, Ky NKy = Q.

Proposicao 1.1.23. (/6], pdgina 68) Se Ky e Ky sdo corpos de nimeros linearmente

disjuntos, de grau my e ng, respectivamente, entao
(i) DKle = DKngz‘

(71) Disc(K;Ky) = Disc(K;)"2Disc(Kg)™ .
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Decomposicao de Ideais

Sejam K um corpo de niimeros e L uma extensao finita de grau n sobre K. Se p é um

ideal primo nao-nulo de Ok, entdao o ideal pOr, de O, pode ser unicamente expresso

na forma
T
o
pDL = H ;’Bil7
i=1
onde cada B; é um ideal primo de Oy, e e; é um inteiro positivo, parai = 1,...,r, com

r > 0. Os ideais P, ..., B, sdo os unicos ideais primos de Oy, tais que P; N Ox = p.
Além disso, pO1, N Ok = p. Nesse caso dizemos que Py, ..., P, sdo os ideais de O,
que estao acima de p. Vide Samuel, [15], paginas 50 e 71.

Temos que p e B; sao ideais maximais de Ok e Oy, respectivamente. Dessa forma,
o corpo O /PB; pode ser considerado como uma extensao finita do corpo Ok /p, para
cada i =1,...,r. Vide [3], pdg. 103.

Defini¢ao 1.1.24. O grau [Oy/B; : Ox/p] € chamado de grau de inércia de P; e
¢ denotado por fi = f(Bi | p). O expoente e; = e(*P; | p) é chamado de indice de

ramificagao de B;, para cadat=1,...,r.

Definicao 1.1.25. Quando pelo menos um dos indices de ramificagcao e; € maior do

que um, dizemos que p se ramifica, ou € ramificado, em L.

Dizemos que L/K é nao ramificada quando todos ideais primos de Ok s@o nao
ramificados em L. A extensao abeliana nao ramificada maximal sobre K é chamada de
Corpo de Classes de Hilbert de K, o qual denotamos por H(K); vide [7], pag. 232.

Teorema 1.1.26. (/3/,pdg.104)(Teorema da Igualdade Fundamental)

r

Z eifi = [OL/pOL : Ok /p] = n.

i=1
Utilizando a Igualdade Fundamental podemos estimar as varias possibilidades de

decomposi¢ao do ideal p em Op. No que segue, damos nomes aos casos extremos.

Dizemos que p é:

(a) Totalmente decomposto em L, quando r = n, ou seja, e; = f; = 1, para todo

1=1,...,7.

(c¢) Totalmente ramificado em L, quando e; = n para algum ¢ = 1,..., 7, nesse caso,
r = f,L =1.

(b) Inerte em L, quando f; = n para algum ¢ = 1,...,7, isto é, r =¢; = 1.
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Quando L /K é galoisiana, temos que e(P1 | p) = ... =e(B, [ p)e f(P1 |p)=... =
f(B. | p); vide [3], Teorema (20.2). Denotamos, entdo, e = e(P; | p) e f = f(Bi | p),

para todo ¢ =1,...,r. E, nesse caso, a Igualdade Fundamental é dada por
efr =n.

Desse modo, quando n é primo, os trés casos extremos de decomposi¢ao de p em O,
serao os Unicos possiveis.

A seguinte proposicao apresenta a multiplicatividade do indice de ramificacao e do
grau de inércia, resultado fundamental no estudo da decomposicao de ideais em torres

de corpos de niimeros.

Proposicao 1.1.27. ([7],pdg.65) Sejam K C 1L C M corpos de nimeros e p, P e P’

ideais primos de Ok, Oy, e Oy, respectivamente. Se W' estd acima de P, entao

(i) B estd acima de p se, e somente se, P estd acima de p.

(ii) Nesse caso, e(P' [ p) = e(P"|B) -e(B | p) e (B [p) = (B [B)- F(B ).

Quando K = Q, temos que Ok = Z e L é um corpo de numeros de grau n. Nesse
caso, se um ideal primo pZ de Z ramifica em L, dizemos que o niimero primo p ramifica

em L.

Teorema 1.1.28. ([15],pdg.74) Seja L um corpo de nimeros. Um nimero primo p

ramifica em 1L se, e somente se, p divide o discriminante Disc(LL).

Se I é um corpo de ntimeros abeliano de condutor m, entao, segue do Teorema
1.1.22, que os primos que dividem m sao exatamente os mesmos que dividem o

discriminante Disc(LL).

Corolario 1.1.29. Seja L. um corpo de nimeros abeliano de condutor m. Um nimero

primo p ramifica em L se, e somente se, p divide m.

Sejam m > 1 e p um primo nao ramificado em Q((,,), isto é, p nao divide m.

Como Q((,)/Q é galoisiana, segue que e = e(*P; | p) =1 e f = f(*Bi; | p), para todo
i=1,...,r,onde Py,...,PB, sdo os ideais de Og(c,,) que estao acima de p. Nesse caso,

a Igualdade Fundamental se escreve como

e além disso:
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Teorema 1.1.30. (/3/,pdg.119) Com as notagées acima, temos que

_ o(m)
f )
onde f € a ordem de D no grupo multiplicativo (Z/mZ)*.

Corolario 1.1.31. Seja . um corpo de nimeros abeliano de grau primo p e condutor
m. Se ord,,p = 1, ou seja p = 1 (mod m), entdo p € totalmente decomposto em L.

Agora, se ord,,p = ¢(m), entdo p € inerte em L.

Demonstracao. Segue do Teorema 1.1.30 e da Proposicao 1.1.27. ]

1.2 Reticulados Algébricos

Apresentamos o conceito de reticulado no R™ e alguns de seus parametros, como
volume, matriz de Gram e densidade de centro. Identificamos um Z-médulo livre
de posto finito contido num corpo de nimeros K com um reticulado no R", o qual
chamamos de reticulado algébrico. Essa imersao nos permite descrever algumas

propriedades do reticulado obtido, através das propriedades do corpo K.

1.2.1 Reticulados no R"

Sejam n um inteiro positivo e {vy,..., v, } um conjunto de vetores no R™ linearmente
independentes sobre R, com m < n. Definimos o reticulado A de dimensao m e base

. :
{v;}1, como sendo o conjunto

m
A= {Z a;v;; a; € Z} C R".
i=1
Em outras palavras, um reticulado é um Z-modulo livre de posto finito contido no R",
cuja base é linearmente independente sobre R. Denotamos também A = Zuvi+- - -+Zuv,,.

Consideramos, nesta secao, somente os reticulados no R"™ cuja base apresenta n

vetores, ou seja, os reticulados n-dimensionais no R”.

Proposicao 1.2.1. Sejam {vy,...,v,} uma base de A e {wy, ..., w,} C A um conjunto

de vetores linearmente independentes sobre R, tais que w; = -

=1 @ijV5, COM G5 € 7.

Tem-se que {w;}I, € uma base de A se, e somente se, det(a;;) = 1.
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Demonstracao. Como

w1 a1 aiz - Qin U1

W, Qp1 Qp2 - Qpnn Un,

segue que, {w; }?_; é uma base de A quando (a;;) é a matriz mudanca de base, ou seja,

quando det(a;;) = 1. O
Seja 5 = {v1,...,v,} uma base de A. Dizemos que a matriz M = (v;;) é geradora
do reticulado A, onde v; = (v, ..., vp,) € R™ parai =1,...,n. Nesse caso, denotamos

A ={aM; o€ Z"}. O conjunto

i=1
é chamado de regiao fundamental de A com relagao a base 5. Definimos o volume da

regiao fundamental Pg por
Vol(Ps) = | det(M)].

Sejam {wy,...,w,} C R™ uma outra base de A e N = (w;;) a matriz geradora de
A associada a essa base. Pela Proposicao 1.2.1, temos que |det(M)| = |det(N)]| e,

consequentemente, det(M M?") = det(NN?). Isto permite as seguintes definigoes:

Definicao 1.2.2. Seja 5 uma base de A. Definimos o volume do reticulado A como

sendo o volume da regido fundamental Vol(Pgs), o qual denotamos por Vol(A).

Seja M uma matriz geradora de A. Definimos a matriz de Gram de A, associada a

M, como sendo a matriz

G=MM"

Definicao 1.2.3. Seja G uma matriz de Gram do reticulado A.  Definimos o

determinante de A como sendo o determinante de G, e o denotamos por det(A).

Um empacotamento esférico do reticulado A é uma distribuicao de esferas de mesmo
raio no R", cujos centros sao os elementos de A, de modo que a intersec¢ao de quaisquer
duas esferas tenha no maximo um ponto. O maior raio para o qual é possivel definir
um empacotamento de A é obtido pelo niimero

min{|A[; A € A, A #0}
2 Y

chamado raio de empacotamento de A.
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A densidade de empacotamento A(A) de A é a proporcao do espago R™ recoberto
pelo empacotamento de esferas de raio p. Equivalentemente, se B(p) é a esfera de
centro na origem e raio p, temos que

_ Vol(B(p)) _ Vol(B(1))p"
AW = Vol(Ps) ~— Vol(A)

Definigao 1.2.4. Definimos a densidade de centro §(A\) do reticulado A como sendo

'

p
oW = Vol(A)

Exemplo 1.2.1. Seja A o reticulado no R? gerado pela base {(1,0), (1/2,+/3/2)}, isto

€,

A =7(1,0) + Z(1/2,V/3/2).

Temos que min{|A\|; A € A, A # 0} = 1. Logo, p = 1/2 é o maior raio para o qual é

possivel obter um empacotamento de A. Por outro lado,

1 0
Vol(A) = |det = /3/2.
ol(A) (1/2 V3/2 )‘ /
Portanto,
m
A(A) = —— ~0,9069
(W) =— e

1

Este reticulado € conhecido como Ay ou reticulado hexagonal e tem a maior densidade
de centro no R?; vide [2], secoes 1.2 ¢ 1.4.

1.2.2 Reticulados Algébricos via Homomorfismo Candnico

Seja K um corpo de nuimeros de grau n. Existem exatamente n Q-monomorfismos
g, : K — C, comi =1,...,n (vide Proposicao 1.1.7). Se ¢; é um monomorfismo
complexo, o seu conjugado o; também pertence ao conjunto dos nm monomorfismos
de K em C, onde 7; # 0;. Desse modo, temos um ntmero par de monomorfismos

complexos. Assim, denotando por r; o numero de monomorfismos reais e por 2r, o

numero de monomorfismos complexos, podemos reordena-los de modo que oy,...,0,,
sejam reais € Oy 41, .., 0 42r, S€jam complexos, com n = 1| + 213 € Oy 4rotj = Ori4s
para 7 =1,...,79.
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O homomorfismo injetivo ok : K — R" definido por

O-K(x) = (O'1<SC), <oy 0y (SE), 8%(0'7“1+1(37))7 %(UﬁJrl(x))? T %(O—T1+T2 (l‘)), %<UT1+T2 (:C))),

é chamado de homomorfismo canonico, ou homomorfismo de Minkowski, onde R e &

representam, respectivamente, as partes real e imaginaria de um ntimero complexo.

Exemplo 1.2.2. Seja K = Q((3), onde (3 = e . Os Q-monomorfismos o1 e o5 de K
em C, sao dados por o;((3) = (&, com i = 1,2. Desse modo, K € totalmente complero,

comr, =0ery=1. Sex =a+bls €K, entao ox : K — R? ¢ dado por

ow(z) = (R(01(2)), S(01(2))) = (R(a — 5 + —=4), S(a — 2 + %» =(a- g ¥>'

2 2
Teorema 1.2.5. ([15],pdg.56) Se M C K é um Z-mddulo livre de poston e {x1,...,T,}
¢ uma Z-base de M, entdo ox (M) € um reticulado no R", com base {ox(x1),...,o0x(x,)}

e volume dado por
Vol(og(M)) = 2772 det(ai(xj))zj:ﬁ.

Demonstragao. Para cada z; € M, com j =1,...,n, o vetor og(z;) é dado por

(0-1<xj)7 s Oy (:L‘j)v §R<O-T’1—|—1<xj))7 %(O’h-&-l(xj))? SRR §R(0-7’1-1—7"2 (ZE]')), S(07“1-1-7‘2 (mj)))

Considere a matriz quadrada M de ordem n, cuja j-ésima coluna é dada pelo vetor
ok (x;). Utilizando a relacdo oy, 4ry+j = 4y, cOm j = 1,..., 75, e permutando as

linhas da matriz M convenientemente, obtemos
det(M) = (Qi)_rz det(Ui([Ifj))?’jzl.

Pela Proposicao 1.1.12, temos que det(o;(z;)) # 0. Logo, det(M) # 0. Assim, os

vetores og(x;) € R” s@o linearmente independentes sobre R. Isto é,
ox(M) = Zox(x1) + ... + Zog(x,)
¢ um reticulado no R™, do qual M* é uma matriz geradora, e
Vol(og(M)) = | det(M")| = 27| det(o:(x;));.j |
O

Corolario 1.2.6. ([15],pdg.57) Seja M C Ox um Z-mddulo livre de posto n. Entao

ok (Ok) e ox(M) sdo reticulados no R™, cujos volumes sao, respectivamente,

Vol(og (D)) = 272|Disc(K)[2 e Vol(ox(M)) = Vol (ox(Ox))[Ok : M].
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Demonstragao. Pelo Teorema 1.2.5, temos que ok (Ok) e ox (M) sao reticulados no R"

e, dada uma base integral {x1,...,z,} de K, segue que
Vol(ox(Ok)) = 2_r2|Disc(K)|%,

pois Disc(K) = det(o;(z;))®. Pelo Teorema 1.1.11, existem uma base integral
{wy,...,w,} de K e inteiros nao-nulos ay,...,a,, tais que {aywy,...,a,w,} é uma
Z-base de M. Logo,

Vol(ox(M)) = 27| det(o;(a;w;))| = 27"|ay ... ay| | det(o;(w;))].
Porém, pela Proposi¢ao 1.1.17, temos que [Ok : M| = |a; .. . a,|. Portanto,
Vol (ox(M)) = 2772 |Disc(K)|2 [Ok : M] = Vol (ox (Ok))[Ok : M].

[

Seja M C Ok um Z-mébdulo livre de posto n. Segue do Corolario 1.2.6 que a
densidade de centro do reticulado algébrico ox (M) é dada por
_ 2r2pn

Disc(K)|2[Ok : M)’

6(ox(M)) (1.1)

onde p = imin{|og(z)|; x € M, z # 0} e

Trr,0(2?),  se K é totalmente real;
rel@)f? = { olr)

tTrg/g(zz) ,  se K ¢ totalmente imagindrio.

Vide [2], pag. 225. Note que se K/Q é galoisiana entao K é, necessariamente,
totalmente real ou totalmente imaginario. Em particular, quando n ¢ impar temos

que K é totalmente real; vide Observacao 1.1.1.

Observagao 1.2.1. Sejam K totalmente real e {wy, ..., w,} uma base integral de K. A
matriz (o3(w;))7,=1 € geradora do reticulado algébrico ox(Ok). Desse modo, a matriz
de Gram associada € dada pela forma trago canonica de K, com respeito a essa base,
1sto €,

G = (Trg/g(wiwy)) -

Nesse caso, o determinante det(ox(Ox)) = Disc(K).
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1.3 Base Normal Integral de uma Extensao Abeliana

Nesta secao descrevemos uma base normal integral para os corpos de niimeros abelianos
contidos em Q(¢,), quando n é um inteiro positivo impar livre de quadrados, ou seja,
n =pp...ps,ondep,...,pssao primos impares distintos. Em particular, tais condigoes
sao satisfeitas pelo condutor de uma p-extensao abeliana IL, quando p é um primo impar
nao ramificado, vide Proposicao 2.1.2. Isto garante a existéncia de uma base normal

integral para IL, com a qual geramos o anel de inteiros Oy, na Secao 2.2.

Proposicao 1.3.1. Se n € um inteiro positivo impar livre de quadrados, entao

Troe,)/0(Cn) = (=1)°.

Demonstracao. Temos que n = p;y ...ps, onde pq,...,ps sao primos impares distintos.
Faremos a prova por inducao sobre s. O caso s = 1 segue do fato de que P~ 4
2P72 4+ ... 4+ 1 é o polinémio minimal de ¢, sobre Q. Suponha agora que a assercao
seja verdadeira para ¢ = py ...ps_1. Afirmamos que ela é verdadeira para n = ¢qps. De

fato,

Troea/eCm) = Troe)/e(Trae) /e (Gaée.)) = Trae,)/e(CeTrag.) /) (6.))
= (=1)Trg,)e(l) = (=1)%

[
Proposigao 1.3.2. Se K € um subcorpo de Q((,) et = Troc,)/x(¢n), entao K = Q(2).

Demonstracao. E claro que Q(t) € K. Entao, pela Proposi¢ao 1.3.1, segue que

(—1)* = Troe.)/a(G) = Trow/e(Trr/ow (Trae.,)/x(6n))) = Trowo(Trx/aw ()
= Trow,e(K: Q1)) = K : Q)] Trgw),qe(t)-

Porém, [K: Q(t)] e Trgu)/q(t) sdo inteiros. Logo, [K: Q(t)] = 1. O

O Teorema 1.1.15 apresenta uma base integral de Q((,). Alternativamente, no

seguinte lema descrevemos uma base normal integral de Q((,).

Lema 1.3.3. O conjunto
{¢";i=1,...,n, mde(i,n) =1}

n

¢ uma base normal integral do corpo ciclotomico Q((,).
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Demonstragao. Por indugao sobre s. Quando s = 1, temos que ¢, ¢ raiz do polinomio
minimal z” ' 4272 4. +1e {1,(p,, ..., (5 ?} é uma base integral de Q((,, ). Logo,

{Co1s s -+ - > CB7 1} também o é. Suponhamos, agora, que

{Cviz/ps ; i=1,...,n/ps, mdc(i,n/ps) = 1}

seja uma base integral de Q(Cn/p,). Como Q(Cn/p,) € Q(¢p,) sao linearmente disjuntos
e Q(¢) = Q(Guyp, )Q(¢p, ), entao uma base integral de Q(¢,) é dada por

B:{C;/ps gs ci=1,....,n/ps, j=1,...,ps — 1, mde(i,n/ps) = 1}.

Note que, C,i/ps J = e e Porém, mdc(ips + ji-,n) = 1 e B tem
cardinalidade ¢(5*)¢(ps) = ¢(n), pois ips + j=- = i'ps + j'2- (mod n) implica ¢ = i’ e

j =7 Portanto, B={("; i=1,...,n, mdc(i,n) = 1}. O

Teorema 1.3.4. Se K é um subcorpo de Q((,), [K: Q] =r e Gal(K/Q) = {0y, ...,6,},

entao
{61(t),...,0.(t)}

¢ uma base normal integral de K, cujo gerador é t = Trg(c,)/x(Cn)-

L, paracadai = 1,...,r, onde o,, € Gal(Q(¢,)/Q).
Seja, entao, Gal(Q(¢,)/K) = {0, ; 7 =1,...,q} onde ¢ = ¢(n)/r. Logo,

Demonstragao. Temos que 0; = oy,

Gal(Q(¢n)/Q) = {0y, 00y, ; i=1,...,7,5=1,...,q}.

De fato, se 0, oo, = 04, o0,,, entdao a;i 0 Oy, = Oy, © av_ji € Gal(Q(¢,)/K), o
que implica a;ﬁ ooy, |k = Id, isto é, oy, |k = 0w, |k donde i; = iy. Assim, também
J1=J2-

Seja x € Ok. E claro que x € Og(c,). Assim, do Lema 1.3.3 temos que

n

r= Y ad

(kmn)=1
rooq
= Z Z i 0, (Tu © 0;) (C)
i=1 j=1
q q
- (@) oo (o)
j=1 j=1
Afirmamos que dy;y; = Gy, Parat = 1,...,7 e j =1,...,q. De fato, dado o,, €

Gal(Q(¢n)/K), existe £ € {1,...,q} tal que 0,,,00,, = 0,;. Assim, como 0,,(z) =2 € K
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segue, da unicidade da representagao de x na base integral, que ay, ., = ay, »; para cada
i=1,...,r. Logo, T = Gy, 4,04, (t) + -+ + @y, 1,04, (t). Além disso, a independéncia
linear de {¢’ ; ¢ = 1,...,n, mdc(i,n) = 1} sobre Z implica que {o,,(t),..., 0., (t)}
também o é.

]

O Lema 1.3.3 e o Teorema 1.3.4 compoem uma demonstracao alternativa para a
reciproca do Teorema de Hilbert-Speiser, o qual diz que uma extensao abeliana finita
K/Q tem uma base normal integral se, e somente se, o condutor de K é impar livre de

quadrados; vide [11].
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CAPITULO 2

Extensdes Abelianas de grau p ndo ramificado

Seja L/Q uma extensao abeliana de grau primo impar p e condutor n. Na Se¢ao 2.1
vemos que a fatoragao de n é determinada segundo a ramificagao de p em L, isto é,
pela divisibilidade de n por p, vide Corolario 1.1.29. Todavia, a partir da Segao 2.2
consideramos especialmente o caso em que p é nao ramificado. Nesse caso, existe uma
base normal integral para L (vide Secao 1.3), sobre a qual descrevemos as formas trago
canonica e integral de IL, em termos de p e n. Na Secao 2.3 desenvolvemos um algoritmo
para encontrar o minimo da forma traco integral restrita a uma classe de Z-médulos
livres contidos em y,. Com isso, obtemos a densidade de centro da imersao canonica
de alguns desses Z-mdédulos em RP, nas dimensoes p = 3, 5 e 7. Por fim, na Secao
2.4 apresentamos a terminologia dos casos de ramificagao e algumas propriedades de L

quando p é ramificado.

2.1 Caracterizacao e contagem das p-extensoes via

condutor

Na Proposicao 2.1.1 avaliamos quantos corpos de numeros de grau p um corpo
ciclotomico contém e, na Proposicao 2.1.3, obtemos o nimero de p-extensoes de
condutor n contidas em Q((,), quando p nado divide n. Estes resultados sao

fundamentais no estudo das torres de p-extensoes abelianas da Se¢ao 3.1.
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Proposicao 2.1.1. Sejam m = pi*...p% um inteiro positivo e

s=#{pi; plowi’), i=1,... uj.
Entao, Q((n) contém (p* —1)/(p — 1) extensoes de grau p sobre Q.

Demonstracao. Uma vez que existe uma relacao biunivoca entre os subgrupos de ordem
p e os subgrupos de indice p do grupo abeliano finito Gal(Q((,,)/Q), é suficiente mostrar
que o grupo

(Z/mZ)" ~ (Z/py"L)" % - X (Z/pyL)"

contém (p* — 1)/(p — 1) subgrupos de ordem p, isto é, que contém p* — 1 elementos
de ordem p. O grupo (Z/p{*Z)* é ciclico de ordem ¢(p;*), para cada i = 1,...,u; vide

Teorema 1.1.4. Assim, se p divide ¢(p;

¢1), entao (Z/p}*Z)* possui um elemento x; de

p—1

ordem p e a equagao =¥ = 1 tem p solugoes em (Z/p{Z)*, a saber sao elas 1, x;, . .., zt

Se p nao divide ¢(p}*), entdo (Z/p;"Z)* nao possui elementos de ordem p e a equagao
x¥ =1 tem somente a solugao trivial. Desse modo, a equagao (x1,...,z,)" = (1,...,1)
tem p® — 1 solucoes nao triviais, ou seja, existem p® — 1 elementos de ordem p em
(Z/pyZ)" % - X (L/py )" O

Proposicao 2.1.2. Seja I uma p-extensao abeliana de condutor n. Entao,
(1) p se ramifica em L se, e somente se, o condutor n = p*py ... Dps;
(ii) p nao se ramifica em 1L se, e somente se, o condutor n = pips...ps;
onde p1,pa, ..., Ps SGo primos impares distintos tais que p; =1 (mod p), i =1,...,s.

Demonstracao. (i) Suponha L. C Q((,,), onde m = p*pi* ... p%, com a > 0. Podemos
supor que pi,...,ps sdo os primos na fatoragao de m tais que p|o(p;), com s < w.
Se n = p’py...ps, entao Q(¢,) € Q(¢n) e, pela Proposicao 2.1.1, ambos contém o
mesmo nimero de p-extendes. Logo n = p?p;...ps é o condutor de LL. (i) Suponha
L C Q(Gn), onde m = p{*ps?...p% com p; # p para todo i = 1,...,u. Afirmamos que
L C Q(¢py..p.)- De fato, se fosse L & Q((p,.p.), terfamos L N Q¢ p.) = Q, 0 que
implica que [L Q(¢p,..p.) : Q] = p-¢(p1 ... py) divide ¢(m), isto é, terfamos que p divide

a1—1 ay—1

P Dy
L € Q(¢p,..p.)s POis caso contrario teriamos que p divide ¢p(psiy ...pu). As reciprocas

. Se p1,...,ps s@0 os primos em m tais que p|lo(p;), i = 1,...s, entao

dos itens (i) e (ii) seguem do Corolario 1.1.29. O

A demonstragao do item (i) da Proposicao 2.1.2 é alternativa. Ela pode também

ser feita de maneira andloga ao ftem (), utilizando a Proposicao 2.1.1.
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Proposicao 2.1.3. Se n = py...ps, com p; = 1(mod p) para i = 1,...,s, entao o

corpo ciclotomico Q((,) contém (p — 1)*~t p-extensoes de condutor n.

Demonstragao. Indugao sobre s. O resultado é imediato para s = 1, pois o corpo Q((,, )
contém somente uma p-extensao. Suponha a assercao verdadeira para k =2,...,s—1,
isto ¢, Q(Cp;,pi,..pr, ) cONtém (p — 1)

11 <ig<...<ip<s,paracadak =2,...,s—1. Desse modo, o nimero de p-extensoes

p-extensoes de condutor p;,p;, ... p;,, com 1 <

de condutor menor que n contidas em Q((¢,) é

Si (Z) (p =1

k=1
Portanto, como Q(¢,) contém (p*—1)/(p—1) p-extensoes (veja Proposi¢ao 2.1.1), segue

que o numero de p-extensoes de condutor n é

L - Z (k) (-1 = (-1

k=1

2.2 Forma Traco Integral de uma p-Extensao

Seja p nao ramificado em IL. Nesse caso, o condutor de I é da forma n = p; ... ps, onde
P1,---,Ps Sa0 primos fmpares distintos, com p; = 1 (mod p), para i = 1,...,s; vide
Proposigao 2.1.2. Desse modo, se 6 é um gerador de Gal(IL/Q), entao, pelo Teorema

1.3.4, o conjunto
{t,0(t),...,0" (1)}
¢ uma base normal integral de L, gerada pelo elemento t = Trg,)/(¢,). Nesta

se¢ao, temos como objetivo exibir uma expressao para a forma traco integral Try, /o (2?),

r € O, com respeito a tal base. Note que L ¢ totalmente real, |Disc(L)| = nP~! e
P1,---,Ps 880 0s primos que se ramificam em L (vide Observacao 1.1.1, Proposi¢ao
1.1.21 e Coroldrio 1.1.29).
p—1
Dado = = Z a;0'(t) € Op, temos que 22 = 12;.:10 a;a;0' ()07 (t). Porém,
i=0

Try (6 (08 (1)) = Trw o 1679(1)).

comi,7 =0,1,...,p— 1. Desse modo,
p—1
Tryjg(a®) = Y aa;Try gt 677 (t)).
i,j=0
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Sendo assim, a forma trago canonica de L pode ser expressa em funcao de Try g (¢ 6%(¢)),

com k=0,1,...,p—1, a qual apresentamos explicitamente no Teorema 2.2.2.
Seja H o subgrupo de Gal(Q(¢,)/Q) que fixa L. Uma vez que

Gal(Q(Gn)/Q) =~ (Z/nZ)" ~ (Z/prZ)" X - - X (L/psL)",
os elementos de H ser@o representados como s-uplas em (Z/p1Z)* X -+ x (Z/psZ)*.

Lema 2.2.1. Sejam o = (aq,...,a5) € H, 1 <g<sell: H— (Z/pjZ)* x --- X
(Z/p;,Z)" a projegao definida por Il(a) = (aj,, ..., ), com 1 < jp < ... < jg < s.
Entao ,

|Ker 11| = W

Y

onde 1 <14y <...<1, <s sao as coordenadas de o distintas dos ji, ..., Jq-

Demonstragdao. Sejam Z = (Z/p;,Z)" x --- X (L[p;,L)* e Z¢ = (Z[/piZ)* X --- X
(Z/p;, Z)*. Assim,

H <II(H) x Z¢ < (Z/nZ)".
Porém, H tem indice p em (Z/nZ)*. Logo, II(H) x Z¢ = H ou II(H) x Z¢ = (Z/nZ)*. A
primeira nao é possivel, pois H teria Z¢ como fator, o que contraria IL ter condutor cheio.

Desse modo, II é um homomorfismo sobrejetivo, ou seja, H/Ker 11 ~ Z. Portanto,

o(n)/p _ i (pi — 1)
(pjy = 1) (pj, = 1) p '

|Ker 1| =

]

Dado z € II(H), temos que II"1(2) é uma classe lateral de Ker II em H, a saber,
I71(2) = a(Ker II), onde z = II(a). Logo, [IT"!(z)| = |Ker II|. Quando conveniente,

denotaremos ¢; = p; — 1, para todot=1,...,s, e

coml <y <...<i <s.

Teorema 2.2.2. Se § ¢ um gerador de Gal(L/Q) et = Trg,)/1(Cn), entao

Ty gt 0%(t) = {

comk=0,1,...,p—1.
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Demonstragio. Se h = ¢(n)/p, entdo Try gt 6%(t)) = +Trg,) ot 6%(t)). Trabalha-
mos com o trago sobre Q((,)/Q. Temos que 6 = 0,1, para algum o, € Gal(Q(¢,)/Q),
tal que o, (G,) = . Logo

L) = D G

ao,feH
Porém, pondo d = - 4+ + -, temos ¢4 = Cpl .Gy, Assim, TP & rafz n-ésima
primitiva da unidade se, e somente se, Cﬁf(aw " (aw’”

mdc(d,n) = 1. Deste modo,

a+prk 4 4 3
G A" também o é, pois

o T a Tk (07 Tk
Trgc(t (1) = > Troee(Ce™) = Y Trge.oCe . t™).
a,feH a,BeH

Denotamos a = (g, ..., a5), 8= (B1,...,08s) € Her = (r,...,rs) € (Z/nZ)*. Temos
que a + frf (mod p;) = a; + Birk. Assim,

a rk Qg Sk
Trgeo(t 0°(1) = D Troe(¢rt™mt ... ¢retore).
7BEH
Mas,
fot rk Qs Sr;“ « rk as ST§
Trg/e(Gi M . Gt ™) = Trgq, /6 (Tracn) /() (G P GoetPrs)),
em que,
Tl"@(gn }/QCnsny) (C'Oé1+/31T1 C%-&-ﬁﬂ ) (Caz-i-,@z@ gas-&-ﬂsr )Tl"@ <m)/@(ga1+517“1)
Logo,
Trgeeo/alt ) = Tra a6 ™) Trag, (G . o)
Q(Cn)/@ Q Cpl /Q D1 Q(Cn/pl)/Q : s
a,BeH
= Z TIQ(CPI)/Q(CI?ll‘i‘ﬂlrl) Tr@ Cps /Q(Cas‘i‘ﬁST )7 (*)
a,BeH
onde
az+ﬁl pi—1, se Oﬁ+5ﬂ’f =0
Troe,)/0(G ") = .
—1, se ozi+5iri7é0,
paracadat=1,...,s.
No que segue, a prova sera dividida em dois casos, a saber, k =0ek =1,...,p—1.

Caso (i): £k = 0. Seja o = (aq,...,qa,) € H fixo. A extensao L/Q ¢é galoisiana
de grau impar, logo é totalmente real. Assim, a conjugacao complexa pertence a H e,

portanto, (—1,...,—1) € H. Logo, 5 = (—a1,...,—as) € H. Além disso, 8 é o tnico
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elemento de H tal que a+ 5 =0, pois H < (Z/nZ)* C Z/nZ. Sendo assim, «; + 3; = 0
para todo 7 =1,...,s. Logo,

Tro,,)/(C ™) . Trge,.) () = (p1— 1) ... (ps — 1) = ¢(n).

Nesse caso, h = |H| parcelas s@o iguais a ¢(n) em (x). Entdo, a soma das parcelas

correspondentes aos pares «, § € H tais que o;; + 5; = 0, para todo ¢ =1, ..., s, é igual
a Ty = ho(n).
Pelo Lema 2.2.1, para cada i1 = 1,...,s, existem S;, = 4;, — 1 = [% — 1 elementos

8= (B1,...,0s) € H, tais que ; = —q; para todo i # iy e oy, + Bi; # 0. Nesse caso,
a parcela Tr@ ()G ) L Trge,.)/0(CRe ™) em () correspondente ao par a, 3 é
igual a — q, : Logo, a soma destas parcelas é igual a

i

. —hi ¢

S,1

:1()

11

- ()

i1=
- Ai1,i2 — Sil — Sig — 1 — A

De maneira andloga, existem .S; i1,ia

1,82 - Ai1 - Aiz +1
elementos § = (01, ...,0s) € H, tais que ; = —q; para todo i # iy, ia, onde o, + ;, #

0ea+ 0, #0, para ij,i = 1,...,s, com i; < i5. Nesse caso, a parcela em (x) é
igual a ¢(q) e a soma destas é dada por
1112
o(n
S
i1<io Q’L1Q’L2
_ (Z (1) (@it — G = @ia) 3 ¢(n)>
ity 11z p i<ty 112
1 s s—1 o(n o(n)
()= () )y ot
p = i = 0
Em geral, o caso em que u coordenadas a;+ (3; sao nao-nulas, paracadau =1,...,s,

¢é caracterizado da seguinte maneira: Existem

u

Sil:myiu = Ai1,~~-,iu - E : Sizlw,ieu_l - E : Sizl,izg - E :Sii -
/=1

1<i<..<ly-1<u 1<l <la<u

= Aih.--,iu - Z Aizly-u,ieu_l +-ot (_1>u71 ZAM + (_1>
(=1

1<0 <. <ly_1<u
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elementos 5 = (f1,...,0s) € H, tais que 5; = —a; paratodo ¢ # i1, ..., ¢ a;,+5;, # 0

para todo £ =1,... u. Nesse caso, cada parcela em (x) é igual a

(=1)"¢(n)
i iy - - - Gy,

e a respectiva soma ¢ dada por

Tu - h Z 11 ..... i

1< ..<iy QZI ’Lu
_ h Y ¢(n) <Qi1'-~Qiu_(Qi1-~%u1+"'+Qi2--'qw)+"'
1< ..<iy qu ’Lu p

<+ (_1> (%%‘2 + - qiu—lqiu) + (_1)1&71(%1 Tt qu) + <_1)u>
p

_ (—1)uh[%<(sju)¢(n)— (j:i)21¥+

..+(—1)“—1(S_S(f;1)> 3 - ‘¢>(”)‘ )+(_1)u 3 ‘¢(n) ]

1oLy q 201" iy <o qi, - - -4y,

Desse modo,

Troe)o(t?) = To+Ti+To+---+ Ty + T,

= he(n) —h (; (S - 1) Z ¢Qn )

11=1

(e (%) 28]
+(—1)S‘1h[}9 (G)gb - (8 1 1> 2 d)q“

11=1

() § gt 5 g

i1<...<ig_g 101 i1 <oiay e Gis

+(—1)Sh[}? <(§)¢<n> (3 Z Ay

(1 <(1)> | 3 %) +(—1)s] .

- i

+h
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Assim, Tro(,)/0(t?) é igual a

(1 + _(sil) + (si2) -t (_1)5_1(3 + (_1)5(8)> (n)

p

h

+ <1 L)+ ) - D) + D )) Z o(n)
p =1 qiy
-() + @) $(n) W $(n)
" (1 ! p ) z‘1<Z<z‘sg Gir - Qi ' <1 p ) i1<Z<is , B Giaa i

Porém,

()2 () -

para todo u =1,...,s. Logo, Trg(,)/o(t?) ¢ igual a

[0-5) o+ 2%

11

q$1 qZQ

11 <t2

No entanto,

n=ppz...vs = (@+1)(g2+1)...(¢s+1)

= 6+ D GGt Y GGt Y G+ ]

11<...<ls—1 11 <i9 i1=1
P(n)
= o)+ Z by > g th
i1=1 11 <19 QZqug 11<...<ts—1 qu 1
Portanto,
1 (p—1)(n—1) n—1
Tryo(t?) = —~Troe,)/0t?) = +1=n-— .
/Q po )/ D D
Caso (ii): k& # 0. Como no caso anterior, seja o = (aq,...,as) € H fixo.
Afirmamos que o + Br¥ # 0, para todo 3 € H. De fato, se 3 € H ¢ tal que
a+ Brk = 0, entdao a = —pBr¥ € r*H, pois —1 € H. Por outro lado, denotando

G = Gal(Q(¢,)/Q), temos que G/H ~ Gal(L/Q). Logo, G=HUo,HU...Uow-1H,
isto é, (Z/nZ)* = HUrHU ... Ur?'H é uma unidao de classes laterais disjuntas.
Desse modo, « € H, o que é uma contradicao. Portanto, a soma T, das parcelas
Tro(c,,)/0(Gnm ot ) ..Tr@(cps)/@(clis+’gsr§) em (x) correspondentes aos pares «, 3 € H
tais que a; + Bi7F = 0, para todo i = 1,...,s, é nula. Logo, Ty = 0.
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Uma vez que —ar ™% = (—aqr®, ..., —a,r7%) € (Z/pZ)* x...x(Z/psZ)*, segue do
Lema 2.2.1 que, para cadai; = 1,..., s, existem A;, = q% elementos 5 = (f5y,...,0s) €
H | tais que §; = —qy _k para todo i # i;. Sendo assim, a; + 3;rF = 0, para todo i # ;.

Além disso, oy, + 6217“ £ 0, pois a + Br¥ # 0. Nesse caso, a parcela

Tr@(<p1 /Q(Ca1+ﬁ1 1) Tr@(Cp /Q<Ca5+/55r )
em (%) correspondente ao par «, 3 é igual a —@. Logo, a soma destas parcelas é igual
i

a

W ()2

= Ail,i2 — A;, — A, elementos 8 = (fy,...,0s) € H,

tais que 3; = —ayr; ¥ para todo i # i1, iy, onde oy, + @'ﬂ“fl #0ea;,+ @sz # 0, para
#(n)

Analogamente, existem S;, ;,

Q1,09 = 1,...,s, com i; < i3. Nesse caso, a parcela em (x) é igual a a0 € 8 soma
11 12
destas é dada por
o(n
R
i1<i2 QZlng
- h ¢(n> (Qi1Qi2 —qi — Qiz)
i1 <io Qi1 iy p
h s s — 1\ <= é(n)
p =
Quando u coordenadas «; + ;7 sdo nao-nulas, para cada u =1, ..., s, existem
u
Si1,~~~,iu = Ail:-wiu - Z Siely--~7izu_1 - Z Sielyie2 - Z Sie
1<thi<..<ly—1<u 1<l <la<u =
fry qil qzu _ Z —Qiel ".qifu—l _'_—‘I—(_l)u q_
p 1<0 <. <ly—1<u p - P
elementos = (B1,...,0s) € H, tais que f; = —air;k para todo @ # i1,...,0, €
o, + /Bizri_zk # 0 para todo £ = 1,...,u. Nesse caso, cada parcela em (x) é igual a

(=1)"¢(n)
Qi1 Qi - - - Qiy,

e a respectiva soma é dada por

Ty=(-1)" Y ————58; ..

11<... <ty qzl T Qzu

40



+(=1)" (S _s(ﬁ; 1)) il<§u—1 i 'Q%(Z)iu_l ) |

Sendo assim, Trgc,)/o(t 0%(t)) = T1 + To+ -+ + Ts_q + T, isto 6,

Trg(e./alt 64(1)) = —%( i 1)¢(n) +2 (( s 2>¢<n> . ( - ;) Z <:>> L

+(_1)s_1% ((3 s(m) — (s I 1) “il %ﬁl) o (—1)02 (i) Z.1<Z<Z,52 P
N ((0) o~ ("5 Z () X %)

Q‘“@
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Pelo Teorema 2.2.2, a matriz de Gram G = (g;;) do reticulado algébrico or,(Oy),
com respeito & base {o(t),oL(0(1)),...,oL(0P71(t))} C RP, é dada por

o = — (- Ly, sei=j
’ <",, ). sei#j,
com i,j=1,...,p. Nesse caso, |det(G)| = |Disc(L)| = n?~!; vide Observagao 1.2.1.

Com as notacoes do Teorema 2.2.2 descrevemos a forma traco sobre o quadrado de

um elemento arbitrario do anel de inteiros Op, isto é, a forma trago integral de L:

p—1
Corolario 2.2.3. Sex = Z a;0'(t) € Oy, entdo
i=0

Try oz <Z a3 )

Demonstracao. De fato, segue do Teorema 2.2.2 que

p—1 p—1 p—1

Trojg(e®) = Y aaTryot0 (1) = aiTryq(t?) + > aa;Treq(t6 7 (¢))
i,j=0 =0 i,j=0
i

i<j

2.3 Minimo da Forma Traco de uma p-Extensao

Considere as mesmas notagoes da Segao 2.2. Nesta segao, descrevemos um algoritmo
para encontrar o minimo da forma trago integral Trp, /@(xQ), dada pelo Corolario 2.2.3,

restrita ao Z-médulo livre
M, := {apt+a,0(t)+ - +a, 10°*(t) € Op; aptar+---+a, 1 =0 (mod m)}, (2.2)

onde m é um inteiro positivo. Por fim, apresentamos a densidade de centro do reticu-

lado algébrico o1,(M,,), para alguns valores de m e n, nas dimensoes 3, 5 e 7.
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Primeiramente, considere o caso m = 1, ou seja, M; = Or,. Temos que

D=

Tryjg(2?) > pNijg(a®)r > p

para todo z € Op, com z # 0. Porém, Try (1) = p. Logo, o minimo de Tryq(z?),
com x € ON\{0}, é igual a p.
Considere m > 1. Para cada par (i,7), com 4,5 € {0,1,...,p—1} e ¢ # j, definimos

a;—1, sek=1
Tﬁ . Zy) — Zy

onde by =14 a;+1, sek=
(ao,...,ap,1> — (bo,...,bpfl) J .
ay , caso contrario .
Se a = (ag,...,ap-1),b=(bo,...,b,_1) € ZP sao tais que 7;;(a) = b, entdo
p—1 p—1
ap = bk .
k=0 k=0

Reciprocamente, se ¢ vélida a tltima igualdade, entao existe uma composicao de 7;;’s
: ~1 .
que aplica a em b. Para cada a = (ag,...,a,-1) € ZP, a soma y ,_, ai serda denotada

por ||l

Proposigao 2.3.1. Sejam a = (ag, ...,ap-1),b = (bo,...,by_1) € ZP tais que 1;(a) =

b. Entao, ||a||* > ||b]]* se, e somente se, a; —a; > 1.

Demonstragdo. De fato, ||al|* > [|b||* <= af +aF > (a; — 1)*+ (a; +1)* <= a; —a; >

1. O
Definimos a 6rbita de um elemento a = (ay, ..., a,-1) € ZP como sendo o conjunto
p—1 p—1
O(a) = {(bo,...,bp_g e 3 b :Zak}.
k=0 k=0

Analogamente, definimos a drbita de z = aot + a160(t) + - - - + ap_lepfl(t) € O, por

p—1 p—1
0(33) = {bot + b19(t) + -t bp,lép_l(t) € D]L ) Zbk = Zak} .
k=0 k=0

Lema 2.3.2. Sejam a = (ag,...,0p-1) € ZP ¢ S =ag+---+a,_1 > 0. Se q er sdo,

respectivamente, o quociente e o resto da divisao de S por p, entdo

in |[0]|? = pg® + 2 .
b;né?a)ll | =pg” +2rq+r

Além disso, esse minimo ¢ atingido exatamente nos elementos b de 7P tais que r

entradas sao iguais a ¢+ 1 e p —r entradas sao iguais a q.
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Demonstragdo. Como |[b]|? > 0, para todo b € O(a), segue que existe b = (by, . .., b,_1)
pertencente a orbita de a tal que
[[BI* = min [[b]*
€0(a)

Assim, by + - -+ b,_1 = pg +r > 0 e, pela Proposicao 2.3.1, quaisquer duas entradas

de b satisfazem |b; — b;| < 1. Desse modo, b deve ser uma permutagio

(q+17"'7q+17Q7"'aQ)7

onde o nimero de entradas iguais a ¢+ 1 é r e de entradas iguais a ¢ é p—r. Portanto,
1011 = pg® + 2rq + 1. O

Para cada z = aot + a10(t) + -+ + a, 167" *(t) € O, denotamos S = S(z) =
Qg+ -+ ay,_1 €

M(S)= min T 2y,
(S) i rL/0(y°)

Teorema 2.3.3. Sejam x = agt + a10(t) + -+ + a,_10P71(t) € Op e S = S(x) =
ap+---+a,_1 > 0. Seq € o quociente e r o resto da divisao de S por p, entao

n—1,

. (2.3)

M(S) = pg® + 2rq +nr —

Demonstragio. Pelo Corolério 2.2.3, para cada y = bot + bi0(t) + -+ + b, 10771 (t) €

O(z), temos que
1

n J—
Trv/q(y*) = nllb||* - 752,

onde b = (b, ...,b,_1) € ZP. Portanto, segue do Lema 2.3.2 que

) n—1
min TrL/@(yz) = n(pg® +2rq+r) — ——=(pq+r1)*
yeO(x) p

n—1
r.

= pq® +2rq+nr —
O

Corolario 2.3.4. Considere as mesmas hipdteses do Teorema 2.3.3. Se p divide S,
entao

M (S) = min{2n, S*/p}.

Demonstragao. Suponha S = 0. Pelo Coroldrio 2.2.3, o minimo de Try q(y?), para y
nao nulo pertencente a érbita de zero, € igual a 2n. A saber, ele é atingido no elemento
y=Dbot+b10(t)+...+b,_10""1(t), com (bg, b1, ...,b,—1) = (1,—1,0,...,0), ou uma de
suas permutagoes. Suponha, agora, S > 0. Temos que S = pq, isto é, ¢ = S/per =0.

Logo, o resultado segue do Teorema 2.3.3. O
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Teorema 2.3.5. Sejam m um inteiro positivo e

x : 2
M* = Irgi/[r}n Try (7). (2.4)
xz#0

(i) Se p|m, entao M* = min{2n, m?/p}.
(i) Se p fm, entao M* = min{2n, M(m),..., M(pm)}.

Demonstracao. Observe que
M* = min M (jm).

JEZ
Suponhamos que p divide m. Pelo Corolario 2.3.4, se j = 0, entao M (jm) = 2n e , se

for j # 0, teremos
N2 2
M (jm) = min (m) -
Jj#0 p p

Suponha, agora, que p nao divide m. Para j = 0, ainda é valido M(jm) = 2n, pois

p divide jm = 0. Consideremos j # 0. Temos que {jm; j =1,...,p} é um conjunto
completo de residuos médulo p e a expressao no lado direito em (2.3) é uma funcao

estritamente crescente de ¢q. Portanto,
min{M (jm); j € Z*} = min{M (m), M (2m), ..., M(pm)}.
[

Os Teoremas 2.3.3 e 2.3.5 fornecem o minimo M* do trago Try,g(2?), com x # 0,
restrito ao Z-médulo livre M,,,. Para determinar em quais elementos esse minimo
¢é atingido, utilizamos as demonstracoes do Lema 2.3.2 e do Corolario 2.3.4. Mais

precisamente, quando M* = 2n, esse minimo ¢ atingido nos elementos
T =apt +a10(t) + - +a, 10°7(t) € O,

tais que (ag,as,...,a,—2) = (1,—1,0,...,0), ou uma de suas permutagoes. Se p|m
e M* = m?/p, entao o minimo é atingido em = = agt + a10(t) + ... + a, 1677 (t),
com (ag,ay...,a,-1) = (m/p,...,m/p). Por fim, quando p nao divide m, o minimo é
atingido em = = agt + a10(¢) + - - - + a,_16P7*(¢), com

(a07a1-"7ap—1):(gj+17"')Qj+1j7Qj7"'7Qj)7

Vv
r; coordenadas

ou uma de suas permutacgoes, onde g; e r; sao, respectivamente, o quociente e o resto
da divisdo de jm por p, com j = 1,...,p. Nesse caso, M* = min{M(m), ..., M(pm)}.

No que segue, apresentamos alguns exemplos para ilustrar esse procedimento.
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Exemplo 2.3.1. Sejam p =3, n = 1123 e m = 67. Como p [fm, seque que
M* = min{2n, M (m), M (2m), M (3m)} = min{2246, 2245, 6734, 13467} = 2245.
Temos que g =22 ery =1 (67 =3 x22+1). Logo, o minimo é atingido no elemento
x = apt + a10(t) + ax0?(t) € Oy,

tal que (ag, a1, az) = (23,22,22), ou em uma de suas permutacoes, onde t = Trgc,)/L(Cn)
e (0) = Gal(L/Q). Pela Equagao (1.1), o reticulado o1,(Mgr), de dimensao 3, tem

densidade de centro igual a

So (M) = — _ VALY G e,
|Disc(L)|2[Or : M,,,] nm

Note que a maior densidade de centro de um reticulado de posto 3 é obtida pelo

reticulado As, dada por 6(As) = 15 ~ 0,17678.

Exemplo 2.3.2. Sejam p =5, n = 92111 e m = 607. Temos que p fm, logo

M* = min{2n, M(m), M(2m), M (3m), M (4m), M (5m)}
= min{184222, 736897, 184223, 1289570, 295245, 1842245} = 184222.

O minimo é obtido no elemento
T = apt + a10(t) + ax0%(t) + a3’ (t) + a,0*(t) € Oy,

com (ag, ay, as, az,aq) = (1,—1,0,0,0), ou em uma permutacio deste. A densidade de

centro do reticulado 5-dimensional op,(Mgo7) € dada por

: (VAT [2)

As)

d(oL(Meo7)) = Disc(L)[3[Or : My T2

~ (), 08839.

O reticulado D5 tem a maior densidade de centro ma dimensao 5, a saber, #5 o~
0, 08839.

Exemplo 2.3.3. Sejam p =7, n = 600601 e m = 1096. Como p fm, seque que

M* = min{2n, M(m), M(2m), M (3m), M (4m), M (5m), M (6m), M (7m)}
= min{1201202, 1201210, 3603638, 7207284, 1201204, 2402422, 4804858, 8408512}
= 1201202.

O minimo é atingido nas permutagoes do elemento
x = aopt + a10(t) + - - + as0°(t) + agh®(t) € O,
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com

((lo, ai, as, as, G4, ds, aﬁ) - (17 _17 07 07 07 07 O)
O reticulado o, (Miges) tem dimensao 7 e densidade de centro dada por

o Otn)) = — = VAT g
|Disc(L)|2[Or : M,,] nm

A maior densidade de centro na dimensdao 7 é obitida pelo reticulado E7, a qual é dada
por % = 0,0625. Vide Conway e Sloane, [2], pdaginas 12 e 13.

2.4 Terminologia

Seja IL/Q uma extensao abeliana de grau primo impar p e G = Gal(L/Q). Quando p
nao ramifica em L, dizemos que L/Q é brandamente ramificada ([1], IV.7). Nesse caso,
o conjunto {t,0(t),...,07 *(t)} é uma base normal integral de L, onde ¢ = Trg,)/L(¢n)

e 6 é um gerador de G. Desse modo, podemos expressar o anel de inteiros de . como
Op = ZG[t] = Zt + Z0(t) + - - - + ZOP*(2).

Em outras palavras, Oy, é um ZG-mdédulo livre de posto um, onde {t} é linearmente
independente sobre o anel de grupo ZG, vide [9]. Segue, entao, da Proposigao 1.3.1 e

do Teorema 2.2.2 que
(i) Treso(0/() = (~1)° ;
(i) Triso((6(6)2) =n — (1) :

(i) Tro (@ (6(1) = —(%51) , sei# ] :

parai,7 =0,1,...,p — 1. Nessas condi¢oes dizemos que a base normal

{t,0(t),...,0" ()}

¢ uma base lagrangiana. Essa base, quando existe, é tinica a menos de reordenacao
([1], Def. IV.8.1 e Prop. 1V.8.2). P. E. Conner e R. Perlis utilizaram essa terminologia,
introduzida por Hilbert, para o caso particular em que um tnico primo ramifica em L
(vide [1], IV.12).

Quando p é ramificado em L, dizemos que L/Q é severamente ramificada' ([1],

IV.9). Nesse caso, o condutor de L ¢ da forma m = p?n, onde n =p;...ps € py, ..., Ps

LAs expressoes “brandamente ramificada” e “severamente ramificada” sdo traducoes livres das

originais “tamely ramified” e “wildly ramified”, respectivamente; vide [1], Capitulo IV.

47



sao primos impares distintos, com py =1 (mod p), k = 1,...,s (vide Proposicao 2.1.2)
e
Disc(LL) = n?~1p* 2,

para algum r > 0. Estas sao condicoes iniciais para uma possivel investigagao da forma
trago integral no caso ramificado. Contudo, nao existe uma base normal integral para
L; vide Segao 1.3. A saber, Oy, é um ZG-mddulo isomorfo & soma direta Z & Z[(,)
(vide [1], Secao IV.9).
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CAPITULO 3

O Compésito de Extensbes Abelianas de grau p ndo ramificado

Sejam p um primo impar e n = p;...ps, onde py,...,ps sao primos impares distintos
tais que p; =1 (mod p), para i = 1,...,s. Chamaremos simplesmente por p-extensao
a um corpo de nimeros abeliano de grau p contido em Q((,). Nesse caso, Q((,)
contém (p* — 1)/(p — 1) p-extensoes, das quais (p — 1)*~! tém condutor n, vide Segao

2.1. Considere as torres de compoésitos de p-extensoes da forma
Q clL, clLiL, cL1LsLs C--- C Q(Cn)

Na Secao 3.1 apresentamos as propriedades dos corpos intermediarios e do topo dessas
torres. Quando LL; e Ly sao duas p-extensoes linearmente disjuntas, provamos na
Secao 3.2 que a forma trago canonica de LIy preserva o produto. Isto nos permite
utilizar, por recorréncia, o Teorema 2.2.2 para obter explicitamente a forma traco
integral de L1ILy. Na Secao 3.3, abordamos sobre possiveis aplicacoes e generalizagoes
dos resultados neste capitulo obtidos, entre eles as investigacoes da forma trago do
composito de p-extensoes, quando os respectivos condutores nao sao relativamente

primos.

3.1 Torres de p-Extensoes Abelianas

Nesta se¢cao provamos que o corpo abeliano que representa o topo de qualquer torre
de p-extensoes é tnico e coincide com o Corpo de Géneros. Em outras palavras, ele é

unicamente determinado pelos parametros p e n. Apresentamos suas propriedades e,
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na Secao 3.2, explicitamos sua forma trago canonica, como generalizacao do Teorema
3.2.2. Esse corpo ja é conhecido na literatura no estudo das extensoes nao ramificadas,

considerada sua estreita relagao com o Corpo de Classes de Hilbert, vide [19].

Proposicao 3.1.1. Se LLy,...,IL, sao p-extensoes tais que Ly ...Ly_1 NLy = Q, para
todo k = 2,...,u, entdo o compdsito L, ...L, tem grau p* e contém (p* —1)/(p — 1)

p-extensoes.

Demonstracao. Temos que,

Gal(L; ...L,/Q) ~ Gal(L;...L,1/Q) x Gal(L,/Q)
~ Gal(L,/Q) x Gal(Ly/Q) x --- x Gal(L,/Q)
Ly X Ly X -+ X Ly .

12

Assim, a extensao galoisiana L;...L,/Q tem grau p* e todo elemento nao nulo de
H = Gal(L;...L,/Q) tem ordem p, isto é, H possui p* — 1 elementos de ordem p.
Portanto, H contem (p*—1)/(p—1) subgrupos de ordem p, ou seja, existem exatamente

(p* —1)/(p — 1) p-extensoes contidas em L ...L,. O

Se LL; e Ly sao p-extensoes distintas, entao LiILy contém p + 1 p-extensoes; vide
Proposicao 3.1.1. Sejam m; e my os condutores de LL; e Ly, respectivamente. Nesse

caso, o condutor de LL;ILy é igual a n se, e somente se, mmc(my, my) = n.

Proposicao 3.1.2. Sejam L; e Ly p-extensoes distintas, tais que L1y tem condutor

n, e M C L1ILy uma p-extensao de condutor m < n.
(i) Entao M = LL1ILo N Q((n) € a tnica p-extensao de condutor m contida em LqLo.
(i1) Seja d um divisor préprio de n. Entao, m|d se, e somente se, Ml = Lo NQ((y).

Demonstragao. (i) Como M C LiLy N Q((,n) C Lyl e [LiLy : M] = p, segue que
LiLeNQ(&n) = M ou L1 LoNQ(¢,n) = LiLs. O segundo nao é possivel, pois se ocorresse
terfamos L1Ls C Q((y). Logo, M = LiLLy N Q((,,). Além disso, essa representacao
garante que M é a tinica p-extensao de condutor m em L1Ly. (i) Suponha que m divide
d, isto é, Q((n) € Q(¢y). Nesse caso, M = LiLo N Q(¢n) € LiLs N Q(¢y) € LyLs.
Como [IL1Ly : M] = p, segue que M = L1y N Q((y), pois d < n. Reciprocamente,
suponha M = LLs N Q((y). Assim, M C Q((;) tem condutor m. Logo, os primos que

dividem m também dividem d. O]
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Lema 3.1.3. Sejam 1L, e Ly p-extensoes de condutores my e mo, respectivamente, tais
que mimg = n. Entao Ly e Ly sao as unicas p-extensoes de condutor menor que n

contidas no compdosito L.

Demonstracao. Podemos supor m; = pi...pr € My = Pra1-..Ps, para algum k =
1,...,8—1. Seja L3 C LL1ILy uma p-extensao distinta de IL; e ILy. Assim, L1LLg = Ly,

o que implica cond(LL;LL3) = n. Desse modo, ms = cond(IL3) deve conter no minimo

0S primos pgi1, ..., pPs em sua fatoracao. Analogamente, os primos py, ..., p; dividem
mg, pois LslLg = IL1IL,. Logo, n divide mg, ou seja, [Lg tem condutor n. O
Observacao 3.1.1. Com as notagoes do Lema 3.1.3, temos que mimys = n Se, e

somente se, o condutor de IL1ILy € tqual a n e my e my sao relativamente primos.

Segue do Lema 3.1.3 que todas as p-extensoes Ky, ..., K,_; nao triviais contidas no

composito LyLy tém condutor n:

LIy

K,.;1 ~L; Ly

Lema 3.1.4. Sejam L ...IL, um compdsito de p-extensoes de grau p*, com u < s e
L&ZIL,...L,. Entdo toda p-extensao contida em Ly ...IL, 1L € também um subcorpo de

L;IL, para algum v =1,..., ay, onde os IL;’s sao as p-extensoes contidas em Ly ... L, e
ay = (p* —1)/(p—1).

Demonstracao. Temos que L, ...L,L tem grau p**!, pois L € L;...L,. Toda p-
extensao contida em L;L também estd contida em L;...L,L. Basta entdo mostrar

que a unido [ J*, L;L contém o mesmo nimero de p-extensdes que Ly ...L,L, isto é,
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contém a1 = (p*t —1)/(p — 1) p-extensoes. Note que cada compésito L;IL contém
p + 1 p-extensoes. Mostremos que L é a unica p-extensao contida em mais de um
compésito ;L. De fato, suponha que exista outra p-extensao I tal que L' C ;L e
L' ¢ L,L, com ¢ # j. Dai, L,L = L'L = L,LL, o que implica L;(L,L) = L;(L,;L) = ;L.
Desse modo, o compésito Ly ...L,L teria grau p“, contradi¢ao. Sendo assim, com
excessao de L, todas as p-extensoes contidas em IL;IL, parai=1,...,«a,, sao distintas.

Portanto, temos no total

(p+ 1) +play—1) =@ =1)/(p—1) = qus1

p-extensoes distintas em (J5*, L;L. ]
L,...L,L
L.LL L,IL - L.L L, L . L, L
Teorema 3.1.5. Sejam Ly, Lo,. .., L, p-extensoes tais que [[;_, m; = n, onde m; =
cond(L;), i = 1,...,u, com u € {2,...,s}. Entao, o compdsito L1y ...1L, contém

(p— 1)“~1 p-extensoes de condutor n.

Demonstracao. Seja u € {2,...,s}. Mostremos que o compoésito LiL, ... Ly contém
(p — 1)*! p-extensoes de condutor myms...my, para todo k = 2,...,u. O fare-
mos por inducao sobre k. Para k = 2 temos que mdc(mq,ms) = 1. Logo, pelo

Lema 3.1.3, o compésito L11Ly contém p — 1 p-extensoes de condutor mims. Suponha
a assercao valida para k = u — 1. Sejam My,..., M, as p-extensoes de condutor
mims...my_1 ey, ..., Lgas p-extensoes de condutor menor que m;ms . ..m,_; conti-
dasem LIy ... L, j,ondea = (p—1)*2ef = a, 1—a,coma,_; = (p*1=1)/(p—1).
Como mdc(my,,my...my_1) = 1, segue que L, € L;L,y...L,_;. Assim, pelo Lema
3.1.4, toda p-extensao contida em LI, ...IL, pode ser obtida como subcorpo de um

dos compositos
ML, ..., ML, LiL,, ..., LgL,.

Para cada = = 1,...,a o compodsito M;LL, contém p — 1 p-extensoes de condutor
mims...m, e todas as p-extensoes contidas em L;L, tém condutor menor que
mims...my, com j = 1,..., 3. Portanto, o compoésito LiLy...L, contém a(p — 1) =

(p — 1)*~! p-extensoes de condutor myms ...m, = n. L

52



Corolario 3.1.6. Se um corpo K C Q((,) contém todas as p-extenséoes de condutor n,

entao conterd todas as p-extensoes em Q((,).

Demonstragao. Suponha que o corpo K C Q({,) contém todas as p-extensoes de
condutor n. Dada M uma p-extensdao de condutor m < n, considere M’ uma p-
extensao de condutor n/m. Assim, pelo Teorema 3.1.5, o compésito MM’ contém
p—1 p-extensoes de condutor n. Sejam LL; e Ly, duas delas. Como L1, Ly C K, teremos
que K contém LIy, = MM'. Logo, K contém M. Portanto, K contém também todas

as p-extensoes de condutor menor que n. O
Com as notagoes do Teorema 3.1.5, seja u = s, isto é, considere o comp0dsito
L*=1L4Ly...L; € Q(¢p),

onde L; é a tinica p-extensao de condutor p;, com ¢ = 1,2, ..., s (vide Proposigao 2.1.3).
Como p; é o tnico primo que ramifica em IL;, segue que L* tem grau p* sobre Q e, pela

Proposicao 1.1.23, seu anel de inteiros é dado pelo produto

D]L* — D]Llo]LQ e D]L

S

e |Disc(L*)| = n?" '@~ Pelo Teorema 3.1.5, temos que L* contém (p — 1)*! p-
extensoes de condutor n. Logo, contém todas as p-extensoes em Q((,), vide Corolario

3.1.6. Desse modo, L* é o topo de qualquer torre de p-extensoes:
@CLl C]Ll]LQ (@ CLlLQ...LSZL* CQ(CTZ)

Além disso, ele é tinico nessas condigoes, pois qualquer composito de p-extensoes que
contém todas elas, contém cada IL; em particular, ou seja, pode ser representado por
LiL,... L.

Q(¢n)
Q(¢p1) Q(po) Q(G.)
Ly Lo L,
P P P
Q
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O corpo de ntimeros L* é j4 conhecido na literatura como o Corpo de Géneros',
com respeito a uma p-extensao I de condutor n. Ele é originalmente definido como
sendo o corpo de nimeros abeliano maximal contendo L, de modo que L* /L seja néao
ramificada. Sob essa terminologia, Zhang Xianke demonstrou, em [19], que o Corpo de

Géneros tem a representacao L* = LLilLy ... L, descrita acima. Note que
L* = H(L) N Q(¢n),

isto é, L* é um subcorpo do Corpo de Classes de Hilbert H(LL) tal que, quando H(L) é

abeliano sobre os racionais, temos L* = H(L).

Observacgao 3.1.2. Note que, pelo Coroldrio 3.1.6, o Corpo de Géneros pode também,

ser representado como L* = K1 Ky ... Ky, onde cond(K;) = n, para cadai=1,...,s.

3.2 Forma Traco Integral do Compdésito de p-Extensoes

linearmente disjuntas

Sejam IL; e Ly p-extensoes de condutores m; e mo, respectivamente, com m; e mo
relativamente primos e cond(LL;Ly) = n (ou seja, mymg = n, vide Observagao 3.1.1).
Se 011, e 0|1, sdo geradores de Gal(L,/Q) e Gal(LLy/Q), respectivamente (com 6y, 6, €
Gal(Q(¢n)/Q)) e t = Trg(c,)/LiL, (Cn), entao

{(Bi00)(t); i,j=0,1,...,p— 1}

¢ uma base normal integral de LL;LLy; vide Teorema 1.3.4. O objetivo desta segao é

apresentar uma expressao para a forma trago integral Try, 1, /@(x2), com respeito a essa

base.
Dado )
—
v = a;(0} 06)(t) € OpL,,
i,j=0
temos que
v = i (01 0 03)(£)(0F © 65) ().
2,j=0 u,v=0
Logo,
p—1 p—1
Trp,o(e®) = Y D ayawTre,L ot (67" 0 657)(1).
i,u=0 j,v=0

1O termo “Corpo de Géneros” é traducao livre do original “Genus Field”, vide [19].
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Desse modo, a forma traco canonica de IL;ILs pode ser expressa como

Tro,n,/0(t (01" 0 652)(1)),

com ki, ko =0,1,...,p— 1.
As caracterizagoes acima nao exigem que os condutores my e my sejam relativamente

primos. Todavia, tal condicao é necessaria no que segue.

Lema 3.2.1. Sejam H; = Gal(Q((,,)/L1Q((m,)) € He = Gal(Q(¢,) /LoQ(¢my ). Entao,
Gal(Q(¢n)/Lallg) = { 1092 5 71 € Hi, 72 € Ha }.
Demonstragao. Denotemos H = {~; 075 ; 71 € Hy, 72 € Hy}. Temos que Hy, Hy <

Gal(Q(¢,)/LyLy). Logo, H é um subgrupo de Gal(Q(¢,,)/L1Ls). Sejam 3079, 73074 €
H’ tais que 71 0 72 = 3 0 y4. Assim,

710 73_1 - ’72_1 0 € H1 N H2 C Gal(@(Cn)/Q(gmz)) N Gal(@(Cﬂ)/Q(Cﬂu))
Porém, Gal(@(Cﬂ)/@(CﬁlJ) mGal(Q(gn)/Q(CmJ) = Gal(@(gn)/Q(gm2)@(Cm1)) = {]d}'

Logo, 71 = 3 € 72 = 74. Ou seja, os elementos descritos em H' sdo todos distintos.

Desse modo,

) Slm) élma) _ 6n)
() = ST © 0 = o Gal(Q(G)/LaLa)).

Portanto, H = Gal(Q(¢,)/L;Ls). O

Ll I[42

Q

Teorema 3.2.2. Sejam t = Tro, )i, (Cn), t1 = TI“Q(gml)/h(le), ty = Tro(,,) /L, (Cms)
e 01|, e Os|r, geradores de Gal(L,/Q) e Gal(Ly/Q) respectivamente, onde 61,05 €

Gal(Q(¢n)/Q). Entao,
Trr, Lot (05" 0 052) () = Trp, jo(t1607 (1)) Trp,jq(ta05 (t2)),

com ki, ky =0,1,....,p—1.
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Demonstragao. Denotemos K = Q(¢,), L = LjLy, e H = Gal(K/L). Temos que
Cal(L/Q) = {(6% o 0| ; ki, ks = 0,1,...,p — 1}. Pondo r = m; + my, temos
¢ = CmyCmy, onde (r,n) = 1. Ou seja, 0,.((r) = (nyGmys onde o, € Gal(K/Q) é
definido por 0,((,) = ¢),. Assim,

Tresg(t (07 0 03°)(1)) = on(Trejg(t (65" 0 05°)(2)))
= Treyg(on(t (605" 0 0°)(t)))
= Treyo(on(£)(61 0 63°) (04 (1))).

Note que,
=0, _(G) =Y _1(0+(Ca)) = Trre/n (G Gma)-

vyeH ~yeH
Porém, pelo Lema 3.2.1, temos que H = {7 0y ; 71 € Hy, 72 € Hy}, onde H; =
Gal(K/L1Q(¢m,)) e Ha = Gal(K/L2Q(Gn, ). Logo,

Tric/n (ComGma) = > (71072) Gy Gma)

v1€H1,72€H2

= Z Y1 (Crmy )72(Gma)

v1€H1,72€H2

= Z Y1 (s ) Z Y2(Cms)

v1€H1 Y2€H2

= TrR/L10(Cmy) (Gmr ) TTR /L20(Gmy ) (Cma)
= TrQ(le )/La (le )Tr@(CmQ)/JL2 (sz ) .

Ou seja, 0,(t) = Trg/n((m, Gmy) = tite. Portanto,

Trr gt (07 06052)(t)) = Trojg(tits (05 0 052)(t1ts))
= Trr(ti07 (t) t2052(t))

p—1

= ool w) uof)
- Zet (1105 (1)) pzjf)( 203°(t2))

j=0

= TYILI/@(THQ (t1)) Tre, o(ta05%(ta)),

com ki, ko =0,1,....,p— 1. O
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Corolario 3.2.3. Com as mesmas hipdteses do Teorema 3.2.2, temos que

Tzt (65" 0 65)(1)) =

com ki, ko =0,1,....,p—1.

Demonstracao. Segue dos Teoremas 2.

p—1

(
mi—
m —

V) (ma = =t) k= ke =0
m 1>(m21 ki =0eky £0
m 1)( . kA0 eky=0
(). mense

2.2e3.22

]

Corolario 3.2.4. Se x = Z ai; (0% 0 8))(t) ¢é um elemento do anel de inteiros Op,1,,

4,j=0
entao

Tri,,0(2?) = mimg (Za

,J=0

onde A; = Z;’

Demonstracao. Vimos que

p—

p—1
Trp, L, oe”) = )
i,u=0

Logo, denotando

p—1
_ E : 2
= aij ,

1,7=0

p—1 p—1

= E E aijauj € a4 =

iu=0 j=0
segue que

>_
=28,

a;; e B; = ZJ Oaﬂ, para cada i =0,1, ...

1
'7 — ]77‘}:0

(5

m1 — 1)(m2 — ].)

,p—1.

aiju Trr Ly ot (05" 0 6577)(1)).

o7
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2 m1—1 m2—1 m1—1 m2—1
Trig,o(z®) = (ma— p my = = — Jar = {m - = o)
<m1—1) ( m2—1> (ml—l) (m2—1>
- mo — as + Qg
p p p p

(m1 —1)(me — 1)

(ay + a3) + 5 (a1 + ag + az + ay)
p p
i my(mg — 1) i
i,j=0 p i—0
(my — 1) (mi—)(ma—1) (222
1 - 1 — 2 =
i,j=0

onde A; = zgzé a;; e B; = Z?;(l) aj;, para cada i =0,1,...,p — 1.
O]

Observacao 3.2.1. Note que, para s = 2 temos m; = p;, com ¢ = 1,2. Logo, o

compdosito 11y € o Corpo de Géneros de uma p-extensao de condutor n = pips.

De modo geral, considere o Corpo de Géneros L* = LiLL,...L; (com respeito a
qualquer uma das (p — 1)*~! p-extensoes de condutor n), onde LL; é o tinico corpo de

numeros de grau p e condutor p;, para cada i = 1,...,s. Se 6;|p, é um gerador de

Gal(L;/Q), com 6; € Gal(Q(¢{,)/Q), entao
{(Of o 0)(t) s ki=0,1,...,p—1,i=1,...,5}

é uma base normal integral de L*, onde ¢t = Trg(c,)/L+ (), vide Teorema 1.3.4. Nesse
caso, se t; = Tro(,) /L;((p:), entdo, analogamente ao Teorema 3.2.2, a forma traco

canonica do Corpo de Géneros L* é dada pelo produto

Trpejq(t (65" 0 ... 0 65)( HTTL so(ti 07 (t:),

=1

onde

, —(B) | sek; =0
T . tl ek, tl — p
ry, gt 05 (t:)) { S(B=1) . sek 0,

com k; =0,1,...,p— 1, para cada i = 1,...,s. Assim, temos 2° possiveis valores de

Trp- ot (07" o...00%)(t)) dados explicitamente.
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3.3 Perspectivas e a Interseccao de Condutores

Sejam Ly, Ly C Q((,) p-extensdes de condutores my e my, respectivamente, tais que
cond(L1Ly) = n (mmc(mq,ms) = n). O compdsito LiLy contém p + 1 p-extensoes.
Consideramos primeiramente m; e mq relativamente primos. Segue do Lema 3.1.3 que
IL; e Ly sao as tnicas p-extensoes de condutor menor que n contidas no compdsito
L,Ly, isto é, as demais p-extensoes K, ... ,K,_; contidas em L;L, tém condutor n.
Nesse caso, pelo Teorema 3.2.2, a forma traco canonica do composito IL;ILy preserva o

produto.

L,L,

K,—1 Ly Lo
Note que LL, = K;K;, para quaisquer ¢,7 = 1,...,p — 1. Porém, ao trabalhar

com um compésito da forma K;K;, estarfamos omitindo os condutores m; e ms, o que
torna essa representacao inconveniente para fins computacionais.

Quando mdc(mq,mg) # 1, existem multiplas possibilidades. Considere a mais
simples delas. Se mdc(my, my) = pg, para algum k = 1,..., s, e existe uma p-extensao
L3 C L;Ly de condutor menor que n, distinta de IL; e Ly, entao LLg tem condutor n/py.
Nesse caso, LL1,IL, e IL3 sao as unicas p-extensoes de condutor menor que n contidas
em L.

Ly,

p—2 1 2

Sejam, por exemplo, . = 1Ly, n = p1paps e t = Trg,)/L(Cn). Iremos estimar a
forma trago canénica parcial Try g(t?) em ambos os casos, mdc(my,m2) = 1 e # 1.
Considere primeiramente m; = p1ps € my = p3 (L1 e Ly linearmente disjuntos). Pelo

Corolario 3.2.3, temos que

n — (p1p2 +p3)+1<p_1)2 pip2 +p3 — 2

TI"]L/Q(IfQ) = p2 + T(p - 1) + 1.

Suponha, agora, m; = pi1ps € mo = pop3. Utilizando contagem e combinatéria obtemos,

de maneira analoga ao Teorema 2.2.2, que

Try o (t?) = n— (p1+p2+p3) +2(p— 1)? + (pl +p2tps—3 qb(n)) (p—1)+1.

p? P p?

29



Esses dois casos ilustram como a interseccao de condutores se comporta na
expressao da forma trago canonica. As estimativas acima fazem parte de uma possivel
generalizagao do caso nao linearmente disjunto.

Sejam IL; e Ly linearmente disjuntos e suponha que m; = py...p.ems = pyy1 ... Ds.
Considere o nimero primo p;. Ele é totalmente ramificado em Ly, isto é, existe um ideal
primo p de Oy, tal que p1Oy, =pP e [Or, /p : Z/p1Z] = 1. Sejam t; = Tro,, /L, (Gmy)
e 0 é um gerador de Gal(LL;/Q). Desse modo, p é descrito explicitamente como um

caso particular do Z-médulo livre M, definido em (2.2), a saber,
p= Mp1 = {a0t1+a191(z€1)+- : '—|—Clp_19117_1<t1) S D]Ll > ap+ar+- - '+ap_1 =0 (mod pl)}

Suponhamos que ord,,,p; = 1. Nesse caso, p; ¢é totalmente decomposto em Ly; vide
Corolario 1.1.31. Assim, segue da Proposicao 1.1.27 que p é totalmente decomposto
em IL;LLo, isto é,

POLL, = (Pi - -‘Bp)pa

onde PB; é um ideal primo de O, com i = 1,...,p. Suponha agora que ord,,,p; =

¢(my). Nesse caso, p; é inerte em Lo, ou seja, p é inerte em ;L. Logo,

plg]LﬂLQ =P,

onde P é um ideal primo de Oy, 1,. Assim sendo, é parte das investigagoes futuras
descrever explicitamente os ideais B e Py, ..., B, de Op,1, que estao acima de p; (sob
as respectivas condi¢oes de decomposigao) e minimizar a forma trago integral de LyLo,
obtida no Corolario 3.2.4, restrita a esses ideais, de modo a estimar a densidade de

centro dos reticulados p?-dimensionais o1, (B) e op,1,(Pi), com i =1,...,p.

60



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

Conner, P. E., Perlis, R.: A Survey of Trace Forms of Algebraic Number Fields,
World Scientific Publishing Co Pte Ltd., Singapore, 1984.

Conway, J. H., Sloane, N. J. A.: Sphere Packings, Lattices and Groups, 3rd Edi-
tion, Springer Verlag, New York, 1999.

Endler, O.: Teoria dos Numeros Algébricos, Projeto Euclides, IMPA, Rio de
Janeiro, 1986.

Epkenhans, M.: On Trace Forms of Algebraic Number Fields, Arch. Math. 60
(1993), 527-529.

Golod, E. S., Shafarevich, 1. R.: On Class Field Towers, IANS 28 (1964), 261-272.
Lang S.: Algebraic Number Theory, Addison-Wesley, New York, 1970.
Marcus, D. A.: Number Fields, Springer-Verlag, New-York, 1977.

Martinet, J.: Tours de corps de classes et estimations de discriminants, Invent.

Math. 44 (1978), 65-73 [1,8].
Milies, F. C. P.: Anéis de Grupos, SBM, Sao Paulo, 1976.
Milies, F. C. P.: Anéis e Modulos, L.P.M., Sao Paulo, 1972.

Narkiewicz, W.: Elementary and Analytic Theory of Algebraic Numbers, 3rd Edi-
tion, Springer Monographs in Mathematics, Springer-Verlag, Berlin, 2004.

61



[12]

[13]

Noébrega Neto, T. P., Lopes, J. O. D., Interlando, J. C.: The Discriminant of
Abelian Number Fields, Journal of Algebra and its Applications 05 (2006), 35-41.

Ribenboim, P.: Classical Theory of Algebraic Numbers, Springer-Verlag, New
York, 2001.

Roquette, P.: On Class Field Towers, Thompson Book Co., 231-249, Washington,
1967.

Samuel P.: Algebraic Theory of Numbers, Hermann, Paris, 1970.

Scharlau, W.: On Trace Forms of Algebraic Number Fields, Math. Z. 196 (1987),
125-127.

Stewart, I. N.: Galois Theory, Chapman and Hall, London, 2003.

Washington, L. C.: Introduction to Cyclotomic Fields, Springer-Verlag, New York,
1982.

Xianke, Z.: A Simple Construction of Genus Fields of Abelian Number Fields,
AMS 94 (1985), 393-395.

62



Indice Remissivo

p-extensao, 14, 29, 32, 34, 49
anel de inteiros, 19, 29, 53

base integral, 19
base lagrangiana, 47
base normal integral, 19, 29, 30, 34, 54

condutor, 16, 32, 34, 47, 59

corpo ciclotomico, 15

Corpo de Classes de Hilbert, 11, 22, 54
Corpo de Géneros, 12, 50, 54, 58
corpo de nimeros, 14

corpo fixo, 15

corpo totalmente complexo, 16

corpo totalmente real, 16, 28, 34
corpos disjuntos, 21

corpos linearmente disjuntos, 21, 30, 54

decomposi¢ao de um ideal primo, 22
densidade de centro, 26, 28, 46

determinante de um reticulado, 25

discriminante de um corpo de nuimeros, 21

elemento inteiro, 19
extensao abeliana, 15, 29, 32, 49
extensao ciclica, 15

extensao galoisiana, 15

extensao nao ramificada, 22, 54

forma tracgo canonica, 11, 13, 32, 35, 55

forma traco integral, 11, 13, 32, 34, 42, 54

grupo de Galois, 14
homomorfismo canonico, 27

modulo livre, 18, 19, 27, 42
monomorfismo complexo, 16, 26

monomorfismo real, 16, 26

norma de um elemento, 17

norma de um modulo, 19, 28

polinomio ciclotomico, 15

posto de um modulo livre, 18

raio de empacotamento, 25, 28

raiz n-ésima primitiva da unidade, 15
ramificagdo de um ideal primo, 22
ramificagdo de um nimero primo, 23
regiao fundamental, 25

reticulado algébrico, 26, 46, 60

reticulado no R", 24
trago de um elemento, 17

volume da regiao fundamental, 25

volume de um reticulado, 25, 27

63



