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RESUMO

Esta tese propoe projetos de controle %, chaveado para uma classe de sistemas nao
lineares incertos descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) com fungoes de perti-
néncia desconhecidas. Os projetos de controle necessitam somente dos limites inferiores e
superiores das nao linearidades do sistema, que podem depender de parametros incertos
da planta. Em diversas aplicacoes praticas, em virtude das restricoes operacionais dos
equipamentos, no projeto de controle é necessario considerar que a lei de controle esta
sujeita a saturacao do atuador. Primeiramente, utilizando uma metodologia encontrada
na literatura para resolver o problema da saturacao do atuador, propoe-se uma lei de con-
trole chaveada que escolhe um ganho do controlador de realimentagao do vetor de estado,
que pertence a um conjunto de ganhos conhecidos, que minimiza a derivada da funcao
de Lyapunov do tipo quadratica. Este procedimento elimina a necessidade de encontrar
as expressoes das fungoes de pertinéncia para implementar a lei de controle, garante um
desempenho J7%, ao sistema realimentado e assegura que as trajetorias do vetor de estado
permanecem dentro de uma regiao de operacao na qual o modelo fuzzy T-S é valido.
Adicionalmente, adota-se uma outra metodologia para resolver o problema da saturacao
do atuador, que utiliza o sinal de controle para compor um vetor de estado expandido.
Desta forma, os limites do sinal de controle fazem parte da regiao de operacgao na qual o
sistema nao linear incerto é exatamente representado via modelos fuzzy T-S. Uma lei de
controle chaveada, que utiliza a realimentagao do vetor de estado expandido, é proposta.
As condicoes de projeto evitam a presenca de uma possivel descontinuidade do sinal de
controle, eliminam a necessidade de obter as expressoes das fungoes de pertinéncia para
implementar a lei de controle, garantem um desempenho 77, e asseguram que as traje-
torias do vetor de estado e do sinal de controle permanecem dentro de uma regiao de
operacgao na qual o modelo fuzzy T-S é valido. Por fim, trés exemplos sao apresentados.
O primeiro exemplo estuda o controle de um sistema cadtico denominado Lorenz. Mos-
tra que, para disturbios de grande magnitude, os procedimentos propostos apresentaram
melhores resultados do que os obtidos com outro método recentemente encontrado na lite-
ratura, que considera o pleno acesso as funcoes de pertinéncia. No segundo exemplo, uma
implementagao pratica em um sistema de controle de uma suspensao ativa de bancada,
considerando uma mola nao linear e falha no atuador, confirma a eficdcia da abordagem
proposta. O 1ltimo exemplo utiliza um péndulo invertido para abordar o problema de
controle considerando a estabilidade local do sistema. As simulagoes ilustram que o es-
quema proposto, que utiliza o vetor de estado expandido, é capaz de evitar uma possivel
descontinuidade do sinal de controle.

Palavras-chave: Controle chaveado. Controle #,. Modelo fuzzy Takagi-Sugeno (T-
S). Saturacao do sinal de controle. Fungoes de pertinéncia desconhecidas. Desigualdade
matricial linear (LMI).



ABSTRACT

This thesis proposes local 7% switched control designs for a class of uncertain non-
linear plants described by Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy models with unknown membership
functions. The control designs require only the lower and upper bounds of the system
nonlinearities and of the system linear parameters, which can depend on uncertain para-
meters. In practical applications, due to the operational restrictions of the equipments,
in the control design, it is necessary to consider that the control law is subject to actu-
ator saturation. First, using a methodology found in the literature to solve the actuator
saturation problem, one proposes a switched control law that chooses a state-feedback
controller gain, which belongs to a given set of gains, that minimizes the time deriva-
tive of a quadratic Lyapunov function. This procedure eliminates the necessity of finding
the membership function expressions to implement the control law, guarantees an %,
performance and ensures that the state trajectory remains within a region in which the
T-S fuzzy model is valid. In addition, the actuator saturation problem is approached with
another methodology, using the control signal to compose an extended state vector. Then,
the region in which the uncertain nonlinear system is exactly represented via T-S fuzzy
models is composed by the bounds of the control signal. A switched control law, which
chooses an extended state-feedback controller gain, is proposed. The design conditions
avoid the presence of a possible discontinuity of the control signal, eliminate the necessity
of finding the membership function expressions to implement the control law, guarantee
an 7, performance and ensure that the state trajectory and the control signal remain
within a region in which the T-S fuzzy model is valid. Finally, three examples are pre-
sented. The first example studies the control of a chaotic Lorenz system. It shows that,
for disturbances with large magnitude, the proposed procedures provided better results
than the obtained with another recent method found in the literature, that considers full
access to the membership functions. In the second example, a practical implementation
of an active suspension control system, considering a nonlinear spring and an actuator
fault, confirms the effectiveness of the proposed approach. The last example uses an in-
verted pendulum system to address the local stability control problem. The simulations
illustrate that the control scheme, which uses the extended state vector, is able to avoid
a possible discontinuity of the control signal.

Keywords: Switched control. J#, control. Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy model. Con-
trol signal saturation. Unknown membership functions. Linear matrix inequality (LMI).
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1 INTRODUCAO

Uma ampla classe de sistemas nao lineares pode ser descrita exatamente por modelos
fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) (TAKAGI; SUGENO, 1985; TANIGUCHI et al., 2001) em uma
dada regiao de operagao, através de uma combinacao de modelos lineares locais por meio
de funcgoes de pertinéncia fuzzy nao lineares. A regiao de operagao geralmente é uma regiao
limitada no espaco de estados e pode-se assegurar que a planta é representada exatamente
por um modelo fuzzy T-S somente nesta regiao. Com base na compensacgao distribuida
paralela (WANG; TANAKA; GRIFFIN, 1996) e nas desigualdades matriciais lineares
(do inglés, Linear Matriz Inequalities - LMIs), diferentes técnicas de projeto de controle
foram propostas nas ultimas décadas para o controle de sistemas nao lineares representados
através de modelos fuzzy T-S (TANAKA; IKEDA; WANG, 1998; TEIXEIRA; ZAK, 1999;
TANIGUCHI et al., 2001; TANAKA; WANG, 2001; TUAN et al., 2001; LIU; ZHANG,
2003; FANG et al., 2006; DELMOTTE; GUERRA; KSANTINI, 2007; MONTAGNER;
OLIVEIRA; PERES, 2009; CHEN et al., 2012; LI et al., 2012; SANTIM et al., 2012;
CAMPOS et al., 2013; CHADLI; KARIMI, 2013; LIU; CAO; SHI, 2013; SOUZA et al.,
2014; MARQUEZ et al., 2017).

A regiao na qual o modelo fuzzy T-S é definido é um tema importante no estudo de
sistemas nao lineares. Em (KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2013) é enfatizado que o
modelo fuzzy T-S apenas descreve com precisao a dinamica original do sistema nao linear
em uma regiao limitada do espago de estados, definida como o dominio de validade. Desta
forma, a imprecisao ao utilizar um modelo fuzzy T-S pode ser a origem de um desempenho
insatisfatorio, ou até mesmo a instabilidade, do sistema realimentado. Além disso, as
condigbes operacionais praticas (como a regiao de seguranca e as limitagoes do atuador),
muitas vezes, implicam que o sistema realimentado opera em uma regiao limitada do
espaco de estados. Estas condig¢oes operacionais podem ser incorporadas ao dominio de
validade (KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2013). Ou seja, um bom desempenho do
sistema controlado pode ser prejudicado devido a representacao imprecisa do sistema nao
linear através do modelo fuzzy T-S, porque geralmente a regiao de operagao e as restrigoes

praticas, inerentes as plantas ou atuadores, sao negligenciadas nos projetos de controle
(KLUG et al., 2015).
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Por este motivo, diversos trabalhos estudam a estabilidade local de sistemas nao
lineares descritos por modelo fuzzy T-S. Para avaliar a estabilidade local é necessario de-
terminar se existe uma vizinhancga préxima ao ponto de equilibrio, chamado dominio de
atragao (KHALIL, 2001), de tal forma que todas as trajetérias do sistema, a partir de um
ponto inicial no dominio de atracao, convergem assintoticamente para o ponto de equili-
brio. Trabalhos como (KLUG; CASTELAN; COUTINHO, 2013; BERNAL; GUERRA,
2010; GUERRA et al., 2011; PAN et al., 2012; LEE; PARK; JOO, 2012; LEE; JOO; TAK,
2014, 2015a; LEE et al., 2015b) abordam o problema da estabilidade local, propondo mé-
todos que estabilizam o sistema realimentado e garantem que as trajetérias do vetor de
estado permanecem dentro da regiao de operacao na qual o modelo fuzzy T-S é valido.
Outros trabalhos, como por exemplo (TSENG; CHEN, 2006; NGUYEN; DAMBRINE;
LAUBER, 2014; KLUG et al., 2015; ALVES et al., 2016b), consideram também que o

atuador estd sujeito a saturacao.

No entanto, para um sistema nao linear representado via modelo fuzzy T-S, alguns
problemas podem dificultar uma implementacao pratica. Geralmente, o projeto de con-
trole assume que as fungoes de pertinéncia sao completamente conhecidas. Na pratica, as
fungoes de pertinéncia podem depender de variaveis de premissas imensuraveis ou para-
metros incertos. Por esta razao, é crescente o nimero de trabalhos que estudam métodos
que permitem utilizar modelos fuzzy T-S com incertezas nas funcoes de pertinéncia ou nas
variaveis de premissa. Um projeto de filtro %, para sistemas fuzzy T-S com fungoes de
pertinéncia desconhecidas, ou parcialmente desconhecidas, foi proposto em (LI; YANG,
2013). Considerando que as fungoes de pertinéncia sdo imensuraveis ou desconhecidas,
(LI; YANG, 2014) aborda o problema de detecgao de falhas para sistemas fuzzy T-S, ba-
seado em um filtro de deteccao de falhas com ganhos varidveis. Em (ASEMANI; MAJD,
2013) sao apresentados resultados relativos ao projeto de controladores 3, baseados em
observadores para sistemas fuzzy T-S, utilizando a estimativa das variaveis premissas.
Um projeto de controle chaveado para uma classe de plantas nao lineares incertas foi
proposto em (SOUZA et al., 2014) e esta metodologia elimina a necessidade de encontrar

as expressoes das funcoes de pertinéncia para implementar a lei de controle.

Em busca de métodos cada vez mais relaxados, diferentes projetos de controle foram
apresentados nos ultimos anos (ver, por exemplo,(TEIXEIRA; ASSUNCAO; AVELLAR,
2003; FANG et al., 2006; DELMOTTE; GUERRA; KSANTINI, 2007; DONG; YANG,
2008; MONTAGNER; OLIVEIRA; PERES, 2009; CHEN et al., 2012; CAMPOS et al.,
2013; SOUZA et al., 2014)). Em (CHEN et al., 2012) é proposto um controlador fuzzy
chaveado, baseado em uma funcao de Lyapunov quadratica por partes do tipo minimo, e
as condicoes apresentadas flexibilizaram os resultados conhecidos na literatura. Note que
o controle chaveado é um tema recorrente em (CHEN et al., 2012) e (SOUZA et al., 2014),

pois é possivel proporcionar relaxagao no projeto de controle e ainda obter um melhor
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desempenho do sistema como um todo, quando comparado com os resultados obtidos com

apenas um controlador.

Ao utilizar uma lei de controle chaveada, é possivel que ocorra um fenémeno inde-
sejado conhecido como chattering. O chattering é caracterizado por um chaveamento
com frequéncia infinitamente rdpida (DEAECTO; SOUZA; GEROMEL, 2014). Em uma
implementacgao pratica, este fenomeno deve ser evitado, pois pode causar danos aos equi-
pamentos, especialmente aos atuadores do sistema. Diversas estratégias de controle que
visam evitar a ocorréncia do chattering podem ser encontradas na literatura, em espe-
cial, pode-se destacar a técnica de controle chaveado suave apresentada em (ALVES et al.,
2016b, 2016a). Esta técnica de controle utiliza o conceito de minimo suave, garantindo que
a lei de controle chaveada nao apresenta chattering. Como principal desvantagem deste
método, tem-se que as condigoes de projeto garantem a estabilidade “ultimate bounded” do
sistema realimentado, assegurando que as trajetérias do vetor de estado convirjam para
uma regiao em torno do ponto de equilibrio (CORLESS; LEITMANN, 1981). Sendo que
esta regiao “ultimate bounded” é pequena o suficiente para garantir um bom desempenho

do sistema, pois ela depende de parametros de suavizagao escolhidos pelo projetista.

Para sistemas nao lineares sujeitos a distirbios externos, o controle .75 é uma técnica
que mitiga o efeito do distirbio externo (ou entrada exdgena) na saida do sistema e,
consequentemente, melhora o desempenho do sistema controlado. No entanto, a saturacao
do atuador é um problema inerente na maioria dos projetos de controle, inclusive no
controle #%,. Entao, (TSENG; CHEN, 2006) propoe um projeto de controle fuzzy
para sistemas nao lineares sujeitos a saturacao do atuador. As condigoes de projeto
garantem que o sistema realimentado, sujeito a disturbio externo, tenha um desempenho
3, mas nao ha garantia de que as trajetérias do vetor de estado permanecerao dentro

da regiao de operagao.

Em (LEE et al., 2015b) é proposto um procedimento de projeto de controle %,
para sistemas nao lineares sujeitos a disturbios externos. No projeto de controle %,
normalmente, considera-se que o distirbio externo possui energia limitada. Entretanto,
motivado por (WANG; LIU, 2013), o projeto de controle proposto em (LEE et al., 2015b)
considera que o disturbio externo possui magnitude limitada, além da habitual energia
limitada. Esta restricao de magnitude é necessaria para que as condigoes de projeto
garantam que as trajetorias do vetor de estado estarao confinadas dentro da regiao de
operagao na qual o moledo fuzzy T-S é valido. Mais detalhes sobre o projeto de controle

3 proposto em (LEE et al., 2015b) serao apresentados no préximo capitulo da tese.
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1.1 Objetivos

Este trabalho apresenta contribuigoes ao controle chaveado para um classe de sistemas
nao lineares incertos sujeito a distirbios de energia limitada e saturacao no atuador.
Resumidamente, pode-se destacar os seguintes topicos que sao abordados ao longo da

tese:

1. Controle #%,: O controle .7, é o principal foco do trabalho. Motivado pelo método
proposto em (LEE et al., 2015b), as condigbes de projeto garantem um desempenho
J ao sistema realimentado e asseguram que as trajetérias do vetor de estado

permanecem dentro da regiao de operacao na qual o modelo fuzzy T-S é valido.

2. Lei de controle chaveada para sistemas nao lineares incertos com funcgoes de perti-
néncia desconhecidas: Baseado em (TANIGUCHI et al., 2001) e (SANTIM et al.,
2012), para representar a dinamica do sistema nao linear incerto, é necessario ape-
nas conhecer os limites inferiores e superiores das nao linearidades do sistema e
dos termos lineares, que sao calculados considerando a regiao de operacao no es-
paco de estados e o conjunto conhecido de parametros incertos. Os modelos fuzzy
T-S obtidos com este procedimento apresentam modelos locais conhecidos e pesos
normalizados desconhecidos. A lei de controle chaveada seleciona um ganho do con-
trolador de realimentacao do vetor de estado, que minimiza a derivada temporal de
uma funcao Lyapunov do tipo quadratica. Este procedimento elimina a necessidade
de encontrar as expressoes das funcoes de pertinéncia para implementar a lei de con-
trole, o que é uma vantagem pois estes termos podem conter parametros incertos

ou mesmo ter expressoes longas e/ou complexas.

3. Saturagao do sinal de controle: Em diversas aplicacoes praticas, em virtude das
restrigoes operacionais dos equipamentos, no projeto de controle é necessario con-
siderar que a lei de controle estd sujeita a saturagao do atuador. A saturacao do
sinal de controle é tratada de duas formas diferentes ao longo deste trabalho. Na
primeira abordagem, utiliza-se uma técnica proposta em (HU; LIN; CHEN, 2002;
CAO; LIN, 2003), na qual o sinal de controle sujeito a saturagao pode ser represen-
tado através de uma combinagao convexa dos valores do sinal de controle saturado
e nao saturado. Esta representacao do sinal de controle sujeito a saturagao s6 é
valida se o vetor de estado permanecer dentro de uma regiao limitada do espaco de
estados. Ja na segunda abordagem, utiliza-se um vetor de estado expandido, no qual
o sinal de controle é incluido. Desta forma, o espago de estados é expandido e os
limites do sinal de controle agora fazem parte da regiao de operacao. As condigoes

de projeto garantem que as trajetorias do vetor de estado expandido permanecem
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dentro desta nova regiao de operacao e consequentemente o sinal de controle fica

restrito aos limites de saturacao.

4. Mitigar os efeitos indesejados do chattering: Ao utilizar a segunda abordagem pro-
posta para lidar com a saturagao do atuador, é necessario utilizar um integrador para
obter o sinal de controle. A utilizacao do integrador nao impede o chaveamento com
frequéncia rapida, que caracteriza o chattering, entretanto é possivel eliminar uma
possivel descontinuidade do sinal de controle, mitigando um dos efeitos indesejados
do chattering. De certa forma, pode-se considerar que ocorre uma suavizagao do
sinal de controle. Entretanto, as condi¢oes de projeto garantem que a origem é um
ponto de equilibrio assintoticamente estavel, ao contrario do controle suave proposto
em (ALVES et al., 2016b, 2016a), que assegura a estabilidade “ultimate bounded”

ao sistema realimentado.

1.2 Estrutura da tese

A estrutura desta tese é a seguinte:

e Capitulo 1: Introduz o tema abordado na tese. Apresenta os objetivos gerais do
trabalho e a organizacao do texto. Por fim, para facilitar o desenvolvimento do

conteudo, algumas notagoes sao definidas.

e Capitulo 2: Expoe os conceitos fundamentais necessarios para a elaboracao dos
proximos capitulos, como a representacao exata do sistema nao linear incerto através
do modelo fuzzy T-S, a regiao de operagao na qual esta representagao é valida e uma
lei de controle chaveada utilizando a realimentacao do vetor de estado. Além disso,

sao definidos dois problemas de controle que serao tratados no capitulo seguinte.

e Capitulo 3: Apresenta o procedimento de projeto de controle chaveado, descrito
em (ALVES et al., 2016b), que garante a estabilidade local do sistema realimen-
tado. Em seguida, a primeira importante contribuicao da tese é apresentada: um
projeto de controle 7% chaveado para uma classe de sistemas nao lineares incertos,
considerando a regiao de operacao. Adicionalmente, sao apresentados trés exem-
plos. O primeiro exemplo mostra uma comparacgao entre o projeto de controle %,
chaveado proposto e o método apresentado em (LEE et al., 2015b). Os resultados
deixam claro que, para um sistema nao linear incerto, sujeito a disturbios de grande
magnitude, o procedimento proposto neste trabalho é a melhor opcao. Em seguida,
no segundo exemplo, uma implementacao demonstra a eficicia pratica do método,
para controlar um sistema de suspensio ativa fabricado pela Quanser ® (Quanser

Innovate Educate, 2010), considerando uma mola nao linear e uma falha do atuador.
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O 1ltimo exemplo utiliza um sistema de péndulo invertido para ilustrar a aplicacao
do projeto de controle chaveado, descrito em (ALVES et al., 2016b), considerando

a estabilidade local do sistema.

e Capitulo 4: Aponta uma outra abordagem ao problema de controle enunciado no
Capitulo 2. Nesta nova abordagem, considera-se um novo vetor de estado, composto
também pelo sinal de controle. Este novo vetor de estado sera denominado de vetor
de estado expandido. Novamente sao apresentados conceitos fundamentais para a
elaboracao do préoximo capitulo, como a representacao exata do sistema nao linear
incerto através do modelo fuzzy T-S considerando a regiao de operacgao expandida
e o esquema de controle utilizando a realimentacao do vetor de estado expandido.
Além disso, sao definidos dois problemas de controle que serao tratados no capitulo

seguinte.

e Capitulo 5: Propoe diversos procedimentos de projetos de controle chaveado utili-
zando a realimentagao do vetor de estado expandido. Inicialmente, sao apresentadas
condicoes de projeto que garantem a estabilidade local do sistema realimentado. Por
fim, é apresentado o projeto de controle %, chaveado considerando a regiao de ope-
racao expandida. Para ilustrar a eficacia dos métodos propostos, sao utilizados os

trés exemplos que foram definidos anteriormente no Capitulo 3.

e Capitulo 6: Apresenta as conclusoes finais, as perspectivas futuras e uma lista com

as publicacoes dos trabalhos desenvolvidos ao longo da tese.

1.3 Notacdes e ferramentas computacionais

Por conveniéncia, ao longo deste trabalho, as seguintes notacoes sao utilizadas: K; =
{1,2,...,r}, r € N. Para matrizes simétricas, o simbolo (*) denota cada um dos seus blo-
cos simétricos. 1(0) representa uma matriz identidade (zero) com dimensao apropriada.
diag{M1,Ma,... .M} representa uma matriz bloco diagonal formada pelas matrizes My,
Mz, ..., Mr. My representa a |-ésima linha de uma matriz M. Denota-se a combinacao
convexa dos vetores g;, i € K, por cofas,---,a}. M>0(M <0, M >0e M <0) significa
que a matriz M é definida positiva (definida negativa, semi-definida positiva, semi-definida
negativa), respectivamente. || H% = [Zo&(M)TE(t)dt é o quadrado da norma de uma tra-
jetéria &(t) para tempo continuo e % é o conjunto de todas as trajetérias &(t) tais que

1€ ||% < oo, Finalmente, Mz representa uma matriz genérica, tal que

r r
MZ:ZaiMi com a:[alaz...ar]Te/\r:{aeIR{r:ai20, Zai:l,ieKr}. (1)
. 4
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Os resultados numéricos, apresentados ao longo da tese, foram obtidos utilizando o

software MatLab® e o solver LMILab, interfaceado pelo YALMIP (LOFBERG, 2004).
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2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capitulo sao apresentados os conceitos fundamentais necesséarios para a elabora-
¢ao dos proximos capitulos. Inicialmente, define-se o sistema nao linear incerto sujeito a
saturagao do sinal de controle e distirbio externo, assim como a sua representacao exata
através do modelo fuzzy T-S. Destacando que esta representacao s6 é valida em uma
regiao restrita do espago de estados, denominada de regiao de operacao. Por se tratar
de um sistema nao linear incerto, considera-se que as fungoes de pertinéncia nao estao
disponiveis para realimentacao. Logo, propoe-se utilizar uma lei de controle chaveada com
realimentacao do vetor de estado, que nao necessita das fungoes de pertinéncia durante a
implementacao. Por fim, é apresentado o problema da estabilidade local, para o caso do

disturbio nulo, e o problema de controle .7, considerando a regiao de operacao.

2.1 Sistema nao linear incerto sujeito a saturacao do stnebutrole e distlrbio externo

Considere um sistema nao linear incerto, sujeito a saturacao do sinal de controle e

disturbio externo de energia limitada, descrito por

X(t) = fa(z(t))x(t) + f2(z(t)) satu(t)) + fa(z(t) )w(t), (2a)
y(t) = 61(z(t))x(t) +g2(2(t)) satu(t)) + ga(z(t) )w(t), (2b)

sendo que X(t) € R™ é o vetor de estado, u(t) € R™ é o vetor de entrada, w(t) € R™ ¢ a
entrada exdgena com energia limitada tal que w(t) € %% e y(t) € R"™Y é o vetor de saida.
A dindmica do sistema nao linear incerto é dada pelas fungoes nao lineares fi(-) : R —
R fo(2) i RY— R™< M fa(.) i RYI— R™* W, J§ a saida do sistema é dada pelas fungoes
nao lineares g1(-) : R9— R™*™ gy(-) : R — R M ¢ g3(+) : RY— RY*Mw_ z(t) e RYé o
vetor cujas os elementos 7 (t), | € Kq, sdo as variaveis de premissa que dependem do vetor
de estado X(t) e de parametros incertos ou varidveis desconhecidas, e safu(t)) € R™ é a

entrada de controle sujeita a saturacao, tal que

satuy(t)) —Px, se Uk(t) < —px,
satu(t)) = : ,safue(t)) = ¢ uk(t), se |uk(t)] <  px, Yke Ky, (3)
saUn, (t)) P, se W(t) > px
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sendo que pk, k € Kp,, s@o constantes positivas com valores conhecidos. A interpretagao

grafica da funcao safuk(t)), k € Ky, pode ser observada na Figura 1.

Figura 1 - Interpretacao gréafica da fungao safuk(t)), k € Kp,.

Ug(t)

\ 4

------ —Px

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

2.2 Representacdo exata do sistema nao linear incertosattavéodelo fuzzy T-S

Dada uma regiao de operacao 2" no espago de estados definida como segue (KLUG
et al., 2015):

2 = {X(t) e R™: [Rpyx(t)| < th, he Kp}, (4)

sendo que a matriz R= [R(Tl) e R(Tp)} € RP*™ ¢ o vetor @ = [(pl--~q0p]T € RP sao conheci-
dos. Na regiao de operagao 2, o sistema (2) pode ser representado exatamente por um
modelo fuzzy T-S como descrito em (5), (6) e (7) (TANIGUCHI et al., 2001; SOUZA et
al., 2014; SANTIM et al., 2012; ALVES et al., 2016b), em que:

Regra i: SE z1(t) é Hip e ... e Zg(t) € Lig,
X(t) = Aix(t) + Bjsatu(t)) + Hiw(t), (5)

ENTAO
{ y(t) = Gix(t) + Djsatu(t)) + Giw(t),

sendo que i € Ky, | € Kq, tij é o conjunto fuzzy da regra i correspondente a funcao z(t)
e as seguintes matrizes sao conhecidas: Aj € R™*™ By € R H; ¢ R MW G ¢ RN
Dj € R*Mu ¢ Gj € RW*Mw,

A partir de (TANAKA; IKEDA; WANG, 1998) e das defini¢oes dadas em (1), X(t) e
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y(t) dadas em (5) podem ser escritas como segue:

=

X(t) =Y oi(z(t))(Ax(t) + Bisatu(t)) + Hiw(t)) = Ax(t) + Bzsalu(t)) + Haw(t), (6a)

y(t) = iori (z(t))(Cix(t) + Disatu(t)) + Giw(t)) = Cx(t) + Dzsatu(t)) + Gw(t), (6b)

_ M (&) x--- x pig (z(1))
Sio1 (i (ze(t)) x - X pliq (Z4(t)

1)’ ai (z(t)) >0, 'iai (z(t))=1,ieK,, (7)

e Wi (z(t)) >0 é a fungao de pertinéncia, em termos de varidveis desconhecidas ou para-
metros incertos, correspondente ao conjunto fuzzy L, I € K; e | € Kq. O elemento aj do
vetor @ = [a@10z ... af]T € Ar, dado em (1), é o peso normalizado de cada modelo local do
sistema (A}, Bj,Ci,Dj, Gj, Hj) definido em (5), para i € K.

Um procedimento para a representagdo exata do sistema nao linear incerto (2) como
o modelo fuzzy T-S descrito em (6) é apresentado em (SANTIM et al., 2012; SOUZA et
al., 2014; ALVES et al., 2016b). Os limites inferiores e superiores das nao linearidades
do sistema e dos termos lineares incertos sao calculados considerando uma dada regiao de
operacao do vetor de estado e também o conjunto conhecido dos parametros incertos da
planta. Os modelos fuzzy T-S obtidos com este procedimento apresentam modelos locais
conhecidos e pesos normalizados desconhecidos. Este método foi aplicado para controlar
um sistema de levitador magnético (SOUZA et al., 2014; ALVES et al., 2016b) e um
sistema bola-viga (ALVES et al., 2016b).

2.3 Candidata a fung&o de Lyapunov e o conjunto elipsaidsl vo)

Considere a candidata a funcao de Lyapunov quadratica
V(x(1)) = x(t)"Px(t), (8)

sendo que P € R™*™ é uma matriz simétrica definida positiva. Para uma dada constante

positiva Vg, define-se o seguinte conjunto elipsoidal:

&V, Vo) := {X(t) € R™:x(t)"Px(t) < vo} . (9)
2.4 Leide controle chaveada sujeita a saturacéo

O procedimento proposto em (SOUZA et al., 2014) utiliza matrizes simétricas auxi-

liares Qj, ] € K¢, que sao responsaveis por determinar o valor do indice de chaveamento
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o, conforme descrito em (10). Este indice 0 seleciona um ganho do controlador de reali-
mentagao do vetor de estado, que pertence ao conjunto de ganhos {Kj € RM*™ j e K, }.

A lei de controle chaveada é definida da seguinte forma:

u(t) = ug(t) = —Kox(t), o=arg ;ggg{x(tf@x(t)}», (10)

sendo que arg' _m]%g{x(t)-rdjx(t)} denota o menor indice 0 € K, tal que x(t)TQux(t) =
JeRy

min{x(t) Qpx(t)}

Seja . um conjunto composto por matrizes diagonais Fs € R™W*M s Ko, cujos

elementos das diagonais sao 0 ou 1 (CAO; LIN, 2003). Por exemplo, se ny = 2, entao

e |1 0 B B 00 B 00
R N 3 I

e para todo s€ Ko, Fg~ denota o elemento de .# associado com Fs, tal que Fg™ =1 —Fs. Por

10
00

[N . . N, . ~ o1-
conveniéncia, considerando o vetor A =[A1-- -)\znu]T € R?" | a seguinte notacdo ¢ utilizada:

2 2" 2Mu
F)\ = 2 Ast, F)\_ = ZASFS_ com A € /\2nu = {A S Rznu . )\s Z 0, ZAS = 1,S € Kznu} .
s=1 S= S=
(12)
Seja o conjunto .Z(Lj) dado por
Z(Lj) = {x(t) e R™: |Ljuox(t)| < px, j € Kr, ke Kn,}, (13)

T
sendo que Lj = [LjT(l) e LjT(nu)] eRWM e p=[p1---Ppn,]" € R™ é um vetor conhecido.

Para X(t) € Z(Lj), Vj € Ky, entao X(t) € Z(Lg). De acordo com (CAO; LIN, 2003),
tem-se que safu(t)) = sal—KgXx(t)) € co{ Fs(—KgX(t)) + Fs Lgx(t)}. Consequentemente,
usando as notagoes dadas em (12), safu(t)) pode ser representado como:

safu(t)) = 2Zul/\s (Fs(—Kox(t)) + Fs Lox(t)) = (=FaKg +F; Lg) X(1). (14)

Substituindo (14) em (6) e usando as notagdes dadas em (1) e (12), o sistema reali-

mentado pode ser reescrito como segue:

r

X(t) = Zl ai(z(t)) (Aix(t) +B; zzul/\s (Fs(—KoX(t)) +Fs Lox(t)) + Hiw(t)>

S—

= AX(t) + B, (—Fy Ko+ F; L) X(t) +Haw(t), (15a)
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y(t) = i ai(z(t)) (CiX(t) +D;i zzul)\s (Fs(—Kgx(t)) +Fs Lox(t)) + GiW(t)>

2.5 O problema da estabilidade considerando a regido dagimee distlrbio nulo

Inicialmente o problema de controle sera definido para w(t) = 0, ou seja, trata-se ape-
nas do problema da estabilidade local. O objetivo é determinar uma lei de controle que,
para W(t) =0 et > 0, garanta que a origem seja um ponto de equilibrio localmente assin-
toticamente estével do sistema nao linear incerto (2) e o conjunto elipsoidal &(V,vp) seja
um conjunto positivamente invariante do dominio de atragao (HU; LIN; CHEN, 2002)
(ou seja, se X(0) pertence ao conjunto & (V,Vp), entdo todas as trajetérias de x(t), t > 0,
também irdao permanecer dentro deste conjunto). Dada a candidata a fun¢ao de Lyapunov
V(x(t)) = x(t)TPx(t), o conjunto elipsoidal &(V,Vp) é considerado um conjunto positiva-
mente invariante do domfnio de atracao se V (x(t)) < 0, para W(t) = 0 e X(t) € &(V, o)\ {0}
(HU; LIN; CHEN, 2002).

Entenda x(t) € &(V,v0)\{0} como X(t) € &(V, Vo) mas X(t) #O.

Além disso, as seguintes relagoes de inclusao relacionadas aos conjuntos 2°, Z(L;) e

& (V,Vo) devem ser garantidas:

e £(V,vo) C Z": se &(V,Vp) é um conjunto positivamente invariante do dominio de
atragdo, considerando a definicdo da regiao de operagao 2 em (4), esta restrigao
garante que o sistema nao linear incerto (2) pode ser exatamente descrito pelo
modelo fuzzy T-S dado em (6).

o &(V,Vvo) C Z(Lj): se &V, Vo) é um conjunto positivamente invariante do dominio de
atracao, considerando (14), esta restrigao garante que o sinal de controle safu(t))
pode ser representado por safu(t)) = (—FyKg+F; Lo)X(t). Ou seja, o sistema

realimentado é dado por (15).

Estas propriedades sao ilustradas na Figura 2. Considere que a seta indica o sentido

da trajetéria ao passar do tempo.
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Figura 2 - Relacoes de inclusdo entre os conjuntos 2", Z(Lj) e &(V,Vp), e a trajetéria
do vetor de estado X(t) para w(t) =0et > 0.
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Observacao 1. A taza de decaimento € um indice de desempenho bastante comum no
estudo da estabilidade de sistemas dinamicos. Em (BOYD et al., 1994) a taxa de de-
caimento (ou maior expoente de Lyapunov) é definida como sendo o maior nimero real
K > 0, tal que

. t .

fim & x(0)| = . (16)

para todas as trajetorias de X(t). Como em (BOYD et al., 1994), pode-se usar uma
fun¢ao de Lyapunov quadrdtica (8), para estabelecer um limite inferior para a taza de
decaimento do sistema (2). A condi¢io V(X(t)) < —2kV (X(t)), para todas as trajetdrias

de X(t), € equivalente as especifica¢des de uma taza de decaimento maior ou igual a K.

2.6 O problema de controlg?s, considerando a regido de operacao

Tendo em vista que além de estabilidade, um controlador deve assegurar um bom
desempenho do sistema de malha fechada, habitualmente é definida uma medida ou norma
para garantir a qualidade do projeto realizado. Desta forma, um importante indice de
desempenho é a norma %%, que estd relacionada com a capacidade do sistema de rejeitar
disturbios de energia limitada (BOYD et al., 1994; MONTAGNER; OLIVEIRA; PERES,
2009). Entao, considere o distirbio de energia limitada wW(t) € 2% e uma constante positiva

&, tais que

W o= {W(t) € RM: /OOOW(I)TW('[)dt < s}. (17)

Supor que o distirbio W(t) possui energia limitada é essencial para o projeto de controle



2.6 O problema de controle 7, considerando a regido de operacdo 27

M. Desta forma, usualmente, tem-se que W(t) € %%. Para lidar com o problema de
controle %, considerando a regiao de operacao, sera atribuido um valor ao limitante da

energia do distirbio, que serd dado por €, tal que w(t) € #.

E necessério destacar que diversos trabalhos, que tratam do problema de controle 7%,
para sistemas nao lineares utilizando modelos fuzzy T-S, nao apresentam condigoes que
garantem que o vetor de estado permanecerd dentro da regiao de operacao. O projeto
de controle J%, proposto em (TSENG; CHEN, 2006) exemplifica este fato. Basicamente,
para W(t) = 0, as condigoes de projeto apresentadas em (TSENG; CHEN, 2006) garantem
que o vetor de estado permanece dentro da regido de operagdo. J& para w(t) # 0, é
assegurado um custo garantido .7, porém nao existe garantia de que o vetor de estado

nao escapara da regiao de operacao.

Por sua vez, a metodologia proposta em (LEE et al., 2015b) garante ao sistema
nao linear realimentado um indice de desempenho %, e assegura que o vetor de estado
permanecerd dentro da regiao de operagao, para W(t) # 0. Baseado em (LEE et al., 2015b),

considere a variavel de relaxagao ¢ > 0 e a constante & > 0.

Logo, o problema de controle .7, para um sistema nao linear, considerando a regiao de

operagao, consiste em determinar uma lei de controle que satisfaca os seguintes requisitos:

1. paraw(t) =0, t >0, a origem é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente
estavel do sistema nao linear incerto (2) e (10), e o conjunto elipsoidal &(V, & +
¢ 1e) é um conjunto positivamente invariante do dominio de atracao (HU; LIN;
CHEN, 2002) (ou seja, se X(0) pertence ao conjunto &(V, &+ ¢ ~1€), entdo todas as
trajetérias de X(t), t > 0, também irdo permanecer dentro deste conjunto). A Figura

3 ilustra esta propriedade.

2. para W(t) € #, qualquer trajetéria com condigao inicial dentro de &(V, &) (ou seja,
x(0)TPx(0) < &) nao ird escapar do conjunto elipsoidal & (V, &+ ¢ ~1€), para todo
t > 0. Esta propriedade ¢ ilustrada na Figura 4.

3. para W(t) € # e X(0) =0, o sistema realimentado (15) possui um custo garantido
F igual a y > 0, satisfazendo a seguinte desigualdade:

I3 < VIwt)lI3, Vo e Ar. (18)

4. As seguintes relacoes de inclusao relacionadas aos conjuntos 2, Z(L;) e &(V, &+

¢ 1) devem ser garantidas:

o &£V, 60+ ¢_1£) C Z: se o vetor de estado permanece dentro do conjunto elip-
soidal &(V, &+ ¢ ~L€), esta restricao garante que o sistema ndo linear incerto

(2) pode ser exatamente descrito pelo modelo fuzzy T-S dado em (6).
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o &(V,e0+ ¢ te) C Z(Lj): se o vetor de estado permanece dentro do conjunto
clipsoidal & (V, &g+ ¢ ~1€), esta restricio garante que o sinal de controle sa{u(t))
pode ser representado por sa{u(t)) = (—F,\ Ko +F, La) X(t). Ou seja, o sistema

realimentado é dado por (15).

Figura 3 - Relacoes de inclusdo entre os conjuntos 2", Z(Lj) e &(V, &+ ¢~1e), e a tra-
jetéria do vetor de estado X(t) para w(t) =0et > 0.
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 4 - Relacoes de inclusdo entre os conjuntos 2", Z(Lj), &(V,& + ¢ le) e
&(V, &), e a trajetoria do vetor de estado X(t) para w(t) € # et > 0.

Fonte: Elaboragao do préprio autor.
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2.7 Relagdes de inclusao entre os conjuntos da regiao deg@pera

A partir dos problemas de controle apresentados nas Secoes 2.5 e 2.6, observe que
algumas relagoes de inclusao entre os conjuntos 2", Z(Lj) e &(V,Vp) devem ser asse-
guradas. Desta forma, o Lema 1 apresenta condigoes que garantem que tais relagoes de

inclusao sejam respeitadas.

Lema 1. (ALVES et al., 2016b; HU; LIN; CHEN, 2002; BOYD et al., 199/) Considere os
conjuntos 2, &(V,Vo) e ZL(Lj) dados em (4), (9) e (13), respectivamente. As condigioes
EV,vo) C Z e &V, Vo) C Z(Lj) sdo asseguradas se as sequintes LMIs forem factiveis,

respectivamente:
_ i -
V, *
"fR‘; | =0 (19a)
L (h) _
S :
V| *
P ";TO .| =0 (19h)
L ik i

para todo he Ky, j €K, e ke Ky, sendo que X = P1le Nj) = LjwX-
Demonstracao. A demonstracao deste lema é divida em duas partes.
e Demonstracao da restrigao &' (V,Vp) C 2"

Pré e pés multiplicando (19a) por diag{1,P}, sendo que P = X1, e aplicando o comple-

mento de Schur no resultado, para X(t) # 0, obtém-se

— Rl @ “VoRp) >

x(t)TPx(t) (t TRT voR<h (20)
Considerando que X(t) € &(V,Vp), tem-se que X(t)TPx(t) < Vg e assim

Vo = X(t)TPx(t) > x(t)TRT G Vo&h
@ > X(t) TRl RinyX( (21)

Logo, X(t) € 2" e, consequentemente, tem-se que &(V,vg) C 2.
e Demonstracao da restrigao &(V,vo) C Z(L;):

Pré e pés multiplicando (19b) por diag{1,P}, sendo que P = X"t ¢ Njw = LjagX, e
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aplicando o complemento de Schur no resultado, para X(t) # 0, obtém-se

P— '-jT(k)PE VoL

=
P>L!

0,
'-j(k)Pk_ZVO'-J'(k)

X(t) TPX(t) = X(t) "Ly P 2oL jioX(t) (22)

Considerando que X(t) € &(V,Vp), tem-se que X(t)TPx(t) < Vg e assim

Vo = X(1)TPX(t) = X() "L P VoL jaoX(t)
02 = X(OTL o Lot (23)
Logo, X(t) € Z(Lj) e, consequentemente, tem-se que &(V,vg) C Z(Lj). O

Observacgao 2. Frequentemente, em projetos de controle, os controladores de realimenta-
cao do vetor de estado apresentam ganhos elevados. Principalmente em implementagoes
praticas, estes ganhos resultam em elevados valores do sinal de controle que podem invia-
bilizar a implementacao. Entretanto, estes controladores com ganhos elevados podem ser

evitados inserindo, por exemplo, a restri¢io & (V,Vo) C L (Kj), que € imposta se a sequinte
LMI for factivel:

T
Miw X
para todo j € Ky e ke Kp,. Note que, £ (Kj) é um conjunto similar ao conjunto Z(Lj),
dado em (13) (HU; LIN; CHEN, 2002).

2V -1
O (24)

Demonstracao. A demonstracao é similar ao Lema 1. [l

2.8 Expanséao do volume do conjunto elipsoidaV/, 1)

Analisando os problemas de controle apresentados nas Secoes 2.5 e 2.6, observe que
existe um objetivo em comum de restringir o vetor de estado dentro de um conjunto
elipsoidal. Logo, é desejavel que este conjunto elipsoidal possua o maior volume possivel,
para permitir que a trajetéria do vetor de estado opere em grande parte da regiao de
operacao 2. Na literatura existem diversas técnicas com o objetivo de expandir o volume

do conjunto elipsoidal &(V,1). A seguir serao apresentadas duas destas metodologias.

Lema 2. De acordo com (LEE et al., 2015b), o conjunto elipsoidal &(V,1) pode ser
expandido ao inserir a restri¢ao {X eR™:xTx < B} Cc &(V,1), que € imposta se a LMI

[B;H )*( ] - 25)
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¢ factivel, sendo que B € uma constante positiva e pode ser utilizada como uma varidvel
a ser maximizada, de forma a obter uma estimativa menos conservadora do conjunto de

condi¢oes iniciais & (V,1).

Demonstragao. Aplicando o complemento de Schur em (25) e pré e pds multiplicando o

resultado por X(t)T e X(t), respectivamente, para X(t) # 0, obtém-se:

X(t)TPx(t) < B~X() (1), (26)

e a partir de (8), tem-se que V(X(t)) = x(t)TPx(t). Logo (26), é equivalente a

V(x(t) < BHX(t) T x(1),
V(x(t) 1< B TX(t) ~ 1,
V(x(t) = 1< B7H(x() ()~ B). (27)

Logo, para X(t)Tx(t) < B, tem-se que V(x(t)) < 1, concluindo a demonstragio. O

Lema 3. (CAO; LIN, 2003; ALVES et al., 2016b) Seja um conjunto de condi¢oes iniciais
desejadas para o sistema nao linear, dado por X = wco{uvy,---,Un }, W>0. Entdo a
condicao X C &(V,1) € assequrada caso

[w_z § ] >0 (28)

seja satisfeita, para l € Kn . Observe que W € um fator de escala do conjunto cO{U1,---,Un_},
portanto, @ pode ser utilizado como uma varidvel a ser mazimizada (minimizagao de w2 )

de forma a obter uma estimativa menos conservadora do conjunto de condigoes iniciais
&V, 1).

Demonstrag¢ao. Seja Ur = wzg 1 TeUp um vetor arbitrdrio em X, sendo que T, > 0 e
22;1 T, = 1. Entdo, supondo que (28) seja factivel, para todo ¢ € Ky , e multiplicando

as desigualdades por T, e realizando o somatério de £ = 1 até n., encontra-se

2 T
[ v ] >0, (29)
vy X

Aplicando o complemento de Schur em (29), sendo P = X1, encontra-se

w 2—u]Pu
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Pela defini¢ao do conjunto &(V,1), dada (9), observe que (30) implica que WU; €
&(V,1) e portanto X C &(V,1). O
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3 CONTROLE CHAVEADO PARA SISTEMAS NAO LINEARES INCERTOS
DESCRITOS POR MODELOS FUZZY T-S CONSIDERANDO REGIAO DE
OPERACAO E SATURAGCAO DO SINAL DE CONTROLE

Neste capitulo sao apresentados diversos projetos de controle, que visam resolver os

problemas de controle definidos no capitulo anterior.

Na Segao 3.1, dois projetos de controle chaveado, propostos em (ALVES et al., 2016b),
sao enunciados. Baseado na Secao 2.5, o primeiro projeto de controle considera o problema
da estabilidade local para o caso de um distiurbio externo nulo. O Segundo projeto de
controle, além de garantir a estabilidade local, ainda assegura ao sistema realimentado

uma taxa de decaimento maior ou igual a K.

Como contribuicao da tese, a Secao 3.2 propoe um projeto de controle .74 chaveado
considerando a regiao de operacao. Para um distirbio externo nao nulo e com energia
limitada, as condigoes de projeto visam resolver o problema de controle %, definido na Se-
¢ao 2.6, garantindo um indice de desempenho 7%, ao sistema realimentado e assegurando

que todas as trajetorias do vetor de estado permanecem dentro da regiao de operagao.

Outra contribuicao da tese é o projeto de controle .7, utilizando um unico ganho de
realimentacao, pois apresenta uma alternativa para implementar a lei de controle sem a
necessidade de utilizar as funcoes de pertinéncia. Além disso, o projeto de controle 7,
proposto em (LEE et al., 2015b) também é enunciado. Estes dois projetos de controle

fazem parte da Segao 3.3.

Na Secao 3.4, o primeiro exemplo apresenta uma comparacao entre os métodos de
controle J%, apresentados nas Secoes 3.2 e 3.3. Em seguida, no segundo exemplo, uma
implementagao demonstra a eficacia pratica do método, para controlar um sistema de sus-
pensdo ativa fabricada pela Quanser ® (Quanser Innovate Educate, 2010), considerando
uma mola nao linear e uma falha do atuador. O 1ultimo exemplo utiliza um sistema de
péndulo invertido para ilustrar a aplicacao do projeto de controle chaveado, descrito em
(ALVES et al., 2016b), considerando a estabilidade local do sistema.
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3.1 Projeto de controle chaveado para o problema da edtadalilocal

A Secao 3.1, tem o objetivo de apresentar condicoes de projeto para resolver o pro-
blema da estabilidade local, definido na Secao 2.5. As condigbes descritas a seguir foram
propostas em (ALVES et al., 2016b).

3.1.1 Resultados preliminares

A seguir serao apresentados alguns resultados preliminares, necessarios para elaborar
o projeto de controle chaveado considerando o problema da estabilidade local, definido na
Secao 2.5.

Entao, inicialmente, considera-se que o sistema nao linear incerto, dado em (2), possui
disturbio externo nulo. Ou seja, tem-se que W(t) =0 parat > 0. Logo, a partir de (15), a

dinamica do sistema pode ser representada por:

X(t) = AX(t) + B, (—F Ko + Fy Lo X(1). (31)

Desta forma, considere o seguinte lema.

Lema 4. Suponha a existéncia de uma matriz simétrica definida positiva X € R
matrizes simétricas Zi, Qj € R™™ matrizes Mj, Nj € R™*™ para todo i, j € K e se Ko,

tais que a condicao a sequir seja factivel:

Bi [—FsMj +Fs Nj] + [-FsM; +Fs N TBT -z —Q; < 0. (32)

Entao, considerando (1), (10) e (12), para X(t) # 0, a sequinte condi¢dao € verdadeira:

X()T {PB; [-FaKo + Fy Lo] + [~FaKo + Fy Lo] TBIPhX(1) < X(1) Zox(t) + X(1)TQax(),
(33)
sendo que P=X"1,Z =X"1ZX"1, Q =X"1QX L, Kj=MXLeLj=NX1.

Demonstracao. Suponha a existéncia de uma matriz simétrica definida positiva X € R™*M,
matrizes simétricas Z;, Qj € R™*™ e matrizes Mj, N; € R™*"™_ tais que (32) seja factivel,
para todoi, j € Ky e s€ Kon. A partir de (1), (10) e (12), lembrando que aj >0, ¥{_; o =1,
As>0e Y2 As =1, defina P= X1 Ky = MgX 1, Lg = NgX 1, Z, = X"1Z,X 1 e
Qo = X" 1QyX L. Pré e pés multiplicando (32) por P, substituindo j por o, multipli-
cando o resultado por @; e realizando o somatério de i = 1 até r, multiplicando o resultado

por As e realizando o somatoério de s= 1 até 2", entao tem-se a seguinte desigualdade:

PB, [_FA Ko + F)\_Lg:| + [—F)\ Ko+ F)\_LG]T B-ZrP—Z_Z_ (50 < 0. (34)
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Para X(t) # 0, a partir de (1) e (10), note que X(t)T Qgx(t) = er]g]{X(t)TQjX(t)} <

X(t)TQux(t). Logo

i)
X
—
N

—
L@
X
—~
=
Il

r r

¥, ax)TZX0) +X(07Qox() < Y aix(OT (4 Q)X =X (Z+ QXD (39

=
Portanto, para X(t) # 0, considerando (35), observe que de (34), tem-se que

x(t)T {PBZ [~FaKo +F; Lo| + [-FAKo+F; Lo BIP} X(t)
<X(O)T(Zz+ Qo)X(t) < X(V)T(Zo+ Q)X(). (36)

A condigao (36) é equivalente a (33). Logo a prova estd concluida. O

3.1.2 Projeto de controle chaveado: condi¢des de estabdide local

Teorema 1. (ALVES et al., 2016b) Para o caso em particular no qual o distirbio externo
¢ nulo (W(t) =0), considere a regiao de opera¢io 2, dada em (4), na qual o sistema nao
linear incerto sugeito a saturagcao do atuador (2) pode ser exatamente descrito por (31),
sendo que p € R, Re RP*™ @ e RP e vg > 0 sao conhecidos. Suponha a existéncia de
uma matriz simétrica definida positiva X € R™*™ matrizes simétricas Z;, Qj € R™*™ ¢

matrizes Mj, Nj € RM*™ tais que as sequintes condi¢oes sejam factiveis:

Bi [—FSMJ' + F{Nj} + [—FSMJ' + stNj}T BiT -7z —Qj <0, (37a)
XA +AX+Z+Q <0, (37h)
_ . _
V(
(’fR‘i . | =0 (37¢)
L (h) |
C oy -
P ‘T ; >0, (37d)
L ik |
para todo 1,] € Ky e s€ Ko, sendo que Fs€ .F e kg =1 —Fs. Entao, &(V,vo) C Z,

&(V,vo) C Z(Lj) e alei de controle chaveada (10), sendo que P = X1 Q=X"1Qx e
0s ganhos dos controladores sao dados por Kj = Mijl, garante que para W(t) =0, t >0,
a origem é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel do sistema nao
linear incerto (2) e (10), e o conjunto elipsoidal &(V,Vo) € um conjunto positivamente
invariante do dominio de atragdo (ou seja, se X(0) pertence ao conjunto &(V,Vp), entao

todas as trajetorias de X(t), t > 0, irdo permanecer dentro deste conjunto).

Demonstragao. Considere a candidata a funcao de Lyapunov dada em (8). Primeira-
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mente, de acordo com o Lema 1, observe que (37¢) e (37d) garantem que & (V,vg) C 2~
e &(V,vo) C Z(Lj), respectivamente. A partir de (1), pré e pés multiplicando (37b) por
P =X"1 substituindo as varidveis Z=X"1zx"1te @ =X"1Q; X1, multiplicando o resul-
tado por aj >0, i € K, Si_;0i = 1 e realizando o somatério de i =1 até r, para X(t) # 0,

a seguinte desigualdade é obtida:

x(t)TATPx(t) + x(t) TPAX(t) + (1) TZox(t) +x(1) TQux(t) < 0. (38)

Note que a partir do Lema 4, a LMI (37a) assegura que a desigualdade (33) ¢ verda-
deira. Para X(t) # 0, a partir de (33) e (38), tem-se que

X(1)T {PB; [-FAKo +Fy Lo] + [~FaKo + Fy Lo] TBIPX(1)
<x()T{Z+ Q. x(t) < xt)T {—AIP—PA} x(t). (39)

A partir de (31) e (8), se w(t) =0 e X(t) € &(V,Vp), lembrando que &(V,vp) C Z e
&(V,vo) C Z(L;), a desigualdade (39) implica que V (X(t)) < 0, para todo X(t) € &(V, o)\ {0}.
Logo, para W(t) =0, a lei de controle chaveada (10) torna a origem do sistema nao li-
near incerto (2) um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estével para todo
X(0) € &(V, Vo). O

3.1.3 Projeto de controle chaveado: condi¢cbes de estabdide local com taxa de decai-
mento

Teorema 2. (ALVES et al., 2016b) Para o caso em particular no qual o distirbio externo
¢ nulo (W(t) =0), considere a regiao de opera¢io 2, dada em (4), na qual o sistema nao
linear incerto sugeito a saturagcdo do atuador (2) pode ser exatamente descrito por (31),
sendo que p € R, Re RP*™ @ e RP e vg > 0 sao conhecidos. Suponha a existéncia de
uma matriz simétrica definida positiva X € R™*™ matrizes simétricas Zj, Qj € R™*MN,

matrizes Mj, Nj € RWX™ ¢ um escalar K > 0, tais que as sequintes condic¢oes sejam. fac-

tiveis:
_ _ ToT
B; [—FSMJ' +F Nj} + [—FSMJ' +FK Nj} B —Z —Qj <0, (40&)
XAT + AX+Zi+Q +2kX <0, (40b)
_ . )
V,
(’;('?R(} ; >0, (40¢)
L (h) i
o -
V,
Pk T0 * >0, (40)
| Njw X
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para todo i,] € Ky e s€ Ko, sendo que Fs€ F e By =1 —Fs. Entdo, &(V,vp) C Z,
&V, Vo) C Z(Lj) e a lei de controle chaveada (10), sendo que P=X"1, Q=X1QX e
0s ganhos dos controladores sao dados por Kj = MjX_l, garante que paraW(t) =0,t >0, a
origem € um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estdvel do sistema nao linear
incerto (2) e (10) com taza de decaimento maior ou igual a K, e o conjunto elipsoidal
&(V,Vo) € um conjunto positivamente invariante do dominio de atrag¢ao (ou seja, se X(0)
pertence ao conjunto &(V,Vp), entdo todas as trajetorias de X(t), t > 0, irdo permanecer

dentro deste conjunto).

Demonstragao. Considere a candidata a func¢ao de Lyapunov dada em (8). Primeira-
mente, de acordo com o Lema 1, observe que (40c) e (40d) garantem que & (V,Vp) C 2
e &(V,vp) C Z(Lj), respectivamente. A partir de (1), pré e pds multiplicando (40b) por
P =X"1, substituindo as varidveis Z=X"1zx"1te (i = X"1Q; X1, multiplicando o resul-
tado por aj >0, i € K, Si_;0i = 1 e realizando o somatério de i =1 até r, para X(t) # 0,

a seguinte desigualdade ¢ obtida:

X(t) TATPx(t) +x(8) TPAX() + x(t) T Zx(t) + x(t) T Qx(t) 4 2k x(t) TPX(t) < 0. (41)

Note que a partir do Lema 4, a LMI (40a) assegura que a desigualdade (33) é verda-
deira. Para X(t) # 0, a partir de (33) e (41), tem-se que

X()" {PB;[~FaKo+Fy Lo] + [-FaKo+Fy Lo] T BIP} X(t)
<x)T{Zz+ QI x(t) < x(t)T {~ATP—PA, — 2kPl x(t). (42)

A partir de (31) e (8), se w(t) =0 e X(t) € &(V,v), lembrando que &(V,Vp) C Z
e &(V,Vo) C Z(Lj), a desigualdade (42) implica que V(X(t)) < —2kV(X(t)), para todo
X(t) € &(V,vp)\{0}. Logo, para w(t) =0, a lei de controle (10) torna a origem do sistema
nao linear incerto (2) um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel com

taxa de decaimento maior ou igual a K para todo X(0) € &(V, Vo). O

3.2 Projeto de controlg?;, chaveado considerando regiao de operagao

Agora, os resultados apresentados a partir desta secao, sao as principais contribuicoes
da tese. A Secao 3.2 tem o objetivo de apresentar condigbes para resolver o problema
de controle J%,, considerando a regiao de operagao e um distirbio externo nao nulo e
com energia limitada, ou seja, W(t) € #. Este problema de controle foi apresentado

anteriormente na Secao 2.6.
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3.2.1 Resultados preliminares

Alguns resultados preliminares sao apresentados para auxiliar a elaboracao do projeto
de controle %, chaveado. Por conveniéncia, considerando (1), (12) e j € Ky, sao definidas

as seguintes fungoes:

— — T
AP PK L) = AJP+PA+PB; [-F\Kj+F, Lj| + [-FAKj+F, Lj] BJP = ]
ZA yINp =) T )

HIP —¢ 1

A (PKj,Lj) = PB, [-FyKj+Fr Lj] + [-FaKj+F; Lj] ' BIP+ ¢PHHI P, (44)

- ATP+PA, +PB, [-FKj +F, Lj] + [-FKj +F, L] "BIP  «
.//Z()\Xy)(F),KJ,LJ>: Z 4 Z[ ] A J] [ ] A J] z

HIP —¢~ 1

(Co+ Dz [-RaKj+F L))

_|_
G]

.
] , (49)

(C;+D; [_F(A;i + F)\_LJ'DT ] 61y 2

A (PK;,Lj) = PB, [~FaK + Fy Ly] + [-FaKj +Fy Lj] T BIP
+¢ 7y 2(Co4+D; [-FaKj +F; Lj]) " (Co+ D, [-FaKj +F, L))
+ (HIP+ ¢ty 2Gl(C,+ D, [-FK; +Fr L)) (971 — ¢ty 2GIG,) "
x (HFP+ ¢~y 2Gl(C,+ D, [-FKj+F, Lj])). (46)

Os seguintes lemas serao utilizados na prova do resultado principal deste capitulo. Os
Lemas 5 e 6 sdo baseados em (DEAECTO; SANTOS, 2015).

Lema 5. Considere ///Z(/\Xy)(P, Ko,Lg) € JVZ)(\Xy)(P, Ko,Lg) dados em (45) e (46), respecti-
vamente, e suponha que —¢ 1l + ¢_1V_ZGIGZ < 0. Entao, a sequinte condi¢ao

. T .
sup{[ X wr }///Z(AXV)(RKU,LG) [ X wr ] }:xT {A1P+ PAZ+</VZ)(\XV)(RKU,L0)}X
we.% ( )
47

serd satisfeita e a solugao dtima do lado esquerdo de (47) é
_ 1. - -1 1. - _
w'= (¢ -9ty 2G]G,) " (H,P+¢ 1y 2G] (C,+D;[-FKo+F; Lo]))x.  (48)
Demonstracao. Definindo a funcao

f(w,x) = [ xT wh ]//Z(/\Xy)(P, Ko,Lg) [ xT wh }T, (49)
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a derivada parcial da fungao f(w,X) em relagao a w é

0 f(w,x 1 B - L
—éw ) 2(HIP+ 91y 2G] (C+ D, [—Fa Ko+ Fy Lo])) x—2 (¢ — ¢ 1y 261Gy w
(50)
Logo, para % = 0 o ponto critico w* (48) é obtido. Além disso, note que
92f (w,x - L
—a\(,\,z ) 2(711 91y %alG,) <0 (51)

e entao f(W*,X) é um ponto de méximo. Agora, substituindo w* in f(w,Xx)

f(w,x):[ X wT }///ZgM(RKU,La) [ xT wT ]T
— X" {AIP+PA + PB; [-FKj + Fy Lj] + [~FaKj + Fy Lj] TBIP
+ 97y 2 (Cot D[Rk + Fy L)) T (G Dz [-RaK  + Fy L)) fx
X {PH+ ¢y 2 (Co+ D, [-FaK; +Fy L)) G w
W {H; P+ ¢~y °G] (Co+ Dz [~FaKj+FyLj]) }x
+wT{—¢ N+ y °G;Gw
= X" {ATP+PA+ PB; [-FiK; + Fy Lj] + [-FaK; + Fy Lj] TBIP
+ ¢y ?(Co+ Dz [-FaKj + Fy Ly]) ' (Co+ D, [—FAKjﬂLF)\_'-i})}X
Y { (PHZ-l— 01y 2(C+ D [-FK;+F L)) Gz) (0 -9ty 2GlG,)
x (H; P+¢~1y°G; (Co+Dz[-FaKo +Fy Lo])) } x

X" {(RIP+ 71y 2G] (C+ Dz [-FiKo + Fy L)) (971 — 971y 261 Gy)
X (H; P+¢71y°G; (Co+ Dz [-FaKj +Fy L))} x
X7 { (HTP+ ¢ty 2G] (C,+ D, [~FaKo +F; Lo])) (071 — 92y 2GIG,) '
x (=71 +9 7Yy 2GIG,) (971 — ¢y 2GIG,)
x (H;P+¢ 1y 2G] (C;+Dz[-FKo+F, Lo])) } X (52)
obtém-se o lado direito de (47) e a prova esté concluida. O

Lema 6. Considere //lzg()(P, Ko,Lo) € ,/VZ)(\X)(P, Ko,Lo) dados em (43) e (44), respectiva-
mente e suponha que ¢ > 0. Entao, a sequinte condi¢ao
T oWl | % S L (. S O ¢ %)
sup x' w' | A, (PKglg)| X W =X (A, P+PA+ 4,7 (PKg,Lg) ¢ X
we.%,
(53)

serd satisfeita e a solugao dtima do lado esquerdo de (53) €

w* = pH, Px. (54)
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Demonstracao. Definindo a fungao
: T
fwx) = [ W |0 (PKeLo) [ X7 wT |, (55)

a derivada parcial da fungao f(w,X) em relagao a w é

df(w,x)

= 2H Px—2¢ ~tw. 56
aW z (p ( )
Logo, para dfa(vv\\//,x) = 0 o ponto critico w* (54) é obtido. Além disso, note que

92 f (W, X) 1

—0 2 =-2¢" <0

e entdo f(W",X) é um ponto de maximo. Agora, substituindo w* in f(w,X) obtém-se o

lado direito de (53) e a prova esté concluida. O

Lema 7. Suponha a existéncia de uma matriz simétrica definida positiva X € R
matrizes simétricas Zi, Qj € R™™ matrizes Mj, Nj € R™*™ para todo i, j € Ky e se Ko,

tais que a condicao a sequir seja factivel:

Bi [—FMj + Fs Nj] + [-FsM; +Fs Nj] ' BT =z —Q; = «
HT s B <0. (58)
CiX +Dj [—FsMj + F5 N;j] G —¢ul

Entao, considerando (1), (10), (44) e (46), para X(t) # 0, as sequintes condigoes sao

verdadeiras:

x(t)T {PBZ [~FaKo +F; Lo] + [-FAKo +F; Lo] " B] P} X(t) <x(t)" {Zz+ Q) x(t), (59)
X(t)T A (P Ko, Lo)X(t) <x(t)T {Z+ Q) X(t), (59b)
X(t) T AV (P Ko, Lo)x(t) <x(t)T {Zo+Q} X(t), (59¢)

sendo que P=X"1, Z_| =X"1z;x1, d = X1 x 1, Kj= MjX_l, Lj= NJ-X—17 yz =u>0
e¢>0.

Demonstracao. Suponha a existéncia de uma matriz simétrica definida positiva X € R™*M,
matrizes simétricas Zj, Q; € R™*™ e matrizes Mj, Nj € R ™ tais que (58) seja factivel,
para todo i, ] € Ky e s€ Konu. A partir de (1), (10) e (12), lembrando que a; >0, S[_; 0i =
1, As=>0e 2% As =1, defina P=X"1 Ky =MgXL Ly = NoX~L, Z, = X" 1Z,X 1,
Qo =X 1QusX e U = y?. Pré e pés multiplicando (58) por diag{P,I,1}, substituindo |
por 0, multiplicando o resultado por @i e realizando o somatério de i = 1 até r, multipli-

cando o resultado por Ag e realizando o somatorio de S= 1 até 2™, entao tem-se a seguinte
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desigualdade:
PB, [~-F\Ko+F; Lo] + [-FAKo +F; Lo] ' BIP—Z,— Qs x
H P —¢p 1 < <0,
C;+D; [_F}\ Ka‘i‘F,\il—a} G; _¢V2|
(60)

e consequentemente

PB,[-F\Ko +F, Lo] + [-FAKo+F; Lo] BIP—Z,—Qy  *

<0, 61
H, P —¢ 1 (6

PBZ [_FA Ko“"FAiLO'} + [—F)\ Ko"i_F)\iLG]T BIP_Z_Z_Q_O' < O (62)

Aplicando o complemento de Schur em (61) e considerando </sz\((|3, Ko,Lg), dado em
(44), obtém-se

PB; [~FaK;j +Fy Lj] + [~FaKj +Fy Lj] BIP+@PHHP—Z,— Qo
= ’/VZB\.((RKG,LO') _Z_Z_Qa < O (63)

Agora, aplicando o complemento de Schur em (60), segue que

PB, [-FAKo+F; Lo| + [-FAKo +F; Lo] BIP—Z,—Qs =
HIP —¢1
(Cz+Dz[-FaKo +F, Lo |)T
GJ
PB; [_F)\ Ko + F)\_ La] - Z_z_ Q_G
+ [~FaKo+F; Lo] T BIP
= +¢ 1y 2(Co 4Dz [-FaKo +Fy Lo ))T <0 (64)
X (Cz+ DZ |:—F/\ Ko‘ + F)\_ Lo':|)

| HIP+¢ 1y 2G](C,+ Dy [-FaKo+Fy Lo]) —¢ U+ 1y %GlG, |

.
4oty 2 (Cz+Dz[-FaKs +F; L))" ]

G;

Considerando JVzAky(P, Kg,Lg), dado em (46), e aplicando o complemento de Schur em
(64), obtém-se

PB, [-FAKj+F; Lj] + [-FaKj+F; Lj] B]P—Z,— Q,
+¢ 1y 2(Co4+ D, [-FaKj+F; Lj]) T (C+ D [-FaKj +F; L)
+(HTP+¢ 1y %Gl (C,+ D, [-R K+ F L)) (971 -9 1y 2GlG,)
x (H; P+ ¢ 1y 2G] (C,+ D [-FKj +F, Lj]))
— #¥(PKg,Lg) —Zs— Qo <O, (65)

1
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Para X(t) # 0, a partir de (1) e (10), note que X(t)T Qgx(t) = er]g]{X(t)TQjX(t)} <

X(t)TQux(t). Logo

i)
X
—
N

—
L@
X
—~
=
Il

r r

3 ()T Zx() +X(OTQox(t) < 3 ax() {Z+Q}x(0) =x() {Z:+ Q} XV (66)

Portanto, para X(t) # 0, considerando (66), observe que a partir de (62), (63) e (65)

tém-se que

x(t)T {PBZ [~FAKo +F; Lo] + [-FAKo+F; Lo B}p} x(t)

<X {Zz+ Qo x(t) <XV {Zz+ Q. x(t), (67)

X(t) "5 (P.Kg, Lo)x(t) < X(t)T {Zo+ Qo } x(t) < x(t)T {Zo+ Qzf (1), (68)
X(O)T A (P Kg,Lo)X(t) < X(t)T {Zz+ Qo } x(t) < x(t)T {Zz+ Q) x(t), (69)
respectivamente.

As condigoes (67), (68) e (69) sdo equivalente a (59a), (59b) e (59c¢), respectivamente.

Logo a prova esta concluida. O]

3.2.2 Projeto de controle’7, chaveado

Finalmente, tendo em vista o problema de controle %, considerando a regiao de
operacao, definido na Secao 2.6, o teorema principal é proposto. Veja as Figuras 3 e 4

para interpretar graficamente as propriedades do Teorema 3 e do Corolario 1.

Teorema 3. Considere a regiqgo de operacio Z , dada em (4), na qual o sistema nao
linear incerto sujeito a saturagdo do atuador e distirbio de energia limitada (2) pode ser
exatamente descrito por (15), sendo que p € R Re RP*™ @ecRP & >0, € >0ce¢
¢ > 0 sdo conhecidos. Suponha a ezisténcia de uma matriz simétrica definida positiva
X € R™™ matrizes simétricas Zi, Qi € R™ ™ matrizes Mj, N; € RM*™ e um escalar

U >0, tais que o sequinte problema de otimizacdao seja factivel:

min u
sujeito a
_ _ T
Bi [-FsMj+Fs Nj] + [-FsMj+Fs Nj] Bl -z —Q; = %
HT s <0, (70a)
CiX +Dj [-FsMj +F5 N;j] G —o¢ul

XA +AX+Z+Q <0, (70b)
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—71 *
£0+¢T € >0, (70c)
| Ry X
C 2 ) -
got$le >0, (70d)
NT o X
ik i
para todoi, j €Ky e s€ Kom, sendo que Fs€ .F eFg =1 —Fs. Entdo, &(V, &0+ ¢ te)C 2,

ENV, &0+ ¢ te) C L(L)) e a lei de controle chaveada (10), sendo que P = X1, Q=

X7IQ XL e 0s ganhos dos controladores sio dados por Kj= MjX_l, garante que:

1. paraw(t) =0,t >0, a origem é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente
estavel do sistema nao linear incerto (2) e (10), e o conjunto elipsoidal & (V, & +
¢_1£) ¢ um conjunto positivamente invariante do dominio de atrag¢ao (ou seja, se
X(0) pertence ao conjunto &V, &9+ ¢ 1), entdo todas as trajetorias de X(t), t >0,

irao permanecer dentro deste conjunto);
2. para W(t) € #, se x(0) € &(V, &), entio X(t) € &(V, &+ ¢ 1€), para todo t > 0;

3. para W(t) € #, se X(0) =0, entdo o sistema nao linear incerto (2) e (10) possui um

custo garantido s igual a Y= \/H >0, tal que

I@®)1 < V2 [wo)ll3, (71)

e X(t) € &(V, 9 1), para todot > 0.

Demonstragao. Considere a candidata a fungdo de Lyapunov dada em (8). Primeira-
mente, de acordo com o Lema 1, observe que (70c) e (70d) garantem que & (V, &+ ¢ ~1e) C
2 e &N, e0+¢te) C Z(Lj), respectivamente. A partir de (1), pré e pés multiplicando
(70b) por P = X1 substituindo as varidveis Z; = X1z X1 ¢ Q = X" 1QX~L, multipli-
cando o resultado por o >0, i € Ky, ¥{_;0i =1 e realizando o somatério de i =1 até r,

para X(t) # 0, a seguinte desigualdade é obtida:
() TATPx(t) +x(t) TPAX() + (1) Zx(t) 4+ x(t) TQux(t) < O. (72)
e Primeira propriedade:

Para realizar a demonstracao da primeira propriedade, note que a partir do Lema 7,
a LMI (70a) assegura que a desigualdade (59a) é verdadeira. Para X(t) # 0, a partir de
(59a) e (72), tem-se que
X()T {PB;[~FaKo+ Fy Lo] + [-FaKo+Fy Lo] T BIP} (1)
<xO)T{Z+ Q.  x(t) < xt)T {-AIP—PA} x(t). (73)
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A partir de (15a) e (8), se W(t) =0 e x(t) € &(V, &+ ¢ L€), lembrando que &(V, & +
¢ le) C 2 e &V, &0+ ¢ 1e) C Z(Lj), a desigualdade (73) implica que V (X(t)) < 0, para
todo Xx(t) € &(V, &+ ¢ 1)\{0}. Logo, para w(t) =0, a lei de controle (10) torna a origem
do sistema nao linear incerto (2) um ponto de equilibrio localmente assintoticamente
estével para todo x(0) € &(V, &+ ¢ ~Le).

e Segunda propriedade:

A demonstragdo da segunda propriedade decorre do Lema 7. Considerando (44),
observe que a LMI (70a) assegura que a desigualdade (59b) é verdadeira. Para X(t) # 0,
a partir de (59b) e (72), obtém-se

X()T A (P Ko, Lo)X(t) < X®)T {Zo+Qa} x(t) < x()T {—AIP—PA} X(t). (74)

Para X(t) # 0, considerando (43) e (44), a partir do Lema 6 e (74), note que

; - T
0>x(t)" {A§P+ PA,+ .4, (P, Kg,Lg)}x(t) > [ xTw' ]///Z(AX)(P, Ke,Lo) [ X7 wr ]

T
X
W

—x(t)T {A}P+ PA,+PB, [~F Ko+ F; L] + [~FaKo+ F; Lo B}P} x(t)

Hy P —¢1

ATP+PA, +PB, [~F)Kg +F; Lo| + [-FAKo +F; Lo] ' BIP  x ”x]
W

+ X(t) TPHwW(t) +w(t)TH, Px(t) —w(t)T ¢ ~tw(t). (75)
A partir de (15a) e (8), se W(t) € # e X(t) € &(V, &), lembrando que &(V,&) C 2 e
&V, &) C Z(Lj), a desigualdade (75) implica que
V(x(t) — ¢~ w(t)Tw(t) <O, (76)
para todo X(t) € &(V, &)\{0}.
Para x(0) € &(V, &) e a partir de (17), tem-se que V(X(0)) < & e [y w(t)Tw(t)dt < €,
respectivamente. Logo, integrando (76) de 0 até o, obtém-se

V (x(e)) < V(x(0)) + ¢ 1 /O “WOTW)dt <V(X(0)+ ¢ e <o+ dle,  (T7)

concluindo que V(X(»)) < &+ ¢ L. Lembrando que &(V,g9+ ¢ 1e) C 2 e &(V, &+
¢ le)c 2(L i), a desigualdade (77) assegura que qualquer trajetéria com condicao inicial
X(0) € &(V, &) ird permanecer dentro do conjunto & (V, &+ ¢ 1e)\d&(V, &+ ¢ ~Le), para
todo t > 0, sendo que d&(V, &+ ¢ ~1€) ¢é a fronteira de &(V, g9+ ¢ ~L€).

e Terceira propriedade:
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Para a demonstracao da terceira propriedade, considerando (46) e o Lema 7, observe
que a LMI (70a) assegura que a desigualdade (59¢) é verdadeira. Para X(t) # 0, a partir
de (59¢) e (72), tem-se que

X T A (P Ko, Lo)X(t) < x(t)T {Z+ Qo) X(t) < x(t)T {—AIP—PA}x(t).  (78)

-
A partir de (70a), observe que Y = [ Y1 yp } <0, sendo que Y = [ —¢p 1 GiT }

T
e Y= [ G —¢ul ] . Logo, considerando o complemento de Schur, W < 0 é equivalente
a—¢ N+ ¢’1u’1GiTGi < 0. Além disso, lembrando que u = y?, a condicdo suposta no
Lema 5 ¢é verdadeira. Para X(t) # 0, considerando (45) e (46), a partir do Lema 5 e (78),

observe que
0>x" {A§P+PAZ+/Z§W)(RKU,L0)}X> [ T w' }///Z(AXV)(RKU,LG) [ T wr }T
|
(Cz+Dy [_FAKPLFA*LJ'DT ] 1,2
oT oy
Z

X
W

ATP+PA+PB, [-FyKj+Fy L] + [-RKj+F L] BIP
HI P —¢~ 1

. (Co+ D[Rk +F L)) ]T [ X ]

Gl w

X" {ATP+PA+ PB; [-FaKo+Fy Lo + [-FaKo+Fy Lo] T BIP}
+ ¢y 2 (CxX+ Dy [~FaKj +Fy Lj] x+GwW) " (Cx+D; [~FaKj+F; Lj] x+Gaw)
+X"PHwW+wWH,) Px— ¢~ twTw. (79)

A partir de (15), (8) e da segunda propriedade do Teorema 3, se W(t) € # e X(0) =0,
entdo X(t) € &(V, 9 ~te) C &(V, g+ ¢ 1e), vt > 0. Lembrando que &(V, g+ ¢p~1e) c 2
e &V, &0+ ¢ te) C Z(L)), a desigualdade (79) implica que

V(x(t) + 9y Ay Ty(t) — ¢ w(t) Tw(t) <O, (80)
para todo X(t) € &(V, ¢ ~1e)\{0}.

Integrando (80) de O até oo, obtém-se
-1 2/ (t)dt— - / t)dt < V(x(0)) -V (x(®)) <V(x(0)) = 0. (81)
Portanto

1—2/y t)dt— ¢~ /w t)dt < 0

A m<f/
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ly@®)115 < v [w(t)]|3, (82)

demonstrando que o sistema nao linear incerto (2) e (10) possui um custo garantido %

igual a y=,/u >0. m
3.2.3 Sobre os parametros relacionados ao projeto de conteo

Para um projeto de controle apropriado, varios parametros precisam ser ajustados.
Observe que os parametros @ e p estao relacionados aos limites fisicos do sistema, tais que
@ e p sdo escolhidos de acordo com a regiao de operagao 2", dada em (4), e regiao 2 (L),
dada em (13), respectivamente. O parametro & esta relacionado com a condigao inicial
X(0) e, consequentemente, com a energia inicial V (x(0)), de modo que o parametro & pode
ser determinado de acordo com uma possivel regiao de condicoes iniciais. O parametro
€ é o limitante da energia do distirbio. O parametro ¢ é uma varidvel de folga, sem
significado fisico. Juntos, os parametros &, € e ¢ sao responsaveis por estabelecer a

regiao & (V, &+ ¢ L&) e o parametro B é escolhido para expandir o volume desta regido.

3.3 Resultados adicionais utilizados para comparacao

Nesta se¢ao serao apresentados dois projetos de controle %, que serao utilizados
posteriormente em exemplos comparativos. O primeiro método é um caso particular do

Teorema 3.

3.3.1 Projeto de controles#, utilizando um Unico ganho de realimentacao

A lei de controle, dada por u(t) = —KXx(t), é uma alternativa para resolver o problema
de controle abordado anteriormente, sem a necessidade de encontrar as expressoes de
fungoes de pertinéncia. Usando uma fungao quadrética de Lyapunov (8), as condigoes
de projeto de controle 7%, considerando a regiao de operacao podem ser enunciadas de

forma semelhante ao Teorema 3.

Corolario 1. Considere a regidgo de opera¢io Z°, dada em (4), na qual o sistema ndo
linear incerto sugeito a satura¢iao do atuador e distirbio de energia limitada (2) pode
ser exatamente descrito por (15), para Ko =K e Lg =L, sendo que p € R, Re RP*™
PeERP, >0 €>0c¢ ¢ >0 sio conhecidos. Suponha a existéncia de uma matriz

simétrica definida positiva X € R™*™ matrizes M, N € R"W*™ ¢ um escalar 4 > 0, tais
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que o sequinte problema de otimizacao seja factivel:

min u
sujeito a
[ XAT + AX+Bi[~-FM+Fs N+ [-FM+F; N ' BT« x
HT —p1 o« <0, (83a)
i CiX+Dj[—FM +F5 N] G —oul
[ —_— * pl% %
go+¢ e >0, | fot¢te >0, (83b)
SR, x X
para todo i € Ky e S€ Ko, sendo que Fs€ .7 e Fg =1 —Fs. Entdo, &V, g0+ ¢ 1e) C 2,

&V, &0+ ¢ 1) C Z(L) e alei de controle u(t) = —KXx(t), sendo que o ganho do controlador
¢ dado por K =MX"1, garante que:

1. para w(t) =0,t >0, a origem € um ponto de equilibrio localmente assintoticamente
estdvel do sistema ndo linear incerto (2), com u(t) = —KXx(t), e o conjunto elipsoidal
&V, &0+ ¢1e) ¢ um conjunto positivamente invariante do dominio de atracdo (ou
seja, se X(0) pertence ao conjunto &(V, &+ @ 1€), entio todas as trajetoria de X(t),

t > 0, irdo permanecer dentro deste conjunto);
2. para W(t) € #, se x(0) € &(V, &), entio X(t) € &V, g0+ ¢ L€), para todo t > 0;

3. para W(t) € #', se X(0) =0, entao o sistema nao linear incerto (2), com u(t) =
—KX(t), possui um custo garantido 5t igual a y= /0 >0, tal que

Iv@®)13 < V2 [wo)ll3, (84)

e X(t) € &(V, 9~ 1¢), para todot > 0.

Demonstracao. Suponha a existéncia de uma matriz simétrica definida positiva X € RM™*
e matrizes M, N € R"*™_ De forma similar ao Lema 7 e considerando K =K, Lg =L,
(44) e (46), para X(t) # 0, se a condigao (83a) é verdadeira, entao as seguintes condicoes

também sdo verdadeiras:

X()T {PB; [-FAK +Fy L] + [-RK + Fy L] TBIP (1) < x()T {~ATP—PA} (1), (852)
x(t) T A (PK, L)x(t) < x(t)T {—ATP—PA,} x(t), (85b)
x(t)T A (PK,L)X(t) < x(t)T {—ATP—PA} (). (85¢)

Observe que, as desigualdades (85a), (85b) e (85¢) s@o equivalente a (73), (74) e (78),

respectivamente, para Ko = K e Lg = L. Portanto, a partir de(85) e seguindo os mesmos
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passos da demonstragao do Teorema 3, as propriedades 1, 2 e 3 do Corolario 1 podem ser

demonstradas. O

3.3.2 Projeto de controles#, proposto em (LEE et al., 2015b)

Em (LEE et al., 2015b) é proposto um projeto de controle %, para sistemas nao
lineares descritos por modelos fuzzy T-S. Assim como no Teorema 3 e no Corolario 1, as
condigoes apresentadas em (LEE et al., 2015b) garantem que o sistema nao linear possui
um custo garantido %, e asseguram que as trajetorias do vetor de estado permanecem
dentro de um conjunto elipsoidal &(V, 14 ¢ ~1e) C 2. Para informacdes mais detalhadas,
consulte o artigo (LEE et al., 2015b). Entretanto, algumas diferencas entre os projetos
devem ser destacadas. Note que em (LEE et al., 2015b):

e A candidata a funcao de Lyapunov é dada por V(X(t)) = x(t) TP, 1x(t), sendo que
Z(t) = Ix(t) e RY, .7 € RI*™. Ou seja, as varidveis de premissa sao uma combinagao
linear das variaveis de estado. Além disso ainda existem dois outros conjuntos, dados

por:
e% = {X(t) E Rnx ﬁX(t) E [_E|7max, E|7max],| E Kq},
H(b) = {x(t) € 2 |én(z())] < bi €Ki}

e Considera-se que o sistema nao linear esta sujeito a disttrbios de energia e magnitude
limitadas, tais que w(t)Tw(t) < & e [5w(t)Tw(t)dt < €. A restricio de magnitude,

dada por w(t)Tw(t) < &, é uma condicdo necessiria para assegurar que &(V,1+
¢ ~le) c A (b), para w(t) #0 e x(0) € &£V, 1+ ¢ Le).

e A lei de controle considera pleno acesso as fungoes de pertinéncia, tal que u(t) =
K:P, 1X(t). Ou seja, as fungoes de pertinéncia nao podem depender de parametros

incertos.

e O projeto de controle nao considera que o atuador esteja sujeito a saturagao. Desta
forma, a regido .Z(Lj) ndo existe no projeto de controle proposto em (LEE et al.,

2015D).

3.4 Exemplos
3.4.1 Exemplo comparativo: sistema caotico Lorenz

Exemplo 1.
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Considere o sistema cadtico Lorenz apresentado em (WANG; LIU, 2013; LEE et al.,

2015b) e descrito exatamente pelo modelo fuzzy T-S, dado em (6), sendo que:

-n nm 0 -nmn m O n 0 0 —m
At=| n2 -1 20 |,A2=|n2 -1 -30|,Bi=|{0 nz2|,B2=|-n2 0 |,
0 -20 —ns 0 30 —ns ns O 0 ns
(86)
w0 o 01:02:[1 0 o],
Hi=H,=|0 n 0 ,61:62:[0 0 o},
0 0 m DlzDzz[o 0},
para (’717’72,'73) = (57 307 2)
O disturbio de energia limitada, w(t) € #', é dado por
ser{wt)
w(t) = | sef{wt) |, te[0ts);
(t) rlowt) [0,t¢) (87)
sern(wt)
W(t) = 03, te [tfaoo)7

e os parametros o/, W e t; sao escolhidos de forma adequada para satisfazer as seguintes
condicoes:

/O O Tw(t)dt < /0 "W Tw(t)dt < £ e w(t)Tw(t) < 8, vt € [0,c0). (88)

A partir de (87) e (88), observe que

w(t)Tw(t) = 3e72serf(wt) < 3972 < 3, (89)

ts s
/W(t)Tw(t)dt:/ 3a7?serf(wt)dt
0 0

t _ 2 2
_ / f 3072 (1 COS(Z(,J()) dt — 3/t 3 ser(Zwtf). (90)
0 2 2 4w

arn
Considere o disturbio w(t) dado em (87), com t; = 2 ¢ 2€ {1,2,...}. Consequente-
mente, a partir de (90) obtém-se:

34/°ma  3o/%senfam)  34/°ma
4w 4w T 4w

/Otf w(t) Tw(t)dt = <eg, ac{l2,...}. (91)
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Para (N1,12,73) = (5,30,2), R=[ 1 0 0], 9=30, p= 100 1oo]T, ¢ =110
B=100 g =1, € =15me 10< d < 1500 uma comparacao entre os métodos propostos
no Teorema 3 (LMIs (70) e (25)), no Coroldrio 1 (LMIs (83) e (25)) e em (LEE et al.,
2015b) é apresentada na Figura 5.

Figura 5 - Comparagao entre os métodos propostos no Teorema 3 (LMIs (70) e (25)),
no Corolario 1 (LMIs (83) e (25)) e em (LEE et al., 2015b).

25 T T
— (LEEetal.,2015)
‘‘‘‘‘ Teorema 3
Corolario 1
20 b
15 0.545 4
>
10 b
5F 154 i
o)
e ————— T Rt WSS | SN |G Ve SR NS | SN (SN MM M| NS | N S S | @ |
O 1 1
0 500 1000 1500
0

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Analisando a Figura 5, note que para 10< é < 1539 o método proposto em (LEE et
al., 2015b) apresenta os melhores valores de Y, entretanto, para & > 1343 as LMIs deste
mesmo método se tornam infactiveis. Para o Teorema 3 e o Corolario 1, foram obtidos os
valores de y=0,5342¢ y=0,539Q respectivamente. Observe que a variagao do parametro
0 nao altera o resultado do valor de y nestes dois casos, pois a magnitude do distirbio nao
influencia a solugao das LMIs do Teorema 3 (LMIs (70) e (25)) e do Corolério 1 (LMIs
(83) e (25)). Por fim, para & > 1539, observe que o Teorema 3 apresenta os melhores

valores de Y.

Resolvendo o problema de otimiza¢ao do Teorema 3, dado pelas LMIs (70) e (25), e
utilizando os parametros mencionados anteriormente, foram obtidos os seguintes ganhos

dos controladores Kj, as matrizes simétricas Qj, j € Kp, e a matriz simétrica definida
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positiva P:
Ki= 1207 —1,3967 40277 : [ 0,0090 Q0028 —0,0008 |
53067 18843 (01022 ’ :
] - P=| 00028 Q0011 —0,0003 |,
Ky = —5,0252 —1,3993 10316 | 0,0008 —0,0003 Q0002
| 51996 18793 Q0982 - :
0,0201 —0,0050 Q0047 [ —0,0226 —0,0291 Q0049 |
Q1= | —0,0050 —0,0017 Q0027 |, Q;= | —0,0291 —0,0149 Q0030 |.
0,0047 Q0027 —0,0007 | 0,0049 Q0030 —0,0007 |

(92)

Utilizando o software MatLab/ Simulink®, foram realizadas duas simulacées que serdo
apresentadas a seguir. Em ambas as simulagoes, utilizou-se a lei de controle chaveada
(10), com o conjunto de controladores e matrizes auxiliares dados em (92), para simular
a dinamica do sistema realimentado (2), (10) e (86)-(87). Nas duas simulagoes, a energia
do disturbio externo sera a mesma. Entretanto, serao utilizados diferentes valores de

magnitude e frequéncia em cada simulacao.
e Primeira simulagao:

A primeira simulacao tem o objetivo de analisar o comportamento do sistema cadtico

Lorenz (86) sujeito a um distirbio externo w(t) com magnitude elevada. Considere uma
T

condigao inicial nula x(0) = [ 00 O} e o disturbio w(t) € #, definido em (87), sendo

que
3T

225"
tais que f(t)f w(t)Tw(t)dt = 10 < € = 15 e w(t)Tw(t) < 150Q O resultado da simulacio é

apresentado na Figura 6.

o =10v5, w=1125rad/s, a=3 e t; = (93)

Observe que, utilizando a lei de controle chaveada (10) e (92), para x(0) = [ 000 T:
as trajetoria do vetor de estado do sistema controlado permaneceram dentro do conjunto
elipsoidal &(V, 9 ~1e) = £(V,0,4284) e, consequentemente, X(t) € Z(L;) e X(t) € 2, para
todot > 0. O custo garantido ./ assegurou que [oy(t)Ty(t)dt/ 5> w(t)Tw(t)dt < 0,0048<
y=0,5342 Por fim, note que w(t)Tw(t) < 1500= d, portanto, de acordo com a Figura 5,
o método proposto em (LEE et al., 2015b) é infactivel.

e Segunda simulacao:

A segunda simulacao tem o objetivo de analisar o comportamento do sistema cadtico

Lorenz (86) sujeito a um distirbio externo w(t) de baixa frequéncia, que amplifique a
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Figura 6 - Comportamento dinamico do sistema realimentado (2), (10), (86)-(87) e (93):
a trajetoria do vetor de estado X(t), a lei de controle chaveada (10), o distur-

bio externo W(t), a energia do sistema V(X(t)) e a relagao entre

Fy®Tyd
Jo W widt

y.
5 T I ‘ ‘ 003
[—x) - - x() x3(t)]
— [\\ - weff  V(X(1))
Kics wilisln-t
SR ;
| ,;' 0.01
L
sl | | | | | | | | | 0
I I I I I I 07
[— w() - - w)
06}
| | | | | | | 05y
T T T T T T T T T
Ky ativo — y=0,5342
04f
03
K1 ativo — |
| | | | | | | | |
“ T T T T T T T \ \ 02l
wy () = wa(t) = ws(t) w©
" ) Jo'y(®) ()t
Kall) oil Jo w(t)Tw(t)dt
; 3
200 \
-0 | | | | | | | | | 0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0 02 04 06 08 1
tempo (S) tempo (S)

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

saida do sistema e, consequentemente, aumente a relagio [o y(t)Ty(t)dt/ 5> w(t)Tw(t)dt.

;
Considere uma condigao inicial nula x(0) = [ 000 ] e o disturbio w(t) € #, definido
em (87), sendo que

10
3\/6, w=15rad/s, a=3 e t; =

3T

Jy = 3—08,

(94)

tais que fgf w(t)Tw(t)dt = 10 < & = 15 e w(t)Tw(t) < 200 O resultado da simulacao é

apresentado na Figura 7.

Como mencionado anteriormente, a energia do distiurbio externo é a mesma em am-
bas as simulagoes. Nesta segunda simulagao, a frequéncia w = 15rad/s aumentou o valor
da relagio [ y(t)Ty(t)dt/ [o>w(t)Tw(t)dt, entretanto o custo garantido %, assegurou que
Joy®)Ty(t)dt/ [y w(t) Tw(t)dt < 0,0473< y=0,5342 Novamente, utilizando a lei de con-
trole chaveada (10) e (92), para x(0) = [ 00O }T, as trajetoria do vetor de estado do
sistema controlado permaneceram dentro do conjunto elipsoidal &(V, ¢ ~1e) = &(V,0,4284)

e, consequentemente, X(t) € Z(L;) e X(t) € 27, para todo t > 0.
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Figura 7 - Comportamento dinamico do sistema realimentado (2), (10), (86)-(87) e (94):
a trajetoria do vetor de estado X(t), a lei de controle chaveada (10), o distur-

o\ )T
bio externo W(t), a energia do sistema V(X(t)) e a relagao entre f{)o V)\//Eg {\E(tt))ogt e
y.
10 \ \ w ‘ : 002
[=x0 - -~ %0)] V)
oot
-10.005
0 \ \ \ \ \ \ \ \ \ )
10 T T T T T T T I 07
[— u(®) - - w()]
= 06
wr \ \ \ \ \ \ \ \ \ 700
G attvo \ \ \ \ \ \ \ \ \ /05342

K1 ativo — | -

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 02 04 06 08 1
tempo (S) tempo (S)

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

3.4.2 Implementacgdo prética utilizando um sistema de suspeédo ativa de bancada com
falha no atuador

Exemplo 2.

O propésito deste exemplo é projetar e implementar uma lei de controle 7% chaveada
para um modelo de suspensao ativa. Entao, considere o sistema de suspensao ativa de
um veiculo, fabricado pela Quanser ® (Quanser Innovate Educate, 2010), apresentado na

Figura 8. O seu modelo esquematico esta representado na Figura 9.

O sistema consiste de um conjunto de duas massas, denotadas de Mse Mys. A massa Mg
representa % da estrutura total do veiculo e é suportada pela mola ks e pelo amortecedor
bs. A massa My corresponde a massa do conjunto do pneu e é suportada pela mola
Kus € pelo amortecedor bys. As vibragoes causadas pelas irregularidades da pista podem
ser atenuadas pelo sistema de suspensao ativa do veiculo, representado por um motor
(atuador) conectado entre as massas Ms e Mys, e controlado pela forga Fe (SILVA et al.,
2013).
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Figura 8 - Sistema de suspensao ativa fabricado pela Quanser®, pertencente ao LPC-

FEIS-UNESP.

e

Nii e R

| \l’
> “-

R = %

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

O modelo esquemético fornecido pela Quanser® considera que a rigidez da mola kys é
constante e igual a Kys,. Embora esta seja uma boa aproximacao do modelo matematico
da mola, é improvavel encontrar uma mola com caracteristicas lineares na vida real e
por este motivo é razoavel modelar a rigidez da mola através de uma funcao nao linear
(ONAT et al., 2009). De acordo com (ONAT et al., 2009), a rigidez da mola possui um
comportamento nao linear em suas extremidades. Por este motivo, baseado em (ONAT
et al., 2009), este exemplo considera um caso genérico em que a rigidez da mola é dada
por:

Kus(Zus — Zr, Dkus) = Kugy (1+ Akus|Zus — Z|) - (95)

Observe que Akys|zys — z | pode representar a nao linearidade e também uma incerteza
paramétrica relacionada a rigidez da mola, sendo que Akys é um parametro incerto tal que
0 < Akys < AKysy, € Akysy, Kus, 530 constantes conhecidas. Note que esta definigao de Kys,
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Figura 9 - Modelo esquematico do sistema de suspensao ativa.

z(t)

1
Ms — 2 da massa do veiculo

|~ Suspensao ativa

kS 1 bs
Zs(t)
Mys — Massa do conjunto do pneu
Kus — bus
2 (t) A Pneu
(Pista)

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

para Akys = 0, contempla o valor nominal kys = Kyg,, dado em (Quanser Innovate Educate,
2010).

Além disso, neste exemplo é considerada uma falha do atuador que resulta em uma
perda de poténcia. A perda de poténcia é representada, no modelo matematico, pela
funcao Kigna(t) (LI et al., 2012; SILVA et al., 2013), tal que

U(t) faina = Kraha(t) U(t), u(t) = Fe(t). (96)

Desta forma, é possivel considerar que o atuador possua trés diferentes condigoes de
operagao (SILVA et al., 2013):

1. Se Kigha(t) =0, isso implica que o atuador U(t)fgna possui uma falha total, ou o

sistema de suspensao ativa esta operando em malha aberta;
2. Se Kiana(t) = 1, representa o caso em que nao ocorre falha no atuador U(t)fana;

3. Se 0 < Kiana(t) < 1, significa que existe uma falha parcial no atuador u(t) tana-

Entao uma falha no atuador pode ser representada com uma incerteza paramétrica.

Além disso, com base na modelagem apresentada em (Quanser Innovate Educate,
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2010), considerando (95), (96) e o vetor das varidveis de premissa
T T
Z(t) = [x(t)" Akus Kralha] (97)

o modelo dinamico do sistema de suspensao ativa pode ser representado por

[0 1 0 1 0 0
ks bs 0 bs Kralha(t) 0
X(t) = Ms  Ms Ms X(t) + Ms safu(t)) + w(t),
(t) 0 0 0 1 (t) 0 (u(t)) 1 (t)
bs+bus k a us
e Taesl) R e = (98)
[ 2(t) — zs(t
X(t) = , y(t)=[ ]xa),
Zs(t) — z(t) 0010 Kusg (1 Akosl 252
. fas(z(t)) = ——>——
Zus(t) us

Os respectivos valores dos parametros do sistema sao apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 - Parametros do sistema de suspensao ativa.

Parametros ‘ Simbolo Valor
Massa de % do corpo total do veiculo (kg) Ms 2,45
Massa do conjunto do pneu (kg) Mus 1
Constante de rigidez da mola (N/m) Ks 900
Constante de rigidez da mola (N/m) Kuso 2500
Coeficiente de amortecimento (Ns/m) bs 7,5
Coeficiente de amortecimento (Ns/m) bus 5
Parametro da mola (m™?) Dkys, 2

Fonte: (Quanser Innovate Educate, 2010).

Logo, para encontrar os modelos locais do sistema, os valores maximos e minimos
das fungoes Kigna(t) e f43(z(t)) devem ser obtidos. Neste caso, a metodologia proposta
em (SANTIM et al., 2012) sera utilizada. Considerando que a falha no atuador pode
diminuir 20% da poténcia do atuador, entao 0,8 < Kigna(t) < 1. Devido a restricao fisica
relacionada ao comprimento da mola, a variavel de estado zys— z ¢ limitada no intervalo
—0,02< Z;s— 7 < 0,02m. Assim, o dominio D da fungao nao linear f43(2z(t)) e de Kfgna(t)

é

-
D= {Z(t) = [X(t)T Akys kfa]ha:| cRS:
—0,02< 75—z < 0,02, 0< Akys < 2, 0,8 < Kigha(t) < 1} . (99)



3.4 FEzxzemplos 57

Os valores méximo e minimo da fungao f43(2(t)), no dominio D, sao:

a3, = max{faa(z(t))} = —250Q a3, = min {fs3(z(t))} = —2600Q (100)
z(t)eD z(t)eD
Entao, a partir de (98), (99), (100) e da Tabela 1, os seguintes modelos locais sdo
obtidos:

0 1 0o -1

36735 —30612 O 30612
A1:A3: ’ ’ 3 N (101&)

0 0 0 1

| 900 75 —2600 —125 ]

[0 1 0 ~1

36735 —30612 O 30612
Ap— Ay = , 101b
0 =MRA4 0 0 0 1 ( )

| 900 75  —2500 —125 |

T
By —By— [o 032653 0 —0,8} , (101c)
T
B3 =By — [o 040816 0 —1} , (101d)
T
Hi=Hy=Hs=Hs=[0 0 -1 5], (101e)
1000

Ci=Cor=C=Cy = , 101f
1T 00 1 o] (1015)
D1 =Dy =D3=Ds =021, (101g)
Gy = Gy=G3=Gy=0y,1. (101h)

Considere que a regiao de operagao 2" (4) é dada por: p=1,heK;,R=[0 0 1 0]
e @ =0,02 O sinal de controle Fe(t) é limitado entre os valores de £392N, de acordo
com as sugestoes do fabricante e as restri¢oes fisicas do equipamento (Quanser Innovate
Educate, 2010). Esta saturagao do sinal de controle é implementada na préatica através de
um bloco saturador via software Simulink®. Entdo, o conjunto Z(L;) (13) tem ny = 1,
ke Ky ep=392

O sinal de referéncia z(t), que altera o perfil da pista, pode ser escolhido para repro-
duzir um sinal senoidal com amplitude de 0,0015m e frequéncia (f = 1+4t)Hz para 0,5 <
t < 9,5s, ou seja, a frequéncia varia linearmente de 1,5 até 10,5Hz. J4 para 0 <t < 0,5s e
9,5 <t < 10s a amplitude de z(t) é igual a zero. Observe que W(t) possui energia limitada.
Entdo, considere que X(0) = 0, Xx(0)TPx(0) =0 e Olow(t)TW(t)dt < Joow(t)Tw(t)dt < 0,02,
tal que &g =0e € =0,02

Finalmente, para ¢ =10e 3 = 0,01, o problema de otimizacao dado pelas LMIs (70),



3.4 FEzxzemplos 58

apresentado no Teorema 3, em conjunto com as LMIs (24)-(25), foi resolvido. A solucao
deste problema de otimizacao apresentou um custo garantido .7, de y=0,0927 Obteve-
se também os seguintes ganhos dos controladores Kj, matrizes simétricas Qj, j € Ka, e a

matriz simétrica definida positiva P:

Ky =| 5407490 858203 —9590292 —17,0055} (1022)
Ko =| 5695530 871733 —997,7777 —16,4277}, (102b)
Ks=|4671574 832382 —13484751 —27,9562} (102¢)
Ke=|4820866 841950 —14072348 —27,8619} (102d)
[ 80263608 10481523 —521993114 —5977391]
5 10481523 665143 —17340881 82731 (102
= , e
17 | _521093114 —17340881 —276606905 —11534688
| 5977301 82731 —11534688 —246370]
[ 80263500 10481516 —521993319 —5977384]
G, | 10481516 665142 17340867 82730 o)
27 | 521993319 —17340867 —276609142 —11534721’
| 5977384 82730 —11534721 —246969)]
[ 80263736 10481574 —521994852 —5977433]
G,_| 10481574 665153 17341060 82734 10%)
37 | 521994852 —17341060 —276609433 —11534777’ &
5077433  —82734 —11534777 —246972
[ 80263725 10481570 —521995173 —5977429]
G, | 10481570 665153 17341043 82734 (102m)
*7 | 521995173 17341043 —276612143 —11534820|’
5977429 —82734 —11534820 —246972

71074 Q2849 (02107 Q1082
0,2849 Q0177 —0,1496 Q0018
0,2107 —0,1496 114549 Q1604|
0,1082 Q0018 Q1604 Q0062

(102i)

Duas implementacoes foram realizadas. Na primeira implementacao, utilizou-se o
sistema em malha aberta (U(t) =0, para 0 <t < 10s). Na segunda implementacao, a
lei de controle chaveada dada em (10) e (102) foi utilizada, considerando uma falha no

atuador.

Para adicionar a falha no atuador sem nenhuma alteracao fisica do sistema, uma

diminuicao de 20% na poténcia do atuador foi imposta inserindo um ganho K¢gna = 0,8
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diretamente no motor, como descrito em (96), utilizando o software MatLab/Simulink®.
Enfatizando que a implementacdo em malha fechada foi realizada inteiramente com a
falha no atuador (Kfgna(t) =0,8 em (96), para 0 <t < 10s).

A resposta dinamica do sistema é apresentada na Figura 10. A partir desta figura,
observa-se que o sistema em malha aberta é estavel, mesmo sem a acao do controlador.
Todavia, o sistema apresenta oscilacoes com grandes amplitudes, causando desconforto
ao motorista e alto nivel de esforco mecanico, que podem causar danos aos componentes
da suspensao. Note que o sistema em malha fechada reduziu as amplitudes maximas de
Zs e Zys, proporcionando conforto e seguranca ao sistema. Finalmente, a minimizacao do

custo garantido %, mitigou o efeito do distirbio na saida do sistema.

Figura 10 - Resposta temporal pratica para a varredura em frequéncia do sistema de
suspensao ativa em malha aberta e em malha fechada, com falha no atua-
dor.

SR S

T T T
Malha aberta Malha fechada‘

l — Malha aberta Malha fechada‘
I I

-0.01
K4 ativo —f [ ] | ]

K3 ativo ——
Kz ativo ——

K1 ativo — | !

tempo (S)

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

3.4.3 Exemplo ilustrativo: péndulo invertido

Exemplo 3.

Este exemplo tem o objetivo de estudar o problema da estabilidade local para ilustrar a

eficdcia do projeto de controle chaveado apresentado no Teorema 1 (ALVES et al., 2016b).
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Entao, considere um péndulo invertido com a dinamica dada por (TSENG; CHEN, 2006;

CHIU, 2014):
xu(t) | 0 1| xa(t) 0
[x2<t>] - [n(z(t)) o] Lz(t)] ’ [fz(Z(t))] s (10%)
com z(t) =Xx(t) e
sinc<X1—7(Tt)> (9— B1x3cogxa(t))) —_6ycogxa(t))
falz(t) = T codtat) O 2T T g cogpq)y B
sendo que
xa(t)
sinc(xlfrt)> = senXI_(t)n ) (103c)

e X1(t) representa o angulo (rad) que a haste do péndulo forma com a vertical, Xp(t)
é a velocidade angular (rad/s), safu(t)) é o sinal de controle sujeito a saturacao (N),
g=9,8m/s? é a aceleracao da gravidade, 8y = 1/(m+M), 8, = ml Gy, m= 0,3kg ¢ a massa
do péndulo, M = 0,6kg é a massa do carro e | =0,5m é a distancia entre o centro de

massa da haste do péndulo até sua extremidade.

Para utilizar a metodologia proposta em (TANIGUCHI et al., 2001; SANTIM et al.,
2012) é necessario calcular os valores maximos e minimos das fungoes nao lineares f1(z(t))
e fa(z(t)). Logo, considerando que as fungdes nao lineares pertencem ao dominio D, tal
que
T T T T[} ’

D= {z(t) eR—Z <) <3 —5 el <5

os valores maximos e minimos das nao linearidades sao dados por
15,0683< f1(z(t)) < 19,6000 e —2,2222< f,(z(t)) < —0,8889 (104)
Entao, utilizando a metodologia proposta em (TANIGUCHI et al., 2001; SANTIM et

al., 2012), o sistema dado em (103) pode ser representado através do modelo fuzzy T-S

dado em (6), considerando distirbio externo nulo (w(t) = 0) para t > 0, sendo que

o0 1 0o 1
AL = Ay — Ag=Ay— , 105
T2 | 150683 o] 8= [19,6000 o] (105a)
[0 0
e _—2,2222] 2= [—0,8889] (105b)
A regido de operagao 27, na qual o modelo fuzzy T-S (6) é valido, é dada em (4),
10 T

sendo que p= 2, he Ky, R= [O 1 e Q= [7—; 7—2-[] . A regiao g(LJ) é dada em (13),

sendo que Ny =1, k€ K1 e p=5. A partir de (9), considera-se que Vo =1, tal que o
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conjunto elipsoidal é dado por &(V,1).

Baseado no Lema 3, deseja-se encontrar um conjunto de condic¢oes iniciais dado por

X = wcofuy, -+ ,Un }, @> 0, tal que X C &(V,1). No caso do péndulo invertido, serd

considerada uma condic¢ao inicial x(0) = [w O} , tal que a minimizacdo de @2 ird

fornecer uma estimativa menos conservadora para X1(0) (posicdo angular inicial), sendo
T
quen.=1leuv; = [1 O} . Logo, a partir do Lema 3 e do Teorema 1 e considerando os
modelos locais (105), tem-se o seguinte problema de otimizagao:
minw—2

Problema de otimizagao: o o (106)
sujeito as condigoes do Teorema 1 e do Lema 3.

Resolvendo o problema de otimizagao, dado em (106), obteve-se @ = 0,2245 ¢ os
seguintes ganhos de realimentacao do vetor de estado Kj, as matrizes simétricas Qj, j € Ky,

e a matriz simétrica definida positiva P:

Ky =[-109750 —3,0881} (107a)
Ko =[-11,2399 —3,1612}, (107b)
Ks=|—381728 —10,3547}, (107c)

—[—41,9615 —11,4141} (107d)

o —998617868;]9237 2261112069330—
2261112063330 510830562186

—~ —99861786789132 2261112066309—
| 2261112068309 510830568488

&, (0986178642722 2261112058400 (1078)
3T 2261112058400 510830560151’ &

o [998617864(B551 2261112058074] (107h)
" | 2261112058074  510830562078|

(198437 42974
| 42974 13359|

Q
N
I
—~
—_
@]
\]
—
N~—

(107i)

T T
Considere a condigdes inicial x(0) = [w O} = [0,2245 O} . A lei de controle cha-
veada (10), com o conjunto de controladores e matrizes auxiliares dados em (107), foi
utilizada para realizar uma simulagao do sistema de péndulo invertido (103) via software

MatLab/ Simulink®. O resultado da simulacéo é apresentado na Figura 11.

T
A partir da Figura 11, note que para a condicao inicial x(0) = [0,2245 O] , tem-
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Figura 11 - Comportamento dinamico do sistema de péndulo invertido (103) utilizando
a lei de controle chaveada (10): a trajetéria do vetor de estado X(t), a lei de
controle chaveada (10) e a energia do sistema V (X(t)).

K4 ativo —

K3z ativo —

04F

Ky ativo —[-

0.3
K1 ativo —

1 T T T T T T T T T
02t

~—

< 05 b

o 0 o4 0§ 08 1 12 14 16 18 2 01 02 03 04 05 05
tempo (S) tempo (S)

Fonte: Elaboracao do proéprio autor.

se que V(X(0)) = 1. De acordo com o Teorema 1, as condigoes de projeto garantem
que o conjunto elipsoidal &(V,1) é um conjunto positivamente invariante do dominio de
atragao. Este fato foi confirmado, pois para X(0) € &(V, 1), a lei de controle chaveada (10)
confinou todas as trajetérias do vetor de estado dentro do conjunto elipsoidal &(V,1) e,
consequentemente, dentro da regido de operacao 2 e da regiao Z(Lj). Além disso, a
lei de controle chaveada (10) garantiu que a origem é um ponto de equilibrio localmente

assintoticamente estavel do sistema de péndulo invertido, dado em (103).

Por fim, pode-se observar que nos primeiros instantes de simulagao o sinal de controle
apresentou saturagao. A partir do quadro em destaque a direita na Figura 11, observou-se

que a frequéncia rapida de chaveamento causou descontinuidade do sinal de controle u(t).

3.5 Conclusdes parciais

Um projeto de controle .74, chaveado para uma classe de sistemas nao lineares incer-
tos, sujeito a saturacao do atuador e disturbios de energia limitada, foi proposto neste

capitulo. A lei de controle chaveada assegura que todas as trajetérias do vetor de estado
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permanecem dentro de uma regiao, na qual o sistema nao linear incerto pode ser descrito
exatamente por modelos fuzzy T-S. As duas principais vantagens do método proposto sao:
i) Para a implementagao da lei de controle chaveada nao é necessario encontrar as expres-
soes das funcgoes de pertinéncia. Assim, o procedimento proposto permite que as funcoes
de pertinéncia dependam de parametros incertos ou desconhecidos; ii) As condic¢oes de
projeto nao dependem da magnitude do disturbio, ao contrario do método apresentado
(LEE et al., 2015b) que sé é aplicado em sistemas sujeitos a disturbios de magnitude

limitada.

Considerando o sistema caético Lorenz, descrito no primeiro exemplo, o projeto de
controle chaveado, proposto no Teorema 3, apresentou melhores resultados quando com-
parado ao projeto de controle proposto no Corolario 1, que usa apenas um controlador.
Para os distirbios de grande magnitude, os métodos propostos proporcionaram melhores
resultados, mesmo quando comparados com o procedimento apresentado em (LEE et al.,

2015b), que considera pleno acesso as fungoes de pertinéncia.

Uma implementacao pratica usando um sistema de suspensao ativa ilustrou a eficacia
pratica da metodologia proposta e mostrou que o controle chaveado 75 é capaz de mitigar

a acao de um disturbio na saida do sistema, mesmo com uma falha no atuador.

Finalmente, um sistema de péndulo invertido foi utilizado para ilustrar a eficacia
do projeto de controle apresentado no Teorema 1 (ALVES et al., 2016b). Observou-se
que as condigdes de projeto garantiram que o conjunto elipsoidal &(V,1) é um conjunto
positivamente invariante do dominio de atracao e a lei de controle chaveada (10) assegurou
que o sistema realimentado ¢é localmente assintoticamente estavel. Foi possivel destacar
que a lei de controle chaveada (10) pode apresentar descontinuidade do sinal de controle,

em virtude do chaveamento dos controladores.
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4 SISTEMA NAO LINEAR INCERTO SUJEITO A SATURACAO DO ATUADOR
UTILIZANDO O VETOR DE ESTADO EXPANDIDO

Neste capitulo sao apresentados resultados preliminares, essenciais para o desenvolvi-
mento dos projetos de controle que serao propostos no Capitulo 5. Todo o desenvolvimento
deste capitulo baseia-se na utilizacao de um vetor de estado expandido, composto pelo
sinal de controle. Entdo, considerando que o vetor de estado é dado por X(t) € R™ e o

sinal de controle é dado por u(t) € R™, o vetor de estado expandido é definido como

%(t) = [ x(t)

€ R, 108
u(t) (108)

Considere um sistema nao linear incerto sujeito a saturacao do atuador e disturbio

externo, dado em (2), descrito por

sendo que X(t) € R™ é o vetor de estado, u(t) € R™ é o vetor de entrada, w(t) € R™ ¢ a
entrada exdgena com energia limitada tal que w(t) € % e y(t) € R"Y é o vetor de saida.
A dinamica do sistema nao linear incerto é dada pelas fun¢oes nao lineares f1(-) : R9 —
RM™*M fo(2) : RY— R™< M fa(.) i RYI— R™ W, J§ a saida do sistema é dada pelas fungoes
nao lineares gi(-) : R9— R™*™ go(-) : R — RV M ¢ g3(+) : RY— RV, z(t) e RYé o
vetor cujas os elementos 7 (t), | € Kq, sdo as variaveis de premissa que dependem do vetor
de estado X(t) e de parametros incertos ou varidveis desconhecidas, e safu(t)) € R™ ¢é a

entrada de controle sujeita a saturagao, dada em (3), tal que

sa(uy(t)) —Px, se U(t) < —px,
satu(t)) = : csalug(t)) = ¢ w(t), se |uk(t)] < px, VKeE Kn,,
sa(un,(t)) Pe, se W) > px

sendo que Py, kK € Ky, sao constantes positivas com valores conhecidos.

As proximas secoes tém o objetivo de representar a dinamica do sistema nao linear

incerto (2) em funcdo do vetor de estado expandido X(t).
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4.1 Aregido de operacdw na qual o sinal de controle n&do apresenta saturacao

Primeiramente, observe que a dinamica do sistema nao linear (2) é dada em funcao da
entrada de controle sujeita a saturagao safu(t)). Entao, o objetivo é descrever a dinamica

do sistema nao linear em funcao da entrada de controle u(t).

A partir de (3) e da Figura 12, observe que saf{uk(t)) = uk(t) se |uk(t)| < px, k€ Kp,.

Logo, a regiao de operagao para a entrada de controle é definida como
w = {u(t) e R™: Ju(t)| < px, ke Ky, }, (110)
sendo p = [p1---Pn,]T € R™ conhecidos. Para u(t) € % a entrada de controle opera na

regido linear da saturagao, ou seja, safu(t)) = u(t).

Figura 12 - Interpretacao gréfica da fungao safu(t)), k € Kp,, com destaque para a re-
giao linear da saturacao (linha continua grossa em azul).

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Consequentemente, para U(t) € %, o sistema nao linear incerto (2) pode ser represen-

tado por

X(t) = fo(z(t))x(t) + f2(z(t))u(t) + f3(z(t))w(t), (111a)
y(t) = 91(z(t))x(t) + g2(z(t))u(t) + g3(z(t) )w(t). (111b)

Resumindo, garantir que u(t) € %, Vt > 0, serd um dos objetivos dos problemas de

controle que serao apresentados nas proximas secoes.
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4.2 Esquema de controle utilizando realimentacéo do vetesthdo expandido

Considere o esquema de controle proposto na Figura 13. A partir deste diagrama de
controle, observe que a derivada temporal da lei de controle u(t) é dada por v(X(t)), tal

que:
V(X(t)) = v(x(t),u(t)) = u(t), (112)

para u(t) € Z, vt > 0.

Figura 13 - Esquema de controle com realimentacao do vetor de estado expandido.

X(t) = f1(z(t))x(t) + f2(z(t))u(t) + f3(z(t))w(t)
91(2(t))x(t) + g2(z(t))u(t) + gs((t))w(t)
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Ainda neste capitulo, serao definidas duas leis de controle v(X(t)). A primeira lei de
controle, denominada V,(X(t)), é baseada na compensagao distribuida paralela e utiliza
as fungdes de pertinéncia (a) durante a implementagao. No entanto, por se tratar do
controle de um sistema nao linear incerto, considera-se que as funcoes de pertinéncia nao
estao disponiveis para implementacao, pois usualmente dependem de parametros incertos.
Desta forma, propoe-se uma lei de controle chaveada, denominada Vg (X(t)), sendo que
a metodologia proposta nao utiliza as fungoes de pertinéncia durante a implementagao,
porém mantém as mesmas relaxagoes de projeto que a lei de controle vz(X(t)) proporciona.

Mais detalhes sobre estas duas leis de controle serao apresentadas nas préximas segoes.

No entanto, como apresentado anteriormente, um das desvantagens de uma lei de
controle chaveada é a possibilidade da ocorréncia do chattering, que é um fendémeno in-
desejado caracterizado por um chaveamento com frequéncia infinitamente rapida. Desta
forma, deve-se destacar a principal vantagem da lei de controle v(X(t)) proposta em (112).
Observe que em (112) a lei de controle V(X(t)) é definida em relagdo a derivada temporal
da lei de controle u(t). Na prética, o sinal de controle implementado é dado por u(t), que
é obtido a partir da integral de v(X(t)). Esse procedimento nao impede um chaveamento
com frequéncia rapida, entretanto é possivel eliminar uma possivel descontinuidade do

sinal de controle, mitigando um dos efeitos indesejados do chattering.
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4.3 Representacao exata do sistema nao linear incertosattavéodelo fuzzy T-S

Inicialmente, considere a regiao de operacao 2 no espago de estados, definida em
(4), e a regiao de operacao para a entrada de controle %, definida em (110). A partir
destas duas regices de operagao, pode-se estabelecer uma regiao de operacao . = 2 X %
que serd denominada de regiao de operagao expandida. Considerando o vetor de estado

expandido X(t), dado em (108), a regiao de operagao expandida .# é definida como

y = {)~((t) - Rnx+nu : |am))~(‘(t)‘ < 'I9m, me Kp+nu}, (]_13)
R O T
sendo que S= [ 0 ] = [ S-(rl) S-(errnu) ] e R(PHMu)x(Mtnu) ¢

In,

T T
9=| 9= - =0 Fp1=p1 - Spin=pn | —| @ p| cRP™,
(114)

sdo parametros conhecidos a partir de (4) e (110).

Na regiao de operagao . o sistema nao linear incerto sujeito a saturacao, dado em
(2), pode ser representado pelo sistema nao linear incerto (111), pois para u(t) € Z a
entrada de controle se encontra em uma regiao linear, ou seja, safu(t)) = u(t). Além

disso, o sistema nao linear incerto (111) pode ser exatamente descrito pelo modelo fuzzy
T-S como descrito em (115) e (116):

Regra i: SE zy(t) é iz e ... e Zg(t) é Hig,
- X(t) = A i i 115
i § X0 = AX() + Bt + Huwo), (115)
y(t) = Gix(t) + Dju(t) + Gjw(t),
A partir de (TANAKA; IKEDA; WANG, 1998), das definigdes dadas em (1) e (115),

X(t) e y(t) dadas em (115) podem ser escritas como segue:

-
—~
—
N—
I
Q

(20))(AX(D) + Biu(t) + Hw(t) = Ax() + Bu(t) + Hw(t),  (116a)

(2(0))(GX(t) + Du(t) + Gw(t)) = Cx(t) + Dau(t) + Gaw(t),  (116b)

=<

Il
N =

Q

sendo

_ Ha(z(t) x--- X Hig (z4(1))
o1 (Kiz (za(t)) x -~ X plig (Z4(1)))

e W (z(t)) é a fungao de pertinéncia, em termos de varidveis desconhecidas ou parametros

ai (Z(t)) , (117)

incertos, correspondente ao conjunto fuzzy L, i € Ky e | € Kg. O elemento aj do vetor

a=[a10az... ay]" € A; dado em (1) é o peso normalizado de cada modelo local do sistema

(A, B;,Ci,Dj, G, Hj) definido em (115), para i € K.
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Utilizando o esquema de controle com realimentacao do vetor de estado expandido,
dado em (112) e na Figura 13, e considerando a representagao do sistema nao linear incerto

dada em (116), pode-se representar a dinamica do vetor de estado expandido, tal que

xt) | [ A B ][ xt) o] H,
[ a(t) ] =19 o ] [u(t) ] + | ]v(x(t))+ 0 ]W(t), (118a)
X(t)
yt)=| c, o, | [ w | ! (118b)
Reescrevendo (118), obtém-se
K(t) = AK(t) + Bv(X(t)) + Haw(t), (119a)
y(t) = C(t) + Gw(t), (119Db)
sendo que

O BZ], B— [ 0], H, = [ He | & [cz DZ}, &, =G, (119¢)

0 0 | 0

4.4 Candidata a funcdo de Lyapunov e o conjunto elipseﬁ’cﬂw Vo)

Considere a candidata a fun¢ao de Lyapunov quadratica
V(X(t)) = )?(t)TP)?(t), (120)

sendo que P € R(MHM)x(MetMu) & yma matriz simétrica definida positiva. Para uma dada

constante positiva Vg, define-se o seguinte conjunto elipsoidal:
&(V,Vp) := {K(t) € R™™M: K(t)TPK(t) < vo} . (121)

4.5 Leide controle utilizando o vetor de estado expandido
Inicialmente, considere o esquema de controle com realimentacao do vetor de estado

expandido, dado em (112) e na Figura 13. A seguir, duas leis de controle distintas serao

apresentadas.
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4.5.1 Leide controle dependente das funcdes de pertinéncia

Primeiramente, baseada na compensacao distribuida paralela, considere a seguinte lei

de controle dependente do parametro a:

Regra i: SE z(t) é tiz e ... e Zg(t) é Hig,

3 " N (122)
ENTAO vz(X(t)) = —KiX(t)

e a partir das defini¢oes dadas em (1) e (122), v4(X(t)) pode ser escrita como segue:

r

() =~ Y, G = KA, (123)

Observe que para realizar a implementagao da lei de controle (123), é necessario ter
pleno acesso as varidveis de pertinéncia que compoem d, definido em (1) e (7). Entretanto,
em sistemas nao lineares incertos, frequentemente as variaveis de pertinéncia dependem
de parametros incertos ou imensuraveis. Logo, a lei de controle proposta em (123) nao

serd implementada.

Mesmo que a lei de controle (123) nao seja implementével, é necessario defini-la,
pois a metodologia utilizada neste capitulo baseia-se nela para desenvolver os projetos de
controle. Entao, resumidamente, as LMIs serao estabelecidas supondo a lei de controle
dependente de o, dada em (123). Entretanto, durante a implementacao, serd utilizada a

lei de controle chaveada proposta a seguir.

45.2 Leide controle chaveada

Baseando-se em (SOUZA et al., 2013), considere a lei de controle chaveada utilizando
o vetor de estado expandido, dada por:
Vo (X(t)) = —KgX(t), 0= argkmﬂign{—)?(t)Tpngi)?(t)}, (124)
1SN
sendo que ard’ mﬂign{—)?(t)TPI_SzKi)?(t)} denota o menor indice @, tal que —X(t)T PBKX(t) =
iEK;

irgﬂ%n{—i(t)TPéKii(t)}.

O procedimento proposto utiliza a regra de chaveamento 0, dada em (124), tal que o
produto —X(t)TPBK;X(t), i € K, é utilizado para determinar o valor do indice o. Este in-
dice g seleciona um ganho do controlador de realimentacao do vetor de estado expandido,

que pertence ao conjunto de ganhos {Kj € Rw* (M) i ¢ K, }.

Esta regra de chaveamento 0 é projetada com o propdsito de eliminar a necessidade de

utilizar as fungoes de pertinéncia na implementacao da lei de controle. A ideia principal
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parte do fato de que o minimo de um conjunto de ntimeros reais ¢ menor ou igual do que

qualquer combinacao convexa dos elementos do conjunto. De fato, para i € K; e sendo
r

ai >0 e Zlai =1 tem-se que min{g} = axmin{a}+ aomin{a}+---+ o, min{g} <
i& €Ky €Ky €Ky €Ky
r
o181+ arap + -+ dray = Zlaiai.
i=

Entao, propoe-se que os projetos de controle sejam elaborados considerando a lei de
controle Vz(X(t)), dada em (123), obtendo assim os ganhos de realimentagao do vetor de
estado expandido Kj € Rw*(™+M) j ¢ K,. No entanto, serd implementada a lei de controle
Vg (X(t)), dada em (124), sendo que a regra de chaveamento 0 = arg’ iryﬂi{r:{—)?(t)Tpngi X(t)},
ir4 selecionar um ganho de realimentagao Kj, i € K, (calculados anteriormente) que mini-
miza a derivada temporal da fungao de Lyapunov (120). Por sua vez, utilizando o fato de
que o minimo de um conjunto de ntimeros reais ¢ menor ou igual que qualquer combina-
¢ao convexa dos elementos do conjunto, prova-se que a derivada temporal da funcao de
Lyapunov utilizando a lei de controle chaveada vy (X(t)), dada em (124), é menor ou igual

do que a derivada temporal da fun¢ao de Lyapunov utilizando a lei de controle v5(X(t)),
dada em (123).

Basicamente, pode-se afirmar que a lei de controle chaveada Vg (X(t)) sintetiza a lei
de controle dependente das fungoes de pertinéncia Vz(X(t)). Esta metodologia adotada
mantém a flexibilizacao nas LMIs proporcionada ao projetar um ganho de realimentagao
K; para cada modelo local (A;,B), i € K;, que é uma das principais vantagens da lei de
controle Vz(X(t)). Além disso, a lei de controle chaveada Vg (X(t)) elimina a necessidade de

possuir pleno acesso as variaveis de pertinéncia.

4.6 O problema da estabilidade considerando a regido dagimeexpandida e distlrbio nulo

Inicialmente, o problema de controle serd definido para w(t) = 0, ou seja, trata-se
apenas do problema de estabilidade local. O objetivo é determinar uma lei de controle
que, para W(t) =0 et > 0, garanta que a origem X= 0 seja um ponto de equilibrio local-
mente assintoticamente estavel do sistema nao linear incerto (119) e o conjunto elipsoidal
& (V,Vp) seja um conjunto positivamente invariante do dominio de atragao (HU; LIN;
CHEN, 2002) (ou seja, se X(0) pertence ao conjunto &(V,Vp), entdo todas as trajetérias
de X(t), t > O, também irdo permanecer dentro deste conjunto). Dada a candidata a fun-
¢ao de Lyapunov V(X(t)) = %(t)TPX(t), o conjunto elipsoidal &(V,Vg) é considerado um
conjunto positivamente invariante do dominio de atracéo se V(X(t)) < 0, para w(t) =0 e

K(t) € &(V,vo)\{0}.

Além disso, a relacio de inclusio & (V,vo) C . deve ser garantida, pois se & (V,vo)

¢ um conjunto positivamente invariante do dominio de atragao, a restricao & (V,vw) C ¥
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garante que:

e o sinal de controle sujeito a saturacao safu(t)) estara confinado dentro da regiao
linear da saturacao, podendo ser representado por safu(t)) = u(t). Ou seja, se
K(t) € £(V,Vp), consequentemente X(t) € ., logo U(t) € % e o sistema nao linear

incerto, dado em (2), pode ser representado por (111).

e o sistema nao linear incerto (111) pode ser exatamente descrito pelo modelo fuzzy
T-S dado em (116). Ou seja, se X(t) € &(V,Vp), consequentemente X(t) € ., logo
u(t) e Z e x(t) € Z e o sistema nao linear incerto (2) é dado por (116).

Estas propriedades sao ilustradas na Figura 14.

Figura 14 - Relagao de inclusao entre os conjuntos . e & (V,W), e a trajetéria do vetor
de estado expandido X(t) para w(t) =0et > 0.

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

4.7 O problema de controle#, considerando a regidao de operagéao expandida
Assim como apresentado no problema de controle .74, da Secao 2.6, novamente considera-

se que o distirbio W(t) possui energia limitada, tal que w(t) € #. Assim como definido

em (17), tem-se que
W o= {W(t) € R™: /Omw(t)TW(t)dt < 8}.

Além disso, considere a variavel de relaxacao ¢ > 0 e a constante & > 0.
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Logo, o problema de controle .74, para um sistema nao linear, considerando a regiao
de operacao expandida .¥, consiste em determinar uma lei de controle que satisfaca os

seguintes requisitos:

1. para W(t) =0, t > 0, a origem X=0 é um ponto de equilibrio localmente assin-
toticamente estdvel do sistema nao linear incerto (119) e o conjunto elipsoidal
& (V, &0+ ¢ &) é um conjunto positivamente invariante do dominio de atracao (HU;
LIN; CHEN, 2002) (ou seja, se X(0) pertence ao conjunto &(V, &+ ¢ ~1€), entdo to-
das as trajetdrias de X(t), t > 0, também irdo permanecer dentro deste conjunto). A

Figura 15 ilustra esta propriedade.

2. para W(t) € #, qualquer trajetéria com condigao inicial dentro de & (V, &) (ou seja,
%(0)TPX(0) < &) ndo ird escapar do conjunto elipsoidal &(V, &+ ¢ ~1€), para todo
t > 0. Esta propriedade ¢ ilustrada na Figura 16.

3. para W(t) € # e X(0) =0, o sistema realimentado (119) possui um custo garantido
Hs igual a y > 0, satisfazendo a seguinte desigualdade:

V)13 < VP Iw)ll3, Vo e Ar. (125)

4. A relacio de inclusdo & (V,g0+ ¢ ~1e) € .7 deve ser garantida, pois se & (V, &0+
¢ 1€) é um conjunto positivamente invariante do dominio de atracio, a restricao
é~"(V, g0+ ¢ le) C .7 garante que:

e o sinal de controle sujeito a saturagao safu(t)) esta confinado dentro da regiao
linear da saturagao, podendo ser representado por safu(t)) = u(t). Ou seja, se
K(t) € &(V, 804 ¢ 1€), consequentemente X(t) €., logo U(t) € % e o sistema

nao linear incerto (2) é dado por (111).

e 0 sistema nao linear incerto (111) pode ser exatamente descrito pelo modelo
fuzzy T-S dado em (116). Ou seja, se X(t) € &(V, &+ ¢ ~1€), consequentemente
X(t) € ., logo u(t) € Z e X(t) € 2 e o sistema nao linear incerto, dado em (2),
pode ser representado por (116).
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Figura 15 - Relagao de inclusao entre os conjuntos . e & (V,g0+ ¢ L&), e a trajetéria
do vetor de estado X(t) para w(t) =0et > 0.

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Figura 16 - Relagdes de inclusdo entre os conjuntos ., &(V, &+ ¢ 1) ¢ £(V, &), ¢ a
trajetéria do vetor de estado X(t) para w(t) € # et > 0.

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

4.8 Relacao de incluséo entre os conjuntos da regido de @pezapandida

A partir dos problemas de controle apresentados nas Segoes 4.6 e 4.7, observe que
existe uma relacao de inclusao entre os conjuntos .% e & (V,Vo) que deve ser garantida. O

Lema 8 apresenta uma condicao que garante esta relacao de inclusao.
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Lema 8. Considere os conjuntos . e &V, Vo) dados em (113) e (121), respectivamente.
A condigao @Fa(V, Vo) C .7 € assequrada se a sequinte LMI for factivel:

2,1
AV

B
XS, X

>0, (126)

para todo Mme Kn 4n,, sendo que X = p-1.

Demonstragdo. Multiplicando ambos os lados de (126) por diag{1, P}, sendo P=X"1 e

aplicando o complemento de Schur, obtém-se

P— sf{m)ﬁr;Zvos(m) >0,
P S-(I—m) SrﬁzVOS(m) s
X(t)TPK(t) > X(t)" Sy O VoSm X(1)-

WV

Considerando X(t) € &(V,Vp), de (121) tem-se que X(t)TPK(t) < Vo e assim

Vo = X(t) TPR(t) > 9 2ok(t) " Sy SmyX(b),
>

Portanto, a partir de (113), para me& Kp,1n,, observe que que X(t) € . e, consequen-
temente, £~(V, Vo) C .7 ]

4.9 Expanséao do volume do conjunto eIipsoié(i‘V, 1)

A seguir, dois lemas sao apresentados com o propdsito de expandir o volume do
conjunto elipsoidal & (V,1). As demonstragoes seguem os mesmos passos dos lemas apre-

sentados na Secao 2.8.

Lema 9. O conjunto elipsoidal &(V,1) pode ser expandido ao inserir a restricio {X(t) €
R () TX(t) < BY € E(V, 1), que ¢ imposta se a LMI

B_ll *
I X

¢ factivel, sendo que B € uma constante positiva e pode ser utilizada como uma varidvel

>0 (127)

a ser maximizada, de forma a obter uma estimativa menos conservadora do conjunto de

condigies iniciais &(V,1)

Lema 10. Seja um conjunto de condigoes iniciais desejadas para o sistema nao linear,
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dado por X = wco{uy, -+ ,Un }, W> 0, entdo a condigdo Xc cr;"(V, 1) ¢ assegqurada caso

-2
w *
>0 (128)
vy X
seja satisfeita V0 € Ky . Observe que @ é um fator de escala do conjunto co{vy,---,Un, },

portanto, @ pode ser utilizado como uma varidvel a ser mazimizada (minimizagao de w2 )

de forma a obter uma estimativa menos conservadora do conjunto de condigoes iniciais

&V, 1).
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5 CONTROLE CHAVEADO PARA SISTEMAS NAO LINEARES INCERTOS
DESCRITOS POR MODELOS FUZZY T-S CONSIDERANDO REGIAO DE
OPERACAO EXPANDIDA, REALIMENTACAO DO VETOR DE ESTADO
EXPANDIDO E SATURAGCAO DO SINAL DE CONTROLE

Neste capitulo, diversos projetos de controle sao propostos visando resolver os pro-
blemas de controle considerando a regiao de operagao expandida, definidos no capitulo

anterior.

Na Secao 5.2, sao propostos dois projetos de controle chaveado para resolver o pro-
blema da estabilidade local considerando a regiao de operacao expandida, definido na
Secao 4.6. Um dos projetos de controle, além de garantir a estabilidade local, ainda

assegura ao sistema realimentado uma taxa de decaimento maior ou igual a K.

Além disso, na Secao 5.3, propoe-se um projeto de controle 725 que garante ao sistema
realimentado um indice de desempenho 7%, e assegura que todas as trajetérias do vetor de
estado e do sinal de controle permanecem dentro da regiao de operacao expandida. Esse
projeto de controle tem o objetivo de resolver o problema de controle .75 apresentado na
Secao 4.7.

Por fim, a Se¢ao 5.4 utiliza os trés exemplos definidos anteriormente na Secao 3.4 para

ilustrar a eficacia dos métodos propostos.

5.1 Resultados preliminares

A metodologia utilizada neste capitulo permite que o projeto de controle seja elabo-
rado considerando a utiliza¢ao da lei de controle V(X(t)), dada em (123), que depende das
fungoes de pertinéncia. Ou seja, a lei de controle V,(X(t)) é utilizada para projetar os ga-
nhos de realimentacio do vetor de estado expandido K; € R™*(™+tM) j ¢ K. Entretanto,
a lei de controle chaveada Vg (X(t)), dada em (124), seréd utilizada na implementacao. O
Lema 11, apresentado a seguir, é essencial para o desenvolvimento dos resultados propos-

tos neste capitulo e permite que esta metodologia seja aplicada.

Lema 11. Considere a candidata a func¢do de Lyapunov V (X(t)) = X(t)TPX(t), dada em

(120), sendo que P € RMHWX(tM) & yma matriz simétrica definida positiva. Defina



5.1 Resultados preliminares 77

Vo (X(t)) a derivada temporal deV (X(t)) para o sistema néo linear incerto (2), realimentado
pela lei de controle chaveada Vg (X(t)), dada em (124). DefinaVy(X(t)) a derivada temporal
deV (X(t)) para o sistema nao linear incerto (2), realimentado pela lei de controle Vz(X(t)),
dada em (123).

Suponha que as condig¢des de projeto garantam que X(t) € éa(V Vo) C . parat>0. A
lei de chaveamento 0 = arg*mﬂign{—i(t)TPéKii(t)}, dada em (124), garante que Vg(X(t)) <
icKy

V,(X(t)) para todo X(t) € &(V, Vo) C.7.

Demonstragio. Considere a candidata a funcao de Lyapunov V(X(t)) = X(t)TPX(t), dada
m (120), sendo que P € RHwX(™t) & yma matriz simétrica definida positiva. Note

que a cada instante de tempo a derivada temporal de V (X(t)) = &(t)TPX(t) pode ser repre-

sentada por V (X(t)) = 2X(t)TPX(t). Defina Vy(X(t)) a derivada temporal de V (X(t)) para o

sistema ndao linear incerto (2), realimentado pela lei de controle chaveada vg(X(t)), dada
m (124).

Suponha que as condigoes de projeto garantam que X(t) € & (V,vo) C . para t > 0.
Logo, o modelo fuzzy T-S (119) descreve exatamente a dinamica do sistema nao linear

incerto (2) e tem-se que

Va()?(t)) t ( t +§Vo(~( ))+H~2W(t)>
= >?(t) PA(t) — 2(t) T PBKX(t) + 2X(t) PHow(t)
= 2%(t)TPAK ()+2m|n{x t)TPB(—Ki)X(t)} + 2%(t)PHw(t). (129)

A partir de (1), lembrando que a; > 0, i € K; e ¥{_; a; = 1, tem-se a seguinte propri-
edade:

Ir2H|<n{x )TPB(—Ki)X(t)} <X(t)"PB (—ilaiKi> (t). (130)

Agora, defina Vy(X(t)) a derivada temporal de V (X(t)) para o sistema nao linear incerto
(2), realimentado pela lei de controle dependente de parametro Vz(X(t)), dada em (123).
Entao, a partir de (1), (129) e (130), obtém-se:

i(t)TF’AzX() 2%(t) T PBKoX(t) + 2%(t) PH w(t)
i(t)TPAZx()+2m|n{x t)TPB(—Ki)X(t)} +

+ 2%(t)
2>z(t)TPAz>z(t)+2{ ()TPB< a.K.) } (t)PHw(t)

= 2%(t) T PAK(t) — 2%(t) TPBKX(t) + 2%(t) PHw(t)

PHZW( )

/N
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= 2%(t) TP (AK(t) + Bvy(X(t)) + Hw(t))
= V,(X(1)). (131)
Portanto, tem-se que Vg ((t)) < V(X(t)) para todo X(t) € &(V,vo) C.7. O

5.2 Projeto de controle chaveado para o problema da edtadglilocal

A Secao 5.2, tem o objetivo de apresentar condigoes de projeto para resolver o pro-
blema da estabilidade local considerando a regiao de operagao expandida e disturbio nulo,
definido na Secao 4.6.

Inicialmente, considera-se que o sistema nao linear incerto, dado em (2), possui dis-
turbio externo nulo. Ou seja, tem-se que W(t) =0 para t > 0. Logo, a partir de (119), a

dinamica do sistema nao linear pode ser representada por:

~ ~

R(t) = AK(t) + Bv(X(t)), (132a)
y(t) = CX(t), (132b)
sendo que
- Ap Bi| 5 | O x
= 0],3_[| ,CZ_[CZ DZ] (132c)

5.2.1 Projeto de controle chaveado: condi¢do de estabilida local

Teorema 4. Para o caso particular no qual o distirbio externo é nulo (W(t) =0), considere
a regiao de operagdao expandida ., dada em (113), na qual o sistema nao linear incerto
sujeito a saturag¢do do atuador (2) pode ser exatamente descrito por (132), sendo que
9 e R%u Se RMEMX (W) ¢ vy sgo pardametros conhecidos. Suponha a existéncia de
wma matriz simétrica definida positiva X € RIHWX(MctM) o matrizes My € RN (ct)

tais que as sequintes condicoes sejam factiveis:

AX+XAT —BM; —MTBT <0, (133a)
,‘92\/71

e ; ] >0, (133b)
(m)

para todo | € Kn, e mée K 4n,. Entao E(V,Vo) C.% e o esquema de controle da Figura
13 com a lei de controle chaveada Vg(X(t)), dada em (124), sendo que Ki = MiX~1 ¢
P=X"1, garante que a origem X=0 é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente

estdvel do sistema nao linear incerto (132) e o conjunto elipsoidal @g’(V, Vo) € um conjunto
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positivamente invariante do dominio de atragio (ou seja, se X(0) pertence ao conjunto

~

&(V,Vp), entdo todas as trajetorias de X(t), t > 0, irdo permanecer dentro deste conjunto).

Demonstragao. Considere a candidata a fungao de Lyapunov dada em (120). Primeira-
mente, de acordo com o Lema 8, observe que (133b) garante que &(V,Vg) C .#. Desta
forma, para W(t) =0 e X(t) € &(V, Vo) C ., 0 modelo fuzzy T-S (132) descreve exatamente
a dinamica do sistema nao linear incerto sujeito a saturagao do atuador (2). A partir de
(1), pré e pés multiplicando (133a) por P = X1, definindo Kj = MjX ™1, multiplicando o
resultado por a;j > 0, i € Ky, Y{_;ai =1 e realizando o somatério de i = 1 até r, para

X(t) # 0, a seguinte desigualdade é obtida:

%(t)T {AIP+PA,— PBK,— K, BTP} X(t) < 0. (134)

Considere as definicoes de V5(%(t)) e Vg (X(t)) apresentadas no Lema 11. A partir de
(132) e (120), lembrando que &(V, Vo) C ., a desigualdade (134) implica que Vy(X(t)) < 0,
para todo X(t) € &(V,Vo)\{0}. De acordo com o Lema 11, observe que a lei de chaveamento
o= arg‘irgﬁigrrl{—)?(t)TPéKi)?(t)}, dada em (124), garante que Vg (X(t)) < Vy(X(t)) para todo
K(t) € £(V,vp) C .. Consequentemente, a lei de controle chaveada Vg (X(t)), dada em
(124), garante que a origem X =0 ¢ um ponto de equilibrio localmente assintoticamente
estavel do sistema nao linear incerto (132) e o conjunto elipsoidal &(V, Vo) ¢ um conjunto
positivamente invariante do dominio de atragao, ou seja, toda a trajetoria do vetor de

estado iniciada em X(0) € &(V, Vo) permanece na regido de operacio .. O

5.2.2 Projeto de controle chaveado: condicdo de estabilida local com taxa de decai-
mento

Teorema 5. Para o caso particular no qual o distirbio externo é nulo (W(t) =0), considere
a regido de operagao expandida ., dada em (113), na qual o sistema nao linear incerto
sujeito a saturag¢ao do atuador (2) pode ser exatamente descrito por (132), sendo que
9 e R™tMu Se RMtnu)>x(t) ¢ vy sGo pardmetros conhecidos. Suponha a existéncia de
wma matriz simétrica definida positiva X € RMAMWX+0) o girizes My € RMx (hetMu) o

um escalar K > 0, tais que as sequintes condicoes sejam factiveis:

AX+XAT —BM; — MTBT + 2k X < 0, (135a)
92vat

[ et ; ] >0, (135b)
(m)

para todo i € Ky, e me Ky 4n,. Entdo éN"(V, Vo) C ¥ e o esquema de controle da Figura 13
com a lei de controle chaveada Vg (X(t)), dada em (124), sendo que Ki =MiX~1 e P=X"1,

garante que a origem X=0 € um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel do
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sistema nao linear incerto (132) com taza de decaimento maior ou igual a K e o conjunto
elipsoidal & (V,vo) € um conjunto positivamente invariante do dominio de atracdo (ou
seja, se X(0) pertence ao conjunto éE(V,Vo), entdo todas as trajetorias de X(t), t > 0, irao

permanecer dentro deste conjunto).

Demonstragao. Considere a candidata a fungao de Lyapunov dada em (120). Primeira-
mente, de acordo com o Lema 8, observe que (135b) garante que & (V,vo) C .. Desta
forma, para W(t) =0 e X(t) € &(V, Vo) C .7, 0 modelo fuzzy T-S (132) descreve exatamente
a dinamica do sistema nao linear incerto sujeito a saturagao do atuador (2). A partir de
(1), pré e p6és multiplicando (135a) por P = X1, definindo Kij = MiX~1, multiplicando o
resultado por a;j > 0, i € Ky, Y{_;ai =1 e realizando o somatério de i =1 até r, para

X(t) # 0, a seguinte desigualdade é obtida:

K(t)" {A]P+PA, — PBK,— K] BTP+2kP} X(t) < 0. (136)

Considere as definicoes de Vy(X(t)) e Vg (X(t)) apresentadas no Lema 11. A partir de
(132) e (120), lembrando que &(V,Vg) C ., a desigualdade (136) implica que Vy(X(t)) <
—2kV (X(t)), para todo X(t) € &(V,Vp)\{0}. De acordo com o Lema 11, observe que a lei
de chaveamento 0 = arg*irgﬂig{—i(t)TPéKii(t)}, dada em (124), garante que Vg(X(t)) <

V,(X(t)) para todo X(t) € &(V,vg) C.#. Consequentemente, a lei de controle chaveada
Vg (X(t)), dada em (124), garante que a origem X= 0 é um ponto de equilibrio localmente
assintoticamente estével do sistema nao linear incerto (132) com taxa de decaimento maior
ou igual a K e o conjunto elipsoidal & (V,Vo) é um conjunto positivamente invariante do
dominio de atragao, ou seja, toda a trajetéria do vetor de estado iniciada em X(0) € & (V,vo)

permanece na regiao de operacao .. O

5.3 Projeto de controlg?;, chaveado considerando regido de operagao expandida

A Secao 5.3 tem o objetivo de apresentar condigbes para resolver o problema de
controle 775, considerando a regiao de operacao expandida e distirbio externo nao nulo
com energia limitada, ou seja, W(t) € #. Este problema de controle foi apresentado na
Secao 4.7.

Teorema 6. Considere a regiqgo de operagdio ., dada em (113), na qual o sistema ndo
linear incerto sujeito a saturagcdo do atuador e distirbio de energia limitada (2) pode ser
exatamente descrito por (119), sendo que § € R™M Se RMHMW* (M) g0 >0, £ >0
e ¢ >0 sdao conhecidos. Suponha a existéncia de uma matriz simétrica definida positiva

X € Rt x (M) o gprizes My € Rt o yum escalar 4> 0, tais que o sequinte
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problema de otimizacao seja factivel:

min u
sujeito a
[ AX+XAT —BM-MTBT x
HT —¢ U <0, (137a)

i CiX G —¢ul
- g2

_—m _ *

eo+¢Tfle >0, (137b)
I XS(m) X

para todo i,j € Ky e me Kpn,. Entio &N, g0+¢ 1) C.7 e 0 esquema de controle da
Figura 13 com a lei de controle chaveada Vg(X(t)), dada em (124), sendo que Ki = MiX~1
e P=X"1, garante que:

1. para W(t) =0, t >0, a origem X=0 € um ponto de equilibrio localmente assin-
toticamente estdavel do sistema nao linear incerto (132) e o conjunto elipsoidal
cf"(V, g0+ ¢ L) € um conjunto positivamente invariante do dominio de atra¢io (ou
seja, se X(0) pertence ao conjunto &V, g0+ @ ~L€), entio todas as trajetdrias de X(t),

t >0, irdao permanecer dentro deste conjunto). A Figura 15 ilustra esta propriedade;

2. para W(t) € #, se X(0) € £(V, &), entio X(t) € E(V, &0+ ¢ 1e), para todot >0. A

Figura 16 ilustra esta propriedade;

3. paraW(t) € #, se X(0) =0, entdo o sistema nao linear incerto (119) possui um custo
garantido Hz igual a Y=/l >0, tal que

V@113 < v [w(t)]]3. (138)

e X(t) € £V, 9 Le), para todot > 0.

Demonstragao. Considere a candidata a fungao de Lyapunov dada em (120) e as definigdes
de Vy(X(t)) e V5 (X(t)) apresentadas no Lema 11. Primeiramente, de acordo com o Lema
8, observe que (137b) garante que &(V, &+ ¢ 1) C .7,

Agora, a partir de (1), pré e pés multiplicando (137a) por diag{X~1,1,1}, substituindo
X 1=PeM =KXe multiplicando o resultado por a; > 0,1 € K; e Zirzl a; = 1 e realizando

o somatorio de i =1 até r, obtém-se
ATP+PA,—PBK,—KJBTP =« *
HlP o1« <0, (139)
CNZ éz _¢I‘l|
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e consequentemente
ATP+PA,—PBK,—KJBTP =«
HIP —¢1
AP+ PA,— PBK,— KJBTP < 0. (141)

<0, (140)

e Primeira propriedade:

Para demonstrar a primeira propriedade, considere que w(t) =0 parat > 0. A partir de
(141), para X(t) # O, tem-se que

T{A]P+PA,—PBK,— K, BTP} %(t) <. (142)

Note que, para X(t) € éN"(V, g0+ ¢1e) € .7, o modelo fuzzy T-S (132) descreve exa-
tamente a dinamica do sistema nao linear incerto sujeito a saturagao do atuador (2). A
partir de (132) e (120), lembrando que &(V,g+ ¢ ~1e) C .7, a desigualdade (142) im-
plica que V,(X(t)) < 0, para todo X(t) € &(V, &+ ¢ 1€)\{0}. De acordo com o Lema 11,
observe que a lei de chaveamento o = arg’ {Qﬂkﬁ{_i(t)TpéKii(t)}’ dada em (124), garante
que Vg(X(t)) < Vx(X(t)) para todo X(t) € &(V, g0+ ¢ 1e) C .. Consequentemente, a lei
de controle chaveada Vg (X(t)), dada em (124), garante que a origem X= 0 é um ponto
de equilibrio localmente assintoticamente estavel do sistema nao linear incerto (132) e o
conjunto elipsoidal & (V, g0+ ¢ L&) 6 um conjunto positivamente invariante do dominio de
atracdo, ou seja, toda a trajetéria do vetor de estado iniciada em X(0) € &(V, &+ ¢ ~1¢)

permanece na regiao de operacao ..
e Segunda propriedade:

Agora, na demonstragao da segunda propriedade, considere que W(t) € #. A partir de
(140), para X(t) # 0, tem-se que

X(t)
o>[w()
{

AlP+PA,—PBK,—KJBTP  « (t)
HIP —¢~1 | | w(t)

%(t)T {A]P+PA,— PBK,— K, BTP} K(t

+ ()T PHM(t) +w(t)"H; PX()—W(t)T¢‘1W(t)- (143)

Observe que, para X(t) € &(V,&+ ¢ 1e) C .7, 0 modelo fuzzy T-S (119) descreve
exatamente a dinamica do sistema nao linear incerto sujeito a saturagdo do atuador (2).
A partir de (132) e (120), lembrando que &(V,g+ ¢ te) C .7, a desigualdade (143)
implica que

Vy(X(1)) — ¢~ w(t)Tw(t) < 0, (144)
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para todo X(t) € &(V, g9+ ¢ 1)\ {0}. De acordo com o Lema 11, observe que a lei de cha-

veamento 0 = arg*mﬂi{n{—i(t)T PBKiX(t)}, dada em (124), garante que Vg (X(t)) < Vo(X(t))
1€y

para todo X(t) € &(V,& + ¢ 1) C 7. Consequentemente, a partir de (144), a lei de

controle chaveada Vg (X(t)), dada em (124), garante que

Vo (K(t)) < V2(X(1) < ¢~ w(t) Twi(t), (145)

para todo X(t) € &(V, &+ ¢ 1€)\{0}. Considerando X(0) € &(V, &) e a partir de (17),
tem-se que V(X(0)) < & e [o"W(t)Tw(t)dt < €, respectivamente. Logo, integrando (145)

de 0 até oo, obtém-se
V(X(e0)) < V(X(0)) + ¢ 1 /0 “WO)TW)dt <V(R0)+ ¢ e <eotdle,  (146)

concluindo que V (X()) < g9+ ¢ Le. Desta forma, a desigualdade (146) assegura que
qualquer trajetéria com condigao inicial X(0) € & (V, &) ird permanecer dentro do conjunto
E(V, g0+ ¢ 1e)\d& (V, g0+ ¢ Le), para todot > 0, sendo que A& (V, &+ ¢ ~1€) é a fronteira
de &(V, g0+ ¢ te).

e Terceira propriedade:

Novamente, na demonstracao da terceira propriedade, considere W(t) € #'. Aplicando o

complemento de Schur em (139), sendo que U = y2, obtém-se

&r
G;

ATP+PA,—PBK,—KJBTP

. +
H P —¢1

] 61y 2 [c“:Z éz} <0 (147)

A partir de (147), para X(t) # 0, tem-se que
T

X(t)

w(t)

=%(t)" {A] P+ PA,— PBK,— K, BTP} X(t)
+ (1) TPHW(t) +w(t) TH,) PR(t) —w(t)T ¢ ~tw(t)
+9 Ty 2 (CK1) +Gw(t)) T (EX(E) +C(t)) . (148)

ATP+PA,—PBK,—KJBTP  «

HIP —¢ U
S| o, 2a & X(t)
& lovalé & wit)

4

0>

_|_

A partir da segunda propriedade do Teorema 6, se W(t) € # e X(0) = 0, entao X(t) €
EV, 0 1e) c £V, 80+ ¢ Le) € .7, para todo t > 0. Logo, o modelo fuzzy T-S (119)

descreve exatamente a dinamica do sistema nao linear incerto sujeito a saturacao do
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atuador (2). A partir de (132) e (120), a desigualdade (148) implica que

V(R(1)) + ¢y 2y Ty(t) — ¢ tw(t) Twit) <O, (149)

para todo X(t) € &(V,¢1e)\{0}. De acordo com o Lema 11, observe que a lei de cha-
veamento 0 = arg*mﬂi{n{—i(t)T PBKiX(t)}, dada em (124), garante que Vg (X(t)) < Vo(X(t))
1€y

para todo X(t) € &£(V, ¢ 1e) C .. Consequentemente, a partir de (149), a lei de controle
X

chaveada Vg (X(t)), dada em (124), garante que

Vo (X(t)) < Vz(X(1)) < =~y 2y()Ty(t) + ¢ wi(t) 'w(t), (150)
para todo X(t) € &(V, ¢ ~1)\{0}.
Considerando X(0) = 0 e integrando (150) de O até oo, obtém-se

12 / t)dt— ¢ / (H)dt <V (X(0)) ~V (X()) < V(X(0) =0. (151)

Portanto
1—2/y tydt— ¢~ /w t)dt < 0

/yt ytdt<y2/ w(t)"
0 0

V@113 < v lIwt)]13. (152)

demonstrando que o sistema nao linear incerto (2) possui um custo garantido 7% igual a

y=u>0. N

5.4 Exemplos
5.4.1 Exemplo comparativo: sistema cadtico Lorenz

Exemplo 4.

A partir do Exemplo 1, considere o sistema cadtico Lorenz descrito exatamente pelo
modelo fuzzy T-S, dado em (6), sendo que os modelos locais sdo apresentados em (86)
(WANG; LIU, 2013; LEE et al., 2015b).

Agora, adotando a representagao do sistema nao linear incerto (2) através do modelo
fuzzy T-S em fungao do vetor de estado expandido, apresentado em (119), observe que a

partir dos modelos locais dados em (86), é possivel obter os modelos locais expandidos Ai,



5.4 FEzxzemplos 85
B, Hi, G, Gi, i € Ky, tais que:
(—n1 n 0 N O] (-1 m O 0 —n
n -1 20 0 n n -1 -30 -n2 O
Al=| 0 -20 -n3 nz 0|, A= 0 30 -nz 0 ns|, (153a)
0 0 0 0O O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 O] 0 0 0 0 0
[0 0] [Ny 0 0]
00 0 n O C1:C2=[1 000 O},
B=|0 0|, Hi=H,=|0 0 ni|, (153b)
10 0 0 0| G=G=[00 0]
0 1] 0 0 0]

para (r’l? n2, ’73) = (57 30; 2)

A partir das informacgao fornecidas no Exemplo 1, tem-se que a regiao de operacao
Z', dada em (4), possui R= [ 10 0} e =230 Ja a regido Z(Lj), dada em (13),

T
possui p = [ 100 100] . Logo, a regiao de operagao expandida .#, dada em (113), é

|

Para (n1,N2,n3) = (5,30,2), ¢ =110, =100 & =1 e € = 151 0 problema de otimi-
zagao proposto no Teorema 6 (LMIs (137) e (127)) foi resolvido. A solugao deste problema

formada por

R O
0

T T
S— eﬁ:[(p p} :[30 100 100] .  (154)

I

o O -
o O O
o O O
o +— O
= O O

de otimizacao proporcionou um valor de y = 0,9188e os seguintes ganhos Kj, i € Ky, e a

matriz simétrica definida positiva P:

< [ 952537 443780 2673780 2198677 1806525 | (155a)
p— P a
! | 2166148 1849992 1886750 1584627 1823053 |
o [ 2074026 —47,1420 1221969 1080065 582988 | (155D)
2T | 518394 2023379 3062684 2657281 2401488 |’
0,0086 Q0031 —0,0010 —0,0008 Q0006 |
0,0031 Q0022 Q0012 Q0011 Q0014
P=| —0,0010 Q0012 Q0043 Q0035 Q0030 |. (155¢)
~0,0008 Q0011 Q0035 Q0030 Q0025
0,0006 Q0014 Q0030 Q0025 Q0025 |

Comparagoes entre os métodos propostos no Teorema 6 (LMIs (137) e (127)), no
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Teorema 3 (LMIs (70) e (25)), no Corolédrio 1 (LMIs (83) e (25)) e em (LEE et al., 2015b)
sao apresentadas na Tabela 2 e na Figura 17. Deve-se lembrar que, nestas comparagoes,
somente os resultados do método proposto em (LEE et al., 2015b) variam de acordo com

a magnitude 0 do disturbio externo. A comparacao apresentada na Tabela 2 considera

que 0 = 10.

Tabela 2 - Comparagao entre os métodos propostos em: Teorema 3, Teorema 6, Corolé-
rio 1 e (LEE et al., 2015b), considerando o sistema caético Lorenz.

Método utilizado ‘ LMIs utilizadas y
Teorema 3 LMIs (70) e (25) 0,5342
Corolario 1 LMIs (83) e (25) 0,5390

(LEE et al., 2015b) LMIs apresentadas no artigo, para 0 = 10 0,4375
Teorema 6 LMIs (137) e (127) 0,9188

Fonte: Elaboracao préprio autor.

Figura 17 - Comparagao entre os métodos propostos no Teorema 3 (LMIs (70) e (25)),
no Teorema 6 (LMIs (137) e (127)), no Corolario 1 (LMIs (83) e (25)) e em
(LEE et al., 2015b).

25 T T T T T T T
— (LEEetal.,2015)
————— Teorema 3
Corolario 1
201 === Tcorema 6 7]
15F b
>
10 b
o=
5F 100 200 300 400 500 600 700 E
o
O’mﬁ-lr—.“ﬁ”._ LA L L Lk
200 400 600 800 1000 1200 1400

0

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

Na Figura 5, apresentada no Exemplo 1, era possivel observar que o método proposto
em (LEE et al., 2015b) fornecia os melhores valores de y para 10< 8 < 1539, no entanto
as LMIs eram infativeis para 0 > 1343 A partir da Figura 5, da Figura 17 e da Tabela

2, verifica-se que o Teorema 3 continua a apresentar o menor valor de y para 0 > 1539.
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Observe que o Teorema 6 apresenta um valor de y maior que o Teorema 3 e o Corolério
1, entretanto o projeto de controle utilizando o Teorema 6 evita a saturacao e a descon-
tinuidade do sinal de controle. Quando comparado ao método apresentado em (LEE et

al., 2015b), observe que o Teorema 6 apresenta melhores resultados de y para 8 > 576

Utilizando o software MatLab/ Simulink®, foram realizadas duas simulacdes que se-
rao apresentadas a seguir. Em ambas as simulagoes, utilizou-se o esquema de controle
apresentado na Figura 13 que utiliza a realimentacao do vetor de estado expandido, com
a lei de controle chaveada Vg (X(t)), dada em (124), e o conjunto de controladores (155),
para simular a dinamica do sistema realimentado (2) e (86)-(87). Nas duas simulagoes, a
energia do disturbio externo serda a mesma. Entretanto, semelhante ao Exemplo 1, serao

utilizados diferentes valores de magnitude e frequéncia em cada simulacao.
e Primeira simulacao:

A primeira simulacao tem o objetivo de analisar o comportamento do sistema cadtico

Lorenz (86) sujeito a um distirbio externo w(t) com magnitude elevada. Considere uma
T

condicao inicial nula X(0) = [ 0 0 0 0 0| eodisturbiow(t) € #, definido em (87),

sendo que
3

225"
tais que féf w(t)Tw(t)dt = 10m < € = 15 e w(t)Tw(t) < 150Q O resultado da simulacio é

apresentado na Figura 18.

o =105, w=1125rad/s, a=3 e t; = (156)

Observe que, utilizando o esquema de controle da Figura 13 e a lei de controle
chaveada Vg (X(t)), dada em (124) e (155), para X(0) = 0, as trajetéria do vetor de
estado expandido do sistema controlado permaneceram dentro do conjunto elipsoidal
E(V,p1e) = £(V,0,4284 e, consequentemente, X(t) € .7, para todo t > 0. O custo ga-
rantido %, assegurou que [5°y(t)Ty(t)dt/ [ w(t)Tw(t)dt < 0,0049< y =0,9188

Além disso, mesmo ocorrendo um chaveamento com frequéncia rapida entre os ganhos
de realimentagao do vetor de estado expandido Kj e Kz, observou-se que o esquema de
controle da Figura 13 assegurou que nao houvesse descontinuidade do sinal de controle

u(t), em virtude da utilizagao do integrador.

Analisando os resultados apresentados nas Figuras 6 e 18, pode-se notar que o sistema
realimentado com a lei de controle chaveada Vg (X(t)), dada em (124), apresentou um tempo
de estabelecimento maior e um sinal de controle menor, quando comparado com o sistema

realimentado com a lei de controle chaveada (10).

Por fim, de acordo com a Figura 5, é importante destacar que o método proposto em
(LEE et al., 2015b) nao ¢ factivel, pois w(t)Tw(t) < 1500= &.
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Figura 18 - Comportamento dindmico do sistema (2), (86)-(87) e (156) utilizando a lei
de controle chaveada Vg (X(t)), dada em (124) e (155): a trajetéria do vetor

de estado X(t), o sinal de controle uU(t), a energia do sistema V (X(t)) e a rela-

~ Sy(t)Ty(t)d
¢ao entre fjoc‘?oxg; z\f(tt)) ;t evy.

5 \ \ ‘ 003
[—x) - - % x3(t)]
002 g
= V()
x 001
| | | | | | 0
T T T T T T 1
pol e =
=
5
408 y=0,9188
—_ Ug(t) == up(t
10 | | | | | | | | \ 20 \ 2() 07
T T T T T T T T T
Ky ativo — |- 0.6f
L 05}
K1 ativo — 04F
| | | | | | | | |
40 I I I I I T I I I 03t
20 wi (t) = wy(t) = ws(t) | o1
. \L ol o y(®) y(t)dt
= Jo w(t)Tw(t)dt
= 01f
-0F 4%
10 | | | | | | | | | 0
0 04 02 03 04 05 06 07 08 09 10 02 04 06 08 1
tempo () tempo ()

Fonte: Elaboracao do proéprio autor.

e Segunda simulacao:

A segunda simulacao tem o objetivo de analisar o comportamento do sistema cadtico
Lorenz (86) sujeito a um distirbio externo w(t) de baixa frequéncia, que amplifique a

saida do sistema e, consequentemente, aumente a relagio [o y(t)Ty(t)dt/ 5> w(t)Tw(t)dt.
T

Considere uma condigao inicial nula X(0)=|{ 0 0 0 0 0| e o distirbio w(t) € 7,
definido em (87), sendo que

3T

10
egaf—?\/é, w=15rad/s, a=3 e tf—%S,

(157)

tais que f(;f w(t)Tw(t)dt = 10 < & = 15m e w(t)Tw(t) < 200 O resultado da simulagdo é

apresentado na Figura 19.

Observe que, utilizando o esquema de controle da Figura 13 e a lei de controle
chaveada Vg (X(t)), dada em (124) e (155), para X(0) = 0, as trajetéria do vetor de
estado expandido do sistema controlado permaneceram dentro do conjunto elipsoidal
@F"(V, ¢ le) = £(V,0,4284) e, consequentemente, X(t) € .7, para todo t > 0.
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Figura 19 - Comportamento dindmico do sistema (2), (86)-(87) e (157) utilizando a lei
de controle chaveada Vg (X(t)), dada em (124) e (155): a trajetéria do vetor
de estado X(t), o sinal de controle uU(t), a energia do sistema V (X(t)) e a rela-

Joy®Ty(t)dt

¢ao entre WO Twid © y.

h ﬁ”_'I ﬂ N_l_‘
Kp ativo —

Jo y®)y(t)dt
Jo' wt)Tw(t)dt

\

0.1 02 03 04 05 06

tempo ()

07

08

09

Fonte: Elaboracao do proéprio autor.
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Como mencionado anteriormente, a energia do distirbio externo é a mesma em ambas

as simulagoes. Nesta segunda simulacdo, a frequéncia w = 15rad/s aumentou o valor da
relagio [ y(t)Ty(t)dt/ [ w(t)Tw(t)dt, entretanto o custo garantido %, assegurou que

Jy®Tyt)dt/ [y w(t)Tw(t)dt < 0,0554< y = 0,9188

Novamente, mesmo ocorrendo um chaveamento com frequéncia rapida entre os ganhos

de realimentacao do vetor de estado expandido K1 e Ko, observou-se que o esquema de

controle da Figura 13 assegurou que nao houvesse descontinuidade do sinal de controle

u(t), em virtude da utilizagao do integrador.

Analisando os resultados apresentados nas Figuras 7 e 19, pode-se notar que o sistema

realimentado com a lei de controle chaveada Vg (X(t)), dada em (124), apresentou um sinal

de controle menor quando comparado com o sistema realimentado com a lei de controle
chaveada (10).
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5.4.2 Implementacédo pratica utilizando um sistema de suspsao ativa de bancada com
falha no atuador

Exemplo 5.

Considere o sistema de suspensao ativa apresentado no Exemplo 2. O proposito deste
exemplo é projetar e implementar uma lei de controle chaveada Vg (X(t)), utilizando a
realimentacao do vetor de estado expandido, para resolver o problema de controle %,

considerando a regiao de operacao expandida.

Novamente, considera-se que a rigidez da mola kys possui um comportamento nao
linear e que a falha no atuador pode diminuir 20%da poténcia do atuador. Logo, a partir
de (98), (99), (100) e da Tabela 1, considerando a representagao do sistema de suspensao

ativa através do modelo fuzzy T-S (6), foram obtidos os modelos locais dados em (101).

Agora, adotando a representagao do sistema nao linear incerto (2) através do modelo
fuzzy T-S em fungao do vetor de estado expandido, apresentado em (119), observe que a
partir dos modelos locais dados em (101), é possivel obter os modelos locais expandidos
A, B, Hi, G, Gi, i € Ky, tais que:

0 1 0 —1 0
—36735 —30612 0 30612 032653
AL = 0 0 0 1 0o |, (158a)
900 75 —2600 —125 —0,8
0 0 0 0 0
) 1 0 -1 0 |
36735 —30612 0 30612 032653
A, = 0 0 0 1 0o |, (158b)
900 75 —2500 —125 —0,8
0 0 0 0 0 |
) 1 0 -1 0 |
36735 —30612 0 30612 Q40816
As = 0 0 0 1 0 |, (158c¢)
900 75 —2600 —125 -1
0 0 0 0 0 |
[0 1 0 -1 0 |
36735 —30612 0 30612 Q40816
Ay= 0 0 0 1 o |, (158d)
900 75 —2500 —125 -1
0 0 0 0 0 |
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- T

B=[0o 0 0 0 1}, (158¢)
o ~ - - T

Fi=Hz=Fs=Ha= 0 0 -1 5 0] , (1581)
- . - . 10000

T [o 010 o] (1558)
élzé2:é3:é4202><1. (158h)

Considerando as mesmas informacoes fornecidas no Exemplo 2, tem-se que a regiao
de operagao 27, dada em (4), tem p=1, heK;, R=[0 0 1 0] e =0,02 O sinal
de controle F;(t) é limitado entre os valores de +392N, de acordo com as sugestoes
do fabricante e as restrigoes fisicas do equipamento (Quanser Innovate Educate, 2010).
Entao, a regidao Z(Lj), dada em (13), tem ny =1, ke Ky e p =392. A partir destas
informacoes, a regiao de operacdo expandida . é dada em (113), sendo que m &€ Koy,

I;E lggégﬂeﬁ:[cp p}T:[O,oz 3g2]T.

S=

Novamente, considerou-se que o sinal de referéncia z (t), que altera o perfil da pista, re-
produz um sinal senoidal com amplitude de 0,0015m e frequéncia (f = 1+4t)Hz para 0,5 <
t < 9,5s, ou seja, a frequéncia varia linearmente de 1,5 até 10,5Hz. J4 para 0 <t <0,5s e
9,5<t < 10s a amplitude de 7 (t) é igual a zero. Observe que W(t) possui energia limitada.
Entéo, considere que X(0) = 0, X(0)TPX(0) = 0 e [3w(t)Tw(t)dt < [3°w(t)Tw(t)dt < 0,02
tal que & =0¢e¢ £ =0,02

Finalmente, para ¢ =10e 8 = 0,01, o problema de otimizagao dado pelas LMIs (137),
apresentado no Teorema 6, em conjunto com a LMI (127), foi resolvido. A solucao do
problema de otimizagao apresentou um custo garantido 7% de y = 0,1004 Obteve-se

também os seguintes ganhos dos controladores Kj, i € Ky, e a matriz simétrica definida

positiva P:
K1 = _ 1455352608 3208%977 —4861885796 —95457170 403»4450_7 (159a)
Ko = — 1491824392 327719928 —-4970106459 —97480353 4117944_, (159b)
Kz = —3803656668 697461918 —10228677628 —185559397 8435595-, (159¢)
Kgq= -3837801013 703931021 —10331466976 —187482573 8514391-, (159d)

220287 27362 —339722 —04620 (Q0295]
27362 04086 -55281 —0,0863 Q0046
P=|-339722 —55281 847157 13493 —0,0642|. (159e)
04620 —0,0863 13493 Q0252 —0,0010
0,0295 Q0046 —0,0642 —0,0010 Q00005
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Uma comparacao entre os métodos propostos no Teorema 3 (LMIs (70), (24) e (25))
e no Teorema 6 (LMIs (137) e (127)) é apresentada na Tabela 3. Sendo que o Teorema 3

apresentou o melhor resultado.

Tabela 3 - Comparacao entre os métodos propostos no Teorema 3 e no Teorema 6, con-
siderando o sistema de suspensao ativa.

Método utilizado | LMIs utilizadas | vy
Teorema 3 LMIs (70), (24) e (25) 0,0927
Teorema 6 LMIs (137) e (127) 0,1004

Fonte: Elaboracao proprio autor.

Duas implementacao foram realizadas. Na primeira implementacao, utilizou-se o sis-
tema em malha aberta (U(t) =0, para 0 <t < 10s). Na segunda implementagcao, a lei de
controle chaveada Vg(X(t)), dada em (124) e (159), foi utilizada, inserindo uma falha de
20% no atuador via software MatLab/Simulink®.

A resposta dinamica do sistema de suspensao ativa, realimentado utilizando o es-
quema de controle da Figura 13 e a lei de controle chaveada vg(X(t)), dada em (124) e
(159), é apresentada na Figura 20. Note que o sistema em malha fechada reduziu as am-
plitudes méaximas de Zs e Zys, proporcionando conforto e seguranca ao sistema. Ou seja,

minimizacao do custo garantido 7% mitigou o efeito do distirbio na saida do sistema.

5.4.3 Exemplo comparativo: péndulo invertido

Exemplo 6.

Este tltimo exemplo tem o objetivo de estudar o problema de estabilidade local,
comparando os projetos de controle apresentados no Teorema 1 (ALVES et al., 2016b) e
no Teorema 4. Entao, considere um péndulo invertido apresentado no Exemplo 3, com a
dinamica dada em (103) (TSENG; CHEN, 2006; CHIU, 2014).

Agora, adotando a representagao do sistema nao linear incerto (2) através do modelo
fuzzy T-S em fungao do vetor de estado expandido, apresentado em (132), observe que a
partir dos modelos locais dados em (105), é possivel obter os modelos locais expandidos
Ai, B, i € Ky, tais que:

0 1 0 0 1 0
A= 150683 0 —22222|, A, = |150683 0 —0,8889|, (160a)
0 0 0 0 0 0
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Figura 20 - Resposta temporal pratica para a varredura em frequéncia do sistema de
suspensao ativa em malha aberta e em malha fechada (utilizando a lei de
controle chaveada Vg (X(t)), dada em (124) e (159)), com falha no atuador.
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Z
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Fonte: Elaboracao do proprio autor.
0 1 0 0o 1 0 0
As= 196000 0 —2,2222|, Ay= |19,6000 0 —0,8889|, B= |0]|. (160D)
0 0 0 0 O 0 1

A partir das informacgoes fornecidas no Exemplo 3, tem-se que a regiao de operacao

10 T
2, dada em (4), possui R= [O 1] e Q= [g ’ﬂ . A regiao Z(L;), dada em (13), tem

p =5. A partir de (9), considerou-se que Vo =1, tal que o conjunto elipsoidal é dado por
&V, 1).
Logo a regiao de operacao expandida . é dada em (113), sendo que

- 100 )
S:[ ]: 010 ef):[ I 5]. (161)
001

wly

Baseado no Lema 10, deseja-se encontrar um conjunto de condigoes iniciais dado por

X =wcofuy,---,Un }, W>0, tal que X C @E"(V, 1). No caso do péndulo invertido, serd
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T
considerada uma condigao inicial X(0) = [w 0 O} , tal que a minimizacdo de w2 irg

fornecer uma estimativa menos conservadora para X1(0) (posicao angular inicial), sendo
T
quen.=1e U1 = [1 0 O} . Logo, a partir do Lema 10 e do Teorema 4 e considerando
os modelos locais expandidos (160), tem-se o seguinte problema de otimizagao:
minow—2

Problema de otimizagao: o o (162)
sujeito as condigoes do Teorema 4 e do Lema 10.

Resolvendo o problema de otimizagao, dado em (162), obteve-se @ = 0,1133 e os
seguintes ganhos de realimentacdo do vetor de estado expandido Kj, i € K4, e a matriz

simétrica definida positiva P:

Ky = | —155381051 —35307267 6859408, (163a)
ng-—149523862 —33835179 6726596- : (163b)
Ks=| —154929667 —35193820 6849173, (163¢)
Ky = —149072477 —33721732 6716361], (163d)

77,7933 175717 —1,7640
P=| 175717 44163 —0,3984|. (163e)
~1,7640 —0,3984  Q0S00

Uma comparacao entre os métodos propostos no Teorema 1 (LMIs (70) e (28)) e no
Teorema 4 (LMIs (133) e (128)) é apresentada na Tabela 4. Observe que o Teorema

1 apresentou o melhor resultado, pois expandiu o conjunto de condigoes iniciais para
T
X0)=|w 0 0] .

Tabela 4 - Comparacao entre os métodos propostos no Teorema 1 e no Teorema 4, con-
siderando o sistema de suspensao péendulo invertido.

Método utilizado | LMIs utilizadas | @
Teorema 1 LMIs (70) e (28) 0,2716
Teorema 4 LMIs (133) e (128) 0,1133

Fonte: Elaboracao préprio autor.

T T
Considere a condigoes inicial X(0) = [w 0 O] = [0,1133 0 q . O esquema de

controle da Figura 13 e a lei de controle chaveada Vg (X(t)), dada em (124), com o con-
junto de ganhos de realimentacao do vetor de estado expandido dados em (163), foram
utilizados para realizar uma simulagao do sistema de péndulo invertido (103) via software

MatLab/ Simulink®. O resultado da simulacdo é apresentado na Figura 21.
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Figura 21 - Comportamento dinamico do sistema de péndulo invertido (103) utilizando
o esquema de controle da Figura 13 e a lei de controle chaveada Vg (X(t)),
dada em (124) e (163): a trajetéria do vetor de estado X(t), o sinal de con-
trole U(t) e a energia do sistema V (X(t)).

02
0.1

X -0t
02

K4 ativo —
K3z ativo —
Kz ativo —

Kp ativo — |

o ‘ ‘ ‘ ‘
o 0 o4 0§ 08 1 2 14 16 18 2 0 oo oo 0w 0008 001
tempo (S) tempo (S)

Fonte: Elaboragao do préprio autor.

A partir da Figura 21, note que para a condigao inicial X(0) = [0,1133 0 qT, tem-
se que V(X(0)) = 1. De acordo com o Teorema 4, as condigoes de projeto garantem
que o conjunto elipsoidal & (V,1) é um conjunto positivamente invariante do dominio
de atragao. Este fato foi confirmado, pois para X(0) € & (V,1), a lei de controle chaveada
Vg (X(t)), dada em (124) e (163), confinou todas as trajetérias do vetor de estado expandido

dentro do conjunto elipsoidal & (V,1) e, consequentemente, dentro da regido de operagao
expandidade ..

Além disso, a lei de controle chaveada Vg (X(t)), dada em (124) e (163), garantiu que a
origem é um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel do sistema de péndulo
invertido, dado em (103). O esquema de controle da Figura 13 eliminou a descontinuidade
do sinal de controle u(t), mitigando um dos efeitos indesejados do chattering. Por fim,

note que o sinal de controle U(t) ndo apresentou saturagao.
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5.5 Conclusbées Parciais

Utilizando a realimentacao do vetor de estado expandido, foi proposto um proce-
dimento de projeto de controle %, chaveado para uma classe de sistemas nao lineares
incertos, sujeito a saturacao do atuador e disturbios de energia limitada. A lei de con-
trole chaveada confinou todas as trajetérias do vetor de estado expandido dentro de uma
regiao, na qual o sinal de controle nao apresenta saturacao e o sistema nao linear incerto
pode ser descrito exatamente por modelos fuzzy T-S. As principais vantagens do método
proposto sao: i) Para a implementagao da lei de controle chaveada nao é necessario encon-
trar as expressoes das funcoes de pertinéncia. Assim, o procedimento proposto permite
que as fungdes de pertinéncia dependam de parametros incertos ou desconhecidos; ii) As
condicoes de projeto nao dependem da magnitude do distirbio, ao contrario do método
apresentado (LEE et al., 2015b) que s6 é aplicado em sistemas sujeitos a disturbios de
magnitude limitada. iii) O sinal de controle é obtido a partir de um integrador, elimi-
nando a possibilidade de descontinuidade do sinal de controle causada pelo chaveamento

dos ganhos de realimentacao do vetor de estado expandido.

Analisando os resultados numéricos dos Exemplos 1 e 4, que utilizaram o sistema caé-
tico Lorenz, observou-se que os projetos de controle %, propostos nesta tese (Teorema 3,
Corolério 1 e Teorema 6) apresentaram nitida vantagem quando o sistema nao linear esté
sujeito a um disturbio externo com grande amplitude, pois ao contrario do método pro-
posto em (LEE et al., 2015b), os procedimentos propostos neste trabalho nao dependem

da magnitude do distirbio externo.

Uma implementacao pratica usando um sistema de suspensao ativa ilustrou a eficacia
pratica da metodologia proposta e mostrou que o controle chaveado 74, é capaz de mitigar

a acao de um disturbio na saida do sistema, mesmo com uma falha no atuador.

Finalmente, utilizando um sistema de péndulo invertido, foi possivel estudar o pro-
blema da estabilidade local para um sistema nao linear sujeito a saturacao do atuador,
comparando os projetos de controle do Teorema 1 (ALVES et al., 2016b) e do Teorema
4, proposto neste trabalho. O Teorema 1 apresentou o melhor resultado numérico, pois
expandiu o conjunto de condigoes iniciais. Todavia, as condigoes de projeto do Teorema
1 utilizam a lei de controle chaveada (10) e como observado na Figura 11, esta lei de
controle chaveada pode apresentar descontinuidade do sinal de controle u(t). Ja as con-
digdes de projeto do Teorema 4 sao baseadas na lei de controle chaveada vg(X(t)), que
utiliza a realimentagao do vetor de estado expandido e o esquema de controle da Figura
13. Verificou-se que o esquema de controle da Figura 13 eliminou a descontinuidade do

sinal de controle u(t), mitigando um dos efeitos indesejados do chattering.
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6 CONCLUSOES

Nesta tese foram propostos projetos de controle 7%, chaveado para uma classe de sis-
temas nao lineares descritos por modelos fuzzy T-S, considerando fungoes de pertinéncia
desconhecidas. Baseado em (TANIGUCHI et al., 2001) e (SANTIM et al., 2012), para
representar a dinamica do sistema nao linear incerto, foi necessario apenas conhecer os
limites inferiores e superiores das nao linearidades do sistema e dos termos lineares (ou
nao lineares) incertos, que foram calculados considerando a regiao de operagdo no espago
de estados e o conjunto conhecido de parametros incertos. A técnica de controle %,
frequentemente proporciona ganhos de realimentacao com valores elevados, consequente-
mente considerou-se que a lei de controle chaveada estava sujeita a saturagao do atuador,
sendo que o problema da saturacao foi tratado com duas metodologias diferentes ao longo
do trabalho. Nas duas metodologias, a lei de controle chaveada eliminou a necessidade
de encontrar as expressoes das fungoes de pertinéncia durante a implementacao, o que é

uma vantagem, pois estes termos podem depender de parametros incertos.

No Capitulo 2, adotou-se uma técnica proposta em (HU; LIN; CHEN, 2002; CAO;
LIN, 2003) para representar o sinal de controle sujeito a saturagao através de uma com-
binacao convexa dos valores do sinal de controle saturado e nao saturado. A partir desta
metodologia, no Capitulo 3, é apresentado um projeto de controle chaveado proposto em
(ALVES et al., 2016b) que trata do problema da estabilidade local, utilizando uma lei
de controle chaveada descrita em (SOUZA et al., 2014). Adicionalmente, utilizando a
mesma lei de controle chaveada, foi proposto um projeto de controle .7, chaveado para
uma classe de sistemas nao lineares incertos sujeitos a saturacao do atuador e disturbios
de energia limitada. Entre as principais vantagens do método proposto, foi observado que:
i) A lei de controle chaveada garantiu ao sistema realimentado um indice de desempenho
3 e confinou todas as trajetérias do vetor de estado dentro de uma regiao de operacao,
na qual o sistema nao linear incerto pode ser descrito exatamente por modelos fuzzy T-S;
i) As condigoes de projeto nao dependem da magnitude do distiirbio externo, ao contra-
rio do método apresentado (LEE et al., 2015b) que s6 é aplicado em sistemas sujeitos a

disturbios de magnitude limitada.

Considerando a mesma classe de sistema nao lineares citada anteriormente, no Ca-
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pitulo 4 foi utilizada uma outra abordagem para lidar com o problema da saturagao do
atuador. A metodologia adotada utiliza o sinal de controle para compor um vetor de
estado expandido. Assim, foi possivel redefinir a regiao de operacao na qual o sistema
nao linear incerto é exatamente representado via modelos fuzzy T-S. Esta regiao, deno-
minada de regiao de operacao expandida, é composta também pelos limites do sinal de
controle. No Capitulo 5, foi proposto um projeto de controle .77, chaveado utilizando a
realimentacao do vetor de estado expandido. As vantagens deste método sao semelhantes
ao anterior, pois foi observado que: i) A lei de controle chaveada garantiu ao sistema
realimentado um indice de desempenho %, confinou todas as trajetérias do vetor de
estado expandido dentro de uma regiao de operacao expandida, na qual o sistema nao
linear incerto pode ser descrito exatamente por modelos fuzzy T-S e consequentemente o
sinal de controle operou na regiao linear da func¢ao safu(t)); ii) Novamente, as condigoes
de projeto nao dependem da magnitude do disturbio externo, ao contrario do método
apresentado (LEE et al., 2015b); iii) O esquema de controle proposto, pode eliminar uma
possivel descontinuidade do sinal de controle, mitigando um dos efeitos indesejados do

chattering.

Finalmente, a implementagao pratica usando um sistema de suspensao ativa ilustrou
a eficacia pratica das metodologias propostas. A partir da resposta dinamica do sistema,
observou-se que o sistema em malha aberta era estavel, mesmo sem a agao do controlador.
Todavia, o sistema apresentava oscilagoes com grandes amplitudes, causando desconforto
ao motorista e alto nivel de esfor¢co mecanico, podendo causar danos aos componentes da
suspensao. O sistema em malha fechada reduziu as amplitudes maximas de oscilagao das
placas, proporcionando conforto e seguranca ao sistema. Ou seja, a minimizacao do custo

garantido %, mitigou o efeito do distirbio na saida do sistema.

6.1 Perspectivas futuras

Como perspectivas futuras, pode-se listar os seguintes tépicos de pesquisa:

e Generalizar os resultados apresentados neste trabalho para sistemas fuzzy Takagi-

Sugeno discretos no tempo;

e Estudar o conjunto positivamente invariante & (V) de uma fun¢do de Lyapunov

quadratica por partes do tipo minimo.
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