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Resumo

Um problema extremo para os coeficientes de polindmios senos, os quais sao nao-negativos

em [0, ], foi colocado e discutido por Rogosinski e Szegé. Uma representacio andloga a de

Fejér-Riesz de polinémios trigonométricos gerais e polindmios cossenos é demonstrado para
polindmios senos nao-negativos. Varios polinémios senos e cossenos nao-negativos sao obtidos
de forma explicita. Para toda fungao f de periodo 27, contruimos sequéncias de polinomios

trigonométricos e demonstramos suas convergéncias uniforme e L, para f.




Abstract

An extremal problem for the coefficients of sine polynomials, which are non-negative in
[0, 7], posed and discussed by Rogosinski and Szegé is under consideration. An analog of
the Fejér-Riesz representation of non-negative general trigonometric and cosine polynomials
is proved for non-negative sine polynomials. Various non-negative sine and cosine polynomials

are obtained in an explicit form. For every 2m-periodic function f, we construct sequences of

approximating trigonometric polynomials and prove their uniform and L, convergence to f.
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Capitulo 1

Introducao

O nicleo de Poisson

[=+] A 1—,02
142 kb = ;
kz::lp €08 1 —2pcosf + p?

¢ um dos primeiros exemplos de séries trigonométricas nao-negativas, conforme apontado por

-1 < p<«l,

Askey e Gasper [4]. Além disso, esse nicleo também foi descoberto por Gauss [15].

O problema de construcao de polindmios trigonométricos nao-negativos foi inspirado pelo
desenvolvimento da teoria das séries de Fourier e esta drea de pesquisa tornou-se florescente
no inicio deste século devido aos esforgos de alguns célebres matemaéticos.

E bem conhecido que, para toda funcao periédica de periodo 27 f € Ly[—7, 7], 1 < p < o0,
a sequéncia de convolucoes k, x f converge para f na norma L, desde que os k, sejam nicleos
positivos somadveis [24, p. 9]. Nicleos somdveis sdo polindmios trigonométricos positivos pares,
que aproximam () de Dirac. Fejér foi o primeiro a perceber este fato. Ele demonstrou em

(9], que

k
n+1) cos k6 (1.1)

F,.(0) =1+2i (1 -
k=1

sao aproximacoes da série de Fourier formal

o0
142 coskb (1.2)
k=1

de §(0) e estabeleceu a convergéncia uniforme da sequéncia (1/27) F, * f para f para qualquer

fungdo continua f de periodo 27. Mais tarde, Jackson [22, 23] demonstrou que, para o nicleo

Jn(6) = % (%)4 onde 7, = /_: (%)4 dt,

10




a velocidade de convergéncia uniforme de J, * f para qualquer funcao continua f de periodo
21 € w(f;1/n), onde w(f;d) denota o mddulo de continuidade de f (veja [37, Capitulo X,
§6]). Este ¢ o cldssico teorema de Jackson da teoria da aproximagao [27, 25]. Vale mencionar
que w(f;1/n) é a melhor velocidade de aproximacio uniforme possivel de fun¢des continuas
por polinémios trigonométricos de ordem n (veja [31, Capitulo 6]).

Outro interesse de Fejér nos polindmios trigonométricos nao-negativos foi o efeito de Gibbs

(37, Capitulo II, §9]. Em 1910, Fejér conjecturou que as somas parciais
(1.3)

da série de Fourier da fungdo (m — 6)/2, 0 < 6 < m, sdo positivas em (0,7). A conjec-
tura de Fejér foi demonstrada independentemente e quase simultaneamente por Jackson [21]
e Gronwall [18]. Veja [19] e [26, Capitulos 2.2 e 4] para mais detalhes sobre o efeito de
Gibbs e desigualdade de Fejér-Jackson-Gronwall. Além disso, W. H. Young [36] demonstrou
que polinémios cossenos 1 + Y%_,(cosk@)/k também sdo ndo-negativos e este resultado foi
extendido por Rogosinski e Szeg6 [28] e por Gasper [14].

Existem ainda outras razoes para o interesse em polindmios trigonométricos positivos e
uma delas é a relagdo entre fungdes univalentes e polindmios. Alexander [1] demonstrou
que o polinémio Y}_, ax2*/k é univalente no disco unitdrio do plano complexo, desde que
a, > -++ > a, > 0. Dieudoneé [7] revelou a conexdo entre o resultado de Alexander e a
desigualdade de Fejér-Jackson-Gronwall e também demonstrou que o polinémio Y°}_, axz* é

univalente no disco unitario se, e somente se,

e ko
> et i #0 para |z]<1,0<60<m.
s sen ¢

Outras contribuigdes sobre esta conexao sao devidas a Fejér [11, 12] e a Fejér e Szeg6 [13]
que demonstraram que uma fungao analitica f(z) = u(z)+iv(z) com coeficientes de MacLaurin
reais é univalente no disco unitario se du(e?)/86 < 0 para 0 < < 7. Fungdes que obedecem
a esta ultima propriedade sao chamadas de “verticalmente convexas”. Para este e outros
interessantes resultados sobre a relagao entre fungdes univalentes e séries trigonométricas nao-
negativas, veja a recente pesquisa de Gluchoff e Hartmann [16]. Os cldssicos polinémios

trigonométricos nao-negativos inspiraram interessantes generalizacOes para somas positivas

11
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de polinomios de Jacobi. Um resultado bem conhecido nesta direcao é a desigualdade de
Askey e Gasper [3]. Ela desempenhou um importante papel na etapa final da demonstragio
do resultado de de Brange [6] sobre a conjectura de Bieberbach. A pesquisa de Askey e Gasper
[4] é uma 6tima fonte de informagoes sobre somas positivas de polinémios de Jacobi.

Uma aplicagdo imediata dos polinémios trigonométricos nao-negativos é na teoria dos
polinomios ortogonais sobre o circulo unitario. Uma classe geral de tais polinomios é cons-
tituida pelos polindmios de Bernstein-Szegé. Eles sdao ortogonais com relagdo a uma medida
absolutamente continua dv(f) cuja derivada Radon-Nikodym dv(60)/df é a reciproca de um
polinémio trigonométrico positivo (veja [35]). Esses tipos de medidas sdo os mais simples
exemplos de medidas que pertencem a classe de Szegé. Os correspondentes polindémios or-
togonais tém uma interessante aplicacao na probabilidade com relagao a previsao de séries de
tempo [17].

A ferramenta basica para demonstrar a ortogonalidade dos polindmios de Bernstein-Szego
é a representacdo de Fejér e Riesz (veja [10]) de polindmios trigonométricos néo-negativos:

Para todo polinomio trigonométrico nao-negativo T (),

T(60) = ao + Y _ (ax cos k8 + by, sen k),
k=1

eziste um polinémio algébrico R(z) = Y k_, ckz® de grau n tal que T'(0) = |R(e")|?. Recipro-

camente, para todo polinémio algébrico R(z) de grau n, o polinémio |R(e*®)|> é um polinémio
trigonométrico nao-negativo de ordem n.

Célculos simples permitem escrever este resultado na seguinte forma equivalente.

Teorema 1 O polinémio trigonométrico
n
T(0) = ao + Y _ (ax cos kB + by sen k0)
k=1
de ordem n € ndo-negativo para todo 6 real se, e somente se, exristem numeros compleros
¢k, k=0,1,...,n, tais que

n n—k

0= Z lcxl?,  ar — by =2 Z Ck+vCyy, para k=1,...,n.
k=0 v=0
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Esta forma de representacao de Fejér-Riesz mostra que uma variedade de polindmios
trigonométricos nao-negativos podem ser obtidos colocando-se diferentes valores para os pa-
rametros c¢. Entretanto, os exemplos mais naturais surgem como solugoes de alguns problemas

extremos para os coeficientes de T'(0).

Exemplo: O nicleo de Fejér € solugao do sequinte problema extremo: Determinar o polinomio

Cn(0) =ao+2)_ axcoskd > 0,
k=1

para o qual 0o maz{ag + 2a; + 2a; + - - + 2a,} € atingido, sujeito a ag = 1.

Fejér [10] determinou o méximo de \/a? + b? sujeito a T'(f) ndo-negativo e ap = 1. Ele

JaZ + 02 <2 ( n ) 14
ai + by < 2cos rer (1.4)

e que este limite é atingido para um polinémio nao-negativo. A demonstracao do teorema de

mostrou que

aproximacao de Jackson em Rivlin [27, Capitulo I] usa essencialmente a desigualdade de Fejér
(1.4).
Demonstraremos que o polinémio
il 2 1)6
Z n(2k +1)0 = _ sen®(m +1)0 (1.5)
= sen 6
torna-se um polinémio seno da forma Ezm“ brsen k@, by = 1, que é nao-negativo em [0, 7],
para o qual o maximo do momento b,, n = 2m + 1, é atingido.
Szegd [30] e Egervary e Szész [8] estenderam o resultado de Fejér (1.4) para polinémios
trigonométricos nao-negativos, encontrando uma estimativa para (/ai + b2, k =1,2,...,n

Este resultado pode ser escrito da seguinte forma:

Teorema 2 Se o polinomio trigonométrico

Z ay, cos k@ + by sen k0)

¢ nao-negativo, entao

m
va?+ b2 S2COSW, K
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Além disso, a igualdade € atingida se, e somente se,

P

T(6) = 7(0) {l—i-‘z%; ((p—u+1)cosuo:+

=1

sen (v + 1)a
Sen «

) cos(um( ~ ¢))} ,

onde T € um polindmio trigonométrico arbitrdrio nio-negativo de ordem q, o = 7/(p + 2),

p=|n/k],n=pk+q, (0<q<k)er) éuma constante arbitrdria.
Em particular, obtemos a estimativa

lak| < ¢ k=125 n

05 ——
[n/k]+2’

para os coeficientes do polinémio cosseno nao-negativo

1/2+ Y ax cos k6.

k=1

Problema a ser discutido: Achar os valores extremos dos coeficientes de polinémios senos

nao-negativos e os correspondentes polinomios extremos.

Desde que polindmios senos sao fungdes impares, poderemos chamar
n
Sn(0) =) brsenkf
k=1
como um polindmio seno nao-negativo se S, () > 0 para todo 6 € [0,]. E claro que, se S, (6)
€ nao-negativo, entdao b; > 0 além disso S, () é identicamente zero se, e somente se, b, = 0.
Motivado pelos resultados para polinémios trigonométricos e cossenos descritos acima e tendo
em mente esta observagao sobre b;, Rogosinski e Szeg6 [29] consideraram o seguinte problema

extremo para polinémios senos nao-negativos:

Problema: Determinar os valores minimo e mdzimo de by supondo que o polinémio seno

Sn(6) pertence ao espago

Sn={.5'ﬂ(9)=sen9+2bksenk6 : Sp(6) >0 para 96[0,';1]}.

k=2

Para cada um desses valores, encontre o polindmio seno extremo que pertence a S, e cujo
coeficiente by, coincide com o correspondente valor extremo.
Embora Rogosinski e Szeg6é tenham sugerido dois métodos para obter o extremo dos mo-

mentos b, eles somente encontraram os valores minimo e méximo para by, b3, b,_1 e b,. Além

14
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disso, em nenhum dos casos os correspondentes polinomios senos extremos foram determinados
explicitamente.

Neste trabalho, desenvolvemos um método para resolver o problema acima colocado. A
ferramenta bdsica é a representacao geral de polinémios senos nao-negativos. Note que o
teorema 1 implica em uma representagao de polindmios cossenos nao-negativos (veja Teorema
3 a seguir). Entretanto, nenhuma representagao similar de polindmio seno nao-negativo é
conhecida. Devido a complicada natureza do problema, aplicamos o método para encontrar
os polinémios extremos, associados ao minimo e ao maximo de b,, b,—; e b,_o. O método
tem a vantagem de que para todo polindmio seno nao-negativo, obtemos um correspondente
polinémio cosseno nao-negativo. Outra caracteristica do método é ser puramente algoritmico.
Desta maneira, um programa de computador poderia gerar os valores extremos dos momentos
bx junto com os correspondentes polindmios senos extremos nao-negativos.

Uma variedade de polinémios senos e cossenos nao-negativos sdo colocados a seguir como
teoremas e corolarios. Formulamos e demonstramos somente algumas das possiveis con-
sequéncias dos resultados principais. Por exemplo, nao incluimos os polindmios trigonométricos
nao-negativos, que sao combinagoes convexas dos polinémios que obteremos. O comentario
que segue a declaragao do resultado de Vietoris [34] no artigo de Askey e Steinig [5] d4 idéia de
como novos polindomios trigonométricos nao-negativos podem ser gerados por uma sequéncia
de polinémios trigonométricos nao-negativos. Nosso método é desenvolvido no capitulo 2. No
capitulo 3, apresentamos a solugao dos problemas extremos para b,_; e b,. Também encon-
tramos os valores minimo e maximo de b,_p. Além disso, para n impar, os correspondentes
polinémios extremos sao construidos e, para n par, o comportamento do limite, isto é, do

valor extremo de b,_», é estabelecido.

Teorema 3 Seja n um natural par positivo e defina m = (n — 2)/2. Se S,(0) € S,, entdo

<M + 1’

“m+2
onde a igualdade b, = (m + 1)/(m + 2) € atingida somente para o polinémio seno néo-
negativo

k=0

(k+1)2
(m+1)(m+2)

(m+k+2)(m_k+l)5en(2k+l)9+

(m+1)(m+2)

sen (2k + 2)9) (1.6)

15
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e a igualdade b, = —(m + 1)/(m + 2) € atingida somente para o polindmio seno nao-negativo

Z(m+k+2)(m—k—l—l] (k+1)2
— (m+1)(m+2) (m+1)(m + 2)

sen (2k + 1)6 — sen (2k + 2)9) ’ (1.7)

m
¥} - L hars L
(1) pe——— S

sendo que a igualdade b,_; = 1 € atingida somente para o polinémio seno nao-negativo

senf + Y (2pgsen 2k0 + sen (2k + 1)0) + pgsen (2m + 2)6, (1.8)
k=1

e a igualdade b,_, = —m/(m + 2) € atingida somente para o polinémio seno ndo-negativo
m 2k2
senf + Y {qu (1 - —) sen 2k6 + (1 - M) sen (2k + 1)9}
-t m(m + 2) m(m + 2) (1.9)
— pgsen (2m + 2)0,

onde os pardmetros p e q satisfazem a relagio p® + q*> = 1, em ambos 0s casos.

Um interessante polindémio seno nao-negativo é

+k+2)(m k+1)

(m
Z e sen (2k + 1)6,

o qual é uma combinagdo convexa de (1.6) e (1.7).

Teorema 4 Seja n um natural impar positivo e defina m = (n — 1)/2. Se Sp(8) € S,, entdo

m
‘ <b, <1,
() —o<bhs<

além disso, a igualdade b, = 1 € atingida somente para o polinémio seno ndao-negativo

(1.5) e a igualdade b, = —m/(m + 2) € atingida somente para o polinémio seno ndo-negativo

Z( 2k(k +1)

- m(m + 2)

) sen (2k + 1)6. (1.10)

(”‘) _1 S bn—l S 1)

onde a igualdade b,_1 = 1 € atingida somente para o polinémio seno nao-negativo

2m

> senk9+§sen (2m+1)0 (1.11)
k=1

e a igualdade b,_; = —1 € atingida somente para o polinémio seno ndo-negativo

2m
S (—1)**'sen k6 + %sen(2m+ 1)6. (1.12)
k=1

16
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Observamos que o polinémio (1.10) coincide com o polinémio (1.9) se p =0 ou ¢ = 0.

Teorema 5 Seja n um natural impar positivo e defina m = (n — 1)/2 com m > 2. Se

Sn(0) € Sy, entao
—-m+4— 5m — 8
m vm(5m )San_.l_'_\/_
2(m+2) 2

A igualdade b,_y = (1 +/5)/2 € atingida somente para o polinémio seno néio-negativo

senf + Z (5+2\/—) sen (2k + 1)6

+ (1 +2\/_) sen (2m — 1)8 + (5 _;0\/5) sen (2m + 1)0

(1.13)

e a igualdade b,_o = (—m+4 — \/m(5m — 8))/(2m + 4) € atingida somente para o polinémio

seno nao-negativo

9 _ .2 _ 2 3
- Z(4+2k+2k m?  2(2k(k +1) = 2(k* + k + 2)m + m?)

1 D) Jmom = 8) ) sen (2k + 1)6

k=1

2(m + 2)

m m — 4
m+2) (1 + m) sen (2m + 1)0.

- (
+ (4—m— 'm(5m—8]) sen (2m — 1)8

(1.14)

Para formular nosso resultado relativo aos valores extremos de b,_, para o caso em que n

é par, necessitamos do seguinte resultado técnico:

Lema 1 Para todo inteiro positivo m > 2, o polinomio cibico

4m*+m+2) , 4(m’*-m+1)
(m+22 7 (m +2)2

Tm(y) = _y3 “+

tem trés zeros positivos. Além disso, o maior zero y(m) de rp,(y) néo ezcede y(oo) :

V/5)/2 e y(m) converge para y(co) quando m converge para infinito.
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Teorema 6 Seja n um natural par positivo e defina m = (n — 2)/2 com m > 2. Se y(m) é

definido como no Lema 1, entdo, para todo S,(0) € S,,

|bn—2| < V y(m).

Em particular,

bzl < V(3 +v5)/2).

Empregando um resultado de Turédn [33, Teorema I|, conforme colocado no Teorema 10,
obtemos, como consequéncia dos teoremas 3, 4 e 5, um analogo a desigualdade de Fejér-

Jackson-Gronwall.

Corolario 1 Os polinémios senos

k-1

ko
n(n + 1)) S

2k — 1)) sen k6,

n2 —

1
senkf — —sennf,
2n

2 n?-2n—-2k2+2k-3 2(n?-1)(n—3)—4k(n—-2)(k-1) .
sen + ,;E( (n—3)(n+1)k k(n = 3)(n+1)y/(n — 1)(5n — 13) ) Rt

(CTrpAT) mtn-e

( l1-n (n=58}n-1 )senn@
2n(n+1) 2n(n+1)y/5n — 13

$a0 nao-negativos.
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Analisando o gréifico 1 do polinémio (1.17) em comparagdo com o polinémio de Fejér-
Jackson-Gronwall (1.3) vemos que seus efeitos de Gibbs, isto é, as altas flutuagdes nos pontos
de descontinuidades sdo iguais perto da origem. Mas, o polinémio (1.17) aproxima melhor a
funcdo f(f) = (v —0)/2, 0 < @ < w fora de uma vizinhanga da origem do que o polinémio

(1.3).

O gréfico 2, a seguir, mostra que o polinémio (1.15) aproxima melhor a funcdo f(f) =
(m —0)/2, 0 < 6 < 7 para qualquer z fora de uma pequena vizinhanga da origem do que

as somas parciais da série de Fourier da funcdo f(#), ou seja, o polinémio de Fejér-Jackson-

Gronwall. O polinémio (1.15) apresenta um efeito de Gibbs menor do que o polinémio (1.3).

Esta observagdo sugere que vale a pena investigar o efeito de Gibbs do polinémio (1.15) em

um trabalho futuro.
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gréfico 2

O método também permite obtermos alguns polinémios cossenos nao-negativos.

Corolario 2 Os sequintes polinomios cossenos sao nao-negativos:

m(m + 2)

) (1_ 2k(m+k+1)) cos kb,

1+ cos@




(= k+1/2 37
1+2g;(Om~m+1ﬂ)mmwk+nﬂ+(L—m+iﬁ)mm0k+QW), (1.22)

L k+1/2 k+1
142 kg) ((—1 + e 1/2) cos(2k +1)0 + (1 - m) cos(2k+2)9) ! (1.23)

s k

dm + 2 i k O —
— 2k 1-
1+m+1pqc059+22{(1 m+1)cos 9+(

k=1

’1”) pqcos(2k + 1)9} , (1.25)

4m — 2 k 2k(m+k+1)
+ —" lqcosﬂ-i-QkZ(l—ﬁ) (1— m(m +2) )cos?kﬂ

i 2227!1 + 3m?2 — 2m — 6km?2 — 12km + 4k® + 6k% + 2k
m(m + 1)(m + 2)

(1.26)

pq cos(2k + 1)8,

onde os parametros p e g em (1.25) e (1.26) satisfazem a relagdo p* + ¢ = 1,

5 m—2 m—2
8+4\/5(m—1) (1+2Z (l—mk_l)coskﬂ)—i-1+ (14 v5) Y coskf +cosmé (1.27)

k=1 k=1

m(=5+ 2m + /m(5m — 8))
6/m(5m — 8)

=1 (10k + 2k% — 4m — 3km2 + m?
cos k@
3m? — 12

L 2m?* — 6km® + m® — 8m? + 4k3*m + 20km — 4m — 4k3 + 4k cos k@ =
(3m?2 — 12) \/m(5m - 8)

k

- . cosm
2(m +2) (1 " m(5m — 8)) '
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O polinémio (1.21) é uma combinagao convexa de (1.19) e (1.20), e o polinomio (1.24) é
uma combinagdo convexa de (1.22) e (1.23).

As formas explicitas dos polinémios cossenos nao-negativos dadas pelas férmulas de (1.18)
a (1.24) sao de algum modo muito similares ao classico nicleo de Fejér (1.1). Enquanto
os coeficientes de F,(#) aproximam “linearmente” os coeficientes da série de Fourier formal
do 4(0) de Dirac, os coeficientes dos nossos polindmios cossenos, exceto para (1.24), aproxi-
mam, “quadratica” ou “cubicamente” os coeficientes de (1.2). Esta observagao sugere que os
polinoémios cossenos acima podem ser aproximacgoes melhores para o §(€) de Dirac.

Pelo gréfico 3, a seguir, podemos comparar alguns dos polinémios cossenos nao-negativos

com o nucleo de Fejér. Os polinémios (1.18), (1.21), (1.22) e (1.24) aproximam bem o §(6) de

Dirac, conforme podemos observar através de seus gréficos. Além disso, o polinémio (1.21)
apresenta menos flutuagoes em seu grafico, ou seja, ele aproxima 6(f) de forma mais suave.
Ja o polinémio (1.24), cuja forma explicita é muito similar a de F,(#), aproxima o §(6) de
Dirac melhor que F},(6). Ainda melhor, o polinémio (1.22), o qual aproxima o 6(6) de Dirac

mais rapidamente do que F ().

grafico 3

22
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As observacoes feitas, junto com a teoria geral de convergéncia de séries de Fourier modi-
ficadas, sugerem que serd possivel construir, para toda fungdo f(z) de periodo 27 e “suficien-
temente boa”, alguns polinémios trigonométricos de aproximagio que convergem para f(z).
Tal construgao serd feita utilizando alguns dos polindmios cossenos nao-negativos obtidos no
Corolario 2.

Consideremos qualquer funcao f(z) do espago L,[—, 7], onde

]_ ™
ay = =1 f(u)du,

Q= L /r cos ku f (u)du

mwJ—m

ka%/ senkuf(u)du, k=1,2,---

sao os seus coeficientes de Fourier. Assim, para f(z), construiremos os polinémios trigonomé-

tricos de aproximacao

_2k(n+k+1)

Kna(f;2) = n(n + 2)

) (a cos kx + by sen kz),

k

k
1-— 'n,_-f-?,) (1 ~+ m) ((1‘.,'c cos kx + by sen kﬂ?)

Knsl(fiz) =2+ 3 (1 s
k=1

= 1/2) (ax cos kz + by sen kz),

onde os nicleos utilizados sdo respectivamente os polinémios (1.18), (1.21) e (1.24).
Sabemos que toda func¢ao continua f(z) pode ser uniformemente aproximada por com-
binagoes lineares de fungoes caracteristicas da forma

f~

J

f(fi)X[Ei—c, Eite)s

=1
se € [a,b],
se <z ¢la,b)],

isto é, por “escadas”.
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Portanto, uma ferramenta vai aproximar uniformemente bem qualquer fun¢do continua,
se ela aproxima bem as fungdes caracteristicas.

Pelo gréfico 4, vemos como os polindmios de aproximacgao K, ; juntamente com o polindmio
de aproximacao gerado pelo nicleo de Fejér, o qual é conhecido como somas de Cesaro,
aproximam a fungao caracteristica Xjo r/4. Observamos que o polinémio K, 3 praticamente
coincide com as somas de Cesaro e o polinomio K, », apesar de mais lento, aproxima mais

suavemente a fungao X[ /4.

Somas de Cesaro
Koz (f3x)
Kn2(f;5x)
K1 (f5%)

0.8
grafico 4

Além disso no Capitulo 5 provaremos os seguintes resultados:

Teorema 7 Se f(z) € de periodo 27 e pertence ao espago C[—m, 7|, entdo Kn1(f; ), Kna(f; )

e Kn3(f;) convergem uniformemente para f(z).

Teorema 8 Seja p qualquer nimero real com 1 < p < oco. Se f(x) € uma fungio de periodo
2m e pertence ao espago Ly(—m, 7], entdo || K, ;— f||L, converge para zero quando n tende para
infinito para j = 1,2,3. Ou seja, Kn1(f;2), Kn2(f;z) e Kns(f;x) convergem para a fungio

f(z) na norma L,,.
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Capitulo 2

Métodos para Construcao de

Polinomios Trigonométricos

Nao-Negativos

Antes de falarmos sobre os métodos, sera preciso definir alguns conceitos que serao utiliza-
dos nas demonstragoes dos resultados.

Sabemos que um polindémio trigonométrico em 6 de ordem n tem a seguinte forma
T,(0) = ag + aycos@ + by senf + - - - + a,, cosnb + b, sen nb, (2.1)

onde a, e b, sao coeficientes complexos arbitrarios.
Se |an| + [bs| > 0, dizemos que (2.1) tem ordem precisamente n. Também, para b, = by =

- = b, = 0, teremos o polinébmio cosseno
Cn(0) = ap + aycosf + - - - + a, cosné
assim como para ap = a; = - -+ = a, = 0, teremos o polindmio seno
Sn(0) = by sen @ + bysen 26 + - - - + by, sen né.

Consideremos um polinomio algébrico de grau n P(z) = Y.)_; ¢,2”. Tomando z na circun-

feréncia unitéria, z = e, teremos

n
T.(0) = P(e”’) = 3 (ax cos k8 + by sen k6),
k=0

25

AVA
AVAVEY
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onde os coeficientes sao complexos no caso geral. Agora, consideremos um polinémio trigono-
métrico da forma (2.1), que néo seja identicamente zero. Entdo, ele ndo pode ter mais do que

2n zeros distintos em (—7,7]. Realmente, colocando z = €* e usando a férmula de Euler
6 = ivd —ivd 0 = 1 ivf wl
cosvh = —(e"™ +e™™’) e senvf = 5(6 — e,

teremos,
n
T,.(0) = Z Cn+uew9:

v=-—n
onde,
%(a_,, +1b_,), T |

Qo, v=0,
3(a, —ib,), 0 |
Desta forma, €"’T,,(6) = Q(z), onde Q(z) é um polinémio algébrico de grau 2n. Logo, se
T #0, entao T nao pode ter mais que 2n zeros distintos em (—, 7).
Agora, consideremos os polindmios trigonométricos reais, ou seja, com coeficientes reais.
Supondo que

Co=0ay, C=0,—1%b, v=1,---,n,
onde a, e b, sado reais, podemos representar um polindémio trigonométrico real como a parte
real de um polinémio algébrico sobre o circulo unitdrio. Logo,

T.(9) Re {zﬂ: cuz”} = Re {i(au — ?Lb,,)ei"a} = Re {i(al,e""‘9 - ibye"”a)}
v=0 z—eif

v=0 v=>0

Re {Z (a,(cos v@ + isen vf) — ib,(cos vf + isen vﬂ))}

v=0

Re {Z (a, cos v + a,isen vl — ib, cos v8 + b, sen 1/9]}

v=>0

n n
> (a,cosvd + b, senvf) = ag + 3 (a, cos v0 + b, sen v).

v=0 rv=1
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Mas, como

n n
Re {Z cyz"} Re {Z(aueivs + ib,e’:“e)}
v=0

v=0

n
Re {z (ay(cos v + isen v) + ib, (cos v + i sen uﬁ))}

=0

n il —ivl wl _ —ivl
(a, cosvf — b, senv) = Z (a,, (—————-e e ) -b, (76 .e ))
0 V=0 2 2

n n
Z(avewu‘? ¥ ibvewﬂ e aue-—w&‘ _ ibye—wﬂ) s Z cpewﬂ + Ee—ivﬂ)

v=0 v=0

(e +5Z"),
v=0

n 1 n
> a4 &e") = §z"’ Y (e + 5z %)
v=0 v=0
z7y (e +T z_") =22y (e + G 2" ) |icar:

v=0 2 v=0
L. g
T,(6) = 5¢7™Q(e?),
onde Q(2) =, + Gtz + -+ 12" + 202" + 12" + - - - + ¢, 2%,
Agora, trocando os coeficientes do polinémio @Q(z) pelos seus respectivos conjugados, te-

remos o polindémio Q(z). Mas, Q(z) = Q*(z) = 22"Q(1/z), pois

zn—l

— 1 1 1 1
2"Q(1/2) " {cn+cn_1;+---+cl +2c0— +72 4o

zn+l
2_ —— —
e +en1 2 a2 2002 e 4

Q(2).

Logo, @ é um polinémio auto-inversivel de grau 2n.

Portanto,
IT.(0)] = 51e™1IQ)] = 51Q(")]. (22)
Observagao 1: Se z, é um zero do polinémio @ com multiplicidade k, entdo 1/Z também
¢ um zero de ) com a mesma multiplicidade. Notemos, ainda, que os inversos de 0 e co sdo

oo e 0, respectivamente, onde co como um zero de ordem k significa que os coeficientes de

poténcias maiores que k em @ se anulam.
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Observacgao 2: Para um polinémio trigonométrico de ordem n, o correspondente polinémio
@ deve ser diferente de zero na origem. Realmente, Q(0) = ¢, # 0. Se a ordem do polinémio

T é exatemente m, com m < n, entao ¢y,4+1 =+ = ¢, = 0 e 0 polinémio @ se reduz a

Q(2) G2 M+ 012"+ 202" + 2" 4 2™

VM T 2™ 4+ 2002™ + 2™ + -+ e 2P™).

Observemos que @(z) tem uma raiz em z = 0 de multiplicidade n — m e também outra

em z = oo de mesma multiplicidade.

2.1 Representacao de Fejér-Riesz

Consideremos o polinémio algébrico, R(z) = Y ,_,c,2”, de grau n com coeficientes com-
plexos ¢,, onde v = 0,1,---,n. Tomemos o quadrado do valor absoluto de R(z) sobre a
i0

circunferéncia unitdria |2| = 1. Entdo, para z = e com 6 € (-, 7], teremos

IR(e“)* = R(e”)R(e”) = R(e”)R(e™™)

n . n ) n o n ]
= (Z Cuewﬂ) ae—:pﬂ = Z ¢.Cn et(v—#)ﬂ
v=0 pu=0 0

v=0 pu=

n n n—y 3 n—v .
Z c,Cy + Z Coiula Tl t z T g
u=0

v=0 v=1

p=0

|R(e)|* = ap + Y_ (a, cos v + b, sen v6),

v=1
mn n—v
== ) e, Ge=tp= Y 6.0 v=1,-,m. (2.3)
v=0 p=0
Desta maneira, |R(e)|> é um polindmio trigonométrico real de ordem pelo menos n.
Vemos que este polinémio, com a, — ib, = 2¢,¢, ¢ precisamente de ordem n se ¢y # 0 e

cn # 0. Ainda, se os coeficientes de R sdo reais, entdo by = --- = b, = 0 e o polindmio

|R(e%%)|? se reduz ao polindmio cosseno.
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2.1.1 Polinémios Trigonométricos Nao-Negativos

Em 1915, L. Fejér e F. Riesz, utilizando todos os resultados anteriores, deram uma impor-

tante representacao paramétrica para polindomios trigonométricos nao-negativos.

Teorema 9 Seja T,,(0) um polinomio trigonométrico nao-negativo de ordem n arbitrdrio.

Entao, existe um polindmio algébrico R(z) de grau n tal que
Ta(6) = |R(e”) . (2.4)

Reciprocamente, a ezpressdo |R(e?)|? sempre representa um polinémio trigonométrico nao-

negativo em 0 de ordem n.

Demonstragdo: Seja T, (#) um polinémio trigonométrico arbitrario ndo-negativo de ordem n.

Entéao, de acordo com o resultado (2.2), temos

T.(0) = IT2(0)] = 51Q(")], (23

onde @ é um polinémio algébrico auto-inversivel, como visto anteriormente. Agora, supo-
nhamos que o polinémio trigonométrico nao-negativo 7,(#) tenha zeros reais. Desta forma,
cada zero real 8, do intervalo (—m, 7] do polinémio trigonométrico T,(f) é de multiplicidade
par e e = £, é um zero de Q(z) de mesma multiplicidade. Pelas observagoes 1 e 2 sobre a

distribuicao dos zeros do polinomio @, podemos escrever a seguinte fatoragao

p q
Q(z) = cnzk H(z - Z,,)(Z - Z:) H (z - Ep)2: (2-6)
v=1 p=1
onde k+p+q=mnparak,p,g>0, 25 =1/z, 0< |2, <1 e |£|=1. Observemos que se
p =0 ou ¢ = 0, o correspondente produto (2.6) deve ser igual a 1.

Parap>0, 0<|2,] <1 e z=¢€" temos a igualdade

z—2, zZ—2, _ 15| zZ—2z,
z— 2 z—-1/z; Al P |

Mostremos que

demonstrando que




ja que |Z7| = |z,

Mas, esta ultima igualdade segue de
z—2z, |2 _ |z — 2z,|? _ (z—2,)(z—z) _ (z—2,)(Zz-7%)
2z, — 1 122, =12 (27 -1)(z7-1) (& -1)(Z2z -1)
ZZ—2Z —2Z+2%Z, _ 1-2Z,—2Z+27%
2Z22,%, —Z2,— 2%, +1 1-2%Z,— 2,2+ |2|?2,%,

b

uma vez que |z|? = 1.

Logo, usando (2.5) e (2.6), temos que

1 1 4 . q
T.(0) = 51Q)| = sleallel* [ 12 = allz = 21 T] 12 — &4
v=1 p=1
Agora, usando a igualdade (2.8) e que |z| = 1, teremos
q

14
T,(0) = 51Q()| = gleal IT lellz = 5P IT 1= = &l

p=1

(22, — 1)(27, — 1)

= |z,,| =

| Izz — ll2
[z]2 Z 2,
22, — 22, — 22+ 1 22, — 2Z, —

|z,,||z—z:|2 = |z,.,

= |2,

|2, |

(2-2)E-%) _(-2)E—a) _
2] 2]

2y 2y

Usando, z = €%, teremos

P . q .
Ta(0) = A [T e — 2* I] le¥ — &ul?,
v=1 p=1

- |cnl
21 |2,

Logo, T, () esta escrito na forma fatorada |R(e')|%.

/‘12

Portanto, a igualdade (2.4) estd satisfeita.
A segunda parte da demonstragao segue imediatamente dos resultados colocados no inicio

desta secao. [

Devemos observar que a representagdo (2.4) ndo é unica. Por exemplo, se ¢ for um zero
arbitrario do polinémio algébrico R(z), entdo o polindmio
~ 1-¢&2
R(z) = R 2.9
() = T=LR() (29)

30




fornece outra representagao para o polinémio trigonométrico Ty, (0), pois

|R(e”)|* = R(e”)R(e™) = T,(6).

S0 0\ B —i 1— €
R(e B)R(E 9) = m
T ge—iﬁ _ §e£9 ' 52

1 — 56'59 s 56:’8 + £2Tn(6)
T, (6).

= fe—iﬂ
e _ ¢

R(e®) R(e™®)

Sabemos que se z, é um zero de R, entdo 2} = 1/Z também é. O que (2.9) faz é retirar o
zero z, e colocar em seu lugar 1/z,, que é o conjugado de z7.
Logo, poderiamos usar este método para remover todos os zeros do polindmio algébrico

em |z| < 1, de forma a ter unicidade na representacao (2.4).

2.1.2 Polinémios Cossenos Nao-Negativos

O seguinte corolario do teorema anterior fornece uma representacao para polindmios cossenos

nao-negativos.

Corolédrio 3 Se

Co(8) = %" + 3 agcos k6
k=1

€ um polindmio cosseno de ordem n, nao-negativo para todo 0 real, entao existe um polinomio
algébrico com coeficientes reais R(z) = S}_o ck2*, de grau n, tal que C,(0) = |R(e”)|. Desta
maneira, o polinémio cosseno Cp(0) de ordem n é ndo-negativo se, e somente se, existem

nimeros reais c¢x, k =0,1,...,n, tais que

o
(2.10)
ak

Demonstragio: Para verificar este resultado vamos considerar T, (f) como o polindmio cosseno

nao-negativo C,(0). Entdo, pelo teorema anterior, existe a representacio C,(6) = |R(e®)|?.

31
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Aplicando (2.4) em R(z) de modo que todos os seus zeros estejam no disco unitario |z| < 1,
temos garantido que o polindomio algébrico é tinico.

Supondo que C,,(#) tenha zeros reais, entao eles sao de multiplicidade dois e seus respectivos
simétricos também sao zeros de mesma multiplicidade.. Ou seja, se 6, é um zero real, entao
—6,, também é zero, pois Cp(6) é um polindmio par. Assim, e = ¢, e e7% = ¢, sio zeros
do polindémio algébrico. Logo, fazendo isto para todos os zeros reais de C,(f) e como os
demais zeros 2}, 0 < |z}| < 1, aparecem com seus respectivos conjugados devido a (2.4) temos
imediatamente que o polindomio algébrico tem coeficientes reais ¢x, k£ =0,1,---,n. B

Desta forma, a relagdo (2.10) segue de (2.3) para c; reais.

2.2 Construcao de Polinémios Senos Nao-Negativos

Nesta secao, veremos como obter os polinémios senos nao-negativos a partir dos polindémios
cossenos nao-negativos, além de obter uma representagao paramétrica para os coeficientes by

dos polindémios senos nao-negativos.

2.2.1 Relagao entre Polindmios Senos e Cossenos Nao-Negativos

A seguinte relagao entre os polindmios senos nao-negativos e os polinémios cossenos nao-

negativos é uma simples observagao (veja [29]).

Lema 2 O polinomio seno de ordem n

Sn(0) = E by sen k6

k=1

¢ ndo-negativo em [0, ] se, e somente se, o polindmio cosseno de ordem n — 1

n—1
Chua(8) = a_; + ) ax cos kb
k=1

¢ nao-negativo, onde os coeficientes sdo relacionados da segquinte forma

bk = Og—1 — Qg41, k:l,_”,n_Q,
b1 = Gn-z,

bn Ap—1-




Demonstragdo: Vamos considerar o polinémio cosseno nao-negativo C,_;(6) de ordem n — 1

n—1
Cot(6) = 5+ 3 ax cos kb.
k=1

Lembremos as seguintes relagoes trigonométricas:

sen (k + 1) = sen kB cos @ + sen 0 cos k6 (2.12)

sen (k — 1)0 = sen kB cos § — sen 6 cos k0. (2.13)
Entao, subtraindo (2.12) de (2.13), obtemos
sen 0 cos kO = %{sen(k-% 1)0 — sen (k — 1)6}. (2.14)
Agora, fazendo o produto 2sen 8C,_,(6), teremos
2sen0C,_1(0) = 2 {% senf — a; sen @ cos @ + az senfcos 20 + - - - + a,_; sen f cos(n — 1)6‘} .
Usando (2.14) em 2sen 6C,,_,(0), obteremos
2senfC,_1(0) = apsenf +a;sen2f + ---+ ax(sen (k+1)0 — sen (k —1)0) +--- +
an—2(sen (n —1)0 — sen (n — 2)6) + a,—1(sennb — sen (n — 2)6))
(ag — az)sen @ + (a; — az)sen26 + - - - + (ag_; — ak + 1)senkf + - - - +
(@n-3 — an—1)sen(n — 2)f + a,_osen (n — 1)6 + a,_; senf.

Comparando os coeficientes do polinomio 2 sen C,,_;(#) com os do polindmio seno S, (6),
teremos a rela¢do (2.11). Portanto, concluimos que dado um polinémio cosseno nao-negativo

temos um polinémio seno nao-negativo se os coeficientes satisfazem a relagdo (2.11). O caso

contrario segue de modo andlogo. 5

Outro resultado interessante sobre polindmios senos nao-negativos ¢ o seguinte teorema de

Turdn o qual foi usado para obter o Coroldrio 1.
Teorema 10 Se, para um n fizo, os numeros reais by, by, bz, -+, b, sao tais que
f(z) =bysenz + bysen3z + bysendz + --- + bysen (2n — 1)z > 0
para 0 < x < m, entao, para 0o mesmon e 0 <z < 7, temos
g(z) = lesen':z: + %sen?x-i— %sen3x+---+ lF%Semrr,av: > 0.

33
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2.2.2 Representacao Paramétrica dos Coeficientes b

Como consequéncia dos resultados anteriores, obtemos uma representacdo paramétrica

para os coeficientes dos polindmios senos nao-negativos.

Lema 3 O polinémio seno de ordem n
Sn(0) = > bk sen kb
k=1

€ nao-negativo se, e somente se, eristem niumeros reais co, . ..,Cn—1 tais que

n—1 n—-3
2
bl Z C — Z CuCyy2,
v=0 v=0
n—k-2

n—k
bx D GG — Y CriviiC
v=0 v=0

bn—1 CoCn—2 + C1Cn—1,

bn CoCn—1-

Demonstragdo: Sabemos, pelo Lema 2, que o polindmio S, (f) é ndo-negativo se, e somente se,
o polinémio cosseno C,_;(f) é ndo-negativo, onde vale a relagdo (2.11) para os coeficientes.

Assim, basta obtermos novas relagoes sobre os coeficientes by em termos dos coeficientes ¢y
reais, usando o coroldrio anterior. Desta forma, devemos aplicar (2.10) em (2.11), observando
que estamos trabalhando com um polinémio cosseno de ordem n — 1.

Logo,

n—1 n-3
_ 2
Qo — a2 = Z ¢ — Z Cv+2Cy,
v=0 v=0

n—1—(n-2) 1
Ap-2 = Cn—24vCp = E Co4n—-2Cy
v=0 v=0
CoCn—2 + C1Cp—1,
n—1—(n-1)

ap-1 = Z Cn—-140Cv =
v=0

n—1-(k-1) n—1—(k+1)

Q-1 — Qg41 = Z Ck—14vCv — Z Ck4+140vCv
v=0 v=0
n—k-2

n—k
z Ck4v—1Cy — Z Ck+4+v+1Cu, para k= 2) S R 2.
=0 v=0

34
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Portanto, verificamos que a relagdo (2.15) vale se, e somente se, S,(f) é um polinémio

nao-negativo. "

Agora, vamos representar b; como soma de quadrados, ou seja, canonizar a forma quadratica.

O processo de canonizacao segue da seguinte maneira:

n—3

n—1
by ZCE"ZCI:CIH‘Z
k=0 k=
(-3 + (o Jo) 22
CD_§C‘2 C1—§C3 +4—C
(c—lc) (c—lc)
0 22 1 23

2 n—1 -3
—|—§c4 cr + Z Cp — Z CkClk+2-

Nao é dificil ver que se n é impar, n = 2m + 1, entao, b; pode ser escrito como uma soma

de quadrados da forma

(el = B (\/f ] v)Jr (\/f_ 2\_[)+

2 2
Cok+2 C2k+3
+ (\/Qk+16‘2k - £ ) (\/Qk+lc2k+1 = ad ) y e

2\/Qk+1

2

Com—1 C2m

+ | <1 —im——— (\/ch2m—2 — )
( 2\/9‘771—1) 2\! dm

s (\/ (}m02m_])2 5 (V Qm+162m)2

m—2

2 2
2k+2 Cok+3
g}{(\/Qk+lCQk 2\/_) (\/Qk+162k+1 2\/@) }

2
m 2 2
) + AmCom_1 T Am+1Coy

+ %
G Com-— N

e, se n é par, n = 2m + 2, entao, b; é dado por

2 2
C22 C32 3 Cq 3 Cs
by = (c——) +(c——)+ \/:c—— + 1/—c—— +
1 0 9 1 9 42 2\/5 43 2\/5

2 2
Cok+2 Cok+3

+ | Vark+102k — ——) =+ (\/Qk Cok+1 — ) St
( * 2\/qk+1 ot vV dk+1

2 2
Com Com+1
+ | V@mCom-2 — + | V@mCom-1 —
( e 2\/Qm) ( : 2\/Qm)
g5 (\/ Qm+102m)2 i (\f Qm+1C2m+1)2

35
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m—1

2 2
Cak+2 C2k+3
= E vV Qk+1C2k — + | v/Qk+1C -
k=0{( k+1C2k ) qu) ( k+1C2k+1 2 qu) }

+Qm+lcgm v 2 ‘i'm+lcgm+1:

onde os parametros qx, k = 1,...,m + 1, sdo determinados pela relagao de recorréncia q; =
1, ge+1 =1 — 1/(4qx). A solugdo desta ultima equagdo é

_k+1

= (2.16)

Podemos, entao, formular nosso préximo lema.

Lema 4 Seja a sequéncia {qx} definida por (2.16). Entdo, para todo inteiro positivo n, o

coeficiente by pode ser representado como uma soma de quadrados

n—1
bl = Z dﬁ.,
k=0

onde, para n impar, n = 2m + 1 os parametros dy e ¢ sdo relacionados por

11
vV kCok-2 — Qﬁc% = do-2,
11
kC2k—1 — 7 —F—=C2%k+1 = 02k-1,
Vakce 5 ch d
Vm+1C2m = d2m:

VimCam-1 = dom-1

e, para n par, n = 2m + 2 os parametros dy. e ci sao relacionados por

11
VakCoxk -2 I §1ﬁ02k dogn; B=1; 00y
VkCok-1 — §ﬁczk+1 du-1, k=1,...,m,

vV m+1C2m dEm;
vV dm+1C2m+1 dom+1-

A verificagao deste lema segue de forma imediata pelos resultados sobre a canonizacao de
b, ou seja, considerando os casos onde n é par ou impar, respectivamente, basta substituirmos
os termos que aparecem ao quadrado em b, pelos novos parametros d;. Tal representagao de
b; é mais simples através dos novos parametros d;. Além disso, podemos obter os valores dos

coeficientes c¢; em termos dos d;. O sistema de equagdes lineares obtido pode ser resolvido

36
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com relagdo a cx. Além disso, usando a forma explicita (2.16) de g, k = 1,.. .,

e colocando

Gk+1° " qk+v = 1 para v = 0, obtemos uma representagio explicita de ¢, em termos de uma

combinagao linear dos novos parametros dj, j = k,k + 2,k +4,.. ..
Desta maneira, cox, kK =0,1,...,m, sao dados por

m—k
1 _—
ok = Q_U(Qk+1"'Qk+v\/Qk+u+1) 'dok 420
v=0
- d
(k + U+ 1)(k i e 2) 2k+42v,

(k+1

enquanto que para os parametros cry;, teremos

m—k—1 1

Cok+1 = Z 27(4k+1"'Qk+u\/Qk+u+1)_Id2k+2u+1

v=>0

m—k—1 )

A. ]_ d v ]
* ;} (vt DEEusl) 20

sen=2m+ 1, ou

o=r 3
= Z 57 (Gk+1° Gt/ Tetot1) " doks2ut1
. P

= (k+1 dak42v41,
(k+ )DZ:;) (k+v+1)(k+v+2) T

sen=2m+ 2.

Os Lemas 3 e 4 e as relagdes (2.17), (2.18) e (2.19) fornecem a representacio paramétrica

dos coeficientes dos polindmios senos nao-negativos.

Teorema 11 O polinémio seno

0) = by senkd

k=1

€ ndo-negativo para 0 € [0, 7] se, e somente se, existem pardmetros reais d, . . .,

=dy+tdy e

bk—26(k)d2+2 Y, Bdd, k=1,...,n,

0<i<j<n-—1

dn-1, tal que

onde os coeficientes 6 ) sdo obtidos ezplicitamente pelas relagdes (2.15), (2.17), (2.18)

1 2 3 4 5 6 7 unesp w]. 12 A3 14
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Usando as relagdes (2.17), (2.18) e (2.19), podemos representar os coeficientes c¢; como
combinagoes lineares dos parametros d;. Usando esta representacao, podemos escrever os
coeficientes b; do polinémio seno S,(f) no Lema 3 em termos de d;. Além disso, concluimos
que os coeficientes b; representam uma forma quadratica em termos de d;, pois vém do produto
dos ¢;.

Por exemplo, vamos escrever a expressao quadratica do coeficiente b, para n = 2m + 2.

Assim, devemos usar as expressoes (2.17) e (2.19) em (2.15). Entdo, teremos

bn = bamp :CUC2m+I

(Z (v+1) (u + 2)d2") ((m i 1)\/(7” + 1)2(”1 + 2)d2m+1)
\/m—I; - d2ﬂE:1+ 2)

Observemos que a complexidade das expressoes quadraticas aumenta quando vamos em

diregao ao coeficiente b;. Este foi um dos motivos pelo qual este trabalho se limitou a estudar
até o coeficiente b, _».

Sabemos que, para toda forma quadratica, existe uma matriz simétrica associada. Desta

forma, se Dy = (6}‘];))3‘3 —o for uma matriz simétrica associada a forma quadrética (2.20) e

representarmos o vetor (dy,...,d,—1)T por d, teremos
b = dT Dyd.

Através desta representacao, encontramos os valores extremos de by, uma vez que os valores
minimos e maximos de by estao associados ao menor e ao maior autovalor da matriz simétrica,

respectivamente, como veremos no teorema de Rayleigh-Ritz.

2.3 Teorema de Rayleigh-Ritz

Através deste teorema, poderemos encontrar os valores extremos de by. Mas, antes devemos
colocar alguns resultados de modo a facilitar a compreensao deste teorema. Tais resultados e

suas respectivas demonstragoes podem ser encontrados, integralmente, em C. R. R Alves [2].

1 2 3 4 5 6 7 unespwl B2 43 14 15 16 il

18



2.3.1 Matrizes Unitarias

Defini¢ao 1 A matriz U € M,, onde M, denota o espago das matrizes de ordem n X n,

é unitdria se U*U = I (onde U* = U' e U' é a matriz conjugada transposta de U). Se

U € M,(IR), entdao U é chamada ortogonal.

Definigao 2 Recordemos que os vetores x,...,zx € @™ formam um conjunto ortogonal se
ziz; = 0 para quaisquer 1 < i < j < k. Se, além disso, os vetores sio normalizados, isto €,

riz; =1, i=1,2,...,k, entdo o conjunto é chamado ortonormal.

Definicao 3 A matriz B € M, é unitariamente similar a A € M,, se existe uma matriz
unitdria U € M,, tal que B = U*AU. Se U € real (e, por isso, ortogonal), entio B ¢é

ortogonalmente similar a A.

Teorema 12 Dado A € M,, com auto-valores )y, ..., A\, em qualquer ordem pré-estabelecida,
existe uma matriz unitdiria U € M, tal que U*AU = T, onde T €é uma matriz triangular

superior com elementos da diagonal t;; = X\, i =1,...,n.

2.3.2 Matrizes Hermitianas

Definigdo 4 A matriz A € M,, é hermitiana se A = A*. Se A = —A*, entdo A é chamada

anti-hermitiana.
Observagoes:
. A+ A*, AA* e A*A sdo hermitianas para todo A € M,.
. Se A é hermitiana entdo A* é hermitiana para k =1,2,....
. Se A é nao-singular e hermitiana entdo A~! é hermitiana.

. Se A e B sao hermitianas, entdao aA + bB é hermitiana para todos os escalares reais a e

b.

. Se A € M, é hermitiana, entdo a; € M,(IR),i =1,...,n e a;; = G;; para todos os i e j

taisque 1 <1< j < n.
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Lema 5 Sejam a e b mimeros complezos. Entdo, ab+ @b € IR.

Teorema 13 Seja A € M,, hermitiana. Entao,
(a) x* Az € real para todo z € C".
(b) Todos os auto-valores de A sao reais.

(c) S*AS € hermitiana para todo S € M,.

Teorema 14 (Teorema Espectral) Seja A € M, hermitiana. Entdo, existe uma matriz
unitiria U € M, e uma diagonal D € M,(IR) tais que D = U*AU. (Os auto-vetores de

A sdo as colunas de U e os auto-valores de A, os elementos da diagonal de D).

2.3.3 Teorema de Rayleigh-Ritz

Este teorema também pode ser encontrado em Horn e Johnson [20].

Teorema 15 Seja A € M, hermitiana e seus auto-valores ordenados da forma
Amin =AM <A< ... n = Amax-

Entdo, \\z*z < z* Az < A\,z*x para todo x € C",

*

¥ Az
X =z = INAX = nax & Azx
z#0 I*1 z*z=1

*
. ztAx )
Amin = A =min = i 2T A%.
z#0 T*x z*z=1

Demonstra¢ao: Como A é hermitiana, podemos escrever A = UDU* , onde D = diag()y,...

e U € M, é unitaria, isto é, U*U = I. Para qualquer z € €™, temos:
z*Az = 2*(UDU*)z = (U*z)*D Z,\| (U*z)

Como cada termo |(U*z);|? > 0, temos, entdao que

Amin 3 |(U ]2<x"Ax—Z/\|U‘ d? < N 3 | (L2 )5

i=1 i=1 i=1
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Por outro lado, U é unitaria. Logo,
Z |(U*z):] = (Uz)*(U’s) = s*UU*z = z*z.

Dessa forma,

|2

Tt Az A:c Z (U .

Entao, se z # 0, temos A, > I;.’:f , com igualdade quando = é auto-vetor de A, ou seja,

z*A
A= max e (2.21)
0 T*T

Analogamente,

T*T

z* Az

Assim, se r # 0, temos A\; < =%, com igualdade quando z é auto-vetor de A, isto é,

% st (2.22)
T#0 I*I

Temos, entao, \jz*z < z*Azx < A\, z*zT.

Finalmente, de z # 0, temos

¥ Az _ )‘A( T )
it ¥z

=) ()~

Portanto, as condigoes(2.21) e (2.22) sdao equivalentes as condigdes maxz *Ax

r*z=1

mmlx *Az = ), respectivamente.
T r=
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2.4 Polinémios Senos Nao-Negativos com Coeficientes

Extremos
Pelo Teorema 15, obtemos o principal resultado deste capitulo.

Teorema 16 Se \imin € Akmaz forem o menor e o maior autovalores de Dy e S,(0) € S,
entao,

)\k,min S bk S )\k,ma;’:-
Além disso, a igualdade by = Aimez € atingida se, e somente se, S,(0) € um polinémio

seno em S,, cujos coeficientes b;, i = 2,...,n, sdo obtidos pela formula

b‘i = dT Didk,maxa

k,maz

onde dg mez € um autovetor de comprimento um, associado ao autovalor Ak maz-
Analogamente, a igualdade by, = Mg min € atingida se, e somente se, S,(0) € um polinémio

seno em S,, cujos coeficientes b;, 1 = 2,...,n, sdo obtidos pela formula

b; = df i Didk min,

k,min

onde dimin € um autovetor de comprimento um, associado ao autovalor Ay min-

Icm 1 2 3 4 5 6 7 unespwl ¥2 13 14 1% Le 1 18



Capitulo 3

Construcao de Polinomios Senos

Nao-Negativos com Coeficientes

Extremos

Neste capitulo, vamos achar os valores extremos dos coeficientes b,, b,_; € b,_3. Os
polinémios extremos associados aos coeficientes b, e b,_; também serao obtidos explicitamente.
Para o coeficiente b,,_2, com n = 2m+1, obteremos, ainda, os polinémios extremos asssociados.
Porém, devido a complexidade da forma quadrética que representa o coeficiente b,_, para o

caso n = 2m + 2, apenas os seus valores extremos foram determinados.

3.1 Polinémios Extremos para b, e b,_;

Vale mencionar que os valores extremos para os coeficientes bem como os polinémios
extremos associados dependem da paridade de n. Desta forma, para qualquer coeficiente,
consideraremos quatro casos: os problemas de minimo e de maximo e, para cada um deles, os

casos em que n ¢ par e impar.

AVA
AVAVAY
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3.1.1 O Minimo e o Maximo de b, para n = 2m + 1 e os Polindmios
Extremos associados

Usando as relagoes (2.15), (2.17) e (2.18), obtemos

2 doyd.
- Z 2kU2m
=0 2*102 - - Qe /Ter1n/Tmr1

onde g ¢ dado por (2.16). Como

agw/nVinn = P om e mE k=1 % ik DmT1)

(
2+ D+ 2)
m+1 2 !

2 3 4 k k+l\}(k+2)(m+2)

2dordom
0/(k+1)(k+2)

m+1
Z

Escrevendo
m+1

m+ 2

1
G+)G+2)

a matriz simétrica D{°) associada & forma quadratica que representa b, é

')m!

( 20A, 0 aAp_; --- aA; 0 adp )
0O 0 0 -+ 0 0 0
ads @ D = B 0 0

O.’A1 0 0
0 0 0
\ @4 0 0 )

Desta forma, o polindmio caracteristico de D{) ser4 dado pelo determinante

det(D? — \I) (=N { (P43 + - + 0?A2,_)) /A + 20An — A}

e, {A _QJ(m+1)(m+2)/\_a m“}’

44
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onde I é a matriz identidade de ordem 2m + 1. Para tornar o calculo deste determinante
mais simples, primeiramente transformamos a matriz (D{® — AI) em uma matriz triangular
inferior, através de operacoes elementares em suas linhas. Para uma matriz triangular inferior,
o determinante é dado simplesmente pelo produto dos elementos da diagonal principal. Este
processo também foi usado para achar todos os polindomios caracteristicos dos demais casos
deste capitulo.

Desde que o menor e o maior zeros deste polindmio sdio —m/(m + 2) e 1, respectivamente,

entao, pelo Teorema 16, temos

m
- <b,<1.
m+ 2

Desta forma, para determinar o polinémio extremo associado a by mez, Precisamos encon-

trar primeiro um autovetor d{¢), .. de DY), associado ao autovalor A = 1, tal que

dd+-+d5, = 1. (3.3)
Resolvendo o sistema linear homogéneo

4 20A,, —1 0 @A, -+ aA; 0 aAp \
0 -1 0 e 0 0 0
aAn_1 0 -1 dom—2

O:Al 0 dg
0 0 dy

\ 0o 0 - | @)
para obtermos as cordenadas de d{¢),,., chegamos que dyy = Axdym € dy1 = 0 para

k=0,...,m-=1.

Substituindo os valores de d; em (3.3), teremos

m+ 2

dom = + .
4 om + 2

Logo, os autovetores sao £d{°) = onde

,ma

0 Ala "1Am—2101Am—13011/a)'

dilolnax = \/— (A()&
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Observe que ambos os coeficientes ax e by sdo expressos como formas quadraticas de

dOsdl'} wome )d’?m'

Assim, para qualquer escolha do sinal do autovetor, teremos o mesmo polinémio extremo.

Vamos trabalhar com d(°)

n,mar’

Pelas relagoes (2.17) e (2.18), obtemos cor+1 =0 €

2
(k+1) v
“ i 2; k+u+1)(&:+u+2)d2"+2

. (\/(m + 1)2(m +2) \/22;121) ¥ mgl \/(k +v+ 1)2(;; Fo ) )

k+1 Ly 2 m+ 2
alk+1) Apyy
my1  OFF Z: k+u+U®+u+ﬂJﬂm+U w4

k+1 m+2m 1
— k+1-,/
m+ 1 k+u+Uw+u+m

m—k—1
+(k+1
m—l—l +1) Z

1

k+v+1)(k—|—v+2)

pata & =, =1,
Entao, pelas expressoes (2.10), temos que agr =m+1—k para k =0,...,m e ag4 =0

para k =0,...,m — 1. Assim, obtemos o polinémio cosseno nao-negativo

mT—l-l + > (m —k + 1) cos 2k6.
k=1

Multiplicando-o por 2/(m+1), de modo que ag = 1, chegamos a forma equivalente

B k
1+23 (1- 2k6.

Aplicando a transformacéo de 6 para 6/2, a qual preserva as caracteristicas do polinémio,
obtemos o classico polindmio cosseno nao-negativo (1.1). Usando as expressoes dos coeficientes
ar em (2.11), obtemos o polinémio seno nao-negativo (1.5).

O procedimento para determinar o polindmio seno extremo associado a b, min € similar.

Primeiro, encontramos os autovetores de D{?) associados ao menor autovalor A = —m/(m+2)

de modo a satisfazer (3.3).
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Resolvendo o sistema linear homogéneo

(20A, -X 0 aA, ., - ad
0 =k @ = B
CYAm_l 0 - 0

aA, 0 0
0 0 0
\ CEAO 0 0

para as cordenadas de d,(,:zlmn, obtemos

[m +2 1
dox = = e dy41 =0
2m \J(k+1)(k +2)

parak=0,...,m—1.

Substituindo esses valores em (3.3), teremos

(o)

n,min?

. [ 2
dsl,)rnin = % (AU: 01 Al: O: AT 0: Am—l-: 01 _mAm)T

e escolhemos o sinal positivo. Entdo, por (2.18), obtemos cor4+1 = 0 e, por (2.17), teremos

Assim, os autovetores sao +d onde

m-—k 2
o = (k+1) 20 \/(k ) T L
2

L (,\/(m +1)(m+2 \/zmm+ 2 +”‘§’:‘ (k+v+ 1)2(k +v+ 2)d2’°+2" )

k+1 v 2 [m +2
- Ak+u
m+1 = Vkk+v+)(k+v+2)V 2m

g v L 1

2m = (k+v+1)(k+v+2)

v

..’m'
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Entdo, pelas expressoes (2.10), temos agk+1 =0, k=0,---,m

G = m(7n+2) Z i~ =~ 2F)

(m—k+1)(m + 2m — 2mk — 2k? — 2k)
3m(m + 2)

, k=0,---,m.

Logo, chegamos no polinémio cosseno nao-negativo (1.18). Agora, precisamos expressar
os coeficientes by em termos de a; usando (2.11). Obviamente, bgr, = 0 e

m—k
3m(m + 2)

m-—k+1

3m(m + 2)

m? — 2k? — 2k + 2m
m(m + 2)
2k(k+1)
Cm(m+2)

bok 11 (m? — 2mk — 2k* + 2m — 2k) — (m? — 2mk — 2k* — 6k — 4)

Portanto, obtemos o polindmio seno nao-negativo (1.10).

3.1.2 O Minimo e o Maximo de b, para n = 2m + 2 e os Polindmios

Extremos associados

Através das relagoes (2.15), (2.17) e (2.19), temos

b — i dokdom+1
" k=0 2kqiqq - - - k+/Qk+1+/Im+1 '

m-l-\/

m+1

25q102 + + + G/ Tor1 V/Tmr1 =

m+1 z 2dakdom 41
k+ D) (k+2)

Assim, a matriz simétrica D,(f) associada a forma quadratica b, sera

[ 0 aA,, o a0 Q’Ag\
aA, 0 .= 0 0 0

QAI
0

\ ady
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onde a e A; sdo definidos por (3.1) e (3.2), respectivamente. O polindémio caracteristico de

D ¢

det(DY) = AI) = (=A™ {(?AF+ -+ 0?42, +a?AL) /A - A}
am+1 }
m+2)°

= (=am {)ﬁ*‘ i

Como o menor e o maior zeros deste polindmio sdo —(m+1)/(m+2) e (m+1)/(m+ 2),
respectivamente, entdo, pelo Teorema 16, temos

m+1<£;l <m+1

— n - =
m+ 2 m+ 2
Assim, para determinar o polindmio extremo associado a by, 14z, Precisamos encontrar um

autovetor d{¢) —de D{®), associado com o autovalor A = (m + 1)/(m + 2), tal que

n,mazr
o+ 4 dypg =1 (3.4)
Resolvendo o sistema linear homogéneo

[ el N ellyup == ol [ dymsr
aAn, -2 0 0 dom
0 0 i s
0 dom—2

oA, 0 do
0 0 d,
\ aAy 0 \ o )

para as coordenadas de dﬁf}mz = 0, obtemos

ko — ((m - g 2)/(m * 1))aAkd'2m+1) k= O) L

e dy41 =0, k=0,...,m — 1. Substituindo os valores de d; em (3.4), teremos

V2

d2m+l — ZtT-

1 a €
Desta forma, os autovetores que precisamos sao +d{),,,, onde

dgﬂna:c = ﬁ (AU’ 0? Al,O, ey Am, a)T .
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Vamos trabalhar com d{¢),,,. Por (2.17) e (2.19), obtemos

2 d
k+v+1)(k+v+2) =
2”“" 1
= k 1
aff-t \/(k+v+l)(k+v+2) o

m+2m2‘= 1
m+1 .3 (k+v+1)(k+v+2)

m—-k+1 [m+2
= ) k=0:"':m
m+ 2 m+ 1

(k+1)

ak+1)

k+1
(k+ );} (;!s:+u+1)(k+zz+2)(‘£2"+2"+1

1 m—k—1 2
(k+l)(\/(m+1)(m+2) 2 k+u+1)(k+v+2)d2k+2”+l)

v=0

k+1 /m+1
o B aca M
m+1Ym+2

Entao, pelas relagoes em (2.10), teremos

Aok —Jj+D)m—-k—j+1)+G+D(k+7+1))

(m+1 )(m +2) Z
(m—k+1)(2m? —mk+7m—k2—k+6)
3(m+1)(m + 2)

=0
(2m® + 9m? + 13m — 2k3 — 3k? — k + 6)
6(m+ 1)(m + 2) '

(m+1)1(m+2) (mi( —J+)(k+7+1)+ % G+1)(m-— k—;))

Portanto, obtemos o polinémio cosseno nao-negativo (1.19). Além disso, usando as rela¢des
(2.11), teremos o polinémio seno nao-negativo (1.6).
Para determinar o polinémio seno extremo associado a by, min, €ncontramos os autovetores

de D'®) associados ao menor autovalor A = —(m + 1)/(m + 2), tal que tenhamos (3.4).




Resolvendo o sistema linear homogéneo

( A A, 0 aAd,._
aA, =X 0 0

0
\ G.’AU

para as coordenadas de j:df:lnim obtemos

ko = —((m - 2)/(m + 1))O!Akd2m+1, k = 0, E— 1

e dy41 =0, k = 0,---,m — 1. Substituindo os valores de d; em (3.4), temos que dom41 =

+1/2/2. Desta forma, os autovetores que precisamos sao id,(f,,)mm: onde

1
- _\/Qa

e escolhemos o de sinal positivo. Entao, pelas formulas (2.17) e (2.19), teremos
m—k+1 [m+2
Cop. = —
% m+2 \m+1
. _k+1 m+1
R T me LY m 2

para k =0,...,m. Analogamente ao caso anterior, teremos

d®.. = L D

(m — k+1)(2m? — mk + Tm — k* — k + 6)
3(m+1)(m+2)

Qo =

(2m? + 9m? + 13m — 2k3 — 3k? — k + 6)
6(m+1)(m +2) ’

Portanto, obteremos o polindmio cosseno nao-negativo (1.20). De modo anélogo, usando

Aok+1 = — k=0,---,m.

as relagdes (2.11), teremos o polindmio seno nao-negativo (1.7).

o1
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3.1.3 O Minimo e o Maximo de b,,_, paran = 2m+1 e os Polinémios

Extremos associados

Usando as relagoes (2.15), (2.17) e (2.18), obtemos

-1
b = dordom-1 m dok+1dom
n—-1 —

;Z;)thhfh *Qk\/Tk+11/0m ;2}2'“91?2"'%\/%“\/%“

m 2dardam—1 m + 1 2d2k+ld2m
s
mT Lo \/(k+1)(k+2 1) (k+2)

Tomando

obtemos a matriz simétrica

( 0 BAm + aAm_y 0
BAm + aAm_y 0 BAm—1
0 BAm-1
aApg—2 0

0 BA,
(J!Ag 0
| o Z )

associada a forma quadrética b,_;. Assim, o polinémio caracteristico de Dﬂ €

det(D{?) — AI) = (—/\)2’”'3{)\4 o 20 HE D g, iiu=1) }

+
(m+1)(m+2) (m+1)(m+2)
Desde que os zeros deste polinémio sao +1, entdo, pelo Teorema 16, teremos

<

Ibn—ll < L.

Assim, para determinar o polinémio extremo associado a bp_1mez, precisamos encontrar

um autovetor dffll'maz de D!, associado ao autovalor A = 1, tal que d2 + - - + d2, =

1 2 3 4 5 6 7 unespwl B2 43 14 15 16 il
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Resolvendo o sistema linear homogéneo

( 1 (BAm +0Am_1) 0  adpg - (" &
(BAm + @Am_1) = B B
0 Bl %) 0
aAp_s 0 doym_s

Ay 0 d;
\ 0 BA 0 \ do )

para as coordenadas de cl,(,fll,mx, obtemos dop = A/2, k=0,---,m—1, dopy, =dox, k=
0,---,m—2, dop = ((m+ 2)/(4m+ 4))1/2 e dyp—y = ((m + 1) /4m)/2.

Logo, os autovetores sdo +d onde

n—1,maz>

T
5 1 1
dl(ra)lma:.: == 5 (AU'}AO!'"yAm-—QaAm—'Z)Amv—ls\/mr;: ) m+2)

m+1

Pelas relagoes (2.17) e (2.18), teremos

d2k+2u

m—k
Cok k‘+‘1 E:
v=0

k+u+2)

mkl 1
+1 T VZ% (k+u+1)(k+v+2))

Além disso, vemos facilmente que coryy = \/5/2, k=0,---,m-—1.

Entao, as expressoes em (2.10) implicam em

m—k m—k—1

A2k = Z(C‘ch2j+2k)+ Z (C2j+162j+2k+1)
7=0 7=0

m—-k+1/2, k=0,...,m

n—k-1

Z (cojC2j42k+1 + C2j+1C2+2k+2)
j=0

m—k, k=0,....m-—1.
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Portanto, obtivemos o polindmio cosseno ndo-negativo (1.22) e, por (2.11), o polindmio
seno nao-negativo (1.11).
O polinoémio seno extremo associado a b,y min € obtido através dos autovetores de D,ff_)l
associados ao menor autovalor A = —1 satisfazendo (3.3).
Resolvendo o sistema linear homogéneo
( 1 (BAm+aAm1) 0 @Ang - 0y 0 [ dom )
(BAm + aApm-1) 1 BAm-1 0 B BAy dom-1
0 i 7 PO 1 0 0 dom—2
aAm_2 0 0 1 0 dom-3

Apax 0 0 0 d,
k 0 0 0 1 )\ do )

para as coordenadas de d'? Lmin» Obtemos dy = —A;/2, k = 0,---,2m — 2, dyyny =
((m+1)/4m)'/? e dym = ((m +2)/(4m + 4))'/.

Portanto, os autovetores sao idn i iz /0N

T
m+1 m+2)

1
d(g) == | A, ~Ap, oo, A _Am— ;Am" }_J )
n—1,min 2 ( 0, 05 y £im—2; 2 i m m—+1

Desta forma, pelas relagdes (2.17) e (2.18), teremos ¢y = \/5/2, k=0,...,me cps =
—V2/2, k=0,...,m — 1. Consequentemente, a expressio (2.10) implicard em ag, = m —
k+1/2, k=0,...,me a1 =—-(m—k), k=0,...,m—1.

Portanto, obtivemos o polinémio cosseno nao-negativo (1.23). Além disso, por (2.11),

obteremos o polinémio seno ndo-negativo (1.12).

3.1.4 O Minimo e o Maximo de b,_; paran = 2m+2 e os Polindmios

Extremos associados

Usando as relagoes (2 (2.17) e (2.19), sabemos que

.15)
i ( dakdom dok+1d2m+1 )
k=0 2%q1qz - - *Qk\/Qk+1/9m+1 2le@2 * Gk Qk+1y/Gm+1

fm+1 Z 2(dokdom + dok+1dom+1)
m+2i% J(k+1)(k+2)

o4

bn—l
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Entao, a matriz simétrica fo_)l associada com a forma quadritica que representa b,_; é

( 2aA,,
0
aAm—-l

0

O.’A[]
\ 0

0
2aA,
0

aAm_1

0
Q‘Ag

aAm—-l

0

0

aAm—l

O!Ag
0

0

O.‘AU

/

Logo, o polinémio caracteristico de foll ¢é obtido pelo seguinte determinante
9 2
e )
m+ 2 m+ 2

Além disso, o menor e o maior zeros deste polindmio sio —m/(m+2) e 1, respectivamente.

@MDQJ—AU==¥m4(¥—-

Assim, pelo Teorema 16, temos

m
e
m+2 = "=

Para determinar o polindmio extremo associado a b,_1 maz, primeiro precisamos encontrar

um autovetor d,(,fll,mu de D', associado ao autovalor A = 1, tal que
2 2
d0+"'+d2m+l —_— ]..
Como no caso anterior, resolvendo o sistema linear homogéneo

( (aAn-1) 0 QAni 0 0 )

0 (():Am - 1) 0 O.’A[]
Lrij-m—]. 0
0 Q’Am_l

aAy ( dom+1 \

adyi waw )

d2m—2

CEA() 0 0 dl
\ 0 dy )

para as coordenadas do autovetor d,(fll‘mu, obtemos doy, = P, domy1 = Q, dox

dok+1 = aQAg, k=0,...,m— 1, onde os parametros P e () satisfazem a relagao

m+ 2

P‘2 2= .
+Q 2m + 2
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Agora, pelas relagoes (2.17) e (2.19), teremos os coeficientes

5
g gkt )0 \/(k T D)k o1 2)

m—k—1 D)
L) (\/(m+1(m+2)P+ap 2 (k+v+1)(k+v+2)Ak+y)

v=0
V2(k +1)aP (ﬁ
V2aP

m—k—1

1
;;0 (k+u+1)(k+u+2))

e, de modo andlogo, cory1 = V2aQ, k=0,.

Podemos achar os coeficientes do polindmio cosseno extremo usando as relagoes em (2.10).

Logo,

m—k

> ((cajcart2;) + (C2j+1C2542k41))
i=0
m—k

> ((Pav2)? + (Qav2)?)

7=0
(P4 gy k;E(QQm+2)

m—=k+1

—k m—k—1

(c2jcojsok+1) + Z (c2j4+1C2j+2k+2)
j=0
m—k—1

2PQa’ + Z 2PQo?

j=0
( +1)(m—-k+1) 2(m+1)(m — k)
m+ 2 o m+ 2 P
2(m+1)(2m — 2k + 1) _
o PO, k=0;...m

m+ 2 m+ 2
P — =
Vom+2? ¢ 9= \Vamsa®
obteremos o polinémio cosseno ndo-negativo (1.25) e pelas relagoes (2.11), teremos o polinémio

seno nao-negativo (1.8).

Usando

1 2 3 4 5 6 7 unesp w]. 120 13
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Para determinar o polinémio extremo associado a b,_;mi,, primeiramente precisamos
encontrar um autovetor dﬁ],mm de D,ff_)l, associado ao menor autovalor A = —m/(m + 2),
tal que d3 + d? + -+ d3,,4, = 1.

Resolvendo o sistema linear homogéneo

( (aAm— ) 0 0Any 0
0 (@Am—2) 0  aApm

a1 0 = 0

0 QAm- 0 )

CEA[] 0 0 0
\ 0 aAp 0 0

para as coordenadas de dffll‘mm, como no caso anterior obtemos dy, = P, dom1 = Q,

9
i = P AT
m

2
(£2k+1I—O£QAkm+ k=0,...,m—l,

1
m
onde, neste caso, os parametros P e () satisfazem a relagao

m

2 2 __
P =gy

Assim, pelas relagoes (2.17) e (2.19), teremos

m—k 9
Cok (k+1) UZ={:) (k+y+1)(k+v+2)d2k+2v

k+1) (\/(m+ 1)2(m+2)‘n B ame” mgl \/(m+ 1)2(m+2)A"+")
\/§(k+1)ap( 1wt . )

m+1 m k+v+1)(k+v+2)

v=0

m

e, de modo andlogo, cory1 = V2aQ(2k —m)/m, k=0,...

Além disso, por (2.10), obtemos

AVA
AVAYEY
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(cojCort2i + Coj+1C2j42k+1)

n_lz (P2(25 — m) (2 + 2k — m) + Q*(2) — m)(2) + 2k — m))
+

a m
3 (m_'_l)JZO 27 —m)(25 + 2k — m)

(m — k + 1)(m? — 2km + 2m — 2k? — 2k)
3m(m + 2)

m—k

m—k—1
Z (c2jC2j42k,) + Z C2j+1C2j42k+2
Jj=0 j=0

2&2PQ m—k . ' k-

— (g(?;-—m)(23+2k—m Z (27 —m)(25 +2k+2—m)

2(m + 1)(4k® + 6k? + 2k — 2m — 12km + 3m® — 6km? + 2m?®)
3m2(m + 2)

m 5 m
om + 27 “Vom+2?

teremos o polindmio cosseno nao-negativo (1.26). Ainda, pela relacdo (2.11), obtemos o

PQ,

para k =0,..

Usando

polindmio seno nao-negativo (1.9).

3.2 Problemas Extremos para o Coeficiente b,,_5

3.2.1 O Minimo e o Maximo de b,,_o paran = 2m+1 e os Polinémios

Extremos associados

Demonstragao do Teorema 5:

AVA
AVAYEY
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Neste caso, as relagoes (2.15), (2.17) e (2.18) implicam em

b g = Z ( dede—Q @ d2kd2m )
i S \2*0q G/Tn/am - 200 Gl /Tra 1/ Tma

= (“1)2kd2kd2m e dok+1d2m—1

+ +
‘%ﬂ 2kqigy - -+ Gk9m~/Qk+14/Gm+1 yg 2kq1q2 - - Gk /Trr1+/Tm

= Bdardam—2 + Ydordom + (—1)%* cdordom
;g\/(k+])(k—l—2)( 2kY2m=2 2k W2 2k2)

+m_1 2Bdaok4+1dom—1
iz Jk+1)(k+2)

onde « e 3 sdo definidos, respectivamente, por (3.1) e (3.5) e

m
L \/(m+1)(m+2). (36)

Logo, a matriz simétrica D,(f_)g associada a forma quadrética a que representa b,_, é dada

por
2(a+ v)aA,
0
(a@+7)An-1 + Ay,

(@ +7)A
0
\ (v — @)Aq

0
2ﬁAnﬁa—l
0

0

BAg
0

(0: + ')’)Am—l + aAn,
0
26Am-—l

BA
0

BAo

(7 — @) Ao \
0
BAg

/

Entdo, o polindmio caracteristico de fo_)g serd dado pelo seguinte determinante

m— 4 m—2)
m+ 2 m+2/

=A== (a-1) (- A1) (& ———m_l)(2
det(D), — A1) (A -1)( ) (A + — Jil3*

Observemos que o menor e o maior zeros deste polinémio sao, respectivamente,

-m+4 — /m(5m — 8) 1+5
2(m + 2) 2T v

Para determinarmos o polinémio extremo associado a bp_2 maez, Precisamos encontrar um

autovetor dEflz‘max de D9, associado ao autovalor A = (1 + V5)/2, tal que
a2+ +ds, =1. (3.7)
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Resolvendo o sistema linear homogéneo

( 2a+7)Am - A 0 (a+7)Am-1+BAm
0 M 0
(a+7)Am-1+ BAm 0 S8 Am =X

0 BAo 0
\ (v — @) Ao 0 BAo

para as coordenadas de dfflg_max, obtemos dox4; =0, k=0,

V2A(1+5)’

1 +4\/5 Aok,

om+ 3+ 5 .
2y/m(m + 1)(1 + V/5)

do

m+2

7+ 3v5
5425

Assim, encontramos os autovetores :I:drl 2,maz> onde

V2 2m +3+5 [m+2 !
A(1+\/5)’0’ ’0’(1+\/5)\/m(m+1)’0’ m+1)'

Através das relagoes (2.17) e (2.18), teremos

m )
k+1)
o (it Z_:\/k+u+1)(k+u+2)d2’°+2”

(m+1 2&5121?-_1‘-)?1:?) 4 MZHWA’””)
% 1 2m + 3+ /5 1+f(m—k—1))

m + 1 (m+1){1+\/5+ 2 m(k +1)

(k+1)&

(k+1)
|

(
V2(1+VB)k
4

Y (o,

AVA
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2 d
+Dw+2)

Z

m—2 2

D) )
bt 2 o neryt m(m+1)d2m_2+\/(m+1)(m+2)d2m
K V2 V2(2m + 3 + V/5) \/_(l-i-\/_ 2
\/§A(1+\/’5)+2(m+1)+2m(m+1)(1+\/5)”+ ZA
i(2+3)\+\/5,\)
V2 \ 200+ v5))
r:/\/§

De modo analogo, temos que ¢y, = ¢o. Portanto, usando as relagoes em (2.10), obtemos

e 1(—&)

24 J(——‘l/i(l : ‘/5"'))2 (m —1)
3+\/5),

1(\/'(1:\/') )

3+5
4

Q2m CoCom =

e ainda agg4+1 =0, k=0,---,m—1.

Com esses resultados, podemos escrever o polindmio cosseno nao-negativo (1.27). Além
disso, usando (2.11), obtemos o polinémio seno nao-negativo (1.13).

Para determinar o polindmio seno extremo associado a bLOEQ,min: precisamos achar o autove-
tor A\ uin de D'”,, associado a0 menor autovalor A = (—m+4 — (m(5m —8))"/2)/(2m +4).

Para isso, temos que resolver o sistema linear homogéneo, como no caso anterior, para o menor

autovalor.

Tomemos

AVA
AVAYEY
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Pelas coordenadas de cl,(,fl?,mm, obtemos dyt41 =0, k=0,---,m—1,

3m — y/m(5m — 8)
dy = — Qao,
dmy/2
(m+2

m — \/m(f)m - 8)

m(1 —m)+ (1 +m)/m(5m — 8)

4my/m(m + 2)

oA, k=1,---,;m-—2

a
dgm = 5

Pelas relagoes (2.17) e (2.18), obtemos ck41 =0, £k =0,---,m — 1,

m—k 9
a = kD) L G IR

V2(m = 2k)(m + /m(5m — 8))

4m(2 —m)

dok 420

Qao,

m

2
EO \/(,, +1)(v+ z)dz"

aag

V2

e, de modo andlogo, ¢, = —co. Entéo, as relagoes em (2.10) implicam em

m(2m — 5+ /m(5m — 8)
3/m(5m — 8) ’
10k + 2k* — 4m — 3km? + m?
3(m? — 4)
+4k3(m — 1) + m(m? — 4)(2m + 1) + k(4 + 20m — 6m?)

ag =

3(m? — 4),/m(5m — 8)

a?o?

am = —

2

Portanto, chegamos ao polindmio cosseno ndo-negativo (1.28) e, através das relagoes em

(2.11), no polinémio seno nao-negativo (1.14).
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3.2.2 O valor Extremo de b,_, para n = 2m + 2

Demonstragio do Lema 1:

Uma andlise simples, mostra que dois pontos positivos fornecem os valores extremos de
rm(y). O valor de r,,(y) é negativo para o menor desses pontos e positivo para o outro.
Desde que 7,,(0) > 0 e 7,(y) é negativo para y suficientemente grande, entdo r,,(y) tem trés
zeros positivos. Por outro lado, y(oo) = (3 4+ v/5)/2 é estritamente maior que o ponto de
maximo local de r,, e r,(y(00)) < 0. Isto implica na desigualdade y(m) < y(oco). Logo, é
claro que r,,(y) converge uniformemente sobre conjuntos compactos do plano complexo para
o polinémio —y* + 4y? — 4y + 1. Entdo, pelo teorema de Hurwitz (veja Teorema 3.45 em
[32]) a sequéncia dos maiores zeros y(m) de r,,(y) converge para o maior zero (3 + v/5)/2 de
—y3 +4y? — 4y + 1, quando m converge para infinito.

Demonstragao do Teorema 6:

Usando as relagoes (2.15), (2.17) e (2.19), temos que

by = Z( dordom—1 dokdom+1 )
=5 \2Fq142 - qk\/qkT\/q—m 2519102+ - QkGm/Te+14/Tmr1

Z( (—=1)% daxdam 1 datr1dom )

2kq1qz - - “Qe/Gr 1/ Gt T g Tk r/Tr+1y/Tm+1

]

i_“: Bdadom—1 + (7 + (=1)% @) dardamy1 + adog41dom
= V(k+1)(k +2)

onde a, f e 7y sdo definidos por (3.1), (3.5) e (3.6), respectivamente. Assim, a matriz simétrica

D9, associada a forma quadratica, que representa b,_» ¢ dada por

[ o er 0 (a+7Amy - (y—a)do )
el 0 0 0
0 BAm-1 BAo

(a+7)4 0 B4
0 adp 0
\ (h=a)dy 0 BA )

onde e, = (2a+y)A,, e e2 = @A, + BA,,. O polindmio caracteristico associado é dado por

det(D'?, — M) = =A2™=47,.()2),

63
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m2+m+2)., 4m?*-m+1), (m-1)>2
m+2? " m+2E " (mt2e

Portanto, fazendo A\? = y, teremos o polinémio ciibico 7,,(y) que possue trés zeros positivos,

rm(A?) = —2%+ A

quando m > 2. Além disso, o maior zero y(m) de 7,,(y) ndo excede y(co) = (3 + v/5)/2 e
y(m) converge para y(co) quando m converge para infinito, conforme vimos na demonstragao

do Lema 1.
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Capitulo 4

Convergéncia de Polindmios

Trigonométricos para Funcoes

Periodicas

Neste capitulo, vamos verificar a convergéncia de polindmios trigonométricos para fungoes
periédicas nas normas uniforme, ||.|[z, e ||.||z,. Assim, precisaremos de algumas defini¢oes

para verificar os principais resultados.

4.1 Nnucleo Positivo

Definigao 5 Um polindmio cosseno K, (6) de ordem n é chamado nicleo positivo se satisfaz
as ezigéncias:
1) K,(0) >0, para 0<6@<m;

1 b
I = /_Tr K,(6)d6 = 1.

4.2 Nucleo Positivo Somavel

Definigao 6 Uma segiiéncia de nicleos positivos {K,(0)}22, é chamada somdvel se, para

qualquer n € IN, K,(0) satisfaz 1) e 2) e, além disso a seguinte exigéncia adicional é
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satisfeita:

3) Para qualquer § > 0, K,(0) converge uniformemente para zero em 4, 2w — 6] quando

n tende para infinito.

A rigor, isto significa que para quaisquer § > 0 e € > 0 existe um N € IN que depende de
d e g, ou seja, N = N(d,¢), tal que, para qualquer n > N, temos |K,(#)| < € para qualquer
6 € [4,2m — §].

4.3 Convolucao K,(f;x)

Definicao 7 Para qualquer fung¢do f(z) de periodo 2m pertencente ao espago das fungées
integrdveis em [—m, ] definimos o polindmio trigonométrico
1

—/ ’; Ko (6)f(z — 6)d6

K.(f;z) = o

como sendo a convolugdo de f(x) com o nicleo somdvel K,(0).
Por exemplo, consideremos K, () como o polindmio cosseno

K,(0) = a9+ 2 z g cos k6.
k=1

[ (au +2 Zak coskﬂ) f(x —0)do

1
27 =
1
27

(/_ aof:c—ﬂ)d9+2/ iakcoskﬂf(m—g)dg),

T k=1

Fazendo z — 0 = u,

Ka(f; z) s (—

27

/ﬂ—fr ap f(u)du — 2 f’” i ay cos(k(z — U))f(u)du)

™

;,T( R0 du+22ak/ x—u))f(u)du)

e, usando a identidade trigonométrica cos(a — b) = cosacosb + senasen b, teremos

Kn(f;z) %(0‘0 fu)du+22[akf

51}- (O‘u fu)du + 2 Z Qg (coskx/ﬂcoskuf(u)du + senkzx /ﬂ senkuf(u)du)).

k=1 =

cos kx cos ku + sen kz sen ku)f{u)du] )

™
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Desde que os coeficientes de Fourier sao dados por

ag —1— § f(u)du,
T

—x

a %/ﬂ cos ku f(u)du,

m

bk:l/ sen ku f (u)du, k=1,2,---,

mJ—7

obtemos
n

Z (cak(ak cos kz + by sen kx)).

Ofn Qg

Ky(f;z) =

Por exemplo, quando K,(#) coincide com o nicleo de Féjer (1.1), temos
Kol = %, + kX=:1 )(ax cos kz + by sen kz).

Essas sao exatamente as somas de Cesaro das séries de Fourier.

4.4 Convergéncia na Norma Uniforme

Teorema 17 Se f(x) pertence ao espago das fungées continuas de periodo 21 e {K,(6)}2,
¢ uma sequéncia de nicleos positivos somdveis, entdo K,(f;x) converge uniformemente para

f(z) em [0, 27].

Demonstragdo: Seja S,(f; ) a soma parcial da série de Fourier

n

+ k cos kx + by sen kx).
k:l

nfx _?0

Sabe-se que a série de Fourier de uma funcao constante c ¢ ela mesma, ou seja, S,(c;z) = c.

Se ¢ =1 entdo S,(1;z) =1 o que implica que K,(1;z) = 1 se, e somente se,

L " Ka()dt =1

Ka(t) 2 0.
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Escrevendo

I{n(f;x) - f(l)

e aplicando o mddulo, tem-se
Ku(fs2)— @) = 51 [ Kal)(F(@ =~ 0) = f@))e
L 1= 1) - £ Kalt)i,

27 Jr
uma vez que K,(t) > 0.
O objetivo é mostrar que K,(f;z) converge uniformemente para f(z). Como f(z) é
continua em [0, 27}, que é um conjunto compacto, entdo f(z) ¢ uniformemente continua, ou

seja, para qualquer € > 0, existe um 6 > 0 tal que, para todo t com [t| < 4,

If(z—t) - f(z)| <e, =, z—t€(0,2n].

|Kn(f;2) = f@)| < h + L+ 15,

= [ -0 - 1@ Ka )i,

21 Jr

% /_55 |f(z —t) — f(z)|Kn(t)dt

I= o [[1f@=1) - f(@) | Kalt)it.

Primeiramente, mostraremos que a integral I é limitada por €. De fato,

L= o [ 1@1) ~ f@)\Kn(e)a

or J-s
1
2m

1

[ 11 =) - 1@t + 5 [ 15~ ) = f@IKa(e

2 3 4 5 6 7 unespwl 22 43 A4 1% 16 27 18



Como f(z) é continua em um intervalo fechado [0, 27], conclue-se que f é limitada. Assim,
existe um M > 0 tal que
Ify)I <M, yeR,

uma vez que f é periddica.
Logo,
|f(z—t) = f(z)| < |f(z—t)| +|f(z)] < 2M.

Mas, sabemos que K, (t) é um nicleo somével, ou seja, para qualquer § > 0 ele converge
uniformemente para zero em [d, 27 — §] quando n tende para infinito. Assim, existe um v
natural tal que, para qualquer n > v, K,(t) < € para todo t € [4, 27 — ¢].

Entao,

— [ 1@~ ) - f@)Ka(t)a

27 J-x

De modo andlogo podemos concluir o resultado para a integral I3.
Portanto,

|Kn(f;2) = f(@)| < L+ L+ I3 < (2M + 1)g,

para qualquer z € [0, 27], ou seja, K, (f;z) converge uniformemente para f.

4.5 Convergéncia na Norma |||z,

Definicao 8 O espago L\[—m,n] é formado por todas as fungdes integrdveis f(x) com dominio

em [—m, 7| e imagem em IR tais que

1@l = [ 17Ot < oo.

Teorema 18 Para qualquer fungio f(z) de periodo 27 do espago L,[—m,w|, temos que

| Kn(f;2) = fllz,
converge para zero quando n tende a infinito.
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Demonstra¢do: Sabemos que

|Ea(f52) = f@lles = [ 1Kalfi) - f@)lda

: /ﬁ /ﬂ (f(z — 1) — f(2)) Kn(t)dt| dz

2T —-m [J=7

: /W (/ﬂ [f(z-1t) - f(w)IKn(t)dt) dz.

21 Jox \J s
Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos

1af52) = S@ll < 5= [ Kal®) ([ 150~ 0) = 1(@)lds) a

-7

~ [ Ka(t)altt

21 J-r

alt) = [ 1@~ 1) - f(@)ldz.

-
Vemos que «(0) = 0. Vamos demonstrar que «(t) é continua no ponto t = 0.
O conjunto das funcoes continuas é denso em [—m, 7] com relagdo a norma L;.

Desta forma, para qualquer € > 0, existe uma fungéo g(z) do espago C[—m, 7] tal que
[ 11@ - g(@)ldz <e.

Como f e g sdo fungoes de periodo 27, temos

[ 15—t - gz~ t)ldz <,

-

para qualquer ¢ € IR.

Como a fungdo g(z) é continua em um compacto, entdo é uniformemente continua. Assim,

para qualquer € > 0, existe um § > 0 tal que, para todo ¢ com || < 6,
l9(z =) - g(=)] <
g g o’

para quaisquer = e  — t em [0, 27].

Entao,
v 8
f lg(z — t) — g(z)|dz < €.

-
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Assim, para |t| < 4, teremos

@)l = [T 1f@=1) =g~ 1) + 9@~ 1) - (&) + 9(z) ~ F(@)\da

-7

[ 1t@=0-g@-tldz+ [ 1o 1) - g@ldz+ [ lg(z) - f(@)da

-7 b -

3e.
Logo, |a(t) — a(0)| < 3e. Mas, se usarmos § = 3¢, teremos que

% [ AT

converge para «(0) = 0.

Portanto, | K,(f;x) — f(z)||L, converge para zero quando n tende para infinito.

4.6 Convergéncia na Norma |.||.,

Definigao 9 O espago L,[—m, ] é formado por todas as fungées integrdveis f(x) com dominio

em [—m, 7| e imagem em IR tais que

1 @)z, = ([_ |f(z)|ﬂdt)”p 56,

Teorema 19 Para qualquer fungdo f(x) de periodo 2w do espago Ly[—m, 7|, com 1 < p < o0,

temos que
|1 Kn(f;7) = fllz,

converge para zero quando n tende para infinito.

Demonstragdo: Sejam f € Ly[—m, 7] e n € IN fixos.
Consideremos ¢ tal que % + % =1 e g(z) € L[, ).

Segue, da demonstracao do Teorema 17, que

fay=[

-

Assim, vemos que a soma K,(f;z) é a convolugao de f(¢) com o nicleo K,(t), ou seja,
Kalfi2) = £(2) = o= [ (Fla — 1) - f(z) Knlt)dt
n ] 2?T b n
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Aplicando a norma L, temos

1Katti2) ~ £ = ([ | [ =0 - r K] ao)

Porém, como a expressao acima ¢ muito dificil de tratar, vamos considerar a integral

[ Eatin) = s@e@das = o [ ([ (7= - @) Kn(0)dt) g(2)ds.

- -
Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos

[ Eatsizn) = @9tz = o [ ([ (e -0 - f@)g(@)iz) Kae)at.

[ Ga-0- gz < |[" (f@-1) - f@)g(@)ds

-1 -

< [ If@-8 - f@)@ldz.
Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

/-:r (f(z —t) = f(z))g(z)dz < ([:, Ifz—1) - f(z)lpdz)lfp (]rr |g(:n)|"‘d5:) 1/q

—_T ot 2

= a(t)llg()llz,,

1/p

at) = ([ 1@-1 - f@Pdz).

Vemos que &(0) = 0 pois f(z —t) — f(z) = 0 para ¢t = 0. Assim, como na demonstra¢ao

do teorema anterior, podemos concluir que &(t) é continua para t = 0, ou seja, para qualquer

e > 0 existe um ¢ > 0 tal que para todo t com |[t| < 4,
la(t)] < 3e.
Assim, podemos mostrar que

|f_:(ffn(f;x)—f(:c))g(x)dx < %[_ f_:(f(x—t)—f(x))g(x)dx Kn(t)dt
lo@)lzyz- [ EOKa ()i
3ellg ()l
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para n suficientemente grande.
Logo, exite um natural v, tal que

[ (a(f2) = £(@)g()da| < 3elg(@)lz,,

-
para qualquer n > v.

Certamente K,(f;z) — f(z) é um funcional linear em L,. Entéo, pelo Teorema de Riesz,
existe uma funcao g do espago L, tal que o funcional admite uma representagio através do

produto interno:

Kalf;2) = £(&) = [ (Kalf52) - f(@))g(e)dz.

Assim, demonstramos que

|Kn(f;2) = f(2)] < 3ellg(2)llL,-

Portanto, se usarmos a representacao da norma de um funcional, teremos

| Ka(f;2) = f(2)|2, < 3¢,

para qualquer n > v.
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Capitulo 5

Aproximacao de Funcoes através de

novas Sequéncias de Polinomios

Neste capitulo, demonstraremos a convergéncia uniforme de sequéncias {K,(0)}32, de
polinémios cossenos nao-negativos concluindo, assim, que sao de fato sequéncias de niicleos
positivos somdaveis. Através dos teoremas gerais do Capitulo 4, demonstraremos que, para
qualquer fungao f € C[—m,7), as convolugdes K, (f;z) convergem uniformemente para f(z).

Analogamente, K,(f;z) converge para f(x) na norma L,[—, 7] quando f € L,[—,n].

5.1 Resultados Preliminares
Primeiramente, demonstraremos um lema técnico.
Lema 6 Para todo n € IN, valem as seguintes somas de cossenos:

= vl sen ((2n +1)/2)6
) ._gcoskﬁ—Q( 1+ sen (0/2) ),

2sen (0/2)
+(ncos(n/2)8 — cot(6/2) sen (n/2)0) sen ((n + 1)/2)6},

,(6) :=Xi:kcosk9 =t Deos(ln 1)/2)0sen (nf2)0
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1
8sen3(0/2)
—n?sen ((2n +3)/2)0 + (n + 1)?sen ((1 — 2n)/2)0} (5.3)

{(2n® +2n — 1)sen ((2n +1)/2)6

-1
1(‘)sen"(6‘/2){_4
+cos(n + 1)0 + cos(1 — n)6 + 6n sen 0 sen nd

— 2cosf + (4 — 6n? — 3n® + 6n® cos ) cos nf

n3(3 cos(n + 1)8 — cos(n + 2)8 + cos(1 — n)8}. (5.4)

Demonstragdo: A demonstragdao de (5.1) pode ser feita por indugdo em n ou usando o fato

que

Zcoskﬂ—?ﬁe{gz } ef (11__7‘:)},

Como, 2" = cosnf + i sennf, teremos

SRe{z(l_z )} _ é}?e{(cosé?-i-zsenﬂ)(l—cosnt?—zsenn@)}

1—2 1—cosf —isenf

Re{(cos @ + isenB)(1 — cosnf — isennf)(1 — cos @ + isen )}
(1 — cos@)? + sen?d

cos @ — cos? @ — cos @ cos nf + cos?d cosnf — sen 20 + cos nf sen 260
(1 — cos)? + sen 20

—1 + cos @ + cosnf — cos(n + 1)6
(1 — cosf)? + sen 26

1 sen ((2n + 1)/2)0
5(‘” sen (8/2) )

Além disso, usando (5.1), temos que (5. 3) pode ser dado por

3(6) > k*coskf = —w (Z cos kﬂ)

k=1

-3 (3 (o))

1 2
SSCT(B/Q){(QR +2n —1)sen((2n + 1)/2)6

—n?sen ((2n +3)/2)0 + (n + 1)?sen ((1 — 2n/2)6}.
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De modo andlogo, a verificagao de (5.2) pode ser feita por indu¢do em n ou usando o fato
que

n

> kcoskf = £ (Z senkﬁ) ,

k=1 89 k=1

kg:jl senk9=%m{gzk} =%m{z(1_zn)},

Mas,

1—2
onde z = e,

Desde que 2" = cosn# + isen nf, temos

St {z (1 — zn)} - { (cos@ + isenB)(1 — cc?snﬂ - isennﬁ)}
1-2 1 —cosf —isenf

Sm{(cos@ + isen#)(1 — cosnd — isennf)(1 — cosd + isend)}
(1 —cos)? + sen 20

sen @ — cosnb sen @ — cos 0 sen nf + cos® @ sen nd + sen 20 sen né
(1 —cos6)? + sen 20

sen + sennf — sen (n + 1)6

(1 — cos )2 + sen 26
sen (n/2)f@sen ((n+1)/2)6
sen (6/2)

Assim,

0 (sen(n/2)fsen((n+1)/2)0\ 1 5
a0 ( sen (6/2) ) W{@n +2n —1)sen ((2n +1)/2)0

—n?sen ((2n + 3)/2)60 + (n + 1)?sen ((1 — 2n)/2)6}
> kcos k6.

k=1
Para a expressao (5.4), segue imeditamente que

Z k3coskf = ( )
k=1

k=1

( sen (n/2)0sen ((n + 1)/2)9)
sen (6/2)

-1
16sen(0/2) {—4 —2cosf + (4 — 6n* — 3n® + 6n° cos 0) cos nb

+ cos(n + 1)8 + cos(1 — n)# + 6n sen § sen nd
+n*(3cos(n + 1)8 — cos(n + 2)6 + cos(1 — n)8}.

O seguinte resultado fornece uma técnica para demonstrar que uma sequéncia de nicleos

é somavel.
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Lema 7 Seja h(0) uma fung¢do continua e crescente em [0, 7] e positiva em (0, 7). Se {fn(6)}

é uma sequéncia de fungées pares, positivas e de periodo 2m em [—m, | tal que
h(0) fn(0) < Knp, 6 € [0, 7],

onde Kk, é uma sequéncia de nimeros positivos que converge para zero, entio {fn(6)} € uma

sequéncia de nicleos somdveis.

Demonstra¢ao: Temos que demonstrar que, para qualquer § > 0 e qualquer € > 0, existe um

nimero natural N tal que, para todo n > N, a desigualdade

|fn(0) <€ (5.5)

vale para todo 0 € [d,2m — §]. Desde que f,(0) sdo funces pares e de periodo 2w, basta
demonstrar (5.5) para 6 € [4, 7].
Sejam § > 0 e € > 0 fixos. A convergéncia da sequéncia k, implica que existe N > 0 tal

que, para qualquer n > N,

kin < h(0)e. (5.6)

Por outro lado, pelo enunciado, temos que h(f)f,(6) < k, para todo 6 € [0,7] e, em

particular, para 6 € [, 7]. Portanto,

fa(0) € sk, O €67 (5.7)

(6)

1 .
Desde que h(f) é crescente em [d, 7], a fungdo 0] sera decrescente neste intervalo. Por

essa razao

1 1
WSm, 96[(5,?(].

Agora, (5.7) e (5.1) implicam que

1

fn(g) S E_(é-_)ffns

e, por (5.6), a desigualdade (5.5) vale em [4, .

AVA
AVAYEY

2 3 4 5 6 7 unespwl 22 43 A4 1% 16 27 18



5.2 Convergéncia Uniforme dos Novos Nicleos

Teorema 20 As trés sequéncias de nicleos positivos definidas através das formulas

2k(n+k+1)
S o ) s k6,

k k
1_n+2) (l+2n+3)005k9

sdo somdvels.

Observe que esses nicleos sao exatamente os polindmios cossenos nao-negativos (1.18),
(1.21) e (1.24) obtidos no Corolério 2.
Demonstragdo: Para o polindmio cosseno nao-negativo K, ;(f) vamos expandir a expressao

geral de seu coeficiente em termos de k, logo

n?+6n+2 &

, i = gl 9 o
An‘l(ﬂ)—l+2{gcosk9 n(n+1)(n+2);k605k9+n(n+1)(n+2)gk cosk&‘}.

Desta forma, usando as expressoes (5.1), (5.2) e (5.4), obtemos

3n? + 6n + 2 2
Wt DE ) 2O Y T DR+ D) 24(9)} '

Kna(0) =1+2 {21(9) -

Portanto, através de cdlculos diretos podemos representar o polindmio cosseno nao-negativo
(1.18) da seguinte forma explicita fechada:

3((n + 2) sen (n/2)8 — nsen ((20 + nd)/2))?
4n(n+1)(n + 2)sen(6/2)

Kn1(0) =

Multiplicando a forma fechada por sen*(6/2) e sabendo que |senu| < 1 para qualquer

u € [—m, 7], teremos

q 3(n+1)
sen*(0/2)K,1(0) < 2 T2)

Aplicando o Lema 7 com h(f) = sen?*(0/2) e f,(0) = K, (), concluimos que {K, ;(0)},

¢ de fato uma sequéncia de nicleos positivos somaveis.
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Agora, considerando o polindmio cosseno nao-negativo K, 5(#) e expandindo a expressio

geral do seu coeficiente em termos de k, teremos

i 3n?2+9n+7
K,20)=1 + Q{kglcoskﬁ D12 @n T 3) choskﬁ}

2 3
T BT Dm+2(n+3) ,;Zlk e

Pelas expressoes (5.1), (5.2) e (5.4), teremos

3n?+9n+7 1
(n+1)(n+2)(2n+ 3)22(9) T arDmroenT 3)2“(9)}'

Kop(8) =142 {zl(e) "

Logo, através de simplificagoes diretas, podemos representar o polinémio (1.21) da seguinte

forma explicita fechada

3(n?+3n+3— (n?+3n+2)cosf — (n+2)cos(n + 1)8)
4(n+1)(n+2)(2n + 3)sen(0/2)
3(cos(n + 2)8 + ncos(n + 2)6)
4(n+1)(n+2)(2n + 3)sen4(6/2)

K,20) =

Multiplicando-a por sen?(6/2) e sabendo que |cosu| < 1 para qualquer u € [—m,],
teremos

2 3(n+2)
~ 2n+1)(2n+3)

sen*(0/2) K, 2(0)

Assim, usando o Lema 7 com h(f) = sen*(6/2) e f,(8) = K,(6), concluimos que de fato
{Kn2(0)}52, é uma sequéncia de nicleos positivos somaveis.
Por 1ltimo, consideremos o polinémio K, 3(f) escrito na forma
<. 1
K,3(0) =142 cos kf — k cos k@
8 {kz::l ( & 1/2) 2 }
Usando as expressoes (5.1) e (5.2), obtemos

Kns(0) = 142 {zl(a) = (n +11/2) 22(9)} .

Logo, podemos representar o polinémio (1.24) da seguinte forma fechada

2 — cosnf — cos(n + 1)0

Kn3(0) = (4n + 2)sen?(0/2)
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Multiplicando por sen?(6/2) e usando que |cosu| < 1 para todo u € [—m, 7], obtemos

1
2 <

Portanto, tomando h(6) = sen?(6/2) e f,(6) = K,(0), concluimos, pelo Lema 7, que
{K,3(0)}2, é uma sequéncia de nicleos positivos som4veis. [

Através da férmula geral de convolugdo (4.1), para qualquer fun¢do f(z) de periodo 27
contruimos os polinémios

_2k(n+k+1)

Kna(f;2) = n(n + 2)

) (ax cos kx + by sen kz),

k
+ n—-i-?;) (ak cos kz + by sen kz)

ap L k
n ) = = k b k ,
Kaslfix) 5 +kz=:1(1 n+1/2) (ax cos kz + by sen kx)

onde aj e by sdo os coeficientes de Fourier de f(z).

Assim, os Teoremas 7 e 8 sdo consequéncias imediatas do teorema anterior e dos Teoremas

17, 18 e 19.
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