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Resumo

Um problema extremo para os coeficientes de polinômios senos, os quais são não­negativos

em [0, 7], foi colocado e discutido por Rogosinski e Szegóô. Uma representação análoga à de

Fejér­Riesz de polinômios trigonométricos gerais e polinômios cossenos é demonstrado para

polinômios senos não­negativos. Vários polinômios senos e cossenos não­negativos são obtidos

de forma explícita. Para toda função f de período 27, contruímos sequências de polinômios

trigonométricos e demonstramos suas convergências uniforme e L, para f.
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Abstract

An extremal problem for the coefficients of sine polynomials, which are non­negative in

[0, 7], posed and discussed by Rogosinski and Szegó is under consideration. An analog of

the Fejér­Riesz representation of non­negative general trigonometric and cosine polynomials

is proved for non­negative sine polynomials. Various non­negative sine and cosine polynomials

are obtained in an explicit form. For every 27­periodic function f, we construct sequences of

approximating trigonometric polynomials and prove their uniform and L, convergence to f.
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Capítulo 1

Introdução

O núcleo de Poisson

1­0?
1— 2pcos0 + pº”*

oo

1+253X prcoskd=
k=]1

é um dos primeiros exemplos de séries trigonométricas não­negativas, conforme apontado por

—l<p<l,

Askey e Gasper [4]. Além disso, esse núcleo também foi descoberto por Gauss [15].

O problema de construção de polinômios trigonométricos não­negativos foi inspirado pelo

desenvolvimento da teoria das séries de Fourier e esta área de pesquisa tornou­se florescente

no início deste século devido aos esforços de alguns célebres matemáticos. —
É bem conhecido que, para toda função periódica de período 27 f € Lol=n,n), 1L<p< oo,

a sequência de convoluções k, * f converge para f na norma L, desde que os kr, sejam núcleos

positivos somáveis [24, p. 9]. Núcleos somáveis são polinômios trigonométricos positivos pares,

que aproximam ó(0) de Dirac. Fejér foi o primeiro a perceber este fato. Ele demonstrou em

[9], que
k : cos kd (1.1)

n +F0)=1+222(1­
k=1

são aproximações da série de Fourier formal

1+23Y coskd (1.2)
k=1 :

de 5(9) e estabeleceu a convergência uniforme da sequência (1/27) F,* f para f para qualquer

função contínua f de período 27. Mais tarde, Jackson [22, 23] demonstrou que, para o núcleo
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a velocidade de convergência uniforme de J, * f para qualquer função contínua f de período

27 é w(f;1/n), onde w(f;ó) denota o módulo de continuidade de f (veja [37, Capítulo X,
86]). Este é o clássico teorema de Jackson da teoria da aproximação [27, 25]. Vale mencionar

que w(f;1/n) é a melhor velocidade de aproximação uniforme possível de funções contínuas

por polinômios trigonométricos de ordem n (veja [31, Capítulo 6]).
Outro interesse de Fejér nos polinômios trigonométricos não­negativos foi o efeito de Gibbs

[37, Capítulo II, 89]. Em 1910, Fejér conjecturou que as somas parciais

(1.3)

da série de Fourier da função (nx — 9)/2, O < 0 < mn, são positivas em (0,7). À conjec­

tura de Fejér foi demonstrada independentemente e quase simultaneamente por Jackson [21]
e Gronwall [18]. Veja [19] e [26, Capítulos 2.2 e 4] para mais detalhes sobre o efeito de

Gibbs e desigualdade de Fejér­Jackson­Gronwall. Além disso, W. H. Young [36] demonstrou

que polinômios cossenos 1 + >? ,(cosk0)/k também são não­negativos e este resultado foi

extendido por Rogosinski e Szegó [28] e por Gasper [14].
Existem ainda outras razões para o interesse em polinômios trigonométricos positivos e

uma delas é a relação entre funções univalentes e polinômios. Alexander [1] demonstrou

que o polinômio XL ,arxz*/k é univalente no disco unitário do plano complexo, desde que
a > «> a,>0 Dieudoneé [7] revelou a conexão entre o resultado de Alexander e a

desigualdade de Fejér­Jackson­Gronwall e também demonstrou que o polinômio 7% ,axzt é
univalente no disco unitário se, e somente se,

» KODU TEA: SE *O0 para |2|<1,0<O<rm.
kl sen8

Outras contribuições sobre esta conexão são devidas a Fejér [11, 12] e a Fejér e Szegó [13]
que demonstraram que uma função analítica f(z) = u(z) +iv(2) com coeficientes de MacLaurin

reais é univalente no disco unitário se 9u(e“º)/00 < O para O <A < nm. Funções que obedecem

a esta última propriedade são chamadas de “verticalmente convexas”. Para este e outros

interessantes resultados sobre a relação entre funções univalentes e séries trigonométricas não­

negativas, veja a recente pesquisa de Gluchoff e Hartmann [16]. Os clássicos polinômios

trigonométricos não­negativos inspiraram interessantes generalizações para somas positivas
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de polinômios de Jacobi. Um resultado bem conhecido nesta direção é a desigualdade de

Askey e Gasper [3]. Ela desempenhou um importante papel na etapa final da demonstração
do resultado de de Brange [6] sobre a conjectura de Bieberbach. A pesquisa de Askey e Gasper

[4] é uma ótima fonte de informações sobre somas positivas de polinômios de Jacobi.
Uma aplicação imediata dos polinômios trigonométricos não­negativos é na teoria dos

polinômios ortogonais sobre o círculo unitário. Uma classe geral de tais polinômios é cons­

tituída pelos polinômios de Bernstein­Szegó. Eles são ortogonais com relação a uma medida

absolutamente contínua dv(9) cuja derivada Radon­Nikodym dv(60)/d0 é a recíproca de um

polinômio trigonométrico positivo (veja [35]). Esses tipos de medidas são os mais simples
exemplos de medidas que pertencem à classe de Szegô. Os correspondentes polinômios or­

togonais têm uma interessante aplicação na probabilidade com relação à previsão de séries de

tempo [17].
A ferramenta básica para demonstrar a ortogonalidade dos polinômios de Bernstein­Szegô

é a representação de Fejér e Riesz (veja [10]) de polinômios trigonométricos não­negativos:
Para todo polinômio trigonométrico não­negativo T(0),

T(9) = ao + > (ax cos kd + b, sen kd),
k=1

existe um polinômio algébrico R(2) = RF pq cx2" de grau n tal que T(0) = |R(eº)|?. Recipro­
camente, para todo polinômio algébrico R(z) de grau n, o polinômio |R(e)|? é um polinômio
trigonométrico não­negativo de ordem n.

Cálculos simples permitem escrever este resultado na seguinte forma equivalente.

Teorema 1 O polinômio trigonométrico

T(6) = ao + )(ax cos kd + b, sen k0)
k=1

de ordem n é não­negativo para todo O real se, e somente se, existem números complexos

cx, k=0,1,...,n, tais que

n n—k

ao = > lex, an—ibr=2 Y» Ck+rlv, para k=1l,...,m.
k=0 v=0
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Esta forma de representação de Fejér­Riesz mostra que uma variedade de polinômios

trigonométricos não­negativos podem ser obtidos colocando­se diferentes valores para os pa­

râmetros cx. Entretanto, os exemplos mais naturais surgem como soluções de alguns problemas

extremos para os coeficientes de T(9).

Exemplo: O núcleo de Fejér é solução do seguinte problema extremo: Determinar o polinômio

Cn(0) = aq +23) axcoskod > O,
k=1

para o qual o maxr(a, + 20, + 202 +++: +2ank é atingido, sujeito a aq = 1.

Fejér [10] determinou o máximo de 4/at + bt sujeito a T(0) não­negativo e aq = 1. Ele

Vat+b<2 (— ) 1.4a +bi <2cos — (1.4)

e que este limite é atingido para um polinômio não­negativo. À demonstração do teorema de

mostrou que

aproximação de Jackson em Rivlin [27, Capítulo I] usa essencialmente a desigualdade de Fejér

(1.4).

Demonstraremos que o polinômio

ue sen º(m + 1)

torna­se um polinômio seno da forma Dri bx sen kd, by = 1, que é não­negativo em |0, 7],
para o qual o máximo do momento b,, n=2m+1, é atingido.

Szegó [30] e Egerváry e Szász [8] estenderam o resultado de Fejér (1.4) para polinômios
trigonométricos não­negativos, encontrando uma estimativa para 1/a? +b2, k=1,2,...,m.

Este resultado pode ser escrito da seguinte forma:

Teorema 2 Se o polinômio trigonométrico

T(9) = 1+ 3 (az cos k9 + b, sen kO)
k=1

é não­negativo, então

/ T
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Além disso, a igualdade é atingida se, e somente se,
PpT(9) = T(0)+ 2 (o = n+Dcosvar sen (v + 1)a

sena ) costem(o —
onde 7 é um polinômio trigonométrico arbitrário não­negativo de ordem q, a = n/(p+2),
p=[n/k], n= pk+q, (0<q<k) ev é uma constante arbitrária.

Em particular, obtemos a estimativa

lax| < cos k=1,2,­"",nLL
[n/k]+2'

para os coeficientes do polinômio cosseno não­negativo

1/2+ S az cos kd.
k=1

Problema a ser discutido: Achar os valores ertremos dos coeficientes de polinômios senos
não­negativos e os correspondentes polinômios extremos.

Desde que polinômios senos são funções ímpares, poderemos chamar
n

Sn(60) = X” bi sen k0
k=1

como um polinômio seno não­negativo se S,(9) > O para todo 9 E [0,1]. É claro que, se S, (9)
é não­negativo, então b, > O além disso S, (9) é identicamente zero se, e somente se, by = O.

Motivado pelos resultados para polinômios trigonométricos e cossenos descritos acima e tendo

em mente esta observação sobre b1, Rogosinski e Szegó [29] consideraram o seguinte problema
extremo para polinômios senos não­negativos:

Problema: Determinar os valores mínimo e máximo de b, supondo que o polinômio seno

Sn(9) pertence ao espaço

Sn = EO = send+ > bisenkd : S.(0)>O0 para dE 0,71).
k=2

Para cada um desses valores, encontre o polinômio seno extremo que pertence a S, e cujo

coeficiente b, coincide com o correspondente valor extremo.

Embora Rogosinski e Szegô tenham sugerido dois métodos para obter o extremo dos mo­

mentos by, eles somente encontraram os valores mínimo e máximo para b2, ba, bn­1 e br. Além
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disso, em nenhum dos casos os correspondentes polinômios senos extremos foram determinados

explicitamente.

Neste trabalho, desenvolvemos um método para resolver o problema acima colocado. AÀ

ferramenta básica é a representação geral de polinômios senos não­negativos. Note que o

teorema 1 implica em uma representação de polinômios cossenos não­negativos (veja Teorema

3 a seguir). Entretanto, nenhuma representação similar de polinômio seno não­negativo é

conhecida. Devido à complicada natureza do problema, aplicamos o método para encontrar

os polinômios extremos, associados ao mínimo e ao máximo de bn, bn, e bn—o. O método

tem a vantagem de que para todo polinômio seno não­negativo, obtemos um correspondente

polinômio cosseno não­negativo. Outra característica do método é ser puramente algorítmico.

Desta maneira, um programa de computador poderia gerar os valores extremos dos momentos

bx junto com os correspondentes polinômios senos extremos não­negativos.

Uma variedade de polinômios senos e cossenos não­negativos são colocados a seguir como

teoremas e corolários.É Formulamos e demonstramos somente algumas das possíveis con­

sequências dos resultados principais. Por exemplo, não incluímos os polinômios trigonométricos

não­negativos, que são combinações convexas dos polinômios que obteremos. O comentário

que segue à declaração do resultado de Vietoris [34] no artigo de Askey e Steinig [5] dá idéia de

como novos polinômios trigonométricos não­negativos podem ser gerados por uma sequência

de polinômios trigonométricos não­negativos. Nosso método é desenvolvido no capítulo 2. No

capítulo 3, apresentamos a solução dos problemas extremos para br, e b. Também encon­

tramos os valores mínimo e máximo de br­2. Além disso, para n ímpar, os correspondentes

polinômios extremos são construídos e, para n par, o comportamento do limite, isto é, do

valor extremo de bn­.2, é estabelecido.

Teorema 3 Seja n um natural par positivo e defina m = (n — 2)/2. Se Sn(0) E Sn, então

(1) m+lo, <mM+l
m+27 ""m+2'

onde a igualdade b, = (m + 1)/(m + 2) é atingida somente para o polinômio seno não­

negativo

>
k=0

(k+1)?sen (2k + 1)0+ (m+Dim+2)(MASI DmZato(m + 1)(m+ 2) sen (2k + 2) (1.6)

15
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e a igualdade b, = —(m +1)/(m + 2) é atingida somente para o polinômio seno não­negativo

Ud RRRERARIAA (k+1)?
& (m +1)(m +2) (m + D(m+2)sen (2k + 1)9 — sen (2k + 2) : (1.7)

.e
m

(11) — <br1<Ll,
sendo que a igualdade br­, = 1 é atingida somente para o polinômio seno não­negativo

sen 9 + X” (2pgsen 2k9 + sen (2k + 1)9) + pq sen (2m + 2)9, (1.8)
k=1

e a igualdade b,1 = —m/(m + 2) é atingida somente para o polinômio seno não­negativo

senô + (ana É — ao) sen 2k0 + G — DS) sen (2k + Do)
k=1

— pqsen(2m+2)0,
(1.9)

onde os parâmetros p e q satisfazem à relação pº +qº = 1, em ambos os casos.

Um interessante polinômio seno não­negativo é

mM (m+k+2)(m=k+1)2 (Mm IDim+2) sen (2k + 1),
o qual é uma combinação convexa de (1.6) e (1.7).

Teorema 4 Seja n um natural ímpar positivo e defina m = (n — 1)/2. Se S.(0) € Sn, então

— ITj <b,<]l,6) m+27
além disso, a igualdade b, = 1 é atingida somente para o polinômio seno não­negativo

(1.5) e a igualdade b, = —m/(m + 2) é atingida somente para o polinômio seno não­negativo

> G —o sen (2k + 1)9. (1.10)
a m(m + 2)

(1) —1< b1<l,

onde a igualdade b,­, = 1 é atingida somente para o polinômio seno não­negativo
2m

S senk9 + sen (2m + 1)O (1.11)
k=1

e a igualdade b,­, = —1 é atingida somente para o polinômio seno não­negativo
2m

XD (—1)"t' sen kô+ z sen (2m+ 1)6. (1.12)
k=1
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Observamos que o polinômio (1.10) coincide com o polinômio (1.9) se p= 0 ou g= 0.

Teorema 5 Seja n um natural ímpar positivo e defina m = (n — 1)/2 com m > 2. Se

Sn(0) E Sn, então

<bn2<
2(m + 2) = =

A igualdade br­2 = (1+ vV/5)/2 é atingida somente para o polinômio seno não­negativo

(156) sentem = DO 4 (

—m+ 4 — /m(5m— 8) 1+5
a

) sen (2k + 1)6
546 (1.13)

TT ) sen (2m + 1)
e a igualdade b­2 = (—m+4­— /m(5m — 8))/(2m +4) é atingida somente para o polinômio

seno não­negativo

send + SS 4+2k+2kº=m? 2(2k(k+1)—2(kº+k+2)MA Mm?)
m? — 4 (m2?— 4) /m(5m— 8)k=1

4­m—.  m(5óm—8)+ | 20m +2) ) sen (2m— 1)8
) sen (2k +1)8

m m — 4

(1.14)

Para formular nosso resultado relativo aos valores extremos de b,­2 para o caso em que n

é par, necessitamos do seguinte resultado técnico:

Lema 1 Para todo inteiro positivo m > 2, o polinômio cúbico

4(mº+m+2), 4(mº=m+1) (m— 1)?
cm +22 m+2)2 9 im+2

tem três zeros positivos. Além disso, o maior zero y(m) de rm(y) não ercede y(0o) :

V/5)/2 e y(m) converge para y(co) quando m converge para infinito.
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Teorema 6 Seja n um natural par positivo e defina m = (n — 2)/2 com m > 2. Se y(m) é

definido como no Lema 1, então, para todo S,(0) E Sn,

lbn­2] < yy(m).

Em particular,

lbn=2l < (3+ V5)/2).
Empregando um resultado de Turán [33, Teorema I], conforme colocado no Teorema 10,

obtemos, como consequência dos teoremas 3, 4 e 5, um análogo à desigualdade de Fejér­

Jackson­Gronwall.

Corolário 1 Os polinómios senos

nº —2n—2kº +2k­3 2(nº—1)(n—3)—4k(n—2)(k 2 sen kdseno + >Ste: 3MTDE k(n—3)(n+1)/(n— 1)(5n— 13)(Ene) sen (n — 1)2(n+1) /n—1
l­n (n—5) /n—1(561) 2nin+1)Vôón­ =) ento

são não­negativos.
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Analisando o gráfico 1 do polinômio (1.17) em comparação com o polinômio de Fejér­

Jackson­Gronwall (1.3) vemos que seus efeitos de Gibbs, isto é, as altas flutuações nos pontos
de descontinuidades são iguais perto da origem. Mas, o polinômio (1.17) aproxima melhor a

função f(9) = (1x — 0)/2, 0 < 9 < nm fora de uma vizinhança da origem do que o polinômio

(1.3).

Fejér­Jackson­Gronwall
SO)
(1.17)

1.5

gráfico 1

O gráfico 2, a seguir, mostra que o polinômio (1.15) aproxima melhor a função f(9) =

(1 — 0)/2, 0 <0 < mn para qualquer rx fora de uma pequena vizinhança da origem do que

as somas parciais da série de Fourier da função f(9), ou seja, o polinômio de Fejér­Jackson­

Gronwall. O polinômio (1.15) apresenta um efeito de Gibbs menor do que o polinômio (1.3).

Esta observação sugere que vale a pena investigar o efeito de Gibbs do polinômio (1.15) em
um trabalho futuro.
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Fejér­Jackson­Gronwall
SO)
(1.15)

"

1.5

gráfico 2

O método também permite obtermos alguns polinômios cossenos não­negativos.

Corolário 2 Os seguintes polinômios cossenos são nâo­negativos:

n k 2k(m+ k +1)
m(m + 2)

k
NADA (21+ cos 1 1 2W 2mT3 cos(2k)9o

)
Jo

k k——— (2k)9a(s am+ 3)
s(2k +1)0x (DS ­ ue2m + 3 m+2

k k
==]1 o) ( tz —) cos Kd,

A
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nl k+1/2 k+11+2 2 (G — a) cos(2k + 1)9 + G — A) cos(2k + 2) ; (1.22)

1+ 25 ((= +Ecos(2k + 1)9 + G ­ 2d) cos(2k +2 ! (1.23)

— k

m+2 ia k 2k—­m
o+2 1­ —

:7 Pq os +2YX f( xu) cos 2k9 + É —) pa cos(ar + Do), (1.25)
k=1l

4m — 2 = k 2k(m+ k+1)2 1—­ —— | 1­—+ ma 1 71cosô + | o) ( mim +2) ) cos 210
nm 29mº? + 3m?º — 2m — 6km? — 12km + 4k3 + 6kº + 2k

+ 2X
— m(m + 1)(m + 2)

(1.26)
pq cos(2k + 1),

onde os parâmetros p e q em (1.25) e (1.26) satisfazem à relação pº +qº =,

m—2= 1) cos ko +1+(1+V5) > coskd+cosmd (1.27)"” k=1
VD (1+25 (1­

m(—5 + 2m + /m(5m — 8))
6,/m(5m — 8)

ml /10k + 2k3 — 4m — 3kmº + mô
3m?º — 12 ) cos kô

2mº — 6km3 + mê — 8m2 + 4k&m + 20km — 4m — 4k8 + 4k cos ko (1.28)

(3m? — 12) ,/m(5m — 8)

+2cos mê.m(5m — 8)
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O polinômio (1.21) é uma combinação convexa de (1.19) e (1.20), e o polinômio (1.24) é

uma combinação convexa de (1.22) e (1.23).

As formas explícitas dos polinômios cossenos não­negativos dadas pelas fórmulas de (1.18)

a (1.24) são de algum modo muito similares ao clássico núcleo de Fejér (1.1). Enquanto
os coeficientes de Fr (9) aproximam “linearmente” os coeficientes da série de Fourier formal

do ó5(9) de Dirac, os coeficientes dos nossos polinômios cossenos, exceto para (1.24), aproxi­

mam, “quadrática” ou “cubicamente” os coeficientes de (1.2). Esta observação sugere que os

polinômios cossenos acima podem ser aproximações melhores para o ó(9) de Dirac.

Pelo gráfico 3, a seguir, podemos comparar alguns dos polinômios cossenos não­negativos

com o núcleo de Fejér. Os polinômios (1.18), (1.21), (1.22) e (1.24) aproximam bem o ó(9) de

Dirac, conforme podemos observar através de seus gráficos. Além disso, o polinômio (1.21)

apresenta menos flutuações em seu gráfico, ou seja, ele aproxima ó(9) de forma mais suave.

Já o polinômio (1.24), cuja forma explícita é muito similar à de Fr (0), aproxima o ó6(9) de
Dirac melhor que Fr (9). Ainda melhor, o polinômio (1.22), o qual aproxima o ó(9) de Dirac

mais rapidamente do que F, (9).
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As observações feitas, junto com a teoria geral de convergência de séries de Fourier modi­

ficadas, sugerem que será possível construir, para toda função f(r) de período 27 e “suficien­

temente boa”, alguns polinômios trigonométricos de aproximação que convergem para f(x).

Tal construção será feita utilizando alguns dos polinômios cossenos não­negativos obtidos no

Corolário 2.

Consideremos qualquer função f(x) do espaço Lp[—mn, mn], onde

ao = = f f(u)du
af = NA cos kuf (u)du

1 Tbx = =| sen kuf(u)du, k=1,2,­­­
TST

são os seus coeficientes de Fourier. Assim, para f(x), construiremos os polinômios trigonomé­

tricos de aproximação

o) (1­2nin +2) ) (ax cos kr + bz sen kr),
k k1­ o) G + e) (ax cos kx + bz sen kx)

2 k2+>(1­ EIA (az cos kr + b, sen kx),
onde os núcleos utilizados são respectivamente os polinômios (1.18), (1.21) e (1.24).

Sabemos que toda função contínua f(r) pode ser uniformemente aproximada por com­

binações lineares de funções características da forma Fá
4

f =DSE)X eixo, seo
j=1

1, se xEja,b,
Xlab] =

0, se xáéfa,b,

isto é, por “escadas”.
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Portanto, uma ferramenta vai aproximar uniformemente bem qualquer função contínua,

se ela aproxima bem as funções características.

Pelo gráfico 4, vemos como os polinômios de aproximação K, ; juntamente com o polinômio
de aproximação gerado pelo núcleo de Fejér, o qual é conhecido como somas de Cesàro,

aproximam a função característica Xj9,x/4. Observamos que o polinômio K,,3 praticamente
coincide com as somas de Cesàro e o polinômio K,,2, apesar de mais lento, aproxima mais

suavemente a função Xo,7x/4)­

Somasde Cesàro
Kn3 (S;x)

Kn2(S;x)
Kn1 (S;5x)

0.8

gráfico 4

Além disso no Capítulo 5 provaremos os seguintes resultados:

Teorema 7 Se f(x) é de período 2m e pertence ao espaço C|—m, mn], então Kn1(f;x), Kn2a(f;x)
e Kn3(f;x) convergem uniformemente para f(x).

Teorema 8 Seja p qualquer número real com 1 <p < oco. Se f(x) é uma função de período

27 e pertence ao espaço Ly|—mn,mn], então ||Kn;— fll, converge para zero quando n tende para
infinito para j = 1,2,3. Ou seja, Kn1(f;x), Kna(f;x) e Kna(f;x) convergem para a função
f(x) na norma L,.
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Capítulo 2

Métodos para Construção de

Polinômios Trigonométricos

Não­Negativos

Antes de falarmos sobre os métodos, será preciso definir alguns conceitos que serão utiliza­

dos nas demonstrações dos resultados.

Sabemos que um polinômio trigonométrico em 9 de ordem n tem a seguinte forma

Tn(60) = aq + a, cos0 + b; sen0 + ­­­ + ar cosnô + br, sen nd, (2.1)

onde a, e b, são coeficientes complexos arbitrários.

Se lan| + |br| > O, dizemos que (2.1) tem ordem precisamente n. Também, para by = bs; =
«..«=b,= 0, teremos o polinômio cosseno

Cn(9) = aq + a; cos0+ ­­­ + ar cosnd

assim como para a? = a] =*:: = a, = O, teremos o polinômio seno

Sn(9) = b, sen 9 + bz sen 20 + + «­ + b, sen nd.

Consideremos um polinômio algébrico de grau n P(z2) = > ,cvz”. Tomando 2 na circun­

ferência unitária, z = e“º, teremos
n

Tn(0) = P(e) = > (ax cos k9 + b, sen ko),
k=0

25
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onde os coeficientes são complexos no caso geral. Agora, consideremos um polinômio trigono­

métrico da forma (2.1), que não seja identicamente zero. Então, ele não pode ter mais do que
io2n zeros distintos em (—m, 7]. Realmente, colocando z = e* e usando a fórmula de Euler

1; ; 1, :
cos vê = 3( +e*””) e senvô= 20” — e”),

teremos,

= ae
v=­n

i(a­y+ib,), v<o,

do, v=O,

3(a, — iby), v>O.

Desta forma, e""ºT, (0) = Q(z), onde Q(2) é um polinômio algébrico de grau 2n. Logo, se
TÉO, então T não pode ter mais que 2n zeros distintos em (—n7, 7].

Agora, consideremos os polinômios trigonométricos reais, ou seja, com coeficientes reais.

Supondo que

Co = do, Cy = a, —1b, v=1,:,n,

onde a, e b, são reais, podemos representar um polinômio trigonométrico real como a parte

real de um polinômio algébrico sobre o círculo unitário. Logo,

Tr (0) Re“iscz­) = Re (o, — 9) = Re (Dae — ane”)z=e" v=0 v=0

2 (alcos vê + i sen v) — 1b, (cos vô + i sen vo)ReN(a, cos vô + ayisen vô — ib, cos vê + b, sen vo)
(a,

n

2
v=0

cos vê + b, sen vô)= a, + Soa, cos vê + b, sen vô).
v=l
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Mas, como

n n
: :Re > coz”) Re »(a,e”º + ine"9) |

v=0 v=0

Re DD (a, (cos vê + i sen vê) + tb, (cos vá + à sen vo)
v=0

n n ivl —ivd ivo  —wdYX (a, cosvô — b, senvo) = XY” (a (SS) — by (S))iv=0 v=0

3 2avee +ib,eo +ae *“— ib,e o) — 7 YS (ce +Tre o)
n

v=0 v=0

n

2
1

3 2cZº +CTTZ
v=0

n 1 n

S (ez” +CZ ”) = 2237” NS (ez +TZ Vo)
v=0 2 v=0

n nn 1PS (et + &—) = PE does" +62”) |1zcio.
v=0 ? v=0

1. :
Ta(9) —= 36 "ot,

onde Q(2) = Tr + CI zZ+­ ++20 +as t+ +eã
Agora, trocando os coeficientes do polinômio Q(2z) pelos seus respectivos conjugados, te­

remos o polinômio Q(z). Mas, Q(z) = Q*(2) = z*"Q(1/2), pois
= 1 1 1 1 12 22" Q(1/z) 2 fo nao pr ­ +&ã — +otõos)

Q(z).

Logo, Q é um polinômio auto­inversível de grau 2n.

Portanto,
1IT4(0)| = 3leQ(é| = 21Q(É)|. (2.2)

Observação 1: Se z, é um zero do polinômio Q com multiplicidade k, então 1/3 também
é um zero de Q com a mesma multiplicidade. Notemos, ainda, que os inversos de O e oo são

oo e O, respectivamente, onde oo como um zero de ordem ­ significa que os coeficientes de

potências maiores que k em Q se anulam.
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Observação 2: Para um polinômio trigonométrico de ordem n, o correspondente polinômio

Q deve ser diferente de zero na origem. Realmente, Q(0) = c, £ 0. Se a ordem do polinômio
T é exatemente m, com m < n, então en41 =: =c,=0eo polinômio Q se reduz a

Q(z) emz" ++23 +azt +. +enZE7

++2ez” +aztMHH +. +enz).

Observemos que Q(z) tem uma raiz em z = O de multiplicidade n — m e também outra

em z = co de mesma multiplicidade.

2.1 Representação de Fejér­Riesz

Consideremos o polinômio algébrico, R(2) = 7 pcv2”, de grau n com coeficientes com­

plexos c,, onde v = 0,1,­­­,n. Tomemos o quadrado do valor absoluto de R(z) sobre a
iocircunferência unitária |2| = 1. Então, para z = e** com 0 E (—mn, 7], teremos

[R(E9)|? = R(eE)R(e%)= R(eEº)R(e*)
“ (Es&e | ­” > > ceemov=0 u=0

n n n—v= XY cco+)X> | (= cito) é” ++ (EsCoFa o) e+ :v=0 v=l u=0o

IR(6*)|º = ao + > (a, cosvô + b, senvo),
v=1l

n—vn

ao = 2,0, a, —ib, =2 2, erro, v=l,:.,n. (2.3)
= u=

Desta maneira, |R(e“)|? é um polinômio trigonométrico real de ordem pelo menos n.
Vemos que este polinômio, com ar — tb, = 2cnCGo, é precisamente de ordem n se cy É O e

cn É O. Ainda, se os coeficientes de R são reais, então by = «­­ = b, = 0 e o polinômio

|R(e“9)|º se reduz ao polinômio cosseno.
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2.1.1 Polinômios Trigonométricos Não­Negativos

Em 1915, L. Fejér e F. Riesz, utilizando todos os resultados anteriores, deram uma impor­

tante representação paramétrica para polinômios trigonométricos não­negativos.

Teorema 9 Seja T,(0) um polinômio trigonométrico não­negativo de ordem n arbitrário.

Então, existe um polinômio algébrico R(z) de grau n tal que

Tr(0) = |R(€)|?. (24)

Reciprocamente, a erpressão |R(e“º)|? sempre representa um polinômio trigonométrico não­
negativo em 0 de ordem n.

Demonstração: Seja Tr (0) um polinômio trigonométrico arbitrário não­negativo de ordem n.

Então, de acordo com o resultado (2.2), temos

Ta(0) = |Ta(9)| = Z1Q(0)), (2.5)

onde Q é um polinômio algébrico auto­inversível, como visto anteriormente. Agora, supo­

nhamos que o polinômio trigonométrico não­negativo Tr, (0) tenha zeros reais. Desta forma,
cada zero real 9, do intervalo (—mn, 7] do polinômio trigonométrico 7, (9) é de multiplicidade
par e e?» = £, é um zero de Q(z) de mesma multiplicidade. Pelas observações 1 e 2 sobre a
distribuição dos zeros do polinômio Q, podemos escrever a seguinte fatoração

Q(2) = cen2º [12 = 2) (e 2) Ne­s ; (2.6)
v=l

onde k + p+q=n parak,p,q>0, z5=1/2, O<|z,| <1 e |é.]=1. Observemos que se
p=0ouqg=0,o correspondente produto (2.6) deve ser igual a 1.

Para p> 0, O<|z,|<1 e z=e*, temos a igualdade

Z2—Zy Z—Zy z2—Zy

z—z2zt z— 1/27 ZE— 11
Mostremos que

demonstrando que
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já que [27] = |2,|.
Mas, esta última igualdade segue de

z—z,|? 2 EH­n|1 (r­n)(8­a)  (z­2n)Z­)
271 112 (G­DN(zm­1) (Z­NZz­1)

EF HC WItTRHZAZ log OoCAHAIHTAHADO
FuN IR A+l logo RITA ,

uma vez que |2[º = 1.
Logo, usando (2.5) e (2.6), temos que

1 1 Pp . qTn(6) = 319(2)| = zlenllzlº IL l2 = zellz = 27] IT 12 — EP.
v=1 u=1

Agora, usando a igualdade (2.8) e que |=] = 1, teremos
q1 1 P

Tn (6) = 1Q(2)| = leal Il [ele = 221º TE 12 — EP.=1

| Em = 1)? —
E

Zvtv = ZZEv =

|2vllz — 23)? = zu

Usando, z = e*º, teremos
q

Ta(0) = A? TJ leéº — 2.º [[ je? EP,
u=1lv=1l

—

len!
|

2 ML [27]
Logo, Tr (9) esta escrito na forma fatorada |R(e“)|?.

A?

Portanto, a igualdade (2.4) está satisfeita.

A segunda parte da demonstração segue imediatamente dos resultados colocados no início

desta seção. =

Devemos observar que a representação (2.4) não é única. Por exemplo, se £ for um zero

arbitrário do polinômio algébrico R(2z), então o polinômio

fi) = 2 R(o) (2.9)
30
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fornece outra representação para o polinômio trigonométrico 77, (6), pois

|R(E)|? = R(eE)R(e*º) =T,(0).

5ó(çio) páçenioy — 1 Ee

(e) R(e 9) = TE
1—­ Ee — Ee + &
1— Ee“ — Ee + & n(9)
Ta(0).

1— Fm—— R(e"")R(e)

Sabemos que se 2, é um zero de R, então z* = 1/z também é. O que (2.9) faz é retirar o

zero z, e colocar em seu lugar 1/2,, que é o conjugado de 2*.

Logo, poderiamos usar este método para remover todos os zeros do polinômio algébrico

em |z| < 1, de forma a ter unicidade na representação (2.4).

2.1.2 Polinômios Cossenos Não­Negativos

O seguinte corolário do teorema anterior fornece uma representação para polinômios cossenos

não­negativos.

Corolário 3 Se

Cn(9) = = + > az cos kd
k=1

é um polinômio cosseno de ordem n, não­negativo para todo O real, então existe um polinômio

algébrico com coeficientes reais R(2) = RR ,cxzt, de grau n, tal que CÁ(0) = |R(e&9)|º. Desta
maneira, o polinômio cosseno C,(0) de ordem nº é não­negativo se, e somente se, existem

números reais c., k=0,1,...,n, tais que

n

2ao > Cx)
k=0 (2.10)n—k

ak = SD CkquCy, k=1l,...,n.
v=0

Demonstração: Para verificar este resultado vamos considerar Tr (9) como o polinômio cosseno

não­negativo Cr (9). Então, pelo teorema anterior, existe a representação Cr (9) = |R(e9)|?.

31
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Aplicando (2.4) em R(z) de modo que todos os seus zeros estejam no disco unitário |2| < 1,

temos garantido que o polinômio algébrico é único.

Supondo que C7, (09) tenha zeros reais, então eles são de multiplicidade dois e seus respectivos
simétricos também são zeros de mesma multiplicidade. Ou seja, se 9, é um zero real, então
—OA, também é zero, pois Cr (9) é um polinômio par. Assim, e“ = £, e e "*» = £, são zeros
do polinômio algébrico. Logo, fazendo isto para todos os zeros reais de C, (9) e como os
demais zeros z*, O < |z*| < 1, aparecem com seus respectivos conjugados devido a (2.4) temos
imediatamente que o polinômio algébrico tem coeficientes reais c., k=0,1,­+­,n. =

Desta forma, a relação (2.10) segue de (2.3) para cy reais.

2.2 Construção de Polinômios Senos Não­Negativos

Nesta seção, veremos como obter os polinômios senos não­negativos a partir dos polinômios

cossenos não­negativos, além de obter uma representação paramétrica para os coeficientes bz

dos polinômios senos não­negativos.

2.2.1 Relação entre Polinômios Senos e Cossenos Não­Negativos

À seguinte relação entre os polinômios senos não­negativos e os polinômios cossenos não­

negativos é uma simples observação (veja [29]).

Lema 2 O polinômio seno de ordem n

Sn(0) = > br sen kd
k=1l

é não­negativo em [O0,mn] se, e somente se, o polinômio cosseno de ordem n — 1
nl

Cn­1(9) = = + >» ax coskd
k=1

é não­negativo, onde os coeficientes são relacionados da seguinte forma

= Ap1> dh,

= dn,

= dn
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Demonstração: Vamos considerar o polinômio cosseno não­negativo Cn­1(9) de ordem n — 1

ao n—l
Cn­1(0) = PP) + > ax cos kd.

k=1

Lembremos as seguintes relações trigonométricas:

sen (k + 1) = sen k9 cos A + sen 9 cos kd (2.12)

sen (k — 1)d = sen k9 cosA — sen O cos kd. (2.13)

Então, subtraindo (2.12) de (2.13), obtemos

sen O cos kô = A sen (k + 1) — sen (k — 1)0). (2.14)

Agora, fazendo o produto 2 sen 9Cr­1(9), teremos

2sen CC,1 (0) =2 = sen 0 — a, sen 0 cos A + as sen 9 cos 20 + + ­« + an—1 sen cos(n — 1 O) :
Usando (2.14) em 2 sen 9Cr­1(9), obteremos

2senGCrn(0) = agsend+a,sen20+­­:+ar(sen(k+1)0O— sen(k— 1)0) +­­­+
an­2(sen (n — 1)9 — sen (n — 2)0) + an—1(sennô­ sen(n — 2)0))

(ao — a2) sen 0 + (a, — a3) sen 208 + ­­­ + (af1­ak+1)senk9+­­­+
(an­3 — an—1) sen (n — 2)O + an—2sen(n— 1)9+ an, send,

Comparando os coeficientes do polinômio 2 sen 6Cr­1(9) com os do polinômio seno S, (9),

teremos a relação (2.11). Portanto, concluímos que dado um polinômio cosseno não­negativo

temos um polinômio seno não­negativo se os coeficientes satisfazem à relação (2.11). O caso

contrário segue de modo análogo. =

Outro resultado interessante sobre polinômios senos não­negativos é o seguinte teorema de

Turán o qual foi usado para obter o Corolário 1.

Teorema 10 Se, para um n fixo, os números reais b,, ba, ba, *­, br, são tais que

f(r) = b, sen x + by sen 3x + bz sen 5x + ­­­+ b, sen(2n — 1)r > O

para 0 <x <mn, então, para o mesmon e0<xr<mn, temos

g9(r) = O sent + O senda + O senôr +++ O senna > O.
33

EX
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”", 12 13 14 15 16 17 18



2.2.2 Representação Paramétrica dos Coeficientes bb,

Como consequência dos resultados anteriores, obtemos uma representação paramétrica

para os coeficientes dos polinômios senos não­negativos.

Lema 3 O polinômio seno de ordem n

Sn(0) = >" by, sen kd
k=1

é não­negativo se, e somente se, existem números reais Co, ...,Cn—1 tais que

n—l n—3
2ba >» ec, = >» CyCy+2,

v=0 v=0
n—k n—k—2

> Ck+vu—1Cy — > Ck+v+1Cv,
v=0 v=0

CoCn—2a + CICn­1,

Coln­1­.

Demonstração: Sabemos, pelo Lema 2, que o polinômio S. (9) é não­negativo se, e somente se,

o polinômio cosseno Cr 1(09) é não­negativo, onde vale a relação (2.11) para os coeficientes.

Assim, basta obtermos novas relações sobre os coeficientes by, em termos dos coeficientes cx

reais, usando o corolário anterior. Desta forma, devemos aplicar (2.10) em (2.11), observando

que estamos trabalhando com um polinômio cosseno de ordem n — 1.

Logo,
n—l n—o3

— 2a —a= > cy = > Cy+2Cv,
v=0 v=0

n—1­(n—2) 1

An—2 = >» Cn—2a+vly = >» Cy+n—2Cv
v=0 v=0

Cotn­2 + C1iCn­1,
n1­(n­1)

An1 = > Cn1+vCy = Cn—1C0
v=0

n—1­(k­1) nX1­(k+1)

Ag] — Aky1 = >» Ck—1+vCy — > Ck+1+vCv
v=0 v=0

n—k—2n—k

> Ck+v—1Cy — x» Ck+v+1Cv, DATA k= 2, ca, NT) 2.
v=0 v=0
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Portanto, verificamos que a relação (2.15) vale se, e somente se, S,(9) é um polinômio

não­negativo. =

Agora, vamos representar by como soma de quadrados, ou seja, canonizar a forma quadrática.

O processo de canonização segue da seguinte maneira:

n—l n—3

bi >» Cí = > CECkY2
k=0 k=

1 1 2 n—3(0 = 1), (a =” ­X> CkCk+22 2
k=2

(=)+(a­? Does)
023º 2º a O BB 5
2, 92 nl —3+>— ci + =cê + SRCh — > CECE+2+
3 3

k=6 =

Não é difícil ver que se nº é ímpar, n = 2m + 1, então, by pode ser escrito como uma soma

de quadrados da forma

2 2

"

co NV? Ca 3 Csh = (0­2) +(0­Z 1 e + ((19­S) +
4 4

2 2
Cok+2 Cok+3+ [Vak+102k—e) (ve Cak+1 = ) +( +102 2/0 +1C2k+1 dm

2 2
C C+ (ver10om­3 — =) )*+ (verem: — ZE )2)/Im­1 2)/Gm

+ (Vamºeam­=1)" + (Vam+1c2m)”
m—2 2 2

Cok+2 Cok+3> / Cok — + C —| Gkx+1C2k 2 o ( Gk+1C2k+1 2 2) |
+ V Gmeom—2 —

2
2m 2 2) + ImCºom­1 + Im+1%omC

2)/Am

e, se 1 é par, n = 2m + 2, então, b, é dado por
2 2

s

co Nº ca Nº 3 Ca 3 Csh = (0­2) +(a­2) + (f12­S) (f19­S) +
4 4

2 2
Cok+2 Cok+3+ |Vax+102k — do + (Varena ­ ) +( ? Vem /Ik+1

2

=) (y Gmeom—1— ee |+ mCom­2(Verena É2/05 2/0m
+(/ Am+16om)” + (Vamr1cam+1)?
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m—l 2 2
Cok+2 Cok+3

= VIk+102k — + |VAIk+1C ­> ( 1º 2) ( +PORA 2) |
2 2

+HIm+1%ºm + Im+1Com41o

onde os parâmetros g,, k = 1,...,m + 1, são determinados pela relação de recorrência q) =

1, qu41 = 1— 1/(49,). À solução desta última equação é

k+1
UTI (2.16)

Podemos, então, formular nosso próximo lema.

Lema 4 Seja a sequência (q.) definida por (2.16). Então, para todo inteiro positivo n, o

coeficiente b, pode ser representado como uma soma de quadrados

n—l

—

2bh = > dy,
k=0

onde, para nº ímpar, n = 2m +1 os parâmetros d, e c, são relacionados por

/ArC2k—

VIkC=1 — TC = des, kE=1l1...,m—1,
2 /x
ViÍim+1Cm = dom,

vVAmºeom­1 = dom­1

e, para nº par, n = 2m+2 os parâmetros d, e c, são relacionados por

11

/IkCak—2 , 2/0" dar—2, k=1,...,M,
VACA T TA Cak4+1 dax­1, k=1,...,M,

2 dk
VEIm+1C2m dom,

V/Im+1Com+1 dam+1:

A verificação deste lema segue de forma imediata pelos resultados sobre a canonização de

lt, d
2 | 2 N/ 2k — 2k—­2) k=1,...

bi, ou seja, considerando os casos onde n é par ou impar, respectivamente, basta substituirmos

os termos que aparecem ao quadrado em b, pelos novos parâmetros d;. Tal representação de

b, é mais simples através dos novos parâmetros d;. Além disso, podemos obter os valores dos

coeficientes c; em termos dos d;. O sistema de equações lineares obtido pode ser resolvido
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com relação a c,. Além disso, usando a forma explícita (2.16) de q, k=1,..., e colocando

Gk+1***Gk+v = 1 para v = O, obtemos uma representação explícita de c, em termos de uma

combinação linear dos novos parâmetros dj, j=k,k+2,k+4,....
Desta maneira, cor, k = 0,1,...,m, são dados por

m— 1
­Cx = >Pr (Ge+1** Cc Aki /Akiva+1) 'dox+2u

2+) (Exv+D(EFrv+
enquanto que para os parâmetros cax4+1, teremos

m=k=1 7
Cx = >) au (9e+1 + Ak+uv/Aetu+a) dota

v=0
m—k­1 D)

(k+1) darx+avtt,+ LL (Ek+v+D)(k+v+2) EPA
sen=2m+l,ou

mk 1

>> ougut der/Aetuti) dokt2v+lv=0

2

(k+v+ 1)(k +v+2 ) dar+2v+1)
se n=2m+2.

Os Lemas 3 e 4 e as relações (2.17), (2.18) e (2.19) fornecem a representação paramétrica
dos coeficientes dos polinômios senos não­negativos.

Teorema 11 O polinômio seno

=X "b, senko
k=1

é não­negativo para 0 E [O, Tm] se, e somente se, existem parâmetros reais do, ..., dn­1, tal que
h=d+­c+diae

= dd+2 > od, =1...,n, (2.20)
0<i<j<n­1

onde os coeficientes ih) são obtidos explicitamente pelas relações (2.15), (2.17), (2.18) e (2.19).
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Usando as relações (2.17), (2.18) e (2.19), podemos representar os coeficientes c; como

combinações lineares dos parâmetros dj. Usando esta representação, podemos escrever os

coeficientes b; do polinômio seno S,(0) no Lema 3 em termos de d;. Além disso, concluímos
que os coeficientes b; representam uma forma quadrática em termos de d;, pois vêm do produto

dos c;.
Por exemplo, vamos escrever a expressão quadrática do coeficiente br, para n = 2m + 2.

Assim, devemos usar as expressões (2.17) e (2.19) em (2.15). Então, teremos

bh = bomy1= CoComyt1
2 2" X TTDETY*é) (+ DGEDEEa to)

NEC —T2)
Observemos que a complexidade das expressões quadráticas aumenta quando vamos em

direção ao coeficiente by. Este foi um dos motivos pelo qual este trabalho se limitou a estudar

até o coeficiente bro.

Sabemos que, para toda forma quadrática, existe uma matriz simétrica associada. Desta

forma, se Di, = (618ej=o for uma matriz simétrica associada à forma quadrática (2.20)e
representarmos o vetor (do, ...,dn­1)"” por d, teremos

b, = d D.d.

Através desta representação, encontramos os valores extremos de b,, uma vez que os valores

mínimos e máximos de b, estão associados ao menor e ao maior autovalor da matriz simétrica,

respectivamente, como veremos no teorema de Rayleigh­Ritz.

2.3 Teorema de Rayleigh­Ritz

Através deste teorema, poderemos encontrar os valores extremos de bz. Mas, antes devemos

colocar alguns resultados de modo a facilitar a compreensão deste teorema. Tais resultados e

suas respectivas demonstrações podem ser encontrados, integralmente, em C. R. R Alves [2].
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2.3.1. Matrizes Unitárias

Definição 1 À matriz U € M,, onde M,, denota o espaço das matrizes de ordem n x n,

é unitária se UU = I (onde Ut = U' eU é a matriz conjugada transposta de U). Se
U E M,.(R), então U é chamada ortogonal.

Definição 2 Recordemos que os vetores x1,...,x' E TT" formam um conjunto ortogonal se

T*ir; = 0 para quaisquer LI <i<j<k. Se, além disso, os vetores são normalizados, isto é,
rirn;=1,1=1,2,...,k, então o conjunto é chamado ortonormal.

Definição 3 A matriz B € M, é unitariamente similar a A E M,, se existe uma matriz

unitária U E M,, tal que B = U*AU. SeU é real (e, por isso, ortogonal), então B é

ortogonalmente similar a A.

Teorema 12 Dado A € M, com auto­valores A1,..., An em qualquer ordem pré­estabelecida,

existe uma matriz unitária U € M, tal que UAU = T, onde T é uma matriz triangular

superior com elementos da diagonal t;; = Ai, 4 =1,...,n.

2.3.2 Matrizes Hermitianas

Definição 4 A matriz A E M, é hermitiana se A= A*. Se A= —A", então A é chamada
anti­hermitiana.

Observações:

. A+ A*, AA“ e A*A são hermitianas para todo A € M,.

. Se A é hermitiana então A* é hermitiana para k = 1,2,....

. Se A é não­singular e hermitiana então 4“! é hermitiana.

. Se Ae B são hermitianas, então a A + bB é hermitiana para todos os escalares reais a e

b.

. Se Ae M, é hermitiana, então a; €EMn(IR),i =1,...,n e a;; = Gj; para todos os 1 e j
tais queL<t1<j<n.
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Lema 5 Sejam a e b números complexos. Então, ab+ab E IR.

Teorema 13 Seja À E M, hermitiana. Então,

(a) r* Ax é real para todo x E T”.
(b) Todos os auto­valores de A são reais.

(c) S* AS é hermitiana para todo S E M,.

Teorema 14 (Teorema Espectral) Seja A € M, hermitiana. Então, existe uma matriz
unitária U € M, e uma diagonal D € M,(IR) tais que D = U*AU. (Os auto­vetores de

A são as colunas de U e os auto­valores de A, os elementos da diagonal de D).

2.3.3 Teorema de Rayleigh­Ritz

Este teorema também pode ser encontrado em Horn e Johnson [20].

Teorema 15 Seja A € M, hermitiana e seus auto­valores ordenados da forma

Então, Mx*tx < x*Ax < Ant*r para todo x ET”,

*x1* Ar
Àmax = Àn = Max = max 17º Ar

x1%40 xT*X r*r=l

. T*Ar
:Àmin = À) = min = min 2* Ar.

1240 xX*X x*x1=1

Demonstração: Como A é hermitiana, podemos escrever À = UDU* , onde D = diag(M1,­.., An)

eU Ee M, é unitária, isto é, U*U =]. Para qualquer x E 7”, temos:

1*Ax = X* (UDU*)z = (U*x)* D(U*x) = >" MI(U*x);]?.
i=1

Como cada termo |(U*x);|? > O, temos, então que

Amin > IU*x);|? < x1* Ar = >» MIIU*%) |]? < Àmax >» [U*x).]?.
i=li=l i=1l
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Por outro lado, U é unitária. Logo,

n

STI(U = (Ut)(U*t)= x*UU*x = x*x.
i=l

Dessa forma,

TAL

T*X EEE o),
Então, se x £ O, temos À, > Az , com igualdade quando x é auto­vetor de A, ou seja,

TAAn = Max —. (2.21)
x£0O  xT*t

Analogamente,

1 Ar

T*c

Assim, se x £ O, temos À) < &Az , com igualdade quando x é auto­vetor de A, isto é,

A =
:

2.22. To I*L ( )

Temos, então, Ajx*t < xT* Ar < AnT*T.
Finalmente, de x é O, temos

| E El Tt )xI*X I*X I*t

Portanto, as condições(2.21)e (2.22) são equivalentes às condições max" Azx*r=l

min T*Axr= Ay, respectivamente.I*I=
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2.4 Polinômios Senos Não­Negativos com Coeficientes

Extremos

Pelo Teorema 15, obtemos o principal resultado deste capítulo.

Teorema 16 Se Armin E Ak,maz forem o menor e o maior autovalores de Dx e Sn(9) € Sn,
então,

Ak,min < br < Ak,mazx­

Além disso, a igualdade b, = Akmaz É atingida se, e somente se, Sn(0) é um polinômio
seno em Sn, cujos coeficientes bi, 1 =2,...,n, são obtidos pela fórmula

é di Diddy max)k,max

onde demax É UM cutovelo do comprimento um, associado ao autovalor Ax,.mazx­
Analogamente, a igualdade b; = Ax,min É atingida se, e somente se, Sr (0) é um polinômio

seno em Sn, cujos coeficientes bi, 1=2,...,n, são obtidos pela fórmula

b; = Ad nin Dik, min,k,min

onde de. min é um autovetor de comprimento um, associado ao autovalor Ax,min­
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Capítulo 3

Construção de Polinômios Senos

Não­Negativos com Coeficientes

Extremos á|
Neste capítulo, vamos achar os valores extremos dos coeficientes bn, bn—1 € brn­2. Os

polinômios extremos associados aos coeficientes b, e b­1 também serão obtidos explicitamente.

Para o coeficiente br­2, com n = 2m+1, obteremos, ainda, os polinômios extremos asssociados., H , ?

Porém, devido à complexidade da forma quadrática que representa o coeficiente br,­2 para o, q

caso n = 2m + 2, apenas os seus valores extremos foram determinados.

3.1 Polinômios Extremos para b, e br

Vale mencionar que os valores extremos para os coeficientes bem como os polinômios

extremos associados dependem da paridade de n. Desta forma, para qualquer coeficiente,

consideraremos quatro casos: os problemas de mínimo e de máximo e, para cada um deles, os

casos em que n é par e ímpar.
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3.1.1 O Mínimo e o Máximo de b, para n=2m+1e os Polinômios

Extremos associados

Usando as relações (2.15), (2.17) e (2.18), obtemos

— — dar dambn = > 9k ,

k=0 º N92*'*CAIkRVIR+1L/Im+1

onde q, é dado por (2.16). Como

À A 2 83 A k k+1|(k+2)(mM+2)2 NPUTUAVENVIMA TO 2 mm B)2)(D) 2(k­D 26 Ea
fm+2)/(E+1)(k+2)
m+1 2 '

bn = :Vm+25 /((k+1)(k+2)
Escrevendo

m+1l
[6 ME aVm+2

1
Aj = | =0,...,m,

VGIDGAIA
a matriz simétrica D(º) associada à forma quadrática que representa br é

( 20Am O adm ++ aÃ O ado À
0 9) o) “. O 0 O

aim, O o) “. O 0 O

0 0 0

Desta forma, o polinômio característico de Dio) será dado pelo determinante

det(DO — AI) = (—N)*P" 1(P2AZ + +P2AL)/A+20Ah — 2)
a) O 2 2 = AaA | /(m+1)(m+2)
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onde ] é a matriz identidade de ordem 2m + 1. Para tornar o cálculo deste determinante

mais simples, primeiramente transformamos a matriz (D(º) — AI) em uma matriz triangular
inferior, através de operações elementares em suas linhas. Para uma matriz triangular inferior,

o determinante é dado simplesmente pelo produto dos elementos da diagonal principal. Este

processo também foi usado para achar todos os polinômios característicos dos demais casos

deste capítulo.

Desde que o menor e o maior zeros deste polinômio são —m/(m + 2) e 1, respectivamente,

então, pelo Teorema 16, temos
mn

— <b,<l.
m+27 7?

Desta forma, para determinar o polinômio extremo associado a bn,mar, Precisamos encon­
trar primeiro um autovetor dd az de DIO), associado ao autovalor À = 1, tal que

dê +­c+di =. (3.3)

Resolvendo o sistema linear homogêneo

2aA4n—1 O atra ++ aÃ

o) —l o) E |
adm 0

para obtermos as cordenadas de d(o),., chegamos que dor = adxdom E doi, = O para
k=0,...,m—1l.

Substituindo os valores de d; em (3.3), teremos

m+2

2m +2

ã oLogo, os autovetores são +dí(),,,, onde

do 2d—= Av, 0, 41,0, ..., Am­2,0, Am­1,0, 1/0).n,max 2
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Observe que ambos os coeficientes a, e by, são expressos como formas quadráticas de

do, da, ..., dom. A
Assim, para qualquer escolha do sinal do autovetor, teremos o mesmo polinômio extremo.

oVamos trabalhar com díonaz*
Pelas relações (2.17) e (2.18), obtemos cox41=0 e

2

Cok (kE+UL (ExvID(EFv+a)t
(EFD (Ve + e+2) (a65o T=Ve +v+ DG +v+2) Passas )
k+1 mk! 2 50dr o(k+1)ma ºk+lU 2, ET TDETVTI) 2(m+ 1)
LE m+ 2" 1a(k + 1), A

m+1 EFEFIO TASk+1 m—­k—­1
+(kE+1TT (E+1) 2º

1

k+v

EFIEUGEITTO

para k = 0,...,m— 1,
Então, pelas expressões (2.10), temos que a2x = m+1­—k para k=0,...,meagn=0

para k = 0,..., m — 1. Ássim, obtemos o polinômio cosseno não­negativo

a+ 2.m — k + 1) cos 2k0.
Multiplicando­o por 2/(m+1), de modo que ao = 1, chegamos à forma equivalente

= k
2 1­ 2Kk0.1+ >| mer) os

Aplicando a transformação de 6 para 9/2, a qual preserva as características do polinômio,

obtemos o clássico polinômio cosseno não­negativo (1.1). Usando as expressões dos coeficientes

ax em (2.11), obtemos o polinômio seno não­negativo (1.5).
O procedimento para determinar o polinômio seno extremo associado à bn,min É similar.

Primeiro, encontramos os autovetores de Dl) associados ao menor autovalor À = —m/(m+2)
de modo a satisfazer (3.3).
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Resolvendo o sistema linear homogêneo

20An— A O adm ++ aÃ

0 —AÀ 0 . O

amo o —À

a À,

0

V a À,

para as cordenadas de diins obtemos
m+2 1

2m /(E+1)(k+2)
dor = e dai =0

para k = 0,...,m— 1.
Substituindo esses valores em (3.3), teremos

Assim, os autovetores são +dºo) onden,min)

o | 2dioin = a (Av, 0, A1,0,.. 50, Am­1, 0, mA)”
e escolhemos o sinal positivo. Então, por (2.18), obtemos cox4+1 = O e, por (2.17), teremos

m—k

Cook = (k+1))Y” doxyovE V(EFVATI)ET+2) *P
m—k—1 2

(k+1) dox+2u+ V6meoTON aa * 2: VaervI DEVIDA )
k+1 [ m E! 2 Im +2+(kE+1) Axqv“m+1 m+2º* + > (k+v+1)(k+v+2)V 2m “E
k+1 [mm m+?+ 2 Mk! 1

+(kE+1)mA+l m+2* + mo (k+v+1)(k+v+2)
— 2k=rd k=0,­"",m.
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Então, pelas expressões (2.10), temos a2x+1 = 0, k=0,­­.,m
1 m—k

E — 95 —9—mem T2 > (m — 23)(m — 2j — 2k)
(m — k + 1)(m?º + 2m — 2mk — 2kº — 2k)

3m(m + 2) '

A2k

k=0,­",m.

Logo, chegamos no polinômio cosseno não­negativo (1.18). Agora, precisamos expressar

os coeficientes b, em termos de ax usando (2.11). Obviamente, bo, = 0 e
m—k

3m(m+ 2)
m—k+1

3m(m+ 2)
mº — 2kº — 2k +2m

m(m+ 2)
2k(k+1)

—m(m+2)'

box+1 (m?º — 2mk — 2kº +2m — 2k) — (m?º — 2mk — 2kº — 6k — 4)

Portanto, obtemos o polinômio seno não­negativo (1.10).

3.1.2 O Mínimo e o Máximo de b, para n = 2m+2 e os Polinômios

Extremos associados

Através das relações (2.15), (2.17) e (2.19), temos
m

b, =
dar dom+1

" npc aa ima

m+2)/(kE+1)(k+2)2º qg192 ca /TRI Amar = mo o ;

m+1 2nO 2daxdam+1 |(k+1)(k+2)

Assim, a matriz simétrica D(º) associadaà forma quadrática b,, será
0 aim —. aÃ O aÃ, À

aim O “. O 0 O

a À,

0

V ao
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onde a e A; são definidos por (3.1) e (3.2), respectivamente. O polinômio característico de

DO é

det(DÍ = AI) = (ON)PMH ((02AS + + ARA +2AL)/A= 2)
cam S,2 2)a) no “m+2)'

Como o menor e o maior zeros deste polinômio são —(m + 1)/(m + 2) e (n +1)/(m +2),

respectivamente, então, pelo Teorema 16, temos

m+1l. <mM+l
— “nn —= .

m+2 m +2

Assim, para determinar o polinômio extremo associado a bn,maz, precisamos encontrar um
autovetor d(e),, de De), associado com o autovalor À = (m + 1)/(m + 2), tal quen,mar

di + +din=l (3.4)

Resolvendo o sistema linear homogêneo

Á —A aim 0 amo) ... a À ( dam+1
ain —A O O e. dom

o e... dom­1

amo) dam­2

aÃ e... da

0 ... da

| a Ào ... V do )
para as coordenadas de de), , = O, obtemos

e dox41=0, k=0,...,m — 1. Substituindo os valores de d; em (3.4), teremos

2
d = t—.2m+1 7

Desta forma, os autovetores que precisamos são ­kd(º) ,, onden,Max)

1

dO az = 2a (Ao, 0, Ar, 0, e.., AÂm, a)” '
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Vamos trabalhar com d(e),,. Por (2.17) e (2.19), obtemos

2
k+1(E + DD» EtETDMETVAO

m + 2 1
Axqva(k + 1)——+ Im+1/ (k+v+1)(k+v+2)

dar+2v ­

ma 2 1olE+Nng] & (k+v+1)(k+v+2)
m—­k+1 /Im+2

, k=0,...,m
m + 2 m+1l

2

(kE+1)L, (k+v+1)(k+v+2)
1 m—k—1 DD(E+1) (JorDGA 2 EroTDET Ig)

k+1 m+1
= , k=0,...,m

m+lym+2

Então, pelas relações em (2.10), teremos

dar+2aval

= D( DH+G+D(kE+iAOGn FDja Em ­ j+DN(mM=k=­j+1)+(J+1(k+j+1))
(m= k+1)O2mº — mk +7m=kº —­k+6)

3(m + 1)(m+ 2)

A2k

m—k—­1m—kTDT (Emir 2 G+DMm­too)
(2mº? + Imº + 13m— 2kº — 3kº — k + 6)

6(m + 1)(m + 2)

Portanto, obtemos o polinômio cosseno não­negativo (1.19). Além disso, usando as relações

(2.11), teremos o polinômio seno não­negativo (1.6).

Para determinar o polinômio seno extremo associado a bnmin, encontramos os autovetores
de DIS) associados ao menor autovalor À = —(m + 1)/(m + 2), tal que tenhamos (3.4).



Resolvendo o sistema linear homogêneo

( —A adm O adm
am —A O 0

o) O —A o

0 0 —A

a A,

0

V a Ão

para as coordenadas de Hd ins obtemos

dar = —((m+ 2)/(m + 1))aArxdom+a, k=0O0,...,m

e dax41 = O, k = 0,­+­,m — 1. Substituindo os valores de d; em (3.4), temos que domy1 =
+/2/2. Desta forma, os autovetores que precisamos são Hd ins onde

dd, == (40,0, 41,0,..., Am, =)"n,min (2
e escolhemos o de sinal positivo. Então, pelas fórmulas (2.17) e (2.19), teremos

ca = 2MT k+1 m+2
A m+2 Vma+1

e CE+1 /m+1
Am +IVm+2

para k = O,...,m. Analogamente ao caso anterior, teremos

(m — k+1)(2mMº=mk+7m — k? = k+6)
3(m + 1)(m+ 2)A2k =

(2m? + 9mº +13m — 2k? — 3kº — k + 6)
6(m + 1)(m + 2) 'Agk+1 = — k=0,:".,m.

Portanto, obteremos o polinômio cosseno não­negativo (1.20). De modo análogo, usando

as relações (2.11), teremos o polinômio seno não­negativo (1.7).
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3.1.3 O Mínimo e o Máximo de b,1; para n = 2m+1 e os Polinômios
Extremos associados

Usando as relações (2.15), (2.17) e (2.18), obtemos
m m—l

b 1= DL dardom­1 + dar+10dom

= 2 qq cc IR VIRVVOm 9 nda ae/Tr Ana
m > 2daxdom­1 +/2EZX 2dark+1dom|m+IÂ EINE) m+2 2 (k+1)(k+2)

Tn

Bis E
Tomando

obtemos a matriz simétrica

o BAm + amo] .)

BAm + aÃAm­) 0 PAm­1

0 LAm­i

a Ana 0

6bA,

0

BA, )

associadaà forma quadrática br­1. Assim, o polinômio característico de DO, é

det(DÍ), — M) = Cm bio |2mº +2m+2., m(m —1)m + 1)(m +2) a)
Desde que os zeros deste polinômio são +1, então, pelo Teorema 16, teremos

CT

Assim, para determinar o polinômio extremo associado a bn­1,maz, precisamos encontrar
um autovetor dO | mas de DO, associado ao autovalor à = 1, tal que dê +­­ +di, =

AAA
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para as coordenadas de dO mas» obtemos da, = Ax/2, k=0,­­.,m

Resolvendo o sistema linear homogêneo

/ 1
(BAm + aAm­1)

0

aim­a

Aço

(BAm +aAm­1)
—1

BAma

0

0

BA,

0

BAm­1

a Ama

0

0

d,

| Oo 0 e... V do )

= l, dar+1 = dor, k=

dam = ((m + 2) /(4m + 4))/? e dom = ((m + 1)/4m)!/?.
Logo, os autovetores são +aoº1,maz, Onde

T
1 m+1 m+2dio = =| A9, Ao)..., Am­2, Am­2, Am­ /n—l,mar | 0) 440, 2; Am—2 1) m , m+1

Pelas relações (2.17) e

m—2l,

(2.18), teremos

Cox =

m—k

1) v

o(s A2(m +1) tz2
2/(E+1 m­k

m+l1 mA+l

, k=0,...,2m

—k—1 1>a)
v=0

Então, as expressões em (2.10) implicam em

Além disso, vemos facilmente que cor41 =

m—k­1

A2x (C2jCoj+2xk) + >» (Caj+1Cojrok+1)
j=0

am

(CajCajrak+1 + Cojr+1Cojroakta)
j=0

m — k, k=0,...,m—1l.
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Portanto, obtivemos o polinômio cosseno não­negativo (1.22) e, por (2.11), o polinômio

seno não­negativo (1.11).
O polinômio seno extremo associado a bn­1,min É obtido através dos autovetores de DO,)

associados ao menor autovalor À = —1 satisfazendo (3.3).

Resolvendo o sistema linear homogêneo

1 (BAm + Amo) 0 adm­o “+ aÃ O À
(EAm + Amo) 1 BAma O es BA,

0 BAm­1 1 0 e. 0

a Amo jd) 0 1 0

Aga jd) 0 0 e. 0

0 BA, 0 0 ... 1)
para as coordenadas de dO mins obtemos d, = —Arx,/2, k = 0,­­­,2m —
((m + 1)/4m)*/? e dom = ((m + 2)/(A4m + 4))'/?.

Portanto, os autovetores são +d?1L,min, Onde
NA

2n=3(4­Ao: + Ama Ama Ames [EA [104 )m m+1l

Desta forma, pelas relações (2.17) e (2.18), teremos cor = Y/2/2, k=0,...,m e Oxáu =
—/2/2, k=0,...,m— 1. Consequentemente, a expressão (2.10) implicará em 02x = m —
k+1/2, k=0,...,m eakgna=­(m—­k), k=0,...,m—1.

Portanto, obtivemos o polinômio cosseno não­negativo (1.23). Além disso, por (2.11),

obteremos o polinômio seno não­negativo (1.12).

3.1.4 O Mínimo e o Máximo de b,.) para n = 2m+2 e os Polinômios

Extremos associados

Usando as relações (2.15), (2.17)e (2.19), sabemos que

b — >: dar dom darx+1dom+1 )1 =" E 2q192+ cardAma CTTENSTA+11 /Am+1
m+1l> 2(daxdom + dar+1doam+1)V/(E+1)(k+2)

54

AAA

1 2 3 4 5 6 7 unesp”", 12 13 14 15 16 17 18



Então, a matriz simétrica DO, associada com a forma quadrática que representa by é

o À
a Ao

(204, O adra O
o) 2a Am o)

ami 9)

o) aAm­1

aÃ,

ana e... 0

a Ão o

o a o )

Logo, o polinômio característico de DO, é obtido pelo seguinte determinante

det (DO), = AI) = 227? (x ­ 2 m )m+2 m+2/

Além disso, o menor e o maior zeros deste polinômio são —m/(m+42) e 1, respectivamente.
Assim, pelo Teorema 16, temos

m
— <br, <l.m+27 1=

Para determinar o polinômio extremo associado à bn­1,mar, Primeiro precisamos encontrar
um autovetor dO maz de DE, associado ao autovalor À = 1, tal que

2 2do + c+don=01
Como no caso anterior, resolvendo o sistema linear homogêneo

( (aAm — 1)
0

a Ama

0

a Ao

V o

para as coordenadas do autovetor d

0

(aAm — 1)
0

a Âm­a

0

a Ao

aAm­1

o

—l

0

0

0

(e)
n—l,mar)

(o

amo)

O

—l

o

a Ão

o

0

o

a Ão

obtemos dom = P, dam+1 = Q, dar = aPA,; e
dax+1 = aAQA,, k=0,...,m — 1, onde os parâmetros P e Q satisfazem à relação

5 6 7

P+Q=

90
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Agora, pelas relações (2.17) e (2.19), teremos os coeficientes

C2k (k + )S (k+v+D(k+v+2 dot+2u
+D (cn to =Vasorogo

11 m—k­1Vite+DaP (Ex + 2 (EFv+D(k+v+2)
V20aP

e, de modo análogo, cax41 = V20Q, k=0,...,m
Podemos achar os coeficientes do polinômio cosseno extremo usando as relações em (2.10).

Logo,

—k

((CojCor+os) + (Caj+1Caj+2k+1))

> ((Pav2) + (QavV2)º)
(m = k+1)(2m+2)

m+2
(P*+Qº)

m—k+1l

= m—k­1

(Cojeajrak+1) + > (Cojr1C2aj+ak+o)
mel

2 2PQ + 2. 2PQo?
(m + 1)(m— k+D,

m+2
2(m + 1)(2m — 2k +1)

m+2

2(m + 1)(m— k)
m+2

PQ, k=0O...,m

PQ+ PQ

m+2, Q= m+22m + 2º “Vom+2*"
obteremos o polinômio cosseno não­negativo (1.25) e pelas relações (2.11), teremos o polinômio

seno não­negativo (1.8).
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Para determinar o polinômio extremo associado a br 1min, primeiramente precisamos

encontrar um autovetor dO min de DO, associado ao menor autovalor À = —m/(m + 2),
tal que dd + di +­­ +din=1

Resolvendo o sistema linear homogêneo

[ (aAm =)
o

amo)

0

aÃ,

o)

(aAm — À)
0

amoo

0

amo]

0

—A

0

jd)

0

am]

0

—A

a À,

0

o

a À,

( dam+1 À
dam

dom­1

dam­2

1 o

para as coordenadas de dO mins como no caso anterior obtemos dom = P, doem+1 = Q,
2dor = —aPA,ÕO +

mm

m+2
darx41 = —aQAx , k=0,...,m—1l,

onde, neste caso, os parâmetros P e Q satisfazem à relação

m

PIC Omi
Assim, pelas relações (2.17) e (2.19), teremos

m—k 2

(EF) 2 (E+v+1(k+ pv + 2)
+) (V/GFnGAo”

1 m + 2"k!
2(k+1)aP —V2(k +1)a & >

v=0

Cok

— ap

m (kF+v+1)(k+v+2)

Vaap?* —m
m

e, de modo análogo, coax+1 = V20Q(2k — m)/m, k=0,...,m.
Além disso, por (2.10), obtemos
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(CajCor+2aj + Cajr1Cajrok+1)

m)(2j +2k—m)

— 2km + 2m— 2kº — 2k)amtm +2)

m— m—k—1> CajCojr2kti) + >» Coj+1C2j+2k+2
20PQ Ce meia nm + E cs me aos)3=0 j=0

2(m + 1)(4k? + 6k? + 2k — 2m — 12km + 3mº — 6kmº? + 2mº)
3mº(m + 2)

PQ,

parak = O,...

Usando
m m

am12? * QUA ATa
teremos o polinômio cosseno não­negativo (1.26). Ainda, pela relação (2.11), obtemos o

q,

polinômio seno não­negativo (1.9).

3.2 Problemas Extremos para o Coeficiente br,>

3.2.1 O Mínimo e o Máximo de b,2 para n = 2m+1e os Polinômios
Extremos associados

Demonstração do Teorema 5:
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Neste caso, as relações (2.15), (2.17) e (2.18) implicam em

b 2 = > ( daxdam­2
+

daxdom )"” to 2 Na caAeri/om 2H doc akIm ARIma
ua (=1)* daxdom no dar+1dom­1

+ +& 2E 9192 DOAAIA AaSA Auta 2 2tq1qo *IkV/Ik+1/9Gm
= Yy» Bdaxdam­—2 + Ydax dom + (=1)* adordomk=0 /(k+1)(k+2) ( )

ml 98d dom+35 Bdax+1dam­1
ko /(k+1)(k+2)

onde a e À são definidos, respectivamente, por (3.1) e (3.5) e

Ui /(m+1)(m+2) 3

Logo, a matriz simétrica DO, associada à forma quadrática a que representa br, é dada
por

2(a + 7)JaÃAm
0

(a + 1)Am­1 + aAm

(a +79)A)
0

0

26Anm­1
0

0

BA,

0

(a +97)Am­1 + adm
0

26Am­1

PA

0

(7­0)Ao |
0

BA,

V (= a)A, BA, j
Então, o polinômio característico de DO, será dado pelo seguinte determinante

m — 4 ­ =)m+2 m+2/
(0) — )2M­5/) 2 13. o) (xdet (DIO, — AI) = —XPS (1 = 1) (Nº = a (+=; NX +

Observemos que o menor e o maior zeros deste polinômio são, respectivamente,

—m+4— /m(óm­—8) 1+/5
2(m + 2)

O

Para determinarmos o polinômio extremo associado a bn­2maz, Precisamos encontrar um

autovetor dO mas de DIº!, associado ao autovalor À = (1+ vV/5)/2, tal que

dê +­c+diç=. (3.7)
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Resolvendo o sistema linear homogêneo

( AatrNdm=a O (at+i)Ama+BAm
o 28Am­1= A o

(a +71) Am­1 + BAm 0 28Am­1 2

£ BA, o

V (7 —a)Ao o BAo

para as coordenadas de dO mas» obtemos darg41 = 0, k=0,­.,m—1
K

V/2A(1+ V5)'
1+V5,,

4

m+3+V5

2,/m(m+ 1)(1+ 5)

m+21
dom = =2m 2 m+1º”º

ee |7H3V5
"N5+2//5

Ássim, encontramos os autovetores +doº, max, Onde
,

k=1,:­­

2m +3+5

,

—2,

dn—2,mart DJ(o) ­s| Ve.
Através das relações (2.17) e (2.18), teremos

m—k 2
= dor+ouCak (kE+1) 2. (E+v+D(kFTuv+2)2

m+2 'Aço(na)

2 V2(2m+ 3 + 5)(E+I)K 7TD Immn+DA+VS
2

1
m—k—2

v=0

1 2m +3+/5(E+U)KX (= 1 mim+D(1+ 5
V2(1+ V5)xDIA gelo

4 , m—1l
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> dayTDTT
2 2 2d+ vTrDEII&* TES ANDA [TRE VCEENA

K 2 V2(2m +3 + 5) SE) 2TINA + VS) 2m+D amem IDA VS EA
(E)4/2 | 2(4+ V51)

De modo análogo, temos que cam = co. Portanto, usando as relações em (2.10), obtemos

do

dom CcoCom —=

e ainda as541=0, k=0,­.,m— 1.
Com esses resultados, podemos escrever o polinômio cosseno não­negativo (1.27). Além

disso, usando (2.11), obtemos o polinômio seno não­negativo (1.13).

Para determinar o polinômio seno extremo associado a 8º|,min, precisamos achar o autove­
tor dO) min de DI), associado ao menor autovalor À = (—=m +4­— (m(5m—8))/2)/(2m+14).
Para isso, temos que resolver o sistema linear homogêneo, como no caso anterior, para o menor

autovalor.

Tomemos



Pelas coordenadas de do2,min, Obtemos dax+1 = O,

3m — /m(5m — 8)
do — ao,

4my2
(m+2

m — | /m(5m — 8)
m(1­m)+(1+m) mísm 8)

4m. /m(m + 2)

ao Ar,

[0

dom = >=2
Pelas relações (2.17) e (2.18), obtemos cox+41=0, k=0,­­­,m — 1,

m—k 2

ex = (ET) DATE IDE IN
V2(m — 2k)(m + /m(5m — 8))

4m(2 —m)

> 2 day(v+1)(v+2) *?

ao, k=1,­­­.,m—1,

ao
2

e, de modo análogo, com = —co. Então, as relações em (2.10) implicam em

m(2m — 5 + /m(óm — 8)

3,/m(5m— 8)
'

10k + 2k? — 4m — 3km? + mº

3(m?º— 4)
ABM 1) + mm? — 4)(2m + 1) + k(4 + 20m — 6mº)

3(m? — 4), /m(5m — 8)

Portanto, chegamos ao polinômio cosseno não­negativo (1.28) e, através das relações em

(2.11), no polinômio seno não­negativo (1.14).
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3.2.2 O valor Extremo de bh,2º para n=2m+2

Demonstração do Lema 1:

Uma análise simples, mostra que dois pontos positivos fornecem os valores extremos de

Tm(y). O valor de rm (y) é negativo para o menor desses pontos e positivo para o outro.

Desde que rn (0) > O e rm(y) é negativo para y suficientemente grande, então rr (y) tem três

zeros positivos. Por outro lado, y(0o) = (3 + v/5)/2 é estritamente maior que o ponto de
máximo local de rm e rmíy(0o)) < O. Isto implica na desigualdade y(m) < y(0oo). Logo, é

claro que rm (y) converge uniformemente sobre conjuntos compactos do plano complexo para

o polinômio —yº + 47/º — 4y +1. Então, pelo teorema de Hurwitz (veja Teorema 3.45 em
[32]) a sequência dos maiores zeros y(m) de rm(y) converge para o maior zero (3 + v/5)/2 de
—yº + 44º — 44 +1, quando m converge para infinito.

Demonstração do Teorema 6:

Usando as relações (2.15), (2.17) e (2.19), temos que

b 2 = > ( daxdam­1
+

dor dom+1 )” E VEN, caderno 2H qcam/ER+ /Am+l
+35” ( (1)? dordom+ + darx+1dom )

k=0 2qnqe e/+1/Am+1 2192 cc ae IRL /Am+l
­ 25º Bdaxdam=1 + (7 + (—1)º a) dar dom+1 + Adox+1dom

k=0 J/(E+1)(k+2)
onde a, À e y são definidos por (3.1), (3.5) e (3.6), respectivamente. Assim, a matriz simétrica

,

DO), associada à forma quadrática, que representa b,­2 é dada por

( o &ã O (atNdns = (7­0)A|
o) o) e. 0

ex BAma cs BA

(a+y)Ai O fA
0 a Ão o)

Y7­a)doq O BA )

onde e; = (2a +7) Am € €&2 = aAm­1 + BAm. O polinômio característico associado é dado por

det (DI), — AI) = —=2X?""*r, (A),
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mº+m+2),, 4(mMº=m+1),2, (m=1)
(m +32)? (m + 2)? (m +2)2

Portanto, fazendo A? = y, teremos o polinômio cúbico rm(y) que possue três zeros positivos,

rm(Aº9) = —2º + a

quando m > 2. Além disso, o maior zero y(m) de rm(y) não excede y(0o) = (3 + V5)/2 e
y(m) converge para y(0o) quando m converge para infinito, conforme vimos na demonstração
do Lema 1.
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Capítulo 4

Convergência de Polinômios

Trigonométricos para Funções

Periódicas

Neste capítulo, vamos verificar a convergência de polinômios trigonométricos para funções

periódicas nas normas uniforme, ||.llr, e |l­|lt,­ Assim, precisaremos de algumas definições
para verificar os principais resultados.

4.1 Núcleo Positivo

Definição 5 Um polinômio cosseno K,. (0) de ordem n é chamado núcleo positivo se satisfaz
às exigências:

1) Kn(0)>0, para 0<O0<rm;

2 f Ka(0)do =1.27 J­7

4.2 Núcleo Positivo Somável

Definição 6 Uma sequência de núcleos positivos (K/(0))Sº., é chamada somável se, para

qualquer n E N, Krh(9) satisfaz 1) e 2) e, além disso a seguinte exigência adicional é
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satisfeita:

3) Para qualquer ó > O, Kn (0) converge uniformemente para zero em [5, 21 —0ó] quando
n tende para infinito.

A rigor, isto significa que para quaisquer ó > O e e > O existe um N € IN que depende de

ó e e, ou seja, N = N(6,e), tal que, para qualquer n > N, temos |K,(9)| < e para qualquer
0 E [5,2m — ó]).

4.3 Convolução Kn(f;x)

Definição 7 Para qualquer função f(x) de período 2m pertencente ao espaço das funções

integráveis em [­mn,mn] definimos o polinômio trigonométrico

Ka(f;a)=2­/" KA(0)f(2 — 9)92 —T

como sendo a convolução de f(x) com o núcleo somável K, (9).

Por exemplo, consideremos K, (9) como o polinômio cosseno

Kn(0) = aq +23) ax cos kd.
k=1

f. (00 +23 ancosH9 f(x — 9)dd
k=1

q aoflx — 9) da +2f S arcos kof(z — 9)do
T k=l

Fazendo x — O = u,

Ka(fiz) =
i 2 f7 > a, cos(k(x — u))sand)

(u)du + 29­04 |
k=1

cos(k(x — ufa)
e, usando a identidade trigonométrica cos(a — b) = cosacosb + sen a sen b, teremos

Kn(f;ix) = * (eo f. f(u)du +2 > [ex Í. (cos kr cos ku + senkr sen kcal)=T k=1l =7

= a (eo f f(u)du +2 Sa (cos 22Ú cos ku f (u)du + sen kxf sen kuf(u)du) )=T k=1
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Desde que os coeficientes de Fourier são dados por

ao TM f(u)du
1 5s7

ak ­ Í. cos kuf(u)du

1 Tbr== /" senkufíu)da, k=12,""",
obtemos

n

+(ax(ax cos kr + bz sen kx)).="aoKn(f;x)

Por exemplo, quando K, (9) coincide com o núcleo de Féjer (1.1), temos

Kn(f;x) = +1­ )(ax cos kr + by, sen kx).— O,
2

Essas são exatamente as somas de Cesàro das séries de Fourier.

4,4 Convergência na Norma Uniforme

Teorema 17 Se f(x) pertence ao espaço das funções contínuas de período 2m e (Kn(0))%,
é uma sequência de núcleos positivos somáveis, então Kn(f;x) converge uniformemente para

f(x) em [0,27].

Demonstração: Seja Sn(f;x) a soma parcial da série de Fourier

a
n

Sn(f;x) = 2 + > (ax cos kz + b, sen kx).
k=1

Sabe­se que a série de Fourier de uma função constante c é ela mesma, ou seja, Sn(c;xt)=c.
Se c= 1 então S,(1;x) = 1 o que implica que K,(1;r) = 1 se, e somente se,

1 T

— Ka(Ddt=1

Ka(t) > O.
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Escrevendo

K.(fia)­f() K.(9)f(a— )dt = f(o) [” K. (0d)
Ka (0)(f(a — 9) — f(2))dt

e aplicandoo módulo, tem­se

KAS) = Sto) = 21 fKO = Sd
afe fSOIKAO06,

uma vez que K,(t) > O.

O objetivo é mostrar que Kr(f;r) converge uniformemente para f(x). Como f(r) é

contínua em [0,27], que é um conjunto compacto, então f(x) é uniformemente contínua, ou
seja, para qualquer e > O, existe um ó > O tal que, para todo t com |t] <ó,

Víiz­t­f(í)|l<e, 0x x—­tel0,27].

Kn(f;x) — f(9)| < i++,

e fe=1=SIKA(0a,27 Jr

=[fe = SKA (0

he Ven fKA0,

Primeiramente, mostraremos que a integral [7 é limitada por e. De fato,

h = f Ve­0­sOKO
= Í, f(x —t) — f(zx)|Ka (t)dt + =f f(x =) f()IKa(t)
e |f; K. (0a +i Ka (980)
=). Kr(t)dt=e.

—­T
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Como f(x) é contínua em um intervalo fechado [0, 27], conclue­se que f é limitada. Assim,
existe um M > O tal que

OI<SM, ye,
uma vez que f é periódica.

Logo,

f(x —+t) = f(x)| < f(x —t)|+|f(x)| < 2M.

Mas, sabemos que K,(t) é um núcleo somável, ou seja, para qualquer ó > O ele converge

uniformemente para zero em [5,27 — 6] quando n tende para infinito. Assim, existe um v

natural tal que, para qualquer n > v, Kn(t) <e para todo t E [6,27 — 6].
Então,

= f fe SOIK0A27 —­T
M —s— f, Knl9)at
Me.

De modo análogo podemos concluir o resultado para a integral 3.

Portanto,

Kn(f;x) — fí(a)| < hn+L+1<(2M+1)s,
para qualquer x E [0, 2m7], ou seja, Kn(f;x) converge uniformemente para f.

4.5 Convergência na Norma ||.||z,

Definição 8 O espaço Li[—m, mn] é formado por todas as funções integráveis f(x) com domínio
em [—­m,m] e imagem em IR tais que

flu = ffdt < co.
Teorema 18 Para qualquer função f(x) de período 2m do espaço I1[—m,mn], temos que

converge para zero quando n tende a infinito.
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Demonstração: Sabemos que

KAS) = fla = f/ Ko) fold
ae fo | Ge == fe)KAOA | de

=T —=FT

<=/ (f1vse­o ­ f)|Ka (dt) dz.
— Ver

Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos

If)fla < 2f KO(fes)a2T —T
1 T7 f2 En(Da(t)dt

Talt) = / fix ­f(a)Ida.
Vemos que a(0) = O. Vamos demonstrar que a(t) é contínua no ponto t = O.

O conjunto das funções contínuas é denso em [—m7, 7] com relação a norma L:.

Desta forma, para qualquer e > O, existe uma função g(x) do espaço C[—m, 7] tal que

[ 1f& = sta)Ida < e.
Como f e gq são funções de período 27, temos

7fMid ­ale­tlda<e,
para qualquer t E IR.

Como a função g(x) é contínua em um compacto, então é uniformemente contínua. Assim,

para qualquer e > O, existe um ó > O tal que, para todo t com |t| <6ó,

E

9x —t) = g(a)| < ,
para quaisquer r e x — t em [0,27].

Então,

f. |9(x — t+) — g(x)|ldr < e.
—=T

EX
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”", 12 13 14 15 16 17 18



Assim, para |t| < ó, teremos

let = / Ve ­9&­0+9(8­t)­9(0)+9(5)­ f(a)Id
[fa=== tde+ f l9le =?) ­ 9(a)Idz+ [” 962) — fada

—T —­T

dE.

Logo, Ja(t) — a(0)| < 3e. Mas, se usarmos ó = de, teremos que

=f Ka0a)
—=T

converge para a(0) = O.

Portanto, ||[K,(f;x) — f(x)||1, converge para zero quando n tende para infinito.

4.6 Convergência na Norma ||.||z,
Definição 9 O espaço Ly|­mn,mn] é formado por todas as funções integráveis f(x) com domínio
em [­mn,m] e imagem em IR tais que

IL, = (f irara)* <co.
Teorema 19 Para qualquer função f(x) de período 27 do espaço Lhy[—m,mn], com 1 <p< co,
temos que

IKn(F;,) = filo,

converge para zero quando n tende para infinito.

Demonstração: Sejam f E Ly[­m,n] en E IN fixos.

Consideremos q tal que à + à =1 e 9(x) € Io(—n,7].
Segue, da demonstração do Teorema 17, que

fiz) = f. (1)Ka (dt.
Assim, vemos que a soma Kr(f;x) é a convolução de f(t) com o núcleo K,(t), ou seja,

Kofi) Sl)= = Ce­N­fS)K(0dt,and

re
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Aplicando a norma L, temos

IKa852) = fo, = (f |[e Se)KOA do)
Porém, como a expressão acima é muito difícil de tratar, vamos considerar a integral

f Ka(fio) ­ f(a))a(a)áz a. f. ([ Ga fa))Ka(Hdt) g(0) da.
—T 27 Jr —.

Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos

f[n(S;2)= fa))9()ds = . f (f (fz 1) ­ f(0))a(a)dz) Ka (dt.
—s 27 Jr il

< |/Ge ­fS()a()áz
—=T

< / Ie ­f(0)I(o)|dz.
Aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

[Lu ­9 sonata < (fise=o­10r)" (f
—­FõT7 —­T7 —T

= â(t)lla(x)lL,,

1/pá() =(/ ft) ­fa)Pds).
—=T

Vemos que à&(0) = O pois f(r — t) — f(r7) = O para t = O. Assim, como na demonstração

do teorema anterior, podemos concluir que âà(t) é contínua para t = O, ou seja, para qualquer

Ee > O existe um ó > O tal que para todo t com |t| <O,

|J&(t)| < Be.

Assim, podemos mostrar que

|[LA(Sio) = fa (ada < — f Ga ­t)­ f())9(a) ds Ka (t)dt27 —T dn
Ita),52 fº OK O

—=T

3ellg(x)ll1a»
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para n suficientemente grande.

Logo, exite um natural uv, tal que

f Ka(fio) ­ f(0))9(a)dz| < 3ell9(0)I,,
—;

para qualquer n > v.

Certamente K,(f;x) — f(x) é um funcional linear em L,. Então, pelo Teorema de Riesz,
existe uma função gq do espaço L, tal que o funcional admite uma representação através do
produto interno:

Ka(fiz) = f(2) =(Ka(fiz)­ f(2))9(a)dz.
Assim, demonstramos que

IKn(f;x) — f(x)| < 3ella(x)ln,­

Portanto, se usarmos a representação da norma de um funcional, teremos

IKa(f;x) — fo), < e,

para qualquer n > vu.
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Capítulo 5

Aproximação de Funções através de

novas Sequências de Polinômios

Neste capítulo, demonstraremos a convergência uniforme de sequências (K,(90))%*, de
polinômios cossenos não­negativos concluindo, assim, que são de fato sequências de núcleos

positivos somáveis. Através dos teoremas gerais do Capítulo 4, demonstraremos que, para

qualquer função f E C|—mn, mn], as convoluções K.(f; x) convergem uniformemente para f(x).

Analogamente, K,(f;x) converge para f(x) na norma Lih[—mn, mn] quando f E Lim,mn].

5.1 Resultados Preliminares

Primeiramente, demonstraremos um lema técnico.

Lema 6 Para todo nº E IN, valem as seguintes somas de cossenos:

Ne. s 21/. sen ((2n + 1) /2)0

1Fem (9/9) ((n + 1) cos((n+ 1)/2)9 sen (n/2)0
+(n cos(n/2)9 — cot(0/2) sen (n/2)9) sen ((n + 1)/2)01,

La(90) := > kcoskd =
k=1
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1

8 sen 3(9/2)
—nº sen ((2n + 3) /2)9 + (n + 1)º sen ((1 — 2n)/2)0) (5.3)

((2nº + 2n — 1) sen ((2n + 1)/2)9

—l

16 sen *(9/2)
+ cos(n + 1) + cos(1 — n)O + 6n sen 0 sen nô

([—4 — 2cos0 + (4 — 6nº — 3nº + 6nº cos 0) cos nd

+nº(3 cos(n + 1)9 — cos(n + 2)9 + cos(1 — n)O). (5.4)

Demonstração: À demonstração de (5.1) pode ser feita por indução em n ou usando o fato

que

Z, Z 1­2"Do cosh =Med 32h) = efe ))
k=1 k=1

1­—z

Como, 2" = cos nô + i sen nô, teremos

ne fa (2? )) ­ no | CPI DE ea teenno |—z 1 — cos Ô — 1 sen 6

Ref(cosA + i sen 9)(1 — cos nd — i sen n0)(1 — cos0+ i sen O))
(1— cos 6)? + sen?9

cos 9 — cos? d — cos 0 cos nô + cos? cos nô — sen ? + cos nd sen 20
(1­— cos 9)? + sen ?8

—1 + cos9 + cos nô — cos(n + 1)9
(1— cos 9)? + sen?d

sen (9/2)

Além disso, usando (5.1), temos que (5.3) pode ser dado por
n 2 n

33(0) XD kºcoskd = o > cos kd
009º VÊk=1

oº É (1+ aNLER)

: Ê1, Senllan+E

or
1

8 sen 3(0/2)
—n? sen ((2n + 3) /2)9 + (n +1)º sen ((1 — 2n/2)8).

2 sen (9/2)

((2nº + 2n — 1) sen ((2n + 1)/2)0

75

EX
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp”", 12 13 14 15 16 17 18



De modo análogo, a verificação de (5.2) pode ser feita por indução em n ou usando o fato

que

DD kcosko = ão (> sen ko) .
k=1 k=1

> senko = Om 35 2) =smf2 (2 ))
k=1 k=l l1—­z

Mas,

onde z = e*,

Desde que 2” = cos nô + i sen nd, temos

S&m (z ( — ”)) Sm | (cos9 + i sen90) (1 — cos nd — i sen nO) |l—­z 1 — cos 0 — i sen 6

Smí(cos9 + i sen 9)(1 — cos nd — i sen nO)(1 — cos + isend))
(1 — cos 9)º + sen ?6

sen 0 — cos nd sen 6 — cos A sen nf + cos? 0 sen nô + sen ?0 sen nd
(1— cos 9)? + sen?d

sen 0 + sen nd — sen (n + 1)0
(1— cos 9)? + sen?6

sen (n/2)0 sen ((n + 1)/2)6
sen (9/2)

Ássim,

9 ( sen (n/2)0sen (in + 2/2) = gos(Ar + 2n — 1) sen ((2n + 1)/2)0
—nº sen ((2n + 3) /2)d + (n + 1)º sen ((1 — 2n)/2)0)
n

>” kcos kd.
k=1

Para a expressão (5.4), segue imeditamente que
o2 kº cos kd ———— (> sen ko
oº ( sen (n/2)0 sen ((n + 22)os

T6a) (—4 — 2cos0 + (4 — 6nº — 3nº + 6nº cos 0) cos nO
sen (9/2)

+ cos(n + 1) + cos(1— n)O + 6n sen O sen nô

+nº(3 cos(n + 1) — cos(n + 2)A + cos(1 — n)O).

O seguinte resultado fornece uma técnica para demonstrar que uma sequência de núcleos
é somável.
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Lema 7 Seja h(0) uma função contínua e crescente em |O, n] e positiva em (O, mn). Se (f.(9))

é uma sequência de funções pares, positivas e de período 2m em [­m,m] tal que

h(0)fa(9) <en, — OEÍOT],

onde xr, é uma sequência de números positivos que converge para zero, então (fn(0)) é uma

sequência de núcleos somáveis.

Demonstração: Temos que demonstrar que, para qualquer ó > O e qualquer e > O, existe um

número natural N tal que, para todo n > N, a desigualdade

If) <e (5.5)

vale para todo 9 E [5,27 — 6]. Desde que fn(9) são funções pares e de período 27, basta

demonstrar (5.5) para 9 E [6,n].
|

Sejam ó > O ee>0fixos. À convergência da sequência kK, implica que existe N > O tal

que, para qualquer n > N,

tn < h(6Ó)e. (5.6)

Por outro lado, pelo enunciado, temos que h(9)fn(0) < xn para todo 0 E [0,7] e, em

particular, para 0 E [6, m1]. Portanto,

fn(0) < tn, OE. (5.7)
(9)

2. ;
:Desde que h(0) é crescente em [6,7], a função —­ será decrescente neste intervalo. Porh(9)

essa razão

Rsno) nm Eb. (5.8)h(9)'

Agora, (5.7) e (5.1) implicam que

1

e, por (5.6), a desigualdade (5.5) vale em [5, n].
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5.2 Convergência Uniforme dos Novos Núcleos

Teorema 20 As três sequências de núcleos positivos definidas através das fórmulas

n(n +2)

k k5) (1+ mo) cos kd
Kk ) cos kôn+1/2

são somáveis.

Observe que esses núcleos são exatamente os polinômios cossenos não­negativos (1.18),

(1.21) e (1.24) obtidos no Corolário 2.

Demonstração: Para o polinômio cosseno não­negativo K, 1(9) vamos expandir a expressão

geral de seu coeficiente em termos de k, logo

3nº+6n+2 E à

2 keos k9 + nm oMZ 2hKn1(90) = 1+2Í(9> cos ko — fcosko).
— n(n + 1)(n + 2)

Desta forma, usando as expressões (5.1), (5.2) e (5.4), obtemos

Kn1(0)=1+2 (21) — 3nº + 6n +2 2nm + DMI) O tamrIDm+e 320)
Portanto, através de cálculos diretos podemos representar o polinômio cosseno não­negativo

(1.18) da seguinte forma explícita fechada:

3((n + 2) sen (n/2)0 — n sen ((29 + n6)/2))?Ki 1(0) = 4n(n + D)(n + 2) sen (0/2)

Multiplicando a forma fechada por sen *(9/2) e sabendo que |senu| < 1 para qualquer
u E [­n,m7]), teremos

4 3(n+1)

Aplicando o Lema 7 com h(9) = sen º*(9/2) e f.(0) = K, (0), concluímos que (K,1(9))%,
é de fato uma sequência de núcleos positivos somáveis.
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Agora, considerando o polinômio cosseno não­negativo K,2(0) e expandindo a expressão
geral do seu coeficiente em termos de k, teremos

? 3nº +9n+7 2
Kn2(90) = ko—2(0)=1 + 222 cos FDTI)z 22 teos ko)

2 3 m+IDmMINOT3)/>t cos k.
Pelas expressões (5.1), (5.2) e (5.4), teremos

3nº +9n+7 1(n+1)(n+2)(2n+ 320 |32(0) +Kn2(0)=1+2 (20 = (n +1)(n+2)(2n+3)
Logo, através de simplificações diretas, podemos representar o polinômio (1.21) da seguinte

forma explícita fechada

Ki2(0) = 3(nº+ àn + 3 — (nº + 3n + 2) cos — (n + 2) cos(n + 1)0)matr 4(n + 1)(n + 2)(2n + 3) sen (9/2)
3(cos(n + 2)9 + n cos(n + 2)9)

4(n + 1)(n + 2)(2n + 3) sen *(0/2)'

Multiplicando­a por sen*(6/2) e sabendo que |cosu| < 1 para qualquer u E [—m,7],
teremos

3(n + 2)
2(n+1)(2n+3)sen (9/2) Kn2(0) <

Assim, usando o Lema 7 com h(9) = sen (9/2) e fn(0) = Kn(9), concluímos que de fato
(Kn2(0))X, é uma sequência de núcleos positivos somáveis.

Por último, consideremos o polinômio K, 3(9) escrito na forma
a 1Kn3(0) =1+2 [22 costo — ( = 75) >>»steosto |).

Usando as expressões (5.1) e (5.2), obtemos

Kas(0) =1+212100)­ ( . Ja).n+1/2

Logo, podemos representar o polinômio (1.24) da seguinte forma fechada

2 — cos nf — cos(n + 1)8
Kn3(90) = (4n + 2) sen 2(0/2)
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Multiplicando por sen?(9/2) e usando que |cosu| < 1 para todo u E [­m, 7], obtemos

1

sen º(9/2)K,3(9) < O.
Portanto, tomando h(9) = senº(9/2) e f.(0) = Kn(9), concluímos, pelo Lema 7, que

(Kn3(9))X, é uma sequência de núcleos positivos somáveis. =

Através da fórmula geral de convolução (4.1), para qualquer função f(r) de período 27
contruímos os polinômios

Kn1(f;zn)=2+ (1­
a, k kKn2(f;x) =3 +>(1­;A) G 2 (1+ es) (ax cos kx + bz sen kx)

k JE bTT nn +2) ) (as costa + x Sen kx),

1) = 4, (12

—tKas(f;x) = 2 +22 G PEL (ax cos kr + bz sen kx),
onde a, e by, são os coeficientes de Fourier de f(r).

Assim, os Teoremas 7 e 8 são consequências imediatas do teorema anterior e dos Teoremas

17, 18 e 19.

ia1 2 3 4 5 6 7 unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



Referências Bibliográficas

[1] J. W. Alexander, Functions which map the interior of the unit disc upon simple regions,

Ann. of Math. 17 (1915­16) 12­22.

[2] C. R. R. Alves, Desigualdades dos Tipos Markov e Kolmogorov para Polinômios, Disser­

tação defendida em março de 1999. UNESP­IBILCE.

[3] R. Askey & G. Gasper, Positive Jacobi polynomial sums, Amer. J. Math. 98 (1976)
709­737.

[4] R. Askey & G. Gasper, Inequalities for polynomials, The Bieberbach conjecture: proce­

edings of the symposium on the occasion of proof, À. Baernstein II et al., eds. (Amer.

Math. Soc., Providence, RI, 1986), pp. 7­32.

[5] R. Askey & J. Steinig, Some positive trigonometric sums, Trans. Amer. Math. Soc. 187
(1974) 295­307.

[6] L. de Branges, A proof of the Bieberbach conjecture, Acta Math. 154 (1985) 137­152.

[71] J. Dieudoneé, Recherches sur quelques problêmes relatifs aux polynômes et aux fonctions
bornées d'une variable complexe, Ann. Sci. École Norm. Sup. (3) 48 (1931) 247­358.

[8] E. Egerváry & Szász, Einige Extremalprobleme im Bereiche der trigonometrischen Poly­
nome, Math. Z. 27 (1928) 641­652.

[9] L. Fejér, Sur les functions bornées et integrables, C. R. Acad. Sci. Paris 131 (1900)
984­987.

[10] L. Fejér, UÚber trigonometriche Polynome, J. Reine Angew. Math. 146 (1915) 53­82.

81

EX
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”", 12 13 14 15 16 17 18



[11] L. Fejér, On new properties of the arithmetical means of the partial sums of Fourier

series, J. Math. Physics 13 (1934) 83­88.

[12] L. Fejér, Untersuchungen úber Potenzreihen mit mehrfach monotoren Koeffizientenfolge,
Litt. Acad. Sci. Szeged 8 (1936) 89­115.

[13] L. Fejér & G. Szegó, Special conformal maps, Duke Math. J. 18 (1951) 535­548.

[14] G. Gasper, Nonnegative sums of cosine, ultraspherical and Jacobi polynomials, J. Math.
Anal. Appl. 26 (1969) 60­68.

[15] K. F. Gauss, Développement des fonctions pfiodiques en séries, Werke VII, (K. Gesell.
Wiss., Góttingen, 1906), pp. 469­172.

[16] A. Gluchoff & F. Hartmann, Univalent polynomials and non­negative trigonometric sums,
Amer. Math. Monthly 105 (1998) 508­522.

[17] B. L. Golinskil, On the asymptotic behaviour of the prediction error, Theory Probab.

Appl. 19 (1974) 693­709.

[18] T. H. Gronwall, Úber die Gibbssche Erscheinung und die trigonometrischen Summen
sinx + 3sin2x7 +­­­ + +sinnx, Math. Ann. 72 (1912) 228­243.

[19] E. Hewitt & R. E. Hewitt, The Gibbs­Wilbraham phenomenon: an episode in Fourier

analysis, Arch. Hist. Exact Sci. 21 (1979) 129­160.

[20] G. A. Horn & C. R. Johnson, Matriz analysis (Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1985).

[21] D. Jackson, Úber eine trigonometrische Summe, Rend. Circ. Mat. Palermo 32 (1911)
2957­262.

[22] D. Jackson, Úber die Genauigkeit der Annãherung stetiger Funktionen durch rationale
Funktionen gegebenen Grades und trigonometrische Summen gegebenen Ordnung, doc­

toral thesis, University of Góottingen, 1911.

[23] D. Jackson, The theory of approrimations, Amer. Math. Soc. Colloq. Publ, Vol. XI

(Providence, R. I.: Amer. Math. Soc., 1930).

82

EX
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”", 12 13 14 15 16 17 18



[24] Y. Katznelson, An introduction to harmonic analysis (John Wiley, New York, 1968).

[25] D. S. Lubinsky, Jackson & Bernstein theorems for exponential weights, Approzimation

theory and function series (Bolyai Society Math. Studies, Budapest, 1996), pp. 86­115.

[26] G. V. Milovanovié, D. S. Mitrinovié & Th. M. Rassias, Topics in polynomials: extremal

problems, inequalities, zeros (World Scientific, Singapore, 1994).

[27] T. J. Rivlin, An introduction to the approrimation offunctions (Dover Publications, New
York, 1981).

[28] W. W. Rogosinski & G. Szegó, Úber die Abschnitte von Potenzreihen, die in einem Kreise
beschrânkt bleiben, Math. Z. 28 (1928) 73­94; reprinted in Gabor Szegó: Collected papers

Vol. 2, R. Askey, ed., (Birkhãuser, Boston, 1982), pp. 89­110.

[29] W. W. Rogosinski & G. Szegó, Extremum problems for non­negative sine polynomials,

Acta Sci. Math. Szeged 12 (1950) 112­124; reprinted in Gabor Szegó: Collected papers

Vol. 3, R. Askey, ed., (Birkhãuser, Boston, 1982), pp. 196­208.

[30] G. Szegó, Koeffizientenabschãtzungen bei ebenen und rãumlichen harmonischen Entwick­

lungen, Math. Ann. 96 (1926/27) 601­632.

[31] A. F. Timan, Theory of approrimation offunctions of a real variable (Pergammon Press,

Oxford, 1963).

[32] E. C. Titchmars, The theory of functions (Oxford Univ. Press, London, 1939).

[33] P. Turán, On a trigonometric sum, Ann. Soc. Polon. Math. 25 (1952) 155­161.

[34] L. Vietoris, Úber das Vorzeichechen gewisser trigonometrischer Summen, Sitzungsber.
Óst. Akad. Wiss. 167 (1958) 125­135; Anzeiger. Óst. Akad. Wiss. (1959) 192­193.

[35] W. Van Assche, Orthogonal polynomials in the complex plane and on the real line, Fields

Inst. Comm. 14 (1997) 211­245.

[36] W. H. Young, On certain series of Fourier, Proc. London Mah. Soc. (2) 11 (1912) 357­366.

[37] A. Zygmund, Trigonometric series (Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1968).

83

EX
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp”", 12 13 14 15 16 17 18



cm 5 6 7

EX
AVAVAY

unesp”", 12 13 14 15 16 17 18


