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Resumo

Este trabalho trata do estudo da localizacao dos zeros dos polinomios gerados por
uma determinada relacao de recorréncia de trés termos. O objetivo principal é estudar
limitantes, em termos dos coeficientes da relacao de recorréncia, para as regioes onde
os zeros estao localizados. Os zeros sao explorados através do problema de autovalor
associado a uma matriz de Hessenberg.

As aplicagoes sao consideradas para polinomios de Szegd {5, }, alguns polinémios para-

Su(2) + Sh(2) | [ 5al2) = Si(2)
1+ Sn(o) 1 - Sn+1(0)
de reflexao sao reais. Um outro caso especial considerado sao os zeros do polinomio

ortogonais { }, especialmente quando os coeficientes

n
P.(z) = Z b,z", onde os coeficientes b,,, para m = 0,1,...,n, sao complexos e dife-
m=0

rentes de zeros.

Palavras-chave: relacao de recorréncia, polinomios ortogonais, polinémios de Szego,

polindmios para-ortogonais, zeros de polinomios, problema de autovalor.



Abstract

In this work we studied the localization the zeros of polynomials generated by a certain
three term recurrence relation. The main objective is to study bounds, in terms of the
coefficients of the recurrence relation, for the regions where the zeros are located. The
zeros are explored through an eigenvalue representation associated with a Hessenberg
matrix.

Applications are considered to Szeg6 polynomials {S,,}, some para-orthogonal polyno-

mials {M} and {M

1+ 5,(0) 1= 5, 1(0) }, especially when the reflection coefficients

n
are real. As another special case, the zeros of the polynomial P,(z) = Z b, 2™, where
m=0

the non-zero complex coefficients b, for m = 0,1, ..., n, were considered.

Keywords: recurrence relation, orthogonal polynomials, Szegd polynomials, para-

orthogonal polynomials, zeros of polynomials, eigenvalue problem.
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Capitulo 1

Introducao

Definimos um produto interno no espaco vetorial dos polinomios por

b
(f,9)o = / f(@)g(x)dé(z),

onde d¢(x) é uma distribui¢ao ou medida (positiva).
Uma sequéncia de polinomios { P, }22, é chamada de sequéncia de polinémios ortogo-
nais com relacdo a medida d¢ no intervalo (a,b), —oo < a < b < o0, se P, é de grau

exatamente n e

0, para m # n

(P, Pn>¢> = / P () Po(x)dé(z) = { (1.1)

pn >0, param=n

Esses polinomios satisfazem a muitas propriedades e por esta razao sao aplicados
na solucao de diversos problemas da Matematica e Ciéncias Aplicadas. Uma das mais
importantes é que eles satisfazem a uma relacao de recorréncia de trés termos e, quando

sao monicos, ¢ dada por
Pn+1($) = (.I' - /6n+1)Pn($) - an+1Pnfl(x)a n Z 17 (12)

com Py(x) = 1, Pi(x) = 2 — (1, Bus1 € R e ayyp > 0, n > 1. Outra propriedade
importante é que os zeros desses polinomios sdo reais, distintos e estao no intervalo (a, b).
Veja, por exemplo, Chihara [7] e Szeg6 [24]. Além disso, se a medida d¢ é simétrica, isto
é, dp(—x) = —d¢(x), entdo os coeficientes (3, sdo todos nulos.

Se o produto interno em (1.1) é dado por
(Feahy = [ 13RI = [ g,
c 0

onde do(z) = dv(z) é uma medida positiva no intervalo [0,27], entdo os polindmios

ortogonais P,, denotados agora por S, sao chamados polinomios ortogonais no circulo



2

unitério ou polinémios classicos de Szegd. Esses polinomios foram introduzidos por Szeg6
em 1939 na primeira versao de seu livro [24].

Normalmente, os polinomios de Szego nao satisfazem a uma relacao de recorréncia de
trés termos como acontece com os polinomios ortogonais na reta real. Entretanto, eles

satisfazem ao seguinte sistema de relagoes de recorréncia

Snt1(2) = 25.(2) + an15;(2),

1- 2)28.(2) = S — 401 S} =t
( [ )Z w(2) = Sna(2) — a1y (2),

onde Sp(2) =1, Si(2) = 1 e S*(z) = 2"5,(1/2) sdo chamados de polinémios reciprocos
aos polindmios de Szegé. S,, indica que somente os coeficientes de S, sdo conjugados. Os
coeficientes S,,11(0) = a,41 s@o chamados coeficientes de reflexdo e sao menores do que
um em modulo. Uma propriedade importante desses polinomios é que todos os seus zeros
estao localizados dentro do disco unitario aberto.

Os polinémios S, (z)+w, S} (z) onde |w,| = 1 sdo chamados polinémios para-ortogonais.
Neste trabalho, consideramos dois casos especiais desses polinomios

Sni1(2) = S544(2)
I Sn—l—l(()) 7

Sn(2) + 5,(2)

B =750

e (z—1)RI(z) =

n > 0,

1 2 ~ o D
onde Ry, )(z) e (z— 1)R£L )(z) sdo polinomios para-ortogonais monicos.
Quando falamos de polinomios similares aos ortogonais estamos nos referindo a sequéncia

de polinomios {Q,,}>°_, que satisfazem a relagao de recorréncia de trés termos

Qm-i—l(z) = (Z + ﬁm-l—l)Qm(Z) - am+lem—1(Z)v m > 1, (1'3)

com Qo(z) =1 e Q1(z) = z+ (1, onde os niimeros complexos &, e (3, sao tais que a,, # 0
param > 2 e 3, # 0 para m > 1. Além disso, quando (3,, < 0 e a,, > 0 foi mostrado em

[16] que existe uma medida especial d¢, chamada medida forte, tal que {Q,,} satisfaz

/Ooo t_m+8Qm(t)d¢(t) _ { 0, s=0,1,....m—1 |

pn >0, s=m

Baseado no artigo [22], nosso objetivo, neste trabalho, é estudar o comportamento
dos zeros de polindmios ortogonais e similares. Consideramos os polinémios de Szego,
polinémios para-ortogonais, polinomios gerados pela relacao de recorréncia (1.3) e estu-
damos limitantes, em termos dos coeficientes de relagao de recorréncia, para as regioes
onde os zeros estao localizados.

A seguir descrevemos, brevemente, os capitulos que compoem esta dissertacao.

No Capitulo 2, abordamos alguns pré-requisitos da Algebra Linear. Apresentamos al-

gumas defini¢oes e resultados conhecidos sobre polinomios ortogonais na reta real, fragoes



3

continuas, polinomios similares aos ortogonais, polinomios de Szegé e, também, polinomios
para-ortogonais.

No Capitulo 3, estudamos a localizacao dos zeros de alguns polinomios gerados pela
relagdo de recorréncia (1.3). Na maioria das vezes, os zeros sao explorados através da
representacao dos autovalores associados a correspondente matriz de Hessenberg.

No Capitulo 4, estendemos os resultados sobre a localizagao dos zeros dos polinomios de
Szegd, polindmios para-ortogonais e polinomios com coeficientes nao nulos. Apresentamos,
também, alguns exemplos que sao aplicacoes dos Teoremas 3.3.1, 3.3.4, 4.2.1 ¢ 4.3.2 e do
Coroléario 3.3.1.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos importantes e apresentamos algumas
ferramentas basicas especiais que serao extremamente tteis no desenvolvimento e melhor
compreensao deste trabalho. Omitimos a demonstracao de alguns resultados, que podem
ser encontrados em Chihara [7], Noble [18] e Henrici [10].

2.1 Produto interno

Definicao 2.1.1. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo IC C C. Um produto interno

(ou produto escalar) sobre V) € uma aplicagdo
(x,y) — Xy) (2.1)
deV xV em K, para o qual se verificam as sequintes condicoes, para todo X, y,w € V e
todo escalar o € K :
(i) (x,y) >0 e (x,x) =0 se, e somente se, x = 0;

(ii) (ax,y) = a{ x,y);

(i11) (x,y) = (y,%);

(i) (x+y,w)=(xw)+(y,w).
Denotaremos por C™ o espago vetorial dos vetores coluna com n componentes com-
plexas sobre I = C.
Podemos definir um produto interno de dois vetores coluna x,y € C" como a quanti-

dade escalar (x,y) dada por:

<X7 y> = Zz_zyz = XHY7 (22)
=1

4
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H

onde x' é o vetor transposto conjugado de x. Se os coeficientes forem reais, ou seja, se

x,y € R" e K =R, o produto interno pode ser definido por:

(x,y) = szyz =x'y. (2.3)
i=1
Definigao 2.1.2. Seja V um espago vetorial com produto interno (. , .). Dizemos que

dois vetores nao nulos x,y € V sdo ortogonais com relag¢io ao produto interno (. , .) se

(x,y)=0. (2.4)

2.2 Dependéncia e independéncia linear

Sejam ) um espaco vetorial sobre um corpo K, X1, Xs,...,X, € Veay,as,...,qa, € K.

n

Definicao 2.2.1. O vetor v = Z%‘Xz' ¢ um elemento de V chamado de combinacao

i=1
linear de X1, Xo, ..., X,.

Definigao 2.2.2. O conjunto {x1,Xa,...,X,} € linearmente independente (LI), se a
equagao ayxXy + asXs + ... + a,x, = 0 implica em oy = as = ... = «,, = 0. No caso
em que existir algum o; # 0, i = 1,2,...,n, dizemos que {X1,Xa,...,X,} € linearmente

dependente (LD).

O conjunto definido por

W—[Xl,x2,...,xn]—{VEV:V—Zaixi, a; € IC,i—l,Q,...,n}

i=1

¢ chamado subespaco gerado por Xi,Xs, ..., X,.

Defini¢ao 2.2.3. O conjunto {x1,Xs,...,X,} de vetores de V € uma base de V se

(i) {x1,%2,...,%,} € LI;

(ii) [X1,X2,...,X,] = V.
Teorema 2.2.1. Se x1,Xy,...,X, sGo ortogonais entre si, entio {xXy,Xa,...,X,} € LI.
Demonstragao: Como X1, Xs,...,X, sdo ortogonais entre si, entao, de (2.4),

(xi,%xj) =0 (2.5)
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paratodoi # j;i,7 =1,2,...,n. Sejav = Zakxk = 0. Entao, (v,x;) = <Z akxk,xl> =

k=1
n

(0,%;) = 0. Da Definigao 2.1.1 e de (2.5), obtemos (v, x;) = Zak<xk,xi> = ;i (x;,%;) =0
k=1
parai=1,2,...,n. Entao, a; = 0 pois (x;,x;) # 0 para todo ¢ = 1,2,...,n. Portanto, o

conjunto {X1,Xs,...,X,} é LL n

2.3 Autovalores e autovetores

Seja C™*™ o espaco vetorial das matrizes de dimensao n x m com elementos complexos
sobre C.

Definicao 2.3.1. Dada uma matriz A € C**", se existir um numero A € C e um vetor
x € C", x £ 0, tal que Ax = Ax, dizemos que X\ € um autovalor de A e X o autovetor

correspondente.

Definicao 2.3.2. O vetory # 0 € autovetor a esquerda da matriz A € C"*™ associado

ao autovalor X se yTA = My, onde y! € o vetor conjugado transposto de y.

Definicao 2.3.3. Seja A € C"". O polinomio f(N\) = det(A — \I), de grau ezxata-
mente n, € chamado polinémio caracteristico e a equagdo f(N\) =0 é denominada equagao

caracteristica da matriz A.

Definicao 2.3.4. Se as n raizes de f(\) forem tais que o valor de uma raiz particular \;
for repetido precisamente k vezes, entao dizemos que \; € um autovalor de multiplicidade

k; se \; ocorre somente uma vez, entao dizemos que \; € um autovalor simples.

Podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.3.1. Seja uma matriz A € C"". Se A\, A\a, ..., As € uma colecio de auto-
valores distintos de A e se {x1,Xa,...,Xs} forma o conjunto dos autovetores associados,
entao {X1,Xg,...,Xs} € LI

Demonstracao: Temos que {x;} é LI pois x; # 0. Se {x1,x2} nao for LI, temos que

existe a # 0 tal que x9 = ax;. Entao,

)\2X2 = AXQ = AO(Xl = oz)\lxl. (26)
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Mas,
)\1X2 = Oé>\1X1. (27)

Subtraindo (2.6) de (2.7), obtemos (Ay — A;)x2 = 0. Como Ay # A1 e x5 # 0, isto nao
é possivel. Portanto, {x1,xs} é LI. Agora, suponhamos que x, = agX; + aoXa + ... +

ap_1X,_1, onde nem todos os «;,7 = 1,2,...,p — 1, sao nulos. Temos
ApXp = i AX1 + Qe ApXa + ..+ a1 ApXp 1 (2.8)
e, também, \,x, = Ax, = A(a1X; + aaXa + ... + @p_1X,_1), OU seja,
ApXp = QIAIX] + o AoXa + ...+ 1 Ap 1% 1. (2.9)
Subtraindo (2.8) de (2.9), obtemos

0= Oél()\p - /\1)X1 + @2(/\]3 - )\2)X2 + ...+ Oép_l(/\p - Ap—l)xp—l‘

Como A\, —\; #0,i=1,2,...,p—1,eqy,0 =1,2,...,p— 1, nao sao todos iguais a zero,
temos uma contradi¢do, pois {xi,Xa,...,X,_1} é LI. Assim, o conjunto {x;,Xs,...,Xx,} é
LI. Por indugao, obtemos o resultado do teorema. |

A seguir, mostraremos um resultado de extrema importancia em Algebra Linear e que

tera grande utilidade neste trabalho.

Teorema 2.3.2. [Teorema dos Circulos de Gerschgorin| Cada autovalor A (real ou

complezo) de uma matriz B = (b;j) € C™", satisfaz pelo menos a uma das desigualdades

n

|/\—bm| Sn, onde Ti:Z|bij|7 i:1,2,...,n. (210)
j=1
J#i
Demonstragao: Sejam B = (b;;) € C"™*" X um autovalor de B e x = (21, %a,...,2)"
o autovetor correspondente. Entao, Bx = Ax, ou seja, Zbijxj =A\r;, 1 =1,2,...,n.
j=1
Logo, (A — wax], = 1,2,...,n. Suponhamos que |zx| = 11&1%};|x1| Entao,
J#l
: 25| _
A — b, = brjxj. Como x # 0 segue que (A — bgg) bk-— Mas, — < 1.
SETED o - S v 2
J#k J#k
Portanto,
A — bl = Zbkj < Z\bkg||| 4l o Zml
J#k J#k J?ék
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2.4 Transformacoes de semelhanca

O assunto que abordaremos a seguir é sobre uma transformacao chamada trans-

formacao de semelhanca. Primeiramente, demonstraremos o resultado abaixo.

Teorema 2.4.1. Uma matriz A € C™*™ possui um conjunto LI de n autovetores se, e so-
mente se, existe uma matriz nao singular P e uma matriz diagonal D tal que AP = PD,
ou seja, A= PDP™' ou D= P 'AP. As colunas p,,Ps,...,P, de P=[p;,Py,...,P,]

podem ser tomadas como os autovetores de A associados, respectivamente, com 0s au-

tovalores \;; 1 = 1,2,...,n, onde \; € o (i,i)-ésimo elemento da diagonal da matriz
D.

Demonstragao: Suponha que A tenha um conjunto de n autovetores {xi,Xa,...,X,}
LI com os autovalores associados Ai, Ao, ..., \,. Entao, Ax; = \x;, + = 1,2,...,n.

Considere uma matriz P onde as colunas de P sao constituidas pelos autovetores de A,

isto é, P = [x1,Xa, ..., X,]. Portanto, podemos escrever

AP = [AXl, AXQ, ey AXn] = [/\1X17 AQXQ, ce ,/\an]

A0 ...00
0 X ... O

= [xuXo,....Xn) | . _ = PD.
0 0 ... A\,

Como {x1,Xs,...,X,} é LI, P é ndo singular, de onde segue que A = PDP".
Por outro lado, se A = PDP!, entdo AP = PD. Podemos considerar

M 0 ... 0
0 X ... O
P=[p,,py---,p, ¢ D=
0 0 A
Logo, _ 1
A O 0
0 X 0

A[p17p27 s 7pn] = [p17p27 cee 7pn]

Entao, Ap, = \ip;,t =1,2,...,n.
Portanto, como P é nao singular, segue que {py, py, ..., P, } € LL. Logo, {p;, Ps,---, P}

sao os n autovetores de A e \;, i =1,2,...,n, sdo os autovalores associados. |
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Definicao 2.4.1. Se existir uma matriz ndo singular P tal que P"*AP = B, entdo
dizemos que a matriz B € semelhante a A ou que B foi obtida de A por meio de uma

transformacao de semelhanca.

Definicao 2.4.2. Uma matriz P tal que PP P = PP" = I é chamada matriz unitdria.
Como caso especial, uma matriz real P tal que PTP = PPT = I é denominada matriz

ortogonal.

Mostraremos, a seguir, um teorema sobre matrizes semelhantes. Esse resultado im-

portante serd usado no Capitulo 3.

Teorema 2.4.2. (i) Matrizes semelhantes tém a mesma equacao caracteristica e os mes-
mos autovalores;
(ii) Se P"'AP = B e x ¢ um autovetor de A correspondente ao autovalor \, entdo

P 'x é um autovetor de B correspondente a \.

Demonstragiao: Para demonstrar o item (i), seja B = P~'AP. Entdo,

det(B— M) = det(P AP — AP 'P) =det[P'(A — \I)P]
= det(P ')det(A — \I)det(P) = det(A — \I).

Agora, para demonstrar (4i), consideremos Ax = Ax e B= P ' AP. Entdo,
PBP 'x = \PP 'x.

Logo, BP'x = AP~ 'x. Portanto, By = \y onde y = P~ 'x. |

2.5 Transformacoes lineares fracionais

Seja M a classe de todas as matrizes nao-singulares de ordem dois, com elementos
complexos. Em M consideraremos uma relacao de equivaléncia da seguinte forma: duas
matrizes M; e My em M sao chamadas equivalentes se existir um numero complexo s
(necessariamente nao nulo) tal que My = sM;j. Esta claro que esta relagao de equivaléncia

satisfaz aos postulados usuais, ou seja, é simétrica, reflexiva e transitiva. A toda matriz

C

a b
M:[ d] (ad — cb # 0)

em M, associamos a funcao

(2.11)
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que é definida para todo z # —dc ™! se ¢ # 0 e para todo z se ¢ = 0. A funcao ¢ é chamada
transformacao linear fracional, ou transformacao de Moebius ou, ainda, transformacao
bilinear (veja, por exemplo, [5] e [10]).

A matriz M determina a funcao tp; unicamente. Entretanto, desde que é possivel
multiplicar as quatro constantes a, b, ¢ e d por uma constante nao nula sem modificar
a funcao tpy, tpr determina simplesmente a classe de equivaléncia de matrizes a que M
pertence e nao apenas a matriz M.

Para um tratamento satisfatério das transformacoes de Moebius é necessario que, no
caso em que ¢ # 0, o ponto z := —dc™!, onde tps é indefinida, nao tenha um papel funda-
mental. Para estudar a natureza excepcional desse ponto, estenderemos o conjunto dos
nimeros complexos, incluindo o ponto no infinito. Nao sao definidas operagoes aritméticas

envolvendo oo, mas nada impede de definir, se ¢ # 0,

t (—g) = . (2.12)

Estenderemos ambos os dominios, o dominio de defini¢ao e o dominio de valores da funcao
ty. O primeiro constitui o conjunto de todos os nimeros complexos e, para o ultimo,
anexamos o elemento co. Além disso, para que haja simetria, estenderemos o dominio de
definicao de tp; também para z = oco. Se ¢ # 0, o valor atribuido a tj; em z = oo serd

escolhido de modo que a fungao f: 2 — tp(z7 ') seja definida em z = 0. Se z # 0,

a—+ bz
=tu(z7h) = :
£2) =tz = S
Claramente f ¢ continua em z = 0 se colocarmos f(0) := ac™! e, consequentemente,
definirmos
tar(o0) = = (2.13)
c
Se c=0,
ta(00) == 0. (2.14)

Com essas convencoes, tys estd definida no conjunto de todos os nimeros complexos
mais o ponto no infinito. Esse conjunto é chamado plano complexo estendido (C). Os
pontos do plano complexo ordindrio (isto é, todos os pontos exceto co) sdo chamados de
pontos finitos do plano estendido.

O fato basico no que diz respeito as transformacoes de Moebius é o resultado que

daremos a seguir.

Teorema 2.5.1. Para alguma matriz M € M, a funcao tyr define uma aplicacdao biunivoca

de C nele mesmo.
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Demonstracgao: Isso sera mostrado de modo que, para algum ponto w no plano esten-
dido, a equagao
tm(z) =w (2.15)

tenha exatamente uma solugdo no plano estendido. Supondo que tps é dado por (2.11),

separamos a demonstragao em dois casos, ¢ =0 e ¢ # 0.
az

Se ¢ =0, temos d # 0 (M é nao-singular) e tpy = = + 7 (z # 00). Novamente, como
M é nao-singular, a # 0. Assim, se w é finito, (2.15) tem uma tdnica solucao
dw —b
z = .
a

Se w = 00, entdo, por (2.14), z = oo é uma solugao. Essa é a tnica solucao, pois tp(2) é
sempre finito para valores finitos de z.

Se ¢ # 0 e w ¢ finito, encontramos que z deve satisfazer az + b = (cz + d)w ou
z(a — cw) = —b + dw. (2.16)

- s ~ a , .
Essa equagao tem uma tunica solucao z para todo w # —. Essa lacuna é preenchida,
c

entretanto, pela Defini¢do 2.13, que mostra que z = oo é uma solu¢ao de (2.15) para

a a
w = —. Por (2.16) nenhum z finito pode satisfazer (2.15) para w = —; z = oo é a Unica
c c

solugdo. Finalmente, se w = 00, z = —— é uma solugao. Como tp(z) é finito para todo
c
d d, . . ~
2z # ——, z = —— é a unica solucao. n
c c

A equagao (2.16) mostra que, parac # 0 e w # 2, a funcao inversa de t s é representada
c
pela férmula p ;
w J—
2=t (w) = ——, 2.17
W) = (217)

isto é, pela transformacao de Moebius associada a matriz

M = < ¢ = ) . (2.18)

Com as Definigoes 2.12 e 2.13, (2.17) pode ser considerada correta inclusive quando w =

ol

e w = 00. Isso também vale para todo w no plano estendido, se ¢ = 0. Temos, enta

)

Y

(sz)_1 = tpr, onde M* é dado por (2.18). Um simples cdlculo mostra que
M.M = (ad — be).I,

onde I denota a matriz identidade. Entao, M* é equivalente a M ™' e provamos o seguinte

resultado:



2.5. Transformacoes lineares fracionais 12

Teorema 2.5.2. A inversa de uma transformacao de Moebius é também uma trans-

formagao de Moebius. Além disso, para qualquer matriz M € M,

(tM)_l - tM—l.

2.5.1 Transformacoes de Moebius especiais

As transformagcoes de Moebius especiais sao aquelas associadas as matrizes

Wil

onde a e b sdo numeros complexos, b # 0. A primeira delas, z — 2z + a, é chamada
translagao. A segunda, z — bz, é chamada rotagao se |b| = 1 e extensao se b > 0. E
mais conveniente chamar rotacdo para todo b # 0. A transformacao associada a terceira

1

matriz, z — 2z, é chamada inversao. Translacoes, rotacoes e inversoes fazem parte da

construcao de qualquer transformacao de Moebius.

Teorema 2.5.3. Toda transformacao de Moebius pode ser representada como a com-

posicao de no maximo uma translacao, uma rotacao, uma inversao e mais uma translacao.

Demonstragao: Seja t uma transformagao de Moebius associada a matriz

M:[ZZ].

Mostraremos que a matriz M, ou qualquer multiplo escalar nao nulo dela, pode ser escrita
como o produto de matrizes descritas pelo teorema, na ordem também indicada. Se ¢ = 0,

entao d # 0, e a representacao requerida é

lia b| |a/d 0 1 b/a
dlodal | o 1]]lo 1|

Se ¢ # 0, a afirmagao segue da identidade

1la 0| 1 a/c (bc — ad)/c* 0 01 1 djc
cled] |0 1 0 1|t oflo 1|

que é o mesmo que dizer que, para todo z, exceto para alguns valores excepcionais,

az—l—b_a be — ad 1

cz+d_c+ ? z+d/c

Essas formulas definem uma forma padrao das transformacoes de Moebius. Outras

formas padrao podem ser obtidas pela representacao da matriz M em uma das formas
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canonicas da Algebra Linear. Além disso, cada uma dessas transformacoes tem a pro-
priedade de levar retas e circulos em retas ou circulos. Portanto, o mesmo podemos dizer
sobre a transformacao linear fracional.

A seguir, enunciaremos um resultado de primordial importancia neste trabalho e sua

demonstragao pode ser encontrada em Henrici [10].

Teorema 2.5.4. A tranformacgao de Moebius transforma qualquer reta e qualquer circulo

numa reta ou num circulo.

2.6 Polinomios ortogonais na reta real

Consideremos ¢ uma funcao real, limitada, nao decrescente, definida no intervalo

(a,b), —oo < a < b< o0, e 0 conjunto
&(p) ={x| d(xr+¢€)—p(x —e) >0 paratodo >0},

onde os pontos x € & sao chamados pontos de aumento de ¢. O produto interno

<mm=/fmmwwm (2.19)

¢ definido positivo se o conjunto & ¢ infinito e, além disso, & é chamado suporte de d¢.

A condicao de que a funcao ¢ tem infinitos pontos de aumento garante que

b
/pwmmm>o,

para qualquer polinomio p(x) > 0, mas nao identicamente nulo para todo = € (a,b).

Seja B(¢) infinito. Se os momentos definidos por

b
s :/ 2"dg(x), n=0,1,..., (2.20)

sdo todos finitos, entdo d¢ é chamada distribui¢ao ou medida (positiva). (Veja Chihara
[7] para mais detalhes).

Quando d¢(z) = w(x)dz, entdo w é uma fun¢do ndo negativa, mas nao identicamente
nula em (a,b) e a chamamos de funcao peso. Além disso, dizemos que uma medida d¢

é simétrica quando é definida em um intervalo (—a,a),0 < a < oo e satisfaz dop(—z) =

—do(x).

Definicao 2.6.1. A sequéncia de polinomios { P, }>2, é chamada de sequéncia de polinomios

ortogonais com relagdo a medida d¢ no intervalo (a,b) se

(i) P,(z) € de grau exatamente n;
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(ii) (P, P = / P () Pa(2)d () = 3 O param # n

pn >0, param=n

Caso

b
(P, P}y = / P2(a)dé(x) = 1,

dizemos que {P,}>°, ¢ uma sequéncia de polindmios ortonormais com relagdo a medida
d¢. Por conveniéncia, consideraremos neste trabalho apenas polindmios moénicos, ou seja,
polinomios cujos coeficientes dos termos de maior grau sao iguais a 1.

Denotaremos por P o espaco vetorial de todos os polinémios e IP,, o espaco vetorial de
todos os polindmios de grau no maximo n.

O teorema que mostraremos a seguir afirma que podemos definir polinomios ortogonais

de trés maneiras diferentes.

Teorema 2.6.1. Consideremos o produto interno definido em (2.19) e seja {P,}2, uma

sequéncia de polinomios. Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) {Pn}5% € uma sequéncia de polinémios ortogonais com relagio a medida de;
(11) para todo polinomio w(x) de grau m < n, temos

b 0, se m<n
(7 Po)a= [ mla)Pa(w)do(o) = ;
a K,#0, se m=n

0, se m<n

b
(111) (xm,Pn)¢:/ 2" P, (x)do(z) = %20 B

Demonstracao: (i) = (ii) Sejam {P,}3°, uma sequéncia de polindomios ortogonais

com relagao a medida d¢ e w(x) um polindmio de grau m < n. Temos que Py, Py, ..., P,
sao LI pelo Teorema 2.2.1. Logo, formam uma base para P,,. Entao, w(x) = Z cxPr(),
k=0

¢m # 0. Aplicando o produto interno

b b m
(P = [ w@)Pa)dols) = [ Y aP@Pu)io()
m b 0, sem<n
= o [ A@R@E =1 /bp2<x>d¢<x> em—n

(71) = (#4i) Imediato. Basta tomarmos 7(z) = 2™.
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(1ii) = (i) Seja { Py}, tal que (x™, P, ), satisfaz (i7i) e suponhamos que m < n.
Vamos escrever P, () = Z amkxk , Qm.m # 0. Multiplicando a igualdade anterior por

k=0
P, e aplicando o produto interno, obtemos

<Pm7 Pn>¢ = <Z am,kxk> Pn> = Z am,k<xk7 Pn>¢>
k=0 ¢ k=0

U b
- Z“m,k/ 2 Py (x)do(x) = { 0, ~ sem<mn

0 annfn, sem=n

Para discutirmos a existéncia de uma sequéncia de polindmios ortogonais, introdu-

zimos os determinantes

Mo M1 .- Hn
H - ,U‘l /{2 . /Ln‘Jrl R
Hn  Hpt1 - Hon

que sao chamados Determinantes de Hankel.

Teorema 2.6.2. Seja o produto interno definido em (2.19) com sequéncia de momentos
{pn}. Uma sequéncia de polinomios ortogonais com relagio ¢ medida d¢ existe se, e
somente se, H, #0, n=0,1,2,... .

Demonstragao: Fazendo P,(x) = Z an k", temos, pelo Teorema 2.6.1, que
k=0

- 0, sem <n
$m7pn = Qp kUm+k = 5
< Jo kzzo i { pn#0, sem=n

que pode ser representado pelo sistema linear

Ho  f1 .. fin .0 0
M1 f2 . gt (n,1 0
o . =1 | (2.21)
Hn  Hpt1 - Hon Qp,n Pn
Portanto, existem inicos a, o, an 1, - - - ; Gppn, COM @, , # 0, que satisfazem ao sistema linear

(2.21).
Reciprocamente, supondo que H,, # 0, a solugao do sistema (2.21) é tnica e, assim,

existe uma tunica sequéncia de polinomios ortogonais. |
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Definicao 2.6.2. Um produto interno é chamado quase definido se, e somente se, H,, # 0

para todo n > 0.

O seguinte teorema é um resultado sobre os determinantes de Hankel cuja demons-

tracdo encontra-se em Chihara [7], pag. 15.

Teorema 2.6.3. Um produto interno € positivo definido se, e somente se, seus momentos

sao reais e H,, > 0 para todo n > 0.

Os polindmios ortogonais satisfazem a uma relacao de recorréncia de trés termos, o que
¢ muito importante pois permite encontrar o polinémio de um certo grau conhecendo-se os
dois polinomios de graus imediatamente inferiores. Este resultado, o Teorema de Favard e

o Teorema 2.6.6, podem ser encontrados em Chihara [7], pags. 18 e 21, respectivamente.

Teorema 2.6.4. Seja {P,}°°, uma sequéncia de polindmios ortogonais ménicos com

relacao a uma medida d¢ . Entao, existem constantes ¢, e A\, # 0 tais que
P.(x) = (x —cy)Poq(x) = \pPr2(x), n>1, (2.22)
com P_i(z) =0 e Py(x) = 1.

Teorema 2.6.5. [Teorema de Favard] Sejam {c,}5°, e {\.}°°, sequéncias arbitrdrias

de nimeros complezos e {P,}5°, definida pela formula de recorréncia
P.(z) =(x—cyp)Pr1(x) = \iPoa(x), n>1, Py(x)=0 e Py(z)=1.  (2.23)

b
Entao, existe um unico produto interno tal que (1,1), = / do(x) =)\ e

(Pns Pr)y = /b Po(z)P,(x)dp(x) =0, m#mn, mn=0,1,....

O produto interno € quase definido e { P, }5°, € a correspondente sequéncia de polindmi-
os ortogonais monicos se, e somente se, A\, # 0. Além disso, o produto interno € positivo

definido se, e somente se, ¢, ER e\, >0, n>1.

Teorema 2.6.6. Seja {P,}>°, uma sequéncia de polinémios ortogonais monicos em
(—a,a), a > 0, com relagio a uma medida simétrica d¢. Entao, as afirmagoes a sequir

sao equivalentes:
(1) Pu(=z) = (=1)"Fu(2);

(11) na correspondente formula de recorréncia (2.22), ¢, = 0 para todo n > 1.
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Quando o produto interno é definido positivo, os zeros dos correspondentes polinomios

ortogonais mostram uma certa regularidade em seu comportamento.

Teorema 2.6.7. Seja {P,}5°, uma sequéncia de polindmios ortogonais em (a,b) com
relagdo a do(x). Entao, os zeros de P,(x), n > 1, sdo reais, distintos e localizados no
interior de (a,b).

Demonstracao: Visto que (1, P,), = 0, entdo P, (z) deve mudar de sinal pelo menos uma
vez em (a, b), ou seja, P,(x) tem pelo menos uma raiz de multiplicidade impar no interior
de (a,b). Suponhamos que =, 1, Zp 2, ..., Tnk, com k < n, sejam os zeros de multiplicidade
fmpar de P,(z) em (a,b). Dal, P,(z) = (z — xpn1)"(x — 2,2)2 ... (x — 2,4)"q(z) onde
i1,12, - .., 1 s@0 numeros impares e ¢(z) pode ter somente zeros de multiplicidade par em
(a,b). Considerando p(x) = (x — zp1)(x — Tpa) ... (x — Tpk), como k < n, pelo Teorema
2.6.1 (i7), temos

b
0 = (.Pabe= [ pa)Pa)dof)
a
= [ @) e = ) o ) (o)) > 0,
a
o que é um absurdo. Portanto k& > n. Como P,(z) é de grau n, entdo k = n. Logo,
11 =1y = ... =1 = 1 pois, se existisse algum 72, > 1, terfamos mais que n raizes para
P,(x), o que é uma contradigao. m
Agora, consideremos os zeros de P,(z), n > 1, ordenados em ordem crescente:

Tl < Tpo < ... < Tpp.

Desde que P, () possui coeficiente do termo de maior grau positivo, segue que, P, (z) > 0

para T > T, € sgn(P,(z)) = (=1)"P,(z) para < x,1, onde

m, x #0
sgn(x) = x .
0, z=0

Teorema 2.6.8. [Separacao dos zeros| Os zeros de P,(x) e P,i1(x) se intrelagam,

15to €, Tntli < Tpg < Tt 1= 1, 2, o, n.

Corolério 2.6.1. Para cada k > 1, {x, 1 }5°, € uma sequéncia decrescente e {Xy, k11100,

€ uma sequéncia crescente. Ou seja, podemos dizer que

51‘ = lim Tnis n; = lim Tnn—j+1, Z,] = ]_,27 PN (224)

n—oo n—oo
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As demonstracoes do Teorema 2.6.8 e do Corolario 2.6.1, que acabamos de enunciar

podem ser encontrados em Chihara [7], pags. 27 e 28, respectivamente

Definig¢ao 2.6.3. O intervalo fechado [{1,m] € chamado o verdadeiro intervalo de ortogo-

nalidade para a sequéncia de polinomios ortogonais monicos com relagao a medida deo

2.6.1 Polinomios de Chebyshev de 2?2 espécie

Os polinomios de Laguerre, Hermite e Jacobi (incluindo os casos especiais de Cheby-
shev, Legendre e Gegenbauer) sao chamados de polinomios ortogonais classicos (veja, por

exemplo, Chihara [7]). Nesta se¢ao, daremos uma breve apresentacao dos polinémios de

Chebyshev de 2% espécie, pois terd grande utilidade no proximo capitulo

Os polinoémios de Chebyshev de 2% espécie, U, (x), sdo ortogonais no intervalo [—1, 1]

com relagao a fungao peso w(x) = /1 — 22

sen((n + 1) arccos(z))
V1—a?

onde x = cos(f) e 6 € [0, 7].

e sao definidos por

U, (2) B sen((n + 1)6)

= —1.1 >
sen(f) , ze[-L1, n=0,

Da defini¢ao acima, obtemos que os zeros de U, (z) sao dados por @, = cos<

km
T _
n , n+1 ;
k=1,2,...,n.

Consideremos a seguinte relacao trigonométrica

sen[(n + 2)0] + sen(nf) = 2 cos(f)sen[(n + 1)6).
Com esta relagdo e com x = cos(f) podemos obter a relagao de recorréncia de trés termos

Upi1(z) = 22U, (2) — Up_4(x), n>1

, (2.25)
com Up(xz) =1 e Uy(x) = 2x. Assim, podemos verificar, facilmente, que U, (z) = 2"a™ +
..., ou seja, o coeficiente do termo de maior grau é a,, = 2

, n > 0. Usando este fato e
(2.25), vemos que a relagao de recorréncia de trés termos na forma moénica é dada por

1
Upi1(z) = 2Upy(x) — é_lUn_l(x)’ n>1,

com Up(xz) =1 e Up(z) = z.

Além disso, os polindmios de Chebyshev de 2% espécie satisfazem a seguinte relagao
de ortogonalidade

sem=n

0, sen#m
(U, Up) / Un( r)V1 — x2dx = T 7
2’
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2.7 Sequéncia encadeada e polinomios ortogonais

A teoria de sequéncias encadeadas pode ser utilizada para obter uma relacao entre
o verdadeiro intervalo de ortogonalidade [£1,m1] e as sequéncias de coeficientes {c,} e

{An}, m > 1. Esse assunto tera papel importante no Capitulo 3.

Defini¢ao 2.7.1. Uma sequéncia {a,}>2, é chamada de sequéncia encadeada se existe

uma sequéncia { g}, tal que
(i) 0<go<l, 0<g,<l, n>1

(ZZ) ap = (1 - gn—l)gn7 n Z ]-7
{gr} € chamada a sequéncia de parametros para {a,} e gy € o parametro inicial.

Teorema 2.7.1. [Teste da Comparagao] Se 0 < b, < a, para n > 1, entio {b,} é
também uma sequéncia encadeada.

A demonstracao deste teorema encontra-se em Chihara [7], pag. 97.

Agora, introduzimos a notacao

/\n+1

Cn = @) (o1 — )

() = ( (2.26)

onde A, 11 € ¢, sdo os coeficientes da relagdo de recorréncia de trés termos dada em (2.22).
O Teorema 2.7.2 e o Corolario 2.7.1, que enunciaremos a seguir, podem ser encontrados
em Chihara [7], pag. 108.

Teorema 2.7.2. & > s se, e somente se,
(i) ¢n>s, n>1;
(11) {rn,(z)} € sequéncia encadeada.

Corolario 2.7.1. n; <t se, e somente se, ¢, <t, n>1, er,(z) € sequéncia encadeada.

2.8 Fracoes continuas
Uma fragao continua é uma expressao do tipo

a1

bo + &

(2.27)

b
1+52+.'

e
b,
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onde {a,}22, e {b,}22, sdo sequéncias arbitrarias de nimeros reais ou complexos ou
fungoes reais ou complexas, com a, # 0. Uma fracao continua pode ser finita ou infinita.

Consideremos a sequéncia {C),}>°, construida da seguinte maneira:

Co = bo
Cr = b+
1
Cy, = by+ alaz
by + —
by
(2.28)
C, = bo+t M
by +
bot .,
o

C,, que é uma fracao continua finita, ¢ chamado de n-ésimo convergente ou aproximante
da fragdo continua (2.27). Adotamos, também, as seguintes notagoes para as fragoes

continuas (2.27) e (2.28), respectivamente,

aq a9 Qp Qp
bo+— — - = b+ K (—)
0 by +by+ - + b, + - 0 =1\,
e
a;  as ay,
C,=by+— — —
T by 4+ by
. A,
Da relagao (2.28), podemos escrever C,, = —, n =0,1,..., onde
Ao = b, By =1,
Ap = boby + ay, By = by,

Ag = boble + boag + (11b2, B2 = ble + as,

Note que Ay = by A1 + asAg e By = by By + asBy. Deste modo, podemos demonstrar o

resultado a seguir.
Lema 2.8.1. Sejam as sequéncias {A,} e {B,} tais que

A, =b, A1+ a,An_o, B,=0b,B,_1+a,Bn_2, n>1, (2.29)
com A1 =1, Ay=0by, B_1=0 e By=1. Entao, o n-ésimo convergente C,, da

An
fragdo continua (2.27), dado por (2.28), satisfaz C,, = 5 = 0,1,....

n
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Demonstragao: Mostraremos por inducao. Facilmente podemos mostrar para n = 1.

Suponhamos que (2.29) seja valido para n < k e mostremos que vale para n =k + 1.

ap Qg Ak Ok+1

C = b+— — —
e O b 4 by e by b
S W _ o,

bbbyt by

onde b; = by, + Zkﬂ

. Logo, C}; é o k-ésimo convergente da fracao continua
k+1

ap Gz Qg
bo+ oL 2 &k .
b byt b

Usando a hipoétese de inducao, obtemos

o A+ (pg1/brg1) Ax— _ brt1 Ak + a1 Ax—1 _ Akt
" B+ (ars1/bri1)Brot beiBe Fari1Ber Brga

As férmulas dadas por (2.29) sado conhecidas por férmulas de Wallis, onde A, ¢
chamado o n-ésimo numerador parcial e B,, é o n-ésimo denominador parcial da fracao
continua. Para maiores informagoes sobre fragoes continuas ver, por exemplo, Wall [26]
ou Lorentzen e Waadeland [17].

Segundo Chihara [7], as sequéncias encadeadas surgiram dos estudos de E.B. Van

Vleck sobre certas fragoes continuas, cuja teoria foi formalizada por Wall [26].

2.9 Relacao entre fracoes continuas e polinémios or-

togonais na reta real

As equagoes (2.29) fornecem uma ligagao direta entre fragbes continuas e polinomios
ortogonais. Para isto, consideremos a seguinte fragao continua

A A2 A3

r—C — X —C — X —C3 —

. (2.30)

com o = fip, obtida de (2.27) quando
bO = Oa a1 = )\1 7é 07 Ap41 = _)\n-i-l # Oa bn =T — Cp, n Z 1.

Assim, por (2.29), o n-ésimo denominador do convergente da fra¢ao continua (2.30),

By(x), é dado pela expressao

Bn(x) = (x — ¢,)Bp_1(x) — A\yBp_a(x), n>1,
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com B_j(z) = 0 e By(x) = 1. Podemos observar que esta rela¢do é a mesma de (2.23),
ou seja, a sequéncia dos denominadores forma uma sequéncia de polindomios ortogonais.
Ainda pelas equagoes (2.29), o n-ésimo numerador do convergente da fracao continua

(2.30), A,(z), é dado por
Ap(z) = (2 — cp)An_1(x) = MAp_o(x), n>1,

com A_j(z) =1 e Ap(z) = 0. Os polinomios A, (z) sdo chamados de polinomios nume-
radores correspondentes a P, (z) ou, simplesmente, polinémios associados a P,(z). Veja,

também, Oliani [19] para outras informagoes sobre fra¢oes continuas.

2.10 Polinomios similares aos ortogonais

A introducao do problema forte de momento pelos pesquisadores Jones, Thron e
Waadeland [16] abriu caminho para o estudo de polinémios que apresentam propriedades
semelhantes as dos polinomios ortogonais. Nesta secao faremos um breve estudo sobre os
polindmios similares, pré-requisitos essenciais ao desenvolvimento deste trabalho, tendo

como referéncia Andrade [2] e Sri Ranga [23].

Definigao 2.10.1. Seja ¢(t) uma funcao real, limitada, nao-decrescente e com infinitos

pontos de aumento em (a,b), —oo < a < b < o0o. Se os momentos definidos por

i = [ et (2:31)

existem para m = ..., —2,—1,0,1,2,..., entao dp(t) € uma distribuicao forte em (a,b)
e se dp(t) = w(t)dt, w(t) é chamada funcao peso forte. Se, além disso, (a,b) C (0,00),
dp(t) recebe o nome de distribuicdo forte de Stieltjes.

A medida dy é assim chamada pois surgiu como solugbes de problemas fortes de

momento estudados por Jones, Thron e Waadeland [16] e Jones, Njastad e Thron [12].

Definigao 2.10.2. Seja dp(t) uma distribuicao forte de Stieltjes. Definimos os polinomios

similares aos ortogonais, By(t), por

i) Bn(t) € de grau exatamente n, n > 0;
(2.32)
b 0, ses=0,1,...,n—1,
i) / "B, (t)do(t) =

pn >0, ses=n.
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n
Consideraremos os polinomios B, (t) na forma monica, isto é, se B,(t) = g by it*
k=0

entao by, = 1.

Teorema 2.10.1. Para as distribuicoes fortes de Stieltjes, os determinantes de Hankel

definidos por

M Pngl - gt
g — | fmen Hmeze fmn (2.33)
Mm4n—1 Hm4n -+ Hm4+2n—2

satisfazem H{™ >0, Y m,n € Z en > 0.

Demonstragao: Sabemos que uma matriz A é positiva definida se (Ax,x) > 0, Vx Z 0.
Além disso, det(A) > 0.

Mostremos, entao, que a matriz

N T R S
H(m) . Hm+1 Hm+2 - Hmtn
Hmitn—-1  Hm4n -+ Hm42n—2
é definida positiva. Seja x = (xg,z1,...,2,-1)7 € R", x # 0. Entao,
n—1 n—1 n—1
< Hilm)x, X> = Xy Z Pm+iTi + T1 Z Pmt14iTi + ..o+ T Z Mmtn—1+iTi
i= i=0 i=0
n—1 n—1 n—1 n—1 b
j=0 i=0 j=0 i=0 Y@
b n—1 n—1 b n—1 2
= / tm (Z :vjtJ) (Z xﬂf’) dp(t) :/ tm (Z xktk) dp(t) > 0.
@ j=0 i=0 @ k=0
Logo, H™ é definida positiva e, portanto, H™ = det( H™) > 0. n

Teorema 2.10.2. Os polinémios similares B, (t) existem e sdo unicos.

Demonstracgao: Seja

Bu(t) = byst". (2.34)
k=0
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Entao,

[ remast

Fazendo s = 0,1, ...

0,
Pn

|

H—n H—n+1 H—1

Hent1 H—nt2 Ho
-1 Ho Hn—2
Ho 251 Hn—1

Portanto, pelo Teorema 2.10.1, existem unicos by, o, by 1, - ..

do sistema linear (2.35).

Resolvendo o sistema linar (2.35) pela Regra de Cramer, temos que

Por Laplace, b, , = pn

ses=0,1,..

> 0,

Ho
K1

Hn—1
Hn

se sS=n

bn,O

bn,l

bn,nfl

bn,n

,n—1

,n — 1,n, obtemos o seguinte sistema linear

(
n+1

0
Pn

b n n
R SUNEUED ST
a k=0 k=0

(2.35)

, by, nao todos nulos, solugao

H—n H—n+1 H—1 0
Hent1 H—nt2 Ho

H—1 Ho Hn—2 0

Ho H1 Mn-1  Pn
bnin = (=)
Hn+1

(—n)
n—_n) > 0. Desta forma, existe B,(t) de grau exatamente n. m

(=n)
. n+1
= —Hﬁfn)'
Podemos escrever B,(t) em termos dos determinantes de Hankel. Substituindo a

Como consideramos B,,(t) monico, entao p,,

ultima linha do sistema (2.35) por (2.34) e, novamente, resolvendo pela Regra de Cramer,

encontramos que

Pen  H—nt1 pr 0 fen  H—nt1 p—1  Ho

HPent+1  Hen+2 Ho 0 HPent1  Hen+2 Po

b — . . . . . : : .
M1 o Pn—2 0 H-1 Ho Pn—2  Hn—1

1 t "1 B,(t) 1 t A
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Aplicando o Teorema de Laplace e considerando que o polinomio B,(t) é monico,

temos
Hen Hepny1 .. H-1 Ho
H—1 Ho s Hn—2 Hn—1
1 A
Bn(t) = Hgl_n)
Se tomarmos t = 0 na rela¢do acima e em (2.34), obtemos
H—nt1 - H—1  Ho
o cee Hpn—2 Hn-—1
buo = B,(0) = (~1)" =
H,
e, portanto,

Logo, t = 0 ndo é raiz de B,(t), n > 1.

Teorema 2.10.3. Os zeros dos polinomios similares B, (t), n > 1, sdo reais, distintos e

pertencem ao intervalo (a,b).

Demonstracao: Provemos que B, (t) possui pelo menos uma raiz em (a,b), 0 < a <b <
oo. Suponhamos o contrario, ou seja, B, (t) nao tenha raizes em (a,b). Entao, B, (t) nao
muda de sinal em (a, b) e, assim, B, (t) > 0 ou B,(t) < 0 em (a,b).

Logo, como t™" > 0 e B,(t) ndo muda de sinal em (a,b), temos

/ " 4 B (1) do(t) £ 0. (2.37)

Mas, pela definicao de polinémios similares,

/ bt‘”Bn(t)dgo(t) ~0. (2.38)

De (2.37) e (2.38) chegamos a um absurdo. Portanto, B,(t) tem pelo menos uma raiz
de multiplicidade impar em (a,b). Vamos supor, agora, que B, (t) muda de sinal r vezes
em (a,b), r < n. Sejam t,1, ty2,..., tn, as raizes de multiplicidade impar de B, (t) em
(a,b). Logo, (t —t,1)(t —tpo)...(t —tny) = Z a,jt’ 6 um polindmio ménico de grau 7.

=0
.

Consideremos o polinomio B, (t) Zamtj . Multiplicando este polinomio por ¢t~" e
=0
integrando em (a,b), obtemos

r b
Zam-/ t" M B, (t)dp(t) =0, pois j=0,1,....7 e r <n. (2.39)

J=0
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.
O polinémio B,,(t) Z am-tj ¢ um polinomio cujas raizes sao de multiplicidade par em
§=0
(a,b). Assim, ndo muda de sinal em (a,b). Entao,

i Q. / bt’"HBn(t)dgo(t) # 0. (2.40)
j=0 ¢

De (2.39) e (2.40), temos um absurdo. Logo, B, (t) muda de sinal r > n vezes em (a,b).
Como B, (t) é um polinémio de grau n, 7 = n e suas raizes sao simples. Portanto, B,,(t)

possui todas as raizes simples e no interior do intervalo (a, b). n

2.11 Polinémios ortogonais no circulo unitario

n
Definigao 2.11.1. Se q,(z) = Zanvkzk ¢ um polinomio de grau no mdxrimo n, entao o

k=0
seu polinomio reciproco € definido por

4n(2) = 2"q,(1/2),

onde gq,, € obtido do polinomio q, conjugando-se apenas os coeficientes, ou seja,

n

q,(z) = Z T 2"

k=0
Definicao 2.11.2. Uma fungao v(z) é uma distribuicao no circulo unitdrio C' = {z €
C : |z| = 1} quando v(e?), definida em 0 < 0 < 27, é uma fungdo real, limitada e com

infinitos pontos de aumento, tal que os momentos

27
py, = / 2Mdv(z) = / eimedu(eie), m=0,1,...
c 0

existem.

Considere o produto interno definido por

UﬂﬁzleRﬁMﬁzéwﬂWE@@Mﬁi (2.41)

Definigao 2.11.3. Os polinomios ortogonais com relagdo ao produto interno (2.41),
definido por

[ susEa =0 nrtm
sao chamados de polinomios ortogonais no circulo unitdrio ou polinomios cldssicos de

Szego.
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Chamamos de coeficiente de reflexao a constante a,, € C dada por

Os coeficientes de reflexdo tém a propriedade |a,| < 1 para n > 1. Além disso, os zeros
dos polinomios de Szeg6 estao no disco unitario aberto.

Os polindmios ortogonais no circulo unitario nao satisfazem a uma relagao de recorréncia
de trés termos como acontece com os polinomios ortogonais na reta real. Na verdade, esses
polinémios sao conhecidos por satisfazerem a um sistema de relagoes de recorréncia (dadas

aqui em termos de polinémios monicos)

Sny1(2) = 280(2) + ang15;(2),

1— )28 = S — Sh =t
(1= an+1]*) 250 (2) nt1(2) = an1 5544 (2),

- Y

(2.42)

com Sy(z) = 1 e Si(z) = 1, onde Si(z) = 2"S,(1/2) sdo chamados de polindomios
reciprocos aos polinémios de Szegd. Ver, por exemplo, Van Assche [25] para outras in-

formacoes interessantes sobre esses polinomios.

Se S,(0) # 0, n > 1, entao os polinomios de Szegd também satisfazem a seguinte

relacao de recorréncia de trés termos

Snt1(2) = (z + CLn“)Sn(,z) _ Ot (1 —lan]?)2Sn-1(2), n>1, (2.43)
ap ap
ay
com S1(z) =z+ — eaqy = 1.
Qg
Consequentemente, os polinomios monicos de Szegé satisfazem a relagao de recorréncia

de trés termos da forma (1.3) com

B, = In_ Qpy1 = n+1 (1 — \an\2), para n > 1.
Ap—1 Qp,

Para aplicacoes de polindmios de Szeg6 no estudo de férmulas de quadratura na reta
real veja, por exemplo, Bressan, Menegasso e Sri Ranga [6] e Peherstorfer [20]. H4 um
ntmero consideravel de trabalhos sobre a aplicacao de polinémios de Szegd no estudo do
problema de Anélise de Frequéncia. Jones e Peterson [14], publicaram um trabalho sobre

esse assunto.

2.12 Polindmios para-ortogonais

Dizemos que uma medida 1 é simétrica no circulo unitario quando dy)(1/z) = —di(z).

Nesse caso, os momentos sao todos reais.
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De fato, temos que

Iu’rzf — /0271' ein9d¢(€i9) — /TF ein6d¢(6i0) + /27T 6in9d¢(€i0>. (244)

0 g

Fazendo 6 = t 4+ 27 na segunda equagao do lado direito de (2.44) e utilizando as pro-

priedades cos(nt 4+ 2nm) = cos(nt) e sen(nt + 2nm) = sen(nt), obtemos

2T 0
/ 6in9d¢(€i9> — / ein(t+27r)d¢ (ei(t+27r))

—Tr

0
= / cos(tn + 2nm) + isen(tn + 2nm)dip (cos(t + 27) + isen(t + 2m))

0

= / cos(nt) + isen(nt)di (cos(t) + isen(t))

—Tr

= / e dyp(e™). (2.45)

—T

Substituindo t = —f no lado direito da equagao (2.45) e usando o fato de que a medida

P(e?) é simétrica, temos

/ 0 e"dip(e) = / 0 e ™ dip(e”) = / "),

—T ™ 0

Assim,
P — " m@d 0 " —ifnﬂd 0 — " inf —inf d 0
we= [Cemtane + [T mtanet = [ e aue)
= 2/ cos(nf)di(e”), (2.46)
0

de onde concluimos que pu¥ é real para todo n > 0.

Logo, como a medida 1 é simétrica, os coeficientes de reflexao sdao todos reais e,
consequentemente, —1 < a, < 1. Em 1989, Jones, Njastad e Thron [13] estudaram
os polinomios S,(z) + w,S:(z), com |w,| = 1, que denominaram de polinémios para-
ortogonais.

Consideremos dois casos especiais de polinomios para-ortogonais

Sni1(2) = 5544(2)
- Sn+1(0) ’

RD(z) = TS (R =

> 2.4
15 5,(0) nz0,  (247)

onde Rgll)(z) e (z— 1)R£L2)(z) sao polinomios para-ortogonais monicos.
De (2.47), temos

28,(2) = (14 an) R (2) + (1 = an)(z = DR (2), n> 1.
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Além disso, de (2.42) e (2.47), obtemos

N

n

RV(2) + (z = HRP () Sn(2) +55(2) | Su(2) = Si(2)

" 1+a, 1—a,
_ (1—ay) [Sn(z) + S,’fb(z)} + (1 + ap) [Sn(z) — S;(z)]
1—a?

2[Sn(2) — anS;(2)]
1—a2
= 225,-1(2), para n>1. (2.48)

Temos ainda que se —1 < a,, < 1, entao os polinomios monicos Rq(f), 1 =1, 2, satisfazem

R{(z)=1, RP(z)=z+1

R (2) = (z+ DRY(2) — 2R 1 (2), n> 1, (2.49)

com o'}, = (14 a,)(1—a,) >0ea?, = (1 —a)(1+ap)>0,n>1.

Este ultimo resultado pode ser encontrado em Delsarte e Genin [8].
Portanto, se —1 < a, < 1, os polindomios para-ortogonais Rg), 1 = 1,2, satisfazem a

relac@o de recorréncia de trés termos (1.3) com

Bn=1 e ap1 = agl, n > 1.



Capitulo 3

Zeros de polinomios gerados por

uma relacao de recorréncia

Este capitulo trata do estudo da localizacao dos zeros de polinomios gerados por uma
certa relacao de recorréncia de trés termos. Estudaremos regides que contém zeros e
outras livres de zeros, chamadas regioes parabdlicas livres de zero. A principal referéncia

¢ o artigo de Silva e Sri Ranga [22].

3.1 Zeros e suas representacoes como autovalores

Consideremos a sequéncia de polinomios {@,,} gerados pela relacdo de recorréncia de

trés termos
Qm—i—l(z) = (Z + ﬁm-{—l)Qm(Z) - am—l—lZQm—l('z)a m Z 1; (31)
com Qo(z) =1e Q1(z) = (2 + (1), onde os nimeros complexos a,, e B, sdo tais que

am 0, m=2,3,... e Bn#0, m=12,....

Se
i1 >0 e 3, <0 para m>1, (3.2)

entao os polinomios correspondentes satisfazem a propriedade da ortogonalidade dada em
(2.32), ou seja,

/Ooo (O — { 0, s=0,1,....,m—1 | (33)

pn>0, s=m

onde d¢ é uma medida forte e positiva definida no eixo real positivo.

Propriedade 3.1.1. Consideremos a relagao de recorréncia (3.1). Entdao,

30
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(i) Qm(0) = B102...0m # 0 para m > 1. Ou seja, z = 0 nao € raiz do polinémio Q.,

para qualquer m > 1;

(11) além disso, podemos escrever as formas

a2 = (2 + [2)Q1(2) — Q2(2), (3.4)

Onz)  Quul?)
Qm—l(z) Qm—l(z>,

Demonstracao: Por indu¢do mostraremos o item (7).

m > 2. (3.5)

Umi12 = (2 + Bmi1)

Usando (3.1), temos que Q1(0) = (1 # 0. Suponhamos que o resultado seja vélido
para m, isto é, Q,(0) = (102 ... B # 0. Novamente de (3.1), Qni1(0) = Brn1Qm(0) =

G102 ... BmfBmi1 # 0, pois B, # 0 para todo m > 1.
Para provar o item (i7), de (3.1) vemos facilmente que

Wn12Qm-1(2) = (2 + Bnt1)Qm(2) — Qm+1(2).

On()  Quarl2)
Qm—l(z) Qm—l(z)7

Qi(z)  Qa(z)
Qo(2)  Qo(2)

Logo, ami1z = (2 + Bims1) m > 1. Fazendo m = 1,

a2 = (2 + ) = (2 + B2)Q1(2) — Qa(2).

Lema 3.1.1. Para qualquer m > 1, dois polinomios de graus consecutivos, Q,, € Qmi1,
nao tém zeros em comum.

Demonstragao: Seja w € C, w # 0, e suponhamos que Q1(w) = Q2(w) = 0. De (3.1),
temos @1 (w) = w + (; = 0. Logo,

Novamente de (3.1),
Qa(w) = (w + B2)Q1(w) — arw = —aw =0 <= w = 0. (3.7)

Entao, de (3.6) e (3.7) temos uma contradigdo. Portanto, )1 e QJ2 ndo tém zeros em
comum.
Agora, consideremos m > 2 e suponhamos que @Q,,—1 € (), ndo tenham zeros em

comum. Logo, se @, (w) = 0, entao Q,,—1(w) # 0. Como

Qm—i—l(w) - (w + ﬁm—&—l)@m(w) - am+1me—1(w)7
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entao Qmi1(w) = —ami1wQm—1(w). Desde que a1 > 0 param > 1 e w # 0, segue que
Qm+1(w) # 0. Assim, por indugado, provamos que @, € Q,,11 nao tém raizes em comum

para todo m > 1. |

O teorema que enunciaremos a seguir mostra que podemos representar os polinomios

gerados pela relagao de recorréncia (3.1) por um determinante.

Teorema 3.1.1. Da relagao de recorréncia (3.1), verifica-se que, para todo n > 1,

s B —as 0 0 0
—z z+4+ 0y —a3 0 0
0 —z  zZ4 [ 0 0
Qn(2) = det(Q,(2)) = (3.8)
0 0 0 PR A——
0 0 0 -z z+ [0
Demonstragao: Se n = 1 temos que |z + (1| = z + /1 = @Q1(2). Vamos supor que o
resultado seja valido para k, 1 < k <n — 1. Logo,
z+ 51 —0ly 0
-z z4+[0y —as
0 -z  z+4+ . 0 0
Qu(z)=| . . .63 _ . . | 1<k<n-1
0 cee 24 01 —ag
0 0 0 e —z Z2 4+ B

Entao, pela regra de Laplace,

Z+61 —Q9 0 0 0
—z z+4+ 0y —a3
0 —Z Z+ﬁ3
0 0 0 s 24 B oy
—z 2+ By
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2401 —as 0

—z z+ [P 0
0 —z

= (2 + Bn)@n-1(2) + an
O 0 —Zz zZ+ 6n—2 —Op—1
0 0 ... 0 0 —z

= (24 3,)Qn-1(2) — n2Qn2(2) = Qu(2). n

O resultado que apresentaremos a seguir afirma que os zeros de @), sao os autovalores

de uma matriz cujos elementos sado obtidos da rela¢do de recorréncia (3.1).

Teorema 3.1.2. Os zeros de QQ,, sao os autovalores da matriz de Hessenberg inferior

m ay 0 0 0
mo M2 03 0 0
HP = (3.9)
m Nz N3 ap—1 0
mo T2 73 -1 Qn
o T2 73 =1 T
onde Ny =y — B, m=1,2,...,n, com a; = 0.

Demonstracao: Consideremos a matriz @, (z) cujo determinante é dado em (3.8). Ob-

serve que ela pode ser escrita como @, (z) = zA, — B, com A, e B, dadas por:
1 0 O 0 O -3 a 0 0 0
-1 1 0 0 O 0 —f2 ag 0 0
A, = 0 -1 1 0 0 | eB,= : :
—bBn-1 an
0 0 0 -1 1 0 0 —0n

Como det(A,) =1, A, é nao singular. Logo,

det(zA, — By) = det[A,(zI, — A;'B,)]
det(A,)det(zI, — A, ' B,) = det(zI, — A, ' B,),

Qn(2)

onde I,, é a matriz identidade de ordem n.



3.1. Zeros e suas representacoes como autovalores 34

1 00
1 10
Mas, A,_L1 = 1 11 . Portanto, A;an é a matriz dada por
1 1 1 1 1
- Qg 0
—ﬁl ay — o ag
Angn _ ?1 2 | Ba g | B3 (3.10)
—ﬁl ay — o a3 — 53 @ T 571—1 Qp
—51 Qg — 52 Q3 — 53 cee Oy — ﬁnfl O — ﬁn
Considerando 7, = ay — B, m = 1,2,... n, verificamos que a matriz (3.10) é

exatamente H@). Portanto, Q, é o polindmio caracteristico (ménico) associado & matriz
de Hessenberg inferior H? = A-'B,. n

Como det(A,) = 1, entdo

Qu(z) = det(zA, — B,) = det|(zI, — B,A;")A,]
= det(zI, — B,A,")det(A,) = det(zI, — B,A").

A matriz B, A" é dada da seguinte forma:

Qo — 51 (8% 0
a3 — 52 3 — 52 a3
BnAglz 044.—53 044.—53 044.—53 0 0 ' (3'11)
Ay — ﬂn—l Ay — ﬂn—l Ay — ﬂn—l e Oy — 671—1 (079
_ﬁn _571 _ﬁn ce _ﬁn _671

Assim, (),(z) também é o polindmio caracteristico associado a matriz (3.11) e, da
mesma maneira, temos que se z é zero do polinomio @,, entao z é um autovalor desta
matriz.

Sabemos que (I, — B, A;")" = [2I,—(B,A,")"] e que o determinante da transposta
de uma matriz ¢ igual ao determinante da matriz. Logo, Q,(z) = det(zI, — B, A, ') =
det [zIn —(B,A,, I)T}. Concluimos, entao, que @Q,(z) é também o polinémio caracteristico

associado & matriz de Hessenberg superior (B,A;")?. Usando a notagao v, = Qmi1 —
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Bm, m=1,2,...,n, temos que a transposta da matriz (3.11) pode ser escrita como
YioY2 V3 - Yne1 —Pn
QY2 Y3 - Y1 D
o f}/nfl _ﬁn
0O 0 0 ... a, =0,

Teorema 3.1.3. Sejam Qo(z) = Qo(2) = Qo(2) e, para 1 < m < n,

Qm(2) = 27"Qm(z) e Qm<z) = (ap0s3... am+1)_1Qm(z)- (3.13)
Entao,

(Cl) Z[_mel(z) + Qm<2)] = _ﬁm+1QAm<Z) + am+2@m+l(2>7 1 S m S n— 17
com z@o(z) = —616?0(2) + 042@1(2);

(b) Z[Qm(z) - Qm—i—l(z)] - am-{—l@m—l('z) - ﬁm—i—l@m(Z)y 1 S m S n— 17
com z[Qo(2) = Q1(2)] = =41 Qo(2)

Além disso, podemos obter as sequintes representacoes matriciais:
(¢) 2A,b(2) = B,b(2) + 1 1Qu(2)e,;

(d) zb(2)T A, = b(2)"B, + 2Q.(2)el, onde e, ¢ a n-ésima coluna de I,, b(z) =

n?’

Qo). Qu(2), - Quor(2). Qul]T e bl2) = [Qol2). Q2. .. Quor(2). Qul)]T-
Demonstragdo: Item (a)— Da relacio de recorréncia (3.1) e de (3.13), obtemos
(€205 Q1) Qo (2) = Qun(2).
Assim,
(0303 .+ s2) Qi1 (2) = (2 + B (@2 ) Qn(2) = 1 2(@ . ) Qs (2),
ou scja, as2Quii1(2) = 2Qun(2) + Bri1Qun(2) — 2Qui1(2). Logo,
=0 (2) + Qs (2)] = Bt Q=) = G2 (2): (3.14)

Como Q1(z) = (2 + £1)Qo(2), entdo a2Q1(2) = (2 + 51)Qo(2).
Portanto, —ng(z) = ﬁlc?o(z) — @)y, isto é,

ZQO(Z) = 042@1(2) - 51@0(2’)- (3.15)
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Item (b)— De (3.13), temos que 2™Qm(z) = Qn(z). Substituindo na relacdo de

recorréncia de trés termos (3.1), obtemos
2" Q1 (2) = (2 = Bng1) 2" Qu(2) = @1 22" Qi (2),
ot seja, 2Qms1(2) = (2 — Buns1) Qm(2) — Ams1Om—1(2), que é equivalente a escrever
2[Qm(2) = Qi1 (2)] = W1 Qm1(2) = Bry1Qm(2). (3.16)
Temos, ainda, que Q1 (z) = 2Qo(2) + 3Qo(2), ou seja,
2[Qo(2) — Q1(2)] = —1Qu(2)- (3.17)

Para provar o item (c), obtemos, da relagao de recorréncia (3.1), o seguinte sistema:

4

Qi(z) = (24 51)Q(2)
Q2(2) = (2+ [2)Q1(2) — @22Q0(2)

Qg(:Z) : (2 + F5)Q@a(2) — 032G (2) (3.18)

Qn—l('z) = (z + ﬁn—l)Qn—2(2) - O‘n—len—S(Z>

L Qn(2) = (24 00)Qn-1(2) — n2Qn-2(2)
A partir da segunda, vamos multiplicar cada equacao acima por (agas...ap) 1, k =
2,3,...,n, e obtemos o sistema equivalente
(i) = +8)Q)
QO @B g
9 Qi
Q3(Z) _ (Z‘f‘ﬁ )Q2(z) . ZQl(Z)
! aas ¥ Q03 (%) . (3.19)
anl(z) _ (Z‘I‘ﬁ ) an(Z) — anS(Z)
Qy ... 0y nl Qy...0ph_1 Qy...0p_2
Qn<z> _ (Z‘i‘ﬁ >Qn_1(2) _ Qn—2(2>
L Qg ...0, nO[Q...Oén Qg ...0n—1

De (3.13), podemos escrever o sistema (3.19) da seguinte forma:

(

wQi(z) = (2+B1)Qo(2)
063Q2(2) = (z+ 52)621(75) - ZQO(Z)

a,Qs(2) = (24 3)Qa(2) — 2Q1(2)

(3.20)

an@n—l(z) - (Z + ﬁn—l)@n—Q(z) - f@n—3<z)
an+1Qn(z) = (Z + ﬁn)Qn—l(z) - ZQn—Q(Z)
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ou, equivalentemente,
2Qo(2) ~B1Qo(2) + 2Q1(2)
—2Qo(2) + 2Q1(2) = —[0Q1(2) + azQa(2)
—zAz—l—zAz :—Az—irozAz
) Q1(2) | Q2(2) B3Q2(2) | 1Qs3(2) (3.21)
—2Qn-3(2) + 2Qu-2(2) = —Bu-1Qn-2(2) + Qn_1(2)
L _ZanQ(Z) + Zanl(Z) = _ﬁnanl(z> + anJrlQn(Z)
Escrevendo este sistema em notacao matricial, obtemos
10 Qo 61 o 0 Qo
o o] 0 b 0 O
y 0 0 0 )
z 0 -1 Q2 = ] Q2
e 0 0 1 -
0 0 11 Cn- fas @
Qn—l O O _ﬁn Qn—l
0
0
0
+ )
0
Oén+1Qn
ou seja,
2A,b(z) = B,b(2) + an1Qn(2)en (3.22)

Para provar o item (d), consideremos o sistema (3.18) e, novamente, a partir da se-

gunda, multiplicamos cada equacgao por s k=0,1,2,...,n—1, obtendo o novo sistema
equivalente:
(Qi(z) = (z+B)Qu(2)
Q2Z<Z) — (Z +ﬁ2) QIZ(Z) o Oég@o(Z)
Qs(2) Qa(2) Q1(2)
> = (z+0s) ORI (3.23)
Qn(2) Qn ) Qn-—
[ ;s n;@
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De (3.13), podemos escrever o sistema anterior da seguinte forma:
[ 201(2) = (z+6)Qu()
2Qa(2) = (2+ B2)Q1(2) — 2Qo(2)
ZQ3<Z) = (z+ 53)@2(.2) — a3Q: () ’ (3.24)
ZQn—l(z) (Z + BN—I)QR—2<Z) - O‘n—lén—Iﬂ(Z)
L ZQn(z) = (z+ ﬁn)Qn—l(z) - an@n—Q(Z)
ou seja,
( ZQO(Z> - 2@1(2) = _616?0(2)
z@l(z) — ZQQ(Z) = CV2Q0(2) - 52@1(2)
) ZQ2(Z’) - zQ;;(z) : 043@1(2) —.53622(2) (3.25)
z@n_g(z) - an_1(2) = Oén—1Qn—3(Z) - 5n—1Qn—2(2)
\ 2Qn_1(2) = @ Qn2(2) = BuQn_1(2) + 2Qn(2)
Em notagao matricial, temos
1 -1 ...0 0 Qo B 0 Qo
1 ... 0 0 0 a;  —f Q)
0 ... 0 0 Qs 0 as Q>
z . = . .
I -1 anQ 0 _ﬂnfl 0 Qn72
0 1 anl 0 Ay, _511 anl
+ )
0
2Qn

isto é, zALb(z) = BYb(2) + 2Q,(2)e,. Aplicando a transposta em ambos os lados da

ultima igualdade, obtemos

que ¢ o resultado desejado, concluindo, assim, a demonstragao do teorema.

(3.26)
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Lema 3.1.2. [Autovalores e Autovetores da matriz H'?)]

(i) Os vetores b(z,;), para j =1,2,...,n, sio autovetores a direita da matriz H;Q) =
A;an associados com os autovalores z, ;. Além disso, desde que esses autovalores

sao distintos, os correspondentes autovetores b(z, ;) sdo linearmente independentes;

(ii) os vetores c(z,;) = ATb(z,;) sdo autovetores a esquerda da matriz H? associa-

dos com o0s autovalores z ;;

(iii) os vetores b(z, ;) sio autovetores & esquerda da matriz B, A, e z,; sdo o0s cor-

respondentes autovalores.

Demonstragao: Para demonstrar o item (i) consideremos a representagao matricial
(3.22). Entdo, zA;'A,b(z) = A;'B,b(2) + a1 A, Qu(2)e,. Fazendo z = z,;, j =
1,2,...,n (as raizes de (),,), obtemos zn]i)(zn]) = A;anlA)(zn,j) + an+1A;1Qn(zny]~)en,
ou seja,

~

2nib(zn;) = A B,b(z,;).

Portanto, b(z,,) é autovetor & direita da matriz H'Y). Como Q, satisfaz (3.3), do
Teorema 2.10.3 segue que seus zeros sao distintos. Assim, pelo Teorema 2.3.1, E)(zn,j),
j=1,2,...,n, sao todos LI.

(17) Consideremos a representacdo matricial (3.26). Como anteriormente, fazendo

b(2,;) Ay A By, + 2, jQn (20 )€r

n

z= 2,4, j =1,2,...,n, obtemos z, ;b(z,;)T A,

isto é,
20 [D(205)" An] = [b(z05)" An] A, By,

ou seja,
2n,5€(2n5) " = (z0,)  HY). (3.27)

n

Desta maneira, c(z, ) é autovetor  esquerda de H(@ .

(7i1) Novamente da representagao matricial (3.26), obtemos

2b(2)T A, A = b(2)TB, A + 2Q,(2)el AL

n

Considerando, z = 2,4, j = 1,2,...,n, concluimos que 2, ;b(z, ;)" = b(z,,;)' B,A,'. =
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3.2 Ortogonalidade dos Autovetores
Teorema 3.2.1. [Férmula do Tipo Identidade de Cristoffel-Darboux]

[Qm( )_Qm+1(z)]Qm(w) + Qn—l(z)Qn—l(w>

_ ZQn(z)Qn—l(w) - O‘n-&-lQn(w)Qn—l(z)' (3.28)

Z—w

Demonstragao: Fazendo z = w e, em seguida, multiplicando a equagao (3.22) a direita

por b(z)7, obtemos
wA,b(w)b(z)" = B,b(w)b(2)T + ans1Qn(w)e,b(2)7. (3.29)

Agora, multiplicamos (3.26) & esquerda por b(w) e obtemos

zb(w)b(2)T A,, = b(w)b(2)T B, + zb(w)Q,(z)e’. (3.30)
Entdo, de (3.29), trjw A, b(w)b(z)T] = tr[B, b(w)b(2)T]+tr[an1Qn(w)e, b(2)T], ou seja,
wtr[A, b(w)b(2)"] = tr[B,b(w)b(2)"] + a1 tr[Qn(w)e, b(2)"]. (3.31)

De (3.30), tr[zb(w)b(z)T A,] = tr[b(w)b(z)T B,] + tr[zb(w)Q,(z)el], isto ¢,
ztr[b(w)b(2)" A,] = tr[b(w)b(2)" By] + ztr[b(w)Qn(2)el]. (3.32)
Subtraindo (3.32) de (3.31), obtemos
(z — w)tr[b(w)b(2)" A, = 2tr[b(w)Qn(2)el] — an1tr[Qn(w)e,b(2)"],
" (z — w)tr[Cfll)] = ztr[Cff)} - an+1tr[0§)}, (3.33)
onde C) = b(w)b(2)" A, CF) = b(w)Qu(2)ef e CF = Qu(w)e,b(2)".

Determinemos as matrizes C\V, C'» ¢ C&:

. 1 0o 0 .
olw) 110
Ql(w) '
. N N - - O -1 1 ... 0
¢ = | @ [(@E) @6 &6 . QaE )|
o 0 0 0 ..0
Qn—l(w) 0 0
Qo(w)[Q:?o(z) - 6:21(2)] C:?o(w)[C:?l(Z) - 6?2(Z)] C:?o(w)é?nfl(z)
Ql(w)[cgo(z) - le(z)] Ql(w)[cgl(z) - C?2(Z)] C?l(w)@n—l(z)
_ Q2(w)[Qo(z) — Q1(2)]  Qa(w)[Q1(2) — Q2(2)] Qa2(w)Qn-1(2)
@n 2(w)[Q: () — C»?l(z)] C:Qn—2(w)[€21(z) - 4?2(2)] . C:Qn—2(w)c:2n—1(2)
Qn-1(w)[Qo(2) — Q1(2)] Qn1(w)[Q1(2) — Qa2(2)] ... Qn-1(w)Qn-1(2)
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Assim,
tr(Cﬁf)) = [Qm(z) - Qm+1(z>]Qm<w) + Qn—l(w)Qn—1(z)- (3.34)
. 00 Qo(w)Qn(2)
gOEZ; 00 C:)l(w)C:Zn(z)
c? = 1: (O 0 Qn(z)>= 000 Q2(w)Qn(2)
@nalw) 000 Q)
Logo,
tr(CY) = Qu-1(w)Qn(2). (3.35)
, 0 o i
& = | (e @ )
Qn(w)
0 0 0
0
0 o .. o

Qu(w)Qo(2) Qu(w)Q1(2) ... Qu(w)Qn-a(2)
Desta forma,

tr(CY) = Qu(w)Qn-1(2). (3.36)
Substituindo (3.34), (3.35) e (3.36) em (3.33), obtemos

[\

n—

[Qm(z) - Qm+1(z)]Qm<w) + Qn—l('z)Qn—l(w>
ZQn(z)Qn—l(w) - an+1Qn(w)Qn—1(z)

)
zZ—Ww

3
I

que ¢ o resultado desejado. |

Fazendo w — z na identidade (3.28), obtemos

n—2

= Quit(DQn(2) + Qu-1(2)Qua(2)

m=0

= 1@ (2)Qn1(2) = 2Q1,_1(2)Qu(2).  (3.37)
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Lema 3.2.1. O termo a esquerda na formula (3.28) pode ser identificado como
b(z)T A, b(w) = ¢(2)Tb(w), o que confirma a ortogonalidade dos autovetores & esquerda
c(zn;) € dos autovetores a direita E)(znk) quando j # k. Além disso, para 1 < j <mn e

1 <k <n, obtemos

~

(A7 B(20,5)]" B(z0k) = b(2) AT b(205)] = A, j05

onde )\;; = anHQ;I(zn,j)Qn,l(zw) e 0 € o delta de Kronecker.

Demonstracao: Como

1 0 0 . A
1 1 0 ...0 g“iw;
~ . ~ ~ w
b(=) Ab(w) = (Qu(z) @i(2) ... Qualz) )| 0 -1 1. B}
0 0 0 1 Qn-1(w)
n—2
= Z[Qm(Z) — Q1 ()] Qm(w) + Quei (2) Qe (w),
m=0
entdo, por (3.28), temos b(z)T A, b, (w) = 2Qulz )Qn_l(w);:X’;}+1Qn(w)Q"_l(z).
Fazendo z = z,; e w = z,, com j # k, obtemos
Zn,j@n(zn,j>Qn—l<Zn,k) - an+1©n(zn,k)@n—l<zn,j) o 0
Zn,j — Znk -
Logo,
b(20,j)" Anb(znk) = €(20,)" B(20k) = (b(2n4), €(20)) = 0. (3.38)

Portanto, c(z, ;) e b(z Zn.k) s@0 ortogonais quando j # k.

Agora, paral < j <nel <k <n, temos

ZQn(Z)Qn—l(w) - an+1QN(w)Qn—1(z) '

Z—Ww

~

b(z)" A, b(w) = [A;b(2)]"b(w) =

Novamente, fazendo z = z,; e w = z,; na equagao acima, de (3.37), obtemos

[Az;b(zn,j)]Tij(zn,j) = an-&-lQ:z(Zn,j)Qn—l(zn,j) = A;;" (3.39)
Portanto, de (3.38) e (3.39), concluimos que

- . 0 se J#k .
ATB(2, )T b(znr) = A\ k60 = ’ . 4 k=1,2...n,
[A;, b(21,5)]" b(2nk) 04k AL A0, se j—k J
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concluindo, assim, a demonstragao do lema. |

Podemos dizer, ainda, que as duas sequéncias {i)(zm)}?:l e {Agi)(zm)}?:l sao bior-
togonais.

Se definirmos a matriz nao singular P,,, n X n, por

m:( b(z,) b(zn) .”—jﬁﬂ—>, (3.40)

anJrlQ;z(Zn,l) OénJrlQ;L(Zn,Q) OénJrlQ;@(zn,n)

entao sua inversa ¢ dada por

" Qn—l(zn,l) Qn—l(zn,Q) o Qn—l(zn,n)
De fato, fazendo a multiplicacido da j-ésima linha de P, ' pela j-ésima coluna de P,,
de (3.39), obtemos

~ ~ ~ T
T T T
P_1:< Alb(z1)  Alb(z2)  Alb(zu) ) | (3.41)

~ T A
[Agb<znd)} b(ij) —\ /\71 -1
_ = = Anjin = 1
Qn—l(zn,j) 06n+1@%(2n,j)

Agora, multiplicando a j-ésima linha de P, ' pela k-ésima coluna de P,, j # k, de (3.38),

temos

~

[A7b(Gas)]"  bleas)
Qn-1(2n3) 1@ (2nr)

—1
Portanto, P, P, = I,,.
Denotemos por py ; e py ; os elementos da k-ésima linha e j-ésima coluna das matrizes

P,e P, ! respectivamente. Entdo,

~ Qk—l(zn,') ~ Q'—l(zn,k) - Q(Zn,k)
ka - % (§] k,j = J = J . (342)
OénJrlQn(Z”:j) Qn—l(zn,k)
De PnP;1 = I,,, obtemos
N Qualzey) Qee1(2ay) — Qul(zay)
Zpl,jpj,k = oy =
j=1 = a1 @) (20 ) Qn-1(2n;)
0, l#k
= = se LAk 1 (3.43)
1, se =k

Desta maneira, obtemos a biortogonalidade das sequéncias finitas {Q;})=) e {Qr —
A n—1
Qk+1}p—o NOS PONLOS 21, Zn2, - - - ;s Znyn-

Com as matrizes P, e P, ! podemos escrever o problema de autovalores associado

com H? da seguinte forma:

P'HYP, ==, ou HY=P,=,P,", (3.44)
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onde =, ¢ a matriz diagonal cujos elementos diagonais sao 2, 1,2n2, - ., Znn-
Em outras palavras, Hff” e =, sao matrizes semelhantes. Logo, pelo Teorema 2.4.2,
tém a mesma equacao caracteristica e os mesmos autovalores. Além disso, pelo Teorema

2.4.1, as colunas de P, podem ser consideradas os n autovetores LI de H'@.

3.3 Limitantes para os zeros

Consideremos a regiao W(Aq1, A2, 7), onde Ay > Ay e 7 > 0, definida por

W(A1, Ao, T) = {z:x—i—iyEC: lyl <7, M — /1?2 —y? <z < )\2+\/T2—y2}. (3.45)

Na Figura 3.1 (a), temos o desenho da regiao W(1,2,1) e, em 3.1 (b), encontramos o
desenho da regidao W(10, 10, 3).

1:
a 77744 FH ENNRRRRRRNAANNNN
N v/ 73 AEENNN HRERARNNNNNNY
] T,
0.3 NN ER AR RN
AN REE AR
] 1111 Ty
y 04 1 : -
] RN 117
0. 5] T T
RN R RN T
1\ 1171171
17 %W /1l

Figura 3.1: Regiao W(A1, A2, 7)

Agora, para § # 0, seja Ds uma matriz diagonal, n x n, com diagonal composta por
(6,6%,...,0"). Logo, D(5H7(IQ)D(;1 ¢ a seguinte matriz:

m 5’1042 0 ... 0
om 2 0 tag
DaH;Q)Dg_l = &% 0n 73

T Ll P Ll P
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Entao, os autovalores de H(Q) sao os mesmos que os da matriz D5H(Q 5 , pois sao
matrizes semelhantes. Além disso, se z é o autovetor correspondente ao autovalor \ de
Hff”, entao ngLQ)Dnggz = ADy;z. Fazendo y = Djsz, obtemos

DsH @ D;'y = \y.
Podemos, agora, enunciar o teorema a seguir.

Teorema 3.3.1. Para qualquer n > 2, consideremos

o =max{|ag,k=2,...,n} e M =max{|m|, k=2,3,...,n}
Sejam
M M ) M
P VA S N - Fn — e dy= Y '
anl + /n)! o’ + I =y V(@2 + 4l (| = ) + alf

Entao, os zeros de Q, 1 < k < n, estao no interior do disco |z| < p,, onde

M
a, + -
. |7]1| nn ’7]1‘ se 0< d2 < d1
Pn = Im| — .
(/oM 4 nlh)?, caso contrdrio
Se k., para k = 1,2,...,n, sao todos reais, entao os zeros de Qr, 1 < k < n, estao no

interior da regiao W(nu1,Mn.2, pn), onde

Np1 =min{ng, k=1,2,...,n}, nuo=max{n, k=12,...,n} e

V()2 + dogf (m] — n) + o'

n|1‘ se 0<ds3<d;

pr = 2(|m| = ni")
(v aM 4+ phhy2 — pht caso contrdrio

Demonstragao: Suponhamos que 0 < § < 1. Lembremos que a; = 0. Pelo Teorema
2.3.2, temos que os autovalores de D(;H%Q)Dgl, que sao os mesmos que os da matriz Hﬁf”,
n

estao no interior da regiao U A;Cn)(é) onde A,gn)(5) sao discos fechados com centros 7 e

_ k=1
raios

= !nklzé’” Flald™ k=1,2,...,n.

Assim, p1(5) = || Z 5 = |01+ 6+ ...+ 073+ 5m2),

5 L 1— (5”_1

Sabemos que 14+ + ... 4+ "2 + " =~
n—1

[—t g ) | — gt 5o
0——5 < 7 Fortanto, p1(d) = |771|;5 = |771|5T5 < |771|1—_5 = p1(d) e

assim, p(5) < n (9).

e, como 0 < § < 1, concluimos que
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Considerando nM = max{|n|, k = 2,3,...,n} e o™ = max{|ax|,k = 2,3,...,n}
para k = 2,3,...,n, temos que
n—k S

_ T -1 -1

pe(0) = ’Uk|;5 + |ag|d™ < |77k|1 —5 " a6

4] 0—14+1

< ~n 5 = M 6—1 M: M 5—1 M
_ = - ot SloM — M~ M s-1,M

Assim, pi(8) < pn(6) = =M + pn(5), onde p,(9) M 1 aM§~t. Desta maneira,

= —1_5%

A" (8) estd no interior de |z| < p1(8) = |m| e os discos A (8), 2 <k < n, estdo

1—90

no interior de

. 1 _
2] < pn(6) = mnﬂ” +0

Escolhemos o valor de § que minimiza max{p1(9), p,(d)} e vamos verificar que este valor
serd dy ou dy, dependendo de n™ << |n;| ou nao.

Se nM << |n|, entao max{pi(d),pn(0)} = p1(8). Logo, p1(8) > pn(d), ou seja,
p1(0) — pn(d) > 0, isto é,

O(|m| —my') — (1 = 0)a’

> 0.
(1—-96)o
M M M oy’
Como (1 —9)d > 0, entao ¢ —n, +a,))—a) >0, ouseja, o > - .
o

n

Podemos obter, também, § > Assim, escolhemos

Im| —nM + o

OéM

o - =ds

| =M 4 ol

que minimiza max{p;(9), p,(d)} = p1(J). Substituindo § = dy em p;(d), obtemos o raio

1 (o, + |ml —n,")
N d p— —_— n n
pl( 2) |771|1_d2 |771| |771|_77£4

Portanto, os zeros de i, 1 < k < n, estao no interior do disco
|z| < p1(d), onde 0 =ds.

Agora, se |m| << nM temos que max{pi(d), pn(6)} = pn(d). Encontremos o valor de
1
d que minimiza p,(d). Determinemos o ponto de minimo de p,(0) = ﬁny + 50424 :
1 1 Ol — (1 —6)2ad!
Ph(0) = el — oty = T LN
(1—0) 52 (1 —6)202

Temos que
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%y’ — (1= 6)%a!

Logo, p (5) =0= (1 — 5)252

=0, isto é,

(M — a?)6% 4 2aM5 — oM = 0. (3.46)

Desta maneira,

—2a," £ \/4(0))? — A(n) — o)) (—a)f)

2(np" — aq)l)

—2a," £ Aol —al £ /ol

M _ M M _ oM
2(7771 o ) M an
M M M M _ MM
) —Q, + /N, —Qp — VI &
Assim, obtemos §; = —"———"— e dy = —————.
N — Gy My — Oy

M

Por (3.2), a1 > 0 e B, < 0 param > 1. Logo, nM = oM — gM > ( e, portanto,

09 < 0. Temos, ainda, que
5 — —omvmal  Val (V' - Val)
' M — oM (Vi = /alT) (/i + /all)
.
C mever ™

Logo, escolhemos d = d; que minimiza p,(J). Além disso, o raio p,(d;) é dado por
(dy) = — oy Lo Vi Ve Vi !
Pnla1 1 — dlnn dl n /_777]1\/[ /_Ozﬁ/[

(Vo + Vi) )" (Vo + Vi) (o)
V! voag!

= (Vm"+ Vi)V + (Vi + vall) V!

= (VM + /a)?,

Desta forma, os zeros de (0, 1 < k < n, estao no interior do disco

n' + !

|Z| < ﬁn(5)7 onde 9§ = d1 e 0< d1 < dg.
Portanto, concluimos que os zeros de ), 1 < k < n, estao no interior do disco
2] < P,

onde

ol + | — !
|7]1|7

(v aM + nM)2 caso contrario

se 0<dy<dy
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Para demonstrar a segunda parte do teorema, notemos que A§”’(5) estd no interior do

disco

J

2=l < 71(8) = ——In] (3.47)

e, para qualquer k, 2 < k < n, os discos A,(Cn) (0) estao no interior do disco

- 1
[z =l < pu(0) = —ni‘f+ T T
Como anteriormente, escolhemos § que minimiza max{p;(0), p,(0)} e este valor serd
ds ou dy, dependendo de n} << |n;| ou nao.

Se |m| << nM, entao max{pi(9), pn(0)} = pn(d). Determinemos o valor de § que
minimiza f,(d). Sabemos que p,(8) = —nM + p,(0). Derivando em &, obtemos

Pn(0) = P (0).
Igualando esta dltima igualdade a 0, de (3.46), temos
0= 7,(0) = p,(8) = (" — an)0® + 20,6 — af

Assim, !, (0) e p,(9) possuem a mesma equagao do 2° grau em delta e, portanto, os mesmos
valores para d; e dy. Logo, escolhemos 0 = d; que minimiza max{p;(9), pn(0)} = pn(d) e

obtemos
poldi) = =y + puldr) = =" + (\/_+ ﬁ)
Agora, se nM << |n], entao max{p;(d), pn(6)} = p1(5). Assim, p1(0) > p,(0), ou seja,
p1(0) — pn(6) > 0. Logo,

O*(Im| —my") — (L= 0)ay!
(1-20)s

> 0.

Temos que (1 —4§)d > 0. Assim, 6%(|n1| —nM) +da —a > 0. Podemos obter, também,
2(m| —nM) + 6aX — oM > 0. Quando ocorre a igualdade, temos

—oy' = /(o)) — A(m[ —m)(=enl) _ —op = V/(a)? + 40 (| — n))
2(Jm| = n3") 2(m| = nz") '

6:

Portanto, obtemos

—aop" — /(ea)? + 4o (|m] — ") —op’ + /()2 + 4ol (jm] — n))
2(Jm| = ny") 2(Im| = ny") '
Observemos que 0; < 0, entdo escolhemos 0, que minimiza pi(6). Multiplicando e
an’ + /(03)? + 4o (m| — n))
2(|m| = ma")
2aM

(52: L :dg.
o + V/(ad)? + dag! (fm] — n)

51: 52:

dividindo d9 por , obtemos
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Desta maneira, dy = d3 minimiza max{p;(0), pn(6)} = p1(J) e, neste caso, 0 < d3 < d;.

Além disso, o raio p;(d3) é dado por

ds

pi(ds) = 1_d3!7h\

20 ol + /(al)? + 4ad (|| — nlt)
=+ Y Rl =) =¥+ vl dea (=)
202 [0 + /T 1 40 (] — 7))
i sl (ol = ) "
oM 4 /TGl T A0l (] = 7

= |771|‘
2(|m | —ni")

Desde que os centros 1, 1 < k < n, dos discos Aggn) (0) estao sobre uma mesma reta, neste
caso a reta real e, também, de (3.47) e (3.48), concluimos que os zeros de Qy, 1 < k <mn,

estao no interior do disco |z — nx| < pn(d), onde

M2 4 M M M
\/(an) + O (‘771| M, )+an |771|7 se 0<d3<d1

Pn = 2(Im | —n") :
(\/ aM + 777]1\4)2 — 777]1\4, caso contrario

ou seja, os zeros de Q, 1 < k < n, estdo no interior da regiao W(n, 1, Mn,2, pn), onde
Nna =min{ng, k=1,2,...,n}, nyo=max{n, k=12,...,n}.

Lembrando que 1 = oy — 1 = (1 e, que Q1(z) = z + [y, entdo z = 1 é raiz do

polinémio Q1(z) e certamente estd no interior U A,(f")(é).

k=1
Agora, se p é tal que 1 < p < n, entao, pelo Teorema 2.3.2, os autovalores de H]E,Q)
p
isto é, os zeros de estao no interior da uniao AP () onde AP s30 os discos com
( ) p k ) k
k=1

p—k
centros |nx| e raios p,(cp) (0) = |n] Z 8"+ |6~ Temos que Aé") sao os discos com centros
r=1

n—k
|ni| e raios p,(cn)(5) = |m ZcV + |ag|6~t. Portanto, para 1 < p < n, p,(fp)((S) < p,(cn)(é).
r=1
p n
Desta maneira, para 1 < k < p, Aggp)@) C A,(Cn)(é). Logo, U A,(Cp)(c;) C U AL(9)
k=1 k=1

n
e, assim, os zeros de (), estao no interior de U A,(Cn)(é). Portanto, concluimos que os

k=1
resultados do teorema sao validos também para todos os polindmios Q, 1 <k <n. =

O teorema que demonstraremos a seguir afirma que certas sequéncias de polinomios

{pr}i_o gerados por uma relacao de recorréncia de trés termos nao tém zeros em regioes
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parabdlicas do plano complexo. Este importante resultado nos dara a base para provarmos
o teorema posterior que garante a existéncia de uma regiao parabdlica que nao contém
zeros dos polinomios (1, Qo, ..., Q,. Tais regides sao chamadas de regioes parabdlicas

livres de zeros. Esses dois resultados podem ser encontrados em Saff e Varga [21].

Teorema 3.3.2. Seja {pr}}_, wma sequéncia de polinémios de respectivos graus k que

satisfazem a relacao de recorréncia de trés termos

z z
p(2) = (b_ + 1)1%—1(»’«’) — —pe—2(2), k=12,...n, (3.49)
k Ck
onde p_1(z) := 0 e po(z) := po # 0. Além disso, by e ¢ sao nimeros reais e positivos
para todo 1 < k < n. Seja
o =min{by(1 —by_1c;') : k=1,2,...,n}, by :=0. (3.50)
Entao, se a > 0, a regiao parabdlica
Po={z=2+iycC:y* <dalr+a),z>—a} (3.51)

nao contém zeros de pi,Pay ..., Pn-

Demonstragao: Sejam z € B, um ponto qualquer fixado que nao é zero de pi(z2),

1<k<n,e
. Zpkfl(z)

=Y(z2) ;= ——= para k=1,2,...,n. 3.52
Mostraremos indutivamente que
Re(y) <1 para k=1,2,...,n. (3.53)

Para k = 1, temos que mostrar que Re(y;) < 1. De fato, usando (3.49), (3.52) e o

fato de que po(2) := po # 0, temos p;(z) :(bi)po(z). Entao,
1
b = zpo(2) _ zpo(2) I
bipi(z z z+0b
lpl( ) bl (b_ + 1)])0(2«') 1
1
r+iy (r+b —iy) z(x+b)+y> . yby

) .
vy +b(x4+by—iy)  (r+0)*+y* (z+b)?+y?
Assim, temos que Re(7y;) < 1 se, e somente se, Re(z) > —b;. Ou seja,
z(x + b)) + 9>
(.Z' + b1)2 + y2 B
= 2? +ab +y? < 2?4+ 2xb + b2+ o

Re(m) < 1

= aby — 20b; < VP <= —ab, < b2

<— —ax<b < x>-b, pois b >0.
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Observemos que, como z = = + iy € P, entdo r > —a. Além disso, de (3.50), temos
a :=min{b; }, ou seja, o« < by = —a > —by. Portanto, z > —a > —0b;.

Agora, suponhamos que Re(yx_1) < 1 para algum k satisfazendo 2 < k < n. De
(3.49), temos que bppr(2) = (2 + b)pr_1(2) — l;—ll:zpk_g(z), k=1,2,...,n, e, também,
podemos expressar v, k = 1,2,...,n, da seguinte forma:

e = 2pr-1(2) _ zpe-1(2) _ z
bipe(2) (2 + be)pe-1(2) — becy " 2pi—2(2)

(2 +bg) — bkc,glzp—kd('z)

Pr-1(2)
ZPk—2(z) ~
Como 7,1 = ————=— entao 7 pode ser dado como
bk—1pk—1(2)
Ve = Te(V-1), (3.54)
onde Ty (w) é a transformagao bilinear
€ = Ty(w) == & (3.55)

z+ by — bkc,;lbk_lw'
Agora, mostraremos que Re(y) <1, k=1,2,...,n.

Portanto, desde que Re(~;_1) < 1 por hipé6tese, entao -y, pertence a imagem do semi-
plano Re(w) < 1 sob a transformacao Tj. Agora, T tem seu pélo em

b b
2z 0 Ji—l-k_'_l. Yy

wy (3.56)

B bkclzlbk—l - bkcjzlbk—l bkclzlbk—l.
De (3.50), temos que = > —a > —(by — bicy, 'by_1), entdo
T + bk > —(bk - bkclzlbkfl) + bk

— I =1.
bkck bk,1 bkck bk,1

Re(wy) =

Assim, Re(wy) > 1. Além disso, como T} é uma transformagao linear fraciondria, do
Teorema 2.5.4, T}, leva Re(w) < 1 em um disco fechado Dy, no plano &.
Sabemos, também, que o conjugado de wy, é
_ Z + by
Ok e Ty
e 0 seu simétrico com respeito a linha Re(w) =1 é dado por

zZ+0b
2 m=2—
bkck bk—l
Entao, o centro & do disco é a imagem, sob T}, do ponto no plano w simétrico ao pélo
wy, com respeito a reta Re(w) = 1, isto é,
. x—bp + 1y
& = T2 —w) =Ty (2 - T)
bkck bk—l
2bkc,;1bk_1 —x — by +1y

b by.— 2b bp_1—x—0b
kCp, Ok—1 by — bkclzlbk—l kCp Ok—1 — X — O + 1y

-1
bkck, bk—l
z z

21 + 2by, — 2bpey by 22 + 205(1 — ¢ bp1)




3.3. Limitantes para os zeros 52

Além disso, desde que T;(00) = 0 estd na fronteira de Dy, o raio 1 do disco é dado por

2| V2 +y?

27 + 2b(1 — b1y ') 27 + 2by(1 — bp_1c )’

e = [&| =

Consequentemente, a parte real de qualquer ponto em Dy nao excede a soma

Re(z) + |z| B x + |z

R = o ‘
e(&k) + 7 2Re(z) + 2bi(1 — bk_lczl) 2z + 2b,(1 — bk—lclzl)

x + |z x + |z

De (3.50), R < —— . Assi _—
e (3.50), Re(&) + 7 St 2o S, oo

Re(&) + ri. Como z € B, de (3.51), obtemos

x + |2 - z+ /22 +da(z+a)  x+y/(z+2a)?

¢ um limitante superior para a soma

2r+ 2a0 2 4+ 2« 2r + 2«

Em particular, como v, = Ty(vk—_1), entdo v € Dy pois Re(yx—1) < 1. Portanto,
Re(v) <1, o que completa a demonstragao de (3.53).

Da relagao de recorréncia (3.49), obtemos facilmente que

pr(0) = pr—1(0) = -~ = po(0) # 0.

Desta maneira, concluimos que z = 0 nao é raiz do polinomio py(z), para k =0,1,...,n.
Agora, consideremos z = zy € B, e suponhamos que py(zo) = pr—1(20) = 0 para algum
k > 1 (evidentemente 2y # 0). Novamente, pela relagao de recorréncia (3.49), obtemos

Z
Opk—2(20)7

pr(20) = (Z—O + 1)]%—1(20) - —

k Ck

ou seja, _@pk_Q(ZQ) = 0 <= pr_2(20) = 0. Recursivamente, pj_;(29) = 0 para todo

0<j< ka Chegamos em uma contradigao, pois po(z) = po # 0. Portanto, pi(z) e
Pr—1(2) nao tém zeros em comum para todo k, 1 < k < n.

Finalmente, suponhamos que pi(z9) = 0 para algum zy € P, e algum k, 1 < k < n.

z

De (3.49), temos que pi(z) = + 1>p0(z) e, entao, pi(z) = 0 < z +1=0. Assim,

by by
p1(z) tem seu unico zero em —b;. Mas, de (3.50),
a<b = —b <-—qa. (357)
Desta maneira, z = —by é real e positivo, mas, de (3.57) e por (3.51), este zero nao esta

em PB,. Chegamos em um absurdo.

Logo, para k = 2,...,n, p(z) = 0, ou seja,

zo+0b 2
( Ob k)pk—1(20) = —Opk—2(2’0)-
k Ck
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Como pg(z) e pr—1(#) ndo tém zeros em comum, multiplicando ambos os lados da igualdade

acima por b obtemos
k—1

(zo+bk) k20 Pr—2(%0) — Y1 (20). (3.58)

br br—1 B br—1 Pr—1(20)
Agora, como zy € P, de (3.53) e por argumento de continuidade, implica que
Re(yk-1(20)) < 1. Desta maneira, tomando a parte real em (3.58) e usando (3.50),

obtemos

Ck Ck Ck
e(bklbk (20 + k)) N €<bk1bkzo i bkl) -
— % Re(z )+C—k<1:>c—k{Re(Zo) +1] <1
bi—1by, 0 b1 — br—1 by -
— Re(zo) S bk—l 1
bk Cr
bj—
= Re(zy) < =0y (1 - %) < —a. (3.59)
%

Como estamos considerando zg € B, entao, de (3.51), segue que
Re(zy) > —a. (3.60)

Assim, de (3.59) e (3.60), chegamos em uma contradigao.

Desta forma, concluimos que pg(z) nao tem zeros em ‘B, para todo kb, 1 <k <n. =

Teorema 3.3.3. Sejam oy, k= 2,3,....,n, e B, k = 1,2,...,n, numeros reais e posi-

tivos. Consideremos
T=min{—n =0 —ar:k=1,2,...,n}, com o« =0. (3.61)
Entao, se 7 > 0, a regiao parabolica
Prr)={z=2+iycC:y* <4r(t+2z),2 > —7} (3.62)

nao contém zeros dos polinomios Q1,Qs, ..., Q.

Demonstracao: Consideremos a sequéncia de polinomios {Qy}}_, gerada pela relacao
de recorréncia de trés termos dada em (3.1). Seja {px}}_, uma sequéncia de polinomios
de respectivos graus k satisfazendo a relagao de recorréncia de trés termos dada em (3.49).

Desta forma, podemos escrever os polinémios pi(2), k = 1,2,...,n, da seguinte forma:

_ @l ) — D=0 e po(z) = On(z) =
pr(2) = 5. .0 p-1(2) =Q-1(2) =0 po(2) = Qo(2) =1, (3.63)
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onde os nimeros b e ¢, sao tais que

_ ﬂkflﬂk
Cr —

(6973

by =0, para k=1,2,...,n e para k=23,...,n.
Temos que

T = min{—n, =0 —ap:k=1,2,...,n}

= mln{_nkzﬁk(l_ﬁk—lﬁkafﬁk> :k:1727"'7n}
= min{—nk:bk(l—bk—_l) :k:zl,Z,...,n}. (3.64)

Ck

De (3.64), (3.50) e (3.51), segue que 7 = a e ‘P, = P (7). Assim, pelo Teorema
3.3.2, pr(2), 1 < k < n, nao tem zeros em P,,. Portanto, pelo Teorema 3.3.2 e por (3.63),

podemos afirmar que Qx(z), para k =1,2,...,n, ndo tem zeros em P (7). n

Na Figura 3.2 temos o gréfico da regiao B+ () com 7 = 1.

)

1
-1
=
=

|AANEREENNY
| EH AR
AR E NN
| A HEEAERER

|
AN
INENN|
L1111
IENNEN|
T
/ENRENN

IENEEEEN
[ENENENA

LIS L LA I
0 2 4 6 8 le4

X

Figura 3.2: Regiao B+ (7)
O seguinte teorema fornece informacgoes sobre os zeros dos polinomios (), quando

Ozn+1>Oeﬂn=ﬁ>0.

Teorema 3.3.4. Sejam B, = >0, k=1,2,....neap >0, k=1,2,...,n. Entdo,
0s zeros de Qr, 1 < k < n, sao distintos (exceto para a possibilidade de zero duplo em

z = [3) e pertencem a regiago €(5) U (0,00), onde

CB)={z:2=03e% 0<0<2n}. (3.65)
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11

46

sao distintos e estao sobre o czrculo aberto €(3).

= 2(B;2) = %<ﬁ+ \/g) (3.66)

Observe que a funcao inversa é dada por
=0 [(m2 — 1)+ 2y/22(2? — 1)} : (3.67)

Entéao, os polindmios Py(z) = (4ﬁz)’§Qk(z), 0 < k < n, satisfazem

n—1
Em particular, se { } ¢ uma sequéncia encadeada positiva, entao todos os zeros

Demonstracgao: Seja

Py(z)=1, P(z)=x e

Poir(2) = 2Py(z) — a:;Pk_l(x), 1<k<n-L (3.68)

De fato, da relagao de recorréncia de trés termos (3.1), obtemos Py(z) = Qp(2) =1 e

(z+ 1) = 1<\/_+\/§1\/_)

Pe) = (45:)74Qu0) = o

e, também,
Poi(z) = (482) 7 Qu(2) = (482) "% (2 + B)Qu(2) — aps12Qi1(2)]

R L+ TURL

VABz \/(46z2)k 48\ /( 4ﬂz)k—1 B 2\/@ 45

— (\/> \/>) Py(x ak“Pk_l(x) = 2P(x) — 04:51 P ().

Comparando a relagao de recorréncia de trés termos (2.23) com a relacdo de recorréncia

Xk+1
= ﬂ Logo, pelos Teoremas 2.6.6 e 2.6.7, temos que
os zeros de P} sao reais, distintos e simétricos com relacao a origem.

Se xy;, j =1,2,...,k, sdo os zeros de Py(z), de (3.67), os zeros de Q(z) sao dados

Zhi = ﬂ{(szJ — 1)+ 2\ /ai (2}, — 1)}, j=1,2,... k. (3.69)

Podemos, entao, escrever

(3.68), encontramos ¢, = 0 e A,

por

k
Pyy(x) = H@Q - ﬁk;) e Poyi(z) = xH $2k+1]

j=1

De Qi(z) = (482) Pu(w(B; 2)), temos que

Qun(z) = (482)"Pu() = (482)" [ [(2* — 23 )

7j=1

- o I )]

J
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o))
= 14 B 22k,j
_ ) Sz Zokg — 2\ | _ i i 1 16
- H[ Lot = o }I“‘Z%J)(B— =)

k 2 k 2
_ H oon) (M) :H(Z_Z%j)(z_ 3 )

ﬁZZQk]

<.

e, também, que

2k+1

k
Quesi(2) = (482)"% Puii(z) = (462)" o [J (2% — 23 )
1

j=
2k41 b 1 z \/B 2 22k+1 “2k+1,5
= x(4pz2) 2 ]1_[1 {Z (\/% + ;) , [ — Z2k+1,]

— 2(482)"F H<E+é+2)—<z%+1j+ +2 ]

5 22k+1,j

. 1 z B Zedl 1 Z = 22k+1,5 k41,5 — %
a 5( 8 " \/;> (452) H 4 [ 5 " ﬁ( ZZok+1,5 >]
6909 TTe - s (5 - =)

B Z22k+1,5

(B’ wZﬁﬁ( Z2k+1,j)<M>

5222k+1,j

Analisemos trés casos.
(1°) Se aj; > 1 = a3 ;(z;; — 1) > 0. Logo, de (3.69), z; € (4,00) e a outra raiz
ﬁz

kg
reais e positivos de Q.

€ (0,3), uma sendo a inversa da outra com relagao a 3%. Assim, temos dois zeros

(2°) Se 23, < 1 = aj (27, — 1) < 0. Logo, de (3.69), 2; ¢ uma raiz complexa

=> Z,; também ¢é raiz.
2

Além disso, |z ;| = \/2k;Zk; = (. Portanto, z; e P sao zeros de (Q;, e aparecem
k.j
em pares conjugados no circulo €(3).

(3°) Se xf; =1 = a4 = 1 ou x4 ; = —1. Fazendo z;; = 1 ou x3; = —1 em (3.69)
obtemos, exatamente, z,; = 3. Assim, 2z, ; = [ é uma raiz de (), com multiplicidade

dois.
A1

4p

n—1
Agora, suponhamos que { } é sequencia encadeada positiva, isto é, existe uma
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segunda sequéncia {gx}7—;, onde 0 < gy < 1e 0 < gp < 1paral <k <n— 1, tal que

(07N ]
43

Qg1

46

=1 =gr1)gr, 1<k<n-—1

De (3.68), segue que Pi_1(z) = xPy(x) — Pry1(x), isto é,

et _ Py(z)  Penl(x) _ 2Py (x) B 22 Pyi1 () P(x)
43 P._1(x)  Pya(z zPy_1(z)  2?2Py_1(x)Py(2)
rPy_1(x) x Py () x P, (7) Py ()
Considerando (2.26) com ¢, = 0 e A1 = :—51, obtemos que 7,(x) = ZE; ¢ uma
sequéncia encadeada. Assim, como ¢, = 0, entdao —1 < ¢, < 1 e, também, r,(—1) =
ro(l) = &:H é sequéncia encadeada. Portanto, pelo Teorema 2.7.2 e Corolario 2.7.1,

segue que & > —1 e n; < 1, onde [&, 1] é o verdadeiro intervalo de ortogonalidade.
Desta maneira, concluimos que todos os zeros de P, 1 < k < n, estao no interior de
(—1,1). Portanto, neste caso, todos as raizes de Q, 1 < k < n, estdao no circulo aberto

&(3). n

O teorema que mostraremos agora fornecera a base para provarmos o Teorema 3.3.6.

Podemos encontrar esses dois resultados em Ismail e Li [11].

Teorema 3.3.5. Seja {p,}Y_,, uma familia de polinomios reais gerados por

Yns1Pni1(2) = (x — Boi1)pn(T) — apy1pn1(z), n=1,2,..., N, (3.71)

com po(x) =1 e pi(x) = Tt 50‘ Suponhamos que todos os 3, sejam reais e que vale a
condicao b

Ynon >0, n=0,1,2,... N. (3.72)

Entao, os zeros de p,(x) pertencem ao intervalo (A, B) se, e somente se,

(1) A< B, <B, 0<n<N;

N-1
.. TnCQn ; A
(17) { } ¢ sequéncia encadeada para v = A e x = B.
(ZZ: - ﬁn)(fﬁ - 6”) n=1
Demonstracgao: Consideremos, sem perda de generalidade, v, =1, n=0,1,..., N.

Seja {p, }2_, uma sequéncia de polinémios como em (3.71). Sabemos que se 3, # 0 e
Qny1 > 0, n > 1, entdao {p,}_, é uma sequéncia de polindmios ortogonais associados a
alguma medida na reta real e também os zeros de p, () sao reais, distintos e se entrelagam

com os zeros de p,_1(x).
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Suponhamos que todos os zeros de py, po, . .., py estdo no intervalo (A, B). De (3.71),
temos que
Pry1(T) Pr—1(z)
) = oy 2o ) 3.73
(QZ 5 +1) pn(x) + « +1 pn(fﬁ) ( )

Como {p, })_, sdo polindmios monicos, temos que p,(x) > 0 para x > B e, considerando
a condicao (3.72), segue que  — f,41 > 0. Entao, 8,11 < B.
Da mesma forma, temos que (—1)"p,(z) > 0 para x < A. Logo, z — 41 < 0 e,

consequentemente, A < (3,1.

Qpt1Pn—1() pn+1(93)

Temos, também, de (3.73), que @ = B o) =1- @ = Bost)pn(@)’ Entao,
On1 (:)3 - ﬁn)pn—l(x) —1_ Pn+1 (ZL’)
(x = Bu)(x = Bat1) Pn(T) (2 = Bug1)pn(x)’
ou seja,
i m@ [ penl)
(@ = Bu)(x = Bat1)  (z = Ba)pp-1() (= Bus1)pu(z) ]
Logo,
an(2) = [1 = gn—1(2)]gn(2), (3.74)
onde (@)
o Ani1 N ) = Pn(T
R Ny e M AR ey R PE
) Pn+1 (.CE)

9(0) =1 = g @)

Sex > Boux < A, temos que

Ont1

W) = T~ B

>0, 1—g,1(x)>0

pi(z) _(@=5)
(z = Bi)po(x) (2 — Br)

Como 1—g,_1(z) >0eay(xr) >0 parax > Boux < A, temos que

1 —go(z) = =1= go(z) = 0.

gn(z) >0 para z>B ou z<A.
Desta maneira, g,(z) >0 e 1—g,(z)> 0 e, entao,
go(x)=0 e 0<gu(x)<l, n>1.

Portanto, {g,}»_, é sequéncia de parametros para a sequéncia encadeada {a, (z)}_, para

qualquer z tal que z > B ou = < A.
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Reciprocamente, considerando (3.74), temos que {a, }_, é sequéncia encadeada para
x> Boux <A Logo, go(r) = 0. Entao, {g,}_, é sequéncia de parametros minimal e
0<gn(z) <1=0<1—gn(x) <1parazxz> Boux<A,isto é,

pn(T)
(I‘ — Bn)Pn1 (:L‘)

para z > B ou x < A. Entao, p,(x) ndo tem zeros em x > B ou x < A. Portanto, as

0< <1

raizes de p,(x), obviamente, pertencem ao intervalo (A, B). n

Consideremos, agora, a sequéncia de polinémios {p,}22, gerada por

\/aanrl(x) = :L‘pn(x) o \/apn,1<l’), n =1, (375)

com a > 0, po(x) =1 e pi(z) = x. Facilmente, podemos mostrar que

pulz) = U, (%) n >0, (3.76)

onde U, (z) sao os polinomios de Chebyshev de 2* espécie.
De fato, consideremos a relacao de recorréncia de trés termos dos polinomios de Cheby-
shev de 2% espécie
Uns1(y) = 2yUn(y) — Un-1(y), n =1,

com Up(y) =1 e Uy(y) = 2y. Fazendo y = L obtemos

SN
) ) (), e
com Uo(;%) le Ul(z\/_) = Logo,

Vitn(57) = on(5z) - Vit (575) - n 21

ou seja, V/apus1(2) = 2pa(2) = Vapa_i(z), n > 1, onde

Pr41(®) = Unta (QL\/E)’

com pi(z) = \/_Ul( \/—) e po(x) = UO(%) =1

Teorema 3.3.6. A sequéncia constante {a,(x) = a}_, é sequéncia encadeada finita se,

-1
4 cos? (NLHH .

e somente se,

O<a<




3.3. Limitantes para os zeros 60

Demonstragao: Suponhamos que {a}_; seja uma sequéncia encadeada finita. Vamos
aplicar o Teorema 3.3.5 com (3, =0, a,, = v, = +v/a, A= —1¢e B =1. Assim, os zeros de

pn+1(x), gerados pela relagao de recorrénica (3.75), pertencem ao intervalo (—1,1).

>,j—1,2,...,N—|—

Sabemos que os zeros de Uy (z) sao dados por zx41,; = cos ~ i 5
1. Entao, de (3.76), os zeros extremos de py1(x) sdo +21/a cos (NW

) . Como os zeros
+ 2

extremos de pyy1(x) devem pertencer ao intervalo (—1,1), entao 2v/a COS(NZ_ 2) <1

~1 -1
Logo, /a < |:2COS(N12):| ,ouseja, 0 <a< |:4COSQ (NL—FQ)] .

Reciprocamente, se 0 < a < {4 cos? (NLH)} , definimos os polinémios

1 1
ipn-i-l(x) :.Tpn(flf) - épn—l(x)7 n:O,l,...,N,
com po(z) = 1 e p_1(x) = 0. Logo, temos que pyy1(z) = Unyi(x), o polindmio de

T
Chebyshev de 2% espécie. Os zeros extremos de pyi1(x) sdo =+ cos )

s ,
+ €, € > 0, concluimos,
n -+ 2

Agora, aplicando o Teorema 3.3.5 com —A = B = cos<

-1
T
entao, que { [4 cos? (N—+2) —i—e] } deve ser uma sequéncia encadeada para todo € > 0.

Portanto, pelo Teorema 2.7.1, concluimos que {a}X_, é sequéncia encadeada finita. n

Agora, estamos em condic¢oes de provar o corolario a seguir, que é um caso especial do

Teorema 3.3.4.
Corolario 3.3.1. Seja B, =06>0, k=1,2,...,n. Entao,

(i) se 0 < g1 < B, k=1,2,....,n—1, todos os zeros de Qr, 1 < k < n, estio em

&(3);

(11) em particular, para € >0, se 0 < ap1 < B —€, 1 <k <n-—1, os zeros de qualquer

Qr, 1 <k <mn, estio no arco de €(3) que fica no exterior da regiao parabdlica

Pre)={z=a+iyeC:y* <de(z+e€), 7> —e};

g1
(111) novamente, se 0 < a1 < B, k=1,2,....n—1, e kK, = max L todos os

1<k<n—1 1)
zeros de Qi, k=1,2,...,n, estao no arco aberto

C(B,0,)={z:2=0" 0, <0 <21 —0,},

onde 6,, = 2 arccos (Kn cos( T )) ;
n+1
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(iv) para € > 0, suponha que 0 < ap1 < B+¢€ 1 <k <n-—1.Se@Q, tem zeros

2
no exterior de €([3), entdao esses zeros estao no interior do intervalo (?, b) , onde

b= (VB+e+e)?

1
et < - < 1. Podemos

48 ~ 4

Demonstragao: Item (i)— Como 0 < agy1 < 3, entdao 0 <

«
encontrar uma sequéncia {gy} tal que :;1 =1—gr1)grcom0<gy<lel<g<l,
k=1,2,...,n. Isto é facil de verificar, se tomarmos, por exemplo, go = 0. Logo, pelo

Teorema 3.3.4 segue a primeira parte.

Item (ii)— Como By =3 >0,k=1,2,....,nea; >0, k =2,3,...,n, pelo Teorema
3.3.4, os zeros de Q) estao em €(3) U (0,00). Tomemos € > 0. Se 0 < ap < f— €,k =
2,...n,entao =g — By =ap — < B —e— 3= —¢, isto é,

—n > € paratodo k=2 ...,n. (3.77)

Mas, —m; = 1 > 0. Logo, de (3.61), 7 = min{—n : k = 1,2,...,n} > ¢ > 0. Pelo
Teorema 3.3.3, a regiao parabdlica P (7) nao contém zeros dos polindmios Qy, k =
1,2,...,n. Como 0 < € < 7, entdo PT(e) C P+ (7). Assim, nao ha zeros de Qy, k =
1,2,...,n, em P (e). Portanto, os zeros de Q, 1 < k < n, estdao no arco €(3) que fica
no exterior da regiao parabdlica P+ (e).

Para provar o item (iii), consideremos os polinémios

Pi(z) = (482) 72 Qu(2),

onde x = = <\/> \/7 ) Como ja foi provado no Teorema 3.3.4, esses

polinémios satisfazem Py 1(x) = Py (x Oif;l Pia(z), 1<k<n-—1,com Py(z)=1e
Py (xz) = x. Portanto, dos Teoremas 3.3.5 e 3.3.6, os zeros de Pg(z),1 < k < n, estdo no

interior do intervalo (—z, %), onde

A U Qk+1
T = cos max .
n+1) 1<k<n-1 I}

De fato, como 3, = 0, temos que —& < [, < z. Além disso, 7, = 1 e

Xk+1
46

n
} é sequéncia encadeada para aplicarmos o Teorema

> 0.

k+1
452

C]{ n
3.3.5. Do Teorema 3.3.6, temos que a sequéncia {4ﬁ+;} é encadeada se
x

Precisamos mostrar que {

k1 1

<
4322 ’
Pz 40032( T >
n—+1

0<
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. Qft1 T ~ . Q41 m A
ouseja, xr > CoS . Entao, paraz = max cos a sequéncia
I6] n+1 1<k<n—1 I} n+1

n
Q
kal é encadeada.
4622 ), _,
Como z = (B¢?, substituindo em = x(8; 2), e sabendo que 2cos(f) = e + e,

1 . . 0
temos que x = 3 <v e + Ve—“’) = CO0S (5) Assim, 6 = 2arccos(x). Logo, para = = 1z,

obtemos
0,, = 2 arccos(t) = 2 arccos (COS( T >mn>.
n+1

Logo, como os zeros de Py(x) estdo em (—2, %), concluimos que os zeros de Qr, 1 < k < n,

estao no arco aberto €(3,6,).

Para provar o ultimo item, vamos considerar os polinomios Py(z), 1 < k < n, como
anteriormente. Pelo item (iii) os zeros de Py(x), 1 < k < n, estdo no interior do intervalo
(—=2,2). Como 0 < a1 < B+¢, 1 <k<n-—1, temos

A ™ k41
X = COoS max <
n+1) 1<k<n—1 6 -

Assim, os zeros de Py(z), 1 < k < n, pertencem ao intervalo

e ((555)

Seja z;; um zero de Qi(2) tal que zi; ¢ €(3) = 2; € (0,00). Se x; é um zero de

)

) 2y B+ 2oy T B2+ 2625\  Bte
Entdo, 3 ; = 4( 5] - o - 2) T ou seja, Z( J T < 5 isto
é, 2i; — 2(8 4 2¢)z1,; + % < 0. Podemos obter, também,

Py(x), entao

Zei — 2B+ 26z, + 5 <0
e, assim, encontramos que os zeros de ()}, satisfazem
(B +2€) = 2/e(B+€) < 2z < (B+2€) +21/e(6 + e),
onde (3 + 2¢) +2\/e(B+€) = (/B + € + v€)? = b e, também,

o TG~ BH2) —2Ve(f+¢) . e
(B + 2€) —2y/e(B +¢€) NEETENGE (B+2€) +2y/e(B+¢)

(84 2¢)* — 4e(f +¢) 3 s

VFretveap (Bretvor b
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3.4 Relacoes com normas matriciais

A seguir, vamos estudar os zeros de polinomios através da representacao de autovalores

(3.44) associada a correspondente matriz de Hessenberg.

Teorema 3.4.1. Dado a relagdo de recorréncia de trés termos (3.1), suponha que todos
08 zeros z; de Q, (isto €, os autovalores de Hf?U sejam distintos e que as matrizes
P,, P! ¢ Z, sejam aquelas dadas, respectivamente, por (3.40), (3.41) e (3.44).

Considere a relagao de recorréncia de trés termos perturbada
mi1(2) = (24 00,0)Q0(2) — 07 12Q5, 4 (2), m=1,2,...,n—1, (3.78)
com Q5(z) =1 e Q{(2) = z + G5, onde os numeros complexos o, e 35, sdo tais que
las, —am| <€, m=23,....n e |0, —0nl <€, m=12,...,n, (3.79)

com € > 0. Seja H'Y a matriz de Hessenberg associada d relagdo de recorréncia de trés
termos definida no Teorema 3.1.2, cujos autovalores sao os zeros do polinomio Q. Entao,

para qualquer zero z¢ de ),

min |2¢ — 25| <|| HY — H? ||| P, |[[| P," |,

1<j<n
onde || . || € qualquer norma subordinada em C™.

Demonstragao: Se z¢ é igual a qualquer dos zeros de @), o resultado é trivial.
Suponhamos que z¢ nao seja igual a nenhum dos zeros de @),,. Seja u o autovetor de

Hﬁf) associado com o autovalor de z¢. Entao, Hgf)u = 2°u, ou seja,
H9u — zfu = HYu — HYu,
isto é,
HYu — 2u = —(Hff) - HSIQ))u. (3.80)

De (3.44), temos HEZQ) = P,=, P, onde Z, é amatriz diagonal cujos elementos diagonais

SA0 Zn.1, Zn2s - - -5 Znm- Assim, podemos escrever (3.80) da seguinte forma:
= p-1 €17 — €) Q)
P,=. P, u—zu——(Hil — H u,

ou seja,
P.(Z, - L) P, 'u= —(HY — HY)u,
isto é,
u=-P,(5, - 2L)"'P,' (HY — HY)u.
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Tomando qualquer norma subordinada, obtemos

| =Pu(S — L) P, (HY) — Hy)u |

[u

< TPl (Zn = ZGIn)’l 2 I (G — H) ],
isto é,
L< | Pullll (B =21 I PN (Y — HL) |,
ou seja,
I (En =2 L) 1<) (HY — H) |l Po ([l P (3.81)
Observe que (2, — 2¢I,,)~! é uma matriz diagonal. Logo, como estamos considerando
normas subordinadas, temos || (2, — 2¢I,)7! ||= max (2,5 — 2)7!|. Entdo,
| (En =2 L) 7= max |z — 2 = max [ = 201,

De (3.81), segue que

max |2 =z, = || (E, =2 L) 7] (HY — H) ||| P Il P, |-

<j<n

Portanto, concluimos que 11r<r11£1 |2 — zn ] <|| (HO — HOY ||| P, ||| P, || - u
<j<n

Podemos verificar facilmente que
I HY = H? o< 20— 1)e e || HY = H? 1< (2n - 1)e. (3.82)

De fato, do Teorema 3.1.2, podemos observar que H§f) ¢ a seguinte matriz:

ny o5 0 ... 0 0
moMy a3
HS): . . . . . . 7 (383)
momy nyoee oy 0
mone N3 Mo O
Mo M e Tt T
onde n;, =af, — B, m=12....n,com aj=0.

Logo, a matriz H'Y — H? ¢ dada por

no—m Qay— Qo 0

ni—m My — 12 Q5 — Qs

HY — HQ =
M—m M= Ny5—N3 ... Qg — Qnpoi 0

M—m My—MN2 N5—nN3 ... Mg —Na-1 O — 0y
M—m Ny—"N2 N3—1N o ooy —Th-1 Ty —1h
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Usando as condigoes (3.79), obtemos
( € €
ni —ml + |af — asg
2

Soli—ml + 5o
| HY ~ B |l = max)

n

Z |7k — 7]
k=1

( |81 — Bu| + |as — al
3

Z(W}i — Bkl + lef, — ax)

< max k=1
Z(‘ﬂfc_ﬁk|+‘a2_ak’)
\ k=1
(
e + € = 2e
e + € + € 4+ € = de
< max
e + € + ... + € = 2n—1e+e=(2n—1)e

Portanto, || HY — H@ | .< (2n — 1)e.
De modo andlogo, verifica-se que || H'Y — H\@ ||,< (2n — 1)e.

O corolario que provaremos a seguir, trata das raizes do polinomio Q).

Corolario 3.4.1. Seja 5 > 0 e considere a relagao de recorréncia de trés termos

mr1(2) = (2 + BL0)@(2) — a1 2Q, 1 (2), m=1,2,...,n—1,
com Q(z) =1 e Q5(z) = z + 5, onde os nimeros complexos af, e 35, sao tais que

[Im(a;,)| <€, 0<Re(a;,)<pB, m=23,...,n

165, — Bl <e, m=1,2...n,

com ¢ > 0. Seja Hif) a matriz de Hessenberg associada a relagao de recorréncia de
trés termos definida no Teorema 3.1.2, cujo autovalores sao os zeros dos polinomios Q).

Considere a relagao de recorréncia de trés termos

Qmi1(2) = (2 4+ B)Qm(2) — Re(ay, 1)2Qm-1(2), m=12,...,n—1, (3.84)
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com Qo(z) =1, Q1(z) =z + f.
Para esta relagao de recorréncia sejam H;Q), P, e P;l as matrizes associadas definidas,
respectivamente, no Teorema 3.1.2 e equagoes (3.40) e (3.41). Entao, todos os zeros de

Q), estao no interior do anel

C(B— 1 (=Y = D) I Pallll P, ) < |25 < 5+ || (HY — HD) ||| Pl P,

onde a fung¢ao real
x, se x>0

() =

0, caso contrario

Demonstracao: Da relacao de recorréncia (3.84), observemos que

Bnyr=08, m=0,1,....n—=1 e auu = Re(ay,,;), m=12,....,n—1
Logo, |8, — Bl = |6, — Bl < €e
g, — am| = |ay, — Re(ay,)| = |Re(og,) + Im(ay,) — Re(oy,)|
= |[Im(as,)| <e.

Pelo Teorema 3.4.1,

min |2¢ — 25| <[ (HY — H) ||| Po ||| P, I,

1<j<n

onde z¢ e z, ; sdo zeros de @, e @), respectivamente. Como |z| = (3, obtemos

. € ) > : €l __ 1) — : €| — |~
min o€ =z, 2 min (2] = |2ng]) = min ([ - 5) = || - 5,
ou seja,
2] = 8 < min |2 — 2] <[| (HY = HZ) ||| P |[Il P,* |,
1<j<n
isto é,

2 < B+ | (HY = H2) (|| Po [l P, | -
Por outro lado, temos que
‘I

|2l = |2°— znj + 2Znjl = |20 — |25 — 20| = B — |2 — znjl-

Tomando o minimo em ambos os lados da inequacao acima, obtemos
€ _ : € _ X
] = B — min |2°— 2,
> = | (HY = H2) (I Pl P," | -

Considerando a fungao (), concluimos que

C(B— 1 (HY — HD) Il Pa Il P, < |2 < 6+ || (HY — H) Il Pa Il P,
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Observacao 3.4.1. Além de |35, — 3] <€, m = 1,2,...,n, a condigao |Im(a,)| < e,
m = 2,3,...,n, também nos permite fazer uso do limitante superior em (3.82), se a norma

apropriada for escolhida.

Agora, consideremos o seguinte caso especial da relacao de recorréncia de trés termos
para a qual as matrizes =, P, e P, ! podem ser explicitamente encontradas.
Com [ > 0, sejam os polindémio {Q,,(5; z)}"_, dados por

Qerl(ﬁ; Z) = <Z+B)Qm(67 Z) _ﬁszfl(ﬁ; Z)a m = 1,2,...,7”&— 17 (385)
com Qo(B;2) =1e Q:1(f;2) =z + .

Denotemos a matriz de Hessenberg associada com esta relagao de recorréncia (dada

no Teorema 3.1.2) por Hﬁlﬂ). Logo, observando a relagao de recorréncia de trés termos

(3.85), temos que
Bn=06, m=12....n e a,=0 m=2,3,...,n.

Assim, pelo Teorema 3.1.2, obtemos que a matriz Hgf ) tem a seguinte forma:

B3B8 0 ... 0 0
308 ... 0 0

Y — —ﬁOOﬁO , (3.86)
-3 . 0B
300 ... 0 0

Sejam
k=0,1,...,n. (3.87)

Se tomarmos
. 297
)= pe, j=12.m,

n?]

de (3.87), obtemos que
Qn (3 z(’g)) — (56i%)n+1 — ! gt (e — 1) pr(eT - 1)
n ) nvj - i =

ﬁei% -0 ﬁ(eiz% -1) einrt — 1
B (cos(2jm) + isen(2jm) — 1) 0
= ojn = T 2jn = 0.
e'ntl — 1 e'ntt — 1
Portanto, zflﬁj), Jj=1,2,...,n, sdo os zeros de Q,(0; z), isto ¢, os autovalores de Hff).

Consequentemente, usando as propriedades e + 7% = 2cos(f) e e — e~ = 2isen(6),

verificamos que

e'n+t (3.88)

Qu(B;20)) = B7*Qu(5; 21)) = -
sen( )
n-+1
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(k+1)j7r) .

sen( +1
Qu(B; 201y = (20N *Qu(5; ) = n e (3.89)

sen
25

D =8 W@’

De fato,

Qu(B: 2N = B7FQuB; 20 = 57

24
Zn7j - 5 ﬁ62”+1 - 5
21 i g™ 2kjm Jm P I
e S 1 e+t (@l ntlelntl — e 7’n+1)
= 2]77 - . g . g . g
e'nti — 1 e'nt1 (62n+1 — e n+1)
i2k]7r i Jm i gm i(k+1)j7r _i(k+l)j7'r
e ntle ntl — e n+1 e n+1 — e n+1 . kjm
— _ . —= . . ezn-‘rl
2T R K §AT R
e n+l — e n+1 e n+l — [ n+1
(k+1)jm
PICEEYY L SE VT L sen
el —e Ul 24 kyr n+1 | kjm
= - —e'ntl = L)
il -y 21 L
1 1 J
er e sen
n+1
e, também,
(ﬂe )k"’l Br+1
LBy kK LBy 2T\ —
Qk( ; n’]) - zn,ij(ﬁ? Zn,j) - (ﬁe n+1) 257
Beis — 5
2kj 2(k+1)j . 2k c2(k+1)j .
BrErle™ E==y [e’nﬂw — 1] et e i i {eznﬂw — e_znjfl]
= . 241 - g . g
5k+1(62n+1 - 1) + (e n+1 — e Zn-‘rl)
Zij‘rr j I i Jj Z(k+1)]7'r (k+1)]7r
_ ki kjm (6 nt+l e ntl — ¢ n+1) (6 n+l - 6 n+l ) k]‘"’ 27/
= [ ZT—!—I@ Zn+l - - —= . e n+1_
-4 s G-I Y S i 2
e n+l — e n+1 e n+l — e n+1 ]

((k+1)j7r>

sen| ———

n+1 _jkir
e "ntL,

( JT )
sen
n+1

Sejam p,(f J) e p,(f ]) os elementos das k-ésima linha e j-ésima coluna das correspondentes

matrizes P, = PV ¢ P! = (P(ﬁ))fl, respectivamente. Entao, de (3.42), (3.40) e (3.41),

obtemos L)
~(B) Qk 1( ) n _]) 3.90
kuj 7 / ( ° )
an-i-lQn( ;Zn,j)
¢ )
~ ijl(ﬁ; an) QJ( 7zn k)
V) = , (3.91)

C~271—1( ; w(flg)
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Temos que
kg
. sen ] -
Qua(Bi2)) = 70 DQua(8:5]) = ——— e (3.92)
sen( J )
n+1
) +1_ g+l
~ . ol pn
Qn(3;2) = B7"Qu(B2) = b7 ——7—.
z=p
Logo,

~ n My — — (gntl _ gntl n on ontl _ gntl
ST (ESIECEL EEUETAD) SR (UE 5

(» - B)? (z—B) (=)
L[z Qu(B:2)
v {@—ﬁ) z—ﬁ]‘

27
Fazendo z = Z(ﬁ ) e nfl = 1,2, ....n, na equacao acima, obtemos
M) ) b b s b

im -2ngm
QI (ﬁ z(ﬂ)) _ ﬁn[(n + )ﬁne ntl :| B (n+ 1)@ nt1
n n,j /8€n+1—ﬁ ﬁem_ﬁ
(n + 1)6 i 2
/86 n+1 (€Zn+1 —_ 6 T) ZZ
(n+1)e' s (399
ﬂeiﬂlsen( JT )2@'

n+1

Substituindo (3.92) e (3.93) em (3.90) e observando que, na relacdo de recorréncia de

trés termos (3.85), temos oy, 11 = (3, obtemos

» o .
sen( JW) ﬁe’njﬂsen< 2l )Qi
. (8) n+1) ;G + 1
. = —_—TC n+1

Sen( g ) (n + 1)é’ i

n+1

2 kjm \ _;Cn—kinx
= sen e
n+1 n+1

Qi(B:2) = (219~

Como

&) : (3.94)
entdo, de (3.91), obtemos

0 Qj=1(B; 2n) = Q555 2ni) _ tmi (e = B7) =z G - )
* Qn-1(8; zn 1) —(n—1 (an - ﬁ”)

Zn,k
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J+1 —Jj 1 —J 3j —j+1 j+1
B #+ 2, 5” =z W+ 2 T
- +1
an—ZnZ ﬁn 1_Z ﬁn
. +1)kn 2kjm ( j+1)km 2k
5‘(]*‘1) %5 j+1 5_7672 s I} e e (1 — e’ﬁ)
= = - 2knm
1 — gne " e
2(]+1)k7‘r - 2km
e ‘T Tt (1 — @Zn-H) 2(j+ 1)k
= =e ' ntl
2km
(1 — eZnH)
_Z~2nk7r _i2(n+1)k7\'*2k7{ ok j 2k 2k7r
lembrando que e " »t1 = ¢ nF1 = e T = T
-1
De Pﬁf)(Pg) = I,,, temos
Zn: ~ ~ " 27/ (2n kljﬂ' Z.2(l+1ij7r
p p Sen n+ n+
. k&5, E :n—i—l
J=1 Jj=1
2Z " (k 2l)]‘rr 2(n+1)]7r
— n+1 n+1
n+1 Z
7j=1
2 — kjm \ ;G—20ir
= g sen e’ ntl
n—+14% n—+1
J=1
0, se k#I1
= O = ’ , Lk=1,2,...,n
1, se k=1
Podemos demonstrar, entao, o seguinte lema.
: -1 -
Lema 3.4.1. (i) | (P(ﬂ)) li=|l (P(ﬁ)) loo=m;
(ii) || P |h=] P ||oo= 0w onde
n .
kjm n(n+1)
o, = max E sen </ —-=.
1<k<n | 4 n—+1 2
J=1
Demonstragao: Para provar o primeiro item, temos que
n G+1)k
—1 _ .U s
| (ng)) |1 = max E Py ;| = max et | = max n=n
1<j<n £ : 1<j<n £ 1<j<n
e, também,
_ G+D)k
-1 jtDkm
po) = max g = max e "t | = max n =n.
I ( n ) loc 1<k<n [Pyl = 1<ks<n £ 1<k<n
]:
Agora, para provar (ii), temos
21 kjm ; @n—k)jm
| P |, = max E Py, ;| = max sen( 27 )i
1<j<n 4 k, I<jsn&~|n +1 n+1
2 — kj7r ; @2n=h)jn
= max E sen e il
1<j<n n—i—lk_1 n+1
2i _ kjm

max
n 4+ 11<i<n .

sen (
=1

)

n+1



3.4. Relacoes com normas matriciais 71

Consideremos .
kjm
0p, = max sen )
1<j<n - n+1
21
L P(ﬁ) o
0go, || ||1 n 1 Ny 1
T n+ n
1-— ok 1 — (e'n+1 -
Como ——— < Z 2 entdio, se z = e'ati, obtemos (¢ 2,37 — o
]_ — Z :0 ]_ — 6 n+l j:()
Logo,
1-1 - 2k
0 = Sk cos T + 7sen J
1 —e'ntt — n—+1 n—+1
7=0
J

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos que (x,y) <|| x |2/l ¥ ||2 - Tomando

T
km 2km nkm
x = | |[sen , |sen : sen
n+1 n+1 n+1
y
9 1
e lembrando que sen®(x) = 5(1 — cos(2z)), obtemos

kjm - kjm 2 - 9
< 1
()] < (S

ey

I
VR
—
—_
—_
N—
N

n

D

j=1 7= 7=1
. kim \1° "1 2k
= Vn Z[sen(niﬂl> =N 4 §|:1—COS - jq)}
7j=1 - 7=0
1 | & 2kj 1
= vVn— 1-— cos JT =vVn—vn+1
2 | = — n+1 2
7=0 7=0
~
Portanto,
= < kjm ) ‘ (n+1)
Op = max S <
1<k<n £ n+1 2
7j=1
Desta forma, completamos a demonstracao. |

Corolario 3.4.2. Seja 3 > 0 e considere a relagao de recorréncia de trés termos

in—l—l(z) = (Z + 6;4-1)@;1(2) - O‘;z-i-ﬂQ;n—l(z)a m=12,...,n—1,
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com Q4(z) = 1 e Qi(2)

= 2z + [, onde os numeros complexos of, e (35, sao tais que

o, — Bl <€ para m=23,....n e |85, —0B] <€ para m = 1,2,...,n, onde

e > 0. Seja Hgf) a matriz de Hessenberg associada com a relagao de recorréncia de

trés termos definida no Teorema 3.1.2, cujos autovalores sao os zeros dos polinomios ()5,

Entao, todos os zeros de 5, estao no interior do anel

C(ﬁ—

2no,
n+1

2noy,
| HO — H? ||} < |2 <8+ —= || HY — HP |,

n

onde a fungao real ((x) € tal que:

x, se x>0
((x) = .
0, caso contrario
O numero o,, € como no Lema 3.4.1.
Demonstragao: Considerando H'@ = H'” no Coroldrio 3.4.1, entio os zeros de Q,

estao no interior do anel

C(ﬁ— | 5O HO ||| P, || Py H) < | < 61 | HO—HO ||| Py | P2 - (3.95)

2

Pelo Lema 3.4.1, temos || P, ||=|| P |=n e | P, |=] (P%ﬁ))_1 |= LA
n
Substituindo em (3.95), obtemos o resultado desejado, ou seja,
2no 2no
2% o HqO ) < ] < n O O |
(52 B - B 1) < 12 < 04 20 O - )



Capitulo 4

Limitantes para os zeros: alguns

casos particulares

Neste capitulo, estudaremos a localizagao dos zeros dos polinomios de Szegd, para-
ortogonais e com coeficientes nao nulos. Como anteriormente, os zeros sao explorados

através da representacao de autovalores associados a uma matriz de Hessenberg.

4.1 Polinémios de Szego

Com a relacao de recorréncia de trés termos (2.43), temos que os polinomios de Szegd

satisfazem a uma relac¢ao da forma (3.1) com

o Qp, o Ap+1
ﬁn - € Qpy1 =
Ap—1 n

(1-— |an|2), n > 1.

Pelo Teorema 3.1.2, temos que os zeros de S,, s@o os autovalores da matriz de Hessen-

berg inferior H? onde

a, a, a,

= = 0= (1 - |ar—1|2) - == |a7‘—1|2
Ar—1 ar—1 Ar—1
a, _ _
= — Ar_1Gp_1 = —QyGr_1, para r=12,....n
ar—1
(§]
a _ a _
o = M+ Br = - ArQr_1 = - []— - ara'r—lar—l]
Ar_1 ar—1
a
= —[1—la_1}, para r=1,2,...,n.
Ar—1

Logo, podemos aplicar o Teorema 3.3.3 para a relagao de recorréncia (2.43) e, assim,

obtemos o seguinte teorema.

73
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Teorema 4.1.1. (i) Suponha que 0 < ar < 1 para k =1,2,...,n. Seja
T =min{—n = agag_1, k=1,2,... ,n}.
Entao, a regiao parabolica
Pr(r)={z=2+iyc C:y* <4r(t+2),2 > -7},

nao contém zeros de S1,Ss,...,Sy;

(ii) suponha que 0 < (—1)*ay < 1 para k=1,2,...,n. Seja
T =min{—agar_1, k=1,2,... ,n}.
Entao, a regiao parabdlica
P (={z=a+iycC:y* <4r(r —2),2 <7},

nao contém zeros de Sy, S, ..., Sy.

Demonstracgao: A primeira parte deste teorema é obtida aplicando-se o Teorema 3.3.3
a relacdo de recorréncia (2.43).
Para obter a segunda parte, precisamos escrever a relagao de recorréncia (2.43) em

termos dos polinomios {(—1)"S,(—z)}, ou seja,

(1 Sna(-2) = (5= 2 ) (18- + 2L~ e P15 (-2

an n

para n > 1. Como, por hipétese, 0 < (—=1)*ap < 1, k = 1,2,...,n, os coeficientes da
relagdo acima sao positivos. Assim, do Teorema 3.3.3, a regido parabdlica P~ (7) nao

contém zeros de S, 59, ..., 5,. |

4.2 Polinomios para-ortogonais

Em [13], Jones, Njastad e Thron mostraram que os zeros dos polinémios para-ortogonais
sao distintos e estao no circulo unitario. Podemos verificar isso para as duas sequéncias
de polinémios para-ortogonais R\ (2) e R (z) definidos por (2.47).

Como —1 < a, < 1, na rela¢do de recorréncia (2.49) para esses polinémios os coefi-

1 4 1
{Zagzl} e {Zagzl}

cientes
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sao sequencias encadeadas positivas com as respectivas sequéncias de parametros dadas

por
w_1-an (2 - 1= 0nn1

n 2 n 2 ?
isto é,

1 1 1 2 1 2

(1 - 91(121) 7(L1) = Zagw)rl e (1 - 97(121)953) = Zlo%(w)d
1

paranz1,comg(()1):OeO<gé2):1—a§1): —;a1<1.

Portanto, do Teorema 3.3.4, os zeros de Rq(zl) e Rff) sao distintos e estao sobre o circulo
unitdrio aberto €(1) = {z: 2z =¢€", 0< 0 < 27}.

O préximo teorema relaciona os polinomios de Szegé {S,,} e os polindmios ortogonais
P,(Li) obtidos através de

P (z(2)) = (42) "2 RU(2), i = 1,2,

n

onde z(z) = %(\/E+ %)

Teorema 4.2.1. (i) Seja dv(z) uma medida positiva no circulo unitdrio tal que os polinémios

de Szegd associados {S,} sao todos reais, isto é, —1 < S,(0) = a,, < 1 paran > 1. Sejam

af}ll =(1+a,1)(1—a,) >0 e aﬂl =(1+a,)(1—a) >0 n>1.

Consideremos as medidas positivas dpV e dg® definidas por
o' (x) = —dv(z) e dp®(z) = —(1 - 2*)d¢"V (@),

onde v = x(z). Os suportes de dp"V) e dp? estdo no interior de [—1,1]. Entdo, para

i =1,2, as sequéncias de polinémios {PS)}, dadas por Po(i) =1, Pl(i)(z) =xe

i i I @ i
PT(LJZ1(Z) = fPT(L )(2) - Zafljrlpézl

(2), n>1,

sdo o0s polindmios ortogonais moénicos com respeito a medida dp® ;

(ii) reciprocamente, sejam doM) e dg® duas medidas positivas definidas em [—1,1]
tais que d¢® (z) = (1—2%)de™ (x). Suponhamos que os respectivos polinémios ortogonais
ménicos PV e RSQ), associados com essas medidas, satisfacam

1

Pili(x) = P (@) = gal Py (2), n > 1.

Entao, os coeficientes de reflexao a,, = S,(0) dos polinomios de Szegd S,, associados a
medida positiva dv(z) = —dgo™) (x(z)), satisfazem

NG )
1+a,-1 1—a,

Qn
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com ag = 1. Ezplicitamente (com os momentos ,u(()i) de ordem zero associados com d¢™ ),

2 2 2 2 2 2 2
a0 0 050k )
Gon-1 = 270y OO N O ) m - bLn=t
Qop—1Q2p—3--- A3 [l Qon Qo2 -+ - Ay

Além disso,

225,_1(2) = RW(2) + (2 — 1)R512_)1(z), n>1,

onde RY(2) = (42)/2p" (z(2)), 1=1,2.

A demonstracao deste teorema segue de resultados dados em Bracciali, Silva e Sri

Ranga [4] e Zhedanov [27].

4.3 Polinémios com coeficientes nao nulos

Seja
Poz) = bpz" =0, ) bpz* = b, P, (), (4.1)
k=0 k=0
. . = by
onde by, Kk =0,1,...,n, sao complexos, diferentes de zeros e b, = ™ para k =0,1,...,n.
Seja . !
bp—1  br—1
th=—=———, k=1,2,....,n. 4.2
Consideremos as seguintes expressoes
~ 1 4 bn1 by by
Ap = = an—i——znZ—l—...—i——z—i——}
‘ b b b
1 _ n—2 _ 1 0
A == A L T z+ }
! Pn(Z) |: bn—l bn—l bn—l

Entao, A,, e A7, podem ser dadas em termos de fracoes continuas da seguinte forma:

~ 1 t by
24+t — z+ty — -+ — Z+tn
e
1 259 t
A = 17 1z (4.4)
z24+t, — z+th — - — 241

De fato, de (4.1), temos que

'“ bnf bn — bn, _ b b
P,(z) = 2 1<ﬁz"—|—z” 1+b—jz” 2+...+b ilz—l—b 01)
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e, usando (4.2), obtemos

1
A;kz—l = = |:Zn_1 + bn_g/bn_lz"_2 + ...+ bl/bn_lz + bO/bn—1:|
P.(z)
Zn_l + bn_g/bn_lz”_2 + ...+ bl/bn_lz + bO/bn—l
bn—l/bn (bn/bn_lz” + znl + bn_g/bn_lz”—z + ...+ bl/bn_lz + bo/bn_1>

1

P
ty— [ 2 —
“t (Z Zn1 4 bn_Q/bn_lz”_2 + ...+ bl/bn_lZ + bo/bn_1>
1
bn_g/bn_lz"_l + bn_g/bn_lz”_2 + ...+ bl/bn_122 + bo/bn_lz

21 + bn_g/bn_lz”_z + ...+ bl/bn_lz + b()bn_l
1

bp—a/bp—12(2"7% + bp_3/bp_22"2 + ...+ by /by_oz + by /by_>)
bn—2/bn_1 (bnq/bnfﬂ”_l + 22+ 4 by fbpoz + bo/bnfz)

z+t, —

zZ+t, —

Assim,

* 1
An—l = - —
Z2+t, —tho12 2 A b3 /bn 92" 4 A b1 /by 9z 4 bo/bns
n n—1 bn72/b”*1 (bnfl/bn722n—1 4+ 2n2 4 4 bl/bn722 + bO/bn72)

B 1 B 1
n z+ tn — tnflA*72 n tn,12
n tn —_
o zZ+ tnfl - tanZA:,_g
1
= t — ) (4.5)
2t = tn,QZ
zZ+ tn—l - Tt _
Z TL*Q .. ) tQZ
I
Z —
2 Z+ tl
Temos, também de (4.1), que ﬁn(z) = Do+ b1z + ...+ by_12""1 + 2™ Logo,
~ 1 b -1 bz bl
A B — _ n—1 “n—1l _n-2 o e 3
n—1 Pn(z) z + an + +bnz+bn
I e e R i o T e e
2 by 2 b D22 F bz + by bo+ 2(27 7+ D122 L+ Doz + by)
B 1
B b
z+ 0

2l by 22 byz + by
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1 1
B . by + byz 4 ... 4 by, 1273 4 2 2t —tzA,
2+ bo /B2 (2~ 8% 1 ) 1—h 2
bi+ z(by + b3z + ...+ bp_12"73 4 272)
1
= = (4.6)
Z+t1— t2z
Zz4+ 1ty — ;
et 3_.'. tn_lz
z+1t,

Comparando a definigdo de fragoes continuas dada em (2.28) com a fracao continua
(4.6), obtemos

bo=0, by=z+4+t, bo=z+4+1ty, ..., b,=2z+1,,

ar =1, ay=—t1z, a3=—tzz, ..., a,=—t,_12.
Logo, o polinomio Q,(Cl)(z), dado pela relagao de recorréncia

Q) = (2 + 1)@ — ti12@ (), k=12, .m,

com Q(()l) =1le le)(z) = 2z + t1, é o denominador do k-ésimo convergente da fracao
continua (4.3). Em particular, QY = P,

Da mesma forma, comparando a fragao continua (4.5) com a definicao dada em (2.28),

obtemos
bOZO, b1:Z+tn, bgztn_l, ceey bk:Z+tn—k+17 ey bn:Z+t1,
a =1, ay=—t,12, a3=—t, 92z, ..., ar=—tp_p+1, ..., ap=~112.

Assim, o polinémio Q,(f)(z), dado por

QP (2) = (2 + taii)QY) ) — tuip12Q75(2), k=1,2,...n,

com QE)Q) =1le ng)(z) = z+t,, é o denominador do k-ésimo convergente da fragao
continua (4.4) e, da mesma forma, QY =P,
Portanto, aplicando o Teorema 3.1.2 na relacao de recorréncia de trés termos acima,

obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.3.1. Os zeros de P, sao os autovalores da matriz de Hessenberg inferior

—t, tho1 O 0 0
_tTL 0 tn72 0 0
H) = (4.7)
—t, 0 0 toa 0
—t, 0 0 0 &
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Uma analise similar a prova do Teorema 3.3.1 com a matriz acima gera o seguinte

resultado.
Teorema 4.3.2. Sejam tM = max{|ty|, k = 1,2,...,n—1} e tM = max{|t;!|, k =
1,2,...,n}. Para 0 < 6 < 1, considere os discos

RDoa(0) ={z: |2+t <p(0)} e Aoa(0) = {z:[2] < p2(0)},

onde p1(0) = 8(1 — 6)7Htn| e po(0) = 6" HM. Entao, os zeros dos polinémios P, estdo no
interior da regiao Ng1(0) U No2(9). Em particular, valem os sequintes resultados:

(i) com 1y = |t,| +tM, 0s zeros dos polinémios P, estao no interior do disco

n ’

A ={z:]z| <7}

_ [t = 4 Vel — £2)? + 8t [t

1) com To =
" T Btal 2 /(Jta] — 2207 + St
estao no interior do disco

[tn|, os zeros dos polinémios P,

Ay ={z:]z+t,]| <}

(i11) com 75 = L[\/(tM)? + 4tM|t,,| + )], os zeros dos polinomios P, estio no interior

da uniao A3 = Ag; U Agy dos discos
Ag1={z:]z+t)] <73} e Aza={z:]z] <7}

(iv) com 74 = (|t7] + M), 0s zeros dos polinémios P, estdo no exterior do disco
aberto

Ay={z:]z] <7}

Demonstracao: Seja a matriz DgHﬁfJ ) D;' dada da seguinte forma:

—t, e 0 .0 0
—ot,, 0 B 0
—5%t,, 0 0 .0
D;HD;' = . . . . (4.8)
—o"%t,, 0 0 0 0 'y
-1t 0 0 .. 0 0

Os discos Ag1(8) e Aga(6) sdo obtidos aplicando-se o Teorema 2.3.2 & matriz Dy HY) D}
e a demonstracao é analoga a do Teorema 3.3.1.

O resultado do item (i) é obtido escolhendo-se § tal que p1(0) + |t,] = p2(0). Assim,
M

_m
|t,| 4+ tM
P, estao no interior do disco A;.

temos que 0 = Logo, p2(8) = |ta| + t¥ = 7. Portanto, os zeros dos polinomios
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Para provar o segundo item, escolhemos ¢ tal que p1(d) = po(d) + |t,]. Encontramos
_ el =807+ V(T — [ta])® + 82 [t
N Aftn]

J

. Desta forma,

] = 8 4 ([ta] — 3)2 + 8tM [t
3tn] + M/ ([ta] — t2)2 + 8tM|t,,]

p1(0)

|tn| = To.

Assim, concluimos que os zeros dos polinomios P, estao no interior do disco As.

Da mesma maneira, para provar (iii) escolhemos ¢ tal que p1(6) = p2(9) e encontramos
—tn' + V(G + 46t
2|tn|

o seguinte valor § = e, também,

p2(0) = 5 [V ()2 + 4t [ta] + )] = 7.

DO | —

Portanto, os zeros de P, estao no interior da uniao Az = Ag; U Ag .
Finalmente, o resultado do item (iv) é obtido considerando-se o polinémio P,(z) =

2"P,(1/z). Para esse polindmio, temos a seguinte matriz de Hessenberg:

7ttt 0 ... 0 0
—t7t 0 t3t ... 0
—1
mlp) _ _tl O 0 .. 0 0
—t71 00 0 t;!
—t;! 0 0
Os zeros de Pn(z) sao dados por w, = —, r = 1,2,...,n, onde z, sao os zeros de P,.

Assim, pela parte (i), os zeros de P,(z) estdo no interior do disco |z| < [t7!| 4 M. Logo,

- 1
w,| < |t + 8 = =
T4

e, consequentemente,

=l > (5 +8) T =7,

Desta forma, os zeros de P, estao fora do disco A,. |

O proéximo teorema fornece algumas informagoes sobre a variagao local dos zeros do

polinoémio P,.

n
Teorema 4.3.3. Seja |5] > 0 e considere o polinomio P,(z) = Z brz" tal que as razoes
k=0
bp—1 .
ty = —— satisfazem

by,
ltk — 0] <€, k=1,2,...,n,
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com € > 0. Entao, todos os zeros de P, estao no anel

dno,
n-+1

, (4.9)

dnoy,
(161 - 20e) <ol < 1ol +

lembrando que a fun¢ao real ((x) é dada por

r, se x>0
() =

0, se caso contrdrio
O numero o, é como no Lema 3.4.1.

Demonstragao: Para |3| > 0. Entao, de (3.86) e (4.7), a matriz H") — H'? é dada da

seguinte forma:

—t,+ 08 th_1—0 0 ... 0 0
—tn+ﬁ 0 tn_g—ﬁ 0
—t, + 0 0 ... 0 0
ar g - | T A DR
—t, + 0 0t —f
—t, + 0 0 0 .. 0 0

Sabemos que [t, — 8] <€, k=1,2,...,n, entdo | HY) — HP || .< 2¢. Consequente-

mente, do Corolario 3.4.2, segue que

4n0n 47’L0'n
— < < .
(161~ 22) <lal < Jol + 22
Agora, consideremos
B =|3le® (4.11)
e 0 polinomio pn(z) = P,(ze7%) = Zbke_ikﬂzk = Zl;kzk, onde by, k=0,1,...,n, sao
k=0 k=0 ; )
complexos, diferentes de zero e by, = b—k Temos, também, t;, = % = %eie, ou seja,
n k k
) br._ -
e, = *L (4.12)
by,
Substituindo (4.11) e (4.12) em (4.10), obtemos a seguinte matriz:
~t, + |8t — |0 0 .. 0
HP _ gO _ g0 —tn, + |5 0 0 .. 0
~t, + | 8] o0 =P
—t, + |8 0 0 .. 0 0
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P)_HB ||= 0 (|_7 7 < . ,
Logo, || HY) — HY || 13%25_1{‘6 |(| =t +18Il+|—te+18]]) } < 2¢ e, assim, concluimos
a demonstracao do teorema. |

4.4 Exemplos

Exemplo 4.4.1. Neste exemplo, analisaremos o comportamento dos zeros dos polinémios

()., para diferentes valores de «, e (3, na relacao de recorréncia (3.1).

(a) A Figura 4.1(a) mostra os zeros de Q19 quando 3, =1, ag,, = —0.05 € a9, 41 = 0.05
para n > 1. Como indicado no Teorema 3.3.1, todos os zeros estao na regiao

W(A1, As, 7), onde Ay = —1.05, Ay = —0.95 e 7 & 0.50825757.

(b) A Figura 4.1(b) mostra os zeros de Q19 quando (3, = 1, ag, = 0.05 e 9,11 = —0.05
para n > 1. Os zeros estao na regiao W(Aj, Ay, 7), onde A; = —1.05, Ay = —0.95 ¢
T~ 0.50825757.

(¢) A Figura 4.1(c) mostra os zeros de Q19 quando ; = B2 = —0.1, B0 = l e a,, = 0.05
paran > 1. Todos os zeros estao na regiao W(Aq, Ag, 7), onde A\; = —0.95, Ay = 0.15
e 7 ~ 0.4858899.

(d) A Figura 4.1(d) mostra os zeros de Q19 quando B, = [y = 0.1, B30 = —1 e
a, = 0.05 para n > 1. Novamente, pelo Teorema 3.3.1, todos os zeros estao na

regiio W(A1, As, 7), onde A, = —0.10, A» = 1.05 e 7 ~ 0.50825757.
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o IS
DA S

o

°o ©
[ S N |

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T TTTTTTrTTrT i T T rreT rrrrT v

14 -12 -1 0.8 -0.6 -1,4 -1,2 -1  -0,8 -0,6
W-1.05, -0.95, 0.50825757) — W-1.05, -0.95, 0.50825757)
O ZERCS O ZERCS
(a) (b)
\
o, 0,
0, 0,
o
0 0 0o © 0 0 0
o
-0, -0,
-0, -0,
rmrrrrrrrrrrrTTrTrTrTrTTTrm LI e O
- 0 0,5 -0,5 0 0,5 1 1,5
O Zer os O ZERCS
W-0.95, 0.15, 0.4858899) _— W-0.10, 1.05, 0.50825757)
(c) (d)

Figura 4.1: Zeros de Q19 no interior da regiao W.

Exemplo 4.4.2. Consideremos os polinomios de Szegé com a,, = ¢", n > 1,onde 0 < ¢ <
1. De (2.43), quando ¢ > 0, esses polinémios (denotados por Sﬁq)) satisfazem a relagao de

recorréncia de trés termos

S () = (z +@)SP(2) — a1 = )25, (2), n > 1, (4.13)

n

com 5\9(2) = z + q.

Considere os polinomios para-ortogonais R = R e R?? = RY definidos por
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(2.47). Esses polinomios satisfazem

RE(2) = (z+ DRIV (2) — (1 + ¢ )(1 — ¢") 2RV (2),

(2,9) (2,9) 1 ?2 a) n=1 (4.14)
Ry (2) =+ DR (2) = (1+¢" 1) (1 —¢")zR, 5 (2),

com Rgl’q)(z) = R?’q)(z) = 2+ 1. Portanto, do Teorema 4.2.1, os polinomios Pi"% (x) =

1 1
42) /2RO z),n>1,onde r = x(z :—(\/§+—
(42) (), n = (2) =5 7

P8O () = 2P (2) — (1 + ¢ (1 — )PP (2), n>1,

) , satisfazem

com PI(I’Q) (x) = x. Essa relagao de recorréncia mostra que (veja, por exemplo, Al-Salam

e Chihara [1] e Askey e Ismail [3]) os polinomios {P,SW)} sao certos polindomios de Al-

Salam-Chihara, ortogonais com relacao a medida

dqs(l,q)(x) _ <q27q2)00 1

Vg e g

definida em [—1, 1], onde h(z, c) = H[l—Zquk+c2q2k] e (a;q)00 = H(l—aqk). Portanto,

k=0 k=0
ainda do Teorema 4.2.1, obtemos que

/ Sflq)(z)&(g)(z)du(q)(z) =0, n#m,
C

2. 2
onde dv'@ (e) = M(\/&ew/z, \/66_10/2; q) (—\/6619/2, —\/56_7’9/2; q) df. Podemos
s o0 o

escrever, também,

, 2. 2 A=
d (q) (10 _ (q yq )oo ) ~1. 2 '
V(€)= (020 )oo (027 0 ) oo

1 > 1 >
Note que {Z(l—kqn_l)(l —q”)} e {Z(l—q”)(1+q”+1)} s@o sequéncias encadeadas
1

n= n=1

- . . 1 a1l 1 TN :
positivas com sequéncias de parametros 5(1 —q") e 5(1 +4¢") , respectiva-

mente. Consequentemente, de (4.14) e do Teorema 3.3.4, todos os zeros de RE?"), =12,

n=1 n=1

estao sobre o circulo unitdrio €(1) = {z: 2 =¢% 0<6 < 27}

Como (1—¢*") < (144" 1)(1—¢") paran > 1, a sequéncia %1(1 — q2”)} também
é sequéncia encadeada positiva. Portanto de (4.13) e do Teorema 3.3.4, todosn(:)é zeros de
S estdo sobre o circulo aberto €(q) = {z : z = ge', 0 < 0 < 2r}.

Além disso, em (4.13), temos ¢(1 — ¢**) < ¢ — ¢*™ ! para 1 < n < m — 1. Portanto,
da parte segunda parte do Corolério 3.3.1, os zeros de qualquer qu)7 1 <n < m, devem

estar sobre o arco do circulo €(q) que esta fora da regiao parabdlica P+ (g*™1).
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Também em (4.14), para RZ9 temos, por exemplo, (1 —¢")(1+¢"™) < (1 — ¢ 1)
para 1 <n < m—1. Portanto, da parte (i7) do Corolario 3.3.1, os zeros de qualquer Rg’q),
1 < n < m, devem estar sobre o arco do circulo €(1) que esta fora da regiao parabdlica
P ).

Esses resultados sdo confirmados através da Figura 4.2(a) e 4.2(b), onde os zeros de

ng) e os de R%Q) estao ilustrados para ¢ = 0.9 e ¢ = 0.8, respectivamente.

-
1

[
1

o
S NI
o
S L

o

o
I N 1 N |

o

o
I N o S |

s
[

REG AO PARABCLI CA ¢=0.9 _— REG AO PARABOLI CA g=0.8

O ZERCS DE R-GRAU 10 O ZERCS DE R-GRAU 10

Cl RCULO UNI TARI O ClI RCULO UNI TARI O
ZERCS DE S-GRAU 10 ZERCS DE S-GRAU 10

(a) (b)

Figura 4.2: Zeros de Sig) e de R%q).

Exemplo 4.4.3. Seja P,(z) = Zbkzk, onde |by| = 2%, k= 0,1,...,n. De acordo com a
k=0
parte (i) do Teorema 4.3.2, todos os zeros de P, devem estar no disco A; = {|z| < 1}.

Claramente isto é verdade se b, = 2%, k = 0,1,...,n, j4 que os zeros de P, estdo todos
, 1

sobre o circulo |z| = 5
As Figura 4.3(a) e 4.3(b) mostram os zeros de Py para duas outras escolhas de {b}

satisfazendo & condigao |by,| = 2* e sdo comparados com os resultados dados pelo Teorema

4.3.2. Nessas figuras, o circulo maior é a fronteira da regiao A,, o circulo intermediario,

a fronteira de Ay, o circulo menor é a fronteira da regiao A4 e o ultimo é a fronteira da

regiao As.

Na Figura 4.3(a), os zeros de Pj sao dados quando by = 2%, k =2,...,8 e by = —i,

by = 2i, by = 2% e by = —2'%. Os zeros estao na interseccao das quatro regices dadas
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pelo Teorema 4.3.2.

Na Figura 4.3(b), os zeros de Py sdo dados quando b, = 2%, k =1,2,...,9, by = —1
e bip = —2'°% Da mesma forma, os zeros de Pj, estdo na interseccao das quatro regioes
dadas pelo Teorema 4.3.2. Esclarecemos que o zero préximo a fronteira do disco A; vale
aproximadamente 0.99999857, enquanto que o zero préximo a fronteira do disco Ay tem

o valor aproximado de 0.25000036. Isto indica que os resultados dos itens (i) e (iv) do

Teorema 4.3.2 sdo satisfeitos.

.
O T
RS N A A A LS |

'
[

-1 -0,5 0 0,5

Cl RCULO R=0. 25
Cl RCULO- R=1. 207106782

O ZERCS DE P

Cl RCULO UNI TARI O

i
QT

o

'
[

'
°
I 1 N N v |

1

1,5

-1 -0,5 0 0,5

O ZERCS DE P

Cl RCULO UNI TARI O
Cl RCULO-R=0. 25
Cl RCULO- R=1. 207106782

(b)

1

1,5

UNI AO DAS REG OES

UNI AO DAS REG OES

Figura 4.3: Zeros de Pyg quando |b| = 2¥,k =0,1,...,10.
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