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Polinômios gerados por uma Relação

de Recorrência de Três Termos

Josiani Batista Nunes

Dissertação de Mestrado
Pós-Graduação em Matemática
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ofereço



Ao meu namorado Alessandro,
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tribúıram para a elaboração deste trabalho.
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Resumo

Este trabalho trata do estudo da localização dos zeros dos polinômios gerados por

uma determinada relação de recorrência de três termos. O objetivo principal é estudar

limitantes, em termos dos coeficientes da relação de recorrência, para as regiões onde

os zeros estão localizados. Os zeros são explorados através do problema de autovalor

associado a uma matriz de Hessenberg.

As aplicações são consideradas para polinômios de Szegő {Sn}, alguns polinômios para-

ortogonais

{
Sn(z) + S∗n(z)

1 + Sn(0)

}
e

{
Sn(z)− S∗n(z)

1− Sn+1(0)

}
, especialmente quando os coeficientes

de reflexão são reais. Um outro caso especial considerado são os zeros do polinômio

Pn(z) =
n∑

m=0

bmzm, onde os coeficientes bm, para m = 0, 1, . . . , n, são complexos e dife-

rentes de zeros.

Palavras-chave: relação de recorrência, polinômios ortogonais, polinômios de Szegő,

polinômios para-ortogonais, zeros de polinômios, problema de autovalor.



Abstract

In this work we studied the localization the zeros of polynomials generated by a certain

three term recurrence relation. The main objective is to study bounds, in terms of the

coefficients of the recurrence relation, for the regions where the zeros are located. The

zeros are explored through an eigenvalue representation associated with a Hessenberg

matrix.

Applications are considered to Szegő polynomials {Sn}, some para-orthogonal polyno-

mials

{
Sn(z) + S∗n(z)

1 + Sn(0)

}
and

{
Sn(z)− S∗n(z)

1− Sn+1(0)

}
, especially when the reflection coefficients

are real. As another special case, the zeros of the polynomial Pn(z) =
n∑

m=0

bmzm, where

the non-zero complex coefficients bm for m = 0, 1, . . . , n, were considered.

Keywords: recurrence relation, orthogonal polynomials, Szegő polynomials, para-

orthogonal polynomials, zeros of polynomials, eigenvalue problem.
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2.7 Sequência encadeada e polinômios ortogonais . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.8 Frações cont́ınuas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.9 Relação entre frações cont́ınuas e polinômios ortogonais na reta real . . . . 21
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Caṕıtulo 1

Introdução

Definimos um produto interno no espaço vetorial dos polinômios por

〈f, g〉φ =

∫ b

a

f(x)g(x)dφ(x),

onde dφ(x) é uma distribuição ou medida (positiva).

Uma sequência de polinômios {Pn}∞n=0 é chamada de sequência de polinômios ortogo-

nais com relação à medida dφ no intervalo (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, se Pn é de grau

exatamente n e

〈Pm, Pn〉φ =

∫ b

a

Pm(x)Pn(x)dφ(x) =

{
0, para m 6= n

ρn > 0, para m = n
. (1.1)

Esses polinômios satisfazem a muitas propriedades e por esta razão são aplicados

na solução de diversos problemas da Matemática e Ciências Aplicadas. Uma das mais

importantes é que eles satisfazem a uma relação de recorrência de três termos e, quando

são mônicos, é dada por

Pn+1(x) = (x− βn+1)Pn(x)− αn+1Pn−1(x), n ≥ 1, (1.2)

com P0(x) = 1, P1(x) = x − β1, βn+1 ∈ R e αn+1 > 0, n ≥ 1. Outra propriedade

importante é que os zeros desses polinômios são reais, distintos e estão no intervalo (a, b).

Veja, por exemplo, Chihara [7] e Szegő [24]. Além disso, se a medida dφ é simétrica, isto

é, dφ(−x) = −dφ(x), então os coeficientes βn são todos nulos.

Se o produto interno em (1.1) é dado por

〈f, g〉ν =

∫

C

f(z)g(z)dν(z) =

∫ 2π

0

f(eiθ)g(eiθ)dν(eiθ),

onde dφ(x) = dν(z) é uma medida positiva no intervalo [0, 2π], então os polinômios

ortogonais Pn, denotados agora por Sn, são chamados polinômios ortogonais no ćırculo

1
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unitário ou polinômios clássicos de Szegő. Esses polinômios foram introduzidos por Szegő

em 1939 na primeira versão de seu livro [24].

Normalmente, os polinômios de Szegő não satisfazem a uma relação de recorrência de

três termos como acontece com os polinômios ortogonais na reta real. Entretanto, eles

satisfazem ao seguinte sistema de relações de recorrência

Sn+1(z) = zSn(z) + an+1S
∗
n(z),(

1− |an+1|2
)
zSn(z) = Sn+1(z)− an+1S

∗
n+1(z),

n ≥ 0,

onde S0(z) = 1, S∗0(z) = 1 e S∗n(z) = znSn(1/z) são chamados de polinômios rećıprocos

aos polinômios de Szegő. Sn indica que somente os coeficientes de Sn são conjugados. Os

coeficientes Sn+1(0) = an+1 são chamados coeficientes de reflexão e são menores do que

um em módulo. Uma propriedade importante desses polinômios é que todos os seus zeros

estão localizados dentro do disco unitário aberto.

Os polinômios Sn(z)+wnS∗n(z) onde |wn| = 1 são chamados polinômios para-ortogonais.

Neste trabalho, consideramos dois casos especiais desses polinômios

R(1)
n (z) =

Sn(z) + S∗n(z)

1 + Sn(0)
e (z − 1)R(2)

n (z) =
Sn+1(z)− S∗n+1(z)

1− Sn+1(0)
, n ≥ 0,

onde R
(1)
n (z) e (z − 1)R

(2)
n (z) são polinômios para-ortogonais mônicos.

Quando falamos de polinômios similares aos ortogonais estamos nos referindo à sequência

de polinômios {Qm}∞m=0 que satisfazem à relação de recorrência de três termos

Qm+1(z) = (z + βm+1)Qm(z)− αm+1zQm−1(z), m ≥ 1, (1.3)

com Q0(z) = 1 e Q1(z) = z+β1, onde os números complexos αm e βm são tais que αm 6= 0

para m ≥ 2 e βm 6= 0 para m ≥ 1. Além disso, quando βm < 0 e αm > 0 foi mostrado em

[16] que existe uma medida especial dφ, chamada medida forte, tal que {Qm} satisfaz

∫ ∞

0

t−m+sQm(t)dφ(t) =

{
0, s = 0, 1, . . . , m− 1

ρn > 0, s = m
.

Baseado no artigo [22], nosso objetivo, neste trabalho, é estudar o comportamento

dos zeros de polinômios ortogonais e similares. Consideramos os polinômios de Szegő,

polinômios para-ortogonais, polinômios gerados pela relação de recorrência (1.3) e estu-

damos limitantes, em termos dos coeficientes de relação de recorrência, para as regiões

onde os zeros estão localizados.

A seguir descrevemos, brevemente, os caṕıtulos que compõem esta dissertação.

No Caṕıtulo 2, abordamos alguns pré-requisitos da Álgebra Linear. Apresentamos al-

gumas definições e resultados conhecidos sobre polinômios ortogonais na reta real, frações
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cont́ınuas, polinômios similares aos ortogonais, polinômios de Szegő e, também, polinômios

para-ortogonais.

No Caṕıtulo 3, estudamos a localização dos zeros de alguns polinômios gerados pela

relação de recorrência (1.3). Na maioria das vezes, os zeros são explorados através da

representação dos autovalores associados à correspondente matriz de Hessenberg.

No Caṕıtulo 4, estendemos os resultados sobre a localização dos zeros dos polinômios de

Szegő, polinômios para-ortogonais e polinômios com coeficientes não nulos. Apresentamos,

também, alguns exemplos que são aplicações dos Teoremas 3.3.1, 3.3.4, 4.2.1 e 4.3.2 e do

Corolário 3.3.1.



Caṕıtulo 2

Preliminares

Neste caṕıtulo introduzimos alguns conceitos importantes e apresentamos algumas

ferramentas básicas especiais que serão extremamente úteis no desenvolvimento e melhor

compreensão deste trabalho. Omitimos a demonstração de alguns resultados, que podem

ser encontrados em Chihara [7], Noble [18] e Henrici [10].

2.1 Produto interno

Definição 2.1.1. Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K ⊂ C. Um produto interno

(ou produto escalar) sobre V é uma aplicação

(x,y) 7−→ 〈x,y〉 (2.1)

de V × V em K, para o qual se verificam as seguintes condições, para todo x,y,w ∈ V e

todo escalar α ∈ K :

(i) 〈x,y〉 ≥ 0 e 〈x,x〉 = 0 se, e somente se, x ≡ 0;

(ii) 〈αx,y〉 = α〈 x,y〉;

(iii) 〈x,y〉 = 〈y,x〉;

(iv) 〈x + y,w〉 = 〈x,w〉+ 〈y,w〉.
Denotaremos por Cn o espaço vetorial dos vetores coluna com n componentes com-

plexas sobre K = C.

Podemos definir um produto interno de dois vetores coluna x,y ∈ Cn como a quanti-

dade escalar 〈x,y〉 dada por:

〈x,y〉 =
n∑

i=1

xiyi = xHy, (2.2)

4



2.2. Dependência e independência linear 5

onde xH é o vetor transposto conjugado de x. Se os coeficientes forem reais, ou seja, se

x,y ∈ Rn e K = R, o produto interno pode ser definido por:

〈x,y〉 =
n∑

i=1

xiyi = xTy. (2.3)

Definição 2.1.2. Seja V um espaço vetorial com produto interno 〈. , .〉. Dizemos que

dois vetores não nulos x,y ∈ V são ortogonais com relação ao produto interno 〈. , .〉 se

〈x,y〉 = 0. (2.4)

2.2 Dependência e independência linear

Sejam V um espaço vetorial sobre um corpo K, x1,x2, . . . ,xn ∈ V e α1, α2, . . . , αn ∈ K.

Definição 2.2.1. O vetor v =
n∑

i=1

αixi é um elemento de V chamado de combinação

linear de x1, x2, . . . , xn.

Definição 2.2.2. O conjunto {x1,x2, . . . ,xn} é linearmente independente (LI), se a

equação α1x1 + α2x2 + . . . + αnxn = 0 implica em α1 = α2 = . . . = αn = 0. No caso

em que existir algum αi 6= 0, i = 1, 2, . . . , n, dizemos que {x1,x2, . . . ,xn} é linearmente

dependente (LD).

O conjunto definido por

W = [x1,x2, . . . ,xn] =

{
v ∈ V : v =

n∑
i=1

αixi, αi ∈ K, i = 1, 2, . . . , n

}

é chamado subespaço gerado por x1,x2, . . . ,xn.

Definição 2.2.3. O conjunto {x1,x2, . . . ,xn} de vetores de V é uma base de V se

(i) {x1,x2, . . . ,xn} é LI;

(ii) [x1,x2, . . . ,xn] ≡ V .

Teorema 2.2.1. Se x1,x2, . . . ,xn são ortogonais entre si, então {x1,x2, . . . ,xn} é LI.

Demonstração: Como x1,x2, . . . ,xn são ortogonais entre si, então, de (2.4),

〈xi,xj〉 = 0 (2.5)
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para todo i 6= j; i, j = 1, 2, . . . , n. Seja v =
n∑

k=1

αkxk = 0. Então, 〈v,xi〉 =

〈 n∑

k=1

αkxk,xi

〉
=

〈0,xi〉 = 0. Da Definição 2.1.1 e de (2.5), obtemos 〈v,xi〉 =
n∑

k=1

αk

〈
xk,xi

〉
= αi〈xi,xi〉 = 0

para i = 1, 2, . . . , n. Então, αi = 0 pois 〈xi,xi〉 6= 0 para todo i = 1, 2, . . . , n. Portanto, o

conjunto {x1,x2, . . . ,xn} é LI.

2.3 Autovalores e autovetores

Seja Cn×m o espaço vetorial das matrizes de dimensão n×m com elementos complexos

sobre C.

Definição 2.3.1. Dada uma matriz A ∈ Cn×n, se existir um número λ ∈ C e um vetor

x ∈ Cn, x 6≡ 0, tal que Ax = λx, dizemos que λ é um autovalor de A e x o autovetor

correspondente.

Definição 2.3.2. O vetor y 6≡ 0 é autovetor à esquerda da matriz A ∈ Cn×n associado

ao autovalor λ se yHA = λyH , onde yH é o vetor conjugado transposto de y.

Definição 2.3.3. Seja A ∈ Cn×n. O polinômio f(λ) = det(A − λI), de grau exata-

mente n, é chamado polinômio caracteŕıstico e a equação f(λ) = 0 é denominada equação

caracteŕıstica da matriz A.

Definição 2.3.4. Se as n ráızes de f(λ) forem tais que o valor de uma raiz particular λi

for repetido precisamente k vezes, então dizemos que λi é um autovalor de multiplicidade

k; se λi ocorre somente uma vez, então dizemos que λi é um autovalor simples.

Podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.3.1. Seja uma matriz A ∈ Cn×n. Se λ1, λ2, . . . , λs é uma coleção de auto-

valores distintos de A e se {x1,x2, . . . ,xs} forma o conjunto dos autovetores associados,

então {x1,x2, . . . ,xs} é LI.

Demonstração: Temos que {x1} é LI pois x1 6≡ 0. Se {x1,x2} não for LI, temos que

existe α 6= 0 tal que x2 = αx1. Então,

λ2x2 = Ax2 = Aαx1 = αλ1x1. (2.6)
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Mas,

λ1x2 = αλ1x1. (2.7)

Subtraindo (2.6) de (2.7), obtemos (λ2 − λ1)x2 = 0. Como λ2 6= λ1 e x2 6= 0, isto não

é posśıvel. Portanto, {x1,x2} é LI. Agora, suponhamos que xp = α1x1 + α2x2 + . . . +

αp−1xp−1, onde nem todos os αi, i = 1, 2, . . . , p− 1, são nulos. Temos

λpxp = α1λpx1 + α2λpx2 + . . . + αp−1λpxp−1 (2.8)

e, também, λpxp = Axp = A(α1x1 + α2x2 + . . . + αp−1xp−1), ou seja,

λpxp = α1λ1x1 + α2λ2x2 + . . . + αp−1λp−1xp−1. (2.9)

Subtraindo (2.8) de (2.9), obtemos

0 = α1(λp − λ1)x1 + α2(λp − λ2)x2 + . . . + αp−1(λp − λp−1)xp−1.

Como λp − λi 6= 0, i = 1, 2, . . . , p− 1, e αi, i = 1, 2, . . . , p− 1, não são todos iguais a zero,

temos uma contradição, pois {x1,x2, . . . ,xp−1} é LI. Assim, o conjunto {x1,x2, . . . ,xp} é

LI. Por indução, obtemos o resultado do teorema.

A seguir, mostraremos um resultado de extrema importância em Álgebra Linear e que

terá grande utilidade neste trabalho.

Teorema 2.3.2. [Teorema dos Ćırculos de Gerschgorin] Cada autovalor λ (real ou

complexo) de uma matriz B = (bij) ∈ Cn×n, satisfaz pelo menos a uma das desigualdades

|λ− bii| ≤ ri, onde ri =
n∑

j=1
j 6=i

|bij|, i = 1, 2, . . . , n. (2.10)

Demonstração: Sejam B = (bij) ∈ Cn×n, λ um autovalor de B e x = (x1, x2, . . . , xn)T

o autovetor correspondente. Então, Bx = λx, ou seja,
n∑

j=1

bijxj = λxi, i = 1, 2, . . . , n.

Logo, (λ − bii)xi =
n∑

j=1
j 6=i

bijxj, i = 1, 2, . . . , n. Suponhamos que |xk| = max
1≤i≤n

|xi|. Então,

(λ − bkk)xk =
k∑

j=1
j 6=k

bkjxj. Como x 6≡ 0 segue que (λ − bkk) =
n∑

j=1
j 6=k

bkj
xj

xk

. Mas,
|xj|
|xk| ≤ 1.

Portanto,

|λ− bkk| =
∣∣∣∣∣

n∑
j=1
j 6=k

bkj
xj

xk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

j=1
j 6=k

|bkj| |xj|
|xk| ≤

n∑
j=1
j 6=k

|bkj|.



2.4. Transformações de semelhança 8

2.4 Transformações de semelhança

O assunto que abordaremos a seguir é sobre uma transformação chamada trans-

formação de semelhança. Primeiramente, demonstraremos o resultado abaixo.

Teorema 2.4.1. Uma matriz A ∈ Cn×n possui um conjunto LI de n autovetores se, e so-

mente se, existe uma matriz não singular P e uma matriz diagonal D tal que AP = PD,

ou seja, A = PDP−1 ou D = P−1AP. As colunas p1,p2, . . . ,pn de P = [p1,p2, . . . ,pn]

podem ser tomadas como os autovetores de A associados, respectivamente, com os au-

tovalores λi, i = 1, 2, . . . , n, onde λi é o (i,i)-ésimo elemento da diagonal da matriz

D.

Demonstração: Suponha que A tenha um conjunto de n autovetores {x1,x2, . . . ,xn}
LI com os autovalores associados λ1, λ2, . . . , λn. Então, Axi = λixi, i = 1, 2, . . . , n.

Considere uma matriz P onde as colunas de P são constitúıdas pelos autovetores de A,

isto é, P = [x1,x2, . . . ,xn]. Portanto, podemos escrever

AP = [Ax1,Ax2, . . . ,Axn] = [λ1x1, λ2x2, . . . , λnxn]

= [x1,x2, . . . ,xn]




λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . λn




= PD.

Como {x1,x2, . . . ,xn} é LI, P é não singular, de onde segue que A = PDP−1.

Por outro lado, se A = PDP−1, então AP = PD. Podemos considerar

P = [p1,p2, . . . ,pn] e D =




λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . λn




.

Logo,

A[p1,p2, . . . ,pn] = [p1,p2, . . . ,pn]




λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . λn




.

Então, Api = λipi, i = 1, 2, . . . , n.

Portanto, como P é não singular, segue que {p1,p2, . . . ,pn} é LI. Logo, {p1,p2, . . . ,pn}
são os n autovetores de A e λi, i = 1, 2, . . . , n, são os autovalores associados.
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Definição 2.4.1. Se existir uma matriz não singular P tal que P−1AP = B, então

dizemos que a matriz B é semelhante a A ou que B foi obtida de A por meio de uma

transformação de semelhança.

Definição 2.4.2. Uma matriz P tal que PHP = PPH = I é chamada matriz unitária.

Como caso especial, uma matriz real P tal que PTP = PPT = I é denominada matriz

ortogonal.

Mostraremos, a seguir, um teorema sobre matrizes semelhantes. Esse resultado im-

portante será usado no Caṕıtulo 3.

Teorema 2.4.2. (i) Matrizes semelhantes têm a mesma equação caracteŕıstica e os mes-

mos autovalores;

(ii) Se P−1AP = B e x é um autovetor de A correspondente ao autovalor λ, então

P−1x é um autovetor de B correspondente a λ.

Demonstração: Para demonstrar o item (i), seja B = P−1AP. Então,

det(B− λI) = det(P−1AP− λP−1P) = det[P−1(A− λI)P]

= det(P−1)det(A− λI)det(P) = det(A− λI).

Agora, para demonstrar (ii), consideremos Ax = λx e B = P−1AP. Então,

PBP−1x = λPP−1x.

Logo, BP−1x = λP−1x. Portanto, By = λy onde y = P−1x.

2.5 Transformações lineares fracionais

Seja M a classe de todas as matrizes não-singulares de ordem dois, com elementos

complexos. Em M consideraremos uma relação de equivalência da seguinte forma: duas

matrizes M1 e M2 em M são chamadas equivalentes se existir um número complexo s

(necessariamente não nulo) tal que M2 = sM1. Está claro que esta relação de equivalência

satisfaz aos postulados usuais, ou seja, é simétrica, reflexiva e transitiva. A toda matriz

M =

[
a b

c d

]
(ad− cb 6= 0)

em M, associamos a função

tM : z → az + b

cz + d
(2.11)
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que é definida para todo z 6= −dc−1 se c 6= 0 e para todo z se c = 0. A função tM é chamada

transformação linear fracional, ou transformação de Moebius ou, ainda, transformação

bilinear (veja, por exemplo, [5] e [10]).

A matriz M determina a função tM unicamente. Entretanto, desde que é posśıvel

multiplicar as quatro constantes a, b, c e d por uma constante não nula sem modificar

a função tM, tM determina simplesmente a classe de equivalência de matrizes a que M

pertence e não apenas a matriz M.

Para um tratamento satisfatório das transformações de Moebius é necessário que, no

caso em que c 6= 0, o ponto z := −dc−1, onde tM é indefinida, não tenha um papel funda-

mental. Para estudar a natureza excepcional desse ponto, estenderemos o conjunto dos

números complexos, incluindo o ponto no infinito. Não são definidas operações aritméticas

envolvendo ∞, mas nada impede de definir, se c 6= 0,

tM

(
−d

c

)
= ∞. (2.12)

Estenderemos ambos os domı́nios, o domı́nio de definição e o domı́nio de valores da função

tM. O primeiro constitui o conjunto de todos os números complexos e, para o último,

anexamos o elemento ∞. Além disso, para que haja simetria, estenderemos o domı́nio de

definição de tM também para z = ∞. Se c 6= 0, o valor atribúıdo a tM em z = ∞ será

escolhido de modo que a função f : z → tM(z−1) seja definida em z = 0. Se z 6= 0,

f(z) = tM(z−1) =
a + bz

c + dz
.

Claramente f é cont́ınua em z = 0 se colocarmos f(0) := ac−1 e, consequentemente,

definirmos

tM(∞) :=
a

c
. (2.13)

Se c = 0,

tM(∞) := ∞. (2.14)

Com essas convenções, tM está definida no conjunto de todos os números complexos

mais o ponto no infinito. Esse conjunto é chamado plano complexo estendido (C). Os

pontos do plano complexo ordinário (isto é, todos os pontos exceto ∞) são chamados de

pontos finitos do plano estendido.

O fato básico no que diz respeito às transformações de Moebius é o resultado que

daremos a seguir.

Teorema 2.5.1. Para alguma matriz M ∈M, a função tM define uma aplicação biuńıvoca

de C nele mesmo.
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Demonstração: Isso será mostrado de modo que, para algum ponto w no plano esten-

dido, a equação

tM(z) = w (2.15)

tenha exatamente uma solução no plano estendido. Supondo que tM é dado por (2.11),

separamos a demonstração em dois casos, c = 0 e c 6= 0.

Se c = 0, temos d 6= 0 (M é não-singular) e tM =
az

d
+

b

d
(z 6= ∞). Novamente, como

M é não-singular, a 6= 0. Assim, se w é finito, (2.15) tem uma única solução

z :=
dw − b

a
.

Se w = ∞, então, por (2.14), z = ∞ é uma solução. Essa é a única solução, pois tM(z) é

sempre finito para valores finitos de z.

Se c 6= 0 e w é finito, encontramos que z deve satisfazer az + b = (cz + d)w ou

z(a− cw) = −b + dw. (2.16)

Essa equação tem uma única solução z para todo w 6= a

c
. Essa lacuna é preenchida,

entretanto, pela Definição 2.13, que mostra que z = ∞ é uma solução de (2.15) para

w =
a

c
. Por (2.16) nenhum z finito pode satisfazer (2.15) para w =

a

c
; z = ∞ é a única

solução. Finalmente, se w = ∞, z = −d

c
é uma solução. Como tM(z) é finito para todo

z 6= −d

c
, z = −d

c
é a única solução.

A equação (2.16) mostra que, para c 6= 0 e w 6= a

c
, a função inversa de tM é representada

pela fórmula

z = t−1
M (w) =

dw − b

−cw + a
, (2.17)

isto é, pela transformação de Moebius associada à matriz

M∗ :=

(
d −b

−c a

)
. (2.18)

Com as Definições 2.12 e 2.13, (2.17) pode ser considerada correta inclusive quando w =
a

c
e w = ∞. Isso também vale para todo w no plano estendido, se c = 0. Temos, então,

(tM)−1 = tM∗ , onde M∗ é dado por (2.18). Um simples cálculo mostra que

M.M∗ = (ad− bc).I,

onde I denota a matriz identidade. Então, M∗ é equivalente a M−1 e provamos o seguinte

resultado:
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Teorema 2.5.2. A inversa de uma transformação de Moebius é também uma trans-

formação de Moebius. Além disso, para qualquer matriz M ∈M,

(tM)−1 = tM−1 .

2.5.1 Transformações de Moebius especiais

As transformações de Moebius especiais são aquelas associadas às matrizes
[

1 a

0 1

]
,

[
b 0

0 1

]
,

[
0 1

1 0

]

onde a e b são números complexos, b 6= 0. A primeira delas, z → z + a, é chamada

translação. A segunda, z → bz, é chamada rotação se |b| = 1 e extensão se b > 0. É

mais conveniente chamar rotação para todo b 6= 0. A transformação associada à terceira

matriz, z → z−1, é chamada inversão. Translações, rotações e inversões fazem parte da

construção de qualquer transformação de Moebius.

Teorema 2.5.3. Toda transformação de Moebius pode ser representada como a com-

posição de no máximo uma translação, uma rotação, uma inversão e mais uma translação.

Demonstração: Seja t uma transformação de Moebius associada à matriz

M =

[
a b

c d

]
.

Mostraremos que a matriz M, ou qualquer múltiplo escalar não nulo dela, pode ser escrita

como o produto de matrizes descritas pelo teorema, na ordem também indicada. Se c = 0,

então d 6= 0, e a representação requerida é

1

d

[
a b

0 d

]
=

[
a/d 0

0 1

] [
1 b/a

0 1

]
.

Se c 6= 0, a afirmação segue da identidade

1

c

[
a b

c d

]
=

[
1 a/c

0 1

][
(bc− ad)/c2 0

0 1

][
0 1

1 0

][
1 d/c

0 1

]
,

que é o mesmo que dizer que, para todo z, exceto para alguns valores excepcionais,

az + b

cz + d
=

a

c
+

bc− ad

c2
· 1

z + d/c
.

Essas fórmulas definem uma forma padrão das transformações de Moebius. Outras

formas padrão podem ser obtidas pela representação da matriz M em uma das formas
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canônicas da Álgebra Linear. Além disso, cada uma dessas transformações tem a pro-

priedade de levar retas e ćırculos em retas ou ćırculos. Portanto, o mesmo podemos dizer

sobre a transformação linear fracional.

A seguir, enunciaremos um resultado de primordial importância neste trabalho e sua

demonstração pode ser encontrada em Henrici [10].

Teorema 2.5.4. A tranformação de Moebius transforma qualquer reta e qualquer ćırculo

numa reta ou num ćırculo.

2.6 Polinômios ortogonais na reta real

Consideremos φ uma função real, limitada, não decrescente, definida no intervalo

(a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, e o conjunto

G(φ) = {x | φ(x + ε)− φ(x− ε) > 0 para todo ε > 0} ,

onde os pontos x ∈ G são chamados pontos de aumento de φ. O produto interno

〈f, g〉φ =

∫ b

a

f(x)g(x)dφ(x) (2.19)

é definido positivo se o conjunto G é infinito e, além disso, G é chamado suporte de dφ.

A condição de que a função φ tem infinitos pontos de aumento garante que

∫ b

a

p(x)dφ(x) > 0,

para qualquer polinômio p(x) ≥ 0, mas não identicamente nulo para todo x ∈ (a, b).

Seja G(φ) infinito. Se os momentos definidos por

µφ
n =

∫ b

a

xndφ(x), n = 0, 1, . . . , (2.20)

são todos finitos, então dφ é chamada distribuição ou medida (positiva). (Veja Chihara

[7] para mais detalhes).

Quando dφ(x) = w(x)dx, então w é uma função não negativa, mas não identicamente

nula em (a, b) e a chamamos de função peso. Além disso, dizemos que uma medida dφ

é simétrica quando é definida em um intervalo (−a, a), 0 < a ≤ ∞ e satisfaz dφ(−x) =

−dφ(x).

Definição 2.6.1. A sequência de polinômios {Pn}∞n=0 é chamada de sequência de polinômios

ortogonais com relação à medida dφ no intervalo (a, b) se

(i) Pn(x) é de grau exatamente n;
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(ii) 〈Pm, Pn〉φ =

∫ b

a

Pm(x)Pn(x)dφ(x) =





0, para m 6= n

ρn > 0, para m = n
.

Caso

〈Pn, Pn〉φ =

∫ b

a

P 2
n(x)dφ(x) = 1,

dizemos que {Pn}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortonormais com relação à medida

dφ. Por conveniência, consideraremos neste trabalho apenas polinômios mônicos, ou seja,

polinômios cujos coeficientes dos termos de maior grau são iguais a 1.

Denotaremos por P o espaço vetorial de todos os polinômios e Pn o espaço vetorial de

todos os polinômios de grau no máximo n.

O teorema que mostraremos a seguir afirma que podemos definir polinômios ortogonais

de três maneiras diferentes.

Teorema 2.6.1. Consideremos o produto interno definido em (2.19) e seja {Pn}∞n=0 uma

sequência de polinômios. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) {Pn}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais com relação à medida dφ;

(ii) para todo polinômio π(x) de grau m ≤ n, temos

〈π, Pn〉φ =

∫ b

a

π(x)Pn(x)dφ(x) =





0, se m < n

Kn 6= 0, se m = n
;

(iii) 〈xm, Pn〉φ =

∫ b

a

xmPn(x)dφ(x) =





0, se m < n

K̃n 6= 0, se m = n
.

Demonstração: (i) =⇒ (ii) Sejam {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais

com relação à medida dφ e π(x) um polinômio de grau m ≤ n. Temos que P0, P1, . . . , Pm

são LI pelo Teorema 2.2.1. Logo, formam uma base para Pm. Então, π(x) =
m∑

k=0

ckPk(x),

cm 6= 0. Aplicando o produto interno

〈π, Pn〉φ =

∫ b

a

π(x)Pn(x)dφ(x) =

∫ b

a

m∑

k=0

ckPk(x)Pn(x)dφ(x)

=
m∑

k=0

ck

∫ b

a

Pk(x)Pn(x)dφ(x) =





0, se m < n

cn

∫ b

a

P 2
n(x)dφ(x), se m = n

.

(ii) =⇒ (iii) Imediato. Basta tomarmos π(x) = xm.
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(iii) =⇒ (i) Seja {Pk}∞k=0 tal que 〈xm, Pn〉φ satisfaz (iii) e suponhamos que m ≤ n.

Vamos escrever Pm(x) =
m∑

k=0

am,kx
k, am,m 6= 0. Multiplicando a igualdade anterior por

Pn e aplicando o produto interno, obtemos

〈Pm, Pn〉φ =

〈 m∑

k=0

am,kx
k, Pn

〉

φ

=
m∑

k=0

am,k〈xk, Pn〉φ

=
m∑

k=0

am,k

∫ b

a

xkPn(x)dφ(x) =

{
0, se m < n

an,nK̃n, se m = n
.

Para discutirmos a existência de uma sequência de polinômios ortogonais, introdu-

zimos os determinantes

Hn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 . . . µn

µ1 µ2 . . . µn+1

...
...

. . .
...

µn µn+1 . . . µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, n ≥ 0,

que são chamados Determinantes de Hankel.

Teorema 2.6.2. Seja o produto interno definido em (2.19) com sequência de momentos

{µn}. Uma sequência de polinômios ortogonais com relação à medida dφ existe se, e

somente se, Hn 6= 0, n = 0, 1, 2, . . . .

Demonstração: Fazendo Pn(x) =
n∑

k=0

an,kx
k, temos, pelo Teorema 2.6.1, que

〈xm, Pn〉φ =
n∑

k=0

an,kµm+k =

{
0, se m < n

ρn 6= 0, se m = n
,

que pode ser representado pelo sistema linear



µ0 µ1 . . . µn

µ1 µ2 . . . µn+1

...
...

. . .
...

µn µn+1 . . . µ2n







an,0

an,1

...

an,n




=




0

0
...

ρn




. (2.21)

Portanto, existem únicos an,0, an,1, . . . , an,n, com an,n 6= 0, que satisfazem ao sistema linear

(2.21).

Reciprocamente, supondo que Hn 6= 0, a solução do sistema (2.21) é única e, assim,

existe uma única sequência de polinômios ortogonais.
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Definição 2.6.2. Um produto interno é chamado quase definido se, e somente se, Hn 6= 0

para todo n ≥ 0.

O seguinte teorema é um resultado sobre os determinantes de Hankel cuja demons-

tração encontra-se em Chihara [7], pag. 15.

Teorema 2.6.3. Um produto interno é positivo definido se, e somente se, seus momentos

são reais e Hn > 0 para todo n ≥ 0.

Os polinômios ortogonais satisfazem a uma relação de recorrência de três termos, o que

é muito importante pois permite encontrar o polinômio de um certo grau conhecendo-se os

dois polinômios de graus imediatamente inferiores. Este resultado, o Teorema de Favard e

o Teorema 2.6.6, podem ser encontrados em Chihara [7], pags. 18 e 21, respectivamente.

Teorema 2.6.4. Seja {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais mônicos com

relação a uma medida dφ . Então, existem constantes cn e λn 6= 0 tais que

Pn(x) = (x− cn)Pn−1(x)− λnPn−2(x), n ≥ 1, (2.22)

com P−1(x) = 0 e P0(x) = 1.

Teorema 2.6.5. [Teorema de Favard] Sejam {cn}∞n=0 e {λn}∞n=0 sequências arbitrárias

de números complexos e {Pn}∞n=0 definida pela fórmula de recorrência

Pn(x) = (x− cn)Pn−1(x)− λnPn−2(x), n ≥ 1, P−1(x) = 0 e P0(x) = 1. (2.23)

Então, existe um único produto interno tal que 〈1, 1〉φ =

∫ b

a

dφ(x) = λ1 e

〈Pm, Pn〉φ =

∫ b

a

Pm(x)Pn(x)dφ(x) = 0, m 6= n, m, n = 0, 1, . . . .

O produto interno é quase definido e {Pn}∞n=0 é a correspondente sequência de polinômi-

os ortogonais mônicos se, e somente se, λn 6= 0. Além disso, o produto interno é positivo

definido se, e somente se, cn ∈ R e λn > 0, n ≥ 1.

Teorema 2.6.6. Seja {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais mônicos em

(−a, a), a > 0, com relação a uma medida simétrica dφ. Então, as afirmações a seguir

são equivalentes:

(i) Pn(−x) = (−1)nPn(x);

(ii) na correspondente fórmula de recorrência (2.22), cn = 0 para todo n ≥ 1.
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Quando o produto interno é definido positivo, os zeros dos correspondentes polinômios

ortogonais mostram uma certa regularidade em seu comportamento.

Teorema 2.6.7. Seja {Pn}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogonais em (a, b) com

relação a dφ(x). Então, os zeros de Pn(x), n ≥ 1, são reais, distintos e localizados no

interior de (a, b).

Demonstração: Visto que 〈1, Pn〉φ = 0, então Pn(x) deve mudar de sinal pelo menos uma

vez em (a, b), ou seja, Pn(x) tem pelo menos uma raiz de multiplicidade ı́mpar no interior

de (a, b). Suponhamos que xn,1, xn,2, . . . , xn,k, com k < n, sejam os zeros de multiplicidade

ı́mpar de Pn(x) em (a, b). Dáı, Pn(x) = (x − xn,1)
i1(x − xn,2)

i2 . . . (x − xn,k)
ikq(x) onde

i1, i2, . . . , ik são números ı́mpares e q(x) pode ter somente zeros de multiplicidade par em

(a, b). Considerando p(x) = (x− xn,1)(x− xn,2) . . . (x− xn,k), como k < n, pelo Teorema

2.6.1 (ii), temos

0 = 〈p, Pn〉φ =

∫ b

a

p(x)Pn(x)dφ(x)

=

∫ b

a

(x− xn,1)
i1+1(x− xn,2)

i2+1 . . . (x− xn,k)
ik+1q(x)dφ(x) > 0,

o que é um absurdo. Portanto k ≥ n. Como Pn(x) é de grau n, então k = n. Logo,

i1 = i2 = . . . = ik = 1 pois, se existisse algum ik > 1, teŕıamos mais que n ráızes para

Pn(x), o que é uma contradição.

Agora, consideremos os zeros de Pn(x), n ≥ 1, ordenados em ordem crescente:

xn,1 < xn,2 < . . . < xn,n.

Desde que Pn(x) possui coeficiente do termo de maior grau positivo, segue que, Pn(x) > 0

para x > xn,n e sgn
(
Pn(x)

)
= (−1)nPn(x) para x < xn,1, onde

sgn(x) =





|x|
x

, x 6= 0

0, x = 0
.

Teorema 2.6.8. [Separação dos zeros] Os zeros de Pn(x) e Pn+1(x) se intrelaçam,

isto é, xn+1,i < xn,i < xn+1,i+1, i = 1, 2, . . . , n.

Corolário 2.6.1. Para cada k ≥ 1, {xn,k}∞n=k é uma sequência decrescente e {xn,n−k+1}∞n=k

é uma sequência crescente. Ou seja, podemos dizer que

ξi = lim
n→∞

xn,i, ηj = lim
n→∞

xn,n−j+1, i, j = 1, 2, . . . (2.24)
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As demonstrações do Teorema 2.6.8 e do Corolário 2.6.1, que acabamos de enunciar,

podem ser encontrados em Chihara [7], pags. 27 e 28, respectivamente.

Definição 2.6.3. O intervalo fechado [ξ1, η1] é chamado o verdadeiro intervalo de ortogo-

nalidade para a sequência de polinômios ortogonais mônicos com relação à medida dφ.

2.6.1 Polinômios de Chebyshev de 2a espécie

Os polinômios de Laguerre, Hermite e Jacobi (incluindo os casos especiais de Cheby-

shev, Legendre e Gegenbauer) são chamados de polinômios ortogonais clássicos (veja, por

exemplo, Chihara [7]). Nesta seção, daremos uma breve apresentação dos polinômios de

Chebyshev de 2a espécie, pois terá grande utilidade no próximo caṕıtulo.

Os polinômios de Chebyshev de 2a espécie, Un(x), são ortogonais no intervalo [−1, 1]

com relação à função peso w(x) =
√

1− x2 e são definidos por

Un(x) =
sen

(
(n + 1) arccos(x)

)
√

1− x2
=

sen
(
(n + 1)θ

)

sen(θ)
, x ∈ [−1, 1], n ≥ 0,

onde x = cos(θ) e θ ∈ [0, π].

Da definição acima, obtemos que os zeros de Un(x) são dados por xn,k = cos

(
kπ

n + 1

)
,

k = 1, 2, . . . , n.

Consideremos a seguinte relação trigonométrica

sen[(n + 2)θ] + sen(nθ) = 2 cos(θ)sen[(n + 1)θ].

Com esta relação e com x = cos(θ) podemos obter a relação de recorrência de três termos:

Un+1(x) = 2xUn(x)− Un−1(x), n ≥ 1, (2.25)

com U0(x) = 1 e U1(x) = 2x. Assim, podemos verificar, facilmente, que Un(x) = 2nxn +

. . . , ou seja, o coeficiente do termo de maior grau é an,n = 2n, n ≥ 0. Usando este fato e

(2.25), vemos que a relação de recorrência de três termos na forma mônica é dada por:

Un+1(x) = xUn(x)− 1

4
Un−1(x), n ≥ 1,

com U0(x) = 1 e U1(x) = x.

Além disso, os polinômios de Chebyshev de 2a espécie satisfazem à seguinte relação

de ortogonalidade

〈Un, Um〉 =

∫ 1

−1

Un(x)Um(x)
√

1− x2dx =





0, se n 6= m
π

2
, se m = n

.
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2.7 Sequência encadeada e polinômios ortogonais

A teoria de sequências encadeadas pode ser utilizada para obter uma relação entre

o verdadeiro intervalo de ortogonalidade [ξ1, η1] e as sequências de coeficientes {cn} e

{λn}, n ≥ 1. Esse assunto terá papel importante no Caṕıtulo 3.

Definição 2.7.1. Uma sequência {an}∞n=1 é chamada de sequência encadeada se existe

uma sequência {gk}∞k=0 tal que

(i) 0 ≤ g0 < 1, 0 < gn < 1, n ≥ 1;

(ii) an = (1− gn−1)gn, n ≥ 1,

{gk} é chamada a sequência de parâmetros para {an} e g0 é o parâmetro inicial.

Teorema 2.7.1. [Teste da Comparação] Se 0 < bn ≤ an para n ≥ 1, então {bn} é

também uma sequência encadeada.

A demonstração deste teorema encontra-se em Chihara [7], pag. 97.

Agora, introduzimos a notação

rn(x) =
λn+1

(cn − x)(cn+1 − x)
(2.26)

onde λn+1 e cn são os coeficientes da relação de recorrência de três termos dada em (2.22).

O Teorema 2.7.2 e o Corolário 2.7.1, que enunciaremos a seguir, podem ser encontrados

em Chihara [7], pag. 108.

Teorema 2.7.2. ξ1 ≥ s se, e somente se,

(i) cn > s, n ≥ 1;

(ii) {rn(x)} é sequência encadeada.

Corolário 2.7.1. η1 ≤ t se, e somente se, cn < t, n ≥ 1, e rn(x) é sequência encadeada.

2.8 Frações cont́ınuas

Uma fração cont́ınua é uma expressão do tipo

b0 +
a1

b1 +
a2

b2 + .. .
+

an

bn

+ .. .

(2.27)
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onde {an}∞n=0 e {bn}∞n=0 são sequências arbitrárias de números reais ou complexos ou

funções reais ou complexas, com an 6= 0. Uma fração cont́ınua pode ser finita ou infinita.

Consideremos a sequência {Cn}∞n=0 constrúıda da seguinte maneira:

C0 = b0

C1 = b0 +
a1

b1

C2 = b0 +
a1

b1 +
a2

b2
...

Cn = b0 +
a1

b1 +
a2

b2 + .. .
+

an

bn
...

(2.28)

Cn, que é uma fração cont́ınua finita, é chamado de n-ésimo convergente ou aproximante

da fração cont́ınua (2.27). Adotamos, também, as seguintes notações para as frações

cont́ınuas (2.27) e (2.28), respectivamente,

b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + . . . +

an

bn + . . . = b0 + K∞
n=1

(an

bn

)

e

Cn = b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + . . . +

an

bn

.

Da relação (2.28), podemos escrever Cn =
An

Bn

, n = 0, 1, . . . , onde

A0 = b0, B0 = 1,

A1 = b0b1 + a1, B1 = b1,

A2 = b0b1b2 + b0a2 + a1b2, B2 = b1b2 + a2,
...

...

Note que A2 = b2A1 + a2A0 e B2 = b2B1 + a2B0. Deste modo, podemos demonstrar o

resultado a seguir.

Lema 2.8.1. Sejam as sequências {An} e {Bn} tais que

An = bnAn−1 + anAn−2, Bn = bnBn−1 + anBn−2, n ≥ 1, (2.29)

com A−1 = 1, A0 = b0, B−1 = 0 e B0 = 1. Então, o n-ésimo convergente Cn da

fração cont́ınua (2.27), dado por (2.28), satisfaz Cn =
An

Bn

, n = 0, 1, . . . .



2.9. Relação entre frações cont́ınuas e polinômios ortogonais na reta real 21

Demonstração: Mostraremos por indução. Facilmente podemos mostrar para n = 1.

Suponhamos que (2.29) seja válido para n ≤ k e mostremos que vale para n = k + 1.

Ck+1 = b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + . . . +

ak

bk +

ak+1

bk+1

= b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + . . . +

ak

b∗k
= C∗

k ,

onde b∗k = bk +
ak+1

bk+1

. Logo, C∗
k é o k-ésimo convergente da fração cont́ınua

b0 +
a1

b1 +

a2

b2 + . . . +

ak

b∗k + . . . .

Usando a hipótese de indução, obtemos

C∗
k =

Ak + (ak+1/bk+1)Ak−1

Bk + (ak+1/bk+1)Bk−1

=
bk+1Ak + ak+1Ak−1

bk+1Bk + ak+1Bk−1

=
Ak+1

Bk+1

.

As fórmulas dadas por (2.29) são conhecidas por fórmulas de Wallis, onde An é

chamado o n-ésimo numerador parcial e Bn é o n-ésimo denominador parcial da fração

cont́ınua. Para maiores informações sobre frações cont́ınuas ver, por exemplo, Wall [26]

ou Lorentzen e Waadeland [17].

Segundo Chihara [7], as sequências encadeadas surgiram dos estudos de E.B. Van

Vleck sobre certas frações cont́ınuas, cuja teoria foi formalizada por Wall [26].

2.9 Relação entre frações cont́ınuas e polinômios or-

togonais na reta real

As equações (2.29) fornecem uma ligação direta entre frações cont́ınuas e polinômios

ortogonais. Para isto, consideremos a seguinte fração cont́ınua

λ1

x− c1

λ2

x− c2

λ3

x− c3
. . . , (2.30)

com α1 = µ0, obtida de (2.27) quando

b0 = 0, a1 = λ1 6= 0, an+1 = −λn+1 6= 0, bn = x− cn, n ≥ 1.

Assim, por (2.29), o n-ésimo denominador do convergente da fração cont́ınua (2.30),

Bn(x), é dado pela expressão

Bn(x) = (x− cn)Bn−1(x)− λnBn−2(x), n ≥ 1,
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com B−1(x) = 0 e B1(x) = 1. Podemos observar que esta relação é a mesma de (2.23),

ou seja, a sequência dos denominadores forma uma sequência de polinômios ortogonais.

Ainda pelas equações (2.29), o n-ésimo numerador do convergente da fração cont́ınua

(2.30), An(x), é dado por

An(x) = (x− cn)An−1(x)− λnAn−2(x), n ≥ 1,

com A−1(x) = 1 e A0(x) = 0. Os polinômios An(x) são chamados de polinômios nume-

radores correspondentes a Pn(x) ou, simplesmente, polinômios associados a Pn(x). Veja,

também, Oliani [19] para outras informações sobre frações cont́ınuas.

2.10 Polinômios similares aos ortogonais

A introdução do problema forte de momento pelos pesquisadores Jones, Thron e

Waadeland [16] abriu caminho para o estudo de polinômios que apresentam propriedades

semelhantes às dos polinômios ortogonais. Nesta seção faremos um breve estudo sobre os

polinômios similares, pré-requisitos essenciais ao desenvolvimento deste trabalho, tendo

como referência Andrade [2] e Sri Ranga [23].

Definição 2.10.1. Seja ϕ(t) uma função real, limitada, não-decrescente e com infinitos

pontos de aumento em (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Se os momentos definidos por

µϕ
m =

∫ b

a

tmdϕ(t) (2.31)

existem para m = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . ., então dϕ(t) é uma distribuição forte em (a, b)

e se dϕ(t) = w(t)dt, w(t) é chamada função peso forte. Se, além disso, (a, b) ⊆ (0,∞),

dϕ(t) recebe o nome de distribuição forte de Stieltjes.

A medida dϕ é assim chamada pois surgiu como soluções de problemas fortes de

momento estudados por Jones, Thron e Waadeland [16] e Jones, Nj̊astad e Thron [12].

Definição 2.10.2. Seja dϕ(t) uma distribuição forte de Stieltjes. Definimos os polinômios

similares aos ortogonais, Bn(t), por

i) Bn(t) é de grau exatamente n, n ≥ 0;

(2.32)

ii)

∫ b

a

t−n+sBn(t)dϕ(t) =





0, se s = 0, 1, ..., n− 1,

ρn > 0, se s = n.



2.10. Polinômios similares aos ortogonais 23

Consideraremos os polinômios Bn(t) na forma mônica, isto é, se Bn(t) =
n∑

k=0

bn,kt
k

então bn,n = 1.

Teorema 2.10.1. Para as distribuições fortes de Stieltjes, os determinantes de Hankel

definidos por

H(m)
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µm µm+1 . . . µm+n−1

µm+1 µm+2 . . . µm+n

...
...

. . .
...

µm+n−1 µm+n . . . µm+2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.33)

satisfazem H
(m)
n > 0, ∀ m,n ∈ Z e n > 0.

Demonstração: Sabemos que uma matriz A é positiva definida se 〈Ax,x〉 > 0, ∀ x 6≡ 0.

Além disso, det(A) > 0.

Mostremos, então, que a matriz

H(m)
n =




µm µm+1 . . . µm+n−1

µm+1 µm+2 . . . µm+n

...
...

. . .
...

µm+n−1 µm+n . . . µm+2n−2




é definida positiva. Seja x = (x0, x1, . . . , xn−1)
T ∈ Rn, x 6≡ 0. Então,

〈
H(m)

n x,x
〉

= x0

n−1∑
i=0

µm+ixi + x1

n−1∑
i=0

µm+1+ixi + . . . + xn−1

n−1∑
i=0

µm+n−1+ixi

=
n−1∑
j=0

n−1∑
i=0

µm+i+jxixj =
n−1∑
j=0

n−1∑
i=0

∫ b

a

tm+i+jxixjdϕ(t)

=

∫ b

a

tm

(
n−1∑
j=0

xjt
j

)(
n−1∑
i=0

xit
i

)
dϕ(t) =

∫ b

a

tm

(
n−1∑

k=0

xkt
k

)2

dϕ(t) > 0.

Logo, H(m)
n é definida positiva e, portanto, H

(m)
n = det( H(m)

n ) > 0.

Teorema 2.10.2. Os polinômios similares Bn(t) existem e são únicos.

Demonstração: Seja

Bn(t) =
n∑

k=0

bn,kt
k. (2.34)
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Então,

∫ b

a

t−n+sBn(t)dϕ(t) =

∫ b

a

t−n+s

n∑

k=0

bn,kt
kdϕ(t) =

n∑

k=0

bn,kµ−n+s+k

=

{
0, se s = 0, 1, ..., n− 1

ρn > 0, se s = n
.

Fazendo s = 0, 1, . . . , n− 1, n, obtemos o seguinte sistema linear




µ−n µ−n+1 . . . µ−1 µ0

µ−n+1 µ−n+2 . . . µ0 µ1

...
...

. . .
...

...

µ−1 µ0 . . . µn−2 µn−1

µ0 µ1 . . . µn−1 µn







bn,0

bn,1

...

bn,n−1

bn,n




=




0

0
...

0

ρn




. (2.35)

Portanto, pelo Teorema 2.10.1, existem únicos bn,0, bn,1, . . . , bn,n, não todos nulos, solução

do sistema linear (2.35).

Resolvendo o sistema linar (2.35) pela Regra de Cramer, temos que

bn,n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ−n µ−n+1 . . . µ−1 0

µ−n+1 µ−n+2 . . . µ0 0
...

...
. . .

...
...

µ−1 µ0 . . . µn−2 0

µ0 µ1 . . . µn−1 ρn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
H

(−n)
n+1

.

Por Laplace, bn,n = ρn
H

(−n)
n

H
(−n)
n+1

> 0. Desta forma, existe Bn(t) de grau exatamente n.

Como consideramos Bn(t) mônico, então ρn =
H

(−n)
n+1

H
(−n)
n

.

Podemos escrever Bn(t) em termos dos determinantes de Hankel. Substituindo a

última linha do sistema (2.35) por (2.34) e, novamente, resolvendo pela Regra de Cramer,

encontramos que

bn,n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ−n µ−n+1 . . . µ−1 0

µ−n+1 µ−n+2 . . . µ0 0
...

...
. . .

...
...

µ−1 µ0 . . . µn−2 0

1 t . . . tn−1 Bn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

÷

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ−n µ−n+1 . . . µ−1 µ0

µ−n+1 µ−n+2 . . . µ0 µ1

...
...

. . .
...

...

µ−1 µ0 . . . µn−2 µn−1

1 t . . . tn−1 tn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Aplicando o Teorema de Laplace e considerando que o polinômio Bn(t) é mônico,

temos

Bn(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ−n µ−n+1 . . . µ−1 µ0

...
...

. . .
...

...

µ−1 µ0 . . . µn−2 µn−1

1 t . . . tn−1 tn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
H

(−n)
n

.

Se tomarmos t = 0 na relação acima e em (2.34), obtemos

bn,0 = Bn(0) = (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣

µ−n+1 . . . µ−1 µ0

...
. . .

...
...

µ0 . . . µn−2 µn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
H

(−n)
n

e, portanto,

bn,0 = (−1)nH
(−n+1)
n

H
(−n)
n

6= 0. (2.36)

Logo, t = 0 não é raiz de Bn(t), n ≥ 1.

Teorema 2.10.3. Os zeros dos polinômios similares Bn(t), n ≥ 1, são reais, distintos e

pertencem ao intervalo (a, b).

Demonstração: Provemos que Bn(t) possui pelo menos uma raiz em (a, b), 0 ≤ a < b ≤
∞. Suponhamos o contrário, ou seja, Bn(t) não tenha ráızes em (a, b). Então, Bn(t) não

muda de sinal em (a, b) e, assim, Bn(t) > 0 ou Bn(t) < 0 em (a, b).

Logo, como t−n > 0 e Bn(t) não muda de sinal em (a, b), temos
∫ b

a

t−nBn(t)dϕ(t) 6= 0. (2.37)

Mas, pela definição de polinômios similares,
∫ b

a

t−nBn(t)dϕ(t) = 0. (2.38)

De (2.37) e (2.38) chegamos a um absurdo. Portanto, Bn(t) tem pelo menos uma raiz

de multiplicidade ı́mpar em (a, b). Vamos supor, agora, que Bn(t) muda de sinal r vezes

em (a, b), r < n. Sejam tn,1, tn,2, . . . , tn,r as ráızes de multiplicidade ı́mpar de Bn(t) em

(a, b). Logo, (t− tn,1)(t− tn,2) . . . (t− tn,r) =
r∑

j=0

ar,jt
j é um polinômio mônico de grau r.

Consideremos o polinômio Bn(t)
r∑

j=0

ar,jt
j. Multiplicando este polinômio por t−n e

integrando em (a, b), obtemos

r∑
j=0

ar,j

∫ b

a

t−n+jBn(t)dϕ(t) = 0, pois j = 0, 1, . . . , r e r < n. (2.39)
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O polinômio Bn(t)
r∑

j=0

ar,jt
j é um polinômio cujas ráızes são de multiplicidade par em

(a, b). Assim, não muda de sinal em (a, b). Então,

r∑
j=0

ar,j

∫ b

a

t−n+jBn(t)dϕ(t) 6= 0. (2.40)

De (2.39) e (2.40), temos um absurdo. Logo, Bn(t) muda de sinal r ≥ n vezes em (a, b).

Como Bn(t) é um polinômio de grau n, r = n e suas ráızes são simples. Portanto, Bn(t)

possui todas as ráızes simples e no interior do intervalo (a, b).

2.11 Polinômios ortogonais no ćırculo unitário

Definição 2.11.1. Se qn(z) =
n∑

k=0

an,kz
k é um polinômio de grau no máximo n, então o

seu polinômio rećıproco é definido por

q∗n(z) = znqn(1/z),

onde qn é obtido do polinômio qn conjugando-se apenas os coeficientes, ou seja,

qn(z) =
n∑

k=0

an,kz
k.

Definição 2.11.2. Uma função ν(z) é uma distribuição no ćırculo unitário C = {z ∈
C : |z| = 1} quando ν(eiθ), definida em 0 ≤ θ ≤ 2π, é uma função real, limitada e com

infinitos pontos de aumento, tal que os momentos

µν
m =

∫

C

zmdν(z) =

∫ 2π

0

eimθdν(eiθ), m = 0, 1, . . .

existem.

Considere o produto interno definido por

〈f, g〉ν =

∫

C

f(z)g(z)dν(z) =

∫ 2π

0

f(eiθ)g(eiθ)dν(eiθ). (2.41)

Definição 2.11.3. Os polinômios ortogonais com relação ao produto interno (2.41),

definido por ∫
Sn(z)Sm(z)dν(z) = 0, n 6= m,

são chamados de polinômios ortogonais no ćırculo unitário ou polinômios clássicos de

Szegő.
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Chamamos de coeficiente de reflexão a constante an ∈ C dada por

an = Sn(0), n = 1, 2, . . . .

Os coeficientes de reflexão têm a propriedade |an| < 1 para n ≥ 1. Além disso, os zeros

dos polinômios de Szegő estão no disco unitário aberto.

Os polinômios ortogonais no ćırculo unitário não satisfazem a uma relação de recorrência

de três termos como acontece com os polinômios ortogonais na reta real. Na verdade, esses

polinômios são conhecidos por satisfazerem a um sistema de relações de recorrência (dadas

aqui em termos de polinômios mônicos)

Sn+1(z) = zSn(z) + an+1S
∗
n(z),(

1− |an+1|2
)
zSn(z) = Sn+1(z)− an+1S

∗
n+1(z),

n ≥ 0, (2.42)

com S0(z) = 1 e S∗0(z) = 1, onde S∗n(z) = znSn(1/z) são chamados de polinômios

rećıprocos aos polinômios de Szegő. Ver, por exemplo, Van Assche [25] para outras in-

formações interessantes sobre esses polinômios.

Se Sn(0) 6= 0, n ≥ 1, então os polinômios de Szegő também satisfazem à seguinte

relação de recorrência de três termos

Sn+1(z) =

(
z +

an+1

an

)
Sn(z)− an+1

an

(
1− |an|2

)
zSn−1(z), n ≥ 1, (2.43)

com S1(z) = z +
a1

a0

e a0 = 1.

Consequentemente, os polinômios mônicos de Szegő satisfazem à relação de recorrência

de três termos da forma (1.3) com

βn =
an

an−1

e αn+1 =
an+1

an

(
1− |an|2

)
, para n ≥ 1.

Para aplicações de polinômios de Szegő no estudo de fórmulas de quadratura na reta

real veja, por exemplo, Bressan, Menegasso e Sri Ranga [6] e Peherstorfer [20]. Há um

número considerável de trabalhos sobre a aplicação de polinômios de Szegő no estudo do

problema de Análise de Frequência. Jones e Peterson [14], publicaram um trabalho sobre

esse assunto.

2.12 Polinômios para-ortogonais

Dizemos que uma medida ψ é simétrica no ćırculo unitário quando dψ(1/z) = −dψ(z).

Nesse caso, os momentos são todos reais.
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De fato, temos que

µψ
n =

∫ 2π

0

einθdψ(eiθ) =

∫ π

0

einθdψ(eiθ) +

∫ 2π

π

einθdψ(eiθ). (2.44)

Fazendo θ = t + 2π na segunda equação do lado direito de (2.44) e utilizando as pro-

priedades cos(nt + 2nπ) = cos(nt) e sen(nt + 2nπ) = sen(nt), obtemos

∫ 2π

π

einθdψ(eiθ) =

∫ 0

−π

ein(t+2π)dψ
(
ei(t+2π)

)

=

∫ 0

−π

cos(tn + 2nπ) + isen(tn + 2nπ)dψ
(
cos(t + 2π) + isen(t + 2π)

)

=

∫ 0

−π

cos(nt) + isen(nt)dψ
(
cos(t) + isen(t)

)

=

∫ 0

−π

eintdψ(eit). (2.45)

Substituindo t = −θ no lado direito da equação (2.45) e usando o fato de que a medida

ψ(eiθ) é simétrica, temos

∫ 0

−π

eintdψ(eit) =

∫ 0

π

e−inθdψ(e−iθ) =

∫ π

0

e−inθdψ(eiθ).

Assim,

µψ
n =

∫ π

0

einθdψ(eiθ) +

∫ π

0

e−inθdψ(eiθ) =

∫ π

0

(
einθ + e−inθ

)
dψ(eiθ)

= 2

∫ π

0

cos(nθ)dψ(eiθ), (2.46)

de onde conclúımos que µψ
n é real para todo n ≥ 0.

Logo, como a medida ψ é simétrica, os coeficientes de reflexão são todos reais e,

consequentemente, −1 < an < 1. Em 1989, Jones, Nj̊astad e Thron [13] estudaram

os polinômios Sn(z) + wnS
∗
n(z), com |wn| = 1, que denominaram de polinômios para-

ortogonais.

Consideremos dois casos especiais de polinômios para-ortogonais

R(1)
n (z) =

Sn(z) + S∗n(z)

1 + Sn(0)
e (z − 1)R(2)

n (z) =
Sn+1(z)− S∗n+1(z)

1− Sn+1(0)
, n ≥ 0, (2.47)

onde R
(1)
n (z) e (z − 1)R

(2)
n (z) são polinômios para-ortogonais mônicos.

De (2.47), temos

2Sn(z) = (1 + an)R(1)
n (z) + (1− an)(z − 1)R

(2)
n−1(z), n ≥ 1.
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Além disso, de (2.42) e (2.47), obtemos

R(1)
n (z) + (z − 1)R

(2)
n−1(z) =

Sn(z) + S∗n(z)

1 + an

+
Sn(z)− S∗n(z)

1− an

=
(1− an)

[
Sn(z) + S∗n(z)

]
+ (1 + an)

[
Sn(z)− S∗n(z)

]

1− a2
n

=
2
[
Sn(z)− anS

∗
n(z)

]

1− a2
n

= 2zSn−1(z), para n ≥ 1. (2.48)

Temos ainda que se −1 < an < 1, então os polinômios mônicos R
(i)
n , i = 1, 2, satisfazem

R
(i)
0 (z) = 1, R

(i)
1 (z) = z + 1

e

R
(i)
n+1(z) = (z + 1)R(i)

n (z)− α
(i)
n+1zR

(i)
n−1(z), n ≥ 1, (2.49)

com α
(1)
n+1 = (1 + an)(1− an) > 0 e α

(2)
n+1 = (1− an)(1 + an+1) > 0, n ≥ 1.

Este último resultado pode ser encontrado em Delsarte e Genin [8].

Portanto, se −1 < an < 1, os polinômios para-ortogonais R
(i)
n , i = 1, 2, satisfazem à

relação de recorrência de três termos (1.3) com

βn = 1, e αn+1 = α
(i)
n+1, n ≥ 1.



Caṕıtulo 3

Zeros de polinômios gerados por

uma relação de recorrência

Este caṕıtulo trata do estudo da localização dos zeros de polinômios gerados por uma

certa relação de recorrência de três termos. Estudaremos regiões que contém zeros e

outras livres de zeros, chamadas regiões parabólicas livres de zero. A principal referência

é o artigo de Silva e Sri Ranga [22].

3.1 Zeros e suas representações como autovalores

Consideremos a sequência de polinômios {Qm} gerados pela relação de recorrência de

três termos

Qm+1(z) = (z + βm+1)Qm(z)− αm+1zQm−1(z), m ≥ 1, (3.1)

com Q0(z) = 1 e Q1(z) = (z + β1), onde os números complexos αm e βm são tais que

αm 6= 0, m = 2, 3, . . . e βm 6= 0, m = 1, 2, . . . .

Se

αm+1 > 0 e βm < 0 para m ≥ 1, (3.2)

então os polinômios correspondentes satisfazem à propriedade da ortogonalidade dada em

(2.32), ou seja,

∫ ∞

0

t−m+sQm(t)dφ(t) =

{
0, s = 0, 1, . . . ,m− 1

ρn > 0, s = m
, (3.3)

onde dφ é uma medida forte e positiva definida no eixo real positivo.

Propriedade 3.1.1. Consideremos a relação de recorrência (3.1). Então,

30
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(i) Qm(0) = β1β2 . . . βm 6= 0 para m ≥ 1. Ou seja, z = 0 não é raiz do polinômio Qm

para qualquer m ≥ 1;

(ii) além disso, podemos escrever as formas

α2z = (z + β2)Q1(z)−Q2(z), (3.4)

αm+1z = (z + βm+1)
Qm(z)

Qm−1(z)
− Qm+1(z)

Qm−1(z)
, m ≥ 2. (3.5)

Demonstração: Por indução mostraremos o item (i).

Usando (3.1), temos que Q1(0) = β1 6= 0. Suponhamos que o resultado seja válido

para m, isto é, Qm(0) = β1β2 . . . βm 6= 0. Novamente de (3.1), Qm+1(0) = βm+1Qm(0) =

β1β2 . . . βmβm+1 6= 0, pois βm 6= 0 para todo m ≥ 1.

Para provar o item (ii), de (3.1) vemos facilmente que

αm+1zQm−1(z) = (z + βm+1)Qm(z)−Qm+1(z).

Logo, αm+1z = (z + βm+1)
Qm(z)

Qm−1(z)
− Qm+1(z)

Qm−1(z)
, m ≥ 1. Fazendo m = 1,

α2z = (z + β2)
Q1(z)

Q0(z)
− Q2(z)

Q0(z)
= (z + β2)Q1(z)−Q2(z).

Lema 3.1.1. Para qualquer m ≥ 1, dois polinômios de graus consecutivos, Qm e Qm+1,

não têm zeros em comum.

Demonstração: Seja w ∈ C, w 6= 0, e suponhamos que Q1(w) = Q2(w) = 0. De (3.1),

temos Q1(w) = w + β1 = 0. Logo,

w = −β1. (3.6)

Novamente de (3.1),

Q2(w) = (w + β2)Q1(w)− α2w = −α2w = 0 ⇐⇒ w = 0. (3.7)

Então, de (3.6) e (3.7) temos uma contradição. Portanto, Q1 e Q2 não têm zeros em

comum.

Agora, consideremos m ≥ 2 e suponhamos que Qm−1 e Qm não tenham zeros em

comum. Logo, se Qm(w) = 0, então Qm−1(w) 6= 0. Como

Qm+1(w) = (w + βm+1)Qm(w)− αm+1wQm−1(w),
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então Qm+1(w) = −αm+1wQm−1(w). Desde que αm+1 > 0 para m ≥ 1 e w 6= 0, segue que

Qm+1(w) 6= 0. Assim, por indução, provamos que Qm e Qm+1 não têm ráızes em comum

para todo m ≥ 1.

O teorema que enunciaremos a seguir mostra que podemos representar os polinômios

gerados pela relação de recorrência (3.1) por um determinante.

Teorema 3.1.1. Da relação de recorrência (3.1), verifica-se que, para todo n ≥ 1,

Qn(z) = det
(
Qn(z)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z + β1 −α2 0 . . . 0 0

−z z + β2 −α3 . . . 0 0

0 −z z + β3 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . z + βn−1 −αn

0 0 0 . . . −z z + βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (3.8)

Demonstração: Se n = 1 temos que |z + β1| = z + β1 = Q1(z). Vamos supor que o

resultado seja válido para k, 1 ≤ k ≤ n− 1. Logo,

Qk(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z + β1 −α2 0 . . . 0 0

−z z + β2 −α3 . . . 0 0

0 −z z + β3 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . z + βk−1 −αk

0 0 0 . . . −z z + βk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, 1 ≤ k ≤ n− 1.

Então, pela regra de Laplace,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z + β1 −α2 0 . . . 0 0

−z z + β2 −α3 . . . 0 0

0 −z z + β3 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . z + βn−1 −αn

0 0 0 . . . −z z + βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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= (z + βn)Qn−1(z) + αn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z + β1 −α2 . . . 0 0 0

−z z + β2 . . . 0 0 0

0 −z . . . 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...

0 0 . . . −z z + βn−2 −αn−1

0 0 . . . 0 0 −z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (z + βn)Qn−1(z)− αnzQn−2(z) = Qn(z).

O resultado que apresentaremos a seguir afirma que os zeros de Qn são os autovalores

de uma matriz cujos elementos são obtidos da relação de recorrência (3.1).

Teorema 3.1.2. Os zeros de Qn são os autovalores da matriz de Hessenberg inferior

H(Q)
n =




η1 α2 0 . . . 0 0

η1 η2 α3 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

η1 η2 η3 . . . αn−1 0

η1 η2 η3 . . . ηn−1 αn

η1 η2 η3 . . . ηn−1 ηn




(3.9)

onde ηm = αm − βm, m = 1, 2, . . . , n, com α1 = 0.

Demonstração: Consideremos a matriz Qn(z) cujo determinante é dado em (3.8). Ob-

serve que ela pode ser escrita como Qn(z) = zAn −Bn, com An e Bn dadas por:

An =




1 0 0 . . . 0 0

−1 1 0 . . . 0 0

0 −1 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . −1 1




e Bn =




−β1 α2 0 . . . 0 0

0 −β2 α3 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 . . . −βn−1 αn

0 0 0 . . . 0 −βn




.

Como det(An) = 1, An é não singular. Logo,

Qn(z) = det(zAn −Bn) = det[An(zIn −A−1
n Bn)]

= det(An)det(zIn −A−1
n Bn) = det(zIn −A−1

n Bn),

onde In é a matriz identidade de ordem n.
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Mas, A−1
n =




1 0 0 . . . 0 0

1 1 0 . . . 0 0

1 1 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

1 1 1 . . . 1 1




. Portanto, A−1
n Bn é a matriz dada por

A−1
n Bn =




−β1 α2 0 . . . 0 0

−β1 α2 − β2 α3 . . . 0 0

−β1 α2 − β2 α3 − β3 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

−β1 α2 − β2 α3 − β3 . . . αn−1 − βn−1 αn

−β1 α2 − β2 α3 − β3 . . . αn−1 − βn−1 αn − βn




. (3.10)

Considerando ηm = αm − βm, m = 1, 2, . . . , n, verificamos que a matriz (3.10) é

exatamente H(Q)
n . Portanto, Qn é o polinômio caracteŕıstico (mônico) associado à matriz

de Hessenberg inferior H(Q)
n = A−1

n Bn.

Como det(An) = 1, então

Qn(z) = det(zAn −Bn) = det[(zIn −BnA
−1
n )An]

= det(zIn −BnA
−1
n )det(An) = det(zIn −BnA

−1
n ).

A matriz BnA
−1
n é dada da seguinte forma:

BnA
−1
n =




α2 − β1 α2 0 . . . 0 0

α3 − β2 α3 − β2 α3 . . . 0 0

α4 − β3 α4 − β3 α4 − β3 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

αn − βn−1 αn − βn−1 αn − βn−1 . . . αn − βn−1 αn

−βn −βn −βn . . . −βn −βn




. (3.11)

Assim, Qn(z) também é o polinômio caracteŕıstico associado à matriz (3.11) e, da

mesma maneira, temos que se z é zero do polinômio Qn, então z é um autovalor desta

matriz.

Sabemos que (zIn−BnA
−1
n )T =

[
zIn−(BnA

−1
n )T

]
e que o determinante da transposta

de uma matriz é igual ao determinante da matriz. Logo, Qn(z) = det(zIn − BnA
−1
n ) =

det
[
zIn− (BnA

−1
n )T

]
. Conclúımos, então, que Qn(z) é também o polinômio caracteŕıstico

associado à matriz de Hessenberg superior (BnA
−1
n )T . Usando a notação γm = αm+1 −
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βm, m = 1, 2, . . . , n, temos que a transposta da matriz (3.11) pode ser escrita como

(BnA
−1
n )T =




γ1 γ2 γ3 . . . γn−1 −βn

α2 γ2 γ3 . . . γn−1 −βn

0 α3 γ3 . . . γn−1 −βn

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . γn−1 −βn

0 0 0 . . . αn −βn




. (3.12)

Teorema 3.1.3. Sejam Q̃0(z) = Q̂0(z) = Q0(z) e, para 1 ≤ m ≤ n,

Q̃m(z) = z−mQm(z) e Q̂m(z) = (α2α3 . . . αm+1)
−1Qm(z). (3.13)

Então,

(a) z[−Q̂m−1(z) + Q̂m(z)] = −βm+1Q̂m(z) + αm+2Q̂m+1(z), 1 ≤ m ≤ n− 1,

com zQ̂0(z) = −β1Q̂0(z) + α2Q̂1(z);

(b) z[Q̃m(z)− Q̃m+1(z)] = αm+1Q̃m−1(z)− βm+1Q̃m(z), 1 ≤ m ≤ n− 1,

com z[Q̃0(z)− Q̃1(z)] = −β1Q̃0(z).

Além disso, podemos obter as seguintes representações matriciais:

(c) zAnb̂(z) = Bnb̂(z) + αn+1Q̂n(z)en;

(d) zb̃(z)TAn = b̃(z)TBn + zQ̃n(z)eT
n , onde en é a n-ésima coluna de In, b̂(z) =

[Q̂0(z), Q̂1(z), . . . , Q̂n−1(z), Q̂n(z)]T e b̃(z) = [Q̃0(z), Q̃1(z), . . . , Q̃n−1(z), Q̃n(z)]T .

Demonstração: Item (a)− Da relação de recorrência (3.1) e de (3.13), obtemos

(α2α3 . . . αm+1)Q̂m(z) = Qm(z).

Assim,

(α2α3 . . . αm+2)Q̂m+1(z) = (z + βm+1)(α2 . . . αm+1)Q̂m(z)− αm+1z(α2 . . . αm)Q̂m−1(z),

ou seja, αm+2Q̂m+1(z) = zQ̂m(z) + βm+1Q̂m(z)− zQ̂m−1(z). Logo,

z[−Q̂m(z) + Q̂m−1(z)] = βm+1Q̂m(z)− αm+2Q̂m+1(z). (3.14)

Como Q1(z) = (z + β1)Q0(z), então α2Q̂1(z) = (z + β1)Q̂0(z).

Portanto, −zQ̂0(z) = β1Q̂0(z)− α2Q̂1, isto é,

zQ̂0(z) = α2Q̂1(z)− β1Q̂0(z). (3.15)
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Item (b)− De (3.13), temos que zmQ̃m(z) = Qm(z). Substituindo na relação de

recorrência de três termos (3.1), obtemos

zm+1Q̃m+1(z) = (z − βm+1)z
mQ̃m(z)− αm+1zz

m−1Q̃m−1(z),

ou seja, zQ̃m+1(z) = (z − βm+1)Q̃m(z)− αm+1Q̃m−1(z), que é equivalente a escrever

z[Q̃m(z)− Q̃m+1(z)] = αm+1Q̃m−1(z)− βm+1Q̃m(z). (3.16)

Temos, ainda, que zQ̃1(z) = zQ̃0(z) + β1Q̃0(z), ou seja,

z[Q̃0(z)− Q̃1(z)] = −β1Q̃0(z). (3.17)

Para provar o item (c), obtemos, da relação de recorrência (3.1), o seguinte sistema:




Q1(z) = (z + β1)Q0(z)

Q2(z) = (z + β2)Q1(z)− α2zQ0(z)

Q3(z) = (z + β3)Q2(z)− α3zQ1(z)
...

...
...

Qn−1(z) = (z + βn−1)Qn−2(z)− αn−1zQn−3(z)

Qn(z) = (z + βn)Qn−1(z)− αnzQn−2(z)

. (3.18)

A partir da segunda, vamos multiplicar cada equação acima por (α2α3 . . . αk)
−1, k =

2, 3, . . . , n, e obtemos o sistema equivalente




Q1(z) = (z + β1)Q0(z)

Q2(z)

α2

= (z + β2)
Q1(z)

α2

− zQ0(z)

Q3(z)

α2α3

= (z + β3)
Q2(z)

α2α3

− z
Q1(z)

α2
...

...
...

Qn−1(z)

α2 . . . αn−1

= (z + βn−1)
Qn−2(z)

α2 . . . αn−1

− z
Qn−3(z)

α2 . . . αn−2

Qn(z)

α2 . . . αn

= (z + βn)
Qn−1(z)

α2 . . . αn

− z
Qn−2(z)

α2 . . . αn−1

. (3.19)

De (3.13), podemos escrever o sistema (3.19) da seguinte forma:




α2Q̂1(z) = (z + β1)Q̂0(z)

α3Q̂2(z) = (z + β2)Q̂1(z)− zQ̂0(z)

α4Q̂3(z) = (z + β3)Q̂2(z)− zQ̂1(z)
...

...
...

αnQ̂n−1(z) = (z + βn−1)Q̂n−2(z)− zQ̂n−3(z)

αn+1Q̂n(z) = (z + βn)Q̂n−1(z)− zQ̂n−2(z)

(3.20)
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ou, equivalentemente,





zQ̂0(z) = −β1Q̂0(z) + α2Q̂1(z)

−zQ̂0(z) + zQ̂1(z) = −β2Q̂1(z) + α3Q̂2(z)

−zQ̂1(z) + zQ̂2(z) = −β3Q̂2(z) + α4Q̂3(z)
...

...
...

−zQ̂n−3(z) + zQ̂n−2(z) = −βn−1Q̂n−2(z) + αnQ̂n−1(z)

−zQ̂n−2(z) + zQ̂n−1(z) = −βnQ̂n−1(z) + αn+1Q̂n(z)

. (3.21)

Escrevendo este sistema em notação matricial, obtemos

z




1 0 . . . 0 0

−1 1 . . . 0 0

0 −1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . −1 1







Q̂0

Q̂1

Q̂2

...

Q̂n−2

Q̂n−1




=




−β1 α2 . . . 0 0

0 −β2 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . βn−1 αn

0 0 . . . 0 −βn







Q̂0

Q̂1

Q̂2

...

Q̂n−2

Q̂n−1




+




0

0

0
...

0

αn+1Q̂n




,

ou seja,

zAnb̂(z) = Bnb̂(z) + αn+1Q̂n(z)en. (3.22)

Para provar o item (d), consideremos o sistema (3.18) e, novamente, a partir da se-

gunda, multiplicamos cada equação por
1

zk
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1, obtendo o novo sistema

equivalente:





Q1(z) = (z + β1)Q0(z)

Q2(z)

z
= (z + β2)

Q1(z)

z
− α2Q0(z)

Q3(z)

z2
= (z + β3)

Q2(z)

z2
− α3

Q1(z)

z
...

...
...

Qn−1(z)

zn−2
= (z + βn−1)

Qn−2(z)

zn−2
− αn−1

Qn−3(z)

zn−3

Qn(z)

zn−1
= (z + βn)

Qn−1(z)

zn−1
− αn

Qn−2(z)

zn−2

. (3.23)
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De (3.13), podemos escrever o sistema anterior da seguinte forma:





zQ̃1(z) = (z + β1)Q̃0(z)

zQ̃2(z) = (z + β2)Q̃1(z)− α2Q̃0(z)

zQ̃3(z) = (z + β3)Q̃2(z)− α3Q̃1(z)
...

...
...

zQ̃n−1(z) = (z + βn−1)Q̃n−2(z)− αn−1Q̃n−3(z)

zQ̃n(z) = (z + βn)Q̃n−1(z)− αnQ̃n−2(z)

, (3.24)

ou seja,





zQ̃0(z)− zQ̃1(z) = −β1Q̃0(z)

zQ̃1(z)− zQ̃2(z) = α2Q̃0(z)− β2Q̃1(z)

zQ̃2(z)− zQ̃3(z) = α3Q̃1(z)− β3Q̃2(z)
...

...
...

zQ̃n−2(z)− zQ̃n−1(z) = αn−1Q̃n−3(z)− βn−1Q̃n−2(z)

zQ̃n−1(z) = αnQ̃n−2(z)− βnQ̃n−1(z) + zQ̃n(z)

. (3.25)

Em notação matricial, temos

z




1 −1 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 −1

0 0 . . . 0 1







Q̃0

Q̃1

Q̃2

...

Q̃n−2

Q̃n−1




=




−β1 0 . . . 0 0

α2 −β2 . . . 0 0

0 α3 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . −βn−1 0

0 0 . . . αn −βn







Q̃0

Q̃1

Q̃2

...

Q̃n−2

Q̃n−1




+




0

0

0
...

0

zQ̃n




,

isto é, zAT
n b̃(z) = BT

n b̃(z) + zQ̃n(z)en. Aplicando a transposta em ambos os lados da

última igualdade, obtemos

zb̃(z)TAn = b̃(z)TBn + zQ̃n(z)eT
n , (3.26)

que é o resultado desejado, concluindo, assim, a demonstração do teorema.
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Lema 3.1.2. [Autovalores e Autovetores da matriz H(Q)
n ]

(i) Os vetores b̂(zn,j), para j = 1, 2, . . . , n, são autovetores à direita da matriz H(Q)
n =

A−1
n Bn associados com os autovalores zn,j. Além disso, desde que esses autovalores

são distintos, os correspondentes autovetores b̂(zn,j) são linearmente independentes;

(ii) os vetores c(zn,j) = AT
n b̃(zn,j) são autovetores à esquerda da matriz H(Q)

n associa-

dos com os autovalores zn,j;

(iii) os vetores b̃(zn,j) são autovetores à esquerda da matriz BnA
−1
n e zn,j são os cor-

respondentes autovalores.

Demonstração: Para demonstrar o item (i) consideremos a representação matricial

(3.22). Então, zA−1
n Anb̂(z) = A−1

n Bnb̂(z) + αn+1A
−1
n Q̂n(z)en. Fazendo z = zn,j, j =

1, 2, . . . , n (as ráızes de Qn), obtemos zn,jb̂(zn,j) = A−1
n Bnb̂(zn,j) + αn+1A

−1
n Q̂n(zn,j)en,

ou seja,

zn,jb̂(zn,j) = A−1
n Bnb̂(zn,j).

Portanto, b̂(zn,j) é autovetor à direita da matriz H(Q)
n . Como Qn satisfaz (3.3), do

Teorema 2.10.3 segue que seus zeros são distintos. Assim, pelo Teorema 2.3.1, b̂(zn,j),

j = 1, 2, . . . , n, são todos LI.

(ii) Consideremos a representação matricial (3.26). Como anteriormente, fazendo

z = zn,j, j = 1, 2, . . . , n, obtemos zn,jb̃(zn,j)
TAn = b̃(zn,j)

TAnA
−1
n Bn + zn,jQ̃n(zn,j)e

T
n ,

isto é,

zn,j[b̃(zn,j)
TAn] = [b̃(zn,j)

TAn]A−1
n Bn,

ou seja,

zn,jc(zn,j)
T = c(zn,j)

TH(Q)
n . (3.27)

Desta maneira, c(zn,j) é autovetor à esquerda de H(Q)
n .

(iii) Novamente da representação matricial (3.26), obtemos

zb̃(z)TAnA
−1
n = b̃(z)TBnA

−1
n + zQ̃n(z)eT

nA
−1
n .

Considerando, z = zn,j, j = 1, 2, . . . , n, conclúımos que zn,jb̃(zn,j)
T = b̃(zn,j)

TBnA
−1
n .
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3.2 Ortogonalidade dos Autovetores

Teorema 3.2.1. [Fórmula do Tipo Identidade de Cristoffel-Darboux]

n−2∑
m=0

[Q̃m(z)− Q̃m+1(z)]Q̂m(w) + Q̃n−1(z)Q̂n−1(w)

=
zQ̃n(z)Q̂n−1(w)− αn+1Q̂n(w)Q̂n−1(z)

z − w
. (3.28)

Demonstração: Fazendo z = w e, em seguida, multiplicando a equação (3.22) à direita

por b̃(z)T , obtemos

wAnb̂(w)b̃(z)T = Bnb̂(w)b̃(z)T + αn+1Q̂n(w)enb̃(z)T . (3.29)

Agora, multiplicamos (3.26) à esquerda por b̂(w) e obtemos

zb̂(w)b̃(z)TAn = b̂(w)b̃(z)TBn + zb̂(w)Q̃n(z)eT
n . (3.30)

Então, de (3.29), tr[wAnb̂(w)b̃(z)T ] = tr[Bnb̂(w)b̃(z)T ]+tr[αn+1Q̂n(w)enb̃(z)T ], ou seja,

wtr[Anb̂(w)b̃(z)T ] = tr[Bnb̂(w)b̃(z)T ] + αn+1tr[Q̂n(w)enb̃(z)T ]. (3.31)

De (3.30), tr[zb̂(w)b̃(z)TAn] = tr[b̂(w)b̃(z)TBn] + tr[zb̂(w)Q̃n(z)eT
n ], isto é,

ztr[b̂(w)b̃(z)TAn] = tr[b̂(w)b̃(z)TBn] + ztr[b̂(w)Q̃n(z)eT
n ]. (3.32)

Subtraindo (3.32) de (3.31), obtemos

(z − w)tr[b̂(w)b̃(z)TAn] = ztr[b̂(w)Q̃n(z)eT
n ]− αn+1tr[Q̂n(w)enb̂(z)T ],

ou seja,

(z − w)tr
[
C(1)

n

]
= ztr

[
C(2)

n

]− αn+1tr
[
C(3)

n

]
, (3.33)

onde C(1)
n = b̂(w)b̃(z)TAn, C

(2)
n = b̂(w)Q̃n(z)eT

n e C(3)
n = Q̂n(w)enb̂(z)T .

Determinemos as matrizes C(1)
n , C(2)

n e C(3)
n :

C(1)
n =




Q̂0(w)

Q̂1(w)

Q̂2(w)
...

Q̂n−1(w)




(
Q̃0(z) Q̃1(z) Q̃2(z) . . . Q̃n−1(z)

)




1 0 0 . . . 0

−1 1 0 . . . 0

0 −1 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0

0 0 0 . . . 1




=




Q̂0(w)[Q̃0(z)− Q̃1(z)] Q̂0(w)[Q̃1(z)− Q̃2(z)] . . . Q̂0(w)Q̃n−1(z)

Q̂1(w)[Q̃0(z)− Q̃1(z)] Q̂1(w)[Q̃1(z)− Q̃2(z)] . . . Q̂1(w)Q̃n−1(z)

Q̂2(w)[Q̃0(z)− Q̃1(z)] Q̂2(w)[Q̃1(z)− Q̃2(z)] . . . Q̂2(w)Q̃n−1(z)
...

...
. . .

...

Q̂n−2(w)[Q̃0(z)− Q̃1(z)] Q̂n−2(w)[Q̃1(z)− Q̃2(z)] . . . Q̂n−2(w)Q̃n−1(z)

Q̂n−1(w)[Q̃0(z)− Q̃1(z)] Q̂n−1(w)[Q̃1(z)− Q̃2(z)] . . . Q̂n−1(w)Q̃n−1(z)




.
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Assim,

tr
(
C(1)

n

)
=

n−2∑
m=0

[Q̃m(z)− Q̃m+1(z)]Q̂m(w) + Q̂n−1(w)Q̃n−1(z). (3.34)

C(2)
n =




Q̂0(w)

Q̂1(w)
...

Q̂n−1(w)




(
0 0 . . . Q̃n(z)

)
=




0 0 0 . . . Q̂0(w)Q̃n(z)

0 0 0 . . . Q̂1(w)Q̃n(z)

0 0 0 . . . Q̂2(w)Q̃n(z)
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . Q̂n−1(w)Q̃n(z)




.

Logo,

tr
(
C(2)

n

)
= Q̂n−1(w)Q̃n(z). (3.35)

C(3)
n =




0

0
...

Q̂n(w)




(
Q̂0(z) Q̂1(z) . . . Q̂n−1(z)

)

=




0 0 . . . 0

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0

Q̂n(w)Q̂0(z) Q̂n(w)Q̂1(z) . . . Q̂n(w)Q̂n−1(z)




.

Desta forma,

tr
(
C(3)

n

)
= Q̂n(w)Q̂n−1(z). (3.36)

Substituindo (3.34), (3.35) e (3.36) em (3.33), obtemos

n−2∑
m=0

[Q̃m(z)− Q̃m+1(z)]Q̂m(w) + Q̃n−1(z)Q̂n−1(w)

=
zQ̃n(z)Q̂n−1(w)− αn+1Q̂n(w)Q̂n−1(z)

z − w
,

que é o resultado desejado.

Fazendo w −→ z na identidade (3.28), obtemos

n−2∑
m=0

[Q̃m(z)− Q̃m+1(z)]Q̂m(z) + Q̃n−1(z)Q̂n−1(z)

= αn+1Q̂
′
n(z)Q̂n−1(z)− zQ̂′

n−1(z)Q̃n(z). (3.37)
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Lema 3.2.1. O termo à esquerda na fórmula (3.28) pode ser identificado como

b̃(z)TAnb̂(w) = c(z)T b̂(w), o que confirma a ortogonalidade dos autovetores à esquerda

c(zn,j) e dos autovetores à direita b̂(zn,k) quando j 6= k. Além disso, para 1 ≤ j ≤ n e

1 ≤ k ≤ n, obtemos

[AT
n b̃(zn,j)]

T b̂(zn,k) = b̂(zn,k)
T [AT

n b̃(zn,j)] = λ−1
n,jδj,k

onde λ−1
n,j = αn+1Q̂

′
n(zn,j)Q̃n−1(zn,j) e δj,k é o delta de Kronecker.

Demonstração: Como

b̃(z)TAnb̂(w) =
(

Q̃0(z) Q̃1(z) . . . Q̃n−1(z)
)




1 0 0 . . . 0

−1 1 0 . . . 0

0 −1 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1







Q̂0(w)

Q̂1(w)
...

Q̂n−1(w)




=
n−2∑
m=0

[Q̃m(z)− Q̃m+1(z)]Q̂m(w) + Q̃n−1(z)Q̂n−1(w),

então, por (3.28), temos b̃(z)TAnb̂n(w) =
zQ̃n(z)Q̂n−1(w)− αn+1Q̂n(w)Q̂n−1(z)

z − w
.

Fazendo z = zn,j e w = zn,k, com j 6= k, obtemos

zn,jQ̃n(zn,j)Q̂n−1(zn,k)− αn+1Q̂n(zn,k)Q̂n−1(zn,j)

zn,j − zn,k

= 0.

Logo,

b̃(zn,j)
TAnb̂(zn,k) = c(zn,j)

T b̂(zn,k) = 〈b̂(zn,k), c(zn,j)〉 = 0. (3.38)

Portanto, c(zn,j) e b̂(zn,k) são ortogonais quando j 6= k.

Agora, para 1 ≤ j ≤ n e 1 ≤ k ≤ n, temos

b̃(z)TAnb̂(w) = [AT
n b̃(z)]T b̂(w) =

zQ̃n(z)Q̂n−1(w)− αn+1Q̂n(w)Q̂n−1(z)

z − w
.

Novamente, fazendo z = zn,j e w = zn,j na equação acima, de (3.37), obtemos

[AT
n b̃(zn,j)]

T b̂(zn,j) = αn+1Q̂
′
n(zn,j)Q̂n−1(zn,j) = λ−1

n,j. (3.39)

Portanto, de (3.38) e (3.39), conclúımos que

[AT
n b̃(zn,j)]

T b̂(zn,k) = λ−1
n,jδj,k =

{
0, se j 6= k

λ−1
n,j 6= 0, se j = k

, j, k = 1, 2, . . . , n,
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concluindo, assim, a demonstração do lema.

Podemos dizer, ainda, que as duas sequências {b̂(zn,j)}n
j=1 e {AT

n b̃(zn,j)}n
j=1 são bior-

togonais.

Se definirmos a matriz não singular Pn, n× n, por

Pn =

(
b̂(zn,1)

αn+1Q̂′
n(zn,1)

b̂(zn,2)

αn+1Q̂′
n(zn,2)

. . .
b̂(zn,n)

αn+1Q̂′
n(zn,n)

)
, (3.40)

então sua inversa é dada por

P−1
n =

(
AT

n b̃(zn,1)

Q̃n−1(zn,1)

AT
n b̃(zn,2)

Q̃n−1(zn,2)
. . .

AT
n b̃(zn,n)

Q̃n−1(zn,n)

)T

. (3.41)

De fato, fazendo a multiplicação da j-ésima linha de P−1
n pela j-ésima coluna de Pn,

de (3.39), obtemos [
AT

n b̃(zn,j)
]T

Q̃n−1(zn,j)

b̂(zn,j)

αn+1Q̂′
n(zn,j)

= λn,jλ
−1
n,j = 1.

Agora, multiplicando a j-ésima linha de P−1
n pela k-ésima coluna de Pn, j 6= k, de (3.38),

temos [
AT

n b̃(zn,j)
]T

Q̃n−1(zn,j)

b̂(zn,k)

αn+1Q̂′
n(zn,k)

= 0.

Portanto, P−1
n Pn = In.

Denotemos por p̂k,j e p̃k,j os elementos da k-ésima linha e j-ésima coluna das matrizes

Pn e P−1
n , respectivamente. Então,

p̂k,j =
Q̂k−1(zn,j)

αn+1Q̂′
n(zn,j)

e p̃k,j =
Q̃j−1(zn,k)− Q̃j(zn,k)

Q̃n−1(zn,k)
. (3.42)

De PnP
−1
n = In, obtemos

n∑
j=1

p̂l,jp̃j,k =
n∑

j=1

Q̂l−1(zn,j)

αn+1Q̂′
n(zn,j)

Q̃k−1(zn,j)− Q̃k(zn,j)

Q̃n−1(zn,j)

= δl,k =

{
0, se l 6= k

1, se l = k
, l, k = 1, 2, . . . , n. (3.43)

Desta maneira, obtemos a biortogonalidade das sequências finitas {Q̂l}n−1
l=0 e {Q̃k −

Q̃k+1}n−1
k=0 nos pontos zn,1, zn,2, . . . , zn,n.

Com as matrizes Pn e P−1
n , podemos escrever o problema de autovalores associado

com H(Q)
n da seguinte forma:

P−1
n H(Q)

n Pn = Ξn ou H(Q)
n = PnΞnP

−1
n , (3.44)
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onde Ξn é a matriz diagonal cujos elementos diagonais são zn,1, zn,2, . . . , zn,n.

Em outras palavras, H(Q)
n e Ξn são matrizes semelhantes. Logo, pelo Teorema 2.4.2,

têm a mesma equação caracteŕıstica e os mesmos autovalores. Além disso, pelo Teorema

2.4.1, as colunas de Pn podem ser consideradas os n autovetores LI de H(Q)
n .

3.3 Limitantes para os zeros

Consideremos a região W(λ1, λ2, τ), onde λ2 ≥ λ1 e τ > 0, definida por

W(λ1, λ2, τ) ≡
{

z = x + iy ∈ C : |y| ≤ τ, λ1 −
√

τ 2 − y2 ≤ x ≤ λ2 +
√

τ 2 − y2

}
. (3.45)

Na Figura 3.1 (a), temos o desenho da região W(1, 2, 1) e, em 3.1 (b), encontramos o

desenho da região W(10, 10, 3).
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2,51,50,5
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1
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x

12 13

y
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3

-1

(b)

Figura 3.1: Região W(λ1, λ2, τ)

Agora, para δ 6= 0, seja Dδ uma matriz diagonal, n × n, com diagonal composta por

(δ, δ2, . . . , δn). Logo, DδH
(Q)
n D−1

δ é a seguinte matriz:

DδH
(Q)
n D−1

δ =




η1 δ−1α2 0 . . . 0

δη1 η2 δ−1α3 . . . 0

δ2η1 δη2 η3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

δn−1η1 δn−2η2 δn−3δ3 . . . ηn




.
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Então, os autovalores de H(Q)
n são os mesmos que os da matriz DδH

(Q)
n D−1

δ , pois são

matrizes semelhantes. Além disso, se z é o autovetor correspondente ao autovalor λ de

H(Q)
n , então DδH

(Q)
n D−1

δ Dδz = λDδz. Fazendo y = Dδz, obtemos

DδH
(Q)
n D−1

δ y = λy.

Podemos, agora, enunciar o teorema a seguir.

Teorema 3.3.1. Para qualquer n ≥ 2, consideremos

αM
n = max{|αk|, k = 2, . . . , n} e ηM

n = max{|ηk|, k = 2, 3, . . . , n}

Sejam

d1 =

√
αM

n√
αM

n +
√

ηM
n

, d2 =
αM

n

αM
n + |η1| − ηM

n

e d3 =
2αM

n√
(αM

n )2 + 4αM
n (|η1| − ηM

n ) + αM
n

.

Então, os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão no interior do disco |z| ≤ ρ̂n, onde

ρ̂n =





αM
n + |η1| − ηM

n

|η1| − ηM
n

|η1|, se 0 < d2 < d1

(
√

αM
n + ηM

n )2, caso contrário

.

Se ηk, para k = 1, 2, . . . , n, são todos reais, então os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão no

interior da região W(ηn,1, ηn,2, ρ̃n), onde

ηn,1 = min{ηk, k = 1, 2, . . . , n}, ηn,2 = max{ηk, k = 1, 2, . . . , n} e

ρ̃n =





√
(αM

n )2 + 4αM
n (|η1| − ηM

n ) + αM
n

2(|η1| − ηM
n )

|η1|, se 0 < d3 < d1

(
√

αM
n + ηM

n )2 − ηM
n , caso contrário

.

Demonstração: Suponhamos que 0 < δ < 1. Lembremos que α1 = 0. Pelo Teorema

2.3.2, temos que os autovalores de DδH
(Q)
n D−1

δ , que são os mesmos que os da matriz H(Q)
n ,

estão no interior da região
n⋃

k=1

∆
(n)
k (δ) onde ∆

(n)
k (δ) são discos fechados com centros ηk e

raios

ρk(δ) = |ηk|
n−k∑
r=1

δr + |αk|δ−1, k = 1, 2, . . . , n.

Assim, ρ1(δ) = |η1|
n−1∑
r=1

δr = |η1|δ(1 + δ + . . . + δn−3 + δn−2).

Sabemos que 1 + δ + . . . + δn−3 + δn−2 =
1− δn−1

1− δ
e, como 0 < δ < 1, conclúımos que

δ
1− δn−1

1− δ
<

δ

1− δ
. Portanto, ρ1(δ) = |η1|

n−1∑
r=1

δr = |η1|δ1− δn−1

1− δ
< |η1| δ

1− δ
= ρ̃1(δ) e,

assim, ρ1(δ) < ρ̃1(δ).
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Considerando ηM
n = max{|ηk|, k = 2, 3, . . . , n} e αM

n = max{|αk|, k = 2, 3, . . . , n}
para k = 2, 3, . . . , n, temos que

ρk(δ) = |ηk|
n−k∑
r=1

δr + |αk|δ−1 ≤ |ηk| δ

1− δ
+ |αk|δ−1

≤ ρ̃n(δ) =
δ

1− δ
ηM

n + δ−1αM
n =

δ − 1 + 1

1− δ
ηM

n + δ−1αM
n

=
δ − 1

1− δ
ηM

n +
1

1− δ
ηM

n + δ−1αM
n = −ηM

n +
1

1− δ
ηM

n + δ−1αM
n .

Assim, ρk(δ) ≤ ρ̃n(δ) = −ηM
n + ρ̂n(δ), onde ρ̂n(δ) =

1

1− δ
ηM

n + αM
n δ−1. Desta maneira,

∆
(n)
1 (δ) está no interior de |z| < ρ̂1(δ) = |η1| 1

1− δ
e os discos ∆

(n)
k (δ), 2 ≤ k ≤ n, estão

no interior de

|z| ≤ ρ̂n(δ) =
1

1− δ
ηM

n + δ−1αM
n .

Escolhemos o valor de δ que minimiza max{ρ̂1(δ), ρ̂n(δ)} e vamos verificar que este valor

será d2 ou d1, dependendo de ηM
n << |η1| ou não.

Se ηM
n << |η1|, então max{ρ̂1(δ), ρ̂n(δ)} = ρ̂1(δ). Logo, ρ̂1(δ) > ρ̂n(δ), ou seja,

ρ̂1(δ)− ρ̂n(δ) > 0, isto é,

δ(|η1| − ηM
n )− (1− δ)αM

n

(1− δ)δ
> 0.

Como (1 − δ)δ > 0, então δ(|η1| − ηM
n + αM

n ) − αM
n > 0, ou seja, δ >

αM
n

|η1| − ηM
n + αM

n

.

Podemos obter, também, δ ≥ αM
n

|η1| − ηM
n + αM

n

. Assim, escolhemos

δ =
αM

n

|η1| − ηM
n + αM

n

= d2

que minimiza max{ρ̂1(δ), ρ̂n(δ)} = ρ̂1(δ). Substituindo δ = d2 em ρ̂1(δ), obtemos o raio

ρ̂1(d2) = |η1| 1

1− d2

= |η1|(α
M
n + |η1| − ηM

n )

|η1| − ηM
n

.

Portanto, os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão no interior do disco

|z| ≤ ρ̂1(δ), onde δ = d2.

Agora, se |η1| << ηM
n temos que max{ρ̂1(δ), ρ̂n(δ)} = ρ̂n(δ). Encontremos o valor de

δ que minimiza ρ̂n(δ). Determinemos o ponto de mı́nimo de ρ̂n(δ) =
1

1− δ
ηM

n +
1

δ
αM

n .

Temos que

ρ̂′n(δ) =
1

(1− δ)2
ηM

n − 1

δ2
αM

n =
δ2ηM

n − (1− δ)2αM
n

(1− δ)2δ2
.
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Logo, ρ̂
′
(δ) = 0 =⇒ δ2ηM

n − (1− δ)2αM
n

(1− δ)2δ2
= 0, isto é,

(ηM
n − αM

n )δ2 + 2αM
n δ − αM

n = 0. (3.46)

Desta maneira,

δ =
−2αM

n ±
√

4(αM
n )2 − 4(ηM

n − αM
n )(−αM

n )

2(ηM
n − αM

n )

=
−2αM

n ±
√

4ηM
n αM

n

2(ηM
n − αM

n )
=
−αM

n ±
√

ηM
n αM

n

ηM
n − αM

n

.

Assim, obtemos δ1 =
−αM

n +
√

ηM
n αM

n

ηM
n − αM

n

e δ2 =
−αM

n −
√

ηM
n αM

n

ηM
n − αM

n

.

Por (3.2), αm+1 > 0 e βm < 0 para m ≥ 1. Logo, ηM
m = αM

m − βM
m > 0 e, portanto,

δ2 < 0. Temos, ainda, que

δ1 =
−αM

n +
√

ηM
n αM

n

ηM
n − αM

n

=

√
αM

n

(√
ηM

n −
√

αM
n

)
(√

ηM
n −

√
αM

n

)(√
ηM

n +
√

αM
n

)

=

√
αM

n√
ηM

n +
√

αM
n

= d1.

Logo, escolhemos δ = d1 que minimiza ρ̂n(δ). Além disso, o raio ρ̂n(d1) é dado por

ρ̂n(d1) =
1

1− d1

ηM
n +

1

d1

αM
n =

√
ηM

n +
√

αM
n√

ηM
n

ηM
n +

√
ηM

n +
√

αM
n√

αM
n

αM
n

=

(√
ηM

n +
√

αM
n

)√(
ηM

n

)2

√
ηM

n

+

(√
ηM

n +
√

αM
n

)√(
αM

n

)2

√
αM

n

=
(√

ηM
n +

√
αM

n

)√
ηM

n +
(√

ηM
n +

√
αM

n

)√
αM

n

=
(√

ηM
n +

√
αM

n

)2
.

Desta forma, os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão no interior do disco

|z| ≤ ρ̂n(δ), onde δ = d1 e 0 < d1 < d2.

Portanto, conclúımos que os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão no interior do disco

|z| ≤ ρ̂n,

onde

ρ̂n =





αM
n + |η1| − ηM

n

|η1| − ηM
n

|η1|, se 0 < d2 < d1

(
√

αM
n + ηM

n )2, caso contrário

.
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Para demonstrar a segunda parte do teorema, notemos que ∆
(n)
1 (δ) está no interior do

disco

|z − η1| < ρ̃1(δ) =
δ

1− δ
|η1| (3.47)

e, para qualquer k, 2 ≤ k ≤ n, os discos ∆
(n)
k (δ) estão no interior do disco

|z − ηk| ≤ ρ̃n(δ) = −ηM
n +

1

1− δ
ηM

n + δ−1αM
n

= −ηM
n + ρ̂n(δ). (3.48)

Como anteriormente, escolhemos δ que minimiza max{ρ̃1(δ), ρ̃n(δ)} e este valor será

d3 ou d1, dependendo de ηM
n << |η1| ou não.

Se |η1| << ηM
n , então max{ρ̃1(δ), ρ̃n(δ)} = ρ̃n(δ). Determinemos o valor de δ que

minimiza ρ̃n(δ). Sabemos que ρ̃n(δ) = −ηM
n + ρ̂n(δ). Derivando em δ, obtemos

ρ̃′n(δ) = ρ̂′n(δ).

Igualando esta última igualdade a 0, de (3.46), temos

0 = ρ̃′n(δ) = ρ̂′n(δ) = (ηM
n − αM

n )δ2 + 2αM
n δ − αM

n .

Assim, ρ̃′n(δ) e ρ̂n(δ) possuem a mesma equação do 2o grau em delta e, portanto, os mesmos

valores para δ1 e δ2. Logo, escolhemos δ = d1 que minimiza max{ρ̃1(δ), ρ̃n(δ)} = ρ̃n(δ) e

obtemos

ρ̃n(d1) = −ηM
n + ρ̂n(d1) = −ηM

n +

(√
αM

n +
√

ηM
n

)2

.

Agora, se ηM
n << |η1|, então max{ρ̃1(δ), ρ̃n(δ)} = ρ̃1(δ). Assim, ρ̃1(δ) > ρ̃n(δ), ou seja,

ρ̃1(δ)− ρ̃n(δ) > 0. Logo,

δ2(|η1| − ηM
n )− (1− δ)αM

n

(1− δ)δ
> 0.

Temos que (1− δ)δ > 0. Assim, δ2(|η1| − ηM
n ) + δαM

n −αM
n > 0. Podemos obter, também,

δ2(|η1| − ηM
n ) + δαM

n − αM
n ≥ 0. Quando ocorre a igualdade, temos

δ =
−αM

n ±
√

(αM
n )2 − 4(|η1| − ηM

n )(−αM
n )

2(|η1| − ηM
n )

=
−αM

n ±
√

(αM
n )2 + 4αM

n (|η1| − ηM
n )

2(|η1| − ηM
n )

.

Portanto, obtemos

δ1 =
−αM

n −
√

(αM
n )2 + 4αM

n (|η1| − ηM
n )

2(|η1| − ηM
n )

e δ2 =
−αM

n +
√

(αM
n )2 + 4αM

n (|η1| − ηM
n )

2(|η1| − ηM
n )

.

Observemos que δ1 < 0, então escolhemos δ2 que minimiza ρ̃1(δ). Multiplicando e

dividindo δ2 por
αM

n +
√

(αM
n )2 + 4αM

n (|η1| − ηM
n )

2(|η1| − ηM
n )

, obtemos

δ2 =
2αM

n

αM
n +

√
(αM

n )2 + 4αM
n (|η1| − ηM

n )
= d3.
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Desta maneira, δ2 = d3 minimiza max{ρ̃1(δ), ρ̃n(δ)} = ρ̃1(δ) e, neste caso, 0 < d3 < d1.

Além disso, o raio ρ̃1(d3) é dado por

ρ̃1(d3) =
d3

1− d3

|η1|

=
2αM

n

αM
n +

√
(αM

n )2 + 4αM
n (|η1| − ηM

n )

αM
n +

√
(αM

n )2 + 4αM
n (|η1| − ηM

n )

−αM
n +

√
(αM

n )2 + 4αM
n (|η1| − ηM

n )
|η1|

=
2αM

n

[
αM

n +
√

(αM
n )2 + 4αM

n (|η1| − ηM
n )

]

4αM
n (αM

n − ηM
n )

|η1|

=
αM

n +
√

(αM
n )2 + 4αM

n (|η1| − ηM
n )

2(|η1| − ηM
n )

|η1|.

Desde que os centros ηk, 1 ≤ k ≤ n, dos discos ∆
(n)
k (δ) estão sobre uma mesma reta, neste

caso a reta real e, também, de (3.47) e (3.48), conclúımos que os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n,

estão no interior do disco |z − ηk| ≤ ρ̃n(δ), onde

ρ̃n =





√
(αM

n )2 + 4αM
n (|η1| − ηM

n ) + αM
n

2(|η1| − ηM
n )

|η1|, se 0 < d3 < d1

(
√

αM
n + ηM

n )2 − ηM
n , caso contrário

,

ou seja, os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão no interior da região W(ηn,1, ηn,2, ρ̃n), onde

ηn,1 = min{ηk, k = 1, 2, . . . , n}, ηn,2 = max{ηk, k = 1, 2, . . . , n}.

Lembrando que η1 = α1 − β1 = β1 e, que Q1(z) = z + β1, então z = η1 é raiz do

polinômio Q1(z) e certamente está no interior
n⋃

k=1

∆
(n)
k (δ).

Agora, se p é tal que 1 < p < n, então, pelo Teorema 2.3.2, os autovalores de H(Q)
p

(isto é, os zeros de Qp) estão no interior da união

p⋃

k=1

∆
(p)
k (δ), onde ∆

(p)
k são os discos com

centros |ηk| e raios ρ
(p)
k (δ) = |ηk|

p−k∑
r=1

δr+|αk|δ−1. Temos que ∆
(n)
k são os discos com centros

|ηk| e raios ρ
(n)
k (δ) = |ηk|

n−k∑
r=1

δr + |αk|δ−1. Portanto, para 1 < p < n, ρ
(p)
k (δ) < ρ

(n)
k (δ).

Desta maneira, para 1 ≤ k ≤ p, ∆
(p)
k (δ) ⊂ ∆

(n)
k (δ). Logo,

p⋃

k=1

∆
(p)
k (δ) ⊂

n⋃

k=1

∆n
k(δ)

e, assim, os zeros de Qp estão no interior de
n⋃

k=1

∆
(n)
k (δ). Portanto, conclúımos que os

resultados do teorema são válidos também para todos os polinômios Qk, 1 ≤ k ≤ n.

O teorema que demonstraremos a seguir afirma que certas sequências de polinômios

{pk}n
k=0 gerados por uma relação de recorrência de três termos não têm zeros em regiões
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parabólicas do plano complexo. Este importante resultado nos dará a base para provarmos

o teorema posterior que garante a existência de uma região parabólica que não contém

zeros dos polinômios Q1, Q2, . . . , Qn. Tais regiões são chamadas de regiões parabólicas

livres de zeros. Esses dois resultados podem ser encontrados em Saff e Varga [21].

Teorema 3.3.2. Seja {pk}n
k=0 uma sequência de polinômios de respectivos graus k que

satisfazem à relação de recorrência de três termos

pk(z) =

(
z

bk

+ 1

)
pk−1(z)− z

ck

pk−2(z), k = 1, 2, . . . , n, (3.49)

onde p−1(z) := 0 e p0(z) := p0 6= 0. Além disso, bk e ck são números reais e positivos

para todo 1 ≤ k ≤ n. Seja

α := min{bk(1− bk−1c
−1
k ) : k = 1, 2, . . . , n}, b0 := 0. (3.50)

Então, se α > 0, a região parabólica

Pα := {z = x + iy ∈ C : y2 ≤ 4α(x + α), x > −α} (3.51)

não contém zeros de p1, p2, . . . , pn.

Demonstração: Sejam z ∈ Pα um ponto qualquer fixado que não é zero de pk(z),

1 ≤ k ≤ n, e

γk = γk(z) :=
zpk−1(z)

bkpk(z)
para k = 1, 2, . . . , n. (3.52)

Mostraremos indutivamente que

Re(γk) ≤ 1 para k = 1, 2, . . . , n. (3.53)

Para k = 1, temos que mostrar que Re(γ1) ≤ 1. De fato, usando (3.49), (3.52) e o

fato de que p0(z) := p0 6= 0, temos p1(z) =

(
z

b1

)
p0(z). Então,

γ1 =
zp0(z)

b1p1(z)
=

zp0(z)

b1

(
z

b1

+ 1

)
p0(z)

=
z

z + b1

=
x + iy

x + iy + b1

(x + b1 − iy)

(x + b1 − iy)
=

x(x + b1) + y2

(x + b1)2 + y2
+ i

yb1

(x + b1)2 + y2
.

Assim, temos que Re(γ1) ≤ 1 se, e somente se, Re(z) ≥ −b1. Ou seja,

Re(γ1) ≤ 1 ⇐⇒ x(x + b1) + y2

(x + b1)2 + y2
≤ 1

⇐⇒ x2 + xb1 + y2 ≤ x2 + 2xb1 + b2
1 + y2

⇐⇒ xb1 − 2xb1 ≤ b2
1 ⇐⇒ −xb1 ≤ b2

1

⇐⇒ −x ≤ b1 ⇐⇒ x ≥ −b1, pois b1 > 0.
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Observemos que, como z = x + iy ∈ Pα, então x > −α. Além disso, de (3.50), temos

α := min{b1}, ou seja, α ≤ b1 =⇒ −α ≥ −b1. Portanto, x > −α ≥ −b1.

Agora, suponhamos que Re(γk−1) ≤ 1 para algum k satisfazendo 2 ≤ k ≤ n. De

(3.49), temos que bkpk(z) = (z + bk)pk−1(z) − bk

ck

zpk−2(z), k = 1, 2, . . . , n, e, também,

podemos expressar γk, k = 1, 2, . . . , n, da seguinte forma:

γk =
zpk−1(z)

bkpk(z)
=

zpk−1(z)

(z + bk)pk−1(z)− bkc
−1
k zpk−2(z)

=
z

(z + bk)− bkc
−1
k z

pk−2(z)

pk−1(z)

.

Como γk−1 =
zpk−2(z)

bk−1pk−1(z)
, então γk pode ser dado como

γk = Tk(γk−1), (3.54)

onde Tk(w) é a transformação bilinear

ξ = Tk(w) :=
z

z + bk − bkc
−1
k bk−1w

. (3.55)

Agora, mostraremos que Re(γk) ≤ 1, k = 1, 2, . . . , n.

Portanto, desde que Re(γk−1) ≤ 1 por hipótese, então γk pertence à imagem do semi-

plano Re(w) ≤ 1 sob a transformação Tk. Agora, Tk tem seu pólo em

wk :=
z + bk

bkc
−1
k bk−1

=
x + bk

bkc
−1
k bk−1

+ i
y

bkc
−1
k bk−1

. (3.56)

De (3.50), temos que x > −α ≥ −(bk − bkc
−1
k bk−1), então

Re(wk) =
x + bk

bkc
−1
k bk−1

>
−(bk − bkc

−1
k bk−1) + bk

bkc
−1
k bk−1

= 1.

Assim, Re(wk) > 1. Além disso, como Tk é uma transformação linear fracionária, do

Teorema 2.5.4, Tk leva Re(w) ≤ 1 em um disco fechado Dk no plano ξk.

Sabemos, também, que o conjugado de wk é

wk =
z + bk

bkc
−1
k bk−1

e o seu simétrico com respeito à linha Re(w) = 1 é dado por

2− wk = 2− z + bk

bkc
−1
k bk−1

.

Então, o centro ξk do disco é a imagem, sob Tk, do ponto no plano w simétrico ao pólo

wk com respeito à reta Re(w) = 1, isto é,

ξk = Tk(2− wk) = Tk

(
2− x− bk + iy

bkc
−1
k bk−1

)

= Tk

(
2bkc

−1
k bk−1 − x− bk + iy

bkc
−1
k bk−1

)
=

z

z + bk − bkc
−1
k bk−1

2bkc
−1
k bk−1 − x− bk + iy

bkc
−1
k bk−1

=
z

2x + 2bk − 2bkc
−1
k bk−1

=
z

2x + 2bk(1− c−1
k bk−1)

.
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Além disso, desde que Tk(∞) = 0 está na fronteira de Dk, o raio rk do disco é dado por

rk = |ξk| = |z|
2x + 2bk(1− bk−1c

−1
k )

=

√
x2 + y2

2x + 2bk(1− bk−1c
−1
k )

.

Consequentemente, a parte real de qualquer ponto em Dk não excede a soma

Re(ξk) + rk =
Re(z) + |z|

2Re(z) + 2bk(1− bk−1c
−1
k )

=
x + |z|

2x + 2bk(1− bk−1c
−1
k )

.

De (3.50), Re(ξk) + rk <
x + |z|
2x + 2α

. Assim,
x + |z|
2x + 2α

é um limitante superior para a soma

Re(ξk) + rk. Como z ∈ Pα, de (3.51), obtemos

x + |z|
2x + 2α

≤ x +
√

x2 + 4α(x + α)

2x + 2α
=

x +
√

(x + 2α)2

2x + 2α
= 1.

Em particular, como γk = Tk(γk−1), então γk ∈ Dk pois Re(γk−1) ≤ 1. Portanto,

Re(γk) ≤ 1, o que completa a demonstração de (3.53).

Da relação de recorrência (3.49), obtemos facilmente que

pk(0) = pk−1(0) = · · · = p0(0) 6= 0.

Desta maneira, conclúımos que z = 0 não é raiz do polinômio pk(z), para k = 0, 1, . . . , n.

Agora, consideremos z = z0 ∈ Pα e suponhamos que pk(z0) = pk−1(z0) = 0 para algum

k ≥ 1 (evidentemente z0 6= 0). Novamente, pela relação de recorrência (3.49), obtemos

pk(z0) =

(
z0

bk

+ 1

)
pk−1(z0)− z0

ck

pk−2(z0),

ou seja, −z0

ck

pk−2(z0) = 0 ⇐⇒ pk−2(z0) = 0. Recursivamente, pk−j(z0) = 0 para todo

0 ≤ j ≤ k. Chegamos em uma contradição, pois p0(z) = p0 6= 0. Portanto, pk(z) e

pk−1(z) não têm zeros em comum para todo k, 1 ≤ k ≤ n.

Finalmente, suponhamos que pk(z0) = 0 para algum z0 ∈ Pα e algum k, 1 ≤ k ≤ n.

De (3.49), temos que p1(z) =

(
z

b1

+ 1

)
p0(z) e, então, p1(z) = 0 ⇐⇒ z

b1

+ 1 = 0. Assim,

p1(z) tem seu único zero em −b1. Mas, de (3.50),

α ≤ b1 =⇒ −b1 ≤ −α. (3.57)

Desta maneira, z = −b1 é real e positivo, mas, de (3.57) e por (3.51), este zero não está

em Pα. Chegamos em um absurdo.

Logo, para k = 2, . . . , n, pk(z0) = 0, ou seja,

(
z0 + bk

bk

)
pk−1(z0) =

z0

ck

pk−2(z0).
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Como pk(z) e pk−1(z) não têm zeros em comum, multiplicando ambos os lados da igualdade

acima por
1

bk−1

, obtemos

(
z0 + bk

bk

)
ck

bk−1

=
z0

bk−1

pk−2(z0)

pk−1(z0)
= γk−1(z0). (3.58)

Agora, como z0 ∈ Pα, de (3.53) e por argumento de continuidade, implica que

Re
(
γk−1(z0)

) ≤ 1. Desta maneira, tomando a parte real em (3.58) e usando (3.50),

obtemos

Re

(
ck

bk−1bk

(z0 + bk)

)
≤ 1 =⇒ Re

(
ck

bk−1bk

z0 +
ck

bk−1

)
≤ 1

=⇒ ck

bk−1bk

Re(z0) +
ck

bk−1

≤ 1 =⇒ ck

bk−1

[
Re(z0)

bk

+ 1

]
≤ 1

=⇒ Re(z0)

bk

≤ bk−1

ck

− 1

=⇒ Re(z0) ≤ −bk

(
1− bk−1

ck

)
≤ −α. (3.59)

Como estamos considerando z0 ∈ Pα, então, de (3.51), segue que

Re(z0) > −α. (3.60)

Assim, de (3.59) e (3.60), chegamos em uma contradição.

Desta forma, conclúımos que pk(z) não tem zeros em Pα para todo k, 1 ≤ k ≤ n.

Teorema 3.3.3. Sejam αk, k = 2, 3, . . . , n, e βk, k = 1, 2, . . . , n, números reais e posi-

tivos. Consideremos

τ = min{−ηk = βk − αk : k = 1, 2, . . . , n}, com α1 = 0. (3.61)

Então, se τ > 0, a região parabólica

P+(τ) ≡ {z = x + iy ∈ C : y2 ≤ 4τ(τ + x), x > −τ} (3.62)

não contém zeros dos polinômios Q1, Q2, . . . , Qn.

Demonstração: Consideremos a sequência de polinômios {Qk}n
k=0 gerada pela relação

de recorrência de três termos dada em (3.1). Seja {pk}n
k=0 uma sequência de polinômios

de respectivos graus k satisfazendo à relação de recorrência de três termos dada em (3.49).

Desta forma, podemos escrever os polinômios pk(z), k = 1, 2, . . . , n, da seguinte forma:

pk(z) =
Qk(z)

β1β2 . . . βk

com p−1(z) = Q−1(z) = 0 e p0(z) = Q0(z) = 1, (3.63)
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onde os números bk e ck são tais que

bk = βk para k = 1, 2, . . . , n e ck =
βk−1βk

αk

para k = 2, 3, . . . , n.

Temos que

τ = min{−ηk = βk − αk : k = 1, 2, . . . , n}
= min

{
−ηk = βk

(
1− βk−1

αk

βk−1βk

)
: k = 1, 2, . . . , n

}

= min

{
−ηk = bk

(
1− bk−1

ck

)
: k = 1, 2, . . . , n

}
. (3.64)

De (3.64), (3.50) e (3.51), segue que τ = α e Pα = P+(τ). Assim, pelo Teorema

3.3.2, pk(z), 1 ≤ k ≤ n, não tem zeros em Pα. Portanto, pelo Teorema 3.3.2 e por (3.63),

podemos afirmar que Qk(z), para k = 1, 2, . . . , n, não tem zeros em P+(τ).

Na Figura 3.2 temos o gráfico da região P+(τ) com τ = 1.
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Figura 3.2: Região P+(τ)

O seguinte teorema fornece informações sobre os zeros dos polinômios Qn quando

αn+1 > 0 e βn = β > 0.

Teorema 3.3.4. Sejam βk = β > 0, k = 1, 2, . . . , n e αk > 0, k = 1, 2, . . . , n. Então,

os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, são distintos (exceto para a possibilidade de zero duplo em

z = β) e pertencem à região C(β) ∪ (0,∞), onde

C(β) ≡ {z : z = βeiθ, 0 < θ < 2π}. (3.65)
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Em particular, se

{
αk+1

4β

}n−1

k=1

é uma sequência encadeada positiva, então todos os zeros

são distintos e estão sobre o ćırculo aberto C(β).

Demonstração: Seja

x = x(β; z) =
1

2

(√
z

β
+

√
β

z

)
. (3.66)

Observe que a função inversa é dada por

z = β

[
(2x2 − 1) + 2

√
x2(x2 − 1)

]
. (3.67)

Então, os polinômios Pk(x) = (4βz)−
k
2 Qk(z), 0 ≤ k ≤ n, satisfazem

P0(x) = 1, P1(x) = x e

Pk+1(x) = xPk(x)− αk+1

4β
Pk−1(x), 1 ≤ k ≤ n− 1. (3.68)

De fato, da relação de recorrência de três termos (3.1), obtemos P0(x) = Q0(z) = 1 e

P1(x) = (4βz)−
1
2 Q1(z) =

1√
4
√

β
√

z
(z + β1) =

1

2

(√
z√
β

+
β1√
β
√

z

)
= x

e, também,

Pk+1(x) = (4βz)−
(k+1)

2 Qk+1(z) = (4βz)−
(k+1)

2 [(z + β)Qk(z)− αk+1zQk−1(z)]

=
(z + β)√

4βz

Qk(z)√
(4βz)k

− αk+1

4β

Qk−1√
(4βz)k−1

=
(z + β)

2
√

βz
Pk(x)− αk+1

4β
Pk−1(x)

=
1

2

(√
z

β
+

√
β

z

)
Pk(x)− αk+1

4β
Pk−1(x) = xPk(x)− αk+1

4β
Pk−1(x).

Comparando a relação de recorrência de três termos (2.23) com a relação de recorrência

(3.68), encontramos cn = 0 e λn =
αk+1

4β
. Logo, pelos Teoremas 2.6.6 e 2.6.7, temos que

os zeros de Pk são reais, distintos e simétricos com relação à origem.

Se xk,j, j = 1, 2, . . . , k, são os zeros de Pk(x), de (3.67), os zeros de Qk(z) são dados

por

zk,j = β

[
(2x2

k,j − 1) + 2
√

x2
k,j(x

2
k,j − 1)

]
, j = 1, 2, . . . , k. (3.69)

Podemos, então, escrever

P2k(x) =
k∏

j=1

(x2 − x2
2k,j) e P2k+1(x) = x

k∏
j=1

(x2 − x2
2k+1,j).

De Qk(z) = (4βz)
k
2 Pk(x(β; z)), temos que

Q2k(z) = (4βz)kP2k(x) = (4βz)k

k∏
j=1

(x2 − x2
2k,j)

= (4βz)k

k∏
j=1

[
1

4

(√
z

β
+

√
β

z

)2

− 1

4

(√
z2k,j

β
+

√
β

z2k,j

)2]
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= (4βz)k

k∏
j=1

1

4

[(
z

β
+

β

z
+ 2

)
−

(
z2k,j

β
+

β

z2k,j

+ 2

)]

= (βz)k

k∏
j=1

[
z − z2k,j

β
+ β

(
z2k,j − z

zz2k,j

)]
= (βz)k

k∏
j=1

(z − z2k,j)

(
1

β
− β

zz2k,j

)

= (βz)k

k∏
j=1

(z − z2k,j)

(
zz2k,j − β2

βzz2k,j

)
=

k∏
j=1

(z − z2k,j)

(
z − β2

z2k,j

)

e, também, que

Q2k+1(z) = (4βz)
2k+1

2 P2k+1(x) = (4βz)
2k+1

2 x

k∏
j=1

(x2 − x2
2k+1,j)

= x(4βz)
2k+1

2

k∏
j=1

[
1

4

(√
z

β
+

√
β

z

)2

− 1

4

(√
z2k+1,j

β
+

√
β

z2k+1,j

)2]

= x(4βz)
2k+1

2

k∏
j=1

1

4

[(
z

β
+

β

z
+ 2

)
−

(
z2k+1,j

β
+

β

z2k+1,j

+ 2

)]

=
1

2

(√
z

β
+

√
β

z

)
(4βz)

2k+1
2

k∏
j=1

1

4

[
z − z2k+1,j

β
+ β

(
z2k+1,j − z

zz2k+1,j

)]

=

(√
z

β
+

√
β

z

)
(βz)k(βz)

1
2

k∏
j=1

(z − z2k+1,j)

(
1

β
− β

zz2k+1,j

)

=

(√
z

β
+

√
β

z

)
(βz)k(βz)

1
2

k∏
j=1

(z − z2k+1,j)

(
zz2k+1,j − β2

βzz2k+1,j

)

= (z + β)
k∏

j=1

(z − z2k+1,j)

(
z − β2

z2k+1,j

)
.

Analisemos três casos.

(1o) Se x2
k,j > 1 =⇒ x2

k,j(x
2
k,j − 1) > 0. Logo, de (3.69), zk,j ∈ (β,∞) e a outra raiz

β2

zk,j

∈ (0, β), uma sendo a inversa da outra com relação a β2. Assim, temos dois zeros

reais e positivos de Qk.

(2o) Se x2
k,j < 1 =⇒ x2

k,j(x
2
k,j − 1) < 0. Logo, de (3.69), zk,j é uma raiz complexa

=⇒ zk,j também é raiz.

Além disso, |zk,j| =
√

zk,jzk,j = β. Portanto, zk,j e
β2

zk,j

são zeros de Qk e aparecem

em pares conjugados no ćırculo C(β).

(3o) Se x2
k,j = 1 =⇒ xk,j = 1 ou xk,j = −1. Fazendo xk,j = 1 ou xk,j = −1 em (3.69)

obtemos, exatamente, zk,j = β. Assim, zk,j = β é uma raiz de Qk com multiplicidade

dois.

Agora, suponhamos que

{
αk+1

4β

}n−1

k=1

é sequência encadeada positiva, isto é, existe uma
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segunda sequência {gk}n−1
k=0 , onde 0 ≤ g0 < 1 e 0 < gk < 1 para 1 ≤ k ≤ n− 1, tal que

αk+1

4β
= (1− gk−1)gk, 1 ≤ k ≤ n− 1.

De (3.68), segue que
αk+1

4β
Pk−1(x) = xPk(x)− Pk+1(x), isto é,

αk+1

4β
= x

Pk(x)

Pk−1(x)
− Pk+1(x)

Pk−1(x)
=

x2Pk(x)

xPk−1(x)
− x2Pk+1(x)Pk(x)

x2Pk−1(x)Pk(x)

=
x2Pk(x)

xPk−1(x)

[
1− Pk+1(x)

xPk(x)

]
=

Pk(x)

xPk−1(x)

[
1− Pk+1(x)

xPk(x)

]
. (3.70)

Considerando (2.26) com cn = 0 e λn+1 =
αk+1

4β
, obtemos que rn(x) =

αk+1

4βx2
é uma

sequência encadeada. Assim, como cn = 0, então −1 < cn < 1 e, também, rn(−1) =

rn(1) =
αk+1

4β
é sequência encadeada. Portanto, pelo Teorema 2.7.2 e Corolário 2.7.1,

segue que ξ1 ≥ −1 e η1 ≤ 1, onde [ξ1, η1] é o verdadeiro intervalo de ortogonalidade.

Desta maneira, conclúımos que todos os zeros de Pk, 1 ≤ k ≤ n, estão no interior de

(−1, 1). Portanto, neste caso, todos as ráızes de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão no ćırculo aberto

C(β).

O teorema que mostraremos agora fornecerá a base para provarmos o Teorema 3.3.6.

Podemos encontrar esses dois resultados em Ismail e Li [11].

Teorema 3.3.5. Seja {pn}N
n=0, uma famı́lia de polinômios reais gerados por

γn+1pn+1(x) = (x− βn+1)pn(x)− αn+1pn−1(x), n = 1, 2, . . . , N, (3.71)

com p0(x) = 1 e p1(x) =
x + β0

γ0

. Suponhamos que todos os βn sejam reais e que vale a

condição

γnαn > 0, n = 0, 1, 2, . . . , N. (3.72)

Então, os zeros de pn(x) pertencem ao intervalo (A, B) se, e somente se,

(i) A < βn < B, 0 ≤ n < N ;

(ii)

{
γnαn

(x− βn)(x− βn)

}N−1

n=1

é sequência encadeada para x = A e x = B.

Demonstração: Consideremos, sem perda de generalidade, γn = 1, n = 0, 1, . . . , N .

Seja {pn}N
n=0 uma sequência de polinômios como em (3.71). Sabemos que se βn 6= 0 e

αn+1 > 0, n ≥ 1, então {pn}N
n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais associados a

alguma medida na reta real e também os zeros de pn(x) são reais, distintos e se entrelaçam

com os zeros de pn−1(x).
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Suponhamos que todos os zeros de p1, p2, . . . , pN estão no intervalo (A,B). De (3.71),

temos que

(x− βn+1) =
pn+1(x)

pn(x)
+ αn+1

pn−1(x)

pn(x)
. (3.73)

Como {pn}N
n=0 são polinômios mônicos, temos que pn(x) > 0 para x ≥ B e, considerando

a condição (3.72), segue que x− βn+1 > 0. Então, βn+1 < B.

Da mesma forma, temos que (−1)npn(x) > 0 para x ≤ A. Logo, x − βn+1 < 0 e,

consequentemente, A < βn+1.

Temos, também, de (3.73), que
αn+1pn−1(x)

(x− βn+1)pn(x)
= 1− pn+1(x)

(x− βn+1)pn(x)
. Então,

αn+1

(x− βn)(x− βn+1)

(x− βn)pn−1(x)

pn(x)
= 1− pn+1(x)

(x− βn+1)pn(x)
,

ou seja,
αn+1

(x− βn)(x− βn+1)
=

pn(x)

(x− βn)pn−1(x)

[
1− pn+1(x)

(x− βn+1)pn(x)

]
.

Logo,

an(x) = [1− gn−1(x)]gn(x), (3.74)

onde

an(x) =
αn+1

(x− βn)(x− βn+1)
, 1− gn−1(x) =

pn(x)

(x− βn)pn−1(x)

e

gn(x) = 1− pn+1(x)

(x− βn+1)pn(x)
.

Se x ≥ B ou x ≤ A, temos que

an(x) =
αn+1

(x− βn)(x− βn+1)
> 0, 1− gn−1(x) > 0

e

1− g0(x) =
p1(x)

(x− β1)p0(x)
=

(x− β1)

(x− β1)
= 1 =⇒ g0(x) = 0.

Como 1− gn−1(x) > 0 e an(x) > 0 para x ≥ B ou x ≤ A, temos que

gn(x) > 0 para x ≥ B ou x ≤ A.

Desta maneira, gn(x) > 0 e 1− gn(x) > 0 e, então,

g0(x) = 0 e 0 < gn(x) < 1, n ≥ 1.

Portanto, {gn}N
n=0 é sequência de parâmetros para a sequência encadeada {an(x)}N

n=0 para

qualquer x tal que x ≥ B ou x ≤ A.
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Reciprocamente, considerando (3.74), temos que {an}N
n=1 é sequência encadeada para

x ≥ B ou x ≤ A. Logo, g0(x) = 0. Então, {gn}N
n=1 é sequência de parâmetros minimal e

0 < gn(x) < 1 =⇒ 0 < 1− gn(x) < 1 para x ≥ B ou x ≤ A, isto é,

0 <
pn(x)

(x− βn)pn−1(x)
< 1

para x ≥ B ou x ≤ A. Então, pn(x) não tem zeros em x ≥ B ou x ≤ A. Portanto, as

ráızes de pn(x), obviamente, pertencem ao intervalo (A,B).

Consideremos, agora, a sequência de polinômios {pn}∞n=0 gerada por

√
apn+1(x) = xpn(x)−√apn−1(x), n ≥ 1, (3.75)

com a > 0, p0(x) = 1 e p1(x) = x. Facilmente, podemos mostrar que

pn(x) = Un

(
x

2
√

a

)
, n ≥ 0, (3.76)

onde Un(x) são os polinômios de Chebyshev de 2a espécie.

De fato, consideremos a relação de recorrência de três termos dos polinômios de Cheby-

shev de 2a espécie

Un+1(y) = 2yUn(y)− Un−1(y), n ≥ 1,

com U0(y) = 1 e U1(y) = 2y. Fazendo y =
x

2
√

a
, obtemos

Un+1

(
x

2
√

a

)
=

x√
a
Un

(
x

2
√

a

)
− Un−1

(
x

2
√

a

)
, n ≥ 1,

com U0

(
x

2
√

a

)
= 1 e U1

(
x

2
√

a

)
=

x√
a
. Logo,

√
aUn+1

(
x

2
√

a

)
= xUn

(
x

2
√

a

)
−√aUn−1

(
x

2
√

a

)
, n ≥ 1,

ou seja,
√

apn+1(x) = xpn(x)−√apn−1(x), n ≥ 1, onde

pn+1(x) = Un+1

(
x

2
√

a

)
,

com p1(x) = x =
√

aU1

(
x

2
√

a

)
e p0(x) = U0

(
x

2
√

a

)
= 1.

Teorema 3.3.6. A sequência constante {an(x) = a}N
n=1 é sequência encadeada finita se,

e somente se,

0 < a <

[
4 cos2

(
π

N + 2

)]−1

.
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Demonstração: Suponhamos que {a}N
n=1 seja uma sequência encadeada finita. Vamos

aplicar o Teorema 3.3.5 com βn = 0, αn = γn =
√

a, A = −1 e B = 1. Assim, os zeros de

pN+1(x), gerados pela relação de recorrênica (3.75), pertencem ao intervalo (−1, 1).

Sabemos que os zeros de UN(x) são dados por xN+1,j = cos

(
jπ

N + 2

)
, j = 1, 2, . . . , N+

1. Então, de (3.76), os zeros extremos de pN+1(x) são ±2
√

a cos

(
π

N + 2

)
. Como os zeros

extremos de pN+1(x) devem pertencer ao intervalo (−1, 1), então 2
√

a cos

(
π

N + 2

)
< 1.

Logo,
√

a <

[
2 cos

(
π

N + 2

)]−1

, ou seja, 0 < a <

[
4 cos2

(
π

N + 2

)]−1

.

Reciprocamente, se 0 < a <

[
4 cos2

(
π

N + 2

)]−1

, definimos os polinômios

1

2
pn+1(x) = xpn(x)− 1

2
pn−1(x), n = 0, 1, . . . , N,

com p0(x) = 1 e p−1(x) = 0. Logo, temos que pN+1(x) = UN+1(x), o polinômio de

Chebyshev de 2a espécie. Os zeros extremos de pN+1(x) são ± cos

(
π

n + 2

)
.

Agora, aplicando o Teorema 3.3.5 com −A = B = cos

(
π

n + 2

)
+ ε, ε > 0, conclúımos,

então, que

{[
4 cos2

(
π

N + 2

)
+ε

]−1}
deve ser uma sequência encadeada para todo ε > 0.

Portanto, pelo Teorema 2.7.1, conclúımos que {a}N
n=1 é sequência encadeada finita.

Agora, estamos em condições de provar o corolário a seguir, que é um caso especial do

Teorema 3.3.4.

Corolário 3.3.1. Seja βk = β > 0, k = 1, 2, . . . , n. Então,

(i) se 0 < αk+1 ≤ β, k = 1, 2, . . . , n − 1, todos os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão em

C(β);

(ii) em particular, para ε > 0, se 0 < αk+1 ≤ β − ε, 1 ≤ k ≤ n− 1, os zeros de qualquer

Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão no arco de C(β) que fica no exterior da região parabólica

P+(ε) := {z = x + iy ∈ C : y2 ≤ 4ε(x + ε), x > −ε};

(iii) novamente, se 0 < αk+1 ≤ β, k = 1, 2, . . . , n − 1, e κn = max
1≤k≤n−1

√
αk+1

β
, todos os

zeros de Qk, k = 1, 2, . . . , n, estão no arco aberto

C(β, θn) ≡ {z : z = βeiθ, θn < θ < 2π − θn},

onde θn = 2 arccos

(
κn cos

(
π

n + 1

))
;
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(iv) para ε > 0, suponha que 0 < αk+1 ≤ β + ε, 1 ≤ k ≤ n − 1. Se Qn tem zeros

no exterior de C(β), então esses zeros estão no interior do intervalo

(
β2

b
, b

)
, onde

b = (
√

β + ε +
√

ε)2.

Demonstração: Item (i)− Como 0 < αk+1 ≤ β, então 0 <
αk+1

4β
≤ 1

4
< 1. Podemos

encontrar uma sequência {gk} tal que
αk+1

4β
= (1− gk−1)gk com 0 ≤ g0 < 1 e 0 < gk < 1,

k = 1, 2, . . . , n. Isto é fácil de verificar, se tomarmos, por exemplo, g0 = 0. Logo, pelo

Teorema 3.3.4 segue a primeira parte.

Item (ii)− Como βk = β > 0, k = 1, 2, . . . , n e αk > 0, k = 2, 3, . . . , n, pelo Teorema

3.3.4, os zeros de Qk estão em C(β) ∪ (0,∞). Tomemos ε > 0. Se 0 < αk ≤ β − ε, k =

2, . . . , n, então ηk = αk − βk = αk − β ≤ β − ε− β = −ε, isto é,

−ηk ≥ ε para todo k = 2, . . . , n. (3.77)

Mas, −η1 = β1 > 0. Logo, de (3.61), τ = min{−ηk : k = 1, 2, . . . , n} ≥ ε > 0. Pelo

Teorema 3.3.3, a região parabólica P+(τ) não contém zeros dos polinômios Qk, k =

1, 2, . . . , n. Como 0 < ε ≤ τ , então P+(ε) ⊂ P+(τ). Assim, não há zeros de Qk, k =

1, 2, . . . , n, em P+(ε). Portanto, os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n, estão no arco C(β) que fica

no exterior da região parabólica P+(ε).

Para provar o item (iii), consideremos os polinômios

Pk(x) = (4βz)−
k
2 Qk(z),

onde x = x(β; z) =
1

2

(√
z

β
+

√
β

z

)
. Como já foi provado no Teorema 3.3.4, esses

polinômios satisfazem Pk+1(x) = xPk(x)− αk+1

4β
Pk−1(x), 1 ≤ k ≤ n− 1, com P0(x) = 1 e

P1(x) = x. Portanto, dos Teoremas 3.3.5 e 3.3.6, os zeros de Pk(x), 1 ≤ k ≤ n, estão no

interior do intervalo (−x̂, x̂), onde

x̂ = cos

(
π

n + 1

)
max

1≤k≤n−1

√
αk+1

β
.

De fato, como βn = 0, temos que −x̂ < βn < x̂. Além disso, γn = 1 e
αk+1

4β
> 0.

Precisamos mostrar que

{
αk+1

4βx̂2

}n

k=1

é sequência encadeada para aplicarmos o Teorema

3.3.5. Do Teorema 3.3.6, temos que a sequência

{
αk+1

4βx2

}n

k=1

é encadeada se

0 <
αk+1

4βx2
<

1

4 cos2

(
π

n + 1

) ,
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ou seja, x >

√
αk+1

β
cos

(
π

n + 1

)
. Então, para x̂ = max

1≤k≤n−1

√
αk+1

β
cos

(
π

n + 1

)
a sequência

{
αk+1

4βx̂2

}n

k=1

é encadeada.

Como z = βeiθ, substituindo em x = x(β; z), e sabendo que 2 cos(θ) = eiθ + e−iθ,

temos que x =
1

2

(√
eiθ +

√
e−iθ

)
= cos

(
θ

2

)
. Assim, θ = 2 arccos

(
x
)
. Logo, para x = x̂,

obtemos

θn = 2 arccos(x̂) = 2 arccos

(
cos

(
π

n + 1

)
κn

)
.

Logo, como os zeros de Pk(x) estão em (−x̂, x̂), conclúımos que os zeros de Qk, 1 ≤ k ≤ n,

estão no arco aberto C(β, θn).

Para provar o último item, vamos considerar os polinômios Pk(x), 1 ≤ k ≤ n, como

anteriormente. Pelo item (iii) os zeros de Pk(x), 1 ≤ k ≤ n, estão no interior do intervalo

(−x̂, x̂). Como 0 < αk+1 ≤ β + ε, 1 ≤ k ≤ n− 1, temos

x̂ = cos

(
π

n + 1

)
max

1≤k≤n−1

√
αk+1

β
≤

√
β + ε

β
.

Assim, os zeros de Pk(x), 1 ≤ k ≤ n, pertencem ao intervalo

(−x̂, x̂) ⊂
(
−

√
β + ε

β
,

√
β + ε

β

)
.

Seja zk,j um zero de Qk(z) tal que zk,j /∈ C(β) =⇒ zk,j ∈ (0,∞). Se xk,j é um zero de

Pk(x), então

−
√

β + ε

β
< xk,j =

1

2

(√
zk,j

β
+

√
β

zk,j

)
<

√
β + ε

β
.

Então, x2
k,j =

1

4

(
zk,j

β
+

β

zk,j

+ 2

)
<

β + ε

β
, ou seja,

1

4

(
z2

k,j + β2 + 2βzk,j

βzk,j

)
<

β + ε

β
, isto

é, z2
k,j − 2(β + 2ε)zk,j + β2 < 0. Podemos obter, também,

z2
k,j − 2(β + 2ε)zk,j + β2 ≤ 0

e, assim, encontramos que os zeros de Qk satisfazem

(β + 2ε)− 2
√

ε(β + ε) < zk,j < (β + 2ε) + 2
√

ε(β + ε),

onde (β + 2ε) + 2
√

ε(β + ε) = (
√

β + ε +
√

ε)2 = b e, também,

(β + 2ε)− 2
√

ε(β + ε) =
(β + 2ε)− 2

√
ε(β + ε)

(
√

β + ε +
√

ε)2
(β + 2ε) + 2

√
ε(β + ε)

=
(β + 2ε)2 − 4ε(β + ε)

(
√

β + ε +
√

ε)2
=

β2

(
√

β + ε +
√

ε)2
=

β2

b
.
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3.4 Relações com normas matriciais

A seguir, vamos estudar os zeros de polinômios através da representação de autovalores

(3.44) associada à correspondente matriz de Hessenberg.

Teorema 3.4.1. Dado a relação de recorrência de três termos (3.1), suponha que todos

os zeros zn,j de Qn (isto é, os autovalores de H(Q)
n ) sejam distintos e que as matrizes

Pn,P−1
n e Ξn sejam aquelas dadas, respectivamente, por (3.40), (3.41) e (3.44).

Considere a relação de recorrência de três termos perturbada

Qε
m+1(z) = (z + βε

m+1)Q
ε
m(z)− αε

m+1zQ
ε
m−1(z), m = 1, 2, . . . , n− 1, (3.78)

com Qε
0(z) = 1 e Qε

1(z) = z + βε
1, onde os números complexos αε

m e βε
m são tais que

|αε
m − αm| ≤ ε, m = 2, 3, . . . , n e |βε

m − βm| ≤ ε, m = 1, 2, . . . , n, (3.79)

com ε > 0. Seja H(ε)
n a matriz de Hessenberg associada à relação de recorrência de três

termos definida no Teorema 3.1.2, cujos autovalores são os zeros do polinômio Qε
n. Então,

para qualquer zero zε de Qε
n,

min
1≤j≤n

|zε − zn,j| ≤‖ H(ε)
n −H(Q)

n ‖‖ Pn ‖‖ P−1
n ‖,

onde ‖ . ‖ é qualquer norma subordinada em Cn.

Demonstração: Se zε é igual a qualquer dos zeros de Qn, o resultado é trivial.

Suponhamos que zε não seja igual a nenhum dos zeros de Qn. Seja u o autovetor de

H(ε)
n associado com o autovalor de zε. Então, H(ε)

n u = zεu, ou seja,

H(Q)
n u− zεu = H(Q)

n u−H(ε)
n u,

isto é,

H(Q)
n u− zεu = −(

H(ε)
n −H(Q)

n

)
u. (3.80)

De (3.44), temos H(Q)
n = PnΞnP

−1
n , onde Ξn é a matriz diagonal cujos elementos diagonais

são zn,1, zn,2, . . . , zn,n. Assim, podemos escrever (3.80) da seguinte forma:

PnΞnP
−1
n u− zεu = −(

H(ε)
n −H(Q)

n

)
u,

ou seja,

Pn

(
Ξn − zεIn

)
P−1

n u = −(
H(ε)

n −H(Q)
n

)
u,

isto é,

u = −Pn(Ξn − zεIn)−1P−1
n

(
H(ε)

n −H(Q)
n

)
u.
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Tomando qualquer norma subordinada, obtemos

‖ u ‖ = ‖ −Pn(Ξn − zεIn)−1P−1
n (H(ε)

n −Hn)u ‖
≤ ‖ Pn ‖‖ (Ξn − zεIn)−1 ‖‖ P−1

n ‖‖ (H(ε)
n −Hn) ‖‖ u ‖,

isto é,

1 ≤ ‖ Pn ‖‖ (Ξn − zεIn)−1 ‖‖ P−1
n ‖‖ (H(ε)

n −Hn) ‖,
ou seja,

‖ (Ξn − zεIn)−1 ‖−1≤‖ (H(ε)
n −Hn) ‖‖ Pn ‖‖ P−1

n ‖ . (3.81)

Observe que (Ξn − zεIn)−1 é uma matriz diagonal. Logo, como estamos considerando

normas subordinadas, temos ‖ (Ξn − zεIn)−1 ‖= max
1≤j≤n

|(zn,j − zε)−1|. Então,

‖ (Ξn − zεIn)−1 ‖−1= max
1≤j≤n

|zn,j − zε| = max
1≤j≤n

|zε − zn,j|.

De (3.81), segue que

max
1≤j≤n

|zε − zn,j| = ‖ (Ξn − zεIn)−1 ‖−1≤‖ (H(ε)
n −H(Q)

n ) ‖‖ Pn ‖‖ P−1
n ‖ .

Portanto, conclúımos que min
1≤j≤n

|zε − zn,j| ≤‖ (H(ε)
n −H(Q)

n ) ‖‖ Pn ‖‖ P−1
n ‖ .

Podemos verificar facilmente que

‖ H(ε)
n −H(Q)

n ‖∞≤ (2n− 1)ε e ‖ H(ε)
n −H(Q)

n ‖1≤ (2n− 1)ε. (3.82)

De fato, do Teorema 3.1.2, podemos observar que H(ε)
n é a seguinte matriz:

H(ε)
n =




ηε
1 αε

2 0 . . . 0 0

ηε
1 ηε

2 αε
3 . . . 0 0

...
...

...
. . .

...
...

ηε
1 ηε

2 ηε
3 . . . αε

n−1 0

ηε
1 ηε

2 ηε
3 . . . ηε

n−1 αε
n

ηε
1 ηε

2 ηε
3 . . . ηε

n−1 ηε
n




, (3.83)

onde ηε
m = αε

m − βε
m, m = 1, 2, . . . , n, com αε

1 = 0.

Logo, a matriz H(ε)
n −H(Q)

n é dada por

H(ε)
n −H(Q)

n =




ηε
1 − η1 αε

2 − α2 0 . . . 0 0

ηε
1 − η1 ηε

2 − η2 αε
3 − α3 . . . 0 0

...
...

...
. . .

...
...

ηε
1 − η1 ηε

2 − η2 ηε
3 − η3 . . . αε

n−1 − αn−1 0

ηε
1 − η1 ηε

2 − η2 ηε
3 − η3 . . . ηε

n−1 − ηn−1 αε
n − αn

ηε
1 − η1 ηε

2 − η2 ηε
3 − η3 . . . ηε

n−1 − ηn−1 ηε
n − ηn




.
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Usando as condições (3.79), obtemos

‖ H(ε)
n −H(Q)

n ‖∞ = max





|ηε
1 − η1| + |αε

2 − α2|
2∑

k=1

|ηε
k − ηk| + |αε

3 − α3|
...

n∑

k=1

|ηε
k − ηk|

≤ max





|βε
1 − β1|+ |αε

2 − α2|
3∑

k=1

(|βε
k − βk|+ |αε

k − αk|
)

...
n∑

k=1

(|βε
k − βk|+ |αε

k − αk|
)

≤ max





ε + ε = 2ε

ε + ε + ε + ε = 4ε
...

...
...

...

ε + ε + . . . + ε = 2(n− 1)ε + ε = (2n− 1)ε

.

Portanto, ‖ H(ε)
n −H(Q)

n ‖∞≤ (2n− 1)ε.

De modo análogo, verifica-se que ‖ H(ε)
n −H(Q)

n ‖1≤ (2n− 1)ε.

O corolário que provaremos a seguir, trata das ráızes do polinômio Qε
n.

Corolário 3.4.1. Seja β > 0 e considere a relação de recorrência de três termos

Qε
m+1(z) = (z + βε

m+1)Q
ε
m(z)− αε

m+1zQ
ε
m−1(z), m = 1, 2, . . . , n− 1,

com Qε
0(z) = 1 e Qε

1(z) = z + βε
1, onde os números complexos αε

m e βε
m são tais que

|Im(αε
m)| ≤ ε, 0 < Re(αε

m) ≤ β, m = 2, 3, . . . , n

e

|βε
m − β| ≤ ε, m = 1, 2, . . . , n,

com ε > 0. Seja H(ε)
n a matriz de Hessenberg associada à relação de recorrência de

três termos definida no Teorema 3.1.2, cujo autovalores são os zeros dos polinômios Qε
n.

Considere a relação de recorrência de três termos

Qm+1(z) = (z + β)Qm(z)−Re(αε
m+1)zQm−1(z), m = 1, 2, . . . , n− 1, (3.84)
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com Q0(z) = 1, Q1(z) = z + β.

Para esta relação de recorrência sejam H(Q)
n , Pn e P−1

n as matrizes associadas definidas,

respectivamente, no Teorema 3.1.2 e equações (3.40) e (3.41). Então, todos os zeros de

Qε
n estão no interior do anel

ζ
(
β− ‖ (H(ε)

n −H(Q)
n ) ‖‖ Pn ‖‖ P−1

n ‖) ≤ |zε| ≤ β+ ‖ (H(ε)
n −H(Q)

n ) ‖‖ Pn ‖‖ P−1
n ‖,

onde a função real

ζ(x) =





x, se x > 0

0, caso contrário
.

Demonstração: Da relação de recorrência (3.84), observemos que

βm+1 = β, m = 0, 1, . . . , n− 1 e αm+1 = Re(αε
m+1), m = 1, 2, . . . , n− 1.

Logo, |βε
m − βm| = |βε

m − β| ≤ ε e

|αε
m − αm| = |αε

m −Re(αε
m)| = |Re(αε

m) + Im(αε
m)−Re(αε

m)|
= |Im(αε

m)| ≤ ε.

Pelo Teorema 3.4.1,

min
1≤j≤n

|zε − zn,j| ≤‖ (H(ε)
n −H(Q)

n ) ‖‖ Pn ‖‖ P−1
n ‖,

onde zε e zn,j são zeros de Qε
n e Qn, respectivamente. Como |z| = β, obtemos

min
1≤j≤n

|zε − zn,j| ≥ min
1≤j≤n

(|zε| − |zn,j|) = min
1≤j≤n

(|zε| − β) = |zε| − β,

ou seja,

|zε| − β ≤ min
1≤j≤n

|zε − zn,j| ≤‖ (H(ε)
n −H(Q)

n ) ‖‖ Pn ‖‖ P−1
n ‖,

isto é,

|zε| ≤ β+ ‖ (H(ε)
n −H(Q)

n ) ‖‖ Pn ‖‖ P−1
n ‖ .

Por outro lado, temos que

|zε| = |zε − zn,j + zn,j| ≥ |zn,j| − |zε − zn,j| = β − |zε − zn,j|.
Tomando o mı́nimo em ambos os lados da inequação acima, obtemos

|zε| ≥ β − min
1≤j≤n

|zε − zn,j|
≥ β− ‖ (H(ε)

n −H(Q)
n ) ‖‖ Pn ‖‖ P−1

n ‖ .

Considerando a função ζ(x), conclúımos que

ζ
(
β− ‖ (H(ε)

n −H(Q)
n ) ‖‖ Pn ‖‖ P−1

n ‖) ≤ |zε| ≤ β+ ‖ (H(ε)
n −H(Q)

n ) ‖‖ Pn ‖‖ P−1
n ‖ .
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Observação 3.4.1. Além de |βε
m − β| ≤ ε, m = 1, 2, . . . , n, a condição |Im(αε

m)| ≤ ε,

m = 2, 3, . . . , n, também nos permite fazer uso do limitante superior em (3.82), se a norma

apropriada for escolhida.

Agora, consideremos o seguinte caso especial da relação de recorrência de três termos

para a qual as matrizes Ξn, Pn e P−1
n podem ser explicitamente encontradas.

Com β > 0, sejam os polinômio {Qm(β; z)}n
m=0 dados por

Qm+1(β; z) = (z + β)Qm(β; z)− βzQm−1(β; z), m = 1, 2, . . . , n− 1, (3.85)

com Q0(β; z) = 1 e Q1(β; z) = z + β.

Denotemos a matriz de Hessenberg associada com esta relação de recorrência (dada

no Teorema 3.1.2) por H(β)
n . Logo, observando a relação de recorrência de três termos

(3.85), temos que

βm = β, m = 1, 2, . . . , n e αm = β m = 2, 3, . . . , n.

Assim, pelo Teorema 3.1.2, obtemos que a matriz H(β)
n tem a seguinte forma:

H(β)
n =




−β β 0 . . . 0 0

−β 0 β . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

−β 0 0 . . . β 0

−β 0 0 . . . 0 β

−β 0 0 . . . 0 0




. (3.86)

Sejam

Qk(β; z) =
(zk+1 − βk+1)

z − β
, k = 0, 1, . . . , n. (3.87)

Se tomarmos

z
(β)
n,j = βei 2jπ

n+1 , j = 1, 2, . . . , n,

de (3.87), obtemos que

Qn

(
β; z

(β)
n,j

)
=

(
βei 2jπ

n+1

)n+1 − βn+1

βei 2jπ
n+1 − β

=
βn+1(ei2jπ − 1)

β(ei 2jπ
n+1 − 1)

=
βn(ei2jπ − 1)

ei 2jπ
n+1 − 1

=
βn

(
cos(2jπ) + isen(2jπ)− 1

)

ei 2jπ
n+1 − 1

=
0

ei 2jπ
n+1 − 1

= 0.

Portanto, z
(β)
n,j , j = 1, 2, . . . , n, são os zeros de Qn(β; z), isto é, os autovalores de H(β)

n .

Consequentemente, usando as propriedades eiθ + e−iθ = 2 cos(θ) e eiθ − e−iθ = 2isen(θ),

verificamos que

Q̂k(β; z
(β)
n,j ) = β−kQk(β; z

(β)
n,j ) =

sen

(
(k + 1)jπ

n + 1

)

sen

(
jπ

n + 1

) ei kjπ
n+1 (3.88)
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e

Q̃k(β; z
(β)
n,j ) = (z

(β)
n,j )

−kQk(β; z
(β)
n,j ) =

sen

(
(k + 1)jπ

n + 1

)

sen

(
jπ

n + 1

) e−i kjπ
n+1 . (3.89)

De fato,

Q̂k(β; z
(β)
n,j ) = β−kQk(β; z

(β)
n,j ) = β−k

(
(z

(β)
n,j )

k+1 − βk+1
)

zn,j − β
= β−k

[(
βei 2jπ

n+1

)k+1 − βk+1

]

βei 2jπ
n+1 − β

=
ei

2(k+1)jπ
n+1 − 1

ei 2jπ
n+1 − 1

=
ei jπ

n+1

(
ei 2kjπ

n+1 ei jπ
n+1 − e−i jπ

n+1

)

ei jπ
n+1

(
ei jπ

n+1 − e−i jπ
n+1

)

=
ei 2kjπ

n+1 ei jπ
n+1 − e−i jπ

n+1

ei jπ
n+1 − e−i jπ

n+1

=
ei

(k+1)jπ
n+1 − e−i

(k+1)jπ
n+1

ei jπ
n+1 − e−i jπ

n+1

ei kjπ
n+1

=
ei

(k+1)jπ
n+1 − e−i

(k+1)jπ
n+1

ei jπ
n+1 − e−i jπ

n+1

2i

2i
ei kjπ

n+1 =

sen

(
(k + 1)jπ

n + 1

)

sen

(
jπ

n + 1

) ei kjπ
n+1

e, também,

Q̃k(β; z
(β)
n,j ) = z−k

n,jQk(β; z
(β)
n,j ) =

(
βei 2jπ

n+1

)−k

[(
βei 2jπ

n+1

)k+1 − βk+1

]

βei 2jπ
n+1 − β

=

βk+1e−i 2kjπ
n+1

[
ei

2(k+1)jπ
n+1 − 1

]

βk+1(ei 2jπ
n+1 − 1)

=

ei jπ
n+1 e−i 2kjπ

n+1

[
ei

2(k+1)jπ
n+1 − e−i jπ

n+1

]

ei jπ
n+1

(
ei jπ

n+1 − e−i jπ
n+1

)

= e−i kjπ
n+1 e−i kjπ

n+1

(
ei 2kjπ

n+1 ei jπ
n+1 − e−i jπ

n+1

)

ei jπ
n+1 − e−i jπ

n+1

=

(
ei

(k+1)jπ
n+1 − e−i

(k+1)jπ
n+1

)

ei jπ
n+1 − e−i jπ

n+1

e−i kjπ
n+1

2i

2i

=

sen

(
(k + 1)jπ

n + 1

)

sen

(
jπ

n + 1

) e−i kjπ
n+1 .

Sejam p̂
(β)
k,j e p̃

(β)
k,j os elementos das k-ésima linha e j-ésima coluna das correspondentes

matrizes Pn = P(β)
n e P−1

n =
(
P(β)

n

)−1
, respectivamente. Então, de (3.42), (3.40) e (3.41),

obtemos

p̂
(β)
k,j =

Q̂k−1(β; z
(β)
n,j )

αn+1Q̂′
n(β; z

(β)
n,j )

(3.90)

e

p̃
(β)
k,j =

Q̃j−1(β; z
(β)
n,k)− Q̃j(β; z

(β)
n,k)

Q̃n−1(β; z
(β)
n,k)

(3.91)
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Temos que

Q̂k−1(β; z
(β)
n,j ) = β−(k−1)Qk−1(β; z

(β)
n,j ) =

sen

(
kjπ

n + 1

)

sen

(
jπ

n + 1

)ei
(k−1)jπ

n+1 (3.92)

e

Q̂n(β; z) = β−nQn(β; z) = β−1 zn+1 − βn+1

z − β
.

Logo,

Q̂′
n(β; z) = β−n

[
(n + 1)zn(z − β)− (zn+1 − βn+1)

(z − β)2

]
= β−n

[
(n + 1)zn

(z − β)
− zn+1 − βn+1

(z − β)2

]

= β−n

[
(n + 1)zn

(z − β)
− Qn(β; z)

z − β

]
.

Fazendo z = z
(β)
n,j = βei 2jπ

n+1 , j = 1, 2, . . . , n, na equação acima, obtemos

Q̂′
n(β; z

(β)
n,j ) = β−n

[
(n + 1)βnei 2njπ

n+1

βei 2jπ
n+1 − β

]
=

(n + 1)ei 2njπ
n+1

βei 2jπ
n+1 − β

=
(n + 1)ei 2njπ

n+1

βei jπ
n+1

(
ei jπ

n+1 − e−i jπ
n+1

) 2i

2i

=
(n + 1)ei 2njπ

n+1

βei jπ
n+1 sen

(
jπ

n + 1

)
2i

. (3.93)

Substituindo (3.92) e (3.93) em (3.90) e observando que, na relação de recorrência de

três termos (3.85), temos αn+1 = β, obtemos

p̂
(β)
k,j =

sen

(
kjπ

n + 1

)

sen

(
jπ

n + 1

)ei
(k−1)jπ

n+1

βei jπ
n+1 sen

(
jπ

n + 1

)
2i

(n + 1)ei 2njπ
n+1

=
2i

n + 1
sen

(
kjπ

n + 1

)
e−i

(2n−k)jπ
n+1 .

Como

Q̃j(β; z
(β)
n,k) = (z

(β)
n,k)

−j
(z

(β)
n,k)

j+1 − βj+1

z
(β)
n,k − β

, (3.94)

então, de (3.91), obtemos

p̃
(β)
k,j =

Q̃j−1(β; zn,k)− Q̃j(β; zn,k)

Q̃n−1(β; zn,k)
=

z
−(j−1)
n,k (zj

n,k − βj)− z−j
n,k(z

j+1
n,k − βj+1)

z
−(n−1)
n,k

(
zn

n,k − βn
)
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=
−z−j+1

n,k βj + z−j
n,kβ

j+1

zn,k − z−n+1
n,k βn

=
−z−j

n,kβ
j + z−j+1

n,k βj+1

1− z−n
n,kβ

n

=
β−(j+1)e−i

2(j+1)kπ
n+1 βj+1 − β−je−i 2kjπ

n+1 β

1− β−ne−i 2knπ
n+1 βn

=
e−i

2(j+1)kπ
n+1

(
1− ei 2kπ

n+1

)

1− e−i 2knπ
n+1

=
e−i

2(j+1)kπ
n+1

(
1− ei 2kπ

n+1

)
(
1− ei 2kπ

n+1

) = e−i
2(j+1)kπ

n+1 ,

lembrando que e−i 2nkπ
n+1 = e−i

2(n+1)kπ−2kπ
n+1 = e−i2kπei 2kπ

n+1 = ei 2kπ
n+1 .

De P(β)
n

(
Pβ

n

)−1
= In, temos

n∑
j=1

p̂k,jp̃j,l =
n∑

j=1

2i

n + 1
sen

(
kjπ

n + 1

)
e−i

(2n−k)jπ
n+1 e−i

2(l+1)jπ
n+1

=
2i

n + 1

n∑
j=1

sen

(
kjπ

n + 1

)
ei

(k−2l)jπ
n+1 ei

2(n+1)jπ
n+1

=
2i

n + 1

n∑
j=1

sen

(
kjπ

n + 1

)
ei

(k−2l)jπ
n+1

= δk,l =

{
0, se k 6= l

1, se k = l
, l, k = 1, 2, . . . , n.

Podemos demonstrar, então, o seguinte lema.

Lema 3.4.1. (i) ‖ (
P(β)

n

)−1 ‖1=‖
(
P(β)

n

)−1 ‖∞= n;

(ii) ‖ P(β)
n ‖1=‖ P(β)

n ‖∞=
2

n + 1
σn, onde

σn = max
1≤k≤n

{
n∑

j=1

∣∣∣∣sen
(

kjπ

n + 1

)∣∣∣∣
}
≤

√
n(n + 1)

2
.

Demonstração: Para provar o primeiro item, temos que

‖ (
P(β)

n

)−1 ‖1 = max
1≤j≤n

n∑

k=1

|p̃k,j| = max
1≤j≤n

n∑

k=1

∣∣∣∣e−i
(j+1)kπ

n+1

∣∣∣∣ = max
1≤j≤n

n = n

e, também,

‖ (
P(β)

n

)−1 ‖∞ = max
1≤k≤n

n∑
j=1

|p̃k,j| = max
1≤k≤n

n∑
j=1

∣∣∣∣e−i
(j+1)kπ

n+1

∣∣∣∣ = max
1≤k≤n

n = n.

Agora, para provar (ii), temos

‖ P(β)
n ‖1 = max

1≤j≤n

n∑

k=1

|p̂k,j| = max
1≤j≤n

n∑

k=1

∣∣∣∣
2i

n + 1
sen

(
kjπ

n + 1

)
e−i

(2n−k)jπ
n+1

∣∣∣∣

= max
1≤j≤n

{
2i

n + 1

n∑

k=1

∣∣∣∣sen
(

kjπ

n + 1

)∣∣∣∣
∣∣∣∣e−i

(2n−k)jπ
n+1

∣∣∣∣
}

=
2i

n + 1
max
1≤j≤n

n∑

k=1

∣∣∣∣sen
(

kjπ

n + 1

)∣∣∣∣.
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Consideremos

σn = max
1≤j≤n

n∑

k=1

∣∣∣∣sen
(

kjπ

n + 1

)∣∣∣∣.

Logo, ‖ P(β)
n ‖1=

2i

n + 1
σn.

Como
1− zn+1

1− z
=

n∑
j=0

zj, então, se z = ei 2kπ
n+1 , obtemos

1− (
ei 2kπ

n+1

)n+1

1− ei 2kπ
n+1

=
n∑

j=0

ei 2kjπ
n+1 .

Logo,

0 =
1− 1

1− ei 2kπ
n+1

=
n∑

j=0

[
cos

(
2kjπ

n + 1

)
+ isen

(
2kjπ

n + 1

)]

=
n∑

j=0

cos

(
2kjπ

n + 1

)
+ i

n∑
j=0

sen

(
2kjπ

n + 1

)
.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos que 〈x,y〉 ≤‖ x ‖2‖ y ‖2 . Tomando

x =

( ∣∣∣∣sen
(

kπ

n + 1

)∣∣∣∣,
∣∣∣∣sen

(
2kπ

n + 1

)∣∣∣∣, . . . ,

∣∣∣∣∣sen
(

nkπ

n + 1

)∣∣∣∣∣

)T

e

y =
(

1, 1, . . . , 1
)T

e lembrando que sen2(x) =
1

2
(1− cos(2x)), obtemos

n∑
j=1

∣∣∣∣sen
(

kjπ

n + 1

)∣∣∣∣ ≤
√√√√

n∑
j=1

[
sen

(
kjπ

n + 1

)]2
√√√√

n∑
j=1

12

=
√

n

√√√√
n∑

j=1

[
sen

(
kjπ

n + 1

)]2

=
√

n

√√√√
n∑

j=0

1

2

[
1− cos

(
2kjπ

n + 1

)]

=
√

n
1√
2

√√√√√√

n∑
j=0

1−
n∑

j=0

cos

(
2kjπ

n + 1

)

︸ ︷︷ ︸
=0

=
√

n
1√
2

√
n + 1.

Portanto,

σn = max
1≤k≤n

n∑
j=1

∣∣∣∣sen
(

kjπ

n + 1

)∣∣∣∣ ≤
√

n(n + 1)

2
.

Desta forma, completamos a demonstração.

Corolário 3.4.2. Seja β > 0 e considere a relação de recorrência de três termos

Qε
m+1(z) = (z + βε

m+1)Q
ε
m(z)− αε

m+1zQ
ε
m−1(z), m = 1, 2, . . . , n− 1,
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com Qε
0(z) = 1 e Qε

1(z) = z + βε
1, onde os números complexos αε

m e βε
m são tais que

|αε
m − β| ≤ ε para m = 2, 3, . . . , n e |βε

m − β| ≤ ε para m = 1, 2, . . . , n, onde

ε > 0. Seja H(ε)
n a matriz de Hessenberg associada com a relação de recorrência de

três termos definida no Teorema 3.1.2, cujos autovalores são os zeros dos polinômios Qε
n.

Então, todos os zeros de Qε
n estão no interior do anel

ζ

(
β − 2nσn

n + 1
‖ H(ε)

n −H(β)
n ‖

)
≤ |zε| ≤ β +

2nσn

n + 1
‖ H(ε)

n −H(β)
n ‖,

onde a função real ζ(x) é tal que:

ζ(x) =





x, se x > 0

0, caso contrário
.

O número σn é como no Lema 3.4.1.

Demonstração: Considerando H(Q)
n = H(β)

n no Corolário 3.4.1, então os zeros de Qε
n

estão no interior do anel

ζ

(
β− ‖ H(ε)

n −H(β)
n ‖‖ Pn ‖‖ P−1

n ‖
)
≤ |zε| ≤ β+ ‖ H(ε)

n −H(β)
n ‖‖ Pn ‖‖ P−1

n ‖ . (3.95)

Pelo Lema 3.4.1, temos ‖ Pn ‖=‖ P(β)
n ‖= n e ‖ P−1

n ‖=‖ (
P(β)

n

)−1 ‖= 2

n + 1
σn.

Substituindo em (3.95), obtemos o resultado desejado, ou seja,

ζ

(
β − 2nσn

n + 1
‖ H(ε)

n −H(β)
n ‖

)
≤ |zε| ≤ β +

2nσn

n + 1
‖ H(ε)

n −H(β)
n ‖ .



Caṕıtulo 4

Limitantes para os zeros: alguns

casos particulares

Neste caṕıtulo, estudaremos a localização dos zeros dos polinômios de Szegő, para-

ortogonais e com coeficientes não nulos. Como anteriormente, os zeros são explorados

através da representação de autovalores associados a uma matriz de Hessenberg.

4.1 Polinômios de Szegő

Com a relação de recorrência de três termos (2.43), temos que os polinômios de Szegő

satisfazem a uma relação da forma (3.1) com

βn =
an

an−1

e αn+1 =
an+1

an

(1− |an|2), n ≥ 1.

Pelo Teorema 3.1.2, temos que os zeros de Sn são os autovalores da matriz de Hessen-

berg inferior H(Q)
n , onde

ηr = αr − βr =
ar

ar−1

(1− |ar−1|2)− ar

ar−1

= − ar

ar−1

|ar−1|2

= − ar

ar−1

ar−1ar−1 = −arar−1, para r = 1, 2, . . . , n

e

αr = ηr + βr =
ar

ar−1

− arar−1 =
ar

ar−1

[1− arar−1ar−1]

=
ar

ar−1

[1− |ar−1|2], para r = 1, 2, . . . , n.

Logo, podemos aplicar o Teorema 3.3.3 para a relação de recorrência (2.43) e, assim,

obtemos o seguinte teorema.

73
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Teorema 4.1.1. (i) Suponha que 0 < ak < 1 para k = 1, 2, . . . , n. Seja

τ = min{−ηk = akak−1, k = 1, 2, . . . , n}.

Então, a região parabólica

P+(τ) ≡ {z = x + iy ∈ C : y2 ≤ 4τ(τ + x), x > −τ},

não contém zeros de S1, S2, . . . , Sn;

(ii) suponha que 0 < (−1)kak < 1 para k = 1, 2, . . . , n. Seja

τ = min{−akak−1, k = 1, 2, . . . , n}.

Então, a região parabólica

P−(τ) ≡ {z = x + iy ∈ C : y2 ≤ 4τ(τ − x), x < τ},

não contém zeros de S1, S2, . . . , Sn.

Demonstração: A primeira parte deste teorema é obtida aplicando-se o Teorema 3.3.3

à relação de recorrência (2.43).

Para obter a segunda parte, precisamos escrever a relação de recorrência (2.43) em

termos dos polinômios {(−1)nSn(−z)}, ou seja,

(−1)n+1Sn+1(−z) =

(
z − an+1

an

)
(−1)nSn(−z) +

an+1

an

(1− |an|2)z(−1)n−1Sn−1(−z)

para n ≥ 1. Como, por hipótese, 0 < (−1)kak < 1, k = 1, 2, . . . , n, os coeficientes da

relação acima são positivos. Assim, do Teorema 3.3.3, a região parabólica P−(τ) não

contém zeros de S1, S2, . . . , Sn.

4.2 Polinômios para-ortogonais

Em [13], Jones, Nj̊astad e Thron mostraram que os zeros dos polinômios para-ortogonais

são distintos e estão no ćırculo unitário. Podemos verificar isso para as duas sequências

de polinômios para-ortogonais R
(1)
n (z) e R

(2)
n (z) definidos por (2.47).

Como −1 < an < 1, na relação de recorrência (2.49) para esses polinômios os coefi-

cientes {
1

4
α

(1)
n+1

}
e

{
1

4
α

(2)
n+1

}
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são sequências encadeadas positivas com as respectivas sequências de parâmetros dadas

por {
g(1)

n =
1− an

2

}
e

{
g(2)

n =
1− an+1

2

}
,

isto é, (
1− g

(1)
n−1

)
g(1)

n =
1

4
α

(1)
n+1 e

(
1− g

(2)
n−1

)
g(2)

n =
1

4
α

(2)
n+1

para n ≥ 1, com g
(1)
0 = 0 e 0 < g

(2)
0 = 1− α

(1)
2 =

1 + a1

2
< 1.

Portanto, do Teorema 3.3.4, os zeros de R
(1)
n e R

(2)
n são distintos e estão sobre o ćırculo

unitário aberto C(1) ≡ {z : z = eiθ, 0 < θ < 2π}.
O próximo teorema relaciona os polinômios de Szegő {Sn} e os polinômios ortogonais

P
(i)
n obtidos através de

P (i)
n

(
x(z)

)
= (4z)−

n
2 R(i)

n (z), i = 1, 2,

onde x(z) =
1

2

(√
z +

1√
z

)
.

Teorema 4.2.1. (i) Seja dυ(z) uma medida positiva no ćırculo unitário tal que os polinômios

de Szegő associados {Sn} são todos reais, isto é, −1 < Sn(0) = an < 1 para n ≥ 1. Sejam

α
(1)
n+1 = (1 + an−1)(1− an) > 0 e α

(2)
n+1 = (1 + an)(1− an+1) > 0, n ≥ 1.

Consideremos as medidas positivas dφ(1) e dφ(2) definidas por

dφ(1)(x) = −dυ(z) e dφ(2)(x) = −(1− x2)dφ(1)(x),

onde x = x(z). Os suportes de dφ(1) e dφ(2) estão no interior de [−1, 1]. Então, para

i = 1, 2, as sequências de polinômios {P (i)
n }, dadas por P

(i)
0 = 1, P

(i)
1 (z) = x e

P
(i)
n+1(z) = xP (i)

n (z)− 1

4
α

(i)
n+1P

(i)
n−1(z), n ≥ 1,

são os polinômios ortogonais mônicos com respeito à medida dφ(i);

(ii) reciprocamente, sejam dφ(1) e dφ(2) duas medidas positivas definidas em [−1, 1]

tais que dφ(2)(x) = (1−x2)dφ(1)(x). Suponhamos que os respectivos polinômios ortogonais

mônicos P
(1)
n e P

(2)
n , associados com essas medidas, satisfaçam

P
(i)
n+1(x) = xP (i)

n (x)− 1

4
α

(i)
n+1P

(i)
n−1(x), n ≥ 1.

Então, os coeficientes de reflexão an = Sn(0) dos polinômios de Szegő Sn, associados à

medida positiva dυ(z) = −dφ(1)
(
x(z)

)
, satisfazem

an =
1− α

(1)
n+1

1 + an−1

e an+1 = −1 +
α

(2)
n+1

1− an

, n ≥ 1,
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com a0 = 1. Explicitamente (com os momentos µ
(i)
0 de ordem zero associados com dφ(i)),

a2n−1 = 2
α

(2)
2n−1α

(2)
2n−3 . . . α

(2)
3 µ

(2)
0

α
(1)
2n−1α

(1)
2n−3 . . . α

(1)
3 µ

(1)
0

− 1 e a2n = 2
α

(2)
2n α

(2)
2n−2 . . . α

(2)
2

α
(1)
2n α

(1)
2n−2 . . . α

(1)
2

− 1, n ≥ 1.

Além disso,

2zSn−1(z) = R(1)
n (z) + (z − 1)R

(2)
n−1(z), n ≥ 1,

onde R
(i)
n (z) = (4z)n/2P

(i)
n

(
x(z)

)
, i = 1, 2.

A demonstração deste teorema segue de resultados dados em Bracciali, Silva e Sri

Ranga [4] e Zhedanov [27].

4.3 Polinômios com coeficientes não nulos

Seja

Pn(z) =
n∑

k=0

bkz
k = bn

n∑

k=0

b̃kz
k = bnP̃n(z), (4.1)

onde bk, k = 0, 1, . . . , n, são complexos, diferentes de zeros e b̃k =
bk

bn

para k = 0, 1, . . . , n.

Seja

tk =
bk−1

bk

=
b̃k−1

b̃k

, k = 1, 2, . . . , n. (4.2)

Consideremos as seguintes expressões

Ãn =
1

P̃n(z)

[
zn−1 +

bn−1

bn

zn−2 + . . . +
b2

bn

z +
b1

bn

]

e

A∗
n−1 =

1

P̃n(z)

[
zn−1 +

bn−2

bn−1

zn−2 + . . . +
b1

bn−1

z +
b0

bn−1

]
.

Então, Ãn e A∗
n−1 podem ser dadas em termos de frações cont́ınuas da seguinte forma:

Ãn =
1

z + t1

t1z

z + t2 . . .
tn−1z

z + tn
(4.3)

e

A∗
n−1 =

1

z + tn

tn−1z

z + tn−1
. . .

t1z

z + t1
. (4.4)

De fato, de (4.1), temos que

P̃n(z) =
bn−1

bn

(
bn

bn−1

zn + zn−1 +
bn−2

bn−1

zn−2 + . . . +
b1

bn−1

z +
b0

bn−1

)
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e, usando (4.2), obtemos

A∗
n−1 =

1

P̃n(z)

[
zn−1 + bn−2/bn−1z

n−2 + . . . + b1/bn−1z + b0/bn−1

]

=
zn−1 + bn−2/bn−1z

n−2 + . . . + b1/bn−1z + b0/bn−1

bn−1/bn

(
bn/bn−1zn + zn−1 + bn−2/bn−1zn−2 + . . . + b1/bn−1z + b0/bn−1

)

=
1

z + tn −
(

z − zn

zn−1 + bn−2/bn−1zn−2 + . . . + b1/bn−1z + b0/bn−1

)

=
1

z + tn − bn−2/bn−1z
n−1 + bn−3/bn−1z

n−2 + . . . + b1/bn−1z
2 + b0/bn−1z

zn−1 + bn−2/bn−1zn−2 + . . . + b1/bn−1z + b0bn−1

=
1

z + tn −
bn−2/bn−1z

(
zn−2 + bn−3/bn−2z

n−3 + . . . + b1/bn−2z + b0/bn−2

)

bn−2/bn−1

(
bn−1/bn−2zn−1 + zn−2 + . . . + b1/bn−2z + b0/bn−2

)

Assim,

A∗
n−1 =

1

z + tn − tn−1z

(
zn−2 + bn−3/bn−2z

n−3 + . . . + b1/bn−2z + b0/bn−2

bn−2/bn−1

(
bn−1/bn−2zn−1 + zn−2 + . . . + b1/bn−2z + b0/bn−2

)
)

=
1

z + tn − tn−1A∗
n−2

=
1

z + tn − tn−1z

z + tn−1 − tn−2zA∗
n−3

= . . .

=
1

z + tn − tn−1z

z + tn−1 − tn−2z

z + tn−2 − . . .− t2z

z + t2 − t1z

z + t1

. (4.5)

Temos, também de (4.1), que P̃n(z) = b̃0 + b̃1z + . . . + b̃n−1z
n−1 + zn. Logo,

Ãn−1 =
1

P̃n(z)

[
zn−1 +

bn−1

bn

zn−2 + . . . +
b2

bn

z +
b1

bn

]

=
zn−1 + b̃n−1z

n−2 + . . . + b̃2z + b̃1

zn + b̃n−1zn−1 + . . . + b̃2z2 + b̃1z + b̃0

=
zn−1 + b̃n−1z

n−2 + . . . + b̃2z + b̃1

b̃0 + z
(
zn−1 + b̃n−1zn−2 + . . . + b̃2z + b̃1

)

=
1

z +
b̃0

zn−1 + b̃n−1zn−2 + . . . + b̃2z + b̃1
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=
1

z + b̃0/b̃1z

(
b̃2 + b̃3z + . . . + b̃n−1z

n−3 + zn−2
)

b̃1 + z
(
b̃2 + b̃3z + . . . + b̃n−1zn−3 + zn−2

)
=

1

z + t1 − t1zÃn−2

= . . .

=
1

z + t1 − t1z

z + t2 − t2z

z + t3 − . . .− tn−1z

z + tn

. (4.6)

Comparando a definição de frações cont́ınuas dada em (2.28) com a fração cont́ınua

(4.6), obtemos

b0 = 0, b1 = z + t1, b2 = z + t2, . . . , bn = z + tn,

a1 = 1, a2 = −t1z, a3 = −t2z, . . . , an = −tn−1z.

Logo, o polinômio Q
(1)
k (z), dado pela relação de recorrência

Q
(1)
k (z) = (z + tk)Q

(1)
k−1 − tk−1zQ

(1)
k−2(z), k = 1, 2, . . . n,

com Q
(1)
0 = 1 e Q

(1)
1 (z) = z + t1, é o denominador do k-ésimo convergente da fração

cont́ınua (4.3). Em particular, Q
(1)
n = P̃n.

Da mesma forma, comparando a fração cont́ınua (4.5) com a definição dada em (2.28),

obtemos

b0 = 0, b1 = z + tn, b2 = tn−1, . . . , bk = z + tn−k+1, . . . , bn = z + t1,

a1 = 1, a2 = −tn−1z, a3 = −tn−2z, . . . , ak = −tn−k+1, . . . , an = t1z.

Assim, o polinômio Q
(2)
k (z), dado por

Q
(2)
k (z) = (z + tn−k+1)Q

(2)
k−1 − tn−k+1zQ

(2)
k−2(z), k = 1, 2, . . . n,

com Q
(2)
0 = 1 e Q

(2)
1 (z) = z + tn, é o denominador do k-ésimo convergente da fração

cont́ınua (4.4) e, da mesma forma, Q
(2)
n = P̃n.

Portanto, aplicando o Teorema 3.1.2 na relação de recorrência de três termos acima,

obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.3.1. Os zeros de Pn são os autovalores da matriz de Hessenberg inferior

H(P )
n =




−tn tn−1 0 . . . 0 0

−tn 0 tn−2 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

−tn 0 0 . . . t2 0

−tn 0 0 . . . 0 t1

−tn 0 0 . . . 0 0




. (4.7)
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Uma análise similar à prova do Teorema 3.3.1 com a matriz acima gera o seguinte

resultado.

Teorema 4.3.2. Sejam tMn = max{|tk|, k = 1, 2, . . . , n − 1} e t̃Mn = max{|t−1
k |, k =

1, 2, . . . , n}. Para 0 < δ < 1, considere os discos

∆0,1(δ) ≡ {z : |z + tn| ≤ ρ̃1(δ)} e ∆0,2(δ) ≡ {z : |z| ≤ ρ̃2(δ)},

onde ρ̃1(δ) = δ(1− δ)−1|tn| e ρ̃2(δ) = δ−1tMn . Então, os zeros dos polinômios Pn estão no

interior da região ∆0,1(δ) ∪∆0,2(δ). Em particular, valem os seguintes resultados:

(i) com τ1 = |tn|+ tMn , os zeros dos polinômios Pn estão no interior do disco

∆1 ≡ {z : |z| ≤ τ1};

(ii) com τ2 =
|tn| − tMn +

√
(|tn| − tMn )2 + 8tMn |tn|

3|tn|+ tMn
√

(|tn| − tMn )2 + 8tMn |tn|
|tn|, os zeros dos polinômios Pn

estão no interior do disco

∆2 ≡ {z : |z + tn| ≤ τ2};

(iii) com τ3 = 1
2

[√
(tMn )2 + 4tMn |tn|+ tMn

]
, os zeros dos polinômios Pn estão no interior

da união Λ3 ≡ ∆3,1 ∪∆3,2 dos discos

∆3,1 ≡ {z : |z + tn| ≤ τ3} e ∆3,2 ≡ {z : |z| ≤ τ3};

(iv) com τ4 = (|t−1
1 | + t̃Mn )−1, os zeros dos polinômios Pn estão no exterior do disco

aberto

∆̃4 ≡ {z : |z| < τ4}.

Demonstração: Seja a matriz DδH
(P )
n D−1

δ dada da seguinte forma:

DδH
(P )
n D−1

δ =




−tn δ−1tn−1 0 . . . 0 0

−δtn 0 δ−1tn−2 . . . 0 0

−δ2tn 0 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

−δn−2tn 0 0 . . . 0 δ−1t1

−δn−1tn 0 0 . . . 0 0




. (4.8)

Os discos ∆0,1(δ) e ∆0,2(δ) são obtidos aplicando-se o Teorema 2.3.2 à matriz DδH
(P )
n D−1

δ

e a demonstração é análoga à do Teorema 3.3.1.

O resultado do item (i) é obtido escolhendo-se δ tal que ρ̃1(δ) + |tn| = ρ̃2(δ). Assim,

temos que δ =
tMn

|tn|+ tMn
. Logo, ρ̃2(δ) = |tn|+ tMn = τ1. Portanto, os zeros dos polinômios

Pn estão no interior do disco ∆1.
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Para provar o segundo item, escolhemos δ tal que ρ̃1(δ) = ρ̃2(δ) + |tn|. Encontramos

δ =
|tn| − tMn +

√
(tMn − |tn|)2 + 8tMn |tn|
4|tn| . Desta forma,

ρ̃1(δ) =
|tn| − tMn +

√
(|tn| − tMn )2 + 8tMn |tn|

3|tn|+ tMn
√

(|tn| − tMn )2 + 8tMn |tn|
|tn| = τ2.

Assim, conclúımos que os zeros dos polinômios Pn estão no interior do disco ∆2.

Da mesma maneira, para provar (iii) escolhemos δ tal que ρ̃1(δ) = ρ̃2(δ) e encontramos

o seguinte valor δ =
−tMn +

√
(tMn )2 + 4tMn |tn|
2|tn| e, também,

ρ̃2(δ) =
1

2

[√
(tMn )2 + 4tMn |tn|+ tMn

]
= τ3.

Portanto, os zeros de Pn estão no interior da união Λ3 ≡ ∆3,1 ∪∆3,2.

Finalmente, o resultado do item (iv) é obtido considerando-se o polinômio P̂n(z) =

znPn(1/z). Para esse polinômio, temos a seguinte matriz de Hessenberg:

H(P̂ )
n =




−t−1
1 t−1

2 0 . . . 0 0

−t−1
1 0 t−1

3 . . . 0 0

−t−1
1 0 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

−t−1
1 0 0 . . . 0 t−1

n

−t−1
1 0 0 . . . 0 0




.

Os zeros de P̂n(z) são dados por wr =
1

zr

, r = 1, 2, . . . , n, onde zr são os zeros de Pn.

Assim, pela parte (i), os zeros de P̂n(z) estão no interior do disco |z| ≤ |t−1
1 |+ t̃Mn . Logo,

|wr| ≤ |t−1
1 |+ t̃Mn =

1

τ4

e, consequentemente,

|zr| >
(|t−1

1 |+ t̃Mn
)−1

= τ4.

Desta forma, os zeros de Pn estão fora do disco ∆̃4.

O próximo teorema fornece algumas informações sobre a variação local dos zeros do

polinômio Pn.

Teorema 4.3.3. Seja |β| > 0 e considere o polinômio Pn(z) =
n∑

k=0

bkz
k tal que as razões

tk =
bk−1

bk

satisfazem

|tk − β| ≤ ε, k = 1, 2, . . . , n,
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com ε > 0. Então, todos os zeros de Pn estão no anel

ζ

(
|β| − 4nσn

n + 1
ε

)
≤ |z| ≤ |β|+ 4nσn

n + 1
, (4.9)

lembrando que a função real ζ(x) é dada por

ζ(x) =





x, se x > 0

0, se caso contrário
.

O número σn é como no Lema 3.4.1.

Demonstração: Para |β| > 0. Então, de (3.86) e (4.7), a matriz H(P )
n −H(β)

n é dada da

seguinte forma:

H(P )
n −H(β)

n =




−tn + β tn−1 − β 0 . . . 0 0

−tn + β 0 tn−2 − β . . . 0 0

−tn + β 0 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

−tn + β 0 0 . . . 0 t1 − β

−tn + β 0 0 . . . 0 0




. (4.10)

Sabemos que |tk − β| ≤ ε, k = 1, 2, . . . , n, então ‖ H(P )
n −H(β)

n ‖∞≤ 2ε. Consequente-

mente, do Corolário 3.4.2, segue que

ζ

(
|β| − 4nσn

n + 1
ε

)
≤ |z| ≤ |β|+ 4nσn

n + 1
.

Agora, consideremos

β = |β|eiθ (4.11)

e o polinômio P̃n(z) = Pn(ze−iθ) =
n∑

k=0

bke
−ikθzk =

n∑

k=0

b̃kz
k, onde bk, k = 0, 1, . . . , n, são

complexos, diferentes de zero e b̃k =
bk

bn

. Temos, também, tk =
bk−1

bk

=
bk−1

bk

eiθ, ou seja,

e−iθtk =
bk−1

bk

= t̃k. (4.12)

Substituindo (4.11) e (4.12) em (4.10), obtemos a seguinte matriz:

H(P )
n −H(β)

n = eiθ




−t̃n + |β| t̃n−1 − |β| 0 . . . 0 0

−t̃n + |β| 0 t̃n−2 − |β| . . . 0 0

−t̃n + |β| 0 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...

−t̃n + |β| 0 0 . . . 0 t̃1 − |β|
−t̃n + |β| 0 0 . . . 0 0




.
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Logo, ‖ H(P )
n −H(β)

n ‖= max
1≤k≤n−1

{|eiθ|(|− t̃n+ |β||+ |− t̃k + |β||)} ≤ 2ε e, assim, conclúımos

a demonstração do teorema.

4.4 Exemplos

Exemplo 4.4.1. Neste exemplo, analisaremos o comportamento dos zeros dos polinômios

Qn para diferentes valores de αn e βn na relação de recorrência (3.1).

(a) A Figura 4.1(a) mostra os zeros de Q10 quando βn = 1, α2n = −0.05 e α2n+1 = 0.05

para n ≥ 1. Como indicado no Teorema 3.3.1, todos os zeros estão na região

W(λ1, λ2, τ), onde λ1 = −1.05, λ2 = −0.95 e τ ≈ 0.50825757.

(b) A Figura 4.1(b) mostra os zeros de Q10 quando βn = 1, α2n = 0.05 e α2n+1 = −0.05

para n ≥ 1. Os zeros estão na região W(λ1, λ2, τ), onde λ1 = −1.05, λ2 = −0.95 e

τ ≈ 0.50825757.

(c) A Figura 4.1(c) mostra os zeros de Q10 quando β1 = β2 = −0.1, βn+2 = 1 e αn = 0.05

para n ≥ 1. Todos os zeros estão na região W(λ1, λ2, τ), onde λ1 = −0.95, λ2 = 0.15

e τ ≈ 0.4858899.

(d) A Figura 4.1(d) mostra os zeros de Q10 quando β1 = β2 = 0.1, βn+2 = −1 e

αn = 0.05 para n ≥ 1. Novamente, pelo Teorema 3.3.1, todos os zeros estão na

região W(λ1, λ2, τ), onde λ1 = −0.10, λ2 = 1.05 e τ ≈ 0.50825757.
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0,4

0,2

0

-0,2

-0,4

-0,6-0,8-1-1,2-1,4

W(-1.05, -0.95, 0.50825757)

ZEROS                   

(a)

0,4

0,2

0

-0,2

-0,4

-0,6-0,8-1-1,2-1,4

W(-1.05, -0.95, 0.50825757)

ZEROS                   

(b)

0,4

0

0,2

-0,2

0,50-0,5

-0,4

-1

Zeros                   

W(-0.95, 0.15, 0.4858899)

(c)

0,4

0

0,2

-0,2

-0,4

1,51-0,5 0,50

ZEROS                   

W(-0.10, 1.05, 0.50825757)

(d)

Figura 4.1: Zeros de Q10 no interior da região W.

Exemplo 4.4.2. Consideremos os polinômios de Szegő com an = qn, n ≥ 1, onde 0 ≤ q <

1. De (2.43), quando q > 0, esses polinômios (denotados por S
(q)
n ) satisfazem à relação de

recorrência de três termos

S
(q)
n+1(z) = (z + q)S(q)

n (z)− q(1− q2n)zS
(q)
n−1(z), n ≥ 1, (4.13)

com S
(q)
1 (z) = z + q.

Considere os polinômios para-ortogonais R
(1,q)
n = R

(1)
n e R

(2,q)
n = R

(2)
n definidos por
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(2.47). Esses polinômios satisfazem

R
(1,q)
n+1 (z) = (z + 1)R

(1,q)
n (z)− (1 + qn−1)(1− qn)zR

(1,q)
n−1 (z),

R
(2,q)
n+1 (z) = (z + 1)R

(2,q)
n (z)− (1 + qn−1)(1− qn)zR

(2,q)
n−1 (z),

n ≥ 1, (4.14)

com R
(1,q)
1 (z) = R

(2,q)
1 (z) = z + 1. Portanto, do Teorema 4.2.1, os polinômios P

(1,q)
n (x) =

(4z)−n/2R
(1,q)
n (z), n ≥ 1, onde x = x(z) =

1

2

(√
2 +

1√
2

)
, satisfazem

P
(1,q)
n+1 (x) = xP (1,q)

n (x)− 1

4
(1 + qn−1)(1− qn)P

(1,q)
n−1 (x), n ≥ 1,

com P
(1,q)
1 (x) = x. Essa relação de recorrência mostra que (veja, por exemplo, Al-Salam

e Chihara [1] e Askey e Ismail [3]) os polinômios {P (1,q)
n } são certos polinômios de Al-

Salam-Chihara, ortogonais com relação à medida

dφ(1,q)(x) =
(q2; q2)∞

π

1√
1− x2

h(x, q1/2)h(x,−q1/2)dx

definida em [−1, 1], onde h(x, c) =
∞∏

k=0

[
1−2cxqk+c2q2k

]
e (a; q)∞ =

∞∏

k=0

(1−aqk). Portanto,

ainda do Teorema 4.2.1, obtemos que

∫

C

S(q)
n (z)S

(q)
m (z)dν(q)(z) = 0, n 6= m,

onde dν(q)(eiθ) =
(q2; q2)∞

π

(√
qeiθ/2,

√
qe−iθ/2; q

)
∞

(−√qeiθ/2,−√qe−iθ/2; q
)
∞dθ. Podemos

escrever, também,

dν(q)(eiθ) =
(q2; q2)∞

π
(qz; q2)∞(qz−1; q2)∞

dz

2iz
.

Note que

{
1

4
(1+qn−1)(1−qn)

}∞

n=1

e

{
1

4
(1−qn)(1+qn+1)

}∞

n=1

são sequências encadeadas

positivas com sequências de parâmetros

{
1

2
(1− qn)

}∞

n=1

e

{
1

2
(1+ qn+1)

}∞

n=1

, respectiva-

mente. Consequentemente, de (4.14) e do Teorema 3.3.4, todos os zeros de R
(j,q)
n , j = 1, 2,

estão sobre o ćırculo unitário C(1) ≡ {z : z = eiθ, 0 < θ < 2π}.
Como (1−q2n) < (1+ qn−1)(1−qn) para n ≥ 1, a sequência

{
1

4
(1−q2n)

}∞

n=1

também

é sequência encadeada positiva. Portanto de (4.13) e do Teorema 3.3.4, todos os zeros de

S
(q)
n estão sobre o ćırculo aberto C(q) ≡ {z : z = qeiθ, 0 < θ < 2π}.

Além disso, em (4.13), temos q(1 − q2n) ≤ q − q2m−1 para 1 ≤ n ≤ m − 1. Portanto,

da parte segunda parte do Corolário 3.3.1, os zeros de qualquer S
(q)
n , 1 ≤ n ≤ m, devem

estar sobre o arco do ćırculo C(q) que está fora da região parabólica P+(q2m−1).
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Também em (4.14), para R
(2,q)
n temos, por exemplo, (1− qn)(1 + qn+1) < (1− q2m−1)

para 1 ≤ n ≤ m−1. Portanto, da parte (ii) do Corolário 3.3.1, os zeros de qualquer R
(2,q)
n ,

1 ≤ n ≤ m, devem estar sobre o arco do ćırculo C(1) que está fora da região parabólica

P+(q2m−1).

Esses resultados são confirmados através da Figura 4.2(a) e 4.2(b), onde os zeros de

S
(q)
10 e os de R

(2,q)
10 estão ilustrados para q = 0.9 e q = 0.8, respectivamente.

1

0,5

0

-0,5

-1

x

10,50-0,5-1

REGIAO PARABOLICA q=0.9

ZEROS DE R-GRAU 10      

CIRCULO UNITARIO        

ZEROS DE S-GRAU 10      

(a)

0,5

x

10

0

-0,5

-1

1

-0,5 0,5

-1

REGIAO PARABOLICA q=0.8

ZEROS DE R-GRAU 10      

CIRCULO UNITARIO        

ZEROS DE S-GRAU 10      

(b)

Figura 4.2: Zeros de S
(q)
10 e de R

(2,q)
10 .

Exemplo 4.4.3. Seja Pn(z) =
n∑

k=0

bkz
k, onde |bk| = 2k, k = 0, 1, . . . , n. De acordo com a

parte (i) do Teorema 4.3.2, todos os zeros de Pn devem estar no disco ∆1 ≡ {|z| ≤ 1}.
Claramente isto é verdade se bk = 2k, k = 0, 1, . . . , n, já que os zeros de Pn estão todos

sobre o ćırculo |z| = 1

2
.

As Figura 4.3(a) e 4.3(b) mostram os zeros de P10 para duas outras escolhas de {bk}
satisfazendo à condição |bk| = 2k e são comparados com os resultados dados pelo Teorema

4.3.2. Nessas figuras, o ćırculo maior é a fronteira da região ∆2, o ćırculo intermediário,

a fronteira de ∆1, o ćırculo menor é a fronteira da região ∆̃4 e o último é a fronteira da

região Λ3.

Na Figura 4.3(a), os zeros de P10 são dados quando bk = 2k, k = 2, . . . , 8 e b0 = −i,

b1 = 2i, b9 = 29i e b10 = −210i. Os zeros estão na intersecção das quatro regiões dadas
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pelo Teorema 4.3.2.

Na Figura 4.3(b), os zeros de P10 são dados quando bk = 2k, k = 1, 2, . . . , 9, b0 = −1

e b10 = −210. Da mesma forma, os zeros de P10 estão na intersecção das quatro regiões

dadas pelo Teorema 4.3.2. Esclarecemos que o zero próximo à fronteira do disco ∆1 vale

aproximadamente 0.99999857, enquanto que o zero próximo à fronteira do disco ∆̃4 tem

o valor aproximado de 0.25000036. Isto indica que os resultados dos ı́tens (i) e (iv) do

Teorema 4.3.2 são satisfeitos.

0,5

0

-0,5

1

-1

1,51-1 -0,5 0,50

CIRCULO-R=0.25          

CIRCULO-R=1.207106782   

ZEROS DE P              

CIRCULO UNITARIO        

UNIAO DAS REGIOES       

(a)

0,5

0

-0,5

1

-1

1,51-1 -0,5 0,50

ZEROS DE P              

CIRCULO UNITARIO        

CIRCULO-R=0.25          

CIRCULO-R=1.207106782   

UNIAO DAS REGIOES       

(b)

Figura 4.3: Zeros de P10 quando |bk| = 2k, k = 0, 1, . . . , 10.
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94 f., Dissertação de Mestrado, Instituto de Biociências, Letras e Ciências Exatas,

Universidade Estadual Paulista, São José do Rio Preto, 1999.
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