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RESUMO

Esta pesquisa tem como objetivo investigar aspectos do Pensamento Diferencial (PD)
emergentes em um grupo de estudantes do Ensino Médio ao pensar-com-GeoGebra
atividades que envolvem a investigacao da area de regides limitadas por eixos e curvas e
o calculo do volume de regides limitadas por superficies planas e curvas. Este trabalho
estd apoiado na nogdo de investigagdo matematica e no construto tedrico seres-humanos-
com-midias. A pesquisa ¢ de cunho qualitativo e visa observar e compreender a
manifesta¢do de quatro aspectos do PD. Sao eles: Nog¢do de limite e continuidade, No¢do
de infinitésimo, Conceito de integral definida e Concepgdo visual-geométrica. Foram
realizadas duas sessdes de experimentos de ensino com duas duplas de estudantes do
Ensino Médio de uma escola publica estadual do interior de Sao Paulo. Foram elaboradas
cinco atividades nesta pesquisa, sendo as duas primeiras exploradas por estudantes do
primeiro ano e as trés ultimas por estudantes do terceiro ano. Os procedimentos
metodologicos de registro das sessoes foram: filmagens do ambiente, captacao de tela do
computador e de webcam e os arquivos gerados pelos estudantes no GeoGebra. Os
resultados da pesquisa indicam que o processo de pensar-com-GeoGebra oferece meios
para o desenvolvimento de elementos investigativos, nos quais os estudantes elaboraram
conjecturas, testando-as e (re)pensaram as estratégias de solugdes utilizadas de maneira
dindmica. Quanto a emersao dos aspectos do PD, em particular, identificou-se indicios de
que eles se complementam e manifestam-se em conjunto, atribuindo complexidade aos
processos de pensamentos dos estudantes-com-tecnologias. Esta pesquisa contribui a
Educacdo Matematica no que se refere a produg¢do de conhecimentos acerca do uso de
tecnologias digitais voltado ao ensino de Célculo no Ensino Médio.

Palavras-chave: Pensamento Diferencial. Pensar-com-GeoGebra. Ensino Médio.

Educacdao Matematica.



ABSTRACT

This research aims to investigate the aspects of Differential Thinking (DT) emerging in a
group of high school students when they think-with-GeoGebra on activities that involve
an investigation of the area of regions limited by axes and curves and the calculation of
the volume of regions bounded by flat and curved surfaces. This work is supported by the
notion of mathematical investigation and by the theoretical construct human-beings-with-
media. The research is qualitative and aims to observe and understand the manifestation
of four aspects of DT. They are: Notion of limit and continuity, Notion of infinitesimal,
Concept of definite integral and Visual-geometric conception. Two teaching experiments
were carried out with two pairs of high school students from a state public school in the
interior of Sao Paulo. Five activities were developed in this research; the first two were
explored by first-year students and the last three by third-year students. Methodological
procedures for recording the sessions were: filming of the environment, capture of
computer and webcam screens and files generated by students in GeoGebra. The results
indicate that thinking-with-GeoGebra offers means for the development of investigative
elements, in which the students elaborated conjectures, testing them and (re)thinking the
solutions used in a dynamic way. As for the emergence of aspects of the DT, in particular,
it was found that they complement each other and manifest themselves together,
attributing complexity to the thinking processes of students-with-technologies. This
research contributes to Mathematics Education regarding the production of knowledge
about the use of digital technologies in the context of teaching Calculus in High School.

Keywords: Differential Thinking. Think-with-GeoGebra. High school. Mathematics

Education.
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13

1. INTRODUCAO

Por considerar importante o esclarecimento das razdes e dos interesses que me
levaram a esta pesquisa, apresento neste capitulo uma breve explanag¢do dos aspectos
relevantes do meu percurso académico e profissional. Em seguida, apresento uma
discussao e a consolidacao da relevancia e do objetivo da pesquisa, bem como o software
empregado nesse estudo. Finalizo com uma breve apresentagao dos capitulos que compde

esta dissertacao.

1.1 Trajetoria da pesquisadora

Ingressei no curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Estadual
Paulista (UNESP), Campus de Ilha Solteira, no ano de 2009. No primeiro semestre de
graduagdo participei voluntariamente das aulas do projeto Atividades Computacionais
usando o software Mathematica. Nos encontros eram ministrados topicos de Célculo de
uma e varias variaveis, tendo o Mathematica como ambiente de construcao. Essas aulas
despertaram em mim o encanto com a harmonia e estética da Matematica, além de ter
vivido a minha primeira experiéncia em aprender com auxilio de um software.

No ano seguinte tive a oportunidade de entrar como bolsista no Programa
Institucional de Bolsa de Iniciacdo a Docéncia (Pibid), no qual pude experimentar
ativamente situacdes de ensino em uma escola Municipal de Ensino Fundamental I,
especialmente por meio de jogos. Desse modo, por meio do Pibid tive o meu primeiro
contato com o software Scratch, elaborando e propondo atividades pedagogicas. Durante
a minha permanéncia no programa, que se estendeu até marco de 2012, desenvolvi
projetos envolvendo jogos nos mais variados formatos e com enfoque na unidade tematica
Numeros.

Em abril de 2012, passei a fazer parte do projeto de Iniciacdo Cientifica no Ensino
Meédio (ICEM), no qual pude levar o meu contato e experiéncia com a educacdo a uma
escola Técnica de Ensino Médio, orientando e auxiliando uma aluna do 2° ano. O trabalho
que desenvolvi enquanto bolsista propunha o estudo da Trigonometria com o auxilio do
software Winplot, GeoGebra e Mathematica. Revivendo as produgdes e memorias para
escrever esse momento da minha trajetoria, percebo que provavelmente esse tenha sido
um dos primeiros momentos atuante com GeoGebra que tive, visto que a inten¢ao de uso

do software Winplot era a construgdo de graficos, mas isso poderia ter sido contemplado
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com o software anteriormente citado. O caminho ficou um pouco mais longo, mas essa
experiéncia com o Ensino Médio, assim como os Estagios Supervisionados I e II (itens
anuais e obrigatorios na formacao), que desenvolvi também nessa etapa da Educagdo
Basica, inconscientemente acabaram influenciando na escolha que fiz ao assumir o cargo
que ocupo como professora na rede estadual do Estado de Sao Paulo desde 2017.

No ano de 2013 voltei a ser bolsista no Pibid, vivenciando experiéncias
educacionais em uma escola Estadual de Ensino Fundamental II. Acompanhando uma
turma de 7° ano, tive a oportunidade de desenvolver um trabalho envolvendo jogos e
voltado a identificacdo e recuperacao de contetidos em fragilidade, dentre eles, a operagao
de poténcia e suas propriedades, e as operacdes com niimeros racionais representados por
fracdes. Me graduei no segundo semestre deste ano.

No final de dezembro de 2014 fui contratada por uma empresa de Tecnologia, na
cidade de Aracatuba (SP), para desempenhar o cargo de assistente educacional em seu
setor Educacional, onde permaneci até o comeco de dezembro de 2016. A ocupagao
profissional que desempenhei foi a elaboracdo de aulas interativas ofertadas em
plataforma digital.

No ano de 2013, participei do Concurso Publico para Professor de Educacdo
Basica Il e, em dezembro de 2016, fui convocada para a sessdo de escolha de vaga. Diante
de todas as vivéncias que tive até aquele momento, optei por atuar no Ensino Médio.
Consegui alocacdo para a escola E.E. Padre Cesare Toppino, localizada na cidade de
Lavinia (SP), onde estou até o0 momento e os estudantes que participaram desta pesquisa
estudavam.

Durante as aulas e a cada turma que trabalhava, sempre me perguntei como
poderia melhorar, como poderia participar ativamente da aprendizagem dos estudantes.
Por vezes, trabalhei experimentos educacionais sugeridos por pessoas inseridas no meio
académico, trouxe o software GeoGebra com a inten¢do de criar um cenario mais
dindmico e independente aos estudantes, mas ainda estava me perguntando com relagao
a melhoria. Foi quando percebi que estava no momento de aprofundar os meus estudos e
ideias e vivenciar uma nova experiéncia.

Em 2018 comecei a pensar em um Projeto de Mestrado que estivesse ligado com
a minha atual vivéncia. Inicialmente pensei em relacionar o passado com o futuro,
trabalhando o contetido de Geometria Espacial por meio da Historia da Matematica e do
software GeoGebra. Porém, apds ingressar no programa de Mestrado Ensino e Processos

Formativos, o professor Ricardo sugeriu que investigassemos aspectos do Pensamento
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Diferencial (PD) emergentes em estudantes do Ensino Médio, a partir do estudo de alguns
problemas geométricos historicos sobre area e volume. Fiquei muito feliz com essa
sugestao porque, desse modo, conseguiria desenvolver algo que estava em mente, mas
trazendo elementos e olhares que até entdo ndo imaginava investigar.

Neste estudo tive a oportunidade de rever e melhorar muitos aspectos da minha
profissdo de professora, de estudar diferentes metodologias de ensino, de ampliar o0 meu

contato académico e de me ressignificar pessoalmente.

1.2 Apresentacio da pesquisa

Pensar na Matematica enquanto componente curricular da Educa¢do Bésica traz
consigo o pensar nas dificuldades que a maioria dos estudantes tem durante os processos
de ensino e aprendizagem. Perguntas como: Por que os estudantes apresentam tanta
dificuldade na aprendizagem de Matematica? Sao feitas diariamente aos professores que
atuam diretamente nessa etapa da Educacdo e por pesquisadores que se propde a estudar
esse tema.

Recorrendo-se ao diciondrio, € possivel constatar que dificuldade ¢ ligada a
situacdo critica (FERREIRA, 2010). Quando direcionamos isso a aprendizagem de
Matematica, essa situagdo critica pode ser associada ao desenvolvimento dos contetidos
e das habilidades do componente curricular, das atividades propostas e/ou aos processos
avaliativos que os estudantes sao submetidos, os quais geralmente evidenciam apenas os
extremos: acertos e erros. Diante disso, de modo geral, os estudantes sao levados a pensar
que o erro ¢ algo que deve ser evitado por gerar uma consequéncia negativa, uma punicao
e um desgaste emocional. Trabalhos como Ozores (2016), Pontes (2019) e Sperafico
(2013) j& se propuseram a pesquisar e discutir o erro no processo de ensino e
aprendizagem de Matematica de estudantes da Educacdo Basica. Entretanto, trabalhos
dessa natureza acabam evidenciando o fim do trajeto percorrido pelo estudante e usam-
no como ponto de partida para suas discussdes. Esse ¢ o caminho que mais tem sido
difundido nas escolas, destacando-se a acdo de devolutiva entre estudante e professor para
apresentar e conversar sobre os erros e acertos (pauta recorrente em momentos de
formagdo dos docentes e/ou reunides pedagogicas).

Outro modo de buscar compreensdo a aprendizagem de Matematica e observar as
situacdes criticas presentes no processo de ensino e aprendizagem, € considerar o percurso

trilhado pelo estudante, focando ndo mais nos extremos desse trajeto, mas direcionando
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a atencdo ao pensamento manifestado pelo estudante diante de situagdes e cenarios
propostos pelo professor. Trabalhar com atividades investigativas pode favorecer o
desdobramento dessa proposta, uma vez que atividades dessa natureza possuem um ponto
de partida bem definido, mas o ponto de chegada ¢ moldado de acordo com o caminho
construido e trilhado pelas pessoas e recursos envolvidos.

Fazendo uma busca em alguns acervos digitais de teses e dissertagdes, como a
Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagdes (BDTD) e o Catalogo de Teses e
Dissertagdes da CAPES, e usando os descritores pensamento, matemdtica, atividade
investigativa e ensino médio, € possivel encontrar algumas pesquisas que se propuseram
a estudar essa parte central do processo de ensino e aprendizagem, como Lima (2015) e
Nascimento (2017) que investigaram o pensamento geométrico em estudantes do Ensino
Meédio e Corradi (2013), que investigou o pensamento reflexivo. Direcionando um pouco
mais a busca ao interesse desta dissertacdo, e usando os descritores pensamento
diferencial, matemadtica e ensino médio, o numero de produgdes ¢ reduzido,
especialmente na BDTD, onde dos 03 (trés) trabalhos apresentados como resultado da
busca, apenas 01 (um), Rodrigues (2019), ¢ voltado ao Ensino Médio e, ainda assim, ndo
almeja investigar diretamente a emersao do PD. Agora, por que o interesse no PD?

Além de evidenciar a dinamicidade que incorpora o Célculo Diferencial e Integral
e apresentar aos estudantes do Ensino Médio novos caminhos que podem ser trilhados
durante a aprendizagem de Matematica, trazer para essa etapa da Educacido Basica
elementos presentes no Ensino Superior potencializa o desenvolvimento de algumas
disciplinas da graduagdo e promove uma aproximacao entre duas etapas académicas que
se complementam, mas apresentam-se distantes uma da outra.

Segundo Pagani e Allevato (2014),

O ensino e a aprendizagem de contetidos de Célculo Diferencial e Integral, ha
alguns anos, tém sido objeto de estudo e debate. As dificuldades observadas
nos cursos iniciais de Calculo Diferencial e Integral se traduzem nos altos
indices de reprovagao dessas disciplinas. (PAGANI; ALLEVATO, 2014, p.62).

Diante disso, apesar de o CDI ser ministrado em cursos de Graduacdo, ensinar
seus conceitos, ideias e elementos também no Ensino Médio tem sido considerado
pertinente (PAGANI; ALLEVATO, 2014). Estudar o CDI ¢ fundamentalmente diferente
da Matematica que costuma ser apresentada na Educacao Basica. Ele ¢ dinamico, aborda
variagdo e movimento, assim como quantidades que tendem a outras quantidades
(STEWART, 2011). Por essa razdo considero que apresenta-lo aos estudantes do Ensino

Meédio ¢ criar um cenario que possibilita a investigagdo de alguns de seus conceitos e
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elementos. Observar e estudar a manifestacdo das ideias e pensamentos dos estudantes é
convergir com a proposta de voltar o olhar ao trajeto percorrido por eles durante o
desenvolvimento de atividades investigativas e valorizar as diferentes maneiras de
expressar o conhecimento sobre a Matematica.

Quando se ¢ requerido o uso de tecnologias digitais no desenvolvimento de uma
pesquisa ou mesmo em sala de aula, um dos principais pontos a ser pensado ¢ qual delas
permite uma conversacao dialogica entre ela, o estudante e o professor/pesquisador, a fim
de contribuir com o processo de ensino e aprendizagem. Diante desse momento de
escolha, esse estudo optou em incorporar o software GeoGebra por ser de facil linguagem
e uso, além de oferecer todos os recursos necessarios para o desenvolvimento das
atividades investigativas idealizadas, possibilitando especialmente a movimentacao dos
objetos criados em seu ambiente de trabalho. O processo de pensar-com-GeoGebra®
estabelece uma aproximacdo entre investigagdo matemadtica e experimentacdo com
tecnologias. Essa proposta permite um tipo diferente de investigacdo e a emersdo de
instancias heuristicas a partir da exploragdo e visualizacdo (BORBA; SCUCUGLIA;
GADANIDIS, 2018).

Pensando na conversacdo dialdgica, a combinagdo CDI e tecnologias digitais,
nesse caso o GeoGebra, ¢ significativamente relevante pois ambos se baseiam na
visualizagdo, abordam variagdo ¢ movimento e possibilitam o desenvolvimento de
exploragdes e investigacdes.

Desse modo, esta dissertagdo tem como objetivo investigar aspectos do PD
emergentes em um grupo de estudantes do Ensino Médio ao pensar-com-GeoGebra
atividades que envolvem a investigacao da area de regides limitadas por eixos e curvas e
o calculo de volume de regides limitadas por superficies planas e curvas. Em se tratando
da pergunta norteadora, essa pesquisa busca responder o seguinte questionamento:

Quais aspectos do PD e do pensar-com-GeoGebra emergem quando estudantes do
Ensino Médio investigam atividades sobre cdlculo de dreas e volumes?
A seguir, apresento o GeoGebra e algumas consideragdes e exemplos quanto as

diferentes maneiras de uso.

! Os autores esclarecem que “o uso de hifens na expressdo, que conecta os atores humanos e nio-humanos,
busca enfatizar que tecnologias ndo sdo neutras ao pensamento, que a producdo de conhecimento
matematico ¢ condicionada pela midia utilizada” (BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2018, p.44).
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1.2.1 O sofiware GeoGebra

O surgimento e utilizagdo de software de Geometria Dinamica (GD), de
representacdes multiplas (fungdes) e sistemas de Computacdo Algébrica (CA) ¢ marcado
pelo carater inovador do software GeoGebra, pioneiro em relagdo a integragdo GD-CA-
fungdes. Pensando nisso, ¢ compreensivel o interesse por parte de professores e
pesquisadores com relacdo ao uso do GeoGebra de modo didatico-pedagogico e
académico no ensino e aprendizagem de Matematica. Esse software surge na terceira fase
das tecnologias digitais em Educacdo Matematica e, por ser multiplataforma, promove
uma reorganizagao na segunda fase, que, de modo geral, ¢ constituida de tecnologias que
ndo integravam simultaneamente as plataformas de GD, CA e fungdes (BORBA;
SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2018). Até hoje, o GeoGebra ¢ um dos maiores sucessos
tecnologicos da Educagdao Matematica.

Este software de matematica dindmica, criado por Markus Hohenwarter em sua
tese de Doutorado (2001) pela Universidade de Salzburg, localizada na Austria, além de
ser multiplataforma e apresentar uma interface simples e pratica (baseada no mouse), ¢
gratuito; ocupa pouca memoria quando instalado; oferece versao online (o que elimina
procedimentos de instalacao ou atualizac¢do); esta disponivel em varios idiomas; trabalha
dinamicamente Geometria, Algebra, tabelas, graficos, Estatistica ¢ Célculo numa tnica
aplica¢do, indo ao encontro com novas estratégias de ensino e aprendizagem que
destacam a importancia do estudante vivenciar situagdes em que possa conjecturar,
investigar e verificar suas ideias e conhecimentos matematicos. Além de todos os recursos
citados, o software GeoGebra continua recebendo inovagdes e adaptagdes que se ajustam
a era digital. Um exemplo ¢ o recurso de realidade aumentada j& disponivel para algumas
configuracdes de aparelhos celulares. Nas palavras de Hohenwarter e Fuchs (2004, p.
129, traducdo nossa), “O programa incentiva os estudantes a abordar a Matematica de
forma experimental.

O GeoGebra ¢ um software muito versatil para a Educacdo Matematica e pode ser
usado de diferentes maneiras. Hohenwarter e Fuchs (2004) apresentaram na Conference
on Computer Algebra and Dynamic Geometry Systems in Mathematics Education,
algumas sugestoes sobre a aplicacao do GeoGebra nas escolas ¢ justificativas de uso para

0 software, que estdo estruturadas no Quadro 1, a seguir.

2 The program encourages students to approach mathematics in an experimental way.
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Quadro 1: Diferentes maneiras de uso para o GeoGebra

Maneiras Justificativa
GeoGebra para . ~
~ Oferece diferentes representagdes para um mesmo
demonstragao e .
N objeto — software com ampla cobertura.
visualizag¢ao

GeoGebra como uma Possui todas as habilidades exigidas para um
ferramenta de constru¢ao | software de desenho/projeto.
Ajuda a incorporar a forma experimental nas aulas e
GeoGebra e a descoberta | gera novas questdes em relacdo ao ensino da

da Matematica Matematica, criando outra atmosfera para o
aprendizado.

GeoGebra para Incentiva os professorqs a prepararem materiais para

preparacio de materiais 0 processo de ensino, Psando-o como uma

Jidéticos ferramenta de cooperacdo, comunicagdo e

apresentacao.
Fonte: Hohenwarter e Fuchs (2004, p. 130, tradugdo nossa).

Almejando identificar nas produgdes académicas as diferentes maneiras de uso do
GeoGebra adotadas pelos pesquisadores e acreditando que, em um mesmo trabalho pode-
se apresentar mais de uma maneira, trago a pesquisa de mestrado de Honorato (2018)
como exemplo do uso do software como uma ferramenta de constru¢do e para a
preparac¢do de materiais diddticos. Este estudo teve como objetivo “investigar como
ocorre o processo de elaboracdo de atividades matematicas com a utilizagdo do sofiware
GeoGebra por parte de um grupo de pesquisadores em Educagdo Matematica”
(HONORATO, 2018, p.6). As pessoas participantes do estudo e o autor, que também se
coloca como pessoa participante, utilizaram as perspectivas tedricas experimentagao-
com-tecnologias, investigacdo matematica e visualizacdo na elaboracdo e andlise das
atividades desenvolvidas. As atividades criadas apresentaram varias versdes durante o
processo de elaboracdo, justificado pelo processo de aprimoramento do carater
investigativo e experimental de cada uma, emergente do didlogo entre participantes,
pesquisador/participante € membros do Grupo de Pesquisa em Informadtica, outras Midias

e Educagdao Matematica (GPIMEM). O autor apontou que

[...] considero que as atividades que desenvolvemos sdo de natureza
semiaberta, ou seja, a exploragdo e investigagdo sdo mantidas, mediante
questionamentos e propostas de raciocinio e reflexdo. Porém, ainda assim,
alguns passos de construgdo e/ou indicacdo de exploracdo se fazem presentes
e significativos nos enunciados (HONORATO, 2018, p.75).

Apo6s a incorporagao das atividades em um curso de extensdao universitaria € o
feedback recebido, o autor conclui que nem todas as atividades criadas se enquadraram
perfeitamente nos quadros tedricos propostos para a pesquisa, em virtude de fatores como

circunstincias que os participantes estavam inseridos, concepg¢des dos integrantes e
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condicdes para obtencao de dados, demonstrando o quao complexo € elaborar atividades
matematicas com tecnologias digitais, mas que, sem desvalorizar a Geometria construida
a mao, a Geometria feita em software de GD oferece aspectos inovadores caracterizados
principalmente pela simulagdo de movimentos.

Como exemplo para o uso do GeoGebra como ambiente que proporciona a
demonstrac¢do e visualizagdo e a descoberta da matemdatica, trago a pesquisa de Idem
(2017) que, ao objetivar a identificacdo e analise de conhecimentos emergentes durante
um curso de extensdo universitaria aplicado a professores e futuros professores de

Matematica, deparou-se com dois momentos distintos:

Em um momento houve grande manifestacdo, principalmente, de
Conhecimentos de Contetdo, Tecnologicos e Tecnoldgicos de Conteudo. Esse
momento foi caracterizado pela exploragdo das atividades utilizando o
GeoGebra, no qual, o Ciclo de A¢des estava muito presente devido a interagdo
dos participantes com o computador.

Num segundo momento houve a emergéncia, principalmente, de
Conhecimentos Pedagdgicos, Tecnologicos Pedagogicos, Tecnoldgicos
Pedagogicos de Contetido e conhecimentos relacionados ao contexto
educacional (IDEM, 2017, p.85).

A pesquisadora propds o desenvolvimento de algumas atividades de Geometria de
carater investigativo, que estimulavam a exploracao e a construcao de conceitos ¢ relagdes
matematicas utilizando o software GeoGebra. Essas atividades, que eram de natureza
semiaberta, traziam em alguns momentos questionamentos que levavam o participante,
mediante a experimentacdo com o software, a trabalhar de maneira indireta alguns
conceitos de demonstracdo. A autora conclui que, com essas atividades, os participantes
puderam vivenciar “situagdes de aprendizagens construcionistas, por meio da realizagao
do Ciclo de Agdes e da Espiral de Aprendizagem” (IDEM, 2017, p.123), além de
experimentarem ideias matematicas com o auxilio do software escolhido. Durante
entrevistas com os participantes e discussdes de textos que também fizeram parte da
proposta desse trabalho, Idem (2017) destaca como assunto principal a integracdo das
tecnologias digitais no ensino e pontua a emersao dos temas: Papel do Professor; Estrutura
das Escolas; Visualiza¢ao; Construcdo do Conhecimento; e Dinamicidade.

No estudo de Barbosa (2019) ¢ possivel constatar o uso do GeoGebra como uma
ferramenta de constru¢do e um ambiente que proporciona a descoberta da Matemadtica.
Nesse trabalho foram investigados os “aspectos do Pensamento Computacional (PC)
emergentes em um grupo de estudantes de graduagdo em Matemadtica ao explorarem a
Geometria Fractal com o software GeoGebra” (BARBOSA, 2019, p.7). A produgdo dos

dados foi realizada mediante o desenvolvimento de algumas sessdes de experimento de
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ensino com algumas duplas de estudantes de um curso de Graduagdo em Matematica. A
autora apresenta, na analise dos dados, as habilidades: Pensamento Algoritmo;
Decomposicao e Generalizagdo; Padrdes e Abstracao; Representagdo e Automagio; e
Avaliagdo, como emergentes diante da realizagdo das atividades pelas pessoas
participantes. Com relagdo ao uso do software escolhido e a influéncia nas habilidades

manifestadas, a autora traz nas consideragdes finais alguns comentarios dos quais destaco:

[...] o GeoGebra favoreceu a representagdo e automagdo, uma vez que o
software permitiu a automatizagdo dos processos de criagdo durante as
atividades e ainda a aplicagdo efetiva de meios computacionais na
representagdo de conhecimento da Geometria Fractal [...] (BARBOSA, 2019,
p-148).

Essa fala de Barbosa (2019) vem ao encontro com a proposta de usar o0 GeoGebra
como uma ferramenta de construgdo, mas o estudo ndo fica restrito a isso, ele também
proporciona aos participantes a vivéncia de uma experimentacdo com um software que
permite o estudo da Matematica de forma dinamica e 4gil, potencializando a capacidade
de perceber e executar alteragdes nos objetos representados. A pesquisadora conclui que
0 GeoGebra favoreceu o desenvolvimento cognitivo dos participantes, além de incentivar
a formulagdo de conjecturas e favorecer a investigacao, concordando com varios outros
pesquisadores que apoiam a inclusdo de recursos tecnolégicos no processo de ensino e de
aprendizagem.

Entretanto, mesmo diante de todas as potencialidades oferecidas, o GeoGebra,
assim como qualquer outra tecnologia digital, precisa ser compreendido e incorporado
pedagogicamente nas aulas. Aspectos fundamentais como o papel do professor, o design
ou natureza da atividade proposta devem ser levados em consideracio (BORBA;
SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2018). Assim, para que o professor trabalhe o processo de
ensino e aprendizagem com tecnologia digital, apenas o fornecimento desses elementos
¢ insuficiente para a integracao bem-sucedida. Solicitar que alguém desenvolva algo que
nao tem dominio ou, pelo menos, o minimo de conhecimento sobre o tema, pode causar
um desconforto com possibilidade de manifestagdao negativa, provocando uma aversao ao
novo (nesse caso, tecnologias digitais).

Segundo Hohenwarter e Fuchs (2004), ao levar o GeoGebra para a sala de aula,
ndo importa se os estudantes vao explorar a Matematica sozinhos ou em grupos, mas ¢
importante que o professor tente atuar como orientador, apenas oferecendo suporte
quando necessario. Os autores também comentam que os resultados dos estudantes em

seus experimentos com GeoGebra devem fomentar as discussodes iniciais das aulas. Essa
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manifestagdo dos autores com relagao ao uso do GeoGebra em sala de aula ¢ interessante
porque evidencia o software nao apenas como uma ferramenta de conferéncia de
resultados, mas como um ambiente no qual os pensamentos e ideias frente a Matematica
podem se concretizar e ser explorados e reformulados quantas vezes forem necessarias,
usando as mais variadas constru¢des dinamicas para tal investigagdo. Assim, chegamos a
um ponto que Borba, Scucuglia e Gadanidis (2018) denominaram como pensar-com-
GeoGebra. Nesse processo, a tecnologia digital escolhida e empregada tem um proposito
além do uso comum como ferramenta, mas ¢ inserida como base da investigagdo e
manifesta¢do, exposicdo, aprofundamento e (re)estruturacdo dos pensamentos de quem
explora a atividade.

Neste trabalho, o estudo e calculo de areas e volumes perpassa por elementos do
CDI mediante a investigacdo e exploracdo de problemas historicos usando o software
GeoGebra e esta centrado na emersdao de aspectos do PD nos estudantes ao realizarem
algumas atividades semiabertas, ou seja, atividades que apresentam aspectos tutoriais de
construgdo em determinados momentos. Além disso, a pesquisa apresenta como desafio

a exploragdo de elementos do CDI no Ensino Médio.

1.3 Estrutura da dissertacao

Inicio esse texto com uma apresentacao do meu percurso, da génese da pesquisa
e da construcdo da pergunta e dos objetivos desse estudo.

No Capitulo 2, O Pensamento Diferencial, trago uma revisao bibliografica para
clarificar a compreensao sobre o PD. Tego um caminho entre alguns dos pensamentos
presentes na Matematica (Pensamento Matematico; Pensamento Matematico Elementar;
Pensamento Matematico Avancando; Pensamento Geométrico; Pensamento Algébrico;
PD; e Pensamento Analitico) e apresento os aspectos do PD que fundamentaram a analise
desta pesquisa. Reflexdes sobre a presenga do PD em alguns problemas histéricos que
abordam o célculo de area e volume, e na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) do
Ensino Médio sdo explicitadas em algumas se¢des do capitulo.

No Capitulo 3, Abordagens tecnologicas, apresento um breve histérico sobre o
desenvolvimento das tecnologias, tecnologias da inteligéncia e tecnologias digitais. Trago
algumas reflexdes sobre a triangulacdo: atividades de investigacdo matematica,
tecnologias digitais e competéncias gerais da BNCC, e sua contribui¢do ao processo de

ensino e aprendizagem. Além disso, apresento argumentos sobre a importancia do pensar-
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com-GeoGebra durante a visualiza¢do e o desenvolvimento de atividades investigativas.

No Capitulo 4, Metodologia da pesquisa, apresento a base metodoldgica deste
estudo. Discorro sobre experimento de ensino e investigagdo matematica (que nesta
pesquisa assume tanto um papel de metodologia de ensino como de instrumento de
producdo de dados). Descrevo os instrumentos empregados na produgdo e andlise dos
dados. Também ¢ apresentado o cenario da pesquisa, as pessoas participantes, o
desenvolvimento das sessdes de ensino e dos registros, bem como as atividades realizadas
e uma possivel abordagem para cada.

No Capitulo 5, Andlise e discussdo dos dados, apresento os dados produzidos por
duas duplas de estudantes do Ensino Médio, trago alguns comentarios e apontamentos,
teco uma relagdo entre o percurso trilhado pelos estudantes e os aspectos do PD
emergentes. Por fim, fago uma discussao geral dos resultados, fundamentada na pergunta
norteadora da pesquisa.

No Capitulo 6, Consideragoes finais, apresento uma sintese deste estudo. Fago
algumas reflexdes quanto ao seu desenvolvimento e resultados, além de pontuar algumas

possiveis investigagdes futuras.
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2. O PENSAMENTO DIFERENCIAL

Neste capitulo, fago uma revisdo bibliografica para explicar a compreensdo sobre
o Pensamento Diferencial (PD), tecendo um caminho entre alguns dos pensamentos
presentes na Matematica: Pensamento Matematico (PM); Pensamento Matematico
Elementar (PME); Pensamento Matematico Avancado (PMA); Pensamento Geométrico
(PG); Pensamento Algébrico (PAl); PD; Pensamento Analitico (PAn). Apresento os
aspectos do PD que fundamentam a andlise dos dados desta pesquisa. Trago algumas
abordagens historicas para o problema da area e do volume que inspiraram a elaboragao
e construgdo das atividades propostas, articulando com conceitos do Célculo Diferencial
e Integral (CDI) e aspectos do PD. Em seguida, apresento uma breve discussdo sobre a
presenga do PD no documento da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) do Ensino

Meédio.

2.1 Compreensio do PD

O CDI esta presente na grade de disciplinas de vérios cursos de graduacdo, mas
nao ha entre os pesquisadores da area uma defini¢ao explicita e consensual para o PD.
Visitando os livros Um curso de calculo: volume 1 (GUIDORIZZI, 2007) e Cdlculo:
volume I (STEWART, 2011) observa-se que os assuntos abordados, de modo geral, sdo:
nimeros reais, funcdes, limite e continuidade, derivadas, integrais e equacdes diferenciais
ordinarias. Assim, neste capitulo, o PD ¢ associado a ideia de pensar-calculo e esta
conceituado em duas vertentes: 1. E um tipo de pensamento que esta relacionado a
diversos pensamentos; 2. E um tipo de PM estruturado pelos aspectos de Nogio de limite
e continuidade, Nogdo de infinitésimo, Conceito de integral definida ¢ Concepgao
visual-geométrica. Caracterizar um tipo de pensamento segundo seus aspectos,
elementos, habilidades e/ou caracteristicas € recorrente na literatura, por exemplo nas
abordagens e discussdes sobre o Pensamento Computacional (PC) (ISTE/CSTA, 2011;
BARR; STEPHENSON, 2011; BRENNAN; RESNICK, 2012; GADANIDIS, 2017;
BARBOSA, 2019).

Para discorrer sobre o PD, considero importante a apresentagao de alguns aspectos
do PM. Entendo que o PD ¢ um tipo de PM e que, mesmo com algumas particularidades,
esses e outros pensamentos se complementam. Essa compreensdo do PD, bem como as

ideias deste capitulo tém como embasamento algumas produgdes académicas e
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bibliograficas que se propuseram a discutir e estudar elementos acerca do PM e/ou do
PD. A escolha desses textos deu-se a partir da proximidade com a intencionalidade dessa
secdo, que busca a compreensdo de alguns dos varios pensamentos presentes na
Matematica e o entendimento sobre onde o PD se encaixa e qual ¢ a sua compreensao.
Nao tenho a intencdo de cobrir todas as reflexdes e fatos apresentados nestes trabalhos,
mas pontuar os que considero fundamentais para um panorama do PM e a fundamentagao
e compreensao do PD.

O PM envolve processos de representacdo de conceitos e de propriedades
(representar visualmente, representar a mudanga de representagdes e representar a
traducao da formulacao de um problema para outra formulagdo), processos de abstracao
(generalizagdo e sintese), processos que estabelecem relagdes entre o representar € o
abstrair, e processos que podem incluir a descoberta, a intui¢do, a verificacdo, a prova e
a definicdo (COSTA, 2002). Quando pensamos no desenvolvimento da disciplina de CDI,
esses processos também estao presentes. Assim, o PD ¢ um tipo de PM.

No trabalho de doutorado de Wielewski (2005), o PM ¢ considerado sob
dimensoes teoricas (fatores que influenciam o PM expostos por diferentes estudiosos) e
experimentais (analises referentes ao PM emergente em pesquisas qualitativas com
estudantes). A autora apresenta como primeiro foco de andlise tedrica a obra de Krutetskii
(1968), traduzida do russo para o inglés em 1976, com o titulo The Psychology of
mathematical Abilities in Schoolchildren. Nessa obra, Krutetskii (1976) afirma que:

[...] o talento matematico & caracterizado por pensamento generalizado,
limitado e flexivel no reino das relagdes matematicas e simbolos de niimeros e
letras, e por um molde matematico da mente. Esta peculiaridade do
pensamento matematico resulta em um aumento da velocidade de
processamento da informag¢do matemadtica (que estd relacionada com a
substitui¢cao de um grande Volume de informagdo em pequeno volume, devido
a generalizacdo e redug@o), e, consequentemente, uma economia dos poderes

nervosos ¢ mentais (KRUTETSKII, 1976, p.352, tradugéo nossa)3.

Krutetskii (1976) define a constitui¢ao matematica da mente como uma sintese do
talento matematico e que envolve aspectos cognitivo, emocional ¢ da vontade. Assim,
considera que o PM e os processos de resolugdo de problemas sdo influenciados e
associados somente as caracteristicas psicologicas individuais.

Para fomentar a discussdo, Wielewski (2005) apresenta outros pardmetros que

3[...] mathematical giftedness is characterized by generalized, curtailed, and flexible thinking in the realm
of mathematical relationships and number and letter symbols, and by a mathematical cast of mind. This
peculiarity of mathematical thinking results in an increased speed in processing mathematical information
(which is related to a replacement of a large Volume of information by a small volume, owing to
generalization and curtailment), and consequently an economy of the nervous and mental powers.
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também influenciam o PM e foram expostos por Poincaré (1905), Boutroux (1920), Otte

(1986), Kurz (1997) e Gowers (2000).

Poincaré (1905), ao discutir diferentes pensamentos matematicos, ndo fez uma
afirmac@o categorica. Ele oscilou entre considerar o pensamento matematico
ora vinculado as pessoas (natureza), ora as épocas que desencadearam
mudangas no desenvolvimento da Matematica (WIELEWSKI, 2005, p.362).

Boutroux (1920), baseando-se em uma analise da Historia da Matematica,
apresentou a transformag@o de um pensamento sintético para um pensamento
analitico, ocorrida no século XIX. Ele explicitou a mudanca de pensamento
matematico atrelada as épocas historicas, ou seja, ao desenvolvimento da
Matematica (WIELEWSKI, 2005, p.363).

[...] Otte (1986) acentuou a influéncia que os livros didaticos de Matematica
exercem no desenvolvimento do pensamento, sobretudo, no que se refere a
representacdo utilizada na Matematica. Ele apontou a necessidade de se
complementar os livros didaticos com atividades matematicas para que ocorra
uma experiéncia mais significativa para os estudantes (WIELEWSKI, 2005,
p.364).

Kurz (1997) também apresentou distintos pensamentos matematicos na
resolucdo de um problema de Caélculo e revelou que o entendimento do
problema, a representagdo do mesmo e os meios de resolvé-lo foram diferentes
e associados as areas do conhecimento, & formacdo académica e as
experiéncias das pessoas, pois participaram da pesquisa professores de
Matematica, de Fisica ¢ de Quimica (WIELEWSKI, 2005, p.364).

Gowers (2000), quando apresentou o contraste entre duas culturas na
Matematica, considerou o pensamento matematico motivado pelas areas do
conhecimento. Para exemplificar, ele mencionou que a area de Combinatorios
se distingue da Matematica Pura, por nem sempre ser possivel construir teorias
gerais. Na maioria das vezes, se tém métodos para resolver problemas
particulares e nem por isso eles deixam de ser importantes para o
desenvolvimento da Matematica (WIELEWSKI, 2005, p.362).

Esses parametros (dimensdes teoricas), vinculados com a parte exploratoria
(dimensdes experimentais) da pesquisa de Wielewski (2005), permitiu a autora constatar
que “o pensamento ¢ influenciado pela atividade, pelo proprio problema matematico e
pela existéncia, seja ela em relagdo ao conhecimento matematico ou a resolucao de
problemas” (WIELEWSKI, 2005, p.365). Nessa reflexao, Wielewski (2005) argumenta
sobre o PM e a resolugdo de problemas, mas compreendo que ela seja ampla e possa ser
associada aos demais pensamentos que emergem da Matemadtica e as mais variadas
atividades, aplicando-se também ao PD e as atividades de investigacao.

A autora conclui que para construir uma ideia sobre o que ¢ PM, ¢é preciso
considerar o pensamento a partir de varios pontos de vista e em diferentes cenarios. O
PM ¢ influenciado por todos os parametros pontuados individualmente ou em grupos
pelos pensadores citados anteriormente, e isso ocorre de modo natural e simultaneo.

Desse modo, o PM tem influéncia das caracteristicas pessoais, da historia social e cultural,
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do desenvolvimento da Matematica, dos livros didaticos, das representacdes semidticas,
dos conteudos ou areas envolvidas, da formag¢ao académica, das experiéncias com a
atividade matematica e dos proprios problemas matematicos (WIELEWSKI, 2005).
Virias pesquisas em Educacao, dentro e fora do Brasil, t€ém-se debrucado sobre o
desenvolvimento do PM dos estudantes desde a Educagdo Basica até o Ensino Superior.
Assim, outros termos e ramificagoes do PM surgem como forma de contribuir com a
compreensao e aprofundar determinados aspectos sobre algo que ¢ extremamente amplo

e complexo. Henriques (2010) afirma que:

A natureza do pensamento matematico estd necessariamente interligada aos
processos cognitivos que ddo origem ao conhecimento matematico. A
compreensdo, tal como acontece, ¢ um processo ocorrendo na mente do
individuo. Pode ser rapida, um click na mente, mas ¢, frequentemente, baseada
numa longa sequéncia de actividades de aprendizagem durante as quais uma
grande variedade de processos mentais ocorrem e interagem. Os investigadores
em educagao matematica tém, por isso, tomado consciéncia da importancia dos
processos mentais € as suas interacgdes na compreensdo da Matematica
avancada (HENRIQUES, 2010, p.19).

Em sua tese de doutorado, Henriques (2010) traz o Pensamento Matematico
Avancado (PMA) com o intuito de compreender a Matemdatica denominada como
avancada e faz essa apresentacdo de modo a complementar o PM.

Termos como PMA e Pensamento Matematico Elementar (PME), comecam a
surgir e serem discutidos nos meios académicos. Proposto por um grupo de trabalho do
International Group for the Psychology of Mathematics Education, desde o inicio, o
termo PMA foi compreendido como sendo todo o PM desde os ultimos anos do Ensino
Meédio até a Matematica axiomatica formal (HAREL; SELDEN; SELDEN, 2006).

De acordo com Henriques (2010), autores como Dreyfus (1991), Tall (1991) e
Gray et al. (1999) esbocam a visdo de que a Matematica vista por estudantes em idades
mais jovens apresenta uma continuidade na Matematica Avancada (MA), e esse fato ¢
evidenciado por muitas caracteristicas presentes na MA. Os autores justificam esse
pensamento por meio da complexidade dos processos usados no PM e as mudangas
cognitivas que sao possiveis de verificar no individuo, além de argumentarem que sdo
esses os elementos que determinam o tipo de pensamento envolvido na aprendizagem de
um dado conceito matematico e que caracterizam a transi¢do do PME para o PMA. Ou
seja, para esses autores, nao ha uma divisao profunda entre muitos dos processos que sao
usados no PME e no PMA.

Sad (2000) menciona que, para Tall (1991)

[...] muitos dos processos (transi¢do e reconstru¢do mental, generalizacdo e
abstragdo, intuicdo, rigor, andlise e sintese) do pensar matematico avangado
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podem ser encontrados em um nivel mais elementar, e o que faz a passagem
do pensar matematico elementar para o avangado ¢ a transi¢do do descrever
para definir ¢ de convencer para provar, de um modo logico baseado nas
defini¢des tomadas (SAD, 2000, p.3).

Segundo Reis (2001), de modo implicito (ou nao), o PMA traz a discussao sobre
a intuicdo e o rigor. Essa discussdo, de natureza epistemologica, aborda dois elementos
essenciais na constru¢do do conhecimento matematico como um todo e que envolve as
disciplinas de Calculo Diferencial e Integral (CDI) e de Anélise Matematica. Isso porque
no Calculo a abordagem dos temas ¢ baseada em uma perspectiva aplicada, com a
interpretagdo intuitiva dos conceitos. J4 em Analise, os temas geralmente sao abordados
segundo uma perspectiva logico-formal, com a defini¢do rigorosa dos conceitos.

Na tentativa de compreender essa discussdo entre rigor e intui¢do, Reis (2001)
realizou, em sua tese de doutorado, a analise de alguns manuais didaticos e entrevistas
semiestruturadas com quatro professores-pesquisadores que siao autores de estudos e de
livros didaticos, sdo eles: Roberto Ribeiro Baldino e Geraldo Avila (entrevistados em
1998); Djairo Guedes de Figueiredo e Elon Lages Lima (entrevistados em 1999). No que
se refere a parte das entrevistas, quando questionados sobre a percep¢ao € o
enfrentamento diante dessa relagdo entre rigor e intuicao no ensino da Matematica, os
depoentes apresentam uma visao que considera questdes cognitivas, morais e culturais e
rompem concepgdes de rigidez diante dessa relagcdo, destacando a existéncia de diferentes
niveis de rigor que necessitam ser mediados pelos docentes.

Depois de mais alguns questionamentos relacionados a essa dicotomia entre
Calculo (PD) e Analise (PAn), Reis (2001) questiona “a possibilidade de existéncia de um
ponto de equilibrio entre o Pensamento Diferencial intuitivamente construido e o

Pensamento Analitico rigorosamente construido” (REIS, 2001, p.157), assume que:

[...] por uma pré-concepg¢do equivocada de nossa parte, tentdvamos, de
qualquer modo, associar a intuicdo ao pensamento diferencial e o rigor ao
pensamento analitico. Como todos os depoentes demonstraram, essa
associagdo nao pode ser feita de forma dicotdmica ou reducionista (REIS,
2001, p.157).

Assim, ¢ possivel constatar que a intui¢do e o rigor, a0 mesmo tempo em que
podem ser consideradas como opostas, sao ideias e abordagens que se complementam.

Outro elemento que destaco das entrevistas e do texto de Reis (2001) € o
desdobramento apresentado pelos depoentes com relagdo ao PD. O professor Roberto
Ribeiro Baldino, admitiu que ainda ndo possuia uma caracterizacdo completa do PD, mas,
apesar disso, assumiu que considera o PD como algo que, por introduzir a decomposicao

das grandezas, vai além do Pensamento Algébrico (PAI). Baldino também comentou na
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entrevista que a génese do PD ¢ mais dificil de ser acompanhada a partir do século XIX.
Ja os professores Djairo Guedes de Figueiredo e Elon Lages Lima nao se pronunciaram
quanto a uma caracterizacao, até mesmo historica, do PD e do PAn. Eles ficaram limitados
a identificar, partindo do ponto de vista didatico-pedagogico, diversos elementos de

comparagdo entre Calculo e Anélise. Desse modo, Reis (2001) afirma que:

Como podemos verificar, pela propria dificuldade de discutir e caracterizar os
pensamentos diferencial e analitico demonstrada por nossos depoentes, a
tentativa de andlise e a dificuldade de realiza-la, por nossa parte, mostram que
o dominio conceitual destas duas formas de pensamento ¢ ainda pouco
conhecido / explorado na produgdo da Educacdo Matematica. (REIS, 2001,
p-159).

Desse modo, em busca de explicar a ideia do que ¢ associado ao PD, trago algumas
reflexdes, apontamentos e posicionamentos de Sad (2000). A autora, que apresentou em
sua tese de doutorado, defendida em 1998, uma abordagem epistemologica de alguns
aspectos do CDI, discorre no artigo Uma abordagem Epistemologica do Calculo (2000)
sobre a produgdo de significados e conhecimentos a partir do Calculo.

Assim, reforcando o apontamento feito por Wielewski (2005), de que o
pensamento ¢ influenciado por varios elementos (internos e externos) € que se manifesta
de varias formas, Sad (2000) chama a atengdo para o fato de que a “diversificagdo nos
modos de produgdo de significado ¢ feita em relagdo aparente a um ‘mesmo’ objeto
produzido [...] e simbolicamente representado [...], mas que, contudo, pode reproduzir
diferentes significados” (SAD, 2000, p.l1). Nessa reflexdo, Sad (2000) destaca a
representacdo em uma proposi¢do linguistica, e isso desperta a minha curiosidade de
modo amplo, levando-me a pensar no que esta por tras daquilo que nos foi apresentado,
qual a razdo daquela escolha e no que outra escolha teria impactado. Claro que esses
pensamentos sdo amplos, mas para esta pesquisa, eles giram em torno da Matematica, da
sala de aula, dos enunciados, da resolucao de atividades, dos professores e estudantes do
Ensino Médio. Nesse contexto, ¢ valida a compreensao de que duas pessoas podem, em
uma mesma atividade, ler o enunciado e propor/apresentar alguma resolucao e, a partir
disso, produzir ou ndo diferentes significados. Ou seja, trata-se do pensamento e como
esse se manifesta.

Durante o desenvolvimento da pesquisa, Sad (2000), em meio as atividades
relativas ao Calculo, comenta que observou alguns elementos e, dado a sua frequéncia e
importancia na producdo de significados, conhecimentos e objetos, definiu denominagdes
especiais como Estipulagoes locais em niicleos de Campo Semdantico (CS) (SAD, 2000).

Essa categorizacao proposta por Sad (2000) ¢ apresentada no Quadro 2, a seguir.
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Quadro 2: Ntcleos associados ao Calculo (SAD, 2000)

Nicleo de um CS Caracterizacao

Quando se tem no nucleo a definigdo
Weierstrassiana* de limite de uma funcdo de uma
variavel real.
Estipulacdes locais a Quando se tem no nucleo elementos fundamentados
respeito de infinitésimos | na nocdo de infinitésimo®.
Quando se tem no nucleo principios ou resultados
geométricos, graficos e desenhos de figuras planas
ou espaciais.
Quando se tem no nucleo algoritmos (regras,
Estipulagdes locais do formulas, sequéncias memorizadas “de cor”), sem
tipo algoritmos relacionar ao entendimento e justificativa
matematica.
Fonte: Adaptado de Sad (2000).

Estipulagdes locais a
respeito de limite

Estipulacdes locais
visuais-geométricas

Mesmo apresentando uma proximidade com o objetivo desta pesquisa, os
elementos estruturados por Sad (2000) ndo convergem com os dados produzidos neste
estudo. Desse modo, na se¢do a seguir ¢ apresentada a estruturagdo de quatro aspectos do

PD emergentes na producao de dados desta dissertacao.

2.1.1 Aspectos do PD

Com base no estudo de Sad (2000) e considerando a natureza dos dados desta
pesquisa, que envolve estudantes do Ensino Médio e uma abordagem intuitiva (sem
definicdo formal ou qualquer tipo de estruturagdo especifica) para algumas atividades
apresentadas, proponho uma nova categorizacdo a alguns aspectos que considero
relevantes e emergentes do PD. Essa proposta ¢ exposta no Quadro 3 e foi aplicada na

analise e discussao dos dados desse trabalho (Capitulo 5).

“limf(x)=LseVe>0,35§>0talquese0<|x—c|<d=>|f(x)—L|<e
X—C

5 Sad (2000) explica a nogdo de infinitésimo como a concebida desde Newton (de ménadas infinitesimais,
de incrementos infinitamente pequenos), ou como para Leibniz (uma classe de nimeros menores do que
qualquer outro designado, as vezes também expresso como diferenciais ou como distancias infinitamente
pequenas).



31

Quadro 3: Aspectos do PD

Aspecto Caracterizaciao
Quando ha manifestacao de raciocinios e conclusdes
Nocao de limite e envolvendo um processo de aproximacao a um valor
continuidade maximo ou minimo, apresentando uniformidade nos

elementos de investigacdo construidos.

Quando ha a manifestagdo de ideias relacionadas a
reducdo no tamanho de uma medida até que ela fique
0 mais pequena possivel, mas sem se anular. Essa
reducdo implica no aumento de reparticoes de um
intervalo ou no nimero de lados de um poligono
(inscrito e/ou circunscrito), por exemplo.

Quando ha a manifestacao de propostas envolvendo
o calculo de area e/ou volume por meio de intervalos
bem definidos.

Quando ha a manifestacao de construg¢ao de figuras
planas e/ou espaciais, bem como a analise de figuras
para a manifestac¢ao de raciocinios e conclusdes.
Fonte: Elaboragao propria.

Nogao de infinitésimo

Conceito de integral
definida

Concepgao visual-
geométrica

Este estudo entende aspectos do PD como a manifestacdo de conceitos do CDI
emergentes de maneira formal e/ou intuitiva em estudantes do Ensino Médio ao
investigarem atividades envolvendo o célculo de area e volume mediante o software
GeoGebra. Esse processo vai de encontro com a base tedrica pensar-com-GeoGebra
proposta por Borba, Scucuglia e Gadanidis (2018), que enfatiza a influéncia que a midia
(no caso, o GeoGebra), incorporada no processo de ensino e aprendizagem, tem no
pensamento dos seres humanos ao desenvolver atividades matematicas.

Corroboro a ideia de que ndo existe um modo verdadeiro e absoluto ao pensar
sobre Matematica e construir seus elementos e significados (SAD, 2000). Mesmo quando
tentamos classificar o pensamento e apresentar algumas defini¢des sobre essa
categorizacdo, ¢ muito importante lembrar que estamos falando do cognitivo e da
influéncia do meio, refletindo a ideia de algo que tem variagdes. Assim, apresento na
Figura 1 uma teia entre alguns dos pensamentos presentes na Matematica, evidenciando
o caminho que leva ao PD. Para elaboracgdo dessa teia, parto do principio de que todos os
pensamentos presentes sao tipos de PM e se diferem diante do momento, da énfase que

esta sendo dada em uma determinada atividade e da propria psique.
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Figura 1: Teia entre alguns dos pensamentos presentes na Matematica (enfatizando o
PD)

Pensamento
WMatewmatico

Pensamento
Watewmatico

Fonte: Elaboragdo propria.

A teia acima ilustra uma relagdo entre os pensamentos: PM; PME; PMA; PG; PAI;
PD; PAn. Alguns deles foram apresentados e discutidos, de algum modo, nas produgdes
académicas e bibliograficas que sdo apresentadas na se¢do 2.1 deste capitulo. Cada autor
ndo necessariamente abordou todos esses pensamentos em um mesmo trabalho, mas o
conjunto das leituras que fiz motivou a constru¢do dessa esquematizagdo. Na imagem, o
PM aparece em tamanho maior justamente porque, como mencionado anteriormente,
parto do principio de que todos os pensamentos tém a mesma defini¢do, que ¢ a do PM.
Em seguida, a estrutura se abre ao PME e PMA, com a intensdo de ilustrar a primeira
camada de pensamentos que incorporam o PM. Nesse momento ja se faz presente a
compreensdo de que os pensamentos apresentados se diferem diante da énfase que esta
sendo dada a uma determinada atividade. A segunda camada de pensamentos que
incorporam o PM, traz o PG, PAl, PD e PAn e evidencia a compreensdo de que eles se
diferem diante do momento, da énfase que estd sendo dada e da propria psique. As
ligagdes entre um pensamento € outro, que sao apresentadas na imagem, reforcam o
compartilhamento da definicdo e evidenciam que todos se relacionam e possuem ao
menos um trago que se assemelha e que se complementa. A cor azul foi usada para
destacar o pensamento que essa dissertagao se propde a investigar, no caso o PD.

Todos esses pensamentos estdo fortemente relacionados com o wuso de
representacoes matematicas. Desse modo, quando as representacdes matematicas sao

reveladas pelos estudantes, a sua analise permite uma melhor compreensdo sobre os



33

modos como pensam, 0s processos que usam e a evolu¢do de seus raciocinios
(HENRIQUES, 2010). Entao, quando essa reflexao ¢ levada ao PD, enfatiza a esséncia
desta dissertagdo, que consiste em observar e investigar o trajeto que o estudante constroi
e percorre ao pensar-com-GeoGebra na resolucdo de atividades matematicas, e converge
com o embasamento da pergunta norteadora desse estudo, que é: Quais aspectos do PD
e do pensar-com-GeoGebra emergem quando estudantes do Ensino Médio investigam
atividades sobre calculo de areas e volumes?

Como o objetivo deste estudo esta relacionado ao PD, nas seg¢des seguintes
apresento uma investigacao da sua presenca em alguns problemas matematicos historicos,
bem como na BNCC do Ensino Médio. O intuito dessa reflexao ¢ evidenciar a presenca
e a emersao do PD em alguns problemas de area e volume explorados na producao de
dados deste trabalho e que estdo presentes na Historia da Matematica, além de pontuar
alguns momentos da BNCC que s3o convergentes ao PD, validando a relevancia e

importancia desse estudo.

2.2 A Historia da Matematica e o PD

Tomando como ponto de partida o problema da area, desde o inicio da historia, o
circulo exerceu um papel muito importante e que excede a ideia de algo simplesmente
decorativo, “ele emergiu como uma roda, usado no transporte, agricultura e ceramica”
(BARON, 1985, p.11). Hoje esta claro como calcular a drea de um circulo porque
conhecemos o valor aproximado de . Mas ¢ antes da sua determinagdo, como faziam
esse calculo? Sera que existe(m) outra(s) estratégia(s) desenvolvida(s) pelas civilizagdes
antigas que nio envolve o 7? E possivel responder ao primeiro questionamento partindo
de uma abordagem intuitiva? Quais conceitos do Célculo estdo envolvidos nesse
processo? Quais aspectos do PD podem emergir diante de uma abordagem investigativa
para esse problema?

Em busca de responder esses e outros questionamentos que emergiram ao pensar
esta pesquisa, trago nesta secao algumas abordagens para esse problema de area e outros
que inspiraram a elaboragdo e constru¢do das atividades propostas, articulando com
conceitos do CDI e aspectos do PD.

Ha evidéncias de que a maioria das civilizagdes antigas utilizava uma estratégia
de aproximacgdo que consistia em inscrever e circunscrever o circulo com quadrados

(Figura 2) e, entdo, tomava-se a média das areas ao final. Essa forma de abordagem
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ofereceu a primeira aproximacio para o calculo de 4rea do circulo, dada por 3% (onde r

¢ o raio do circulo) (BARON, 1985, p.12-3).

Figura 2: Primeira aproximagao para o calculo da area de um circulo

Fonte: Adaptado de Baron (1985, p.12).

No Egito antigo, para calcular a drea em questdo, “foi usado um valor equivalente®

2
a formula: area = 4(21’) ” (BARON, 1985, p.13). Essa formula € interessante por

fornecer mais do que o valor aproximado da area do circulo. Se compararmos ela com a
formula que usamos hoje A = mr?, é possivel observar o valor de m implicito’ no célculo
dos antigos egipcios. Esse apontamento s6 foi possivel de ser feito depois de um longo
periodo, pois, nesse momento da histdria que pontuo, ainda ndo se tinha formalizado o
ou 0 seu conceito, mas eram apenas intuicdes. Baron (1985) apresenta em seu livro,
Unidade 1, um problema que sugere a investigacao desses elementos, que ¢ enunciado da

maneira que segue e ilustrado pela Figura 3.

Desenhe um quadrante circular (estimado de olho) e construa um quadrado
com area igual a do quadrante que desenhou. Finalmente, medindo o lado do
quadrado e exprimindo-o em termos do raio do circulo, vocé sera capaz de ver
como os seus resultados comparam-se com as aproximagdes egipcias, isto €,
lado do quadrado =8/9 raio (BARON, 1985, p.13).

6 Baron (1985) destaca em seu livro a palavra equivalente e comenta, em uma determinada parte do texto,
que “vale a pena adquirirmos o habito de formular um problema em termos historicos; para todas essas
civilizagdes antigas as solugdes eram sempre obtidas em termos de regras de calculo” (p.13).

7«0 simbolo 7 ndo foi usado neste contexto até 1706” (BARON, 1985, p.14).
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Figura 3: Uma outra aproximacao para o célculo da 4rea do circulo e uma forma de
abordar o valor aproximado de &

Fonte: Adaptado de Baron (1985, p.13).

Discorrendo um pouco sobre esse problema e buscando simplifica-lo ao

considerar o raio r do circulo igual a 1, ¢ possivel constatar que sua ideia fundamental
8\2 _m 82 :
refere ao fato de que (;) =, ¢, consequentemente, 4 (5) = m. De fato, da igualdade:

8 \2 )
4(;1’) = @r°, vem:

2 2
P a6 s mnaes
r? r °/ 7

Esse valor de m ¢ considerado uma boa aproximacdo para a €poca, ja que o
objetivo ndo era defini-lo. E interessante pensar essa abordagem para o calculo da area e
o questionamento “Qual terd sido a fonte de inspira¢@o para determinar a area do circulo
deste modo?” (ESTRADA et al., 2000, p.50) se faz presente a todo momento.

Quando pensamos na abordagem elaborada pelos egipcios antigos para o calculo
da area do circulo, embora Baron (1985) ndo apresente desdobramentos acerca desse
problema na Historia da Matematica, a ideia de amplia-lo ao célculo do volume de uma

esfera ¢ tentadora. Entdo, partindo dessa premissa, ¢ possivel assumir que o volume do

. 79 :
cubo com medida da aresta sl ¢ aproximadamente o volume de um octante da esfera,

3
. 79 b . ,
ou seja, (% r) = gr3 . Assim como no problema da area, essa abordagem oferece uma
aproximacao para o valor de 7, como ¢ possivel constatar:

3
79 4 .
8 (— r) = —nur3, entdo
98 3

78 1\ 3 3
=3 =—<@> =6(;—:) ~ 31431

o
/N
181
=
N—
w
[ee}

r

w
w B

Novamente estamos falando de uma boa aproximagao para o 7r. Mas, assim como
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a resolugdo apresentada pelos egipcios antigos, essa também € passivel a aprimoramentos.
Reconhecer isso € abrir um leque de possibilidades de investigagdo e exploragao que

podem ser desenvolvidas das mais variadas formas e em diferentes ambientes e contextos.
. ~ ~ 79 .
Para um melhor esclarecimento da elaboragao da relagao sa’ considerada para a

medida da aresta do cubo (Figura 4), apresento aqui o caminho trilhado, mas acreditando

que ele ndo ¢ o Unico existente:

~

3
Buscamos encontrar um par de pontos p e q tal que (S r) = %7"3 (adaptagdo da

ideia de relagdo apresentada pelos egipcios antigos para o cdlculo da drea).
Desenvolvendo esta relagdo é possivel encontrar a equag¢do de uma reta, como descrito

a seguir.

1

3 43r3 1
r3 r3—>p356r3 —>p§3’%q3—>p§ 3\/%q—>p§(g)3q

Essa reta ndo vai gerar algum par ordenado inteiro que satisfaz a equagdo, mas

IR

ENE!

Ql'ﬁ
w

¢ possivel encontrar valores proximos. O par (98,79), por exemplo, é um deles e foi o que

incorporamos ao desdobramento de volume apresentado.

Figura 4: Identificando a relacdo (79/98) - r considerada para a medida da aresta do

cubo
o X
O] 0 £ N =P O\ =
V| Hiflace B I ==&
A B
. 1 XA vA
Pow 2 0 [
O] 3 0 0
4 0 0
0 5 0 0
6 141 114
Y 7 18 152
il 8 2 161
2 @1 9 22 177
~ 10 27 218
)« ¢ ? M 202 236
12 382 3.08
@ D-=@r38 - 13 474 382
1 14 546 44
@ E=(5L4) 15 575 463
16 627 608
@ F=(s6 4 1 658 3
- 18 698 562
) G- (574 0 19 758 62
20 820 668
@ H=( 21 888 7.6
e 22 93 7.
@ =7 23 95 766
bl 24 107 863
@ 1=(wm 79 H yu 25 152 928
A 12 1zm a7
+ a o 27 128 i,
| i 0 20 0 [0 £ 60 0 [] 100 1o 120 |28 134 1t " -

Fonte: Dados da pesquisa.

Dando continuidade a nossa viagem historica e aos desdobramentos do célculo
emergentes em determinados periodos, € possivel encontrar trabalhos como o de
Arquimedes, Wallis, Fermat, Newton e Leibniz para a quadratura da parabola
(EDWARDS, 1979; BARON, 1985; ESTRADA et al., 2000; BOYER, 2010). Todos
tiveram contribui¢des significativas e marcantes na Historia da Matematica e inspiraram

a elaboragdo de uma atividade proposta neste trabalho, mas, para essa se¢do, pontuarei
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apenas duas ideias. Comego por Arquimedes de Siracusa (287-212 a.E.C.) que, ao
observar que aparentemente os primeiros matematicos nao haviam tentado quadrar um

segmento de parabola (EDWARDS, 1979), mostrou que:

Dado um segmento parabolico com base AB, o ponto P do segmento que esta
mais distante da base ¢ denominado vértice do segmento, e a distincia
(perpendicular) de P a AB ¢ sua altura. Arquimedes mostrou que a area do
segmento € quatro ter¢os da area do triangulo APB inscrito [Figura 5]. Ou
seja, a area de um segmento de uma parabola é 43 vezes a area de um tridngulo
com a mesma base e altura (EDWARDS, 1979, p.36-7, traduciio nossa)®.

Figura S: Segmento parabdlico AB e triangulo inscrito APB
B

A
Fonte: Adaptado de Edwards (1979, p.36).

Arquimedes estabelece duas demonstragdes dessa proposicdo. Na primeira
demonstragdo, ele utiliza procedimentos mecanicos, ou seja, argumenta que o peso do
segmento parabolico ira equilibrar com o peso do tridngulo quando colocado em uma
alavanca apropriada (ver EDWARDS, 1979). Na segunda, ele utiliza geometria pura,
demonstrando essa proposi¢ao pelo método da exaustdo (denominado por Grégoire de
Saint-Vincent). Ambas sdo complexas e inspiradoras.

O outro olhar que trago para esse problema ¢ o de Pierre de Fermat (1601-1665),
que desenvolveu um método que, ao considerar a curva y = x™ e supondo que se procura

a area sob essa curva desde x = 0 até x = a, ele

[...] subdividia o intervalo desde x =0 até x = a em uma infinidade de
subintervalos tomando os pontos com abscissa a, aE, aE?, aF3, ... onde E é
uma quantidade menor que um. Nesses pontos ele levantava ordenadas da
curva e depois aproximava a area sob a curva por meio de retangulos [Figura
6]. [...] Quando E tende a um — isto &, os retangulos se tornam cada vez mais
estreitos — a soma das areas do retangulo se aproxima da area sob a curva
(BOYER, 2010, p.241).

8 Given a parabolic segment with base AB, the point P of the segment that is farthest from the base is called
the vertex of the segment, and the (perpendicular) distance from P to AB is its height. Archimedes showed
that the area of the segment is four-thirds that of the inscribed triangle APB. That is, the area of a segment
f a parabola is 473 times the area of a triangle with the same base and height.
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Figura 6: A quadratura da parabola, segundo Fermat

0 a
Fonte: Adaptado de Boyer (2010, p.240).

Considero essa abordagem proposta por Fermat interessante por ja esbogar
indicios da soma de Riemann, que usualmente aplicamos em um problema de calculo de
area sob uma curva, ou seja, estamos falando da integral definida.

Novamente, para mim, a ideia de encontrar o valor de uma determinada area
implica na curiosidade de investigar o volume de algum so6lido. Assim, recorrendo a
Histéria da Matematica mais uma vez, € possivel encontrar construgdes muito
interessantes e que tem contribui¢des ao desenvolvimento do Célculo. Em Baron (1985)
estdo presentes comentdrios e algumas demonstragdes acerca dos métodos que
Arquimedes usava para determinar drea de regides limitadas por curvas, volumes de
regides limitadas por superficies e areas de superficies. Para o calculo do volume de um
solido obtido por rotagdo de uma pardbola em torno de algum eixo, por exemplo,
Arquimedes primeiro procedeu mediante a prova de um resultado bem geral, como segue

nas Proposi¢oes 19, 20, Sobre conoides e esferoides.

Dada uma secgdo obtida de um paraboloide ou hiperboloide de revolugdo pela
interse¢do de um plano, ou uma se¢do de um esferoide, menor do que a metade
do esferoide, também obtida por interse¢do de um plano, é possivel inscrever
na se¢do uma figura sélida e circunscrever em torno dela outra figura sélida,
cada uma delas construida de cilindros ou tronco de cilindros com alturas
iguais de tal maneira que o volume da figura circunscrita exceda o volume da
figura inscrita por um volume menor do que o volume de qualquer solido dado
[Figura 7] (BARON, 1985, p.42).
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Figura 7: Proposicao 19,20, Sobre conoides e esferoides (Arquimedes)
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Fonte: Adaptado de Baron (1985, p.42).

Dando sequéncia as ideias de Arquimedes, ele foi capaz de estabelecer relagcdes
entre o volume do cone, do paraboloide de revolucdo e do cilindro, como ¢ possivel

constatar em O Método, Proposi¢do 4 “Qualquer segmento de um conoide reto (isto &,
um paraboloide de revolu¢do) secionado por um plano perpendicular ao eixo ¢ iguala 1 %
vezes o cone que tem a mesma base € 0 mesmo eixo do segmento” (BARON, 1985, p.50),
e observar na Figura 8. Durante sua prova, Arquimedes recorre a Euclides, XII, 10°, que

aborda a relagdo entre o volume do cilindro e do cone, e entdo conclui a relagdo de volume

do paraboloide.

Figura 8: O método, Proposicdo 4, de Arquimedes

H

B D c
Fonte: Adaptado de Baron (1985, p.50).

O interessante desses problemas apresentados € que, de um modo geral, € possivel
constatar os quatro aspectos do PD que destaco neste trabalho: nogdo de limite e
continuidade; no¢do de infinitésimo; conceito de integral definida; concepcao visual-
geométrica. Esses aspectos, que estdo associados ao PD, como ¢ possivel constatar na
Histéria da Matematica, se manifestam na maioria dos casos sem pretensdo e de modo

intuitivo, ou seja, fundamentam o desenvolvimento das ideias matematicas. Observar esse

9 Todo cone é uma terca parte do cilindro que tem a mesma base que ele e altura igual (EUCLIDES, 2009,
p.543-6).
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tipo de manifestacdo em estudantes do Ensino Médio faz parte do foco dessa pesquisa.
Para isso, considero valido apresentar algumas reflexdes sobre a BNCC do Ensino Médio
com o olhar voltado ao PD, além de uma breve discussdao sobre o desenvolvimento, no
Ensino Médio, de contetidos abordados no Ensino Superior. Essas reflexdes e discussao

estdo apresentadas nas proximas se¢des deste capitulo.

2.3 ABNCC do Ensino Médio e o PD

E instigante pensar que, mesmo sendo estruturante para os cursos de graduacio
na area de Ciéncias Exatas, elementos do CDI e o PD ndo sejam explorados na etapa do
Ensino Médio da Educacao Béasica. E mesmo que sejam explorados, essa acao acaba, na
maioria das vezes, nao sendo recorrente ¢/ou nao evidencia a variagdo € movimento que
incorpora o CDI. Isso gera alguns questionamentos como: Existe alguma convergéncia
entre o CDI e o(s) contetido(s) previsto(s) para ser(em) desenvolvido(s) no Ensino
Médio? O CDI e o PD se fazem presentes nos documentos norteadores e/ou normativos
do Ensino Médio? Caso o CDI e o PD estejam presentes, como eles estdao inseridos e sdo
apresentados?

Buscando responder a esses questionamentos de modo amplo, o documento
normativo usado como base para a analise que sera apresentada nesta se¢do foi a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) do Ensino Médio. A BNCC ¢ um documento que
define o conjunto de aprendizagens essenciais que todos os estudantes precisam
desenvolver ao longo do seu percurso na Educagdo Basica. Esse documento deve nortear
os curriculos dos sistemas ¢ redes de ensino das Unidades Federativas, bem como as
propostas pedagdgicas de todas as escolas publicas e privadas de todas as etapas da
Educacao Basica, em todo o Brasil.

A parte da area de Matematica e suas tecnologias inicia enfatizando que a BNCC
do Ensino Médio propde a ampliacdo e o aprofundamento das aprendizagens essenciais
desenvolvidas at¢ o 9° ano do Ensino Fundamental. Reforca que na etapa anterior da
Educacao Bésica as habilidades estdo organizadas segundo as unidades de conhecimento:
Numeros; Algebra; Geometria; Grandezas e Medidas; Probabilidade e Estatistica, e segue

evidenciando os pensamentos emergentes nessas unidades de conhecimento. Nos trechos

10 Existe uma ampla discussdo e estudo em torno da BNCC. Reis (2021), por exemplo, constatou em sua
dissertagcdo de Mestrado que tais mudancas educacionais estdo assentadas nos organismos internacionais e
sdo requeridas com base nos interesses neoliberais que visam a manutengdo da sociedade capitalista.
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a seguir, ¢ possivel observar um esboco da teia entre alguns dos pensamentos presentes

na Matematica (Figura 1), que foi apresentada na subsec¢do 2.1.1 deste capitulo.

Os estudantes tém também a oportunidade de desenvolver o pensamento
algébrico, tendo em vista as demandas para identificar a relagdo de
dependéncia entre duas grandezas em contextos significativos e comunica-la
utilizando diferentes escritas algébricas, além de resolver situagdes-problema
por meio de equagdes e inequacdes.

Em relagdo ao pensamento geométrico, eles desenvolvem habilidades para
interpretar e representar a localizagdo e o deslocamento de uma figura no plano
cartesiano, identificar transformagdes isométricas e produzir ampliagdes e
reducdes de figuras. Além disso, sdo solicitados a formular e resolver
problemas em contextos diversos, aplicando os conceitos de congruéncia e
semelhanca.

No que se refere a Grandezas e Medidas, os estudantes constroem e ampliam
a nogdo de medida, pelo estudo de diferentes grandezas, e obtém expressoes
para o calculo da medida da area de superficies planas e da medida do volume
de alguns solidos geométricos (BRASIL, 2017, p.517).

Ao mencionar, no ultimo paragrafo citado, que os estudantes obtém expressoes
para o calculo da medida da area de superficies planas e da medida do volume de alguns
solidos geométricos, € possivel constatar a influéncia do PAl e do PG, que incorporam o
PME. Ambos se relacionam e possuem ao menos um tragco semelhante e complementar
ao PD. Embora esses trechos nao apresentem o CDI explicitamente, ¢ possivel observar
a influéncia que um tem sobre o outro e associar ao ultimo o aspecto Conceito de integral
definida, uma vez que o calculo de area e volume mencionado pode ser desenvolvido por
meio de intervalos bem definidos.

A representacdo ¢ extremamente importante no CDI, ja que ela facilita a
visualizacdo dos elementos envolvidos no estudo e ajuda a estruturar o raciocinio. De
modo amplo, a BNCC traz a representacdo como forma de compreensao de fatos, de
ideias e de conceitos, evidenciando o uso de registros de representacdo para a
compreensdo, desenvolvimento e comunica¢do dos resultados de uma atividade. Aqui ¢
possivel associar as construgdes visuais como modo de representacdo. Buscando
proximidade com o CDI e o PD, relaciono essa consideragdo geral com o aspecto
Concepgdo visual-geométrica, uma vez que a manifestacdo de construgdo de figuras
planas e/ou espaciais ¢ uma forma de representagao.

Ainda na introdugdo da drea de Matematica e suas tecnologias, a BNCC comenta
que

Variagdo e constincia envolve observar, imaginar, abstrair, discernir e
reconhecer caracteristicas comuns e diferentes ou o que mudou e o que
permaneceu invariante, expressar e representar (ou descrever) padrdes,
generalizando-os. Reitera-se que, como essas ideias ndo sdo exclusivas da
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Matematica, podem gerar integragdo entre as areas (BRASIL, 2017, p.520).

Aqui ¢ possivel relacionar a variagdo com o aspecto do PD Nogdo de infinitésimo,
buscando associacdo com a manifestacao de ideias relacionadas a redu¢do no tamanho de
uma medida até que ela fique o mais pequena possivel, mas sem se anular. Outra
associacao que pode ser feita a esse trecho da BNCC, especificamente a ideia de mudar
ou de permanecer invariante, ¢ com relagdo a continuidade presente no CDI, que
evidencia e valoriza a uniformidade nos elementos de investigacdo construidos. Nessa
linha de raciocinio, o fato de identificar padroes e generaliza-los aproxima-se do conceito
de limite, ainda que de modo superficial e na tentativa de identificar vestigios do CDI na
BNCC do Ensino Médio.

Como fechamento da apresentacdo da area de Matematica e suas tecnologias, a
BNCC traz um quadro com as competéncias especificas da area a serem desenvolvidas
no Ensino Médio. Nesse quadro, estdo presentes cinco competéncias, das quais apenas
duas serdo destacadas nessa secdo. A razdo pela qual ambas mostraram proximidade ao
CDI ¢ a presenca de algumas habilidades que podem ser analisadas e associadas a algum
aspecto do PD. E importante ressaltar que a competéncia por si s6 ¢ muito abrangente,
por isso a discussdo segue direcionada as habilidades.

A primeira competéncia especifica a ser pontuada € a 3:

3. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus
campos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria,
Probabilidade e Estatistica —, para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e
a adequacdo das solucdes propostas, de modo a construir argumentagdo
consistente (BRASIL, 2017, p.523).

Essa competéncia articula com dezesseis habilidades, dentre as quais destaco

quatro:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica
¢ de outras areas do conhecimento, que envolvem equagdes lineares
simultdneas, usando técnicas algébricas e graficas, incluindo ou ndo
tecnologias digitais.

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida da
area de uma superficie (reconfiguragdes, aproximagdo por cortes etc.) e
deduzir expressdes de calculo para aplica-las em situagdes reais, como o
remanejamento ¢ a distribuicdo de plantagdes, com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de
areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos (cilindro e
cone) em situagdes reais, como o calculo do gasto de material para forracdes
ou pinturas de objetos cujos formatos sejam composi¢des dos solidos
estudados.
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(EM13MAT313) Resolver e elaborar problemas que envolvem medi¢des em
que se discuta o emprego de algarismos significativos e algarismos duvidosos,
utilizando, quando necessario, a notagdo cientifica (BRASIL, 2017, p.528-9).

A primeira habilidade (EM13MAT301), por reforcar a importincia da
representacao por meio de técnicas algébricas e graficas, pode ser relacionada ao aspecto
do PD Concepgao visual-geométrica.

Ja a segunda habilidade (EM13MAT307), por se tratar do calculo da éarea de
superficies, apresenta vestigios dos quatro aspectos do PD estruturados nessa dissertagao:
Nocdo de limite e continuidade; Nocdo de infinitésimo; Conceito de integral definida;
Concepgdo visual-geométrica. A Nogdo de limite e continuidade ¢ a Nogdo de
infinitésimo pode ser associada a ideia de dedugdo de expressoes de calculo para aplica-
las em situagoes reais, prevalecendo a ideia de que essa deducdo ndo foi direcionada a
alguma abordagem especifica. E o Conceito de integral definida converge com a
proposta de obten¢do da medida da area de uma superficie.

A terceira habilidade (EM13MAT309), pensada como um todo, também converge
aos quatro aspectos do PD: Nogdo de limite e continuidade, Nogdo de infinitésimo;
Conceito de integral definida; Concepg¢do visual-geométrica.

A ultima habilidade da competéncia especifica 3 que converge com o CDI e o PD
¢ a (EM13MAT313). Nela ¢ possivel pontuar a possibilidade de trabalhar com valores
numéricos pequenos, permitindo a associacao ao aspecto Nogdo de infinitésimo.

Finalizando a anélise da BNCC do Ensino Médio em busca de vestigios do CDI e
do PD, a competéncia especifica 5 apresenta outras habilidades que podem, de algum

modo, ser associadas a aspectos do PD.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
proporcionalidades matematicas, empregando recursos e estratégias como
observagao de padrdes, experimentagdes e tecnologias digitais, identificando a
necessidade, ou ndo, de uma demonstrac¢do cada vez mais formal na validag¢ao
das referidas conjecturas (BRASIL, 2017, p.523).

Das doze habilidades presentes nessa competéncia, as trés seguintes se destacam

dentro da proposta deste estudo:

(EM13MAT504) Investigar processos de obtencdo da medida do volume de
prismas, pirdmides, cilindros e cones, incluindo o principio de Cavalieri, para
a obtencdo das formulas de céalculo da medida do volume dessas figuras.

(EM13MATS506) Representar graficamente a variagdo da area e do perimetro
de um poligono regular quando os comprimentos de seus lados variam,
analisando e classificando as fung¢des envolvidas.

(EM13MATS512) Investigar propriedades de figuras geométricas,
questionando suas conjecturas por meio da busca de contraexemplos, para
refuta-las ou reconhecer a necessidade de sua demonstragdo para validag@o,
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como os teoremas relativos aos quadrilateros e tridangulos (BRASIL, 2017,
p-533).

A habilidade (EM13MATS504), por propor o calculo do volume de alguns solidos
geométricos e por incluir o Principio de Cavalieri como um dos processos a serem
explorados, pode ser relacionada aos aspectos do PD Conceito de integral definida ¢
Concepgdo visual-geométrica.

J& a habilidade (EM13MAT506), pensada como um todo, converge aos aspectos
do PD Nogdo de limite e continuidade; Nogdo de infinitésimo ¢ Concepgdo visual-
geométrica.

A ultima habilidade (EM13MAT512) converge com a ideia de desenvolvimento
do CDI. Desse modo, essa habilidade pode ser associada ao PD de modo geral, abordando
os aspectos destacados nessa dissertacdo, bem como outros que podem ser definidos
diante de diferentes momentos e interesses.

Desse modo, € possivel constatar nessa analise uma relagdo entre o CDI, 0 PD e a
BNCC. Na maioria das vezes, essa relacdo acaba ocorrendo a partir do olhar de interesse
de quem esta diante do documento, visto que o texto ¢ colocado de modo amplo, gerando
possibilidades de interpretacao. Pensando nisso, € compreensivel o fato de que elementos
do CDI pouco sao explorados no Ensino Médio. Como forma de aprofundamento, nesse
ponto caberia uma andlise dos curriculos das Unidades Federativas que os possuem,
gerando uma outra possibilidade de pesquisa académica. Para esta dissertagao, esse
aprofundamento nao sera desenvolvido, apenas sugerido.

Uma proposta de abordagem e desenvolvimento de elementos do CDI no Ensino
Meédio ¢ através do desenvolvimento de atividades investigativas e do uso de tecnologias

digitais. No Capitulo 3, a seguir, apresento alguns encaminhamentos para essa sugestao.
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3. ABORDAGENS TECNOLOGICAS

Neste capitulo, apresento uma revisdo bibliografica que visa destacar alguns
elementos relevantes ao objetivo dessa pesquisa, que procura investigar aspectos do
Pensamento Diferencial (PD) emergentes em um grupo de estudantes do Ensino Médio
ao pensar-com-GeoGebra atividades que envolvem a investigacdo da area de regides
limitadas por eixos e curvas e o calculo do volume de regides limitadas por superficies
planas e curvas. Para tanto, tego um breve historico sobre o desenvolvimento das
tecnologias, tecnologias da inteligéncia e tecnologias digitais. Em seguida, discuto a
relagdo entre atividades de investigagdo matematica com tecnologias digitais e as
competéncias gerais da Base Nacional Comum Curricular (BNCC); e argumento sobre o

processo de pensar-com-GeoGebra.

3.1 Desenvolvimento das tecnologias

Vocé ja parou para pensar um pouco em quantos processos € produtos sdo usados
naturalmente em seu dia a dia? Nos esforcos (ou ndo) que fez para aprender a utilizd-los?
Quantas e quais sao as tecnologias envolvidas? De que maneira e como elas mudam a sua
forma de pensar, sentir e agir? Voc€ consegue viver sem essas inovagoes?

Com a inten¢do de discorrer um pouco sobre os questionamentos levantados e de
apresentar um breve historico sobre o desenvolvimento das tecnologias, permito-me fazer
alguns recortes em sua linha histérica de criagdo e desenvolvimento e relatar
determinados momentos e fatos, ndo necessariamente seguindo a ordem cronolégica.

Quando escutamos sobre ou falamos de tecnologia, ¢ um tanto quanto normal
fazermos associacdo a maquinas e equipamentos digitais. Entretanto, o conceito de
tecnologia abrange todas as coisas que o ser humano criou em todas as épocas, suas
formas de uso e suas aplicagdes (KENSKI, 2012). Recorrendo ao dicionario, ¢ possivel
constatar que tecnologia ¢ “um conjunto de conhecimentos, especialmente principios
cientificos, que se aplicam a um determinado ramo de atividade” (FERREIRA, 2010,
p.730). Ou seja, ¢ a reunido de técnicas, habilidades, métodos e processos usados na

producao de bens ou servigos, ou na realizagao de algo. Segundo Kenski (2012),

As tecnologias s@o tdo antigas quanto a espécie humana. Na verdade, foi a
engenhosidade humana, em todos os tempos, que deu origem as mais
diferenciadas tecnologias. O uso do raciocinio tem garantido ao homem um
processo crescente de inovagdes. Os conhecimentos dai derivados, quando
colocados em pratica, ddo origem a diferentes equipamentos, instrumentos,
recursos, produtos, processos, ferramentas, enfim, a tecnologias (KENSKI,
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2012, p.15).

Assim, as tecnologias surgem, na maioria das vezes, diante da necessidade
humana. Se pararmos para pensar, a comunicagdo também incorpora essa necessidade,
nao ¢? Um ponto importante ¢ que existem tecnologias que sao muito utilizadas desde o
inicio da civilizacao, mas que nao tem ligacao direta a algo material. Um exemplo desse
tipo de tecnologia ¢ a linguagem. Kenski (2012) comenta que a linguagem foi criada pela
inteligéncia humana a fim de promover a comunicacao entre membros de determinado
grupo social. Assim, as tecnologias também servem para manifestagdo das ideias,
sentimentos € opinides, € para a transmissao e tratamento de mensagens.

Lévy (2016) usa a nogdo de tecnologias da inteligéncia para caracterizar a
oralidade, a escrita e a informatica, isso porque sdo técnicas que se associam a memoria
(e sua extensdo) e ao conhecimento. O autor reforca a ideia de que a historia da
humanidade e a historia das tecnologias sempre estiveram minuciosamente ligadas. Essa
ligacdo/relacao evidencia que “os seres humanos sao construidos por técnicas [...] e, ao
mesmo tempo, esses mesmos seres humanos estdo constantemente transformando essas
técnicas” (BORBA; PENTEADO, 2019, p.48).

A maioria das tecnologias que nos rodeiam hoje em dia estdo tdo proximas e
presentes que quase ndo percebemos que ndo sao coisas naturais. Trago como exemplo o
dominio do fogo, a domesticagdo de animais, a plantagdo e irrigagdo de sementes, a
tecelagem, a escrita, o lapis, o papel, os 6culos e os medicamentos. Em outros casos, s6
identificamos a presenca das tecnologias quando ficamos impossibilitados de usé-las,
como quando ocorre a falta de energia nas residéncias ou do abastecimento de agua.

A evolugdo social da humanidade se divide em diferentes etapas que resultaram
de muitas variaveis independentes, mas, na maioria das vezes, decorrem de descobertas
e aplicacdes de novos conhecimentos e técnicas de trabalho e produgdao (KENSKI, 2012).
Essa evolugdo ¢ indissociavel do desenvolvimento, evolugdo e emprego das tecnologias

em diferentes épocas. Assim,

As idades da pedra, do ferro e do ouro, por exemplo, correspondem ao
momento historico-social em que foram criadas “novas tecnologias” para o
aproveitamento desses recursos da natureza, de forma a garantir melhor
qualidade de vida. O avango cientifico da humanidade amplia o conhecimento
sobre esses recursos e cria permanentemente ‘“novas tecnologias”, cada vez
mais sofisticadas. (KENSKI, 2012, p.21).

A autora comenta que novas tecnologias sao assim consideradas em relacdo as
tecnologias anteriormente existentes. Entretanto, com o acelerado desenvolvimento

tecnologico, o processo em estabelecer um limite de tempo consideravel para designar
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como novos 0s conhecimentos, instrumentos e procedimentos que vao aparecendo ¢
dificil. Assim, também podemos falar em tecnologias rejuvenescidas, uma vez que nao
sdo tao novas assim, apenas passaram por um processo de adaptacdo e aprimoramento de
uso (KENSKI, 2012). Um exemplo de tecnologia rejuvenescida seria a televisdo, pois
esta pode ser assistida no celular ou computador, ndo sendo mais restrita apenas a um
aparelho televisor. Além do mais, temos a passagem da transmissao de sinal de analdgico
para o digital.

Avancando um pouco na histéria das tecnologias, vamos para o século XX, tempo
em que ¢ mais perceptivel o acimulo de conhecimentos e a aceleragcdo no processo de
surgimento, transformacao e uso das tecnologias.

Durante a Segunda Guerra Mundial (1939-1945), a Alemanha tornou-se uma
grande poténcia e a preocupacdo em ampliar seus poderes politicos e econdomicos,
provocou avangos cientificos como a pesquisa de construcdo de foguetes (enquanto
armamento) e misseis. Mas o maior impulso que a ciéncia e a tecnologia tiveram foi
durante a Guerra Fria (1947-1991) — conflito politico e ideologico entre os Estados
Unidos (EUA) e a Unido Soviética (URSS) —, com a descoberta de muitos equipamentos,
servigos e processos. A corrida espacial, resultante do avango cientifico proporcionado
pela tensdo entre EUA e URSS, trouxe inimeras inovagdes, como os ténis de corrida, o
forno de micro-ondas, o relogio digital, o computador e a internet. Aqui, as tecnologias
digitais ja eram emergentes, mas nao estavam inseridas em todos os setores ou ao alcance
de todos.

Apds uma sucessao de fatos marcantes que foram modificando a sociedade e as
tecnologias ao longo dos anos, nos deparamos com a era digital, que ¢ caracterizada pela
ampliagdo da capacidade de armazenamento e memorizacao de informacdes e dados.
Estamos falando da integragdo mundial (de modo fisico, social ou informacional) por
meio da expansdo da informadtica e da internet.

Essa expansdo e desenvolvimento € possivel em virtude das tecnologias digitais,
que se caracterizam como a reunido de varias tecnologias que permite, especialmente, a
transformagdo de qualquer linguagem ou dado (um texto, uma imagem, um som, ou a
unido de todos) em uma sequéncia de numeros, composta por zeros e uns. Essas
sequéncias sdo lidas por dispositivos variados (computadores, tablets e celulares) e
apresentados em suas telas na linguagem que conhecemos (imagem fixa ou em
movimento, som, texto verbal). A estrutura que oferece suporte a essa linguagem

encontra-se no interior dos dispositivos e ¢ resultado de programagdes ndo visiveis
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(RIBEIRO, s.d).
A seguir, apresento um quadro que traz resumidamente aspectos e elementos que

caracterizam cada uma das tecnologias mencionadas nessa se¢ao.

Quadro 4: Caracterizacdo das tecnologias, tecnologias da inteligéncia e tecnologias
digitais

Caracterizacao

' Todas as coisas que o ser humano criou em todas as épocas,
Tecnologias | suas formas de uso e suas aplicacdes. Consistem na reunido de
técnicas, habilidades, métodos e processos.
Tecnologias da | Envolvem técnicas associadas a memoria (e sua extensao) e ao
conhecimento como, por exemplo, a oralidade, a escrita ¢ a
informatica (LEVY, 2016).
Tecnologias | Conjunto de tecnologias que permite, principalmente, a
transformag¢do de qualquer linguagem ou dado em uma
sequéncia de nimeros, composta por zeros € uns.

Fonte: Elaboracao propria.

inteligéncia

digitais

Kenski (2012) comenta que

Na atualidade, o surgimento de um novo tipo de sociedade tecnoldgica ¢
determinado principalmente pelos avancos das tecnologias digitais de
comunicagdo ¢ informag@o e pela microeletronica. Essas novas tecnologias
[...], quando disseminadas socialmente, alteram as qualifica¢des profissionais
€ a maneira como as pessoas vivem cotidianamente, trabalham, informam-se e
se comunicam com outras pessoas e com todo o mundo (KENSKI, 2012, p.22).

Atualmente, as novas tecnologias sdo mais voltadas aos processos e produtos
relacionados aos conhecimentos derivados da eletronica, da microeletronica e das
telecomunicagdes. Essas tecnologias caracterizam-se por estar em constante
transformagao, terem uma base imaterial € a informagao como matéria-prima, além de ter
o virtual como principal espaco de atuacao (KENSKI, 2012).

Segundo Lévy (2017), a virtualizag¢do reinventa uma cultura e faz surgir um meio
de interacdo social em que as relagdes se reconfiguram com um minimo de resisténcia a
aceleragdo emergente. Vivemos em uma cibercultura ligada de forma direta e indireta ao
virtual (LEVY, 2018), desse modo, refletindo sobre a relagdo entre educagdo e cultura
digital, ¢ de extrema importancia que as tecnologias digitais estejam mais presentes
durante a elaborac¢ao e desenvolvimento das aulas, uma vez que possibilitam a criacdo de
cendrios investigativos, exploratdrios e colaborativos.

Diante de todo esse percurso e visita a alguns momentos e fatos sobre o
surgimento € o desenvolvimento das tecnologias e alguns apontamentos filosoficos, este
capitulo segue com algumas reflexdes sobre a triangulacdo: atividades de investigacao

matematica, tecnologias digitais e competéncias gerais da BNCC.
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3.2 Atividades investigativas-com-tecnologias digitais e as competéncias gerais da
BNCC

Inovagdes tecnoldgicas surgem a todo momento e, de maneira acelerada, vao
deixando a sua marca em nossa sociedade. Essas inovacdes se refletem nas relagdes e na
forma de pensar e agir do ser humano. Esse progresso parte da necessidade e instiga o
desejo que a humanidade tem em solucionar problemas relacionados as mais variadas
situagoes. Pensando em Educacdo Matematica, as tecnologias digitais oferecem um
cenario alternativo para a educagdo. Por isso, parte das pesquisas desenvolvidas nas
ultimas décadas no Brasil, apresentam, em diferentes contextos, reflexdes quanto ao seu
uso didatico e pedagogico em investigacdes matematicas (BORBA; SCUCUGLIA;
GADANIDIS, 2018).

Os autores supracitados afirmam que o uso de tecnologias no ensino € na
aprendizagem de Matematica no Brasil pode ser compreendido em quatro fases ou
momentos marcantes. Para os pesquisadores, cada uma dessas fases surge quando as
inovacgdes tecnologicas possibilitam a constru¢do de novos cendrios, qualitativamente
diferenciados, de investigagdo matematica e o seu uso pedagogico traz originalmente o
pensar-com-tecnologias. Mesmo diante dessas inovagdes e modificagdes, Borba,
Scucuglia e Gadanidis (2018) ressaltam que o surgimento de cada fase ndo exclui ou
substitui a anterior, mas que, na verdade, essas fases estdo interligadas. Para resumir a
discussao sobre essas fases, os autores apresentaram aspectos e elementos que

caracterizam cada uma delas em um quadro (Quadro 5), a seguir.



50

Quadro 5: Aspectos e elementos que caracterizam as fases do desenvolvimento
tecnologico em Educacao Matematica

Natureza ou
Tecnologias ba§e. Pers~pect1\'/a.s ou Terminologia
tecnologicas nocoes teoricas
das atividades
Primeira Computadores; Tecnologias
calculadoras LOGO Construcionismo; | . o8
fase . N ) informaticas
simples e Programagao. micromundo.
(1985) o (TT).
cientificas.
Geometria Experimentagao
dinamica (Cabri | — Perimentacao,
L visualizagao e
Géometre; -
Segunda Geometricks); demonstragao;
Computadores s ’ zona de risco; TI; software
fase - multiplas . .
o .. (popularizacao); ~ conectividade; educacional;
(inicio representacdes . .
calculadoras ~ ciclo de tecnologia
dos anos raficas de fungdes aprendizagem educativa
1990) & ' (Winplot, Fun, prendizag '
. construcionista;
Mathematica); seres-humanos-
CAS (Maple); 4
. com-midias.
JOgOs.
Educagao a
distancia online; Teenolosias da
Terceira | Computadores, | Teleduc; e-mail; interacao e in forrnag S0 e
fase laptops e chat; forum; colaboragdo comuni(?a %o
(1999) internet. google. online; (TIO) ¢
comunidades de '
aprendizagem.
GeoGebra; Multimodalidade;
objetos virtuais telepresenca;
de interatividade;
Computadores; | aprendizagem,; internet em sala Tecnologias
Quarta | laptops; tablets; | Applets; videos; | de aula; produgdo | digitais (TD);
fase telefones YouTube; e tecnologias
(2004) celulares; WolframAlpha; | compartilhamento moveis ou
internet rapida. Wikipédia; online de videos; portateis.
Facebook; ICZ; performance
Second Life; matematica
Moodle. digital.

Fonte: Borba, Scucuglia e Gadanidis (2018, p. 43).

E importante destacar que os autores, ao elaborarem o quadro, pontuaram que
“[...] toda a tabela ao resumir também pode descaracterizar. Assim, dependendo do autor
algum termo pode estar em diferentes elementos dessa matriz” (BORBA; SCUCUGLIA;
GADANIDIS, 2018, p.42).

Nos ultimos 35 anos, como apresentado no quadro acima, diferentes tecnologias

perpassaram e ainda perpassam a sala de aula. Podemos dizer que a Educacdo ¢ a
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tecnologia sdo indissociaveis (KENSKI, 2012). Assim, a tecnologia pode ser vista como
uma marca no tempo, que constroi e € construida pelo ser humano (BORBA;
SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2018).

E engragado pensar que, quando assimilamos a informagao sobre a inovagio, nem
a consideramos mais como tecnologia (KENSKI, 2012). Trago como justificativa para
essa fala um exemplo exposto por Borba, Scucuglia e Gadanidis (2018), em que
mencionam a discussao de que a lousa tradicional ndo € natural a sala de aula. Os autores
relembram que ela também foi uma tecnologia inserida no cotidiano escolar e atuou como
coparticipe do processo educacional e da producdo de conhecimento por coletivos de
seres-humanos-com-midias. A nogao de seres-humanos-com-midias, para os autores, ¢
vista “como uma forma de enfatizar que as possibilidades do conhecimento, feito
socialmente por coletivos, se alteram com diferentes humanos e diferentes tecnologias”
(BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2018, p.137). Essas diferentes tecnologias tém,
ao longo da histodria, auxiliado na producao de diferentes tipos de conhecimentos.

Os seres humanos, ao interagirem com as midias, (re)organizam o pensamento
segundo as varias possibilidades e restrigdes que elas oferecem. Desse modo, ha uma
troca mutua entre os atores humanos e ndo humanos, onde as midias permeiam o humano
da mesma forma que as tecnologias sdo compreendidas como sendo impregnadas por
humanidade. A presenca ou auséncia dessas midias influencia o tipo de conhecimento
produzido, e o surgimento ou uso de uma midia ndo invalida a outra (SOUTO; BORBA,
2016).

Souto e Borba (2016), ao discorrem sobre o construto seres-humanos-com-midias,

esclarecem que

Essas ideias sdo baseadas nos estudos de Tikhomirov (1981) e de Lévy (1993).
Em particular, Tikhomirov toma da teoria da atividade a ideia de mediagao,
que esta implicita no conceito de reorganizagdo, presente nos processos de
interagdo do ser humano com o ambiente, ¢ propde a constituicdo de um
sistema formado por ser-humano-computador. Lévy por sua vez, ao
contemplar as dimensdes técnicas e coletivas da cognigdo, conceitua a
expressdo ecologia cognitiva, e vivenciando as novas possibilidades da
informatica, sugere um sistema para além da proposta de Tikhomirov, que
componha um coletivo pensante de homem-coisas. O transito desses conceitos
para o ambito da Educagdo Matematica, aliado a ideias originais, ¢ feito por
Borba (1999) com a proposta do construto seres-humanos-com-midias
(SOUTO; BORBA, 2016, p.222).

A nocao de moldagem reciproca proposta por Borba (1999) ¢ um conceito central
nesse construto. Nela, os feedbacks dados pela midia influenciam no raciocinio de quem

interage com ela. Desse modo, a midia molda o ser humano e o ser humano molda a midia
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conforme a utiliza (SOUTO; BORBA, 2016).

Mesmo diante de toda desigualdade social e economica do Brasil, quando
conseguimos desenvolver o processo de ensino e aprendizagem apoiado em tecnologias
digitais, um leque de possibilidades de investigacdo, exploragdo e conjecturas se abre.
Essa forma de desenvolver a Educacdo Matematica permite aos estudantes o
desenvolvimento e aplicagdo da Matematica de forma imediata e dinamica. Entretanto,
esse cenario sO € possivel quando bem construido e pensado pelo professor. Isso porque
¢ preciso compreender e respeitar as especificidades da tecnologia digital que serd
incorporada, bem como as do proprio ensino (KENSKI, 2012).

A BNCC da Educacao Basica do Brasil apresenta dez competéncias gerais, das

quais destaco trés para este momento:

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das
ciéncias, incluindo a investigagdo, a reflexdo, a analise critica, a imaginagdo ¢
a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipoteses, formular e
resolver problemas e criar solugdes (inclusive tecnoldgicas) com base nos
conhecimentos das diferentes areas.

4. Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como Libras,
e escrita), corporal, visual, sonora e digital —, bem como conhecimentos das
linguagens artistica, matematica e cientifica, para se expressar e partilhar
informagdes, experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos e
produzir sentidos que levem ao entendimento mutuo.

5. Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e
comunica¢do de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas
praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar €
disseminar informagdes, produzir conhecimentos, resolver problemas e
exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva (BRASIL, 2017, p.9).

Essas competéncias tratam do pensamento cientifico, critico e criativo; da
comunicacao; ¢ da tecnologia, respectivamente.

Uma das possibilidades de trabalhar as competéncias gerais citadas acima ¢ por
meio do desenvolvimento de atividades investigativas em que as tecnologias digitais
podem se fazer presente. Nesse processo, elas emergem naturalmente.

Concordo com Ponte, Brocardo e Oliveira (2016) quando afirmam que todos os
estudantes devem experimentar atividades do tipo investigacdo matematica. A
investigagdo matematica trabalha com questdes desafiadoras e que, no comeco, se
apresentam de modo confuso (uma vez que os estudantes estdo acostumados a terem
enunciados e respostas mais imediatas), ndo necessariamente sendo de nivel dificil, mas
em que as pessoas envolvidas procuram compreendé-las e estuda-las mediante de
conjecturas, testes e demonstragcdes (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2016). Ponte,

Brocardo e Oliveira (2016) sugerem que uma atividade de investigagdo aconteca em trés
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fases:

[...] (i) introdugdo da tarefa, em que o professor faz a proposta a turma,
oralmente ou por escrito, (ii) realizagdo da investigacdo, individualmente, aos
pares, em pequenos grupos ou com toda a turma, e (iii) discussdo dos
resultados, em que os alunos relatam aos colegas o trabalho realizado (PONTE;
BROCARDQO; OLIVEIRA, 2016, p.25).

Os autores ainda comentam que:

Pode sempre programar-se o modo de comegar uma investigagdo, mas nunca
se sabe como ela ir4 acabar. A variedade de percursos que os alunos seguem,
0s seus avangos e recuos, as divergéncias que surgem entre eles, 0 modo como
a turma reage as intervengdes do professor sdo elementos largamente
imprevisiveis numa aula de investigacdo (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA,
2016, p.25).

E possivel elaborar uma relacio entre atividade de investigagdio matematica,
tecnologias digitais e algumas competéncias gerais da BNCC. A cada etapa da
investigacdo, que podem mesclar entre si (introducdo da tarefa; realizagdo da
investigacdo; e discussdo dos resultados), o estudante estd imerso em um ambiente
propicio @ manifestacdo do pensamento cientifico, critico e criativo (2) e da comunicagado
(4), podendo ser envolto pelo uso da tecnologia (5) durante todo o processo. A seguir,
apresento um diagrama que ajuda a representar esse pensamento € como concebo o
entrelacamento citado (Figura 9).

Figura 9: Relacdo entre as fases de uma atividade de investigacdo matematica e
algumas competéncias gerais da BNCC

introdugdo realizagdo da
da tarefa investigagdo

discussdo dos
result+ados

2 @ ‘@ s @

Fonte: Elaboracao propria.

Essa convergéncia apresentada pela BNCC entre educacao e tecnologia digital é
algo que ja vem sendo proposto ha algum tempo as escolas e, quando possivel, trabalhado

das mais diversificadas formas pelos professores e estudantes.
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Pensando nas potencialidades que as tecnologias digitais trazem para a Educagao,
especialmente para o desenvolvimento de atividades investigativas, na secao 3.3 discorro
sobre o processo de prensar-com-GeoGebra emergente no estudo e desenvolvimento de

atividades investigativas com o GeoGebra.

3.3 Pensando-com-GeoGebra

Nesta se¢do argumento sobre a importancia da investigagdo matematica aliada a
tecnologias digitais nas aulas, mais especificamente o software GeoGebra. Isso porque,
ao realizarmos uma investigacdo temos como foco a busca pelo que até entdo ¢
desconhecido e, para trilhar esse percurso, € necessario passar por algumas etapas como,
o reconhecimento da situagdo, a formulacdo de conjecturas, a exploragdo dos
pensamentos e ideias como teste das conjecturas levantadas e a discussao sobre o proposto
e o desenvolvido (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2016). Nesse percurso descrito,
o auxilio visual € um excelente facilitador em todas as etapas. Desse modo, o0 GeoGebra
permite que a atividade de carater investigativo seja abordada de forma experimental e
visual, abrindo espaco para a sua exploragdo algébrica e grafica.

Atividades pensadas e elaboradas seguindo essa proposta, que integra
aprendizagem matematica, investigagdo matematica, e experimentacao com tecnologias,
contemplam o processo denominado por Borba, Scucuglia e Gadanidis (2018) como
pensar-com-tecnologias, que pode ser adaptado para pensar-com-GeoGebra, segundo os
autores. Nesse processo, a tecnologia digital escolhida e empregada tem um proposito
além do uso comum como ferramenta, mas ¢ inserida como base da investigagdo e
manifestagdo, exposi¢cdo, aprofundamento e (re)estruturacao dos pensamentos de quem
explora a atividade. Os autores destacam alguns elementos principais para esse processo,

que sdo apresentados na Figura 10, a seguir.
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Figura 10: Pensar-com-tecnologias

Investigacio | Experimentacdo

Aprendizagem matematica | com tecnologias
matematica
Producdo de Exploracdo Uso investigativo
conhecimentos matematica de tecnologias
matematicos
Elaboracdo de Complexidade do
Pensamento conjectuas pensamento
matematico matematico
Testes e
Producao de refinamentos de Conexdes entre
significados conjecturas representacoes
matematicos
Demostragio e Visualizacdo
Avaliacdo
Carater
Carater experimental
investigativo
Design
Design experimental

investigativo

Fonte: Adaptado de Borba, Scucuglia e Gadanidis (2018, p. 60).

Quando propomos a elabora¢do de uma atividade voltada para a aprendizagem,
ndo s6 matematica, um leque de tipos de design se abre. Essas opcoes, ligadas ao que ¢
denominado tendéncias em Educagdo Matematica, podem ser trabalhadas de maneira
exclusiva ou a partir de relagdes de aproximacao entre duas ou mais. Os processos de
aprendizagem ndo sdo limitados a categorias estaticas, mas devem permitir que a
aprendizagem se desenvolva, de preferéncia, de modo natural, permitindo que as pessoas
envolvidas possam expressar os conhecimentos que ja tém. O processo de pensar-com-
GeoGebra estabelece uma aproximagao entre investigagdo matematica e experimentacao
com tecnologias. Ele ¢ interessante por permitir um tipo diferente de investigacdo e a
emersdo de instancias heuristicas a partir da exploragao e visualizagao.

Para exemplificar essa relagao entre pensamento matematico e uso de tecnologia,
bem como a aproximacdo entre experimentacdo com tecnologias e investigagdo
matematica, trago o estudo da nogdo de derivada, proposto por Borba, Scucuglia e
Gadanidis (2018). No primeiro capitulo do livro, os autores apresentam a primeira versao
da atividade fundamentada no uso de calculadoras gréaficas ou software, desenvolvida em
turmas de graduagio de Biologia, que consiste em tragar a parabola y = x? a partir de
retas. Nessa versao, “a busca por otimizar uma possivel solucdo a esse problema esta
relacionada ao ‘movimento’ de uma reta secante a parabola — em (x4, yo) € (x1,¥1), por
exemplo — tender a tornar-se tangente no ponto (xg,Yo)” (BORBA; SCUCUGLIA;
GADANIDIS, p.31-2). Apo6s a exploracdo e socializagdo das solugdes dos estudantes, os
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autores questionavam se seria possivel determinar uma solu¢do mais proxima ao que
estava proposto na atividade, de modo que evitasse e/ou reduzisse as grandes
discrepancias entre as retas e as parabolas. A resposta dos estudantes sempre era positiva
e quase sempre a proposta de diminuir o intervalo era emergente. Assim, os autores
seguiam a condugdo da atividade introduzindo notagdes e enfatizando a importancia de
os estudantes apresentarem familiaridade a elas em suas escritas e falas. Diante do
exposto e de maneira coletiva, os estudantes geravam solugdes fazendo uso de
calculadoras graficas, e essas respostas eram anotadas na lousa. Assim, os autores
concluem que tinham, em uma mesma aula, a integracdo entre seres humanos,
calculadora, caneta, lousa, um software etc., € pontuam que depois de percorrer o caminho
acima descrito, em que o uso da lousa tornou-se mais frequente, caminhos para uma
formalizag¢ao eram tomados (BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2018).

O estudo da nogdo de derivada € revisitado no Capitulo 2 do livro de Borba,
Scucuglia e Gadanidis (2018), mas os autores apresentam uma adaptagdo voltada a
evidenciar as potencialidades do software GeoGebra, trabalhando a atividade de forma
ainda mais dindmica, visual e experimental (BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS,
2018). A atividade, em seu primeiro momento, apresenta uma sequéncia de passos que
orientam a constru¢do do objeto de investigagdo usando o software mencionado, bem
como a de um controle deslizante, agregando dinamismo a experimentagdo e
estabelecendo uma relagdo de dependéncia entre os elementos presentes no cenario de
investigacdo. No segundo momento, algumas perguntas sobre o objeto e o cenario
construido sdo langadas. Essas perguntas fomentam o pensar-com-GeoGebra de modo
que as pessoas envolvidas reconhecem similaridades, ou padrdes, e produzem sentidos
sobre relacdoes que envolvem elementos de diferentes representacoes de um mesmo
componente; elementos em um mesmo tipo de representa¢do de componentes diferentes;
e elementos de diferentes tipos de representacoes de componentes diferentes (BORBA;
SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2018). Com essas perguntas, os autores tiveram a intengao
de compreender o maximo possivel do que estava acontecendo no processo de ensino e
aprendizagem dos estudantes envolvidos e de fazer que os estudantes também
compreendessem o seu processo de aprendizagem. Essa percep¢do com relagdo ao uso de
perguntas durante o desenvolvimento de atividades investigativas foi incorporada na
proposta de elaboragdo e desenvolvimento dessa pesquisa.

Essa adaptacao do estudo da nogao de derivada, com base no uso do GeoGebra,

apresenta uma complexidade construtiva mais intensa; possibilita, durante o processo de
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experimentacdo, a alteracdo, variagdo, manipulagdo e movimentacdo dos objetos
construidos; permite a criagdo € manipulacdo do controle deslizante, trazendo uma
intensidade dindmica a construcdo e ao design; além de permitir a construgao de varios
tipos de representacdes de objetos que possibilitam a visualizagdo do movimento de
inclinacao da reta (BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2018).

O trio dinamizagao, visualizacao e experimentagdo, apresentado na adaptagdo do
estudo da nog¢do de derivada por Borba, Scucuglia e Gadanidis (2018), contribui com o
desenvolvimento de atividades matematicas, bem como no potencial do sofiware
GeoGebra. Desse modo, essa pesquisa apresenta cinco atividades investigativas com o
GeoGebra elaboradas e pensadas para serem desenvolvidas em uma adaptagado as sessoes
de ensino propostas por Steffe e Thompson (2000), e com seis duplas de estudantes do
Ensino Médio. A intengdo desse trabalho ¢ investigar aspectos do PD emergentes em
estudantes do Ensino Médio ao pensar-com-GeoGebra atividades que envolvem a
investigacdo da area de regides limitadas por eixos e curvas e o calculo do volume de
regides limitadas por superficies planas e curvas.

O coletivo envolvendo atores humanos ¢ ndo-humanos na produgdo de
conhecimentos (matematicos) ¢ o construto tedrico seres-humanos-com-midias
(BORBA, 1999; BORBA; VILLARREAL, 2005). Ou seja, o conhecimento ¢ construido
por seres humanos e por midia, e essa dissertacao busca evidenciar isso nos Capitulos 4

e 5, a seguir.
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4. METODOLOGIA DA PESQUISA

Neste capitulo, inicialmente, apresento a justificativa pela escolha da abordagem
metodoldgica da pesquisa qualitativa. Em seguida, faco uma explanacdo sobre
experimento de ensino e investigagdo matematica (que nesta pesquisa assume tanto um
papel de metodologia de ensino como de instrumento de producdo de dados).

O cendrio em que a pesquisa ocorreu e os procedimentos de producao de dados
também sdo descritos. Nesse cendrio trata-se da escola, dos instrumentos usados para
producao de dados, dos participantes, do desenvolvimento das sessdes de ensino e dos
registros.

Também apresento neste capitulo as atividades propostas e desenvolvidas pelos

participantes, bem como o método aplicado para analise e descri¢cao dos dados.

4.1 Abordagem metodolégica

Com o objetivo de investigar aspectos do Pensamento Diferencial (PD)
emergentes em um grupo de estudantes do Ensino Médio ao pensar-com-GeoGebra
atividades que envolvem a investigacdo de area de regides limitadas por eixos e curvas e
o calculo do volume de regides limitadas por superficies planas e curvas, em busca de
respostas para a pergunta norteadora dessa pesquisa: Quais aspectos do PD e do pensar-
com-GeoGebra emergem quando estudantes do Ensino Médio investigam atividades
sobre o calculo de areas e volumes? Para isso, recorri a bibliografia para ter uma melhor
compreensdo sobre o que ¢ pesquisar e também identificar qual abordagem metodologica
de pesquisa seria mais adequada ao problema proposto.

Para Bicudo (2005), pesquisar significa:

[...] ter uma interrogagdo e andar em torno dela, em todos os sentidos, sempre
buscando suas multiplas dimensdes e andar outra vez e outra ainda, buscando
mais sentido, mais dimensoes, ¢ outra vez mais ... A interrogagdo mantém-se
viva, pois a compreensdo do que se interroga nunca se esgota (BICUDO, 2005,

p.8).

Para D’ Ambrosio (2019), ha duas justificativas para se fazer pesquisa: a primeira
¢ a satisfacao da curiosidade do pesquisador; a segunda € ter um guia para as proximas
acoOes (auxiliado pela primeira). Assim, desenvolver uma pesquisa pode ser entendido
como a identificagdo de fenOmenos, sua observagdo, analise, interpretacdo e
(re)formulagdo das interrogagoes.

Existem varias metodologias de pesquisa. Dentre elas, ao pensar no qualitativo e



59

nos mais variados sentidos atribuidos a essa modalidade de pesquisa, destaco o

apresentado por Bicudo (2019):

O qualitativo engloba a ideia do subjetivo, passivel de expor sensagdes e
opinides. O significado atribuido a essa concepcdo de pesquisa também
engloba nogodes a respeito de percepcdes de diferencas e semelhangas de
aspectos comparaveis de experiéncias [...] (BICUDO, 2019, p.111).

Assim, pesquisar de modo qualitativo ¢ evidenciar o significado em relagdo as
acoes. Esse exercicio de produgdo de dados ¢ argumentado por Bogdan e Biklen (1994)
como uma forma critica de desenvolvimento e, conforme o entendimento dos autores, €
nesse ponto que se diferencia a pesquisa qualitativa da pesquisa quantitativa, pois “[...] o
investigador qualitativo tende a virar o processo de compilagdo na sua cabega
perguntando-se o que os numeros dizem acerca das suposi¢des das pessoas que 0s usam
e os copilam” (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p.195 apud BORBA, 2004, p.2). Em outras
palavras, a pesquisa segundo uma abordagem qualitativa tem como foco o individuo e o
seu modo de pensar e agir; fornece informagdes mais descritivas, cuja analise dos dados
possibilita a instigacdo e a emersao de outros caminhos, questionamentos e agdes a trilhar;
e os resultados ndo devem ser associados a uma verdade rigida e definitiva, pois o
“considerado ‘verdadeiro’|...] € sempre dinamico e passivel a ser mudado” (BORBA,
2004, p.2).

Bicudo (1993) afirma que pesquisar em Educacdo Matematica ndo € pesquisar em
Matematica, nem em Educagdo. Mesmo que aborde algo pertinente a ambas, ¢ expressar
a preocupagdo “com o compreender a Matemadtica, com o fazer Matematica, com as
interpretagdes elaboradas sobre os significados sociais, culturais e historicos da
Matematica” (BICUDO, 1993, p.19-20).

Assim, entendo que desenvolver a pesquisa qualitativa em Educacdo Matematica
¢ trabalhar a interatividade entre teoria e pratica, de modo a valorizar e incentivar que os
participantes exponham suas opinides, tendo como foco o percurso percorrido, nao
apenas o final. E a procura por algo que ainda ndo se tem compreensio e/ou conhecimento
e, a todo momento, vocé fica se perguntando sobre esse desconhecido. A curiosidade ¢é
tamanha que acaba despertando e colaborando para a criagdo de um cendrio de
investigacdo no qual o pesquisador pode ter envolvimento e que, quando associado a
pratica, pode ser satisfatorio ou gerador de novos questionamentos.

Voltando a atencdo ao objetivo e pergunta norteadora deste trabalho, ¢ possivel
perceber que, de fato, toda a pesquisa esta relacionada ao estudo epistemologico de um

fendmeno, ndo a quantidade de vezes que ele se apresenta. Desse modo, a metodologia
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de pesquisa que corresponde a proposta apresentada ¢ a de pesquisa qualitativa.

4.1.1 Experimento de ensino como metodologia de pesquisa

Como mencionado anteriormente, esta pesquisa tem interesse em investigar
aspectos do PD emergentes em estudantes do Ensino Médio ao pensar-com-GeoGebra
atividades que envolvem a investigacao da area de regides limitadas por eixos € curvas e
o calculo do volume de regides limitadas por superficies planas e curvas.

Para alcancar tal objetivo, foi percorrido um caminho que explora as atividades
propostas para além de uma resolugao, mas sim com foco em proporcionar momentos de
descobertas e revelagdes previstas ou nao, € que valorizam a compreensdao que oOs
participantes t€ém sobre a Matematica. Esse percurso apresenta indicios da metodologia
de pesquisa proposta por Steffe e Thompson (2000) e que ¢ denominada como
experimento de ensino. Essa metodologia ¢ direcionada a exploracdo e explica¢do da
atividade segundo a matematica dos estudantes que, estando imersos em um cenario
colaborativo, t€m a liberdade de compartilhar e explorar conjecturas, e negociar metas e

objetivos comuns.

4.1.2 Investigagdo matematica como metodologia de ensino

Investigar consiste na busca por conhecer o que ndo se sabe, utilizando uma ou
mais estratégias de abordagem. A investigacdo matematica procura identificar objetos
matematicos segundo suas propriedades e possiveis relacdes. Geralmente, o seu
desenvolvimento acontece em torno de uma ou mais atividades e, para Ponte, Brocardo e
Oliveira (2016), a identificagdo clara da atividade a resolver € o primeiro grande passo de
qualquer investigacao.

Ao ser trabalhada uma atividade, naturalmente o objetivo que se tem em mente ¢

a busca por sua resolucao. Entretanto, para além de resolver a atividade proposta,

[...] podemos fazer outras descobertas que, em alguns casos, se revelam tdo ou
mais importantes que a solu¢do do problema original. Outras vezes, ndo se
conseguindo resolver o problema, o trabalho nio deixa de valer a pena pelas
descobertas imprevistas que proporciona (PONTE; BROCARDO,;
OLIVEIRA, 2016, p.17).

Para Ponte, Brocardo e Oliveira (2016), realizar uma investigagdo matematica
envolve quatro momentos principais. Esses momentos, muitas vezes, podem acontecem

de modo simultaneo e incluir diversas atividades como se indica no Quadro 6, a seguir.
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Quadro 6: Momentos na realizacdo de uma investigacao

Momentos Exemplos de atividades

e Reconhecer uma situacao problematica

e Explorar a situagdo problematica

e Formular questdes

e Organizar dados

Formular conjecturas (e fazer afirmagdes sobre
uma conjectura)

Realizar testes

Refinar uma conjectura

Justificar uma conjectura

Avaliar o raciocinio ou o resultado do raciocinio
Fonte: Ponte, Brocardo e Oliveira (2016).

Exploragado e formulagao
de questdes

Conjecturas

Testes e reformulagao

Justificacao e avaliagdo

A proposta de investigacdo matematica apresentada nas atividades desta pesquisa
partem de um mesmo ponto de partida, pois os enunciados indicam claramente o que ¢
dado e o que ¢ pedido, mas o caminho a ser seguido permite variagdes uma vez que,
mesmo estando de posse da atividade impressa onde encontra-se o enunciado e uma
sugestdo de abordagem, os participantes sdo convidados a explord-la sem a consulta
integral do material, levando-os a mobilizar os seus recursos cognitivos e afetivos € a
manifestar a criatividade inconsciente ao trilhar os proprios caminhos.

Poincaré (1996), ao questionar-se sobre a criatividade inconsciente dos
matematicos, conclui que tem de ser um sentimento de apreciacdo estética da beleza das
relagcdes matematicas. A visualizacdo no estudo da Matematica traz consigo o sentimento
de beleza, harmonia e elegancia. Os elementos matematicos, quando dispostos
harmoniosamente, tornam-se, simultaneamente, uma satisfagcdo para as necessidades
estéticas do ser humano e um auxilio para a mente que a sustenta e guia, levando o

individuo a formulagdo de conjecturas ¢ a sua verificagdo (POINCARE, 1996).

4.2 Producao de dados

A produgdo de dados foi dividida em duas sessdes de ensino com cada uma das
seis duplas participantes. Cada sessdo de ensino contemplou uma dupla por vez e
aconteceu em diferentes dias da semana, segundo disponibilidade dos estudantes, da
pesquisadora e de agendamentos prévios. E possivel observar na Figura 11 a contagem
de 13 dias de sessdo de ensino, conflitando com as informagdes anteriores. A justificativa
para o fendmeno ¢ que um dos estudantes de uma dupla teve um imprevisto no dia da

primeira sessdo que participaria e sua dupla se dispds a seguir sozinho. Assim, nesse caso
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especifico, as atividades que estavam programadas para serem realizadas em dupla e com
duracao de duas sessoes de ensino, foram desenvolvidas individualmente e com duragao

de trés sessoes de ensino.

Figura 11: Dias de realizagao das sessdes de ensino

NOVEMBRO DE 2019 DEZEMBRO DE 2019
DOM SEG TER QUA QUI SEX SAB DOM SEG TER QUA QUI SEX SAB
1 2 1S 4 s 6 7

3 4 5 6 7 8 9 8 o9 10 11088 13 14
10 11 14 15 16 15 16 17 18 19 20 21
17 18 19 20 21 22 23 22| 23 24 25 26 27 28
24 25 260028 28 29 30 29 30 31

- estudantes do 32 ano

estudante do 22 ano
estudantes do 12 ano
estudantes do 32 ano

- estudantes do 22 ano

estudantes do 12 ano
Fonte: Dados da Pesquisa.

As observacdes de todas as sessdoes de ensino foram registradas por meio de
filmagens do ambiente e do software OBS Studio'!. Além disso, todas as construcdes
feitas no software GeoGebra pelos estudantes foram salvas separadamente, as quais

serviram como registro da producao de dados.

4.2.1 Instrumentos de producdo de dados

Corroborando a ideia de que “somente na pratica sdo notados e colocados em
evidéncia certos pressupostos que ndo podem ser identificados apenas teoricamente”
(D’AMBROSIO, 2012, p.73), torna-se pertinente o registro dos dados da pesquisa por
meio de gravagdes audiovisuais, visto que esse tipo de arquivo de dados permite um
resgate momento a momento de todos os acontecimentos (POWELL; FRANCISCO;
MAHER, 2004). Desse modo, algumas manifestagdes verbais e ndo verbais expressas
pelos participantes e talvez ndo percebida durante a realizagdo da investigacdo pelo
pesquisador, mesmo que esse tenha se proposto a ficar o mais atento possivel a todos os
acontecimentos, sdo passiveis a resgate e identificacao.

Seguindo esse pensamento, esta pesquisa apresenta o registro dos procedimentos

metodologicos, questionamentos, didlogos e engajamento dos estudantes em filmagens

1 Software gratuito que fornece captura de fonte e dispositivo em tempo real, composicio de cena,
codificacdo, gravacdo e transmissdo ao vivo. Disponivel em: <https://obsproject.com/pt-br/download>.
Ultimo acesso em: 28 abr. 2021.
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de todas as sessdes de ensino, captagdo da tela do computador e webcam e criagdo de
arquivos individuais de cada exploragdo e investigacdo feita pelos estudantes no
GeoGebra. A ideia de gerar todos esses registros segue Goldenberg (2004) que propoe,
para abranger a maxima amplitude na descrigdo, explicagdo e compreensdo do objeto de
estudo, o desenvolvimento da Triangulacdo de métodos de producdo de dados, em que,
além das observagdes, podemos fazer uso, por exemplo, da gravacdo de tela e de
entrevistas.

O Quadro 7 a seguir apresenta os instrumentos usados para a produc¢do de dados

desta pesquisa, seguidos da justificativa.

Quadro 7: Instrumentos de producao de dados

Instrumentos Justificativa

A escolha de registrar os dados através da filmagem, ciente de
que esse instrumento ndo ¢ imune a problemas, compactua com
Filmagem a ideia de que o video pode capturar comportamentos valiosos
dos participantes, manifestos verbais e nao verbais e permite a
revisitacdo continua do pesquisador.

Arquivo Apresenta toda a construgdo, organizagdo e avango de
gerado no pensamento dos estudantes. Pode ser revisitado de modo
GeoGebra cruzado com os arquivos audiovisuais e/ou anotagdes em papel.
Mesmo ndo sendo recorrente em todas as sessoes de ensino e/ou
Anotagdo em | duplas, esse instrumento complementa o processo de revisitagao

papel e esclarecimento de possiveis pensamentos e estratégias
abordadas pelos participantes.
O raciocinio dos estudantes ¢ desenvolvido de modo mais
amplo, buscando por descobertas € ndo uma solucdo. Esse
caminho possibilita a manifestagdo verbal e ndo verbal de varios
aspectos do pensamento dos participantes, em particular,

aspectos do PD.
Fonte: Elaboracao propria.

Investigacao
Matematica

As gravacdes do ambiente e da tela do computador produziram para esta pesquisa

mais de 62 horas de dados salvos em arquivos audiovisuais.

4.2.2 Cenario

As sessoes de ensino foram realizadas nos meses de novembro e dezembro de
2019, na Escola Estadual Padre Cesare Toppino, na cidade de Lavinia-SP, onde atuo como
professora. No respectivo ano, ministrava aulas de Matematica para as trés turmas de 3°
ano que havia na escola e uma turma de 2° ano. O contato que tinha com os estudantes

das demais turmas (outra de 2° e duas de 1° ano) era por meio de uma conversa ou outra
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em momentos e dias esporadicos. Mesmo diante do mencionado, o convite para participar
da producao de dados desta pesquisa foi estendido a todos os estudantes da escola. Dentre
os que manifestaram interesse no prazo estipulado, 12 foram selecionados por meio de
um sorteio, sendo 4 de cada ano/série. Durante o desenvolvimento e fechamento deste
estudo, participaram da producdo de dados efetivamente 11 estudantes, que se dividiram
em 5 duplas e 1 individual (justificativa apresentada anteriormente nesta se¢ao), segundo
o agrupamento: 2 duplas com estudantes de 1° ano; 1 dupla e 1 individual com estudantes
do 2° ano; duas duplas com estudantes do 3° ano. Optei por esse tipo de agrupamento e
em desenvolver duas sessdes de ensino com cada dupla no periodo da tarde, em dias
diferentes e isoladamente, para que os dados produzidos pudessem ser os mais detalhados
possiveis, visto que existia uma quantidade limitada de equipamentos eletronicos e as
aulas na escola s6 aconteciam no periodo matutino. Além do que, por colocar os
participantes em um cenario ao qual ndo estavam habituados, imaginei que esse modelo
traria um maior conforto e didlogo entre os envolvidos.

A sessdo I de cada dupla tinha como objetivo investigar aproximagdes para o
calculo da area de regides, conforme a elaboracdo: regido limitada pela circunferéncia
x? + y* = 1 (participantes do 1° ano do Ensino Médio); e regido sob a parabolay = x?,
com 0<x <1 (participantes do 2° e 3° ano do Ensino Médio); observando o
engajamento dos estudantes na investiga¢do matematica e usando o sofiware GeoGebra
como ambiente de constru¢do, dinamizacao, visualizagdo, discussdo e exploracao.

Ja a sessdo 2 cada dupla dava sequéncia na investigacao anterior, mas fazendo uso
do ambiente 3D, e objetivava investigar aproximagdes para o calculo do volume de
solidos de revolugdo, seguindo a proposta: determinagdo do volume da esfera x* + y* +
z* = 1 (participantes do 1° ano do Ensino Médio); e do paraboloide obtido pela revolugdo
em torno do eixoy da curvay = x% com —1 < x < 1, além da investigagdo das relagdes
entre os volumes de um cilindro, um paraboloide e um cone de mesma base e altura
(participantes do 2° e 3° ano do Ensino Médio); também trazendo o GeoGebra como
ambiente de investigacao e experimentacao.

Em cada uma dessas sessdes os estudantes eram desafiados a pensar-com-
GeoGebra (BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2018), ou seja, eram desafiados a
usar o GeoGebra para produzir conhecimentos e significados matematicos por meio da
exploracdo e investigagdo matematica, e elaboracdo e testes de conjecturas, alcancando
ou ndo uma generalizacdo de relacdo entre os elementos construidos ao longo da

investigacdo. Outra estratégia adotada nesta pesquisa € a dos questionamentos, uma vez
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que durante o desenvolvimento da investigagdo, quando sdo langadas perguntas que
podem ter sido pensadas previamente ou ndo, mas que estejam relacionadas ao raciocinio
externado oralmente ou visualmente pelos estudantes, contribui para elevar as
exploracdes em andamento e promove nos participantes o sentimento de que ainda
existem caminhos a serem pensados e testados, fomentando o engajamento deles. Destaco
aqui alguns dos questionamentos que foram usados ao longo de cada sessao: Por que
vocés fizeram isso? Sera que existe uma melhor aproximagdo? E possivel fazer essa nova
abordagem de construgdo/exploracao?

Ao final de cada sessdo, fiz algumas perguntas mais amplas e gerais aos
estudantes. O meu objetivo com questionamentos do tipo: O que voc€s acharam da
proposta da atividade? Visando um melhor entendimento da atividade, vocés tém alguma
sugestao de mudanga/melhoria? Vocés acham que € possivel levar essa atividade para a
sala de aula? Feitos de maneira nao regular com as duplas, era de, partindo da visdo de
quem ¢ protagonista no desenvolvimento da investiga¢do proposta, ter uma opinido sobre

a possivel e futura expansao da teoria e pratica das atividades apresentadas neste trabalho.

4.2.3 Sessoes de ensino

Sessdes de ensino ¢ a denominagao atribuida por Steffe e Thompson (2000) a uma
sequéncia de encontros que seguem alguns critérios especificos: em cada encontro, além
da presenca do agente de ensino (pesquisador) e de um ou mais estudantes, inclui uma
testemunha, um método de gravagdo do ambiente e das atividades desenvolvidas, além
de ser sugerida pelos autores a duracdo de um semestre ou ano. Essas sessdes de ensino
compoem a metodologia de pesquisa denominada Experimento de Ensino (STEFFE;
THOMPSON, 2000). Essa metodologia ¢ direcionada a exploracdo e explicagdo da
atividade segundo a Matematica dos estudantes que, imersos em um cenario colaborativo,
tém a liberdade para compartilhar e explorar conjecturas, e negociar metas e objetivos
comuns.

Para esta pesquisa, foi adotado o termo sessoes de ensino por tratar-se de uma
adaptacdo da proposta de Steffe e Thompson (2000) quanto a forma de realiza¢ao dos
encontros. Neste estudo, foi mantido o critério de contar com a presenca do agente de
ensino (pesquisador) e de um ou mais estudantes, além de contemplar o critério de
gravagao do ambiente e das atividades desenvolvidas. Entretanto, foram realizadas apenas

duas sessdes de ensino com duracdo média de 2 horas e meia para cada dupla participante
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da produgdo de dados, bem como nao contou com a presenga de uma testemunha durante

o desenvolvimento das atividades com os estudantes.

4.2.3.1 Participantes

A proposta para a pratica desta pesquisa sempre esteve centrada na produgao de
dados alicercada no desenvolvimento de uma investigagdo com seis duplas e visando
envolver estudantes de todos os anos do Ensino Médio (1°, 2° e 3°), ou seja, duas duplas
para cada ano. Para tanto, com a autorizac¢do da direcao e de alguns professores da Escola
Estadual Padre Cesare Toppino, Lavinia (SP), no horario de aula das turmas, entrei nas
salas para fazer um convite aberto aos estudantes. Como sou professora dessa unidade
escolar, considerei que se direcionasse o convite a um grupo especifico interferiria nos
dados da pesquisa.

Na época do convite eu ndo lecionava para todas as turmas, entdo comecei a minha
fala com uma apresentacao pessoal, seguida de uma académica; apresentei o objetivo da
pesquisa; comuniquei que ndo havia pré-requisito para participarem da producao de dados
da pesquisa e que estava conversando com todos os estudantes da escola, mas que se
tivesse mais candidatos do que vagas, buscaria uma forma, sem influéncia pessoal, para
selecionar os participantes; mencionei que seriam formadas duas duplas para cada
ano/série e que cada uma deveria participar de duas sessdes de ensino, que seriam
realizadas no periodo da tarde na prépria escola.

Durante essa apresentacdo, alguns estudantes mencionaram que nunca tinham
visto e/ou usado o GeoGebra, entdo esclareci que isso nao interferiria na participacao
deles na producao de dados da pesquisa porque ja tinha programado-me para, no comego
de cada sessdo, apresentar o sofiware e possibilitar que os estudantes fizessem algumas
experimentacdes antes de iniciar as atividades. Outros fizeram questionamentos com
relagdo ao conteudo das atividades, entdo pontuei que a proposta era desenvolver todas
de maneira intuitiva, conforme as ideias fossem surgindo pelas duplas, e que o critério de
certo e errado ndo se configurava nessas atividades. Algumas outras duvidas também
surgiram e eu segui esclarecendo. Ao final desse didlogo e antes mesmo de eu sair das
salas, alguns estudantes ja foram manifestando o interesse em participar. Para finalizar o
convite, combinei com as turmas que se mais alguém tivesse interesse, poderia conversar
comigo até a penultima aula do dia.

Desde o convite até a finaliza¢ao do prazo acordado com os estudantes, o nimero
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de interessados (20 estudantes) excedeu o de vagas (4 por ano/série). Para uma selecao
sem influéncia da pesquisadora, um sorteio foi realizado a fim de definir aleatoriamente
os estudantes que protagonizariam a produgdo de dados deste estudo. Para o sorteio, que
aconteceu no horério da ultima aula do dia em questdo, o nome de todos os interessados
foi anotado em pedagos de papel, que foram dobrados e agrupados levando em
consideragdo a condigdo: 1°, 2° e 3° ano. Chamei alguns estudantes da escola que estavam
no patio como testemunhas. Uma das professoras coordenadoras foi convidada a fazer a
retirada dos nomes. Apos o resultado, os estudantes que manifestaram interesse foram
comunicados sobre (tanto quem foi sorteado, como quem nao foi).

Iniciei uma nova conversa com os estudantes, agora direcionada aos 12 (doze)
sorteados. Evidenciei a importancia que eles tinham na produgao de dados da pesquisa;
esclareci que como o estudo envolvia seres humanos, seria necessario que eles e seus
responsaveis assinassem um termo de consentimento; mencionei que toda a programagao
do estudo estava ligada a participagdo deles e que se, em algum momento, ndo quisessem
mais fazer parte ou se tivessem alguma situacdo que impedisse a sua participagao,
avisassem o mais breve possivel, pois estava seguindo o calendario escolar elaborado para
o0 ano de 2019 e o prazo que tinha para a producao de dados ndo era muito flexivel, uma
vez que o segundo semestre j& estava em andamento; reforcei que a desisténcia era um
direito deles e que isso ndo causaria qualquer tipo de adverténcia, punicao ou afetaria a
nossa relagdo de aluno-professor.

E importante lembrar que durante o cumprimento do cronograma, um dos
participantes de uma das duplas do 2° ano teve um imprevisto no dia da primeira sessdo
de ensino, mas o outro integrante se prop0s a desenvolver as atividades individualmente.
Com isso, 0 que estava previsto para ser abordado em duas sessoes de ensino foi estendido
para trés.

O Quadro 8 apresenta as duplas envolvidas na producdo de dados da pesquisa, o
ano/série correspondente, bem como as sessdes de ensino que cada uma participou. Esse
agrupamento foi estabelecido pelos proprios estudantes. Em média, cada uma das sessdes

de ensino teve duragao de 2 horas e meia.
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Ano/Série Participantes Sessoes de ensino e Atividades
Jorge e Welington

1 Quadratura do circulo
10

2 Cubatura da esfera

-\
d 48 ‘\\\
Bianca e Livia

1 Quadratura do circulo
10

2 Cubatura da esfera

Livia e Raquel
* 1 O problema da area
20
O problema do volume;
2 ~
A relagao entre os volumes
Matheus

1 O problema da area

20 2 O problema do volume

3 A relagdo entre os volumes
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Matheus e Janaina
1 O problema da area
30
O problema do volume;
2 ~
A relagao entre os volumes
Guilherme e Gabriel
1 O problema da area
30
) O problema do volume;
A relagdo entre os volumes

Fonte: Dados da Pesquisa.

Por tratar-se de estudantes do Ensino Médio, o uso de imagens neste trabalho, bem
como de nomes e transcrigoes de fala foi devidamente autorizado pelos responsaveis e
estudantes, tendo o registro em Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE) e
Termo de Assentimento Livre e Esclarecido (TALE) (ver modelo dos termos no
APENDICE B). Como o estudo envolve seres humanos, em sua maioria menores de
idade, tive o cuidado em submeter e respeitar a condicao de espera pela aprovacao do
Comité de Etica em Pesquisa (CEP)* para fazer qualquer tipo de pratica com os
participantes.

Embora os dados dessa pesquisa tenham sidos produzidos por 11 estudantes,
estando 10 deles agrupados em duplas, seguindo a ideia de amostragem para pesquisa
qualitativa proposta por Marshall (1996), atendendo aos critérios de abordagem ampla:
amostra de conveniéncia, amostra de julgamento, e amostra teorica, falar de duas duplas
nessa pesquisa € conveniente, representativo e tedrico.

Segundo Marshall (1996), a amostra de conveniéncia envolve a selecdo de
assuntos mais acessiveis, o que a torna menos rigorosa; a amostra de julgamento (também
conhecida como amostra proposital) ¢ a mais comum entre as técnicas de amostragem
para pesquisas qualitativas e permite que o pesquisador selecione ativamente a amostra

mais produtiva para responder a pergunta de pesquisa; ja a amostra tedrica geralmente ¢

conduzida pela teoria para uma maior ou menor extensao e requer a construgdo de teorias

12 CAAE: 20196619.8.0000.5466
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interpretativas dos dados emergentes.

Os dados produzidos pelas duplas e selecionados para compor o Capitulo 5 deste
estudo justificam-se pela observagdo de eventos criticos durante a propria realizagao das
sessdes de ensino. Esses eventos criticos sdo muito importantes para o pensar-com-
GeoGebra e apresentaram fortes indicios de emersdo de aspectos do PD, sendo o
suficiente para conversar com o objetivo desta dissertagdo e argumentar com a pergunta

norteadora.

4.2.4 As atividades

O planejamento e a criacao das atividades a serem investigadas nas sessdes de
ensino ocorreram no primeiro semestre de 2019 e inicio do segundo. As atividades
elaboradas adotam um carater de exploragdo, investigacdo e experimentacdo com
tecnologia (BORBA; VILLARREAL, 2005), além de seguirem a proposta semiaberta.
Desse modo, oferecem meios para o surgimento de conjecturas matematicas, exploracao
de varias formas de resolugdes, exploracao de carater visual, dindmico e manipulativo de
objetos matematicos, entre outros aspectos (BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS,
2018). Todas as atividades foram idealizadas e exploradas com o software GeoGebra. A
escolha de ter esse software como ambiente investigativo foi orientada pela
intencionalidade de abordar as suas potencialidades seguindo uma perspectiva
educacional, acreditando que o pensar-com-GeoGebra (BORBA; SCUCUGLIA;
GADANIDIS, 2018) abriria espago para a emersao de aspectos do PD.

Em cada sessao de ensino os participantes receberam as atividades impressas com
a finalidade de uso pontual, dando luz a discussao e ilustrando o objeto de investigacao e
sua construgao.

No total foram elaboradas cinco atividades: duas explorando regides limitadas e
trés explorando so6lidos de revolugdo. Todas as atividades foram pensadas para que os
estudantes se voltassem ao didlogo, manipulagdo e investigagdo dos pensamentos
emergentes, visando uma aproximagao e generalizacdo para os problemas apresentados.
A cada cenario criado e explorado pelos participantes os questionamentos ser uma boa
aproximag¢do € como melhorar eram colocados para reflexdo, gerando uma nova
investigacao.

As atividades foram aplicadas na sequéncia:

1°ano do Ensino Meédio
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- Atividade 1: Quadratura do circulo (investigacao da area do circulo);

- Atividade 2: Cubatura da esfera (investigagdao do volume da esfera).

2%e 3°ano do Ensino Médio

- Atividade 3: O problema da 4rea (investigacao da area sob a curva da parabola);

- Atividade 4: O problema do volume (investigagdo do volume do paraboloide);

- Atividade 5: A relag@o entre os volumes (investigacdo da relagdo entre o volume do
cilindro, cone e paraboloide, todos de mesma base e altura).

A escolha das regides e dos solidos apresentados nesse trabalho se deu por
incorporarem problemas geométricos apresentados ao longo do desenvolvimento do
Calculo Diferencial e que instigaram o estudo e investigacao de grandes matematicos
como: Arquimedes de Siracusa, Zu Chongzhi, Thabit ibn Qurra, Fermat, Cavalieri,
Torricelli, Newton, Leibnitz € outros. Além do mais, as atividades do 2° e 3° ano
apresentam o desafio de ter como objetos de investigagdo problemas que excedem os
conteudos proposto para o Ensino Médio.

A seguir, apresento a descri¢do das atividades realizadas nesse trabalho. Os

roteiros completos podem ser vistos no APENDICE A.

4.2.4.1 Quadratura do circulo

Essa atividade tem como objetivo determinar a area de um circulo aplicando a
estratégia de céalculo por aproximagdo, que consiste em explorar e comparar a area de
regides conhecidas com a desejada. Esta pesquisa entende area como sendo a regido
limitada por segmentos de retas, eixos e/ou curvas, cujo valor numérico associado pode
ser determinado por meio de diferentes estratégias de calculo. Entretanto, essa defini¢ao
de area foi explorada de modo implicito com os estudantes ao longo do desenvolvimento
de todas as atividades propostas por esta pesquisa € que envolvem esse conceito.

Inicialmente a atividade foi pensada e elaborada partindo da estratégia de célculo
desenvolvida no Egito antigo (BARON, 1985), que consiste em achar a area de um
quadrado que seja equivalente a area do circulo e, a partir disso, também explorar
aproximagoes para m. Entretanto, vale ressaltar que, durante o desenvolvimento pratico
da atividade com os participantes da producdo de dados desta pesquisa, a estrutura
inicialmente elaborada foi usada como orientagdo e tutoria em momentos especificos e

direcionados, ¢ o desenvolvimento central da investigacado foi motivado pelas ideias,

dialogos, criagdes e exploragdes feitas pelas duplas. Os quadros abaixo apresentam uma
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possivel abordagem para essa atividade usando o sofiware GeoGebra, bem como alguns

questionamentos propostos durante o seu desenvolvimento pratico.

Quadro 9: Apresentagdo da atividade 1

Determine a drea de uma regido S limitada pela circunferéncia x* + y* = 1.

Figura 1: Regido circular S

r=1

e

Fonte: Dados da Pesquisa.

Quadro 10: Etapa 1 — Instrucao para inicio da atividade 1 e estruturacao de uma
possivel abordagem

1. Constru¢do do cendrio de investigagdo no GeoGebra (reduzido a um

quadrante).
a) Clique no campo “Entrada” , digite a equagdo x* + y* = 1

. «
e pressione a tecla “Enter” no teclado ou no GeoGebra.

b) Construa um quadrante circular. Para isso clique na aba “Circulo” © e

i ; Setor Circul
selecione a ferramenta “Setor Circular” Q etor Circular

, em seguida clique
com o mouse nas posicdes (0,0) e (1,0) na “Janela de visualizacao 2” e
leve o icone do mouse até a posicao (0,1), clicando sobre ela.

c) Calcule a area do quadrante circular construido, selecionando a ferramenta

é w‘zd Area

“Angulo” , seguido de “Area” e clicando sobre o objeto
construido anteriormente. Esta agdo sera realizada sempre que for
necessario calcular a area de uma figura construida com ferramentas
definidas do GeoGebra.

d) Oculte o setor circular construido no item anterior clicando sobre o icone

@ , presente na “Janela de Algebra” do lado esquerdo da tela. Ao fazer

. ; , O ~ ; .
isso, o icone ficara branco . Esta a¢do sempre sera realizada quando
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for necessario ocultar ou expor um objeto construido.

e) Construa um quadrado. Para isso clique na aba “Poligono” * e selecione

”
I,» Poligono Regular

a ferramenta “Poligono Regular” , posicionando dois
vértices, o primeiro em (0,0) e o outro em qualquer ponto da abscissa, tal
que 0 < x < 1, e definindo 4 como o total de vértices.

f) Calcule a area do quadrado.

g) Exponha a constru¢do do quadrante circular.

Fonte: Dados da Pesquisa.

Figura 12: Quadrante circular e quadrado para comparagdo de area

€2 GeoGebra Ciassic

[B] A A @O & N2
@ cLxiy=1

P
o

A = Intersecio(EixoX, EixoY)

- (0.0)

B = Interseclofeql. EixoX, 2)
- (L.0)

C = Intersecdoleql, EixoY. 2)

—(0.1)

«: SetorCircular(A, B, C)

- 0.79
a = Area(c)
- 079

b = Arealc)

- 0.79

@  Textoc="Area de " +(Nome(c))+" =
b .

D = Ponto(EixoX) : s a

— (0.88,0) 0

poll = Poligona(A, D, 4)

Fonte: Dados da Pesquisa.

Na pratica, essa primeira etapa da atividade foi usada com o intuito de auxiliar os
estudantes na constru¢do de uma regido limitada por uma circunferéncia no software
GeoGebra. Desse modo, apenas o item a) (Quadro 10) foi desenvolvido conforme o
arquivo impresso entregue as duplas (APENDICE A). Os demais itens foram explorados
como forma de fomentar e/ou complementar a investigagao, dependendo do progresso da
dupla.

O Quadro 11 apresenta um questionamento que pode ser explorado segundo a
constru¢do completa sugerida no Quadro 10. Outros questionamentos podem ser feitos
independente da exploragdo trilhada pelos estudantes, como por exemplo: Comparando a
area da nova regido com a area da regido limitada pela circunferéncia, ela ¢ uma boa
aproximagio ao que desejamos? E possivel melhorar essa aproximagio? O que devemos

fazer para obter essa melhor aproximacao?
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Quadro 11: Questionamento da primeira etapa da atividade 1

a) Qual o valor da medida do lado do quadrado para que sua area seja uma

boa aproximagdo a area do quadrante circular?

Fonte: Dados da Pesquisa.

Esses questionamentos foram sempre colocados quando os estudantes esbocavam
indicios de finalizagdo dessa etapa da investiga¢do, convidando-os a refletir sobre o
caminho escolhido, o percurso desenvolvido e o valor encontrado. Desse modo, a
atividade segue o carater investigativo e exploratdrio, possibilitando aos participantes a
construcao de novos cendrios, o aprimoramento das ideias ja em execucao e/ou a iniciagao
de uma nova sequéncia de ideias. A dindmica de refazer os questionamentos se manteve
até os estudantes manifestarem o interesse em assumir algum valor como desfecho da
etapa 1 dessa atividade, mas tendo a consciéncia do caminho a ser trilhado, caso fosse
necessario seguir com a investigacao.

Na segunda etapa da atividade, os estudantes foram convidados a explorar uma
aproximacao para 7, por meio da relagdo entre o lado do quadrado construido em um
quadrante e o raio da circunferéncia que limita a regido estudada na etapa 1 dessa
atividade. E importante ressaltar que, para esse momento, a proposta de investigagdo
apresentada no Quadro 10 precisa ser explorada com os participantes, ainda que seja
como forma de fomentar e/ou complementar as discussdes e observagdes. Refor¢o que o
Quadro 12 e Quadro 13, a seguir, assim como os anteriores, apresentam uma sugestao
de abordagem para a atividade e que, na pratica, seus elementos foram introduzidos a
partir de didlogos e construgdes orientadas, ndo sendo necessario a dependéncia do

roteiro.

Quadro 12: Etapa 2 — Instrugdo para inicio da segunda investigacao da atividade 1

2. Explorando aproximagdes para 7.

a) Aumente o arredondamento dos valores exibidos na janela do GeoGebra

para 10 casas decimais clicando no icone = , seguido da opgdo

~ Configuracbes
“Configuragdes” gurae

Fonte: Dados da Pesquisa.

A intencdo em aumentar o nimero de casas decimais dos valores obtidos
anteriormente estd em observar e validar a possibilidade de seguir com a investigacdo e a

busca por melhores aproximagdes para o valor de 7 na atividade. Essa observacao pode
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ser acompanhada de questionamentos como os apresentados no Quadro 13, a seguir.

Quadro 13: Questionamentos da segunda etapa da atividade 1

b) Os valores encontrados anteriormente para as areas continuam sendo uma
boa aproximagdo? Se for, ¢ possivel achar uma melhor?
c) Existe alguma outra estratégia para encontrar a melhor aproximagio

desejada? Como podemos explora-la?

Fonte: Dados da Pesquisa.

Essa segunda etapa da atividade pode ser conduzida explorando diretamente o

problema apresentado por Baron (1985), em busca de um outro par de pontos p e q tal

2
p ~ T 2
uc \ — =-T".
4 (q) 4

Desenhe um quadrante circular (estimado de olho) e construa um quadrado
com éarea igual a do quadrante que desenhou. Finalmente, medindo o lado do
quadrado e exprimindo-o em termos do raio do circulo, vocé sera capaz de ver
como os seus resultados comparam-se com as aproximagdes egipcias, isto &,
lado do quadrado =8/9 raio (BARON, 1985, p.13).

Além disso, também pode envolver a aproximagao entre as areas do circulo e do
quadrado, r* = [?, observando e explorando os valores associados as construgdes feitas

no software GeoGebra.

4.2.4.2 Cubatura da esfera

Esta atividade tem como objetivo levar a proposta de investigagdo apresentada na
atividade anterior para o ambiente 3D, buscando determinar o volume de uma esfera
aplicando a estratégia de célculo por aproximagdo. Esta pesquisa entende volume como
sendo a regido limitada por eixos e superficies planas e/ou curvas, cujo valor numérico
associado pode ser determinado mediante diferentes estratégias de calculo. Esse
entendimento de volume foi explorado de modo implicito com os estudantes ao longo do
desenvolvimento de todas as atividades propostas por esta pesquisa e que envolvem esse
conceito.

Inicialmente, a atividade foi pensada e elaborada partindo da estratégia de calculo
que busca determinar o volume de um cubo que seja equivalente ao volume da esfera e,
a partir disso, também explorar aproximagdes para m. Vale ressaltar que, como os
estudantes ja tinham explorado a atividade anterior (Quadratura do circulo) usando a

ideia de aproximar a area desejada a de um quadrado, essa nova atividade foi investigada
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pelas duplas seguindo diretamente essa forma de abordagem, porém adaptada ao
ambiente 3D. Os quadros abaixo apresentam um possivel roteiro de desenvolvimento para
essa atividade no GeoGebra, bem como alguns questionamentos que contribuem com o

cenario investigativo e exploratdrio proposto.

Quadro 14: Apresentacdo da atividade 2

Determine o volume da esfera x* + y*+z* = 1.

Figura 1: Esfera

Fonte: Dados da Pesquisa.

Quadro 15: Etapa 1 — Instrugdo para inicio da atividade 2 e estruturagdo de uma
possivel abordagem

1. Constru¢do do cendrio de investigagdo no GeoGebra (reduzido a um octante).

a) Abra a “Janela de Visualizagdo 3D” clicando em & “***°

+

b) Clique no campo “Entrada” , digite a equagdo x>+ y* +

z? = 1 ¢ pressione a tecla “Enter” < no teclado ou no GeoGebra.
c) Calcule o volume do octante da esfera, selecionando a ferramenta

om?
.é; Dﬁ Volume

“Angulo” , seguido de “Volume” e clique sobre o objeto
construido anteriormente. Em seguida, dé um duplo clique sobre a caixa
de texto aberta na janela de visualizacdo e clique dentro do icone que
aparece do lado direito da equacdo, acrescentando a divisdo por 8. Altere

o outro lado da equagdo para “Volume do octante”.

‘é\’

d) Construa um cubo. Para isso clique na aba “Piramide” e selecione a

ferramenta “Cubo” f e , posicionando dois vértices, o primeiro em
(0,0) e o outro em qualquer ponto do eixo x, tal que 0 < x < 1.

e) Calcule o volume do cubo.

Fonte: Dados da Pesquisa.
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Figura 13: Octante da esfera e cubo para comparacao de area

p Q
1

@ e A @ L N ac

>

qlixd+y +22=1

— 419

B = Ponto(EixoX)

- (0.73,0,0)
a = Cubo(A.B,C)

— 039

| = Intersegio(EixoZ, eql, 2)
— (0.0, 1)
J = Intersecio(EixoX, eql,2)

- (1.0,0)

< : SetorCircular(A, 1. J)

— 0.79
b = Superf icie(c, 90", EixoZ)

/ fcosfu)-1-0+sen(u)-1-1) cos ™

Fonte: Dados da Pesquisa.

Mesmo que essas instrugdes ndo tenham sido usadas de forma direta e ndo tiveram
impacto no desenvolvimento da atividade por parte dos estudantes, vale ressaltar que ha
um erro de digitagdo no item d (Quadro 15). Ele orienta a constru¢do de um cubo
posicionando dois vértices, sendo um deles em (0, 0), quando o correto seria (0, 0, 0) por
se tratar de um ambiente com trés dimensoes.

Na pratica, essa primeira etapa da atividade foi usada com o intuito de auxiliar os
estudantes na constru¢do de uma esfera no software GeoGebra. Desse modo, apenas os
itens a ¢ b (Quadro 15) foram desenvolvidos conforme o arquivo impresso entregue as
duplas (APENDICE A). Os demais itens foram desenvolvidos e explorados de modo
intuitivo pelos estudantes e, em alguns momentos, orientados oralmente pela
pesquisadora.

O Quadro 16 apresenta um questionamento que pode ser explorado apds a
construgdo do cenario descrito no Quadro 15. Outros questionamentos que emergem
durante essa investigagdao sao: Comparando o volume do novo soélido construido com o
volume da esfera, ele ¢ uma boa aproximagdo ao que desejamos? E possivel melhorar

essa aproximacao? O que devemos fazer para obter essa melhor aproximagao?
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Quadro 16: Questionamento da primeira etapa da atividade 2

a) Qual o valor da medida da aresta do cubo para que se volume seja uma

boa aproximag¢do ao volume do octante da esfera?

Fonte: Dados da Pesquisa.

Esses questionamentos foram colocados sempre que os estudantes esbocavam
indicios de finalizagdo dessa etapa da investiga¢do, convidando-os a refletir sobre o
caminho escolhido, o percurso desenvolvido e o valor encontrado. Desse modo, a
atividade segue o carater investigativo e exploratorio, possibilitando aos participantes a
construgdo de novos cendrios, o aprimoramento das ideias ja em execugdo e/ou a iniciagdo
de uma nova sequéncia de ideias. A dindmica de refazer os questionamentos se manteve
até os estudantes manifestarem o interesse em assumir algum valor como desfecho final
da etapa 1 dessa atividade, mas tendo a consciéncia do caminho a ser trilhado caso fosse
necessario seguir com a investigacao.

Na segunda etapa da atividade, os estudantes foram convidados a explorar uma
aproximacao para 1, por meio da relacao entre a aresta do cubo construido em um octante
e o raio da esfera. Reforco que o Quadro 17 e o Quadro 18, a seguir, assim como 0s
anteriores, apresentam uma sugestdo de abordagem para a atividade, e que na pratica seus
elementos foram introduzidos a partir de didlogos e constru¢des orientadas, ndo sendo

necessario a dependéncia do roteiro.

Quadro 17: Etapa 2 — Instrucao para inicio da segunda investigagdo da atividade 2

2. Explorando aproximagdes para 7.

a) Aumente o arredondamento dos valores exibidos na janela do GeoGebra

para 10 casas decimais clicando no icone = , seguido da opcdo

~ Configuracdes
“Configuragdes” gurae

Fonte: Dados da Pesquisa.

Assim como na atividade anterior (Quadratura do circulo), a intengdo em
aumentar o numero de casas decimais dos valores obtidos anteriormente esta em observar
e validar a possibilidade de seguir com a investigacdo e¢ a busca por melhores
aproximacoes para a atividade, possibilitando explorar a relacdo entre a aresta do cubo e

valores aproximados de m. Esse momento da investigacdo deve ser acompanhado de

13 Corregao: onde esté escrito ...para que se volume..., deve ser lido ...para que seu volume... O texto escrito
no Quadro 16 segue a versao original entregue de forma impressa aos estudantes.
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questionamentos, como, por exemplo, os apresentados no Quadro 18.

Quadro 18: Questionamentos da segunda etapa da atividade 2

b) Os valores encontrados anteriormente para os volumes continuam sendo
uma boa aproximacao? Se for, ¢ possivel achar uma melhor?
c) Existe alguma outra estratégia para encontrar a melhor aproximagio

desejada? Como podemos explora-la?

Fonte: Dados da Pesquisa.

Essa segunda etapa da atividade pode ser conduzida partindo de um
desdobramento ndo apresentado por Baron (1985) em um problema presente em seu livro,
Unidade 1, em que os egipcios antigos expdem uma possivel relagdo entre o lado de um
quadrado e o raio de um circulo, abrindo espago para explorar esse problema por meio da
relagdo de areas e identificar aproximacgdes para o valor de m. Esse desdobramento
consiste em ampliar o problema ao calculo do volume de uma esfera, explorando no

software GeoGebra relagdes entre ele € o volume de um cubo, como, por exemplo,

4 . . . -
3 nr3 = a3, e identificando aproximagcdes ao valor de 7.

4.2.4.3 O problema da area

Esta atividade tem como objetivo determinar a drea compreendida sob a curva da
pardbolay = x? e o eixo x no intervalo de 0 até 1, aplicando a estratégia de célculo por
aproximacao, que consiste em explorar e comparar a area desejada com a de outras
regides conhecidas.

A atividade foi pensada e elaborada segundo a quadratura da pardbola proposta
por Fermat (BOYER, 2010), que consiste em subdividir o intervalo desde x = 0 até x =
a em uma infinidade de subintervalos, aproximando a area sob a curva por meio de
retangulos construidos a partir desses subintervalos. Durante o desenvolvimento pratico
da atividade com os estudantes, essa forma de abordagem foi proposta com o intuito de
fomentar e/ou complementar a investigagdo em desenvolvimento. A estrutura elaborada
em forma de roteiro (APENDICE A) foi usada como orientago e tutoria em momentos
especificos e direcionados, € o desenvolvimento central da investigacdo foi motivado
pelas ideias, didlogos, criagdes e exploragdes feitas pelas duplas. Os quadros abaixo
apresentam uma possivel abordagem para essa atividade, bem como alguns

questionamentos propostos durante o seu desenvolvimento pratico.



Quadro 19: Apresentagao da atividade 3

Atividade: Determine a area de uma regido S (Figura 1) que estd sob a pardbola
y = x%com0<x<1.

Figura 1: Regido parabdlica S

Fonte: Dados da Pesquisa.

Quadro 20: Etapa 1 — Instrugdo para inicio da atividade 3

1. Construgdo da pardbola no intervalo 0 < x < 1 e da regido S.

+

a) Clique no campo “Entrada” , digite “Funcdo”, escolha a

~ Fungéo( <Funcédo>, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final= )
op¢ao

clicando sobre ela e, em seguida, digite dentro dos parénteses “x?, 0,1”.

: &«
Pressione a tecla “Enter”

b) Construa um segmento de reta vertical delimitando a regido S. Para isso

clique na aba “Reta” ~" ¢ selecione a ferramenta “Segmento™ T
em seguida clique com o mouse nas posi¢oes (1,0) e (1,1) na “Janela de
> g q p g 5 9

visualizagao 2”.

Fonte: Dados da Pesquisa.
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Figura 14: Construcdo da regido S
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Fonte: Dados da Pesquisa.

Para a constru¢ao do cenario de investigagdo que o enunciado apresenta, foi
solicitado que as duplas consultassem o material impresso entregue (APENDICE A) ¢
desenvolvessem as primeiras orientacdes (Quadro 20). Apos a construgdo e ainda nessa
etapa da atividade, os participantes na producao de dados desta pesquisa foram desafiados
por meio de um questionamento (Quadro 21) a apresentar, de modo oral, ideias e/ou
comentarios iniciais com relacdo a area da regido construida e instigados a pensar em uma

possivel comparag@o com a de outras regides ja conhecidas.

Quadro 21%*: Questionamento da primeira etapa da atividade 3

c) O que podemos observar ¢ discutir inicialmente com rela¢do a area da

regido S? E possivel compara-la com de outras regioes?

Fonte: Dados da Pesquisa.

Na segunda etapa da atividade, as duplas foram convidadas a construir com o
GeoGebra suas ideias iniciais de aproximacao. A exploragdo ocorreu com o uso de regides
que excediam a inicial e a comparagao usada foi de um para um, ou seja, a regido em
investigacdo era comparada com apenas uma outra regido por vez, em sua totalidade
(exemplo: comparar a area da regido S com a area de um quadrado). O Quadro 22
apresenta um possivel desdobramento para essa etapa da investigagdo, elaborado

previamente pela pesquisadora e usado de modo indireto com os estudantes.

14 Corregdo: onde esta escrito ... compard-la com de..., deve ser lido ... compard-la com a de... O texto
escrito no Quadro 21 segue a versdo original entregue de forma impressa aos estudantes.
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Quadro 22: Possiveis aproximagdes a regido S

2. Construcdo das primeiras aproximagoes a regiao S.

.
™
29 |

a) Clique na aba “Poligono
quadrado com vértices em (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1).

e construa na “Janela de visualiza¢do 2” um

b) Construa um tridngulo com vértices em (0,0), (1,0) e (1,1). Para isso, use

novamente a aba “Poligono” *~

Fonte: Dados da Pesquisa.

O Quadro 23 apresenta alguns questionamentos que contribuem com o0
desenvolvimento da investigacdo e exploragdo por parte das duplas, bem como agucam
os estudantes a aprimorar a ideia inicial ou mesmo buscar outras estratégias de

desenvolvimento para a atividade.

Quadro 23: Questionamentos da segunda etapa da atividade 3

c) Podemos considerar a area desse tridangulo como uma “boa aproximag¢ao”
para area da Regido S? Se for uma boa aproximagao, ¢ possivel encontrar

uma melhor?

Fonte: Dados da Pesquisa.

O primeiro questionamento traz especificamente a comparagdo com a area do
tridngulo, mas a sugestao ¢ de que ele seja adaptado a qualquer figura que os estudantes
estejam explorando. O questionamento: O que devemos fazer para obter essa melhor
aproximacao? também foi incorporado no desenvolvimento dessa e de outras etapas da
atividade, com o proposito de que os participantes externem seus pensamentos por meio
de um dialogo e/ou constru¢do no GeoGebra.

Esses questionamentos foram sempre colocados quando os estudantes esbocavam
indicios de finalizagao de alguma etapa da investigagdo, convidando-os a refletir sobre o
caminho escolhido, o percurso desenvolvido e o valor encontrado. Desse modo, a
atividade segue o carater investigativo e exploratorio, possibilitando aos participantes a
construgdo de novos cendrios, o aprimoramento das ideias ja em execugdo e/ou a iniciagdo
de uma nova sequéncia de ideias.

Na terceira etapa da atividade, as duplas seguiram explorando suas ideias, mas
agora dividindo a regido inicial em outras regides menores ¢ usando a comparagao um
para varios, isto €, a regido inicial foi dividida em outras regides menores, sem

sobreposi¢do, € a comparagdo sugere que a soma da area dessas varias regides menores
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aproxima-se da area sob a curva da parabola proposta. O Quadro 24 apresenta um
possivel desdobramento elaborado pela pesquisadora para essa etapa da investigagao.
Assim, sua exploragdo e desenvolvimento com os estudantes deu-se ao término da
manifestagdo, investigagdo e exploracao das ideias emergentes das duplas, com o intuito

de ilustrar outro caminho que poderia ser trilhado nessa etapa da atividade.

Quadro 24: Etapa 3 — Possivel abordagem usando a comparagao um para varios

3. Divisdo da regido S em faixas.
a) Oculte o quadrado ¢ o tridangulo construido na Parte 2.
b) Dividir a regido S em cinco faixas de mesma largura. Para isso, construa

4 segmentos de retas verticais, igualmente espacados em x, clicando na

99 |« Segmento

D’/ .
aba “Reta” ~ e selecionando a ferramenta “Segmento
c) E possivel aproximar cada faixa a uma regido com lados retos? Qual

medida devemos considerar para a sua base e altura?

4. Construcao de retangulos usando as extremidades direitas e esquerdas das

faixas.

a

a) Selecione a ferramenta “Controle Deslizante” e clique em algum
lugar na “Janela de visualizacdo 2” distante das construcdes realizadas até
a Parte 3. Na janela “Controle Deslizante”, digite » em “Nome”;
selecione a op¢do “Inteiro”; em “Intervalo”, digite 0 (zero) em “min” e,
em “max”, digite 1 000 (um mil); em “Incremento” deixe o valor

Animacao

5(cinco); na aba “Animagdo” , em “Repetir”, selecione a

= Crescente (Uma Vez)

opcdo “Crescente (Uma Vez)” . Para finalizar,

clique no botdo “OK” m

* , digite “SomaDe”, escolha a

b) Clique no campo “Entrada”
opcao
SomaDeRiemannSuperior( <Funcéo=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final=, <Numero de Retangulos= )

clicando sobre ela e, em seguida, digite dentro dos parénteses “x2,0,1,n”.

. «
Pressione a tecla “Enter”

+

c) Clique no campo “Entrada” , digite “SomaDe”, escolha a

opcao




SomaDeRiemannlnferior( <Funcdo=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final=, <Numero de Retdngulos> )

clicando sobre ela e, em seguida, digite dentro dos parénteses “x?,0,1,n”.

: «
Pressione a tecla “Enter”

d) Mova o “Controle Deslizante” até n = 5 e )

e) Oculte uma construgéo por vez para melhor observagao.

f) Quais estimativas sdo possiveis fazer para a area de S?

9) E possivel repetir esse procedimento com um nimero maior de faixas? O

que ¢ esperado que acontega?

5. Célculo da area da regidao S aumentando o nimero de faixas.

a) Deixe visivel na “Janela de visualizagdo 2” apenas os objetos construidos

nas Partes 1 e 4.

b) Clique no “Menu Exibir” @ ¢ selecione a opgo  Flanna

c) Na “Janela de Algebra” clique com o botdo direito do mouse sobre o
objeto “Controle Deslizante” e selecione “Gravar para a Planilha de

Gravar para a Planilha de Calculos

Calculos” . Repita essa ag¢do para os

objetos “SomaDeRiemannSuperior” e “SomaDeRiemannInferior”.

®

d) Anime o “Controle Deslizante” clicando no botdo “Play” presente no
lado direito do objeto na “Janela de Algebra”.
e) Qual ¢é o valor da area da Regido S? O que acontece se aumentarmos a

quantidade de casas decimais?

Fonte: Dados da Pesquisa.
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A Figura 15 e a Figura 16, a seguir, foram elaboradas pela pesquisadora com o

intuito de ilustrar as etapas 4 e 5, respectivamente, presentes no Quadro 24.
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Figura 15: Aproximacdo da 4rea desejada por areas de retangulos com n =5
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Fonte: Dados da Pesquisa.

Figura 16: Aproximagao da area desejada usando a animacao do “Controle deslizante”
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Fonte: Dados da Pesquisa.

4.2.4.4 O problema do volume

Esta atividade leva a proposta de investigacdo apresentada na atividade anterior
para o ambiente 3D e tem como objetivo determinar o volume compreendido entre a
superficie do paraboloide de revolugdo y = x* e o plano y = 1, aplicando a estratégia de
calculo por aproximagdo, que consiste em explorar e comparar o volume desejado com o
de outros solidos.

A atividade foi pensada e elaborada segundo as Proposicoes 19, 20, Sobre

conoides e esferoides de Arquimedes (BARON, 1985), que consiste em obter se¢des por
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meio da intersecdo de um paraboloide de revolu¢do com planos, inscrevendo e
circunscrevendo, em cada uma dessas se¢des, uma outra figura sélida (cilindros ou tronco
de cilindros com alturas iguais), identificando assim duas aproximagdes para o volume
desejado, uma por falta (soma dos volumes dos cilindros inscritos) e outra por excesso
(soma dos volumes dos cilindros circunscritos).

Durante o desenvolvimento pratico da atividade com os estudantes, essa forma de
abordagem foi proposta com a finalidade de fomentar e/ou complementar a investigagao
em desenvolvimento. A estrutura elaborada em forma de roteiro (APENDICE A) foi
usada como orientagdo e tutoria em momentos especificos e direcionados, € o
desenvolvimento central da investigacdo foi motivado pelas ideias, didlogos, criagcdes e
exploragdes feitas pelas duplas. Os quadros abaixo apresentam uma possivel abordagem
para essa atividade usando o GeoGebra, bem como alguns questionamentos propostos

durante o seu desenvolvimento pratico.

Quadro 25: Apresentacao da atividade 4

Atividade: Determine o volume do paraboloide (Figura 1) obtido pela revolugdo
em torno do eixo y da curvay =x? com —1 <x < 1.

Figura 1: Superficie de revolugao

Fonte: Dados da Pesquisa.



Quadro 26: Etapa 1 — Instrugdo para inicio da atividade 4

1. Construcao da superficie de revolugdo no intervalo —1 < x < 1 utilizando o

GeoGebra.

=+

a) Clique no campo “Entrada” , digite “Funcao”, escolha a

~ 2o( < 30> < | icials < : -
opgio Funcgéo( <Funcéo=>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final= )

clicando sobre ela e, em seguida, digite dentro dos parénteses “x?, —1,1”.

. «
Pressione a tecla “Enter”

@

b) Abra a janela de visualizagdo 3D clicando em , presente no canto

superior direito, seguido de e escolha a opgdo “Janela de Visualizagao

3D” 4. Janela de Visualizacédo 3D

c) Oculte a “Janela de Visualizagdo” clicando em , seguido de “Fechar”

Fechar

.. . . . . 7N .
d) Posicione o Eixo Y como vertical. Para isso clique em =, seguido de

eixo y é vertical

e selecione a opg¢do . Acesse também o icone ,

escolhendo a opcao

+

e) Clique no campo “Entrada” , digite “Superficie”, escolha a

- Superficie( <Curva=, <Angulo>, <Reta= ) .
opgao clicando sobre ela e, em

seguida, digite dentro dos parénteses
“nome da fungao do item 1gerado pelo GeoGebra, 2, EixoY”.

: &«
Pressione a tecla “Enter”

Fonte: Dados da Pesquisa.
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Para a constru¢do do cendrio de investigagdo que o enunciado apresenta, foi

solicitado que as duplas consultassem o material impresso entregue (APENDICE A) ¢

desenvolvessem as primeiras orientagoes (Quadro 26). Apos a construgdo e ainda nessa

etapa da atividade, os participantes da produ¢do de dados desta pesquisa foram desafiados

por meio de um questionamento (Quadro 27) a explorar as ferramentas do software

GeoGebra e a apresentar ideias e/ou comentarios iniciais com relagdo ao célculo do

volume desejado.
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Quadro 27: Questionamento da primeira etapa da atividade 4

f) E possivel usar a ferramenta “Volume” apresentada pelo GeoGebra para
calcular o volume desejado nesta atividade? Qual(is) estratégia(s)

podemos utilizar para resolver o que esta sendo proposto?

Fonte: Dados da Pesquisa.

E valido o esclarecimento de que o software GeoGebra ndo apresenta uma
ferramenta capaz de calcular o volume do paraboloide que estd em investigacao, uma vez
que o objeto construido segundo as orientagdes do Quadro 26 ¢ uma superficie de
revolugdo, ndo um solido. Por isso ¢ sugerido que os estudantes busquem outras
estratégias para desenvolver a atividade.

A segunda etapa da atividade foi pensada segundo a ideia de investigar o volume
do paraboloide buscando aproximagdes com o volume de outros solidos, mas usando a
comparagdo de um para um, ou seja, o volume em investigagdo era comparado com
apenas um outro por vez, em sua totalidade (exemplo: comparar o volume do paraboloide
com o de um cone). O Quadro 28 apresenta um possivel desdobramento para essa etapa
da atividade, que segue a comparagdo de um para um. E importante ressaltar que no
desenvolvimento pratico da atividade, nem sempre as duplas iniciaram por esse caminho,
alguns estudantes ja buscavam a comparacao do volume do paraboloide com mais de um
solido por vez, realizando assim a comparagao de um para varios, o que acredito ter sido

influenciada pela atividade anteriormente realizada (O problema da drea).

Quadro 28: Possiveis aproximagdes para o volume do paraboloide

2. Construcao das primeiras aproximagdes ao volume do paraboloide.

A
99 | dige

a) Clique na aba “Piramide , selecione a ferramenta “Cilindro” & ©'"*

e construa na “Janela de visualizagao 3D um cilindro com centro da base
em (0,0,0), raio e altura igual a 1.

b) Construa um cone com vértice em (0,0, 0), raio e altura igual a 1. Para

A
e )

1sso, use novamente a aba “Piramide”

é Cone

e selecione a opgao “Cone’

Fonte: Dados da Pesquisa.

O Quadro 29 apresenta alguns questionamentos que contribuem com o
desenvolvimento da investigag¢do e exploragdo por parte das duplas, bem como agucam

os estudantes a aprimorar a ideia inicial ou mesmo buscar outras estratégias de



89

desenvolvimento para a atividade.

Quadro 29: Questionamentos da segunda etapa da atividade 3

c) Podemos considerar o volume desse cone como uma “boa aproximag¢ao”
para o volume do paraboloide? Se for uma boa aproximacgao, ¢ possivel

encontrar uma melhor?

Fonte: Dados da Pesquisa.

O primeiro questionamento traz especificamente a comparacao com o volume do
cone, mas a sugestdo ¢ de que ele seja adaptado a qualquer figura que os estudantes
estejam explorando. O questionamento: O que devemos fazer para obter essa melhor
aproximag¢ao? também foi incorporado no desenvolvimento dessa e de outras etapas da
atividade, a fim de que os participantes externem seus pensamentos por meio de um
dialogo e/ou construcdo no software GeoGebra.

Em todas as etapas das atividades pensadas e elaboradas para essa pesquisa, esses
e outros questionamentos foram pensados e colocados quando os estudantes esbogavam
indicios de finalizacdo de alguma etapa da investigacdo, convidando-os a refletir sobre o
caminho escolhido, o percurso desenvolvido e o valor encontrado. Desse modo, as
atividades seguem o carater investigativo e exploratério, possibilitando aos participantes
a constru¢ao de novos cenarios, o aprimoramento das ideias ja em execu¢dao e/ou a
iniciacdo de uma nova sequéncia de ideias.

A terceira etapa da atividade traz um ambiente para a investigacdo do volume do
paraboloide que envolve a constru¢ao de mais de um solido por vez, fazendo uso da
comparagado um para varios, isto €, o solido inicial € dividido em outros s6lidos menores,
sem sobreposicao, ¢ a comparacao sugere que a soma do volume desses varios sélidos
menores se aproximaria do volume do paraboloide proposto. O Quadro 30 apresenta um
possivel desdobramento para essa forma de abordagem. A exploracio e o
desenvolvimento com os estudantes dos passos sugeridos a seguir se deu ao término da
manifestagdo, investigacao e exploragdo das ideias emergentes das duplas, com o intuito
de fomentar as discussdes e/ou ilustrar outro caminho que poderia ser trilhado nessa etapa

da atividade.
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Quadro 30: Etapa 3 — Possivel abordagem para a atividade 4 usando a comparagdo um

para varios

3. Divisdo do eixo do paraboloide em partes iguais.

a) Oculte o cilindro e o cone construido na Parte 2, clicando sobre o icone
®  de cada objeto, presente na “Janela de Algebra” do lado esquerdo da

. P , O ~ ,
tela. Ao fazer isso, o icone ficara branco . Essa acao sempre sera
realizada quando for necessario ocultar ou expor um objeto construido.

b) Dividir o eixo do paraboloide em cinco partes iguais de comprimento 0,2.

Para isso, construa 5 pontos sobre o eixo y, igualmente espacados e
. . A
compreendidos entre 0 e 1, selecionando a ferramenta “Ponto™ ' *

. e~ . 1 2 3 4
) Aproveite a divisdo para construir os planos y = SY=oy=oy=ce

+

y = 1. Para isso, Clique no campo “Entrada” e digite cada

uma das equacdes fornecidas, pressionando a tecla “Enter” < entre
uma e outra.

d) Considerando as intersegoes do paraboloide com os planos (segdes
transversais), ¢ possivel construir um so6lido usando-as como base? Qual
solido permitira uma melhor aproximagdo ao céalculo do volume do

paraboloide? Qual medida devemos considerar para a sua altura e raio?

4. Construgdo de cilindros inscritos e circunscritos.

a) Oculte os planos construidos na Parte 3.

. e g | A . o . | B4 cilind
b) Clique na aba “Pirimide” “* selecione a ferramenta ‘Cilindro & cinaro

e construa na “Jancla de visualizagdo 3D” inicialmente os cilindros
inscritos ao paraboloide. Chegando a ilustra¢ao da Figura 2.

Figura 2: Cilindros inscritos ao paraboloide

Fonte: Elaboracdo propria com o GeoGebra
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¢) Oculte os cilindros construidos no item anterior.
d) Construa na “Janela de visualizacdo 3D” os cilindros circunscritos ao
paraboloide. Chegando a ilustragdo da Figura 3.

Figura 3: Cilindros circunscritos ao paraboloide

Fonte: Elaboragdo propria com o GeoGebra

e) Quais estimativas sdo possiveis fazer para o volume do paraboloide?
f) O que acontece se repetirmos esse procedimento aumentando o nimero

de divisdes do eixo do paraboloide?

5. Calculo do volume do paraboloide aumentando o numero de divisdes do eixo
do paraboloide.
a) Explore o aumento sugerido considerando os cilindros inscritos e
circunscritos.
b) Qual é o valor do volume do paraboloide? O que acontece se aumentarmos

a quantidade de casas decimais?

Fonte: Dados da Pesquisa.

O desdobramento apresentado no Quadro 30 ¢ composto por cilindros inscritos
(Figura 17) e circunscritos (Figura 18) ao paraboloide, cujo calculo aproximado do
volume desejado parte da comparagdo com a média aritmética entre a soma dos volumes
dos cilindros inscritos e dos cilindros circunscritos. Isso porque ao calcular a soma dos
volumes dos cilindros inscritos (V;) e a soma dos volumes dos cilindros circunscritos (V,),
¢ possivel obter estimativas inferior e superior para o volume do paraboloide (V). Assim,
uma resposta possivel para a questao ¢ dizer que o verdadeiro volume desejado estd em

algum lugar entre V; e V, e uma boa estimativa ¢ obtida fazendo-se a média aritmética

Vi+Ve
_2 .

desses nameros: V =
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Figura 17: Aproximacao do volume desejado usando cilindros inscritos ao paraboloide
e com o eixo de rotacdo dividido em 5 partes iguais

€2 GeoGebra Classic - o
Rla > PB® A @ LN 5 &

fx) =, (0<x<1) =N ! L] ON=JIE- I

g

a = Superfcie(f, 360°, EixoY)

u cos(v)
- ( Sew'_u-;l.u’))
u (—sen(v))

A = Interseg3o(EixoX, EixoY)

- (0,0,0)

B = Ponto(EixoY)

~ (0.02,0) ®
C = Ponto(EixoY) i
— (0.04,0)

D = Ponto(EixoY)

— (0.06,0) (O]

E = Ponto(EioY)

— (0.08,0) ®

F = Ponto(EixoY)

~ (0.1,0) ©

b: Cilindro((A,B,0.2)

- 013

Fonte: Dados da Pesquisa.

Figura 18: Aproximacao do volume desejado usando cilindros circunscritos ao
paraboloide e com o eixo de rotagdo dividido em 5 partes iguais

€2 GeoGebra Classic - o

Rler b ed@ LN D se Q

g

f(x) =, (0<x<1) N I # DC % i

a = Superficie(f, 360", EixoY)

u cos(v)
- (Se(o;u;l.u’))
u (~sen(v))

A = Intersecio( EixoX, EixoY)

~ (0,0.0)

B = Ponto(EixoY)

~ (0.02,0) ®
C = Ponto(EixoY)

— (0.04,0) (O]
D = Ponto(EixoY) :
~ (0.06.0) ®
E = Ponto(EixoY) i
~ (0.08,0) ®

F = Ponto(EixoY)

— (0,1,0) ©

e °* Cilindro(A, B, V02)
- 013

Fonte: Dados da Pesquisa.

4.2.4.5 A relagdo entre os volumes

Esta atividade tem como objetivo convidar os estudantes a investigar as seguintes

relagdes entre o volume de um cilindro, um paraboloide € um cone de mesma base e
. 3 1 .. . 1 ..
altura: paraboloide = S cone; cone = ECledro; paraboloide = Eczlmdro; e que

sdo emergentes em O Método, Proposi¢dao 4 de Arquimedes “Qualquer segmento de um

conoide reto (isto ¢, um paraboloide de revolugdo) secionado por um plano perpendicular
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o 1 .
ao eixo ¢ igual a 1 5 vezes o cone que tem a mesma base ¢ 0 mesmo eixo do segmento”

(BARON, 1985, p.50).

Sua aplicacdo € sugerida apos a investigagdo do volume do paraboloide, assim os
estudantes podem resgatar a discussao anterior e o valor aproximado assumido como o
desfecho, para ter um ponto de partida na nova investigagao.

Durante o desenvolvimento pratico da atividade, os estudantes foram orientados
a desenvolver os passos do roteiro impresso que foi entregue. Esse documento
apresentava instrugdes para a construcdo do cendrio de investigacdo no sofiware
GeoGebra que envolve a construgao de trés solidos em um mesmo ambiente (Figura 19),
bem como alguns questionamentos que foram discutidos e fomentaram as exploragdes e
ideias dos participantes. Todos esses elementos podem ser vistos no Quadro 31, Quadro
32 e Quadro 33 a seguir.

Quadro 31: Apresentacao da atividade 5

Atividade: Determine, se existir, as relacoes entre os volumes de um cilindro, um

paraboloide e um cone de mesma base e altura.

Figura 1: Sélidos

Fonte: Dados da Pesquisa.



Quadro 32: Instrucdo para inicio da atividade 5

1. Construcao dos solidos utilizando o GeoGebra.

=+

a) Clique no campo “Entrada” , digite “Funcdo”, escolha a

3 ao( < A0=, < ! icial=. < inal=
opcdo Fung&o( <Funcéo>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> )

clicando sobre ela e, em seguida, digite dentro dos parénteses “x?, —1,1”.

: &
Pressione a tecla “Enter”

b) Abra a janela de visualizagdo 3D clicando em » , presente no canto
superior direito, seguido de e escolha a opgdo “Janela de Visualizagao
3D” & Janela de Visualizacéo 3D

¢) Oculte a “Janela de Visualizagdo” clicando em , seguido de “Fechar”

Fechar

d) Posicione o Eixo Y como vertical. Para isso clique em =, seguido de

eixo y & vertical

e selecione a opcao . Acesse também o icone ,

escolhendo a opg¢ado

+

e) Clique no campo “Entrada” , digite “Superficie”, escolha a

- Superficie( <Curva=, <Angulo>, <Reta= ) .
opcao clicando sobre ela e, em

seguida, digite dentro dos parénteses
“nome da funcgao do item 1 gerado pelo GeoGebra, 2m, EixoY”.

: «
Pressione a tecla “Enter”

. P . . o . | B3 cilind
f) Clique na aba “Pirdmide” “*, selecione a ferramenta ‘Cilindro g ciindro
e construa na “Janela de visualiza¢ao 3D” um cilindro com centro da base
em (0,0,0), raio e alturaigual a 1.

g) Construa um cone com vértice em (0,0, 0), raio e altura igual a 1. Para
isso, use novamente a aba “PirAmide” “*

525 Cone

e selecione a opcao “Cone”

Fonte: Dados da Pesquisa.

94
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Quadro 33: Questionamentos da atividade 5

h) Como podemos calcular o volume desses solidos usando o GeoGebra? E
possivel relacionar esses valores?

i) Como podemos generalizar essa relagao?

Fonte: Dados da Pesquisa.

Figura 19: Constru¢do de um cilindro, um paraboloide e um cone de mesma base e
altura

- o
P> PBO L@ LN D S5 Q

f(x) = Se(0 < x < 1.%)

®

<o ((0) sx<(1)

a = Superficie(f,360°. EixoY)

® u cos(v)
- (su(oy u<(1).0)
u (—sen(v))

A = Interse3o(EixoX, EixoY)
- (0,0,0)

B = Ponto(EixoY)

- (0,1.0) ®
b : Cilindro(A, B, 1)

- 314

g Cone(B,A, 1)

— 105

Fonte: Dados da Pesquisa.

Durante a exploragdo e desenvolvimento das ideias, os estudantes puderam fazer
uso do proprio GeoGebra para consultar e/ou calcular algum valor, por meio da
calculadora do computador e utilizando folhas de papel para desenvolver algum célculo
ou fazer anotacdo. A estratégia mais recorrente entre as duplas foi o comparativo de um

para um ¢ a validagao das suposigdes utilizando a calculadora.

4.2.5 Meétodo de analise de videos ¢ descri¢ao dos dados

Na busca pela compreensao de como os estudantes pensam e raciocinam sobre um
conjunto de ideias matematicas, a analise dos dados desta pesquisa teve inicio durante o
desenvolvimento das sessdes de experimento de ensino, uma vez que ja era possivel
observar e constatar a manifestacdo de alguns aspectos do PD (Nog¢do de limite e
continuidade; No¢do de infinitésimo; Conceito de integral definida; e/ou Concepg¢do
visual-geométrica) por parte dos participantes da producdo de dados desta pesquisa em
alguns momentos da investigagdo como, por exemplo, na estratégia de buscar o valor de

uma area desconhecida por comparagdo com areas de figuras ja conhecidas por eles.
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A fim de validar as primeiras percepgoes da pesquisadora frente aos aspectos do
PD emergentes na pesquisa e estudar detalhadamente todos os discursos e construgoes
dos estudantes em cada uma das atividades propostas, os registros audiovisuais foram
revistos com a frequéncia e os métodos adequados para concluir a transcricdo dos
didlogos e de alguns gestos realizados pelos participantes. Essas informagdes foram
trabalhadas e codificadas em um quadro segundo o modelo analitico para estudar o
desenvolvimento do pensamento matematico proposto por Powell, Francisco e Maher
(2004). Esse modelo se apoia em um estudo transversal e longitudinal sobre o
desenvolvimento de ideias de um grupo focal de estudantes e foi desenvolvido com a
intensdo de por em movimento as hipdteses sobre fases apropriadas de analise (POWELL;
FRANCISCO; MAHER, 2004). Os autores empregam uma sequéncia de sete fases

interativas e ndo lineares, que sdo descritas no Quadro 34, a seguir.

Quadro 34: Modelo de analise de video

Fase Descricao

O pesquisador busca uma familiarizagdo com o conteudo dos
arquivos audiovisuais em sua totalidade, assistindo e ouvindo
varias vezes, sem impor intencionalmente uma lente analitica
especifica sobre o que observou.

O pesquisador escreve breves descrigoes codificadas no tempo
Descrever os | de um conteudo do video. A duracao dos intervalos de tempo €
escolha do proprio pesquisador, bem como o critério
estabelecido. E importante que nessa fase as descri¢des sejam
de fato descritivas e ndo interpretativas ou inferenciais.

O pesquisador revé cuidadosamente os arquivos audiovisuais e
Identificar identifica eventos criticos. Um evento ¢ considerado critico
quando demonstra uma significativa ou constante mudanga em
relagdo a uma compreensdao prévia, um salto conceitual em
relagdo a uma concepcao anterior.

O pesquisador transcreve eventos criticos para analisar com
atencdo elementos como linguagem e fluxo de ideias. As
Transcrever | transcricdes também ocorrem quando por¢des dos dados de
video fornecem evidéncia para assuntos analiticos ou tedricos
relativos a pergunta norteadora da pesquisa.

O pesquisador foca sua atengao no conteudo dos eventos

Observar
atentamente aos
dados do video

dados do video

eventos criticos

Codificar criticos e os cddigos sdo definidos em relagdo a pergunta
norteadora da pesquisa ou aos temas emergentes.
Construir o O pesquisador examina com atengao e intensivamente codigos

identificados e seus respectivos eventos criticos, e tenta
discernir uma narrativa emergente € envolvente sobre os dados.
Compor a O pesquisador explora uma interpretagdo particular do todo
usando os dados como evidéncia, produzindo, dessa forma,

uma narrativa escrita.
Fonte: Powell, Francisco e Maher (2004).

enredo

narrativa
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Durante a breve revisdo da literatura sobre metodologia de video, chamada assim

pelos autores, Powell, Francisco e Maher (2004) comentam que:

Em tempos atuais, a capacidade de gravar em video e desvelar momento-a-
momento de sons e imagens de um fendmeno tem se transformado numa ampla
e poderosa ferramenta da comunidade de pesquisa em Educagdo Matematica.
Utilizando os registros de video como dados, pesquisadores tém produzido
descricdes fascinantes de professores e estudantes em cenarios clinicos e de
sala de aula envolvidos numa matriz de tarefas matematicas (POWELL;
FRANCISCO; MAHER, 2004, p.4).

A maior dificuldade para a transcricdo dos registros audiovisuais € que existem
dados de mais para serem analisados, o que leva o pesquisador a ter que decidir quais
aspectos de um determinado fluxo continuo de didlogo e comportamentos sdo mais
relevantes para o contexto e a pergunta norteadora da pesquisa que esta sendo proposta.

Para essa pesquisa, os eventos criticos foram relacionados aos momentos nos
quais os estudantes realizaram a construcdo (visual ou ndo) de alguma aproximacao para
a area ou para o volume do objeto investigado. Os cddigos definidos estdo relacionados
a pergunta norteadora e os aspectos do PD emergentes durante o desenvolvimento das
atividades, e sdo: Nogdo de limite e continuidade; Nogdo de infinitésimo; Conceito de
integral definida; e/ou Concepgdo visual-geométrica. A narrativa ¢ composta por um
quadro representando os momentos de manifestacdo de algum aspecto do PD por parte
dos estudantes.

Desse modo, no Capitulo 5 a seguir, apresento transcrigdes de momentos
considerados por mim como sendo criticos, analisados momento a momento, que
ocorreram nas sessoes de ensino realizadas com os participantes da producdo de dados
dessa pesquisa. Também trago ilustragdes das construcdes feitas pelos estudantes com o

GeoGebra.
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5. ANALISE E DISCUSSAO DOS DADOS

Neste capitulo, apresento os dados produzidos por duas duplas de estudantes que
participaram desse estudo, trago alguns comentarios e apontamentos, te¢o uma relacao
entre o percurso trilhado pelos estudantes e os aspectos do PD emergentes, e apresento
alguns diagramas para ajudar na compreensao dos dados e na discussao final (Capitulo

6) desta pesquisa.

5.1 Proposta de analise e discussido dos dados

Almejando responder a pergunta de pesquisa desta dissertacdo: Quais aspectos do
PD e do pensar-com-GeoGebra emergem quando estudantes do Ensino Médio investigam
atividades sobre o cadlculo de dreas e volumes? nesta se¢do, apresento a proposta que foi
incorporada no desenvolvimento da anélise dos dados dessa pesquisa.

Os dados apresentados foram produzidos a partir da realizacao de duas sessoes de
ensino (STEFFE; THOMPSON, 2000) com duas duplas de estudantes do Ensino Médio.
Seguindo a ideia de amostragem para pesquisa qualitativa proposta por Marshall (1996),
o critério de selecao empregado para a escolha dessas duplas, dentre as seis que
participaram da producdo de dados, foi: amostra de conveniéncia, devido a qualidade do
audio quando comparado com as demais gravagdes; amostra de julgamento, diante das
observagdes feitas durante a realizacdo das sessdes de ensino; € amostra tedrica, pelo
embasamento e estruturagdo de aspectos do PD feita por esta pesquisa no Capitulo 2.

A primeira dupla, composta por Bianca e Livia, produziu os dados diante das
atividades Quadratura do circulo e Cubatura da esfera. Cada atividade foi pensada-com-
GeoGebra e explorada em uma sessdo de ensino. As estudantes estavam matriculadas no
1° ano do Ensino Médio da Escola Estadual Padre Cesare Toppino, na cidade de Lavinia-
SP.

A segunda dupla era composta por Janaina e Matheus. Ambos os estudantes
estavam matriculados na mesma escola que a dupla anterior, mas pertenciam ao 3° ano
do Ensino Médio. As atividades pensadas-com-GeoGebra e exploradas por essa dupla
foram: O problema da area, O problema do volume e A relagdo entre os volumes. Nesse
caso, a primeira atividade foi trabalhada em uma sessao de ensino e as demais em outra.

Esta pesquisa apresenta o registro dos procedimentos e raciocinios empregados

pelos estudantes em filmagens de todas as sessdes de ensino, captacdo da tela do
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computador e webcam, criagdo de arquivos individuais de cada exploracgdo e investigacao
feita pelos estudantes no GeoGebra, e anotagdes em folha de papel.

Para analisar os videos, segui 0 modelo proposto por Powell, Francisco ¢ Maher
(2004) (ver Quadro 34, subsecdo 4.2.5, Capitulo 4, dessa dissertacdo), que apresenta
uma sequéncia de sete fases interativas e ndo lineares. Uma dessas fases consiste na
identificacao de eventos criticos. Nesta pesquisa esta sendo considerado como evento
critico os momentos nos quais os estudantes realizaram a construcao (visual ou ndo) de
alguma aproximacao para a area ou o volume do objeto investigado. Esses momentos sao
apresentados e codificados nas proximas se¢des desse capitulo.

A codificagdao empregada neste trabalho segue a proposta apresentada por Barbosa
(2019), que consiste na constru¢ao de diagramas moldados por linhas horizontais e
colunas. Em cada linha ¢ evidenciado um aspecto do pensamento que esta sendo
observado, as colunas s3o construidas de acordo com o tempo de duragdo do evento
critico e as células sdo coloridas de acordo com o momento em que houve a emersao de
determinado aspecto do pensamento. Adequando a proposta aos dados desta pesquisa
(Figura 20), as linhas horizontais apresentam os aspectos do PD considerados neste
estudo; as colunas sao construidas de acordo com o tempo de duragdo do evento critico,
contado em minuto; as células recebem a cor verde para indicar o aspecto do PD
identificado, a cor laranja para indicar a troca de ferramenta (uso) no GeoGebra e a cor
roxa para evidenciar uma contagem maior de tempo na coluna. Para essa codificacao,
foram considerados apenas os momentos nos quais a dupla iniciou uma constru¢ao (visual

ou ndo) e finalizou de modo a validar alguma aproximagdo ao valor desejado.

Figura 20: Exemplo para realizag¢do da leitura dos diagramas presentes no Capitulo 5

Célula verde: indica
a mavifestagdo de
determinado

Coluna: indica 1 winato
de agdo dos estudantes

Livha: apresenta aspecto do PD,
0s aspectos do PP Nogao de limite ¢ durante o minuto
9 continuidade em andlise
Nogao de infinitésimo
Conceito de integral
definida
Concepgao visual-
geométrica
Célula laravia: carrega a Célula roxa: carreaa a

represevtatividade da verde

e evidencia o minuto em que

houve troca de ferramenta
(uso) wo GeoGebra

represevtatividade da laravja
¢ indica wma contagem maior
de tempo para a coluna

Fonte: Dados da Pesquisa.
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Os aspectos do PD que sdo discutidos e evidenciados pelos dados desta pesquisa
foram estruturados em um quadro e apresentados no Capitulo 2. Entretanto, considero
importante o resgate de tais elementos para melhor compreensdo do atual capitulo. O

Quadro 35 a seguir ilustra essa retomada.

Quadro 35: Aspectos do PD

Aspecto Caracterizacao
Quando ha manifestacao de raciocinios e conclusdes
Nocgao de limite e envolvendo um processo de aproximacao a um valor
continuidade maximo ou minimo, apresentando uniformidade nos

elementos de investigacdo construidos.

Quando ha a manifestagdo de ideias relacionadas a
redu¢ao no tamanho de uma medida até que ela fique
0 mais pequena possivel, mas sem se anular. Essa
reducdo implica no aumento de reparticoes de um
intervalo ou no nimero de lados de um poligono
(inscrito e/ou circunscrito), por exemplo.

Quando ha a manifestacao de propostas envolvendo
o calculo de area e/ou volume por meio de intervalos
bem definidos.

Quando ha a manifestacdo de construcao de figuras
planas e/ou espaciais, bem como a andlise de figuras
para a manifestacao de raciocinios e conclusoes.
Fonte: Elaboragéo propria.

Nogao de infinitésimo

Conceito de integral
definida

Concepgao visual-
geométrica

5.2 Pensamento diferencial-com-GeoGebra envolvendo a Quadratura do circulo

A primeira sessdo de ensino de Bianca e Livia (estudantes do 1° ano do Ensino
Médio) foi realizada em 02 de dezembro de 2019 e teve inicio com um momento de
socializagdo com o GeoGebra (duragdo de 18 minutos e 40 segundos). Nessa

socializacdo, seguindo as minhas orientagdes, a dupla observou o layout do software;
explorou o campo de Entrada ( ) e as ferramentas Ponto ( *" ), Mover ( ¥ ),
Poligono (:\/' Foligoney = Poligono Regular (‘r:’b Poligono Reauary - A regq (EE A2y Circulo (
(9D Circulo: Centro & Raio): e aplicou o zoom por meio dos icones presentes no canto inferior
direito da tela ( ¢ e “) e com o botdo de rolagem do mouse. Ao final desse momento,
orientei que Bianca e Livia descartassem as construgdes feitas e iniciassem um novo
arquivo no GeoGebra.

A sessdo de ensino seguiu com um rapido dialogo introdutorio, em que propus que

a dupla construisse no GeoGebra um circulo de raio 1 e, observando o objeto, tentasse



101

lembrar como era calculado a area da regido limitada pela curva construida. Apés um
tempo de conversa entre as estudantes e eu, Livia lembrou algo que viu no 9° ano do
Ensino Fundamental e disse: “A gente tinha que usar... Eu ndo lembro muito como é que

b

é... Tinha o pi, ai tinha o raio...”, e depois completou: “Eu lembro que era raio ao
quadrado...”. Ao manifesto dessa memoria, propus que a dupla fizesse uso dessa formula
e calculasse a area que estdvamos buscando. Depois de concluirem que era 1, as convidei
a buscar esse mesmo resultado usando o software GeoGebra. Como as estudantes ainda
estavam imersas na socializacdo do software realizada no inicio da sessdo de ensino,
apresentaram dificuldade em articular seus pensamentos com a proposta da atividade.
Depois de realizarem algumas tentativas vinculadas as ferramentas Area (mzﬂ frea );

c’m/’ Distéancia, Comprimento ou Perimetro )

Distancia, Comprimento ou Perimetro ( ; e Circulo

definido por Trés Pontos (O Cireulo definido por Trés Pontosy 1 iuia perguntou: “Como que
calcula a area?”, e a busca por essa resposta, mediante o uso do software, continuou.
Toda essa primeira abordagem realizada pelas estudantes teve o tempo de duragao de 16

minutos e 53 segundos, e ¢ ilustrada pela Figura 21, a seguir.

Figura 21: Primeiros momentos de investigagdo da atividade Quadratura do circulo —
Bianca e Livia

Fonte: Dados da Pesquisa.

A fim de ilustrar alguns direcionamentos que a dupla pudesse seguir durante a
investigacdo, sugeri que as estudantes tentassem imaginar como esse problema era
investigado pelas antigas civilizagdes babilonicas, egipcias, hindus e chinesas, antes
mesmo de terem o conhecimento sobre o m. Disse que um caminho usado era a
aproximacao e que para aplicar essa ideia na figura desejada, essas civilizagdes usavam
como base a estratégia de explorar algo quer ja era conhecido.

A transcricdo abaixo apresenta registros dos momentos iniciais da segunda
tentativa de investigagdo da atividade feita por Bianca e Livia, em que, a partir das
manipulagdes no software GeoGebra seguintes, foi possivel identificar a emersao de trés

aspectos do PD: Nogao de limite e continuidade, Nogdo de infinitésimo ¢ Concepgdo
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visual-geométrica. O didlogo seguiu da seguinte forma:

Ana Rita: O que vocés acham que eles ja conheciam?
[estudantes pensativas]
Ana Rita: Pensando nesse contexto de area, ta? De calculo de
area. O queque vocés acham que eles ja conheciam para calcular
a area?
[Livia cochicha algo, mas ndo foi possivel transcrever por
problemas de dudio]
Bianca: A questdo do lado vezes lado...
Ana Rita: Lado vezes lado, a gente estd falando da area de que
figura?
Bianca: Ai seria a do quadrado, né?
Ana Rita: 4 do quadrado! O quadrado eles ja conheciam porque
ndo envolvia esse pi. Pi é estranho para a gente.
[Bianca comenta algo sobre o circulo, mas ndo foi possivel
transcrever por problemas de audio]
Ana Rita: Entdo, assim, a gente conhece a darea do quadrado, ndo
tem o pi para calcular... Qual outra darea que a gente conhece e
que ndo tem o pi para calcular?
Bianca: Retdngulo.
Livia: Triangulo.
Ana Rita: Retdngulo, triangulo... Entdo eles faziam isso. Todas
essas outras areas dessas figuras que tinham so lados retos, eles
ja sabiam trabalhar. Entdo para calcular a area de uma regido
desconhecida para eles, eles tentavam a aproximagdo usando
algo conhecido.

Diante dessa conversa, Livia, que estava com a mao sobre o mouse, voltou a sua

atencdo para as ferramentas de poligonos que o GeoGebra apresentava. Ela selecionou a

[} Poligono Regular

opc¢do Poligono Regular ( ) e, em seguida, explicitou a sua ideia para a
Bianca, que comentou algo e, entdo, Livia iniciou a constru¢do no GeoGebra.
Infelizmente, em virtude da qualidade do &udio nos arquivos de video que foram
gravados, ndo foi possivel transcrever esse didlogo entre Bianca e Livia. A construcao

feita pela dupla ¢ apresentada na Figura 22, a seguir.
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Figura 22: Construcdo concluida - Aproximacao area do circulo - Bianca e Livia (2*

tentativa)

‘ MVI_2746,MP4

Fonte: Dados da Pesquisa.

Nessa segunda tentativa feita pelas estudantes, ¢ possivel constatar a emersao do

aspecto do PD de Concepg¢ao visual-geométrica, quando a dupla recorre a construgao do

poligono. Pelo fato de o objeto ter sido construido de modo inscrito no circulo, também

¢ possivel constatar a emersdo do aspecto do PD de Nogdo de limite e continuidade. O

tempo entre a manifestacao da ideia, a socializacao e adequagao, e o inicio e a finalizagao

da construcao do objeto, ¢ de menos de um minuto.

A transcricdo abaixo apresenta o didlogo que seguiu a construgdo ilustrada na

Figura 22:

Ana Rita: Qual que deu a drea dessa regido ai?

Livia e Bianca: [olhando a janela de 4lgebra do GeoGebra] Dois
ponto trinta e nove.

Ana Rita: Dois ponto trinta e nove, para esse pentagono ai que
foi criado, né? Agora, vamos observar essa figura com a que nos
queremos procurar a area. Estda uma boa aproximag¢do? Vocés
acham, visualmente, assim: esta bacana, esta uma boa
aproximagado?

Bianca: Hum, acho que sim. Esta pegando a maior parte daqui.
Ana Rita: Sim, esta uma boa aproximag¢do. Agora a pergunta é:
da para melhorar?

Livia e Bianca: Dd!!!

Ana Rita: Da? Entdo vamos fazer isso.
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Bianca: E se fizesse outro poligono pegando essas partes aqui que
vocé ndo usou... Depois pegava as duas... Para fazer, tipo, sei ld...
Livia: Se a gente colocar mais lados?
Bianca: Ele vai ficar mais simplificado. Da certo!
Livia: Entdo vai!

A decisdao de continuar a exploragdo usando o poligono regular, novamente

enfatiza a emersao do aspecto do PD de Concepc¢ao visual-geométrica. Considero valido
pontuar que, diante do cenario de investigacao proposto (uso do software GeoGebra), esse
aspecto emergiu em todas as tentativas exploradas pela dupla. Nesse momento da
investigacao, também ¢ possivel constatar a emersao do aspecto do PD de Nogdo de limite
e continuidade, uma vez que na transcri¢ao acima estao presentes momentos envolvendo
a comparagao entre as areas (obtida e desejada) e a ideia de que existe um valor maximo
para a area investigada, sendo essa acdo referenciada pela estudante Bianca como “mais
simplificado”. O aspecto do PD de Nogdo de infinitésimo emerge diante da ideia exposta
por Livia envolvendo o aumento no numero de lados do poligono regular, que acaba
implicando na redu¢do do tamanho da medida de seus lados, como é possivel ver na

terceira construcao, apresentada na Figura 23, a seguir.

Figura 23: Construgao concluida - Aproximagao area do circulo - Bianca e Livia (3*
tentativa)

@

R e

Fonte: Dados da Pesquisa.

Assim, a atividade segue com mais um momento de didlogo e de construgao.
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Bianca: Hum... Estd bem mais simplificado!

Ana Rita: Quanto que deu a area agora nessa?

Livia: ... [olhando a janela de dlgebra do GeoGebra] Dois ponto
nove.

Ana Rita: Td... A primeira tinha dado dois virgula trinta e nove
[Bianca respondendo junto], essa ja aumentou, dois ponto nove...
O que que vocés podem falar dessa darea com relagdo a que a
gente esta procurando? Melhorou? Ndo melhorou? [Bianca e
Livia respondendo que melhorou] Chegou exato? Ndo chegou
exato?

Livia: Exato ndo.

Bianca: Ainda falta um pouquinho ali [aponta o lapis em dire¢ao
da tela do notebook], mas esta mais perto.

Ana Rita: Esta mais perto! Pensando nesse pouquinho que falta,
pensando nesse “mais perto” que vocés estdo falando... Um
chute, se fosse pra chutar assim, quanto que vocés acham que vai
ser a drea entdo dessa figura?

Bianca: 4 gente esta em dois ponto nove... Acho que é coisa de
milimetros... [fazendo um gesto com a mao em que os dedos
polegar e indicador ficam bem proximos]

Livia: Trés ponto um.

Ana Rita: Hum, quanto?

Bianca: Trés ponto cinco... Se ndo é trés ponto um é trés ponto
cinco.

Nessa transcricao ¢ possivel notar novamente a emersdo do aspecto do DP de

Nogdo de limite e continuidade quando a dupla faz a estimativa de um intervalo de

aproximacao para a area desejada.

Essa estipulagdao implicou na constru¢do de mais uma tentativa de aproximagao

do valor da area desejada. Essa tentativa contou com a constru¢do de quatro poligonos

regulares até que as estudantes pudessem chegar visualmente no que estavam idealizando

(Figura 24).



106

Figura 24: Construgdo concluida - Aproximagao area do circulo - Bianca e Livia (4*
tentativa)

MVI_2747.MP4

Fonte: Dados da Pesquisa.
E seguiu com o dialogo:

Bianca: Trés ponto oito!
Livia: Faltou bemmm pouquinho [apontando com o dedo para a
tela do notebook]
Bianca: Ele ta mais simplificado ainda.
Ana Rita: 4ham! E que que vocés podem falar desse trés ponto
oito? Ja ta certinho, bonitinho, ou ta faltando coisa ou td
sobrando coisa?
Livia: Ta faltando bem pouquinho.
Ana Rita: T4 faltando bem pouquinho...
Bianca: Aqui em cima [apontando para a tela do notebook e
fazendo movimento circular com a mao] a linha td bem certinha...
S0 aqui embaixo que passa um pouquinho.
Ana Rita: Aham...
[Livia entdo assume o controle do mouse e comega a movimentar
o vértice L do poligono regular, na tentativa de, aumentando a
medida dos lados da figura, se aproximar ainda mais da area
desejada. Em seguida, aponta para o valor da area do poligono
que estava visivel na janela de algebra do GeoGebra]
Bianca: Trés ponto quatorze! [Bianca e Livia riem]
Ana Rita: Ai o que passou la em cima, que que t4 acontecendo?
Bianca e Livia: E o que falta aqui embaixo! [Bianca apontando o
lapis para a tela do notebook]

Nessa tltima tentativa proposta pela dupla, sdo emergentes os aspectos do PD de

Nogdo de limite e continuidade, quando insistem em construir o poligono regular inscrito
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ao circulo; Nog¢do de infinitésimo, quando reduzem o tamanho da medida dos lados do
poligono regular, aumentando a quantidade deles; e Concep¢ao visual-geométrica, diante
da construgdo do poligono regular.

Ao todo, foram aproximadamente 09 minutos entre o inicio da segunda tentativa
e o desfecho da quarta tentativa, ja descontando os momentos de pausa para salvamento
de arquivos ou algum comentério sobre horario ou orientagdes gerais sobre a sessdo de
ensino e manipulacao do software. Esses 09 minutos de investigacdo, embasados no uso
do software GeoGebra, se transformaram no diagrama apresentado na Figura 25, o qual
traz uma coluna para cada minuto de investigacdo e evidencia, com a cor verde, os
aspectos do PD que emergiram dentro de cada um desses minutos. A cor laranja, além de
evidenciar a emersao do aspecto do PD, indica a troca de ferramenta (uso) no GeoGebra.

Figura 25: Aspectos do PD que emergiram na exploracdo da Quadratura do circulo -
Bianca e Livia (ciclo completo da investigagao)

Nogao de limite e
continuidade

Noc¢ao de infinitésimo

Conceito de integral
definida
Concepgao visual-

geométrica | [ f
Verde: Emersdo de aspecto do PD.
Laranja: Momento de troca de ferramenta (uso) no GeoGebra.
Fonte: Dados da Pesquisa.

A partir do diagrama, nota-se que a abordagem escolhida pela dupla e pensada-
com-GeoGebra torna constante a emersdo dos aspectos do PD de Concepg¢do visual-
geométrica ¢ de Nogdo de limite e continuidade, que s6 nao apareceu no 7° minuto
porque foi um momento de transi¢do entre a terceira e quarta tentativa e as estudantes
estavam organizando-se quanto as ferramentas que usariam. O aspecto do PD de Nog¢do
de infinitésimo emergiu nos trés minutos nos quais foi necessario a dupla concluir alguma
aproximacao com base no recurso visual.

Como a intensao de mostrar as estudantes outro modo de investigar a atividade da
Quadratura do circulo, a sessdo de ensino seguiu com o desenvolvimento do roteiro

impresso que havia sido entregue a dupla (APENDICE A).

5.3 Pensamento diferencial-com-GeoGebra envolvendo a Cubatura da esfera

A intencionalidade apresentada pela atividade Cubatura da esfera ¢ de levar para
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o ambiente tridimensional (3D) a investigacdo que ocorreu anteriormente na Quadratura
do circulo. Esta pesquisa trabalhou as atividades elaboradas de modo sequencial, mas
essa ideia ndo ¢ fixa e permite adaptagdes por parte de quem pretende desenvolvé-la.
Pensando de modo sequencial, os dados apresentados e discutidos nesta secao
também foram produzidos pela dupla Bianca e Livia.
Na segunda sessao de ensino, realizada em 03 de dezembro de 2019, houve um
momento de socializagdo com o GeoGebra (duragdao de 14 minutos e 41 segundos),

focado no ambiente 3D. A troca de ambientes (Janela 2D para Janela 3D) e as ferramentas

Mover ( %), Ponto ( **), Piramide (4*), Cubo ( cuboy Esfera (@) foram alguns dos
elementos explorados nessa socializagdo. Durante a experiéncia com o Cubo, as
estudantes foram questionadas sobre um valor que apareceu na janela de algebra do
GeoGebra (Figura 26). Esse momento ¢ apresentado na transcri¢do a seguir, por ilustrar

a concepgao de volume por parte das estudantes.

Figura 26: Socializagdo com o GeoGebra - Compreensdo das informagdes apresentadas
na janela de algebra

Ponto(EixoZ)
- (0.0,4) ®
C = Ponto(EixoX)
- (2.0,0)
D = Ponto(EixoY)
- (0.2,0) ®
~ E = Ponto(EixoY)
—- (0.-2,0)
G = Ponto(EixoY)
- (0.-2,0) bt
_ H = Ponto(EixoY)

- (0.2,0) C

a2 = Cubo(G, H,1)
- 64 Q

= e
Entrada .

» o) T106:29/1:51:26

Fonte: Dados da Pesquisa.

Ana Rita: Agora, olhando pro objeto cubo que a gente tem na
Jjanela de dlgebra, o que vocés acham que é esse valor de sessenta
e quatro que ele trouxe? [Bianca e Livia se olham]

Bianca: Ndo é perimetro e area?

Livia: Ndo sei...

Bianca: [responde a Livia em um tom de voz mais afirmativo]
Perimetro e area.

[Livia concorda com Bianca e responde a pergunta feita por Ana
Rita, afirmando ser a area do cubo. Por problemas de 4dudio, essa
parte do didlogo ndo pdde ser transcrito]
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Ana Rita: Area de todas as faces?
Livia: Isso.
Ana Rita: Queque vocé acha, Bianca?
Bianca: Primeiro eu pensei que era perimetro [Bianca comenta
mais alguma coisa, mas por problemas de dudio ndo foi possivel
transcrever|
Ana Rita: Perimetro?
Bianca: Deve ser a drea.
Ana Rita: E se eu disser que ndo é nem um e nem outro [Bianca e
Livia esbocam uma fei¢ao de surpresal].
Livia: Queque é?
Ana Rita: O, vamos pensar por exemplo num copo... [Ana Rita
aponta para o copo que estava na sala. Livia acena a cabeca
concordando] Dai é figura 3D. Geralmente quando a gente vai
fazer referéncia a esse objeto, a gente ndo fala sobre a area que
nos temos, a gente costuma falar sobre o qué? [Livia e Bianca
ficam pensativas]
Ana Rita: Um copo, uma garrafa... A gente fala o que?
[Livia parece lembrar de algo, mas ndo consegue relacionar
imediatamente ao termo. Entdo, estala os dedos na tentativa de
recordar o que quer falar e recorre a Bianca através de um
questionamento. As duas iniciam um didlogo baseado nesse termo
que as duas ndo lembravam. Infelizmente, por problemas de
audio, ndo foi possivel transcrever esse didlogo entre as
estudantes]
Ana Rita: Uma tupperware... Qualquer objeto...
Livia: 4 gente fala em capacidade de armazenamento?
Ana Rita: Em capacidade de armazenamento! Entdo a gente ta
falando do volume [Livia acena um sim com a cabeca. As
estudantes esbocam uma fei¢ao de felicidade].

A transcri¢do acima reforca a importancia de fazer perguntas aos estudantes

durante o desenvolvimento de qualquer atividade. Esse processo permite que o professor
tenha uma melhor percep¢ao da compreensdo que os estudantes tém diante de uma
determinada situacdo, permite que os estudantes reflitam sobre as suas interpretagdes e
(re)organizem seus pensamentos, e contribui para a emersao de um cendrio colaborativo
e dialogico entre as pessoas envolvidas.

Esse teria sido um bom momento para aprofundar a compreensdo de volume que
esta pesquisa apresenta, mas na ocasido nao o fiz por considerar que o exposto pelas
estudantes era o suficiente para o desenvolvimento da atividade. Revendo a gravacgao
desse momento, identifico esse ponto como oportunidade de melhoria e deixo como
sugestdo para quem tiver interesse em desenvolver a atividade da Cubatura da esfera ou
qualquer outra envolvendo o célculo de volume. E interessante discutir o entendimento
de volume como sendo a regido limitada por eixos e superficies planas e/ou curvas, cujo

valor numérico associado pode ser determinado por intermédio de diferentes estratégias
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de célculo.
Apo6s mais alguns minutos de testes com as ferramentas do GeoGebra ¢ a Janela
3D, solicitei que as estudantes abrissem um novo arquivo no software para iniciar a

investigagdo da atividade do dia, que consistia em calcular o volume da esfera, sem usar

a ferramenta Volume (™ ™) do GeoGebra e sem usar o valor de 7. Entdo, orientei que
a dupla construisse uma esfera com centro na origem (0, 0, 0) e raio igual a 1. Livia, que
estava manuseando o GeoGebra desde o inicio da sessao de ensino, fez a construgdo.

ApOs essa etapa, houve um momento de exploragao do zoom no GeoGebra, iniciando

com os icones presentes no canto inferior direito da tela ( * ¢ @), e depois explorando
o botao de rolagem do mouse.

Com a esfera ampliada, iniciou-se a investigacdo de seu volume. As estudantes
sugeriram trabalhar segundo o raciocinio aplicado na atividade trabalhada no dia anterior
(Quadratura do circulo), ou seja, explorando o método de exaustdo a partir de figuras
inscritas, como ¢ possivel observar na transcrigao:

Ana Rita: E a pergunta é a mesma: como que vocés acham que
nos podemos calcular o volume dessa esfera? Sem usar o pi...
[Livia e Bianca esbocam a feigdo de pensativas]

Livia: Do mesmo jeito que a gente fez ontem, colocando outros...
Como é que chama? [perguntando para a Bianca]

Bianca: Esqueci o nome... Aqueles pontinhos...

Livia: Os outros [selecionando a ferramenta Piramide 4 no
GeoGebra e olhando as opg¢des que apareceram] ... Piramide

Ay prenice - prigpg 1P [apontando com o dedo para as
opgdes na tela do notebook]

Bianca: Ndo, a gente usou esse aqui, ndo é, ontem? [apontando
com o lapis para a ferramenta Poligono P- ]

[Livia seguiu a indica¢do de Bianca com o mouse, posicionando-
o sobre a ferramenta mencionada pela colega]

Bianca: Aqui o...

Livia: E... Mas agora como é 3D, a gente tem que usar o 3D
também.

Bianca: [Com fei¢do pensativa] Mas qual?

Livia: [Voltando o mouse para a ferramenta Piramide e indicando

as op¢des com o mouse] Cubo Bl owo  prigmg 8 Pisma
Bianca: Usa cubo.

Desse modo, Livia selecionou a ferramenta Cubo It cuvo no GeoGebra € a
primeira tentativa de aproximacdo para o volume da esfera iniciou. O objeto foi
construido, mas as estudantes nao ficaram satisfeitas com o resultado, pois o cubo
apresentou uma certa inclinagdo e nao ficou inscrito na esfera (Figura 27), mesmo ap6s

Livia e Bianca terem realizado algumas movimentagdes nos seus vértices.
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Figura 27: Primeiros momentos de investigagdo da atividade Cubatura da esfera —
Bianca e Livia (1* tentativa — Parte I)

MVI_2750.MP4

Fonte: Dados da Pesquisa.

As estudantes optaram por mudar para a ferramenta Prisma S seguiram
com a exploragdo. Foram construidos dois prismas, um por vez, na tentativa de aproximar
mais a construcdo visual as ideias da dupla. Nesse processo, Livia comenta “Nossa, esse
aqui é muito mais complicado”. Entdo, elas vao tentando ajustar a disposi¢do dos vértices
do objeto construido com a expectativa de concretizar o que tinham em mente. Apos
varias modificagdes de posi¢cdo, chegaram a construcdo apresentada na Figura 28.

Figura 28: Primeiros momentos de investigacdo da atividade Cubatura da esfera —
Bianca e Livia (1* tentativa — Parte II)

MVI_2750.MP4
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Fonte: Dados da Pesquisa.

Diante do resultado visual, as estudantes optaram por reiniciar a exploracao,
inclusive escolheram abrir um novo arquivo no GeoGebra e construir novamente a esfera
com centro na origem (0, 0, 0) e raio igual a 1.

Bianca e Livia conversaram sobre o que poderia ser feito. Decidiram trocar a cor

da circunferéncia de vermelho para amarelo e partiram para mais uma tentativa, agora

. &3 cil . .
trabalhando com a ferramenta Cilindro & ©"® ‘mencionada por Bianca enquanto ela
passava o mouse pelas opgoes de sélidos presentes no GeoGebra. Finalmente, todo o ciclo
percorrido na primeira tentativa foi finalizado e as estudantes conseguiram enxergar uma

aproximacao ao valor do volume da esfera (Figura 29).
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Figura 29: Construcao concluida - Aproximagao volume da esfera - Bianca e Livia (1?

tentativa)

MVI_2751.MP4

Fonte: Dados da Pesquisa.

Todas as construgoes feitas até aqui pela dupla evidenciam a emersdo do aspecto

do PD de Concepg¢io visual-geométrica ¢ de Nogdo de limite e continuidade,

considerando que as estudantes estavam em busca de construir um objeto que ficasse

visualmente o mais proximo possivel do tamanho da esfera e, consequentemente, de seu

volume.

As transcri¢des abaixo apresentam o didlogo que seguiu a construgdo apresentada

na Figura 29:

Bianca: Pelo menos a gente sabe que é menos de seis ponto vinte
e oito! [olhando para o volume do cilindro construido e
apresentado na janela de algebra do GeoGebra]

Ana Rita: Mas movimenta ele, vamos ver o tanto que passou ld
embaixo.

[Ao movimentar o plano, 0s objetos comecam a rotacionar devido
a um recurso do GeoGebra. Bianca e Livia comentam algo, mas
ndo foi possivel transcrever por problemas de dudio]

Bianca: O, em cima ele ficou certo! Embaixo...

Livia: Também!

Bianca: Também! So sobrou esses ladinhos dele!

Ana Rita: Uhum... E entdo, se for pra chutar, assim, mais ou
menos, que que vocés acham que vai ser o volume da nossa
esfera?

Bianca: Eu daria quatro, quase pra cinco...

Ana Rita: Oi? [buscando confirmagdo da resposta de Bianca]
Bianca: Eu daria um quatro, quase pra cinco... [Livia acena
concordando com a cabega]
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Ana Rita: Ta, beleza! E, vamos tentar fazer uma outra
abordagem, que chega mais proximo do volume da nossa esfera?
[Bianca e Livia acenam que sim com a cabeca]

Nessa primeira tentativa concluida pelas estudantes, é possivel constatar a

emersdo do aspecto do PD de Nog¢do de limite e continuidade, por apresentar a
manifesta¢do de raciocinios e conclusdes envolvendo um processo de aproximacao a um
determinado valor maximo; e do aspecto do PD de Concep¢ao visual-geométrica, tendo
em vista que a base dessa investigacao, realizada com auxilio do software GeoGebra,
envolveu a constru¢do de figuras espaciais. O tempo entre a construgdo da esfera, a
observacdo das opcdes de solidos apresentadas pelo GeoGebra, as tentativas de
construgdo do cubo e do prisma, a escolha de seguir a investigagdo com o cilindro, o
inicio e a finalizacdo da constru¢cdo do objeto, € a analise e discussao das informagdes
visuais, durou 10 minutos e 31 segundos, j4 descontando os momentos de pausa para
salvamento de arquivos ou alguma orientacao sobre a manipulagdo do software.

Para seguir com a investigagdo, sugeri que as estudantes tentassem desenvolver
uma nova aproximag¢do. Na sequéncia, a dupla salvou a primeira tentativa finalizada na

area de trabalho, voltou para a janela do GeoGebra, apagou o cilindro, selecionou a

ferramenta Tetraedro o Tetraedro " yor ficar curiosa quanto a sua forma, e iniciou essa

construgdo. Ao perceber que nao era bem o que esperava, a dupla apagou a construgado e

partiu novamente para a ferramenta Cubo Tigl oo

Livia: E se a gente colocar o cubo aqui e aqui [clicando com o
mouse na Janela 3D do GeoGebra e criando dois pontos, ambos
de interse¢do entre o eixo Z e a esfera. Em seguida, Livia cria o
cubo]

Bianca: Passou muito. Mexe a...

Livia: Ndo, ele ta na metade...

Bianca: Mexe a... [Bianca continua a falar, mas ndo foi possivel
transcrever por problemas de dudio]

[Livia altera o angulo de visao dos objetos, movimentando o
plano]

Livia: A gente consegue mexer por aqui... [levando o mouse até o

campo Entrada * ]

Bianca: Ah, e se a gente fizesse por partes dele...

[Uma olha para a outra, ambas esbo¢am a fei¢ao de pensativa]
Bianca: Por qué?

Livia: Pra ele ficar certinho assim... Porque a gente colocando
os pontos ndo vai conseguir colocar certinho, ele sempre vai ficar
de um lado e de outro... Porque a gente ndo consegue clicar aqui,
assim... [movimentando o mouse para indicar o outro lado de
visdo da esfera]

Bianca: Sabe o que eu tava pensando... Porque esse cubo ele saiu
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na metade de duas partes, entendeu? [apontando para a tela com
o dedo] E se a gente fizesse igual ontem e pegar parte por parte?
[Livia inclina a cabeca para o lado direito e esboga uma fei¢do de
concordancia]
Livia: E, tudo bem!

Nesse trecho transcrito, que faz parte da segunda tentativa da dupla e que ainda

estava sendo alinhada, ¢ possivel identificar a emersdo de trés aspectos do PD: Nogdo de
limite e continuidade, por ainda envolver o processo de aproximacao ao volume da esfera
por meio da construgao de outros sélidos; Nog¢do de infinitésimo, quando a Bianca se
lembrou do que foi desenvolvido na sessdo de ensino realizada no dia anterior e sugeriu
reduzir o tamanho do cubo, aumentando assim a quantidade que seria utilizada na
investigacdo do volume da esfera; e Concepgdo visual-geométrica, por ter sido necessaria

a constru¢do do cubo com o GeoGebra (Figura 30).

Figura 30: Explorando o volume do cubo em busca de uma aproximag¢ao ao volume da
esfera — Bianca e Livia (2* tentativa — Parte I)

MVI_2751.MP4

Fonte: Dados da Pesquisa.

A dupla seguiu com a ideia de construir um cubo menor e, depois de alguns
momentos inesperados com as tentativas de construgao no GeoGebra, chegou no desejado
(Figura 31).

Figura 31: Explorando o volume do cubo em busca de uma aproximacgdo ao volume da
esfera — Bianca e Livia (2% tentativa — Parte II)

MVI.2751.MP4.

Fonte: Dados da Pesquisa.

Ana Rita: Quantos cubinhos desse jeito a gente conseguiria
colocar nessa nossa esfera?
Livia e Bianca: Oito!
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Ana Rita: Oito! Entdo significa que a gente td trabalhando um
pedacinho de oito, entdo um oitavo, né? [Bianca acena que sim
com a cabeca]
Bianca: Um oitavo!
Ana Rita: Um oitavo! Entdo a gente ndo pode esquecer que a
gente tem que fazer a multiplicagdo por oito.
Livia: A7 aqui deu um... [levando o mouse sobre o volume do cubo
apresentado pelo GeoGebra na janela de algebra]
Bianca: Deu um! Sobrou uma partinha... [apontando para a
imagem na tela do notebook]
Livia: E...
Bianca: Entdo ndo é totalmente um!
Livia: Quanto sera que ficaria a partinha?
Bianca: Zero virgula... [Bianca finaliza sua fala, mas ndo foi
possivel transcrever por problemas de dudio]
Livia: Tudo isso? [Bianca acena que sim com a cabega]

Esse trecho reforca a emersdao dos aspectos do PD de Nog¢do de limite e

continuidade, de Nogdo de infinitésimo ¢ de Concepgdo visual-geométrica durante o
processo de investigagdo escolhido pelas estudantes.

O didlogo segue com a inten¢do de identificar o volume de um oitavo da esfera.
Ao entregar a atividade impressa a dupla, propus que as estudantes fizessem uma pausa

no uso do GeoGebra ¢ desenvolvessem o célculo no papel, usando a formula Vigrerq =

s-rt - 73, Seis minutos e 42 segundos depois, a dupla identificou que Vi, fera = 0,52.
8

Revendo esse momento da sessdo de ensino, reconheco que fui precipitada. Poderia ter
conduzido mais a exploragdo e investigagdo com o uso do software GeoGebra, antes de
propor o desenvolvimento do célculo que foi realizado, chegando ao valor esperado.
Sugiro que esse ponto seja revisto para futuras aplicagdes dessa atividade.

Retornando a segunda tentativa da dupla, sugeri que as estudantes voltassem ao
GeoGebra e, sabendo que o volume de um oitavo da esfera era aproximadamente 0,52,
trabalhassem no cubo ja construido de modo a representar a aproximagao desejada. As
estudantes, buscando relacdo com a atividade desenvolvida no dia anterior (Quadratura
do circulo), e lembrando do roteiro que foi explorado no encerramento da sessdo,
seguiram na tentativa de reduzir a medida da aresta do cubo. Nao conseguindo explorar
a ideia de modo a obter um resultado visual que se aproximasse ao esperado, Livia mudou
de estratégia e adotou o caminho de tentar construir um cubo circunscrito a esfera e,
depois, reduzir a medida de suas arestas, impactando em um menor volume. Diante de
uma nova tentativa que nao representava o que tinham em mente, Livia e Bianca seguiram

movimentando os vértices do cubo, ndo se atentando tanto ao visual dos objetos, mas
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observando o volume apresentado na janela de algebra do GeoGebra e buscando
aproximagdo com o esperado (Vesrerq = 80,52 = 4,16), como ¢ possivel observar na

Figura 32, a seguir.

Figura 32: Construcao concluida - Aproximag¢ao volume da esfera - Bianca e Livia (2*
tentativa)

MVI 2752.MP4.

Fonte: Dados da Pesquisa.

Nesse desfecho da segunda tentativa trabalhada pelas estudantes, sdo emergentes
os aspectos do PD de Nogdo de limite e continuidade, pelo fato da dupla ter buscado
executar os ajustes necessarios no objeto cubo de modo que o seu volume se igualasse ao
desejado; de Nogdo de infinitésimo, na tentativa de reduzir a aresta do cubo, ¢ de
Concepgdo visual-geométrica, diante da construgdo e do manuseio de objetos no
GeoGebra.

Ao todo, foram aproximadamente 28 minutos entre o inicio da primeira tentativa
e o desfecho da segunda tentativa, ja descontando os momentos de pausa para salvamento
de arquivos, desenvolvimento manual de algum calculo e orientagdo sobre a manipulagdo
do software. Esses 28 minutos de investiga¢cdo, embasados no uso do software GeoGebra,
se transformaram no diagrama apresentado na Figura 33, o qual traz uma coluna para
cada minuto de investigagdo e evidencia, com a cor verde, os aspectos do PD que
emergiram dentro de cada um desses minutos. A cor laranja, além de evidenciar a emersao
do aspecto do PD, indica a troca de ferramenta (uso) no GeoGebra. J a cor roxa, além de
sinalizar tudo o que as outras cores representam, indica um tempo prolongado de

repeti¢do de alguma agdo feita pelas estudantes.
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Figura 33: Aspectos do PD que emergiram na exploragdo da Cubatura da esfera -
Bianca e Livia (ciclo completo de investigacao)

Nogao de limite e
continuidade

Nogao de infinitésimo

Conceito de integral
definida
Concepcao visual-
geométrica

Verde: Emersdo de aspecto do PD.

Laranja: Momento de troca de ferramenta (uso) no GeoGebra.
Roxo: 7 minutos trocando ferramentas e fazendo tentativas de
construgado.

Fonte: Dados da Pesquisa.

A partir do diagrama, nota-se que a abordagem escolhida pela dupla e pensada-
com-GeoGebra novamente torna constante a emersao dos aspectos do PD de Nogdo de
limite e continuidade e de Concepgao visual-geométrica. O aspecto do PD de Nogdo de
infinitésimo emergiu nos momentos em que a dupla resgatou a proposta de abordagem
da atividade do dia anterior e tentou replica-la na Cubatura da esfera, mas infelizmente

ndo obteve sucesso.

5.4 Pensamento diferencial-com-GeoGebra envolvendo O problema da drea

A primeira sessao de ensino de Janaina e Matheus (estudantes do 3° ano do Ensino
Me¢dio) aconteceu em 12 de novembro de 2019, e teve inicio com um momento de
socializagdo com o GeoGebra (duragao de 16 minutos e 09 segundos). Antes de explorar
algumas ferramentas do software, entreguei aos estudantes a folha com a atividade

impressa. Em seguida, a dupla abriu o GeoGebra e, seguindo as minhas orientagdes,
exploraram as ferramentas Mover ( ¥ ), Ponto ("), Segmento (+~ Segmenio) Poligono (

P Poligeney " poligono Regular (Q Pollgono Reguary. o campo de Entrada (7 "7 ); e os
comandos de omitir e apagar objetos construidos.

A sessdo de ensino seguiu com um rapido didlogo introdutorio, onde abordei a
historia da matematica e o calculo de areas feito pelas civilizagdes antigas, com foco em
figuras limitadas por curvas e o uso do 7. Em minha fala, mencionei que os gregos antigos
desenvolveram a estratégia de, diante da necessidade de calcular a area de alguma figura
desconhecida, decompor a figura em outras que eles ja conheciam e, ap6s calcular a area
de cada uma, somar todos os resultados, associando-o ao valor da area da figura inicial.

Em seguida, solicitei que os estudantes lessem o enunciado da atividade que
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receberam, abrissem uma nova janela do GeoGebra e, seguindo a Etapa 1 do roteiro

(Quadro 36), construissem o ambiente de investigacao (Figura 34).

Quadro 36: Etapa 1 — Instrugdo para inicio da atividade O problema da drea

6. Construcao da parabola no intervalo 0 < x < 1 e da regido S.

=+

c) Clique no campo “Entrada” , digite “Funcao”, escolha a

opcio Fung&o( <Funcéo=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final=)

clicando sobre ela e, em seguida, digite dentro dos parénteses “x%,0,1”.

. «
Pressione a tecla “Enter”

d) Construa um segmento de reta vertical delimitando a regido S. Para isso

2 /

1 S
clique na aba “Reta » o Segmenio

e selecione a ferramenta “Segmento
, em seguida clique com o mouse nas posigdes (1,0) e (1,1) na “Janela de

visualizacdo 2”.

Fonte: Dados da Pesquisa.

Figura 34: Constru¢ao do ambiente de investigagdo — Janaina e Matheus

WIN_20191112.14_02_08_Pro - Copla.mpd

Fonte: Dados da Pesquisa.

Apo6s a construcao feita pela dupla, a nossa conversa seguiu. Esse momento ¢
representado pela transcrigdo a seguir.

Ana Rita: O nosso objetivo vai ser esse: calcular a area daquele
espaco que nos temos... daquela regido que nos temos
compreendida entre essa curva que vocés acabaram de construir,
0 segmento que vocés ja construiram e o eixo x. Entdo a gente
tem uma figura ai, e um lado dela é uma curva!

[Janaina e Matheus, atentos a fala de Ana Rita, acenam
positivamente com a cabeca, demonstrando compreensio ao que
foi dito até o momento]

Ana Rita: E agora gente? Como que a gente pode calcular a area
desse espago ai?

[Janaina e Matheus voltam o olhar para a tela do computador,
onde a regido estava representada. Além disso, Janaina olha para
a atividade impressa]
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Janaina: Hum...
Ana Rita: Como que a gente pode calcular a drea? [Janaina e
Matheus se olham] Serd que tem alguma figura que vocés ja
sabem calcular a drea [Janaina acena que sim com a cabeca] e
que da pra gente ir pensando assim... ou ndo?
Janaina: Bom...
Matheus: [Olhando para a tela do computador] Tem alguns
quadrados...
Janaina: Da até pra comegar...
Matheus: Alguns triangulos também, sei la...
Janaina: Um triangulo...
Matheus: Ou ndo?
Janaina: E/ Aqui nés temos um... [Movimentando o mouse pela
regido construida] Ndo... E... Quadrados, nés temos quadrados.
O que mais?
Matheus: E, eu vejo alguns tridngulos, igual eu falei para vocé.
Ndo aqui... Mas ele ndo esta cortando [Janaina, oralmente,
concorda com o fato de nao esta cortando] entdo...
[Janaina segue mexendo o mouse e faz o movimento de
construgdo do possivel tridngulo]
Janaina: Hum... bom...
Ana Rita: Fica a vontade! Se vocés ja quiserem ir
experimentando alguma ferramenta [Janaina: E...] e tentando
fazer alguma construgdo... No final nos temos que chegar na area
[Matheus: Desse...] dentro desse espago, mas se vocés ja
quiserem ir fazendo alguma construgdo, por conta de vocés
mesmo... Ndo se prenda também ao papel que eu dei ndo
[Janaina: T4a...], vai explorando vocés.

Aqui € possivel notar as primeiras ideias de aproximacdo que a dupla esbogou.

Nesse momento, os estudantes ainda estavam um tanto quando apreensivos e a todo o
momento tentavam olhar a atividade impressa em busca de respostas e de validagao das
ideias que estavam comunicando. Esse comportamento pode ser associado ao fato de eles
ainda nao terem tido a oportunidade de explorar abertamente uma atividade matematica.
O dialogo entre os estudantes seguiu:

Matheus: E ai, o que vocé quer tentar?

Janaina: Ndo sei...

Matheus: [Olhando para a regido construida no GeoGebra] Quer
calcular, sei la, a drea desses...

Janaina: [Completando a fala de Matheus] Quadrados que a gente
tem?

Matheus: E...

Janaina: Por exemplo...

Matheus: Seria zero virgula dois?

Janaina: Temos trés...

Matheus: 7¥és...

Janaina: Aqui quadrados exatos... um, dois, trés, quatro... exatos
[contanto os quadrados que apareciam na malha quadriculada do
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GeoGebra e estavam compreendidos inteiramente dentro da
regido a ser investigada].
Matheus: E é zero virgula dois cada um, ta vendo? [se referindo
a medida do lado de cada um dos quadrados]
Janaina: Entdo ta...
Matheus: E zero virgula dois vezes zero virgula dois...
Janaina: Uhum... Entdo, zero virgula dois vezes zero virgula dois,
da... [Janaina olha para o Matheus e sorri]
Matheus: Zero virgula quatro...
Janaina: [acena com a cabeg¢a concordando com o resultado] Zero
virgula quatro... Entdo, a gente vai ter aqui...
Matheus: Aqui o... [apontando para a tela do computador] Zero
virgula quatro... Ndo! E zero virgula zero zero quatro.... Zero
quatro!
Janaina: Hum...
Matheus: Porque é... Quanto que da?
Janaina: Ndo sei...
[Ambos fazem a conta na folha de papel entregue com a atividade
impressa]
Matheus: Zero ao quadrado, duas virgulas, vai ser...
Janaina e Matheus: Zero virgula zero quatro!
Janaina: Vezes quatro... Vai dar...
Matheus: Zero virgula dezesseis...
Janaina: [concordando com a cabega] Zero virgula dezesseis!
Janaina: Agora a gente tem o resto [apontando para a regido
construida no GeoGebra e rindo] ... S6 tem o resto...
Matheus: Esses daqui nos fez a conta, né? [movimentando o
mouse sobre os quadrados presentes na malha quadriculada do
GeoGebra]
Janaina: Foi!
Matheus: Ai meu Deus! [Janaina ri]
Janaina: O desespero bate... Ta, pera ai, vamos ver... [voltando a
ler a atividade impressa]

A partir desse momento, e apds os estudantes realizarem a leitura da Etapa 2

presente na versao impressa da atividade, a dupla iniciou as construgdes no GeoGebra em
busca do valor da 4rea compreendida sob a curva da pardbola y = x* e o eixo x no
intervalo de 0 até 1. As construgdes que resultaram em alguma aproximagao para a area
desejada foram usadas para construgdo do diagrama (Figura 43) que ¢ apresentado mais

a frente.
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Figura 35: Construcdo concluida - Aproximacao area sob a curva da parabola — Janaina
e Matheus (1? tentativa)

WIN_20191112.14_02_08_Pro - Copia.mp4.

Fonte: Dados da Pesquisa.

Ao recorrer a construgdo do poligono, ¢ possivel constatar a manifestacdo do
aspecto do PD de Concepgdo visual-geométrica. As transcrigdes abaixo apresentam o
didlogo que seguiu a construgao acima.

Ana Rita: E agora, qual sera que é a darea desse quadrado?
Janaina: Entdo, nos temos que é um, um... Um por um é um!
[Matheus concorda com a Janaina, acenando com a cabeca]

Ana Rita: Isso... A area desse quadrado é um, porque a gente td
trabalhando num intervalo menor, né? O lado do quadrado é
um... Enfim... Ai, olha pra regido que nos queremos procurar o
valor da area dela... Inicialmente, o que que vocés podem falar
sobre essa area que nos queremos, comparado com a drea desse
quadrado, que é um?

Janaina: Ela é bem menor, né?

Matheus: E, ela ndo é nem metade, porque se fosse metade era
pra ta aqui [passando o dedo sobre a tela e indicando a diagonal
do quadrado] ... Entdo...

Janaina: Sim, sim... Seria uma reta entre B...

Matheus: Quarenta por cento, né?...

[Janaina e Matheus seguem concordando um com o outro
acenando com a cabeca e falando vérias vezes E, é...]

Ana Rita: Ndo precisa... Ndo to pedindo valor exato agora, ta
gente?! [Janaina e Matheus déo rizada] E sé que vocés estdo tudo
acanhado, ndo precisa ficar acanhado... Entdo vocés observaram
que a drea vai ter que ser o qué, comparado com a area do
quadrado?

Janaina: Um pouco menos da metade [Matheus acena com a
cabega, concordando com Janaina]

Ana Rita: Um pouco menos do que a metade! Entdo, ok!
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Pensando entdo nessa figura quadrado, ela acabou sendo uma
boa aproximagdo pra trabalhar a area da regido que a gente
busca?
Janaina: Ahm... Mais ou menos...
Matheus: Sim, porque agora a gente tem uma nogdo, né?
Janaina: £ que se a gente dividir no meio, vira um triangulo, né?
Ana Rita: Aham...
Janaina: Talvez fica mais... Mais...
Matheus: Quer tentar? Tenta...
Janaina: Da pra tentar...

Mesmo tendo iniciado com o desenvolvimento dos passos descritos na Etapa 2 da

atividade impressa, nesse dialogo, que conclui a primeira construgdo visual feita pela
dupla no GeoGebra e que possibilitou estimar o valor da 4rea desejada, ¢ possivel
perceber a emersdo do aspecto do PD de Nog¢do de Limite e continuidade onde, por
aproximacao, os estudantes tentaram estimar um valor méximo que pudesse ser associado
a area da regido em investigacdo. Todos os processos desenvolvidos nessa primeira
tentativa de elaborar uma resposta para a pergunta: Qual o valor da darea compreendida
sob a curva da pardbolay = x* e o eixo x no intervalo de 0 até 1? tiveram duragdo de
03 minutos e 13 segundos.

A Figura 36 a seguir, ilustra a segunda tentativa feita pela dupla e que seguiu a
proposta de trabalhar com o tridngulo, feita por Janaina.

Figura 36: Construcdo concluida - Aproximacao area sob a curva da parabola — Janaina
¢ Matheus (2° tentativa)

WIN_20191112.14_02_08_Pro - Copia.mpd
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Fonte: Dados da Pesquisa.

Ana Rita: Quanto que deu a area dessa figura agora?
Janaina: A drea agora vai ser... Base vezes altura dividido por
dois... Vai dar meio... Meio!
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Ana Rita: Vai dar metade [Janaina e Matheus riem ao perceber
que ndo era necessario o calculo feito por Janaina] ... Meio!
Entdo, o, o que vocés falaram no inicio é valido! Vocés ja tinham
apontado que a area que a gente tava buscando tem que ser um
pouco menos do que a metade, né? [Janaina acena a cabega
concordando com a fala de Ana Rita] Que que vocés podem falar
olhando as duas dreas agora, a que nos estamos buscando e a do
triangulo?
Matheus: Se a do triangulo é meio...
Janaina: Entdo é menor do que meio...

Essa segunda tentativa serviu para refor¢ar o que a dupla ja tinha concluido diante

da aproximacao usando a area do quadrado. Aqui, novamente ¢ perceptivel a emersao dos
aspectos do PD de Nogdo de limite e continuidade ¢ de Concepgdo visual-geométrica,
uma vez que os estudantes continuavam na busca por um valor que pudessem aproximar
cada vez mais e usavam os objetos construidos no GeoGebra para tal estipulagdo. Essa
segunda tentativa teve duragao de 01 minuto e 16 segundos.

O dialogo seguiu com Janaina e Matheus buscando meios para calcular o valor
exato da area desejada. Ao perceber a preocupagdo que Janaina tinha diante dessa
situagdo, reforcei que o caminho que estdvamos percorrendo na atividade ndo exigia um
valor exato, sendo entdo diferente das atividades que ja haviamos realizado em sala de
aula. Matheus argumentou que a proposta consistia em desenvolver uma légica para
calcular a area desejada e eu, aproveitando esse apontamento do estudante, completei
dizendo que o caminho que estdvamos percorrendo consistia em fazer comparacdes entre
areas de modo a se aproximar cada vez mais da que queriamos.

Os estudantes entdo voltaram a ler a atividade impressa e, chegando na Etapa 3

(Quadro 37), optaram por tentar reproduzir o que estava descrito.

Quadro 37: Etapa 3 da atividade O problema da drea — Dividindo a regido em faixas

3. Divisao da regido S em faixas.
a) Oculte o quadrado e o triangulo construido na Parte 2.
b) Dividir a regido S em cinco faixas de mesma largura. Para isso, construa

4 segmentos de retas verticais, igualmente espagados em X, clicando na

99 |« Segmento

.r/ .
aba “Reta” “ e selecionando a ferramenta “Segmento
¢) E possivel aproximar cada faixa a uma regido com lados retos? Qual

medida devemos considerar para a sua base e altura?

Fonte: Dados da Pesquisa.

Matheus leu em voz alta os itens e Janaina foi construindo os objetos no
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GeoGebra. Apos dividirem a regido em 5 faixas, os estudantes comegaram a discutir quais
figuras poderiam explorar em cada faixa. Cogitaram a possibilidade de combinar a area
de retangulos e tridngulos em cada uma das cinco partes que formavam a regido maior. A
dupla estava visualizando as figuras na mente e discutindo o calculo da area de cada uma
apenas oralmente, o que era possivel, mas tornava a investiga¢do mais demorada. Foi

quando mencionei que o GeoGebra fazia o calculo da area de figuras construidas por meio

da ferramenta Poligono (I>‘ Poligono’y ou putras com a mesma proposta, € que esse valor era
apresentado na janela de algebra. Completei sugerindo que os estudantes fizessem uso
dessa estratégia e que explorassem os recursos do GeoGebra durante a investigagao.

Assim, fazendo uso do recurso mencionado, a dupla chegou na construcao
apresentada na Figura 37 a seguir.

Figura 37: Construcdo concluida - Aproximacao area sob a curva da parabola — Janaina
e Matheus (3? tentativa)

WIN 20191112.14.02.08 Pro - Copiamps

Fonte: Dados da Pesquisa.

Janaina: Entdo... Pera ai, pera ai... Cadé? [movendo a barra de
rolagem da janela de algebra do GeoGebra] ... 4 gente vai somar
tudo... Cadé? ... Zero virgula treze... Calma...

Matheus: Zero virgula treze... Zero virgula...

Janaina: Nossa, tem muita coisa... Calma ai...

Matheus: E... Nos deviamos ter apagado ja, né? Umas
coisinhas...

Janaina: E, a gente mexeu bastante! Pera ai, vamos de novo... A
nossa primeira descoberta foi zero virgula...

Matheus: Zero um...

Janaina: Zero um... Que foi esse triangulo aqui [apontando para o
topo da imagem]

Matheus: E, o primeiro.
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[Janaina comenta algo, mas ndo foi possivel transcrever por
problemas de 4udio]
Matheus: A4i, zero um...
Janaina: Zero um... Vai... Mais...
Matheus: Zero trés...
Janaina: Zero quatro... Até agora...
Matheus: Zero zero quatro...
Janaina: Agora deu zero virgula um... Zero virgula um mais...
Zero virgula dezenove... Zero virgula dezenove mais treze...
Matheus: Trinta e dois.
Janaina: Trinta e dois... Ta, trinta e dois! Entdo a gente... Se a
gente somar mais esse pedacinho que falta ai...
Matheus: Calma! Se no triangulo era cinquenta, e esse negocio
aqui que a gente fez é trinta e dois, esta entre esses dois...
Entendeu?
Janaina: Hum... [Janaina e Matheus riem]
Janaina: Bom, é menor que cinquenta, mas é...
Matheus: E maior que trinta e dois!
Janaina: E... Maior que trinta e dois...

Nessa terceira tentativa feita pelos estudantes, ¢ perceptivel o esfor¢o em buscar

um valor cada vez mais proximo ao esperado, agora dividindo a regido em cinco figuras
de mesma altura. A estratégia usada pela dupla destaca os quatro aspectos do PD: Nog¢do
de limite e continuidade; Nog¢do de infinitésimo; Conceito de integral definida; e
Concepcgdo visual-geométrica.

Os estudantes seguiram com mais uma tentativa de aproximagao, agora buscando
trabalhar com um nimero maior de figuras inscritas na regido e, consequentemente com
menores areas (Figura 38). Essa abordagem levou 16 minutos e 32 segundos para ser
estruturada visualmente no GeoGebra e, na maior parte desse tempo, a dupla estava
apenas trabalhando na divisao da regido em menores partes. Quando estavam discutindo
a area de um pequeno triangulo construido na parte inferior da regido (Figura 39),
trabalhando o eixo x no intervalo de 0,045 até 0,1 e o eixo y no intervalo de 0 até 0,01,
se espantaram com o baixo valor e, entdo, Janaina lembrando da aproximacao feita na
tentativa anterior iniciou o seguinte dialogo:

Janaina: [usando a calculadora do notebook] Zero virgula zero
seis vezes zero virgula zero um... Deu zero virgula zero zero zero
seis... Entdo isso aqui vai ficar, tipo assim, zero virgula trinta e
dois... Zero seis... E tdo miniisculo essa drea... E que na verdade
eu acho que o trinta e dois, sera que vai fazer diferenga depois?
Ana Rita: Oi? [buscando validar alguns pontos que nao tinha
escutado com clareza]

Janaina: Serd que vai ficar zero virgula trinta e trés, o maximo?
Ana Rita: Zero virgula trinta e trés, o maximo? Por qué?
Janaina: E... Porque eu acho que ndo vai ser mais, porque depois



126

vdo ser numeros muitos pequenos, vai passar do milésimo... O
outro eu nao sei o nome... Eu té6 achando que de trinta e quatro
ndo passa.

Figura 38: Construgdo concluida - Aproximagao area sob a curva da parabola — Janaina
e Matheus (4° tentativa — Parte I)
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Fonte: Dados da Pesquisa.

Figura 39: Construgdo concluida - Aproximagao area sob a curva da parabola — Janaina
e Matheus (4" tentativa — Parte 1)

WIN 20191112

Fonte: Dados da Pesquisa.

Esse momento da investigacdo ¢ muito interessante por evidenciar novamente a
emersdao dos quatro aspectos do PD estruturados nessa pesquisa: Nogdo de limite e
continuidade; Nogdo de infinitésimo; Conceito de integral definida; ¢ Concepgao

visual-geométrica. Aqui, a dupla ja tinha conseguido se aproximar o maximo possivel do
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valor da area que estava sendo investigada.

Com a intensao de apresentar mais um modo de aproximagao para a area desejada,
sugeri que a dupla tentasse usar apenas uma figura geométrica no desenvolvimento da
atividade, ndo sendo limitada a quantidade dessa figura, que seria construida por tentativa.
Inicialmente, Janaina e Matheus estavam focados em desenvolver a tentativa apenas com
triangulos, entdo, em um momento de conversa que tivemos, a dupla concluiu que
trabalhar com quadrado ou retangulo seria ainda mais facil. Como ja haviam explorado
quadrados na tentativa anterior, optaram por construir retingulos. Essa ideia foi sendo
aprimorada nas tentativas seguintes. Cada figura a seguir ilustra as préximas tentativas e
os aprimoramentos que foram sendo desenvolvidos. Os valores aproximados para a area
investigada foram 0,39; 0,35; 0,335, respectivamente.

Figura 40: Construcdo concluida - Aproximacao area sob a curva da parabola — Janaina
e Matheus (5° tentativa)

Fonte: Dados da Pesquisa.
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Figura 41: Construcdo concluida - Aproximacao area sob a curva da parabola — Janaina
e Matheus (6° tentativa)

WIN0191117.14.30

Fonte: Dados da Pesquisa.

Figura 42: Construgdo concluida - Aproximagao area sob a curva da parabola — Janaina
e Matheus (7° tentativa)
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Fonte: Dados da Pesquisa.
Nesse momento da investigacdo, questionei os estudantes quanto as conclusdes
que poderiam ter ao comparar o cenario construido na sexta tentativa e seu resultado, com

o cendrio da sétima tentativa e seu resultado. As respostas obtidas seguem transcritas a
seguir.

Matheus: Quanto mais retangulo, mais exato? [Janaina acena que
sim com a cabeca]

Janaina: E... Quanto menor o... Ou quanto....
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Matheus: Quanto mais separagdo, sei ld, do desenho, da forma
al, mais exato a gente fica.
E interessante observar que os estudantes, nesse ponto da investigagdo, ja ndo

demonstravam mais inseguranga ao explorar as ideias no GeoGebra e nem ao responder
os questionamentos que recebiam. No processo iniciado na quinta tentativa e finalizado
na sétima, ¢ perceptivel novamente a manifestagao dos quatro aspectos do PD: Nogdo de
limite e continuidade; Nogdo de infinitésimo; Conceito de integral definida; Concepgao
visual-geométrica.

O fechamento da aproximacao seguiu com o seguinte didlogo:

Ana Rita: E ai, vocés acham que essa nossa drea vai ser um
numero assim 0, por exemplo, so com trés casas depois da
virgula? [Matheus rapidamente acena que nao com a cabecga]
Janaina: Eu acho que vdo ter mais...
Matheus: Cinco, seis...
Janaina: Porque a gente achou aquele que tinha o seis bem la...
Matheus: Era a quarta casa...
Janaina: Passou da virgula... Milésimo... Entdo eu acho que vai
passar um pouquinho.
Ana Rita: Serd que tem alguma fra¢do que representa isso? Que
fragdo sera que da o resultado aproximado de zero virgula trés
trés cinco?
Janaina: Trezentos e trinta e cinco sobre mil? Ndo, como assim?
[Ana Rita comenta algo que ndo foi possivel transcrever por
problemas de 4udio]
Janaina: De outro jeito?
Ana Rita: Vamos pensar que no inicio a gente tinha dito que essa
drea que nos estamos procurando, ela é menor do que o meio.
Entdao o meio, zero virgula cinco, a gente tem a fragdo... o qué,
representando o meio? [Matheus volta a mexer com o mouse e
vai direto na calculadora]
Janaina: E...
Matheus: Quer ver... Um dividido por trés...
[Ao aparecer o resultado na calculadora, Janaina e Matheus se
olham, comemoram o resultado obtido na calculadora e riem
muito]
Matheus: Um terco!

Ao todo, foram aproximadamente 50 minutos entre o inicio da primeira tentativa

e o desfecho da sétima tentativa. Como ¢ uma contagem de tempo muito alta, e as
tentativas 5, 6 ¢ 7 seguem exatamente a mesma proposta da tentativa 4, o tempo
decorrente da tentativa 1 a 4 foi transformado no diagrama apresentado na Figura 43, o
qual traz uma coluna para cada minuto de investiga¢ao dentre as tentativas selecionadas
e evidencia, com a cor verde, os aspectos do PD que emergiram dentro de cada um desses

minutos. A cor laranja, além de evidenciar a emersdo do aspecto do PD, indica a troca de
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ferramenta (uso) no GeoGebra. J& a cor roxa, além de sinalizar tudo o que as outras cores
representam, indica um tempo prolongado de repeti¢do de alguma agdo feita pelos

estudantes.

Figura 43: Aspectos do PD que emergiram na exploragdo de O problema da area —
Janaina e Matheus (1* a 4* tentativa de investigacao)

Nocao de limite e
continuidade

Nocao de infinitésimo

Conceito de integral
definida
Concepgao visual-
geométrica

Verde: Emersdo de aspecto do PD.
Laranja: Momento de troca de ferramenta (uso) no GeoGebra.
Roxo: 4 minutos trocando ferramentas e fazendo construgdes.

Fonte: Dados da Pesquisa.

A partir do diagrama, nota-se que a abordagem escolhida pela dupla e pensada-
com-GeoGebra, mesmo sendo diferente da trabalhada pela dupla anterior nas outras
atividades propostas por esta pesquisa, novamente torna constante a emersao dos aspectos
do PD de Nocgdo de limite e continuidade ¢ de Concep¢do visual-geométrica. Os
aspectos do PD de Nogao de infinitésimo e de Conceito de integral definida emergiram

em grande parte do tempo e a0 mesmo tempo.

5.5 Pensamento diferencial-com-GeoGebra envolvendo O problema do volume

A intencionalidade apresentada pela atividade O problema do volume ¢ de levar
para o ambiente tridimensional (3D) a investigacdo que ocorreu anteriormente em O
problema da area, mas agora com o objetivo de determinar o volume compreendido entre
a superficie do paraboloide de revolu¢io y = x* e o plano y = 1. Assim como nas
atividades Quadratura do circulo e Cubatura da esfera, essa pesquisa propde e
recomenda que as atividades O problema da darea e O problema do volume sejam
trabalhadas de modo sequencial, mas essa ideia nao ¢ fixa e permite adaptagdes por parte
da pessoa que pretende desenvolvé-la.

Pensando de modo sequencial, os dados apresentados e discutidos nesta secao
também foram produzidos pela dupla Janaina e Matheus.

Na segunda sessdo de ensino, realizada em 13 de novembro de 2019, houve um

momento de socializagcdo com o GeoGebra (duragdo de 17 minutos e 37 segundos),
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focado no ambiente 3D. A troca de ambientes (Janela 2D para Janela 3D), o campo
Entrada ( * ) e as ferramentas Mover ( % ), Ponto ( *"), Cilindro (@ Qindr),
Esfera (), Cone (& core ), Volume ( T4 Volume ) foram alguns dos elementos explorados na
socializagao.

Ao iniciar a atividade da sessdo de ensino, questionei os estudantes quanto a curva
da parédbola trabalhada no dia anterior, entdo, retornando a Janela 2D do GeoGebra, a
dupla construiu novamente a curvay = x2 com —1 < x < 1. Com a construcio visual
finalizada, propus aos estudantes que imaginassem a curva rotacionando em torno do eixo
y e perguntei qual seria o resultado visual dessa agdo. Matheus associou a uma panela,
Janaina a uma antena. Como os objetos que foram mencionados eram 3D, conduzi esse
momento solicitando que a dupla, ainda nesse mesmo arquivo do GeoGebra e sem alterar
o elemento presente na Janela 2D, abrisse a Janela 3D. Em seguida, solicitei que os
estudantes olhassem a Etapa 1 (Quadro 38) da atividade impressa que receberam um
pouco antes da socializa¢do com o GeoGebra e desenvolvessem os itens dessa etapa. Na

segunda tentativa, os estudantes conseguiram concluir a plotagem do paraboloide no

GeoGebra (Figura 44).

Quadro 38: Etapa 1 — Instrugdo para inicio da atividade O problema do volume

1. Construgdo da superficie de revolugao no intervalo —1 < x < 1 utilizando o

GeoGebra.

+

a) Clique no campo “Entrada” , digite “Funcdo”, escolha a

~ Fungéo( <Funcédo=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final= )
opg¢ao :
clicando sobre ela e, em seguida, digite dentro dos parénteses “x?, —1,1”.

Pressione a tecla “Enter” <
b) Abra a janela de visualizagdo 3D clicando em d , presente no canto
superior direito, seguido de e escolha a opcao “Janela de Visualizagao

3D £ Janela de Visualizac&o 3D

¢) Oculte a “Janela de Visualiza¢do” clicando em , seguido de “Fechar”

Fechar

.. . . . . 7N .
d) Posicione o Eixo Y como vertical. Para isso cliqueem |, seguido de
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eixo y e vertical

e selecione a opcao . Acesse também o icone ,

escolhendo a opgao

+

e) Clique no campo “Entrada” , digite “Superficie”, escolha a

N Superficie( <Curva=, <Angulo=, <Reta>) .
opgao clicando sobre ela e, em

seguida, digite dentro dos parénteses
“nome da funcio do item 1gerado pelo GeoGebra, 2m, EixoY”.

. «
Pressione a tecla “Enter”

Fonte: Dados da Pesquisa.

Figura 44: Constru¢do do ambiente de investigagdo — Janaina e Matheus

S
N,

T

——
Fonte: Dados da Pesquisa.
ApoOs a construgdo feita pela dupla, a nossa conversa seguiu. Esse momento ¢
representado pela transcrigdo a seguir.

Ana Rita: Entdo nos vamos calcular o volume dessa figura...
Entao a atividade, que chama “O problema do volume”, consiste
em determinar o volume do paraboloide... Entdo essa imagem
tem esse nome, ta?... Paraboloide... Obtido pela revolug¢do em
torno do eixo y, da curva y = x?, com —1 < x < 1... Que foi tudo
0 que a gente jd tinha feito de construgdo, ta bom? E agora, como
que vocés acham que a gente vai conseguir calcular o volume pra
essa construcdo?

Janaina: Serd que tem alguma ferramenta?

Matheus: E, tem aquela do volume que a gente usou...

[Matheus segue selecionando a ferramenta Volume T Volume que
foi explorada anteriormente, clica na imagem do paraboloide ¢ a
dupla percebe que nada apareceu]

Janaina: Eu acho que ndo vai...

[Matheus repete a agao feita anteriormente, mas nada muda]
Matheus: Tenta vocé [passando o mouse para a Janaina] ... Tenta
a sorte... [Janaina assume o controle do mouse]

Ana Rita: O que vocés acham que esta acontecendo?

Janaina: Ndo da dando certo...

Matheus: Ndo ta indo...

Ana Rita: Por que que ndo ta dando certo a ferramenta do cdlculo
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de volume?

Janaina: Porque ela é aberta... Talvez...

Ana Rita: Hum... Sim... Porque essa imagem que nos

construimos... Essa imagem que nos construimos, na verdade, é

a casquinha do nosso paraboloide... E a superficie, ndo é todo o

espago preenchido dentro. Mas, a gente vai usar essa casquinha

como base para calcular o volume que estaria dentro dela. Tudo

bem? Entdo, e agora? Se a gente ndo consegue usar a ferramenta

Volume que o GeoGebra traz, qual ou quais estratégias vocés

acham que da pra ser utilizada pra resolver o que esta sendo

proposto, que é encontrar esse volume?

Janaina: Ahm, deixa eu ver...

Matheus: A gente pode desenhar outro... O cilindro, alguma

coisa... Um quadrado... Mas acho que é melhor vocé ver...

[Matheus continua a sua fala, mas nao foi possivel transcrever por

problemas de audio]

[Janaina e Matheus continuam a dialogar, mas nio foi possivel

transcrever por problemas de audio]

Matheus: Se a gente fizer um cilindro aqui, é igual ontem, fazendo

por eliminagado...

Janaina: Uhum...

Matheus: Por incrivel que parega, é isso! [Matheus continua a sua

fala, mas ndo foi possivel transcrever por problemas de dudio]
Nesse trecho transcrito € possivel perceber a agilidade com que os estudantes

trouxeram para a atividade a estratégia de usar a aproximagdo para calcular o volume
desejado, assim como foi feito na atividade anterior. Por isso, considero relevante a
recomendacao de trabalhar as atividades de modo sequencial, pelo menos para estudantes
do Ensino Médio, uma vez que elementos do Célculo Diferencial e Integral (CDI) sdao
poucos explorados nessa etapa da Educagido Basica.

O didlogo entre os estudantes seguiu e as primeiras ideias foram construidas com

GeoGebra, como ¢ possivel observar na Figura 45 a seguir.
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Figura 45: Construcdo concluida - Aproximagdo volume do paraboloide — Janaina e
Matheus (1* tentativa)

Fonte: Dados da Pesquisa.

Ap0s a construcdo, a dupla trabalhou com o zoom do GeoGebra para aproximar
os objetos e comparar os volumes. Depois de alguns minutos, iniciou um didlogo entre os
presentes.

Ana Rita: Vocés acham que é quanto, comparado com a esfera?
Matheus: Metade...
Janaina: E...
Matheus: Ou menos da metade?
Janaina: Um pouco menos da metade.
Matheus: Menos da metade, porque se fosse metade, seria tudo
isso... [movimentando o mouse sobre a imagem construida e
indicando o que seria uma semiesfera] Entdo seria em torno de
dois... dois e dez...
[Janaina comenta algo, mas ndo foi possivel transcrever por
problemas de audio. Apos Ana Rita solicitar que a estudante
falasse um pouco mais alto, o didlogo seguiu]
Janaina: E... Eu acho que vai ser uns dois e... E, eu dou dois... Eu
tiro esses noventa e cinco...
Matheus: Eu dou dez... Dois e dez!
Janaina: Eu dou dois! Ou menos de dois, ndo sei...

Nessa primeira tentativa de aproximacao feita pela dupla, ¢ possivel perceber a

emersdo dos seguintes aspectos do PD: Nog¢do de limite e continuidade, por terem
construido uma esfera circunscrita ao paraboloide; e Concepg¢do visual-geométrica, por
terem feito a construcdo de um objeto para comparacao.

Ao questionar os estudantes sobre qual figura eles acreditavam que, ao ser feita a
construgdo, o volume ficaria mais proximo daquele que estdvamos investigando, Matheus

trouxe o cone para discussdo, argumentando como ele apareceria visualmente na janela
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do GeoGebra, enquanto passava o mouse sobre algumas ferramentas do sofiware. Uma
outra ideia que a dupla tinha comentado anteriormente e que surgiu a tona nesse momento,
foi a possibilidade de desenvolver a aproximacao por meio do cilindro. Entdo, na segunda
tentativa realizada, Janaina e Matheus optaram por seguir o caminho do cilindro, como ¢é
possivel observar na Figura 46, a seguir.

Figura 46: Construcao concluida - Aproximag¢ao volume do paraboloide — Janaina e
Matheus (2* tentativa)

MP4

Fonte: Dados da Pesquisa.

Ana Rita: E agora, o que vocés podem falar sobre o volume do
paraboloide comparado ao volume do cilindro, entdo? Quais sdo
as aproximagoes que vocés vao fazer?
Janaina: O duro é que esse ai ficou sobrando muito...
Matheus: Muito mais!
Janaina: Ta bem maior.
Matheus: A7 sobraria muito espago entdo...
Janaina: Sera que se a gente tirar os dois vai fazer alguma
diferenga?
Matheus: O qué? Como vocé fala?
Janaina: Assim, subtrair o valor que a gente achou no cilindro
com o cilindro, com esse... Que nem a gente fez na outra... Eu
acho que ndo, né?
Matheus: Tem que pensar no seguinte... Calma ai que vou ligar o
outro [tirando a op¢do de omitir que estava aplicada na esfera] ...
Qual é a dif ..O... [movimentando os objetos para mudar o angulo
de visao]
Janaina: Hum... E ndo vai interferir em muita coisa...
Matheus: Porque o que mais chega aqui perto é a esfera, ne?
Janaina: E, é a esfera ta bem melhor.

Nesse momento, mesmo que os estudantes ndo apresentaram uma nova

aproximacao para o volume do paraboloide, ¢ evidente a conclusdo de um raciocinio por



136

aproximagao baseado novamente nos aspectos do PD de Nogdo de limite e continuidade

e Concepgao visual-geométrica.

Em busca de novas ideias para explorar com o GeoGebra e durante um momento

de conversa entre os estudantes, Janaina recorre a atividade impressa que estava sobre a

mesa e, folheando as paginas, identifica a palavra Cone. Nesse momento a dupla lembra

que nao tinha construido esse cenario e opta por desenvolvé-lo, como € possivel observar

na Figura 47. O didlogo iniciado ap0s a construgdo € apresentado a seguir.

Figura 47: Construgdo concluida - Aproximag¢ao volume do paraboloide — Janaina e

Matheus (3? tentativa)

MVI2653 P4

Fonte: Dados da Pesquisa.

Matheus: Meu Deus! Esta quase igual!
Janaina: E, coube! Nossa... que coisa linda!

Apo6s orientar os estudantes quando a redug¢do da transparéncia de objetos

construidos no GeoGebra, ¢ a aplicacdo do exposto no paraboloide, a conversa seguiu.

Janaina: Olha, é o espago da circunferéncia! Ndao é?

Matheus: Oi?

Janaina: Esse é o espago da circunferéncia que tava faltando, ndo
é? Ndo? Sera?

Matheus: Entdo a gente tem que achar.. Calma ai... [Matheus
movimenta a barra de rolagem da janela de 4algebra do GeoGebra]
Matheus: O cone... O cone tem um e cinco! [fazendo referéncia
ao volume do cone que foi apresentado pelo GeoGebra: 1,05]
Janaina: Um e cinco...

Matheus: Vocé falou dois... [fazendo referéncia ao resultado
aproximado por Janaina na primeira tentativa]

Janaina: Eu falei dois...

Matheus: Entdo...

Ana Rita: Quanto sera que vocés acham que vai ser o volume do
paraboloide?
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Janaina: A, eu ainda fico entre o dois mesmo...
Matheus: Eu vou ficar... [olhando para a imagem enquanto
pensava] Um e oitenta!
Janaina: Um e oitenta... Entre um e oitenta e dois. Ta ai!
Assim como nas tentativas anteriores, essa abordagem explorada pela dupla e toda

a proposta de aproximacdo que foi trilhada até o momento, apresentou indicios da
emersdo dos aspectos do PD: Nogdo de limite e continuidade ¢ Concepgdo visual-
geométrica.

Janaina e Matheus seguiram pensando em como aproximar mais os resultados que
estavam obtendo ao valor do volume do paraboloide. Optaram por deixar visivel na Janela
3D do GeoGebra o paraboloide, o cone e a esfera (construida na primeira tentativa). A
dupla seguiu a estratégia de trabalhar a diferenca entre os volumes e realizaram o calculo:
Volumesemiesfera — Volumecone = 2,095 — 1,05 = 1,045. Diante do resultado, a
dupla ficou bem pensativa, tentando fazer alguma interpretagdo do valor encontrado.
Voltaram a observar os objetos construidos no GeoGebra, omitiram a esfera, alteraram o
angulo de visao que estavam tendo do paraboloide e do cone, dialogaram e, entdo,
concluiram que o volume desejado seria um valor entre 1,15 (aproximagdo feita por
Matheus) e 1,20 (aproximagao feita por Janaina). Mesmo sem fazer novas construgdes
no GeoGebra, os estudantes conseguiram pensar € propor uma nova aproximacao para o
que estavam investigando, sendo emergente nesse processo o aspecto do PD de No¢do de
limite e continuidade.

Quando a dupla finalizou o raciocinio anterior, sugeri que iniciassem uma nova
estratégia, buscando identificar um valor ainda mais proximo do esperado. Diante da
duavida que pairava sobre os estudantes em como seguir com a investigagdo, Janaina e
Matheus retomaram a leitura da atividade impressa e, diante das figuras que estavam
presentes, decidiram seguir a mesma estratégia, que consistia em inscrever e
circunscrever cilindros ao paraboloide. A quarta tentativa construida pelos estudantes

gerou os objetos apresentados na Figura 48.
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Figura 48: Construcdo concluida - Aproximacao volume do paraboloide — Janaina e
Matheus (4" tentativa)

MVI26S5MP4

.-

Fonte: Dados da Pesquisa.

Ao somar o volume dos cilindros que foram construidos, o didlogo segue.

Janaina: Deu um e sessenta e sete!
Ana Rita: Hum... E ai, serd que ta bom esse negocio?
Matheus: Ndo...
Ana Rita: Mas vocés acham que ta mais proximo?
Janaina: Ta! Bem mais proximo...
Ana Rita: Vocés estimam que vai ser quanto entdo? Mais do que
esse valor? Menos do que esse?
Janaina: Menos...
Ana Rita: Quanto que vocés acham que vai ser?
Janaina e Matheus: Vai ser menos!
Janaina: Entdo eu acho que vai ser um e...
Matheus: Quarenta... Um e quarenta pra cinquenta...
Janaina: E... Entre um e quarenta e um e cinquenta.
Esse momento da investigagdo ¢ interessante por evidenciar a emersao dos quatro

aspectos do PD estruturados nessa pesquisa: Nogdo de limite e continuidade; Nog¢do de
infinitésimo; Conceito de integral definida; ¢ Concepgdo visual-geométrica.

A partir desse ponto, os estudantes seguiram com a ideia de cilindros inscritos e
circunscritos ao paraboloide, mas buscando o aprimoramento dos objetos construidos
(ajuste de raio a partir da equacdo da parabola y = x?; quantidade de cilindros; entre
outros), bem como o uso simultdneo dos cenarios para trabalhar a aproximacao a partir
da média aritmética entre a soma dos volumes dos cilindros inscritos (V;) e a soma dos
volumes dos cilindros circunscritos (V). As figuras a seguir mostram o desenvolvimento

da quinta tentativa feita pela dupla Janaina e Matheus.
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Figura 49: Construcdo concluida - Aproximacgao volume do paraboloide — Janaina e
Matheus (5* tentativa — Parte I)

Fonte: Dados da Pesquisa.

Figura 50: Construcdo concluida - Aproximacgao volume do paraboloide — Janaina e
Matheus (5% tentativa — Parte 1I)
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Fonte: Dados da Pesquisa.

Ao calcular a média aritmética mencionada anteriormente, os estudantes
chegaram no valor 1,59. Resgatando mentalmente as constru¢des que foram exploradas
nessa tentativa, Matheus passou a acreditar que o volume do paraboloide seria de 1,40, e
Janaina de 1,45. Novamente, nessa etapa, faz-se presente os aspectos do PD: Nogdo de
limite e continuidade; Nogdo de infinitésimo; Conceito de integral definida; ¢
Concepgdo visual-geométrica.

Quando questionei se era possivel chegar mais préximo do valor desejado, Janaina

e Matheus reconheceram que sim. Entdo fiz uma nova pergunta, agora buscando
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compreender qual estratégia a dupla poderia adotar. Os estudantes imediatamente
responderam que seria necessario diminuir os espagos e fazer mais figuras, como no dia
anterior. E assim iniciou-se a sexta tentativa de investigagdo de Janaina e Matheus, agora
construindo o dobro de cilindros em cada cendrio (inscrito e circunscrito), conforme as

figuras a seguir.

Figura 51: Construgao concluida - Aproximag¢ao volume do paraboloide — Janaina e
Matheus (6" tentativa — Parte I)

dolume de b =032 48
me de g =028

Fonte: Dados da Pesquisa.

Figura 52: Construgdo concluida - Aproximac¢do volume do paraboloide — Janaina e
Matheus (6" tentativa — Parte II)
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Fonte: Dados da Pesquisa.
ApOs calcular a média aritmética para essa tentativa, iniciou-se o didlogo
transcrito a seguir.

Ana Rita: E agora, vocés acham que estd se aproximando de qual
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valor o volume entdo?

Janaina: Um e cinquenta e cinco...

Matheus: Ahm... Vai ser um e cinquenta e oito... cinco mil
oitocentos e poucos... Quase chegando no cinquenta e nove.

Ana Rita: O, nés tinhamos cinco cilindros, deu um e cinquenta e
nove a nossa média, né? Depois, dez cilindros, um e cinquenta e
oito. Vocés acham que se a gente continuar aumentando o
cilindro esse valor vai diminuir muito?

Matheus: Ndo! Eu acho que ele vai manter. No mdximo um e
cinquenta e seis, assim...

Janaina: E...

Matheus: Cinguenta e sete, estourando...

Ana Rita: 7d bom, beleza! Entdo ok, é um outro jeito que a gente
tem de trabalhar volume por aproximagdo, igual area, td? A
gente ndo precisa ter a formula para calcular o volume do
paraboloide... Se eu sei calcular o volume de uma outra figura,
eu posso ir trabalhando ela varias vezes dentro ou fora, e
trabalhar a média nesse nosso ultimo caso, né? [Janaina acena
que sim com a cabeca]

Ana Rita: Ahm... Entdo vocés vdo fechar em qué? Estourando
qual valor pro nosso volume?

Matheus: Vai arriscar no cinquenta e sete ou cinquenta...?
[perguntando para Janaina]

Janaina: [Janaina comenta algo que nao foi possivel transcrever
por problemas de audio] Um e cinquenta e sete mesmo [Matheus
acena com a cabega concordando]. Um e cinquenta e sete! A gente
fechou em um e cinquenta e sete!

Entdo, diante do resultado que a dupla decidiu assumir como aproximacao do
volume do paraboloide, a investigagdo dessa atividade terminou. Nessa sexta e ultima
tentativa feita pelos estudantes, € notorio a emersao dos quatro aspectos do PD: Nog¢do de
limite e continuidade; Nogdo de infinitésimo; Conceito de integral definida; ¢
Concepgdo visual-geométrica.

Ao todo, foram aproximadamente 1 hora entre o inicio da primeira tentativa e o
desfecho da sexta tentativa. Como ¢ uma contagem de tempo muito alta, e as tentativas 5
e 6 seguem exatamente a mesma proposta da tentativa 4, o tempo decorrente da tentativa
1 a 4 foi transformado no diagrama apresentado na Figura 53, o qual traz uma coluna
para cada minuto de investigagdo dentre as tentativas selecionadas e evidencia, com a cor
verde, os aspectos do PD que emergiram dentro de cada um desses minutos. A cor laranja,
além de evidenciar a emersao do aspecto do PD, indica a troca de ferramenta (uso) no
GeoGebra. J4 a cor roxa, além de sinalizar tudo o que as outras cores representam, indica

um tempo prolongado de repeticdo de alguma acdo feita pelos estudantes.
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Figura 53: Aspectos do PD que emergiram na exploragdo de O problema do volume —
Janaina e Matheus (1% a 4* tentativa de investigacao)

Nogao de limite e
continuidade

Nogao de infinitésimo

Conceito de integral
definida
Concepcao visual-
geométrica

Verde: Emersdo de aspecto do PD.
Laranja: Momento de troca de ferramenta (uso) no GeoGebra.

Roxo: 4 minutos trocando ferramentas e fazendo construgoes.
Fonte: Dados da Pesquisa.

A partir do diagrama podemos verificar a constante emersao dos aspectos do PD
de Nocdo de limite e continuidade ¢ de Concepc¢do visual-geométrica. Os aspectos do
PD de Nogdo de infinitésimo ¢ de Conceito de integral definida emergiram a partir da
quarta tentativa feita pela dupla, pois a abordagem foi diferente das realizadas

anteriormente e estavam diretamente relacionados.

5.6 Pensamento diferencial-com-GeoGebra envolvendo A4 relacdo entre os volumes

Para encerramento da segunda sessdo de ensino que Janaina e Matheus
participaram, propus que a dupla desenvolvesse a atividade A relagdo entre os volumes,
objetivando identificar alguma relag@o entre o volume de um cilindro, um paraboloide e
um cone de mesma base e altura.

Enquanto Matheus construia o ambiente de investigacao (Figura 54), por lembrar
dos passos envolvidos na constru¢do do paraboloide, cilindro e cone, Janaina e eu

conversamos sobre qual seria o volume do cilindro e do cone, ja que a estudante lembrava

, mrh
das formulas: Volume jjingro = T 1>+ h e Volume,ype = — Esse momento de

construgdo e as primeiras percepcoes duraram 04 minutos e 09 segundos.
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Figura 54: Constru¢ao do ambiente de investigagdo — Janaina e Matheus

MVI_2660.MP4

Fonte: Dados da Pesquisa.

A sessdo seguiu com o didlogo transcrito a seguir:

Ana Rita: Entdo agora a gente ta discutindo aqui se tem alguma
relagdo, se é que existe, né? Se existir, qual é a relagdo entre o
volume dessas trés figuras. O volume do cilindro, pra esse nosso
caso, o raio é um e a altura é um, entdo vocés ja tinham dito na
atividade anterior, né, que nos fizemos hoje, que o volume entdo
ia ser o pi, o trés virgula quatorze que vocés tinham ja chamado
a atengdo. Al o volume do cone...

Matheus: [Olhando a folha da Janaina] E um ter¢o do cilindro...
Foi o que a Jana colocou.

Ana Rita: Isso! E um ter¢o do cilindro. Mas, se vocé quer conferir,
clica na... omite o cilindro, omite o paraboloide... Deixa so o
cone.

[Matheus, conduzindo o mouse, executa o comando]

Ana Rita: Isso, agora vai la em Volume 4 Volume , e calcula o
volume 50 desse cone.

[Novamente, Matheus executa o comando]

Matheus: Trés virgula quatorze!... Nao! Volume... Um ponto zero
cinco.

[Janaina anota o valor na folha da atividade]

Ana Rita: Isso! Entdo, se dividir o trés virgula quatorze, né, o
aproximado do pi, por trés... Que é a relagdo que vocés falaram...
Matheus: Um zero cinco.

. “ 1 .
Tendo em vista que a relagdo Volume e = 3 Volume,;jinaro € trabalhada no 2°

ano do Ensino Médio e que Janaina e Matheus ja haviam passado por esse momento, essa
foi a primeira percepcao que os estudantes tiveram no desenvolvimento da atividade, e
levou 35 segundos para acontecer. O caminho percorrido e transcrito evidenciou a
emersdo dos aspectos do PD de Nog¢do de limite e continuidade, pelos estudantes
visualmente identificarem qual seria o maior volume e estimar o outro sabendo que ndo
poderia excedé-lo; e de Concepgio visual-geométrica, diante da constante busca e

consulta da construcao dos objetos.

E a investigacdo das relagdes seguiu:

ita: E agora, como que vai ficar a relagdo pro volume do
Ana Rita: E l / d
paraboloide? Vocés fecharam que vai ser aproximadamente um



144

virgula cinquenta e sete, né? [Janaina e Matheus acenam que sim
com a cabeca]
Janaina: Entdo...
[Matheus assume novamente o controle do mouse ¢ abre a
calculadora do notebook]
Ana Rita: Como que a gente pode relacionar esse valor com o
volume do cilindro e esse valor com o volume do cone?
[Janaina volta a atengdo para o que o Matheus estava fazendo com
a calculadora]
Ana Rita: Sera que vai existir alguma relagdo?
Janaina: E...
Ana Rita: Que que vocé fez ai? [pergunta para Matheus]
Matheus: Dividi pi por dois... O valor de pi por dois, que deu um
e cinquenta e sete.
Ana Rita: Entdo que que a gente pode falar que tem de relagdo
entre o volume do paraboloide com o volume do cone... O, do
cilindro, perdao.
Matheus: Meio!

O tnico contato que os estudantes tiveram com o paraboloide foi na atividade O

problema do volume, desenvolvida no comego dessa sessao de ensino. Entretanto, em 37

segundos a dupla conseguiu identificar a relagio  Volumepgrapoioide =
1 . L . A A .
> Volume,jjinaro- Essa investigagao reforga a importancia da construgao visual ao serem

trabalhados elementos do CDI, favorecendo os processos de deducido e estimativa. Desse
modo, os aspectos do PD emergentes foram: Nogdo de limite e continuidade ¢ de
Concepgdo visual-geométrica, pelas mesmas justificativas descritas na relagao anterior.

Ainda estava faltando a relacdao entre o volume do paraboloide € o volume do
cone, entdo o didlogo seguiu.

Ana Rita: E agora se a gente quiser a relagdo do volume do
paraboloide com o volume do cone, hein?

Matheus: Meus Deus! Se um é um tergo e o outro é meio...
Janaina: Pera ai, a gente ndo descobriu que isso aqui era um
terco ontem?

Ana Rita: Sim...

Janaina: Esse quadra... Hum...

Ana Rita: Ahm...

Matheus: Calma... O que vocé esta fazendo?

Janaina: E se a gente fizer um quadrado... [rabiscando a folha da
atividade impressa] 4 ndo, ndo vai dar certo, esquece.

Matheus: Ndo... se um ¢ um terco e o outro ¢ meio... Meio do
meio!

Janaina: Meio do meio [dando risada]

Matheus: Calma...

Ana Rita: Que que seria esse meio do meio que vocé falou ai?
[Janaina e Matheus riem]|

Matheus: 4i meu Deus!
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Ana Rita: Ndo, fala... Que que vocé pensou meio do meio? Meio
do meio a onde?

Matheus: Porque se um é um terco e o outro é meio... A, eu ndo
entendi também, so falei... [todos riem]

Ana Rita: Vocé ndo entendeu esse raciocinio seu?

Matheus: E, a cabeca pensou sozinha...

Janaina: Entdo esse aqui vai ter cinquenta e dois... [apontando
para a diferenca presente entre o cone e o paraboloide na folha da
atividade impressa]

Janaina: 4 drea disso daqui é cinquenta e dois. Pra poder dar um
e cinquenta e sete tudo isso daqui [contornando o paraboloide na
folha), tem que ser cinquenta e dois.

Matheus: 4 td, entendi!

Janaina: Ndo td fazendo um pingo de sentido! Também é um tergo,
serd?

Matheus: Cinquenta e dois?

Janaina: Ndo, ¢ que também sera que aqui também vai ser um
ter¢o? [contornando novamente o desenho na folha]

Matheus: Ndo, calma... [colocando a mao sobre o mouse]
Janaina: £ porque ai cinquenta e dois... Vamos supor...

[Matheus abre a calculadora do notebook]

Matheus: Ndo... [digitando na calculadora] Deu um e cinco,
dividido por trés, zero virgula...

Janaina: Ndo... Poe um e cinquenta e sete dividido por trés.
[Matheus executa a ag¢ao|]

Matheus: E o que vocé falou! O que falta ai... é o cinquenta e dois
que falta. Entendeu?

Janaina: Pra dar um e cinquenta e sete.

[Houve uma conversa paralela nesse momento, mas nio sera
transcrita por nao ser relevante]

Matheus: Vocé mandou dividir o qué, um e cinquenta e sete?
Janaina: E...

Matheus: Que é o valor do...

Janaina: Que era o que a gente tinha descoberto antes...
Matheus: Do... Disso daqui, né? [apontando para a imagem do
paraboloide na folha da atividade]

Janaina: Isso... Inteiro!

Matheus: Dividir por... Trés?

Janaina: Trés... Que ai seria dois pedagos reservados pro...
[Nesse momento, Janaina, que estava olhando a imagem na folha
da atividade, volta o seu olhar para a tela do notebook, onde era
visivel a calculadora com o resultado 0,5233333333. Ela fez
alguns segundos de pausa, entdo apontou para a tela e seguiu no
dialogo]

Janaina: Vezes dois!

[Matheus rapidamente voltou a conduzir o mouse, e realizou o
calculo mencionado por Janaina. Os dois olham para o resultado:
1,0466666667; se olham e, entdo, Janaina olha para Ana Rita]
Ana Rita: Uhum! Que que deu ai?

Janaina: Um zero quatro, e aqui é um zero cinco [apontando para
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a imagem do cone na folha da atividade]

Ana Rita: Uhm...

Matheus: Dividido por trés... Vezes dois...

Janaina: Entdo isso daqui é um ter¢o também! Da tudo um tergo
ndo, né gente?

Matheus: Ndo! Dois quintos!

Janaina: Dois quintos?

Matheus: Ndo? [perguntando para Ana Rita]

Ana Rita: Ndo sei... Por que dois quintos?

Matheus: Ndo... Calma! Dois quintos, ndo... Ixi, agora até eu
esqueci... [buscando lembrar o que foi feito]

Matheus: Porque eu somei um ter¢o com um meio! Mas ta errado!
Calma...

ApOs as observagdes transcritas acima, Janaina e Matheus demonstraram certo

grau de confusdo no momento de finalizar a investigacdo da ultima relagdo. Entdo,

lembrei aos estudantes que estdvamos interessados na relacdo entre o volume do

paraboloide (aproximadamente 1,57) e o volume do cone (aproximadamente 1,05).

Repassamos todos os passos que a dupla tinha percorrido até o momento. A dupla seguia

tentando retomar a esséncia dos pensamentos que tiveram. Foi quando o desfecho

aconteceu.

Matheus: Calma... E se eu fizer isso... [e foi digitando alguns
valores na calculadora do notebook enquanto Janaina observava]
Matheus: Vocé entendeu o que eu fiz?

Janaina: Hum... Vocé multiplicou...

Ana Rita: Faz de novo pra Jana ver que que vocé fez.

[Matheus repetindo o processo na calculadora]

Matheus: Eu peguei o volume do cone e fiz vezes zero virgula
cinco.

Ana Rita: Isso... Ai vocé tem a metade do volume do cone. E
agora?

Matheus: A1, tipo, se eu pegar o volume do cone e fazer mais isso,
a gente vai chegar no resultado que a gente... Que seria o volume
do... Que a gente acha que é o volume do paraboloide.

Ana Rita: Isso!

Matheus: Entendeu? [Janaina acena que sim com a cabeca]

Ana Rita: Entdo vocé vai considerar que o volume do paraboloide
é o qué?

Janaina: Zero virgula cinquenta e sete...

Ana Rita: Ndo...

Janaina: Ndo? [Janaina e Matheus riem]

Ana Rita: O, pensa na fala do Matheus. O Matheus... Queque...
Fala de novo o que vocé acabou de falar...

Janaina: Aaa...

Matheus: Eu dividi o volume do cone por dois...

Ana Rita: Isso...

Matheus: E esse resultado é... Seria o volume do cone mais esse
resultado seria o volume do paraboloide... E isso.
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Ana Rita: Isso... Entdo pra vocé chegar no volume do
paraboloide, vocé precisa o qué do volume do cone?
Janaina e Matheus: Dividir por dois...
Matheus: E somar o resultado mais o volume do cone.
Apos organizar as ideias e trabalhar algumas anotagdes na folha da atividade, os

estudantes formalizaram a relagdo entre o volume do paraboloide e do cone como sendo:
1 .
Volumeyarapoloide = 15V0lumecone. Todo o processo desenvolvido em busca dessa

ultima relacdo teve duracdo e 12 minutos e 38 segundos. Aqui, € possivel observar a
emersdo dos aspectos do PD de Nogdo de limite e continuidade ¢ Concepg¢do visual-
geomeétrica, pelo fato de a todo momento os estudantes estarem recorrendo a constru¢ao
dos objetos para observacdo e a no¢do de comparacao entre os volumes e associagdo a
qual objeto representaria o volume méaximo e qual representaria o volume minimo.

Ao todo, foram aproximadamente 18 minutos entre o inicio da construgdo dos
objetos no GeoGebra e a conclusdo da tultima relagdo entre os volumes envolvidos na
atividade. Esses 18 minutos de investigacdo transformaram-se no diagrama apresentado
na Figura 55, o qual apresenta uma coluna para cada minuto de investigagao e evidencia,
com a cor verde, os aspectos do PD que emergiram em cada um desses intervalos de
tempo. A cor laranja, além de evidenciar o aspecto do PD emergente, indica a troca de
ferramenta (uso) no GeoGebra. J& a cor roxa, além de sinalizar tudo o que as outras cores
representam, indica um tempo prolongado de repeticdo de alguma agdo feita pelos
estudantes.

Figura 55: Aspectos do PD que emergiram na exploragdo de A relagdo entre os volumes
— Janaina e Matheus (ciclo completo de investigacio)

Nocao de limite e
continuidade

Nocao de infinitésimo

Conceito de integral
definida
Concepgao visual-
geométrica
Verde: Emerséo de aspecto do PD.
Laranja: Momento de troca de ferramenta (uso) no
GeoGebra.
Roxo: 6 minutos de tentativa de associa¢do do cone com o
paraboloide.
Fonte: Dados da Pesquisa.

A partir do diagrama, nota-se que a busca por relagdes envolvendo os volumes do
cilindro, paraboloide e cone, todos de mesma base e altura, impacta na emersao apenas

de dois aspectos do PD: No¢do de limite e continuidade ¢ Concepgao visual-geométrica.
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Além disso, essa atividade contou com um nimero reduzido de objetos construidos no
GeoGebra e um desdobramento maior a partir do uso da calculadora do notebook e de

anotagdes em folha de papel.

5.7 Consideracdes gerais sobre as exploracoes das atividades

De modo geral, as atividades que propunham a investigacdo do valor de areas
foram desenvolvidas de forma mais fluida pelos estudantes. Um obstaculo no
desenvolvimento das atividades envolvendo o calculo de volumes foi com relacdo ao uso
do software GeoGebra, ndo por sua linguagem, seu design ou interface especificamente,
mas pelo fato de a Janela 3D exigir uma maior percepgao e sensibilidade para a construcao
dos objetos. Ou seja, o pensar-com-GeoGebra na Janela 3D pode tornar complexo os
processos do PD de estudantes do Ensino Médio. De maneira particular, o uso da
calculadora foi emergente nos momentos em que o calculo desenvolvido envolvia uma
quantidade muito grande de valores, ou quando os valores eram muito pequenos, ou
quando os estudantes tinham como objetivo validar algum célculo desenvolvido
mentalmente ou na folha de papel.

Mesmo tendo trabalhado atividades diferentes, foi possivel perceber nos
estudantes a constante emersao do aspecto do PD de Concepg¢do visual-geométrica. A
manifestagdo de construgdo e analise de figuras foi significativa para o estudo do CDI e
se tornou recorrente neste estudo a partir do momento em que os estudantes puderam usar
o GeoGebra. Esse software serviu como base para a construcdo dos cendrios de
investigacdo, os testes de conjecturas e, diante disso, potencializou cenarios para a
emersdo de outros aspectos do PD.

Diante da fala inicial que tive com cada dupla, em todas as sessoes de ensino, na
qual expus a ideia de desenvolver as investigagdes segundo a proposta de aproximagao,
acabei de certo modo influenciando o inicio das investigagdes. Entretanto, o modo como
os estudantes conduziram a proposta, constantemente focados em construir objetos que
quase ndo excedessem o principal, tentando manter contato (proximidade ou encontro
entre lados e/ou faces) entre as construgdes, e atentos ao fato de que ndo poderiam exceder
a um determinado valor desconhecido, justifica a também constante emersao do aspecto
do PD de Nocgdo de limite e continuidade.

O aspecto do PD de Nogdo de infinitésimo, mesmo nao sendo constante, emergiu

em todas as atividades que trabalhavam diretamente o calculo de 4rea e volume. Um ponto
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comum na abordagem de aproximag¢ao empregada pelas duplas para essas atividades foi
a reducao no tamanho de uma determinada medida, sendo esta relacionada ao lado,
volume, altura ou raio de algum objeto.

O aspecto do PD de Conceito de integral definida emergiu apenas nas atividades
O problema da drea e O problema do volume, ambas exploradas por Janaina e Matheus.
Isso porque apenas essa dupla explorou nas investigagcdes a ideia de dividir o objeto
principal em outros menores, respeitando um certo padrao nessas construgoes.

A seguir, no Capitulo 6, apresento uma sintese deste estudo, algumas reflexdes
quanto ao seu desenvolvimento e resultado, bem como alguns apontamentos para

realizagdo de estudos futuros.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Este estudo se iniciou com o intuito de identificar quais aspectos do Pensamento
Diferencial (PD) emergiam em um grupo de estudantes do Ensino Médio durante a
investigacao de atividades envolvendo o célculo de areas e volumes. Para isso, houve o
desenvolvimento de sessoes de ensino (STEFFE; THOMPSON, 2000) com estudantes do
1°,2° e 3° ano do Ensino Médio. Durante as sessdes de ensino, organizados em duplas, os
estudantes exploraram as atividades propostas utilizando o software GeoGebra. Nesse
contexto, a pergunta que guiou este estudo foi: Quais aspectos do PD e do pensar-com-
GeoGebra emergem quando estudantes do Ensino Médio investigam atividades sobre
calculo de areas e volumes? A dissertacdo se iniciou com uma introducao em que justifico
tal estudo, apresento o objetivo da pesquisa e o software escolhido para desdobramento
das atividades propostas.

O foco desta pesquisa esteve nos aspectos do PD. Sendo assim, para discutir sobre
a compreensdo do PD, perpassei por outros pensamentos presentes na Matematica e me
fundamentei nas concepcdes de Wielewski (2005), Henriques (2010), Sad (2000) e Reis
(2001), ao afirmar que o PD ¢ um tipo de PM e que, mesmo com algumas particularidades,
esses e outros pensamentos se complementam. A compreensdo que esse estudo teve
quanto aos aspectos do PD, também alicercada nos autores citados, ¢ de manifestagio de
conceitos do Calculo Diferencial e Integral (CDI) emergentes de maneira formal e/ou
intuitiva, associado a ideia de pensar-célculo.

Além da compreensao do PD, esta pesquisa buscou nas produgdes de Baron
(1985), Edwards (1979), Estrada et al. (2000) e Boyer (2010) vestigios de aspectos do PD
em problemas historicos envolvendo o célculo de areas e volumes. Diversos problemas
importantes da historia do Célculo influenciaram diretamente o design das atividades
elaboradas nesta pesquisa. Além disso, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) se
fez presente quando busquei entendimento quanto ao escasso trabalho no Ensino Médio
explorando os elementos do CDI.

O uso de tecnologias digitais se fez também presente na proposta deste estudo.
Diante disso, me fundamentei em Kenski (2012), Lévy (2016), Lévy (2017), Lévy (2018)
e Borba, Scucuglia e Gadanidis (2018) para apresentar e discutir o desenvolvimento das
tecnologias, tecnologias da inteligéncia e tecnologias digitais. Ao falar e pensar em toda
essa inovagao tecnoldgica, considero importante o resgate da pergunta langada por Borba,

Scucuglia e Gadanidis (2018): Sera que essas inovagoes se tornaram acessiveis e se
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distribuem pela sociedade no mesmo ritmo?

Os proprios autores afirmam:

Sabemos [...] que o acesso as tecnologias ndo ¢ igual para todos, e que mais da
metade da populagdo mundial ndo tem acesso a internet ou ndo tem nogao de
que venha a ser um computador. Um relatorio da ONU, de 2013, mostra que,
embora o numero de celulares no mundo praticamente seja equivalente a
populacdo mundial, ainda hd uma imensa parte da populagdo mundial sem
acesso a internet. O Brasil ndo estd bem situado, do ponto de vista mundial, no
item de acesso a internet. Por outro lado, a imprensa nacional ja noticia que ha
mais celulares que habitantes no pais (BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS,
2018, p.138).

Uma reportagem®® publicada no site da Organizagdo das Nac¢des Unidas (ONU),
em setembro de 2020, aponta que ainda sdo pelo menos 3 bilhdes de pessoas sem acesso
a internet no mundo, ou seja, estamos falando de aproximadamente 38,5% da populagao
mundial'®. Em tempos de pandemia do novo coronavirus (covid-19)*, cujo primeiro caso
no Brasil foi registrado em fevereiro de 20208, a desigualdade social e econdmica em
nosso pais, assim como nos demais, foi escancarada. De forma que, em se tratando da
Educac¢do mundial, cerca de 826 milhdes de estudantes que enfrentam a passagem do ano
letivo fora das salas de aula (nimero que corresponde a metade do total de alunos nessa
situacao) ndo t€m acesso a um computador em casa, ¢ quase 706 milhdes ndo tém ligacao

doméstica de internet*®

. No Brasil, sdo 4,8 milhdes de criangas e adolescentes que ndo
tém acesso a internet doméstica?’. Todos esses estudantes acabam sendo excluidos da
maioria das alternativas adotadas pelos governos (em que o uso dessas tecnologias ¢
essencial) como forma de garantir a continuidade do aprendizado.

Nesse momento de pandemia, tem sido um grande desafio seguir com a Educacio.
Mesmo o Conselho Nacional de Educa¢io (CNE)?* autorizando a oferta de aulas por

meios digitais (videoaulas, plataformas virtuais de ensino e aprendizagem, redes sociais,

entre outros) ou nao, abrindo espaco para programas de televisdo ou radio; adocao de

15 < https://mews.un.org/pt/story/2020/09/1726652>. Acesso em: 22 out. 2020.

16 Contagem da populagio mundial. Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Populacio mundial>.
Acesso em: 10 nov. 2020.

17 <https://www.paho.org/pt/covid19>. Acesso em: 10 out. 2020.

18 <https://www.gov.br/saude/pt-br/assuntos/noticias/brasil-confirma-primeiro-caso-de-novo-coronavirus
>. Acesso em: 10 nov. 2020.

9 Dados divulgados pela ONU em 21 abr. 2020. Disponivel em: <
https://news.un.org/pt/story/2020/04/1711192>. Acesso em: 22 out. 2020.

2 Dados divulgados pela Agéncia Brasii — Rio de Janeiro. Disponivel em: <
https://www.unicef.org/brazil/comunicados-de-imprensa/unicef-alerta-essencial-garantir-acesso-livre-a-
internet-para-familias-e-criancas-vulneraveis >. Acesso em: 10 nov. 2020.

2 Parecer CNE/CP N° 5/2020. Disponivel em: <
http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_docman&view=download&alias=145011-pcp005-
20&category_slug=marco-2020-pdf&Itemid=30192>. Acesso em: 22 out. 2020.
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materiais didaticos impressos ou exercicios indicados em materiais didaticos; por
exemplo, a comunicagao fica fragilizada. Reconheco as potencialidades que os recursos
tecnoldgicos tém frente ao processo de ensino e aprendizagem, mas ndo posso deixar de
expor a desigualdade tecnoldgica que vivemos.

A investigacdo matematica (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA,2016) e o
pensar-com-GeoGebra (BORBA; SCUCUGLIA; GADANIDIS, 2018) foi utilizado neste
estudo. Nesse processo de pensar-com-GeoGebra, os autores pontuam que a tecnologia
digital escolhida e empregada tem um propoésito além do uso comum como ferramenta,
mas ¢ inserida como base da investigacdo. Escolhi trabalhar com o software GeoGebra
baseada na facilidade de acesso, exploragao e visualizagdo. Ainda na produc¢ao dos dados,
foram utilizadas filmagens das sessdes de ensino, gravagao da tela do computador e
webcam, arquivos gerados no GeoGebra e anotagdes em folha de papel. O modelo de
analise de video proposto por Powell, Francisco e Maher (2004) foi utilizado durante a
analise dos dados, a fim de identificar a emersao dos quatro aspectos do PD: Nog¢do de
limite e continuidade; Nog¢ao de infinitésimo; Conceito de integral definida; Concepg¢do
visual-geométrica.

Na analise, organizei os dados em relagdo as atividades exploradas durante as
sessdes de ensino, seguindo a sequéncia: Quadratura do circulo; Cubatura da esfera; O
problema da area; O problema do volume; A relagdo entre os volumes. A escolha das
duplas de estudantes que tiveram os dados produzidos, expostos e discutidos seguiu a
ideia de amostragem para pesquisa qualitativa proposta por Marshall (1996). Construi
diagramas que mostram evidéncias em relacdo a emersdo dos aspectos do PD em
estudantes do Ensino Médio ao investigarem atividades sobre calculo de areas e volumes
por meio do software GeoGebra. Como conclusao de analise, os diagramas apontam que
dois aspectos do PD s3o constantes nas investigacdes e os outros dois emergem em
momentos mais decisivos.

Os aspectos de Nog¢do de limite e continuidade ¢ de Concepgio visual-
geométrica emergiram em todos os momentos de construgdo de objeto no GeoGebra, bem
como nas analises e conclusdoes. Neste estudo, esses aspectos representaram a
manifestagdo de raciocinios ligados as percepcdes geométricas basicas ja observadas e
trabalhadas pelos estudantes ao longo da vida pessoal e/ou escolar.

Os aspectos de Nogdo de infinitésimo ¢ de Conceito de integral definida nao se
manifestaram em ideias iniciais € emergiram de modo mais pontual e especifico dentro

das investigagdes. Sempre emergindo diante dos outros dois, esses aspectos
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representaram o refinamento das ideias e conjecturas, envolvendo a a¢ao de reduzir algo.

Neste estudo, o GeoGebra foi fundamentalmente importante na representagao
visual e movimentacdo dos objetos, uma vez que o soffware possibilitou a rapida
execucdo das propostas de investigacdo feitas pelos estudantes e auxiliou na descoberta
de novas relacdes e construcdes. O GeoGebra associado ao processo de ensino e
aprendizagem mostrou-se um forte aliado ao desenvolvimento cognitivo de estudantes do
Ensino Médio. Ele permitiu a producdo de conhecimentos matematicos relacionados a
elementos do CDI, trazendo sutileza a conceitos que sdo apresentados e estudados no
Ensino Superior.

O pensar-com-GeoGebra surgiu ao longo da investigagdo das atividades. Os
estudantes, por nao estarem familiarizados com a manipulagao do software, iniciaram as
conjecturas e verificagcdes apenas falando e detalhando as etapas que estavam executando.
Essa abordagem também possibilitou a emersao de aspectos do PD, mas com um maior
intervalo de tempo e a descontinuidade dos aspectos de Nogdo de limite e continuidade
e Concepgdo visual-geométrica. Diante disso, ¢ possivel concluir que o pensar-com-
GeoGebra potencializou a emersao dos aspectos do PD.

Retomando as perguntas mais amplas e gerais feitas aos estudantes no final da
sessao de ensino envolvendo a atividade O problema da darea, Janaina e Matheus disseram
que gostaram da atividade e acharam a proposta interessante. Janaina complementou que
o GeoGebra foi importante porque niao conseguiria fazer a mao as abordagens que
explorou. Quanto a proposta de mudanga/melhoria da atividade, os estudantes
comentaram que no comeco da exploragdo “quebraram” bastante a cabeca porque esse
tipo de abordagem exploratoria e investigativa era algo que ndo estavam acostumados a
trabalhar, e pontuaram que a atividade ndo era dificil. A dupla ndo apresentou sugestdes
de melhoria ou mudanga.

Bianca e Livia, ao final da sessdo de ensino em que exploraram a atividade
Cubatura da Esfera, disseram que a atividade foi bem mais dificil que a anterior
(Quadratura do circulo) e exigiu mais atencao por envolver a Janela 3D do GeoGebra,
mas foi muito mais interessante de trabalhar e gostaram da proposta. As estudantes
disseram que ¢ possivel levar a atividade para a sala de aula e ndo sugeriram qualquer
mudanca ou melhoria.

E importante comentar que a dindmica de um experimento de ensino ¢é diferente
da dindmica de uma sala de aula. O trabalho com um grupo reduzido de estudantes,

desfrutando de um tempo maior para desenvolver determinada atividade e contando com
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a gravacdo do ambiente para futura revisitagdo e analise ¢ algo que o dia a dia da sala de
aula nd3o contempla. Desse modo, sugiro aos docentes que, ao levar as atividades aqui
propostas para suas escolas, trabalhem separadamente o momento de socializagdo com o
GeoGebra da atividade a ser explorada. Esse momento introdutério do GeoGebra pode
acontecer quando o professor achar mais pertinente, at¢ mesmo durante alguma outra
atividade que venha a ser abordada com o software. No momento de investigacao da
atividade, ¢ conveniente trabalhar durante aula dupla, assim os estudantes terdo tempo
para (re)pensar suas ideias e exploracdes, e finalizar a atividade. O movimento feito nesta
pesquisa de, apds os estudantes finalizarem a exploragdo deles, propor o desenvolvimento
do roteiro semiaberto (APENDICE A) para observar outra abordagem, é dispensavel
diante do tempo que o professor reservar para desenvolvimento de qualquer uma das
atividades que esta pesquisa propos.

O objetivo deste estudo ndo foi a pratica docente, mas ¢ pertinente pontuar que
durante a realizagdo das sessdes de ensino, alguns dos momentos em que ocorreu a
emersdo de algum aspecto do PD foi perceptivel. Desse modo, avaliar os estudantes diante
do percurso trilhado ao desenvolver atividades matematicas ¢ possivel, mas exige que o
docente esteja atento a todas as formas de expressdo que o estudante possa usar.

Ponderando sobre estudos futuros, reflito sobre as atividades trabalhadas de modo
sequencial neste estudo e indago: Os aspectos emergentes nas atividades envolvendo o
calculo de volume se manifestariam do mesmo modo se as atividades envolvendo o
cdalculo de area ndo tivessem sido trabalhadas?

Nesta pesquisa escolhi trabalhar com a 4rea e volume de figuras curvas, mas se
fosse outra selecdo de objetos: Como tais aspectos do PD se evidenciariam se fossem
escolhidas outras figuras planas e espaciais para construg¢do? Seria necessaria a
estruturagdo de outros aspectos do PD para contemplar tal proposta?

Um estudo articulando o PD e o Pensamento Geométrico (PG) seria outra
possibilidade de pesquisa.

Por fim, acredito que este estudo contribuiu com discussdes sobre as tecnologias,
a articulagdo entre o CDI e documentos orientadores e normativos do Ensino Médio, o
CDI, o PM, o Pensamento Matematico Elementar (PME), o Pensamento Matematico
Avangado (PMA), o PG, o Pensamento Algébrico (PAI), o Pensamento Analitico (PAn),
o PD, os aspectos do PD emergentes em sessdes de ensino durante a investigacao do
calculo de areas e volumes no software GeoGebra. Assim, espero que as reflexdes aqui

apresentadas contribuam a Educacdo Matematica, sejam usadas em pesquisas futuras e
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levadas para o ambito da sala de aula por docentes que, assim como eu, buscam o

aprimoramento pessoal, profissional e a produgao de novos conhecimentos a nossa area.
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APENDICES
APENDICE A - Atividades
Atividade 1: Quadratura do circulo

Determine a drea de uma regido S limitada pela circunferéncia x* + y* = 1.

Figura 1: Regido circular S

=1

s

Fonte: Elaboracdo propria com o GeoGebra

1. Construgdo do cendrio de investigagdo no GeoGebra (reduzido a um quadrante).

a)

b)

d)

+

Clique no campo “Entrada” , digite a equagdo x*+y*=1 e

: «
pressione a tecla “Enter” no teclado ou no GeoGebra.

77@

Construa um quadrante circular. Para isso clique na aba “Circulo e selecione

1 Setor Circul
a ferramenta “Setor Circular” 4y setor Circular

, em seguida clique com o mouse nas
posicdes (0,0) e (1,0) na “Janela de visualizacdo 2” e leve o icone do mouse até a
posicao (0,1), clicando sobre ela.

Calcule a area do quadrante circular construido, selecionando a ferramenta

é‘ “'E.g Area

“Angulo” "+, seguido de “Area” e clicando sobre o objeto construido
anteriormente. Esta acdo serd realizada sempre que for necessario calcular a area
de uma figura construida com ferramentas definidas do GeoGebra.

Oculte o setor circular construido no item anterior clicando sobre o icone = © ,

presente na “Janela de Algebra” do lado esquerdo da tela. Ao fazer isso, o icone

; O ~ . . , -
ficara branco . Esta acdo sempre serd realizada quando for necessario ocultar

ou expor um objeto construido.

Construa um quadrado. Para isso clique na aba “Poligono” * e selecione a

Z:‘; Poligono Regular

ferramenta “Poligono Regular” , posicionando dois vértices, o
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primeiro em (0,0) e o outro em qualquer ponto da abscissa, tal que 0 < x <1, e
definindo 4 como o total de vértices.

f) Calcule a area do quadrado.

g) Exponha a constru¢ao do quadrante circular.

h) Qual o valor da medida do lado do quadrado para que sua area seja uma boa

aproximacao a area do quadrante circular?

2. Explorando aproximagdes para .

a) Aumente o arredondamento dos valores exibidos na janela do GeoGebra para 10

casas decimais clicando no icone — |, seguido da opg¢do “Configuragdes”

£ Configuracoes

b) Os valores encontrados anteriormente para as areas continuam sendo uma boa
aproximagao? Se for, € possivel achar uma melhor?
c) Existe alguma outra estratégia para encontrar a melhor aproximag¢ao descjada?

Como podemos explora-la?

Atividade 2: Cubatura da esfera

Determine o volume da esfera x* + y*+z* = 1.

Figura 1: Esfera

Fonte: Elaboracdo propria com o GeoGebra

1. Construgdo do cenario de investigacao no GeoGebra (reduzido a um octante).
« . . o 9y - & Janela 3D
a) Abra a “Janela de Visualiza¢do 3D” clicando em

b) Clique no campo “Entrada” """ | digite a equagio x*> + y2 +z2 = 1e

. «
pressione a tecla “Enter” no teclado ou no GeoGebra.
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¢) Calcule o volume do octante da esfera, selecionando a ferramenta “Angulo” < ,

. T4 Volur
seguido de “Volume” ™™™

e clique sobre o objeto construido anteriormente.
Em seguida, dé um duplo clique sobre a caixa de texto aberta na janela de
visualizagao e clique dentro do icone que aparece do lado direito da equacao,
acrescentando a divisdo por 8. Altere o outro lado da equagao para “Volume do

octante”.
}.‘ .
d) Construa um cubo. Para isso clique na aba “Pirimide” “* e selecione a

ferramenta “Cubo” S , posicionando dois vértices, o primeiro em (0,0) e o
outro em qualquer ponto do eixo x, tal que 0 < x < 1.

e) Calcule o volume do cubo.

f) Qual o valor da medida da aresta do cubo para que se volume seja uma boa

aproximagao ao volume do octante da esfera?

2. Explorando aproximagdes para 7.

a) Aumente o arredondamento dos valores exibidos na janela do GeoGebra para 10

casas decimais clicando no icone =~ , seguido da opg¢do “Configuracdes”

Configuracdes

b) Os valores encontrados anteriormente para os volumes continuam sendo uma boa
aproximagao? Se for, ¢ possivel achar uma melhor?
c) Existe alguma outra estratégia para encontrar a melhor aproximagao desejada?

Como podemos explora-la?

Atividade 3: O problema da area

Atividade: Determine a drea de uma regidao S (Figura 1) que estd sob a pardbola y =

X3 com0<x<1.
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Figura 1: Regido parabdlica S

0 02 04 0.6 08 1

Fonte: Elaboracdo propria com o GeoGebra
1. Construgdo da pardbola no intervalo 0 < x < 1 e daregido S.

+

a) Clique no campo “Entrada” , digite “Fung¢do”, escolha a opcao

Fungdo( <Funcéo=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final= ) clicando sobre ela e

em seguida, digite dentro dos parénteses “x?,0,1”. Pressione a tecla “Enter”

&~

b) Construa um segmento de reta vertical delimitando a regido S. Para isso clique na

”/

99 |« Segmento

aba “Reta e selecione a ferramenta “Segmento ,em seguida clique
com o mouse nas posi¢des (1,0) e (1,1) na “Janela de visualizagao 2”.
¢) O que podemos observar e discutir inicialmente com relag@o a area da regido S?

E possivel compara-la com de outras regides?

2. Construgao das primeiras aproximagoes a regiao S.

[ N
e

a) Clique na aba “Poligono”

quadrado com vértices em (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1).

e construa na “Janela de visualizacdo 2” um

b) Construa um tridngulo com vértices em (0,0), (1,0) e (1,1). Para isso, use

novamente a aba “Poligono” " .
c) Podemos considerar a area desse triangulo como uma “boa aproximagao” para

area da Regidao S? Se for uma boa aproximacgao, € possivel encontrar uma melhor?

3. Divisdo da regido S em faixas.

a) Oculte o quadrado e o tridngulo construido na Parte 2.



165

b) Dividir a regido S em cinco faixas de mesma largura. Para isso, construa 4

segmentos de retas verticais, igualmente espacados em x, clicando na aba “Reta”

e . g
~" e selecionando a ferramenta “Segmento” =~ 97"
c) E possivel aproximar cada faixa a uma regido com lados retos? Qual medida

devemos considerar para a sua base e altura?

4. Construgao de retdngulos usando as extremidades direitas e esquerdas das faixas.

a=2

a) Selecione a ferramenta “Controle Deslizante” e clique em algum lugar na
“Janela de visualizacdo 2” distante das construgoes realizadas até a Parte 3. Na
janela “Controle Deslizante”, digite » em “Nome”; selecione a opcao “Inteiro”;
em “Intervalo”, digite 0 (zero) em “min” e, em “max”, digite 1 000 (um mil); em

. . . ~ Animacéo
“Incremento” deixe o valor 5(cinco); na aba “Animagao” © , em

“Repetir”, selecione a op¢do “Crescente (Uma Vez)” = Crescente (UmaVez)

Para finalizar, clique no botdo “OK” m

+

b) Clique no campo “Entrada” , digite “SomaDe”, escolha a op¢ao

SomaDeRiemannSuperior( =<Funcéo=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final=, <Numero de Retangulos= )

clicando sobre ela e, em seguida, digite dentro dos parénteses “x?,0,1,n”.

. «
Pressione a tecla “Enter”

+

c) Clique no campo “Entrada” , digite “SomaDe”, escolha a opcao

SomaDeRiemanninferior( <Funcéo=, <Valor de X Inicial=, <Valor de x Final=, <Numero de Retangulos= )

clicando sobre ela e, em seguida, digite dentro dos parénteses “x?,0,1,n”.

. «
Pressione a tecla “Enter”

=5
d) Mova o “Controle Deslizante” até n =5 e m— .
e) Oculte uma construgdo por vez para melhor observagao.
f) Quais estimativas sdo possiveis fazer para a area de S?
) E possivel repetir esse procedimento com um nimero maior de faixas? O que ¢

esperado que acontega?

5. Célculo da area da regido S aumentando o niimero de faixas.



166

a) Deixe visivel na “Janela de visualizagdo 2” apenas os objetos construidos nas

Partes 1 e 4.

b) Clique no “Menu Exibir” * # ¢ selecione a opgio - Haniha

¢) Na “Janela de Algebra” clique com o botdo direito do mouse sobre o objeto
“Controle Deslizante” e selecione “Gravar para a Planilha de Caélculos”

- Gravar para a Planilha de Calculos Rebpi ~ .
. epita essa acdo para o0s objetos

“SomaDeRiemannSuperior” e “SomaDeRiemannInferior”.

O]

d) Anime o “Controle Deslizante” clicando no botdo “Play” presente no lado
direito do objeto na “Janela de Algebra”.
e) Qual ¢ o valor da area da Regido S? O que acontece se aumentarmos a quantidade

de casas decimais?

Atividade 4: O problema do volume

Atividade: Determine o volume do paraboloide (Figura 1) obtido pela revolu¢do em torno
do eixoy da curvay =x? com —1 <x < 1.

Figura 1: Superficie de revolugao

Fonte: Elaboracdo propria com o GeoGebra

1. Construgdo da superficie de revolucdo no intervalo —1 < x < 1 utilizando o
GeoGebra.

+ Entrada...

a) Clique no campo “Entrada” , digite “Fung¢do”, escolha a opcao

Fungé&o( <Funcio=, <Valor de x Inicial=, <Valor de x Final= ) clicando sobre ela e

em seguida, digite dentro dos parénteses “x% —1,1”. Pressione a tecla “Enter”

=
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b) Abra a janela de visualizagdo 3D clicando em ad , presente no canto superior
direito, seguido de e escolha a opcdo “Janela de Visualizacdo 3D”
& Janela de Visualizacdo 3D

) Oculte a “Janela de Visualizagdo” clicando em , seguido de “Fechar”

Fechar
d) Posicione o Eixo Y como vertical. Para isso clique em 2| seguido de e
. < ixo y & vertical . ,

selecione a opgao SHOYEVENEE  Acesse também o icone , escolhendo a

opcao

+

e) Clique no campo “Entrada” , digite “Superficie”, escolha a opcao

Superficie( <Curva=, <Angulo=, <Reta= ) . . ..
~ clicando sobre ela e, em seguida, digite dentro

dos parénteses
“nome da funcao do item 1gerado pelo GeoGebra, 2, EixoY”.

: «
Pressione a tecla “Enter”

f) E possivel usar a ferramenta “Volume” apresentada pelo GeoGebra para calcular
o volume desejado nesta atividade? Qual(is) estratégia(s) podemos utilizar para

resolver o que estd sendo proposto?

2. Construcdo das primeiras aproximagdes ao volume do paraboloide.

KX =
a) Clique na aba “Pirimide” “*, selecione a ferramenta ‘Cilindro” & Cinare
construa na “Janela de visualizagdo 3D” um cilindro com centro da base em
(0,0,0), raio e altura igual a 1.

b) Construa um cone com vértice em (0,0, 0), raio ¢ altura igual a 1. Para isso, use

A A . ~ Cone

novamente a aba “Piramide” “* e selecione a op¢do “Cone” o

¢) Podemos considerar o volume desse cone como uma “boa aproximagdo” para o
volume do paraboloide? Se for uma boa aproximagdo, ¢ possivel encontrar uma

melhor?

3. Divisdo do eixo do paraboloide em partes iguais.
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e) Oculte o cilindro ¢ o cone construido na Parte 2, clicando sobre o icone ® de

cada objeto, presente na “Janela de Algebra” do lado esquerdo da tela. Ao fazer

. , , O ~ , .
isso, o icone ficard branco . Essa a¢do sempre serd realizada quando for
necessario ocultar ou expor um objeto construido.

f) Dividir o eixo do paraboloide em cinco partes iguais de comprimento 0,2. Para

isso, construa 5 pontos sobre o eixo y, igualmente espagados e compreendidos

. A
entre 0 e 1, selecionando a ferramenta “Ponto” *

vl | w

g) Aproveite a divisdo para construir os planos y = %, y = E, y==y= % ey=1.

+

Para isso, Clique no campo “Entrada” e digite cada uma das

equagdes fornecidas, pressionando a tecla “Enter” < entre uma e outra.

h) Considerando as intersegdes do paraboloide com os planos (seg¢des transversais),
¢ possivel construir um sélido usando-as como base? Qual sélido permitird uma
melhor aproximagao ao calculo do volume do paraboloide? Qual medida devemos

considerar para a sua altura e raio?

4. Construgao de cilindros inscritos e circunscritos.

g) Oculte os planos construidos na Parte 3.

4 . c s |
h) Clique na aba “Pirimide” “*, selecione a ferramenta ‘Cilindro & Cinaro
construa na “Janela de visualizagdo 3D inicialmente os cilindros inscritos ao
paraboloide. Chegando a ilustra¢do da Figura 2.

Figura 2: Cilindros inscritos ao paraboloide

Fonte: Elaboragdo propria com o GeoGebra

i) Oculte os cilindros construidos no item anterior.
J) Construa na “Janela de visualizagao 3D” os cilindros circunscritos ao paraboloide.

Chegando a ilustracao da Figura 3.
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Figura 3: Cilindros circunscritos ao paraboloide

Fonte: Elaboragdo propria com o GeoGebra
k) Quais estimativas sdo possiveis fazer para o volume do paraboloide?
I) O que acontece se repetirmos esse procedimento aumentando o niimero de

divisdes do eixo do paraboloide?

5. Calculo do volume do paraboloide aumentando o numero de divisdes do eixo do

paraboloide.
c) Explore o aumento sugerido considerando os cilindros inscritos e circunscritos.
d) Qual ¢ o valor do volume do paraboloide? O que acontece se aumentarmos a

quantidade de casas decimais?

Atividade 5: A relacdo entre os volumes

Atividade: Determine, se existir, as relacoes entre os volumes de um cilindro, um

paraboloide e um cone de mesma base e altura.

Figura 1: Sélidos

Fonte: Elaboracdo propria com o GeoGebra

2. Construcao dos solidos utilizando o GeoGebra.

h) Clique no campo “Entrada” , digite “Fung¢do”, escolha a opcao

‘Fun;éo{ <Funcéo>, <Valor de x Inicial>, <Valor de x Final> }‘ clicando sobre ela e
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em seguida, digite dentro dos parénteses “x% —1,1”. Pressione a tecla “Enter”

&~

i) Abra a janela de visualizagao 3D clicando em ad , presente no canto superior
direito, seguido de e escolha a opcao “Janela de Visualizagdo 3D”
4 Janela de Visualizacao 3D

j) Oculte a “Janela de Visualizagdo” clicando em , seguido de “Fechar”

Fechar
k) Posicione o Eixo Y como vertical. Para isso clique em , seguido de e
. ~ eixo y e vertical ; ,

selecione a opgao g . Acesse também o icone , escolhendo a

op¢ao

+

[) Clique no campo “Entrada” , digite “Superficie”, escolha a opcao

Superficie( <Curva>, <Angulo>, <Reta> ) . . ..
~clicando sobre ela e, em seguida, digite dentro

dos parénteses
“nome da funcio do item 1 gerado pelo GeoGebra, 2r, EixoY”.

. «
Pressione a tecla “Enter”

p

m)Clique na aba “PirAmide” “*, selecione a ferramenta ‘Cilindro” K Ciinare
construa na “Janela de visualizagdo 3D” um cilindro com centro da base em
(0,0,0), raio e altura igual a 1.

n) Construa um cone com vértice em (0,0, 0), raio ¢ altura igual a 1. Para isso, use

A . A . ~ Cone

novamente a aba “Pirdimide” “* e selecione a opgio “Cone” o

0) Como podemos calcular o volume desses s6lidos usando o GeoGebra? E possivel
relacionar esses valores?

p) Como podemos generalizar essa relagao?
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APENDICE B - Termos de Consentimento e de Assentimento Livre e Esclarecido
Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE) — responsaveis

y - ® @ Programa de Pos-Graduacao em

unesp w o'V Ensino e Processos Formalivos

Iha Solteira/Jabolicabal/Sao José do Rio Preto

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO - TCLE

O/a seu filhoffilha estd sendo convidado(a) a participar, como
voluntario(a), da pesquisa intitulada “O uso da Histéria da Matematica e do
GeoGebra na investigagdao do pensamento diferencial de alunos do ensino
médio”. Meu nome é Ana Rita Domingues e tenho como orientador o Prof. Dr.
Ricardo Scucuglia Rodrigues da Silva, somos os pesquisadores responsaveis, e
minha area de atuacdo € Educacdo Matematica. Apods receber os
esclarecimentos e as informagdes a seguir, se vocé aceitar a participagao do seu
filhof/filha no estudo assine ao final deste documento, que esta impresso em duas
vias, sendo que uma delas é sua e a outra pertence aos pesquisadores
responsaveis. Esclarecemos que em caso de recusa na participagao vocé ou o/a
seu filho/a n&do serdo penalizados de forma alguma. Mas se aceitar a participagéo
dele/a, as duvidas sobre a pesquisa poderdo ser esclarecidas pelos
pesquisadores responsaveis, via e-mail ana.rita.domingues2@gmail.com e
ricardo.scucuglia@unesp.br, ou telefone (18) 98124-8270 e (17) 3221-2751.

1. Informagoes Importantes sobre a Pesquisa:

1.1 A pesquisa intitulada “O uso da Histéria da Matematica e do GeoGebra na
investigacdo do pensamento diferencial de alunos do ensino médio” propde o
desenvolvimento de atividades envolvendo areas e volumes usando elementos da
histéria do calculo e o software GeoGebra, em um cenario investigativo,
possibilitando o surgimento de desdobramentos propostos pelos alunos e tem como
objetivo principal responder a pergunta norteadora: Qual a natureza do pensamento
diferencial de alunos do ensino médio ao explorarem atividades envolvendo o
calculo de area e volume com o GeoGebra?;

1.2 Essa pesquisa sera desenvolvida durante alguns encontros a serem realizados na
escola em que o seu filho(a) estuda e agendados para o periodo da tarde em dias
letivos, ndo comprometendo as aulas regulares. Os encontros serdo documentados
via audiovisual para analise posterior, por isso se vocé concordar com a participagao
do seu filho(a), ele(a) sera observado e filmado. Também serdo realizadas
entrevistas com os participantes. Esses registros e os produtos educacionais criados
por eles poderao ser utilizados em outros estudos como: artigos, teses, capitulo de
livros, livros, etc. os quais poderao ser publicados na Internet e/ou de forma impressa
e estardo sob dominio publico;

1.3 Esta pesquisa oferece possiveis desconfortos e riscos de constrangimento do
participante caso nao consiga finalizar alguma tarefa e/ou pelo fato de ser filmado.
A participacdo neste estudo é voluntaria. Este termo de consentimento livre e
esclarecido tem como objetivo fundamental a ciéncia e autorizagao da participagao
do seu filho(a), do uso de sua imagem e das produgdes que poderao ser
desenvolvidas. A participagéo do seu filho(a) na pesquisa estara contribuindo com o
avanco da Educagao Matematica no ensino médio;
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1.4 As informacgdes registradas serao utilizadas para fins de pesquisa em Educacao
Matematica. Transcricdes de falas, falas em audio, constru¢cdes de objetos
computacionais, produtos educacionais, imagens e registros de agdes do(a)
participante serdo utilizados/revelados em relatérios de pesquisa, artigos, livros e,
principalmente, na publicacdo de dissertagdes e teses;

1.5 E garantida a liberdade do/a participante se recusar a participar ou retirar o seu
consentimento, em qualquer fase da pesquisa, sem qualquer penalidade ou
represalias;

1.6 E garantida a liberdade do/a participante se recusar a responder questdes que lhe
causem constrangimento em entrevistas e questionarios;

1.7 E direito do(a) participante, por lei, pleitear indenizagdo (reparacdo a danos
imediatos ou futuros) decorrentes da participagao na pesquisa.

Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas - Campus de Sao José do Rio Preto —
Cristévao Colombo, 2265, 15054000, Séo José do Rio Preto - Sdo Paulo
http://www.ibilce.unesp.br/#!/posgraduacaoCNPJ: 48.031.918/0011-04.

ava ® @ Programa de Pés-Graduacao em

AVAVAY

unesp w o' Ensino e Processos Formalivos

Iha Solteira/Jaboticabal/Sao José do Rio Preto
2. Consentimento da Participagcao na Pesquisa:

Eu, , inscrito(a) sob o
RG/ CPF , abaixo assinado, concordo que o
meu filho(a) participe do estudo intitulado “O uso da Histéria da Matematica e do
GeoGebra na investigagdo do pensamento diferencial de alunos do ensino médio”.
Informo ter mais de 18 anos de idade e destaco que minha autorizagcdo a
participacdo nesta pesquisa €& de carater voluntario. Fui devidamente
informado(a) e esclarecido(a) pelos pesquisadores responsaveis Ana Rita
Domingues e Ricardo Scucuglia Rodrigues da Silva sobre a pesquisa, 0s
procedimentos e métodos nela envolvidos, assim como 0s possiveis riscos e
beneficios decorrentes da participagdo do meu filho(a) no estudo. Foi-me
garantido que posso retirar meu consentimento a qualquer momento, sem que
isto leve a qualquer penalidade. Declaro, portanto, que concordo com a
participacdo do meu filho(a) no projeto de pesquisa acima descrito.

, de de

Uso de imagem (rubricar dentro do paréntese):

( ) Permito a divulgacao da imagem do meu filho(a) nos resultados
publicados da pesquisa;

( ) N&o permito a publicagdo da imagem do meu filho(a) nos resultados
publicados da pesquisa.

Confidencialidade (rubricar dentro do paréntese):

( ) Permito que o nome do meu filho(a) seja mantido no trabalho;

( ) Nao permito que o nome do meu filho(a) seja mantido no trabalho.
Sugiro que o nome seja alterado

para:
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Armazenamento em banco de dados (rubricar dentro do paréntese):

( ) Permito que os registros dos encontros sejam armazenados para
investigacoes futuras;
( ) N&o permito que os registros dos encontros sejam armazenados para

investigacoes futuras.

Nome e Assinatura do(a) responsavel pelo participante

Ana Rita Domingues — pesquisadora responsavel

Ricardo Scucuglia Rodrigues da Silva — pesquisador responsavel

Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas - Campus de Sao José do Rio Preto —
Cristévao Colombo, 2265, 15054000, Sao José do Rio Preto - Sdo Paulo
http://www.ibilce.unesp.br/#!/posgraduacaoCNPJ: 48.031.918/0011-04.

Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE) — participantes com 18 anos

y - ® @ Programa de Pos-Graduacao em

unesp w o' Ensino e Processos Formalivos

Iha Solteira/Jabolicabal/Sao José do Rio Preto

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO - TCLE

Vocé esta sendo convidado(a) a participar, como voluntario(a), da
pesquisa intitulada “O uso da Histéria da Matematica e do GeoGebra na
investigacao do pensamento diferencial de alunos do ensino médio”. Meu
nome é Ana Rita Domingues e tenho como orientador o Prof. Dr. Ricardo
Scucuglia Rodrigues da Silva, somos o0s pesquisadores responsaveis, € minha
area de atuacao é Educacao Matematica. Apos receber os esclarecimentos e as
informacdes a seguir, se vocé aceitar fazer parte do estudo, assine ao final deste
documento, que esta impresso em duas vias, sendo que uma delas é sua e a
outra pertence aos pesquisadores responsaveis. Esclarecemos que em caso de
recusa na participacao vocé nao sera penalizado(a) de forma alguma. Mas se
aceitar participar, as duvidas sobre a pesquisa poderao ser esclarecidas pelos
pesquisadores responsaveis, via e-mail ana.rita.domingues2@gmail.com e
ricardo.scucuglia@unesp.br, ou telefone (18) 98124-8270 e (17) 3221-2751.

1. Informagoes Importantes sobre a Pesquisa:
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1.1 A pesquisa intitulada “O uso da Histéria da Matematica e do GeoGebra na
investigacdo do pensamento diferencial de alunos do ensino médio” propde o
desenvolvimento de atividades envolvendo areas e volumes usando elementos da
histéria do calculo e o software GeoGebra, em um cenario investigativo,
possibilitando o surgimento de desdobramentos propostos pelos alunos e tem como
objetivo principal responder a pergunta norteadora: Qual a natureza do pensamento
diferencial de alunos do ensino médio ao explorarem atividades envolvendo o
calculo de area e volume com o GeoGebra?;

1.2 Essa pesquisa sera desenvolvida durante alguns encontros a serem realizados na
escola em que vocé estuda e agendados para o periodo da tarde em dias letivos,
nao comprometendo as aulas regulares. Os encontros serdo documentados via
audiovisual para analise posterior, por isso se vocé concordar em participar desse
estudo, vocé sera observado e filmado. Também serdo realizadas entrevistas com
os participantes. Esses registros e os produtos educacionais criados poderao ser
utilizados em outros estudos como: artigos, teses, capitulo de livros, livros, etc. os
quais poderao ser publicados na Internet e/ou de forma impressa e estarao sob
dominio publico;

1.3 Esta pesquisa oferece possiveis desconfortos e riscos de constrangimento do
participante caso n&o consiga finalizar alguma tarefa e/ou pelo fato de ser filmado.
A participacdo neste estudo é voluntaria. Este termo de consentimento livre e
esclarecido tem como objetivo fundamental a sua ciéncia e autorizacdo quanto a
participacdo, o uso de sua imagem e das produgdes que poderao ser desenvolvidas.
A sua participagdo na pesquisa estara contribuindo com o avango da Educacéao
Matematica no ensino médio;

1.4 As informacgdes registradas serao utilizadas para fins de pesquisa em Educacao
Matematica. Transcricdes de falas, falas em audio, constru¢cdes de objetos
computacionais, produtos educacionais, imagens e registros de acgdes do(a)
participante serao utilizados/revelados em relatérios de pesquisa, artigos, livros e,
principalmente, na publicacdo de dissertagdes e teses;

1.5 E garantida a liberdade do/a participante se recusar a participar ou retirar o seu
consentimento, em qualquer fase da pesquisa, sem qualquer penalidade ou
represalias;

1.6 E garantida a liberdade do/a participante se recusar a responder questdes que lhe
causem constrangimento em entrevistas e questionarios;

1.7 E direito do(a) participante, por lei, pleitear indenizacdo (reparacdo a danos
imediatos ou futuros) decorrentes da participagao na pesquisa.

Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas - Campus de Sao José do Rio Preto —
Cristévao Colombo, 2265, 15054000, Sao José do Rio Preto - Sao Paulo
http://www.ibilce.unesp.br/#!/posgraduacaoCNPJ: 48.031.918/0011-04.

ava ® @ Programa de Pés-Graduacao em

AVAVAY

unesp w o' Ensino e Processos Formalivos

Iha Solteira/Jabolicabal/Sao José do Rio Preto
2. Consentimento da Participagcao na Pesquisa:

Eu, , inscrito(a)
sob o RG/ CPF , abaixo assinado, concordo em
participar do estudo intitulado “O uso da Histéria da Matematica e do GeoGebra
na investigagao do pensamento diferencial de alunos do ensino médio”. Destaco
que minha participacédo nesta pesquisa € de carater voluntario. Fui devidamente
informado(a) e esclarecido(a) pelos pesquisadores responsaveis Ana Rita
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Domingues e Ricardo Scucuglia Rodrigues da Silva sobre a pesquisa, os
procedimentos e métodos nela envolvidos, assim como os possiveis riscos e
beneficios decorrentes de minha participagado no estudo. Foi-me garantido que
posso retirar meu assentimento a qualquer momento, sem que isto leve a
qualquer penalidade. Declaro, portanto, que concordo com a minha participagao
no projeto de pesquisa acima descrito.

, de de

Uso de imagem (rubricar dentro do paréntese):

( ) Permito a divulgagéo da minha imagem nos resultados publicados da
pesquisa;

( ) Nao permito a publicagdo da minha imagem nos resultados publicados
da pesquisa.

Confidencialidade (rubricar dentro do paréntese):

( ) Permito que o meu nome seja mantido no trabalho;

( ) N&o permito que o meu nome seja mantido no trabalho. Sugiro que o
nome seja alterado

para:

Armazenamento em banco de dados (rubricar dentro do paréntese):

( ) Permito que os registros dos encontros sejam armazenados para
investigacdes futuras;
( ) N&o permito que os registros dos encontros sejam armazenados para

investigacdes futuras.

Nome e Assinatura do(a) participante

Ana Rita Domingues — pesquisadora responsavel

Ricardo Scucuglia Rodrigues da Silva — pesquisador responsavel

Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas - Campus de Sao José do Rio Preto —
Cristévao Colombo, 2265, 15054000, Sao José do Rio Preto - Sdo Paulo
http://www.ibilce.unesp.br/#!/posgraduacaoCNPJ: 48.031.918/0011-04.

Termo de Assentimento Livre e Esclarecido (TALE) — estudantes
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y - ® @ Programa de Pos-Graduacao em

unesp w o'V Ensino e Processos Formalivos

Iha Solteira/Jabolicabal/Sao José do Rio Preto

TERMO DE ASSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO - TALE

Vocé esta sendo convidado(a) a participar, como voluntario(a), da
pesquisa intitulada “O uso da Histéria da Matematica e do GeoGebra na
investigacao do pensamento diferencial de alunos do ensino médio”. Meu
nome é Ana Rita Domingues e tenho como orientador o Prof. Dr. Ricardo
Scucuglia Rodrigues da Silva, somos os pesquisadores responsaveis, € minha
area de atuacao € Educacado Matematica. Apds receber os esclarecimentos e as
informacdes a seguir, se vocé aceitar fazer parte do estudo, assine ao final deste
documento, que esta impresso em duas vias, sendo que uma delas € sua e a
outra pertence aos pesquisadores responsaveis. Esclarecemos que em caso de
recusa na participagcao vocé nao sera penalizado(a) de forma alguma. Mas se
aceitar participar, as duvidas sobre a pesquisa poderao ser esclarecidas pelos
pesquisadores responsaveis, via e-mail ana.rita.domingues2@gmail.com e
ricardo.scucuglia@unesp.br, ou telefone (18) 98124-8270 e (17) 3221-2751.

1. Informagoes Importantes sobre a Pesquisa:

1.1 A pesquisa intitulada “O uso da Histéria da Matematica e do GeoGebra na
investigacdo do pensamento diferencial de alunos do ensino médio” propde o
desenvolvimento de atividades envolvendo areas e volumes usando elementos da
histéria do calculo e o software GeoGebra, em um cenario investigativo,
possibilitando o surgimento de desdobramentos propostos pelos alunos e tem como
objetivo principal responder a pergunta norteadora: Qual a natureza do pensamento
diferencial de alunos do ensino médio ao explorarem atividades envolvendo o
calculo de area e volume com o GeoGebra?;

1.2 Essa pesquisa sera desenvolvida durante alguns encontros a serem realizados na
escola em que vocé estuda e agendados para o periodo da tarde em dias letivos,
nao comprometendo as aulas regulares. Os encontros serdo documentados via
audiovisual para analise posterior, por isso se vocé concordar em participar desse
estudo, vocé sera observado e filmado. Também serdo realizadas entrevistas com
os participantes. Esses registros e os produtos educacionais criados poderéo ser
utilizados em outros estudos como: artigos, teses, capitulo de livros, livros, etc. os
quais poderdo ser publicados na Internet e/ou de forma impressa e estardo sob
dominio publico;

1.3 Esta pesquisa oferece possiveis desconfortos e riscos de constrangimento do
participante caso nao consiga finalizar alguma tarefa e/ou pelo fato de ser filmado.
A participagdo neste estudo é voluntaria. Este termo de assentimento livre e
esclarecido tem como objetivo fundamental a sua ciéncia e autorizagdo quanto a
participagao, o uso de sua imagem e das produgodes que poderao ser desenvolvidas.
A sua participagao na pesquisa estara contribuindo com o avango da Educacao
Matematica no ensino médio;

1.4 As informacgdes registradas serdo utilizadas para fins de pesquisa em Educagéao
Matematica. Transcricdes de falas, falas em audio, construcbes de objetos
computacionais, produtos educacionais, imagens e registros de acg¢des do(a)
participante serao utilizados/revelados em relatérios de pesquisa, artigos, livros e,
principalmente, na publicacido de dissertagdes e teses;



177

1.5 E garantida a liberdade do/a participante se recusar a participar ou retirar o seu
consentimento, em qualquer fase da pesquisa, sem qualquer penalidade ou
represalias;

1.6 E garantida a liberdade do/a participante se recusar a responder questdes que lhe
causem constrangimento em entrevistas e questionarios;

1.7 E direito do(a) participante, por lei, pleitear indenizagdo (reparagdo a danos
imediatos ou futuros) decorrentes da participagdo na pesquisa.

Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas - Campus de Sao José do Rio Preto —
Cristévao Colombo, 2265, 15054000, Sao José do Rio Preto - Sdo Paulo
http://www.ibilce.unesp.br/#!/posgraduacacCNPJ: 48.031.918/0011-04.

ava ® @ Programa de Pés-Graduacao em

AVAVAY

unesp w o'V Ensino e Processos Formalivos

Iha Solteira/Jabolicabal/Sao José do Rio Preto
2. Assentimento da Participagao na Pesquisa:

Eu, , inscrito(a)
sob o RG/ CPF , abaixo assinado, concordo em
participar do estudo intitulado “O uso da Histéria da Matematica e do GeoGebra
na investigagao do pensamento diferencial de alunos do ensino médio”. Destaco
que minha participacédo nesta pesquisa € de carater voluntario. Fui devidamente
informado(a) e esclarecido(a) pelos pesquisadores responsaveis Ana Rita
Domingues e Ricardo Scucuglia Rodrigues da Silva sobre a pesquisa, os
procedimentos e métodos nela envolvidos, assim como 0s possiveis riscos e
beneficios decorrentes de minha participagado no estudo. Foi-me garantido que
posso retirar meu assentimento a qualquer momento, sem que isto leve a
qualquer penalidade. Declaro, portanto, que concordo com a minha participacao
no projeto de pesquisa acima descrito.

, de de

Uso de imagem (rubricar dentro do paréntese):

( ) Permito a divulgagao da minha imagem nos resultados publicados da
pesquisa;

( ) Nao permito a publicagdo da minha imagem nos resultados publicados
da pesquisa.

Confidencialidade (rubricar dentro do paréntese):

( ) Permito que o meu nome seja mantido no trabalho;

( ) N&o permito que o meu nome seja mantido no trabalho. Sugiro que o
nome seja alterado

para:

Armazenamento em banco de dados (rubricar dentro do paréntese):

( ) Permito que os registros dos encontros sejam armazenados para
investigacdes futuras;
( ) Nao permito que os registros dos encontros sejam armazenados para

investigacdes futuras.
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Nome e Assinatura do(a) participante

Ana Rita Domingues — pesquisadora responsavel

Ricardo Scucuglia Rodrigues da Silva — pesquisador responsavel

Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas - Campus de Sado José do Rio Preto —
Cristévao Colombo, 2265, 15054000, Sédo José do Rio Preto - Sdo Paulo
http://www.ibilce.unesp.br/#!/posgraduacaoCNPJ: 48.031.918/0011-04.



