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o espaço, como o tempo, não é menos digno de nossa atenção. Se o estudarmos 
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Resumo 

Neste trabalho estudamos a estrutura de vínculos da Relatividade Geral (RG) 

e do Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral (ETRG), utilizando o formal- 

ismo de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares. Fazemos uma revisão destas duas 

teorias de gravitação e de suas formulações ADM, tendo em mente que ambas são 

construídas sobre variedades que são casos particulares da variedade de Riemann- 

Cartan. Revemos também o formalismo de Hamilton-Jacobi para o tratamento de 

sistemas singulares, fazendo em seguida a sua aplicação para as duas teorias suprac- 

itadas. Nesta análise constatamos que a invariância do ETRG por transformações 

de Lorentz no espaço tangente das tetradas faz com que a álgebra do vínculos seja 

diferente daquela obtida para a RG. 

Palavras Chaves: Relatividade Geral, Teleparalelismo, Sistemas Singulares, For- 

malismo de Hamilton-Jacobi. 

Áreas do conhecimento; Teoria de Campos e Gravitação. 
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Abstract 

In this work we study the constraint structure of General Relativity (GR) and 

Teleparallel Equivalent of General Relativity (TEGR), using the Hamilton-Jacobi 

formalism for singular Systems. We make a review of these two theories of gravita- 

tion and their ADM formulation, having in mind that both theories are built over 

manifolds that are particular cases of the Riemann-Cartan rnanifold. We also review 

the Hamilton-Jacobi formalism for singular Systems, making its application to the 

cited theories. In this analysis we testify that the invariance of the TEGR under 

Lorentz transformations in the tangent space of the tetrads implies in a diíferent 

constraint algebra than that obtained in GR. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Cortainonto um dos grandes sonhos dos físicos na atualidade é obter uma descrição 

única para os chamados dois pilares da Física moderna: a Relatividade Geral e a 

Teoria QuânI.ica. Pode-se dizer que todo conhecimento humano acerca das interações 

fundamentais da natureza, dos fenômenos no domínio subnuclear aos fenômenos no 

domínio cosmolôgico, se enquadra em um destes dois cenários. A Relatividade Geral 

descreve bem os fenômenos dominados pela interação gravitacional, os quais podem 

ser observados desde escalas milimétricas até escalas cosmológicas, enquanto a Teoria 

Quântica dá conta dos fenômenos que acontecem em escalas microscópicas da ordem 

de fração de milímetros até décimo de milésimo de fermi, e que são governados pelas 

interações eletromagnética, fraca e forte [1]. 

O fato destas três últimas possuírem uma formulação quântica, e ainda terem 

um cenário em que elas podem ser unificadas, abriu precedentes para questionar se 

o mesmo não poderia ser feito com a gravitação, de forma que as quatro interações 

pudessem ser descritas de maneira única. Esta unificação, que só poderia ser feita 

com urna Teoria Quântica da Gravitação, certamente daria uma unidade à Física 

e fecharia um ciclo iniciado por Maxwell com a unificação da eletricidade e mag- 

netismo. No entanto, pode ser que a Física não possua esta unidade, e por esta 

razão uma teoria quântica da gravitação poderia não ser necessária. E de fato, uma 

quantização da Relatividade Geral (RG) significaria quantizar o espaço-tempo em 

si, e compreender o que isto significa não parece ser uma tarefa simples. 

Por outro lado, a não quantização da gravitação poderia levar a uma violação do 

princípio de incerteza, o que certamente causaria um incômodo muito grande. Deve- 

mos levar em conta também o fato de que, num cenário cosmolôgico, a ausência de 

uma gravitação quântica poderia levar a inconsistências na descrição dos fenômenos 

I)ré-iiucIeossíntese. Em favor de uma tal teoria, ainda existe a crença de que ela 

poderia vir a solucionar alguns problemas tanto da RG, como da Teoria Quântica 

de Camiios. 

1 
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Por ostas c ]íor outras razões, a busca por uiua descrição quântica ela gravitação 

é um dos problemas que vem ocupando os físicos por mais de 70 anos [2]. Grandes 

nomes como Dirac, Scliwinger, Feynman, entre tantos outros ilustres, se incluem na 

lista, dos que se empenha,ram nesta tarefa e, apesar disso, ainda hoje não temos uma 

solução completa e consistente para. esta questão. O que se sabe hoje é que, apesar 

de serem complementares, estes dois pilares são incompatíveis. 

No entanto, todo este esforço não foi em vão, pois muitos resultados importantes 

foram obtidos, e hoje se tem uma compreensão mais profunda das razões pela qual 

esta incompatibilidade. oí;orre. Uma das razões pela qual .se acredita que a interação 

gravitacional não admite uma versão quântica reside no fato de que a RG não é uma 

teoria de gauge, como são as teorias eletromagnética, fraca e forte. É no mínimo 

curioso o fato de que, aj^esar de ter sido fundamental para o desenvolvimento da 

teoria de gauge, a gravitação, como usualmente é apre.sentada, não seja uma teoria 

deste tipo [3]. 

Nesta linha de estudos, algumas tentativas para elaborar a gravitação como 

uma teoria de gauge foram propostas ao longo dos 60 e 70 [4; 5], e uma que obteve 

destaque foi o Tele])aralelismo, também conhecido como Teleparalelo Equivalente da 

Relatividade Geral (ETRG) [4; 5; 6; 7; 8]. O nome não é gratuito, pois esta teoria se 

caracteriza por ser equivalente à RG. Mas sem entrar no mérito se o Teleparalelismo 

é realmente ou não uma teoria de gauge, o fato é que esta teoria, por ser descrita em 

termos de tetradas, possui seis graus de liberdade a mais do que a RG, e para ser 

equivalente a esta última, pode-se impor condições sobre os campos de maneira no 

mínimo análoga ao que se faz em teoria de gauge. Esta é uma teoria ainda em estudo 

[8; 9; 10] e tem despontado como um dos possíveis candidatos a tentar resolver os 

problemas de quantização do campo gravitacional. 

Apesar da citada equivalência entre as duas teorias, algumas diferenças não po- 

dem deixar de ser mencionadas, sendo uma das mais marcantes o fato de que, 

enquanto na Relatividade Geral a gravitação se manifesta apenas na forma de cur- 

vatura do espaço-tempo, no ETRG esta interação se pronuncia unicamente na forma 

de torção. Embora os efeitos de curvatura e torção sejam bem distintos, estas duas 

características do espaço-tempo são ambas propriedades da conexão que o equipa. 

O Teleparalelismo, a.ssim como a RG, é uma teoria cujas equações de campo são 

invariantes em forma por transformações gerais de coordenadas (TGG) no espaço- 

tempo, e isso o classifica como um sistema singularb Mas, além da covariância por 

TGG, o ETRG apresenta invariância por transformações de Lorentz das tetradas 

* A RG, por sor uma teoria cujas equações de campo são invariantes em forma por transformações 

gerais de coordenadas, apresenta pelo menos quatro vínculos devido às quatro possíveis mudanças 

de coordenadas no espaço-tempo. O mesmo é. válido para o ETRG. 
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no espaço-tangente, o qne acentua o sen caráter singular. Esta é uma caracerística 

importantíssima destas duas teorias, pois todo sistema singular é necessariamente 

um sistema que possui vínculos, e estes possuem um papel fundamental no processo 

de quantização de qualquer campo. 

Em paralelo a este desenvolvimento na gravitação, o estudo de sistemas singu- 

lares, muito estimulado pelos trabalhos de Dirac [11; 12; 13],os quais são embasados 

nos métodos hamiltonianos, mostrou que o conhecimento dos vínculos de uma teoria 

é essencial quando pretende-.se utilizar o Princípio de Correspondência para quan- 

tizar um campo clássico. De fato, quando um sistema possui vínculos de .segunda 

cla.s.se, na cla.ssificação de Dirac, o Princípio de Correspondência deve ser aplicado 

aos Parêntesis de Dirac, e não mais aos Parêntesis de Poisson, como normalmente 

é feito [14]. .Al-ssíiu, como parte do programa de quantização, é nece.ssário que. se 

conheça a estrutura de vínculos da teoria cm estudo, para que o processo de quan- 

tização possa ser consistente. Por conta do enorme potencial mostrado, o formalismo 

de Dirac para o tratamento de sistemas singulares ganhou notoriedade, o que pode 

ser constatado pela enorme quantidade de casos a que ele foi aplicado com sucesso. 

Apesar do enorme difusão do método de Dirac, isso não impediu que outras 

abordagens para o estudo de sistemas singulares fossem propostos [14], o que é sem- 

pre bom, pois diferentes formalismos permitem que diferentes características sejam 

destacadas. Uma outra forma de abordar o problema de sistemas singidares foi 

desenvolvida recentemente por Güler [15; 16], e se baseia nos métodos de Hamilton- 

Jacobi, sendo por esta razão conhecida como formalismo de Hamilton-Jacobi. A ex- 

istência de um tal piétodo de análise de vínculos é particnlarmente intere.ssante, pois, 

como é sabido da. literatura, é no formalismo de Hamilton-,Iacobi que a Mecânica 

Quântica se reduz à Mecânica Clássica [17; 18]. A.ssim, a aplicação destes métodos 

para o estudo do campo gravitacional pode trazer algum novo esclarecimento no 

processo ^le. quantização. 

O objetivo deste trabalho é estudar a estrutura de vínculos da Relatividade Geral 

e do Teleparalelismo, utilizando o formalismo de Hamilton-.Jacobi (HJ). Para tanto 

estudaremos no capítulo 1 a geometria da variedade de Riemann-Cartan (U4), de 

onde podemos obter as variedades de Ricmann e de Weitzenbôck, sobre as quais 

são construídas a R.G c o ETR.G, respectivamente. No capítulo 2 estudaremos como 

é possível, a partir de U4, obter a variedade riemanniana e sobre ela construir a 

P,G. No mesmo capítulo ainda mostraremos como a formulação ADM [19] da R.G, 

muito conveniente para .se estudar os vínculos desta teoria, pode ser construída. No 

capítulo 3 faremos o mesmo para o Teleparalelismo, ou seja, veremos como é possível 

obter a variedade de Weitzenbôck a partir de U4, e sobre ela construiremos o ETRG 

e sua versão ADM. No capítulo 4 falaremos sobre o formalismo de Harrwiton-.lacobi, 
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o qual será deduzido pelo método de Lagrangianas equivalentes de Carathéodory 

[20], bem como a sua aplicação a sistemas singulares. No capítulo 5 estudaremos 

os vínculos das duas teorias supra citadas sob a luz deste formalismo. Por fim, no 

capítulo 6, apresentaremos as considerações finais. Dois apêndices se seguirão ai)ós 

as considerações, sendo que o primeiro abordará o problema de Cauchj^ para a RG 

e ETRG, pois esta análise ajuda a criar uma intuição sobré a estrutura dos vínculos 

das teorias em estudo; enquanto que no apêndice 2 mostraremos como é possível 

obter a dec.omi)osição ADM das Lagrangianas das duas teorias. 

Notações e Convenções 

Neste trabalho utilizamos a segiiinte convenção para os índices: 

- índices gregos minúsculos, //,, v, ..., assumirão os valores 0,1,2,3, e serão rela- 

cionados ao espaço-tempo; 

- índices latinos minúsculos do meio do alfabeto, terão valores 1,2,3 e 

indexarão as componentes espaciais de objetos do espaço-tempo; 

- índices latinos minú.sculos do início do alfabeto, a, ã, c,..., assumirão valores 

0,1,2, 3, e serão relacionados ao espaço-tempo tangente. 

- índices latinos minúsculos do meio do alfabeto entre parêntesis, (i), (j), (k),..., 

terão valores 1, 2, 3 e indexarão as componentes espaciais de objetos do espaço-tempo 

tangente; 

- índices latinos minúsculos do meio do alfabeto entre colchetes, [z], [j], [A;],..., 

terão valores 1,2,3 e identificarão as componentes de olqetos de hípersuperfícies do 

tipo espaço quando tratarmos da folheação do cspaço-temi)o; 

- índices latinos maiúsculos /, J assumirão valores inteiros de 0 a e indexarão 

as N variáveis do espaço de configurações, ou as N coordenadas e os N momentos 

do espaço de fase; 

- índices gregos maiúsculos, 0, E, $,..., terão valores inteiros entre 0 e e iden- 

tificarão variáveis do espaço de fase relacionadas aos vínculos; 

- índices latinos minúsculos em negrito, assumirão valores de 0 a 2N e 

identificarão as variáveis do espaço de fase numa notação simplética. 

As métricas do espaço-tempo e do espaço tangente terão assinatura ( —, d-, -f, -f); 

e quando estivermos fazendo folheação do espaço-tempo, identificaremos os olyje- 

tos da híper-superfície que possuem seu correspondente no espaço tempo com um 

símbolo (3) acima da letra que o identifica (por exemplo, o escalar de curvatura 
(3) 

na híper-superfície será identificado como /?, enquanto que este mesmo objeto no 

espaço-tempo será mencionado simplesmente por /?,). 
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Capítulo 2 

A Variedade de Riemann-Cartan 

As razões pelas quais a teoria da Relatividade Geral (RG) pode ser considerada 

um dos pilares da Física Moderna talvez residam nas suas diversas contribuições 

à Física. Como exemplos podemos citar que a partir dela foi possível construir 

um modelo cosmológico para nosso Universo consistente com diversos dados exper- 

imentais [1; 2], bem como foi possível explicar os problemas como a precessão do 

pcriliélio de Merciírio, além de permitir as constatações da deflexão de raios de luz 

por campos gravitacionais e do red-shift gravitacional [1; 2; 3]. Do ponto de vista 

puramente teórico, devemos mencionar ainda que esta teoria abriu caminho para 

o desenvolvimento da teoria de gauge [4]. Diretamente relacionado a esse último 

está um dos fatos mais importantes que caracterizam a Relatividade Geral, que é 

a geometrização da interação gravitacional. Com esta teoria, ”a geometria foi pro- 

movida de palco no qual o drama da Física ocorria para ser o ator principal do 

drama” [4, pag.3]. 

A noção de geometria vigente na época de Einstein era aquela construída por 

Riemann a partir de 1854 [5, pag.280; 6, pag.33], onde a variedade diferenciável era 

caracterizada pela curvatura e completamente determinada pelo conhecimento do 

tensor métrico. Foi neste cenário que o primeiro construiu sua teoria de gravitação, 

que muito contribuiu para o desenvolvimento da própria geometria riemanniana. 

Mas a sua contribuição foi além, pois a Relatividade Geral também abriu caminho 

para o surgimento da geometria não riemanniana' [4, pag.38]. 

Quem deu um passo muito importante para o surgimento da geometria não 

riemanniana foi o matemático Levi-Civita em 1917. Em trabalho publicado naquele 

' Com o surgimento de uma nova geometria, foi aberto caminho para o surgimento de várias 

outras teorias de gravitação. As teorias não-Einsteinianas da gravitação seguem o mesmo cam- 

inho proposto por Einstein na sua formulação da. teoria da Relatividade Geral (RG). A idéia, a 

grosso modo, destas teorias consiste em "geometrizar” outros campos, da mesma forma que a RG 

geometriza a interação gravitacional. Neste contexto surgiram diversas teorias, como a teoria de 

Weyl e a teoria de Einstein-Cartan. 

G 
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ano, e inspirado pelos trabalhos de Einstein, Levi-Civita percebeu que a covariância 

da derivada riemanniana e do tonsor de Riemann eram devidas unicamente à lei de 

transformação da conexão de ChristofTel sob transformações gerais de coordenadas, 

e não devida ao fato dela ser derivada a partir do tensor métrico. Este resultado 

foi o primeiro passo para tratar a métrica e a conexão como objetos independentes, 

o que permitiu o surgimento de um conceito mais geral de geometria diferencial do 

que aquele construído por Riemann. 

O i^rimeiro a introduzir uma conexão não riemanniana na Física foi Weyl cm um 

trabalho de 1918 [4]. Neste trabalho Weyl propôs uma conexão ainda simétrica que 

diferia dos símbolos de Christoffel pela soma de termos que envolviam um campo 

vetoriíil. Com esta conexão Weyl pretendia unificar gravitação e eletromagnetismo 

a.ssociando aquele campo vctorial ao quadri-potencial A,, (x). Apesar de não ter 

obtido sucesso nesta unificação o trabalho de Weyl teve um papel fundamental no 

flesenvolvimento da teoria de gauge [4]. 

O primeiro a sugerir uma conexão não simétrica foi Cartan em 1922. Com sua 

conexão assimétrica Cartan introduziu o conceito de torção, que é a parte anti.s- 

simétrica da conexão. A aplicação deste conceito à Física é o que dá origem à teoria 

de Einstein-Cartan^ [3; 7]. Se do ponto de vista da Física, a torção encontra sua 

aplicaçãOj do ponto de vista da Geometria, a introdução da torção generaliza o con- 

ceito de variedade considerado por Riemann. A nova variedade é agora chamada 

de variedade de Riemann-Cartan - U4- que é uma variedade que se caracteriza pela 

presença de curvatura e torção. A geometria desta variedade é o que pretendemos 

^As motivações que dão suporte à teoria de Einstein-Cartan são de caráter purainente teórico. 

Sabemos que em nível microscópico a matéria é composta por partículas elementares, que são 

caracterizadas não apenas por possuírem massa, mas também por jjossuírem spin e em alguns 

casos carga elétrica. Mas de maneira geral, quando fazemos uso da RG consideramos escalas de 

distâncias macroscópicas, nas quais os efeitos de qualquer interação que não seja a gra.vitacional 

possa ser desprezada. Para esclarecer um pouco mais, quando consideramos corpos materiais em 

escalas macroscópicas as cargas elétricas das partículas que os compõem geralmente acabam por 

se compensar de forma que o campo elétrico resultante seja nulo. O mesmo acontece com os spins 

destas partículas, que em geral são orientados aleatoriamente de maneira que a soma destes vá a 

zero. Por conta disso em tais escalas precisamos considerar apenas a contribuição da massa, oti, já 

no contexto da RG, do temor energia-momento. 

Porém, se por alguma razão existo uma orientação preferencial dos spins, então deve-se tomar 

cuidado. No nível microscópico certamente o spin não pode ser ignorado e são nestes casos que 

devemos incorporá-lo à dinâmica do sistema. Uma forma de se fazer isto é seguir o mesmo caminho 

proposto pela RG. Se massa está relacionada à curvatura, o spin poderia estar relacionado alguma 

outra propriedade geométrica, do espaço-tempo. 

Na teoria de Einstein-Cartan o objeto geométrico relacionado ao spin é a torção, que nada mais 

é do que a parte antissimétrica da conexão afim. 
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descrever a seguir. 

2.1 A Geometria da Variedade de Riemann-Cartan 

A variedade de R.ieniann-Cartaii é um caso particular de um tipo mais geral de 

variedade chamada, variedade afim. No desenvolvimento feito a seguir começaremos 

descrevendo esta liltima e no momento oportnno veremos como a primeira é obtida 

a partir da liltima. 

Consideremos uma variedade difereneiável es])aço-temporal. Nesta variedade 

podemos definir objetos (jeométricos [8, pag.l4], dentre os quais destacaremos os 

tensores e densidades tensoriais, que são objetos que possuem lei de transformação 

homogênea e linear. Os tensores são objetos geométricos que possuem índices e 

podem ser classificados quanto à sua ordem e ao seu tipo. A ordem se refere ao 

uiimero de iudic.es que o tensor possui. Um tensor que possui n índices c dito 

um tensor de ordem n, sendo que ele pode ser contravariante, covariante e misto. 

Consideremos, a título de ilustração, um tensor de ordem 3. Dizemos que este tensor 

é contravariante se sob urna transformação geral de coordenadas { —> .r''), ele se 

transforma como: 

{x) 
f)T^ U.L UX UX rpfctfíry ^ f\ 

dx'° Ox'P dx'"^ 

diremos que é covqriante se sob a transformação geral de coordenadas se transformar 

como; 

T, tivp 
õxi‘ dx" dx" ' 

e diremos que é misto se algumas de seus índices comportarem-se como índices 

covariantes, e outros como contravariantes: 

T,r {x) 
8r'°‘ Br’' Brf’ nr' Pi í^'\ 
Bx" Bx'0 dx''T “ 

Um tensor de ordem zero é nomeado de escalar e um tensor de ordem um é 

chamado de vetor. 

Uma densidade tensorial é um objeto que também possui índices, e se trans- 

forma quase como um tensor. O que o diferencia de um tensor é que sua lei de 

transformação é multiplicada por alguma potência do Jacobiano da transformação 

de coordenadas: 

BV '''BV^ BV' BxP f, 

Bx"BVPB3í^ ° 
T,r{x) - 

Bx 
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onclc 1^1 é o Jacobiano da transformação e W é uma constante, chamada de peso 

(da densidade). Vemos, portanto, que tensores nada mais são que densidades de 

peso zero. 

Agora, podemos equipar a variedade com um tensor métrico, que nos 

fornece a distância infinitesimal ds entre dois pontos próximos de coordenadas xA e 

xV + dxJ'". 

ds^ = g,wd.x^'^dx‘' 

Além de ])ermitir a delinição de distância na variedade, o tensor métrico relaciona 

as componentes covariantes e contra\'ariantes dos tensores, = 

Também podemos equipar a variedade com uma conexa,o afim, que nos 

permite definir a variação infinitesimal SA'' de um vetor A'' sob a operação de 

transporte paralelo (do ponto xA a xA + dxA). A operação de transporte paralelo é 

introduzida quando vemos que o diferencial de um vetor contravariante A'', d,A'', 

não é, do modo geral, um vetor. 

(.t) = A" {x + d.x) - A" (x) 
dxA 

dx"' 
d.A"' {x') + /V" (.t') 

d'^xA 
 ^ dx'°‘ 
dx'°dx"' 

devido à presença do segundo termo no segundo membro da expressão acima'’’. Como 

consequência, a derivada parcial deste vetor, df^A'', também não será um tensor^’. 

Estes resultados ocorrem essencialmente pelo fato de que dA'^ é obtido ao tomar- 

mos a diferença entre dois vetores calculados em dois pontos diferentes do espaço- 

tempo, onde as leis de transformação dependem da posição. 

Com o intuito de se definir uma generalização do operador diferencial num espaço 

curvilíneo, a diferença entre os dois vetores deve ser tomada num mesmo ponto do 

espaço-tempo. Para isso devemos transportar paralelamente um dos vetores de 

sua posição para a posição do outro. Mas num sistema de coordenadas curvilíneo, o 

transporte paralelo de um vetor em geral modifica suas componentes. A variação nas 

componentes, chamada aqui de õA'^, também não será um vetor por ser a diferença 

^Este é um tensor simétrico pela permutação de seus índices. 

'*(7''^ é a inversa de 

'^Vemos que dA'' é um vetor .somente no caso em que = 0, ou seja, quando x'' = f{x') 

for uma função linear. 
6 

dpA^ (.t) 
dx'0 dx'' dA'<>{x,') 
dxe dx"^ dx'd 

d^x'' dx't^ 
dx'^dx'°‘ dx'‘ ’ 
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entre dois vetores em pontos diferentes. Assumindo qne ôA'' depende do desloca- 

mento infinitesimal drA e também linearmente^ das componentes de A" podemos 

escrever SA'' como sendo uma combinaç<ão linear das componentes destes dois ve- 

tores: 

SA^‘{x) = —T‘^pA^{x + dx)dxA . 

As funções são os coeficientes da chamada conexão afim, que em geral são 

não simétricas em seus índices inferiores. 

A diferença DA'' entre os dois vetores após o transporte paralelo é dada por: 

DA" (.x) = d A" (.x) - 5 A" (x) , 

e para que o diferencial DA" seja um vetor verdadeiro devemos impor que os coe- 

ficientes da conexão afim ,se transformem da seguinte forma sob uma mudança de 

coordenadas: 

p//' ( j\ ^ f, dx'" d'^x" 
’ dxA dxD dx'P dxP dx"^dx.A 

(2.1) 

O segundo termo do segundo membro desta equação compensa o termo não ho- 

mogêneo do diferencial d A" de tal forma que DA" acaba sendo um verdadeiro vetor®. 

Agora que temos um bom diferencial DA" podemos definir uma derwada covari- 

anfe: 

V,A"{x) = d^A"{x) -f V^^pA^^ix) . (2.2) 

Esta derivada, é chamada covariante porque o novo objeto VqA'‘(.x) agora se trans- 

forma como um tensor'’, e seu índice inferior possui caráter covariante. Para um 

vetor covariante temos*” 

V„A,.{x) = a„A„{x) - ■ 

^A linearidade é requisitada para que a soma de dois vetores se transforme como um vetor. 
8 

DA"{x) = dA" (x) + r[:^d^(.x)dx“ = —DADx') . 

’'’Para um vetor covariante, o procedimento c análogo. E imediato que DAfi{x) = íL4,,(x) — 

6A,dx) ■ Para encontrarmos SA,i basta lembrar que um escalar deve ser invariante por um deslo- 
camento. Se considerarmos o escalar = A'‘A,,, e supormos que o operador <5 obedece à regra 

de Leibniz i)ara produto de tensores (o que é bastante razoável, pois esperamos que a derivada 
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Para um tensor do ordem 2^**, veremos que 

= d^A'"'{x) + Kf,A>^P{x) + TlpA^'^{x) ; 

= d„A>\,{x) - VtA'^p{x) + T^A^Xx) ; 

V„/l,.„(.7;) = d^A^,^{x) - . (2.3) 

De maneira geral, i)a.ra tensores de qualquer ordem devemos introduzir para cada 

índice um termo contendo a conexão atuando neste índice; o sinal da conexão deve 

ser negativo para/índices covariantcs e positivo para contravariantes. A derivada 

covariante de nma densidade tensorial também pode ser definida, e obtemos [9, 

pagl07] 

y„T'; (I) = d„T"„{x) ~ rtr‘„[x) + r'‘,Ti>Ax) - (i) ■ 

Para obter uma expressão ]íara os coeficientes da conexão afim usaremos o fato 

de que esses podem ser expressos em termos de outros objetos geométricos. 

A expressão (2.3) é válida para qualquer ten.sor de segunda ordem, e em partic- 

ular para o tensor métrico, 

nfhiv — dcifjfii/ ^ni/9li0 ^oii90i^ ) (2-4) 

^ nOvo — ^^w9pQ ) (2-5) 

^uOrtn — di/Cjctii ~ ^%i9a0 ~ ^^o9Pli • (2-6) 

Multiplicando (2.4) por 1/2 e as equações (2.5) e (2.6) por —1/2; realizando uma 

soma destas três novas eqnações e invocando ainda a condição de simetria da métrica 

temos: 

2 ^iiflua — ^ixffcrii) — 2 ~ dfifjna — + ^[u,9a0 "b 

'^^[tto]90‘' ~ ^[a„]9íi0 ~ 1 [fw]9o0 , (2.7) 

covariante tenha as mesmas propriedades da derivada ordinária) temos: ' 

S {A'^{x)) = 6 (A'‘(.r)A„,(.x)) = A'^ÓA„ + A^ÓA'‘ = 0 => 

^ A>^{x)SA„{x) = -A„(.T)áA"(x) = 

=> <5A„(.T)=r^„AMx)d.x“ . 

Assim o diferencial P/l,, é: 

DA,dx) = dA„{x) - r^„A0(x)da:“ . 

"Para definir o transporte paralelo de tensores de ordem maior do que um usamos o fato de que 

ê obedece à regra de Leil)niz e usamos as propriedades de contração dos tensores. 
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onde ^ (r^i/ — r^,,) é a parte antissirnétrica da conexão'^. 

E importante neste ponto definir novos objetos geométricos. Sejam 

VaOiu, = (2.8) 

o tensor de não m,etricidnde, e 

rf,.] = (2.9) 

0 tensor de torção^^. Geometricamente, a presença de torção faz com qiic um vetor, 

ao ser transportado paralelamente sobre um contorno fechado no espaço-tempo, 

descreva um contorno não fechado no espaço-tempo tangente ao espaço-tcmjio [7, 

pag.9]. 

Podemos definir ainda um outro objeto chamado de símbolos de Christoffel 

[Ia] = {d,L(]ua + - dafJtu.) , (2.10) 

que, diferentemente da torção e do tensor de não metricidade, não possui um caráter 

tensorial. 

Com estas novas definições, obtemos a partir contração de (2.7) com g'’^: 

= \ (w,./ - N/,, - w',,.) + {%,} + (Q"..,. + «„/ - c?/.,) . 

Definindo ainda o tensor de contorção^'^, 

/f,,/= Q/, - , (2.11) 

e o tensor tal que 

IV" = I , (2.12) 

chegamos a 

r;„ = {;„}-/c/+ V,,/. (2,13) 

A grosso modo temos até agora uma variedade espaço-temporal equipada com 

um tensor métrico e uma conexão afim, que nos permitiu definir um transporte 

’^De modo geral definimos a parte antissirnétrica de qualquer objeto como sendo = 

1 (A,„y - A,,,,), e sua (larte simétrica como ^ (A,,„ + A,,,,), de forma que A,,,^ = A(,,„) + 

A [,,,/] • 
'■^A verificação de que é realmente um tensor é imediata, bastando para isto empregar a 

lei de transformação da conexão afim e a definição de 
'“'O tensor de contorsão apresenta a proiiriedade de antissimetria pela troca dos dois liltimos 

índices, K,n,p = 
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paralelo, coni a qual construímos uma derivada covariante. Podemos agora estab- 

elecer algumas propriedades desta derivada. Já sabemos que, por construção, ela é 

covariante por transformações gerais de coordenadas e que, assim como a derivada 

ordinária, obedece à regra de Leibniz. E de nosso conhecimento também que a 

derivação ordinária sucessiva independe da ordem em que se executa a derivação; 

de uma forma mais explícita: 

[dMA"=0 , 

onde [a, ã] é o comul.ador entre os o|)era.dores a e h. Podemos ver qual é o análogo 

desta pro}niedade j^ara a derivada covariante. E possível mostrar que 

|V,.V„1.4» = (Ogiz, - + V.n - A" + 2Q„, . 

Vemos que, em primeiro lugar, a derivada covariante não comuta. Em segundo, é 

possível constatar que a quantidade em parêntesis nesta expressão é um tensor, (' 

portanto deve ter algum sentido geométrico. De fato este tensor está relacionado à 

rotação de um vet or transportado paralelamente ao longo de uma curva fechada [7, 

pag.9]. A este tensor é dado o nome de tmsnr de cufvalnra, ou tensor de Ricinann: 

/?„,./ = - r;„r;„ . (2.i4) 

Observe que este tensor é definido apenas em função da conexão, de forma que a 

curvatura é tima ])roi)riedade da conexão, e não da métrica. Como este tensor possui 

quatro índices podemos construir ainda outros tensores a partir de contrações com 

a métrica. A contração do jjrimeiro com o (piarto índice nos permite definir o tensor 

de Ricci: 

= o„r". - aj-, + . (2, is) 

Já a contração dos índices deste último nos fornece um escalar chamado de escalar 

de rairvatura: 

/? = = 7?; . (2.16) 

Com o escalar de curvatura e o tensor de Ricci podemos definir o tensor de Einstein 

, (2.17) 

(pie possui papel muito importante no estudo de gravitação. 

O desenvolvimento feito acima é válido para as chamadas variedades afins, A^. 

A varied-ade de Riemann-Cartan, é um caso particular de A4, onde postulamos 

a condição de metricidade: 

^affiiiy — 0 • (2.18) 
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Neste caso a conexão passa a ser expressa por: 

= , (2.19) 

e dizemos que ela é compatível com a métrica, ou "métrica-compatível”. 

O tensor de curvatura para esta variedade é definido como antes, 

- 9.rf„, + r;„r', - , 

e nesta variedade ele satisfaz algumas propriedades importantes, quais sejam: 

^■{ai/)pp Rcip(iip) ~ fi j 

'^[\Rau],V = ‘2-Q[\n^ 

o tensor de Einstein, e o tensor de R.icci se caracterizam por não apresentarem 

simetria em seus índices. E possível verificar que 

Rl/y/t] = ^ pSvp^ + , 

onde 

5,/ = Q,./ + 52Qp - 51Q, - -S„„^ , 

sendo 

Qp = . 

Também constatamos que o tensor de Einstein satisfaz 

= -2Q„G/ - 2Q,/G^“ T . 

Todas estas definições e resultados caracterizam a variedade de Riemann-Cartan, 

que é uma variedade que possui curvatura e torção, ambas propriedades da conexão, 

não nulas. Neste trabalho estamos interessados no fato de que podemos, a partir 

da variedade de Riemann-Cartan, construir dois cenárioS igualmente apropriados 

para a ednstruição de uma teoria de gravitação. O primeiro é aquele onde a torção 

é tomada como sendo identicamente nula, onde a variedade de Riemann-Cartan 

torna.-se nma variedade riemanniana‘^. A teoria de gravitação construída sobre este 

'■^Para ser mais rigoroso, a variedade obtida neste caso é pseudo-riemanniana, uma vez que a 

assinatura da métrica do espaço-tempo é diferente daquela estudada na geometria riemaimiana 

usual. No entanto, faremos uma abuso de linguagem, e chamaremos esta variedade apenas de 

var i ed a de r i e m a n n i a n a. 
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cenário é conhecida como Relatividade Geral. O segundo caso que estudaremos aqui 

é aquele em que a curvatura c considerada nula, onde obtemos uma variedade de 

Weitzenbock, sobre a qual é construída outra teoria, conhecida como Equivalente 

Teleparalelo da Relatividade Geral, ou simplesmente, Teleparalelismo. 
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Capítulo 3 

A Variedade de Riemann e a Relatividade Geral 

A variedade do Riemann é um caso particular de uma variedade de Riemann-Cart.au, 

porém, historicamente, o surgimento desta última é posterior ao da primeira. Os 

primeiros esforços que culminaram no surgimento da geometria riemanniana datam 

de 1854 [1, pag.280] com o empenho de Riemann para compreender algumas idéias 

implícitas nos trabalhos de Gauss no estudo de geometria diferencial de superfícies no 

R’. Desde 1827, Gauss já concebia a idéia abstrata de sui)erfície sem a necessidade 

de um espaço ambiente [2], porém ele não dispunha dos instrumentos matemáticos 

necessários para o desenvolvimento de suas idéias - esscncialmente o que faltava era 

a noção de variedade diferenciável [3 - pag.33]. Em 1854, Riemann retoma as idéias 

de Gauss e introduz a uoção do que hoje chamamos de variedade diferenciáved, 

generalizando o conceito de curvatura criado por Gauss, e criando as raízes da 

geometria riemanniana. 

O conceito de curvatura introduzido por Riemann difere ainda da definição uti- 

lizada hoje em dia. De fato, a formulação atual é o resultado de um desenvolvimento 

feito ao longo de bastante tempo, e possui a vantagem de ser muito prática para 

demonstração de teoremas, mas apresenta a desvantagem de estar muito afastada 

do conceito intuitivo inicial. No entanto, a curvatura na concepção de Riemann já 

se caracterizava por ser expressa em termos do tensor métrico^. Como veremos a 

seguir esta é uma característica que ainda se preserva mesmo na definição atual de 

curvatura. Na verdade, todas as grandezas de interesse, em particular a conexão, 

são exj)ressas em termos da métrica nas variedades riemannianas. Esta foi uma das 

razões pela qual durante muito tempo se acreditou ser o tensor métrico o objeto 

fundamental no estudo da geometria. 

*0 conceito explícito de variedade diferenciável só foi formalizado em 1913 em trabalho de Weyl 

[3, pag.33]. 
curvatura de Gauss já possuía esta característica, que foi preservada pela generalização de 

Riemann. 

16 
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3.1 A Geometria da Variedade de Riemann 

No desenvolvimento feito a seguir mostraremos como a geometria da variedade de 

Riemann, V4, é. determinada a partir da variedade de Riemann-Cartan. Como disse- 

mos anteriorraente, esta nltima é uma generalização da primeira com a introdução 

da torção à variedade. Assim, pode ser obtida quando a torção é tomada como 

sendo identicamente nula em U4. 

Desta forma, na variedade de Riemann as definições feitas anteriormente contin- 

uam válidas. Em particular a construção da derivada covariante é feita da mesma 

forma, sendo a conexão agora expre,ssa apenas em termos dos símbolos de Christoffel, 

= {%') = = (í;,J 

que apresenta a propriedade de simetria pela troca dos índices inferiores. É interes- 

sante notar que na variedade Riemann-Cartan introduzimos a conexão de maneira 

completamente independente da métrica^, e portanto não havia, à priori, razão para 

existir nma relação entre as duas. No entanto vemos que o anulamento da torção 

estabelece a dependência da primeira com a segunda. Desta forma, todas as quan- 

tidades definidas a partir da conexão passam a ser determinadas unicamente em 

termos de (7,,,^; é o caso da curvatura, que agora é o único objeto a caracterizar a 

não comutação da derivada covariante, 

IVjVJ A“ = {0„ + {;.} - {",} {«„}) A' = R„„,.“A'’ . 

Este tensor passa a apre.sentar as seguintes propriedades: 

^lii./(aP) ~ ^{iu/)ni0 — 0 ) 

^■fiuaP — I^Q0ILV ) 

'^[xRou]/ — 0 

O tensor de Ricci, o escalar de curvatura e o tensor de Einstein são definidos da 

mesma forma a partir do tensor de Riemann, 

r. ■= n “ — fp 4- 
t'0 

^Enquanto e.sta líltima foi introduzida para determinar distâncias na variedade, a ])iimeira foi 

inserida para definir transporte paralelo. 
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R = = R,/ , 

'^fíunR' ) 

sendo que agora eles satisfazem as propriedades: 

= 0 . 

3.2 A Relatividade Geral 

Devido à falta de instrumental adequado, o desenvolvimento da geometria riemanni- 

ana ocorreu de maneira muito lenta. Porém, um estírmdo externo importante nesta 

construção foi a aplicação de seus métodos à Física. É curioso notar que Riemaun, 

em seu trabalho de 1854 [1; 3, pag.33], já. expressava sua preocupação em estabele- 

cer relações entre Física e Geometria, porém foi Einstein que em 1916 as estipulou 

definitivamente, com a teoria da Relatividade Geral. 

Motivado pelo Princípio de Mach (4, pag. 776]'*, a idéia inicial de Einstein era 

procurar uma teoria que generalizasse a Relatividade Restrita de forma a esten- 

der a sua validade a sistemas de referências quaisquer. A maneira encontrada, por 

Einstein foi desenvolver uma teoria cujas leis físicas tivessem validade em qualquer 

sistema de coordenadas, isto é, uma teoria em que as ecpiações fossem covariantes 

por transformações gerais de coordenadas. Esta. exigência, de Einstein é também 

conhecida como Plincípio de Covariância Geral. Com este princípio e o Princípio de 

Equivalência [4; 5; 6; 7; 8], que a partir da equivalência entre massa inercial e ma,ssa 

gravitacional estabelece a equivalência local entre um campo de gravitação c um ref- 

erencial acelerado, Einstein estabeleceu as liases de uma nova teoria, de gravitação, 

que ficou’conhecida como Relatividade GeraP. 

Nesta teoria, desenvolvida de um modo puramente dedutivo [8]®,a interação grav- 

itacional não é mais descrita em termos de força; a presença de matéria agora se 

manifesta na forma de curvatura do espaço-tempo. Desta forma, podemos consid- 

erar o espaço-tempo como uma variedade riemanniana^. Assim, podemos dizer que 

■^De acordo com esta referência, o Princípio de Mach estabelece que todos os efeitos inerciais 

seriam devido à interação mútua da matéria do Universo. 

nome vem da idéia original de generalizar a Relatividade Restrita. 

®Esta teoria é considerada pelos autores como ”a mais bela das teorias físicas existentes”. 
^Alguns autores mais rigorosos [7, pag. 47] dizem que o espaço-tempo é uma variedade pseudo- 

riemanniana devido à assinatura do tensor métrico. 
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conhecer o campo gravitacional é conhecer as dez componentes do tensor métrico 

do espaço-tempo^. 

Como a métrica agora possni nm caráter dinâmico, devemos nos preocupar em 

encontrar as equações qne descrevem a dinâmica deste tensor, ou seja, devemos 

encontrar as equações de campo da teoria. Faremos isto da maneira usual, que 

consiste em empregar um princípio variacional. Para tanto devemos considerar 

uma integral de ação que seja globalmente covariante, ou seja, um escalar sob as 

transformações geral de coordenadas: 

5 = 

Na ausência de matéria consideraremos a Lagrangiana na forma conhecida por La- 

grangiaua de Einstein-Hilbert, 

onde /? é o escalar de curvatura, e x ama constante obtida no limite de campo 

fraco. E interessante notar que esta Lagrangiana possui termos envolvendo derivadas 

segundas do tensor métrico®. Porém, estes podem ser agrupados na forma de um 

termo de superfície, que ao ser desprezado, nos permite reescrever a Lagrangiana de 

Einstein-Hilbert como 

Esta forma de expressar L é conhecida na literatura como forma ”gama-gama” [8; 

9], e ])ossui a importante propriedade de ser de primeira ordem no tensor métrico, 

e por ser uma forma quadrática na conexão. 

A busca por um extremo da integral de ação, óS = 0, nos conduz às equações 

de Einstein, 

Gufl   

que são dez equações não lineares para o tensor métrico, e se caracterizam por 

possuírem dependência linear nas derivadas de segunda ordem de .7,/,,/®. 

Na presença de fontes podemos considerar a nova Lagrangiana como sendo a 

soma da Lagrangiana de Einstein-Hilbert com uma Lagrangiana para os campos de 

®Apenas para reforçar, uma variedade riemanniana é completamente caracterizada pelo con- 

hecimento do tensor métrico. 
®Isto ocorre porque o escalar de curvatura possui derivadas primeiras dos símbolos de Christoffel, 

que por sua vez possui derivadas da métrica. 

importante observar que estas equações não possuem derivadas de ordem superior à segunda. 



Capítulo 3. A Variedade dc Ricmaiin c n Rc.Intividadc Geral 20 

matéria, Lm- A interaç<ão entre estes últimos e a gravitação c obtida pela prescrição 

do acoplamento minimal, que nos diz que se conhecemos a Lagrangiana de um campo 

í/>, Lm — Lm. no espaço de Minkowski , então, na presença de curvatura, 

devemos substituir r/,,„ por g,m'\ e a derivada ordinária pela derivada covariante. 

Neste caso, após o emprego do princípio variacional, as equações de Einstein se 

reescrevem como 

Gfw — xLiw ) 

onde T,m ^ ^ o tensor energia-momento. Das propriedades do tensor 

de Einstein segue que o tensor energia-momento é "conservado covarianternente”, 

« = 0. 

3.3 A Formulação ADM da Relatividade Geral 

A Formulação ADM da Relatividade Geral [10] surge como uma forma bastante 

simjdes de se propor uma formulação hamiltoniana para a teoria gravitacional de 

Einstein. No entanto, foi Dirac [11; 12] qnem primeiro propôs tal formulação alguns 

anos antes, introduzindo o conceito de folheação para a RG. A proposta de ADM 

segue os mesmos passos da formulação de Dirac, com a vantagem de ser mais simples, 

e obter resultados equivalentes*^. É cm função da sua simplicidade que a versão 

ADM da R.G ganhou popularidade. 

Quando tentamos ]:)assar da formulação lagrangiana da Relatividade Geral (RG) 

para uma formulação hamiltoniana''* esbarramos em alguns problemas. Quando 

olhamos para as equações de campo (no vácuo) na almrdagem de Lagrange, 

= 0 , 

constatamos que em princípio há dezesseis equações diferenciais não lineares para o 

tensor métrico a serem resolvidas. Porém, da propriedade de simetria da métrica, 

vemos que este número se reduz a apenas dez. Mas sabemos mais, pois, da "con- 

servação covariante" do tensor de Einstein, 

= 0 , 

“Devemos atentar para o fato úe que L„, = onde g é o determinante da métrica de 

Minkowski. 
“A formulação dé ADM pode ser até considerada como um caso particular da formulação de 

Dirac. 
'■^Nosso intuito aqui não é estudar a formulação hamiltoniana da R.G, mas apenas apresentar o 

contexto em que a formulação ADM se desenvolveu. 



Capítulo 3. A Variedade de Riemann e a Relatividade Geral 21 

fica claro que, além das equações de campo, as componentes da métrica devem 

satisfazer as quatro condições acima. Há, portanto, apenas seis componentes inde- 

l)endentes do tensor métrico. Uma análise de dados de Canchy [13] nos mostram 

que apenas as quantidades Çij são quantidades dinâmicas, enquanto as componentes 

floo floi sáo variáveis cinemáticas*'' [14, pag. 9; 6, pag. 55] (ver apêndice 1). 

O problema da teoria é justamente o fato das equações de campo serem não 

lineares (o que decorre do fato da Lagrangiana ser tomada como sendo o escalar de 

curvatura). Esta característica das equações de Einstein faz com que as variáveis 

dinâmicas se acoplem às componentes cinemáticas e suas derivadas, e vice-versa, de 

tal forma que é praticamente impossível a separação destas duas classes de variáveis 

nestas equações [9]. Consequentemente, a passagem para o formalismo hamiltoni- 

ano, onde as derivadas (temporais) dos campos devem ser escritas como funções dos 

campos e dos momentos, fica extremamente complicada. 

Para se contornar este problema, é comum o uso de alguns artifícios, como 

a fixação de um sistema de coordenadas. Por exemplo, há quem tente fixar o 

sistema de coordenadas impondo a condição conhecida por ”gauge harmônico”, 

dl, (]*"') = 0 [6, pag. 56]. No que segue, estaremos interessados em estu- 

dar uma classe particular de sistemas de coordenadas, que nos permita descrever 

o espaço-tempo como um conjunto de "folhas” de híper-superfícies do tipo espaço. 

Esta forma de descrever o espaço-tempo é conhecida na literatura como folheação 

do espaço-tempo. 

Para compreender como surge a idéia da folheação do espaço-tempo começaremos 

com uma idéia bem simples à qual podemos atribuir, de alguma forma, um sentido 

físico. Quando descrevemos a trajetória de um ponto material sabemos que o deslo- 

camento deste objeto nos determina uma curva. Desta forma, podemos pensar uma 

curva como sendo o conjunto de pontos obtidos pela translação de um único ponto. 

Nesta mesma linha de raciocínio, o deslocamento de uma corda nos determina uma 

superfície e assim podemos imaginar uma superfície bidimensional como sendo o 

conjunto de pontos obtido pela translação de uma curva. O mesmo se aplica para 

um volume, que pode ser obtido pela translação de uma superfície. Extendendo este 

conceito para o espaço-tempo, podemos conceber este último como o conjunto de 

pontos obtidos pela translação de uma híper-superfície do tipo espaço. 

Por trás desta idéia está o conceito de folheação [15], cpie podemos definir de 

uma maneira não muito rigorosa, como sendo uma decomposição de uma variedade 

diferenciável M de dimensão n em subvariedades conexas de dimensão m (m < u), 

'“•Esta análise nos mostra aiiula que apenas as equações = 0 são dinâmicas, enquanto as 

equações Gq,, = 0 representam apenas condições nos dados iniciais. 
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as quais sc acumulam localmentc como os subconjuntos de R" = R"' x R" com 

segunda coordenada constante. Chamamos estas subvariedades de folhas e dizemos 

que esta é uma follieação de dimensão m da variedade. No caso do espaço-tempo, 

escolheremos uma folheação de dimensão ires e chamaremos a "segunda coordenada 

constante” de tempo, t. As folhas serão, então, tri-superfícies Ef, as quais exigiremos 

que sejam ordenadas de forma que o preenchimento do espaço-tempo seja feito de 

maneira contínua. Procedendo desta forma, a folheação do espaço-tempo dependerá 

univocamente da híper-supcrfície inicial. 

É importante perceber que cada folha é também uma variedade diferenciável e 

pode ser equipada com uma métrica e uma conexão. Portanto, faz sentido definir 

uma derivada covariante (por transformações gerais de coordenadas na superfície), 

tensor de curvatura, etc. O que deve-se notar, é que existe uma ligação entre estes 

objetos nesta híper-su])crfície e os do espaço-tempo. Por outro lado, existem novos 

objetos que não são definidos na descrição usual do espaço-tempo, mas que surgem de 

forma natural quando se faz a folheação. Como exemplos podemos citar a curvatura 

extrínseca e o vetor de pro]:>agação Abordaremos melhor estes pontos ao tratarmos 

da geometria da folheação do espaço-tempo. 

3.3.1 A geometria da folheação do espaço-tempo 

Perceba que fazer folheação do espaço-tempo é, na verdade, escolher uma forma es- 

pecífica de descrever o espaço-tempo, ou seja, selecionar um sistema de coordenadas, 

ou uma classe destes. No caso, os sistemas de coordenadas permitidos são aqueles 

que deixam as superfícies Ef inalteradas. 

A notação que usaremos será a seguinte: as coordenadas de um ponto com 

relação a um referencial sobre a superfície E( serão denotadas por (os índices 

entre colchetes serão utilizados para indexar objetos relacionados à híper-supcrfície); 

com relação ao espaço-tempo estes mesmos pontos terão coordenadas .x". Portanto, 

x" = .x“ (t,0- 

Escolheremos para a folheação híper-superfícies do tipo-espaço, ou seja, híper- 

superfícies cujos vetores normais sejam tipo tempo. Chamaremos de n o campo de 

vetores ortogonais a Ef (usamos a palavra campo, pois a direção do vetor pode variar 

a cada ponto da híper-superfície), e por n« e as suas componentes covariantes e 

contravariantes, respectivamente. Exigiremos ainda que n seja unitário tipo tempo: 

non“ = — 1. 

Sobre a híper-superfície podemos selecionar três vetores unitários, tangentes 
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às linhas de coordenadas; 

bl'^1 = ; 

dfcl _ ^[''1 

Com relação ao espaço-tempo estes vetores podem ser escritos como 

,,n-|g^“ ^ ;,l»l = aW 

Tendo em vista qne os vetores são unitários, então é imediato qne 

=: ; 

on, mima notação mais conveniente, 

Comparando as duas expressões, vemos qne podemos identificar 

dx° 
6Í*, = (3.1) 

Note que estas quantidades se comportam como vetores contra.variantes por trans- 

formações gerais de coordenadas do espaço-tempo, e como vetores covariantes por 

transformações de coordenadas sobre a híper-superfície (o que justifica a notaçao 

acima). 

Temos, então, a cada ponto do espaço-tempo, um conjunto de vetores qne 

compõem nma base na híper-superfície, e nm vetor ortogonal a esta base. Este novo 

verificação é feita a seguir. Suponhamos a transformação 

^(0 

ã;“ =.t“(x"(í,0) . 

|1«1 = ^10 (^) . 

Sabemos que esta transformação admite uma inversa 

Ç|.|=£W(Ç) . 

Pela regra da cadeia, vemos que 

9.7;“ d.T" díhl , dx°' _ 9x“ 94^' 
^ 9|iõ 9x^ 9^ 9pl ^ dt 9^1'! ~ dx^ 9^1’1 b' 

onde usamos o fato de que t independe das coordenadas da superfície (9t/9^’' = O). 
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conjunto de (luatro. vetores constitui nada menos do que uma base no espaço-tempo, 

{n, b[i)}, que será, usada para decompor os vetores e tensores de nosso interesse. 

A decomposição de um vetor qualquer, A", nesta base é feita da seguinte forma: 

A" = - (A^ng) n" + (>!'’(,g') /,j>, ’, 

onde o sinal negativo se fleve ao fato do vetor normal ter norma negativa. A decom- 

posição de um tensor de segunda ordem, nesta base é dada por: 

onde 

Tl.li = , 

Tr\i] = , 

Tl^lUl ^ ■ 

A generalização para tensores de ordem superior a dois é imediata: 

TnP...i0 = Tx±...±nnnp-..7luj + d- ••• + Tli]\j],„{q)b^^}b^^\..b^j'^ . 

Em particular, a decomposição do tensor métrico leva a alguns resultados inter- 

essantes, pois a contração dos vetores da base com a métrica é o produto escalar 

entre estes: 

.<7X1 = = n^n"' =-l , 

,7l>)x = -g,wb'(i]n'' = -b„ii]Ti‘' = 0 , 

gi.\i] = = 0 , 

Como dissemos anteriormente, a hípersuperfície é uma variedade diferenciável. 

Se chamarmos de 7[,;][j] a métrica desta variedade*®, então podemos notar, a partir 

deste último resultado e da ortogonalidade dos vetores ãjtj, que: 

úífc) 
muü 

t][fe] _ xW 

^®Chamaremos de as componentes contravariantes desta métrica. 
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Recordando qne 7[,;][,] é a inversa de 7WW, inferimos que 

.'/IdUl = 7iill,7l • 
(3.2) 

Esta expressão nos mostra qne a projeção do tensor métrico na híper-snperfície é 

ignal à métrica desta variedade. Por conta disso, chamamos esta última de Tn,etíico, 

induzida}^. 

Podemos, com estes resultados, escrever na seguinte forma: 

flnfl = .'/.I in-r»n/5 + g[i]ih^j}nfl + + g[i][i]l)^^^= 

= -n^np + 7[i][j!^^a• 

Veja qne a contração do tensor métrico com nm tensor qualquer, por exemplo , 

nos fornece: 

g.0T''-' = + 7|,iu|6Í;'<'?) r"’ = -"«r, ’ + hfTy 

nos mostrando que o ten.sor 

h^p = = dop + n„np 

7 
[j] 

(3.3) 

posse de uma métrica induzida podemos con.struir os símbolos de Christ,offel na tiíi)er- 

superfície: 

,[*•) 

■’ ~ 2 

Devido ao fato desta superfície estar imersa numa variedade riemanniana, podemos esperar que 
(3)h‘i 

E, também seja uma variedade deste tipo, e que T desempenhe plenamente o papel de conexão 

(3) 1 
^ ['Kil = 9'^'"'’"' (^1'1'^hllH + ^un^l-Kml - ^(ml7[,KJl) • 

(3) iq 

nesta variedade. É possível mostrar ainda que T se levarmos em conta o fato 

de que a métrica induzida é a projeção da métrica do espaço-tempo cm E^. 
Com uma conexão, podemos definir uma derivada covariante sobre a superfície. 

(^) \f.\ (3) ,1^1 
rjr[k] 

■ i [,j[n>l-' lí] [,n] = + r li][j]C- 

sendo natural também a definição de um tensor de curvatura, tensor de R.icci e escalar de curvatura: 

(3) (3) 

(3) (3) y--' / ' -' 
^Idlil = ^1'tll'lljj'*'' ~ ( ^[''1 ^ l'lbl “ ^l’l ^ ^ blbl ^ t'=lH 7 r [k]li] ^ [<H 

(3) iq 

(3) 

(3)l'd (3)M (3)bl O)!"*! (3)l*^l 

R = 7l'lhl h’.(q[,)[j)l 
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é o tensor responsável pela projeção do tensor na híper-snperfície, e, por conta disso, 

recebe o nome de projetor. 

Vemos qne este tensor surge naturalinente no processo de folheação. Contudo, há 

outros objetos que podem ser definidos também de maneira natural e que possuem 

função importante na decomposição do espaço-tempo. Começaremos pelo xietor de 

propagação, C". Este é o vetor tangente às curvas de congruência e nos informa 

como as coordenadas são propagadas de uma superfície jiara outra: 

^ (/.,0 

Ot 
(3.4) 

Sc considerarmos duas superfícies vizinhas, E,, e o vetor de propagação é aquele 

que liga os pontos-P (0 em Et a P' (0 ern Ei+,u (como mostrado na Figura (3.1)), 

ou seja, pontos com mesma coordenadas internas. A decomposição deste vetor na 

base {n,b[i]} nos leva a definir duas funções de papel fundamental na folheação; 

C” = - iC’n„) iC + (í"/!) Í-Pi = Nn« + WWòPi 

onde 

N = , (3.5) 

• (3.6) 

N é conhecida como Junção de lo,pso, enquanto é chamado de xjetor de defasagern, 

ou xjetor de shift. 

Observe que 

Cdt = x^{t + dt,0-^^{UO = n^{^àt)^h\^{N^^d.l) , 

{t + d.t,0 = .r"(í,0 + n"(iVdí) + 5[‘, . 

Assim, vemos na primeira linha que Ndt nos dá a distância entre as duas superfícies 

ao longo do vetor normal, enquanto que N'^'^di nos dá a defasagern do ponto P' (J) 

com relação a P (0- Na segunda linha, fica claro que o conhecimento de Nd,t e 

nos permite construir completamente a superfície Ef+,<(.a partir deEj. Isto mostra de 

maneira mais evidente a dependência da folheação com a híper-superfície inicial. Da 

expressão acima, ainda podemos ver que se duas curvas de congruência se cruzarem 

em algum ponto do espaço-tempo, então teremos dois vetores de propagação neste 

mesmo ponto, o que nos impossibilita determinar xinivocamente a superfície no in- 

stante mfinitesim.o.lrnente posterior, e, portanto, estes casos devem ser descartados. 

Um outro objeto geométrico que merece destaque é a curvatura extrínseca, que 

é o objeto responsável pela variação das componentes do vetor normal ao longo do 
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Ndt 

"t+dt 

Figura 3.1: Folheação do espaço-tempo. 

transporte paralelo deste sobre a híper-superfície^'’: 

DrF = - . (3.7) 

Trata-sc de mna propriedade extrínseca da hípcr-superfície pelo fato de que o 

vetor normal , apesar de ser definido sobre ela, não pertence à superfície propria- 

mente dita. Trata-se de curvatura, pois as componentes do vetor se modificam ao 

longo do transporte, ou seja, as normais se curvam com relação ao espaço externo'^. 

Este é um tensor simétrico, e podemos ver isso sem muitos cálculos. Da definição 

da curvatura extrínseca temos: 

*'*Quando tomamos o vetor normal à híper-superfície num ponto e o transportamos parale- 

lamente até o ponto ainda sobre a superfície, sabemos que a variação total deste vetor 

é dada por Dn" = (V0n°‘)dxF . Como estamos variando apenas os pontos sobre a superfície, ou 

seja, dt = 0, então a expressão acima se redu?, a 

= (ãj(.,V0n«) díl'l . 

Definimos a curvatura extrínseca como sendo o objeto responsável pela variação das componentes 

do vetor normal ao longo do transporte conforme a expressão (3.7). 
*®0 sinal utilizado na definição é convencional, e dizemos que a curvatura é positiva se ”as 

"pontas” das normais em e convergem, e negativa em caso contrário” [9]. 
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Algumas relações etivolvcndo a curvatura extrínseca e o campo de vetores normais 

são mostradas a seguir; 

(3)W 

K^^Kij , 

K, ^ = K . 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

3.3.2 A escolha de ADM 

Como dissemos anteriormeiitc, fazer folheação é escolher uma forma específica de 

descrever o espaço-tem])o. Mas dentro de todas as folheações que podemos fazer, 

escolheremos um conjunto ainda mais restrito. É particularmente interessante es- 

colher um sistema de coordenadas do espaço-tempo onde a coordenada seja o 

próprio parâmetro ^ .r" = t, e que suas linhas de coordenadas espaciais coincidam 

com as linhas coordenadas na superfície: .r* = C- Neste sistema de coordenadas 

teremos 

Esta foi a escolha de Arnowit, Deser, Misner (ADM) [10] para descrever o espaço- 

tempo e estudar a Relatividade Geral. Com esta base, podemos dispensar o uso 

de colchetes em nossa notação, pois os índices espaciais do espaço-tempo agora 

coincidem com os índices da híper-superfície. Esta escolha de ADM nos simplifica 

os cálculos e levam a resultados bastante interessantes.’ O primeiro deles surge 

quando procuramos descrever o intervalo ds'^ nesta folheação. Para isso devemos 

decompor dx^ na base {n,bi}: 

dx^ 
dx^ = .t" {t + díX + dO - O = -gfdt + -^dC = 

= {Ndt) + {N^dt) -f bfd.e = 

= 77“ [Ndt) d- {N^dt + d.e) ■ 

A norma deste vetor, que nada mais é do que o intervalo, pode ser calculada 

usando o fato de que n é ortogonal aos vetores bk na híper-superfície. Desta forma, 

temos: 

= - {Ndtf + 7.i {N‘dt + dÇ‘) (NUt + dÇ) = 

= + 'lijN*N’) dtdt + 2%jN‘didí’ + HjdÇdi,’ . (3.12) 

Por outro lado, sabemos cpie 

ds^ = gapd.x"dx^ 
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No sistema de. coordenadas escolhido (.r" = t, x} = C) é. imediato que 

ds^ = goadidi + 2gQid.fdC + (jijdCd^^ , (3.13) 

e a comparação direta entre (3.12) e (3.13) nos mostra que 

.<7oo = — +'Yij N'’ 

9oi — 1 

Oij — lij 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 

Estas três equações são importantes, pois nos mostram como as componentes 

eovariantes do tensor mét.rico do espaço-temi)o se expressam era termos do vetor de 

defasagem, da função lapso e da métrica induzida. As componentes contravariantes 

também podem ser obtidas cm função destas mesmas quantidades, bastando, para 

isso, lembrarmos que 

gopg 
00 - V 

7p7 
ik 

O cálculo nos mostra que 

.9 

g 

no 

oj 

f) 
ik 

1 

yV2 

Ni 

yV2 

Podemos mostrar ainda que 

= s/-det{ga0) = Ny/j 

onde 7 = det (7q)- 

A curvat\ira extrínseca também pode ser obtida em termos do vetor de de- 

fasagem, da fnnção de lapso e da métrica induzida; 

1 / (3) (3) \ 
= -ivr«. = — (^-70 + V.N, + VjNij . 

Com a geometria da folheação do espaço-tempo bem estabelecida, estamos pron- 

tos para estudar a. Relatividade Geral. Esta forma de se estudar gravitação ficou 

conhecida como Formulação ADM da Relatividade Geral, e é sobre esta que falare- 

mos a seguir. 
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3.3.3 A Decomposição cia Lagrangiana de Einstein-Hilbert na Formulação 

ADM 

Viuios ant.ci'ionncnt,o ejue o ost.udo da Relatividade Geral passa pelo conhecimento 

das equações que descrevem a dinâmica do tensor métrico do espaço-tempo. Con- 

statamos também que a obtenção destas equações tinham como ponto de partida o 

uso de um princípio variacional e o conhecimento de uma função Lagrangiana, que 

nem sempre é única^”. Apenas para relembrar, no caso da Relatividade Geral, a 

densidade Lagrangiana mais emj^regada neste tipo de dedução é a Lagrangiana de 

Einstein-Hilbert, com sua forma dada por 

, (3.17) 
2x 

onde R é o escalar de curvatura. 

Na formulação ADM da RG é necessário que esta Lagrangiana seja dada em 

termos de N, N\ e 7*^, que fazem o papel dos campos fundamentais. Para isto, 

devemos recordar alguns pontos. Primeiro, devemos lembrar que o escalar de cur- 

vatura é obtido a partir da saturação dos índices do tensor de Riemann, R = 

O tensor de Riemann pode ser decomposto na base {bk,n}; 

Rniivp — U-o -4- {^Rp,„,ph^^ 1 R>aj ~ 

= {Rpoupn^n^) non.p -f {Rpoup^^bl) YR)pjn.a + 

+ (^R,30rpb1n^^ + (R.pOupby,r) = 

e sua contração consecutiva com a métrica é capaz de nos fornecer o escalar de cur- 

vatura, que, em virtude da ortonormalidade dos vetores da base, pode ser expresso 

como 

K = - Ru,li” - ■ 

Usando as propriedades de antissimetria do tensor de c.urvatura^\ Rfw^nP) — R\pv)oft — 

0, conjuntamente com o fato de que 
I 

= “ Y^ R>.LLj ) 

^”Basta lembrar que a Lagrangiana de Einstein-Hilbert e a forma ”gama-gama [8; 9; 14] nos 

conduzem às mesmas equações de campo. 

Desta propriedade de antissimetria segue que iíxxxx = 0 , R±ij± = -RiXjX = Rixxj ■ 
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ohíemos 

R = + RiikjY^l^‘ ■ (3.18) 

O primeiro termo do segiindo membro da equação acima pode ser reescrito numa 

forma mais apropriada. Para isso devemos lembrar que o tensor de curvatura, numa 

variedade com torção nula, pode ser obtido a partir da não comutação da derivada 

covariante: 

Se tomarmos o vetor A'' como sendo o vetor normal à híper-superfície, então 

= n^([V„,V^]n")-n^V,,(V;,í7«)-r/V^(V„n") = 

= V. - (V„n^) iV^rC) - Vp + [Vpn^) (V„n'^) = 

= -Y^^Y^KniKpn + K'^ + V„ (n^V„n") 

onde fizemos uso de (3.9) e (3.10). 

O segundo termo do segundo membro de (3.18) é conhecido das equações de 

Gauss-Codazzi [9; IG], 

(•■>) 
= R + - K^^^Kik ■ 

Estes dois últimos resultados nos conduzem a 

(3) 
R = R + - 2V„ {rifVprC) + 2Vp (r7^V„n“) . 

Como consequência, a densidade Lagrangiana passa a ser expressa por 

L = -1-^jR = (r + - I<^ - 2V„ (í/V^77,") + 2Vp 
2x ■ 2x V / 

Note, i)orém que os dois últimos termos do segundo membro nada mais são do que 

termos de superfície: 

[-2V„ pn^) + 2Vp (n^V„rC)] = (v^ [-2 prC) + 2 (n“V^n^)]) 

Desprezando estes termos de superfície, a densidade Lagrangiana assume uma 

forma bem simples: 

L=-^N^ÇR + K”‘Kit-K^'^ . (3.19) 
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Como dissonios este ó o ponto de partida para o conhecimento das equações 

de movimento. De posse da Lagrangiana, o procedimento para obter as equações 

de campo é padrão; efetua-se a variação da integral de ação, e a procura por um 

extremo nos conduz às equações de cam])o. A partir delas, o conhecimento das 

variáveis dinâmicas c cinernáticas da teoria pode ser feito através de uma análise de 

dados de Cauchy. Entretanto, é importante observar que o papel da Lagrangiana 

vai muito além do que apenas fornecer equações de campo a partir de um princípio 

variacional, e ainda que a abordagem de Cauchy não é o único modo de se deter- 

minar o caráter dinâmico das variáveis. Na verdade, como mostraremos mais à 

frente, esta característica dos campos está intimamente relacionada a propriedades 

da função Lagrangiana, e a presença de variáveis cinernáticas está ligada à existência 

de vínculos na teoria^^. Os vínados da formulação ADM da RG é um dos nossos 

interesses neste trabalho, e é sobre eles que trataremos após descrevermos o Telepar- 

alelo Equivalente da Relatividade Geral. 
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Capítulo 4 

A Variedade de Weitzenbõck e o Equivalente 

Teleparalelo da Relatividade Geral 

Vimos anteriormcnte que a variedade de R.iernann-Cartan é uma variedade difer- 

enciável equipada com uma métrica e uma conexão que apresenta curvatura e torção 

não nulas. Estudamos também o caso particular da variedade de Riemann, que 

é aquele em que aimnas a torção é considerada nula. Porém, como já constata- 

mos anteriormejite, tanto a torção como a curvatura são ambas propriedades da 

conexão. Desta forma, se podemos tomar a primeira como sendo nula^ não há 

razão a princípio para não se considerar o caso contrário, onde a curvatura poderia 

ser anulada ao invés da torção. Este caso particular da variedade de Riemann-Cartan 

é conhecido na literatura como variedade de Weitzenbõck. 

É curioso notar que o desenvolvimento de tal variedade foi feito por Weitzenbõck^ 

em 1923 [1; 2, pag.l] de maneira independente ao trabalho de Cartan. Nesta var- 

iedade é comum se estudar a geometria não a partir da métrica e da conexão, mas 

sim estudá-la em termos de tetradas. Para isso faremos a seguir uma síntese de 

alguns resultados importantes envolvendo o estudo de tetradas 

4.1 O Formalismo de Tetradas 

As tetradas foram introduzidas pela primeira vez por Albert Einstein [3; 4] em 

1928, na tentativa de unificar o eletrornagnetismo e a gravitação. Com este trabalho 

Einstein também introduziu o conceito de paralelismo absoluto. Em 1929, Wigner [4; 

5] mostraria que o formalismo de tetradas poderia ser empregado com um objetivo 

diferente daquele proposto por Einstein, qual seja a incorporação de spinores à 

teoria gravitacional. No mesmo ano, Weyl [4; 6] reintroduziria, de uma maneira 

‘Como vimos esta escolha nos fornece uma boa variedade para construirmos uma teoria de 

gravitação. 

^Esta é a razão pela qual esta variedade recebe .seu nome. 
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sistemática, o conceito <lc tctradac na tentativa <le incorporar sna teoria de spinores 

de dnas componentes à teoria gravitacional, O formalismo de tetradas mostron-se 

,Uil não somente para rlescrever spinores em espaços curvos, mas também como nma 

forma de derivar leis de conservação. 

Consideremos era cada ponto do espaço-tempo, nm conjunto de quatro vetores 

ortonormais, c„„ (.r), onde o = 0,1,2,3 (de maneira geral, usaremos mdrees latraos 

para nos referirmos ao "rótulo” do vetor), qnc geram o espaço tangente em cada 

ponto do espaço-tempo. Temos da condição de ortonor.nalidade imposta ae.ma, 

que a relação 

g,u (x) e!í (x) e'^ (x) = rjab 
(4.1) 

é satisfeita. Como estes vetores geram o espaço tangente, (x) também sei a 

um vetor neste espaço. Desta maneira, quando fixamos o índice grego, p-, e„ (.x) 

representará nm vetor sob transformações de Lorentz no espaço tangente. Assnn, 

pmlemos abaixar e levantar os índices latinos usando a métrica de Mmkowski. Por 

outro lado, ao fixarmos o índice latino, o, cS d) será um vetor sob transformações 

gerais <le coordenadas no espaço-tempo. Mas há mais, pois nm conpmto de quatro 

vetores ortogon.ais num ponto do espaço-tempo é também uma base desta varieda e, 

e pode ser usada para decompor vetores e tensores. Para um tensor de ordem m. 

T„s...e (.i) = (s-) < (x) ef (-n) ■■■<» (*)1 < *=» (-t) -K (*) 

No caso particular do tensor métrico, temos 

(.^) = [a,nx [x) eC (x) (x)] (x) cj (x) , 

mas recordando que a relação (4.1) é satisfeita, então 

{x) = riabel (-^) 4 (•'") 

(4.2) 

(4.3) 

Um coniiinto de quatro vetores ortogonais, que a cada ponto do espaço-tempo 

geram o espaço tangente neste ponto, e que satisfazem as.condiçoes (4.1) e (4.3), . 

o aue chamamos de tetradas^ [7; 8; 9; 10, 11]. . i x • 

Da expressão (4.3) fica claro que a escolha de um conjunto de letradas de^termm 

univocamentè uma métrica. A recíproca, no entanto, não é verdadeira. Como sc 

' "É nredso tomar alguns cnidailos neste tipo <le construção, pois a existência de tetradns nem 
' Hrla Dp fato uma análise mais rigorosa deve levar em conta a topologia global da 

'™"l'r™e deve ol,ed'cce'r a algumas condições bem espcelfica, (81, Para o qne foi feito aeima 
”lòsiderarc,„!s qne nossa variedade obedece a estes requisitos topo.ogicos, e 

seguiremos em frente sem uos preocuparmos demasiadamente com o rigor matemal.c . 
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pode constatar as tetraclas são determinadas pela métrica, exceto por transformações 

de Lorentz (locais) no tangente [4; 8; 11]. 

Retomando a expressão (4.2), é interessante notar qne ao contrairmos nm tensor 

do espaço-tempo com tetradas,o objeto 

Tah...m (-x) - (.t) {x) 6^ (x) ...C^ (.x)j 

é um escalar sob transformações gerais de coordenadas no espaço-tempo, mas passa 

a ser um tensor sob transformações de Lorentz no espaço tangente. Por outro lado, 

da ortogonalidade das tetradas segue qne 

= e" (.t) ej (x) ...e^ (x) r„,6.,.m (^) 

Destas duas expressões fica claro que podemos iisar as tetradas para converter ob- 

jetos do espaço-tempo para o espaço tangente, e vice-versa. Em particular, um 

escalar sob transformações gerais de coordenadas também será um escalar sob trans- 

formações de Lorentz: 

= e" (x) c"' (x) AaB, = . 

Um caso interessante ocorre quando consideramos a derivada espaço-temporal de 

um vetor de Lorentz no tangente, (x). Fazendo uma transformação de Lorentz 

sobre esta derivada, {d,yA" (x))', deveriamos esperar que este objeto fosse um vetor 

sobre transformações de Lorentz, uma vez que o índice grego faz referência apenas à 

variedade espaço-temporal. Porém, isto não ocorre, devido ao fato da transformação 

de Lorentz depender do ponto do espaço-tempo:"*. Para definir uma derivada no 

espaço-tempo que seja covariante por transformações dc Lorentz no espaço tangente, 

devemos seguir o mesmo caminho tomado na definição de derivada covariante no 

espaço-tempo, qual seja, adicionar um termo envolvendo uma conexão: 

Ü,.d"(x) = a.d'* (.x) -h (,x) d" (x) . (4.4) 

Esta conexão é conhecida como conexão de spin, e sua lei de transformação deve ser 

b' — h' ~ ft' (^') C ’ TVi. 

(d.d«(x))' = lim 
Ax‘'->0 

A" {x‘' 4- Ax") - d" (x*^) 
Ax"" 

= lim 
A > 0 

A"' (x" + Ax*^) - d"' (x*^) 
Ax" 

= lim 
(x" + Ax'0 d'’ (x'^ + Ax*^) - (x'0 A'’ (x^) _ 

Ax'" 

= A“', (x) d.A” (x) + d'' (x") d.,A"\ (x) 
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para garantir a covaritância desta derivada^. 

Se considerarmos agora nm objeto contendo índices gregos e latinos, veremos que 

este pode ter variações em suas componentes devido a transporte paralelo no espaço- 

tempo e transformações de Lorentz no espaço tangente. Assim, nma derivada co- 

variante total deve incorporar as duas possibilidades, e podemos defini-la da seguinte 

forma: 

Esta derivada total é agora covariante por ambas as transformações, as gerais de 

coordenadas e as de Lorentz (para isto devemos supor que sob transformações gerais 

de coordenadas, a conexão de spin se transforme como um vetor). Fica claro, ainda, 

que se este objeto não possuir índices gregos, a derivada covariante total se reduz 

à derivada covariante sob transformações de Lorentz, conforme (4.4). Já se /!“ (.x) 

não tiver índices latinos, a derivada covariante total'se reduz à derivada covariante 

sob transformações gerais de coordenadas 

Na variedade de R iernann-Cartan é imposta a condição sobre o campo de tetradas. 

on seja, a derivada total da tetrada se anula. Esta escolha, juntamente com a 

condição de metricidade, = 0, acaba fazendo com que a conexão de spin seja 

antissimétrica, zUp^n) (.t) = 0 [12]. 

A escolha (4.6) ainda estabelece nma relação entre a conexão de spin, a conexão 

do espaço-tem])o, tetradas e suas derivadas: 

(l) EE d„Al (X) + (X) (X) - (X) (X) = 

= v„A;{r) - rJ„(,T)/i3 (x) = 

= V„A; (x) + (x) /Ij (x) ^ (4.5) 

(4.6) 

(i) + (x) 4 (x) - r4, (i) oj (x) = 0 

(4.7) 

5 

Usando a condição de que esta derivada para nin escalar deva coincidir com a derivada ordinária, 

T>„ (n„ A") = d„ (BnA''), segue que para nm vetor de Lorentz covariante: 

T>„Aa (x) = d„A„ (x) - wJa (x) Ah (.x) 
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Estes resultados são válidos para a variedade de Einstein-Cartan, e podem ser 

devidamente particularizados para as variedades de Eiemann®, ou de Weitzenbõck. 

4.2 A Geometria da Variedade de Weitzenbõck 

Veremos a seguir como a variedade de Weitzenbõck, W^, é obtida a partir da var- 

iedade t/4, quando nesta consideramos a curvatura nula. Uma forma equivalente 

de se garantir a anulação da curvatura [14, pag.3524] é admitir a condição de pai- 

alelismo absoluto, que estabelece que as tetradas (.r) devem ser transportadas 

paralelamente ao longo da variedade espaço-temporal. Isto posto, temos imediata- 

mente satisfeita a condição 

(.t) = (.r) - rf„, (.x) e} (x) = 0 . 

Desta expressão seguem dois resultados importantes. O primeiro deles decorre da 

ortogonalidade das tetradas. 

r“,(2;) = e::(x)a.e“(.x) ' , (4.8) 

que nos fornece imè.diatamente uma expressão para a conexão em termos das tetradas. 

Esta conexão é chamada de conexão de Weitzenbõck [15; 2], ou conexão de Cartan 

[13], e se caracteriza por apresentar torção diferente de zero, 

e curvatura nula^: 

(r) = = <> ■ 
(4.10) 

o segundo resultado importante reside no fato da derivada total da tetrada em 

IV, ser nula', V'„e; (i) = V,e; (.x) ej, (x) = 0, de onde vemos que a conexão 

de spin deve se anular, (l) = 0. Neste caso, a derivada total de qualquer objeto 

agora coincide com a derivada covariante do espaço-tempo. 

O comiitador entre as componentes da derivada covariante agora se escreve como 

[Vfl,V„] x4" = 2Qap'^VgA'^ 

«No caso de U4, sol) a qual é construída a Relatividade Geral (RG), o uso de tetradas faz-se 

necessário somente no ca.so de se querer incorporar spin a esta teoria. 
^Daí o fato de podermos estabelecer a equivalência entre a imposição de curvatura nula e 

naralelismo absoluto. , , , t 
«Cabe lembrar que esta variedade é um ca.so particular da variedade de Rreinann-Cartan, na 

qual esta condição é satisfeita. 
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ficando claro que é a torção quem caracteriza o caráter não comutativo da derivada 

covariante. 

A conexão ainda pode ser expressa em termos dos símbolos de ChristofFel e da 

contorção, de forma que 

rp t _ pp 1 rp p 

Desta expressão e de (4.10) podemos ver que'’ 

({}) - - 2Q,jKp/ + 
(4.11) 

4.3 O Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral 

Se do ponto de vista geométrico a annlação da torção fornece uma variedade tão 

boa quanto àquela obtida pela nulificação da curvatura, podemos nos perguntar se, 

do ponto de vista físico'°, esta equivalência também se estabelece. Na Relativi- 

dade Geral o espaço-tempo é tratado como nma variedade riemanniana, na qual a 

gravitação se manifesta na forma de curvatura. Desta forma, podemos pensar numa 

teoria de gravitação na qual o espaço-tempo poderia ser considerado uma variedade 

de Wcitzenbõck, em que a interação gravitacional se expressasse na forma de torção. 

Porém, se pensarmos que uma teoria física deve ser condizente com resultados ex- 

perimentais, uma teoria baseada na presença de torção deve no mínimo reproduzir 

os resultados verificados com sucesso pela RG. Em outras palavras, uma tal teoria 

deve no mínimo ser equivalente à Relatividade Geral. A teoria construída neste 

cenário foi desenvolvida ao longo dos anos 60 e 70 do último século [14; 2, pag.2; 

16] e é conhecida atualmente como Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral 

(ETR.G), ou simplesmente Teleparalclismo. 

No Teleparalclismo a variedade é descrita em termos de tetradas, e portanto, 

dizer que conhecemos complctamente o espaço-tempo é dizer que as conhecemos em 

cada ponto deste. Ou seja, as tetradas agora fazem o papel de campos fundamentais 

da teoria, e passam, portanto, a apresentar um caráter dinâmico. 

Assim como na RG, com a escolha de uma variedade, no caso W4, usaremos um 

princípio variacional para obter as equações de campo e a prescrição do acoplamento 

minimal para a interação ente os campos de matéria e a gravitação. Para tanto 

devemos escolher uma densidade Lagrangiana para o campo gravitacional, e isto 

pode ser feito de diferentes maneiras. Quando olhamos para a RG, vemos que na 

*’Na expressão (4.11) Rai^n'’ ({}) = da [i,i] ~ dv -t |o,g j - {«/í} {y/?} • 

'°Mais especificamente, cio ponto cie vista gravitacional. 



Capítulo 4. A Variedade de Weitzenbõck e o Equivalente Teleparalelo da Relatividade Geral 40 

variedade de Riemann a não comutação da derivada covariante nos define o tensor 

de curvatura, o qual, saturado em seus índices, nos define o escalar de curvatura, que 

é tomado como sendo a Lagrangiana do campo gravitacionaP^ Em 1^4, a torção é o 

objeto relacionado à não comutação da derivada covariante, porem, diferentemente 

da curvatura, não é possível construir um escalar saturando os mdices da torção. No 

entanto, quando olhamos para a forma ”gama-gama” da Lagrangiana da RG, vemos 

que ela é uma forma quadrática na conexão, e portanto quadrática na derivada da 

métrica. Isto nos motiva a procurar uma forma quadrática na torção, que seria 

quadrática na conexão c na derivada da tetrada. Uma das formas de se constiuir a 

Lagrangiana Tclcimralcla c considerar todas as combinações quadráticas possíveis do 

tensor dc torção [14; 2]'"^ com parâmetros arbitrários, que a posteriori são escolhidos 

de forma que a densidade Lagrangiana seja equivalente à da RG. Esta equivalência 

pode ser observada a partir da equação (4.11): 

({}) = + e + 4Q^^,Q/p) 

onde e — det (c"). 

A densidade Lagrangiana Teleparalela pode ser tomada a partir da expressão 

acima, desprezando-se o termo de superfície. Para uma comparação diieta com as 

definições utilizadas na literatura, redefinimos a torção^’’ como sendo 

T\„ = e: , (4.12) 

de fortna que a Lagrangiana Teleparalela na ausência de campos de maléria agora 

se expressa como: 

L = + . (4.13) 

A busca por um extremo da integral dc ação nos conduz as equações de campo, 

dp [4eE,'‘"j + 4eE„“'‘T“„, - ee“E„6cE'’'’''' ^ 0 , (4-14) 

Y^abc 

T- 

= 1 (jrabc rpbac _ 4. 1 
4 2 

  rpa c 
— a j 

’^Na referência [14], esta combinação c feita a partir de combinações quadráticas das três partes 

irredutíveis nas quais a torção pode ser decomposta. 
A partir deste momento a torção será citada como sendo a quantidade redefinida pela expressão 

(4.12). 
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qne. agora são dezesseis equações não lineares para as tetradas, com dcpendencia 

linear nas segundas derivadas de e”. 

Na presença de campos de matéria faz-se necessária a implementação do acopla- 

mento rninimal, que é feita da mesma maneira que na RG, de forma que a expressão 

acima se reescreve. como 

d,. [4eE/'"] + - xeT^ , 

onde T" = « equivalente teleparalelo do tensor energia-momento. 
« 

4.4 Formulação ADM do Teleparalelismo 

A formulação ADM do Teleparalelismo surge no mesmo contexto que na RG, qual 

seja a busca para uma formulação hamiltoniana da teoria. 

Se na Relatividade Geral a passagem de uma descrição lagrangiana para uma 

hamiltoniana^' apresenta problemas, devemos esperar que o mesmo ocorra no Telepar- 

alelismo. Quando consideramos as equações de campo no vácuo, 

eE^ “ = d„ [4eE/«] 4 = 0 , 

vemos que há dezesseis equações não lineares para as dezesseis componentes das 

tetradas. Porém, uma análise de dados de Cauchy nos mostra que apenas as quan- 

tidades e" são variáveis dinâmicas, enquanto as componentes eg são quantidades 

cinemáticas»-^ (ver apêndice 1). Isto nos reduz o número de equações dinâmicas de 

dezesseis para apenas doze. Mas há mais, pois sabemos ainda que seis dos graus 

de liberdade das tetradas estão relacionadas a transformações de Lorentz no espaço 

tangente, o que nos reduz o número de variáveis independentes de doze para seis, 

que é o mesmo número de variáveis independentes da R.G. 

Novamente a busca por uma formulação hamiltoniana esbarra na nao linearidade 

das equações de campo, onde a separação das variáveis dinâmicas e cinematicas e 

muito complicada. Assim como na RG, a primeira tentativa para se contornar este 

problema reside em fazer folheação do espaço-tempo. 

4.4.1 A geometria da folheação do espaço-tempo 

Seguindo a mesma linha de raciocínio desenvolvida na formulação ADM da RG, 

primeirarnente falaremos sobre a folheação da variedade de Weitzenbõck, e depois 

hNosso intuito aqui não é e,sUular a formulação hamiltoniana do Teleparalelismo, mas apena-s 
anresentar o contexto em que sua formulação ADM pode ser enquadrada. _ 

mesma análise mostra que apenas as equações = 0 são equações dmamicas, enquanto 
_ 0 representam apenas condições nos dados iniciais. 
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falaremos sobre a escollia cie ADM. 

O processo de folheação desta variedade é muito semelhante àquele feito no 

espaço-tempo riemanniano. Novarnente assumimos que nossa variedade admite uma 

folheação de dimensão três, com híper-superfícies E,, do tipo espaço’^, cujo campo 

de vetores ortogonais , n, será unitário tipo tempo. Sobre a superfície selecionaremos 

três vetores unitários, b[i], tangentes às linhas de coordenadas, 

(4.15) 

que constituem uma base cm Ej. 

O conjunto de quatro vetores, {n, b[i]}, constitui uma base no espaço-tempo, que 

será usada para decompor os vetores c tensores de nosso interesse. A decomposição 

de tensores nesta base é feita de maneira idêntica ao caso da variedade riemanniana, 

e, como antes, a decomposição do tensor métrico nos define a métrica induzida, 

7(r]U]- 

Mas no espaço de Weitzenbõck sabemos que a métrica do espaço-tempo também 

pode ser expressa em termos de tetradas'^, 

, (4-16) 

Apenas para relembrar, quando fixamos o índice de espaço-tempo, as tetradas são 

quadrivetores de Lorentz, e quando fixamos o índice de Lorentz, estas são vetores 

por transformações gerais de coordenadas. Desta forma, ao fixarmos o índice do 

espaço tangente, podemos fazer a decomposição das tetradas nesta base |n,b[i]}. 

Mas as tetradas também formam uma base do espaço-tempo, de forma que os vetores 

da base da folheação podem ser expressos na base de tetradas: 

n'^ (.t) = [n^e^] e'„‘ = 

àí‘, = '"a ^ tl^a 

Comparando as últimas expressões segue 

n" = -el , (4.17) 

b[i\ = 

'''Corno antes, a "segunda coordenada constante” de tempo, í; as coordenadas de um ponto com 

relação a um referencial sobre a superfície serão denotadas por (os índices entre colchetes 

serão utilizados para'indexar objetos relacionados à híper-superfície). 
'^0 processo de folheação descrito acima independe do fato da variedade estar ou não "equipada” 

com tetradas. 
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Quando comparamos a decomposição da métrica na base de tetradas com a sua 

decomposição na base da folheação vemos que 

<7-LJ- = = riab {-^1) (“ ^x) “ 1 - 

fliu = = 0 ’ 

gL\i] = Vo.b (-n") = Vabe\e\i^ = 0 , 

f][i][j] = VoJ^y^ij] = Vo.hC[if[j] = 7[il[.7l • 

Destas expressões vemos (|ue os vetores de Lorentz c"-j (ou /7|'.j) são ortogonais ao vetor 

c," (ou n"), e que este último é um vetor normalizado tipo tempo. A independência 

linear dos três vetores /;|*] deve ser preservada, de forma que 6“-] e 77“ formam uma 

base do espaço tangente, que também pode ser usada para decompor as tetradas 

quando fixamos o índice de espaço tem])o: 

Da mesma forma que na R.G, o vetor de propagação é o vetor tangente às curvas 

de congruência e nos informa como as coordenadas são propagadas de uma superfície 

para outra: 

a.x° (t,o 

^ ~ dt 

e sua decomposição na base da folheação nos define a função lapso e o vetor 

(ou defasagem): 

(4.19) 

de shift 

N = , (4.20) 

yvW ^ , (4.21) 

que desempenham o mesmo papel que na R.G. 

4.4.2 A escolha de ADM 

Como na R.G, a escolha de Arnowit, Deser, Misner (ADM) consiste em escolher 

um sistema de coordenadas do espaço-tempo, onde a coordenada seja o próprio 

parâmetro f, .x" = í, e que suas linhas de coordenadas espaciais coincidam com as 

linhas coordenadas na superfície: .x' = Neste sistema de coordenadas teremos 

Com esta base, podemos dispensar o uso de colchetes em nossa notação, pois os 

índices espaciais do espaço-tempo agora coincidem com os índices da híper-siiperfície. 
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Esta escollia cIp ADM nos simplifica os cálculos e levam a resultados bastante inter- 

essantes. O primeiro deles surge quando procuramos descrever o intervalo ds^ nesta 

folheação. Para isso devemos decompor djA na base {n,b;}: 

dx- - x-{t + dt,^ + dO-x'^{t,0 = -^dt + —de = 

= {Ndt) + {N^df) + b^d.C = 

= [iCN + u;n^) dt -1- bfdc . 

A norma deste vetor, que nada mais é do que o intervalo, pode ser calculada 

usando o fato de que n é ortogonal aos vetores bk na híper-superfície. Desta forma, 

temos: 

dx^dx,, = d.s^ = + bfN^) dt + b'^d,C] [{n^N + b^jW) dt + bajde] = 

= Vah {rCN + b‘^N^) (r?/W -t- b'’N’) dtdt -f 2ru {ri"N + b]N^) b\d.td.C + 

+'nabb'^b]dCd^^ 

Por outro lado, sabemos que 

ds^ = g„0dx'^dx‘^ = 

No sistema de coordenadas escolhido (.x’’ = t, x' = é imediato que 

ds"^ = dnhP-ÔCfíd^d.t + 2pabele\dtd.C + r]abf^c'’jdCd^^ , 

Assim, podemos identificar 

cS = n^N + b'^N^ , (4.22) 

e“ = K , . (4.23) 

sendo que este último apenas reitera o que já havia sido expresso em (4.18). 

Devemos ainda nos preocupar em expressar as inversas destas tetradas. Para 

isto, basta lembramos que 

e'X = úí) , 

e«e“ = 1 =» e” (n“iV + = 1 = 1 

e* eS - 0 ^ (n“A^ -f = 0 =» 4n“N + e^b^N^ = 0 

e°e“ = 0=>eX = 0 , 

Temos 
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Logo 

+ e”e“yV> = 1 ^ e^"N = 1 

4n"W + í;iVí = o^e‘y = -Ç , 

Recordemos que as tetradas podem ser decompostas na base da folheação, 

('-h = - (e>") n,, + {eyj) Irl 

4 = - {ean") rih 4- //j 

Logo 

. (4.24) 

/ iv*\ ■ 
el = ~[-j^)n„ + S]hl=^c\ = K+—n, . (4.25) 

No desenvolvimento de ADM para a RG, mostramos 

\/^ = \/- det{g„0) = Ns/l , 

onde 7 = det (7ij). Em termos de tetradas, c imediato que esta expressão se recscreve 

como 

e = Nb 

onde b = i/det (b^baj). 

4.4.3 A Decomposição da Lagrangiana Teleparalela na Formulação ADM 

Na formulação ADM do Teleparalelismo é necessário que a. Lagrangiana seja. dada em 

termos de A, N\ b\ e 7í,;,, que fazem o papel dos campos fundamentais^*. Sabemos 

que a Lagrangiana Teleparalela é dada por uma combinação quadrática do tensor 

de torção, 

2X 

Tnhrrp , ^ rj-íabcrp 'T^crrt 
abc 2 ^ ^ ^ ^ ^ 

2x 

onde 

^ahe   ^ ^rpabc _j^ rpbac   rjicab^ _j_ ^    E 

n-^c   rpo. 
^ * ac ’ 

rjrabc ^ {d„el - d,el) = -T 

acb 

acb 

18t ’Na verdade a escolha de determina ni, de maneira única, a menos de um sinal, de forma que 

os campos fundamentais são de fato apena.s a.s quantidades N, N\ ãj,. 
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É necessário conhecermos como estas quantidades são expressas em função das 

variáveis citadas, às quais chamaremos por variáveis ADM. Usando a antissimetria 

da torção podemos ver que 

rpabc   pabc r^abc 

onde 

Daí segne c|ue 

fahr. ^ = 

„nbr. 

Vjbi] 

1 

N 

ncb 

[-n*/i“ + ii'/)'"] í“ , = 

1% = iT\, + N’T\,) 

Y^nbc   i^obc _|_ ^ahc 

■tahr   S 

^abr. 

1 ^ pbac _ ^00,6^ ^ ^ ^b _ 

—   f^cab^ ^ 

I)   rr\a b jT” =: 'J~'* 

p” ^ rí' 0. 

A partir das dermições acima podemos constatar qne 

^"'abcrp   - I nx^obr ^ \ x^abc'j-< 
^ abc — pabc ‘ Pabc “d J-abc 

onde verifica-se que 

çnbc „   
Pnbr. ~ 

1 í 1 

+ 

2 \N 

1 ( 1 

[y*- + (/A'n,) (hy)] i\u + 

- - 2n“6* (//^n,) - 0"%] /^U 

^“''yaftc - -2^ la. 

Destes dois resultados segue que 

J- nhr _ 

-4^ (S'’'"'n,/;^) U + abc 
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onde usamos o falo dc que ICric = 0, ou seja, de que IC e Uf, são ortogonais. Desta 

forma, a Lagraugiana Teleparalela ua formulação ADM pode ser expressa como 

Novameute neste pouto poderiamos empregar o princípio variacional, obter equações 

de movimeul c), e analisar o caráter dinâmico e cinernático das variáveis com a análise 

de Cauchy. No enl.anto, a ai)reseutação destes resultados aqui não se faz necessária, 

pois no que segue estamos interessados em estudar os vínculos def teoria Teleparalela 

e da Relatividade Clera! e, como mostraremos, a análise destes não passa necessari- 

amente pelo conhecimento das ccinações de campo. Para determinar a estrutura 

de vínculos das fornudações ADM destas teorias veremos que é necessário apenas o 

conhecimento de suas funções Lagrangianas, c portanto neste ponto é fundamental 

apresentarmos o formalismo envolvendo o estudo de sistemas vinculados. E sobre 

ele que trataremos a seguir. 
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Capítulo 5 

Formalismo d© Hamilton-Jacobi 

A análise dos vínculos do uma teoria passa pela classificação do sistema físico quanto 

à sua singularidade. Como veremos adiante, um sistema que apresenta vínculos 

é necessariamente singular. O estudo de sistemas singulares ganhou notoriedade 

com os trabalhos de Dirac. [2, pag. 1; 22; 23; 24], que apresentou seu formalismo 

hamiltoniano para o estudo de tais sistemas. O sucesso desta abordagem pode ser 

constatado pelo enorme número de casos a que foi aplicada, dentre os quais podemos 

citar a Relatividade Geral [9; 13; 14; 25; 26], Teleparalelismo [12], Eletrodinamica 

Generalizada de Podolsky [11; 27], entre tantos outros. Apesar do grande êxito e da 

imensa aceitação da almrdagcm de Dirac, isto não impediu que outras formulações 

alternativas para o estudo de sistemas singulares fossem propostos. De fato, se 

olharmos ao longo da história da Física, o surgimento de diferentes descrições de um 

mesmo tema é um processo natural e muito importante, pois nos permite observar 

diferentes características e pontos de vista de um mesmo assunto. E o que acontece 

por exemplo na Mecânica Clássica, onde diferentes formalismos permitem obter 

novas informações e até mesmo novas concepções. 

Quando estudamos um sistema físico em Mecânica Clássica podemos analisá- 

lo por pelo menos quatro abordagens diferentes, quais sejam a de Newton, a de 

Lagrange, a de Hamilton e a de Hamilton-Jacobib A escolha pelo formalismo new- 

toniano certamente é adequada em problemas de estática, onde as leis de Newton 

podem ser uma ferramenta poderosa para identificação, de forças que atuam no 

sistema, ou ainda em problemas que envolvam forças de atrito proporcionais às ve- 

locidades. Nesta abordagem é necessário que se tenha conhecimento de todas as 

forças que atuam no sistema, e em algumas situações a identificação destas pode se 

tornar um trabalho árduo, principalmente quando não se conhece a natureza das 

forças envolvidas. Este em geral é o caso quando consideramos sistemas que apre- 

sentam vínculos sobre os movimentos das partículas, onde as coordenadas deixam 

'Esta três ülüma.s abordagem sãolstudadas no que chamamos de Mecânica Analítica. 

49 
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do snr toda-s indcpondcntos^. 

Para estes casos o formalismo lagrangiano já se mostra muito mais conveniente, 

pois a incorporação dos vínculos pode ser facilmente feita, por exemplo, com o uso 

de nndtiplicadores de Lagrange [1, pag. 141; 16, pag.41]. Uma outra vantagem da 

abordagem de Lagrange reside no fato das equações de movimento serem covari- 

antes pela escolha de coordenadas generalizadas^ [1, pagllS]. Esta covariância é 

tuna ferramenta poderosa, pois, para se tentar integrar as equações de movimento, 

sempre poflemos escolher coordenadas onde as equações acabem por tomar uma 

forma sim])les. t 

A covariância j)or transformações de coordenadas generalizadas é perdida quando 

da passagem j)ara o formalismo hamiltoniano. No entanto, nesta abordagem as 

equações de moviniento'* passam a ser covariantes por um grupo mais amplo, qual 

seja o gnqK) de transformações canônicas'’ [1, pag. 193; 16, pag. 237]. Com estas 

transformações sempre podemos tentar simplificar as equações, em particular, na 

busca por coordenadas cíclicas, as quais nos reduzem o número de equações a serem 

resolvidas®. Ainda há mais, pois as quantidades invariantes por transformações 

canônicas serão quantidades conservadas no tempo^. Uma outra estrutura poderosa 

no formalismo hamiltoniano é a estrutura de Parêntesis de Poisson®, que, por sat- 

isfazer a identidade de .Jacobi®, pode ser considerada uma importante ferramenta 

para encontrar novas constantes de movimento’” [16, pag.258]. 

^Para estes tipos de problema, em geral as forças envolvidas para manter os vínculos não são 

conhecidas, mas no entanto, relações do tipo /, (ri,r2,..., tn, t) = 0 podem ser bem estabelecidas 
conceito de coordenadas generalizadas surge quando substituímos as 3 coordenadas do espaço 

ordinário das N partículas constituintes do sistema por 3N coordenadas de um espaço mais abstrato 

(espaço de configurações). Esta escolha nos permite tratar o sistema como um todo, e não mais 

como um conjunto de N partículas. 
■’As equações de movimento agora são 2n equações de primeira ordem para as n coordenadas 

e para seus independentes n momentos canonicamente conjugados. O espaço formado com as 

coordenadas e momentos é chamado de espaço de fase [1, pag. 172; 16, pag. 247], que é o cenário 

onde o formalismo hamiltoniano c construído. 
■'’0 domínio das transformações canônicas é, num certo sentido, mais amplo do que o das 

transformações de coordenadas generalizadas, pois a independência entre as coordenadas e os 

momentos permite uma maior liberdade na escolha do que é coordenada e do que é momento. 
®Isto ocorre, pois o momento canonicamente conjugado a uma coordenada cíclica é uma con- 

stante do movimento. 
^Isto acontece, porque o movimento do fluido de fase pode ser concebido como sendo uma 

.seqüência.contínua de transformações canônicas infinitesimais [1, pag.219; 16, pag. 258-259]. 

Parêntesis de Poisson entre duas funções f e g é definido como [f,g] = ~ §^§^- 

®A identidade de .lacobi nos diz que [/, [,9, â]] + [/i, [/, 9]] + [9, [h, /]] = 0. 
*°Lembremos que a derivada temporal de qualquer função das coordenadas, dos momentos e do 

tempo de um sistema físico podee ser escrita como ^ = [/,//] -f Se não houver dependência 
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Esta mesma estrutura também está presente na abordagem de Hamilton-Jacobi*', 

onde também fazemos uso do cenário do espaço de fase, e por isso uma série de pro- 

priedades válidas para o caso harniltoniano também são válidas neste contexto'^. No 

entanto, neste formalismo temos um nova ferramenta poderosa à nossa disposição, 

que são as variáveis de ângulo e ação [16, pag. 288; 1, pag. 243; 17, pag. 157], que nos 

permitem encontrar a freqiiência de oscilação de movimentos periódicos, sem que se 

obtenha uma solução completa do problema. Mas talvez uma das maiores virtudes 

do formalismo de llaiuilton-.lacobi resida nas analogias qtie podemos fazer entre 

a Mecânica Clássica e outras áreas de estudo da Física. Podemos citar primeira- 

mente a analogia entre Mecânica Clássica e Ótica Geométrica*'^ [18, pag. 172; 1, 

pag.264; 16, pag. 307], onde fica claro que a primeira corresponde ao limite da 

ótica geométrica da propagação de uma onda, o que nos explica porque a teoria 

ondulatória (de Huygens) e a corpuscular (de Newton) da luz descrevem tão bem a 

reflexão e a refração [3, pag. 312]. Podemos ainda mencionar que este mesmo tipo 

de analogia nos mostra que é no formalismo de Hamilton-Jacobi que a Mecânica 

Quântica se reduz à Mecânica Clássica’“*[19, pag. 307], nos elucidando que a con- 

cei)ção clássica do movimento de um ponto material é ajjenas uma aproximação para 

um pacote de ondas, da mesma forma como o raio de luz na ótica [20, pag. 119]. 

Como podemos ver, cada um destes formalismos ressalta diferentes aspectos da 

Mecânica, e a escolha ])or uma outra abordagem depende das caracterísiteas que se 

pretende estudar. Além disso, é importante observar que apesar de diferentes, estes 

formalismos são de certa forma equivalentes, pois sempre podemos passar de uma 

abordagem imra outra j)or meio de uma transformação. Por exemplo, do formalismo 

lagrangiano podemos ir ao harniltoniano por uma transformação de Legendre, e 

vice-versa [1, pag.161; 16, pag.215]. Deste iiltimo podemos ir ao de Hamilton-Jacobi 

através de uma transformação canônica [1, pag.193; 16, pag.237]. 

Não é apenas na Mecânica Clássica que encontramos diferentes formulações para 

explícita com o tempo, ^ = [/, H]. Para estes casos o Parêntesis de Poisson de duas constantes 

de movimento também será uma constante. 
** Neste formalismo devemos nos preocupar com a resolução de apenas uma equação diferencial 

parcial de primeira ordem conhecida como equação de Hamilton-Jacobi [1, pag. 229; 16, pag. 274; 

17, pag.147] 
interessante notar que a teoria de equações diferenciais parciais nos diz que a uma equação 

diferencial parcial está associado um conjunto de equações diferenciais totais. No caso da equação 

de Hamilton-Jacobi este conjunto possui 2n equações, dq* = ^dt, dpi = —^dt, que nada mais 

são do que as equações de Hamilton escritas como diferenciais totais. 
’^Ncsta analogia identificamos o vetor de onda com o momento, a equação da eikonal com a 

equação de Hamilton-Jacobi, e o Princípio de Mínima Ação com o Princípio de Fermat. 
^■'Isto ocorre no limite h-> 0, ejue por is,so é chamado de limite semiclássico da Mecânica Quântica 

[19, pag.307]. 
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um mesmo tema. Isto também se verifica na Mecânica Quântica, onde, por exemplo 

o estudo da dinâmica qnântica pode ser feito nos cenários de Schrõdinger, Heisen- 

berg, e o de Dirac (interação) [15, pag. 319], onde podemos passar de um para 

outro por meio de uma transformação unitária. O mesmo ocorre no próprio estudo 

de sistemas singulares, que podem ser examinados pelo formalismo lagrangiano [9, 

pag. 38; 32 pag. 80], o hamiltoniano de Dirac [22; 23; 24; 9, pag. 45; 32, pag.91], o 

de Faddeev-Jackiw [28; 29], o formalismo simplético [30; 31], o de Hamilton-.!acobi, 

que é o de nosso interesse neste trabalho, entre outros. 

O formalismo de Mamilton-.Jacobi foi recentemente desenvolvido por Güler para 

tratar sistemas singulares de primeira ordem [3; 4], e sua extensão para Lagrangianas 

de ordem superior e para variáveis da álgebra de Berezin podem ser encontradas nas 

referências [2; 5; 6; 7]. Nestes trabalhos a equação de Harnilton-.Jacobi é derivada a 

partir do formalismo Lagrangiano, usando-se o método de Lagrangianas Equivalentes 

de Carathéodory [8, pag. 205]. E este mesmo tipo de dedução que pretendemos 

apresentar a seguir. Por simplicidade, nos desenvolvimentos feitos a seguir consid- 

eraremos sistemas com finitos graus de liberdade, pois todos os resultados obtidos 

podem ser naturalmente extensíveis para infinitos graus de liberdade. 

5.1 Sistemas singulares 

Antes de falarmos do método de Lagrangianas equivalentes, recordaremos alguns 

pontos do formalismo lagrangiano que serão importantes no desenvolvimento poste- 

rior. 

No formalismo lagrangiano a procura por um mínimo da integral de ação, com 

as técnicas do cálculo variadonal, nos conduz ás equações de Euler-Lagrange, 

que em princípio são N equações diferenciais de segunda ordem para as coordenadas 

generalizadas. Isto fica claro quando expressamos de maneira explícita a derivada 

temporal total: 

..j d^L .j d^L dL 

^ dq-^dq^ ^ ^ dq-^dq^ dq^ 

Podemos reescrever esta equação numa forma mais apropriada. 
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Dissemos acima que em princípio são N equações de segunda ordem, porque isto 

só ocorre quando o determinante da matriz Hessiana é não nulo, óeiHu ^ 0. Neste 

caso ///,; é inversível e teremos 

Sistemas qvu' satisfazem esta condição são chamados de sistemas regulares [9, pag. 

Quando det Hi,i = 0 não é possível fazer a inversão da matriz Hessiana, e como 

conseqiiência, algumas das equações de Euler-Lagrange não serão de segunda or- 

dem para algumas coordenadas generalizadas. Estas equações, portanto, não serão 

dinâmicas para tais coordenadas, e, na abordagem do problema de Cauchy [10], rep- 

resentarão aj^enas condições impostas sol)re os dados iniciais. O número de equações 

que uão serão de segunda ordem, R, está intimamente relacionado ao posto P da 

matriz Hessiana, R = N — P. Os sistemas cm que det///j = 0 são chamados de 

sistemas singulares [9, pag. Ij. 

5.2 Lagrangianas Equivalentes e o Formalismo de Hamilton- 

O método de Lagrangianas equivalentes é uma forma de se obter a equação de 

Hamilton-.Jacobi a partir de um princípio variacional. Começamos supondo c(ue 

nosso sistema pode. ser bem caracterizado por uma função Lagrangiana L {q\q'), 

e que devemos procurar um extremo da integral de ação, como visto acima. Note 

!]• 

Jacobi 

que, dada L {q^,q'), podemos encontrar uma outra Lagrangiana L' {q\q^), 

L' {q', q') = L (f7^ q') - j^S {q\ t) 

de forma que as integrais de ação S e S' = dtL' {q, q) tenham extremos si- 

multâneos: 

7 

7 

s'- S' = s - s 
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Desta forma, o problema da procura por um extremo da integral de ação S pode ser 

substituído pelo problema da procura de um extremo da ação §', e vice-versa. Por 

conta disso, dizemos que as Lagrangianas L {q',q’) e L' {q^^q') são equivalentes. 

E interessante notar ainda que a escolha por uma Lagrangiana equivalente não 

altera a singularidade da matriz Hessiana^'^, pois 

d'^L' _ d'^L 

dq'dq' dq'dq' 

Isto significa que um sistema será singular, ou regular, tanto se for descrito por uma 

Lagrangiana L , quanto se for caracterizado ])or urna Lagrangiana equivalente L', o 

que enfatiza esta equivalência das duas funções. 

Para procurarmos um extremo de §' c suficiente procurarmos um conjunto de 

funções fl’ {q'C) e S {q',t) de tal forma que, quando q' = tenhamos 

L'{q',q' = P'{q\t)) =0 , 

e (]ue em uma vizinhança de q' = P' {^q\ t) tenhamos 

L'{q’,q’)>íl 

(5.1) 

(5.2) 

Estas duas escolhas garantem um mínimo da integral de ação'®’^^ [8, pag. 206]. 

Ree.screvendo a equação (5.1) de forma a explicitar a derivada total, temos 

L{q',q’) - §-f S{q',t) - [q\t) q^ = 0 
- Q’=P’{q-'yt) 

Repare que a condição (5.2) implica em 

dL' 

dq 7/ 
0 

q’=P'(q-’ ,1) 

.j dS 

dq^ dq' dq-' q'=p'{qJ,t) 

(5.3) 

_ A 
dq' dq' \ dt 

dL 

dq-'\ dS .j d ( dS 

dq' ) dq-' ^ dq' V dq ' 

a _rj^ 

dq' dt \dq') ^ dq-' 

d fdS\ 
r 

dq-' \dq' J 

q'=P'{q-’ ,1) 

q'=0'(qJ ,t) 

= 0 

= 0 

*®Isto ocorre porque 5 = 5 (ly^f), ou .seja, S é função apenas das coordenadas e do tempo. 
’®Além de garantir um mínimo, estas duas condições garantem que a integral de ação sobre a 

curva que mantém q' = 0' [q-',t) é nula, e que qualquer outra curva na vizinhança fornece uma 

integral de ação positiva. 
'^Na procura por um extremo, poderiamos exigir que, na vizinhança de q' = P' {q-',t)t fosse 

satisfeita a condição L' {q' ,q') < 0. Teríamos, neste caso, um máximo da integral de ação e todos 

os resultados seguintes seriam igtialmente obtidos. 
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Como S = S {q, t), então ^ = 0, e assim 

dL _ ^ 

dq' dq\ 

d<i' 

q'=0’(qJ ,t) 

q'=P 

0 

dq' q'=0'{qJ,t) 

E interessante neste ponto fazermos uma digressão ao formalismo Hamiltoni- 

ano. Recordemos que na passagem do formalismo lagrangiano para o hamiltoniano 

definimos o momento pi, eanonicamente conjugado a q', como sendo 

i 
Neste formalismo definimos a, função Hamiltoniana, 

II = p.,q ' - L 

onde q' deve em princípio ser expresso em termos de pi e q', que paSvSarn a ser 

tratadas como variáveis independentes. 

Por analogia ao formalismo hamiltoniano chamaremos p/ de momento, sendo 

agora dado por 

dS 

dq' 
= Pi 

q'=0'{<!-',t.) 

Desta forma, a equação (5.3) pode ser recscrita como 

L{q',q')- ^5 {q'^)-p.,q'^ 
q’=P'(,q-> ,t) 

0 

d 
— S (r/^ t) + {p.jq-’ - L[q\ q')) 

q'=0'(qJ ,t) 
(5.4) 

Para sistemas regulares poderiamos, como no formalismo hamiltoniano, expres- 

sar todas as derivadas (ou simplesmente velocidades) em função de momentos e 

coordenadas, e a partir daí fazer uso das estruturas que caracterizam o espaço de 

fase. No entanto, para sistemas singulares, onde o determinante da matriz Hes- 

siana se anula, det l^f = 0, não é mais possível escrever todas as velocidades q~^ 

como funções de q e p, mas apenas algumas delas. A quantidade de derivadas que 

podemos escrever em função das coordenadas e dos momentos está diretamente rela- 

cionado ao posto da matriz Hessiana. Se Hu possui posto P = N — R, podemos 

ordenar as coordenadas de forma que a sub-matriz P x P no canto inferior direito 

da matriz Hessiana seja regular. 

det Hab = (let 
d^L 

dq"dq tA 
i u o 

= * 0 A, B — P. -f-1,N 
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Isto garanto que a relação entre os momentos pa e as velocidades é inversível, 

e que, portanto, podemos expressar N — R velocidades 9® como funções de ç e 

Pa, Os outros R momentos pq (0 = 1,...,/?,) não possuem 

dependência nas velocidades, de forma que podem depender apenas do tempo, das 

coordenadas e das outras variáveis de momento*®: 

Pe = -He{t,q',PA) , 0 = 1,...,/? . (5.5) 

Por conta disso, teremos R derivadas 7® que não podem ser escrita em termos de 

momentos e coordenadas. 

A.ssim, a exinessão (5.4) pode ser reescrita da seguinte forma: 

{q'j) + H (^t,q',PA = ^ {q\f) ,9®^ =0 (5.6) 

No entanto, é interessante notar que a Hamiltoniana 

H = pjq-^ - L = paI^ + PeQ^ - L{q', q'^ = ç®) 

com H, 0 = 1,..., /?,; A, 5 = /?, + 1,..., //, não possui dependência nas velocidades 

(7®, pois: 

dH 

dq® 

df^ dq- 

df'' ( dh 

dq® V 

dL 

■ dq^ ~ 

+ (pe 

dL df^ 

dq'^ dq® 

Assim, a equação (5.6) se reescreve como : 

()+//((,9',IM = ^)=0 . 

Esta última é conhecida como a equação de Hamilton-Jacobi. 

Porém, devemos notar que, na procura por um extremo da integral de ação, 

devemos ter satisfeita não apenas a equação acima, mas também as equações (5.5), 

que também são equações diferenciais parciais de primeira ordem para a função 

5 Se fizermos uma mudança de notação, definindo 

?® = <7® 

= q^ = t , 

dS 

= m ’ 

 H, = H , 

^®Estas variáveis de momento não são mais independentes, ou, em outras palavras, elas são 

vinculadas às outras variáveis do problema. Por conta disso podemos dizer que a expressão (5.5), 

reescrita como = pQ + Hq = 0, constitui um vínculo. No formalismo de Dirac, esta relação é 

chamada de vínculo primário. 

^*’Basta lembrar que pi = 
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t.oromos 

= po +Ho{t,t^,q'',PA) =0 , (5.7) 

fl>0 = 7?0 +//e = 0 , (5.8) 

ou simplesiTiPiile 

= Pe + Hq {t,t®,q^,PA) = 0 , (5.9) 

onde 0 = 0,...,/?. Esf.a expressão nos mostra que as equações (5.5) possuem a 

mesma estrutura que a eciuação de Hamilton-Jacobi^®, e portanto chamaremos este 

conjunto de etiuações de equações diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi. As- 

sim, um extremo da integral de ação para sistemas singulares só ocorre quando 

encontramos uma função S (/., ç'''') que seja solução deste sistema de equações 

diferenciais. 

Ma.s dissemos acima que para encontrar um extremo de §' era suficiente procurar- 

mos um conjunto de funções S {q',t) e. q' = fd' {q"^,t^ que satisfizessem as condições 

(5.1) e (5.2). Como vimos, a primeira deve satisfazer o sistema de equações de 

Hamilton-Jacobi, mas ainda nada dissemos sobre as últimas. É sobre elas que falare- 

mos a seguir. 

5.2.1 Equações de movimento 

Quando consideramos o conjunto de equações diferenciais parciais de Hamilton- 

Jacobi (5.7) e (5.8), a derivada da primeira expressão em relação a pn, B = R -\- 

1,..., N, nos leva a 

5ú>o d d 

dPB opB opn 
d 

dpB 

= ^a<Í^+Pa 
dq^ dps dq- 
 + t:—q~ +ps  

dq'^ d 

dpB dpB dpB dpB dq^ 
^L{q\q^ = f^,f) 

Lembre qne ç- não depende dos momentos, ou seja, ^ = 0; e que pq - —Hq (í, t®, q'^,PA) , Pa 

Assim, dq 

5£o 

dpB 

;/3 

dHs .H 

dpB^ ^ 
_ ^ dHs .H 

dpB ^ dpB ^ 

interessante notar que se fizéssemos uma análise no formalismo lagrangiano para sistemas 

singulares, veriamos que as coordenadas 7® não seriam variáveis dinâmicas, e exerceriam na teoria 

o mesmo papel de parâmetro que o tempo t. Isso não só justifica a notação empregada, como ainda 

enfatiza a semelliança estrutural das equações. 
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Para o que segue c interessante reescrevermos a expressão acima na forma de um 

diferencial total. Multiplicando esta equação por dt, usando a definição = ir (de 

onde vemos que q~d.i — dtr) , e usando o fato de que formalmente os momentos são 

independentes entre si^^ chegamos a 

dq^ = -—dt + -z—d,t~ 
opo opn 

ou simplesmente 

dq' -7^d.F 
opn 

É esta mesma propriedade dos momentos que nos permite escrever 

= pdê = . 
dpe ope 

Desta forma, podemos escrever numa notação única, 

dq' = ^dC , / = 0,1,..., yV; E = 0,1, 
opi 

As equações diferenciais totais para os momentos também podem ser obtidas a 

partir do sistema de eqauções de Hamilton-Jacobi. Da definição de momento^^ segue 

que 

, 9 dS ^ J r r n 
dp/= ,/, J = 0, ...,yv, 

Se observarmos que a derivada do sistema de equações diferenciais de Hamilton- 

Jacobi com relação às coordenadas e que sua consecutiva contração com dí® [21, 

pag.61] nos dá 

..0 ^ d^J^edpj Q _ 53>0 q , d^S 

dq' '^^ "'^ dpj dq'"^^‘ dq' dpj dq'dq^ 
dr = 0 

0 = 0,...,/?; / = 0,..., N, então, somando as duas expressões acima temos 

M>0 ,.a d^S d dS 

dq’ ^ dpj dq'dq’ 
dt'^ = 

j I ^^0 jí© dpi + -Q^dt = 

dq-' dq 

d dS 

dq-' dq' 

jdq-^ 

dq^ - ^dí® 
dpj 

Portanto, recuperando as diferenciais totais das coordenadas, 

-dt~ , / = 0,1,..., N; E = 0,1,...,/?, rf,' = - 
dpi 

21 Isso nos permite escrever |^ = |^ + |^ = SÍ-l dpB 

(5.10) 
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temos 

dp, = -^d.t® ,0 = 0,..(5.11) 

Esta.s duas últimas expressões são o que chamamos de equações de movimento. 

Se considerarmos qtie a função S também pode ser diferenciada, temos 

~ ^ ,./= 0, ...,7V. (5.12) 

As expressões (5.10), (5.11) e (5.12) formam um sistema de equações diferenciais 

totais denominadas de equações características [21, pag.62] do sistema de equações 

diferenciais de Hamilton-Jacobi. A integrabilidade das diferenciais totais nos garante 

que é possível encontrar uma função S [q ') de maneira única, dadas as condições 

iniciais. No entanto, devemos de fato nos preocupar apenas com o sistema formado 

pelas expressões (5.10) e (5.11), pois, caso este sistema seja integrável, uma solução 

para (5.12) porle ser encontrada por meio de uma quadratura [21, pag.66]. Por isso 

adotaremos uma notação simplética, que nos permite tratar os diferenciais totais 

dos momentos c das coordenadas numa forma compacta. 

Sejam = {q',P,i) , I,J = i= 0, ...,2A^ + 1, de tal forma que = 

q\ i- 0,..., N = Pi-N-i, i =A^ + 1,..., 2N + 1 [19, pag.215; 32, pag. 37]. Com 

esta notação as equações de movimento podem ser escritas como: 

rfí' = . (513) 

onde 

0 I 

-I 0 

A mesma expressão pode ser reescrita em termos de Parêntesis de Poisson, 
t 

dê={C,^e}d.t'^ 

onde 

(í’.G} = 

Para verificarmos se o conjunto de equações (5.13) é integrável, devemos verficar se 

estas equações satisfazem certas condições, chamadas de condições de integrabili- 

dade. 
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5.2.2 Condições de Integrabilidade 

A teoria das equações diferenciais nos diz que a todo conjunto de equações diferen- 

ciais totais, 

dx' = dt® 

está associado urn conjunto de equações diferenciais parcias [21, pag.24-31] da forma 

,/ 7N dF 
dx 

= 0 

Nestas expressões são parâmetros e x' as variáveis independentes (H = 0,1,..., m; / 

1..Podemos usar uma notação mais compacta, se usarmos um índice i cor- 

rendo de 0 a rn -f -f 1, de forma que 

x' - t' ,i=0,...,m ; 

x' = ,i = Tn.+l,...,m.+l+n 

Podemos então reescrever o conjunto de diferenciais totais acima na seguinte forma 

dx^ = (x^) dt^ , (5.14) 

onde temos uma identidade para i =0, ...,m (5q = 5q). O conjunto de equações 

parciais associados também pode ser reescrito como 

. BF 
A'eF = 6b (.r') ^ = 0 . 

Não é difícil constal.ar que os operadores ■ I)q (.t-*) são operadores lineares. 

Como conseqücncia da equação acima, para qualquer função F duas vezes difer- 

enciável, temos satisfeitas as condições 

XsXqF = 0 , 

XqXsF = 0 , 

e portanto, 

(Ah^0 - XeXs) F = [Ah, Aq] F = 0 . 

A partir desta situação dois casos são possíveis. O primeiro é aquele em que 

cada comutador é uma combinação linear das equações diferenciais parciais. 

\Xs,Xq]F = Cq^^X^F 
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e neste caso o sistema de equações XqF = 0 é dito completo [21, pag.33]. No se- 

gundo caso, uma nova equação independente das equações originais é obtida. Nesta 

situação podemos igualar esta equação a zero, definir um novo operador A'^ (de modo 

que XF ~ 0) e adiciomá-lo ao conjunto de operadores inicial. Podemos então calcu- 

lar novamente os comutadores dos operadores do novo conjunto e repetir o processo 

acima até obtermos um conjunto de equações diferenciais completo. 

A condição para que o sistema de equações diferenciais totais (5.14) seja in- 

tegrável é que o conjunto de equações diferenciais parciais associado seja um con- 

junto completo^’. 

O conjunto de equações (5.13) é um conjunto de equações diferenciais totais^"^. 

Desta forma podemos jirocurar qual é o conjunto de equações diferenciais parciais 

associndo com estas diferenciais totais. Usando o procedimento acima exposto, 

vemos qnp para as equações de movimento, as equações parciais são 

^ ..a4>0aF dF ..M>0 , 

d^3 d^' d(,' dC ^ 

As condições de integrabilidade exigem que tenhamos satisfeita a condição 

[A0,Ah]F = O 

Se o conjunto de equações parciais for completo, então 

|.V.,.VelF = = 

’ dx3 dx ' 

Í\d^_ 
d ) d.T* 

, _ ü .i JL 
” dx^ dx' “ ^ dx^ dx' ^ dx^ dx' ^ ^ 

dbl 

dxj dx' 

dt- ~ dx-^ dt^ ® dx-^) dx' 

, dt~ ^ dx ’ dt® ® dx-’) dx’ 

4. h± ""w _ _ U-! 1 _ n 
dt- " dx-’ dl® ® dx-’) 

Esta última é a condição de integrabilidade do sistema (5.14) segundo [21, pag.30]. 
^''O conjunto de equações (5.13) também pode ser dado pelo Parêntesis de Poisson, dC — 

f/t®. Na verdade, o diferencial total de qualquer função / (í“,7^,P/i) pode ser expresso 

em termos de Parfuitesis de Poisson, df = {/, 4>e}r/t®. 
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Daí SGguo quo 

[Ae.AslF (XeXs - XsXe) F = Xe (X^F) - X^ {X^F) = 

Xe{{F,<í>s})-Xs{{F,i^e})^ 

-{F,{$e,$5}} 

Nosla nlt.iina. i)a.s.sag('m íi/rrnos uso da, idriit.idado do Jacobi^'’. Como a,s condições 

de intcgrabilidade devem ser satisfeita-s independente da escolha da função F, então 

para satisfa/ermos tais condições devemos ter 

{<I>0,$h} = 0 

ou, dada a independência de tr, 

rM)0 = {í>0, $e} dtp = 0 

Numa aplicação concreta o cálculo dos diferenciais acima, ou dos Parêntesis 

de Poisson podem ser não nulos. Neste caso uma nova relação do tipo $ = 0 

pode ser cistabelecida^^’. Esta expressão deve ser adicionada ao conjunto inicial $0 

e as condições de integrabilidade novamente testadas. Este procedimento deve ser 

repetido ate que um conjunto completo de equações diferenciais parciais seja obtido, 

o que nos garante a integrabilidade do sistema. 

Neste ponto estamos prontos para estudar os vínculos das formulações ADM da 

Relatividade Geral e do Teleparalelismo. 
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Capítulo 6 

Os Vínculos da Formulação ADM da Relatividade 

o pstnclo dos vínculos para o caso do campo gravitacional seguirá o procedimento 

descrito no capítnio anterior, que a grosso modo consiste em partir da função densi- 

dade Lagrangiana, determinar os momentos canonicamente conjugados às variáveis 

de campo, e a partir deles encontrar a função densidade Hamiltoniana e o corre- 

spondente sistema de equações diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi. Uma vez 

estabelecido este conjunto de equações, pode-se obter as equações de movimento e 

testar as condições de integrabilidade. Devemos atentar para o fato de que agora 

tratamos com um sistema com infinitos graus de liberdade (campos), o que requer 

alguns cuidados. Como nosso ponto de partida é uma densidade Lagrangiana, obter- 

emos uma densidade de momento, p3,que agora é definida como a derivada funcional 

de L com relação à derivada temporal da variável de campo, q\ 

A análise dos vínculos da formulação ADM da Relatividade Geral tem como 

ponto de partida a densidade Lagrangiana deduzida anteriormente, e que reescreve- 

mos abaixo: 

A partir desta Lagrangiana^ podemos encontrar os momentos canonicamente 

'Na expressão para a Lagrangiana, 

Geral 

(5£ 

Os Parêntesis de Poisson também são redefinidos. 

64 
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(3) 
conjugados aos campos 7,j, N, N'. Para isto devemos notar que R não pos- 

sui derivadas temporais de nenhum objeto, e que a curvatura extrínseca só possui 

derivadas temporais da métrica induzida. Como consequência os momentos canon- 

icamente conjugados a N c N' serão nulos, 

TTi = = 0 
SN' 

^4 = 777 = 0 
SN 

o que implica na existência de quatro vínculos, 

í>t = ^ d^XTTi (x) = 0 , 

<I>4 = ^ d!^XTT^ (x) = 0 

ou, de uma forma mais compacta. 

<I) ,7 = y* d^XTTp, 0 (6.1) 

com /7, = 1, 2, 3, 4. 

O momento conjugado à métrica induzida, não é nulo, e, como veremos, nos 

permite expressar 7t; otn função dos momentos e dos campos fundamentais: 

7T O <)L -1 ^ 

-1 

+ 77'""- 2^K 1 = 
Sji o Sj; o Sj, o 

Observe que, com relação à variedade E(, é uma densidade tensorial de peso 

ir = —1, simétrica pela permutação de índices^. Definindo 

7T = 7jj7r'-^ = 

(3)' 
r ü = (q} - (9njk + - dnij) 

(3) (3) 
'fCj - ^ I -7q + jNi 

K = 7'J/Ú 

^E.st.e resultado segue da definição de 7r*3. 
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tomos 

/!« = + ÍíT7« 

de onde segue que 

2N / 1 \ (3) 
Jij = ^ ( ttíj - 2^7>:j ) + ViNj + VjNi 

Neste ponto estamos prontos para calcular a densidade Hamiltoniana, que pode 

ser obtida jmla prescrição ”// = Pi?' — L”: 

Hc = + 7í,7t'-^ — L — 

= 7p7r'' - Çr + ICGúj - = 

= N 

+N’ í-2vVd +9i(27r‘>Nj) 

-1\ (3) 
+ 

Se definirmos 

1 í ii 
-r-T  I TTp TT - — 

-lA 

(3) . 
= -2V,:7r\,. 

temos 

-H, = + N^Rj + di {2-K'^Nj) 

A Hamiltoniana canônica, //q, nada mais é do que a integral volumétrica da 

densidade Hamiltoniana: 

//o = I d^xRc = j d^x [NKi_ + N’Hj + di (27ryA,)] = 

d^X^Rn 

onde desprezamos a contribuição de superfície e definimos N'^ = N e R4 = R±. A 

desconsideração deste termo de superfície faz com que a análise se restrinja a espaços 

fechados. 
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Sabemos que esta Hamilt.oniana compõe a equação de Hamilton-Jacobi, 

Po + fio = 0 , 

que pode ser reescrita se definirmos uma densidade de momento associado a t, 

<I>o = 

Esta expressão junto com (7.1), 

‘l>e = I d'Tire = 0 , 0 = 0,4, 

formam o conjunto de equações diferenciais parciais de Hamilton-Jacobi da for- 

mulação ADM da Relatividade Geral. 

As equações de movimento serão 

dè = {èdl^o}dt+{è,%i}dNP 

/ 
d^x {Vo + nc) = o 

e devemos então nos preocupar com a integrabilidade deste sistema de equações 

diferenciais totais'*. 

Neste problema, as condições de integrabilidade são dadas por 
« 

, fi4>0 = (4>0,4>H}dí^ = 0 (6.2) 

^Eata densidade de momento é t<al que po = f (fixVo ■ 
Explicitamente para cada uma das variáveis canônicas temos, num primeiro momento. 

dlij 

rliT’-’ 

SnU 
44o 

Sn'j ôttO 

õjij ò^ij ÕJij 

fIN' 

d.iTi 

(IN 

+ p-,m 
()7Ti OTTj ÓTTj 

(5N'' (5N> 6N* 

(5$4 

rdN 

^dt + ^dN'-- + 'j^dN 
o7T4 07T4 o7T4 

SN SN SN 

dt 

dVo 

(54n . .... (54>4 ir^dt + -r-^dN^ + -^dN 
SV, SV, SV, 

St St St 
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onde 0,c; = 0,1,...,4; dfP = dt, d.t'’ = dN\ d,t^ = dN* = dN. Consideremos 

inicialmente o caso 0 = //,, 

= {íVn $0} rfí + ^I>P) rfN" = 0 

e calculemos os Parentesis de PoissoiP isoladamente. Para tanto, observemos que, 

para qualquer função F, é válido o resultado abaixo: 

{C..T.„) = |F,y'rfV.(!/)}=//rfV’Tg|^^'í^ = 

= j ! {y - ^') = 

í' 
= / d^x 

SF 

(x) 

Desta forma é imediato que 

Por fim devemos calcular {<I*/7., <I>o}: 

= n 
"SN^ix) 

(6.3) 

Recordando ([ue V, c a densidade de momento associada a í^'’, e que 7íc= NTí^^+N^Tíj 

N'‘Kp,, onde 7í± e Hj não dependem de N, temos 

SNr^ (.t) 

^ -//' 

{<[’/!.Pl’o} = - I d^yUpiy) 

drzdrxHpi (z) S (z — x) 

(6.4) 

O segundo membro desta expressão não é uma combinação dos vínculos, e por- 

tanto, se desejamos que o sistema de diferenciais totais seja integrável, então devemos 

considerar quatro novos vínculos^. 

<I>4+/i = j d^yUp (?/) = 0 

^Neste caso teremos q’ como variáveis de campo, = {í, F*, N, jij] e pn como as 

densidades de momento conjugadas, pj = {Vq, ttí, ttí, n'^}. Na notação simplética = 

{t, N\ N, 7í,;Po, tt,-, tt^, 7r’>}. 

''Portanto, Vn independe de . 
'^Devemos, na verdade, considerar 'Hp {y) = 0. Este resultado implica que a Hamiltoniana 

canônica seja nida, o que 6 condizente com o fato de que toda teoria invariante por reparametr- 

rização possui Hamiltoniana nula [5, pag. 21], 
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c adicioná-los ao conjunto anterior. Assim, as condições de integrabilidade passam 

a ser 

f/í>e = {$©,$=} = 0 , (6.5) 

onde 0,E = 8; dF = dt, dF = d.N^^, = dw^, onde não é possível 

associar coordenadas osi)ccíficas aos parâmetros uma vez que os vínculos 

não são da forma ”<T>e = pq — Hq = 0” 

Deste modo, se reconsiderarmos 0 = //., teremos 

díV, = {í>/„ í>o} df. + $p} dN” -f {$,„ $4+p} dw” = 0 

onde 

= {í>4,í’,:}=0 

= -^]&4+/i = 0 

Devemos, portanto, calcular {$,7, <I>4_,_p}. Podemos constatar que este Parêntesis se 

anula, 

= = 0 . (6.6) 

uma vez que Típ só depende de 7tj e tt^. 

Analisemos o caso em que 0 = 0 na expressão (7.9): 

d<I>o = {^^0) dl d- {<1*0, $p} d,N^ -t- ($o, ^'i+o} dro^ = 0 

Já sa.bemos que • 

{$o,í’p} = = 0 

e podemos assim passar ao cálculo de ^ 

{$0,$4+p} 
= III 

- III 

(^0 (^) + (^))^i.Í^^P (y) _ d xd yd z 

d^xd^yd^z 

5^'(x) 5^1 (x) 

(y) , àUc{z)..ònp{y) 
^ ^ 6t (x) (x) (x) J 

Recordando cjue 7di possui dependência apenas em jij e segue 

'i (N» (2) (2)) Sn, (y) (y) â (W» (z)H„(z)) 
{$0.*4+5)= f I Í <I^Z,(0y<í'‘ 

6jij (.x) óttP (x) S'yij (.x) ônd (x) 

*Devemo.s .atentar que [jij, N, N') 
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<t>4+p} ^11 (^) {Uf, {z), Kp (?y)}^ „ (6.7) 

omlc 

{FW,G (!,)),,.= I d> 
SF{z) SG{y) ÔG{y) 6F{z) 

S^yij {x) ônO [x] ô^yij {x) õ-n^^x) _ 

Chamaremos a exi)rossão {F (z), G (y)}.^ „ de Parêntesis de Poisson em 7ij e tt^, ou 

simplesmeut.e PP-,.,,r, de F e G. Antes de apresentarmos o resultado de (<Í>0j^4+p) 

prosseguiremos com os cálculos dos outros Parêntesis de Poisson restantes. 

Consideremos ngora {'^T’o i }: 

. 111 , 

rr T , f f f o o ^ndz) ;;SHc{v) 
^ I I I . 

Observe que a depeudência de Tíc nos momentos é restrita a 7t*Á Desta forma, 

{Í>oAT’o} = | [ 1 d^xéydhN>^z)N‘’{y){n„{z),n,{y)}^,^ (6.8) 

Para. 0 = 4 + p. na exi)ressão (7.9) teremos 

dsí>,\+r. = d>o) dt + {$4+^1, $p} dN’' + {$4+a, $4+p} dw’’ = 0 

Em cálculos anteriores vimos que 

{d>4+A- ^•1+a} = 0 

{■Km,<I>o)=| ■%(!/)),., 

Devemos calcular ainda {<I>44.,t, $44.,-,}: 

= 111 ^ 

(6.9) 

Dos resultados obtidos em (6.7), (6.8) e (6.9) resta claro que a álgebra dos 

vínculos está intimamente relacionada ao cálculo de {Hp, (z) ,7{p (y)}..y,r> explici- 

tamente, de {'Hi [z),Hx (y)}.^,^, {'Hj. [z), V-k (y)}.^,,^ ^ {^rn [z),Hk É con- 

hecido da literatura [1; 2; 3; 4; 5] que o cálculo desses PP^.tt fecham uma álgebra^, 

[n^iz) ,nx{y)]^^^ = [Y^z)'Hj{z)+J^^{y)'Hj{y)]d\^^6{z-y) 

{nx{z) ,nk{y)}^^„ = 'Hx{y)d[^'>ó{z - y) 

{y-miz) ,Hk{y)}^^„ = nm{y)d[^'^ô{z - y)+nk{z)dl^'>ô{z - y) 

’Con,siderc a seguir (v) — 0 
■ W 
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0, coino conseqiiônda doste resultado, temos 

{<T>„, = {í>o, í’o} = {í’4+r*. ^4+/>} = 0 

Portanto, nenlimn novo vínculo surge e o sistema de equações diferenciais totais 

(equações de movimento), que se recscrevem como 

de = {è, dt + {ê, $4 dNf + {ê, $4+a) dw>^ 

ou explicitamente 

d'yij = 

dir'^ = 

(Í7TÕ (57TÕ 

■d.t 
V 

(57T*J 

dji} 
_ >A±éN - 

ÍttP 
S^4 

5 7, V 

dN^ = ãld.N’^ = dN' 

diTi = —'Hidt = 0 

d.N = dN 

d,TT4 = —Rjidt — 0 

dt = dt 

d.Vo = 0 

é integrável. 

É interessante observar nas equações acima que os diferenciais totais das funções 

lapso e shift e de seus momentos conjugados são idênticas em forma às equações para 

o tempo e seu momento conjugado. Desta forma somos levados a concluir que N e 

N* possuem o mesmo status que o tempo, ou seja, elas atuam como parâmetros na 

teoria. Este é um resultado bastante natural, uma vez que essas funções dependem 

da escolha da folheação do espaço-tempo, que é uma escolha arbitrária. Como 

conseqüência, o espaço de fase pode ser reduzido pela omissão destas variáveis [1, 

pag.240]. 

Apenas por completeza, no formalismo hamiltoniano de Dirac os mesmos vínculos 

são encontrados, e a mesma álgebra é satisfeita para a formulação ADM da Rela- 

tividade Geral [1; 3; 5]. 
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Capítulo 7 

Os Vínculos da Formulação ADM do 

Teleparalelismo 

Procuraremos coiuliizir a análise dos vínculos da formulação ADM do Telepar- 

alelismo da mesma forma como fizemos para a Relatividade Geral. Para tanto, 

desde o início devemos lembrar que, por ser construída em termos de tetradas, o 

Teleparalelismo possui dezesseis quantidades como campos fundarnentai.s, seis a mais 

do que na RG. Como sabemos, estes seis graus de liberdade estão relacionados a 

transformações de Lorentz no espaço tangente. Para estabelecer uma equivalência 

total com a PG, em algum momento devemos impor algumas condições sobre os 

campos, para "eliminar” estes graus de liberdade excedentes. Esta imposição é 

conhecida como fixação de ”gauge” (gauge fixing). 

A fixação de gauge no estudo de vínculos (via formalismo de Dirac) do Telepar- 

alelismo já foi estudada na literatura por Maluf [1], cujo trabalho foi duramente 

criticado por niagojevic [2], que considerou a proposta ”desencaminhadora”. 

Com o risco de perder informações sobre a estrutura de vínculos teleparalela [2], 

mas conPa vantagem de simplificar os cálculos [1; 3], faremos a fixação de gauge no 

nível da Lagrangiana. A escolha feita a .seguir é conhecida na literatura com o nome 

de time gauge de Schwinger [4], e se ba,seia no fato de que 

ef,) =: 0 = 0 . 

Esta imposição faz com que as componentes no espaço tangente do vetor normal à 

híper-superfície sejam dadas por 

_ xa n — 0(0) , 

de onde vemos que a coordenada tipo tempo do espaço tangente é proporcional à 

coordenada tipo tempo em cada ponto do espaço-tempob Como conseqiiência desta 

r/:»:'* = e"d.T" = dx° + b^dx', 

73 



Capítulo 7. Os Vínculos da. Formulação ADM do Teleparalelismo 74 

+ 

escolha temos ainda = 0, que segue da ortogonalidade de n“ e b^. 

Com esta escolha a densidade Lagrangiana passa a ser expressa por 

2 yy d" " "(n)^ iH'n)k "(n)^ iKm)kj 

onde K, = 

A pnrtir desta exprcíssão podemos obter os momentos canonicamente conjugados 

aos cami)os N, N’. Para compactar a notação definiremos, como no caso da 

Relatividade Geral, N'' = N v. usaremos um índice grego barrado para indicar os 

índices variando de 1 a 4 {fi = 1,2,3,4). Para efetuar o cálculo dos momentos 

podemos observar cpie T""''-, assim como o qual é definido a partir do primeiro, 

não ])Ossui derivadas tenq)orais de nenhum objeto, enquanto que í" ^ possui derivadas 

temporais apeuas de Desta forma, os momentos canonicamente conjugados às 

funções lapso e shifl serão nulos; 

6L 

SNb 
= 0 

o que implica na existência de quatro vínculos, 

' y (fxT^ii = 0 (7.1) 

Os momentos conjugados a à(i)j não serão nulos, e ,analogamente à RG, se car- 

acterizarão por serem densidades de peso W = — 1: 

SL /íà r. YlCp 

onde l = Um resultado importante para a análise dos vínculos segue da 

contração de 11^1''çom 

Sb (r).í 
(7.2) 

Kb nfc. = Ijk^as ^ ^ (^jks jsk _ 

dr" + = NdaP . 

^ Nesta expressão para L temos 

P . = dobl - di {iPN) - IPjdiN^ - N^djb^ , 

fabc ^ [dib] - djbl) , 

ynhc — 2. ^pf^bc pbnc   prab^ _|_ ^   7/^^T*^) 

^Para uma comparação direta com os resultados da referência [3] considere b'^^^ = b = 

e, K - —k, 7'*'' = e tome = 0 (consequência da fixação de gauge) na expressão (3) de [3]. 
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onde usamos Desta expressão podemos constatar qne 

n*’ = n** 

de onde é imediato qne 

= 0 

o qne estal)elece mais três novos vínculos'': 

cD,,,, = I = 0 . ' (7.3) 

Definindo ^ 

n = = 4p 

onde Z = /tç(77i,)Z^"'^’ = 7.sfcZ*^% obtemos 

;(fc.q ^ 1 ^ fn''" 
2 2 Ka) y 

Coin estos rosnltados estamos prontos para calcular a densidade Hamiltoniana 

com o nso da prescrição "H = pjq’ — L", e após nma extensa álgebra podemos 

constatar qne 

Hc = N mm + 2/ícZfc {bf^) + 

+N^ - n^^^%i)kj] + 

+cZfc (n(')'=Z>(,piV-'' - Kb2f^N) 

Definindo 

C = -ii . 

Cj = -6,„y0in<'>‘- ; 

temos 

Ha = NC + N^Cj + dk{n^^'>^b^i)jN^ - Kb2f^N) . (7.4) 

A Hamiltoniana canônica, Hq, nada mais é do que a integral volumétrica da 

densidade Hamiltoniana: 

Ho = j di^xHa = 

= j cZItZV'‘Q 

■^Na expres.são (7.3) os índices cie não possuem conotação covariante; são apenas para 

rotular o vínculo. 

I d^x [NC + N^Cj + dk {nd'>>^bp)jN^ - kò2T*=A)] = 
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onde desprezamos a contriI)uição de superfície e definimos C4 = C. Como no caso 

da Relatividade Geral, a desconsideração do termo de superfície restringe a análise 

a espaços fechados. 

Esta Hamiltoniana calculada acima constitui a equação de Hamilton-Jacobi, que 

pode ser reescrita em termos de uma densidade de momento associado a t, Vq 

^1^0 (^0 + T-Lc) — 0 

físta ('xj)r(\ssão junto com (7.1), e (7.3), 

<T)(-) = d^XTTe = 0 , 0 = 0,..., 7, 

formam 0 conjunto de equações diferenciais parciais de Hamilton-.Jacobi da for- 

mulação ADM do Ec|uivalente Teleparalelo da Relatividade Geral, onde <l>r,, $r, e 

<I>7 são Í’|i2], e respectivamente. 

As equações de movimento serão 

dê = {ê, dt + $4 d.N'^ + $[,,4 

e devemos então -nos preocupar com a integrabilidade deste sistema de eciuações 

diferenciais totais. Lembramos que não é possível associar uma cooordenada es- 

])ecífica aos parâmetros uma vez que estes vínculos não são da forma ”$0 = 

Pq-Hq = [V\ 

As condições de integrabilidade são dadas pela expressão 

d(p0 = {$0,$H}r/r = 0 , (7.5) 

onde 0,E = 0,1,...,7; d.f = d.t, dC = dt^ = df = dw^^^l df = 

Para o caso 0 = /t, temos 

= {^4., <I>o} dt + $p) dN^' + = 0 

onde devemos calcular os Parêntesis de Poisson® isoladamente, dada a independência 

das variáveis. Como no caso da RG, para qualquer função F, é válido o resultado 

abaixo: 

 ■ 

^Esta densidade de momento é tal que po = / d^xVo . 
®Neste caso teremos q' — {t, N'\ í>(,)j} e pn = {Vo, n,-,, nõ)t|. Na notação simplética 

P = {t.,Nr‘ , b(i)pVo, nr„ 
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Como conseqüôncia podomos constatar que 

= /1 = 0 , (7.6) 

= - [ I = a (7.7) 

Por outro lado, o Parêntesis de Poisson (í>/2,$o} não nulo e implicará na 

existência de cpiatro novos vínculos. Recordando que FLc = onde C/i, assim 

como Poi não dependem de temos 

{'TV.CT>o} = 

-// 

âNf"^ (x) 

d'zd:^x- 
SNr^ (x) 

~ d'^2d'^.xC/i (z) ó (z — x) 

(7.8) 

Para garantir a integrabilidade do sistema devemos considerar quatro novos 

vínculos, 

I d^yCrAy) = 0 , 

os quais devem ser adicionados ao conjunto anterior, para que as novas condições 

de integrabilidade, 

d<í?e = {<^Q,^E}dt^ = 0 , (7.9) 

onde 0,E = 0,1,..., 11; dt° — dt, dtA — d,N'\ dt^ = dt^ = dvo^^^\ d.i7 = 

possam ser testadas^. 

Reconsiderando 0 = /l, teremos 

dív- = {^/-n d.t + {cl>^, í>p} dN^ + {$,i, í>[fc,,]} drZ7t'=*l + {$/i, $7+p} dw'^^^ = 0 

onde 

{í>/i,$,7} = 0 , 

= 0 . 

{í>/i,í>o} = -$7+/i = 0 

^Novaincnto l.emos parâmetros que não podem ser associados a coordenadas específicas. 
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O cálculo do <I>7+p}nos mostra que 

{«•,. <!>,«) = - / / = 0 . (7.10) 

uma vez que Cp só depende de e nó)J. 

Neste momento jiodemos considerar o caso 0 = 0 na expressão (7.9): 

= {cDo, cI>o) di + {<T)n, r/iV" + {%, ^7+p} = 0 

O resultado de (d^o, d>p} .já nos é conhecido da definição de $7+p: 

{í>o,^p} = Í’7+P = 0 

Podemos então calcular Í^7+p}^ 

fT, T 1 /■/■/■ ^3 ^3 ^3 S{Vo{z)+nrAz)) -JCp (y) 

— 

Como Cp possui dei^endência apenas em b(i)j e segue 

[ í /■ .3 .3 ,.3. 6Cp{y) 8Cp{y) 5{m{z)C,{z)) 
{<í>o/I>7.p} - j j J d xd yd z [■ ■ (,,) ^nfi)7 (,.) - (x) 5n(0i (.X) 

. r, _ 7-3 + snAz) -jc.iy) 
St (x) 5^' (.x) (x) 

{d>„,clv,,7}= I I dAjdhNAz){C,{z),Cp{y)},^ 6,n > (7.11) 

onde 

{F(z),G (!/))„,= f dh 
ÔF{z) ÒG{y) 6G{y) 6F{z) 

_ôb(^i)j (x) ánh)7 (x) Sb^i)j (x) ónÓ)i (x) 

Em analogia ao caso da RG chamaremos a expressão {E (z), G (y)}^ n de Parêntesis 

de Poisson em bp)j e ou simplesmente PPt,,u, de F {z) e. G (y). Para 0 = 0 

ainda devemos encontrar os valores de {'I>o, ^[fc.q} e {$o/I*o}- O cálculo do primeiro 

nos leva a 

{í>o,d’[fc.s)} ^ / / / 
5{VAz) + UAz)) 
 . vj •’—,— 

(x) (x) 

= I'ld^ydhN’‘{z){C,-.(z),n^'”Hy)}„, , (7.12) 
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enquanto que |)ara o segundo obtemos: 

{(I>o,‘5o} = 

I d^xdSjd^z 

5{Vo{z)+nc{z)) i^(7^o(y)+'Hc(y)) 

(x) ^ (x) 

5^' (x) ^ (x) 

I j d!^xxPyd^zN" {z) N''{y) {C(i (z) ,Cp (y)} 

Para 0 = 7 + // na exi^ressão (7.9) teremos 

dkj^p. = {<!++,7, <5o} dt + {$7+,t, d.N‘’ + {$7+/i„ $[jfcs]} + 

+ {‘í’7+/7i d.rzj^'^'' 

= 0 

onde 

(+7+/7,, ^5,7} = - (d+, d++,7} = Q 

{*I++/7PT>o} ~ d^yd^zN (y) {Cii{z) ,C,^ {y)}f^jj 

{<i>7+,7,í’[m} ^ / / / 
àCp{z) uSni^^Hy) 

K' (3:) ^ {r^) 

j IrfV^+CjW.nMís)} 6,n 

, 1 í f f ,7 ,7 ^Cn(z) i\SCi>{y) 
= f j jixdyd.j^^‘j^ = 

= j f {CyU) 

Finalmente, para 0 = 5,6, 7 vemos que 

rf$[mr] = { í>[mr] ^^o}dt+ { ,^9] dN^' + { , ^[ks] } + 

+ {$[,„r],í^7+p} dw^'^‘' 

= 0 

sendo 

(7.13) 

(7.14) 

(7.15) 

{*í’[mrj) 'í’//} — 0 
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{'I>|„„|, <l>..} = f f d'y£zN'-‘ (z) (s,) , C, (^)}j „ . 

= / |dV’2{ri'’""'(!/),nM(2)}„, , (7^16) 

Fodcinos vrr, a. ])art,ir das equações (7.11), (7.12), (7.13), (7.14), (7.15) e (7.1G), 

que a álgebra dos vínculos está determinada pelos seguintes PPb,u- {C (z), C (?y)}(, n> 

{C(í),Ci{(7,(í),c,(./))„,, {Ci'(í),nM(,;)}^^, ' 

{n[””l (?y), nl^^d (^)j^ ij. Os resultados dos cálculos destes PPb,u podem ser encon- 

trados na reíerência [1], onde é possível constatar que eles fecham uma álgebra*; 

íi.n 

+2n|i,| aí->i {z - y) ~{z^ „) 

[C(z),Q{y)}„, = C{y)dl’''S(z-y) 

{C, (z), C, (;/))^ „ = -Cf (z) aí''í {z ~ y) + Ci (,/) 0Y<6 {z - y) '>0.1) 1 

{C(z), ni*’i „ = {Ci (z), nM (,/)},„ = 0 

(!/), ni*”i (z) }j II = i [ni"i7”‘ + + nf’"‘i7''*] s(z-y) 

^Para uma coniparaçcão direta com a referência [1], observe que 

{cp(^),niH(y)}^^^^ = |CpO) 1 ^^(m) (,v)6f„,(y)n(("‘)(")l(y)}^^ = 

= nK-X"'! (y) (Cp {z),hl,^ (y) (y)}^_^ 

+C)(y)'^(n)(v){c'p(")-n'^”*^^"^'(y)},,„ 

Um i)rocedimento parecido pode ser usado para mostrar que o cálculo de (nl’'*''! (y), flb'®! (z)}j^ 

é c(iuivalente ao cálculo de {nX'"X'')l (y) ^ nX*^Xs)| ^ , com a diferença de que aqui defini- 

mos rfl'"''! = t (TI'"'’ — n’’"') enquanto na referência [1] é utilizada a seguinte definição: nl”"'! = 
(n„>r _ nrm) 
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Como conscqiiôncia clostos resultados, tomos 

{í>7+,-„d)(fc.,)} = {<I>7+,„<57+p} = 

{<I>0,í>7+r.} = {<^0,%.,]} = 

{$o,í>o} = 0 

e portanto nenhum novo vínculo surge e o sistema de equações diferenciais totais, 

dè = {(', d>o} dt + [C, $4 dN" + {C, do7^+" = 0 

é integrável. Abrindo mão da notação sirnplética vemos que as equações de movi- 

mento são 

dh(i)j 
(5d>o 

ãn('b 

(5(I>o 

rdf + 
f)q?4 

ãfKOi 
^d.N + 

(5nb).j 
d.N'^ + 

(5n(dJ 
-I- 

df. - dN> 
Sh ’(i)j òh Xi)j Sh 

d.N = d.N 

f/7T4 = —Cdt = 0 

d.N^ = dN^ 

diTi — —Cidt = 0 

dt = dt , 

dVo = 0 

Assim como ocorre na RG, as funções lapso e sliift atuam como parâmetros da 

teoria, sendo isso uma conseqüência da arbitrariedade da escolha da folheação. É 

curioso notar que a equivalência entre a formulação ADM da RG e do Teleparalelismo 

só ocorre se não tomarmos como um vínculo, mas sim como uma condição forte 

como a escolha de um gauge. Se isso fosse feito de início, teríamos imposto, junto 

com a fixação de gauge, seis condições sobre as variáveis de campo, de forma que, 

como na RG, apenas dez cpiantidades seriam independentes. Neste caso a álgebra 

dos vínculos seria idêntica a de ADM da Relatividade Geral. 

Comparando a análise via formalismo de Hamilton-Jacobi com aquela construída 

com abordagem hamiltoniana de Dirac [1], constatamos que os mesmos vínculos são 

encontrados, e a mesma álgebra é satisfeita para a formulação ADM da Telcpar- 

alelisino. 
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Capítulo 8 

Considerações Finais 

A análise dos vínculos via Hamilt.on-Jacobi mostra qne as equações de campo da for- 

mulação ADM da Relatividade Geral constituem um sistema de equações integráveis. 

Do ponto de vista desta abordagem, isso significa que o sistema de equações difer- 

enciais parciais de Mainilton-Jacobi possuem solução, pois as equações de campo 

nada mais são do (pie as equações caraterísiticas desse sistema de equações parciais. 

Porém, se tivermos em mente o formalismo de Dirac, a integrabilidade do sistema 

nos mostra rpic não existem, segundo a classificação de Dirac, vínculos de segunda 

classe. Este é um resultado importante para uma eventual quantização da RG via 

Princípio de Corrcs])ondcncia, pois dele fica claro que devemos usar a álgebra estab- 

elecida pelos Parêntesis de Poisson, não sendo necessária a introdução de Parêntesis 

de Dirac [1]. 

Ainda com relação à abordagem de Dirac podemos ver que a equivalência en- 

tre a estrutura de vínculos obtidas por este formalismo e aquela obtida neste tra- 

balho ratifica a (Hpiivalência estabelecida entre as condições de integrabilidade de 

Ilamilton-Jacobi e as condições de consistência de Dirac [1]. 

A validade desta análise, porém, é restrita a espaços fechados. 

Os mesmos comentários são válidos para. a formulação ADM do Teleparalelismo 

se fizermos a escolha do time gauge de Schwinger no nível da função Lagrangiana. 

Porém, devemos salientar que a fixação de gauge, como estabelecida neste trabalho, 

não é uma exigência do formalismo de Hamilton-Jacobi, o qual sempre nos permite 

trabalhar com um conjunto incompleto de vínculos da teoria em estudo. 

A fixação de gauge na formulação ADM teleparalela pode ser vanta.josa do ponto 

de vista da simplificação dos cálculos, mas, como já foi apontado por Blagojevic 

[2], esta escolha pode esconder algumas informações. De fato, uma rápida análise 

sem a fixação de gauge nos mostra que os momentos canonicamente conjugados 

a 6(0),- são não nulos [3] e ainda estabelecem três vínculos, pois estes momentos 

são da forma ”7), = //, (ry)”. Com a escolha do ”time gauge” de Schwinger, estes 

83 
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momentos nem sequer são considerados na análise, e, como conscqüência, todas 

as informações relativas aos correspondentes vínculos são perdidas. A análise dos 

vínculos nesta formulação ADM telcparalcla sem a fixação de gauge é um dos temas 

que se apresentam como perspectivas para trabalhos futuros. Outras possibilidades 

de estudo que ainda se apresentam são o estudo via Hamilton-Jacobi dos vínculos 

da Relatividade Geral construída em termos de tetradas [4], e a análise dos vínculos 

jrara teorias de gravitação com Lagrangianas de ordem superior [5]. 
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Apêndice A 

O Problema de Cauchy 

Coiisi(l('i('nu),s uiiui ('(|iiaçüo cliCtucncial d(' segunda ordem da forma: 

x = F{x,.i:J) . 

ond(' /•’ é uma fuueão das (|uantidades deul.ro do i)arêiiteses. Por x enfcnda-se, 

primeira derirada de ,r com relaç<ão cà \ariável / (c[ue no contexto será chamada de 

(empo), e poi' ,r ('iilenda-se a segunda derivada temi)oral. Sc conhecidos os valores 

de X V X num instante íixo /o, ou seja. de posse das iufonnações: 

X {to) = .To , 

T (ío) = To , 

o f|ue pod(' ser dito sol)ie a evolução temporal de .x? Este c conhecido como o 

Problema de Cnv,cliy [1]. 

De po.s.se de tais informações podemos saber os valores das funções x. c x nnm 

instanií' inrmi(('simalmente posterior, to + ót, usando ex])ansão de Taylor e tomando 

tei nios de priiiHÚra ordem; 

;r (/-o -b óf) = X (/-o) + X (to) dt + O {dl?) , 

X (to + dt) = X (to) + X (to) St -h o (St,^) — 

= T (^o) + E’ (.X (to), X (to), to) St + o {St^) 

o m('smo procedimento ])0(le ser nsado ])ara deteminar os valores de x e x no instante 

/■o + 2St. e novamente para o instante to + 3St, e assim sucessivamente, de forma a se 

constiuir a evolução temporal de .x jrara (inalquer instante t. Não c difícil mostrar 

que ai)õs n iterações lemos; 

X (to -h >>St) ç= X (to) -b X (to) (nSt) + 
II-1 

■h ^ (í'0 -h l'■<^f')) i (U) + kSt), to + kSt) -b O {St^) , 
/,~o 

♦ 
8.Õ 
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.)■ (/() -|- iiól) — (/||) "I" (rt/) 'y ^ /' ( r {Ií) 4- hSt) . ,r (/() -|- /ifW) , /() + kól) 4- 

() f|Uf' nos iiiosl r;t f|iir o coiilKH-iniPiito rir :v (/o) r .r (/n) nos fletr.nnina nnivocfvincnte 

a (noIiK^ão trinporni dr r. Em casos como ('strs classiíicaiemos a função, no caso x, 

como símkIo uma íinaniiihidr (linâmicn, caso rontráiio (lircmos qnc sc trata de uma 

qnnnlliladí' cinrmd.l.i.ra. 

A. l O Problema de Caiicliy na Relatividade Geral 

C'onsid('icmos as ('(|uaçõ('s d(' IDinslcin para o campo gravitacional: 

As propriedades de simetria dos tensores envolvirlos nesta exi)iessão nos reduzem as 

dezesseis equações acima a dez (Hiuações difcn enciais |)arciais de segunda ordern para 

as dez componentes indepemlentes do tensor métrico De acordo com o problema 

de Canchy, deveriamos esperar que, uma vez determiuadoíj os valores de g,,i, e dofj^a, 

na hii)ersiq')('rfíeie inicial do espaço-teinjro /. = /q, a evolução temporal de fy,,,, fo.sse 

fixada, e assim a métriea poderia ser calculada para cada ponto do espaço-tempo. 

No entautò, estas dez eriuações estão ligadas jior (piatro condições: 

provenientes das ííIímiI idades de Bianchi cont raídas. Vcmos, então, f|ue há de fato 

apenas seis efpiações independentes ])ara determinar as flcz componentes do tensor 

métrico. 

Mas consid(’r('mos o jnohlema de Caucliy. Suponhamos que pude.ssemos deduzir 

a ])artir das equações de Einstein os valores dlg,,,,. Se isto ocorresse, então, se 

conhecidos os valores de 7,,,^ e c/0.7,,1/ 'lo instante t. = /,o, o tensor métrico estaria 

determinado em todo lugar. Porém, sc olharmos para as e((uações de campo veremos 

que elas contém derivadas temporais de segunda ordem apenas das componentes Pij 

[i,j = 1,2,3). ^'erifiquemos. Tomemos o tensor de Riemann: 

Consideremos um sistema fh' coordenadas onde o símbolo de Christoffcl se anule. Se 

considerannf)s ainria as propriedades satisfeitas i)('lo tensor de Riemann, é imediato 

(A.l) 

+UOp { í?} { L } - IlOn {Ift } { } 
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((iK' iH)(i('inos ronsidíMar apcMias dois íiidiccs como sondo rc(oronlos ò coordenada 

i('iii|)oral som (|ik' lonumios rom|)Oii('nl('s nidas do lofoiido l('iisor. Logo: 

l’orlanlo. o l('iisor d(' Micci o o {-scalar d(' cnr\‘a(nra. fino são contiaçõos do 

(|ii(' compõom o (onsor dc' Liidoin. |)ossn('in lormos (|iio onvolvom derivadas (omporais 

do s('gnnda ordfan apfaias das r.onipon('nlf's f/,j do l('nsor niólrico. Portanto já não 

ó possí\ol a i)arlir das ('(|naf;õos de campo olater 

Mais ainda, a o(|iiação (.\ 1), ((ik' pod<' s('r i('escri(a na ['ornia; 

mosí I a (|no o lado dii fãl o (na s('gnnda liidia) po.ssne termos ((iie onvolvom no máximo 

dcMÍvarlas l.('mi)orais d(’ sognnda ordem df' Deste fato podfmios inferir que 

d('V(' conlfM' derivadas df' primeira oirlom na coordonafla tom|)ora.l. Desta forma, as 

(|nal i f) t'f|naçõf's: 

não floterminam a ovf)lnf;ão temporal tlf' /y,,,^, mas ai)enas representam condições nos 

daflf)s iniciais [2: .3|. .As f'f]nações dimunicas |)ara o campo gravitacional são, de fato, 

as .sois í'f|naf,õos: 

fias quais pffflomos fd)lf'r enquanto c^Q.fy,,o cfintiiina iiuletorminado [2; 3]. Por- 

tanto. apenas as cf)mi)f)nf'iitos fi,j são variáveis rlinâmicas, enquanto (ji,^ sãf) variá\eis 

ciin'mát icas. 

A.2 O Problema de Cauchy no Teleparalelismo 

.As equações fie cainpf) teleiiaralelas são 

/<’/()/() — (P()f^,.f/o, — — <9,f9pf/()() + df9()f/o,) 

Q„0 ^ ,^/yv-O 

C" = 

(A.2) 

onde 

T = 7 ■'n r: 
O 

(A.5) 
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A prinicirn oxprossno i)odo scr rco.scril a ooin a clorivarJa do produto ontrc colchetes 

sendo explicitnda. Paru isto leint)i('iiios f|iie 

r?,,r - (• ^1/ 

onde usamos o Cato da conexão dee Weitzenbòck ser dada por: 

r rv i/lt 

Desta Cornia, 

o„ ""1 = 
fi.n + 4E, + 4E^ '“op;:. 

e ])ortanto, a ('f|na(;ão d(' eain])o pode; ser reescrita como: 

= \n ^ 4E„ /lop// I 
^ //;/ * 4D,. "'T" nii - e^EahcT nbc 

Observe (|ne nesta ex[)ressão, o líiiico l.ermo que pode envolver nrna derivada de 

segnnda ordem é o |n im('iro termo do primeiro membro. Isto pode ser observado sem 

grande difienldade, ao recorrermos às expressões (A.3), (A.5), (B.ll). Trabalhemos 

isoladamente este termo: 

4 D'"'" ,= 
‘I ' 

_ ^'pílfin _|_ rpiig, 

[1 _|_ 4I _ e9/' J'»^ — 
‘I 2 

T"’") + 2d„ (e®"T" - 

\^e)a rjiie 

7^9/- ^ n"'rr’^{Ooel-d0C^o) > 

T"."" = P’^c':fr^doel-O0C<;,) , 

J--9/. ^ - r7^e") , 

T" =: c,,c::e-V^ , 

T" = !r^i{doe%-d0cl) , 

e portanlo, 

4E»'“ = s''V® (flícj - a^e») + {do4 - + 

-a-V;,,"" {d,ei - ageí) + 2c»”,<"’4 (d,ei - dfei) + 

(a,es - ajeS) 

= (a.eS - + (efé^K - (a.eS - df,el) + 

+2 (a,c5 - a,c5) 

= <5,! + «'"eja"'’ - e»V;a'"'+ 

+2e«"e‘,!i"‘’ - 2e»c;a‘''’) (a,c; - a«eS) . 
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Drslíi Ibniin. 

ly,,!:-"'"’ 

+2r'"'cy“> - 2r»',(5„e; - 0»^;)) 

S('|);ir;nido as parlrs Icinpoial p psi)acial da. somatória no indico // somos levados a 

+2eí'"e".r7”^' - {doe} - dp’e})] 

-f-2e^'^c:ry'^ - 2e"^cl<r^] {d„e} - dpc}) } 

= [D, {doP} - d0c})] - e^'’e;:.7'’^ + 

+ {doe} - d^e^i) do + 

-]-2c^'^e.l(f‘^ - 2e®”clr;"T + 

+d,. { + o""o’7"-" - e^'’e^cf^+ 

+2c5^;«7'^ - 2e’'c^7"^] {doe} - dpc})} . 

O segundo c terceiro termos do segniido membro (últimas ([uatro linhas) só 

podem possnir derivadas "temporais” (on derivadas com relação ao índice zero) de 

primeira ordem das tetradas. Desta forma, para procurar as derivadas segundas das 

tetradas não precisamos nos preocupar com estes dois termos. Assim, definimos a 

soma destes dois termos como 

O''" = {doe^ - dpe}) do + efelg^P - e^^e^g^P+ 

+2c»‘'c"7"^ - 2c^^cl<f‘^] + 

+2e’^^cy/^ - 2e^'el<f‘^] {doe} - d^e}) } . 

Logo, 

= [5o {doe} - ô^e^)] + eP^e^g^^ - e^^e'^g°^+ 

+2e"“e^7°^ - 2e'^”e^7“^] + 

= [5o {doe} - 5^Co")l [g^^g^^Sl + . 

-f-2c’”e"7”^ - 2e»°c[[7"^] + 

+ [5o {d,e} - 5,e")] [g^^g^^S^, + eP^e^g^^ - e"e“7"^+ 

-I- 2c^^e{g^>^ - 2eP\>P„g'^^] + O»" . 
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ondr alM imos a soinatóriiv iio índice 0 cin sna parte temi^oral e esi)aeial. Procedendo 

da mesma forma para o índice [i chegamos a 

iOor" - c?orí;)] + 

-\- [c7o {0,el - r7,e")] + 

- 2e''"e”.r/'’*] + 

-1- [r% (a,e;;- - 0oe")] - e^^e:g^^+ 

+ 2r.'>''r.Íg^° - 2r""o^.7"'’] + 

+ [Oo {djet - 5,c;)] 

+2r:""e^7”*^ - 2f:""e'.7''*] + O^'' . 

()l)se,rve f|H(í o primeiro membro do segundo termo desta expressão se anula, 

e com ele desairarecem as derivadas de segunda ordem das componentes eõ das 

tetradas. .Podemos reescrever a expressão acima de uma forma mais conveniente, 

AO.L'’"'' - [dodoel] [g^^g"^<S?, + 

+2e^°e°y^ - 2rA^’lg^'^] + 

- [dodoe"] [g^-^g"^'K + 

+2eA^eÍg^^ - 2e’‘’e',7"‘’] + 

onde 

f/’" = [f7o(9,Co] + 2rA°e{g^° - 2e^°eÍg^°] d- 

- {doC%e'^o] - 2c^^e°g'^'^] + 

+ [r7o {djcl - c%e^)] d- 

+2c''"rd7"'^ - 2e»°eÍ7“*^] + 

Observíí que f/*'” só possui derivadas temporais de primeira ordem nas tetradas. Da 

pemiltima expressão vemos que apenas as componentes das tetradas apresentam 

deriradas temporais de segunda ordem. 

Resta claro, na abordagem do problema de Cauchy, qne apenas as quantidades 

el possuem um papel dinâmico no Teleparalelismo, enquanto desempenha uma 

função cinemática na teoria. 

Mas podemos dizer mais, pois seja 

= 4a;,E^ + 4E^ '^"p;:., + 4E„ = 

= [dodoel] + 2e^^ey^ - 2e^\lg^’^] + 

- [dodocl] d- 

y2r'>"r.>y^^ - 2e^°e{g^^°] + V»" 
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oiHlr 

•flo _ + 4e„ 0/1 j^ng V' 'j^ohr 

•SÓ i)0,ssiii d('riv;ulí\s ((.'nipoiais de primeira ordem. Qnaiido tomamos o. = 0 vemos 

que as d('i ivadas de s(’gmida ordem de todas as componentes das tetradas se anulam: 

p^g^ — + dE^^^r;;,, + dE„ ""T"" „ 

= [0,c%cl] + 2e'''’c°r/'= - 2e"‘’e^„7""] + 

- ~ -1* 2e""c>í7«" - 2c^'"e^r/"'’] + 

_pp-.70 

_ 1 •'/(' 

Assim vemos (|uc as ec(uaçõcs de campo 

E-"" = dr9,,E‘'"" + dE-^^^r,",, + dE„ ""T"" , 

não são de fato e(|uações dinâmicas, mas apenas condições nos dados iniciais. As 

equações que de fato determinam o caráter dinâmico da teoria são as equações 

I 
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Apêndice B 

Decomposição das Lagrangianas da RG e do 

ETRG nas variáveis ADM 

B.l Relatividade Geral 

A (Ipiisichulr T.ngniiigiaiia da Relatividade Geral é dada por 

2X 

Primeiro, dev('inos lembrar que o escalar de curvatura é a contração da métrica 

com 0 tensor de Ricci, e que este nada mais é do que a contração do tensor de 

curvatura com o leusor métrico. De uma forma mais explícita: 

— (j na 

Perceba que o tensor de Riernann pode ser decomposto na base {bk,n}, ou seja: 

Raiii'i> ^ 'Y R^oj — 

= [Rflo.ypn^^ré’) n^Up, + {R.^oupU^bl) Y^bpjUa + 

+ [RffO.pb^n'’) YR7,j7lp + (^Rpo^pb^bl) l^R7ajÍ"Xn 

{^■fi0Xpn^b^^n^) Y-^bf,jUry7i^ + {Rpoxpn^b^tb^) + 

+ (^RfinxpbiV^n^^ Y^bajn,ji„ + {^R0o\pfhn%^ l'^bajn,n'^"-b^n + 

4 [Rftnxp^y^nn") YR^air'"bpnn, + 

+ {R,70Xpb^!blX) YU7,,r"bp,rf'^%i 
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Rn,wp = [R/w\ai’'^n"n^n'') n„Ui,n„n,, + [R.poxanPn^n^b'^) nan,,n„^'R),n 4- 

+ {Rgn)<niá^v^’hfn”) n^n,r/'KRG + 

4 {lRwxoO^'n'>h=^lQ í/.o"v,7"/4,7’""'V- 

4 (/n-^l>'V^v'’) 7’’v,pi,p 1,, + 

4- [Rpnxnn^^b^ln^bl^) YR)„jn„n,,'y'’"d)pn 4- 

4 (R,m.v<Ur, blif) 7’-'V;r7„7''"Vwn, 4- 

4 {RmnO^bXX) y^bppi„Y'’'bunl’^'bp, 4- 

+ {^Rl)n\ab’-n'’n^if^ YR>„in,,n,pip + 

+ (^Rpo,\nbfn"u^b'^„'j 7'’/V7"';4'-'^T"‘”^pn + 

+ (^Rpn\aR’n”YR>njnpY”"b„nnp 4- 

+ [fW\<rbrn'>b^J,l'^ 7'"^,n„7’""/W7"'í^pí + 

4 (/?./,,YR>„jY"\n7i.np + 

4 {Rfíoxab^bln%) iR>^fr%nd^ul-%i + 

+ [Bpox.b<lblblif) ÍR>.,n^'"bpnl%.mp + 

+ [b^floxXblbllf^ Í^b,,r''bpr,'^’^%il^^bpp . 
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Logo, 

" = .'/"''/'Lv/hv, = ry"'' 77,„?I,,n„n^ + 

-I-/;"'’ {Ran\air'n")Ab") n^ni,n„YR)p, + 

+fí'’ {Rgox^i’‘'ii"l)f»'’) nan„'y’U),pnp 4- 

Afr {R0OXan^'n'’hflC) + 

+ (f^ {Rpoxan'^l)'!n^n'") Y^b/pn^n^np + 

+rr {Rflox.n<^b"n^bl,) 7''^,,n„.n„7”'"/v. 4- 

+ <r {R0oxn»/U/!bi,E) Y^bppi^j^Vf^^np + 

+ rr [R0OXan^hX,K) XKjn^Y’^Xnl'^%1 + 

+.7"^ Y^bajUpriun-p + 

+.7”" {R0Ox.h^n'’vG)':,^) Xb^jTipn^r^Xn + 

+ (r [R0OXeb^n'’bX") XbajUpj^^b^^np 4- 

+.7"" {R0OXab^n'’lX>';^ Xb.jnpr'-^b,X‘bp,. + 

+.7“" [Rpoxab^blnYi^) rb^jj^Xnn.Up + 

+.7“'’ [Rpoxob^blvHl) Xbp^jr^XnnXXt + 

+7"'’ [Rpexcbptbtn^) Xb^j^y^XnA^^^b^mp 4- 

+7"" [RpnxXblbllfj) Xb^jTXnl'^%il^^bpp . 

Usando a unitariedado dos vetores da base e sua ortogonalidade, encontramos 

R(x,,u - {Rpoxen^n'^n^'iE) n,,n„ + 0 4- 

~ {Rpoxe'^^^^^' bi liA') >iiiY^bi,j + 0 + 

- {Rpoxan^bliYn”) Y'b,,jn„ + 0 + 

- [Rgoxan^bXX) XbpjA^^^b.n + 0 + 

+0 + [RpoxJlY'nX^ 7'^7""‘ [7"'’/v^ail + 

+0 + [Rpoxebyitbl) XY' [g^%ib.j]npj^^b,n + 

+0 + [RpoxJ!blnX) [g^GxM b.nU. + 

+0 + [R^oxXblbllfj) [g^Xob.j] bpnb.i - 

Contraindo novamente com o tensor métrico, e procedendo como acima, con- 
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sl al amos 

R = <rR,n, - <rR.^„„ " - {R.enxnn^n’^n^n’’) + 0- 0 + 0- 0 + 0 + 

- {Rsox.n‘R>^btpf) 7'''V'"' [fr\An] + 0 + 0 + 

- [RsoA'!n'’n’'bl) Ai'"' \<f'\nbA + 

-f 0 + 0 -I- 0 + 0 + 0 + 

-I- {RsoxAblbAf) AA^í'"'A [fiAAj] [AAU 

R = {Rgox.n<^n^nA) - {Rp„,„iibAnn") ÍA'"' W''b,An] + 

- {R0oxJ>^n"nX,) A A" [f%nbA + 

+ ( RíwxjA>íMa) a a A""'a [friAA \frbM • 

Numa iio1.a(,:ão mais conveniente e usando o Cato de (jue 

lijbi/n — á/jn ) 

segne 

R = RllXl - RlimxAAAjn - RrllmAAAjn + 

+ RunkfAAA''"AAjolnl 

= fílllX - Rxin.xAA - RrXX^nAA + I^imkfA^ A A' = 

= Riixx - RiijxA - RiXLji^ + RiikjAA'' 

Usando as i)ropriedades de antissinietria do tensor de curvatura, Rfw{a0) — Ruw)oP = 

0, vemos í|iie 

= 0 , 

R-XijX — RiXjL — R-iXXj ) 

R = -R,.LXjA - R^LLjA + RükjAA = 

= -2R.xLjA+ RakjAA' ■ 

Porém, note que 

n " — '’oJ.L — A^RaXXS = {AbAj - RcLXS = 

AbA^lRaLLS - = 

ARiixj ~ R-ixxx = 
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Assim 

/f = ^2/í„j^, » + - (B.l) 

O i)i im(!Íro i('rmo do sognudo membro da e(|uação acima pode ser reescrito numa 

forma mais apropriada. Paia isso devemos Icmibrar que o tensor de eiirvatura, numa 

variedade com lor(,ão nula, pode ser obtido a j^artir da não comutação da derivada 

covarianie: 

|V,,V„| .4- = rr . 

Se tomarmos o vetor A'' como sendo o vetor normal à liípcr-superfície, então 

|V„,V„]n- = V, " ; 

" = (|Vs,V„|n") 

Logo, vemos (|iie 

KyL ” = (|V„,V«| n“) = (V^n“) - n'’Vc (V„n”) . 

Usando a regra de Leibniz para derivada covariante de produto de funções, segue 

" = V. - (V«n^) (V^n") - Vp (n^V,n«) + (V„n“) 
f 

Lcmbramlo que a condição de metricidade 6 válida, temos 
i 

= - n^n'>) (V^no) - n"n^) {\/pn,) = 

= i^"i^b^b]b'iy,, {V^no) {Vpn,) + 

(V„77,) (V^77,) + 

~YR>fbyn^ (V„77,) (V^77a) + 

+77^7r'’77“77.^ (Vo77-o) (V,g77,A) 

Observe que 

(V„n,) (Vjn,) = 7"'"7«í.» ((,? (V„n,)l Í-J [t (V,n,)) = 

= 7”'’*7‘'í>qVin„|Ç|V„n,| = 

= 7"”’7‘' K (V.n,)] [6» (V,„n,)] = 

= 7"‘"7‘q-7f™|l-/íjml = 

= 7’””7'V(„,, 
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oikIo usamos a definição da nuva(,nia nxl.iínscoa, 

cm (|iic 

'".7 
llG 

= 77, 
Db'; 

“ "" DG ~ 

DrA 

Ug 
= /;fVí,77" = Vfc77- 

Veja taml)éin que, sol) a condição de mel ricidadc, 

(B.2) 

77,^ (V^77,a) = (/7.'^77,;^) - Hx (V,j77,^) = V/J (-1) - Ux (V/J7^^) = 

= (V^77,^) = -Ux [V/J (r/‘"7?,„)] = -g^^nx (V/j7i„) = 

= (V/J77.„) = -77,^ [Víplx) - 0 

Assim, 

(VoUfl) (V/J77,,) = (V.n/,) [71^ (V^n,)] = 0 , 

(V„77,) (V/jr7,,) = (V/J7X,) [t7.^ (V„n,)] = 0 , 

7l^77®77"77.'^ (V„rií/) (V/jrtA) = 77/^77.'’ [u'’ (V^TI-fl)] [77-^ (V^U^)] = 0 

Portanto, 

(V,,77^) (V/J77,“) = 

Seguindo a mesma linlia de raciocínio, vemos qnc 

(V/J77,^) (V,.T7«) = (V077,,) ,r/^" (V„77,,) = 

= - n^n'^) iVfpin) - tGiG) (V„77„) = 

= ryX{^0no)YR)riyv.nx) 

(V/J77J7) 77%,^ (V„77,) 

-77,^7^ (V^77,)7'^ã"ãJ(V„77,) 

+ 77^77.'’ (V^77fl) 77°77^ (V„77,a) i 

(V/J77^) (V.77“) = (V/jn,) Xb^b^ (V^nx) = 

7"”’ [l>: {l/yisno)] X [&í {br^anx)] = 

r'"[-i<xX[-iy = 

7”"'A'nm7’"/Cj = 

IG 
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Finnlmciití' clirgainos a 

L I. " = + IP + V„ (.-«Vaii") - V,, («"v,,-!") (B..3) 

•lá o segimdo ninnhm df) srgimdo (.('rino de (0.1) pode ser escrito de uma forma 

mais conveni('iite. Procedendo como anteriormeiitc. ou seja, expressando a curvatura 

como o comutador de (huivadas covariautes, vemos rpie 

"''í = 

= 7‘'í<fí>?í>Í(|Ví,y,]/.;) = 

= (V,, (V,íí) - v„ (v„íiUI = 

= (v,hi) - 7‘'/4'í'-fV, [Vfbi) 

Com a regra de deri\’ada de ])roduto coiiscígiiimos reescrever a expressão acima como 

= 7*''>y-fv„ (í.;'V,í;p - 7“ÍLÍÍ>f (V«í<?) (V,/,í) + 

-7“í<‘<>?y« ('>fV„/í) + (V«''f) {VnbD 

De modo análogo tcuuos 

7"7‘'««, = (IfjllVobl) - 7"í<f (V»í>i) (b’,V,bl) + 

-7*'í>?V, GbfV„bt) + 7*'í,f (),f V„6^) + 

+7*''<>? (V,frf) (V„/í) . 

NoLil (|iie /lJ./lJ’(í um cscaiai com rcla(;ào aos índices do espaço-tempo. Assim 

y/)te''fv.í’p = d„(b'Xv,bi) , 

y. = a. (i4íLfy»íí) 

Mais ainda, repare c|ue 

r,a. = <>• (B.lI) 

Logo 

7’Xaol r„. I-7"í.i'a, I + 
(3)' 

klij) • 

-7 
kl 

+ kl 

(''fy/)'4) WVohl) -(6fVa6f) {v,bD 

(''?y»<>á) ('<f v«'í) + 

+ 

7''7*'/í,/fci 
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UsMiido u (nin dc' c|ii(' 

h"Voi>: = ^ihi = 
(3)”' 

-A/Ar/'" + 

de onde é obvio (|ije 

í'fV»/í 

-Kau'’+r„bl 

-Kikn'' -h r,.fc/4 
(3)"* 
r„/4 

chegninos a 

7''7*'A; Hkj 

(3)"’ 

(3)' 
+7^' -Iú,n^ + + 

(3)’ 
+7'^'A -a-„:7/''+ r„/y: {v^bD 

Roarranjando os I,ermos, 

(3)^ 
H-7“ ((ifVíi-í,) Kitn" - 7“ (í-fVsí-t) r,^í,” + 

+7‘'í.;A'.."'-7‘''ryr„í>:',(v.í-í) + 
(3) 

Mkí V i.n 

-r {hyob'^) Krkrf + 7'=' r,,/4 + 

. (3)' 

(B.5) 
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Renomeando ín(li(:('s imidos. 

'(•')' \ /('<)' 
- y'^'h;Oe I r„ - T, J + 

(3)^ 
W (í-fVj/4) K„„" - 7« (í."Vj/,^) + 

(V,(í) K„«" -1”% (Vohi) r„I,’„ + 0 
(3)’ 

. , (3)' 
-7" W^oK) + t" (6fv,í4) + 

-y‘% (V.6Í) + 7*'í4 (v,íí) r,.K 

(3)' 

^r?7. 

(3)"^ 
Usando a pio|)ri(ída(l(' d(! simetria da cmvatma cxtrínseca c da conexão F^, 

(luo alguns t('nnos s(> eancelam: 

_7‘’V'í?«7, = f + 

(3)"* 

+7-' (í’fv«6i) K„n!’ - 7« (í,fv«6j,) r„C + 

(3)”* 
-7" (í>?v,í,i) + 7“ ((,fv,í,p r.^6:; 

Trabalhando indivirlnalinente os termos, vemos qne 

7 
kl . \ (3)" 

{bfvgii) r,A, S _ ^,klhP 
(3)^ (3V 

7“6fVj r„ - 7*' (('ft'v,íc) r Ik 

(3)* (3)”* « (3) V-, V-, 
7“íív„ (í;„) r,j-7*'ri.„r„ = 

_rykl Y . Y 
I ?m 

(3)’ (3)"’ 

irn ^ Ik 

(3)^ (3)' (3)" 
7^' (ãfvoãj,) r„/c = (/,'/c) r,, -7'^' {(iblVoKn) r,, = 

,(3)' (3)’"' 
' r /rn ^ t/c J 

7 
kl 

= 7F = 

7"'(ã?V„/;;)/T,n" = 7'‘''ã?V4/477") Aa-7'='(ãfã'V,n")/F,fc = 

= -7*=' Wb^Von") Ki, = -7"' (-/C, ’) Aa 

vemos 
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Nestas passagens usamos a regia de Leibniz e as expressões (B.4) e (B.2). Note 

ainda (ine 

0:rf^ 0 

dxA 

ni 

7‘'a. í r«.^ - (f ik + 

(:i)' (3)' 
+i<^ 4 7"'r„„ r,,+ 

, . JA' (3)’” 
— R'*' ÍK , — r r rv i\,h 7 i 1,1,A ik 

iH^Rükj = 
( (3)'- (3)' (3)’ (3)"^ (3)' (3)"’\ 

7'^' (c),r,,-R,r,;,+ + 

(3) 
7 ik (B.6) 

Substituindo (B.3) e (B.6) ein (B.l) eJiegainos a 

R = -2(-A'*"A',^4A'"4V„(?7,^V/5n")-V^(n^V„n“))4 

, 4R 4 A'^ - A''=7Gfc 

= 2A'*^’A',, - 2A'2 - 2V„ (n^V,377.^) 4 2Vp 4 

(3) 
4R4A'^-A^'7Gfc 
(3) 

= R 4 K^’Kik - A'2 - 2V„ {riPVpn^) 4 2Vp 

Finalmente, vemos cinc a densidade Lagrangiana é expressa por 
r 

L = ~^V^jR = 
2x 

1 /('■’) \ 
= —7?.4R'=74,-/C2-2V„(n^V^77“)4 2V^(n^V„n")j (B.7) 

Note, porém que os dois liltimos termos do segundo membro nada mais são do que 

termos de suiierfície. Para tanto, seja 

A = v/*-^ [-2V,, (?i^Vp7A') + 2Vp (r7^V„n“)] 
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1 

Renomeanclo índices mudos, lemos 

/I = |-2V„ + 2V, V;,77,^)] = 

= [-2 + 2 (71"V,,7?'^)] = 

= v/^a. [-2 (77^V,/7'’) + 2 (77"V„7^)] + 

+ v/=^r:;« [-2 (n'V^77") + 2 (t7'^V^77^)J 

Usando a regra de Leil)ni/, e o (ato de (lue 

V„ s/^l = (X 

então 

A = Í7. (^/=^[-2(77,^'V/,77")+2 (77"V/,n^)]) + 

' - V^j) [-2 V^,77") + 2 (rGV^nA)] + 

+ y^ao [-2 (t7.^V;,77'’) + 2 (77,''V^n^)] 

Novamente, renomeando índices mudos, ol)te,mos 

/I = 5,.. (\/=7/[-2(?^''V^7l")+2(77"Va7^^)]) + 

- (rX^/^) [-2 (n/^V^) + 2 pnP)] -f 

+ \/^r"„ [-2 (77'’V;,77'') + 2 (n'’V^n^)] 

Lembremos que 

Õ, (v/=5) = vATjrj, . 
» 

Assim: 

A = c)„(\/^[-2(7i''V;377")+2(n"V^n^)])+ 

[-2 (n^V;,77") + 2 (77,'’V^7Z^)] + 

+ ^/^no [-2 (n^Vy) + 2 (7i''V^7r^)] . 

Empregando a simetria da conexão pela troca dos índices inferiores, temos 

/I = [-2 (n^V^n-) + 2 (tt"Vy577,^)J) , 

0 que nos mostra qtie A é de fato nm termo de su])erfície. 

Desprezando os termos de superfície da Lagrangiana, vemos que a expressão 

(B.7) se apresenta, numa. forma l)e.m simples; 
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B.2 Teleparalelismo 

A L;igr;ingi;iii;v Tolriimíilrla (’ dada por 

L = lU’ 7 w - rr,. 
4 2 

Podnnos icnscrnvô-la da sogniiitc foniia. 

L = kcT."’’'T ahc 

ond(' 

\^nhr,   jj_ ^rpahe ^ 'jpbac   

TC.   
‘ ‘ n > 

T abc (,9„< - cXc;) 

Dfista úU.iina exprossão segue c(iie 

'j-iabc   
fiu 

,c07-a I „W)„r7 7^vi , U- — 1 00 -e (• c I Oi r ' -í ÍO ^ ij — r r 

(B.9) 

(B.IO) 

(B.ll) 

(B.12) 

(B.13) = (r“'e“-c'“c")T“„ + r*V”T“|j . 

Note (lue o termo T" oo ""'o devido à aiitissinietria da torção, e que T“,o = —T"o,;) 

e repare que - —E"'"'’. 

Comeeenios recordando cpie as tetradas eni termos das variáveis ADM são dadas 

j)or: 

e" = n"AM-//;A^^ 

: !)■ e" 

(B.14) 

(B.15) 

e,, = 
N 

n,, 

j\n 

Sulxstãtuindo estas expressões em (B.13); 

rpa.be.   1 

N 

At' 

N 
-i-X’ 1 ( ã" + ‘—rf 1 - I ã'”' + ^71" 1 { --hn 

7Y‘ 

N N 

1 I Ad 1 1 Ad 
-I- + -if—n’’ 

N N N A' N N 

(B.16) 

(B.17) 

T\.d 

T" + Oi ^ 

, /V* ,y.7 Afi Afj 
+ h'GG + 4- —nSi" ) T\: 

N N N N ' ■' 
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nsnitdo n iviil issiinetiia da ton^ão, podemos desprezar o lermo 

(|iie é simétrieo pehi lroc;i d(' i. e Aiiitla podemos trocar os mesmos íiifliccs em 

SC lamlw-m cCcIiiaiinos a imidaiiga do sinal desl.('. Logo. 

y-fiífr [-n'’IG + nd/’^] r\, + 
X 

A expressão acima |)ode ser reescrila como 

'r'" = - [-//'//■' I- uG)'”] {T\^ + + /;''7/'T" 
N o 

Sejam 

//'''" = — \-n'’IP + nd)'”] r , 
N í J ’ 

r,; = (T%,;+7V^T",;,) , 

fnhe = b>’dPT"i- 

(B.18) 

(B.19) 

(B.20) 

sendo {(iie e T"'”' satisfazem a condição de aiit.issimetria 

^^abc 

'^abc _^nch 

Ent.ão 

rjmhc   |- X* abc 

Desta forma temos 

^obc 

oiifle, naturalmente 

__ ^pabc _|_ _|_ Gpbac _j_   '^peoh   

+ \ {'if T'’ + - '/"V") 

>jpb   'jp> a b 

P"" 

Definindo 

Sobr ^ 

^(ihr   

I (,,* + + i (,,»y _ 

— -j-   'j^cah^ _|_ ^ 

(B.21) 

(B.22) 
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lemos 

\'ohc   j- 

omle Í2"'”' = -É'"'’. D;ií .s(>ffne (|ii(' 

= (S"'"- + £"''^) (p,,,r. + = 

= (S'’'’'íUc + S""^f:,0r, + 

qiic 

Snbrrti 
I abr 

n rpdbc 
— 'Tllb, I — 

' / ^ 1 / 
I \Pahc Phar Prah] \ParPh VnhPcj 

4 Z 

1 

rpnbr.   

{n..br'r'’'' + nun.r'”'- - Pn.bf+ - {VacPbT^'’^ ~ VnbPcT”^] 

ip.,b, f"'"-- + Pd,„T'’^'^ - p,„,/r^) + ^ {-llar.Pbf"^-'’ - P.r) = 

{f"'"- + f’"'- - r^') /w -I- ^ {-Pbf” - prr) = 

+ T''"" - r^'’) Pabc + ^ {-V"^Pacbf^ - tr^Pdbrr) - 

j í?’"'"' + f"’" - f^"”) Pnbr. + ^ (r/-f" - Pd,d = 4 
i^abr: 

Pnbc 

Logo, 

\^abr.n-> i nv^obc,, ■ v^aòr/T» 
^ ^ nbr — O Pabc ' Pn.bc ' ^ abc 

Cnlcnlcmos isoladamente cada um destes termos: 

1 
+ A' - p“‘) +1 (,,“v‘ - Pabc 

= [p"'’''Pabc + /""Paí,c - //"'’p„6c) + ^ p’’Pabc ~ 0^'P^'Pabc) 

~ 4 Í0"''^P«br d- P^'”^Pabc + p’’"''Pa.br) + “ { —PbP'’ ~ P^'Pc) , 

Pa.br = \p'^'^^Pabr. + ~ PVc • 

O primeiro termo desta expressão pode ser dado por: 

N 

= (]v) + 

- (7i„ã'”) {b'liE) + {b%)] r u 

= (d) [-26"í,í-2((Cn4(íín'')]r,U 

(B.23) 

(B.24) 
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= -2 V I [l'" + (I’""' ) U 

O .soginulo Iprmo d(' (U.2I) ó: 

(r3.25) 

= jj[-n"h" + n'b"']lV~l-,,g + ,,X]U = 

= (^) [[»""„ (/)'VÍ)-n“íí(6"..J+] 

-ir„„ (»■■/,,>) + irhl] r u 

Perceba cjiie renoineaiulo índices rnudos, e sul)indo e descendo índices de Lorentz 

contraídos, vemos (|iie 

b'"n, {n%'^) /" = í/'’n„ (n' /^) D ,l„, = Ul'> , , 

de onde ternos 

1 
(B.26) j [n"n„Y'^ - irbt - 2n%t ^ ■ 

Finalmente, calcnlando o terceiro termos de (B.24), chegamos a 

P^Or = ^[->'“C* + ,iV‘]U^[-rV<í + ncí>í]í".= 

= IA] [>>"ii,//‘7,;-n“í)í(6'‘n.)-6“‘n,(n‘l>Í) + (n‘ne)6«‘í)‘]i‘,í„i , 

Reirare novarnenl.e qne l enomeando índices mudos, e subindo e descendo índices de 

Lorentz contraídos, 

6"Si„ {n%) /'- {uGA,) r = bfpE {nG,l) (n^/^) l„J’ , , 

de onde segue 

p’Pc = G) - 2n“í4 i‘ ,U , 
I 

Substituindo (B.25), (B.26) e (B.27) em (B.23) obtemos 

(B.27) 

1 í 1 
5“'’Va6. = -2t T7 [y'= + (/^"n,)(/;,y)]/%U + 

4 \N 

1 ( 1 
+ - 

2 \N 
[77,"n,7'" - \r% - 277"/;,^ (ír^br,)] /" + 

( 1 
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[7''^ 7 (/’ -n,.) {blv!’)] r u + 

- irbl - 2n"bl (/,-„,)] R 

2n% - lf'^bÍ] I'’ ,;/ 

iJo.k + 

ok 

Mnlliplicaiido os dois lados da ociua(,:ão ))or N“^ c fcV/niido as distributivas, veiTios 

que 

U - ^ Ú U + 

U + 27/"/;’ (//"S;,,) /" U + /;"*^//’/f/„, . 

Agni|)aiulo Icniios ( oiuuiis, 

-^n"7/,7’*7" U - Jnk - uG4 {iGn,) /" + 

+2n"/;’ /" ,U + 

N\^^^^íUc = -^7'"'/" Jak - I (/A'nc) {bf,n") r U + 

-^7’" {nj’ i) {n^U) - ^-irbW’ U - {b^'^n,) b^l” i (n^Lk) + 

-t-2 (//Si,) /;’/'' , + if^biltLk 

O sr^gundo trnnio de (B.23) c; 

Ê'’'’G^r = [-n„b'^r + nX] Lk = ^ [-Ê"""77,„/;^ + Ê"'"^7/,/;,^] U = 

= 1 [-£"''",,,6^ - £"'-'’r/,//í] U = i [-£"""7/6/;^ - £"'’"nb/;,^] Gk = 

= _2l (£"'-,/,,/;J) G, 

Substituindo estos dois últimos resultados em (B.23), temos 

£“‘T* = -\{ji) b“+ úí"*)]i'.‘+ 

+5 [>■•«.,7* - irbl - 2n«6j (i,"n.)] í‘ + 

- G) ■ [n"«»7'" - -in% ((,'SiJ - 6“'=6;] + 

(£“Si,,í.‘) 
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Eniprcgaiulo o f';ilo d(’ <|iic IPn^ = 0, oii snja, dc f|uc IP e são ortogonais e 

roarrnnjando os ((TIiios. podrinos consl.atar (|iu' 

hcn' ' • I nhc 
2 V A 

-I- (Ê"'" 

D('sfa fonna. a Lagraiigiana Telcpmalrla na formulação ADM jrodc ser expressa 

como 

L = - 
1 / 1 

T, + "•"*) T*'" .'í + ''-'P .'í - 2'í'4''' i‘l] + 2 V2\7 N 

-<i(7^í,(S,.%,,íí) ti + ;VÍ,g"‘”f„fc 




