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RESUMO

Neste trabalho apresentamos métodos para resolug3o numérica de

grandes sistemas lineares esparsos. Mostramos como as matrizes associ-
adas aos VaArios passos do processo de eliminagiao de Gauss podem ser
utilizados para expressar a inversa da matriz dos coeficientes do
sistema linear numa forma fatorada CEFID. Apresentamos métodos para
minimizar o nimero de elementos nulos que podem se tornar n3o nulos
Cfill-ind no calculo da EFI e métodos que transformam a matriz dos
coeficientes em varias formas desejaveis de matriz esparsa.

Descrevemos métodos diretos para resolugloc de sistemas lineares
esparsos especiais (simétricos e positivos definidos; tridiagonais e
tridiagonais de blocos) e um método denominado Partigido PAQ que
determina as permutagdes P e Q que particionam a matriz dos
coeficientes em suas componentes fortes.

Apresentamos também métodos iterativos cléassicos e bloco-

iterativo e algumas considerag¢d®es sobre a convergéncia destes métodos.
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ABSTRACT

In this work we present methods for the numerical solution of

large systems of linear equations with a sparse matrix. We show how
the matrices associated with the various steps of the process of
Gaussian elimination can be utilized to express the inverse of
coefficient matrix of the linear system in a factored form CEFID. We
present methods for minimize the number of elements zeros that can
became nonzero (Fill-in)> in the EFI and methods which transform the
matrix of the coefficients into various desirable forms of sparse
matrix.

We describe direct methods for solution of special sparse linear
systems (symmetric, positive definite; symmetric and positive definite
band; tridiagonal and block tridiagonal) and a method called Partition
PAQ which determine the permutations P and Q to partition the matrix
of coefficients into its irreducible components.

We also present basic methods and block-iteratives methods and

some considerations about the convergence of this methods.
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INTRODUCAO

A necessidade de se resolver sistemas de equag®es lineares ocorre

numa grande quantidade de problemas cientificos. Existem estimativas

de que a cada quatro problemas de simulagio matematica, trés

convertem-se em solu¢3o de sistemas de equagdes. Por exemplo, a
soclugd3oc de equagdes diferenciais através de métodos de discretizagdo
implica na resolugdoc de sistemas de equagdes lineares cuja matriz dos
coeficientes &, em geral, de grande porte e tem caracteristicas de
esparsidade (muitos elementos nulosd.

Matrizes esparsas ocorrem também na solug3o de outros problemas
pradticos como, por exemplo, na analise estrutural, teoria de redes,
sistemas de distribuigio, teoria dos grafos, teoria genética, teoria
do comportamento, etc.

Este trabalho tem como objetivo apresentar alguns dos principais
métodos de resolugio numérica de sistemas lineares onde a matriz do
sistema €& grande e esparsa.

Porque trabalharemos com matrizes esparsas de grande porte, no
Capitulo 1 mostraremos técnicas para o armazenamento destas matrizes
numa forma compactada ("packed form"). Este tipe de armazenamento &
vantajoso pois possibilita armazenar na meméria interna do computador
de majiores dimens®des que as possiveis na forma convencional.

Em geral, os métodos de resoluglo de sistemas lineares podem ser

divididos em dois grupos: Métodos Diretos que siao os que conduzem 2a

solugio exata do sistema, a menos de erros de arredondamento, apdés um

numero finito de passos; e, Métodos Iterativos que fornecem uma

seqUéncia de aproximantes da solugdo, cada um deles obtido dos

anteriores pela repetigciao do mesmo tipo de processo.
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Obser vamos que quando se aplica o método de eliminaglio de Gauss
Cque & um método diretod para a resolu¢io de grandes sistemas espar-
sos, elementos que eram nulos podem tornarem-se n3oc nulos. Este
preenchimento (fill-ind) de elementos nulos pode compr ometer a
utilizagdo dos métodos diretos. Neste sentido, os métodos iterativos
podem ser mais eficientes uma vez que eles n3o introduzem nenhum ele-
mento nio nulo. Por isto, estes métodos s3oc muito utilizados na reso-
lug¢io de grandes sistemas esparsos. Mas nem tudo ¢é perfeito: os
métodos iterativos exigem um estudo da convergéncia.

Contudo, na pratica, como os programas computacionais n3o

analisam a convergéncia do processo, a aplicagio de um método

iterativo pode levar h perda de tempo e trabalho computacional sem que
a solugdo desejada seja encontrada.

Por isso, no Capftulo 2 deste trabalho mostraremos como a elimi-
na¢io de Gauss pode ser usada para expressar a inversa da matriz dos
coeficientes de um sistema linear numa forma fatorada denominada eli-
minag¢3c na forma da inversa CEFID.

Algumas técnicas ser3o apresentadas para a obtengio, quando
possivel, da EFI de matrizes esparsas. Também serfo descritos métodos
que minimizam o nUimero total de operag¢®es aritméticas no cilculo da

EFI;

bem como, o© armazenamento e o© usoc da EFI na pratica
computacional.

No Capftulo 3, descreveremos métodos que tornam o fill-in pequeno
ou nulo e que ao mesmo tempo nio redquerem grande esforgo
computacional . Descreveremos métodos que envolvem permutagdes de
linhas e colunas da matriz dos coeficientes para transformid-la numa
das varias formas desejiveis para a eliminag¢ioc de Gauss (por exemplo,

forma de bandad.
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No Capftulo 4 descreveremos métodos exatos e respectivos
algoritmos para a resolugao de sistemas lineares especiais.
Apresentaremos métodos usados quande a matriz dos coeficientes ¢é
simétrica e positiva definida, de banda simétrica e positiva definida;
tridiagonal; e, tridiagonal por blocos. Também apresentamos o método
denomi nado PAQ que determina as permutag®es P e Q que particionam a

matriz dos coeficientes em suas componentes fortes facilitando a

resolugio de grandes sistemas.

Embora neste trabalho tenhamos nos dedicado principalmente A&
solu¢Bo numérica de grandes sistemas esparsos pelo uso dos métodos
diretos, apresentaremos no Capftuloe 5 em breve relato dos métodos
iterativos classicos e bloco-iterativos para a resoclugi3oc de sistemas

lineares e alguns critérios de convergéncia destes métodos.
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CAPITULO 1

ARMAZENAMENTO DE MATRIZES ESPARSAS

1.1. INTRODUGAO

O armazenamento ideal é aquele que minimiza, ao mesmo tempo, ©
total armazenado e o tempo computacional. Porém, em geral, estes dois
requisitos s3o incompativeis e seu intercambio deve ser explorado.

Em geral, as matrizes esparsas de grande porte s3o armazenadas

nos computadores em 'packed form'" C(forma compactadad; isto &, somente

os elementos n3oc nulos destas matrizes s3o armazenados. Esta forma de
armazenamento & vantajosa pois, possibilita armazenar na meméria
interna do computador (e realizar todas as operagdes e armazenamentos
envolvidos no programa computacionald matrizes muito maiores que as
possiveis na forma convencional. Além disso o© tempo computacional
total & poupado se as operagd®es envolvendo os elementos nulos ndoc s3o
realizadas.

Por outro lado, o© c&lculo da matriz inversa na forma fatorada
Catravés do produto de matrizes elementares) onde somente os elementos
n3oc triviais de tais matrizes s3oc armazenados em '"packed form",
usualmente precisa de menos meméria gque a inversa explicita Cpor
exemplo, cAlculo da inversa usando escalonamentod em "packed form'". As
formas fatoradas de inversas s3o particularmente vantajosas, quando
trabal hamos, por exemplo, com programa¢fio linear.

Existem vairios esquemas de armazenamento na forma compactada.
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Alguns deles sdo descritos a seguir; outros descrever emos
13
posteriormente.

Se A é& uma matriz quadrada de ordem n com T elementos n3o nulos,

T << n°, ent3o A & esparsa. Denotaremos o elemento da i-ésima linha e

J-ésima coluna de A por a . Para armazenarmos somente os el ementos
L)

0 n2o nulos necessitamos armazenar i, J e au. Se wusarmos uma
posigao de membéria para o armazenamento de cada um destes valores
necessitaremos entio de 37 posigdes de meméria para armazenarmos todos
os elementos n3o nulos de A.

E fAcil observarmos a vantagem do processo de ‘“packed 1list"
Clistas compactadas), pois ele diminue muitoe o© tempo computacional
envolvido no acondicionamento da matriz e dispensa esforgo extra. E
evidente que 37 dever& ser substancialmente menor que n para que o
esforgo computacional e o tempo extra gasto nesta forma de
armazenamento sejam compensados.

Em alguns processos, a transformagfoc da matriz A dada em alguma
das formas desejiveis C(matriz diagonal, tridiagonal, triangular
superior ou inferior, de banda, ete...), faz com que sejam criados
novos elementos n3oc nulos. Devemos entio tomar alguns cuidados e
providéncias para que os novos elementos n3o nulos nas linhas Cou
colunas) de A fagam parte dos cAlculos. Dentre os varios esquemas de
armazenamento de matriz esparsa n3oc existe um que seja o melhor. Tudo
depende do contexto em que © esquema seri empregado e do hardware que
sera usado.

A seguir, apresentaremos varios esquemas (Cem "packed form") para

armazenamento de matrizes esparsas.
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1.2. LISTAS ACOPLADAS C(LINKED LISTSD

Uma das maneiras pelas quais os elementos nio nulos de uma matriz
esparsa A podem ser armazenados é através da utilizagio de listas
acopl adas.

Neste caso, cada elemento nio nulo au € armazenado como um {item
em sua coluna j. Um {tem & formado por uma terna ordenada (i, a, pd
onde:

i & o0 Ifndice da linha;

a é€ o valor do elemento a”;

P € o enderego do préximo elemento n3o nulo da coluna j.

O enderego de p € igual a zero se o {tem correspondente ac tltimo

elemento n3o nulo da coluna. Assim, o {tem correspondente a a  tem a
ij

forma:

indice de linha valor do elemento enderego do préximo f{tem

i a p Cou 0D

enderego do {tem

A meméria total & formada por duas partes:

EC = enderego de infcio de coluna,

MI - meméria para itens,

A primeira parte, EC, tem n locagdes consecutivas, cada uma delas

contendo o enderego de infcio do primeiro ftem da correspondente

coluna.

Por exemplo, a j-ésima posigd3oc de EC contém o endereco de infcio

MICo® do item associado ao primeiro elemento n3o nulo da coluna j.
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A segunda parte, MI, consiste de todos os ftens associados com
os elementos n3o nulos de A. Assim se A possui 7 elementos nio
nulos, como a cada um corresponde um f{tem com trés elementos, MI
exigird 37 posi¢des de meméria. Estas posi¢des de memdéria n3o precisam
ser necessariamente consecutivas.

Logo, se usarmos listas acopladas & necessario, um total de
37 + 7 posig®es de meméria para armazenar a matriz esparsa A na forma
compactada.

Observamos que se durante os cllculos forem criados novoes
elementos n3oc nulos em posi¢®des antes ocupadas por elementos nulos (¢ o
que pode ocorrer, por exemplo, quando se aplica a eliminag3o de
Gauss), a maioria dos esquemas de armazenamento exige, para insergio
do novo elemento, o deslocamento de todos os elementos posteriores ao
recém criado.

A principal vantagem do esquema de 1listas acopladas €& que os
novos elementos n3o nulos criados podem ser facilmente armazenados em
MI. Além disso, as celas em MI n3oc precisam ser consecutivas, basta

que elas estejam em grupos que sejam divisiveis por 3.

Observamos que a terceira cela de cada f{tem contém o enderego do

infcio do préximo ftem disponfivel na meméria. Caso ele seja o udltimo,
entdo sua terceira cela seri nula.
Observe que a criag3o de um novo elemento n3o nulo afeta EC e MI.
Suponha aas = aas = 0, az3 = 5, .a.‘r9 = 15. Se o© armazenamento de

EC iniciar no endere¢o 101 e posteriormente a_, tornar-se n3oc nulo,

digamos, e 6 teremos
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ender ego
contelddo atual

novo conteldudo

Fica evidente que somente o conteddo de uma locagd3o na lista
acoplada original serid modificado com a inserg¢i3oc de um novo elemento.

Algumas vezes, métodos de compactagio que nio usam listas acopla-
das s3oc Uteis. Eles usam menos memdéria, mas os elementos n3oc nulos
adicionais podem ser introduzidos somente fazendo a relocagdo de todos
os elementos que o sucedem.

Vamos agora descrever alguns outros esquemas para armazenamento

de matriz esparsa.

ESQUEMA 1

A cada elemento nio nulo da matriz corresponde um ftem com duas
posi¢des de meméria. A primeira posig¢2o de memédria de cada ftem contém
o indice da linha e a segunda o valor do elemento. Um fndice de 1linha
nulo num ftem significa o final da coluna. Neste caso, a segunda
posigdo do f{tem conterd o indice da préxima coluna. Zero em ambas as
posi¢des de um {tem significa o fim da matriz.

Assim, neste esquema de armazenamento teriamos um total de
n +T + 1 fitens, sendo 7 para as colunas, T para os elementos nao
nulos e 1 para indicar o fim do armazenamento da matriz.

Como cada {tem usa duas posi¢des de memdria, serio necessarias um
total de 2 C(pp + T + 1) posig¢des para armazenar A.

L]

Assim a matriz Ab cujos elementos n3o nulos s3o a41. adi. asz

» a,, e a__, para a qual T =7 e 1n =5 €& armazenada como
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ESQUEMA 2

As informa¢®es sobre a matriz dada s3o armazenadas em trés
arranjos: LI (indice de linhad, VE Cvalor do elemento) e CP (ponteiro
de colunas).

Aqui, LICkD indica o k-ésimo elemento de LI e contém o fndice da
linha do correspondente elemento VECkD de VE.

Se o primeiro elemento nioc nulo da j-ésima coluna de uma matriz

esti4d em VECLR ent3o tjé armazenado no j—ésimo elemento de CP, isto

& CPCYd =t

E evidente que VE e LI contém, cada um, 7 elementos e CP contém p
elementos; entio neste esquema, para armazenar A serdo necessarias
2T + 7 posi¢des de memdbdria.

Por este esquema, o armazenamento de A5 sera feito da seguinte
maneira:

YE 0 0 S G D S ek
LI Cd, 6 05,18 3,82, 7D
CP ci1, 3, 4, 6, 7.

Este esquema é de facil utilizagido. Por exemplo, vejamos como
recuperar da meméria o valor do elemento a_g

Como CPC3> = 4 ent3o LIC4D nos dA o Iindice da linha do primeiro
elemento n2o nulo da coluna 3. Portanto, LIC4) ou um dos elementos de
LI subsequentes deve conter o© Indice 3 se a_. = 0. Neste caso,

LICS) = 3 e, portanto, VE(5) contém o valor de a_.-

Suponhamos agora que desejamos recuperar o elemento a..

AV
AVAYEY

cm 1 2 5 4 5 6 7 unespwl 12 13 14 15 1le 17 18



ey (e=p] 2 : concluimos que o primeiro elemento nio nulo

da coluna 5 & . Portanteo a = 0.
7% 15

ESQUEMA 3
Agora, a cada elemento n3oc nulo da matriz dada & associado um
Unico inteiro (i, j>, dado por:
fiCin DR =R+ C i —N1 D87 » au = O

O armazenamento & feito por dois arranjos: VE contendo os valores

dos elementos n3oc nulos e F contendo os valores de f (i, jd.

Assim, FCkD contém o f(Ci, jD correspondente aoc a.. em VECkD onde
L8]

I = T
E claro que VE e F possuem cada um 7 elementos. Portanto, aqui

utiliza-se 27 posig¢des de membdria para armazenar A.

Exemplol: Seja a matriz

onde os pontos representam os elementos nulos.

Com este esquema, a matriz seri armazenada como:

VE z2,1,4,4,2,3,2,1,2,3,4,2,1,2,4,95

F 2,7,8,9,13,15,17, 25, 26, 31, 33, 34, 36, 41, 45, 49

A matriz original podera ser facilmente recuperada a partir deste

esquema de armazenamento, pols da defini¢do de fC1, j0, temos que:
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j & o menor inteiro 2z (i, jd>n e i = fCi,j> - C(j - 13 n.

Por exemplo se f(Ci, j> = F (12> = 34, ent3do o menor inteiro maior
ou igual a fCi, jd-n 347 é 5. Portanto, SR=ES e, entdo

HGTH i) = (eh) = alp) iy SAR_NCSE-—A1 D87 =00

Consequentemente, elemento procurado & o a, e seu valor, que
est4d em VEC12D>, & 2.

Obser vemos que os esquemas 1, &2 e 3 foram descritos wusando
armazenamentos por colunas. Pode-se fazer, de mode similar, o

armazenamento por linhas.

ESQUEMA 4
Se a matriz A & simétrica e tal que para todo i = j,

onde 9t<< n e é geralmente diferente para cada valor de i, ent3o A é

chamada matriz simétrica de banda, tendo uma largura de banda local-

mente variivel.

Neste caso, como A & simétrica, somente a parte triangular
inferior da matriz A sobre e abaixo da diagonal principal é
armazenada.

O armazenamento & feito em dois arranjos: VE (valor do elementod
e PD (posigdes dos elementos diagonais em VED.

Para cada linha, os elementos n3oc nulos mais & esquerda e todos
os demais elementos A sua direita até e incluindo o elemento diagonal

s3o0 armazenados em VE.

Assim, a i-ésima linha de A precisa de 6 + 1 posi¢des de memébria
1
n

e VE tera ¥ (1% + 1) elementos. Adicionando a estes os n el ementos
1=14

necessarios para PD conclufimos que <s3o precisos um total de
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n
Y €& + 2n posigdes de meméria para armazenar A.
L

L=1

<
-

as bandas s3o cheias,

™
com i > j, entio ¥ Gi CT
L=1

Ct + 3nd-2.

Para ilustrar o esquema,

[ a
114

a
21

Devido & simetria armazen

sobre e abaixo da diagonal.

Primeiramente, & interess

n3o nulo nas linhas trés, quat

Ent3ioc, os elementos nulos :.-:‘3

Armazenaremos A fazendo:

Ca

114

c1,

!az‘ »

3, 5, 8B,

a
*“as

22
12>.

8z

Um elemento ar da matriz

esquema como segue:

PDCi>—-Ci—-j> dA a posigdo de an

isto &, au n3o est4 A esquerda

i. Caso contréario an = 0 e nao

Por exemplo, para recuper

PD €53 - (5 - 3 12 - 2

Portanto, as esti

5 6

isto &,

- nD-2 e a membdbria total

a

. # O para todo i
L)

J

necessaria seré

consideremos

a
21

a
22

aremos Cpor linhad apenas os elementos

ante observar que o primeiro elemento

ro e cinco est4d na segunda coluna.

e a_, dever3o ser armazenados.

y &

-
42

0,a a 0,a p]
SUTATT ¥y Mo Y e

4

original pode ser recuperado deste

em VE, pois PIXid>-Ci-j> > PD G1i=1%)

do primeiro elemento n3io nulo da 1linha

est4d armazenado em VE.

ar a de VE, temos:
53

=10 > 8 PD C4>

guardado em VE C10D.

13 14 15 16 17 18



A principal vantagem deste esquema de compactagico € que se
durante algum procedimento computacional (por exemplo a eliminagio de

GaussD elementos adicionais n3oc nulos s3oc criados somente A direita

do elemento ni3o nulo mais A esquerda em cada linha, entfc eles podem

ser armazenados em VE sem que seja necessirio movimentar-se todos os

elementos subsequentes.

ESQUEMA DE SHERMAN

As informag®es scobre a matriz A s3o armazenadas em cinco
arranjos:
DI AG onde s3o armazenados os valores dos elementos da diagonal
principal de A.
onde s3io armazenados os valores dos elementos n3oc nulos de A
que se encontram acima ou abaixe da diagonal principal,
coluna por coluna, com a posi¢Zc de inficio dos elementos nfo
nulos da coluna i, guardada em XLNZ.
guarda a posiglo de inicio dos elementos n3o nulos de
coluna.
Os Iindices de 1linhas e colunas, de A s3c guardados no
arranjo NZSUB de maneira similar, com a posi¢3c inicial em
NZSUB para o findice da coluna, sendo dado por XNZSUBCi)D.
NZSUB(Ci) Guarda a posigdo inicial em NZSUB para o Iindice da coluna i.
Este esquema & denominado Esquema de Sherman (1975).

Para ilustrar, consideremos a seguinte matriz:
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Por este esquema, a matriz é armazenada na meméria da seguinte
forma:
DI AG
LNZ
XLNZ

NZSUB

De NZSUB e XNZSUB vemos que
primeira coluna tem infcio na segunda linha,
segunda coluna tem infecio na quarta linha,
terceira coluna tem infcio na quinta linha,
quarta coluna tem inficio na quinta linha,
quinta coluna tem infcio na sexta linha,

sexta coluna tem inficio na sétima linha.

. 3. OBSERVAGOES SOBRE OS ESQUEMAS DE COMPACTAGAO

Faremos agora alguns comentirios sobre os meios pelos quais
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possivel fazer economia adicional nos esquemas de compactagao
descritos.
Se A é simétrica, com o esquema 4, somente os elementos n3o nulos

da parte triangular superior Cou inferior) ser3o armazenados.

E possivel armazenar dois ou mais f{tens das listas acopladas em

blocos de locag®es consecutivas. Deste modo, todos os ftens de um
bloco, exceto o penudltimo exigem duas posigdes de meméria em vez de
trés. E claro que a inserg3o ou retirada de um f{tem do bloco torna-se
diffcil nesta forma de armazenagem.

Em todos os esquemas de armazenamento que descrevemos, se O
nimero de digitos binaArios de cada posigioc de meméria do computador &
razocavelmente grande, ent3io duas ou mais linhas Cou colunasd de
indices podem ser armazenadas em uma mesma posig3ac para poupar a
meméria. No entanto, isto, exige, conhecimento de linguagem de
programagio de baixo nfvel e geralmente, nioc & possivel ser feito se
usarmos uma linguagem de programagiaco de alto nfivel como PASCAL,
FORTRAN, ALGOL.

Outros esquemas de armazenamento de matriz serdo apresentados

adiante quande o contexto assim exigir.
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CAPITULO 2

O METODO DE ELIMINACAO DE GAUSS PARA A RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES
ESPARSOS

2.1. INTRODUGAO

Neste capftulo descreveremos o métodc de eliminag3o de Gauss para
resolugdac de um sistema de equag®es lineares. Mostraremos como as
matrizes associadas aos varios passos do processo de eliminagio podem
ser utilizadas para expressar a inversa da matriz dos coeficientes do
sistema linear na forma fatorada. Alguns teoremas ser3ic mostrados e
entdo usados para determinar as formas fatoradas esparsas de inversas
de matrizes esparsas com minimizag3oc do fill-in C(total de elementos
que s3o nulos num passo e se tornam n3oc nulos no passo seguinte da
eliminag3o de Gauss). Mostraremos também o método de Markowitz, 1957
que nos fornece um modo simples mas menos preciso de tornarmos menor o
fill-in; e o Teorema de Tewarson, 1867 que pode ser usado para
determinar o pivé que torna menor o fill-in.

Consideremos o sistema de equac®es lineares

Ax = b, 2.1.1>
onde a matriz A dos coeficientes é quadrada de ordem n, esparsa, e
onde x e b s3o vetores coluna de dimens3o n.

O método de eliminag3o de Gauss é realizado em duas etapas. Na

primeira, A é transformada numa matriz triangular superior U, com 1's

na diagonal principal. Na segunda, a matriz U & invertida.

2.2. DESCRIGAO DO METODO

A primeira etapa da eliminagdo de Gauss & realizada em n passos.

(k) ' : (1)
Denotaremos por A a matriz no k-ésimo passo, sendo A = A e

(n+41)

A

= U. Denominaremos az? ao elemento da i-ésima linha e

coluna de A&x isto &,

= e," A‘b e

i) i

onde ek é¢ a i-ésima coluna da matriz identidade Ih.
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k> . )
A matriz A e sempre da forma triangular superior

Ck -1> primeirascolunas. Ou seja, ela tem a forma:

X

coluna k 4—,

No k-ésimo passo, a linha k de A‘k) ¢ dividida por ariiie seus

mailtiplos s3ao subtrafdos de todas as 1linhas seguintes de modo que
todos os elementos n3o nulos, situados abaixo da diagonal principal,

na k—-ésima coluna, tornem-se nulos. A matriz resultante serid denotada

por A{ku)_

Assim, a primeira etapa da eliminag¢3oc de Gauss, consiste em cal-

cul ar

tk+1) k
Ak =LkA“, S

onde a matriz triangular inferior Lk é dada por

k> t
+ C -
I a c ek) e

k> k) - il
do vetor coluna ¢, s3o definidos

(
sendo que os elementos c.
1

-

O

7
g D

-

Assim L'k € uma matriz que possui 1’s na diagonal principal exceto
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. k> :
na k-ésima coluna, que é formada pelos elementos ¢ , sobre e abaixo
i

da diagonal. Os demais elementos de Lk sao nulos. Ou seja, no passo k

a matriz Lk tem a forma:

coluna k +—J

De C2.2.1), podemos escrever

(n+1)
A

Fazendo

obtemos

2.2.3

Ent23oc a primeira etapa da eliminag2oc de Gauss consiste em encon-
trar uma matriz triangular inferior L que transforma A numa matriz
triangular superior U.

De (2.2.3) e do fato de que as matrizes Lk s3o aplicadas em ambos
os lados de (2.1.1) concluimos que

Ux = Lb. 2.2.4>

A segunda etapa da eliminag3o consiste na resolugio da equagdo
(2.2.4>. Ela é feita como segue:
Seja x. o i-ésimo elemento do vetor coluna x. Ent3do seu dltimo
15

elemento x & igual ao dltimo elemento de Lb, pois a dltima linha de U
n
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é formada por zeros, exceto o elemento u _que €& igual a 1. O valor de

x é substitufdo na Cn-1>2 equagio e X é facilmente calculado. Os
o =

valores de x e X sio substitufdos na Cn-2>2 equagdo de (2.2.40 e
n Lol

produzem x _, e, assim em diante.
™

Obser vamos que, na forma matricial, durante a segunda etapa da

eliminag3c de Gauss, temos:

(k)
com os elementos do vetor coluna v dados por

by aci.+1)
ik’

o} » Se 1 n=>uke

se 1 < k,

Entao Uk possui 1l’s na diagonal principal e vzk) acima da diago-

nal principal, na k-ésima coluna. Todos os demais elementos de Uk s3o

nulos. A matriz Uk tem, portanto, a forma:

—— linha k

coluna k 1—,

Agora , podemos descrever o efeito total das duas etapas do
método de eliminag¢io sobre A.

De (2.2.5) obtemos
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e de (2.2.4>, (2.2.28) e (2.2.8) segue que

xX

A seguir, apresentamos um exemplo que mostra, passo a passo, a

resolugdo de um sistema linear por este método. Aqui e nos outros

exemplos, para facilitar, trabalharemos com todos os elementos,
inclusive os nulos. Mais A frente, mostraremos como deve ser feito o
armazenamento e o uso computacional do método.

Exemplo: Na resolugdo do sistema linear

Primeira Etapa:
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e de (2.2.4>, (2. 2.2> e (2.2.8) segue que

x = U ' Lb

= U_ U
2 9

A seguir, apresentamos um exemplo que mostra, passo a passo, a

resolugdo de um sistema linear por este método. Aqui e nos outros
exemplos, para facilitar, trabalharemos com todos os elementos,
inclusive os nulos. Mais a frente, mostraremos como deve ser feito o
armazenamento e o uso computacional do método.

Exemplol: Na resolu¢fo do sistema linear
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Segunda Etapa: Resolug3o de Ux = Lb

—4

x = U Lb

=U U
2 3
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-1/14
128
528
12
-1/14 174
3714 -3714
128 -1.28

a solugdo do sistema &

=F L ey

2.3. PIVOTAMENTO E ERROS DE ARREDONDAMENTO

O elemento a‘b & denominado pivdé do k-ésimo passo da eliminagdo

kk
de Gauss.

Como os cilculos s3o realizados com um numero finito de digitos
significativos, erros de arredondamento s3c geralmente introduzidos.
Em 1965, Wilkinson apresentou duas técnicas que minimizam os efeitos
destes erros na eliminaglo de Gauss, denominadas pivotamento parcial e
plvotamento total.

O pivotamento parcial & realizado da seguinte forma: a cada passo
k & escolhido o elemento de maior valor absoluto dentre os elementos
da k—-ésima coluna de A*) situados sobre ou abaixo da k-ésima 1linha,
ou seja, o pivd do k-ésimo passo é&:

[3'3)
a,

= max
I ik

k<i<n

I 2l
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e ent3o, & feita a permutagdo das linhas
k-ésimo passoc em (2.2.1D.
O pivotamento total é assim realizado: a cada passo k, o elemento

de maior valor absocluto €& escolhido a partir das dltimas Cn-k+1> 14i-

nhas e colunas de A&H isto é:

(3'3)
a = max a

: s
: kS U <nit W)

e ent3o, as linhas 1! e k e as colunas t e k de A&’ sio permutadas,
antes do k-ésimo passo de (2.2.13.

E claro que o uso de qualquer destas técnicas exige que as
permutag¢®des realizadas sejam sal vas para uso posterior
reordenamento da solugio.

O pivotamento total nidc € recomendado, pois exige um elevado
nimero de comparag¢des entre os elementos para que a cada passo, se
possa determinar o maior elemento em médduloc que sera usado como pivé.

Na maioria das aplicagd®es praticas envolvendo grandes matrizes
esparsas, em vez de pivotamento parcial ou total, em geral &

suficiente assegurarmos que todos os pivés sejam maiores que um certo

ndmero &£, pré-fixado, chamado Pivé de Toleréncia. (Tewarson, 18969).

Este procedimento é realizado, por exemplo, em programag3c linear
CClasen, 1966) onde as matrizes s3o geralmente grandes e esparsas. O
pivé de tolerincia evita a escolha de pivés t2o pequenos que conduzam
a erros de arredondamento.

Na pratica, para a maioria dos problemas que enveolvam grandes

matrizes esparsas, £ = 107 tem sido satisfatério quando os cilculos

sdo feitos utilizando-se nove ou dez digitos decimais significativos.
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2.4. A ELIMINACAO NA FORMA DE INVERSA CEFID

A solugao de Ax = b, para um b arbitrario é dada por

x = A 'b. Comparando-a com a solugdo dada em (2.2.9), conclufmos que

que é denominada Eliminag3oc na Forma de Inversa CEFID. Assim, A ' &

escrita numa forma fatorada como o produto de n matrizes triangulares
inferiores e n—-1 matrizes triangulares superiores.

Uma das principais vantagens da EFI é a facilidade com que a
matriz pode ser pré e pés multiplicada por um vetor, como veremos
abai xo.

Seja q, © i-ésimo elemento de um vetor coluna q. Das de finigd&es

de Uk e v(k). temos

t k) .
etCUk Q> q, + v, q, S ARk

t
>
e_LCUk q> q. ST >

L
Assim, a pré multipligdo de um vetor coluna por Uk € equivalente
a adicionar ao vetor coluna dado seu k-ésimo elemento multiplicado

por v®. Além disso, temos que

t
Cqg Uk) e
cq' UD e
9 k k
e portanto, a pés multiplicag¢io do vetor linha qt por Uk deixa todos

os elementos de c:{t iguais exceto o k-ésimo elemento ao qual & adicio-

nado o produto interno de qt por v‘k}
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k
Das definig®es de L e ci e

t
eLCLk q) = q,

t
ekCLk q>

t
etCLk qo

Ent3o qu pode ser obtida de q trocando-se seu k-ésimo elemento

L B k

por zero e entdo adicionando-se q, i
Temos também que

thLk) e : PR K S

CqLLk) e,
e portanto, a pés multiplicagdo de um vetor 1linha por L.k conserva
iguais todos os elementos do vetor, exceto seu k-ésimo elemento que
é€ trocado pelo produto internc entre o vetor e c&{

O cAlculo de Afiy onde y é um vetor coluna e A' & uma EFI dada
por C2.4.10 pode ser rearranjado de modo que nos n primeiros passos se

use (2.4.4) e nos Ultimos n-1 passos se use (2.4.8). O vetor coluna

formado &4 cada passo é usado no préximoe passo da seguinte forma:
CL2 CLly)

Similarmente, yA_t pode ser calculado usando (2.4.3) e (2.4.58);

e, o vetor linha formado a cada passo € usado no préximo, isto &,

et 1

VAT sl =ScREECvEUSHRUL BRI SIS

Agora, de Lk’ c, ] = é evidente que ao calcul armos
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a EFI necessitaremos somente dos elementos niao nulos dos

o :
v 's. Por isso, apenas estes elementos acompanhados das informagdes

de posi¢des relevantes serao armazenados.

Como a meméria de um computador & escassa para grandes matrizes
esparsas, é importante que sua EFI seja determinada de modo que o
armazenamento seja minimizado. Em outras palavras, o numero de

k>, (ky,

{
elementos nioc nulos de todos os c¢ s e Vv s devem ser minimiza-

dos. A seguir, mostraremos como isso pode ser feito.

2.5. MINIMIZAGAO DO NUMERO TOTAL DE ELEMENTOS NAO NULOS NA EFI

Em cada estigio do método de eliminagdo de Gauss, madltiplos de
uma linha s3o subtrafidos de vArias outras linhas da matriz. Por isso
este processo geralmente torna ndoc nulo um elemento que no estagio
k> k) k>

a .

anterior era nulo. Por exemplo, se os elementos a . NPT sido
~ o 3 : ~ 1 ;
nao nulos e a,. = O para i, jJ > k, entao no final do k-ésimo estagio
L2

teremos:

a(k) > atk} atk}
ij kk kj H

que é claramente n3oc nule. Assim, neste exemplo, uma posigido (i, jO que

) o e
tinha um elemento nulo em A~ passou a ter um elemento n3oc nulo em

A(k*'l.)-

- 15 ..
Ao nuimero total de elementos nulos em A que se tornam nao

nulos em A*** denominamos “FILL-IN" local Cpreenchimento local).
Podemos escolher para pivé do k-ésimo estidgio qualquer elemento

. o : : :
nac nulo de A . Como Ja vimos, se qui sermos escol her
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(k>
a
Lt

k e l e das colunas k e t de A&n obtendo assim ﬁk

(tk+1)
minarmos A ;

Dessa forma, no lugar de Ad“n

’ 2 k, t 2 k, para pivd, devemos fazer a permutagaoc das

)
, antes de

13
= Lk A, teremos

sendo Pk € Qk matrizes obtidas da In pela troca das linhas k e 1 e das

colunas k e t, respectivamente.

As matrizes Lk sdo as mesmas vistas anteriormente, mas os

serao dados por:

0}

”~
onde ’a\;:“ é o elemento (i, j> de A

Devemos escolher para pivé o elemento que
local, lembrando que o valor absocluto do elemento
pre ser maior que o pivé de tolerincia &£ descrito
pode ser feito como seque.

Definig3o (2.5.4): Seja Bk a matriz obtida

(k>

linhas e colunas de A pela troca dos elementos

dade.

minimize o fill-in
escolhido deve sem-

anteriormente. Isto

das udltimas n-k+1

n3o nulos pela uni-

Veremos agora um teorema (Tewarson, 1867b2) que pode ser usado
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para determinar o piv®é que torna menor o fill-in.

k)

Teorema (2.5.5): Se AN gt é escolhido como pivé do k-ésimo

passo da primeira etapa da eliminag3c de Gauss, ent3oc o fill-in local

¢é dado pelo elemento (i, jO da matriz Fk' com

onde g: € a transposta da matriz que resulta quando cada elemento nulo
de Bk & trocado pela unidade e vice-versa.
Demonstragio: Se em A‘k) o elemento C(p+k-1 , g+k-12 & nulo mas

os elementos (i+k-1 , g+k-1) e C(p+k-1 , j+k-1D nd3o s3o nulos, entio o

+4)

elemento Cp+k-1 , g+k-1D de A& serid nio nulo.

Isto significa que se b‘h =0 e an = b‘? = B e IR Sk é o
L

P9 9 PJ Pq

elemento Cp,q) de Bk. entio um novo elemento n3oc nulo &€ criado.

tando-se o fill-in local no k-ésimo passo por f:l;} entdo

£%= pp b c1-pH p®
& P 9 il

» = i, ® Jj.
Pq PJ P 3 9 J

Abandonando a restrigdo p # i, q # j, jA que para p = i

O ou 1—b(k) =0 e para q = j teremos 1—-b‘k’ = 0 ou b“_‘)
Pa PQ Pl

L

J

> _ t 4 t
f EEetBkeqC1 ePBkquekae.

Agora, se M & uma matriz quadrada de ordem C(n-k+1) com todos

elementos iguais a 1, entio:
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onde usamos o fato de

>

: - o, In—k+1'
P

Isto completa a demonstraglfo do teorema.

Agora, podemos escolher um piv®é que minimiza o fill-in local. Ele

& dado pelo corolario seguinte, demonstrado por Tewarson, 1973.
Corolirio (2.5.68): Se no k-ésimo estigio da eliminagio de Gauss,
& escolhido como pivé, onde 1 = a +k -1 e t =8+ k -1 com

3 dados por

[ k>

para todo i :
i+k-1,j+k-1

IF>ic,

sendo £ um pivd de tolerincia convenientemente escolhido,
fill-in local torna-se minimo.

A segunda etapa da Eliminag¢20 de Gauss n3o cria novos elementos
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nac nulos. Estes s3o criados apenas, como j& vimos, na primeira etapa.

. . (k+1) . . 5
Nc final do k-ésimo passo, em geral, A possui nas uGltimas

Cn - k3 linhas e colunas, alguns elementos n3dc nulos que eram nulos em

(k) : ; 3 ~ Py e
A . Como, nos estigios seguintes estas linhas e colunas s3o wutiliza-

(k) 3] o g TR
das para calcular os elementos de c e Vv ent3do, minimizando o
fill-in local estaremos minimizando o nimero de elementos n3o nulos
e, (keyy
nos c s e v s, supondo que o minimo local conduza ao minimo glo-
bal. Isto pode ser verdadeiro para algumas matrizes, mas nfoc o é para
matrizes esparsas arbitririas. No entanto, a minimiza¢3o do crescimen-
to dos elementos n3oc nulos locais, pelo uso do Coroléario (2.5.6) acar-
reta uma razocdvel diminuigd3oc no numero de elementos n3o nulos criados

o, (k)
nos vetores c s e v s

(3'9)

A escolha do pivéd a,

que minimiza o fill-in local n3c acarreta
maiores problemas.

As mudangas relevantes podem ser descritas como: De (2.5.1) e

(2.5.2), temos

A

Fazendo

obtemos

Obser vamos que armazenamento das matrizes de permutagio Pk
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: ] -~ 2
exige n posig®es de memébria e nio n, pois de cada uma delas, somente
as posi¢des dos elementos nd3c nulos precisam ser armazenadas.

Exemplo 2: Minimizagf%oc do fill-in local para o© cAlcule da EFI

usando o Teocrema (2.5.5) e o Corolario (2.5.6).

Seja A a matriz dos coeficientes do sistema linear do exemplo 1.

L 2

Ent3o no primeiro estigio teremos:
Passo 1. Determinag3o de B1

Di mensio de 81 =n -k + 1

: : ; (1)
Minimizaremos os ciAlculos se escolhermos para pivé alssiouja e

(1) ; g
Se escolhermos a_, Ppara pivd, devemos permutar as linhas e colu-

nas 1 e 3 respectivamente.

Ent3io obtemos:
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e portanto

Passo 2. Determinacg3o de B2

Dimens3o de B2 =7 -2 + 1

2> :
Escol hemos a ,, bpara pivd.
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e portanto

Passo 3. Determinagio de Bs

Dimens3o de B3 =7 -3 + 1

Escol hemos a:_;) para pivd.
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k -

e enti3o

Passo 4. Determinag3o de B4

Di mensiaoc de B‘

Escol hemos a;f para piv&. Temos entido
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e portanto

Passo 5. Determinag3o de Bs

Dimens3o de E!5 =7 -5 + 1

NiZc hA necessidade de efetuarmos permutagdes pois escolhemos

para pivé. Temos entio
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e portanto

Passo 6. Determinagdc de Bd

Di mensio de B«s =7 -6 + 1
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e portanto

(1

Passo 8. Determinagi3o de B?

Dimens3o de B7 =RTE—NT 4]

B BB = co
rd T e
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2.6. ESTRATEGIA DE MARKOWITZ

Um modo mais simples, mas menos preciso, para determinarmos o
pivé que minimiza o fill-in local foi dado por Markowitz.

Assumiremos que os (Ck-1) primeiros passos da eliminag3o de Gauss
J& tenham sido calculados e que agora procuramos encontrar o pivé do

k—-ésimo passo. Seja ﬁﬁ( a matriz composta pelas Udltimas C(n-k+1) linhas

e colunas de A‘b. A matriz A1= é portanto wuma submatriz de ARE &

denominada parte ativa da matriz ALY Seja rCi,kd> o nimero de elemen-

tos n3oc nulos da linha i de A]‘ e seja c(j,kd) o nimero de elementos nio

nulos da coluna j de Ak

k>

O custo de Markowitz do elemento a: é dado por:

Mi.jk =RCnCl kD — 198 CeGisikd = 1D i,

Entio Mtjk € igual ao ndmero maximo de elementos nulos da matriz

43 o tk+1)
A que se tornam n3ao nulos em A

tky
caso a, . venha a ser esco-
L)

lhido para pivé. Ele é portanto, um limitante superior para o fill-in

. k : . .
local no estigio k se a:j) for escolhido para pivé., Assim, devemos

escolher para pivd o elemento cujo custo seja
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Observemos que isto nao significa necessariamente que teremos
minimizado o fill—-in local no k-ésimo estagio.

Existem pelo menos duas desvantagens para a aplicagidoc desta es-
tratégia:

1) Se a ordem de A é muito grande, a pesquisa do custo de Marko-
witz envolveri muitos elementos;

2) Pode ocorrer instabilidade numérica

Para preservar a estabilidade numérica nZo devemos aceitar como
pivé elementos de Am}com valores absolutos muito pequenos.

Um artifficio usado para diminuir o nimero de elementos a serem
pesquisados para a escolha do pivd que minimiza o fill-in €& escolher
apenas um certo numero de linhas da submatriz Ak’ selecionadas de modo
que haja boa chance de diminuir o fill-in local.

Exemplo 4: Seja A a matriz dos coeficientes do sistema
do exemplo 1.

O custo de Markowitz de cada elemento & dado por

qu =HCRRCAT D=1 YMMEC cRCH kDS =11
No primeiro passo temos
= 4 M 2 M =0 M
4 M 2 M 4 M

2 M 2 M

ac4

Portanto M‘ = O.

; (1)
Ent3oc devemos escolher como pivdé do 12 estigio a_,

1)
Escol hendo 333, temos
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No segundo passo, temos

=2 M = 6 M = 0 M
322 442

2 &)

M

332

M 6
asz2

M

372

Portanto M2 = 0. Escolhendo ai? para pivd, temos

(1 ; g . ! 1772 B (1

No terceiro passo, temos

6 =2 M =
553

=2

Portanto Ly . Escolhemos a;? para pivé.
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No quarto passo, temos

=2 M 4 M
544 ca4

= M 4 M
554 co4

M 2
564

Portanto Escolhemos para pivé a;: e entio

il : ; : : = (51

e

k -
No quinto passo, temos
= =0 M

2

Portanto b 0. Escol hendo a;? para pivdé, temos

1.2 %) 7l
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No sexto passo temos:

M =3O M 1
Go6 766

M o)

7vG

Portanto = 0. Escol hemos a;:’ para pivé. Temos

(1 : ; ! ; 1.2

No sétimo passo, temos: M?77 = O Portanto A” = A

(1

Observamos que uma das principais raz®es para escolhermos apenas
os elementos da diagonal principal como pivés & que se A & simétrica,

entdo frequentemente somente a parte superior de A e seus elementos

diagonais s3o armazenados e a escolha dos pivés dentre os elementos

. . . . F (14}
diagonais preserva a simetria. Além disso, os c¢ ’'s podem ser

facilmente obtidos da matriz triangular superior obtida no fim da
primeira etapa da eliminagdo de Gauss. Esta fato & estabelecido no

teorema seguinte,
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Teorema (2.6.1): Se A é simétrica e somente os elementos
diagonais s3o escolhidos como pivés, entdo:

Cad para k =1, 2, ..., n-1, a matriz formada pelas dltimas n-k

linhas e colunas de A&*“ em (2.5.1> também & simétrica; e,

CbY Em C2.5:3) o5 c 2’z sio dados por

(k+1) 3'9) :
—a,+ =N it 2 14
ki L

- (k+1) t(k+1) : :
Demonstragio: Se podemos mostrar que au = aﬁ para i, k
sempre que a{b = a&}
5 g L) Ju
(0 (1) :
de que a = a_ a parte Ca) do teorema fica demonstrada. Como so-
L) n

, i,j =2 k, ent3o por indugio sobre k e pelo fato

mente os elementos da diagonal s3o escolhidos como pivés entio em
Ny

a =
1) Jn

k)
a

(€= s =20 e S - TR A O A SR C e G 2 S5 T e

€c2.5.3), para i,j > k, temocs

(k+1) ko 2 ko
a. = a - a. o Ny <
1) L) ik k) kk

(k+1) o % Clc) ko
a . =8 A e Ay - T g ’
Jr Ji ki kk
e portanto

afl.ui) = a(_l,“i) : i,j SH
ij Ji

Isto completa a demonstragido de Cad.

(k+1)

Agora, de (2.5.1) e (2.5.3) temos para i>k, a.

= —at)/ a;r e de (2.2.72 e do fato de que
L

temos (2.6.2). Isto completa a demonstragio do teorema.

2.7. ARMAZENAMENTO E USO DA EFI

o A ot ~ .
Os ¢ ’s necessirios na elimina¢3o na forma de inversa CEFID
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: ~ o
# 0, 1 > k s3o transformados em zeros e akk é transformado na

unidade; isto &, a::“’ =0, 4 >k e a;:m = 1. Portanto, de (2.5.3),

estid claro que cada c:b # O, i > k, pode ser armazenado no lugar do

~ ko - (k>
correspondente a., = 0, i > k; e, =N pode ser armazenado no lugar

de a;tﬂ) pois n3oc hA necessidade de armazenar a;t“’ = 1 C(isto ¢é
verdadeiro para todo k; ou seja, os elementos diagonais de U s3o todos
iguais a 1).

As matrizes de permutagio Pk e Qk em (2.5.2) podem ser facilmente
construidas se 1 et s3o conhecidos. Portanto, para cada k, s3o
necessarias somente duas posigdes de memdéria para guardar Pk e Qk; e,
ent3o, para guardar todos os Pk’s e Qk's de ((2.5.8) sio necessarias

2n posig¢®des de meméria.

De (2.2.6>, (2.2.7) e (2.2.8) vemos que para calcular as Uk's

: o~ k) "
precisamos apenas dos elementos naco nulos dos v ’s. Além disso,

estes elementos podem ser obtidos trocando-se os sinais de todos os
elementos n3o nulos de U que est3o acima da diagonal. Portanto, os
ko, o

v S nao nulos podem ser armazenados no espago ocupade pelos elemen-
tos n3doc nulos de U.

o oy 43}
Os elementos n3ao nulos de cada A e os correspondentes c¢ e

v‘k’ devem, & claro, ser armazenados numa das formas compactadas des-
critas no Capftulo 1. Como, a cada passo, k elementos n3c nulos adi-
cionais s3oc criados em A® ent3io a lista acoplada ¢ especialmente
indicada para o armazenamento destes elementos.

A seguir, apresentamos alguns exemplos nos quais se justifica o

trabalho extra exigido para a obten¢Zo de uma EFI esparsa.

Em muitas aplica¢des praticas, a equaglo (2.1.1> deve ser
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resolvida repetidamente para diferentes vetores b's e-ocu para matrizes
A’'s dos coeficientes com a mesma estrutura de esparsidade. Isto
ocorre, por exemplo, na resolugdo de sistema de equagd®es ndo lineares
pelo método de Newton que conduz A (2.1.1) onde A tem uma estrutura de
esparsidade fixa e os b's mudam de caso para caso C(Liniger e
Willoughby, 1969; Churchill, 18715. Também, na analise estrutural &
necessario resolver (2.1.1) para varios vetores b's C(Allwood, 1871D.
Nestes casos, a EFI & bastante conveniente. O uso da EFI em problemas

de fluxo de energia consegue vantagens em velocidade, armazenamento e

precisio que s3o aproximadamente proporcionais ao grau de esparsidade

de A CTinney, 1969D.

Além disso, as técnicas para minimizag3do do fill-in n3o geram
quaisquer problemas de arredondamento. Por exemplo, Churchill (1971
observa que na resolug3o de problemas de fluxo de energia nenhum
problema de arredondamento foi encontrado quando foram usados métodos

para a minimizag¢3o do fill-in.
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CAPITULO 3

METODOS ADICIONAIS PARA A MINIMIZACAO DO ARMAZENAMENTO DA EFI

3.1. INTRODUGAO

Descrevemos agora métodos que tornam o fill-in local pequeno,
durante a primeira etapa da eliminag3o de Gauss e que ao mesmo tempo
n3o requerem grande esforg¢o computacional.

Eles s2o geralmente denominados métodos ' A priori', pois a in-
formag2o para a escolha do pivé em cada estidgio & obtida da matriz
original e nio de suas formas transformadas em cada passo. Em geral
este processo conduz a uma significativa diminuig3o de tempo e traba-
lho. Porém, estes métodos sZo geralmente menos eficientes para a mini-
mizag¢3o do fill-in local, que os métodos descritos anteriormente.

Os métodos que descreveremos procuram encontrar uma EFI esparsa.
Eles podem ser classificados em duas categorias:

i) os que envolvem, i priori, permutag®des de colunas.

iid os que envolvem, A priori, permuta¢g®&es de linhas e colunas.

A seguir descreveremos métodos do tipo (iid pois eles transformam
A numa das formas desejiveis para a eliminagBo de Gauss. Nestas formas
desejAvels durante a primeira etapa da eliminaglo de Gauss ou nio
existe fill-in ou este & limitado somente a certas regi®es conhecidas
da matriz.

Nosso cbjetivo serid determinar matrizes de permutagio P e Q,
antes do infcio da eliminag3o de Gauss, de modo que

PAQ = A caritis

~

onde A & uma matriz cujos elementos diagonais sendo sequencialmente

47
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tomados como pivés, a partir de a conduz—nos ao fill-in total
minimo.

E desejidvel minimizarmos o esforgo exigide para determinar P e Q.

FORMAS DESEJAVEIS PARA A ELIMINAGAO DE GAUSS

A forma de banda cheia que definiremos a seguir & uma das formas
comuns que nio conduzem a qualquer fill-in, quando escolhemos
pivés os elementos da diagonal principal.
Definig¢3c Uma matriz A & denominada de banda com largura m se,
Offipara S 18- | B8R aSondas OFCR3R<En s =1 {3=—In—-éh——1-— é o nUmero
da banda acima ou abaixo da diagonal principal.
Observe que se A ¢é simétrica, tendo uma largura de banda
localmente varidvel como definimos no Esquema 4 do Capitulo 1, entdo
max 8.
i

Se A é& de banda cheia e os pivé6s s3o escolhidos sequencialmente

na diagonal principal a partir de a ent 3o da demonstragi3o
do Teorema (2.5.85), concluimos que o fill-in seri nulo, pois como Bk é

de banda chelia, sempre que bt) = b;?’ =1 ent3o bQQ =1 Por
L

L)
outro lado, se a banda da matriz A n2c é cheia, ent3o alguns elementos
do interior da banda s3o nulos e o fill-in é limitado a esses elemen-

tos do interior da banda.

Para analisar algumas formas desejaveis assumiremos que A possa

ser permutada para A por (3.1.12, onde A tem a forma
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onde as submatrizes Atf 1=l 2, p. s8ondiotsingul ates?

Se os pivés s3o escolhidos entre os elementos n3c nulos dos
bl ocos Aﬁ. a partir de Au' e prosseguindo sequencialmente, entZc o
fill-in & limitado somente aos blocos de matrizes que em (3.2.1) n3o
est3o rotulados como nulos. Posteriormente, descreveremos uma outra
ordem de escolha dos pivés de modo que n3o ocorra fill-in em nenhum
lugar nem nas matrizes Aﬁ' aF 4 sim oAb o far

Em conseqUéncia, pretendemos determinar as matrizes de permutagio
P e Q tais que A em (3.1.1) tenha a forma €3.2.1>. Se A & simétrica
ent8o & uUtil expressar A também numa forma simétrica, pols neste caso
somente os elementos n3o nulos de A acima e sobre a diagonal precisam
ser armazenados. Além disso do Teorema (2.6.1), se os elementos da
diagonal principal podem ser escolhidos como pivés C(por exemplo, quan-—
do A & definida positivad, ent3io a simetria & conservada durante o

processo de elimina¢loc de Gauss e a parte triangular inferior n3o

precisari ser armazenada. Neste caso, no lugar de (3.1.1) temos

e em (3.2.1), AU = 0, para todo 1 # j, exceto para 1 = p ou j = p.

A segulr descreveremos alguns métodos para a determinag3o de P e
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-~

Q em (3.1.1> e (3.2.2> que conduzem s varias formas desejaveis de A,

Para isso devemos lembrar algumas nog®es da Teoria dos Grafos.

Matrizes e Grafos.

Denotaremos bﬁ ao elemento Ci, jd da matriz B que obtemos pela
troca de cada elemento n2oc nulo da matriz A pela unidade.

Um grafo rotuladeo 2 consiste num conjunto de n vértices rotula-
dos fcomo il e e nie TS arestas. E denominada arest; [p, ql ao
segmento que une o vértice p ao vértice g se bPq ou bqp Cou ambos) si3o
iguais a 1. Logo, T é igual ac numerc de elementos n3oc nulos de
B e B' que est3o acima da diagonal.

Exemplo: Seja a matriz

(1
1

L 1

Temos T 8. O grafo rotulado 0 associado a

5]
]

Observag¢3oc: A mesma matriz B deste exemplo ser& usada nos

exemplos a seguir.

Grafo orientado rotulado (digrafo rotuladod nn. consiste de um

conjunto de n vértices rotulados de 1 a n e TS arcos. E chamadoe arco

[p, q) aoc arco que liga o vértice p ao vértice q se, e somente se,
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b = 1. Enti3o T é igual ao numero de elementos n3ao diagonais de B.
Pq

Na matriz do mesmo exemplo anterior temos T 8 e o grafo orien-

tado rotulade &

Um grafo bipartido rotulado C(bigrafo rotuladod Q.. consiste de
dois conjuntos distintos de vértices L e C, cada um com n elementos
rotuladoes 1, 2, ..., n e T arestas que unem vértices de L aos de C.
Existe uma aresta [p, ql] com vértice p no conjunto L e vértice g no
conjunto C se, e somente se, bpq = 1. Logo T é o nimero total de ele-
mentos n3o nulos da matriz B.

Em nosso exemplo temos TR 16 e o grafo bipartido rotulado é

L C

5
&

T¢

Grafo rotulade linha QL e grafo rotulado coluna Qc s80 , respec-

tivamente, os grafos rotulados de B * B' e B' % B, onde ¥ indica que
no produto interno de vetores, necessiarios nos produtos das matrizes,
usamos soma Booleana &. Como B * B' e B' * B s%o si métricas, entio T
e T, s30 iquais ao nimero de 1's que esti3o acima da diagonal de

B * B' e de B" % B, respectivamente.
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No exemplo temos

(84
1

1
1

e o grafo rotul ado coluna ﬂc seri:

1

|
5
|

3
[ |

Se as linhas e colunas de B s20c permutadas de modo que todos os

elementos de sua diagonal permanegam na diagonal, ou seja,

onde P & matriz de permutaglo, entlo serfio trocados apenas os rétulos

dos vértices de Q e QD. mas os grafos rotuladeos nZ3o se alteram.

A aplicagZo de diferentes permutac®es de linhas e colunas

isto &,
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onde P e Q s3o matrizes de permutagZo, deixam Qn inalterado exceto por
uma renumerag2o dos vértices em L e C.
FPermuta¢®es P de linhas em B renumeram os vértices em QL <

permuta¢des Q de colunas renumeram os vértices de Qc.

De (3.2.4) temos

Q' B' * B Q =B * B,

e das defini¢®es de QL e QC temos que Q e P em (3.2.4> n3o produ-

zem efeito sobre QL e QC. respectivemente.

Se os vértices de (i, Qn ’ Qn , QL e QC n3co s3o rotulados entio
eles s3o ditos apenas grafo, digrafo, bigrafo, grafo 1linha e grafo
coluna. Assim, as matrizes B e B em (3.2.3) est3o associados aos mes-
mos grafos, digrafos, grafos linhas e grafos colunas. B e B em
(3.2.40 estBo associados aos mesmos bigrafos, grafos linhas e grafos
colunas. Esta invarifncia dos grafos, digrafos, bigrafos, grafos
linhas e grafos colunas com relag3o & permutag3o de linhas e c¢colunas,

torna-se especialmente Gtil no estudo do fill-in e na obteng3c das

formas desejiveis para a eliminagido de Gauss.

Outras definig¢gdes.

Os vértices p e q que s3o unidos por uma aresta em (, Qc

ou por um arco em On' s3o chamados vértices adjacentes. Se existe

subconjunto O o e Ay N2 de vértices distintos tais que

.» 0, 0Os vértices v, Vi s830 adjacentes, entio v. e
8 1+ L

80 ditos conectados por um caminho [v1. Vz’ ~ A £ VQ’J em 2,
+

OL Cpor um caminho orientado em QDD de comprimento o.

Se em [vl. S e wa1l o vértice inicial vl e o vértice final
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s3o os mesmos, enti3o o caminho é denominado um ciclo orientado de QD,

ou um ciclo de 0O, QL ou QC de comprimento ¢. Como em {2, QL. Qc: e QD o

numero total de vértices é n, ent3oc o valor maximo de o sera n.

Se o conjunto de vértices em Q (QD. Oc e (')L) pode ser dividido
em dois ou mais subconjuntos de modo que somente os vértices de um
subconjunto sejam conectados, entl3o dizemos que N CQL. Qc, QD) possuem

dois ou mais subgrafos rotulados disjuntos.

O nimero de arestas de 0 CQL. ﬂc. QBD que ocorrem num dado

vértice é o grau do vértice. Assim, o grau de um vértice i em L de

Qn é o numero de elementos iguais a 1 da i-ésima linha de B; e, o grau

de um vértice 1 de QQ é o nimero de elementos iguais a 1 fora da diago-

nal principal na i-ésima linha de B & Bl. O ndmero de arcos de QD que

partem para um dado vértice & o grau externoc do vértice. Ent3o,o grau

externc de um vértice i é igual ao numero de 1’s na linha i de B. (0]

grau interno do vértice & igual ao nimero de arcos de QD que terminam
neste vértice. Ent3o, o grau internoc de um vértice i & igual ao
ntimero total de 1's fora da diagonal na 1i-ésima coluna de B. Um

vértice do qual somente partam arcos é chamado vértice emissor.

Um vértice n3o conectado a qualquer outro é dito vértice jisolado.
Teorema (3.2.5): Sejam

W=BeB eI €c3.2.6d

o+

" = W7 o w C3. 27D

onde ¢ = = R T s AP E T A et w’ ei =1 se, e somente se, os
vértices 1 e j do grafo rotulado associado & B s3o conectados por um
caminho de comprimento menor ou igual i eo.

Demonstragao: Por indug3o. O teorema é certamente verdadeiro para
=1, pois e: w ej = wij 1 se, e somente se, existe uma aresta de

comprimento 1 entre i e j.
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Supondo o teorema vaAlido para o mostraremos que é verdadeiro para

De (3.2.7) temos
Lal
o+ 1 o
= »
wtj T w;j w
p:

: P)

Agora

W?fi =1
L)

o
se, e somente se, w 2 =1 e ij =1, para peloc menos um p. Mas
| 8

o
w. =1 se, e somente se, os vértices i e p s3oc conectados por
L)

caminho de comprimento menor ou igual a ¢ ou menor e wﬁl= 1 e
somente se, os vértices p e jJ s3o conectados por uma aresta quando
p*Jj. Sep =] temos w” = 1 em conseqUéncia de (3.2.6). Portanto,
em qualquer caso, (3.2.9) se verifica se, e somente se, os vértices i

e j s3o conectados por um caminho de comprimento menor ou igual a o +

1. Isto completa a prova do teorema.

Desde que o comprimento maximo de um caminho &€ n C(pois existem n
vérticesd), a matriz W ser4 usada mais A frente para determinar todos
os caminhos e ciclos.

Um teorema similar ao Teorema ((3.2.5) para grafos orientados
rotul ados é&:

Teorema (3.2.10): Sejam

W=Boeol,

,:IOWA ='E'°*w

comich=F1 8 - e e n:. SEntio et&oej =1 se, e somente se, no digrafo

rotul ado associado a B existe um caminho orientado do vértice i ao j

de comprimento menor ou igual a o.
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Supondo o teorema valido para o mostraremos que é verdadeiro para

De (3.2.7) temos

L)

o'+1
w. . =1
L)

o
se, e somente se, w =1 e w =1, para pelo menos um p.
Lp PJ
<

w =1 se, e somente se, os vértices i e p sZ20c conectados por
L

caminho de comprimento menor ou igual a ¢ ou menor e ij= 1 se, e
somente se, os vértices p e j s3oco conectados por uma aresta quando
p = J. Se p = j temos w” = 1 em conseqUéncia de (3.2.6D. Portanto,
em qualquer caso, (3.2.9) se verifica se, e somente se, os vértices i

e J sdo conectados por um caminho de comprimento menor ou igual a

o + 1. Isto completa a prova do teorema.

Desde que o comprimento maximo de um caminho ¢ n Cpois existem n
vérticesd, a matriz W' serA usada mais A frente para determinar todos
os caminhos e ciclos.

Um teorema similar ao Teorema (3.2.5) para grafos orientados
rotul ados, e demonstrado por Tewarson, 1973 é:

Teorema (3.2.10): Sejam

W=Bel,

,;",O’d-:l :QO'*w

- oo
O ROV = o I EntZo eW e =1 se, e somente se, no digrafo
L J

rotul ado associado a B existe um caminho orientado do vértice i ao j

de comprimento menor ou igual a o.
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3.3. FORMA DI AGONAL DE BLOCOS (FDB>

A matriz A definida por (3.2.1) est4 na Forma Diagonal de Blocos

C(FDB) se para teodo i = j, Au = 0 e os blocos diagonais Au s3o matri -
zes quadradas. Se 3 estid na FDB entio, de (3.1.1) e (3.2.4D, g também
est4d nesta forma. Isto implica que os grafos QL e Qc. associados a g
consistem de subgrafos rotulados disjuntos, e cada subgrafo rotulado
estiAd associado a um bloco diagonal. Desde que os grafos QL e Qc. asso-
ciados a g e a B s3o os mesmos exceto por uma reordenaglo dos
vértices, QL e Qc associados a B podem ser usados para a determinagio
de P e Q em (3.1.10 como mostra o Teorema C(Harary, 18962; Tewarson,
18672 abaixo, cuja demonstira¢Zo pode ser encontrada em Tewarson, 1873.

Teorema (3.3.1): Se

W

Pt

= w

entio existe h1 tal que

2h +1 h1

wiia iyl . €3.3.4)
e et F ej =1 se, e somente se, as linhas 1 e j de B pertencem ao
mesmo bloco diagonal.

Quando se utiliza este teorema, a equaglo (3.3.3) & usada até

2 n, pois geralmente n3o conhecemos o comprimento v da diagonal do

4 h
maior bloco de B, mas somente o fato de que v £ n. Tomamos F = Wiesr

Em lugar de (3.3.3), existem varios métodos praticos para se determi-
nar a matriz F (Baker, 1862; Warshall, 1962; Ingermam, 1962; Comstock,
18643 . A seguir mostraremos o método de Comstock.

Primeiramente, fazemos uma pesquisa na primeira linha de W até

encontrarmos um zero, digamos, na coluna j. Ent3o este zero & trocado
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CBooleanad

A pesquisa continua com as colunas j + 1, jJ + 2, ... da 1linha 1
até encontrarmos um outro zero, digamos, na coluna ¢q. Este zero ¢é

trocado por
n

Y w w

T ip  pq
Este processo continua até que toda a 1linha tenha sido
pesquisada. Ent3o, as 1linhas restantes s3Zoc também pesquisadas e
modificadas do mesmo modo. Quando todas as linhas tiverem sido pesqui-
sadas reinicia-se a pesquisa novamente na primeira linha. © processo
continua até que se tenha feito uma varredura completa por todas as
linhas da matriz sem nenhuma troca. A matriz resultante € a matriz F.
E evidente que fﬁ = e: F eJ =1 se, e somente se, as linhas 1 e
J pertencem ao mesmo bloco diagonal. Assim todas as linhas de B que
correspondem a elementos n3c nulos da primeira coluna de F pertencem
ao primeiro bloco diagonal. Se todas as linhas de F, para as quais
f =1 s3o eliminadas, ent3o a préxima coluna n3io nula de F pode ser

14

usada da mesma maneira que a primeira coluna de F, para determinar as

-~

linhas de B que pertencem ao segundo bloco diagonal de B, e assim em

diante.

Do mesmo modo podemos encontrar os blocos diagonais de B aos

quais pertencem cada linha de B.
O corolario a seguir, pode ser usado para determinar as colunas
de B dos diferentes blocos diagonais.

Corolario (3.3.5): Se F & a matriz definida no Teorema (3.3.1) e
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e F_ = F eJ= 1, entdo a linha i e a coluna j de B pertencem ao
L) v

mesmo bloco diagonal de B.
Demonstragio: De (3.3.6) temos

n

il b= i % T S o B R =) se, e somente se,
L) p=1 Lp PJ) L)

ftp = bPJ = 1, para pelo menos um valor de p.

Do Teorema (3.3.1)3, sabemos que fip =1 implica que as linhas 1
e p pertencem ao mesmo bloco diagonal de B, e como a coluna j tem pelo
menos um elemento n3o nule na linha p, ent3oc a coluna j estaria também

no mesmo bloco diagonal que as linhas p e i. Ent3o, fU = 1 implica

que a linha 1 e a coluna j pertencem ac mesmo bloco diagonal.

Para usarmos este corolario procedemos como segue:
Para todas as colunas de B que pertencem ao primeiro bloco
diagonal selecionado de acordo com o© Teocrema ((3.3.1) devemos ter
i = 1. Deletando ou marcando estas colunas em E. a préxima linha n3o
nula da matriz resultante fornecerid o conjunto de colunas de B que
pertencem ao segundo bloco diagonal; e, assim em diante.
Le no Teorema (3.3.1), em vez de (3.3.2), definirmos W = Bt*‘ B,
teremos um teorema para a permutaglo das colunas de B para g. Contudo,
apresentamos a seguir uma versfo ligeiramente modificada que usa o

Teorema (3.3.1) e assim evita a duplicag3o do trabalho.

Teorema (3.3.7): Se F & definida como no Teorema (3.3.1), e

et (B' * F * B epti=h 1) 3308

~

ent3o as colunas i e j de B pertencem ao mesmo bloco diagonal de B.
Demonstrag3o: De (3.3.2), (3.3.3) e (3.3.4) temos
B' * F B =B" % (B *BD % ¢B*BD % ... %xcBx*xBY] B
CB % Byl cBEIIR)| % T e OB #IR)

CB: % By
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Portanto, da definigio do grafo coluna Qc e com OS mesmos

argumentos usados na prova do Teorema (3.3.1) segue que

e: cB' % F % B> eJ = e: CBl Lol B)OEJ =1, implica que as colunas 1 e J

s80o conectadas por um caminho e portanto pertencem ao mesmo bloco
diagonal. Isto completa a demonstragio.

Como (3.3.8) requer uma multiplicagdo de matriz a mais que
(3.3.6), o Corolario (3.3.5) é geralmente usado no lugar do Teorema
(3.3.7) para permutar as colunas na FDB.

Exemplo. Seja

-

1

Ent3oc W

Do Teorema C3.3.1D

t
e e Fe =1.

2 3

Assim, a primeira e a quarta linhas de B pertencem ac primeiro
bloco & a seqgunda e a terceira linhas de B pertencem ac segunde bloco.
Do Corolario (3.3.5), concluimos que a segunda e a terceira colunas de
B pertencem ao primeiro bloco diagonal e as colunas restantes perten-

cem ao segundo bloco diagonal. Portanto,

AVA
AVAYEY

1 2 3 4 9 6 7 Eunespw 12 13 14 15 1e 17 18



3.4. FORMA TRI ANGULAR DE BLOCOS (FTBD

Se em A dada por (3.2.1D, Aﬁi= O, =i pre Aﬁ' I =R1 e o, P

s3o matrizes quadradas ent3oc A é dita estar numa Forma Triangular de

Blocos CFTBD.
Vamos agora, descrever alguns métodos para transformar uma dada
matriz B (que & o mesmo que permutar A) numa FTB.

Primeiro método.

O primeiro método & realizado em duas etapas:

PBQ =B ' €3.4.1)

~ ~ ~{

PBP = (3.4.2
B possul todos os elementos da diagonal principal iguais a 1 e E
na FTB.
De (3.4.1) e (3.4.2> temos

PBQ=B , P=PP e Q=a

Assim, precisamos determinar P e Q em

Se A & uma matriz n3o singular existe
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nulo em seu determinante. Este termo consiste de n elementos de A dos

quais dois quaisquer nunca aparecem na mesma linha ou coluna de A.

Desta maneira as linhas e colunas de A podem ser permutadas indepen-

dentemente para trazer os elementos n3oc nulos deste termo para a dia-

gonal. A determinacg3o de 3 e a em (3.4.1> tal que Bit =1, para todo
. n  foi realizada por Steward, 1962; 1965; Dulmage

e Mendelsohn, 1963; Kettler e Weil, 1969; Harary, 1971; Duff, 1972; e

é feita como segue:

Algoritmo (3.4.4): Toma-se
B, = B V. =,£:ft U VS

Passo 1:

Para todo i, j com

calcula-se

t

o, t
e BVk-i»UkBe = min [etik+UkBej]‘ (3.4.6D

ol
k ﬁk

(L (]
Se n3o existir o par (i, jD para o qual (3.4.5) seja viAlido vai-se

para o Passo 2; caso contrario, faz-se os elementos o de Vk e ﬁk de

Uk iguais a zero. Troca-se a k-ésima e a ak—ésima linhas de Pk e a
k-ésima e a ﬁk-ésima colunas de QM
Troca-se k por k + 1. Se k = n + 1 vai-se para o Passo 2; caso

contrario, retorna-se ao inficio deste passo.

Observagio: Para cada valor de k, selecicnamos o elemento Cak, BQ) de

B para ser o elemento (k,k) de § em P B Q = é. Como todos os elementos
que pertencem A linha a  ou h coluna Bk de B nio podem ser escolhidos
posteriormente para elementos diagonais de B, ent3o (3.4.5) e (3.4.6

garantem que um nimero maximo de elementos nZo nulos de B ser3o tteis

como possi{iveis escolhas para o resto dos elementos diagonais de B.
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Assim, no final deste passo teremos geralmente algumas poucas linhas e
colunas de B que n3oc tenham sido usadas na escolha dos elementos dia-
gonais de B. Sek =n +1, ent3c todos os elementos diagonais n3o
nulos ter2o sido encontrados.

Passo 2:

Calcula-se B{k) = Pk B Qk'

Se k =n + 1, entfc faz-se B = B® e vai-se para o Passo 3; caso

contrario, usa-se os passos do fluxograma seguinte sobre a matriz Bﬁ)

para permutid-la na matriz pints que possul todos os elementos
diagonais iguais a 1. No fluxograma, usado para criar uma diagonal de

(13]
1’s em B, temos

indice da coluna selecionada
indice da linha selecionada

lista de indices de colunas numa série
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>

Remova todas as marcagdes
de linhas e colunas.
SC « k

marcada de coluna SC 7?7 2

J SIM

SL ¢ 1Indice desta linha.
Assinale a coluna SC e a
linha SL.

Coloque SC em LICS.

Existe um 1 numa linha nao ]

et 1]

-

+——————[ STEUEE R K 4_]

NAO

Realize a permutaqﬁg circular
(k>

de colunas sobre B e Qk u-

sando as colunas de LICS.

Delete LICS e Lr?gye as 1li-

nhas k e SL de B e Pk'
k « k + 1

6

6

7

[ k

NAO

-

(n+4)

Faga B =B e va pa-
ra o Passo 3 do Algorit-
mo C3.4.45 8
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Assinale a coluna SC

|

Existe alguma coluna ndo A matriz B(b
marcada com um 1 numa 1li- ¢ singular.
nha n3oc marcada 7 10

iz

SIM

SC ¢ 1indice desta coluna
€L ¢ indice desta linha
Marque a linha SL.

Delete todos os indices de
colunas de LICS que suce-
dem © Ifindice SC nesta lis-
s 11

[I]

Obser vag®es sobre o fluxograma: Notar que se chegamos do box 12,

entZo as linhas n2oc marcadas n3oc possuem 1's nas colunas marcadas.
Desde que o numero de colunas marcadas € um a mais que o de linhas,
entio a matriz & singular.

Assim para matrizes n3o singulares n3o chegamos ao box 12 e &

sempre possivel obter uma matriz B™" com 1's na diagonal. A matriz

t k
gk)tem todos os zeros no canto sudoeste, isto &, e B( )e = 0 para
L

J

todo 1,j 2 k. Para a transformagdo de B® em B&‘ﬂ ¢ necessario
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encontrar-se primeiramente uma série a partir de um 1 na k-ésima

coluna no canto nordeste até um 1 na mesma linha no canto sudoeste de

B(k) como mostra a figura abaixo. Esta lista de colunas é& guardada em

LICS.

Ent3o realizamos uma permutagio circular de colunas
k—»j‘—aj2—+j9—+k trazendo o 1 do canto sudoeste para o canto sudeste.
Se, em qualquer momento, um 1 n3o puder ser encontrado em uma linha
n3o marcada de uma coluna que estid sendo analisada, entl3o pesquisamos
em outro conjunto de colunas para obter uma série, usando os boxes 10
e 11 do fluxograma, até que uma coluna com um 1 seja encontrada no
canto sudoeste. A marcag¢f2o das linhas e colunas de B&’ assegura due
um caminho que conduza a uma coluna sem elementos em suas linhas n3o
assinaladas n3oc é repetido novamente e a série é determinada num
nuimero finito de passos. Observar que LICS contém uma lista de indices
de colunas de B¢)que formam uma série desde um 1 da k-ésima coluna
até um 1 no canto sudoeste e que portanto serid modificado no box 11
para livrar-se daquelas colunas que conduzem a um beco sem &safida na
busca de uma série.

Passo 3:

A -~ o
Toma-se Pk =3 e Qk = Q. B tem todos o©s elementos di agonais
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iguais a 1; o que conclui o algoritmo.

Observag3o. A determinag33oc de P e Q tais que B tenha todos os

elementos diagonais n3o nulos é equivalente 2 uma renumeragio dos
vértices do grafo bipartido rotulado Qn correspondente a B, de modo
que quaisquer dois vértices em L e C que tenham © mesmo numero como
rétulo sfo adjacentes C(conectados por uma arestad. Um string de bits 1
de comprimento maximo que se estenda do come¢o ao fim da diagonal
principal de uma matriz & chamado transversal maxima CDulmage e Men-
delsohm, 1963). Recordamos que para matrizes ndo singulares de ordem

n, o comprimento desta transversal maxima & n.

A determinaglo de P em €3.4.2 que constitui a segunda parte do

primeiro método de transformag3io de B numa forma triangular de blocos

B & baseada no teorema seqguinte.

Teorema (3.4.7): Se todos os elementos da diagonal principal de

B s30c 1’'s e

entfio existe um hl tal que

(3.4.9

e e: F e5 =1 se, e somente se, existe um caminho orientado do

vértice i para o vértice j em Qb.
Demonstrag¢io:

Desde que B @ I = B, do Teocrema (3.2.100 temos que

; = 1 se, e somente se, existe um caminho orientado de compri -

mento menor ou igual a v entre os vértices i e j de QD. Se v é o com-

primento miximo do caminho orientado entre dois vértices quaisquer de

QD, entio v £ n e, evidentemente, para todo SRS VRS matriz B2h per -

manece inalterada. Portanto, existe em h‘ satisfazendo (3.4.9) e entio
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se, e somente se, existe um caminho orientado do vértice
1 para o vértice j.
Se no Teorema (3.4.7) em vez de B iniciamos com B que foi obtido

de B no algoritmo (3.4.4) e ent3o calculamos F de acordo com (3.4.8) e

(3.4.9) ou pelo método de Comstock entio ez F ej =e F e = 1 implica
)

que os vértices i e j pertencem ac mesmo ciclo orientado. Comec os
vértices de Qn que est3o no mesmo ciclo orientado pertencem aoc mesmo
bloco diagonal em g podemos usar F para determinar g a partir de B
como segue CHarary, 18625:

Determine todos os j tais que e: F ej = ; F Ch 1= Entio todas
as linhas e colunas de B com estes fndices J pertencem ao mesmo bloco
diagonal de g. Marque (ou deleted todas essas linhas e colunas de F. A
préxima linha n3oc marcada Cou n3o deletada) e a correspondente coluna,
pode agora ser usada exatamente do mesmo modo que a primeira 1linha e
primeira coluna foram usadas, para determinar as linhas e colunas de
um outro bloco diagonal; e, assim em diante. Deste modo todas as 1li-
nhas e coluna de B podem ser associadas a blocos diagonais apropria-
dos. Notar que se F = Fﬂ ent%oc B pode ser permutada para uma FDB C(Cesta
poderia ser uma alternativa A forma de se determinar F, mas ¢é mais
lenta que a j4 estudadad.

No momento de organizar os blocos diagonais tal que E est4d na FTB
procedemos como sSegue:

A cada bloco diagonal associamos uma linha e uma coluna que s3o
formadas, respectivamente, pela soma Booleana de todas as linhas e
colunas de F que estio associadas ao bloco diagonal. Deste modo obte-
mos a partir de F uma nova matriz quadrada ; que tem a mesma ordem que

o ntimero de blocos diagonais. O digrafo rotulado correspondente a F &
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chamado digrafo rotul ado de condensagio QS de B. Seus vértices s%c os

blocos diagonais. Como uma reordenaglo nos vértices n23o altera o grafo

de condensa¢3o, B tem o mesmo grafo de condensagio. Assim, QS deve ter

um vértice emissor CE n3o tem blocos n3c nulos abaixo da diagonal
principald ou um vértice isoclado. O bloco diagonal correspondente a
este vértice QS é o primeiro bloco diagonal. Abandonando a linha e a
coluna de E que possibilitaram a escolha do primeiro bloco diagonal e
cancelando-se os correspondentes vértices e arcos de QS. descobrimos
que o QS resultante Ce F) deve também ter um vértice emissor ou um
vértice isolado e o correspondente bloco diagonal é tomado como o
segundo bloco diagonal; e, assim em diante. Assim, a ordem dos blocos
di agonais de B & determinada. Um registro de todas estas permutag¢des &
feito e o resultado final & denotado por P. Ent3o, usando (3.4.2), a

matriz de blocos triangular superior B & determinada.

Segundo método.

O segundo método para transformar B em FTB & idéntico ao primeiro
método até a determinagio da transversal maxima, mas a segunda parte é&
diferente. A diferenga & baseada nas seguintes observag®es:

E possivel evitar o© c4Alculo da matriz F dada por (3.4.9

~ ~

quando transformamos B em B, como mostrou (Steward, 1865D.

Primeiramente notamos que os blocos diagonais de g. que tém ordem
maior ou igual a dois, correspondem aos ciclos dos grafos orientados
associados a eles. Por outro lado, todas as colunas de g que nioc pos-
suem elementos ni3o nulos abaixo da diagonal e que est3o antes do pri-
meiro bloco diagonal podem ser facilmente obtidas de B da seguinte
maneira:

Passo 1:

Determinamos uma coluna de B que possua somente um tnico 1 e
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movemos esta coluna e sua correspondente linha (que pode ter muitos
1'sD para o canto noroeste e marcamos esta coluna e a correspondente
linha. Este processo & repetido até que n8c haja mais colunas com
apenas um Unico elemento 1 nas linhas n3oc marcadas entre as colunas
n%c marcadas de B.

Passo 2:

Determinamos as colunas Ce linhas) que pertencem ac mesmo bloco

diagonal que a primeira coluna n3o marcada de B: Do Passo 1 segue que

a primeira coluna n3oc marcada de B tem pelo menos um 1 fora da diago-
nal numa linha n3o marcada. A coluna correspondente 2 linha do primei-
ro tal 1 deve também ter um 1 numa linha n3c marcada; e, assim por
diante. Em algum momento, uma coluna previamente mencionada €& encon-—
trada. Isto ent3o completa um ciclo orientado. Trocamos o conjunto de
colunas num ciclo orientado por uma coluna que é a soma Booleana de
todas estas colunas sem seus elementos diagonais.

Isto & chamado colapso de colunas num grafo orientadoe. A soma
Booleana de vetores ¢ a adig¢3o wusual de vetores onde 1 & 1
Similarmente, as linhas do grafo orientado s3o trocadas por uma linha
que € a soma Booleana delas. Quando uma coluna com somente um utnico 1
& marcada, ent3o as colunas nas quais houve colapso para forma-la,
pertencem ao mesmo bloco.

A ordem na qual as colunas com um Unico 1 foram marcadas fornece-—
nos a ordem dos blocos diagonais. Continuamos com os Passos 1 e 2 até
que todas as colunas e linhas da matriz tenham sido marcadas.

Exemplificaremos estas regras comegando com a figura (3.4.100 a
sequir (que representa uma matrizd e prosseguiremos passo a passo até

terminarmos na figura (3.4.11D.

AVA
AVAYEY

1 2 3 4 9 6 7 Eunespw 12 13 14 15 1e 17 18



(3.4.10)

As posigdes com 1’'s s3o indicadas por x; as, com zeros por .; e

qualquer outra criada pelo colapso de linhas ou colunas serid indicada

por+!

1. A coluna 3 tem um dnico 1. Marcamos a coluna 3 e a linha 3.
Colocamos um 1 na linha 3 da coluna "ordem'" para registrar a seqléncia
na qual a coluna foi eliminada.

2. A coluna 7 tem um dGnico 1 nas suas linhas n30o marcadas.

Marcamos a coluna 7 e a linha 7 e colocamoes um 2 na coluna "ordem".

3. Nio existem mais colunas n3o marcadas com um tnico 1 nas 11i-
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nhas n3oc marcadas. Comegamos tragando um caminho orientado com coluna
1, escolhendo sempre o primeiro 1 encontrado na coluna. Isto nos d4 o

caminho orientado [1,2,1] que implica que 1 e 2 est3oc num ciclo orien-

tado. Tombamos (fazemos o "colapso') a coluna &2 sobre a coluna 1
acrescentando +’'s a coluna 1 ao fazer a soma Booleana da coluna 1 com
os 1's n3o diagonais da coluna 2. Analogamente, fazemos o 'colapso" da
linha 2 sobre a linha 1, e marcamos a coluna 2 e a linha 2. Col ocamos
1 na segunda linha da coluna "em' para indicar que a coluna 2 foi
tombada sobre a coluna 1.

4. Comeg¢ando com a coluna 1 tragamos o caminheo orientado [1,6,1]
e tombamos a coluna 6 sobre a coluna 1 e a linha & sobre a 1linha 1.

Marcamos a coluna 6 e a linha 6 e colocamos um 1 na linha 6 da coluna

5. A coluna 1 tem agora somente um tGnico 1 em linhas n3o marca-
das. Portanto, colocamos um 3 na primeira linha da coluna ‘'"ordem" e
marcamos a linha 1 e a coluna 1.

6. A coluna 5 tem um dnico 1 nas suas linha n3o marcadas e entio
colocamos um 4 na coluna "ordem'" e marcamos a linha 5 e a coluna 5.

7. A coluna 4 tem um dnico 1 nas linhas n3oc marcadas; portanto,
colocamos um 5 na coluna "ordem' e marcamos a linha 4 e a coluna 4.

Agora, nlo existem mais colunas e linha n2oc marcadas. Ent2o pode-
mos ler, a partir das colunas "ordem" e "em'", o© arranjo dos blocos
diagonais. O primeiro bloco contém o elemento (3,3) de E; e, O Ssegun-—
do, o elemento (7,7). O terceiro bloco contém os elementos (1,15,
(2,2 e (6,6) de B como elementos diagonais. O quarto e o quinto blo-

cos consistem, respectivamente, dos elementos (5,5 e (4,4>. Assim, a

matriz de permutagio P da equagdo (3.4.2> & dada por
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3.4.12>

Algoritmo (3.4.13D:

Observamos que se a matriz B & pequena seu digrafo pode ser usado

.

diretamente para obtermos B. Assim, por exemplo, o digrafo

correspondente a matriz B de (3.4.10) & dado por

Procedemos entio da seguinte forma: Olhamos para um vértice emis-
sor (no qual nenhum arco terminad; o vértice 3 € um emissor. Enti3o,
nés o renumeramos com 1 e eliminamos todos os arcos que emanam dele.

Obtemos:
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Agora, 7 transformou-se num emissor. Renumer amos -o

eliminamos todos os arcos que dele partem. Temos:

Agora n3o existe nenhum outro emissor. Entio os vértices 1, 2 e B
pertencem a um ciclo. N6s os renumeramos com 3, 4 e 5, respectivamente

e eliminamos todos os arcos que partem de qualquer um deles. Obtemos:

Agora, o vértice 5 & um emissor. Nés o© chamamos de 6

finalmente, renumeramos o vértice 4 com 7. Obtemos, entio:

e portanto

P=Ce, e, e, e, e, e, e
- | v 1 2 (-3 5 4

como tinhamos obtido anteriormente.
Existem outros dois métodos para transformar uma matriz em FTB ou

numa forma similar a ela. N&s os discutiremos mais a frente.
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3.5. FORMA TRI ANGULAR DE BANDA (FTBab

Dizemos que uma matriz B esti4 na Forma Triangular de Banda CFTBa)

se existir um 3 tal que 0 < B << n e blJ = O, para todo i - j > 3, e
este valor de (3 n3o puder ser diminufdo por permutag®es de 1linhas
colunas de B.

Supondo que o primeiro elemento nZ%o nulo na i-ésima linha de

estd na q -ésima coluna, definimos
L

E evidente que max BL = 3, para todo i, se B est4 na forma trian-
gular de banda. Notar que a forma triangular de blocos (FTB) descrita
anteriormente & um caso especial de FTBa (neste caso, 3 + 1 & a medida
do maior bloco diagonal de BD.

Aqui, vamos assumir que, se possivel, a matriz dada foi
transformada numa FDB por algum dos métodos descritos anteriormente.
Se isso fol feito, ent3o consideramos os blocos diagonais de B, um de
cada vez. Portanto n3o haveri perda de generalidade se assumirmos que
o grafo de B & conectado.

A seguir, apresentamos um método que por permuta¢®des das linhas e

colunas transformam B numa matriz triangular de banda.

Seja P e Q matrizes de permutagio tais que
B = PBAQ

onde a i-ésima linha e a j-ésima coluna de B tornar-se-3c a p —-ésima
1

-~
e a u-—ésima coluna de B, respectivamente. Nosso problema & encontrar
J
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as matrizes de permutagio P e Q que minimizam

max ¢ .
1

1

onde ¢1 é a distlncia entre a diagonal principal e o elemento n3c nulo

~

mais & esquerda da linha P, de B. Observamos que ¢ = O, se nao
L

existirem elementos n3c nulos a esquerda da diagonal na linha e, de
B.

Este problema pode ser resolvido como segue (Chen, 1872):

Tomemos os elementos n3o nulos da linha i de B que pertencem
colunas jla A OLE=81 ST S S onde ¥ ¢ o numero total

elementos ni3oc nulos na linha i de B. Se o elemento mais A esquerda

-

diagonal na linha P, de B est4 na coluna u » entio

18

Pl ¥ = ﬁbi » pi. = 'UJ-‘

L&

e para todo ,uJ nio a4 direita da coluna Py e = ,uj < ¢L. Se
& La

fixarmos ¢i 2 0O, para todo i, ent3io para algum elemento n3o nulo i

direita da diagonal, digamos, na coluna pj temos P, ~ M il (o)

it Jit

pPOlSE ORI
i i
it
Portanto p. - u. < . » para todo a.
i Jia i
Do acima exposto temos o seguinte problema:
Em correspondéncia a todo bﬁ = 1, devemos encontrar uma

seqlléncia de inteiros P, » pj e ¢t que minimizem max ¢i sujeitos

hs condilg¢des:

P, = pj » H. = pj » para i &= j.
O problema (de Chebyshev) sujeito a estas condi¢gdes pode ser

expressado como um problema de programag3do inteira C(Rabinowitz, 1968
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e resolvido de maneira usual (Dantzig, 1963).

3.6. FORMA DE RANDA CFBad

Em muitas aplica¢®es a matriz A & simétrica e positiva definida,
sendo vantajoso escolher para pivés os elementos da diagonal principal
de A para preservar a simetria. Neste caso, realizamos as mesmas
permutag®es de linhas e colunas de A para transform&-la numa forma
dese jAvel para a eliminagio de Gauss.

3o equagdes importantes as (3. 2.2) e
FIRIE =N

Se temos

» [af 5 ik »
L

onde b,q é o elemento igual a 1 mais & esquerda na 1linha 1 de
1

L
ent3o desejamos determinar o minimo 3 e um valor de P tal que

3 = min max 3
P L

L

Este problema pode ser expressado como um problema de Chebyshev
de modo similar ao do método que transforma B numa FTBa visto
anteriormente. N3io o descreveremos aqui por n3o ser, em geral, um
método pratico. A seguir, descreveremos quatro métodos praticos para
permutar linhas e colunas de uma dada matriz para transformid-la numa
forma de banda (FBad. Para matrizes que podem ser permutadas para
matrizes sem zeros dentro da banda, estes métodos produzem tais
matrizes. Nos casos em que isto n3o &€ possfivel, os métodos levam a uma

matriz com seu max (3 , razoavelmente préximo do 3 minimo.
. b
1
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FPrimeiro mé&todo.

Este & um método especialmente dtil nos casos em que a numeraglo
original do sistema espacial de vértices do grafo rotulado determina a
largura da banda da matriz correspondente (por exemplo, sistemas es-
truturais de elementos finitos, sistemas de condutores de escoamento
de flufdos, networks elétricos, sistemas de diferencas finitas).

O método de renumeragio de vértices de um grafo para a redugio da
largura da banda da matriz correspondente, cujo algoritmo descrevere-

mos abaixo, foi mostrado por Rosen, 1968.

Passo 1. Num conjunto unidimensional VL (lista de vértices) de n
posi¢dhes coloque os inteireos 1, 2, ... , n.

Determine 2 da matriz B e dolis vértices nos quais ele oceorra.
CSe max ﬁi = ﬁp. ent3o (p, p - ﬁp) constitui o par de vértices). Se

i

houver empate, escolha o primeiro par de vértices. Se o vértice de

maior indice deste par pode ser trocado com outro de indice menor para

reduzir a largura da banda C,lfi-?,L i {6 = ) 8 ﬁp. para algum i < Py

entio vA para o Passo 7.
Passo 2. Se o vértice de menor indice pode ser trocado por um de
maior indice para diminuir a largura da banda, v4 para o Passo 7.
Passo 3. Se um vértice de maior indice pode ser trocado por um de
menor indice e ainda conservar a largura da banda, VvA& para o Passo 6.
Passo 4. Se um vértice de menor indice pode ser trocade por um de
maior indice e ainda conservar a largura da banda, VA para o Passo B.
Obs.: O propésito dos passos 3 e 4 €& reorganizar o padr3o de
vértices sem aumentar a largura da banda de modo que mudancas adicio-

nais sucessivas possam ser realizadas nos Passos 1 e 2.
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Passo 5. Agora, nenhuma outra troca é possivel, e a matriz B esta
na forma de banda. Para j =1, 2, ... , n, eVL(j} ¢ a j-ésima coluna

de P, onde VL(3jD €& o inteiro na J-ésima posigio de VL. Ent&o

P A P'. Pare.

Passo 6. Se um nimero maximo de trocas contfinuas foi realizado
nos Passos 3 e 4 ou se dois vértices que j4 tinham sido trocados sao
novamente selecionados para a troca, vA para o Passo 5.

Passo 7. Realize as mudangas de vértices indicadas, isto é,
troque os correspondentes elementos de VL e as linhas e colunas de B e

vA para o Passo 1.

com banda 89, cujo grafo &

1

e

Passo 1. Temos VL R 2] S )

ﬁt = 0, Bz =15 ﬁg 1, 65 = 4. Entio, ma? ﬁt = 4 e o par

de vértices escolhido & (5,10.

Verificando ﬁi LR GO ) B C ﬁp. s3o verdadeiras as sentengas

Ba LR G R Y ,435 e ;3‘ +RCGp = 4D i {35. Como houve empate escol hemos

o vértice 3 e vamos para o Passo 7.
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Agora temos VL = (C 1 5 4 3 ) e ografo 2 é

e entio B1 =

que possui banda

Voltamos agora aco Passo 1. Temos

ﬁi = 0, ﬁz =1, by 25 ﬁ‘ =1, B5 = 3. Enti3o maT BL =E3¥e "o

de vértices escolhido sera (5,2).
A desigualdade ﬁ‘ 2 {elay = ) L ﬁg & verdadeira.
Passo 2.
Trocamos os vértices 4 e 5 do grafo Q.

Pagsso 7. VL = C 1 2 4 B8 3 D) e o grafo 1 &

EntZ%c B =
2

Passo 1. Temos ﬁl = 0, Bz = e portanto

max ﬁi = 2.
L
NZo & mais possivel efetuar outras trocas. Ent3o

banda 5.
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Segundo método.

Vamos agora descrever o algoritmo mostrado por Cuthill e Mckee,

1969. Ele também reduz a largura da banda da matriz pela renumeragio

de seus vértices.

Passo 1. Para cada vértice i do grafo 7 associado & matriz B,
calcule seus graus pngﬂ € o nimero de 1’s da i-ésima linha de B fora
da diagonald). Escolha um vértice i1 tal que o= m;n p, € © renumere
com 1. ’ l

Passo 2. Renumere os vértices adjacentes ao vértice 1, em
seqléncia, comegando com 2, em ordem crescente de seus graus (se ha
empate, escolha o primeirod. Estes vértices sﬁo_chamados de primeiro
nivel.

Passo 3. Repita este procedimento para cada vértice do primeiro
nivel em seqUéncia; isto &, primeiro para o vértice 2, depois para o
3, etc. Os novos vértices renumerados possuem caminho de comprimento 2
com relag3do ao vértice 1 e portanto s3ao chamados de segundo nivel.

Passo 4. Repita este procedimento para os vértices de cada nivel
sucessivo até que todos os n vértices de Q tenham sido renumerados.
(Se 0 & formado por dois ou mais subgrafos disjuntos ent3o o
procedimento termina quando todos os vértices de um subgrafe tenham
sido renumerados. Neste caso, escolha um vértice inicial em cada um

dos subgrafos e repita os passos 2, 3 e 4 para cada um deles).

Passo 5. Finalmente, permute as linhas e colunas de B Cou A

e -
acordo com a renumeragio dos vértices para obter B Cou AD.

Este esquema de renumeragdo em geral n3o minimiza a largura

banda. Mas & possivel gerar outros conjuntos para a renumeragio
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L~

vértices comegando com um diferente vértices 1'l no Passo 1 tal que:

< < +
prm. lal pL pml. n
1

e p sd3o, respectivamente, o menor e o maior valor de po;
ma L

X

onde p
min
e, quando houver empate em algum dos passos sucessivos escolhidos,

deve-se escolher uma ordem diferente de renumeragio dos vértices da-

quele nivel. O conjunto que deixa menor a largura da banda ¢ entio

escolhido para permutar B para B. Certamente é possivel gerar somente

uns poucos destes conjuntos; por outro lado este é um processo demora-

do.

que possul banda S.

Seu grafo e os graus correspondentes a cada um de seus vértices

sio:

///// 1 \\\\\
5 4
///// vértice
2

Portanto p
L
1

Ent3do os vértices 1, 5 e 4 pertencem ao primeiro nivel. Renume-
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rando-os obtemos o grafo

a/:l \q

et

que possui banda 7.

Terceiro método.

Este &€ um método iterativo que minimiza a largura da banda média

f=——ELB .
L=1
onde (3 & dado por (3.5.1) e também & baseado na troca de linhas ou

colunas como no primeiro método. A seguir descreveremos seu algoritmo

que foi descrito por Akyuz e Utku, 1968.

Passo 1. Coloque os inteires 1, 2, 5 aC n num conjunto
unidimensional IL (Clista de Iindices de linhad de n posig¢des. Troque
duas linhas sucessivas (e as correspondentes colunas) de B se

ad 3 diminui,

b) 3 continua o mesmo mas a linha que possui mais zeros

dentro da banda saiu da linha central de B.
Registre estas trocas de IL. Ou seja, toda vez que duas linhas

si3o trocadas, seus correspondentes elementos em IL s3o também
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trocados.

Passo 2. Efetue as trocas por comparagao de linhas fazendo uma
varredura completa, que consiste de (n - 1) compara¢des. Em cada pas-
so, duas linhas sucessivas s3o comparadas e & feita uma +troca se os
critérios do Passo 1 s3o satisfeitos. As compara¢g®es de linhas s3o
realizadas na seguinte ordem: (1,2, (n,n-1D, G2, 3D, (n=-1,n-20,
até a linha central.

Passo 3. Pare quando nenhuma troca for efetuada ou quando n3o
ocorrer diminuig¢io de E em (3 + n100D> varreduras (este limite de
varreduras foi empiricamente determinado pelos autores). Para

y N a j-ésima coluna de P, onde IL(Cj> & o

e

IL( )
inteiro na j-ésima posi¢do da lista IL.

Exemplo: A seguir, apresentamos um exemplo da aplicagdo deste

método de redugldo da banda de uma matriz. Observe que a banda da

matriz & 9.

—%— [ OF-ER1 B -E R ] =

4

Iniciando-se a varredura:
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Passo 1. Comparando as linhas 1 e 2 obtemos

g

cuja largura da banda mé&dia [E = —;——] & menor que o

inicial.
Aplicando-se novamente o método

Comparando-se as linhas 5 e 4 temos

b s

J

B _*15' [O+1+1+8+3]=

N3io ha trocas pols n3o satisfaz os critérios do

AVA
AVAYAY

1 2 5 4 5 6 7 Eunesp = 12 13 14

15

%]

da

16

17

18



Comparando-se as linhas 2 e 3, obtemos

-

>

o

I - o+a+1+a]

Troca-se as linhas 2 e 3, pois E dimi nue.

Agora temos

Fal

cuja largura da banda média [,E =1 ] €& menor que o da matriz B ante-—

il

-~

Observe que além disso B possui banda 5.

Quarto método.

Ao produto usual de duas linhas de uma matriz B, chamaremos de
comprimento de sua intersecgfo. Denotaremos Ve h soma dos comprimentos
de intersec¢do da linha i com todas as demais linhas de B.

Se assumirmos que B & uma matriz de banda com largura da banda 3,
entio o niimero de 1’s nas Areas sombreadas das figuras a seguir repre-—
senta os valores de v, para trés conjuntos de i’s.

A primeira Area sombreada Cassociada a i D cresce com i1 Conde
1
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A i’f 3+ 1>. O mesmo ocorre com a area sombreada associada a

mas a ér?a sombreada associada a i5 permanece a mesma dquando
aumenta de 23 + 1 até n - 24. Além disso, todas as a&reas associadas
a i1 s3ao menores que as assocliadas a i2 que, por sua vez, Sao menor es
que as correspondentes a is' Por isso, se assumirmos que os 1's n3o
di agonais de B dentro da banda s3o randonicamente distribufdos, entio
os valores dos vL’s geralmente aumentam quando i aumenta de 1 até&
2R3 + 1 e depois permanecem os mesmos até i igual a n - 23. Da simetria

de B, podemos concluir que os v.'s geralmente diminuem quando i
1

aumenta de n - 28 + 1 até n.

L
N2 P
21

fy—

2B<iysn-20

A seguir, apresentamos o método segundo o algoritmo de Tecﬁrson.

1971.

Dada B simétrica com 1’'s na diagonal.
1. Calcule W = B® Cproduto usual de matrizesD.
Ent3o, o elemento (i, j) de W é o comprimente da intersecgdoc da

linha i com a coluna j e a soma v, dos comprimentos das intersecgdes
1

da linha i com as linhas de B & dado por:

V' = el"‘wv »
1 L

onde V & o vetor coluna de ordem n formado por 1's.
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2. Calcule g3 =

T € o nimero de 1's em B e (o € o numero maximo de 1’s em qualquer
linha de B.
3. Coloque os vL's em ordem crescente de grandeza. Denote o conjunto
dos i{ndices correspondentes aos primeiros 23 valores dos vt's por CI
Cindices de canto da matriz de banda) e os indices restantes por MI
Cindices de centrod.

Divida o conjunto CI em dois subconjuntos NW e SE da seguinte

forma:

Para encontrar NW: Calcule v = min v. . Se houver coincidéncia,
L
LECI

escolha o v com p minimo.
P

Transfira p e todo i € CI tal que e; w e # O para o conjunto

Transfira todos os f{ndices j € CI para os quais e, W ej = 0,
com 1 € NW, para NW.
Repita este processo até que nenhum outro fndice de CI possa ser

transferido para NW.

Para encontrar =E:

Ee CI # O calcule v =min v,
P iec: '

Se houver coincidéncia, escolha \.rp com maximo p.

Transfira p e todo i € CI tal que e; W G & O para SE.

Transfira todos os fndices j € CI para os quais e:: W ej = 0,

i € SE, para SE.

Repita este processo até que nenhum outro fndice de CI possa ser
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transferido para SE.
Transfira para MI os indices de C(CI que n3o puderam ser

»

transferidos nem para NW nem para SE, de modo que os v's em MI

estejam em ordem crescente de grandeza.

Reorganize os indices em NW e em SE de modo que eles estejam
respectivamente em ordem crescente e decrescente de valores de*ﬂ’s.
4. Transfira os indices de MI, um de cada vez, ou para NW ou para SE
da seguinte forma:

a) Transferéncia para NW: Considere V um vetor coluna de n

componentes tal que

se i & NW
nos outros casos.

J

Calcule vP = max [ et WV ] » para todo j € MI.

J

10 Se e: ¥ V for nulo para todo je MI, va& para b,

2) Se houver coincidéncia, escolha ;P com p maximo.
Transfira p para NW.
Repita este processo até que aproximadamente a metade dos {ndices
de MI tenha sido transferida para NW. A transferéncia dos indices de

MI para NW deve obedecer a ordem de obtengfo dos 3 ts.
P

b)> Transferéncia para SE: Considere V um vetor coluna de n

componentes tal que

t v se i € SE
i nos outros casos.
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Calcule v = max { e: WV } » para todo j € MI.
P
J

1> Se e' W V for nulo para todo j € MI, vA4 para 5.

L

22 Se houver coincidéncia, escolha vp com p maximo.

Transfira p para o conjunto SE, seguindo a ordem de obtengdoc de

Repita este processo até que todos os fndices de MI tenham sido
tranferido para SE.
5) Se ainda existirem fndices em MI eles devem permanecer em MI

ordem crescente dos valores dos v 's.
L

-

6> Escreva a matriz P de permutaglio e obtenha B = F B Pt

Exemplo: Seja

com banda 11, n = 7, o = 21.

Temos
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Entdo v =10, v =11, v =1, v
1 2 s P

porrtanto 'V =" C3,0 4,01 2706, 5.
Logo: Cl =¢C3, 4, 1, 2 e
Divis3doc de CI em NW e SE.
- Transferéncia para NW.

v =min v —_— V =
P . L P
L&eCI

~

Transfira p e todo i € CI tal que e W e # O para NW. Como

t
P
h4d i € CI a transferir, teremos:

NW = (3D e CI =0C4, 1, 2>.

Transfira para NW todo j € CI tal que ez W ej # O para 1 €

Como n3o existe j € CI a transferir, repetimos o processo até
nenhum fndice de CI possa ser trasferido para NW.
Finalmente obtemos:
NW = (3
- Transferéncia para SE.

v =min v. ey = v
: i P 4
L\&eC1I

Transfira p e todo i € CI tal que e; W e # O para SE.

92 =31"8 Porntanto
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4, 25 = C1).
Transfira para SE todos j € CI tal que af We =0 para i € SE.
L J
: We =2 Portanto

a“

Temos (-3

SE 2, 1, 4 e CI = ©.

- Transferéncia de fndices de MI para NW.
Seja V tal que e: vV = i gisel e N
O , nos outros casos.

Ent3o 1S OO O OD:

Mas v =max - O, e ent3o nenhum indice seri transferido
JEMI
para NW.

- Da mesma maneira, transfira fndices de MI para SE.
Vi { 1 , se i € NW.

Seja V tal que e:

O , nos outros casos.

Ent3c V OREO OB
G = max
P JEMI
Agora temos

SEF=8C2 14 5"
Do mesmoc modo, agora
JoORA A @A d ® @,

Entdo SE =(2, 1, 4, 5, 6 e M = (7, B).

Finalmente, teremos SE = (2, 1, 4, 5, B) e nada mais h4a péra

ser transferido para SE. EntZo

= =
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que & de banda 7.

3.7. OUTRAS FORMAS DESEJAVEIS

A seguir, mostraremos outras formas desejavelis para as quais
podemos permutar a matriz dos coeficientes de um sistema de equagdes

lineares.

A forma diagonal de blocos & um caso particular da forma diagonal

de blocos de borda dnica (FDBUBo) e da forma diagonal de blocos de
borda dupla C(FDBDBo>. A forma triangular de blocos C(FTBD e a forma
triangular de banda (FTBa) s3o casos particulares da forma bloco tri-
angular de borda (FBTBo) e da forma bloco triangular de banda com
borda dupla (FBTBaDBo) respectivamente. A matriz de banda est4
associada a forma de banda de borda unica (FBaUBo) e 4 forma de banda

de borda dupla (FBaDBo).

V722

AVA
AVAYAY

1 2 5 4 5 6 7 Eunespw 12 13 14 15 1le 17 18



Descreveremos alguns métodos praticos para tratar formas de bor-
da. O trabalho é razoavelmente bom com matrizes que podem ser permuta-

das para estas formas de borda, com os elementos n2c nulos regul armen-

te distribufdos nas Areas sombreadas.
N3o existe um algoritmo ideal para se determinar as 1linhas e-sou
colunas que pertencem a borda ou as bordas, onde somente uns poucos

elementos n3o nulos constituem a borda ou as bordas CHarary, 1971).

3.8. METODO DE REMOGAO DE ARCOS DO DIGRAFO PARA QUEBRAR GRANDES CICLOS

Este método descrito por Steward, 1968 & especialmente Gtil quan-
do a remogao de alguns arcos quebra grandes ciclos orientados e os
correspondentes blocos diagonais da FTB tornam-se menores. Este método
€& pratico somente para a formag3oco de blocos pequenos. Vamos
descrevé-lo através de um exemplo.

Seja a matriz e seu digrafo dados abaixo:

5/'
=

R

o

Um de seus ciclos mais longo € [(1,4,3,6,5,11].

Dois caminhos entre os mesmos vértices, orientados na mesma
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direg3o, s3do ditos paralelos se n3o contém ciclos e nic possuem arcos

em comum. Um caminho paralelo para um arco no ciclo longo é denominado
desvio. No digrafo de nosso exemplo, quatro desvios s3o possiveis: a,
b, c e d.

A ordem de um desvio é o comprimento do caminho desviado no ciclo
longo menos o comprimento do desvio. Em nosso exemplo, ¢ & [5,41 e
[5,1,4] & o caminho no ciclo longo; ent%c ¢ tem ordem 2 - 1 = 1,

Se um arco no cicle longo que tem um desvio é rompido, ent3o
resta ainda um caminho via desvio que é igual ao comprimento do ciclo
longo menos a ordem do desvio. Ent3o, rompemos o ciclo longo onde ele
n3o possui desvios suficientes desde que estes desvios devam também
serem rompidos.

O diagrama dos desvios associados ao ciclo longo em nosso exemplo

onde I denota inficio e F o final do desvio.

Fica evidente que se rompermos o arco [6,5] entio somente o
desvio d precisari ser rompido e por isso esta € a melhor escolha.

No digrafo, se o arco [6,5] e o desvio [3,4] s3o removidos entio
o vértice 5 transforma-se num emissor e &€ renumerado como vértice 1.

Agora, removendo-se os arcos [5,1] e [(5,4], o vértice 1 torna-se

um emissor e & renumerado como vértice 2. A matriz associada do digra-
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fo renumerado é dada por

x ) 3 3 ! [x]

LH***d elemento rompido

Esta matriz & uma FTB exceto pelo elemento rompido. Entio & um

caso especial de FBTBo com a borda formada por apenas um Unico elemen-—
to fora da diagonal.

Quando existem varios elementos a serem rompidos, todas as linhas
e colunas da matriz que contem estes elementos podem ser permutadas
para transformarem-se em suas uUltimas linhas e colunas, de modo que a
matriz resultante seja uma C(FBTBo). Mostraremos agora como a

eliminagdc na forma da inversa & obtida para matrizes na FTB e TBTBo.

3.9. INVERSA DAS MATRIZES NA FORMA TRIANGULAR DE BLOCOS E FORMA DE

BORDA TRI ANGULAR DE BLOCOS

Considere a FBTBo dada em (€ for=t., 2 Ld) Sejam todos Al
L
.» Py matrizes n3o singulares. 0 método que descrevemos
na forma algoritmica & devido a (Tewarson, 1972; Duff, 1972).

1> Para i = p-1, p2, ..., 2, 1 realize os passos:

id> Transforme A em uma matriz triangular superior U sé& 1's e
(88 (88

Am‘na matriz nula usandc a primeira etapa da eliminagio Gauss.
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Isto faz com que o fill-in ocorra em Alp e Abﬁ

iid Use a segunda etapa da eliminag3o de Gauss para transformar Un em

I e AJL na matriz nula, para todo j < i. Isto faz com que o 5111 —3in

ocorra em todas A,

<, J 10
P

2) Use a primeira etapa da eliminag3o de Gauss para transformar

A em uma triangular superior U ; e, entdo use a segunda etapa para
PP PP

transformar UPP em I e todas as modificadas‘gm’s. J # p na matriz

nula.

E evidente que neste método n3o havera fill-in nas matrizes Aﬁ,
J <1 ei = p.

Se a matriz dada & uma FTB ent3oc para cada i, i = p, p-1,...,2,1,

necessitaremos:

1D Transformar A em U .
LL 1L

ii> Reduzir Uu ale Aﬁ A matriz nula para j < i.

Claramente neste caso verificamos que n3o haveri fill-in em Aﬁ'
J # i. As modifica¢®es acima, realizadas no método da eliminagao de
Gauss, sdc facilmente incorporadas e as correspondentes EFI s3o espar-—
sas. Nos dois métodos descritos, quando transformamos Aﬁ em Uﬁ
podemos usar os VArios métodos ji4 estudados para reduzir o fill-in.

Por fim, observamos que Tewarson, 1972 apresenta uma extensa
bibliografia sobre as técnicas aqui descritas, bem come indmeras

referéncias a programas computacionais desenvolvidos aplicando estas

técnicas.

Observagfo: Se na resolugfo do sistema Ax = b fizermos transfor-—

mag®es sobre A Cou B) para obtermos uma das formas desejiveis estas

transformagdes deverdo ser consideradas para a obteng3oc da solugio x
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do sistema.

Assim, por exemplo, se A (Cou B) for transformada numa FDB,
teremos:

PAx = Pb =» PAQy = Pb onde X = Qy e enti%c Ay = Pb.

”~
Agora, aplicando a elimina¢3c de Gauss, sobre Ay = Pb obteremos

“tn+1) o

A = A e (1A= U,
n n—-4 1

De Uy = LPb temos que y = U 'LPb.

Ent3oc a solugio do sistema Ax = b & x = Qy.

Para ilustrar, apresentamos a seguir um exemplo de resolugioc de
sistema onde a matriz A é transformada numa FTE pelo Algoritmos 3.4.4
e 3.4.13. Como o sistema €& pequeno, nés o© resolvemos sem usar a
elimina¢io de Gauss.

Exemplo: Seja Ax

[ 2
1

= Pl

-~
ad) Determinemos B P B Q usando o Algoritmo 3.4.4. Temos

R
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Como min Ce'BV + U Be D ocorre em b , temos Ca ,3 D C1,1>.
L L 1 1 J 11 1 1
EntEol Vi =k CO1sa 5 L e = SVl =P eQ, =Q

2 2 2 z 1’

Fazendo k = 2, temos que © min Ce:BV1 + U‘Bej) ocorre em bzz
i, j™1

Portanto Ca,BD) = (2,2 e entio P =0
2 2 | 2
Vil GO ON 19115y Sia s UM =l U~
a 9
Para k = 3, temos min (e_BV’ + UnBeJ); para i1 = 1,2 e j

ocorre em b . Ent3o Ca ,B3 D0 = (4,5>.
45 3 g
13 = = T = B A W5
fgonadhs [ TR =R S s ] 0 A9y = [ LA s a e ]

V,=C0 0 1 © 1>' e US=RGOROR 1RO

Fazendo k = 4, temos que o min th.a:BV“3 + UBBeJ_); st ol £3 Glapmidit e

JR=EAS 255 oconnesem i DESEE FEnt Aol Colt 3= G330
33 4+’ T

Portanto Ps [ .

1

V5(00001)

Para k = 5 temos Ca_ ,3 D
5 s

1

2 3
Portanto Pa = [ 1 2 3 4

Como agora k

PBP pelo Algoritmo 3.4.13.
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O digrafo correspondente a B &

Ir

1 =
.

N3io hA emissor. Os vértices 2 e S pertencem a um ciclo. Nés  os
renumeramos com 1 e 2, respectivamente; e, eliminamos todos os arcos

que deles partem. Obtemos

Agora, o vértice 1 & emissor. Nés chamamos de 3 e obtemos

1 ; 3 4 5

3 1 [ S 2

Os vértices 3 e 4 formam um ciclo. N&s os renumeramos com 4 e 5,

respectivamente. Obtemos

1 2 3 4 5
= 1 4 =) 2

Assim, as componentes fortes de B s3o

el <0 el )

que esti na forma triangular de blocos (FTBD.
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¢) Temos entio

[&

8

o

Em Ax = b, fazendo x = Qy temos

AQy = b =

Fazendo y = : temos

~ o~ ~

AP'z = Pb =+ PAP'z = PPb =» Az
Resolvendo o sistema Ez = Pb onde Pb = ﬁ(gb) = C-8 -10 10 & 2"

obtemos z = C-1 -2 1 0 2>

Como y P'z temos x=¢€1 -1 0 2 -a>*.

-~

Como x Qy temos x=¢€1 -1 2 o0 -2" que & a solugl3o do

sistema dado.
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CAPITULO 4

OUTROS METODOS EXATOS PARA RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES ESPARSOS
ESPECIAIS

4.1. INTRODUGAO

Este capftulo & dedicado a métodos exatos para a resolugio de
sistemas lineares esparsos especiais.

Assim, apresentamos métodos usados quando a matriz dos
coeficientes & simétrica e positiva definida; de banda simétrica e
positiva definida; tridiagonal; e, tridiagonal por blocos.

Também apresentamos um método denominado Parti¢3o PAQ que pode
ser visto como um caso especial dos métodos de permutagio A priori de
linhas e colunas apresentado no capfitulo 3. Este mé&todo determina as
permutagc®es P e Q que particionam a matriz dos coeficientes em suas

componentes fortes.

4.2. SISTEMAS SIMETRICOS E POSITIVOS DEFINIDOS

Definig3o (4.2.1): A matriz simétrica A, quadrada de ordem n, é

dita positiva definida se sua correspondente forma quadratica for

positiva definida; isto &, se

CAx, X . B > 0, VxeR", x=oO0.

Unma matriz simétrica positiva definida pode ser decomposta em

LDl Entretanto, neste caso, é melhor fazermos a decomposig¢io
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abaixo, cuja demonstragio pode ser encontrada em [Golub, 198%5]).
Teorema (4.2.2): Se a matriz A €é simétrica positiva definida
ent3ioc existe uma Ynica matriz triangular inferior G tal que

A = GG. Os elementos diagonais de G sio dados por

2. 3,
1, 2,

Utilizando-se estas férmulas numa ordem conveniente (por exemplo,

por colunas de G D determinamos todos os elementos gu. Este método. &

conhecido como Método de Cholesky.

Observamos que se a matriz A & simétrica, positiva definida ent3o
o método de Cholesky & o melhor para a decomposigdo triangular CWil-
kinson - 1965). As trocas de linhas ou colunas que em outros métodos
s3o realizadas para evitar ou mesmo eliminar os erros de arredondamen-—
to n3o s3o necessirias em Cholesky. Alias, elas n3o podem ser reali-
zadas em Cholesky pois destruiriam a simetria da matriz.

Por outro lado , se a matriz A € simetrica mas nio positiva defi-
nida, o pivotamento parcial poderia ser usado para diminuir razoavel-
mente os erros de arredondamento mas isto destruiria a simetria. O
pivotamento total que utiliza como pivd o maior elemento da diagonal

em cada estidgio preserva a simetria mas n3o garante a estabilidade
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devido aos erros de arredondamento.

A solugido de um sistema linear Ax = b, com A simétrica e positiva

definida, & obtida pelo método de Cholesky em trés passos:

1> A =66 (Decomposig3o de Choleskyd,

iid> Gy b CResolugi3o de um sistema linear
triangular inferior)
iiid Gtx CResolugao de um sistema linear

triangular superior).

A seguir, apresentamos o algoritmo do método de Cholesky para

resolugcio do sistema Ax = b.

Algoritmo C4.2.3): Dados os elementos da matriz A, sobre e abaixo

da diagonal, e os elementos do vetor b, fazemos:

pare

Caso contrario, g ee= /aklc

Paca it =tk i1k 4020 0 N
= 7
ST g S

Para j =k +1, k + 2,

i Rgailpding
ij ) iy I

yi = bl./gl.l.

Para i
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1it1 STt e

S ey
th J

s/g. .

gL'I..

Os elementos a., da matriz s3o trocados durante o procedimento
L

CI>. No entanto, o valor de a € necesséario pela udltima vez quando

k
9., é calculado. Assim, a matriz G pode ser guardada no lugar de A.
Para isto, basta identificarmos a variidvel g com a variavel a em CID.
Similarmente podemos identificar os vetores b com y em CIID e x com ¥y
em CIII>, de modo que o vetor b é& trocado pela solugio x.

Como apenas os elementos gu da diagonal e abaixo dela devem ser
calculados, ent3oc o k-ésimo passo da decomposigio exige a extragio de
uma raiz quadrada, C(n-kD divisdes e C(1+2 + ...+ n-kd = Cn-k+1dCn-kd. 2
multiplicag¢gdes.

Ent3ioc a decomposig¢io completa de A em cet requer um total de

AN — 4n) 6, operagdes essenciais, se ignorarmos as n extra-

¢¥%es de rafizes quadradas.

A resolugio de um sistema linear por Cholesky, exige um total de

3

3 1 Aot
7 e R ) operagdes essenciais.

Como, ao aplicarmos Cholesky, trabalhamos apenas com a parte
inferior das matrizes G e A & conveniente armazenarmos a matriz, linha
por linha, na forma de um arranjo unidimensional Cvetor); ou =seja, na

forma
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a a
24 - 24 o 29 - 4 - &2

Assim, o armazenamento de A exigird agora somente S = (n + 1Dn.2

posigdes de membria, ou seja, cerca de metade da moembdéria necesséria no

armazenamento usual. O elemento a_k da matriz A €& armazenado na
L

r—-ésima posic3o deste arranjo, sendo r =i Ci-1>-2 + k.

4.3. SISTEMAS DE BANDA, SIMETRICOS E POSITIVOS DEFINIDOS

Definigc3o (4.3.1): A largura da banda m de uma matriz simétrica

A de ordem n X n & definida como sendo o menor inteiro m < n tal que:
a, =0 para todo i e k com (RIS | 8 m:
Assim, a largura da banda m indica o ndmero de diagonais
secundarias de um lado ou do outro da diagonal principal que contém

todos os elementos nio nulos.

Teorema (4.3.2): A matriz triangular inferior G da decomposigio

de Cholesky A = GG' de uma matriz de banda, si.mé-t.ri ca e positiva defi-

nida A com largura de banda m tem a mesma estrutura de banda de modo
que g, = O para tode 4 ek com 1 -k > m.

Assim, por este teorema, a decomposi¢3o de Cholesky de uma matriz
de banda, simétrica e positiva definida A pode ser realizada com a
matriz G podendo ser armazenada no lugar de A. Além disso, cada passo
da redugido de Cholesky muda somente aqueles elementos da banda que
pertencem a um arranjo triangular que inclue, no maximo, as m linhas
seguintes. A figura a seqguir ilustra o k—ésimo e o (n-3)-ésimo passos
da redugio no caso de uma matriz de banda com m = 4. Ilustra também a

melhor maneira de se armazenar esta matriz.
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A decomposi¢i3o completa de Cholesky de uma matriz de banda m e
ordem n requer n rafzes quadradas e no maximo nmCm+3)/2 operagdes
essenciais. A resolucl3o de cada sistema triangular na solug3o de Ax=b
exige no maximo nCm+1) operac¢®des. Assim, a resolugdo de um sistema de
n equagdes lineares cuja matriz dos coeficientes €& de banda m,
simétrica e positiva definida requer S £ nmCm+3>.2 + 2Z2nlm+1d
operagdes essenciais.

Ao se armazenar uma matriz de banda simétrica, armazena—-se apenas
os elementos da banda abaixo e sobre a diagonal principal num arranjo
de n linhas e (m+1) colunas como mostra a figura anterior. As
diagonais secundarias de A s3o armazenadas por colunas de modo que a
i-ésima linha de A aparece na i-ésima linha do arranjo. Os elementos
da diageonal principal s8oc armazenados na coluna Cm+1D. Assim, um

el emento a., de A com max(Ci-m,10 = k = pode ser encontrado na

Ck - 1 + m + 1)-ésima coluna.

E conveniente zerar as posi¢®es dos elementos indefinidos
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situados na parte triangular superior 2a esquerda do arranjo

retangular, como mostra a figura anterior.

O algoritmo da decomposigio A = GGL:de Cholesky de uma matriz A

de ordem n e banda m que usa o arranjo de armazenamento acima descrito
& dado por:
Pacaliki=81 a8~ e ;

Se < 0O : pare

a
k,m+1

Caso contrario, gk’m+‘= /ak‘m+1

p = min Ck + m, nd
Para i = k + 1 + 2,
s
gi,,k—i+m+1 ai.,k-i.+rn+1 gk,m+1

Para j = k sy 16 S5 B swnn E

B

L, J=L+m+1 L, J-L+m+1 gi,k~i+m¢1gj,k-j+m*1

SISTEMAS TRIDI AGONAIS

Sistemas de equag¢®es com a matriz dos coeficientes A tridiagonal
ocorrem em muitas aplicag¢des.

Estes sistemas podem ser tratados de modo simples uma vez que a
i-ésima equag¢io somente contém as trés incégnitas 3 : e A
seguir apresentamos um modo de utilizar a estrutura especial dessa

matriz e simplificar a implementagio do mé&todo de eliminag¢lo de Gauss.

Seja o sistema
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exemplo,

dominante),

Se o m&todo de Gauss

2 5 4 5 6

quando A & simétrica e

7

X

N

for aplicado

positiva
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temos pela decomposigdo A = LU:
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d

n

troca
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Assim, obtemos o
Algoritmo: Dados a matriz dos coeficientes e o

independente do sistema linear, fazemos:

resolugdo de Ly = d fazemos:

Para a resolugio de Ux = y fazemos:

7 m
n

i

b

i

Por este método, o© nimero de opera¢gdes essenciais para a
resolugio do sistema linear &

SE=22CnI—S1 DS CnE—S 1O R+ 2 C N — 819 =R Sn 841

Ou seja, o custo computacional & proporcional somente aoc numero
de incégnitas. Assim, podemos resolver grandes sistemas tridiagonais

com um esforgo computacional relativamente pequeno.

Apresentaremos a seguir um algoritmo para a resolugio do sistema
linear tridiagonal (4.3.1), usando o método de eliminag¢3o de Gauss com
pivotamento parecial. No primeiro passo da eliminag3o, apenas a e <,

sdo candidatos a pivéd. Vamos definir dois valores auxiliares
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C4.3.2D

|BZaor > <, | ~ 3 entio a, é escolhido para pivdé; caso

contrdrio uma troca de linhas & necessiria. Neste caso, um elemento

nio nulo € criado na posigdao (1,3) que estd fora da banda original.

Para melhor descrevermos este passo da eliminag3o, definimos as
seguintes quantidades:

-

Se a é pivd <

Se c‘ é pivd A

u

N

Com estas variidveis o sistema (4.3.1) escrito na forma

¢ transformado em:
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>
bl

= usr a B =Ew E= 1t A= N T

1 2 Fl 2 1 4 2 14
A mesma situag3o se apresenta para o sistema reduzido, pois sua
matriz & também tridiagonal. Ent3o, podemos aplicar o mesmo raciocinio

para os passos seguintes. Para assegurarmos que as férmulas (4.3.20 e

C4.3.3> também se verifiquem no passo final da elimina¢3oc de Gauss,

devemos definir b = 0. Consequentemente a eliminag3o de Gauss termina
La]

com
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Assim, o método de eliminagiao de Gauss com pivotamento parcial

para resolugdo de um sistema tridiagonal €& dado pelo algoritmo:

contrario, r.
1

As incédgnitas x s3o determinadas fazendo-se:
L
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O numero total de operagdes deste método &
SE=E5CNE=NT IS C NIRRT O LR SCNE—N 1 D E=20Cn E=21 "
Observamos que aqui o numero de operagdes & aproximadamente o

dobro do exigido no método anterior que n3o usava pivotamento.

4.4. SISTEMAS TRIDI AGONAIS DE BLOCOS

Um sistema importante que aparece na discretizag3io de sistemas
de equagdes diferenciais unidimensionais é& o tridiagonal por blocos
que representaremos na forma:
[ D

1 1

E D F
1 2 2

Assumamos que todos os blocos E%, FL e EL tém ordem q x g e

Ki e Bt s3o vetores colunas de dimensi3o q.

O sistema (4.4.1) pode ser resolvido usando a decomposig¢io LU.
Comecemos considerando a decomposigaoc bloco LU para a matriz do

sistema (4.4.1>. Definimos as malrizes blocos tridiagonais ﬂm por :
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F

n-4

U

La]
. "~

o

obtemos o seguinte algoritmo para a determinagdoc dos blocos L_l e U:

U=
1 1

Para i = 2, 3,

Resol va L \8) = E, para obter L,
i-1 i—4 i-1 i

Use=8D =S¢ :
1 L L—=41 L—4
O procedimento acima & definido desde que os blocos Lk sejam
singulares. Isto & assegurado, por exemplo, se as matrizes D‘.
s80 nfo singulares.

Tendo completado a decomposi¢3c (ID), os blocos Kt do

solug3o de (4.4.1) s3o obtidos pelo algoritmo:

Resolva U X
n n

Para i = n-1, n-2,

L L L Lt1

[——v+ Resolva Ut X = RY - X para obter X
1

Observamos que os sistemas existentes nos algoritmos CID
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podem ser resolvidos por qualquer método adequado. Por exemplo,
podemos usar a eliminag3o de Gauss com pivotamento para decompor cada

bloco U; No entanto, isto n3o garante a estabilidade de todo o

processo. Mas, se os blocos D s3o diagonais e os blocos ni3o forem
L

grandes, o método & viavel.

Exemplo: Para resolvermos o sistema Ax = b

e entio
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Obser vagiao: seguir, num caso geral, se deveria resolver

por Gauss, isto &, decompor Ut em LU. No nosso caso nio ha

necessidade.
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Resol vendo: U X
3 s

obtemos

obtemos

REDUGCRO CfCLICA DE BLOCO

Vamos agora descrever o método de redugdoc ciclica de blocos que
pode ser usado para resolver alguns casos especiais de importantes
sistemas tridiagonais de blocos.

Para simplificar, vamos assumir que no sistema linear Ax = b, a

matriz A tenha ordem nq x nq e seja da forma:

-

-
DA E

» I ¥

F
F D

-

onde os blocos D e F s3o matrizes de ordem que satisfazem
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FD. Vamos também assumir que n . Esta condig3oc é verifi-
cada em algumas aplica¢®es importantes, tais como a discretizacio da

equacio de Poisson sobre um retingulo. Neste caso, temos:

( 4 -1 |

=104

com o inteiro n determinado pelo tamanho da malha. Assim, & sempre

possivel escolhé-lo de modo que n = SEEE Em Sweet (1977), & mostra-
do como proceder quando n n3do pode ser escrito nesta forma.
A idéia bisica da redugdo ciclica & repetidamente dividir a

metade a dimens3io do problema inicial, até que fiquemos com um sé

sistema q Xx g cuja incdgnita & x (e Este € ent3o resolvido e os
2

x. anteriormente eliminados s3c encontrados por substituigio para
tras.
Para facilitar, consideremos o caso em que n = 7. Teremos:
Dx + Fx
1 2
Fx + Dx + Fx
4 2 3
Fxt i Doct £l B
2 3 4
Ex + Dx + FEx
3 4 s
Fx + Doc +
4 5 ]

+ Doc - For
S 7

Eoc i+ e
=3 2

Para i = 2, 4 e 6 mnmultiplicamos as equages i -1, i e i + 1

por F,-D e F, respectivamente e, adicionamos as equagd®es resultantes.
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Assim, obtemos o sistema:

(1) (1) (1)
= D xz + F x

BFZ = Dz e comutam;

FCb +bd>-Db_,b"’=F b +bd - Db
1 3 2 4 3 5 4
ES8 G DU e R [
5 ? c
Assim, com esta tatica removemos as componentes X, com i {mpares.
Repetindo a mesma técnica de redugio, multiplicames as trés
C4) (1) 1) '
equagdes de (4.4.4) respectivamente por F « —-D eI e adicio-
namos as equa¢gdes resultantes.
Agora, chegamos 3 equagao:
2 [ ESaS DD
que escrevemos na forma:
= b C4.4.5
Assim, foi completada a redugio ciclica. Agora, resolvemos o

sistema (4.4.5) de ordem q x q , determinando o vetor X,- Os vetores

xz e xo s3o encontrados resol vendo-se os sistemas:

(1) (1)
% =

Finalmente, usamos a 1<, a 3%, a 8° @ a 75 equagdes de

C4.4.3> para calcularmos XXl X S e S, respectivamente.
Cbservamos que a quantidade de operagdes exigidas pelo método
depende grandemente da esparcidade de D e F. No pior caso, quando

estas matrizes forem densas, o nimero total de operagdes serid da ordem

de log Cnd qs. Buneman (18969) detalha os cuidados que se deve tomar
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para se assegurar a estabilidade durante a redug3o.

O algoritmo de redugio cifclica de blocos & o seguinte:

Dado n = Ek_1 ; dados os blocos De F e o vetor b de dimensao

n fazemos:

DFO) D

FCQD F

bCo) =

Paralpi=R1 e e k=1

DP’ = 2 [F¢P712,2

[D(p—l)lz
Ftp) iz [F:p—n]z

r= 2P

Para i h=i1 o B, KE RS,

Bl R

{ ] {p—1) (p—™1) {(p—1)
b b= Faih & S - D
jr Jre=riA2 Jjrtrs2

tk-1)

ara obter x
1 P k—1

2

Cpd
Czj—40r

Caso contréario, se

Cpd

Ch bCzjut)r

Caso contrario,

Cpd Cpd
= - +
= bCzJ*;)r B Exzjr szj—z)r]

< b
L, Resolva D'P’y , = C para obter
(2j-4)r
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Exempl o: Suponhamos que

dese jamos resol ver

Temos

-»
2.

1 temos

SESCHT

2, 3 temos

F‘Cb1 + b3

EGCHBESEEHEDE =8 D)
a 5 4

EChi+SH IS == Db
5 ? P

Ent%o b® = F b

Aszsim, chegamos a

=3} = |B)a]
2

temos
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obtemos xz

E entio

PARTIGAO PAQ

Seja A uma matriz n3o singular, n3ao simétrica, grande e esparsa.
Na resolug3o do sistema linear Ax =b usando a eliminagdo de Gauss
¢ vantajoso permutarmos equagdes e varidveis de modo que se resolva:
(P AQy = Pb
x = Qy,

onde P e Q s3o matrizes de permutagio.

Estas permutagd®des podem ser escolhidas de modo que minimizem o

custo da realizag3o da elimina¢3o de Gauss. Este custo pode ser medido
pelo nimero de posigées de memdédria necessiarias ersou pelo niimero de
operagdes aritméticas usadas.

A escolha de P e Q pode ser vista como um processo de dois
passos.

O primeiro passo € a partig3do da matriz A. Ele €& realizado pela
obtengio de Po (=] QO tais que POA QO seja uma matriz bloco triangular

superior. Isto é:
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A,

o

onde cada A, € uma matriz n3o singular que n3ao pode mais . ser
L5 8

particionada.
0O segundo passo consiste em encontrar P_Le Q_L.l SRt <Ak

permutem as equagdes e varidveis do i-ésimo bloco de modo A minimizar

o custo da aplicag3o da eliminag¢3o de Gauss scobre giAitaf

A

1k

Bax

o . .'.o'Bkk

. o

onde Pt e QL s3o Ei e 61 extendidas ao tamanho de A.

A partig¢io da matriz pode ser realizada da seguinte forma:

1—- Determinar uma matriz de permutag3do R de modo que a diagonal
principal de RA seja n3io nula.

2—- Formar o grafo orientado GCRAD cuja matriz de adjacéncia & RA.

3- Determinar as componentes fortes Ca'cz’ 5w B Ck de GC(RA e
ordeni-las de modo que para i1 < j n3o exista caminho de CJ para
Ci.TQmar a permutagio Q; que corresponda a esta ordenaglio de vértices.

4- Agora, Q: RAQO = POAQO € uma matriz de blocos triangular
superior com blocos diagonais A“. A}g' s Akk correspondentes as
componentes Cl, Tratr CIk de GCRAD.

Obser vamos que o que se pretende aoc se usar partigdes & que a

resolugio de um grande sistema linear possa ser trocada pela resolugio
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de varios sistemas menores. Assim, suponhamos que tenhamos encontrado
Po e Qo de modo que POAQO esteja na forma (4.5.1D. Tomemos y e P b
o
particionadas respectivamente em Yool - -h Y e oE bD‘. S oo CP b)k
o L=
segundo a partigdo de POAQD na equagio (4.5.1). Ent3o o sistema:
CP AQD vy P b
=] o o

x Qyo.

pode ser resolvido por substitui¢3o de blocos de baixo para cima:

Akk Y i CF’ob)k

Agora, precisamos apenas aplicar a eliminagio de Gauss aos blocos
diagonais Au. TR < )T

O custo deste processo, certamente nio € maior que o que terfamos
se aplicAssemos a eliminagio de Gauss sobre toda a matriz e pode ser
menor se a particg3o for conveniente.

Agora, tomemos R = QP. Ent3o PAQ = QHRAQ.

As matrizes de permutagio R e Q podem ser interpretadas da se-
guinte forma: R permuta as linhas de A de modo que os elementos que

serdo usados como pivds na eliminagio de Gauss pertencem A diagonal

principal de RA. Ent3o a permutagio simétrica Q'CRAYQ determina a

ordem =m que estes pivdés serio usados.
Assim que R e Q tenham sido escolhidas, a eliminagZo de Gauss &
aplicada acs blocos diagonais da matrizthAQ sem nenhum pivotamento.

Por isso, quase sempre consideramos somente aquelas permutag¢des R para
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as quais a diagonal principal de RA (e também de (fRAQ) seja
inteiramente noc nula.

O segundo passo na escolha de P e Q & em geral, mais dificil. Ele

exige que encontremos P e Q que minimizem o custo da eliminagdo de
1 L

Gauss sobre os blocos diagonais A“. Até agora n3o se conhece um
algoritmo que determine as permqtaq&es 6étimas sem que se tenha que
testar todas as permutag®es possiveis.

A seguir, apresentamos algumas definigdes e consideragdes
necessarias ao desenvolvimento do método. Observamos que todos os
grafos aqui utilizados s3o orientados.

Definig¢Xo (4.5.2)>: Uma diagonal da matriz quadrada A de ordem n,
&€ qualquer conjunto de n elementos contendo um elemento de cada 1linha
e de cada coluna de A.

Como A €& nio singular, seu determinante € n3o nulo e, poertanto,

menos uma diagonal de A tem todos os seus elementos nio nulos.

Definig¢%0 (4.5.3): Seja Il uma diagonal n3o nula de A. Ao grafo
orientado associado A A e A [l denotaremos GCA,ID. Ele & definido como
segue:

Tomemos R e S matrizes de permutagdes tais que os elementos de II
formem a diagonal principal de ERAS.

Ent3o GCA,IDD = C(V,ED> onde

V={V,L/1Si£-n}eE=<CvL,vj)/i.#jeCRAS)ij#O}
Quando ﬂo € a diagonal principal de A, GCA,HOD pode também ser
escrito simplesmente como GCAD.
Mostraremos a seguir que GCA,IID & bem definido, isto ¢, n3o se
altera pela escolha de R e S.

Teorema (4.5.4): Sejam G1CA,H} e Gz(A,ﬂ) grafos associados aos

pares de permutagdes CRﬁ,S;) e CRz'Sz)' respectivamente. Ent3o,
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1 2 3 4 5 6 1 sll|1‘3£;r)‘w

(aCA,nD e GZCA.H) sio isomorfos.

Demonstragdo: Seja Il uma matriz de permutagc3o de dimens3oe n X n

cujos 1's estio nas posi¢g®es correspondentes Ads locag®es dos elementos

de 1 em A.

Como CR1'813 e CRz.Szb deslocam 1 para a diagonal principal,

ent%Zc RINS = RINSY'= I Portanto, s' =R '@ s "= nrt
i 4 2 2 41 1 2 2
Seja C = R_.R'. Ent3o: ¢ccCR AS D> ¢' = RR'R AS RR'
2 41 4 1 2 41 1 1 4 2
= R An'r'
2 2
= R AS
2 2
As matrizes R‘AS1 e

RZAS2 s3o as mesmas até uma renumerag3io das

linhas e das colunas pela permutagio de C. Portanto: 61CA,H) = GZCA,H)

com o isomorfismo dado por C.

Uma conseqlléncia deste teorema €& que, sem perda de generalidade,

podemos sempre mover os elementos pivés para a diagonal principal

usando somente permutag¢des de linhas, isto &, usando R = Nifeiis

Defini¢%o (4.5.6):

Un grafo orientado & fortemente conexo

partir de cada vértice existir um caminho para cada um dos

vértices.

Por exempleo, a matriz:

2

3 tem o grafo
1

e G Cﬁu) é fortemente conexo.

JA& a matriz:

-

tem o grafo
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e G CAa) nio & fortemente conexo pois ni3o existe um caminho orientado

de v A NG
3 2

Um grafo orientado que n2o & fortemente conexo pode ser dividideo,

de maneira dnica, em subgrafos maximais fortemente conexos que

chamaremos componentes fortes.

Estas componentes fortes Ci, oo Ck pcdem ser ordenadas de modo

que para it < j nao exista caminho dos vértices de C. para os vértices
J

Definig3oc (4.5.6): Se PAQ = o Aﬁz

o

2L

onde A“ e Azz s3o matrizes quadradas de ordem pelo menos 1 e P e Q

sd3o matrizes de permutag3o, entio A & bi-redutivel. Caso contréario, A

¢ totalmente indecomponivel ou irredutfivel. Se

A11 Aﬁz 6T Aik

(@) A A
S 22 -

comcada A, i =1, 2, ..., k totalmente indecomponivel, entio as
LL

submatrizes A s3o as componentes indecomponiveis de A.
L

Definig3o (4.5.7): Sejam A uma matriz quadrada de ordem n X n sem
zeros na diagonal principal e GCAY seu grafo. Dizemos que A Cou GCAdD

tem a propriedade C se si3o satisfeitas as seguintes condig¢des:

Sobre a matriz: Cada subconjunto de k < n linhas de A tem elemen-
tos n3o nulas em pelo menos k + 1 colunas K
Sobre o grafo: Cada conjunto de k < n vértices de GCAD tem pelo

menos uma aresta direcionada Cou orientadad a partir de um vértice de

um subconjunto para um vértice de cutro subconjunto.
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A seguir apresentaremos o teorema principal sobre o qual se

baselia este método.

Teorema (4.5.8): Sejam A uma matriz n x n sem zeros na diagonal
principal e GCA) seu grafo. As afirmagdes abaixo s3o equivalentes:

(1> A tem a propriedade C.

(2> A é totalmente indecomponivel.

(3> G CA ¢é fortemente conexo.

Demonstragio: Mostraremos que ni3o (1> => ni3o (2):

Seja S um subconjunto de k < n linhas de A sem a propriedade C.

Em € existem k elementos da diagonal principal de A. Estes elementos

niao nulos est3o em k colunas diferentes. Como a propriedade € n3o

ocorre, as outras colunas de S devem ser nulas. Seja P uma matriz de

permutagdoc que coloca as linhas de S em Gltimo lugar.

Entio:

linhas em S,

e A é bi-redutivel.
Mostremos que nio (2> => nao (1D):

Seja PAQ = An e

(0]
22
Ent3oc a propriedade de C n3oc & satisfeita nas 1linhas de A
e, portanto isto também ocorre em A.
Mostremos que nfo (13 => ndo (3D: :
Seja % um subconjunto de linhas de A onde a propriedade C n3o

ocorre. Entio, n3oc existe caminho em GI(A a partir de vértices

correspondentes As linhas em S para vértices fora deste conjunto.
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Loege, GCAD nlo & fortemente conexo.
Mostremos que n3oc (3> => nio (1):

Se GCA) n3c & fortemente conexo ele deve ter uma componente forte
Ck sem arestas externas. Ent3c as linhas de A correspondentes a
vértices em Ck tem elementos n3oc nulos somente nas colunas correspon-—
dentes a vértices em Ck. o que viola a propriedade C.

A seguir, apresentamos um Corolario e um Teor ema cuja
demonstraglo pode ser encontrada em Howell, 1832.

Corolirio (4.5.9): Sejam R e S matrizes de permutagdc tais que RA
e SA tenham diagonais principais n3o nulas. Ent3oc GC(RAY €& fortemente
conexo se, e somente se, G(SA) & fortemente conexo.

Teorema (4.5.10): Cada diagonal n3oc nula [ de A leva A mesma

partic3o de vértices em componentes fortes em G CA,ID.

Seja A uma matriz esparsa quadrada de ordem n X n, n3oc singular
com T elementos n3o nuloes (n = 7 = nz). Agora, o algoritmo para a
parti¢3o pode ser reescrito como segue:
1 - Encontrar uma diagonal n3o nula [l e a permutagio R gque a
desloca para a diagonal principal.

= — Formar GCA,TID.

3 - Encontar as componentes‘ fortes de GCA,IID numa determinada

ordem tal que para i < j n3o exista caminho de Cj para Ci. Tomar a

permutagio Qt de modo que a linha k preceda a 1linha p enquanto
Vel G e N U
L P J
4 - Formar FPAQ = Q'RAQ a qual & matriz de bloco triangular supe-

Exemplo: Seja o sistema linear Ax = b tal que:
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c

(1] =) L

1 - Escolhamos qualquer diagonal n3o nula. Por exemplo, seja:

a . a . a . a . Entio
25 34 42 53

Comoe RAx = Rb ,
[ 2

=

1 . : 3

.

2 — Formamos GCA,TID = GCRAD:

~ t
3 - Ordenamos as componentes fortes; e tomamos a permutacio Q

que reflita esta ordem. Teremos:

Ca=l{tu®)
2 1
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Logo,

t
-~ Determinamos PAQ QRAQ . Teremos:
= 2 E 1

Ent3Zo, como PAQy = = Q'Rb, temos:

( 2 5

1 3

L

com a parti¢lo em blocos determinada pelas componentes obtidas em

Ou seja, temos:

CPbD
1
CFbd
2
CPbd
3
Resol vendo os blocos, conclufimos que:
y = (3 1 -4 2

chegamos A solugio
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do sistema.

ObservagZo 1 : Se neste exemplo tivessemos escolhido para 1 a

di agonal principal de A, n3o terfamos a permutagcio R que moveria Tl
para a diagonal principal. O grafo resultante seria fortemente conexo
e nenhuma partigiao poderia ser feita.

A seguir apresentaremos um exemplo que mostra como a escolha da
diagonal nZo nula pode afetar o custo da eliminagioc de Gauss scbre uma
componente de A.

Suponhamos que:

L X

onde x indica um elemento cujo valor € nio nulo.

A escolha de R, I conduz a pelo
L

independentemente da escolha de Q..
L

-

JA a escolha de §,=
L

"
niao conduz a nenhum fill-in se Qi. for escol hido
ewempl o.

Suponhamos que A tenha um  zZzero em sua  diagonal
principal o qual seria trocado por um elementeos n3o nulo na eliminagio
de Gauss antes que fosse usado como um divisor. Ainda assim podemos
construir GCAD e fazer a partigdo como antes. Pelo Teorema (4.5.10)

este grafo teria a mesma partig¢3o de vértices em componentes fortes
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Jue aquela gerada , como segue:
9 1 g
1 - Marque o zero sobre a diagonal principal.

2 - Encontre R tal que RA tenha diagonal principal n3oc nula e

construa GCRAY como antes.

3 - Adicione uma aresta correspondente ao zero marcado em 1 o

qual esti4 agora fora da diagonal principal de RA. Esta aresta

adicionada pode ou n3do mudar a estrutura de componentes fortes de
GCRAD. Por ela & possivel fundir duas ou mais componentes de G(RAY em
uma Unica componente.

Un algoritmo eficiente para determinarmos as componentes fortes
de um grafo fortemente conexo, numa ordem conveniente €& dado por

Tar jan, 1872; Szwarafites, 1986; Terada, 1991.
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CAPITULO 5

METODOS ITERATIVOS PARA RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES ESPARSOS

INTRODUGZAO

Os métodos iterativos para a resolugdo de sistemas de equagdes
algébricas foram revistos em 1077 por Fox. Desde entio, um avango
notdvel nesta 4rea tem sido verificado.

Uma raz3o para o grande interesse na resolug3o de sistemas de
equagdes lineares esparsos & sua importincia na discretizacio de
equagdes diferenciais. Pesquisas computacionais nesta A&Area tém sido
responsaveis por algumas técnicas para matrizes esparsas que s3o de
uso geral.

Falando de modo mais amplo, existem duas maneiras para solucionar
o preblema Ax = b com A esparsa. Uma delas & como JjA vimos a dos
métodos diretos, que com estratégias tipicas de exploragio envelvem um

inteligente uso da estrutura de dados e pivotamento estratégico

especial, para minimizar o fill-in. Uma outra & a dos métodos

iterativos que fornecem uma seqiléncia de aproximantes da scolug3o, cada
um dos quais obtido dos anteriores pela repetigcio do mesmo tipo de
pProcesso.

Unm método iterativo & dito estacionario se cada aproximante é
obtido do anterior pelo mesmo processo. Quando os processos variam de
passo para passo mas se repetem ciclicamente de s em s passos, ele é
dito s-ciclico. Agrupando-se os s passos de cada ciclo num dnico passo
composto, obtemos um método estacionario.

Analisemos os métodos iterativos estacionarios.
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Suponhamos que o sistema linear A = b tenha sido transformado
no sistema equivalente
x = Mx + g.
Um método iterativo basico de resolugio do sistema 1linear
escrito na forma

(k+1) (k)
*

= Mx + > by =

g
onde a matriz M & chamada matriz de iteracio.

Chservamos que se a seqUéncia { X&S converge para x entio
colncide com a soluglo x de Aw b.

O critério geral de convergéncia de (5.1.1) & dado por:

Teorema (5.1.2): Se Il . | € uma norma qualquer de matriz, a con-
digao Il M Il < 1 & suficiente para a convergéncia do processo iterativo
lsh Al Aok

Temos também

Teorema (5.1.3): Uma condig3o necessiaria e suficiente para a
convergéncia do processo iterativo (eia), b, by, & p(M> < 1 onde

LMD = max I)\I & o raio espectral de M.
15i<n "

A seguir apresentamos alguns dos métodos iterativos mais usados.

5.2. METODOS ITERATIVOS CLASZSICOS

Seja o sistema Ax = b. Definindo as matrizes D, E, F por

podemos escrever A =

Supondo que det(CDd # O, consideremos L
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1> METODO DE JACOBI-RICHARDSON OU DOS DESLOCAMENTOS SIMULTANEOS.

De (D - E - Fo)x = b obtemos Dx = CE + F>x + b. 0O método

iterativo resultante

| 4] -1

S Et LN e TS I IS

é denominado método de Jacobi -Richardson.

Assim, neste método a matriz de iteragio & MJ

O algoritmo do método de Jacobi & dado por:

Dada uma aproximagio inicial =< =
arbitréaria, calcule:

Par 2t lc =R ) S S

Para i

4 %)
Layex /2

JEL+1 ) )

[3'3]
e =
J

2) METODO DE GAUSS-SEIDEL OU DOS DESLOCAMENTOS SUCESSI VOS.

De (D - E - F)x = b obtemos (D - BEJ)x Foc e O método
iterativo resultante

(k+1) 4 (4'4] !
R UL+ Db

SR e TR iy | e N e D= A

€ denominado método de Gauss-Seidel.

Portanto, neste método a matriz de iteracg3o & Mcn = (I - L)qﬁl

Observamos que este método difere do de Jacobi por utilizar para

(k+4) :
o cidlculo de uma componente de xkﬂ o valor mais recente das demais
compenentes. Computaciconalmente isto & bastante conveniente, pois o

novo valor pode ser armazenado na meméria sobre o valor antigo, o que

minimiza a meméria utilizada.

(k+1)
x,

E importante observar também que as componentes
L
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calcul adas sem necessidade de se calcular CI - L)_ﬁJ. Assim, (o]
ritmo do método de Gauss-Seidel é dado por:

Dada uma aproximag¢3oc inicial x'? =

arbitraria, calcule:
Para 'k = 0,1, 2;

Para i

(keg)
+
xj =32

J=i+1

3> METODO DE SOBRE-RELAXAGAO SUCESSIVA CSORD.

O problema f(xD=0 pode ser resolvido por iterag3c na forma
X + w f(x), onde o paridmetro w €& escolhido de modo que a

iteragdo convirja. Analogamente, o sistema b - Ax = O pode ser reduzi-

do & forma x = x + w D' ¢b - AxD, com w € [R apropriadamente

escolhido. Este procedimento corresponde h decomposic¢Zo

Au=1 Efn) = (als) e CwF + (1 - ) DD
w w

que nos fornece o método iterativo de sobre-relaxac3io (SOR) definido

por :

= I oD e T U C I L U SR R D E

= k> + (8 3)
x(k+1> = x(k) DR P) & Dx‘ s Ex‘k ) Fx ]

Como detCI - wld ' = 1 segue que

e M L S DR GEDE LD
SOR

onde M = CI - aldi® [ WIUREN G =) T ].
SOR

Este método converge significativamente mais r4pido que os
anteriores, mas a convergéncia depende do fator de relaxagio w. O

t

convir ja para x o mais répido possfivel. Este valor de ®w & chamado

¥
parimetro w & escolhido de modo a minimizar pCMSO > para que {x"
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valor &Limo e € denotado m‘. O cilculo de w* & diffcil exceto nos

casos mais simples. Usualmente ele & obtido aproximadamente, baseado

em experimentos com valores de w e em seus efeitos na velocidade de

"
convergéncia. Apesar de ni3o ser simples calculid-lo, o efeito de w na

velocidade de convergéncia é significativo e compensa seu custo de
cadlcul o.

Foi demonstrade Cver, por exemplo, Young, 18713 que O < w < 2 €&
condi¢3o necessaria para a convergéncia. Observamos que se w = 1 o
método SOR se reduz aoc método de Gauss-Seidel. Se w > 1, ent3do temos

(k+1) tky (k+ 1) tk)
: — x.

uma corregio por excesso pois X = X I G) B G5 )
L 8 1

3 onde

tk+1)
.

. & o valor calculado pelo método de Gauss-Seidel. FPor isso,

neste caso, o método é denominado sobre-relaxagio. Similarmente, se

w < 1 teremos o método denominado sub-relaxagio.

4> METODO SIMULTANEO OVER-RELAXAGAO CJORD

Este método estid relacionado com o©o método de Jacobi. Nele

escolheremos um parlmetro real w e fazemos:

(k+1) (173 et
¥ T = M x e (A9 DY e
JOR

onde M = w M + C1 - w I.
JOR J

Se w =1 teremos o método de Jacobi.
Se w > 1 teremos uma corregio por excesso (sobre-relaxagio) desde
k
que R o Gt L S SR nde :-cikﬂ) ¢ obtida pelo método

de Jacobi. Similarmente, se w < 1 temos corregiao por falta

Csub-relaxagio). Posteriormente faremos algumas consideragdes sobre w.

S ﬁEIQDO_DE SOBRE-RELAXAGAO SUCESSIVA SIMETE{gA CSSORD

O sistema b - AXx = O pode ser resolvido pelo método SSOR em

etapas (semi-iteragdes).
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A primeira semi-iterag3o ¢ idéntica & realizada pelo método SOR

~ : tk+1.-2)
Csobre-rel axagao sucessiva)d para obter x . A segunda

semi-iteragio para obter x(k'u) também utiliza o método SOR porém, com

as equagdes tomadas na ordem inversa.

tk+1/2)

Assim, primeiramente determinamos x da seguinte maneira

(k+1.-2) (k> tk+1.-2) k) -1
x = (1 - w x + WG + Ux + Db

(k+1.-2) [4'9)
- s

-1
x arn fhy e,

e Dxcic) st Extk-u./z:

e segue que

xd\:-r!./E) =M x(k) IR Taie) mE)_‘b.

=lcTh = oD LU i cil— DT,

: (k+1)
determinamos X fazendo
» (k+1.-2)

TR D h
SO0OR

=Gl o ol G DT

5.3. METODOS BLOCO-ITERATIVOS

Consideremos a matriz quadrada A de ordem n particionada

blocos na forma

-

A A
14 12

A A
21 22
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matrizes A <s3o0o quadradas de ordem
(8 8

n.

Se aplicamos os métodos iterativos anteriores ao sistema

onde b e x s3oco vetores de dimens3io m, obteremos novos métodos
| 8 L 1

iterativos que possuem a forma

(k+4) -
%4 i b.

Denomi naremos DB A4 matriz
=

A
11

Seja A =D -E -F, L =D U = D&E
B P B B B B B B B B

onde En e LB s3o matrizes bloco triangular estritamente inferiores; e,
Fn e UB s3o matrizes bloco triangular estritamente superiores.

Com estas matrizes blocos obteremos varios mé&todos bloco
iterativos que apresentaremos a seguir.

Em cada passo k do processo iterativo & preciso resolver p
sistemas lineares por métodos diretos, pois a inversio de Dn n3io se
reduz mais a uma simples divisio como ocerria nos métodos nio blocos.

Em geral & aconselh&vel determinar as inversas A: antes do
infcio da iteragio, para facilitar a resolug3o dos p sistemas em cada

passo. Entretanto, se os A s3o tridiagonais € preferivel a resolugio
LL

sucessiva pela eliminag3do de Gauss. Este caso & frequente no
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tratamento de Equag¢des Diferenciais Parciais.

1> O método ITERATIVO BLOCO DE JACOBI & formado pela decomposig¢io |

W= T A B

B B B B
e & definido por

x<k+1> = CL + UD xtk: 7 D_lb.
B B B

A matriz Jn = LB + UB & chamada matriz bloco de Jacobi.

2) O método ITERATIVO BLOCO DE GAUSS-SEIDEL & fornecido
decomposigio. A = (D - E D> - F_ e & definida por
B B B B
(k+1) (k+1) k> ~1
e =

L x + U x + D b
B B

=Gl I U N DN ED D
B B B B
A matriz C—‘»Sn =NCT — I..B)_iU}3 ¢ chamada matriz

Gauss -Seidel.

3) 0 método ITERATIVO BLOCO SOBRE-RELAXAGAO SUCESSIVA & fornecido

pela decomposigio

A R S K N T il R SRRt 15
B B B B

e & definido por

(k+1) )
x

= CcI - wLB)_1CwUB + C1 —D IR

i CD = GOED D
B B
A matriz SORB = (CI - w[..n)—‘ CmUn +R G =8 )T € chamada matriz

bloco de sobre-relaxagio sucessiva.

A iteracio de blocos & usada quando o sistema € muito grande para
ser armazenado na meméria do computador. Em alguns casos, estes

métodos convergem mais rapidamente que os métodos iterativeos bisicos.
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A seguir, apresentamos um exemplo que ilustra a aplicagioc do
método iterativo bloco de Jacobi.

Exemplo: Seja o sistema linear onde

Com esta partic2o em blocos, o método iterativo bloco de Jacobi

resulta em

-
(k+1)
=X
1

(k+1)
-

FEesol vendo estes sistemas obtemos:
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Obser vamos que estas equagdes correspondem a iteragao

x(ki-!.) =] x(k) A D-ib
o o

do método bloco de Jacobi, onde

13
23

CONVERGENCIA DOS METODOS ITERATIVOS

Todos os métodos iterativos descritos anteriormente sio da forma

(e+)d
>

= Mx™® + g €5.1.4>

A seguir apresentaremos alguns teoremas de convergéncia para os
métodos iterativos basicos.

Se no critério de convergéncia apresentado no Teorema ((5.1.2D

escolhermos as normas ll. 'L) e ||. |L e considerarmos a:j =

obtemos:
Corolario (5.1.5): O método de Jacobi-Richardson converge se
n
max § | a.. Ceritério das linhas)
i j=1
j*i

Ccritério das colunas)
ix)
Corolario (5.1.6)J: O método de Gauss-Seidel converge se o

critério das linhas for satisfeito.
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Corolario (5.1.7): O método de Gauss-Seidel converge se max ﬁt< 1

L
2 %
onde 3. AR Oy gl e ] Ccritério Sassenfeldd.
¥ j=1 = J j=i+1 =
Em geral o método de Gauss-Seidel converge assintoticamente mais
rdpido que o método de Jacobi-Richardson. No entanto, dado um sistema
Ax = b pode ocorrer que o método de Jacobi-Richardson aplicado a ele
resulte convergente enquanto que o de Gauss-Seidel resulte divergente
e vice-versa.
Definig%o (5.1.8): Sejam M1 e Mz matrizes de iteragio. Ent3io a
iteragio (5.1.4> com M =Pﬁ converge assintoticamente mais rapido que
a iterac3o com M = Mz’ se p(h&) < pCMz) G

S U G T

Teorema (5.1.9): Seja M =RCT—N/ D8
SOR

EntZoc, para todo real o, p(MSOR) > |w - 1|. CAlbrechet,

Deste teorema e do Teorema (5.1.3) decorre que 0 < w < 2 €& uma
condig3io necessiria para a convergéncia do método de sobre-relaxagio
CSORD.

Teorema (5.1.10): Se a matriz A do sistema & simétrica e positiva
definida entio o método de Gauss-Seidel & sempre convergente.

Teorema (5.1.11): Se o método de Jacobi converge ent3ioc o método
de Jacobi over-relaxagio (JOR) converge se O < w < 1.

Demonstragao: De MJ temos que os autovalores Ki do método JOR

OR

sdo dados em fungio dos autovalores K, do método de Jacobi por

W

\8 4 de el e o< w =<1, entio

ire I C O R A ) e CA =D <lCor il = D < 1

e o método de Jacobi over-relaxag¢3io converge.

Definigdo (5.1.12): Uma matriz A de ordem n x n €& diagonalmente

dominante se
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e para pelo menos um i,

[I5 2 | > 32 | arsac | B (5.1.13

(38 8]

Se (5.1.13) se verifica para todo i, dizemos que A & estritamente

di agonalmente dominante.

Teorema (5.1.14): Seja A uma matriz irredutfivel e diagonalmente
dominante. Entio

Cad O método de Jacobi converge e o©o método JOR converge
o a8

(b)) O método de Gauss-Seidel e o método SOR convergem
O < w=x1 (Young, 1871).

Teorema (5.1.15): Seja A uma matriz simétrica com elementos
gonais positivos. Ent3io o método SOR converge se, e somente se,
positiva definida e O < w < 2 (Young, 1871)D.

Teorema (5.1.16): Se os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel forem
aplicados a um sistema tridiagonal entio ou ambos convergem ou ambos
divergem. Se ambos convergirem, o método de Gauss-Seidel converge mais
rapidamente que o de Jacobi.

Observamos que os métodos iterativos s83c muito utilizados na
resolug3do de grandes sistemas lineares esparsos. HA inumeros pacotes
computacionais tais como ITPACK 2C, ITPACKV 2C, ITPACK 3B, ITPACK 4 ou

NSPCG, ORTHOMIN e outros que utilizam estes métodos.
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