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Em memdria de meu avo
Marny Hoff.



E preferivel a angtistia entre a vitéria e a derrota ao marasmo da alienagao.

Milton Santos

Ella estaba en el horizonte. Me acerco dos pasos, ella se aleja dos pasos.
Camino dos pasos y el horizonte se corre diez pasos mas alla

Por mucho que yo camine, nunca la alcanzare. ;Para que sirve la utopia?

Para eso sirve: para caminar.

Eduardo Galeano.

Sera possivel conhecer todo o universo? Meu Deus, achar o caminho no
bairro ja é dificil.

Wood Allen

11



Agradecimentos

A dificuldade em agradecer reside no risco do esquecimento. Muitas pessoas
foram importantes, direta e indiretamente, ao longo da realizacao desse trabalho e
portanto é possivel, sempre, que haja nomes injusticados residindo em algum lugar
que ndo nas linhas abaixo. E-me entretanto necessario expressar minha gratidao:

A minha mae, por todo o incentivo e abnegado apoio. Explicitando que o
trabalho duro é muito mais do que falta de op¢ao. Como ja dito: “O homem ¢é e nao
pode nao ser.”

Ao meu pai, por mostrar-me que alegria nao tem muito a ver com bonanca.
Embora eu ainda ache que a diferenca continua sendo assunto para especialistas.
Como ele.

Aos meus segundos pais: madrinha Méia e padrinho Nelson.

Aos meus terceiros pais: dona Dora e seu Clovis.

Aos professores de IFT. Em particular ao professor Aldrovandi, por suas aulas
repletas de fisica, curiosidade, histéria, e mais fisica.

A professora Maria Cristina, por esses seis anos de convivéncia e ensinamen-
tos, confianca e incentivo. E ainda meu projeto ter, como ela, esse ela pela fisica. A
professora Maria Emilia, pela co-orientagao ao longo desses seis anos também, ensi-
nando e incentivando. Sou-lhes grato como nao se pode expressar, por me acolherem
ainda no mestrado e desde cedo me colocarem de frente a pesquisa cientifica.

Ao professor José Abdalla Helayél-Neto pela paciéncia e incentivo.

A Ane (Picolinha) por todo o amor, carinho, apoio e ajuda. E por ser tao
especial a ponto de me fazer entender espontaneamente que tudo a que essa tese diz
respeito, nao passa daquilo que realmente é: um trabalho.

Aos familiares, em especial aos primos e primas por todo apoio e momentos
alegres.

Aos camaradas de sempre: Fabio, Kiko, Guilherme, Ulisses, Camila, Dri e

Christi (nunca aprendi a escrever esse nome). E aos estentores da terrinha: Luciano



e Massudao. Como sempre, meus sinceros agradecimentos.

Aos camaradas de labuta do IFT! Em particular ao Mariao, pela grande
amizade e camaradagem. Mariao, a despeito do que eu escrevi antes, provavelmente
a banda nao existird. Mas certamente continuaremos, como voceé disse, a discutir
sobre a fisica que nds nao sabemos. Ao Hiroshi, pela amizade e pela paciéncia nas
discussoes sobre branas.

Ao Marcelao, pela amizade e exemplo! Valeu camarada.

Ao Roldao, pela camaradagem, parceria, e discussoes. Em suma, por ser o
mentor intelectual desses tltimos anos. Além é claro de todo o fornecimento do
material do Dream Theater, e especialmente do Portnoy.

Aos funcionarios do IFT, em particular a Jo pelo bate-papo de todos os dias.

A CAPES pelo financiamento.



Mem (brana): Camada fina de tecido que recobre uma superficie, divide

um espaco ou une estruturas adjacentes. Pelicula.

(Dicionario Houaiss da Lingua Portuguesa).

vi



Resumo

Apds uma breve introducao acerca de alguns aspectos gravitacionais do modelo
de Randall-Sundrum bem como da gravitagdo de Brans-Dicke (BD), propomos dois
modelos de branas utilizando cordas césmicas, local e global, em teoria de BD para
a geragao de toda a estrutura bulk/brana. O cendrio final é composto, em ambos os
casos, de uma 4-brana warped com topologia R* x S' e uma dimensao extra tranversa
a brana. Ap6s isso, analisamos os modelos encontrados no contexto do formalismo

de Gauss-Codazzi, com e sem a imposicao de simetria Zs sobre a brana.

palavras chave: branas, formalismo de Gauss-Codazzi, teoria escalar tensorial

da gravitagao, cordas cosmicas.



Abstract

After a brief introduction of some gravitational aspects of the Randall-Sundrum
braneworld model as well as of the Brans-Dicke (BD) gravity, we propose two
braneworld models using the, local and global, cosmic strings in the BD framework
in order to generate all the bulk/brane structure. The final scenario is composed,
in both cases, of a warped 4-brane with topology R* x S and one extra dimension
transverse to the brane. After that, we analyze the founded models in the scope of
the Gauss-Codazzi formalism, with and without the imposition of Z; symmetry on

the brane.

key words: branes, Gauss-Codazzi formalism, scalar-tensorial theory of grav-

itation, cosmic strings.



Prembulo, ou Errata

Entrou em vigor no inicio deste ano nova formulagao no que tange a acentuacao
e escrita da Lingua Portuguesa. Esta tese porém, encontra-se nos moldes antigos
(talvez antigos demais). Eis os motivos: primeiramente, a tese comegou a ser escrita
antes do anincio da reforma, e uma total reformulagao pareceu assaz dispendiosa.
Segundo, o autor traz ainda algumas duvidas quanto a correta aplicacao das novas
normas, bem como da verdadeira utilidade das mesmas. Assim sendo na apreciacao
dessa tese, ou pelo menos de sua estrutura léxica, o autor (como se fosse preciso)
pede ao leitor um tom de rigor entre severo e complacente. E (como se tivesse direito)

de preferéncia tendendo a este ltimo.
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Capitulo 1
Introducao

De modo direto, esse trabalho versa sobre modelos de branas em gravitacao
de Brans-Dicke. Além dessas, outras sutilezas ficam ao encargo de trabalharmos em
seis dimensoes e, em nossas tentativas de proposicoes de modelos, de utilizarmos
cordas césmicas como defeitos topoldgicos responsdveis por gerar toda a estrutura
do espaco-tempo. Mas ¢é esse um capitulo introdutoério e nao deve ser crivado pela
estreiteza do laconismo. Vamos, portanto, ao contexto.

A idéia de que nosso universo pode ser visto como uma brana, isto é, uma
hipersuperficie mergulhada em um espago-tempo de dimensao maior tem sua origem
em derivacoes das compactificagdes a la Kaluza-Klein [1]. Apés um grande periodo
de recesso em dimensoes extras, basicamente devido a problemas teéricos com di-
mensoes estaticas, a idéia de que nosso universo possa ser visualizado como uma
brana voltou a baila em 1982 com o intrincado trabalho de K. Akama [2]. Logo apds
esse trabalho, Rubakov, Shaposnikov e Visser propuseram idéias bastante semel-
hantes [3]. Comegou a haver entdo um crescente interesse nesses modelos alterna-
tivos a compactificacao de Kaluza-Klein, que culminou com os trabalhos voltados
a solucao do problema da hierarquia via introdugao de dimensoes extras [4, 5]. Um
grande ntimero de trabalhos surgiu desde entao, nas mais variadas formas. Iremos, ao
longo da tese, referenciarmo-nos a boa parte desses trabalhos e gostariamos aqui de
manter nossa atencao as razoes que nos levaram a trilhar um, ou mais um, caminho
particular nessa area de pesquisa.

Como dito, como primeira variagao da corrente majoritaria de pesquisa, tra-
balhamos em gravitacao de Brans-Dicke [6]. E sabido que essa teoria gravitacional,
pelo menos no que tange a experimentos realizados no sistema solar, pouco, se
algo, desvia-se da gravitagdo Einsteniana [7]. Entretanto, em dois trabalhos semi-
nais [8, 9] foi demostrado que a Relatividade Geral é, em realidade, um atrator das

teorias Escalares-Tensoriais da gravitacao num cenario que contempla a evolucao
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cosmoldgica do universo. Em outras palavras, a Relatividade Geral é o limite a baixas
energias das teorias Escalares-Tensoriais. Nesse sentido, os experimentos afirmando
uma coincidéncia entre Relatividade Geral e teorias Escalares-Tensoriais corrobo-
ram os trabalhos realizados em [8, 9]. Ademais, como ficara claro no Capitulo 4, o
principal efeito das dimensoes extras nas equagoes de campo gravitacional na brana
é o aparecimento de termos de “fontes” adicionais. Com a gravitagao de Brans-Dicke
existe ainda mais um efeito: uma vez que, em geral, consideraremos o campo escalar
como dependendo apenas da dimensao extra transversa a brana, as equagoes proje-
tadas na brana terao os termos de “fonte” advindos da dimensao extra, mas também
termos proporcionais ao campo escalar, bem como as suas derivadas, que propor-
cionam sutis, porém importantes, mudancas nas equagoes finais. Tais efeitos podem
ser aplicados ao estudo de sistemas cosmoldgicos gerando, desse modo, observaveis.

Mas ha ainda outro motivo que nos levou ao trabalho com gravitacao de Brans-
Dicke. Avancos na estrutura formal de teoria de supercordas apontam para o sur-
gimento, e necessidade, de uma teoria escalar-tensorial da gravidade. Ha indicios de
que, pelo menos a energias suficientemente altas, a Relatividade Geral nao é sufi-
ciente para explicar o fenomeno gravitacional [10]. Em outras palavras, a existéncia
de um campo escalar gravitacional atuando como um mediador dessa interacao jun-
tamente com o campo tensorial usual de rank-2 é, de fato, uma previsao natural de
modelos de unificagao como supergravidade, supercordas e teoria-M [11]. Eis entao,
talvez, um motivo mais contundente. Utilizando a gravitacao de Brans-Dicke como
mais simples teoria escalar-tensorial da gravitacao, esperamos estar trabalhando em
um bom laboratério uma vez que as teorias Escalares-Tensoriais (tais como a de
Brans-Dicke) s@o teorias efetivas a baixas energias das teorias de cordas. De fato,
existe uma forte correlacao entre solucoes em Brans-Dicke e gravitacao advinda de
teoria de cordas. Tal correlacao é mediada por uma simples reparametrizacao do
parametro de Brans-Dicke!.

A tese, em si, visa estudar e formalizar matematicamente modelos de branas
em gravitacao de Brans-Dicke. Esse viés de estudo encontra amplo respaldo no
Capitulo 4. Antes, porém, de entrarmos em mais detalhes do que 14 foi feito de-
vemos nos enderecar ao Capitulo 3, onde nos propusemos modelos de branas em
gravitagao de Brans-Dicke. Inicialmente foi de nossa opiniao que a proposicao de
modelos, com todos os problemas e encargos que tal vertente de pesquisa oferece,

proporcionaria uma maior familiaridade com o assunto estudado, clarificando e fort-

!Tal reparametrizacdo, entretanto, depende do modelo. Contudo o ponto importante é que
as solugoes de uma teoria podem ter implicagbes na outra. Assim, o trabalho em gravitacao de

Brans-Dicke pode ser usado para se extrair informagao sobre alguns sistemas em teorias de cordas.
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alecendo conceitos. E assim de fato o é. Tentamos ao maximo partir do menor niimero
de hipéteses pré-assumidas (ja no contexto brevemente discutido nos pardgrafos an-
teriores) tentando assim dar um cardter de inevitabilidade aos modelos. Utilizamos
para gerar a estrutura bulk-brana a corda césmica, seguindo uma proposta ja es-
tudada em Relatividade Geral [12, 13]. Os motivos que nos levaram a utilizagao
de tal defeito topolégico para a geracao da estrutura do espaco-tempo, bem como
suas consequéncias, serao melhor explicitados no Capitulo 3, de modo que deixamos
aqui apenas espaco para uma caracteristica fundamental de nossos modelos: um
espaco-tempo de seis dimensoes.

Essa ultima caracteristica nos leva a um novo ponto: Tendo o espago-tempo
seis dimensoes, devemos olhar para a estrutura topoldgica dos modelos dos quais
pretendemos extrair informacao. Se a brana modela nosso universo, é necessario
que ela tenha pelo menos quatro dimensoes nao compactas. Se a brana tiver qua-
tro dimensoes, no contexto de um bulk em seis dimensoes, dizemos que o modelo
em questao possui codimensao (isto é, o niimero de dimensoes extras fora da brana)
dois. Tais modelos sao realmente dificeis de serem tratados. Aparentemente, a adigao
de um termo de Gauss-Bonnet a lagrangeana pode lancar alguma luz na aparente
esterilidade desses modelos [14]. Para modelos com codimensao maior do que dois a
situacao ¢ ainda mais dramatica, sendo um problema completamente aberto. Entre-
tanto, nossos modelos apontaram para uma outra ramificacao de compactificacoes
alternativas - a compactificacdo hibrida [15]. Por compactificacdo hibrida entende-
mos modelos com pelo menos uma dimensao extra transversa a brana e pelo menos
uma dimensao extra compacta a mais na brana. Assim, em nosso caso 6-D, a brana
possui as quatro dimensoes usuais nao-compactas, mais uma compactificada e ex-
iste ainda outra dimensao transversa a brana. Esse tipo de cendrio mostra ser mais
tratavel, visto ter apenas codimensao um. A razao para essa maior tratabilidade é
a possibilidade de aplica¢ao do formalismo de Gauss-Codazzi [16] ao espago-tempo
em questao. Além de amplamente bem estabelecido, tal formalismo é ideal para a
aplicacao em cenarios de codimensao um, visto que se vale dos mesmos preceitos de
folheagao ADM [17] e, para tanto, precisa de uma e s6 uma dimensao transversa.
Esses conceitos ficarao mais claros no Capitulo 4.

Fagamos entdo uma breve relacdo do que (e onde) se encontra nessa tese: no
Capitulo 2 fazemos uma introdugao conceitual (o capitulo leva esse nome) onde
apresentamos e exploramos, ao que nos convém, o modelo de Randall-Sundrum.
Depois, em Secao posterior, estabelecemos os pilares da gravitacao de Brans-Dicke.
Tal capitulo é portanto uma introducao um pouco mais técnica do que veremos na

tese e de parte do que foi aqui exposto nos paragrafos precedentes. No Capitulo
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3 estudamos dois modelos por nds propostos, utilizando a corda cdésmica local, na
primeira Secao, e global, na segunda, para gerarmos toda a estrutura bulk/brana.
Esse Capitulo fornece um norte, uma direcao de trabalho para extracao de in-
formacao gravitacional desses sistemas que culmina na aplicacao do formalismo de
Gauss-Codazzi no Capitulo 4. Neste tltimo, a primeira Secao destina-se a aplicagao
de tal formalismo juntamente com a implementagao da simetria Zs na diregao
transversa a brana. Na segunda Secao, desenvolvemos analise similar mas desta vez
sem tal simetria. Longe de ser apenas um detalhe conceitual, chegamos a importantes
diferencas entre essas duas situagoes. Vale lembrar que antes de aplicarmos o for-
malismo de Gauss-Codazzi, realizamos uma revisao geométrica conceitual que tem
como proposito, dentre outros, chamar a atencao para o embasamento matematico
com o qual quisemos permear nosso trabalho. Por fim, como ultimo Capitulo, apre-
sentamos nossas conclusoes sobre todo o trabalho e apontamos novas direcoes para
essa area de pesquisa, além de ressaltar os problemas (ainda) deixados em aberto.

Ao final da tese dispomos de dois Apéndices deixados como tais para que haja
uma garantia de leitura sequencial do trabalho. O primeiro é uma introducao a
alguns elementos de Sistemas Dinamicos utilizados na primeira Secao do Capitulo
3. O segundo, versa sobre condigoes de consisténcia para modelos de branas em
gravitagao de Brans-Dicke.

Nossa maior preocupacao ao longo desse trabalho foi a de atribuir, sempre que
possivel, um carater idiossincratico ao nosso estudo. Isso reflete-se nessa tese. Desse
modo, os assuntos de revisao abordados (no Capitulo 2 e Apéndice A) sao feitos de
modo intimista. Enquanto que, como nao poderia deixar de ser, nossas contribuigcoes
originais ao tema (Capitulos 3, 4 e Apéndice B) sao versadas em tom que expressa
nossa propria visao acerca do exposto.

De um modo geral, a tese como aqui escrita se embui do propoésito de ser uma
apresentacao do nosso trabalho da maneira mais didatica e abarcante o possivel,
muito embora uma exposicao amplamente desejavel pareca ser impossivel, visto a

quantidade e multiplicidade de trabalhos na &rea.
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Capitulo 2
Introducao conceitual

Neste capitulo introduzimos muitos dos conceitos que serao explorados e desen-
volvidos nesse trabalho. Trataremos primeiramente do famoso modelo de Randall-
Sundrum [5], por se tratar de um verdadeiro marco na proposigdo de modelos em
cosmologia de branas. Apods esse importante passo, introduzimos os principais el-
ementos da gravitacao de Brans-Dicke [6] que perfaz em si a mais simples teoria
escalar-tensorial da gravitagao sendo, portanto, um excelente pano de fundo para o

desenvolvimento de nossa proposta de trabalho.

2.1 Introducao as branas

Talvez seja licito dizer que embora haja uma série de trabalhos precursores em
branas como espago-tempo [3, 4], o modelo de Randall-Sundrum (RS) serve como
um “divisor de dguas” em teorias que modelam nosso universo como uma brana
mergulhada num espago-tempo de dimensao maior. Isso se deve a varios fatores,
dentre os quais destacaremos trés: primeiramente, tal modelo esbanja a mais bela
caracteristica dessa vertente de pesquisa em fisica — a simplicidade. Do ponto de vista
gravitacional, que é em primeira analise o objeto de trabalho dessa tese, o modelo de
RS resume-se, a grosso modo, a solucao das equacoes de Einstein em cinco dimensoes
com fontes bem definidas, as branas, em uma geometria nao fatoravel. Em segundo
lugar, advém dessa simplicidade nao somente um modelo pratico e testavel como
também uma possivel solucao do problema da hierarquial. Em terceiro lugar, tal

modelo pode ser entendido como uma solucao efetiva para o modelo de Horava-

'Basicamente, o problema da hierarquia diz respeito ao gap de energia existente entre as inten-

sidades relativas das interacoes fundamentais.
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Witten [18] e, assim, possui um vinculo interessante com a teoria de supercordas®.
Voltaremos a esses trés pontos de modo mais explicito no que se segue. Antes, porém,
vamos apresentar o modelo.

A maneira mais direta para a introdugao do modelo de RS é via a exposigao
de seu setup inicial consistindo de 5-dimensoes, com duas 3-branas (branas em 4-
dimensoes, onde uma brana é espelho da outra) nos extremos de um orbifold S /Z,.
Tal orbifold® consiste na dimensio extra transversa as branas. Uma dessas branas,
que sera identificada em breve, modela nosso universo.

A simetria da dimensao extra tem um papel central em toda a fisica de branas.
Sua importancia bem como suas consequéncias serao extensivamente estudadas no
Capitulo 4, principalmente no que tange ao escopo gravitacional. Por hora, vamos
nos familiarizar um pouco mais com seu significado. A simetria Zs na direcao extra,
digamos ¢, indica periodicidade em ¢ de modo a identificarmos (z#, ) com (z#, — ).
As 3-branas, com dimensoes intrinsecas nao-compactas x* (u = 0,...,3) sdo tais
que suportam os campos do modelo padrao e se localizam nos pontos extremos da
dimensao extra angular ¢ = 0 e ¢ = 7. Desse modo, se Gyy (M =0,....,4 = p,p)
for a métrica para todo o espago-tempo (brana mais dimensao extra), que doravante

chamaremos de bulk, podemos escrever

g:ﬁ/s = G“y(l‘“, Y = 7T)7
gfﬁ/m = Gm,(.’ll'“, ¥ = O)? (21)
onde o sobre-escrito vis indica wisivel, brana visivel portanto, e com rotula a brana
companheira. Como é esperado, nesse modelo nosso universo é descrito na (ou pela)
brana wvisivel.
Uma vez que a proposicao de modelos de branas lida com escalas muito maiores
do que as estabelecidas pela gravitacao quantica, o estudo de tais modelos é assunto
eminentemente semi-classico. Assim sendo, estabelecamos as equagoes de Einstein

para o sistema em questao. Ei—las:

1
vV —G(RMN — EGMNR)

4M3 [A V — GMN + V;)zs V —Guis gms(su 51’ ( ’/T)
+ VeomV—Geom Gy OnrOn0(0)]- (2.2)

Seguimos aqui a notacao usual da Relatividade Geral, isto é,

2Mais especificamente, com uma compactificacio em 11-dimensdes, R x S!/Z,, da corda

heterdtica Eg x Eg.
3Por definicdo, um orbifold é uma variedade quociente e orientada por um grupo discreto. No

caso em questao temos uma variedade compacta, o que obviamente é bastante atrativo do ponto

de vista fisico.
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1
INTINES §GCA(8NGMA + O Gan — 0aGun). (2.4)

Isto posto, vamos interpretar os termos de fonte de (2.2). O primeiro termo do lado
direito diz respeito a constante cosmoldgica do bulk. Tal termo ird desenpenhar
papel importante na determinacao do tipo de espago-tempo deste modelo. Além dele,
temos mais dois termos advindos das préprias branas, com uma energia de vacuo
constante que atua como fonte gravitacional mesmo na auséncia de excitagoes de
particulas. Notemos a presenca das fungoes delta de Dirac, ferramentas importantes
para a localizacao das branas.

Assumindo a existéncia de uma solucdo invariante por acao do grupo de

Poincaré em 4-dimensoes* (nas diregoes x#) trabalharemos com o seguinte ansatz

ds* = e 2@y, datda” + r2de®. (2.5)

O elemento de linha acima possui varios pontos dignos de nota. Primeiramente
notemos que o fator exponencial a frente da métrica de Minkowski (de agora em
diante chamado de warp factor de acordo com o jargao corrente) s6 depende da
dimensao extra. Assim, uma vez fixada a posicao da brana, sua métrica é conforme
ao espaco de Minkowski. Isso traz, de inicio, dois pontos positivos: faz com que
a brana seja perfeitamente apta a suportar todos os campos do modelo padrao e
modela um universo plano a grandes escalas. Atentemos também para o fato de que
o raio de compactificacao r., a distancia entre as branas, é constante. De fato, em
um cenario completo tal fator deve ser obtido como valor esperado de vacuo de um
campo modulo. Esse foi um problema deixado em aberto quando da proposicao do
modelo em 1999. Ainda nesse ano, tal problema foi parcialmente solucionado em [20]
via a inclusao de um campo escalar no bulk. O valor esperado de vacuo de tal campo
estabiliza o tamanho da dimensao extra. Entretanto, tal solugao nao é completa uma
vez que nao leva em conta a retroacao da prépria brana atuando como fonte [21].
Como ultimo ponto, chamamos a atencao para o fato de a métrica proposta em
(2.5) perfazer um exemplo de geometria nao-fatoravel. Em outras palavras, devido
ao fato do warp factor depender da dimensao extra e sé dela, nao é possivel escrever
a geometria desse espago-tempo como M*®S'/Z,, sendo M* o espaco de Minkowski.
Essa ultima caracteristica esta no centro da viabilidade fenomenolégica do modelo,
bem como de seu sucesso na solucao do problema da hierarquia.

Vamos agora resolver as equacoes de Einstein para o sistema em questao. As

4De fato, a energia de vacuo referida no pardgrafo anterior s6 pode ser entendida como tal
em uma brana invariante pelo grupo de Poincaré [19]. Agradeco ao professor Ton Vancea por me

elucidar esse, e muitos outros, pontos sobre branas.
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tnicas componentes da conexao diferentes de zero, de acordo com (2.4), sao

/

s — 7 -2
00 — B )
TC
/
T4 =T4 =14 =2 % (2.6)
11— 4227 1337 9 ) .
C
0 _ 1l _ 12 _ 173 _ '
F04—F14—F24—F34——CT,

onde ¢’ = 0o /0p. Desse modo, as equagdes de Einstein (2.2) fornecem

—Ar?
2 c
6(0')" = 77 (2.7)
30'” ‘/::om ‘/vis
_ — ). 2.
2 4Mr, o)+ sy, e =) (28)

A equagao (2.6) possui como solugao condizente com a simetria Zs a seguinte ex-

pressao (lembremo-nos que as derivadas de o devem respeitar a periodicidade em

©)

o = 1ol —AN/24M3. (2.9)

Eis a primeira importante consequéncia do cenario proposto: para que o modelo seja
auto-consistente, a constante cosmoldgica do bulk deve satisfazer A < 0, ou seja,
estamos lidando com um espago-tempo anti-de Sitter em cinco dimensoes® (AdSs).

Da segunda derivada de (2.9), temos

o =2r.\/—N/24M3[6(p) — d(p — )], (2.10)
que, quando comparada a (2.8) implica

‘/;om = _‘/vis - 24M3k7
A = —24M3k?, (2.11)

onde k é alguma escala utilizada para transformar a proporcionalidade em igualdade.
Sua introducao aqui nao significa a colocacao de mais um parametro no modelo,
uma vez que, como veremos, a nova hierarquia sera tomada em termos do produto
kr.. Faz-se necessario enfatizar que o modelo em questao é mais rigido do que possa
parecer. De fato, pode-se mostrar que o fato das branas terem energias de véacuo
iguais em mddulo e com sinais opostos sao condigoes necessarias para que o modelo
seja consistente (ver referéncia [21] e também Apéndice B). Em certo sentido, o

modelo passa por um crivo além do estabelecido pelas equagoes de Einstein somente.

50 que, dentre outras coisas, ¢ bastante interessante do ponto de vista da grande gama de
aplicabilidade da dualidade AdS/CFT.
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Com o resultado obtido em (2.9) e (2.11) ficamos com o seguinte elemento de
linha
ds® = e 2relely | datda? + r2dp®. (2.12)

Antes de estudarmos como tal métrica nos auxilia na solucao do problema da hierar-
quia, vamos brevemente comentar a auséncia de flutuagoes nao diagonais da métrica.
Como sabido, tais flutuagoes (vetoriais no presente caso) sao esperadas do mesmo
modo que em teorias de Kaluza-Klein. Entretanto, os elementos fora da diagonal
sao suprimidos do cendrio em questdo pela simetria Zs [22], visto haver uma quebra
na isometria da dimensao extra.

Voltemos agora nossa aten¢ao ao problema da hierarquia. Em linhas bastantes

gerais, a acao para um campo de Higgs fundamental na brana visivel é dada por

S D / V=g [9D,6' D6 — Ao — o)), (2.13)

onde A\ é o parametro de auto-acoplamento do campo de Higgs e v o parametro de
quebra espontanea de simetria (parametro de massa). Em vista da equacao (2.1)

temos (lembremos que det(aM,,x,) = a™det(M,,) para a € R)
Svis /6_4’“””[77“”6%7WDM¢TDV¢ = A(Jof* = v?)7, (2.14)
que, apés uma renormalizacdo da funcdo de onda (¢ — €™ @), leva finalmente a

Shis D /[n““Dl@TD,,cZ) — MJg|* — e 2kremy?)2. (2.15)

—kremy,. Em outras

Desse modo as escalas de massas fisicas sao agora dadas por v — e
palavras, qualquer parametro de massa medido na 3-brana visivel corresponde a
uma massa dada por m = e *<"my. Logo, devido ao fator geométrico exponencial
nao € necessario nenhuma hierarquia entre as constantes fundamentais do modelo,
bastando com efeito kr. = 10.

Essa breve introducao ao modelo de RS, ainda que bastante incompleta, é
suficiente para nossos propositos nesse trabalho. Assim sendo, encerramos essa secao
apenas enfatizando que o modelo aqui exposto diz respeito ao que correntemente
na literatura se chama Randall-Sundrum I, RSI. O outro cenario, RSII, é obtido via
aplicagao do limite r, — oo resultando em apenas uma 3-brana com uma dimensao
extra nao compacta. Novamente, damo-nos por satisfeitos com nossa prévia analise
uma vez que ela nos fornece uma primeira incursao as dimensoes extras, além de
servir de base para o restante do trabalho. No Capitulo 3 voltaremos a falar sobre o
modelo de RS mas ja em outro tom, atentando para algumas deficiéncias e propondo

possiveis caminhos alternativos.
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2.2 Introducao a gravitacao de Brans-Dicke

Dada a discussao realizada na Introdugao, vamos nessa secao introduzir os
conceitos basicos da gravitacao de Brans-Dicke. Como dito, todo o resto do trabalho
se desenvolverd nesse contexto e por conseguinte, tal secao é imprescindivel, ainda
que possa ser suprimida pelo leitor ja familiarizado a tal variacao da Relatividade
Geral.

A introdugao feita aqui serd aos moldes da encontrada em [23], visto ser esta de-
veras completa e intuitiva ao mesmo tempo. Reforcamos que o estudo de gravitacao
de Brans-Dicke pode ser complementado em [6, 24, 25].

Originalmente, a gravitacao de Brans-Dicke pode ser entendida como uma
extensao da Relatividade Geral de modo a incorporar o principio de Mach, que
estabelece que a inércia de um corpo surge das aceleragoes com respeito a distribuicao
geral de massas do universo em contato causal com o corpo. Assim sendo, a massa
inercial de um corpo nao é constante mas representa a interacao de tal corpo com
algum campo césmico®. Mas a escala absoluta de massa das particulas elementares
pode ser medida somente através de suas aceleracoes gravitacionais, logo podemos
implementar a variacao inercial das particulas elementares pela suposicao de que
a constante gravitacional nao é mais uma constante mas esta relacionada com a
média de um campo’. E sabido que interacoes de longo alcance na natureza sao
transmitidas por campos de spin, ou antes, helicidade 2 (o graviton — g, ) e de spin
1 (o féton — A,). Seria portanto de se suspeitar que alguma outra forca de longo
alcance seja produzida por campos escalares.

Facamos entao a seguinte identificacao

1

(@) = & (2.16)

isto é, entendamos o inverso da constante gravitacional como a média de um campo

escalar®. A equacao covariante mais simples para o campo escalar é

¢ = 47T, (2.17)

6 Assim que a teoria comecou a se tornar popular, os membros do grupo de estudos de gravitacao
de Kip Thorne no CALTECH brincavam dizendo acreditar na relatividade geral as segundas,
quartas e sextas e na teoria de Brans e Dicke as tercas, quintas e sabados. Aos domingos diziam-se

agnosticos.
"Muito antes de C. H. Brans e R. H. Dicke proporem sua teoria, Nordstrom desenvolveu a

idéia de particulas com massa inercial variavel; entretanto um termo sobressalente na equagao da

geodésica, que nao encontra respaldo experimental, descartou tal hipdtese.
80 leitor interessado pode encontrar uma justificativa heuristica para a relacio (2.16), baseada

numa estimativa da média do campo escalar, no capitulo 14 da referéncia [23].
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onde A é a constante de acoplamento, ?¢ = ¢ ,.* e T é o traco do tensor
energia-momento de matéria. Nessa notacao, virgula (,) denota derivada usual en-
quanto ponto e virgula (;) derivada covariante. O tensor energia-momento, cujo
trago aparece em (2.17), abarca toda fonte de matéria possivel, exceto a prépria
gravitacao e o campo ¢. Desse modo, podemos escrever as equagoes de Einstein, em

um primeiro passo na direcao da extensao desejada, como

v 1 v 8m v v

Nao é desejavel, em qualquer extensao da relatividade geral que merega a
alcunha de vidvel, que haja alguma contradicao com o Principio da Equivaléncia.
Pelo menos, assim o é a baixas energias. Dai segue a exigéncia de que ¢ nao entre
nas equacgoes de movimento de particulas, sejam elas massivas ou nao, pois a matéria
deve se acoplar unica e universalmente ao tensor métrico. Logo, o tensor energia-

momento (T por si s6) é covariantemente conservado, isto é
. =00+ 1 1% — 10, 1T% = 0. (2.19)

Multiplicando a equagao (2.18) por ¢ e tomando a derivada covariante ficamos
com

1
(RE = SOLR) 6, = —STTL 1 (2.20)

uma vez que o tensor de Einstein é covariantemente conservado (identidade de
Bianchi contraida). Vamos agora expressar o tensor Td’f » em termos do campo ¢
e suas derivadas a fim de determinar completamente a equacao (2.18). Para tanto,
escrevamos Tq‘; , de uma forma genérica e entao determinemos seus coeficitentes. A
maneira mais geral de construir esse tensor simétrico é expressando-o através de
uma combinacao linear de todas as possiveis combinagoes de derivadas de ¢, além

de um termo proporcional a [J?¢:

T = A9)9," 0 + B(9)0h,¢, %60 + C(d)¢! ., + D(¢)0, 0. (2.21)

Tomando a derivada covariante ficamos com, depois de usada a regra da cadeia e

agrupados os termos semelhantes,

TS v = [A(0)+ B(9)0"6,00,u + [Al0) + D'(9)]9,,.00% + D(6)(*0),,
+ [A(0) +2B(9) + C'(9)0" 1 + C(0)T(6,0), (2.22)

onde X' = 0X/0¢. Da defini¢ao de curvatura temos

VRY, =V, =V (2.23)

2 SV K sV
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logo, podemos escrever o primeiro termo de (2.20) como

Qb,aR(; - Qb,# spsv T d),l/; g in— (quﬁ),,, - D2(¢,V)- (2'24>

O trago da equagao (2.18), com o auxilio das equagoes (2.17) e (2.21), pode

ser escrito como

_87T 1

3 T 0+ [A0) +4B(9)16!"6,u + [C(0) + 4D(¢)]D2¢] : (2.25)

e assim, a equagao (2.20) fica na forma

(220) = (%), —O%(¢.) - %% [(ﬁ

Lo+ 4D<¢>) P + [A(6) + 4B<¢>]¢,ﬂ¢,u] S (2)

Comparando essa equagao e a obtida em (2.22) temos, igualando os termos de mesmo

carater tensorial,

D9) = ~C(9) = <. (2.27)

(535 + €01+ 4D0) ) = 204(0) + Do) (2.28)
SIA@) +4B(0)] = 204(0) + B(0)], (229)

A(¢) +2B(¢) + C'(¢) = 0. (2.30)

E facil verificar que tal sistema de equacoes possui solucao dada por

w

A¢) = o (2.31)
B(¢) = —ﬁ, (2.32)

com C(¢) e D(¢) dados em (2.27) e w um parametro adimensional conveniente, dado
porw = 1/A—3/2, ou A = 2/(3+2w). Desse modo determinamos completamente as

equagoes que governam a gravitagao de Brans-Dicke. De (2.17) temos simplesmente

8
20 = T 2.33
¢ 342w’ (2.33)

enquanto a equagao (2.18) resulta em

1 8w w 1
RV__gI/R:__TV__ -
H 2M ¢ I ¢2 ¢

Antes de encerrarmos esta secao e esse capitulo, é interessante chamarmos

1
(0,40, = 59u0,00) = 2 (&, = g 20). (2.34)

a atencao para alguns pontos importantes. O primeiro deles é que todo o papel
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do campo ¢ nessa generalizacao da Relatividade Geral fica restrito as equacgoes de
campo (2.33) e (2.34). Uma vez encontrada a métrica, todo o resto se passa como
na teoria Einsteniana. Ressaltamos também que podemos reobter as equagoes da
Relatividade de Einstein pelo limite w — oo. Veja que em tal limite, a equagao

(2.33) fornece

g — 0(%) (2.35)

logo, o campo escalar fica

¢ = <¢>+o<%) :é+o<%>7 (2.36)

e de (2.34) as equagdes de Einstein sdo prontamente recuperadas. Eis entao o porqué
de se esperar w ~ 1 para que haja desvios significativos entre a Relatividade Geral
e a teoria de Brans-Dicke.

Como tltima nota dessa introducao, observamos que os fatores numéricos da
equagao (2.33) mudam conforme trabalhamos com outras dimensoes; fato esse que
pode ser visto através da equagao (2.25). Por exemplo, em [26], a equagao para o
campo escalar é dada por

D2¢::3ui;4, (2.37)
onde, de fato, o fator 1/3w + 4 é o correto para cinco dimensoes. Entretanto ao

longo de todo o trabalho vamos utilizar a equacao (2.33), uma vez que uma simples
redefinicao do parametro engloba tal peculiaridade. Por exemplo, a cinco dimensoes

podemos alegar utilizarmos w’ tal que

3w+ 1
W = w; . (2.38)
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Capitulo 3

Modelos alternativos de
compactificacao: uma nova

proposta

Muito embora o modelo de Randall-Sundrum fornega um excelente cenario de
compactificagao alternativa, a ponto de ser considerado um paradigma, ele nao pode
ser interpretado como a tultima palavra em branas. Nao pode ser, do ponto de vista
de modelos de compactificacao em supercordas, pois simplesmente nao se remete as
seis outras dimensoes restantes. Mas a mais baixas energias também existem alguns
pontos intrincados com relacao ao modelo. Uma questao bastante sutil com relagao
ao modelo de Randall-Sundrum pode ser colocada nos seguintes termos: a adicao de
uma densidade de viacuo a uma das branas, ver por exemplo equacao (2.2), gera um
campo gravitacional que atua em todas as cinco dimensoes. Mais especificamente, o
Principio da Equivaléncia estabelece que o campo gravitacional gerado pela energia
do vdcuo em uma brana atue na matéria/energia da outra brana, de modo atrativo
ou repulsivo. Desse modo, quando projetada em uma acao efetiva em 4-D, a interagao
gravitacional entre as branas se torna um interacao dependente do campo médulo
(cujo valor esperado determina a distancia entre as branas em cinco dimensoes).
Logo, o fato de a teoria 4-D estar mergulhada em uma teoria de cinco dimensoes
significa que nao ha como adicionar livremente uma constante cosmolégica arbitraria
na teoria 4-D projetada' [27].

Para uma teoria ordinaria em quatro dimensoes nao ha nenhuma simetria na

Lagrangeana que proiba a adigao de uma constante arbitréaria, e tal constante ird

'Obviamente esse argumento também se aplica caso a energia de vacuo resida na outra brana

ou mesmo no bulk.
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apenas adicionar uma constante a equacao de Friedmann. No cenario de branas,
entretanto, a adi¢do de tal termo (uma constante cosmolégica verdadeira) nao é
consistente visto que a energia de vacuo induz efeitos nas dimensoes extras que se
traduzem em interacoes adicionais na Lagrangeana efetiva a 4-D. Esse é um problema
profundo, que deve ser levado em conta em um cendario de branas que vise modelar
completamente nosso cenario cosmologico.

Outra possivel objecao ao modelo de Randall-Sundrum fica a encargo do de-
feito topoldgico utilizado para modelar a brana. Nosso espaco-tempo emerge como
uma parede de dominio numa extremidade do universo. Paredes de dominio, entre-
tanto, sao objetos bastante familiares em cosmologia. Elas, dentre outros defeitos
topoldgicos, sao solucoes que podem surgir no universo primordial através de uma
quebra espontanea de simetria global durante alguma transicao de fase especifica
[28]. Geralmente, do ponto vista cosmoldgico, defeitos topoldgicos globais trazem
consigo uma propriedade bastante caracteristica: sao probleméticos! E a parede de
dominio nao consiste em uma excecao. Foi compreendido rapidamente que, se por
um lado sao objetos com varias propriedades interessantes e passiveis de tratamento
analitico, por outro nao podem existir quando advindos de uma escala de quebra
espontanea de simetria maior do que 1 MeV [29]. Basicamente, um conjunto de de-
feitos dessa natureza dominaria a energia do universo em alguma era de evolucgao
cosmoldgica e, assim, ocorreria uma catastrofe cosmolégica (Big Crunch). A razao
disso é que nao ha nenhum mecanismo de decaimento de energia para um conjunto
de paredes de dominio.

As razoes expressas acima nos levaram a consideracao do que poderia ser uti-
lizado para a construcao, ou tentativa de construgao, de modelos alternativos ao
cenario de Randall-Sundrum. Assim, para tentarmos contornar o primeiro prob-
lema, trabalhamos em gravitacao de Brans-Dicke pois, além dos motivos expostos
na introducao, também abarcam modelos com constante cosmoldgica variavel. Para
nos esquivarmos do segundo problema, utilizamos como defeito topolégico a corda
césmica para gerar toda a estrutura bulk/brana. Convém ressaltar entretanto que
aparte tais motivos técnicos, a tentativa de proposicao de modelos em gravitagao
de Brans-Dicke nos permitiu uma melhor compreensao, por exemplo, do papel do
campo escalar atuando em problemas especificos, como o problema da hierarquia,
além de nos servir de “bussula”, guiando, por assim dizer, nosso estudo quando da

andlise das equagoes efetivas projetadas na brana (Capitulo 4).
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3.1 Modelo com a corda local em gravitacao de

Brans-Dicke

Talvez o efeito mais notavel relacionado as propriedades gravitacionais da
parede de dominio seja o fato de que elas compactificam o espaco-tempo ao seu
redor devido a sua prépria auto-gravidade [30]. Essa propriedade nao é exclusiva
a paredes de dominio. Em geral, defeitos globais apresentam tal caracteristica. O
programa de compactificagoes alternativas com defeitos topoldgicos outros que nao
a parede de dominio, seguiu adiante. Em particular, a corda césmica global em
Relatividade Geral foi analisada em [12, 13].

Por outro lado, solucoes do tipo cordas cosmicas foram também bastante inves-
tigadas em teorias escalares-tensoriais da gravitacao [31]. Em particular, a solugao
para a corda césmica local em gravitacao de Brans-Dicke obtida em [32], revela uma
interessante semelhanca entre o elemento de linha da corda césmica global em Rela-
tividade Geral e a corda césmica local em Brans-Dicke. Essa semelhanca, dentro do
contexto exposto nos paragrafos precedentes, levou-nos a elaboracao de uma tenta-
tiva de modelo de compactificacao alternativa utilizando a corda césmica local em
Brans-Dicke [33].

Partimos da equagdo de Brans-Dicke em (p + 3)-dimensdes no referencial de

Einstein

(3.1)

i 1
RY =20"00,0 + £<Tj - 5—”T) _ A

p+1 p+1’
onde A é a constante cosmologica do bulk, o o campo escalar, T# o tensor energia-

p+3

momento (com trago dado por T') e € = —ﬁ, sendo M*} o andlogo da massa de
p+3
Planck em (p + 3)-dimensoes. Estamos entdo, trabalhando em um espago-tempo de

(p + 3)-dimensoes, sendo p deixado em aberto por enquanto. Escrevemos a equagao

de Brans-Dicke no referencial de Einstein simplesmente pelo fato de que aqui ha

uma maior familiaridade, (traduzida em semelhanca) com a Relatividade Geral. As
1 3
462 29
o parametro de Brans-Dicke, e as equagoes para as quantidades fisicas (rotuladas

equagoes que relacionam os dois referenciais (o fisico e o de Einstein) sdo w =

pelo acento til):

_ 20 3.2
¢ € (3.2)

guu = 62609;”/- (33)

Notemos que no referencial de Einstein o tensor de energia-momento nao é conser-

vado.
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A fim de calcular a forma do elemento de linha para nosso espaco-tempo, vamos
dar um ansatz para a métrica que respeite a simetria a ser implementada pela fonte.
Uma vez que usaremos a corda césmica (reta e paralela? ao eixo z) para gerar nossa
estrutura, nada mais natural do que um elemento de linha que respeite a simetria
cilindrica

ds? = A" (—dt? + dz?) + dr? + e“db?, (3.4)

onde ¢ = 1,...,p. Desse modo, todo o bulk possui de fato simetria cilindrica e o
“split’” na direcao z perfaz as dimensoes intrinsecas da brana. Desde entao torna-se
claro que a estrutura buscada (a de uma brana nesse espago-tempo) é obtida para
p=3.
A Lagrangeana usual para uma corda césmica de gauge é dada por [34]
L=t po v X (D,a)(Dray 4 A@ D — )2 (3.5)
167 2

onde D, = 0, +1ieA,, F,, = 0, A, e ® é o campo de Higgs responsével pela geracao
da corda®. O ansatz para os campos A, e ® responsdvel pela gera¢ao de uma solugao

do tipo corda é [34]

1
A, = g(P —1)0,.0, (3.6)
o =nXe, (3.7)

onde P e X sao fungoes apenas de 7.
Lembremos agora duas importantes caracteristicas a respeito das cordas césmicas
em Relatividade Geral. A primeira é que, quando as massas dos campos escalar e

de gauge sao iguais, os campos possuem comportamento assintético dado por [35]
e’ = r?(1 — 4Gn*)?,

P — 2v/2(1 — 4Gn2)yr'/2e2V?", (3.8)

1/2 —2v/2r

X —=yr—/7e ,

onde 7 é uma constante a ser determinada por alguma condigao de contorno. Note
que o primeiro termo e“ de (3.8) leva, como nao poderia deixar de ser, ao con-
hecido deficit angular caracteristico do espaco-tempo ao redor da corda. A segunda
caracteristica é que o tensor energia-momento associado a Lagrangeana (3.5) em

gravitagao de Brans-Dicke e no referencial de Einstein é dado por [31, 32]

2 1
Tt =T = _%(szewo t e CX2P2e2T 4 o( X2 1)2e1P0 4 ge_CP’Q),

2De modo rigoroso, a frase “paralela ao eixo z” constitui um abuso de linguagem, uma vez que

o0 eixo z dara lugar as dimensoes intrinsecas da brana no contexto aqui abordado.
3N&o deve ser confundido com o campo escalar de Brans-Dicke.
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§ 1

T: _ % (X/2€2,Bo — e O Xx2p2,280 _ 2<X2 _ 1)26460 + gefCPa)’ (3.9)
? 1

TY = %( — X727 4 e XP P27 — (X7 —1)%eY + ée*CP’?),

onde uma quantidade @’ denota Q' = 0Q)/0r.

A solugao para a corda césmica local obtida na referéncia [32] possui uma
propriedade digna de nota que sera importante para o prosseguimento desta Secao.
Uma vez localizada a fonte, temos que, numa regiao perto da mesma a solugao tende
a solucao padrao para cordas locais. Porém, na medida em que vamos nos afastando,
o campo de Brans-Dicke comeca a ter um papel relevante. Em se continuando o
afastamento, a solugao tende ao vacuo em Brans-Dicke. Diz-se entao haver uma
espécie de raio critico, digamos r., acima do que a solucao é dada pelo vacuo em
Brans-Dicke e abaixo do qual temos uma solugao do tipo corda. Entretanto, como
demonstrado em [32], tal raio é situado em uma regiao longe o suficiente para que
possamos utilizar a forma assintética dos campos como dada em (3.8), mas de tal
maneira que e’ ~ 1 continua sendo uma boa aproximacio. Essa é a caracteristica
chave que vamos utilizar aqui. Desse modo, vamos procurar uma solucao numa regiao
r >, de modo que valham duas importantes aproximagoes: as formas assintoticas
(3.8) e €’ ~ 1. Levando isso em conta, uma simples manipulacio algébrica das
equagoes (3.9) nos fornece

T 1— —4/2r
T — —— ~ 16 e 772726—7 (3.10)
p+1 1+p r

. T _ o T N32n272 etV
Top+l Y pr1 T oprl

onde truncamos o resultado em termos de ordem 1/r, visto serem estes os de maior

: (3.11)

magnitude na regiao em questao. De posse dessas equagoes, podemos agora cal-
cular as equacoes de Einstein-Brans-Dicke advindas de (3.1). Antes disso, atente-
mos para outro ponto. Uma vez trabalhando com simetria cilindrica para o bulk,
concentrar-nos-emos no caso em que o campo escalar s6 depende de r. Como indi-
cado previamente essa é uma dimensao extra transversa a brana. Até esse ponto de
desenvolvimento, isso é apenas mais uma caracteristica do modelo, mas no Capitulo
seguinte isso sera determinante na projecao das equagoes na brana: recuperaremos
as equacoes de Einstein (e ndao Einstein-Brans-Dicke) na brana com modificagoes
advindas das dimensoes extras e de gravitacao de Brans-Dicke no bulk.

Voltando as equagoes de campo, inserindo (3.10) e (3.11) em (3.1) obtemos

A/Q 012 AN
(p+ 1)<A” + —) + "+ — ~ —40”? = 2f(r) + PE

5 5 (3.12)
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c?  (p+1) 4\

C"+—+—2AC ~ -2 — 3.13
Tt fo)+ o7 (3.13)
+1) A'C 4\
a4 2D e ~(p—1 e 14
onde a funcao f(r) é dada por
32 2.2 74\/57"
f(r)= e (3.15)

p+1 r
Repare que mesmo com todas as aproximacoes feitas, as equacoes do campo gra-
vitacional sao praticamente intrataveis. A fim de extrairmos, portanto, alguma in-
formacao a respeito do sistema em questao, vamos lancar mao de algumas ferramen-
tas de Sistemas Dinamicos®*. Desse modo, nao resolveremos esse sistema de equacoes
mas poderemos ter um bom panorama a respeito de suas solucoes. De fato, encon-
traremos uma configuragao dos campos que perfaz um atrator no plano de fase.

Comecemos por definir duas novas varidveis z e y, por®

r=pA + (', (3.16)

y=C" (3.17)

Das equagoes (3.12) e (3.13) temos

12 Yali
A AC). (3.18)

_457? = 1<A” S
o (p+1) —|—2 5

Note que o é também uma varidavel do sistema. Logo, a principio, nao parece ser
possivel estudar as equagoes (3.12)-(3.14) num plano de fase. Entretanto, substi-
tuindo A” de (3.14) em (3.18) temos

4\ pA”?
p+1 2

—40™? = (p+1) ((p —1)f + - A’C’). (3.19)

Agora, levando em conta a identidade (que pode ser verificada por substituigao
direta)

22— y?  pA”
= AT’ 3.20
o 5 +AC, (3.20)
e comparando-a com o lado direito da equagao (3.19) chegamos a
1
40 = —(p* — 1) f —4A + %(ﬁ — ). (3.21)
4

4Remetemos o leitor interessado em relembrar alguns aspectos de Sistemas Dindmicos ao
Apéndice A.

5Esse ansatz para as varidveis a serem estudadas no sistema dinamico foi primeiramente dado
em [13].
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Logo, conseguimos expressar ¢ somente em termos das ja previamente definidas

varidveis x e y. Podemos assim, estudar o sistema no plano—(z,y) deixando a ex-

pressao (3.21) como uma equagao de consisténcia que, em breve, serd importante.
Partindo da equacdo (3.12), uma manipulagao algébrica usual leva a

n o1 [zy(p+1) — 7], (3.22)

/:_2 +—__
Y / p+1 2p

enquanto que de (3.12), (3.14) e levando em conta (3.21), ficamos com
1
=P+ D= 2)f + 48 = lp + 1)a* — 2y) (323)

As equagdes (3.22) e (3.23) formam um sistema dinamico nao autoénomo (note que hé
dependéncia explicita do parametro interno 7). De acordo com o ferramental usual
de sistemas dinamicos (ver Apéndice A), pode-se notar que o sistema em questao é

caracterizado por dois pontos criticos dados por

4\
(@ 9)s = =040+ F+ D~ 2), =7 —2f), (3:24)
1/2
onde A = ( e +2)J2F(J{’éélg) o +1)) . Novamente seguindo a teoria padrao de sistemas

dindmicos, nota-se que o ponto (Z, ) é um atrator no espago de fase, enquanto que
(Z,y)_ é um repulsor. Se assim o é, temos entao uma configuragdo das equagoes
de campo, codificadas no (e traduzidas pelo) sistema dinamico definido acima, que
tendem para o ponto atrator dado por (Z,y);. Esse é um resultado importante e
deve ser enfatizado: os dois pontos criticos traduzem duas configuragoes especiais
do sistema, duas branas. Entretanto as equagoes de campo tendem a apenas uma
delas. Isso ¢é bastante correlato ao que acontece no modelo de Randall-Sundrum, isto
é, duas branas, mas apenas uma visivel.

Como dito anteriormente por inspegao da equacao (3.4), fixando p = 3 temos
um cendrio de branas com espaco transverso (r,6). Logo, tomando tal valor para p

e olhando para as equacgoes (3.16) e (3.17) no atrator (z,7), temos

; 2 1/2
A= (m> (A +2f), (3.25)
, ) 1/2

Essas equacoes integrais fornecem a forma funcional dos campos no atrator e na
regiao r >>. De mesmo modo, a equagao (3.21) nos leva a um importante vinculo

dado por
0,/2 _ _4f(A+2f).

5A + 6/ (3.27)
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Notemos da equacgao acima que, para que tenhamos um campo escalar real, é

necessario que a constante cosmolégica obedeca a seguinte inequagao
A >2f(r), (3.28)

que nos leva imediatamente a
6—4\/§r
A > 16|5|7727QT. (3.29)
Essa equagao é também bastante importante. Primeiramente ela nos diz que, dife-
rente do que foi encontrado em [13], estamos, de fato, trabalhando com um espago
de de Sitter, o que é uma caracteristica nova nesse tipo de modelo. Depois ela nos
fornece, uma vez trabalhando na regiao r >, um limite inferior para a constante
cosmoldgica (bastante diminuta) que, de fato, pode nao ser constante.
Podemos também inferir, ainda que de modo indireto, a maneira pela qual tal
modelo pode contribuir para a solucao do problema da hierarquia. Com tal intuito,

apoés voltarmos para o referéncial fisico temos um elemento de linha dado por
ds? = W (r)ndatde” + e*7dr® + H(r)do?, (3.30)

onde W(r) = €4 e H(r) = ?7*¢ ¢ A, C e o sao os campos cuja forma
assintGtica® ¢ dada pelas equagoes (3.25), (3.26) e (3.27). A funcgao W(r), como
parte do warp factor, claramente intervém no mecanismo de Higgs. Muito embora
a maneira explicita de como isso ocorre nao possa ser evidenciada aqui, uma vez
que sO temos as expressoes integrais longe da brana, fica claro que o campo escalar
providencia novas possibilidades de ajuste quando do processo de distribuicao de
massas. No modelo analisado na préxima Secao veremos, em outros exemplos, de
que modo o campo de Brans-Dicke pode, ou nao, auxiliar na resolu¢ao do problema
da hierarquia.

Encerramos essa Secao chamando a atencao, de passagem, de que no limite
f(r) = 0 o campo de Brans-Dicke torna-se constante e A = C' + cte. De tal maneira

que o elemento de linha pode ser escrito como
ds® = eAl/ZT(anx“dx” +d6*) + dr?, (3.31)

onde as constantes foram absorvidas em novas varidveis (z#,0,r).
Na préxima Secao vamos nos deparar com um modelo um pouco mais tratavel

analiticamente que nos fornecera mais intuicao a respeito do assunto.

5De fato, estou em débito com o amigo Leonardo de Assis que gentilmente me enviou uma
solucao de tais equagoes nesse regime assint6tico. Como nossa discussao aqui fica restrita a aspectos

gerais do modelo, nao vou entrar em detalhes a respeito da forma explicita dos campos.
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3.2 Modelo com a corda global em gravitacao de

Brans-Dicke

Este novo modelo nos leva um passo além na compreensao do campo escalar
em modelos de brana estudados em gravitacao de Brans-Dicke. Se anteriormente
conseguimos expressar nossa solucao apenas na forma integral e numa regiao longe da
brana, aqui conseguiremos uma solucao analitica, obtida sem aproximacoes, porém
da “superficie” brana em diante. Como mais uma diferenga expressa, se antes ti-
nhamos a certeza de que o campo escalar ao entrar no warp factor modificaria a
analise do problema da hierarquia, aqui temos uma melhor indicagao de como ele
faz isso.

Debalde, entretanto, foram nossas tentativas para a realizacao de um modelo
completo. O que fazemos aqui é um passo importante, necessario e bem estabelecido,
porém nao enverga a alcunha de um modelo acabado. No que se segue, apresentare-
mos nossos resultados em ressonancia ao exposto na referéncia [36].

O programa de compactificacoes alternativas seguiu um frente com trabalhos
interessantes em Relatividade Geral [37, 38]. Faremos mengao a tais trabalhos, e a
outros, ao longo da exposicao do nosso modelo, sempre que houver algum link inter-
essante. Nossa proposta basica tem como ponto de partida a extensao da solucao en-
contrada em [39] para (p+ 3)-dimensdes. Como antes, obteremos a solu¢ao primeira-
mente no referencial de Einstein onde ha um desacoplamento entre g,, e o campo
escalar ¢. Vamos fixar a notagao relembrando brevemente as equagoes que conec-

tam os dois referenciais. As quantidades rotuladas com o acento til sdo as fisicas’: o

campo escalar fisico é relacionado ao campo no referencial nao fisico por ¢ = ée‘2a¢,

1

2 _
sendo a* = 3003

(onde w é o parametro de Brans-Dicke e G esta ligado a massa de
Planck em (p + 3)-dimensbes), enquanto que a métrica fisica estd ligada a métrica
no referencial de Einstein por g,, = eQa‘i’gW.

Seguindo nosso padrao, daremos a métrica um ansatz que reflita a simetria
produzida pela corda cédsmica (novamente reta e paralela ao eixo z) global U(1), ou

seja, uma simetria cilindrica
ds* = —g(r)dt* + dr* + g, (r)d0* + g(r)d2?, (3.32)

onde novamente ¢ = 1,...,p. O tensor energia-momento para um corda global fora
da corda é (fora do nicleo da corda, ou fora do que entenderemos pela superficie da
brana)

Tr=T: =T} = ~T) = —o(r), (3.33)

T z

"Comparando com a Segao anterior temos 3 — o, 0 — ¢ e € — G (ver equacoes (3.2) e (3.3)).
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onde ¢(r) é uma fungao positiva a ser determinada®. Enfatizamos que, quando es-
tabelecido o cendrio bulk-brana, a brana estard na origem enquanto a solugao sera
valida para r > 1y, sendo r, a largura da brana.

Em termos da métrica g,, a equacao de Brans-Dicke pode ser escrita na forma

RV = 20"$0,¢ + 87G (T“ _ T ) (3.34)
14 14 p + 1 )
enquanto o campo escalar obedece
¢ = —4rGaT. (3.35)

Sabemos que nesse referencial o tensor energia-momento nao é conservado, de fato
V. T} = aTd,¢p onde V, é a derivada covariante em (p + 3)-dimensoes. Essa tltima

equacao fornece explicitamente

/ / _ 1 /
A I ik ) (3.36)
g

o 0 2
cuja solucao é dada por
o0 620445
0= ————,
G glg(p—l)/2

onde gy > 0 é uma constante arbitraria. Da equagao (3.35) com o auxilio de (3.37)

(3.37)

temos

1 / 1 / 2ap
ot o] _ o .

/!
v 2 g gV
Vamos agora voltar nossa atencao para as equacoes de Brans-Dicke advindas

de (3.34). Com a métrica (3.32) elas sao dadas por

-9"  (1-p9g? d9 (1 — p)
+ — = 8100 , 3.39
2g 4g? 491 g 1+p (3.39)
v/ /2 Nd d 3
gi , 9¢ _ P+ Dgg :87@(;( +p>’ (3.40)
201 4q 4g19 1+p
p+1)g" (+1)gd* g gf (1 - P) P
_ Z 4 T - == 4+ == =8nGo + 20'°. 3.41
2 g 4 ¢ 291 4g} g 1+p ¢ (3.41)

Definamos agora, com o intuito de facilitar nossa analise, uma nova funcao u por

u* = gig". (3.42)

8Novamente alertamos o leitor para que nao haja confusao entre a funcao aqui chamada de o e

o campo escalar no referencial de Einstein da Segao anterior.
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Com tal fungao, podemos escrever as equagoes (3.38), (3.39) e (3.40), respectiva-

mente, como

(o) - o 25 oo
15 = o (1) oo
%(%%) — —16@0(? 17;). (3.45)
Por fim, substituindo (3.39) e (3.40) em (3.41) ficamos com
P+ D)o WtV oo 3y a2 (3.46)

4 9° 2 gy
Como ultimo ingrediente para a obtengao da solucao, vamos escrever as agora
elegantes equagcoes acima em termos de uma nova coordenada radial, 7, definida por
ﬂj—i = 1. Em termos dessa nova coordenada a métrica fica, suprimindo a barra na

coordenada radial,
ds? = —g(r)dt® + g® Vg dr? + g1 (r)d6? + g(r)dz2. (3.47)

E mister enfatizar que agora a coordenada radial é definida no dominio —oco < 7 <
400, enquanto a brana estd localizada em r — —o0 e a solugao a ser obtida é valida
na regido r > —r,. Feitas essas ressalvas podemos reescrever as equagoes (3.43),

(3.44) e (3.45), respectivamente, na forma

d2 (p+3)
2 = Q00g 2 e, (3.48)
d <1 dg) ~ —2(1—plogg = > (3.49)
dr \ g dr (1+p) ’ )
d (i@) _ —2(p+3)ong F €2 (3.50)
dr\g, dr/ (1+p) ’ ’

enquanto a equagao (3.46) permanece a mesma, apenas com um fator u* multipli-
cando a primeira parte do lado direito. Podemos agora encontrar as solugoes para g
e g1, estabelecendo, assim, a métrica.

Das equagoes (3.48) e (3.50) temos

g = glemrew (1), (3.51)
enquanto que, as equagoes (3.48) e (3.49) juntas fornecem

g= goe”’"e%(%M, (3.52)
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onde k1, K, g{(> 0) e ¢g°(> 0) sdo constantes arbitrdrias. Sempre tentando obter
respaldo da literatura pré-existente, enfatizamos que se p = 1 obtemos o mesmo
resultado encontrado em [39].

Notemos também que se p = 3 no elemento de linha original, temos um cenério
de brana em seis dimensoes. Doravante nessa Secao, vamos nos ater a esse caso.

Substituindo as solugdes obtidas para g e g1 em (3.46) temos

3 2
(0% (0%

cuja solucao é sabidamente bastante simples. Temos entao o campo escalar dado por
¢ = ¢or + ¢1, onde ¢ é uma constante arbitraria (que tomaremos como zero, por

simplicidade) e ¢ é dada por

o

K1 1 4K?2
o

3 71/2
= + — +4r(3k + 2K1)(2+ — . 3.54
a+2) 722+ 3) [ o? ( 2l on)] (3:54)
Isso posto, podemos determinar completamente a forma da métrica. Notemos
de antemao que esta, e portanto as propriedades do espaco-tempo, depende forte-
mente da relacao entre as constantes de integracao do modelo. Antes, porém, de

entrarmos em tais detalhamentos vamos escrever o elemento de linha no referencial

fisico:
~ 142q2 —3+2q2
ds?2 = goe[ﬁ—"_(%)(ﬁo]rnuydl’“d"EV—|—g[1)6[’€1+< 32 )¢0]rd02
+ () glelmtrat (22 ool g2 (3.55)
Além disso, o campo de Brans-Dicke fisico é dado por
b= Letanr (3.56)
g

Fagamos algumas ponderagoes a respeito da métrica (3.55). Primeiramente
convém ressaltar que a estrutura bulk/brana foi gerada, por assim dizer, por uma
corda global que atribui uma simetria cilindrica ao espaco-tempo e perfaz as di-
mensoes intrinsecas da brana. Entretanto é sabido que cordas césmicas globais
levam a singularidades no espago-tempo, tanto em Relatividade Geral [40] como em
gravitacao de Brans-Dicke [39]. Esse efeito se deve, em parte, a dimensao do espago-
tempo. E f4cil ver que se p # 3, a equagao (3.46) leva a uma equagao diferencial outra
que nao (3.53). Por exemplo, na referéncia [39], onde p = 1, existem singularidades
para distancias finitas da coordenada radial que advém do primeiro termo do lado
direito de (3.46). Felizmente, no caso em questao, tal termo é suprimido. E intrigante

o fato de que, caso nao estivessemos trabalhando em seis dimensoes o espago-tempo
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seria completamente outro, quica até mesmo sem uma solucao analitica fora da
brana.
Nosso elemento de linha, entretanto, nao é completamente livre de singulari-

dades. Por exemplo, o escalar de curvatura é dado por

[5¢g(4a2 — 1) — a?k(3K + 2k1) — 2ak1 ¢ + 82
R = e ", 3.57
(9°)*giax (3:57)

onde ¢ = 4k + K1 + <%) ¢o. Desse modo, se ¢ for positivo o espago-tempo possui
uma singularidade no regime r — —oo. Do contrario, teremos uma singularidade em
r — +00. Esse problema pode ser transposto pela adi¢ao de novas branas atuando
como cut-offs na diregao radial extra [15]. Tal procedimento nao é completamente
rigoroso, pois novas branas certamente mudam a lagrangeana inicial e portanto
deveriamos resolver novamente as equacoes de Einstein-Brans-Dicke com uma fonte
que expresse o carater de multiplas branas do modelo. E fato que a adicao de tais
branas ad hoc pode ser acompanhada do requerimento de que as branas adicionadas
estejam muito distantes e que, portanto, nao interferem drasticamente na estrutura
do espago-tempo umas das outras. Embora tudo isso possa ser feito, tal procedimento
soa artificial.

Tomaremos assim, outro rumo para nossas analises. Sendo o modelo forte-
mente dependente das constantes de integragao, vamos assumir alguns casos especi-
ais para estudo. Se por um lado, isso tolhe todo um aspecto geral das conclusoes a
serem obtidas, por outro nos fornece um terreno seguro, ainda que assaz especifico,
onde podemos adquirir uma maior familiariedade com o préprio modelo, além de
possibilitar uma importante correlagao com dados experimentais do parametro de
Brans-Dicke. Eis o porqué de termos optado por esse ultimo viés.

E nitido que o elemento de linha disposto em (3.55) é uma solugao bastante
geral. Dentro da proposta contida no paragrafo anterior, vamos agora proceder de
modo a restringir ou antes vincular algumas constantes de integracao de modo a
tentar extrair mais informagao fisica a respeito do modelo. Uma primeira tentativa
interessante ¢ a de tornar o espago maximalmente simétrico, isto é, impor ¢ = 0 em
(3.57). Essa tentativa se mostra bastante promissora, uma vez que torna o coeficiente
da diregao radial em (3.55) igual a um, e portanto obtemos “naturalmente” um warp
factor exponencial. No entanto, tal vinculo (6 = 0) nao pode ser implementado. De

fato, com auxilio da equacdo (3.54) podemos relacionar k e k; por
(200” + 45 — 12a*)K? + (240* + 30 — 8a*) k1K + (607 + 5)kT = 0. (3.58)

Agora, visando um modelo vidvel do ponto de vista fenomenolégico, utilizando o

fato de que o parametro de Brans-Dicke é da ordem de w ~ 10* [7] temos que os
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termos mais importantes sao proporcionais a . Desse modo nao existe solucao para
k,k1 no conjunto real, o que é bastante despropositado. De passagem, ressaltamos
que esse mesmo problema ocorre se tentamos restringir nossas constantes de modo
a zerar o segundo termo da equagao (3.54).

E importante aqui fazermos uma pausa para analisar algo que assumimos im-
plicitamente no argumento acima. Os testes que fornecem um limite inferior para
o parametro de Brans-Dicke foram obtidos através de experimentos realizados no
Sistema Solar. Entretanto nossa solugao nao vale em tal regiao. Estamos portanto
assumindo que tal valor também se aplique na escala em questdo (no minimo, na
escala do raio de Hubble). Em outras palavras, estamos assumindo que o status
da teoria de Brans-Dicke seja o mesmo no bulk. Obviamente, um cenario completo
deve contemplar a solucao dentro da brana, onde tal argumento é corroborado ex-
perimentalmente, e entdo ser conectado com a solucao (3.55) via alguma condigao
de juncao engenhosa. No que se segue, continuaremos assumindo que possamos con-
siderar w ~ 10* na superficie da brana® e no bulk.

Vamos entao analisar algum vinculo mais direto entre x e k1 que nos evite os

problemas anteriores. Um exemplo interessante é dado pela restricao
3k + 2k = 0. (3.59)

Enfatizamos, dentro do grau de arbitrariedade que nos é possivel, que tal escolha
fora feita, a principio, simplesmente por zerar o tltimo termo da equacao (3.54);
ou seja, por simplicidade. No entanto, como veremos ela nos leva a importantes

resultados. Da prépria equacao (3.54) temos duas solugdes possiveis para ¢p:

—3/@(1 + 1)
+
= — 3.60
% 2a(2 + 3/a?) ( )
Chamando os coeficientes exponenciais de (3.55) de
1+ 2a?
A=k+ (—)gbo, (3.61)
(6]
-3+ 2a?
B=r + <—>¢o, (3.62)
(§]
1+ 202
C =4k + K1 + (—)qbo, (3.63)
[0
9Como jargdo corrente, entendemos o ponto (z*,0,r = —r,) como pertencente & “superficie”
da brana.
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temos, com o auxilio de (3.59) e (3.60), os seguintes casos possiveis

Aizﬁll_3(1i1)<1+2a2)}7 3.64)

2 3+ 2a?

-3k —3 4 2a?
+
e
K 1+ 2a?
Ci=§{5—3(1i1)<3+2a2)}, (3.66)

enquanto o escalar de curvatura também apresenta, por seu turno, duas solugoes

R:

9k2(1 £ 1)e Cr {(1 +1)
2(9°)"(g) (202 +3) | 2

De agora até o fim desse Capitulo faremos um estudo sisteméatico dos dois

[8 +5(4a® —1)] — 1}. (3.67)

possiveis casos (£), dada a restri¢ao (3.59). Comegaremos pelo mais simples, ¢ .

Nesse caso, das equagoes (3.60),(3.64)—(3.67), é facil ver que:

c== (3.68)

Note que nesse caso, temos um “desligamento” do campo de Brans-Dicke, uma vez

que ¢g = 0. Além disso, a métrica é simplesmente dada por

ds? = e g, datd” + gl d6* + (g°)'gle ® dr®. (3.69)

Para que estudemos de modo preciso o papel do warp factor, fagamos uma nova

mudanca de coordenadas. Através da equacao

dp* = Cye“dr?, (3.70)
onde C; = (¢°)*(¢?), temos
c 2%/C
oS — ( - [1)/2) ; (371)
2CY
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sendo ¢ alguma constante. A nova coordenada radial é definida no dominio p, < p <
~+00, onde p, rotula a superficie da brana. Em termos de tal coordenada, e em vista
da equagao (3.71), o elemento de linha (3.69) torna-se (absorvendo termos ¢° e ¢?)

SKp

4/5 —6/5
%> Nudatdx” + <T> do? + dp?. (3.72)

4
Analisemos a métrica obtida. Primeiramente notemos que tal elemento de linha

dfs2:<

¢ mal definido no limite p, — 0. Isso pode sugerir que, de fato, tal modelo aponte
para uma brana com espessura diferente de zero. Entretanto, preferimos ser mais
conservadores e nao especular em tal sentido, uma vez que nossa solucao nao pode ser
aplicada a estrutura interna da brana. O warp factor também se mostra problematico
para p — +oo. Enfatizamos que a despeito de R = 0 e R*R,, = 0 (p,v =
0,...,5), espera-se (caso a solugao ndo mude drasticamente no interior da brana) uma
singularidade nua no limite p — 0, uma vez que RWW;RW“/J o« 1/pte CWW;C“‘”‘S x
1/p* (sendo C,,5 0 tensor de Weyl).

Na superficie da brana, p = pp, temos caracteristicas interessantes. Primeira-
mente, note que o coeficiente de df? nao é zero quando p é fixado na superficie.
Desse modo, mantendo em mente a modelagem de branas, somos levados a concluir
que o sistema consiste em uma dimensao extra transversa e uma 4-brana com uma
dimensao extra compacta presente na brana [15]. Isso significa termos uma com-
pactificacao hibrida. Por outro lado, se o coeficiente de df? apresentasse um nimero
infinito de zeros, seria possivel se interpretar tal fato como um ndmero infinito de
branas, cada uma em cada um desses pontos. No nosso caso, o fato do coeficiente
de df? estar apto a ter qualquer valor ao longo de p é importante somente para
se fixar o tamanho da dimensao compacta na brana. Desse modo, o espaco-tempo
descrito pela métrica (3.72) contém uma 4-brana com topologia R(*%) x S' mergu-
lhada num bulk de codimensao um. Mais um ponto se mostra importante. Note que
os termos exponenciais em (3.72) apresentam um comportamento oposto: enquanto
um aumenta com a dimensao extra transversa p o outro diminui e vice-versa. Essa
caracteristica é presente em outros modelos construidos no escopo de gravitacao de
Brans-Dicke [15].

A fim de garantirmos a viabilidade do modelo, devemos exigir que a dimensao
extra compactificada na brana nao exceda o tamanho ja escrutinado por meios
experimentais [41], digamos M. Da métrica (3.72) isso ¢ implementado via'®

Skpp\ 35 M
) <
4 27

10Somos forcados a advertir o leitor sobre a pequena, porém existente, diferenca entre os ex-

(3.73)

poentes das equagdes (3.73) e (3.74) e os das equagodes (42) e (43) da referéncia [36]. Entretanto as

mesmas conclusoes se aplicam, sendo o erro em [36] apenas um misprint.
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o que significa

4 /2m\5/3

Essa restricao é bastante severa no que tange a aplicacao do warp factor na analise
do problema da hierarquia, uma vez que um warp factor dessa magnitude agrava
o problema. De fato, a escala de interacao gravitacional na brana, digamos Mg, é
dada por

M3, [ 4\0/5
M= ZH () 3.75

onde Mp; é a massa de Planck em quatro dimensoes. Dessa maneira, levando-se em
conta a equacao (3.74) temos que inevitavelmente Mg > Myeqr € 0 problema da
hierarquia persiste. Essa situagao pode ser suavizada pela escala do parametro x,
até agora deixada em aberto. Vamos porém nos ater a discussao prévia, uma vez
que nao ha, em principio, nenhuma razao fisica para se ajustar tal parametro para
a resolucao do problema da hierarquia: seria resolver esse problema introduzindo
outro (a nova hierarquia em &).

E 6bvio que um warp factor de grande magnitude, e portanto a nao resolugao
do problema da hierarquia, nao ¢ uma caracteristica desejada de modelos de branas
(embora seja presente em outros modelos em seis dimensoes [42, 43]). Gostarfamos
de ressaltar entretanto que essa nao ¢é a palavra final no modelo em questao por dois
motivos ja declarados: depende explicitamente do vinculo particular entre x e k1, e
a solucao obtida nao fornece nenhuma informacao sobre a forma do warp factor na
regiao p < Pp.

Voltemo-nos agora para a outra possibilidade, ¢j. Como veremos, hd certa
superposicao de resultados e muito do que obtivemos no caso anterior acontece
também aqui. No entanto, hd neste caso um warp factor mais interessante. Com ¢

temos, no antigo sistema de coordenadas

14+ 2a2\]
ol
Fd[ ’ 3+2a%/]’
—3K —3 4202\ ]
P e RN
2 l+ 3+ 202

K 14+ 2a2\]

“=3 [5 - 6(@)_ , (3.76)

9k%(200% +2)  =mo-2ar

R = 5 2(3+202)
(99)*(g7) (202 + 3)
—3Ka
Y= 5 0
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Agora, com o auxilio das equagoes (3.70) e (3.71) temos o seguinte elemento de linha

(absorvendo os termos x, ¢°, g0 e o parametro de Brans-Dicke)

- (716042) 5 (18(1—2(12)) 9 9

ds? = p o222/, datdr” + p' 927/ df* + dp”. (3.77)

Notemos primeiramente que a maneira como o coeficiente de df* e o warp factor

variam com p é um pouco diferente do caso anterior. Eles continuam tendo com-

portamentos opostos mas agora o expoente do warp factor é negativo. O escalar de

1 relacionad R o 1/p% 1 bé

curvatura estd relacionado a p por R o 1/p?, logo também esperamos, nesse caso,

uma singularidade nua com p, — 0. Pelas mesmas razoes previamente explicitadas, o

cenério aqui é composto por uma 4-brana com topologia R™3) x S e uma dimensao
extra transversa a brana.

No que concerne ao problema da hierarquia, o presente caso apresenta-se um

pouco mais favoravel. Restringindo o tamanho da dimensao extra compacta na

brana, temos

M\ (9—2a2)/9(1—2a2)
) | 579

< R
Pb (27T

que, apesar de fornecer um valor muito pequeno para p, sugere que este problema
seja atenuado, pelo menos em parte, pela presenca do parametro « levando assim
a um warp factor nao muito grande. Para finalizar esta andlise, enfatizamos que o

2 _ 2 .
240%/(9=20%) " 5 que, tendo em vista a

campo de Brans-Dicke fisico é dado por qg ~ D
equacao (3.78) indica um campo bastante fraco na brana. Esse é um ponto bastante
interessante que nos leva a seguinte pergunta: sendo o campo de Brans-Dicke bas-
tante fraco na brana, qual a sua influéncia gravitacional na brana? Ou ainda, uma
vez que nesses modelos o campo escalar s6 depende da dimensao extra transversa a
brana, qual é o seu real papel nesses modelos? No contexto cosmologico usual, essa
questao ja foi respondida (ver referéncias [8, 9]). Entretando em cenérios de branas,
acreditamos ser interessante abordar esse problema.

Primeiramente, como vimos, o campo escalar pode influenciar na resolucao do
problema da hierarquia. Ainda que nos casos analisados sua influéncia seja deveras
sutil. Do ponto de vista gravitacional, as questoes levantadas anteriormente sao da
mais extrema relevancia uma vez que, do ponto de vista experimental, realizamos
medidas na brana e somente nela. O préoximo Capitulo é destinado unicamente a
apontar uma diregao para a resposta dessas questoes, bem como de algumas sutilezas
a elas relacionadas.

Antes porém de nos debrugarmos sobre esses pontos, vamos fazer mais alguns

comentarios complementares a respeito dos modelos vistos nesse Capitulo que devem
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ser levados em conta. Em geral, o estudo de modelos de branas é complementado pela
analise de flutuacoes tensoriais linearizadas com o intuito de localizar a gravidade
nos modelos. Isso, juntamente com o estudo da propagacao de escalares na métrica
obtida [38, 42]. Isso nao é feito aqui uma vez que nao dispomos de um modelo
completo. No caso descrito na primeira Secao temos o comportamento do espago-
tempo longe da brana, enquanto que o modelo analisado na segunda, embora seja
respaldado por uma solugao analitica, nao fornece informagao sobre a estrutura do
interior da brana.

Existem, em geral, alguns procedimentos padronizados para se extender solugoes
da superficie da brana para seu interior. Por exemplo, isso pode ser implementado
pela prépria andlise do propagador de escalares no limite p, — 0 [38], ou ainda por
algum truque engenhoso como a imposicao de simetria Z, na superficie da brana [42].
Infelizmente, nada disso é aplicavel aqui, e por um simples motivo: para gerar toda
a estrutura bulk/brana utilizamos um defeito topoldgico real com estrutura fisica
interna. Desse modo, qualquer subterfigio artificial parece nao encontrar respaldo
em nenhuma consideracao fisicamente aceitavel. Talvez uma maneira mais interes-
sante de se lidar com esse problema seja encontrar solugoes para as duas regioes
do espago-tempo (dentro e fora da brana, com suas respectivas fontes) e, através
de condicoes de contorno apropriadas, encontrar-se uma maneira de compatibilizar
tais solugoes. Algo portanto similar ao que foi feito em [32] para a corda local em
gravitagao de Brans-Dicke.

Além disso ha um problema bastante grave aqui nao abordado, a saber, a
estabilizacdo do tamanho da dimensao extra na brana e, quando for o caso, da
distancia entre as branas. Ainda outro ponto: no modelo com apenas uma brana,
o que estabelece sua posicao no bulk? Qualquer continuacgao séria dessa vertente
de pesquisa precisa levar em conta esses importantes problemas. E possivel que,
e aqui estamos no terreno da especulacao, na supracitada divisao das solugoes em
duas regioes a estabilizacao da dimensao extra compactada na brana emerja com
alguma condicao de junc¢ao. Mesmo assim, as outras questoes permanecem. E com
tais observacoes encerramos esse Capitulo. No préximo vamos, como dito, estudar
outro importante ponto: como, do ponto de vista gravitacional, extrair informagcao

fisica a respeito de tais modelos?
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Capitulo 4

Equacoes de campo efetivas na

brana

Este Capitulo possui um enfoque mais formal. Ha de assim ser. Se nos Capitulos
anteriortes pudemos nos valer de um molde expositério mais aprazivel, posto que
estavamos desbravando novos modelos, doravante devemos nos ater a um embasa-
mento mais rigoroso. Desse modo, e esse é o nosso ela, pretendemos solidificar nosso
trabalho atribuindo-lhe consisténcia tal que nos permita sélida aplicacao futura.

Mas nao é s a aplicagao futura o que nos compele a tal desdobramento de nossa
pesquisa. O embasamento tedrico, por si s6, é motivo de extenso estudo. Desejamos
aqui, a grosso modo, nos enderecar a simples questao, que de fato pode ser feita
a titulo de motivagao: como as equagoes de campo gravitacional se traduzem na
brana? Ou ainda, sendo a brana uma subvariedade mergulhada! numa variedade
de dimensao maior, como podemos trata-la gravitacionalmente? E por fim, qual o
papel da simetria Zs nos modelos de branas?

A fim de dirimir essas questoes vamos primeiramente rever o formalismo de
Gauss-Codazzi?. Feito tal passo, passamos & aplicacao do formalismo aos modelos de
branas em Brans-Dicke, primeiro num espago-tempo dotado de simetria Zy (Segao
4.1), e depois sem tal simetria (Se¢ao 4.2). Como veremos, as chamadas condigcdes de
Jjuncao, ferramentas necessarias para a obtencao das equacgoes de campo na brana,

possuem um papel central em nosso desenvolvimento e portanto na formulacao das

!Sempre tratamos a brana como mergulhada numa variedade de dimensao maior. Esse termo nos
garante correspondéncia um-a-um entre pontos da brana e pontos do bulk e, portanto, oferece-nos

um mapeamento univoco entre as duas variedades.
2H4 uma ligeira contenda académica a respeito da correta grafia do nome de um dos autores de

tal formalismo: Codazzi ou Codacci? A regra é simples: usa-se Codacci sempre que se queira toda

sorte de reclamagoes via emeio. Do contrario, Codazzi sempre se aplica.
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respostas as perguntas feitas no segundo paragrafo. De fato, nao nos refreamos em
dizer que, se do ponto de vista gravitacional o formalismo de Gauss-Codazzi é o
estentor da fisica de modelos de branas com codimensao um, as condigoes de juncao
sao o coracao do formalismo no que concerne a sua utilidade para a extracao de
informacao sobre a fisica do sistema.

Comecemos, pois, nossa revisao sobre o formalismo de Gauss-Codazzi primeira-
mente em quatro dimensoes. Como serd visto, a extensao para dimensoes maiores
é imediata. Faremos nossa revisao aos moldes da referéncia [44]. De agora até o
fim dessa Secao introdutoéria vamos proceder de modo a expressar quantidades
geométricas de uma subvariedade mergulhada no espaco-tempo em termos de quan-
tidades desse espaco-tempo.

Seja M uma variedade topoldgica com métrica g,, de tal modo que o par
(M, gqp) constitua um espago-tempo. Para cada evento p pertencente a M, o espaco
tangente, digamos V,, é isomorfo ao espaco-tempo de Minkowski. Vamos, de modo
usual, nos referir ao cone de luz passando pela origem de V,, como o cone de luz de
p. Assim, enfatizamos que o cone de luz de p é um subconjunto de V,, nao de M.
Como em Relatividade Restrita, em cada ponto p € M podemos designar metade
do cone de luz como “futuro” e metade como “passado”®. Se uma tal escolha pode
ser feita de modo continuo, (M, g,) € dito ser orientdvel temporalmente.

Seja entdo, (M, g,) um espago-tempo orientavel temporalmente. Uma curva
diferenciavel A(t) é dita ser uma curva tipo-tempo direcionada para o futuro se em
cada p € A a tangente t* é um vetor direcionado para o futuro. O futuro cronolégico
de p € M, denotado por I*(p), é definido como o conjunto de eventos que podem

ser alcancados por uma curva tipo-tempo direcionada para o futuro partindo de p:
It(p)={qe M/ IXt) com A(0) =pe ) =q}. (4.1)
Para todo subconjunto S C M definimos I (S) como

r(s)=JI1"(p) (4.2)

peS
Continuemos com mais defini¢oes importantes. Um subconjunto S C M ¢ dito ser
acronal se nao existe p,q € S tais que ¢ € I'*(p), isto é IT(p) (S = 0. Agora, seja
S um conjunto fechado e acronal. Definimos o dominio de dependéncia futuro* de

S (D*(5)) por

D*(S) = {p € M/ toda curva causal que passa por p e intercepta S}. (4.3)

3Remarcamos que em uma variedade nao simplesmente conexa pode nao ser possivel fazer uma

designacao continua de “futuro” e/ou “passado” conforme p varia sobre M.
40Obviamente podemos definir de modo andlogo o domfnio de dependéncia passado D~ (.5).
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O substrato dessas defini¢oes talvez possa ser melhor clarificado através da seguinte
observagao: a cole¢ao de eventos I7(S) se refere a eventos que possam ser influen-
ciados por S. Por outro lado, DT (S) se refere a eventos inteiramente influenciados
por S, pois para DT, S é acronal.

O dominio de dependéncia de S é dado por: D(S) = DT(S)|UD~(S) e re-
presenta o conjunto completo de eventos para os quais todo o estado fisico pode
ser determinado pelo conhecimento das condigoes de S. Estabelecamos mais duas
importantes defini¢oes. Primeiramente, um conjunto acronal fechado, ¥, para o qual
D(X) = M é chamado superficie de Cauchy. E por fim, um espago-tempo (M, gup)
que possui uma superficie de Cauchy ¥ é dito ser globalmente hiperbdlico. Note que
tais espagos, de acordo com as defini¢Oes vistas, sao ideais para se tratar problemas
de valor inicial. Vejamos agora um teorema, aqui assumido sem prova, que serve de
base para o formalismo de Gauss-Codazzi.

Teorema: Seja (M, g,,) um espago-tempo globalmente hiperbélico. Uma fungao
global do tempo, f, pode ser escolhida tal que cada superficie de f constante seja
uma superficie de Cauchy. Entao o espacgo-tempo pode ser folheado por superficies
de Cauchy e sua topologia é R x ¥, onde ¥ representa qualquer superficie de Cauchy.

Seja, entdo, um espago-tempo globalmente hiperbélico (M, gq). Como esta-
belecido no teorema anterior podemos folhear (M, g,;) por superficies de Cauchy,
Y, parametrizadas por uma fungao tempo global, ¢. Seja também n® o campo ve-
torial unitario normal as hipersuperficies 3;. A métrica do espago-tempo (nosso ja

conhecido bulk), g, induz uma métrica Riemanniana 3 — D, hg, em cada X; por®
hab = Gab T NaNp- (44)

Considere agora t* um campo vetorial em M satisfazendo t*V,t = 1, onde V, é a
derivada covariante. Vamos decompor t* em suas partes normal e tangencial a >,

definindo a funcao lapso N e o vetor shift, N® com respeito a t* por

N = —tn, (4.5)

Ny = hapt®. (4.6)

Sendo N® tangente a hipersuperficie, podemos avaliar as transformagoes em X,
através da métrica abstrata h,, (vide equacdo (4.6)). Isso nos sugere encarar hg,

como uma variavel dinamica em Relatividade Geral. Nossa intengao em realizar a

5Note que a métrica induzida aqui é 3 — D simplesmente pelo fato de que estamos, como dito,

trabalhando no escopo usual de Relatividade Geral.
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decomposicao expressa nas equacgoes (4.5) e (4.6) é simplesmente chamar a atengao
para o fato de podermos tratar h,, como uma varidvel dinamica. De fato, poderiamos
enveredar por uma ampla andlise via funcoes lapso e shift seguindo a linha de de-
composicao ADM [17], entretanto preferimos seguir a linha expressa em [44]. Vamos
estudar um pouco mais essa estrutura de folheacao a fim de ganharmos mais intuicao
a respeito do assunto. Para tanto, comecaremos o paragrafo seguinte definindo uma
importante quantidade geométrica: a curvatura extrinseca.

Como estamos no contexto quadri-dimensional, vamos tratar as hipersuperficies
Y} como puramente espaciais. Novamente refor¢amos que isso nao é necessario, sendo
aqui apenas utilizado para familiarizar o leitor com as técnicas do formalismo de
Gauss-Codazzi no terreno ja conhecido da Relatividade Geral usual. Lembrando que
n® é o campo tangente unitario da congruéncia de geodésicas tipo-tempo ortogonais

a X, a curvatura extrinseca é definida por
Kab = Vanb, (47)

onde o calculo em ¥ ¢ subtendido (note que® K, € ¥, isto é, Kynb = 0). Observe
que da maneira como esta definida, a curvatura extrinseca “mede”, por assim dizer,
a maneira pela qual a hipersuperficie estd mergulhada no espaco-tempo de dimensao
maior. Esse conceito sera bastante til na interpretacao da equagao projetada na
brana.

Podemos relacionar a curvatura extrinseca com a derivada de Lie. Para tanto
definamos ¢; como um grupo de difeomorfismos a um parametro, atuando na va-
riedade M. Digamos que tal grupo é gerado por um campo vetorial v*. Para um
campo tensorial arbitrario Tal“‘“’j,lmbl, pode-se mostrar que a derivada de Lie, L,,

atua da seguinte maneira

k

ai...ag o c aj...ag ai..c..ap a;
L,T biby, — U VT broby E :T b1...bkvcv
i=1
l
ai...ap c
j=1

Em particular, quando atuando na métrica temos
cvgab - Ucvcgab + gcbvavC + gacvbvc - van + vaa. (49>

Note que, na auséncia de uma hipersuperficie mergulhada na variedade, nao ha

quebra de difeomorfismo e a derivada de Lie da métrica é zero, via equacao de

SQutra propriedade ttil é a simetria da curvatura extrinseca, K5 = Kpq.
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Killing. Entretanto a presenca da hipersuperficie (brana) quebra o difeomorfismo
total do espago-tempo. Desse modo, tendo em vista as equagoes (4.4), (4.7) e (4.9)
temos que

1 1

1
Ky = é»cngab = §£n(hab - nanb) = §£nhab’ (410)

visto que, da equacao (4.8), L,(ngnp) = 0.

Vamos agora dar mais um importante passo para estabelecer as relagoes entre
métrica do espago-tempo, derivada covariante, curvatura e as quantidades corre-
spondentes induzidas em uma hipersuperficie (tipo-espago, por enquanto) mergu-
lhada em M. Facamos uso de um 1til teorema cuja prova é auto-evidente, a partir
da determinacao dos simbolos de Christoffel:

Teorema: Se g, ¢ uma métrica, entao existe um operador de derivada tnico,
V., satisfazendo V,gp. = 0.

Desse teorema depreendemos o seguinte corolario: uma vez que ¢, induz hy,
(ver equacao (4.4)), existe um operador de derivada, D,, inico em ¥ tal que Dyhy. =
0. Repare que todas as quantidades definidas e analisadas aqui estao nos conduzindo
a0 nosso propoédsito de encontrar quantidades geométricas em ¥ dadas em termos de
quantidades de M. Para esse fim, vamos nos familiarizar um pouco mais com o
significado geométrico de h?.

Seja v um vetor do espago-tempo em um ponto p € . Como visto, podemos
decompo-lo unicamente em componentes tangenciais e perpendiculares a X via v* =
v, n® +vﬁL, onde vﬁ”na =0.Sev, =0,0* = vﬁ” e podemos entender v® como um vetor
no espago tangente a 3 em p. A condigio v; = 0 é equivalente a v = hfv® com
hap = Gap + nanp ¢ com indice levantado por ¢?°. De modo geral, podemos encarar
um tensor do espaco-tempo Tal"'“’%lmbl em p € X como um tensor sobre o espago

tangente a X em p se
Ta1...a;;.)1mbl _ h’atljl"'h’alékhbldl"'h'blleCL”del..-dl' (411)

Inversamente, todo tensor definido em p € ¥ dd origem a um unico tensor no espago-
tempo em p (isto é, um tensor sobre o espago tangente a M em p). Desse modo,
¢ licito afirmar que hj faz o papel de um operador de projecao do espaco tangente
a M em p ao espaco tangente a X em p. Note que se Tal"'a’“blmbl é um tensor de
¥ ndo podemos definir V.7, uma vez que para calcularmos essa quanti-
dade precisamos saber como 7%, varia fora de . Entretanto a quantidade
hgV I 4, é bem definida. De fato, essa tltima quantidade nos permite escrever
o seguinte lema

Lema: Seja (M, g.) um espago-tempo e ¥ uma hipersuperficie suave tipo-

espaco em M. Entao a derivada covariante associada a métrica induzida em X, D,,
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é dada por
DcTalmalzl...bl = ha(lil"'hblelhcfvadlmdk <412)

er...ep?

onde V, é a derivada covariante associada a gq,. De posse dessas quantidades, pode-
mos enfim encontrar uma relagao entre a curvatura ®R ;¢ de X e a do espago-tempo
R, 2. Sabemos que se v. é um vetor dual em ¥, entao o tensor de Riemann ¢ dado

por
®R,, 4 = DyDyv, — DyDyv.. (4.13)

abc

Entretanto, pela aplicagao direta da equacao (4.12), temos que
Do Dyve = Dy(hy ",V ave) = b,/ b0V (b, 1, SV que). (4.14)

Essa tltima relacao da origem a trés termos quando da aplicacao da derivada no
termo entre parénteses. Note que dois deles sao da forma h,’h,?h,°V fhgd que, com
o auxilio de (4.4), fornecem h,'h,*h “Vh," = h.“Kq4n®. Logo, levando em conta

todos os termos, a equacgao (4.14) fica
DoDyve = h, 0y b,V iV qve + b Kayn®V gve + hy K oenV gue. (4.15)

Repetindo o procedimento similarmente para D,D,v. podemos escrever (3)Rabcd. As-
sim, com o auxilio da equagao (4.13) e apds algumas manipulagoes chegamos a
chamada equacao de Gauss

R = b, hh S R, — KooK, + Ky K, (4.16)

abc

De modo completamente analogo, podemos derivar a equacao de Codazzi
D.K*® — DyK*, = Reanhe,. (4.17)

Essas duas equagoes serao nosso ponto de partida para as analises das préximas
Secoes desse Capitulo. A fim de darmos um tom de desfecho a presente Secao,
gostarfamos de ressaltar a importancia e, porque nao, a beleza da abordagem geométrica
no que se refere a interpretacao do resultado obtido. Observemos, da equagao (4.16),
que a curvatura na hipersuperficie é dada pela projecdo da curvatura do espaco-
tempo, com correcoes de curvatura extrinseca necessarias para que levemos em conta
a maneira pela qual a hipersuperficie foi mergulhada no préprio espago-tempo. Eis
o formalismo de Gauss-Codazzi.

Vale ressaltar que, uma vez que o tensor de curvatura é univocamente definido
em coordenadas locais, a projecao do tensor métrico sobre a hipersuperficie também

estd univocamente definida.
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4.1 Branas com simetria 7Z,

Nessa Secao aplicaremos o desenvolvimento anterior do formalismo de Gauss-
Codazzi para branas mergulhadas num espaco-tempo sujeito a gravitacao de Brans-
Dicke. Como resultado, obteremos a equacgao de campo gravitacional na brana. Esse
¢ 0 nosso maior propdésito, e sera o fim ultimo de todo nosso esforco tanto nessa
Secao quanto no resto do Capitulo.

A aplicacao do formalismo de Gauss-Codazzi em modelos de branas em Rela-
tividade Geral foi primeiramente levada a termo em [45] e mostrou-se tao frutifera
que em pouco tempo seus resultados foram ampliados e vastamente aplicados em
problemas cosmolégicos [46]. A descrigao de nossa aplicacao em modelos em Brans-
Dicke serd aqui feita aos moldes do que foi apresentado em [47]. Antes porém, duas
palavras sobre como a equagao (4.16) se traduz em termos de brana e bulk. Tratamos
a brana como uma subvariedade mergulhada numa variedade de dimensao superior.
Desse modo, a primeira diferenca com relagao a Secao anterior é que entendemos
a folheagao como sendo ao longo de uma coordenada espacial (a dimensao extra
transversa) e a subvariedade (a brana) é uma hipersuperficie tipo-tempo mergu-
lhada no espago-tempo (o bulk). Alids, nada mais natural do que tal consideragao:
se a brana modela (ou pretende modelar) nosso universo, obviamente a coordenada
temporal deve nela residir, logo a hipersuperficie é tipo-tempo. Outra diferenca fica
por conta de tratarmos a brana como objeto dotado de realidade fisica, ao contrario
da folheacao da Secao anterior, onde a subvariedade pode ser entendida como um es-
tratagema matematico. Mais a frente, chegaremos até mesmo a atribuir uma tensao
a brana.

Guardadas essas ressalvas, a tultima observacao fica por conta das dimensoes
do bulk e da brana. De acordo com os modelos que analisamos no Capitulo 3, vamos
tratar o nosso ja familiar caso de um bulk em seis dimensoes e uma brana hibrida de
cinco dimensoes. Resumindo, nossa 4-brana tem topologia R* x S e estd mergulhada
em um bulk 6D onde, no presente caso, a dimensao extra transversa possui simetria
Zs. Manteremos aqui a notacao anterior na qual V, denota a derivada covariante
com relagao ao bulk enquanto D, rotula tal operador na brana. Notemos que, devido
ao fato de a brana ser uma hipersuperficie do tipo-tempo, a métrica induzida (agora

denotada por ¢,,) é relacionada com a métrica do bulk, g,,, por’

Qv = Guv — NN, (4.18)

onde n, é o vetor unitdrio normal & brana, como antes. O andlogo da equagao (4.16)

"Note a diferenca de sinal com relagio & equacio (4.4).
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é entao dado por
ORS s =OR: Lqlqfalay + KO Kps — KSK (4.19)
%) l/paqu q,B q’y ds v B8 5By :
enquanto a equacao de Codazzi fica simplesmente
D,K! — D, K =R ,n7q?, (4.20)

sendo K, = qﬁqﬁ Vang. De posse da equacao de Gauss podemos encontrar o tensor
de Einstein na brana em termos de quantidades do bulk. Contraindo os indices « e

v em (4.19) temos o tensor de Ricci
ORgs =OR,0q) a7 —ORY nunPqlqf + KKgs — K}Kg,, (4.21)
e o escalar de curvatura ¢*” (5)R;w ¢ dado por
CR =OR,, q"7 —OR~ n,n’q"" + K% — K“BKaﬁ. (4.22)

vpo

Com tais ingredientes podemos escrever o tensor de Einstein na brana como

CiGgs = (G)GVUQ5Uq50 +OR,,n"n%qss + K Kgs — K Kp,
1 .
— §Qﬁ5<K2 — KOWKQ,Y) — E/glg, (423)

onde definimos Egs =R~ n,nPqlqys.

E interessante, na manipulagao das quantidades do bulk para obtencao da
equacao de campo na brana, procurarmos sempre expressar as quantidades da brana
em termos de fontes no bulk. Toda a manipulacao algébrica realizada aqui converge
para tal propésito. Entretanto pelo fato de estarmos trabalhando com as equacoes
projetadas do bulk para a brana, surge um elemento a mais que traz informacao
genuina do bulk. Desejamos expressar essa informacao em termos do tensor de Weyl.
Dois motivos pragmaticos nos levam a tal: primeiramente, a introducao do tensor de
Weyl é vastamente utilizada na literatura corrente [44, 45, 46] e, como ndo poderia
deixar de ser, o respaldo da literatura é largamente desejavel. Segundo, tal tensor
possui a propriedade de ser conformalmente invariante, o que facilita os calculos
enormemente. E sabido que os tensores de Weyl, Riemann a Ricci sao relacionados,

em uma dimensdo n arbitréria, por [23]

n n 2 n n
"Ropur = "Cup + m<( Rafugus = )Rﬂ[ugl/]a>
2
"R . 4.24
(77, —_ 1)(7’L _ 2) Golu9v)8 ( )
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Com o auxilio de tal equacao, para n = 6, podemos escrever o termo F,,, como

- 1 1
Egs = FEgs + 5( (G)R‘;,nun"qaa +(6)Ruaq5yq(so> 10 ORqss, (4.25)

onde o tensor de Weyl est4 codificado em Egs =©C# 2o un’qg q,) . Por fim, inserindo

a equagao (4.25) em (4.23) obtemos

1 1 1
(5)G55 = B} (6)Guaq51/q(5g 10 (G)Rq,&s 3 (6)RWQW%J + K Kps — KYsKﬁv
1
— ss(K* = K Koy) = Egs. (4.26)

Até entao na presente Secao temos lidado apenas com quantidades geométricas,
sem sequer especificarmos de modo explicito a teoria gravitacional em questao.
A generalizacao para gravitagao de Brans-Dicke comega agora, com a equacao de

campo gravitacional do bulk. Da equagao (2.34) temos

8 w 1 o
W = Tt + 35 (VubV6 — 50 Va0V"0)
1
+ 2 (Vuvygb - gWD2¢>, (4.27)
enquanto a equacao escalar de teoria é
8

0% = T 4.28
0= 3w M (4.28)

onde Ty € o tensor energia-momento de acordo com o definido no Capitulo 2.
Dessas duas tltimas equagoes podemos facilmente encontrar o escalar de curvatura

e o tensor de Ricci. O escalar de curvatura do bulk é simplesmente dado por

-1
O — _8_7T< v w)TM + %vmv% (4.29)

e o tensor de Ricci toma a forma

¢ 3+ 2w P 52 VueVio. (4.30)

De posse dessas quantidades geométricas do bulk, podemos expressar a equagao
(4.26) como

8 1 1+w 1 w
R = {TMW ~ 9w <—) TM} AR

1 87T 1 w v o vo
(5)G55 = 5 |:ETMI/O’ + $VVVU¢ + Evy¢vg¢:| (qﬁ s — g qﬂ5)
27 13 + 27w Tw
— s ———— | — —— 2OV KKz — KK
+ 5¢Qﬁ6 M( 31 2w ) 20¢2q55V oV + 86 s gy
1
— §QB6(K2 — KY"Koy) — Egs, (4.31)
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enquanto a equacao de Codazzi fica

y 8m 1 w
DVKN - DHK = ETMPU -+ g_b E

As duas tltimas equacoes sumarizam a etapa inicial de aplicacao do formal-

V,Vod+ = V,0V00| 07}, (4.32)

ismo de Gauss-Codazzi em gravitacao de Brans-Dicke. Entretanto, por inspegao da
equagao (4.31) nota-se que para que completemos nossa anélise é necessério expli-
citar a forma do tensor energia-momento do bulk, bem como expressar a curvatura
extrinseca em termos desse tensor. E defronte a esse dltimo problema que se nos
apresenta a primeira consequéncia da simetria Zs. Mas dela nos ocuparemos no de-
vido momento e deixemos o ensejo criado pela equagao (4.31) para que fagamos um
apelo fisico ao porvir.

A equagao (4.31), do modo como se encontra, é desprovida de significado fisico.
A fim de extrairmos informacao a respeito desse sistema, temos forgosamente que
projetar as quantidades do bulk na brana. Note que nao poderia ser diferente, vive-
mos na brana! E é nela que devemos realizar medidas. Na nossa aproximacao a
brana é um objeto que nao tem espessura. E uma hipersuperficie infinitamente fina
ortogonalmente crivada por geodésicas do tipo-espago. Procederemos entao de modo
a generalizar as condi¢oes de jungao de Israel-Darmois [48] para a gravitagao de
Brans-Dicke. Nossa construcao serd fortemente baseada na utilizagao de elementos
do Calculo Distribucional [49].

Denotemos a coordenada dimensional extra por y. E sempre possivel escolher
uma parametrizagao onde a brana esteja localizada em y = 0, de tal maneira que
y > 0 represente um lado da brana e y < 0 o outro lado. Denotemos também uma

quantidade tensorial qualquer y entre colchetes por

X =x"—x", (4.33)

onde xT representa o limite da quantidade x tendendo & brana quando y — 0*. Essa
operacao definida pelos colchetes nos permite avaliar o comportamento da quanti-
dade x quando esta atravessa a hipersuperficie. Para decompormos quantidades em
ambos os lados da brana vamos utilizar a distribuicao © de Heaviside. Assim, a

métrica do bulk pode ser escrita como

9w = OW)g, + O(=1)9,,» (4.34)

~ + — 7 ’ . . .
onde, de acordo com nossas convengoes, g, (g,,) ¢ a métrica do lado direito (es-
querdo). Note que em codimensao maior de que um tal procedimento seria de-

spropositado e inécuo.
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Recordemo-nos de algumas propriedades da distribuicao de Heaviside. Primeira-
mente, O(y) = +1 se y > 0, indeterminada se y = 0 e zero para y < 0. Além disso,

ela obedece a seguinte algebra:

0%(y) = O(y), (4.35)
O(y)O(—y) =0, (4.36)

do(y) _

. o(y), (4.37)

onde 0(y) é a distribuigao (“fungao”) delta de Dirac. Em vista da equagao (4.34) e

da algebra obedecida por ©, ¢é facil ver que

Gur.a = OW) Gt o + O o + 0() [N (4.38)

Entretanto, uma vez que os simbolos de Christoffel sdo construidos com (4.38), tere-
mos produtos do tipo O(y)d(y) que nao sdo bem definidos no calculo distribucional.
Portanto, somos forcados a impor [g,,] = 0, ou seja, a métrica é continua através
da brana. Essa é a chamada condi¢gao de Darmois. Uma vez que isso ocorre, supore-
mos que se existe alguma descontinuidade na derivada da métrica, ela se encontra

direcionada ao longo da dimensao extra, isto ¢

[g;u/, Oé] = kul/naa (439)

onde k,, é algum tensor que estabelece a proporcionalidade da descontinuidade (e
que obviamente nao deve fazer parte do resultado final).

A fim de conseguirmos a condicao de juncao de Israel, devemos olhar para o
tensor de Einstein, e posteriormente para a equacao de Einstein-Brans-Dicke, na
brana. Para tanto, trabalhemos primeiramente com a parte geométrica separando

também a conexao em duas partes

I, =0l +6(-y)r,; (4.40)

pv

onde Fi‘,’ ¢ a conexao construida com glfy. Com isso, obtemos novamente
Tovs = OWTL s+ O(=y)T 05 + 0(y) [T, Ins. (4.41)
Agora, é facil ver que o tensor de Riemann fica
s = O RS + O(=y) R + 0(y) ([Tl — [T Jns)- (1.42)
Note que o ultimo termo da equacao acima é de nosso interesse, uma vez que é ele

que diz respeito a brana. Devemos portanto encontrar a “parte delta” das equagcoes

de Einstein na brana. Da equagao (4.39) temos
e 1 (63 (03 (e
5, = 5(1%”7 + king — kgyn?), (4.43)
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e portanto o tltimo termo de (4.42) é dado por
(03 (63 1 o « (e (0%
<[Fuﬁ]ny — [Fw]n5> = é(kﬁn#ny — konung — k,gn®n, + k,n“ng). (4.44)

Por fim, podemos encontrar o tensor de Einstein na brana (a parte cujo coeficiente é
dado pela distribuigéo ¢ de Dirac) em termos de k. Denotando S,,, por esse tensor,

temos

S = =[kyunny + kynny, — kngny, — kuy — (kyon'n® — k)gu. (4.45)

N | —

Até agora, nossos desenvolvimentos se deram aos moldes do que foi feito na
referéncia [49]. Para que generalizemos a condigao de juncao de Israel, devemos dar
um passo a mais e trabalhar com o lado direito da equagao de Brans-Dicke. Para

tanto, escrevamos o campo escalar na forma

¢ =0(y)¢" +O(-y)¢, (4.46)
de modo que
¢, =0)¢", +O(~y)o , +(y)[¢ln,. (4.47)

Analogamente ao que fizemos anteriormente, devemos ter [¢] = 0 de modo a evitar-
mos termos do tipo ©(y)d(y). Essa condi¢ao é a andloga da condi¢ao de Darmois

para o campo escalar. Da equagdo (4.47) temos

G, uw = OW)D7 ., + O(—y)0 7, + 0(Y) (@, unu, (4.48)

enquanto o tensor energia-momento total é dado por
otal -
T =0T, +0(=y)T,, + 6(y)Tw, (4.49)

onde T}, ¢é o tensor energia-momento da brana. Por fim, como ultima peca para a

decomposicao distribucional da equacao de Brans-Dicke, temos

1 _ O(y) i @(_y)’ (4.50)

¢ oF ¢~

enquanto o termo 1/¢? obedece uma decomposicao similar®. Agora, com tais equacoes

podemos determinar a parte-o do lado direito da equacao de campo de Brans-Dicke,

denotada de (BD),,. Apés um pouco de manipulacdo algébrica chegamos a

8 ) 1
% (TW - Siﬁ@ + 2100 = (BD). (4.51)

8Observe que a unidade distribucional pode ser expressa na forma O(y) + O(—y) = 1.
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Obviamente, S, = (BD),, e uma vez que S,,n” = 0 (ver equagao (4.45)) chegamos

a
81

Ol =355
pois T,,,n" = 0, visto que T}, pertence a hipersuperficie. Essa ultima equacao faz as

Tn,, (4.52)

vezes de [gu,a| = Kkuwne. Substituindo a equacao (4.52) em (4.51) chegamos a

_&n

T
(BD)/W - (b (Tuu - quu3+—2w> . (453)

Para continuarmos lidando com a parte geométrica do problema, isto é a
equagao (4.45), é conveniente que introduzamos um sistema de coordenadas v* que
cubra toda a hipersuperficie. A brana pode entao ser parametrizada por x* = z*(v%)
e 0s vetores

ozt

ov®

estao todos contidos no espaco tangente as curvas contidas na brana. Desse modo,

el = (4.54)

percebemos que

ds* = gdatdx”

B ox*  \ [0z
= g“”(@v“ dv ) (81}” dv ) (4.55)

= Qabdvadvba

onde a métrica induzida é entao dada por g, = getey. Da equagao (4.45) vemos
que
(BD)y = (BD)agegebB = —kageg‘ef + (k — kpunfn")qa
= —kagee) 4+ ¢ ket € qap- (4.56)

Por fim, podemos relacionar o tensor k,, com a curvatura extrinseca da brana por
\Y% = —[I"7 _ 1 k k T —k g 4.57
[Vang] = —[Coglny = 5( o — kyangn” — kygnan). (4.57)

O vetor n” pode ser retirado dos parénteses pois a continuidade do sistema de
coordenadas x* e y através da brana garantem [n?] = 0 (ainda ndo impusemos a
simetria Z,!). Da equagao (4.57) vemos que

1
(K] = [Vang]egef = §ka5ege§, (4.58)

e desse modo podemos escrever a equagao (4.56) como

(T g 5y ) = (1Kl = (K (4.5

95



Essa tltima equagao é a generalizacao da condicao de juncao de Israel para a
gravitacao de Brans-Dicke. Enfatizamos que tal expressao foi obtida no contexto de
dimensoes extras, porém ela continua valida para quatro dimensoes usuais. Como
esperado, se tomarmos o limite w — oo (¢ — 1/G) a expressao para a condigao de
juncao de Israel em Relatividade Geral é recuperada.

Notemos que a equagao (4.59), por si 86, ndo determina a curvatura extrinseca,
uma vez que fornece apenas tal quantidade em colchetes. Eis agora o primeiro
beneficio adquirido com a imposicao da simetria Zs,: ela determina univocamente
a curvatura extrinseca. A simetria Z, faz com que o vetor unitdrio ortogonal a
brana, n,, mude de sinal conforme atravessa a brana, isto ¢, leva n: — —n,. Por
sua vez, sendo K, = V,n,, a curvatura extrinseca de um lado da brana ¢ oposta a

curvatura extrinseca do outro lado, K\, — — K. Logo, da equacdo (4.59), temos

_ 4 q 11(1 + 'lU)T
K =-K =—|-T,+%2—"— |, 4.60
im = (T ) o
além de?
+ _ 27T w - 1
w

Agora devemos substituir a expressao da curvatura extrinseca, bem como de seu
trago, na equacao (4.31). Visto ser a curvatura extrinseca de um lado da brana
oposta a do outro lado, pela acao da simetria Z,, uma questao naturalmente surge:
de qual lado devemos considerar a projecao? A resposta vem dos termos de cur-
vatura extrinseca da propria equagao (4.31). Uma vez que tais termos sdo sempre
quadraticos nao importa de que lado facamos o limite da projecao'®, de sorte que
suprimiremos os rétulos + e — dos termos em questao. Assim, substituindo (4.60)

e (4.61) em (4.31) temos, ap6s alguma algebra,

18 1 w .
OGgs = 3 |:ETMI/O' + 5VVVU¢ + Evuqbvagb] (9595 — 4" aps)
2 13 4+ 27w Tw T\ 2 w+3
T asT _ AV 8(—) TT
+ 55008 M< T ) 2002 469 PV + 5 { B6(3+2w>
2
+ 3w + 3)
N —9TT T | — Egs . 4.62
B3 1 2w 5Ty + qps 7} 56 (4.62)

Note que os valores de F,,,, do campo escalar e de suas derivadas nao sao calculados

exatamente sobre a brana, mas no limite y — =+.

9H4 um sinal errado na equacao (16) da referéncia [47]: 14 temos K+ = K, enquanto o correto
¢ Kt = —K~, como na equagao (4.61).
100 que elimina todo possivel problema que o erro relatado na nota de rodapé anterior pudesse

causar, para alivio e sanidade cardiaca do autor.
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Como tltimo passo para a obtencao das equacoes projetadas, vamos colocar o

tensor energia-momento de matéria do bulk na forma

TM,u,u = _Ag,uz/ + 6<y)T,uuv (463)

Ty = = A + Ty, (4.64)

onde A é a constante cosmoldgica do bulk e A a tensao da brana. Primeiramente
ressaltamos que tal decomposicao, amplamente utilizada na literatura padrao, nao
contempla nenhuma outra fonte de matéria no bulk que nao a constante cosmoldgica
e a propria brana. E fato que mais um termo poderia ser adicionado a (4.63) de modo
a abarcar tal possibilidade, mas suporemos que nao haja outro tipo de matéria por
simplicidade. Outra caracteristica que gostariamos de ressaltar é o aparecimento
da d(y) na decomposicao para a localizagdo da brana. Obviamente, dentro de um
cenario cosmologico completo tal termo pode levar a inconsisténcias. Porém, para
nossos propésitos nao ha problema. Enfim, substituindo as equagoes (4.63) e (4.64)

em (4.62) chegamos a

111 w
G = 3 bvuvasb + Equﬁvggé (95'a5" — a7 ags) + 8mQ7s5 — Nsqps
2
+ 8(%) Y5 — Eps (4.65)
onde
Q- 3r(w —1)A (4.66)
- (3 +2w)’ '
—4rA(21 — 41w) ™2| Tw 24(w — 1)\
As = TN g gvep 4+ 22— DA
’ 56(3 + 2w) <¢) {2O7r2 VadVi+ (34 2w)? [(w=1)A+7]
(4.67)
e

qssT. (4.68)

34w (w? + 3w + 3)
By o :
3+ 2w (3 +2w)

O conjunto de equagoes (4.65)-(4.68) perfaz nosso principal resultado nessa

Ss = qasT Ty — 27§Tys + (

Secao e, assim sendo, faz-se necessaria uma analise completa dessas equacoes, termo
a termo'!. Primeiramente, ndo escrevemos a equacao projetada na brana na forma
da equacao de Brans-Dicke. Uma vez que nos casos estudados no Capitulo anterior
o campo escalar s6 depende da dimensao extra transversa a brana, parece ser mais
natural se escrever as equacoes projetadas na forma das equacoes de Einstein. Algo

como equacoes de Einstein efetivas na brana, que podem vir a trazer modificagoes

Para o leitor interessado em uma andlise similar, porém para um espaco-tempo de Riemann-

Cartan, indicamos a referéncia [51].
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sutis, porém importantes, na andlise de alguns sistemas cosmologicos. Note que
esse resultado é potencialmente interessante, pois podemos contornar o problema
experimental relacionado a teoria de Brans-Dicke e, ao mesmo tempo, encontrar
uma Relatividade Geral modificada que, quiga, possa lancar luz a alguns problemas
da gravitacao usual'?. Esperamos que as sutis modificacoes trazidas pela equacao
efetiva (4.65) sejam sentidas j& a baixas energias, porém é necessaria uma andlise
mais completa de algum sistema cosmoldgico para corroborarmos tal expectativa.
O primeiro termo surge unicamente do fato de estarmos lidando com uma teoria
escalar-tensorial da gravitacao e carrega, juntamente com o tensor £, , informacao
sobre a estrutura do bulk. Note entretanto que do ponto de vista de um observador
na brana o campo escalar nao possui dinamica, uma vez que a brana esta localizada
em um ponto fixo de y. No segundo termo, ha uma espécie de constante gravita-
cional Newtoniana efetiva que depende do campo escalar, bem como da tensao da
brana. Uma vez que 2 = Q(¢(y)), o campo escalar precisa ser estabilizado de modo
a garantir a recuperagao da gravitacao usual na brana. Isso pode ser feito artifi-
cialmente, ajustando-se a posicao da brana ao longo da dimensao extra, induzindo
o valor correto ao campo escalar. De modo mais rigoroso, isso pode ser feito pela
introducao de um potencial adequado na acao de Brans-Dicke, ver por exemplo a
referéncia [50].

Conforme acontece no caso em Relatividade Geral [45], aqui notamos também
nao ser possivel definir uma constante gravitacional em uma era de evolugao cos-
moldgica onde nao havia distingao entre energia de vacuo e energia de matéria ususal.
Ademais, o sinal de € depende fortemente do (é determinado pelo) sinal da tensao
da brana. A equacgao (4.67) estabelece a constante cosmolégica efetiva na brana. Ela
depende tanto da constante cosmolédgica do bulk quanto do campo escalar, podendo
ser assim varidvel para um observador no bulk. Além disso, é facil ver que existe
uma configuragao do campo escalar que torna a constante cosmolégica efetiva nula.
De fato, se A e 7 forem constantes e

_ 4BC + A?A%(y — D)?

(4.69)

47(21—41w) _ Tw _24r? (w— DA\ [(w—1)A+7]
5(373w) 0D = %0 © = (312uw)? ;

temos Ay = 0. Tal formato polinomial do campo escalar pode servir como guia para

onde D é uma constante de integracao e A =

futuras investigagoes no campo de proposicao de modelos, visto ser uma constante
cosmoldgica efetiva nula, ou muito pequena, amplamente desejavel num modelo re-

alista. O pentltimo fator da equacao (4.65) é quadratico no tensor energia-momento

12Em certo sentido, tal panorama é o oposto ao estudado em [52], onde fontes isoladas numa

brana Randall-Sundrum geram gravitagdo de Brans-Dicke (na aproximacao linear).
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na brana e pode, assim, ter sido importante no universo primordial (ver referéncia
[53] para a andlise de um caso em cinco dimensoes).

Devemos mencionar que a equacao (4.65) nao pode ser resolvida somente com
dados da brana. A presenga do tensor de Weyl projetado, bem como dos termos
contendo o campo escalar faz com que devamos olhar também para a geometria do
bulk [54]. Deve-se portanto encontrar a geometria do bulk para que se possa resolver
completamente o problema. Entretanto, podemos entender a equagao (4.65) como
uma equacao de valor inicial, e assim, uma vez encontrados os termos do bulk, pode-
se resolver as equacgoes ao longo da direcao transversa a brana para a obtencao da
geometria do bulk. Nesse caso, geralmente sao encontradas muitas solugoes possiveis
e se faz necessaria a imposicao de algumas condigoes que reflitam propriedades do
espaco-tempo para que se encontre uma solucao fisicamente relevante.

Por fim, gostariamos de ressaltar que o primeiro termo da equagao (4.65) pode
ser relacionado com derivadas do tensor energia-momento na brana. Com efeito,
inserindo as equagoes (4.60) e (4.61) em (4.32) e levando em conta a decomposicao
feita em (4.63) e em (4.64) temos

% — D7)+ ﬁpﬂ] = [%vpvgqb + %vagqb} n’q?, (4.70)
enquanto que a identidade de Bianchi contraida D? (5)G55 = 0 leva a um vinculo

relacionando o tensor £, e derivadas de 7,, dado por

8 T
DBEB(g = EDBT@; - 5

Logo, para branas isotrépicas (D*X,, = 0) nas quais ndo haja possibilidade de troca

247 (w — 1)\

(3 + 2w)? >2D6255' (471)

D57+8(

de energia entre o bulk e a brana (D"7,, = 0, isto é, ha conservacao de 7, na brana)
temos DﬁEﬂg = 0.

Como visto, o fato de podermos escrever a curvatura extrinseca tal como em
(4.60) foi imprescindivel para a obtencao da equagao efetiva na brana. Vale lembrar
também que a equagao (4.60) somente pode ser levada em conta devido ao fato
de impormos simetria Zs. Desse modo, enquanto o formalismo de Gauss-Codazzi
aplicado a branas nos fornece resposta as perguntas feitas no inicio desse Capitulo,
sua implementacao nos leva a mais questoes tais como: o que acontece se trabalhar-
mos em um cenario desprovido de tal simetria? Havera alguma mudanca no formato
das equacoes efetivas na brana? Se sim, qual a implicacao fisica dessas diferengas?
Felizmente, devido ao mérito do préprio formalismo, essas questoes sao deveras in-
teressantes e nos levam a um melhor panorama do nosso objeto de estudo. E com o

intuito de responder a essas questoes que delineamos a proxima Secao.
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4.2 Branas sem simetria Z,

Como visto na Secao anterior, a simetria Zy tem papel central na aplicacao
do formalismo de Gauss-Codazzi. E mister entdo analisarmos uma situagao, em
principio, semelhante porém sem tal simetria. Em uma primeira inspecao a auséncia
da simetria Z,; nao nos habilita a levar em conta a equagao (4.61). Isso nos leva
imediatamente a uma nova estratégia para efetuarmos a projecao das equagoes de
campo na brana. Com o intuito de criarmos um amdélgama entre esta Segao e a
anterior, tendo como pano de fundo o papel da simetria Z,, facamos uma breve
exposicao, em forma de adendo, dos multiplos aspectos relacionados a essa simetria

no contexto de branas e dimensoes extras.

4.2.1 O papel da simetria Z,

A presenca da simetria Z, previne a existéncia de elementos fora da diagonal
na métrica do espaco-tempo. Lembramo-nos de que, na idéia original de Kaluza-
Klein tais flutuagoes sao necessarias para a incorporacao de campos vetoriais na
teoria gravitacional. Entretanto, a presenca da simetria em questao elimina essa
possibilidade, facilitanto o tratamento das equacgoes e justificando alguns ansatze
meramente diagonais para a métrica que descreve a geometria do espago-tempo.
Além disso, essa mesma simetria tem um importante efeito na teoria quantica efetiva
na brana, uma vez que com ela obtemos a quiralidade correta dos férmions do Modelo
Padrao [22]. Do ponto de vista gravitacional, como ja vimos, a simetria Z, fornece
uma aprazivel solugdo para a curvatura extrinseca avaliada em lados opostos da
brana.

Tais efeitos sao amplamente desejaveis no estudo de branas, uma vez que
facilitam a manipulacao algébrica das equacoes e fornecem resultados necessérios
para a consisténcia da hipétese de branas. Entretanto, a simetria Zs nao é impres-
cindivel. De fato, o arcabouco matematico contemplado nos “teoremas de indice”
parece fornecer uma solugao para o problema da quiralidade dos férmions do Mo-
delo Padrao [55], enquanto no que concerne a curvatura extrinseca, uma solu¢ao
no contexto de Relatividade Geral foi apresentada em [56]. Uma ferramenta chave
do trabalho de aplicacdo do formalismo de Gauss-Codazzi realizado em [56] é a
média da curvatura extrinseca. Por definicao, a média de uma quantidade tensorial
qualquer, digamos y é

1

(x) = 5(%+ +Xx7), (4.72)

onde x* é dado como na Secao anterior. Como veremos, é possivel decompor K v €11
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duas partes, uma com traco nulo e outra com traco nao-nulo. A parte com trago nulo,
ou antes, sua média traz informacao a respeito do shear do vetor ortogonal a brana
ne. E sabido que a média da curvatura extrinseca é nula quando da implementagao
da simetria Zs. Logo, percebemos uma caracteristica cabal de modelos de branas com
tal simetria: eles descrevem branas isotrépicas. Assim, sem a simetria Z,, podemos
apreciar um modelo anisotropico, onde o shear é levado em conta. Notemos entao
que a nao implementacao de Zy no formalismo de projecao das equagoes de campo
na brana parece ser ideal para o tratamento de modelos de compactificagao hibrida
(como os do Capitulo anterior), onde o shear tende a ser mais pronunciado devido
a topologia da brana. Em outras palavras, sendo o espago-tempo da brana, por
exemplo, dado por R* x S!, a presenca de uma dimensao extra compactificada na
brana deve fazer-se sentir na curvatura extrinseca e portanto devemos analisar esse

sistema com um ferramental que leve em conta tal efeito.

4.2.2 Equacoes efetivas na auséncia da simetria Z,

Tratemos entao, como ja de habito, a brana como uma subvariedade de cinco
dimensoes mergulhada em uma variedade 6-dimensional, o bulk. O que faremos
doravante serd generalizar o trabalho realizado em [56] e nossa apresentacao seguird
a linha descrita em [57]. Manteremos a notacao da Secao anterior, isto ¢, a métrica
induzida na brana ¢ dada por ¢, = g, — nun,. Notemos também a importante

algebra respeitada pelas operagdes definidas em (4.33) e em (4.72):

[AB] = (A)[B] + [A(B), (4.73)
(AB) = (A)(B) + [A][B]. (4.74)

Através da equacao de Gauss (4.19) podemos reescrever o tensor de Riemann na

brana como
OR. =Y + KK, — K) Ky, (4.75)

onde o tensor Y, ¢ dado por

Yy, =

1 1
pv (G)Raﬁqzéqg + - (G)Raﬁqaﬂqul’ o 1_1 (G)Rq/“’ + E,UW (476)

4

DO W

enquanto F,, ¢ o mesmo da Segao anterior. De fato, tratando as equacoes dessa
maneira nao estamos fazendo nada além de reescrevé-las para conveniéncia futura.
Note que o tensor Y, pertence a brana (Y,,,n” = 0) e seu trago é relacionado com o
tensor de Einstein no bulk Y = —2 )@ wntn’. Certamente, portanto, contribuigoes

do campo de Brans-Dicke serao codificadas em Y, .
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A fim de projetarmos as equacoes na brana, procediremos de modo a aplicar
as operagoes definidas em (4.33) e (4.72) na equacao (4.75), levando em conta a

dlgebra estabelecida em (4.73) e (4.74). Desse modo, primeiramente temos'?

(OR,) = 0= [Yu] + (B [Ku] + (KK, — (K0l (477)

As quantidades [K] e [K,, | ja foram derivadas na Secao anterior (ver equagao (4.58)).

Assim sendo, para uma decomposicdo do tensor energia-momento na forma'?

T = —Agu +0S,, (4.78)
S/uz - _/\QMV + Tuvs (479>
temos que
8 Qv
Kol=—mw+ "2 — — 1A — 1 , 4.
Kl == (04 352 = DA - @), (480)

enquanto o trago é dado por

K] = 8r(w—1)

= 21207 N (4.81)

Substituindo as equagoes (4.80) e (4.81) em (4.77) ficamos com

()0l = 0~ (et gy = DA 5 1710
L BO=wA = (w+3)7] (K, (4.82)

2(3 4 2w)

Deixemos por um breve momento essa equacgao de lado, ela nos sera de grande
valia para a determinacao do valor médio da curvatura extrinseca. Por agora, vamos
aplicar a operagao (4.72) em (4.75) a fim de derivarmos a forma da equagao de

Einstein-Brans-Dicke efetiva. Esse procedimento leva a

(R = Ry = (V) + 5 (1K1K ]~ 1K, K]
b)) — (K, ). (4.8

A contracao da equacao acima com a métrica da brana ¢"¥ fornece o escalar de

curvatura:

OR = (V) + 1 (1K~ [K™][K,u)) + (K)? — (K*)(K).  (484)

13N2o devemos confundir a operacao definida pelos parénteses em (4.33) com a notacao utilizada

para indicar a comutacao dos indices.
1 Estamos usando aqui a mesma decomposicio realizada na Secdo anterior. Note porém a mu-

danca na notacao.
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Com tais ferramentas podemos escrever o tensor de Einstein na brana. Antes porém,
para que possamos melhor apreciar o efeito do shear da curvatura extrinseca, bem

como as contribuicoes advindas dos termos de Brans-Dicke, vamos decompor Y, e

K, como
Y
Y;w - ngu + Wy, (485)
‘ K
K;w = qu/ + C;w; (486)

onde @, = %(Ragqﬁ‘qf — %Ragqaﬁqm,> + E,,,. Como dito no comeco dessa Se¢ao, o
termo (,,, ¢ o responsavel pelo shear do vetor n,. Com tais decomposicoes o tensor

de Einstein na brana fica

1
(5)G;w = (5)R,u,1/ - §q,uy (5)R = _A5q,LL1/ + GN5T;W + m, + <w,u1/>
3
(K (Gw) = (65 (Ga) (4.87)

onde A5 é a constante cosmoldgica efetiva na 4-brana dada por

3 6 1 3 /8m\2 ANw —1)
As = — (V) + —(K)?> — =(CV(ap) + = (— ) =—S(T+A(w—1)), (4.8
5= 100+ g5 KP = 5N + 5(5) Gagmp A1) (483)
enquanto G5 faz o papel da constante gravitacional Newtoniana
3 /8m\2A(w —1)
Gns==-|—) —/——. 4.89
o 8<¢> (3 + 2w) (4.89)

O termo 7, é quadratico no tensor energia-momento da brana, dado explicitamente

por
<87T)27'le(w—|—3) 1(87r>2 o 1(87r>2 B
Tw = |—) ———F—-—) ,%va+=(—) 7™ Tasquw
" o) 8(B+2w) 4\g)m s\ o #u
8T\2  T2qu N
— ) — 3 3). 4.90
<¢> TEFETSEACRE G (4.90)

Facamos uma breve pausa para analisarmos as equagoes obtidas acima. A
constante cosmoldgica efetiva, Aj (4.88), novamente reflete o fato de que esta pode
nao ser constante nesse tipo de modelo, dependendo explicitamente do campo escalar
que, por sua vez, possui dinamica no bulk. O termo (Y') carrega informagao sobre
o campo de Brans-Dicke, sendo portanto mais um termo a trazer contribuicao do

bulk na geometria da brana. De fato, tal termo é escrito como

8 1
o) = <2 (St} o (5 (owowntn - Jon0))
1 pv 8w
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E importante chamarmos atencao para o fato de que, excetuando-se o caso do termo
(Y) e de (w), todos as outros valores médios desaparecem pela imposi¢ao de Zs, de
modo a recuperarmos os resultados estudados na Secao anterior. A equacao (4.89)
mostra uma constante gravitacional efetiva (que também pode nao ser constante ao
longo da dimensao extra) que novamente depende fortemente da tensado da brana.
Enfatizamos nossa cautela em afirmar uma real variacao de A5 e G5 no bulk, uma
vez que somente um modelo completo pode explicitar a dinamica do campo escalar.
Entretanto a possibilidade existe, como se vé por uma simples inspe¢ao das equagoes
(4.88) e (4.89). O fator (w) ¢ a generalizagdo do tensor de Weyl para o caso em
questao, enquanto os termos <CW> surgem apenas devido ao fato de estarmos no caso
nao simétrico. Como dito, estes ultimos sao de importancia sumaria para modelos
de compactificacao hibrida, haja vista que uma dimensao extra compactificada na
brana torna o shear do vetor n, mais apreciavel.

Enfatizamos novamente, correndo o risco da repetitividade em prol da clareza,
que os termos ((,,) sao nulos sob o jugo da simetria Z,, e assim perdemos informagao
sobre o shear quantificado em uma parcela da curvatura extrinseca. Nos é portanto
forcoso afirmar que a analise de modelos de branas com compactificacao hibrida via
formalismo de Gauss-Codazzi e com simetria Zo, enquanto nao incorreta, certamente
é incompleta.

A fim de completarmos a anélise, devemos agora expressar (/,,) em termos de
quantidades tteis. Note que, analogamente a Secao anterior, novamente nos encon-
tramos as voltas com a curvatura extrinseca. Repare, da equacao (4.82), que nao é
facil isolar (/). Para realizarmos esse trabalho, valer-nos-emos de um subterfigio
utilizado em [56] que vamos generalizar para nosso caso. Comegamos por definir um

novo tensor energia-momento na brana:
T = Ty + (AN + BT) g, (4.92)

onde A e B s@o constantes a serem determinadas. Assim, apds expressarmos [K,, ]
e seu trago em termos de 7,,, determinamos as constantes exigindo que a equagao

(4.77) (ou equivalentemente a equagao (4.82)) fornega (para w # 1)

8 o
0= [Yu] + (K)[Ku] + ?<K[“ )Tvla (4.93)
Vemos entao que® A = % e B= —%. Com as constantes estabelecidas é

15No caso n-dimensional em Relatividade Geral analisado em [56] as constantes sdo dadas por

n—3
A=-— 2<(n—2))

resultado (para n = 6), como esperado. Advertimos por fim o leitor para a nota de rodapé da

and B = fm. Note que tomando o limite w — 0o no nosso caso, caimos nesse

referéncia [57]. A constante B naquele caso tem um sinal trocado.
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facil ver que
(3(1 —w)A — (w + 3)7)

g v — v v 4.94
Tow = Taw + 4(3 + 2w) U (4.54)
e assim
81 /. T

[Kw/] = _E <7-;w - ngu>a (495)

enquanto o traco fica

8w 2T

Kl=——. 4.96
K= 55 (1.96)

Entenderemos agora 7,,, como uma matriz simétrica 5 x 5 cujo determinante
é diferente de zero, isto é det(7,,) # 0. Desse modo, por defini¢ao, (7 1)*77,, = §7.

Entao, inserindo (4.95) em (4.93) e multiplicando o resultado por (771)*” obtemos

ey = S0 ) V] (4.97)

9= (T

8T

K3
Para garantir um valor finito para a média do traco da curvatura extrinseca devemos
impor 9 # (%*l)ﬁﬁ’,’ . Em geral, para uma dimensao qualquer essa condicao é dada
por (n —3)* # (771)k7), isto é, uma contracao especifica do tensor de matéria
depende da dimensao da variedade em questao. Isso pode ocorrer, por exemplo,
com defeitos topoldgicos e termo de Chern-Simons (este dltimo, para dimensoes
impares). Entretanto, até o presente momento nao ha um procedimento que contorne
esse problema. Logo, apenas assumiremos 9 # (%_1)ﬁ%5 para dar continuidade ao
complemento da andlise. Substituindo a equagao (4.97) na equacao (4.93) ficamos

com

8T o n 3(F 7)Y, ) 7
_E<K[M >7_z/]a = [Yuy] + W — T/U/ + gq/“’ s (498)
ou, de modo mais compacto,
8 . e
E<K[u >Tu}a = _[Y;w]a (499)
onde obviamente
’ (T ) NYasl (. | T
Yl = [Vl + m — T + gquy . (4.100)

Para isolar completamente os termos (/) completando a resolugao da equacao
acima e terminando, entao, a projecao das equacoes vamos utilizar uma decom-
posicao da métrica da brana em wielbein. Trabalhemos deste modo com uma base
completa de vetores ortonormais, hﬂ(i) (1=0,1,...,4), construidos pela contracao de
um conjunto de matrizes ortogonais que representam uma transformacao de Lorentz

local e deixam 7 (e consequentemente 7) diagonal. As condigoes de ortonormalidade
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sao dadas por
W iy ) = 160G
4 4

> @k O =Y 0Dy = g, (4.101)

i,j=0 =0
onde 7;)(j) ¢ a métrica de Minkowski e nao estamos assumindo a convengao de soma
de Einstein com relagao aos indices tangentes (7). Estamos entao instalando em cada
ponto da subvariedade um referencial com uma base ortonormal que relaciona a

métrica da brana com a métrica de Minkowski em cinco dimensoes. Nesse frame,

temos invariancia de Lorentz e o tensor diagonal 7 escrito como
F = Fohhug), (4.102)
i

é especificado pelos coeficientes 7(;. Substituindo a equacao (4.102) em (4.99) e

contraindo o resultado com h* 0) hl’( ) chegamos, apds alguma algebra, a expressao

{7 h (i)hy(j) N
—(K,)=—Y 2 Vil 4.103
5 (Kuw) ZT@ +T(j)[ o) (4.103)

i?j
onde definimos [}Af(i)(j)] = WY j)[f/w,]. A equagao (4.103) é a principal benesse da
decomposicao utilizada, e bem pode ser considerada como uma, justificativa para tal,
pois com (4.103) podemos escrever a média da curvatura extrinseca isoladamente,
como desejado. Notemos que o termo diagonal de (4.103) é

hu(i) h,/(j) R 1 ) R

———Yowl =50), Yol (4.104)

; o+t 2

e assim, podemos finalmente escrever a condi¢ao de juncao para a média da curvatura

extrinseca:
8 1 3771V, e
—(K,) = — (7Y Y. i ( Wu)
¢ < M > 2(T )M [ ] + 2(9 _ (f_,l)gﬁ/})) H 3

(D) ()
-2 %[wmuﬂ, (4.105)

izg @O0
onde, seguindo a notacao padrao, [wg) ;)] = h* WP o) [w,]. Caso desejado, da equagao
(4.105) podemos encontrar a expressao para (/K), enquanto a forma de (¢,,) advém

da decomposicao feita em (4.86).

Por fim, terminamos por escrever explicitamente as equagoes de Einstein-
Brans-Dicke projetadas na brana num espaco-tempo sem simetria Z,. Da equacao

(4.87), no referencial ortonormal, temos que os termos diagonais sao dados por

3
DG o = —As+Gnsti + 76 + (@) + 5 (K Com) + () o), (4.106)
k
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2
_1( 8« (w+3) 1 (w2+3w+3) , .

onde TG = 1 (?) (mTT@) - 7'(21) + 5(2] Té)) - WT2) . Além dlSSO,

temos também contribuicao de termos fora da diagonal do tensor de Einstein

3
G o)) = (@) + = E) Co) + > SN Cow)- (4.107)
k

Notemos que os novos termos fora da diagonal surgem unicamente pelo fato de estar-
mos sem a simetria Z,. Esse efeito, por assim dizer, é uma assinatura caracteristica
de branas anisotrépicas. Lembremo-nos que no caso com simetria Zs, tanto os ter-
mos fora da diagonal da métrica do espago-tempo quanto do tensor de Einstein, sao
suprimidos. Isso nos remete a uma breve discussao acerca dos modelos estudados no
Capitulo anterior. L&, partiamos de um ansatz diagonal e obtinhamos uma estru-
tura bulk /brana caracterizada pela presenga de compactificagao hibrida, isto é, uma
dimensao extra transversa e outra compactificada (em uma topologia S*) na brana.
Como vimos no presente Capitulo, a projecao das equacoes de campo gravitacional
na brana mostra-se mais eficaz para modelos de compactificacao hibrida (no sentido
de preservagao de informacao) quando abdicamos da simetria Zy, uma vez que, nat-
uralmente, é nesse ultimo contexto que esperamos tratar uma brana anisotrépica.
Assim, espera-se também que as branas estudadas nessa ultima Secao devam ter
elementos fora da diagonal na propria métrica do espaco-tempo também. Isso, de
fato, parece bastante razoavel. Nao devemos contudo nos apressar em dizer que a
analise realizada no Capitulo anterior esta errada, visto nao contemplar elementos
fora da diagonal. Com efeito, podemos ter (via compactificagao hibrida) uma métrica
anisotropica de um ansatz diagonal e, mais além, nosso ansatz é classico. Nao ex-
cluindo portanto flutuacgoes quanticas fora da diagonal na métrica do espago-tempo
determinada pela brana.

As equagoes (4.106) e (4.107) completam a andlise que desejavamos realizar
nessa Segao. Juntamente com a equagao (4.65) elas perfazem o conjunto de resulta-
dos principais desse Capitulo. A elas, bem como a suas implicagoes, voltaremo-nos no
proximo Capitulo, concluindo nosso trabalho e deixamos assim o presente Capitulo
como cumpridor do propédsito de estabelecer as bases formais para obtencao das
equacoes projetadas na brana'®. Antes de dele nos despedirmos, porém, vamos nos
enderecar a uma questao, de inicio, curiosa que se relaciona com uma analise pro-
funda sobre a viabilidade de modelos de branas. Das equagoes (4.66), (4.67), (4.88)
e (4.89), notamos que a constante cosmoldgica efetiva, bem como a constante gra-
vitacional efetiva, com e sem simetria Zs, apresentam um aspecto curioso em suas

dependéncias com relacao a tensao da brana A: um termo de )\ sempre aparece

16Um resumo comentado do exposto nesse Capitulo pode ser encontrado em [58].
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tendo como coeficiente o fator multiplicativo (w — 1). As equagoes projetadas na
brana precisam levar em conta uma contribuicao da tensao da brana, uma vez que a
decomposigao do tensor energia-momento do bulk leva isso em conta explicitamante.
Logo, tal termo pode levar a uma incompatibilidade dos modelos de branas em teo-
rias de Brans-Dicke “puras”, onde se espera w ~ 1. Antes de mais nada, enfatizamos
que esse nao é um problema pertinente a esse trabalho, onde a utilizacao de teoria
de Brans-Dicke é justificada por motivos outros, isto é, nao esperamos w ~ 1. Entre-
tanto, parece ser esse um problema interessante no que concerne a compatibilidade
de dimensobes extras (e branas) em gravitacao de Brans-Dicke.

A fim de responder a essa questao, remetemos o leitor ao Apéndice B. La
também se encontra uma analise para uma questao ainda mais importante, a saber:
quais condigoes uma brana deve satisfazer para termos um modelo consistente? Por
exemplo, como vimos no Capitulo 2, no modelo de Randall-Sundrum as branas
precisam ter tensoes iguais em médulo e opostas em sinal. Como derivar essa pro-
priedade de um arcabouco geral? Existe alguma restricao para o parametro de Brans-
Dicke? Para nao penetrarmos demais em assunto que € visto alhures, encerramos esse
Capitulo, bem como o trabalho principal dessa tese aqui. Como dito, no Capitulo
ulterior apresentamos um desfecho ao trabalho, visando chamar atencao a pontos
importantes vistos ao longo da tese, bem como apontar novas possibilidades dado o

esbogo tedrico analisado até aqui.
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Capitulo 5

Consideracoes finais. E outras

iniciais

Sendo esse um Capitulo fadado a uma conclusao, um desfecho, nada mais
propositado do que o aproveitamento do azo por ele criado para segmentarmos essas
finalizacoes em duas partes: a primeira, relembrando alguns resultados e chamando
atencao para pontos importantes. Dessa parte se imbui as consideracoes finais. A
segunda, apontando para direcoes futuras nessa linha de pesquisa, constitui a ultima
parte desse Capitulo, as consideracoes inicias. Eis entao o porqué do titulo. Voltemo-
nos pois ao seu conteido.

O trabalho desenvolvido nessa tese pode ser, ele mesmo, particionado em dois
pilares, por assim dizer. No Capitulo 3 propusemos dois modelos de compactificacao
alternativa utilizando as cordas césmicas (local [33] e global [36]) em gravitagao
de Brans-Dicke para a geracdo de toda a estrutura do espago-tempo (bulk/brana).
Tais modelos, ainda que nao completos, garantiram uma possibilidade segura de
desenvolvimento posterior do trabalho. No primeiro modelo de tal Capitulo, com a
corda local, um detalhe importante e nao discutido merece ser colocado aqui. Da
equagao que fornece os pontos criticos no plano de fase, (3.24), notamos que tratando
a constante cosmoldgica como parametro, chegamos a conclusao de que sua presenca
¢ impres-cindivel para o cenario final. Levando-a a zero, é possivel ver que os dois
pontos (atrator e repulsor) do plano de fase coincidem em um tnico ponto de sela,
pouco importante para uma estrutura bulk/brana. Por conseguinte, a constante
cosmoldgica do bulk, ainda que forgosamente pequena (e positiva) precisa ser nao
nula para que haja duas branas e que uma delas, a referente ao atrator, possa modelar
o universo. O segundo modelo, agora com a corda global, pode ser ainda campo para
pesquisa visto nao apresentar uma solucao completa interior a brana. Além disso,

outras possibilidades que nao a advinda do vinculo (3.59) merecem atencao. Haveria
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ainda nesse modelo aspectos fisicos interessantes nao explorados? Queremos crer
que sim, embora somente um estudo sistematico de solucoes emergentes de diversos
vinculos entre as constantes de integracao possa dar uma palavra final a questao
levantada.

A proposicao de modelos, gostariamos de enfatizar, foi parte importante, senao
essencial, do plano de desenvolvimento do trabalho pois, além de nos aproximar
dessa faceta exploradora de linha de pesquisa, nos consolidou um proximo passo,
redescrito agora de modo direto: temos um elemento de linha em seis dimensoes com
pelo menos uma brana com topologia R* x S, por exemplo, e uma dimensao extra
transversa a brana. Como extrair informacao gravitacional a respeito do sistema?
A resposta, como descrita no Capitulo 4, esta no formalismo de Gauss-Codazzi. Tal
formalismo responde, ou antes, propicia um arcaboug¢o no qual modelos de codi-
mensao um podem ser largamente estudados do ponto de vista gravitacional. Sua
implementagao requer certo cuidado matematico, que esperamos ter tomado e ex-
plicitado ao longo do Capitulo 4, mas seu resultado é, antes, assaz simples e com
caracteristicas gerais o suficiente para nos permitir uma analise verbal aqui: ele nos
leva a uma equacgao gravitacional efetiva projetada na brana, onde o fato desta estar
mergulhada num espago-tempo de dimensao superior é traduzido em termos de fonte
extra. Assim também o é com rela¢do ao campo de Brans-Dicke [47]. Guardemos
por um momento esse output do formalismo em questao para chamarmos atencao
a outro ponto importante, a saber, o papel da simetria Z,. Como vimos [57], ela
se relaciona diretamente a equacao projetada na brana. Mais além, sua presenca,
uma vez eliminados termos fora da diagonal no elemento de linha, descreve branas
isotropicas e a equacgao gravitacional efetiva se adequa a essa caracteristica. Em
contrapartida, sua auséncia nao previne a inexisténcia de elementos fora da diag-
onal, por exemplo via flutuagoes quanticas na métrica e isso é também traduzido
na equagao de campo projetada, onde termos de shear tornam-se explicitos. Logo,
como enfatizamos no Capitulo 4, branas apresentando compactificacao hibrida sao
melhores descritas sem a implemetacao do orbifold na codimensao.

O ingrediente principal quando do estudo gravitacional das branas via formal-
ismo de Gauss-Codazzi com ou sem simetria Z; sido as condicoes de juncao!. Agora
ponderemos: uma vez que a presenga (ou auséncia) dessa simetria modifica o modo
como a brana é mergulhada no bulk, é natural que isso seja refletido na condicao de
jungao que define a curvatura extrinseca! Em verdade, analisando agora a questao

(apds todo o esfor¢o despendido no Capitulo 4) a afirmacao acima se nos apre-

'No nosso caso, como dito antes, referimo-nos as de Israel-Darmois, visto estarmos na apro-

ximagao de branas infinitamente finas.
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senta como indicio de consisténcia do formalismo aplicado a branas. Esperamos ter
enfatizado essa caracteristica a ponto de poder merecer ela a alcunha de intuitiva.
Resumidas, e bastante, algumas caracteriscias do nosso trabalho, gostariamos
de reservar este paragrafo para uma critica ao préprio trabalho, realizando assim
uma espécie de transicao entre as consideracoes finais e alguns apontamentos para
pesquisa futura. Nossa maior critica reside no problema da estabilizacao do raio da
dimensao extra compactificada na brana, na estabilizagao do tamanho da dimensao
extra transversa a brana no caso de multiplas branas, e também na estabilizagao do
campo escalar no bulk. Esse problema, ou antes esses problemas, sao profundos? e
inerentes a todos os estudos de branas do ponto de vista gravitacional. Eis o porque
desse paragrafo assumir um tom de transi¢ao: enquanto comecamos atentando para
problemas descritos na tese, terminamos por especular maneiras de soluciona-los.
Assim, acreditamos que a estabilizacao do campo escalar pode ser obtida via adicao
de um potencial (bem escolhido) a a¢éo de Brans-Dicke [50]. J& como sugestao para
estabilizagao das dimensoes extras, talvez uma andlise do efeito Casimir topoldgico
para varios campos possa lancar luz de forma efetiva para o problema. E sabido que
a energia devido as flutuagoes do vacuo sao, em geral, diretamente proporcionais ao
inverso de alguma poténcia positiva do raio de compactificacao, o que é apreciavel
para a dimensao extra na brana, mas desprezivel para a dimensao extra transversa
a brana. Entretanto existem situacoes nas quais, ainda assim, sua analise ajuda na
resolucao do problema da estabilizacao tanto da dimensao compactificada na brana
quanto da transversa a mesma [59]. Uma configura¢do que minimize a energia nas
dimensoes extras pode ser, portanto, uma solugao para os problemas de estabilizagao.
Cumprido o programa de embasamento matematico dos modelos de branas em
gravitacao de Brans-Dicke, podemos seguir adiante visando aplicd-los na solucao de
alguns problemas em voga. Sendo a gravitagao terreno onde se desenvolveu nosso
trabalho, visto lidarmos com estruturas em larga escala, é bastante natural olharmos
agora os aspectos cosmologicos que podem ser estudados com os resultados obtidos.
Mais do que uma curiosidade (e essa geralmente nos basta), o estudo de certos sis-
temas cosmoldgicos pode servir até mesmo como ferramenta de teste para anélise da
viabilidade de modelos de branas em teoria de Brans-Dicke. Gostariamos de encer-
rar essa tese, por conseguinte, apontando futuras aplicacbes em cosmologia. Bem
entendido, estaremos doravante pisando em terreno de especulacgoes que, ainda que

por vezes frustem nossos intentos e expectativas, sao tteis como limiar de pesquisa.

2Um exemplo bastante ilustrativo da profundidade desses problemas pode ser visto da equacio
(4.66). Note que a constante gravitacional efetiva depende explicitamente do valor do dilaton na

posicao da brana.
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Comecemos pois a dar, em mote antigo, tratos a bola.

Resgatando, uma vez mais, uma das conclusoes do terceiro paragrafo deste
Capitulo, tanto o campo dilatonico quanto o cenario de branas se refletem, ou antes,
aparecem na equagao de Einstein projetada na brana como intrincados termos de
fonte. Dado que tais termos aparecem naturalmente da reducao dimensional dos
termos geométricos do bulk, esperamos que possam ser sentidos em alguns sistemas
cosmoldgicos mesmo a baixas energias. Ressaltamos que, como expresso no Capitulo
4, a equagao de Einstein projetada nao forma um conjunto completo de equacoes,
haja vista a presenga de termos que se devem unicamente ao fato da brana estar
mergulhada no bulk. Entretanto, esse primeiro obstaculo pode ser contornado em
determinados sistemas. Por exemplo, o estudo de cosmologia de branas admitindo
estaticidade das dimensoes extras traz caracteristicas novas e interessantes [60]. Além
disso, hd uma vasta literatura no que concerne ao tratamento das equagoes efetivas
do ponto de vista cosmoldgico [46], e isso inclui também cendrios sem a simetria Zs
[61].

Mais concretamente, as benesses dos modelos de branas relacionados a cos-
mologia podem ser apreciadas quando aplicamos tais modelos ao problema, por ex-
emplo, das curvas de rotagao de galdxias espirais®. Talvez, em escala galdtica e/ou
intergalatica, as referidas curvas sejam uma das melhores evidéncias dos problemas
da mecanica Newtoniana usual e da Relatividade Geral padrao. Em tais galaxias sao
observadas nuvens de hidrogénio neutro a grandes distancias do centro (muito além
da extensado de matéria luminosa). Uma vez que as nuvens se movem em érbitas
circulares com velocidade, digamos v,(7), as érbitas sao mantidas pelo balanco en-
tre a aceleragao centrifuga e a forga de atracdo gravitacional da massa total M(r)
contida na orbita. Isso faz com que o perfil de massa da orbita obedeca a simples
expressao M (r) = r%. Assumindo-se um efeito Doppler nao-relativistico e emissao
de orbitas circulares estaveis em um campo gravitacional Newtoniano, a frequéncia
se desloca da linha de 21 centimetros da emissao do hidrogénio permitindo a medida
das velocidades das nuvens [63]. Observagdes mostram que as velocidades rotacionais
aumentam perto do centro da galaxia, mas permanecem, conforme dele nos afasta-
mos, aproximadamente constantes em vy, ~ 200 Km/s [64]. Logo, a massa aumenta
linearmente com r mesmo em regioes onde muito pouca, se alguma, matéria lumi-
nosa é detectada. Usualmente, essa matéria adicional é postulada como matéria

escura’. Quando tal problema é tratado do ponto de vista de cosmologia de branas,

30utra possivel ramificacdo direta de trabalho, no contexto de branas com tensio variavel, pode

ser vista em [62].
4Alguns exemplos de trabalhos que utilizam cordas césmicas como fontes de matéria escura nas
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entretanto, exatamente pelo fato das equagoes projetadas apresentarem termos “ex-
tras” de fonte, nao é necessaria a imposicao de nenhum tipo exdtico de matéria. A
solugao completa da equacgao projetada pode ser obtida assumindo que a brana é
mapeada conformemente em si mesma [63], ou assumindo-se alguma relagao ad hoc
que vincule termos do tensor de Weyl projetado [66].

Em geral, nesses trabalhos a forma da métrica em todo bulk nao é impor-
tante, bastando a resolucao da equacao projetada na brana. Da-se entao um pro-
cesso de solugao inverso assumindo-se que dada uma métrica na brana pode-se, caso
necessario, encontrar uma solugao para as equacgoes de campo do bulk. De fato, sob
certas circuntancias, isso nao sé ¢ possivel como é também garantido pelo teorema
de mergulho de Campbell-Maagard [67].

Esses trabalhos de aplicacao dos cendrios de branas foram realizados no con-
texto de Relatividade Geral. Portanto, andlises similares em gravitacao de Brans-
Dicke merecem ser levadas a termo®. Uma analise comparativa e sistemética de
tais problemas envolvendo branas em teoria de Brans-Dicke podem sugerir novas
direcoes na aplicabilidade de cendrios em branas, bem como restringir a dinamica
do campo escalar no bulk. Essa vertente aplicativa de trabalho, valendo-se do que
se foi embasado nessa tese, constitui desdobramento importante e complementar do
estudo aqui presente. Na outra ponta de ramificagao deste trabalho, em direcao a
abstragao, gostariamos de ressaltar outra possivel direcao de trabalho, a saber: o
estudo e aplicacdo da Teoria das Folheagoes [69]. Enquanto podemos afirmar com
certeza que a aplicagao a cosmologia é amplamente vidvel, especulando até mesmo
o que esperarmos, o estudo da Teoria das Folheagoes é ramo incerto de avanco
nessa area. Entretanto, em analogia ao caminho trilhado pela fisica matematica an-
teriormente, e guardadas as devidas proporcoes, quando da aplicacao de diversos
teoremas da topologia diferencial a Relatividade Geral, seria interessante um apro-
fundamento nas técnicas de Folheagoes para utilizacao em modelos de branas, tanto
na proposicao quanto no tratamento.

E é assim, com algumas possiblidades a serem exploradas, que gostariamos
de encerrar esse Capitulo, bem como todo o trabalho desenvolvido nessa tese. E
nosso intuito prosseguir com essa linha de pesquisa, e com esse trabalho ajudar em
tal desenvolvimento, criando e reforcando, sempre que possivel, um amaélgama entre
a abstracao matematica necessaria para a formalizacao e embasamento tedrico da

idéia fisica e a aplicacao a alguma interface fenomenolégica para que testemos e

curvas de rotagao de galdxias podem ser encontrados em [65].
SFelizmente, hi uma generalizacdo do teorema de mergulho de Campbell-Magaard para

gravitacao de Brans-Dicke [68].
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aprimoremos a formulacao de tal idéia. Em resumo, encerramos assim, novamente

acabando o que nao tem fim.

74



Apeéendice A
Elementos de Sistemas Dinamicos

Esse Apéndice é devotado a uma minima introducao de alguns elementos
de Sistémas Dinamicos, necessarios para a compreensao da classificacao feita na
primeira Secao do Capitulo 3. Trata-se de um Apéndice exatamente por estar fora do
escopo principal da tese. Nao nos preocuparemos aqui com provas e demonstragoes,
mas sim com a exposi¢ao sistematica de alguns conceitos visando a realizacao de um
curto, porém auto-contido, Apéndice. No que se segue, trabalharemos estritamente
com a notagao e linguagem como utilizadas em [70]. Ademais, recomendamos ao
leitor a mesma referéncia para provas de teoremas, bem como para um aprofunda-
mento nesta vasta area da matematica.

Muito embora nossa aplicacao de Sistemas Dinamicos se dé no plano de fase,
comegemos por estabelecer a notagao em uma dimensao. E desejavel assim proceder
para que ganhemos, pouco a pouco, intui¢ao a respeito do assunto.

Seja I um intervalo aberto de R e seja

x: I — R,
t— x(t) (A.1)

uma funcao real de ¢t € R. Consideraremos equacoes diferenciais do tipo

T = f(m)v (AQ)

onde x é uma fungao desconhecida de t e f de x. A equagao (A.2) é chamada escalar
autonoma, uma vez que = € real escalar e f nao depende da variavel independente
t. Dizemos que a fungao z é solugao de (A.2) on intervalo I se @(t) = f(x(t)) para
todo t € I.

Como sabido, nossa aplicagdao encontra-se no dominio de Sistemas Dinamicos
nao-autonomos, isto é, quando a equacao diferencial depende da variavel indepen-

dente. Existem muitos pontos de coincidéncia e de discrepancia entre essas duas
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vertentes de equagoes dinamicas. Para nossos simples propdsitos, o de classificacoes
de pontos criticos, a teoria é a mesma. Podemos entao estudar nossos conceitos no
ambito de Sistemas Dinamicos auténomos.

De acordo com a notacao usual, denotaremos o conjunto de todas as fungoes
continuas f : R — R por C°(R,R), o conjunto de todas a fungoes diferencidveis com
primeiras derivadas continuas por C*'(R,R) e assim por diante. Para enfatizar um

possivel problema de valor inicial, usaremos

p(t, xo) = (1) (A.3)

(0, z9) = xo. (A.4)

A funcao! ¢(t,zy) é chamada fluxo de @ = f(x).
Se f é uma funcao C* entdo, para cada t o fluxo ¢(t, zg) d4 origem a um mapa
de R em si mesmo (com o dominio possivelmente restrito) dado por zg — @(t, o).

Tal mapa tem como propriedades:
i) ¢(0,z9) = xg, vide equagao (A.4);

i) @t + s,20) = @(t, (s, 20));

iii) (¢, ) é um mapa C' para cada t e possui inversa C! dada por p(—t, zg).

Um mapa de R em si mesmo satisfazendo as trés propriedades supracitadas é
chamado um Sistema Dinamico C' em R. Chegamos entdao a conclusao de que
o fluxo de uma equacao diferencial autonoma e escalar da origem a um Sistema
Dinamico em R.

Definigao: Um ponto z € R é chamado um ponto critico (ou de equilibrio)
de & = f(z), se f(z) =0.

Note que se f(Z) = 0, entao T = 0, isto é, T é constante em ¢. Desse modo,
@(t,x9) = T e portanto um ponto critico é um ponto fixo de .

Teorema: Suponha que f seja uma funcao C!' e T um ponto de equilibrio
de & = f(x), isto é f(z) = 0. Suponha também que f'(Z) # 0. Entao o ponto de
equilibrio z é assintoticamente estével se f'(z) < 0, e instével se f'(z) > 0.

Trataremos com um pouco mais de cuidado pontos assintoticamente estaveis
um duas dimensoes. Antes porém, vamos introduzir mais um defini¢ao a titulo de

completeza.

'Note que f = ¢ com condicdes iniciais.
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Definigao: Um ponto de equilibrio z de & = f(x) é chamado ser um equilibrio
hiperbdlico se f'(z) # 0. Se f'(z) = 0, entdao Z é dito ser um ponto de equilibrio
nao-hiperbélico ou degenerado.

Podemos partir agora para a andlise em duas dimensoes. Faremos isso em
estreita analogia com o que vimos para o caso unidimensional, primeiro estabele-
cendo as equagoes de interesse e depois pavimentando nosso estudo com uma série
de definigoes e teoremas.

Seja I um intervalo aberto de R e sejam

z; : R? 5 R,

para i = 1,2, duas funcoes C' de uma varidvel real t. Sejam também

fi ' R* 5 R,
(21, 22) = fi(z1,22), (A.6)
para ¢ = 1,2, duas fungoes reais a duas variaveis. Estamos entao lidando com

equacoes da forma

T = f1($1>$2),

Ty = fo(w1, 1) (A7)

Passemos para a notacdo vetorial por conveninéncia. Definamos @ = (21, 2),
T = (i1,40) € ? = (f1, f2). Dessa forma, as equagoes (A.7) podem ser escritas
simplesmente como T = 7(?), que obviamente em muito se assemelha ao caso

visto para uma dimensao. O problema de valor inicial agora é dado por

7= 7(7),
T (ty) = @o. (A.8)

Defini¢ao: Um ponto @ € R? é chamado um ponto de equilibrio de 7 =
T (@) se F(@)=0.

A fim de estudarmos a establidade assintdtica nos sistemas em duas dimensoes
vamos estabeler mais duas importantes definigoes.

Defini¢do: Um ponto de equilibrio @ de um sistema planar auténomo T =
?(7) ¢ dito ser estdvel se, para algum € > 0, existe um ¢ > 0 (dependente somente
de €) tal que, para todo 7y para o qual |7y — 7| < 4, a solucdo ¢(t, T) de
T = ?(?) satisfaz a inequacdo |¢(t, 7¢) — 7| < € para todo t > 0. O equilibrio
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T é dito ser instével se ndo é estdvel, isto é, existe um n > 0 tal que, para algum
§ > 0, existe um Ty com |To — T| < e ty, > 0 tal que |@(ty,, To) — T| = 1.

Defini¢ao: Um ponto de equilibrio 7 é dito ser assintoticamente estdvel se é
estével e, em adicdo, existe um r > 0 tal que |p(t, 7o) — | — 0 com t — 400 para
todo 7’ satisfazendo |2 — 7| < r.

Torna-se evidente das defini¢oes acima que o tipo de estabilidade de um ponto
de equilibrio é uma propriedade local, como no caso das equagoes escalares. Conse-
quentemente ¢é razoavel se esperar que sob certas condigoes o tipo de estabilidade
de 7 possa ser determinado a partir da aproximacao linear do campo vetorial ?

Suponhamos entao que ? = (f1, f2) seja um fungao C! e seja a matriz

D?<7> - aff?% affi%)

o1 0z

on(T) ON(T) )

a matriz jacobiana de ? no ponto 7.

Defini¢do: Se 7 é um ponto de equilibrio de @ = ?(?), entao a equacao
diferencial linear @ = [D?(?)]? ¢ chamada de equac@o variacional linear ou
linearizacao do campo vetorial ? no ponto de equilibrio 7.

Teorema: Seja ? uma funcao C'. Se todos os autovalores da matriz jaco-
biana D?(?) tém partes reais negativas, entao o ponto de equilibrio @ de equacéo
diferencial 7 = ?(7) ¢ assintoticamente estavel.

Teorema: Seja ? uma funciao C!. Se pelo menos um dos autovalores da matriz
jacobiana D?(?) tem parte real positiva, entéao o ponto de equilibrio 7 de equacio
diferencial 7 = 7(?) é assintoticamente instavel.

Esses teoremas possuem um andlogo qualitativo bastante ttil com sistemas

lineares hiperbdlicos?, a saber:

i) um sistema linear perto do equilibrio cujos autovalores da matriz jacobiana

tém partes reais negativas é chamado de pogo (ou atrator);

ii) um sistema linear perto do equilibrio cujos autovalores da matriz jacobiana

tém partes reais positivas é chamado de fonte (repulsor);
iii) Se nao i) e ndo ii) entao sistema ¢ dito ser de sela.

Temos assim estabelecido que, em geral, na auséncia de autovalores com parte
real zero, a linearizacao captura muitos aspectos das caracteristicas qualitativas lo-

cais. E natural, portanto, indagarmos se a linearizacao determina completamente a

’Isto é, sistemas lineares cujos autovalores da matriz jacobiana tém partes reais nido nulas

quando calculados no ponto de equilibrio.
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estrutura local do sistema. Veremos aqui, apds algumas defini¢coes, um famoso teo-
rema que, sob certas condicoes, responde positivamente nossa questao. Comecemos
com uma definicao de orbitas, necessaria para a definicao precisa de equivaléncia
entre campos vetoriais.

Definicao: As érbitas (), bem como as érbitas positivas y*(7) e nega-
tivas v~ () de 7’ sdo definidas, respectivamente como os seguintes subconjuntos

de R? (o plano-(zy,x)):

1(To) = U p(t, To),

t€(a,B)

YH(T0) = U o(t, To), (A.9)
t€[0,8)

7 (T) = U p(t, 7).
te(a,0]

Note que, como estabelecido, a érbita® () é a projecio da trajetéria do fluxo
através de 7’ no plano-(x1, 5).

Definicdo: Duas equacoes diferenciais planares 7 = ?(?) e = 7(7)
definidas em subconjuntos abertos U e V de R2, respectivamente, sao ditas topo-
logicamente equivalentes se existe um homeomorfismo ﬁ : U — V tal que ﬁ mapeia
orbitas do campo vetorial ? em 6rbitas do campo ¢ e preserva o sentido de direcio
do parametro.

Teorema (Grobman-Hartman): Se 7 é um ponto de equilibrio hiperbélico
de 7 = ?(?)7 entdo existe uma vizinhanca de @ na qual 7 ¢ topologicamente
equivalente ao campo vetorial linear 2 = [D?(?)]?

Uma importante implicacao, além da desejada possibilidade de analise via
matriz jacobiana, é que o tipo de estabilidade de um ponto de equilibrio hiperbdlico

¢ preservado por pequenas perturbacoes arbitrarias nao lineares.

30bviamente podemos ter o andlogo das definicdes de érbitas para o caso unidimensional.
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Apeéendice B

Condicoes de Consisténcia para

branas em gravitacao de

Brans-Dicke

Seguindo a linha do Capitulo 4, esse Apéndice também é apresentado de modo
mais formal. Temos o intuito aqui de encontramos condicoes de consisténcia para
modelos de branas em teoria gravitacional de Brans-Dicke. Mesmo na presenca de
uma solugao analitica para o espaco-tempo, tal andlise revela-se interessante; apon-
tando para aspectos que geralmente fogem do escopo principal do estudo. Entre-
tanto, para andlises sem uma métrica explicita previamente assumida (como os casos
do Capitulo 4) a procura por condigdes de consisténcia é imprescindivel. Essa linha
de pesquisa foi inicialmente desenvolvida em [71] para cinco dimensoes em Relativi-
dade Geral, diretamente aplicado para o modelo de Randall-Sundrum (com duas
branas) e posteriormente estendido para dimensoes arbitrarias, ainda em Relativi-
dade Einsteniana, em [72]. Aqui procediremos de modo a encontrar tais condigdes
de consisténcia! em dimensao arbitraria para o caso de gravitagao de Brans-Dicke.
Depois particularizaremos para seis dimensoes com o intuito de aplicarmos a analise
para os casos com os quais tivemos envolvidos nessa tese. Seguiremos a exposi¢ao
em concordancia ao exposto na referéncia [73].

Comecemos por definir e fixar a notacao a ser usada aqui. Analisaremos um
espago-tempo D-dimensional dotado de geometria nao-fatoravel, cuja métrica é dada
por

ds® = GupdXAdXP = WZ(T‘)gagdZEadIﬂ + gap(r)drodr®, (B.1)

onde W?2(r) designa genericamente o warp factor, que alids assumiremos ser uma

!'Também chamadas de Regras de Soma para modelos de branas.
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funcéo suave e integravel, X“ denota as coordenadas do espaco-tempo D-dimensional,
z® rotula as (p + 1) coordenadas nao-compactas do espaco-tempo e r® se refere as

(D —p—1) diregoes do espago interno compacto. Como exemplo concreto, se tomar-

mos D =5, p=3e W(r) = e %I temos o modelo de Randall-Sundrum. Note que

esse tipo de métrica garante a possibilidade da existéncia de g-branas, com ¢ > p.

Nesse tltimo caso as (¢ — p) dimensoes extras sdo compactificadas na brana e cons-

tituem parte do espaco interno. Essa é a possibilidade a ser explorada em modelos

de compactificacao hibrida.

O tensor de Ricci do espaco-tempo D-dimensional pode ser relacionado com o

tensor de Ricci da brana e do espago interno por [71]

_p Guv 2p/p+1
R = Ry = o g VWP, (B.2)
) 1
Rup = Ry — %vavbw, (B.3)

onde Rab, V. e V2 sao respectivamente o tensor de Ricci, a derivada covariante e
o operador Laplaciano construido com a métrica do espago interno g., enquanto
RW ¢ o tensor de Ricci derivado de g,,. Denotemos os trés escalares de curvatura
por R = GABRap, R = g”“RW e R = gabRab. Desse modo, os tracos parciais das

equacose (B.2) e (B.3) fornecem

1 _
Pt (W—2R - Rﬁ) = pW VW - VIV + W2 (B.4)

1 .
— (R - Rg) = WV, (B.5)
p+1
onde Rfj =W2 g R, e Ry = g™ R, Note que com tal notacio temos R = Rﬁj +R.
Estabelecamos agora uma identidade bastante tutil. Se £ é uma constante ar-

bitraria, é facilmente verificavel que
V- (WEVW) = WS (EW VW - VW + WV, (B.6)

Agora, a combinagao das equagoes (B.4), (B.5) e (B.6) fornece
E+1

[E(W™R— Ri) + (p— €)(R — Ry)]. (B.7)

A equagao (B.7) é bastante 1til pois relaciona a geometria do sistema com uma
derivagao total, que deve ser nula numa integracao fechada no espaco interno com-
pacto. Dela, apds relacionarmos as quantidades geométricas com os respectivos ten-

sores energia-momento, sairao as condi¢oes de consisténcia.
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De modo a escrevermos um apéndice auto-contido tanto em contetido quanto

em notagao, lembremos que a equacao de campo de Brans-Dicke é dada por

1 8
1 8
+ 5(VMVN¢ T3 QwTGMN)- (B.8)

Enfatizamos que a equacao do campo escalar ja foi levada em conta no tltimo termo
de (B.8). Da equagao (B.8) podemos ver que

8

2(1 +w)T
RMN—¢<TMN+ ( )

(2= D)(3+ 2w

)GMN> + %ngbngb + %VMVNgZi (B.Q)

Chamando T# = W—2¢"T,, (T = T} + T), podemos expressar R~ e Ry por

= $(D — 3+2 <3D+2w (D—p- 3>—2<p+1)>T5—2(1+w)(p+1>T£Z‘)
2
i w?b/ Mt ng Vo, (B.10)
(§]
m 8 o - . - )
o = SD—2)E+ 2w) (D + 20(p = 1) = 2(p — 2) T = 2(1 + w)(D — p — )T}:)
" ¢2vm¢v m® + ¢vmvm¢ (B.11)

Substituindo agora as equagdes (B.10) e (B.11) em (B.7) temos

Weétl - _
V- (WEVW) = oo D) <§W R+ (p—-&R—-

X (T5[5(5D +4w(D —p—2)—2(2p+5)) —2p(1 4+ w)(D —p—1)]

8w
d(D —2)(3 4 2w)

+ Tné(—4wp — D +2(1 = 2p)) + p(D —2(p — 2) + 2w(p — 1))])

- ¢2[€W VIOV 4o+ (p— V"V ng] — 5

+ (p— f)Vmeqﬁ]). (B.12)

[£W*2V“VM¢

Agora, podemos langar mao de uma simplificacao 1til para analise posterior.
Nessa tese, trabalhamos sempre com a hipotese do campo dilatonico nao depender
das coordenadas na brana. Facamos aqui também essa simplificacao, de modo que

V¢ = 0. Assim, levando em conta que num espaco interno compacto devemos ter
j{v - (WEVW) =0, (B.13)
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ficamos, de (B.12), com

Weétt
]{ 5 (Tlﬂf(5D +4w(D—p—2)—22p+5)) —2p(1+ w)(D —p—1)]
8\~

+ TRle(—dup— D+2(1=20) +p(D =200 =2 + 20~ 1) - () (D~

X [EWT2R+ (p— )R] + (%”) (D - 2)(3 + 20) ( V" OVmd + ¢vmvm¢))
Essa tultima equagao fornece uma familia a um parametro de condigoes de con-
sisténcia para modelos de branas em dimensao arbitraria em gravitagao de Brans-
Dicke. E importante enfatizar que se reintroduzirmos o fator (34 2w) ™! (ja fatorado
na equagao (2.14)) e tomarmos w — oo (¢ — 1/Gy), pelo limite usual de L’Hopital,
recuperamos o resultado obtido em Relatividade Geral, como esperado.

Embora a equagao (B.14) seja consistente, nao parece ser muito util na maneira
como se encontra. Devemos, para torna-la mais aplicavel, reescrevé-la em termos de

em tensor energia-momento geral o suficiente para que nele possamos especificar os

casos desejados. Usaremos um ansatz definido em [72] e dado por

Tun = —AGuyn — Z Tq(i)P[GMN]((;i)A(D_q_l)(T — 7)) + TmN, (B.15)

onde A é a constante cosmoldgica, Tq(i) a tensdo da i-ésima g-brana, AP~V (r — 1)
é a combinacdo covariante de funcoes delta necessdrias pra posicionar a brana?,
PG MN]gi) ¢é o pull-back da métrica no bulk na g-brana, e qualquer outra contribuicao

de matéria ¢é contabilizada em 7p,y. Da equagao (B.15) temos

n

T =—(p+ DA+ 74 =Y TOAP D —r)(p+1), (B.16)

T"=—(D—p—1)A+7" ZT AP~V — ) (q — p). (B.17)

Substituindo essas expressoes em (B.14) e manipulando algebricamente os termos

chegamos a seguinte forma para as equacoes de consisténcia

WweétHt (

7

- <E> (D —2)(3+2w)[EW 2R+ (p— €)R) + (%ﬂ

x ( V" OVno+ ¢vmvm¢)> —0

>1(D —2)(3 + 2w)

2Ver Apéndice da referéncia [72] para uma discussio sobre a forma de AP=9=D(r — ;).
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2)(3+2w)

= 0. (B.14)

(c(p+1)+bD) — Z(cp+a—|—bq) RNt 1)(r—r2)+aT“+bTm

(B.18)



onde definimos a = ¢[5D + 4dw(D —p —2) —2(2p + 5)] — 2p(1 + w)(D —p — 1),
b=¢[—4wp— D +2(1 —2p)]+p[D—-2(p—2)+2w(p—1)]ec=a—0b.

Notemos de passagem que as condicoes de consisténcia encontradas sao con-
sideravelmente simplificadas se o campo escalar for dado por uma lei de poténcia

bastante peculiar, a saber
6 = [(w+1)(Cir + Cy)]771, (B.19)

onde Cy e Cy sao constantes de integracao. Sendo o dilaton dado por (B.18) o
ultimo termo do lado direito da equagao (B.19) desaparece e, portanto, as condi¢oes
de consisténcia assumem uma forma mais simples. Embora essa caracteristica seja
interessante (uma configuracao do campo escalar cuja “cinética” nao interfere nas
condicoes de consisténcia) trabalharemos sem assumir uma forma explicita para ¢,
de modo a abarcarmos o caso mais geral possivel quanto a configuragao desse campo.

E sabido que, de modo geral, quanto maior a dimensao envolvida na analise
menos conclusivas sao as condigoes de consisténcia [72]. Dito de outro modo, al-
tas dimensionalidades relaxam o crivo a ser exigido para a viabilidade do mo-
delo. Eis o porqué, entao, tal andlise se faz mais interessante para modelos tipo
Randall-Sundrum, onde pode-se, por exemplo, reproduzir a necessidade de branas
com tensoes opostas porém de igual valor absoluto [71]. A seis dimensoes, muito
embora as conclusoes nao sejam tao incisivas, ha também caracteristicas que se nos
apresentam importantes.

Particularizemos portanto nossa anélise ao caso de um bulk em seis dimensoes
D = 6, além de p = 3 and ¢ = 4, para estudarmos explicitamente os casos com
0s quais tivemos contato ao longo da tese. Com tais particularizagoes de D, p e
q temos a = 2£(15 4+ 2w) — 2(17 4+ 6w), b = —4£(4 + 3w) + 12(1 + w) e ¢ =
2¢(23 4 8w) — 2(23 + 12w), de tal modo que a equagao (B.18) fornece

/

T+ rHE(I5 + 2w) — (17 + 6w)] + 7 [—2€(4 + 3w) + 6(1 + w)] — 2(3 + 2w)<%”>—1

Wweétt '
5 ( — 4A[35¢ — w(€ +3) — 14] — 2> [266 + w(& — 9) — BUT AV (r — 1)

_ - 8T\ 1/ w 1
X [EW2R+ (3 — )R] +2(3 + 2w)(3 — ) <?) (Evmwm + 5vmvmqb))
= 0. (B.20)
Tornemos a andlise mais simples assumindo que nao haja contribuicao de energia-
momento no bulk e desprezando outras contribuigoes na brana, isto ¢ 7/ = 0 = 7,7.
Por simplicidade, tomemos também A = 0. Essa tltima simplificacao é bastante

restritiva, é verdade, uma vez que em modelos de branas em Brans-Dicke, tal termo
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pode vir a ser nao constante. Entretanto, uma vez que a obtencao explicita de
A foge ao escopo (e também interesse) desse Apéndice, vamos prosseguir com a
discussao tomando A = 0. Além disso, note que diferentes escolhas de & levam a
diferentes contribuigoes e restrigoes (por ser, como dito, uma familia a um parametro
de condigoes de consisténcia). Comecemos entao tomando £ = —1, uma vez que tal
escolha elimina o warp factor multiplicativo de todo o lado esquerdo de (B.20).

Levando tudo isso em conta na equacao (B.20), chegamos a
]{ (¢2 V"V i + d)vmv m® — 4R + W~ QR)
—87(57 + 10w)
. B.21
3+ 2w Z ]{ ( )

E importante ressaltarmos o aparecimento do ntimero de Euler® y = ﬁ $ R.

O espaco interno do modelo pode ser caracterizado por x e, assim, para cada mo-
delo esse invariante topoldgico contribui de modo espacifico para as condicoes de
consisténcia. Para o caso da equagao (B.21) temos

-2

47 (57 + 10w) o
- T, L i) B.22
T 3t2w Z Lig™ (1) (B.22)

onde L; é a drea da circunferéncia S!, a dimensao extra compactificada na brana,
e ¢(r;) é o valor do campo dilaténico na i-ésima brana posicionada em 7;. J& es-
tamos em ponto de responder a questao levantada no final do Capitulo 4, sobre
alguma possivel restri¢cao no valor do parametro de Brans-Dicke. Como percebemos
da anélise feita aqui, nao ha valor positivo de w que inviabilize um modelo de branas
em gravitacao de Brans-Dicke.

Outra escolha interessante para o parametro livre é ¢ = 3. Considerando-se

todas as simplificagoes que levaram a (B.22) porém agora com £ = 3 ficamos com
3(3 + 2w) 2755 (i) 14 -1
T}(W R = (6w — 47) zi:n WA (r)o™ (r;) L, (B.23)

equacao na qual nao se encontram derivadas do campo escalar, nem contribuigao
do nimero de Euler. Note, através da equacao (B.23), que para um escalar de

curvatura constante e negativo é possivel que tenhamos um cenario de multiplas

3Conforme vérias vezes corrigido pelo amigo Roldao da Rocha, y no caso analisado aqui ndo
pode ser chamado niimero de Euler, por alguma razao matemaética que se me escapa, embora seja
também um invariante topoldégico. Manterei aqui essa denominacao, entendida entao como um

abuso de linguagem, apenas para enfatizar a presenca de tal invariante.
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branas, todas com tensoes negativas, o que esta em agudo contraste ao modelo de
Randall-Sundrum. Por outro lado, para um escalar de curvatura constante e positivo
¢é possivel, pelo menos, que tenhamos pelo menos, uma brana com tensao negativa.

A fim de encerrarmos esse Apéndice, chamamos atencao para o fato de que as
condicoes de consisténcia podem trazer informacao sobre a estabilizacao do médulo
do sistema, bem como sobre a estabilizacao do campo escalar. Isso pode ser obtido,
em principio, por uma andlise da magnitude do tltimo termo das equagoes (B.22)
e (B.23), por exemplo. Algo que nédo entre em contradigdo com experimentos. Ob-
viamente, isso de modo algum fornece um mecanismo para estabilizacao, mas pode

apontar uma direcao concreta de trabalho.
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