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RESUMO

Esta dissertacdo visa explorar o problema restrito de trés corpos para objetos compactos em duas
abordagens diferentes, por uma aproximacao pds-newtoniana da relatividade geral e do estudo do
espaco-tempo de Majumdar-Papapetrou. Comecaremos deduzindo o problema de forma cléssica e o
estenderemos para um caso onde possamos trabalhar com uma aproximacao relativistica. Analisaremos
o problema através da métrica de MP (Majumdar-Papapetrou), para isto devemos simplificar nosso
problema considerando-o estdtico. Ambas as abordagens serdo analisadas em duas etapas, a andlise
algébrica a partir das equacOes das geodésicas e a andlise computacional partindo das mesmas equacoes
para a defini¢do das drbitas de maneira numérica. Tendo em vista o caso MP poderemos definir érbitas
estdveis e/ou instaveis possiveis para o sistema estdtico, as quais em alguns casos somente podem
ser obtidas a partir de um procedimento numérico conforme observado na literatura. O que nos gera
trés possibilidades de Orbitas estdveis em ¢ = 0 e duas possibilidades de 6rbitas circulares em z = 0.
A segunda abordagem se dard através da primeira expansdo pds-newtoniano da relatividade geral
(1 PN) e neste caso temos como objetivo explicitar as diferengas entre uma andlise considerando
dois regimes (newtoniano e pds-newtoniano). A partir das equagdes de Einstein da relatividade geral
obteremos uma Lagrangiana que descreve o sistema em um referencial ndo inercial. Advinda da
Lagrangiana obteremos a energia e consequentemente o potencial efetivo associado ao sistema. Neste
momento obtivemos a variagdo do potencial efetivo para os regimes newtoniano e pés-newtoniano
para um conjunto de exemplos de sistemas bindrios. Apds explorarmos o problema obtivemos a
mudancga de posi¢do dos pontos de Lagrange, conforme a varia¢do dos potenciais efetivos (newtoniano
e nds-newtoniano) por fim poderemos observar as regides onde € possivel a existéncia de Orbitas,

através da andlise das curvas de velocidade zero que sdo provenientes do estudo da constante de Jacobi.

PALAVRAS-CHAVE: Buracos-Negros. Sistema Bindrio. Métrica Majumdar-Papapetrou. MP.
Aproximacdo Pés-Newtoniana. 1-PN. Problema de 3 corpos.



ABSTRACT

This master thesis aims to explore the restricted three-body problem for compact objects in two different
approaches, by a post-Newtonian approach to the general relativity and the Majumdar-Papapetrou’s
spacetime. We will start by deducing the problem in a classical way and we will extend it to a case
where we can work with a relativistic approximation. We will analyze the problem through the MP
metric (Majumdar-Papapetrou), for this we must simplify our problem by considering it static. Both
approaches will be analyzed in two stages, the algebraic analysis based on the geodesic equations and
the computational analysis based on the same equations to define the orbits numerically. Bearing in
mind the MP case, we will be able to define possible stable and/or unstable orbits for the static system,
which in some cases can only be obtained from a numerical procedure, as observed in the literature.
Which gives us three possibilities of orbits in ¢ = 0 and two possibilities of circular orbits in z = 0.
The second approach will be through the post-Newtonian limit of general relativity (1 PN), in this
case we will consider finding the possibility of orbits around the compact objects. From the Einstein
equations of general relativity we will obtain a Lagrangian that describes the system in a non-inertial
frame of reference. From the Lagrangian it is possible to obtain the energy and consequently the
effective potential associated to the system. At this moment we obtained the difference of the effective
potential between the Newtonian and Post-Newtonian regimes for several examples of binary systems.
After exploring the problem, we obtained the changing position of the Lagrangian points, according to
the difference of the effective potentials (Newtonian and Post-Newtonian), finally we will be able to
note the regions where the existence of orbits are possible, through the analysis of zero velocity curves

provide by the Jacobi’s constant.

KEYWORDS: Black Holes. Binary System. Majumdar-Papapetrou Metric. MP. Post-Newtonian
Approximation. 1-PN. Three Body Problem.
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1 INTRODUCAO

Desde que foram observadas as ondas gravitacionais e a primeira fotografia de um buraco negro
(BH) foi divulgada, o interesse em estudar objetos massivos tais como buracos negros (BHs), estrelas
de néutrons, etc, tem crescido muito no meio cientifico. As possibilidades e expectativas que temos
no futuro da drea de astrofisica vem aumentando cada vez mais com a concretizacdo de resultados
empiricos, diminuindo a distancia entre o tedrico e o prético. Tais eventos, que permearam nos ultimos
anos o meio cientifico, contribuiram para motivar o desenvolvimento deste trabalho.

A observacdo do céu é uma admiracao intrinseca do ser humano, que por anos nos ajudou de
forma prética nas decisdes do nosso cotidiano. Durante as eras nossos olhos conseguiram alcancar
mais do que nossa ideia podia conceber, e desenvolvemos toda uma ciéncia para explicar aquilo que
era observado (PAPASPIROU; MOUSSAS| 2013) a teoria evoluiu mais rdpida do que os métodos
empiricos e muitas das teorias criadas anos atrds foram corroboradas somente nos dias de hoje com
modernos experimentos, tal qual a detec¢do de ondas gravitacionais (ABBOTT et al., 2017). A
possibilidade de fazer parte deste meio e contribuir com um tijolo de conhecimento na constru¢ao
dessa ciéncia ja € uma motivacao imensa para a realizacdo deste trabalho como um todo.

A abordagem deste trabalho foca no estudo de um sistema binario de objetos compactos, tendo
como objetivo o estudo do problema restrito de trés corpos em duas abordagens, uma através do
espaco-tempo de MP e outra através da aproximacdo 1PN. Tal problema tem intrigado matematicos
e fisicos ha décadas, ele se trata de uma simplificacdo do problema de trés corpos (Formulado por
Euler em 1772) no qual admitimos trés objetos no espaco que interagem gravitacionalmente. Ao
restringirmos o problema consideramos agora duas massas grandes que orbitam seu centro de massa
em um movimento circular e uma particula, que ndo afeta gravitacionalmente as duas primeiras
massas, mas sofre a influéncia gravitacional delas. Para o caso newtoniano do problema muitos estudos
foram realizados, em particular vale citar aqueles que tratam da estabilidade dos pontos de Lagrange
(CELLETTT; GIORGILLI, 1990), pois nos trazem resultados de aplicagdo imediata em sistemas como:
sol-Terra-lua, Terra-lua-objetos espaciais, sol-Jupiter-asteroides, etc (MUSIELAK; QUARLES, 2014).

O trabalho inicia com uma breve recapitulacdo de conceitos gerais de relatividade geral no capitulo
[2l onde veremos a construcdo das equagdes de campo de Einstein, a construgdo das equagdes da
geodésica e algumas métricas resultantes, tal qual o espaco-tempo de Schwarzschild (CARLIP, 2019).

Como dito, a base do problema restrito de trés corpos newtoniano € bem conhecida atualmente
(FRNKA, [2010). Partiremos de concepcdes criadas por Newton e evoluiremos nosso entendimento
até chegar as teorias de Einstein. No capitulo [3|iremos desenvolver o problema restrito de trés corpos
newtoniano tendo como objetivo observar o comportamento de um potencial efetivo ligado ao terceiro
corpo (MURRAY, [1999) (SYMON, |1996).

Comecaremos nossa abordagem relativistica por analisar o sistema binario de BHs por meio da
métrica de Majumdar-Papapetrou (MP), capitulo[d] O espaco-tempo de MP (Majumdar-Papapetrou),
descreve n BHs em equilibrio estético, levando em conta que os mesmos estdo maximalmente carrega-
dos (MAJUMDAR|, [1947), (HARTLE; HAWKING!, [1972) e (PAPAPETROU, [1947). Essa métrica
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simplifica a abordagem de um sistema binario de BHs, pois o considera estatico no espaco. Utilizando
as condi¢Oes impostas pelo espaco-tempo de MP, dois casos de geodésicas do tipo-luz e do tipo-tempo
serdo estudados, as 6rbitas contidas no plano ¢ = 0 e z = 0. Fazendo o uso de métodos numéricos
verificaremos a existéncia de Orbitas contidas em ¢ = 0, as quais se resumem em trés tipos: Orbitas
que englobam ambos os horizontes de eventos, 6rbitas que englobam apenas um horizonte de evento e
6rbitas em formato de oito englobando ambos os horizontes de eventos (ASSUMPCAO et al., 2018).

Ja para o caso de 6rbitas contidas em z = () existem mais possibilidades de andlise, vide (AS+
SUMPCAO et al., 2018) e (TAKEDA, 2020). Partiremos de uma andlise da Lagrangiana do sistema,
tomaremos duas quantidades conservadas do sistema para observar o potencial efetivo. Dessa forma
poderemos entender a estabilidade das 6rbitas (TAKEDA, 2020). As estabilidades das 6érbitas serdo
observadas posteriormente por métodos numéricos, utilizando um software de computagdo matemaética,
Sage—Matlﬂ (The Sage Developers, 2022).

Ap6s definirmos como as geodésicas se comportam no espaco-tempo de MP poderemos prosseguir
com a extensao do nosso estudo para uma aproximacao pds-newtoniana (1PN). Como parte do nosso
objetivo a descri¢do de um sistema bindrio se dard pela obten¢do da Lagrangiana do problema restrito
de trés corpos, considerando aproximacdes pos-newtonianas da relatividade geral (1PN) (HUANG;
MEI; HUANG, 2018).

O problema relativistico restrito de trés corpos ja vem sendo estudado e traz uma descri¢do mais
acurada do nosso sistema solar (MAINDL; DVORAK, 1994), as anélises relativisticas do problema
obedecem as mesmas relagdes de simetria que as equacdes cldssicas. Nossa primeira abordagem
no capitulo [5| serd a constru¢do do problema restrito de trés corpos tendo em vista a aproximagao
newtoniana e a obtencdo de resultados. Partiremos das equacdes de campo de Einstein e obteremos
uma Lagrangiana que representa nosso sistema (LANDAU, 2000) e (HUANG; MEI; HUANG, 2018).

Para essa abordagem utilizaremos o método analitico, que serd corroborado por uma andlise
computacional. A andlise analitica nos dard o alicerce para entendermos a 6rbita do terceiro corpo,
quantificando sua energia e o potencial efetivo, e a andlise computacional corrobora esse entendimento
possibilitando observar érbitas que envolvem os corpos, além de estender a nossa visdo das geodésicas
de forma mais pratica e pragmdtica. Ainda no capitulo[5] iremos desenvolver a métrica pés-newtoniana
que serd utilizada no futuro para anélises similares feitas no caso MP.

A partir do potencial efetivo do sistema pretendemos comparar os efeitos gravitacionais que estao
presentes em uma abordagem relativistica, em contrapartida com uma abordagem newtoniana de
sistemas fisicos. No capitulo [6] com base nas dimensdes das grandezas envolvidas estipularemos um
alcance de validade para o estudo de sistemas fisicos a partir de uma abordagem que vise a aproximacao
pos-newtoniana (1PN).

Com esse estudo visamos criar uma fundamentagdo tedrica que possa nos fornecer uma base para
futuras observagdes de sistemas bindrios compactos e também para a explora¢do dos mesmos no futuro.
A partir da andlise de casos extremos podemos avangar nosso conhecimento a cerca do universo que

habitamos.

' https://www.sagemath.org/
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2 FUNDAMENTACOES DA RELATIVIDADE GERAL

O desenvolvimento da fisica moderna se deu pela concepc¢do de duas teorias fundamentais, a teoria
quantica e a teoria da relatividade geral. Neste trabalho precisaremos de uma fundamentagao tedrica
para o estudo relativistico do nosso sistema. Comecaremos com uma visao geral das equagdes de
campo de Einstein e consequentemente uma correlacao com a equagdo da geodésica. E por fim uma

exposicao de métricas diversas que nos ajudardo a exemplificar o contexto em que trabalharemos.

2.1 EQUACOES DE CAMPO DE EINSTEIN

Esse trabalho se baseia na estruturacao da teoria da relatividade geral. Albert Einstein em 1915
publicou seu trabalho que trazia uma nova concepg¢do de gravidade. A gravidade antes vista como uma
forca, concebida por Newton, passava agora a ser uma causa natural da deformacdo do espaco-tempo,
e este por sua vez se deformava pela presenca do conteido material. As famosas equagdes de campo
de Einstein sdo mostrada a seguir:

G = Ry — %QWR = 8:—4G

Em que G, € o tensor de Einstein que descreve toda curvatura do espago-tempo, 7, € o tensor

Ty 2.1.1)

de Ricci, R é o escalar de curvatura, G é a constante gravitacional de Newton e ¢ é a velocidade da luz.

Tal equacgdo estabelece a dindmica da teoria. Em suma, o espaco-tempo é considerado uma
variedade (D'INVERNO, 1992), dotada de uma métrica g,,,,, que se deforma na presenga do contetido
material descrita pelo tensor momento-energia 7),,. Tal deformacdo € descrita pelo tensor de Einstein
(G ). As equagdes de campo de Einstein nos ddo um conjunto de dez equagdes diferenciais parciais
nao lineares e ndo independentes.

A equacdo de Einstein € obtidas a partir da acdo de Einstein-Hilbert. O principio da minima
acao € surpreendente, pois a partir dele podemos deduzir vérios conceitos da fisica, entre eles as
equagodes de campo de Einstein. O que precisamos pensar € em uma aciao que contemple a geometria
do espago-tempo. A acdo € uma integral de uma fun¢do que possua variaveis dindmicas e de suas
derivadas, chamado de funcional, sobre todo um espaco-tempo. Neste caso, nossas variaveis serdo a
métrica g, € consequentemente a conexao. A ac¢do € um funcional, e € definida a partir do principio
de Hamilton (LEMOS| 2007). Vérios campos da fisica podem ser expressos partindo de uma agdo
conveniente. O conceito de acdo estd ligado diretamente ao conceito da Fun¢ao de Lagrange. A agdo é
definida como sendo a integral da Lagrangiana em relacdo ao tempo. Precisaremos considerar algumas
condi¢Oes para a definicdo da agdo (CARLIP, 2019).

* 1- A parte gravitacional da acdo deve depender unicamente da geometria. Nao devendo existir

uma coordenada privilegiada.

* 2- A geometria deve ser da forma Pseudo-Riemanniana
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* 3- Para assegurar que as equagdes de movimento possuam segundas derivadas a acao deve ser

linear em segunda ordem.

Desta forma € definida nossa acao:

S:/\/—_gd4x(

Note que a raiz quadrada do determinante da métrica aqui € parte do elemento de volume. Esse € o

C4
167TGR+£M)‘ (2.1.2)

requisito para trabalharmos com uma espago-tempo curvo e £, é lagrangiana associada ao contetido
material, tomaremos a variacdo da a¢do com respeito ao tensor g,,, .

Nosso préximo passo € o de extremizar a equacao (2.1.2)), resultando em:

4
. 4 C 5(\/—gR> 5(\/—g£M) m
58 = / d*x ( 607G o + 5g dgh. (2.1.3)

Colocando a raiz quadrada da métrica em evidéncia e usando a regra do produto no termo com o

escalar de Ricci (R) obtemos:

4 OR R 6y—g 1 5(v/=9Lm)
55 = [ v=qd'z [ -£ Sqm. 2.1.4
5 / gt (167TG (59‘“’ * V=g 0g" ) - V=g  0g" ) g ( )

Concentrando-se no primeiro termo, usando a defini¢cdo de um escalar de Ricci como uma contracdo
do tensor de Ricci, utilizaremos o teorema de Stokes para concluir que a derivada total sobre o tensor
de Ricci ndo contribui para a variacao do funcional. Desta forma

Definimos o tensor energia-momento como:

1 6(/=gL 1
= ( 5ng M) _ ~5 T (2.1.5)

A variacdo da acao de Hilbert estard em um extremo quando o integrando for igual a zero. Desta

forma temos:

ct 1 1
T6nC (RW — 59,“,]%) — §T,U, =0, (2.1.6)
que se reduz as equagdes de campo de Einstein (2.1.1).

De acordo com Einstein, uma particula ndo estd sob a acdo da forca da gravidade e sim esta
em queda livre seguindo a deformacgao do espaco-tempo ocasionada pelo conteido material que a
ocupa. Com isso a nossa particula segue um movimento através de uma geodésica. Geodésicas sao
curvas extremizadas, que possuem o menor comprimento, entre dois pontos. Uma geodésica em
um espago-tempo plano corresponde a um segmento de reta. A depender do formato dos nossos
espacos-tempos teremos geodésicas diferentes, sdo elas que nos dardo as equagdes de movimento,

principal componente a ser estudado.
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2.2 GEODESICAS

Particulas se movendo em queda livre irdo descrever suas trajetérias baseadas nas geodésicas
definidas no espaco-tempo.Tais equacdes t€m uma importancia especial em relatividade geral. Iremos
a partir do principio da minima acao, visto anteriormente para a dedugdo das equacdes de campo de
Einstein, derivar as equagdes da geodésica.

Definimos primeiramente nossa agao:

S = / d\L. (2.2.1)

Dada a Lagrangiana:

1 datdz” 1
29N Tan T 2
Onde z* € a derivada das nossas coordenadas, espaciais e temporal, com respeito ao parametro

G (2.2.2)

afim \. Extremizaremos nossa a¢do fazendo com que sua variagdo seja zero,

05 =0. (2.2.3)
Isto implica na equacdo de Euler-Lagrange,

doc o
N G

Ap6s algumas manipulacdes matematicas da equacdo (2.2.4) a equagdo da geodésica se reduz a:

(2.2.4)

7+ 1), ata” = 0. (2.2.5)

Com a defini¢éo do simbolo de Christoffel I'),, sendo:

1
T = 597 (Ougus + 0u9vs — pgu) - (2.2.6)

2.3 ESPACO-TEMPO DE SCHWARZSCHILD

A solugdo de Schwarzschild foi a primeira solugio exata para as equagdes de campo de Einstein
(2.1.1), foi encontrada pelo fisico Karl Schwarzschild o qual nomeia esta solugdo. Ela descreve
0 campo gravitacional externo a um corpo esférico estdtico, ou seja, sem rotacdo de massa. Essa
solucdo toma a solugdo trivial para o espagco-tempo plano como ponto de partida. Trata-se de uma
boa aproximacado para campos gravitacionais de corpos de lenta rotagdo como a Terra ou Sol. O
conceito de buraco negro (BH) surge desta solucdo. O BH de Schwarzschild ndo possui carga nem
mesmo momento angular, a unica diferenga entre os BHs sdo suas massas. O BH de Schwarzschild
possui 0 que chamamos de horizonte de eventos, na verdade, o BH se caracteriza por esta regido,
localizada sobre o raio de Schwarzschild, definido por @), o horizonte de eventos € fronteira na
qual a gravidade € tdo intensa que nem mesmo a luz pode escapar de sua influéncia. Um objeto que

tenha sua dimensao menor que o seu raio de Schwarzschild € necessariamente um BH, de maneira
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que toda a massa se concentre em um ponto singular. Alguns testes da relatividade geral usaram a
métrica de Schwarzschild, tais como, o deslocamento de linhas espectrais pela presenca do campo
gravitacional, o desvio dos feixes de luz que passam proximo a estrelas e a precessao do periélio de
Mércurio.
Por fim apresentamos a métrica de Schwarzschild:
T re\ 1 .

ds® = — (1 - —S) dt* + (1 - —S> dr? 4+ r?d¢* + r? sin? ¢db, (2.3.1)
r r

onde M ¢é a massa do objeto estudado e r € a distancia radial do mesmo, o raio de Schwarzschild

r, € definido como:

2GM

5 -

(2.3.2)

ry =
c

A métrica de Schwarzschild é uma métrica esfericamente simétrica, devido as condi¢cdes impostas
em sua deducdo. Estaciondria e estética, devido ao teorema de Birkoff. Ela é assintoticamente plana,
ou seja, tende a métrica de Minkowski para grandes distancias. Existe a presenca de uma singularidade
em r = ( e uma singularidade aparente em r = 7, que pode ser eliminada por uma transformacao de
coordenadas, sendo definida como o horizonte de evento.

Uma particula em 6rbita sob a métrica de Schwarzschild pode ter uma 6rbita circular estdvel caso
r > 3rs, Orbitas circulares instaveis caso 3/2r; > r > 3r, e ndo apresentar Orbitas circulares estdveis
caso r < 3/2ry (NOZARI; AKHSHABI; SADEGHNEZHAD, 2008).

No decorrer do amadurecimento da relatividade geral, foi se encontrando vdrias outras métri-
cas, cada uma focada em uma caracteristica do problema. Citaremos algumas delas para efeito de

exemplificacdo.

2.4 OUTRAS METRICAS

O estudo das equagdes de campo de Einstein (2.1.1)) nos guiou a vdrias solugdes, cada uma delas se
concentra em um caso especifico e todas elas desempenham um papel fundamental para o desenvol-
vimento tedrico. A métrica newtoniana proveniente de um uma aproximagado da relatividade para as
concepcoes de Newton terd papel importante em nosso estudo, visto que sua segunda aproximacao
serd contemplada neste trabalho, tal qual a métrica de Reissner-Nordstrom que nos introduz a ideias
utilizadas durante o estudo da métrica Majumdar-Papapetrou. Como vimos anteriormente, a métrica
de Schwarschild foi a primeira solug¢io outras solu¢des advieram com o tempo estudé-las nos ajuda a

remontar o percurso tedrico feito pelos cientistas que as nomeiam.

2.4.1 Limite Newtoniano

A métrica newtoniana € uma métrica que nos da os resultados para uma aproximag¢ao newtoniana
dos corpos estudados, ou seja, ela cria o limite entre a fisica relativistica e a fisica cldssica de Newton.
Sabemos que a relatividade geral pode, para casos mais simples, reproduzir as andlises newtonianas.
Para encontrarmos a métrica newtoniana utiliza-se o fato de que a mesma depende do potencial

gravitacional de Newton e considerar que ela apenas reproduz solugdes para objetos com velocidade
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muito baixas, comparadas com a velocidade da luz. O elemento de linha resultante dessas aproximacoes
é:

ds® = —(1+20)dt* + (1 — 29) (da® + dy® + dz?) . (2.4.1)

Esse resultado pode ser considerado o “teste zero” para relatividade geral. Pois, para prevermos
correcdes para a gravidade newtoniana precisamos antes conseguir reproduzir as previsdes criadas pela
teoria da gravitacdo newtoniana. Outros testes validaram a relatividade geral, tais como: a precessao

de Merctrio, deflexdo da luz, atraso temporal e o redshift devido a gravitacao.

2.4.2 Reissner-Nordstrom (1916-1921)

Outra das tantas solugdes para as equacdes de campo de Einstein € a de Reissner-Nordstrom (RN),
descoberta por volta dos anos 1920 por Hans Reissner, Hermann Weyl, Gunnar Nordstrom e Georg
aker Jeffery. Esta solu¢do nos dd um campo gravitacional gerado por um BH carregado, esfericamente
simétrico e estatico. Desta vez pelo fato do BH estar carregado novos fendmenos irdo aparecer, por
exemplo, o horizonte de Cauchy, sendo um dos horizontes de evento do BH de Reissner-Nordstrom
(NORDSTRoOM, |1918) e (REISSNER, 1916). A métrica de RN é dada por:

oM Q? oM Q*\ 7'
ds? = — (1 -+ Q—2) dt* + (1 -+ Q—2> dr? 4+ r* (d9? + sin® 0d¢?) . (24.2)
r r r r
Propriedades da Solug@o de Reissner-Nordstrom:

¢ Simétrica no eixo axial;
e Estaciondaria e estatica;
¢ Assintoticamente Plana;

* Reduz a Schwarzschild com @) = 0;

Para esta solu¢do das equagdes de campo de Einstein temos 3 casos possiveis de estudo, quando a
massa dos BHs € igual a carga M = |()|, quando a massa é menor que a carga M < |@Q)|, quando a
massa é maior que a carga M > |Q|. Por possuir simetria esférica é conveniente tomarmos uso deste

sistema de coordenadas.
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3 PROBLEMA RESTRITO DE 3 CORPOS NEWTONIANO

Observando nosso sistema Solar vera a existéncia de varios objetos, sejam eles grandes como
o Sol e Jupiter ou pequenos tais quais asteroides. Descrever de um ponto de vista dindmico um
sistema tdo numeroso de objetos pode ser uma dificil tarefa. Os astrofisicos se referem a esses
sistemas gravitacionais como o problema dos n-corpos os quais sdo desafiadoramente importante
serem estudados. O problema de n-corpos consiste em estabelecer o movimento futuro de todos os
n-corpos do sistema, sendo influenciados pelas gravidades uns dos outros. Embora tenhamos equacdes
que podem prever completamente os movimentos de duas massas gravitacionais, nossas ferramentas
analiticas ficam aquém quando confrontadas com sistemas mais populosos. Na verdade, € impossivel
escrever todos os termos de uma férmula geral que possa descrever exatamente 0 movimento (posi¢ao
e velocidade) de trés ou mais objetos gravitacionais atraidos mutualmente (FRNKA| 2010). Tal fato se
d4 pela quantidade de varidveis desconhecidas que hé no sistema de n-corpos. Gragas a Isaac Newton,
podemos escrever um conjunto de equagdes para descrever a forca gravitacional que atua entre os
corpos. No entanto, ao tentar encontrar uma solugdo geral para as varidveis desconhecidas nessas
equagdes, nos deparamos com uma restricdo matemadtica: para cada incognita, deve haver pelo menos
uma equacgdo que a descreva independentemente .

Inicialmente, um sistema de dois corpos parece ter mais varidveis desconhecidas para posi¢cdo e
velocidade do que equacdes de movimento. No entanto, hd um recurso em que consideramos a posi¢ao
relativa e a velocidade dos dois corpos em relacido ao centro de gravidade do sistema. Isso reduz o
nimero de incégnitas e nos deixa com um sistema solucionavel.

Com trés ou mais objetos em Orbita, tudo fica mais confuso. Mesmo com 0 mesmo recurso
matemadtico de considerar movimentos relativos, ficamos com mais incognitas do que equagdes
que os descrevem. Existem simplesmente muitas varidveis para que este sistema de equagdes seja
desembaracado em uma solugdo geral.

Isso significa que a estabilidade de um sistema de trés corpos € improvavel para casos onde as
escalas de tempo sao consideradas grandes (Milhdes/Bilhdes de anos) (YAMADA, 2014). A aparente
estabilidade de um sistema triplo, como Alpha Centauri, pode ser substituida por um caso onde os
objetos se colidam ou sdo ejetados do sistema. Mas exceto por alguns casos improvaveis de estabilidade
todos os casos possiveis sdo imprevisiveis em longas escalas de tempo. Cada um tem uma gama
astrondmica de resultados potenciais, dependentes da menor das diferencas de posicao e velocidade.
Esse comportamento é conhecido como cadtico pelos fisicos e € uma caracteristica importante dos
sistemas de n-corpos. Tal sistema ainda é determinista, o que significa que ndo ha aleatoriedade nele.
Se vdrios sistemas comecarem exatamente nas mesmas condicoes, eles sempre alcangardo o mesmo
resultado. Mas dé uma pequena variacao nas condi¢des iniciais e todas as previsdes serdo canceladas.
Isso € claramente relevante para missdes espaciais humanas, quando 6rbitas complicadas precisam ser
calculadas com grande precisao.

Felizmente, os avangos continuos nas simulacdes de computador oferecem vérias maneiras de

evitar catdstrofes. Ao aproximar as solu¢des com processadores cada vez mais poderosos, podemos
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prever com mais confianga 0 movimento de sistemas de n-corpos em longas escalas de tempo. E se
um corpo em um grupo de trés € tdo leve que ndo exerce nenhuma forga significativa sobre os outros
dois, o sistema se comporta, com muito boa aproximagao, como um sistema de dois corpos. Essa
abordagem ¢é conhecida como o “problema restrito de trés corpos”. Ele se mostra extremamente util
para descrever, por exemplo, um asteroide no campo gravitacional Terra-Sol, ou um pequeno planeta
no campo de um BH e uma estrela ou mesmo um corpo em um sistema bindrio de BHs.

Vamos agora estabelecer o problema restrito de trés corpos. Partiremos das energias associadas ao
terceiro corpo. Para iniciarmos devemos considerar trés corpos, e um deles terd massa negligencidvel
em comparagio com os outros. E estabelecido que o movimento obedecido pelos corpos massivos
é de segue uma Orbita circular em torno do seu centro de massa, isto simplificard nosso problema.
Consideraremos ainda que todo 0 movimento se restringe ao plano X-Y e o centro de massa dos dois
objetos massivos estd na origem do nosso sistema de coordenadas. Desta forma, dadas as condi¢des
iniciais devemos ter a possibilidade de predizer o movimento do terceiro corpo, que serd influenciado

pelos outros dois gravitacionalmente.

Figura 1 — Disposi¢do do problema restrito de trés corpos, m; e msy corpos massivos, X’ e Y referen-
cial inercial

my

fonte: Autoria prépria

Na|Figura 1| podemos observar um esquema do problema restrito de trés corpos onde m; € my
sdo os corpos massivos, X’ e Y’ € o referencial inercial, X e Y referencial ndo inercial ou referencial

girante. Desta forma podemos escrever a energia cinética e potencial como segue:

T = %mg (&7 +9?), (3.0.1)
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y = Gmsm Gmgmy (3.0.2)

1 T

=@ 0 =) e =@ s - (03

onde r1/ e ro/ sdo as distncias entre a massa mgs € 0s corpos massivos e &’ e ¢ sdo as velocidades
correspondentes as nossas coordenadas atuais (referencial inercial), e as derivadas s@o dadas com
relacdo ao tempo ¢.

Definimos a partir das energias apresentadas (3.0.1e[3.0.2), nossa Lagrangiana:

1 G G
L= —m3<i'/2 + 9/2) — a1 - m3m2.
2 T T2

(3.0.4)

E importante lembrar que no caso acima os corpos massivos estio em uma 6rbita circular em torno
do seu centro de massa, ou seja, devemos considerar esta movimentagdo, na descri¢do do movimento de
mg. Tal fato nos intui a mudar para um sistema de coordenadas girante, que acompanhe 0 movimento
dos objetos massivos, eixos X e Y na[Figura I Para essa transformagdo tomaremos novas coordenadas

x e y de tal forma que podemos expressa-las da seguinte forma:

z(t) = 2’ coswt — y' sin wt, (3.0.5)

y(t) = ¢ coswt + 2’ sin wt, (3.0.6)

onde w € a velocidade angular dos corpos massivos.

Ap6s algumas manipulagdes matematicas chegamos a uma nova Lagrangiana.

Gm3m1 Gm3m2

L= %mg (i + §° + 22wy — 2ywi + w* (2% + y*)) (3.0.7)

1 )

Esta é a Lagrangiana que descreve o problema restrito de trés corpos em um referencial girante (7,
e 79 sdo as distancias nas coordenadas x e ), na sua forma cldssica. A parte referente a energia cinética
possui termos provenientes das forgas inerciais, 2xwy e 2ywi forga de Coriolis e w? (22 + y?) forga
centrifuga. A partir desta Lagrangiana podemos obter, pela equacdo de Euler-Lagrange as equacdes de
movimento de ms.

Alguns passos intermedidrios na derivacdo das equagdes de movimento sao necessarios conforme
descrito em (FRNKAL[2010). Por fim teremos que as equacdes do movimento podem ser escritas como
(FRNKA/ [2010):

jC.:Qy.ﬂc_(1—u)(56+u)_u(ﬂﬁ—lﬂf)’ (3.0.8)

3 3
1 Ty

j= 284y LBy () (3.0.9)

i Ty
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Onde neste caso r; € ry serdo reescritos abaixo como:

™ = ($+N)2+Z/2>

(3.0.10)
ro =z =140+,
€
mo
=2 3.0.11
b= ( )

Observamos que as equagdes de movimento nao sdo intuitivas e a partir de simulacdes observamos
uma caoticidade no comportamento das equacdes (FRNKA| 2010). Percebemos também que a
aceleracdo do corpo depende de trés termos, dois deles referentes as forcas inerciais, a forca de
Coriolis e a forca centripeta, e por fim a forca gravitacional. A forca de Coriolis atua em uma direcao
perpendicular ao eixo de rotacdo e a velocidade do corpo no referencial girante e é proporcional a
velocidade do objeto no referencial giratério. A forca centrifuga atua para fora na dire¢do radial. Os
dois primeiros termos das aceleragoes (3.0.8)e[3.0.9) sdo referentes as forgas de Coriolis e centrifuga
respectivamente.

Um estudo subsequente que pode ser feito € a analise dos pontos de Lagrange. Os pontos de
Lagrange sdo cinco pontos, caracterizados pela existéncia de um equilibrio entre as forgas, de tal
forma a manter um corpo estdvel neste ponto em relacdo ao referencial girante (WIDNALL; DEYST;
GREITZER| 2008). Um esquema desses pontos pode ser observado na[Figura 2]

Figura 2 — Pontos lagrangianos em torno de dois corpos massivos. Os dois discos cinzas sdo dois
corpos massivos. L, Ly e L3 (discos azuis) correspondem a solucdo colinear de Euler e L4
e Ls (discos vermelhos) sdo a solugdo triangular equildtero de Lagrange.

fonte: YAMADA (2014)

Estar nos pontos de Lagrange significa dizer que o objeto estd em repouso em relacao ao referencial
girante, o que implica em tomarmos as velocidades e acelerac¢do para zero nas equacdes (3.0.8e[3.0.9),

dessa forma:
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A-ptp)  ple—1+p)

3
T

T =
(3.0.12)
y— % L

Utilizando as consideracdes de Euler na descoberta de tais pontos podemos definir suas localizagdes.
Trés desses pontos sdo colineares com o eixo y = 0 e os outros dois pontos formam tridngulos
equilaterais com os dois grandes corpos (WIDNALL; DEYST; GREITZER, 2008)).

Para analisar a estabilidade préxima aos pontos de Lagrange tomaremos o potencial U definido

como segue:
1 G G
U = = 20wy — 2ywi + w? (2% +17)) — —= — T2, (3.0.13)
2 1 T2
Que pode ser reduzida da seguinte forma:
U= (> +y°) 2 <ﬂ + @) . (3.0.14)
(A1 )

Este potencial efetivo tem origem do estudo da equagéo (3.0.7). Simplificamos nosso potencial,
escolhendo condig¢des iniciais favordveis, de tal forma que a equagao (3.0.13)) se reduza a (3.0.14),
em que py; = my /M, pus = mo/M, my +mg = M, x1 = —aps € x5 = apy. Onde a é a distancia
entre as massas [i1 € [lo, T1 € Ty SA0 as posicdes das massas. Escolhemos 11 = 0.2, o =0.8,a=1e
obteremos a (Figura 3).

Podemos desta forma visualizar os pontos lagrangianos a partir deste U (potencial efetivo [3.0.14)
(SYMON, 1996)).

A demonstra a varia¢do do potencial no plano X e Y, podemos entdo recorta-la com um

plano em y = 0 para obter a[Figura 4 Podemos observar na a existéncia de trés pontos de
equilibrio (os picos das formas), tais pontos sdo referenciados como sendo os pontos de Lagrange L,

Ly e L3, (FRNKA| 2010). A [Figura 4]¢ um recorte da[Figura 3|no plano y = 0. Andlises aprofundadas
s@o0 necessdrias para o estudo da estabilidade de tais pontos.

Ainda proveniente da a equagdo podemos obter uma relagdo interessante expressa a seguir
(MURRAY/, [1999), em que C'; é uma constante do movimento conhecida como constante de Jacobi.
Ao estudarmos o problema de trés corpos em um referencial girante introduzimos algumas forcas
inerciais o que nos resulta na nao conservacao de energia e momento, desta forma a constante de
Jacobi (também conhecida como integral de Jacobi) € a tnica quantidade conservada neste sistema.

Definimos C'y como:
22 2 M1 M2 L9, .2 .2
Cy=w’(z +y)+2<r_+r_)_(x + 97+ 2. (3.0.15)
1 2

Podemos rearranjar a equacdo ([3.0.15)) afim de escrevé-la da seguinte forma:

P 4P+ 32 =20 — Oy,

(3.0.16)
U2 =2U — CJ.
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Figura 3 — Potencial efetivo correspondente a equacao|3.0.14{com 1 = 0,2, us = 0,8ea =1

fonte: Autoria prépria

Quando considerarmos a velocidade do terceiro corpo como zero, poderemos visualizar os limites
onde a velocidade deveria ser complexa criando assim duas regides, uma na qual a particula pode
se mover e outra na qual seu movimento ndo € permitido. Com essa consideragdo podemos obter a

seguinte expressao:

2U = Cy. (3.0.17)

A equagdo define um conjunto de superficies, dados valores particulares da constante
de Jacobi. Essas superficies sdo conhecidas como ’curvas de velocidade zero’. Nos restringindo
ao plano x-y teremos a delimitacdo das regides onde o movimento da particula nao € permitido. A
regido de impedimento da particula existe pelo fato de que nesta regido a velocidade da mesma deveria
ser complexa. A curva de velocidade zero denota uma regido permitida e impedida para a particula,
no referencial girante, ela nada diz sobre a forma da trajetéria do objeto. Podemos entdao demarcar
tais regides utilizando a equagdo (3.0.17), onde o nosso potencial efetivo U € descrito pela equagio
(3.0.14).

Como exemplo, tomaremos as condi¢des da[Figura 4] e obteremos as seguintes curvas:

Na as regides sombreadas sdo aquelas onde ndo é permitido que a particula se encontre.
A linha em verde demarca o limite onde a magnitude da velocidade passaria de zero para um valor

negativo, ou seja a linha em verde demarca onde a particula possuiria velocidade zero considerando
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Figura 4 — Recorte em y = 0 da
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fonte: Autoria prépria

Figura 5 — Curvas de velocidade zero proveniente da equagdo [3.0.17| utilizando U proveniente da

equagdo [3.0.14]

Curva de velocidade zero, C; =3.9 Curva de velocidade zero, C; =3.T
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fonte: Autoria prépria
uma constante de Jacobi. Observamos entdo, na [Figura 5| (C; = 3.9 figura a esquerda) que se a

particula 6rbita ju; ela jamais poderd orbitar 15 ou mesmo se perder para fora do sistema. No entanto,
na segunda imagem existe a possibilidade da particula orbitar yi; € to, porém jamais saird do sistema.
Em ambas figuras hd a possibilidade do objeto orbitar o sistema dos dois corpos, pela regido externa a
regido sombreada.

Nosso préximo passo € pensar neste problema do ponto de vista de relativistico. Ou seja, considerar
uma Lagrangiana do problema restrito de trés corpos para a métrica newtoniana. O que serd discutido

posteriormente.
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4 SOLUCAO DE MAJUMDAR-PAPAPETROU (1967)

A solugdo de MP tem um lugar especial em nossas andlises, pois a partir dela definiremos as
possiveis Orbitas nas vizinhancas de um sistema bindrio de BHs. Essa solu¢do foi descoberta em 1947
independentemente por Majumdar, um fisico indiano e Papapetrou um fisico grego (MAJUMDAR,
1947)). A solucdo MP € uma das solucOes exatas para a equacao de Eintein-Maxwell, ela descreve n
BHs em equilibrio, com massas M}, e com carga de mesmo sinal. Por causa da relacdo carga-massa
de cada BH, sua atracdo gravitacional é exatamente compensada por sua repulsio eletrostitica. O
espaco-tempo de MP ¢ estética e possui simetria axial, por isso € conveniente tomarmos o uso de
coordenadas cilindricas, diferentemente do que observamos para o caso do espaco-tempo RN. A
métrica MP, na verdade é um caso especial das condi¢des de maxima eletrizagdo de um BH (M = |Q)])
de RN.

Apesar da nossa métrica descrever n BHs, estaremos nesse trabalho reduzindo nosso problema
a dois corpos, um sistema bindrio de BHs. Também conhecido como "Extreme Reissner-Nordstrpm
dihole"esse € um caso especial da métrica MP (CHANDRASEKHAR| [1988)). Para este capitulo a
assinatura da métrica utilizada sera (-,+,+,+).

O elemento de linha na geometria MP € dado como segue:

ds? = _dr + U? (dp® + p*d¢* + d=?) . 4.0.1)
2

A métrica MP, para nossas andlises, possui duas massas dispostas no eixo z. Inicialmente elas ndo

necessariamente precisam ser iguais. Localizamos um BH em 2 = a e outro em z = —a dessa forma

podemos escrever U(p, z) da forma como se segue:

+ = + T
VA (E—a PPt (zta)?

Os horizontes de eventos neste caso sao considerados como pontuais (HARTLE; HAWKING,

U(p,z) =1

(4.0.2)

1972). Por simplificagdo consideramos G = 1 e ¢ = 1 o que nos resulta em M com unidade de

distancia a qual se reflete na carga do BH. A Lagrangiana no espago-tempo MP ¢ dada por:

t2 . . .
2L = 2 + U? <p2 + p%p* + 22> = —0, (4.0.3)

onde a notacgio £, p, be: representa as derivadas com respeito ao parametro afim e  é uma
constante, sendo 9 = ( para geodésicas do tipo tempo e = 1 para geodésicas do tipo luz.

Duas quantidades conservadas aparecem nesta Lagrangiana, obtidas a partir das equacdes de
Euler-Lagrange as quantidades conservadas serdo os momentos candnicos associados a condi¢do de
que a Lagrangiana nao depende da coordenada generalizada em questao.

Equacio de Euler-Lagrange:

o~ g =V 04
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As quantidades conservadas sdo a Energia
E=1t/U? (4.0.5)

e 0 momento angular

L, = ¢U?p?. (4.0.6)

Desta forma podemos reescrever a equagdo da Lagrangiana (4.0.3) substituindo as equagdes

¢[4.0.6). O que nos resulta na equagdo posterior:
L2 J
U2 U2

Consideramos que a equacao pode ser separada em uma energia cinética e energia potencial.

E? — p? — 22 (4.0.7)

Podemos definir nosso potencial efetivo da forma:

2§
Vers(p) = 71,2 + —. (4.0.8)

2
4.1 ANALISE DOS CASOS PARA PLANOS FIXOSEM ¢ =0E 2z =0

Para o espago-tempo de MP existem dois casos onde as andlises sdo mais comumente feitas, para
geodésicas contidas no plano ¢ = 0 e z = 0 (ASSUMPCAO et al., 2018). Utilizando as equacdes
acima iremos agora ter uma visao geral das solu¢des para o caso MP levando em conta a fixa¢ao dos

planos.

4.1.1 Plano¢ =0

Quando escolhemos manter a 6rbita confinada a ¢ = 0 é de forma arbitrdria, pois qualquer
escolha de angulos teriam o mesmo resultado. Desta forma estudaremos o movimento das geodésicas
confinadas ao plano meridiano.

Para uma separacgao arbitraria dos BHs as equagdes das geodésicas nao sdo separaveis (CUNHA
HERDEIRO; RODRIGUEZ, 2018)). Considerando massas iguais e utilizando métodos numéricos
podemos observar trés tipos de orbitas do tipo-luz e do tipo-tempo, confinadas a esse plano, estas

Orbitas sdo instaveis e se perdem para fora ou dentro do sistema em poucos ciclos.

* (i) Uma 6rbita que envolve ambos os horizontes, mostrada em azul em ambas as [Figura 7| e
Figura 8| Para pequenas separacdes, ou seja, a << M, o raio de tal 6rbita ¢ 2M, como esperado

da analise do caso a = 0.

* (ii) Orbitas que envolvem apenas um horizonte, mostradas em vermelho em ambas as figuras.
Em grandes separacdes, tais geodésicas apenas “veem” o campo gravitacional de um dos BHs.

De fato, descobrimos que a 6rbita € quase circular com raio M.
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* (iii) Uma 6rbita “em forma de 8 que envolve cada um dos horizontes uma vez, mostrada em

preto em ambas as figuras.

O potencial efetivo obtido a partir da equagdo (4.0.8)), para uma particula contida neste plano pode

ser escrito como:

1)
Verr(p) = ik

Na vemos as curvas potenciais para uma disposi¢do igual de massas. O potencial ndo

4.1.1)

leva em consideracdo o momento angular da particula em z e somente descreve as geodésicas do

tipo-tempo, visto que quando ¢ for igual a zero o potencial efetivo sera zero.

Figura 6 — Geodésicas do tipo-tempo para o potencial efetivo da equacdo || em ¢ =0
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o
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Ln

fonte: Autoria Prépria

Na|Figura 7|e[Figura 8| observamos essas trés orbitas.

4.1.2 Planoz =10

Para o plano z = 0 fixaremos a distancia dos BHs como a = 1. Isto reduz nossas equacdes (4.0.2]e
4.0.7) da seguinte forma:

20
Ulp2) =1+, ¢ E*—/~
PP 41

L? )
Utp? U

4.1.2)



32

Figura 7 — Orbitas do tipo-luz contidas no plano ¢ = 0

@J

z/ M
fonte: ASSUMPCAO (2018)

Figura 8 — Orbitas do tipo-tempo contidas no plano ¢ = 0
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-10¢

-20¢

z/ M
fonte: ASSUMPCAO (2018)

Consideramos que a segunda equagdo (4.1.2)) pode ser separada em uma energia cinética e energia
potencial, de forma similar ao que foi introduzido em (4.0.8)). Podemos definir nosso potencial efetivo
da forma:

s
Vers(p) = 01,2 + 3

(4.1.3)

A partir da andlise do potencial efetivo podemos determinar as condi¢des de estabilidade das
orbitas de acordo com (NAKASHI; IGATA 2019). Teremos entdo as seguintes condi¢des:

I*V, >V,
9, /7~ 0 — Orbita estavel , 95 /7«0 — Orbita Instavel . 4.1.4)
P P
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A andlise envolvendo as derivadas segundas do potencial efetivo serdo realizadas em outro momento.
Por agora iremos observar o caso de Orbitas circulares em z = (

Orbitas fechadas e circulares possuem as seguintes condi¢des p = 0, 2 = 0 e j = 0 (TAKEDA,
2020). Aplicamos estas informacgdes na equacao da Lagrangiana obtida anteriormente iremos

obter as seguintes condicoes:

OVeys OVeys
— =0 — =0. 4.1.5
ap © "oz ( )
A segunda condigdo em (4.1.5]) implica que:
oU
— =0. 4.1.6
92 ( )

Proveniente das condi¢des anteriores e utilizando (4.1.6) nds obtemos a seguinte expressdo para as

massas dos nossos objetos:

2 _ 273
Ml_l—i-z{p +(1 z)] @.17)

My, 1—2z|p2+(1+2)2
Aplicando a condi¢@o imposta anteriormente de z = 0 implica que as massas em (4.1.7) sdo iguais.

Desta forma utilizamos a primeira condi¢do de (4.1.5)) com o plano fixado em z = 0, o que nos conduz

N

a:

(p*+1)° =2M (2 —1). (4.1.8)

Para p > 1 podemos resolver esta equacdo por substituicio (WUNSCH et al., 2013)). Logo:

B=p+1, (4.1.9)

% —AM?B? + 16 M*B — 16 M? = 0, (4.1.10)

~ /2
M = g ~ 1,837. 4.1.11)

Para valores de M < M = 1,837, ndo existem 6rbitas do tipo-luz, para M = M existe apenas uma

e para M > M existem duas 6rbitas. As Grbitas estdo localizadas nos pontos criticos OV,¢s/0p = 0.

4.2 RESULTADOS

4.2.1 Plano ¢ =0

Testamos as orbitas mencionadas anteriormente por uma simulagdo numérica através do Sage Mattﬂ
(The Sage Developers, 2022), que € uma ferramente computacional que permite analisar sistemas

algébricos e geométricos. Com essa ferramenta pudemos simular as geodésicas obtidas através da

' https://www.sagemath.org/
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nossa métrica. Dados os parametros iniciais de posicdo e velocidade podemos obter um grafico da

evolucio da geodésica em relagdo ao tempo como mostra [Figura 9| |Figura 10|e [Figura 11} As 6rbitas

simuladas aqui estdo restritas no plano ¢ = 0.
Conseguimos verificar a estabilidade das 6rbitas descritas por (ASSUMPCAO et al., 2018)). Nesse

primeiro caso tentamos reproduzir as Orbitas em azul, mostrado na[Figura 7
Figura 9 — Reproducdo da orbita tipo-luz proveniente da (azul)

z

fonte: Autoria prépria

A mostra uma sutil mudancga nas condi¢des iniciais da drbita em questdo, neste ponto
qualquer variacdo minima mostra uma instabilidade na érbita. A estabilidade sé € observada quando
partimos das condi¢des iniciais especificadas em (ASSUMPCAO et al., 2018), a qual é mostrado na
F1g 0

Figura 10 — Reproducao da orbita tipo-luz proveniente da (azul)

\
o\p

\
N

~—

fonte: Autoria prépria

Por fim verificamos a estabilidade das 6rbitas "com forma de 8" mostradas na[Figura 7



35

Figura 11 — Reproducdo da drbita tipo-luz proveniente da (preta)

Y

fonte: Autoria prépria

Observamos que elas sdo pouco estdveis se mantendo em sua forma por no maximo de duas voltas
em torno do sistema, de acordo com as simulacdes. Apds isso elas ou colapsam com os BHs, ou sdo

ejetadas do sistema.

4.2.2 Plano z =0

Partindo do potencial efetivo descrito anteriormente (4.1.3)) podemos plotar diferentes curvas
potenciais que variam de acordo com as massa dos BHs e com o momento angular L. Neste caso de
andlise estaremos restringindo as nossas orbitas ao plano z = 0. Dessa forma obtemos as préximas

figuras.

4.2.2.1 Geodésicas do tipo-luz



Figura 12 — Geodésicas do tipo-luz para massas iguais a 1.837

M=1.837

Verr(p)

fonte: Autoria Prépria

Figura 13 — Geodésicas do tipo-luz para massas iguais a 1

Verr(p)

fonte: Autoria Prépria
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Figura 14 — Geodésicas do tipo-luz para massas iguais a 3

M=3

Verr(p)

fonte: Autoria Prépria

Figura 15 — Geodésicas do tipo-luz para massas iguais a 5
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fonte: Autoria Prépria
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4.2.2.2 Geodésicas do tipo-tempo

Figura 16 — Geodésicas do tipo-tempo para massas iguais a 1.837

M=1.837

Vers(p)

10-2 10-1 10° 101 102

fonte: Autoria Prépria

Para as figuras que mostram o potencial efetivo para geodésicas do tipo-luz (Figura 12| |[Figura 13|

I[Figura 14]e|Figura 15]) podemos observar o que ja foi descrito anteriormente. Para massas menores

que M ndo temos Orbitas, ja para massas iguais a M teremos uma Orbita e para massas maiores que M
possuiremos duas 6rbitas, observados nas figuras da se¢do[d.2.2.1] Para o caso do potencial efetivo

para geodésicas do tipo-tempo (Figura 16| [Figura 17| [Figura 18|e|Figura 19) vemos que existem duas

orbitas a depender do momento angular escolhido, uma delas € estdvel, localizada no minimo local e

outra € instavel localizada no médximo local (WUNSCH et al., 2013), observadas nas figuras da secao

4.2.2.2
Para testarmos a estabilidade da 6rbita em 2 = 0 a mesma foi simulada com pequenas variacdes em
suas condigdes iniciais. A a seguir mostra essa simulag¢do de uma 6rbita circular com ligeiras

mudancas de posi¢do inicial, utilizamos M = 3 e L = 16 posicdo inicial p = 1.329 com
pequenas variagdes.
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Figura 17 — Geodésicas do tipo-tempo para massas iguais a 1

M=1

fonte: Autoria Prépria

Figura 18 — Geodésicas do tipo-tempo para massas iguais a 3

M=3

Verr(p)

fonte: Autoria Prépria
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Figura 19 — Geodésicas do tipo-tempo para massas iguais a 5

M=5

10-3 10-2 10-1 10% 101 102 1073 104

fonte: Autoria Prépria

Figura 20 - Orbita estdvel em z = 0, M = 3 e L = 16, (a) p=110bB)p=1329(c)p=14

(a) (b) (e}

fonte: Autoria prépria
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5 LIMITE NEWTONIANO E APROXIMACAO POS-NEWTONIANA

5.1 PROBLEMA RESTRITO DE TRES CORPOS DESCRITO PELA METRICA NEWTONIANA

Neste capitulo iremos deduzir o problema de trés corpos partindo de uma aproximagdo newtoniana
do caso relativistico, para isso iremos precisar da definicdo de uma métrica newtoniana descrita na
primeira parte deste trabalho. Para esta secdo a assinatura da métrica utilizada serd (+,-,-,-). Todos os
calculos aqui apresentacdes seguirdo a referéncia de (LANDAU, [2000).

Partimos da métrica definida na se¢do de fundamentos teéricos, capitulo[2]

ds? = (1 + 26—25) Adt? — (1 — %) (d:):2 + dy? + sz) . (5.1.1)

c2

E utilizaremos a Lagrangiana escrita em sua forma relativistica:

dz* dz”
—2L = gt ———. 5.1.2
T 7dx 6.12)
Consideraremos velocidades baixas, o que significa negligenciar os termos
2¢ da® da?
—_ 5.13
2 d\ d\ ( )
Nossa Lagrangiana se reduz a:
1 20\ 20 10 o
L0:_5(1+C—2>ct+§(x ey (5.1.4)

Tendo em mente o problema restrito de trés corpos newtoniano, ¢ muito mais eficiente se traba-
lharmos em coordenadas fixas nas massas, ou seja, em um referencial girante. Além disto mantemos
nossa considera¢do que o movimento de todos os objetos estdo restritos ao plano onde y = 0, como foi
demonstrado na sec¢éo sobre o problema de trés corpos, capitulo[5] Apds alguns calculos podemos

escrever a Lagrangiana como segue:

1 20 W (224297 L. o oy w(xE—zi)te
L=—|14—— t°+ = _ 5.1.5
5 + 2 2 + 5 (x + 2 ) + . ( )

Temos:
=0 (nulo)
dzt dx”

—2L = g —— = = ipo- . 1.6
T 1 (tipo-tempo ) (5.1.6)

= —1 (tipo-espago )

A Lagrangiana ndo depende explicitamente do tempo, de tal forma que:

L d (0L
== (E) —0, (5.1.7)
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L
a—. = FE = const. , (5.1.8)
ot
oL 20 wr, 5, o] . :
Friaie 1—1-?—?@ +2%)| Pt + w(zz — 2d) = E. (5.1.9)

A partir da equag@o acima conseguimos reescrever a Energia como segue:

E 20 w? 1. . w? .
2= 1—1—6—2—g(x2+22)+§(x2+22)—g(xx+zz)2. (5.1.10)
6;21

Expandindo a raiz quadrada (1/(1 + €)) em série de Taylor em torno do ponto € = 0, teremos:

E 1 ¢ wW(x*+2%)  WH(xE+ 22)?
— =14+ — (24 + = - — . 5.1.11
c? + 2c? (x T ) + c? 2¢2 2ct ( )

Esta entdo € a energia do problema de trés corpos restrito na métrica newtoniana considerando

baixas velocidades e velocidade de rotagdo baixa.
A partir da equagdo (5.1.11) podemos obter o potencial efetivo, devemos considerar apenas os
termos que nao dependem da velocidade, também devemos desconsiderar os termos provenientes da

correcdo relativistica. Aplicado estas condi¢cdes podemos reescrever o potencial efetivo como:

U=¢—w?(z®+2%). (5.1.12)

Este potencial é o mesmo que foi apresentado no capitulo[3] e serd analisado de forma similar no

futuro. Caso expressarmos ¢ nas coordenadas apresentadas no capitulo [3| obteriamos a equacao (3.0.14

52 APROXIMACAO POS-NEWTONIANA

Nesta secao iremos obter a 1PN, e com ela construir a Lagrangiana referente ao problema restrito
de trés corpos.

A forma de se encontrar a métrica pds-newtoniana € similar ao método que se utiliza para encontrar
a métrica newtoniana explicada anteriormente, pois os dois métodos se baseiam na suposi¢do de uma
perturbacao na métrica plana. A diferenca entre a aproximacao newtoniana e pds-newtoniana estd na
ordem dos termos que utilizamos.

Primeiramente precisamos definir uma métrica dita “quase plana”, para isso definiremos uma

métrica que € a soma da métrica de Minkowski com uma perturbagdo

G = My + Iy - (5.2.1)

Subimos os indices da equagdo anterior e isso nos resulta em:

g =" — " 4+ O(h?). (5.2.2)



43

A partir das equagdes (5.2.1]e[5.2.2)) podemos reescrever a conexao, inicialmente dada pela equagio

(2.2.6). Desta forma:

1 loa
U0, = S (0hE + Ohf, = ) = 17 Dhus + Do — Dohy). (5.2.3)

Utilizando a conexdo descrita em (5.2.3) podemos reescrever o tensor de Ricci (FORD; PARKER|,
1977) como:

1 a e a !
Ruy :(O)RW, + § (h;;w - hu wa T hy, sua T hlw;a ) B Z

+2hap;ah;wm + h;phup;v + h;phup;# - h;phw/;p - tha;phup;a + 2hva;pha#;p)

(hap;uhap;u = 20 ahypw — 20 0Py prpt

1 «
+ §h ’ <h#p;ua + hvmua - hw;pa o hap;/ﬂ/) :
(5.2.4)
Sabemos que a métrica newtoniana é dessa forma (5.1.)), assim podemos definir as perturbagdes

iniciais (de ordem de velocidade iguais a (1/c?)) como sendo:

2

2
hoo = C—2¢> hoi = 0, hij = —;@51’]’- (5.2.5)

A Lagrangiana de uma particula tinica num campo gravitacional produzido por outras particulas
pode ser dada como (LANDAU, 2000):

ds 9 vl 2 vivl 1/
La = —mac% = —MgyC 1+ ho(] + Qh()l— ) + hij 5 . (526)
C C C

Podemos expandir a equagio acima, descartando —m,c® obtemos:

mav? h2,

, |
MgV h v 1 o
e e (% + hoi =2 4+ —hjviel — =20

L,=
2 &c? c 2c2

hOO 2
— . 2.
3 + 4C2va) (5.2.7)

Observando a equagdo acima, temos que para obter a Lagrangiana requerida (ordem (1/c?))
é suficiente conhecer as componentes espaciais h;; com a precisdo (1/c?) como a que é dada em
; 0s componentes mistos (que estdo ausentes na aproximagio newtoniana (1/c?)) sdo necessdrios
para termos de ordem (1/c?), e a componente de tempo hg para termos em (1/c?). Para recalculd-
los, voltamos mais uma vez as equacdes gerais da gravitagdo e consideramos os termos de ordem
correspondente nessas equagoes.

Para encontrarmos as perturbagdes nas ordens indicadas precisamos comecar pela defini¢cao do

tensor energia-momento:

mqc dxt dx”

™ = < 5(r—ry). 5.2.8

; T ds @) (5.2.8)
Nosso primeiro passo € encontrar as perturbagdes hqg € ho;, visto que a perturbagdo /;; ja esta dada

na ordem requerida em (5.2.5)). Para isso devemos escrever o Tensor Energia-Momento 1o, T; € Ti;.

Substituindo as métricas de goo, go: € gi; na equagio (5.2.8) teremos:
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Too =Y 2 (1420 | % 5 5.2.9
00 — mgcC +02 —f-@ (I' I'a), ()
Ty =) MalaiVe; (¥ — To) (5.2.10)

= Macvaid (r —1,). (5.2.11)

Precisamos agora escrever nossos tensores de Ricci (Ryo e Ry;). A partir da equacdo (5.2.4)
podemos obté-los da seguinte forma (LANDAU, [2000):

1 2 2
Roo = =V?hoo + = ¢V?¢ — (V). (5.2.12)
2 ct ct

Onde, ¢ € o potencial newtoniano para uma particula pontual

Z (5.2.13)
lr — ra\
Da mesma forma obtemos Fy;:
1 1 0%
Roi = =V?hgi + =— -, 5.2.14
L) oi F 2¢3 Otox! ( )
Escrevemos agora as equagdes de campo de Einstein, da forma que se segue:
8rG 1
Ry = — (Tk - —ng) . (52.15)
& 2
Para o caso o de hqg, a componente temporal, temos:
87TG 1
Roo = (Too - —gooT) (5.2.16)
ct 2
Para o lado direito reescrevemos da seguinte maneira, o lado esquerdo se mantém:
1 1
1 i 1 i
= §G (2T00 - TOO -1 Tap) = §G (TOO -7 E]> s (5218)
5dq 2 2
:—G6 (r—1,) ) mac’ {H +2—62—§] (5.2.19)

Por fim teremos:

87rG 5¢a g
_v2hoo + - ¢v2¢ _z w Zm ( AL @) S(r—r,). (5.2.20)
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Usando a identidade descrita abaixo e a Equacdo de Newton:

4(Vo)® =2V* (¢°) —46V?0 e V2o =47G Y m,d(r—1,). (5.2.21)

Reescrevemos a equagdo (5.2.20):

8 G 2
& (hoo 2 ¢>2) 7T ( 2C;> 5(r—ra). (5.2.22)

Substituimos ¢, por:

-G Z |ra - rb| (5.2.23)

Utilizamos a relacdo matematica abaixo, para resolver o lado esquerdo da equacao (5.2.22):

VQ% = —47mé(r). (5.2.24)

Por fim obtemos a componente temporal da pertubacido da métrica, de forma geral, como sendo:

2¢ mq¢, 3G mgv?
ho=—5+~F -~ Z - nE (5.2.25)

r—r,] ¢

O desenvolvimento para encontrarmos as componentes mistas da perturbacdo seguem similar aos

passos anteriores. Substituimos agora as componentes mistas do tensor energia-momento (5.2.11) na

equacdo (5.2.13).

Obteremos:
Ro; = Sz—f (Toj - %gojT) , (5.2.26)
Roj = 8:—4G (To;) (5.2.27)
%V%OQ + % af;ia = SWG Z MaClaad (T — Ta)), (5.2.28)
V2hy = — 16;G S Mmavad (r —1,) - 012 aat Zai (5.2.29)

A solucdo para esta equacgao linear é:

4G MaVga 1 0%.f
ho; = — Z | i . (5.2.30)

r—r, otdz®

Em que f é uma solugdo para a seguinte equagao auxiliar:

Vi=¢=-Y Gma_ (5.2.31)
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Computando f podemos por fim escrever hg; como:

hoi = 203 Z T — I‘a| [T0ai + (Va " a) 1] - (5.2.32)

Por fim, podemos montar a nossa Lagrangiana referente ao problema restrito de trés corpos

utilizando a métrica com suas perturbagdes hoo, ho; € h;; proveniente respectivamente das equacdes

(5.2.25[5.2.32]e[5.2.5]). Substituiremos as perturbacdes na equagio 7) obteremos:

2
1 Gm
_ 2
L=—mc +2mu <Z\r—rl>
_ G”’ié i T(u-vy) + (0 - w) (n; - vi) — 3 (0 4 v2) (5.2.33)
202 P |I‘—I‘i’ 7 7 % 7 i L.
2
+20y ]+o(c—4)

Onde n; = (r — r;) / |r — r;| é o vetor unitdrio. Esta Lagrangiana descreve um corpo com posi¢ao
r, velocidade u e massa m submetida aos campos gravitacionais de dois outros corpos m;,7 = 1,2,
cujas posicoes e velocidades sdo respectivamente r; e v; (¢« = 1,2) (HUANG; MEIL; HUANG, 2018]).

A partir da equagdo (5.2.33)) podemos recuperar as observagdes feitas na equagdo (5.1.11). Para
isto precisamos considerar baixas velocidades u < c. Assim podemos reescreve-la como:

1 3G* 2 i

m m;
L =— — ! . 5.2.34
me® + 2mu +Gm E |I‘—I‘1| 9e2 (? |r—ri|> ( )

Analisando nosso problema, sistemas bindrios com Orbitas circulares, nos € intuitivo tratar o
problema partindo de um referencial ndo inercial, um referencial girante que acompanha os corpos
massivos, tal qual foi estudado na capitulo 3] A partir da equagdo (5.2.34), escrita em coordenadas
inerciais podemos fazer a troca de referenciais considerando a transformacdo expressas abaixo, em que

X e Y e suas respectivas derivadas no tempo sdo as coordenadas no referencial inercial.

X = zcoswt — ysinwt,
Y = rsinwt + y cos wt,

i (5.2.35)
X = (& —wy) coswt — (y + wx) sin wt,

Y = (& — wy) sinwt + (¥ + wz) cos wt.

Consideramos as seguintes quantidades: d; = \/(x — m1)2 +1y2 dy = \/(m — :702)2 + 12, as
distAncias entre a particula teste € os objetos massivos; R = /22 + 32, U? = i? + 9%, A = yx — iy.
As velocidades angulares serdo expressas como:

wo= V() = (GM((&Z)Q; =3 e b= (1+w/c?). (5.2.36)

O calculo aproximado de w? para a 1PN pode ser encontrado em (CONTOPOULOS, |1976) como:
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2

w? =W} (1 + 2w1/c2) . (5.2.37)

Para mais conveniéncia separaremos a lagrangiana em trés termos, o primeiro representa a aproxi-
mac¢do newtoniana e os demais termos se referem a 1PN. Assim definimos:

L=Lo+c Ly +c Lo (5.2.38)
Fazendo uso da equagio (5.2.35)) reescrevemos a Lagrangiana (5.2.34) como segue:

1
Lo=G|—+—=)+=(U*+2A R%w
0 (d1+d2> 2( + 2Awg + R*wyp)

Ly =wow; (A + szo) ;
1Mo 1 1 1
a <d1 i d_) "3
m

dl d2 2
1
- Zw(?J +wz) (22 4 T2 ) S+ wa) (Dt e
2 dy dy 2

1 . mixy (x — 1) Moty (T — T3)
— éwy(x — wy) [ B + e

L,

== (U? + 24w + R%?)" - G?

OOI»—A

Definimos aqui as transformacgdes de Legendre:

oL
E= qu L (gi-Gs) - (5.2.40)

Utilizando as transformagdes de Legendre @ para a Lagrangiana (5.2.39) podemos obter a
energia total do sistema, expressa como:

Mo 1 1 1 3 1
E=0G|[-2 ~_R? Uy = R2+ 2U* + — A% 4+ U2A
(d1 dz) 2 w0+2 +c2 Wow1 —1—8 —I—2 w” + w

mimy (1 1Y 1 ?
ame (2 ) (M T
a dy  do di | dy
3 (my  my 9 9 o 3 o, (muxi  mox
G T2 (U2~ R - 2
" [ (d1+d2>( @) g i d
15, mlx% ML’ 7 miTy Mooy
—|—2w Y < a2 + d% + 2ww 4 + a4 .
Excluindo os termos provenientes de contribui¢des da energia cinética da expressdo (5.2.41)

podemos obter o potencial efetivo para nosso sistema, consideraremos ainda que my + mo = M, 114
ma /M, s = mo/M e xy = —ajig, xo = apy. Assim:

1 1
+ ZU2R2w2 — §R4w4 —G?

(5.2.41)
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1 1 1 G*M? 1 1
‘/eff =GM (& + &> - —szJJo + -5 [WoW1R2— §R4w4 — —'ul/la (— + )
c a

4 dy) 2 d, ' dy
2072 2 2 2 2 2 2
_GMT (i e\t SGMETWT (g | 3GMWT (inay | piat (5.2.42)
2 dl dg 2 dl dg 2 dl d2
+GMoJ2y2 o N [loTo? N TGMwz [ 2, N oo
> PR 2 o4 )]

Conforme estudado em secOes anteriores utilizaremos o potencial efetivo para a construgdo de
gréaficos localizando os pontos de Lagrange. Vale ressaltar que este potencial € a juncao do potencial
newtoniano mais a corregio relativistica, onde na equagio (5.2.42) o termo que multiplica ¢ 2 é a
nossa correc¢ao relativistica.
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6 ANALISE E RESULTADOS

Neste capitulo utilizaremos o potencial efetivo para verificar os pontos de Lagrange de sistemas
previamente definidos. Nosso estudo parte da andlise de um sistema de objetos compactos, porém
a métrica MP admite apenas sistemas que possuam BHs maximalmente carregados. J4 as equagdes
obtidas no capitulo anterior (5.2.39] [5.2.41] e [5.2.42)) em nada discriminam o tipo de objeto a ser

estudado. Neste caso € valida a verificagdo dos nossos resultados para objetos compactos, tais quais

ands brancas, estrelas de néutrons e BHs.

Utilizamos o seguinte parametro :

2 = (%)2 x <ij‘5> , 6.0.1)

poderemos nos nortear sobre até qual dimensdes pensar a 1PN como valida (DUBEIBE; LORA
|CLAVIJO; GONZALEZ[, |2017|). Utilizaremos o pardmetro 2 (6.0.1)) como sendo viélido até 10%,

ou seja, a corre¢do ndo pode ser superior a 10% da diferenca entre os potenciais, newtoniano e pds-

newtoniano. Como veremos nas proximas se¢des 2 vai depender da combinagio entre a distincia dos
objetos massivos e da massa de tais objetos. Como podemos ver na[Figura 21|£? se torna maior que

zero para um limite de massas-distancias o que serd apresentado em sequéncia.

Figura 21 — Variagdo de % com relagdio a massa total do sistema e da distincia entre os objetos
massivos

fonte: Autoria prépria
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6.1 ANAS BRANCAS

Quando consideramos anas brancas precisamos levar em conta suas caracteristicas, como o raio
médio e a massa média na qual esses objetos se apresentam no universo. Suas massas variam entre
0.3My, e 1.4M, sendo mais comumente encontradas com 0.6, seus raios sio da ordem de 7 x 10°
metros, ou seja, 1% do raio do Sol (ROMERO et al.,[2019). Levando essas caracteristicas, nenhuma
disposicao desses objetos faz com que a andlise dos mesmos seja conveniente serem tratados por
um formalismo pds-newtoniano, pois nao observamos uma diferenca expressiva entre os potenciais
newtoniano e pos-newtoniano do sistema bindrio.

As massas para a Tabela[??]sdo iguais, ou seja, M = 0.6/, é a massas total do sistema e equivale
am; = OSM@ € Mo = OSM@

Tabela 1 — Sistemas binarios de Anas Brancas

Massa Total [M)] \ Raio da Orbita [m] \ g2
0.6 14x10° 6.326x107°
1.4 18x10° 11.481x107°
2.66 20x 108 19.633x10~°
2.66 14x106 28.047x107°

fonte: Autoria propria

A ¢ um grifico que nos mostra a varia¢do dos potenciais (newtoniano e pés-newtoniano)
através do plano XY, a[Figura 23]é um recorte da figura anterior pelo plano y = 0. Para a[Figura 23|
estamos considerando duas ands brancas com massas de 0.6, o que reflete as ands brancas mais
observadas no universo. Observamos que ndo h4 diferencas entre analisarmos esse objeto de um ponto
de vista newtoniano e de 1PN, lembrando que a distancia de 14 x 10%m é praticamente a eminéncia de
colisdo entre elas, visto que estamos considerando Ands Brancas com raios aproximadamente 1% do
raio do Sol.

Para os casos de sistemas de ands brancas a disposicao da massa e da distancia ndo admite que haja

um 2 > 0.1, o qual € a limite escolhido aqui neste trabalho.
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Figura 22 — Potenciais Efetivos (newtoniano e pds-newtoniano sobrepostos), Sistema Bindrio de Anas
Brancas M=1.2M, pt; = 0.6, 1o = 0.6, a = 14 x 10°m

fonte: Autoria prépria

Figura 23 — Recorte em y = 0 do Potenciais Efetivos (newtoniano em verde e pds-newtoniano em
vermelho, sobrepostos), Sistema Bindrio de Ands Brancas M=1.2M), 3 = 0.6, o = 0.6,
a =14 x 10°m

i | | | | 5 -N
-PN

BT 7 T O KRS SRR SSSSSRU SR SRR S SR B SR

Vogs()/c?

BT e T 4 NSRS SO SNSRI ) DSV SN SRR NUUS 1 SO SR S | W

—0.0010

T [m] le7

fonte: Autoria prépria
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6.2 ESTRELAS DE NEUTRONS

As estrelas de néutrons possuem uma massa que podem variar de 1.4V, a 2M ., sendo encontradas
mais comumente no universo com 1.4V (MILLER et al., 2019). Com raios de aproximadamente
1 x 10*m (10km), o que possibilita érbitas préximas para os objetos massivos no sistema binario. A
método de estudo iremos admitir um sistema inspirado no sistema real conhecido como bindria de
Hulse-Taylor. Este sistema bindrio € composto por uma estrela de néutrons e um pulsar que orbitam em
torno de seu centro de massa. Possui massa total igual a 2.828 M e semieixo maior igual a 1950100km
(1.95°m). Sendo um dos primeiros sistemas bindrio de pulsares descoberto (HULSE; TAYLOR,|1975).

No nosso caso iremos considerar as mesmas massas € o semieixo-maior dos objetos se tornard o

raio da nossa Orbita circular. A partir disto podemos construir a seguinte tabela:

Tabela 2 — Sistemas binarios de Estrelas de Néutrons

Massa Total [M] \ Raio da Orbita [m] \ g2
2.8 1.9501 x 10? 2.1195 x 107
2.8 1.9501 x 106 2.1195 x 1073
2.8 1.9501 x 10° 2.1195 x 102
2.8 0.3900 x 10° 0.1059

fonte: Autoria prépria

Observamos que se considerarmos as distincias reais da bindria de Hulse-Taylor ndo veremos
uma diferenca na considerag¢do do problema visando uma abordagem newtoniana e uma abordagem

pGs-newtoniana que afete os pontos de Lagrange, o que pode ser verificado na[Figura 24] e [Figura 23] a

diferenca entre os regimes é imperceptivel. A medida que aproximamos nossas estrelas de néutrons
podemos observar a necessidade de tratd-los a partir da 1PN, como € visto na [Figura 26| pois hd uma
diferenca de energia para qual os pontos de Lagrange sdo encontrados. Ja na|Figura 27|entramos no
limite de validade do regime pés-newtoniano, considerado neste trabalho, onde £2 € por volta de 10%.

Observamos que deslocar os objetos para mais préximos afeta os pontos de Lagrange fazendo com

que os mesmos se desloquem para potenciais maiores em relacdo ao tratamento pds-newtoniano.
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Figura 24 — Potenciais Efetivos (newtoniano e pds-newtoniano sobrepostos), Sistema Bindrio de
Estrelas de Néutrons M=2.8 M, j11 = 1.4, 1o = 1.4, a = 1.9501 x 10"m

fonte: Autoria prépria

Figura 25 — Potenciais Efetivos (newtoniano e pds-newtoniano sobrepostos), Sistema Bindrio de
Estrelas de Néutrons M=2.8M,, 1, = 1.4, g = 1.4, a = 1.9501 x 10"m
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fonte: Autoria préopria
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Figura 26 — Potenciais Efetivos (newtoniano e pds-newtoniano), Sistema Bindrio de Estrelas de Néu-
trons M=2.8 M, pi; = 1.4, jiy = 1.4, a = 1.9501 x 10°m
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fonte: Autoria propria

Figura 27 — Potenciais Efetivos (newtoniano e pds-newtoniano), Sistema Bindario de Estrelas de Néu-
trons M=2.8 M, pu; = 1.4, puy = 1.4, a = 0.39002 x 10°m
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fonte: Autoria prépria
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6.3 BURACOS NEGROS

Nosso ultimo caso de interesse neste capitulo € tratar os vdrios sistemas envolvendo BHs. Aqui
consideraremos varias massas e distancias. Como padrdo tomaremos a distancia considerada nas
andlises das estrelas de néutrons, que por sua vez € uma equivalente ao semieixo-maior da bindria
de Hulse-Taylor (HULSE; TAYLOR! 1975). De forma andloga aos casos analisados anteriormente,

verificaremos quando € pertinente tratar o sistema através do regime pds-newtoniano.

Tabela 3 — Sistemas binarios de Buracos Negros

| Massa Total [M] | Raio da Orbita [m] | g2
13 (3+10) 1.9501 x 10°  9.84073 x 10°
13 (3+10) 1.9501 x 108 9.84073 x 10~°
13 (3+10) 1.9501 x 10¢  9,84073 x 1072
13 (3+10) 1.9501 x 10°  9,84073 x 1072

fonte: Autoria propria

As figuras abaixo nos mostrarao as diferencas entre os potenciais newtonianos e pos-newtonianos

para dois dos sistemas tabelados.

Figura 28 — Potenciais Efetivos (newtoniano e pds-newtoniano sobrepostos), Sistema Bindrio de
Buracos Negros M=13M, i1 = 3, j1o = 10, a = 1.9501 x 10°m
|
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fonte: Autoria prépria

Vemos nas |[Figura 28| e [Figura 29/ a mudancga do ponto de Lagrange no eixo x em relagdo ao valor

do potencial efetivo.
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Figura 29 — Potenciais Efetivos (newtoniano e pds-newtoniano), Sistema Bindrio de Buracos Negros
M=13Mg, p1 = 3, pto = 10, @ = 1.9501 x 10°m
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fonte: Autoria prépria

Outra forma de atingirmos o limite imposto nesse trabalho, para o tratamento do sistema com uma
1PN, é mudarmos as massas dos objetos. Considerando massas iguais e uma distancia fixas obteremos

a seguinte tabela:

Tabela 4 — Sistemas binarios de Buracos Negros

Massa Total [M)] \ Raio da Orbita [m] \ g2

1 x 10 1.9501 x 10° 0.00756
5 x 10% 1.9501 x 10° 0.03784
1 x 10° 1.9501 x 10° 0.07569
1.3 x 10° 1.9501 x 10° 0.09840

40(20 + 20) 1.8454 x 105 ~ 31r,  0.03199
40(20 + 20) 0.9227 x 106 ~ 157,  0.06399
40(20 +20)  0.59052 x 105 ~ 10r, 0.09999

fonte: Autoria propria

Para uma distancia fixa (1.9501 x 10%) qualquer combinagio de massa supere 1.3 x 10°M, estd
fora do nosso regime. Buracos negros com tais massas sdo considerados supermassivos.

Por fim, a[Figura 30| nos mostra a disposi¢do dos pontos de Lagrange com BHs separados por uma
distancia da ordem de 10R.S raios de Schwarzschild. Verificamos entdo a possibilidade de andlise de
uma grande variedade de casos a partir da primeira aproximagao newtoniana (1PN). Tal aproximagao
se mostra valida para casos onde a distincia entre nossos objetos ndo seja menor que 10R.S, e nossa
massa total nfio seja superior a 1.3 x 10°M.
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Figura 30 — Potenciais Efetivos (newtoniano e pds-newtoniano), Sistema Binério de Buracos Negros
M=40M, pt; = 20, gz = 20, a = 0.59052 x 10m ~10 r,
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fonte: Autoria prépria

6.4 CURVAS DE VELOCIDADE ZERO

A partir dos potenciais efetivos podemos construir as curvas de velocidade zero. No problema
restrito de trés corpos os momentos e energias nao sao conservados, mas possuimos uma quantidade
que € a constante de Jacobi, como descrito no capitulo[d N6s ndo podemos ter uma solugdo exata
para o movimento orbital, porém podemos obter regides no espaco onde a particula ndo pode estar.
Na [Figura 31| as regides sombreadas sdo aquelas onde as particulas podem estar localizadas, ou seja,
¢é permitido sua localizagdo e as regides claras sdo as excluidas. Dessa forma podemos comparar a
diferenca das regides a partir das diferentes abordagens, newtoniana ou pds-newtoniana, isso se deve
inteiramente a diferenca no potencial efetivo, como visto anteriormente.

Como o potencial efetivo newtoniano e pos-newtoniano se sobrepde, ndo ha diferencas entre as
regides permitidas dentro desse sistema. Na podemos observar as curvas de velocidade
zero para trés constantes de Jacobi, sdo elas respectivamente da esquerda para a direita 20 x 1074,
25 x 107* e 30 x 10~

Tomando o sistema bindrio de BHs, descritos pela podemos observar uma diferenga
entre as curvas de velocidade zero entre suas diferentes abordagens. Na[Figura 32| podemos observar a
limitagdo da drea permitida pela abordagem newtoniana em verde, e a pés-newtoniana em vermelho.
As constantes de Jacobi na possuem valores, respectivamente da direita para a esquerda,
0.20, 0.22 e 0.30.

Separando as curvas na primeira imagem na obtemos a nesta fica evidente
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Figura 31 — Curvas de velocidade zero. Sistema Bindrio de Ands Brancas M=1,2M, u; = 0.6,
po =0.6,a=14x10°m. (a) C; =20 x 107, (b) C; =25 x 107 e (¢) C; =30 x 107*
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fonte: Autoria prépria

Figura 32 — Curvas de velocidade zero. Sistema Binario de Buracos Negros M=40M¢, 11y = 20,
2 = 20, a = 0.59052 x 10°m ~10 ;. (a) C; = 0.20, (b) C; = 0.22 ¢ (c) C; = 0.30
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fonte: Autoria prépria

a diferenca entre as possiveis regides permitidas para a particula. No primeiro caso a particula pode
somente orbitar um dos BHs ou orbitar o sistema bindrio como um todo. J4 no segundo caso é
permitido que haja a passagem de uma 6rbita de um dos BHs para o outro, ou mesmo a dispersio da

particula para fora do sistema, considerando uma mesma constante de Jacobi para o sistema.
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Figura 33 — Curvas de velocidade zero. Sistema Bindrio de Buracos Negros M=40M ¢, 111 = 20, e =
20, a = 0.59052 x 10°m ~10 1, e C; = 0.22. (a) Limite newtoniano, (b) Aproximagio
pOs-newtoniana
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fonte: Autoria prépria
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7 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS

Nosso objetivo principal com este trabalho foram dois, conseguir descrever o problema restrito de
trés corpos para o espago-tempo MP e para uma 1PN. por meio de simulacdes numéricas utilizando o
Sage Math verificar alguns dos resultados obtidos.

Como primeiro passo tinhamos o intuito de reproduzir os resultados de (ASSUMPCAO et al.,
2018)), conseguindo descrever o problema em questdo através do espaco-tempo MP, para podermos
criar um plano de acdo através da andlise algébrica e numérica do problema. Dessa forma conseguimos
construir uma base tanto tedrica quanto pratica que nos auxiliaria para podermos fazer uma comparagao
entre os resultados encontrados para a o espaco-tempo de MP e para a 1PN posteriormente.

Considerando o estudo do espaco-tempo de MP conseguimos obter os resultados apresentados no
capitulo[d] As 6rbitas descritas na literatura foram observadas. Para o caso de andlise que fixa o plano
¢ = 0 as 6rbitas podem somente ser encontradas através de andlises numéricas, e se dispde em trés
formatos, érbitas que envolvem apenas um dos BHs, érbitas que envolvem os dois BHs e 6rbitas com
formato de "oito"que envolvem ambos os BHs. Para o caso de andlise que fixa o plano z = 0 6rbitas
circulares podem ser encontradas a depender da massa total do nosso sistema bindrio. Por fim para
ainda nesta abordagem observamos a estabilidade das orbitas a partir de simulacdes numéricas.

Em sequéncia, era nosso intuito descrever o mesmo problema considerando 1PN da relatividade
geral. Desenvolvemos uma base tedrica a partir de referéncias para podermos estender o problema
cldssico para uma andlise relativistica.

Considerando o estudo do limite pds-newtoniano de alguns sistemas bindrios hipotéticos, en-
contramos um alcance da validade do regime 1PN. Verificamos ainda a influéncia da gravidade na
determinacdo das regides onde as Orbitas poderiam ser encontradas. Estas regides sdo obtidas da
andlise das curvas de velocidade zero que tem como base os potenciais efetivos dos sistemas binarios,
encontrados no penultimo capitulo.

Com essa dissertacao conseguimos verificar alguns resultados da literatura e comecar uma base
para a comparagao entre as abordagens. No entanto, elas se distinguem nas consideracdes do problema.
Ao considerarmos o sistema bindrio estédtico, perdemos as forcas ndo inerciais que estdo presentes
no sistema definido pela 1PN. Isto é um empecilho se tentar encontrar uma equivaléncia entre as
abordagens estudadas.

Como perspectivas podemos pensar em estender todas nossas andlises para o caso de sistemas
triplos, os quais estdo tendo mais interesse da comunidade atualmente. Estudar um limite de onde o
espaco-tempo de MP recaia na 1PN e verificar por meio de simula¢des numéricas se € possivel definir

Orbitas nas regides descritas pelas curvas de velocidade zero.
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