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RESUMO

Neste trabalho, estudamos o problema de Cauchy, para a equacdo do calor nao
linear, em espacos de pseudo-medidas. Provamos a existéncia, unicidade e
estabilidade assintética das solugoes globais no tempo para pequenos dados iniciais

em espacos de pseudo-medidas.

Palavras—chave: Equacdao do calor nao linear, Espacos de pseudo-medidas,

Solucdes auto-similares.



ABSTRACT

In this work, we study the Cauchy problem in pseudomeasures spaces for nonlinear
heat equation. We prove the existence, uniqueness and asymptotic stability of the

global-in-time solutions for small initial data in pseudomeasures spaces.

Keywords: Nonlinear heat equation, Pseudomeasures spaces, Self-similar so-

lutions.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, construiremos solucoes, em espacos de pseudo-medidas, para o pro-
blema de Cauchy para a equacao nao-linear do calor:

u(0, z) = uo(x), r € R3, (1.1)

{ut—Au—mﬁ, te Rt z € R3,
em que 1 € R é uma constante, u = u(t, x) é uma fungao a valores reais a ser determinada
e ug = up(z) é o dado inicial.

Na literatura existem muitos trabalhos considerando a existéncia e unicidade de solu-
¢oes do problema de Cauchy para a equagao com um termo nao-linear mais geral,
por exemplo, [5], [8 10} 15, 17, 18] para o caso em que o dado inicial uy estd em um espago
de Sobolev e [I3] em espagos de Besov.

Boa colocacao global e o comportamento de solugoes em tempos grandes serao dis-
cutidos, neste trabalho, em espacos de pseudo-medidas. Estes espacos sao apropriados
para o estudo de equacoes parabdlicas nao-lineares, uma vez que admitem dados iniciais
singulares e homogéneos. Além disso, espagos de pseudo-medidas podem conter solucoes
singulares. Por exemplo, para as equagoes de Navier-Stokes, as solucoes singulares cons-
truidas por Landau [9] e por Tian e Xin [16], podem ser descritas em alguns espacos de
pseudo-medidas (veja [2] para mais detalhes sobre esta discussao).

Estabeleceremos a boa colocagao global de solugoes com dado inicial pequeno, em
espacos de pseudo-medidas, para o problema de Cauchy acima, empregando a abordagem
das duas normas de Kato [7]. Uma vez que espacos de pseudo-medidas podem admitir
funcoes homogeéneas, é possivel obter solucoes auto-similares, desde que os dados inici-
ais satisfacam a estrutura auto-similar, porém, tais solugoes nao serao abordadas neste
trabalho.

Esta dissertacao esta organizada em 3 capitulos. A seguir faremos uma breve descrigao
do conteudo de cada um deles.

No Capitulo 1, apresentamos conceitos preliminares que servirao de base para a teoria
que queremos estudar nos capitulos posteriores. Comecamos lembrando algumas propri-
edades da convolugao, em seguida, definimos o conceito de transformada de Fourier e
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apresentamos algumas de suas propriedades. A transformada de Fourier serd importante
para definir os espagos PM®. Para continuar os estudos preliminares, apresentamos o
conceito de distribuicoes e distribuicoes temperadas. Além disso, veremos um resultado
contendo propriedades importantes da transformada de Fourier das distribui¢oes tempe-
radas. Por fim, apresentamos um resultado sobre convolucao de fungoes homogéneas e
um Lema de ponto fixo abstrato os quais serao muito uteis para nossos propositos.

No capitulo 2, introduzimos os espacos de pseudo-medidas, os quais serao fundamentais
para obtencao de existéncia e unicidade de solugoes do problema de Cauchy para a equacao
do Calor nao-linear.

No capitulo 3, apresentamos novamente a equagao do calor nao linear e, baseados
no artigo [12], calculamos a solu¢ao do problema linear associado. A solugao encontrada
gera um semigrupo S(t) via convolu¢do com o nucleo de Gauss-Weierstrass. A seguir,
apresentamos a formulagao integral do problema , que ¢é dada por,

u(t,z) = S(t)uo(z) + M/o S(t — 7)u? (7, z)dr. (1.2)

Depois de encontrarmos estimativas para o semigrupo do calor, provamos a existéncia,
unicidade e estabilidade assintética das solugoes globais no tempo para pequenos dados
iniciais em espacos de pseudo-medidas.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos as principais ferramentas para o desenvolvimento das
técnicas necessarias para obter solucoes de uma equacao do calor nao linear em espacgos
de pseudo-medidas. Tais defini¢oes e resultados serao o alicerce de todo o nosso trabalho.
Na Secao 1.1 comecaremos apresentando os espacos LP e as importantes desigualdades
de Minkowski e de Holder. Na Segao [2.2) apresentaremos algumas propriedades bésicas
de convolucoes. Na Secao veremos uma breve introducgao a teoria da Transformada
de Fourier. Nas Secoes e estudaremos os conceitos de distribuicao e distribuicao
temperada, respectivamente. Na Secao apresentaremos um resultado importante sobre
convolugoes de fungoes homogéneas. Por fim, encerraremos esse capitulo com a Segao [2.7]
em que é apresentado um Lema de ponto fixo abstrato que sera fundamental para obter
existéncia e unicidade de solugoes do problema de Cauchy para a equacao do calor nao-
linear. Todos os conceitos e resultados apresentados nesse capitulo podem ser encontrados
em [1], 6, [4].

2.1 Os espacos [*

Definigao 2.1.1 Sejam (X, A, u) um espaco de medida e 1 < p < oco. O espago LP(X)

consiste de todas as classes de equivaléncias de fungoes mensurdveis f : X — R tais que

J 1 <.

em que duas funcoes mensurdveis sao equivalentes se elas sao iguais p—q.t.p. A norma

LP de f € LP(X) € definida por

I~ ( |f|p);'

10
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Com a notagao LP(X) assume-se que a medida g em X é compreendida. Dizemos que
fo— fem LP se ||f — fullr — 0. A razdo para considerar fungdes que sao iguais quase
sempre como equivalentes é que || f||z» = 0 implica que f = 0. Por exemplo, a fungao
caracteristica yg dos racionais em R ¢é equivalente a 0 em LP(R).

O espago L*(X) é definido de uma maneira ligeiramente diferente. Primeiramente,
apresentaremos a nog¢ao de supremo essencial.

Definicao 2.1.2 Seja f : X — R uma funcao mensurdvel em um espaco de medida

(X, A, ). O supremo essencial de f em X €
esssup f =inf{a € R: u{x € X : f(z) > a} = 0}.
X

FEquivalentemente,

esssup f = inf {Supg g=1f u—q.t.p.}.
b's b'e

Assim, o supremo essencial de uma fun¢ao depende apenas de sua u — ¢.t.p. classe de
equivaléncia. Dizemos que f é essencialmente limitada em X se

esssup | f| < oo.
X

Defini¢ao 2.1.3 Sejam (X, A, u) um espago de medida. O espago L*°(X) consiste de to-
das as p—q.t.p. classes de equivaléncias de fungoes mensurdveis essencialmente limitadas

f: X — R com norma

|||z = esssup |f].
X

Definicao 2.1.4 Sejam (X, A, ) um espago de medida. O espago LY (X) consiste de
todas as pu—q.t.p. classes de equivaléncias de fungoes mensurdveis f : X — R tal que
fxa € LP(X), para todo A C X compacto, com 1 < p < oo, em que xa denota a fungdo

caracteristica do conjunto A.

Apresentaremos agora duas desigualdades fundamentais, cujas demonstracées podem
ser encontradas em [1].

Teorema 2.1.5 (Desigualdade de Minkowski) Se f,g € LP(X), em que 1 < p < 0.,
entio f+g € LP(X) e
1f +glle < [flle + llgll e
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Esta desigualdade significa que, como afirmado anteriormente, que || ||z» é uma norma
em LP(X) para 1 < p <o0.Se0 < p <1, entdo temos a desigualdade contraria

[ llze + gllze < (1 + gllze,

entdo || - ||z» ndo é uma norma neste caso. No entanto, para 0 < p < 1, temos

\f+gl? < |fIP + g

entdo LP(X) é um espago linear neste caso também.
Para apresentar a segunda desigualdade, definimos o expoente conjugado de Hélder.

Definicao 2.1.6 Seja 1 < p < 0o. O expoente conjugado de Hdélder p'de p é definido por

1
-+—==1, se 1 <p<oo,

Teorema 2.1.7 (Desigualdade de Holder) Suponha que (X, A, 1) é um espago de me-
dida e 1 <p<oo. Se fecIP(X)ege LV (X), entio fg€ L'(X) e

/X Faldi < 11111 gl -

Para p = p' = 2, esta desigualdade é chamada de desigualdade de Cauchy-Schwartz.

2.2 Propriedades basicas de convolucoes

Definicao 2.2.1 Se f e g sao fungoes mensurdveis em R"™, entao sua convolugdo f *g é
definida por
frglx)=[ [flz—y)gy)dy
]Rn

para todo x € R™ para os quais a integral existe.

Comegaremos mostrando que a convolugao entre duas fungoes em L'(R") é definida e
pertence a L*(R").

Proposigao 2.2.2 Se f,g € LY(R"™), entao a convolugio f * g é definida em quase todo
ponto de R"™. Além disso, f g € L*(R™) com || f *g|li < || fll1llgll:-
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Demonstracao: Para nao fugir dos propésitos desse trabalho, utilizaremos o fato de que
a funcao (z,y) — h(z,y) = f(x —y)g(y), (z,y) € R*" ¢ mensuravel em R?" sem exibir
uma prova.

De acordo com o Teorema de Tonelli,

[ [ =i e = [ ([ 1= aliswier) @

B / ( - lf(:c—y)ldx) l9(y)| dy (2.1)

= |f(2)ldz [ |g(y)ldy < oo
R Rn

e, portanto, segue que h € L'(R?*"). Do Teorema de Fubini, segue que f * g € L'(R") e,
em particular, que a convolucao f * g existe para quase todo x € R™. A ultima afirmacao
segue, finalmente, de (2.1)). |
O proéximo resultado mostra que a convolugao é comutativa e associativa.

Proposigao 2.2.3 Se f,g,h € L'(R"), entao:

(i) frg=gxf.

(i) (f*g)*h=[x(gxh)
Demonstracao: Fazendo a mudanca de variavel z = x — y, obtemos

frg(x)= - flx —y)gy)dy = - f(2)g(x — 2)dz = g = f(x),

0 que prova o item (7).
A propriedade associativa segue do Teorema de Fubini e do item (7). De fato,

draene) = [ ([ 1t y- ) nay

= [ s ([ oo 2miay)

[ (g h)(z).

|
Nosso proximo resultado sobre convolugoes é frequentemente chamado de desigualdade
de Young e generaliza a Proposigao [2.2.2]

Teorema 2.2.4 Suponha que 1 < p,q < oo satisfaz }D + % >1esejal <r < oo tal que
%+% =1+ % Se f € LP(R") e g € LYR™), entdo f * g é definido quase sempre em
L'(R™), com || * gll» < I fllpllgllq
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Demonstracao: Consideremos, primeiramente, o caso em que r = co. Entdo, ¢ = p/, em
que p’ é o expoente conjugado de p e pela desigualdade de Holder temos

/n [f (@ = w)llg()ldy < [ fllpllglly < oo,

para quase todo x € R"™, de onde segue que f * g existe para quase todo x € R" e que

1S * gllse < 1 1Ipllgllq-
Analisemos, agora, o caso em que 1 < r < co. Note que p e ¢ sao finitos nesse caso

e que r > p,q. Assim, se a = 1 — 2 entao 0 < a < 1. Seja, também, 3 = g, tal que
satisfaz 1 < 8 < o0. Da desigualdade de Holder, segue que

ha) = [ 156 = w)llatldy
= [ 1@ =) la)lf e - v)dy
< ([ 1= an0=mginan) sl

= ([ 1= lgrar) 11y,

para quase todo z € R", em que ¢’ o expoente conjugado de ¢. Isto implica que

(h(a))? < [f]|o / (& — )| () ody,

]Rn

pois aq’ = p.
Da desigualdade acima e da desigualdade de Minkowski na forma integral, segue que

8 \7?
Il = Wil < e ( [ ([ 1=t dx)
e [ ([ 1=l )y

Qu 11—«
= ARG, gl

=

IN

Finalmente, usando que f¢ = r e (1 — a)fq = p, obtemos

Al < IR Nglle = £ l1ollglla-
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2.3 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier é uma ferramenta extremamente poderosa e tem muitas
aplicagoes em varios ramos das ciéncias exatas. Neste trabalho, ela sera utilizada para
definir os espagos com os quais trabalharemos e, portanto, apresentaremos apenas uma
breve introducao a teoria da transformada de Fourier.

2.3.1 A transformada de Fourier em L!

Definigao 2.3.1 Seja f € L'(R™). A transformada de Fourier f de uma funcio f €
LY(R™) € definida por

f(6) = (2m)% / @), § R (2.2)

n
Aqui, x - & = z:&: 1, & € R" € o produto interno canonico em R™ e i € a unidade
) AYE ) )
Jj=1
maginaria.
Observe que

O] < (2m)3 / F(@)|dz = 2m) 2|l (2.3)

n

para todo £ € R", ou seja, a transformada de Fourier estd bem definida.
Como pode ser visto em [6], Teorema 1.1, a transformada de Fourier f é uma fungao
continua e limitada. Além disso, de ([2.3), segue que a seguinte desigualdade é verificada:

1l < 2m) 75| f 120 (2.4)

Exemplo 2.3.2 Seja f a funcdo caracteristica do intervalo (—1,1) C R. Entao,

for = ot [ e

1

[NIES

= (2m)” /_ (cos(—z€) + isin(—xf)) dz

1

= (2m)2 /_1 cos(z&)dx
1 sin(z€)

= (2m) ¢
2 sing

Ver €

1

-1

Vale observar que f ¢ L'(R).
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A aplicacdo §, a qual leva uma funcao f € L*(R") na funcao f, é também chamada
transformada de Fourier e é linear:

Proposigao 2.3.3 Se f,g € L'(R") e a, B € C, entio

~

of + Bg(€) = af(€) + By (€),

para todo £ € R™.

Demonstracao: Segue diretamente da linearidade da integral. ]
Uma das mais importantes propriedades da transformada de Fourier é que a trans-
formada de uma convolucao é basicamente o produto das transformadas das fungoes

envolvidas. Lembremos que como visto na Proposicao [2.2.2] a convolucao f * g é definida
quase sempre em R” e pertence a L'(R") se f,g € L*(R").

Proposigao 2.3.4 Se f,g € L'(R"), entao

Frg (&) =(2m)2f(£)4(6),

para todo £ € R™.

Demonstracao: Para a demonstracao, basta usar as definicoes de transformada de
Fourier e da convolugao de funcgoes, bem como realizar uma conveniente mudanca de
variavel:

e = ot [ e g
) /n e " f (2 — u)g(u)duda

= (27)*%
= (2m)72 / ) / ) e~ WS £ () g (u) dudw
= (27)7: /n /n e f(w)e ™ g(u)dudw

= [t (0t [ ety do

= [ e 0
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Para o préximo resultado precisaremos das seguintes definigoes:

Definigao 2.3.5 Um vetor da forma o = (aq, -+ , ), em que cada componente a; € um

inteiro nao-negativo, € chamado de multi-indice de ordem

« a0

— (o7
=x'wy? LT

e, para v € R", x o

Definicao 2.3.6 Seja 2 C R™ aberto e f: 2 — R. Dado um multi-indice o, definimos o
operador derivagdo de f de ordem |a| por

01/ (x)

axlal [N axnan ’

0°f(z) ==

Proposigao 2.3.7 Suponha que f € L*(R™) e que 0°f existe quase sempre e pertence a

LY(R™) para algum multi-indice o. Entdo

—

0°f(€) = (i€) f (&), (2.5)

para todo £ € R™.

Demonstragao: Usando inducdo, a prova se reduz a mostrar que (2.5)) é valida quando

la| = 1, isto é, quando 9% = 5., Para algum indice 7 com 1 < j < n. Sem perda de
Ly

generalidade, vamos assumir que j = 1. Denotaremos um ponto x € R" por x = (z1,2’),

em que ; € R e 2’ € R"! Note que a fungao x; — f(x1,2') pertence a L'(R) para

quase todo 2’ € R"! de acordo com o Teorema de Fubini. Para tais pontos 2’ € R"~ 1,

temos que

f(zy,2") = (0,2 +/ —8f(t,x’)dt,
ST
para —o0o < x; < 00.

Note que a igualdade acima mostra que hI:Itl f(x1,2") existe. Além disso, o limite
T1—rLOO

deve ser nulo, pois f(-,2’) pertence a L'(R).
Agora, obteremos ([2.5)) integrando por partes a transformada de Fourier, de dimensao
um, de g—zfl(-,x’):

5? = -5 —iz’-¢’ = —iz1&1 af / /
g = et [ e ([Teme i) do
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— (27r)3/ o€ (eiwl&f(xl,x') + ifl/ eixlglf(xl,x’)dxl) dx’
Rn—1 r1=—00 — 00

R G ( / e—m&fm,x')dm) i
Rn-1 —00

= 7;51]?(5)'

Proposigao 2.3.8 Suponha que f € L'(R") e que [, |z|*|f(z)|dz < oo para algum
inteiro k > 1. Entdo f € C*(R") e

0°f(©) = 2m) F [ (i) pla)dn = ()T ©) (2.6)
para todo |a] <k e & € R™.

Observagao 2.3.9 Note que (2.6) € exatamente o que obteriamos se derivdssemos for-

malmente f sob o sinal de integracao:

o4 = @n e [ e

= (2m)°2 6ge_m'§f(x)dm

R

~ (2n) / e (i) f(o)do

Demonstragao: E suficiente provar ([2.6) para & = 1 e podemos assumir que o =
(1,0,...,0). Escrevendo = = (z1,2') e £ = (£1,&'), onde 2/, & € R™!, temos que

~ L , —iz1h -1 ) o
F&+h &) — fl&,¢ i) f (1, @ >e @&+ €) o o
h R—1 —ix1h

e—tr1h_q1
—ix1h

e—ir1h_q
—ix1h

Teorema da convergéncia dominada que

Como o quociente tende a 1 quando A tende a zero e < 1, segue do

o JE 0 ) — f&,€)
h—0 h

N\:

eiixlh — 1 . 1 el
/ / lim (—ixq) f (xl,x'),—e_l(“&” ) doyda’
Rn— 1

h—0 —ix1h

/ / —ixy) f(x1, )e_i("“&”/'gl)dxldx/,
Rn— 1

N\:
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ou seja, R
of n vl -
oo (6) = @2m)72 [ e (—iwn) f(x)d.
agl n

- of . - ,
A continuidade de %, é uma consequéncia do fato que o lado direito de (2.6 é uma

1

funcao continua de &. [ ]

O fato da transformada de Fourier f de uma funcao f € L' nao ser necessariamente
integravel torna a interpretacao da formula de inversao muito delicada. Aqui, focaremos
o caso simples quando f € L'(R"). Porém, vale ressaltar que o espaco S, das fungoes de
decrescimento rapido, chamado de espaco de Schwartz, ¢ o ambiente em que a teoria da
transformada de Fourier é mais elegante e mais simétrica, veja por exemplo, [4].

Pode-se mostrar que se ambas f e f pertencem a L'(R™), entao

f)=2mt [ ey,

n

para quase todo x € R™. Para mais detalhes veja, por exemplo, [6].

s

Defini¢ao 2.3.10 A transformada inversa de Fourier f de uma fungio f € LY(R™) ¢
definida por
flo) = (2m) [ eeperas, ae

n

Vale lembrar que a transformada inversa compartilha a maioria das propriedades com
a transformada de Fourier. Além disso, com essa notacao, a discussao acima pode ser

reformulada da seguinte forma: f () = f(x) para quase todo x € R", desde que f e f
pertencam a L!'(R").

2.3.2 A transformada de Fourier em L2

A estratégia para estender a transformada de Fourier para L?(R™) é a seguinte: primeiro
escolhe-se uma sequéncia de fungoes fp € L'(R") N L*(R") tal que fi — f em L*(R").
Uma vez que cada f;, pertence a L'(R"), ela tem uma transformada de Fourier f;. A
seguir mostra-se que a sequeéncia fk é convergente em L*(R™). O limite desta sequéncia
¢ entao definido como a transformada de Fourier f de f e ¢é independente da escolha da
sequencia f. Por fim, mostra-se que a extensao é consistente com a definicao anterior,
verificando-se que as duas definigoes coincidem para fungoes em L'(R") N L?(R™).

Dada uma funcao f € L*(R"), consideremos f; = f o isto é,
B (0

Fulz) = { f(x) se|z| <k (2.7)

0 selz| >k,
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parak =1,2,.... E possivel mostrar que cada fungao fj, pertence a L*(R"), é integravel e,
portanto, tem uma transformada de Fourier, e que a sequéncia fj, aproxima f € L?(R").

Definigio 2.3.11 Se f € L3(R") e f, € dada por 2.7), definimos f € L*(R™) como o

limite em L*(R™) da sequéncia (fi)32,.

Observacao 2.3.12 1. Pode-se mostrar que se f € LY(R™) e fi € dada por [2.7),

2.

3.

entdo a sequéncia (f,)72, ¢ convergente em L*(R™).
A transformada de Fourier leva L*(R™) em L*(R™).

Pela definicao,

k—o00

f(&) = lim (2m) "2 /| . e f(x)dr em L*(R"), (2.8)

0 que significa que

J.

No caso em que f € LY(R™) N L2(R™), a transformada f definida por (2.8) coincide

2
d¢ — 0, quando k — oo.

F(6) — (2m) 8 /| R

com a Defini¢ao|2.5.1|

A transformada de fourier em L?(R™) preserva muitas propriedades da transformada

de Fourier em L*(R™). Em particular, se 9;f € L*(R™) para algum j, entdo ng(f) =

~

i&; f(§).

Se f € L*(R"), entdo vale a famosa férmula de Plancherel:

[ Vf(a)Pdz = 2 | (e 29)

Recordemos que se f, f € L'(R"), entao f = f, em que

f(x)—(Zw)‘g/ T f(E)dE, x e R™.

n

Note também que se R é o operador reflexdo, definido por Rf(x) = f(—z). x € R",
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entao

Isto motiva a seguinte defini¢ao:

Definigdo 2.3.13 A transformada inversa f de f € L*(R") € definida por f = Rf.

Pode-se mostrar que se f € L*(R"), também temos que f=T.

2.4 Distribuicoes

Aqui, X e K denotam subconjuntos aberto e compacto do R", respectivamente. Além
disso, por C§°(X) denota-se a classe das fungoes infinitamente derivdveis em X, com
suporte compacto. Denomina-se suporte de f o fecho do conjunto dos pontos de X onde
f € nado nula e representa-se o suporte de f por supp(f).

No contexto da teoria das distribuigoes, a classe C5°(X) é tradicionalmente denotada
por D(X) e as fungdes que pertencem a D(X) sao chamadas de fungoes teste.

Definicao 2.4.1 Uma sequéncia ()32, C D(X) converge para ¢ € D(X), isto €, ¢ —
¢ em D(X), se:

(i) existe um subconjunto compacto K de X tal que supp(¢r) C K para cada k;

(17) 0“¢r converge uniformemente para 0%¢ em X para cada multi-indice .

Definicao 2.4.2 Uma distribui¢ao sobre X é um funcional linear u : D(X) — C que €
sequencialmente continuo, isto €, se ¢ — ¢ em D(X), entdo u(pr) — u(ep).
Vale ressaltar que escreveremos na maioria das vezes < u, ¢ > ao invés de u(¢), em

que u € D'(X) e ¢ € D(X).
Denotaremos a classe das distribui¢oes em D(X) por D'(X).

Exemplo 2.4.3 Cada fungio f € L}, .(X) dd origem a uma distribui¢io uy através da

loc

mtegracao:

< g, >= /X f(@)6(x)dz, € D(X).
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FEsta aplicagao € linear. Além disso, note que se ¢ € D(X), com supp(¢) C K, entdo

|<uf¢>|</|f |dx<||¢||oo/|f )| d.

Disto seque que se ¢, — ¢ em D(X) e supp(¢r) C K, para todo k, entao

| <upé>— <updp>| < 6— mnoo/K F(@)lde,

o que mostra que < uy, ¢ >—< Uy, d >.

Definicao 2.4.4 Uma sequéncia (u)52, C D'(X) converge para u € D'(X), e escreve-
mos uy — u, se < uy, » >—< u,$ > para cada ¢ € D(X).

Para motivar a definigao de derivada de uma distribuigao, assumiremos que u € C*(X)
e que ¢ € D(X). Usando integracao por partes, temos que

(50 = [ gtede = = [ wo)gir = (u o),

para 7 =1,2,...,n
Isto nos leva a seguinte definicao para derivadas parciais de primeira ordem de uma
distribuicao:

lau

Definicao 2.4.5 A derivada parcia By com j = 1,2,...,n, de uma distribuicao u €

D'(X) € definida por

<axj’¢> <§§i> ¢ € D(X). (2.10)

Observagao 2.4.6 (i) Segue da defini¢io de convergéncia em D(X) que se u € D'(X),
entao 887“]_ eD(X), paraj=1,2,...,n

(i7) Segue do item (i) que a distribuicio u € D'(X) tem derivadas parciais de todas as

ordens. Também, se a € um multi-indice, entdo (2.10) implica que
(0°u,¢) = (=1 (u,8°¢), ¢ € D(X).

(i1i) As derivadas da distribui¢ao uy do Exemplo sao frequentemente chamadas de

derivadas fracas.



2.5 Distribuigoes temperadas 23

2.5 Distribuicoes temperadas

Defini¢ao 2.5.1 Uma fungio ¢ € C°(R™) € chamada fun¢ao de decrescimento rdpido

se

[6lap = sup [a0%0(a)] < oo,
xe n

para todo multi-indice o e 3. O espaco vetorial de todas as funcoes de decrescimento

rapido € chamado de classe de Schwartz e é denotado por S.
Assim, se ¢ € S, entao ¢ e todas as suas derivadas tendem mais rapido a zero do que
|z|~* para qualquer inteiro k > 0, quando |z| — oo.

Segue da Definicao [2.5.1] que a classe de Schwartz é invariante sob derivacao e multi-
plicagao com poténcias de x e que essas operagoes sao continuas em S.

Definigao 2.5.2 Uma sequéncia (¢r)p2, C S converge para ¢ € S se
¢ — bullas — 0, quando k — oo,

para todo multi-indice o e 3.

Observagao 2.5.3 Sdo fatos conhecidos que o conjunto D(R™) € um subespago denso de
S e que § € um subespaco denso de LP(R™), para 1 < p < oo, para mais detalhes veja,

por exemplo, [4)].

Uma das importancias da classe Schwartz na teoria da distribuicao decorre do seguinte
resultado:

Teorema 2.5.4 A transformada de Fourier F € uma aplicagao continua de S em S.
Demonstragao: Ver [].

Observacao 2.5.5 Vale observar que para f,g € S, temos que E(f) = (Qw)—%(f*g)(g).
Tal propriedade serd de grande importancia na obtencao de nossos resultados.

Vamos agora definir o espaco dual de S.

Definicao 2.5.6 A distribuicao temperada é um funcional linear v : & — C que é

sequencialmente continuo, isto €, se ¢, — ¢ em S, entao < u, o, >—>< u, P > .

A classe das distribuicoes temperadas é denotada por S'.
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Definigao 2.5.7 Uma sequéncia (ug)i>, C S converge para u € §" se < uy, ¢ >—
< u,¢ >, para toda ¢ € S.

Note que se u € &', entdo como D(R") C S, a restri¢io de u a D(R™) pertence a
D'(R™). Podemos entao considerar &’ como um subespago de D’(R™).

Agora estamos em condicoes de definir a transformada de Fourier de uma distribuigao
temperada.
Definicao 2.5.8 A transformada de Fourier u de uma distribuicdo temperada u € defi-
nida por

<h,p>=<u,6p>, ¢€ES.

Observagao 2.5.9 (i) Note que se u € §', entao 4 € §', pois a transformada de

Fourier € continua em S de acordo com o Teorema|2.5.4.

(17) A transformada de Fourier é também continua em S'. De fato, se upy — u € &,
entao

< Wy >=< U, @ >—=< Uy p >=< 11, >
para toda funcao ¢ € S, pois (/zAS € S, o que mostra que uy — 4 em S'.

(i1i) Se f € LY(R™), entao
<Uj, p >=< uy, ¢ >= . f(2)p(x)dx = . f(@)o(x)de =< usp, ¢ >

para toda funcao ¢ € S, o que mostra que a transformada de Fourier distribucional

de f coincide com a transformada ordindria.

(iv) A transformada de Fourier inversa @ de uma distribuicao temperada u é definida
por

<A p>=<u,p> ¢ES.

Mais ainda, & = u = 1, para toda u € S’.

A seguir serao demonstradas algumas importantes propriedades da transformada de
Fourier de distribuigoes temperadas. Para isso, observemos primeiramente que se u ¢ uma
funcao integravel, o € S e A € R, X # 0 e se definirmos uy(x) := u(Az), entao a férmula
de mudanca de variavel implica que

[ m@oaids = [ a@ons (s
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A discussao acima motiva a definicdo da composicao de uma distribuicao temperada
u € 8§’ com uma homotetia por

<un, @ >= A" <u,pp-1 >, peS. (2.11)

Proposicao 2.5.10 Suponha que u € S'. Entao, valem as sequintes propriedades:

(i) se A€ R, X #0, entdo uy = |\ "ly-1.

—

(17) 0%u = (i(+))*0 para todo multi-indice a.

(i17) @ = il°0%4 para todo multi-indice .

Demonstragao: Se A € R, A # 0, entao usando (2.11)) e fazendo as mudangas de variavel
A = z e posteriormente zA~! = w, obtemos

<Ay, 0> = AT <y, >
AT <, x>
= < U,y >
= <u o>

= / ula)x(x)dz

= [ ) [ e eo0edcan

= D [t [ e e

= WP [ ) [ et dadu
= [ w@id

= <ﬂ;,¢>7

para toda ¢ € S, o que mostra o item (7).
Agora observe que

—

< 9o, ¢ >= (=1 < 4,079 >= (1)l < u, (Ziz)od(z) >=< (i€)*q, ¢ >,

para toda ¢ € S, o que prova o item (7).
A prova do item (i) é andloga a do item (i7). |
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2.6 Convolucao de funcoes homogéneas

Nesta secao, apresentaremos um resultado sobre convolugao de fungoes homogéneas (ver
[T1]) que sera muito 1til para nossos propdsitos.

Proposigao 2.6.1 Sejam 0 < a <n, 0< (8 <n tais que 0 < a+ [ < n. Entao

(- - 1) () = _n=a=BCC \ jatBon
Ca+B8Cn—aCn—p

em que ¢, =7 2[(%) e D(b) = / " te7tdt, a > 0.
0

Demonstracao: Comecemos observando que

Calz|® = miT (g) 12|~

oo
= 7T_S|Z|_a/ ts e tdt
0

= / (tr 2| 72) 2 et 2| 2t
0

= / us e gy, (2.12)
0

em que na ultima igualdade foi realizada a mudanga de varidvel u = tr—!|z|72.

De (2.12)) é possivel escrever
Cn— a|l’| e, 5|y—x|5 " / / —m(t|z*+sly—z|? )dtds

Portanto, segue que

a— n " o= 2 L ﬁ 2, —x —7s
el s(] [ ] - [P / / (=™ s =) () dtds.  (2.13)

Por outro lado, da Proposicao e do fato de que

0|3
™
©

(277)%6‘/;*\‘2(5) :/ e 1TPte i gy — (E) e ar, (2.14)
(veja, por exemplo, [6]), obtemos

(et x eml) () = (2m)Ee T (€)e T (€)
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1 % _(t4s) g2
= (ngs) 4mts |£‘ (2].5)

Agora, aplicando a transformada inversa em ([2.15)) e usando novamente ([2.14)), obte-

1mos

I e

|3

(QW)% (%) 2 e maelvl?
s s
1

_ - vl
= ——¢ s 2.16
(s +1) ( )

w3

2 2

Substituindo (2.16)) em (2.13) e fazendo a mudanca de coordenadas t = u® e s = v°,

segue que

& & n—a— n—pg— ]_
Cn—aCn—p(| - [ [P (y) = / / " 2552(8 ge " dtds  (217)

+1)

— / / uno 2 o B—2 1 P gfv?‘ypuvdudv
o

1
— n a—1 n Bs—1 —7" 2_‘_”2 \y| dUdU
/ / (w2 +02)% v?)

w\:

'\3\3

Agora, usando a mudanca de coordenadas polares u = rcosf e v = rsinf, e depois a
mudanca z = w72 cos? f sin? 0y|?, de ([2.17), temos

CnaCnp(| - [*T" *

[P ) (2.18)
3 % ,
4 / Cosn—a—l 0 Sinn—ﬁ—l 0 / T,n—a—ﬂ—2e—m"2 cos? 6 sin? 0|y|27"d7“d0
0 0

2 —a— . n—B— > n—a=f_1 _v2cos2 0 sin2 2
4/ cos™ ¢ 198111" B8 19/ (7"2) 5 16 7 cos® 0 sin® 0y| rdrdf
0 0

n—a—_ 1

% o0 z 2
4/ cos" 1 fgin" A1 9/ — e ”
0 o\ cos?fsin®f|y|?

1
dzdf
27 cos? 0 sin’ 0]y |2 N

s

2 P . - o0 n—a—ﬁ_ _ _n—a—ﬁ _
2/ cos” 1 fgin™ P 19/ 2z le=2n="2 cos™T2*tP g
0 0

sin "+ gly| B zdg

N

Jus

n—a—p_ 2 . — > n—o—f_q _
2m 2 ]y|"+o‘+ﬂ/ cos? 1§ sin® 19/ z 2 le*dzdf
0 0

jus

cn_oé_g|y|‘)‘+ﬁ_”2/2 cos” ! fsin® ! do. (2.19)
0
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Um calculo similar mostra que se a > 0 e b > 0, entao

™

['(a)l'(b) =T(a+ b)2/2 cos®* 1 9 sin®* ! §dp.
0

ou seja
o a—n B—n Cn—a—BCaCp a+B—n
(L™ - 1777) (y) = —————1y| :
Ca+BCn—aCn—p

2.7 Lema de ponto fixo abstrato

Para encerrar, este capitulo, apresentaremos um resultado geral de existéncia e unicidade
para uma equacao abstrata via um argumento de contracao, o qual serd de fundamental
importancia no decorrer deste trabalho.

Lema 2.7.1 Sejam X um espacgo de Banach e B : X x X x X — X um operador trilinear

continuo satisfazendo

1B (ur, ug, us)llx < Kfurllx [l xlus]|x,

para todo uy,us,us € X e K > 0 uma constante. Seja € > 0 tal que 12¢2K < 1. Entao

para cada y € X com ||y||x < € a equagao
u=1y+ B(u,u,u)

tem uma unica solugdo u € X satisfazendo ||ul|x < 2e. Além disso, a solug¢io u depende
continuamente de y no sequinte sentido: se ||y1||x < e e v =1y, + B(v,v,v),||v]|x < 2,

entao
1

— <— |ly— .
Ju—vllx < gy v~ il
Demonstracao: A prova é baseada em um argumento de contragao. Defina E = {u :

u € X, |lullx < 2e} com a métrica d(u,v) = ||lu — v||x. Note que (E,d) é um espago
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métrico completo.
Considere agora uma aplicacdo T' definida por Tu = y + B(u,u,u). Uma vez que
lyllx < e, entdo para u € E,

ITullx < llyllx + 18w, w,u)llx < llyllx + Klulx < e+ (8e°K)e < 2,

pois 82K < 122K < 1.
Logo, temos Tu € F.
Por outro lado, se u,v € E, entao temos que

| Tu — To|| x | B(u, u,u) — B(v,v,v)||x
| B(u, v —v,u)|x + || B(u,v,u —)|[x + || B(u—v,v,v)|x
Kl —vllx (Julli + llullx|lvllx +[oll%)

126K ||u — v]| x.

IN N

Como 126K < 1, entdo T é uma contragao de (E,d) em (E,d). Pelo Teorema de
ponto fixo para contragdes, segue que T tem um unico ponto fixo u € E com ||ul|x < 2e.
Consequentemente, u = y + B(u, u,u) tem uma unica solugao u € E.

Para mostrar a dependéncia continua, note que

||u - UHX < Hyl - y2||X + “B(uvu>u) - B(vaava
<l = wollx + 126K Ju — v||x,
o que implica que
Ju—vllx <

m“?ﬂ — 2|l x,

completando a demonstracgao. [



Capitulo 3

Os espacos PM“

Neste capitulo introduziremos os espacos de pseudo-medidas que serao utilizados para
estudar a boa colocagao da equacao do calor nao linear.

Definigao 3.0.1 Seja a > 0. Definimos o espago de pseudo-medidas PM®*(R™) por
PM*R") :={ve S :9€ L, (R") e |v|py < o0}, (3.1)

com a norma

HUHPMa(JRn) 1= esssup [§]*[0(E)]-
£ERP
Note que PM := PMP°(R™) ¢ o espago cldssico de pseudo-medidas.

Observagao 3.0.2 No que seque, para nao sobrecarregar a notagdao, denotaremos PM®(R™)

por PM*.

Proposicao 3.0.3 O espaco PM® munido da norma || - ||ppre € Banach.

Demonstragao: E claro que PM® é um espaco vetorial e que || || pase define uma norma.
Assim, basta verificar que PM® é completo. Para isso, seja (v;)neny € PM® uma sequéncia
de Cauchy, ou seja,

|lv; — vgl|pve = 0, quando j, k — oo.

Da defini¢do da norma || - || pae concluimos que a sequéncia (| - |*0;);en € de Cauchy
em L*(R"™). Uma vez que o espa¢o L>*(R™) é completo, existe uma fungao f € L*(R"),
tal que | - |0; converge para f na norma || - ||fe.

Definamos, agora, g(§) = @f(f),g # 0. Assim, dada a bola aberta de centro na
origem e raio r > 0, B(0,r) C R", temos

1 1
dé < . —d
/B O <5l / e

30
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pois a < n.
Note que isto implica que g € L},.(R"). Mais ainda, dada uma func¢ao ¢ € S(R"),
segue que

1
[ s <ol [ i@l 1ol <o

ou seja, g € S'(R™).
Portanto, definindo v := ¢, no sentido de distribuicoes, segue que v € PM® e v; — v,
na norma || - || pase, quando j — oo. [

Vale ainda ressaltar que a topologia dada pela norma || - || pas« é mais forte do que a

topologia herdada como subespaco de S'(R"). De fato, sejam (v;);eny uma sequéncia em
PM¢®, tal que v; — v na norma || - || ppa € @ € S(R™). Vale que

vl < [ Joie) - oelIsde
= [ 16110 — @l lpelde

IN

L " —a| x d

oy = vllewe | 1€l1p(€)1de

oy — vlloae (||¢||Loo [ e ||¢||L1> .
B(0,1)

IN

Uma vez que ||v; — v||pye — 0, quando j — oo, segue que v; — v no sentido de
distribuigoes.

Veremos, agora, uma propriedade importante da norma || - ||pae, com relagdo a
composta com uma homotetia. Se u € PM*, entao da Proposicao , item (i), temos
que para A > 0, uy = A\"",-1, ou seja,

lurllpae = esssup [€]*|un(§)|
£cRn

= A esssup Al 1)

¢ERn

= )\a_n”UHPMa.
No caso particular em que a = n — 1, segue que
| Auy || parn—1 = ||ul| parn—1, (3.2)

ou seja, a norma PM"~! é invariante pela aplicacao f — Afy, a qual recebe o nome de
scaling da norma || - || pagn-1.
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Definigao 3.0.4 Para a >0 e 0 > 0 definimos o espago de C,([0,00); PM*®) por
CU([O, OO); PMG) = {’U : ’U(t, ) € PM® e ||’U||CJ([0,OO);pMa) < OO}7 (33)

com a norma

[Vl (0,00):Para)y = sup t7[[v(t, -)|| pasa-
t>0

Proposigao 3.0.5 O espaco C,([0,00); PM*®) munido da norma || - ||c, (o,00):Pre) € um

espaco de Banach.

Demonstracao: Seja (v;)jeny uma sequéncia de Cauchy em C,([0,00); PM*). Entao,
para cada £ > 0, existe ng € N tal que

[vj — vklle, (0.00);PAa) = sup 7w (t,-) — vr(t, )|l pare < e,

para todo j, k > ng, em particular

sup [[t70; (L, -) = t7vk(t, )| pare <e,
t>0

para todo 7,k > ny.

Como PM® é um espaco de Banach, o espaco das fungoes continuas e limitadas do
intervalo [0, c0) para o espaco PM®, denotado por BC([0, 00), PM®), também é um espago
de Banach. Entao, (t7v;);en converge para algum u em BC([0,00), PM®), ou seja, v; —
v:=1t"%u em BC([0,00), PM®), quando j — oc.

Mostremos que v € C,([0,00); PM®) e (v;);en converge para v € Cy ([0, 00); PM?).

Note que v € C,([0,00); PM*), pois

[vlleso.0oyparey = supt®|u(t, )| pase
>0
= sup [ 0(t, e
>0
= sup [u(t, )| pase
>0

< Q.
Além disso, (v;),en converge para v € C, ([0, 00); PM®), pois

o5 = ol ooy = Supe st ) = o(t)ar
= sup||t7v;(t,-) — t7v(t, )| prse
>0

= sup [[t7v;(t,-) — u(t, )| ppa — 0,
t>0
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quando j — oo. [ |
Definigao 3.0.6 Uma func¢ao v : [0,00) — PM®* € dita fracamente continua em t €
[0,00), se para cada ¢ € S(R™), temos

lim < v(7,-), ¢ >=<v(t,"),p > .

Tt

Se v € fracamente continua para todo t € [0,00), dizemos simplesmente que v €

fracamente continua.

Definigao 3.0.7 Para a > 0 definimos o espago C,([0,00), PM®) de todas as fungoes

v:[0,00) = PM® fracamente continuas e tais que sup ||v(t,)||pae < 00, com a norma
>0

[vle. (0,000 012y := sup [[v(E, -)|| pase.
t>0

s

Proposigao 3.0.8 O espaco Cy([0,00), PM®) munido da norma || - ||c,(o,00);prMa) € um
espaco de Banach.

Demonstracao: A prova de que toda sequéncia de Cauchy converge, na norma
| - llcu(f0,00);Pare)y € similar a do espago das fungoes reais L>°(0,00) com a norma || f||ze :=
sup | f(¢)|, pois PM*® é um espaco de Banach. Assim, mostraremos, apenas, a continuidade
>0

fraca da funcao limite. Para isto, seja (v;)jen C Cu(]0,00), PM*) uma sequéncia tal que
v; — v, quando j — 00, na norma || - ||¢, ([0,c0);Pae). Para cada ¢ € S(R"), temos

|<U(t,-)—?)(7‘,-),90>| < |<v(tv')_vj(tv')790>|+|<Uj(t7 )_U]( ) 90>|
+ <vi(r,) =T )0 > |

< [ 1erce) - e ol el
+ [ 1eFlor ) — s e el

H <ot ) —vi(70) 0> |

1 5
< 2o = vyllesomeprare [nwnL < / ads)+||so||L1]
Bo.1) €]

+| < v;(t, ) —vi(, ), 0 > |.

Portanto,

. 1 5
limsup| < v(t, J=v(r ), 0 > | < 2v—v5lles oerrare [ngonL ( / adf)+||go||ﬂ]
Tt B €]

(3.4)
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Uma vez que j € N é arbitrario, segue que limsup | < v(t,-) — v(7,-),o > | = 0, ou
T—t

seja, o limite em (3.4)) existe e ¢é igual a zero. Portanto, v é fracamente continua em ¢t. W

Definigao 3.0.9 Para a > 0,0 > 0 e o > 0 definimos Y**(R") := C,([0,00), PM*) N
Cy([0,00); PM?).

Para 2 < b < 3 e o =% —1 escrevemos Y?(R") = Y**(R"). Note que, Y?(R) =
C,([0,00); PM?).

Por fim, vale lembrar que das Proposicoes e segue que o espaco Y. 2%(R™)
munido da norma ||.||y« é um espago de Banach, em que a norma ||.||y« é definida por

lvllya = [vlle,(o,00).Pre2) + [|V]lc, ((0,00)P010)

= sup |[v(t, )| parz + sup t?|v(t, )| pasa-
>0 >0



Capitulo 4

Boa colocacao da equacao do calor

nao linear

Este capitulo é dedicado ao estudo da equagao do calor nao linear. Para esta finalidade,
primeiramente apresentamos algumas estimativas basicas e lemas e entao provamos a boa
colocacao global no tempo, para pequenas solugoes, do problema de Cauchy

u — Au =, teRY, zeR? (4.1)
u(0, 1) = up(x), = € R?, (4.2)

em espagcos de pseudo-medidas e, também, a estabilidade assintdtica de solucoes globais
em tempos grandes. Finalmente, sera discutido o comportamento, em tempos grandes,
da solugao global e existéncia de solugoes auto-similares do problema. Aqui, u = u(t, x)
é uma fungao a valores reais a ser determinada, ug(x) é o dado inicial e u € R é uma
constante.

4.1 O Problema Linear Associado

Observe que o problema linear associado ao sistema (4.1))- (4.2)) é o problema de Cauchy
para a equacao do calor em R? dado por

w—Au=0, tc R", z¢eR3

(4.3)
u(0,z) = up(z), = € R3.
Seja ¢(t,z) o nicleo de Gauss-Weirstrass dado por
g(t,x) = (4tm)"Fe (4.4)

35
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para todo t > 0 e x € R?, cuja transformada de Fourier é
96,6 = 2m)F [ glt.)eeSdn = (2m) el (45)
R3
Aplicando formalmente a transformada de Fourier em (4.3)), tem-se o seguinte p.v.i.

%w,g) FIEPa(tE) =0, t€RY, £cR?

(4.6)
(0, €) = 1io(§), (R,
O sistema tem solucao tnica dada por
a(t,€) = e o (€) (47)
e, portanto, de ({4.5)), temos

(t,€) = (2m)24(1, )10 €). (48)

Aplicando, agora, a transformada inversa, obtemos
u(t, &) = g(t, z) * up(x), (4.9)

ou seja, g(t, x) é solucao fundamental de (4.3)).
A solucao do problema linear (4.3), dada em (4.9), gera um semigrupo S(t) via
convolugao com o nicleo de Gauss-Weierstrass ([4.4)), isto é,

S(t)up(z) = g(t,x) * up(x). (4.10)
No que segue, nos referimos a ¢(t,z) e S(t) como ntcleo do calor e semigrupo do

calor, respectivamente. Para mais detalhes sobre a discussdo acima veja [3] e para mais
informagoes sobre a teoria de semigrupos veja [14].

4.2 Formulacao Integral do Problema
Nesta segao vamos apresentar a formulagao integral associada ao sistema (4.3]).

Para isso, considere u uma solugao classica de (4.3) e defina ¢(7) = S(t — 7)u(T, ),
em que S(t) é o semigrupo do calor. Assim, segue que

(1) =St —71)u(r,z) = g(t — 7, 2) *u(r, x)
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e, portanto,

g_f(f) = a%(g(t—m)*“(”))

- a% Mgg(t_r,m—y)u(ny) dy (4.11)

= /RS {% (gt =,z —y))u(r,y) + gt — 7,2 — y)(%(u(r, )| dy.

Mostremos agora que

0

O (gt~ e —1)) = ~Alglt ~ 7.z 1), (412

De fato, observemos que

0 19) 1 *‘113'2
oo (ot—r—y)) = 5(m6( >>

127 Zle—y)? 1 |z — y|?(—4) =la=u?
— —56 4(t—1) + 3 3 e 4(t—T1)
2[4(t — 7)m)? [4(t — 7)m]z [4(t —7)]
—lz—y|?
3 va—ylzl e i)
= — . (4.13)
[Q(t —7) Al—71)? [4(t — 7')71']%
Por outro lado, para ¢ = 1, 2, 3, temos
0 0 1 —|z—y|?
gt —1,x—y)) = ————— i)
o, )~ ([4<t — 7))’ )

a2
—(wi—y) e

2t =7) [4(t — 7)7)?

e, portanto,
s -7, — — 0 _(33i - yi) elléj‘){z
Orz; (ot =7, W) = oz, ( 2(t—1) [4(t — T)W]g)
. —1 (Iz _ yi)z 6—4\5:%2
N |:2(t_7—) * 4[(t—7—)]2} [4(15—7-)71-]%' (4.14)



4.2 Formulagao Integral do Problema 38

Assim, de (4.13]) e (4.14)), temos

_ 3 |z —y|? ¢ Sl
—At-rr-) = sy T [A(t — 7)7)?

0
= (9t =72 —y),
como queriamos demonstrar.

Agora, uma vez que 1 é diferencidvel, aplicando a igualdade (4.12)) a (4.11]), e utilizando
propriedades bésicas da convolugao, segue que

%wm = /n—A(g(t—T,w—y))U(T,y) dy+/ g(t—ﬂx—y)%@(ﬂy)) dy

= St—r

n

)%(u( z)) — AS(t — 7)u(r, z)
= S(t—71)(Au(r,z) + p?(r,z)) — AS(t — 7)u(r, 2)
= S(t—7)Au(r,z) + pS(t — T)u(r,z) — S(t — 7)Au(r, x)
= pS(t—r)ui(r, ).

Integrando a ultima igualdade de 0 até t, e lembrando que ¥(0) = S(t — 0)u(0,z) =
S(t)ug(x) e (t) = S(0)u(t, z) = u(t,x), obtemos

B(t) = (0) = / S(t — 7)ud(r, z)dr,

ou seja,
u(t,z) — S(t)uo(x) = ,u/o S(t — 7)u’(r, z)dr,

ou ainda,

u(t,z) = S(t)uo(z) + ,u/o S(t — 1)u(r, ) dr. (4.15)

Portanto, concluimos que toda solucao cléssica do sistema (4.3) satisfaz a equacao

integral (4.15)).

Para simplificar a expressao em (4.15)), definindo

B(u,v,w)(t,-) = M/o S(t — m)u(r, - )v(r, )w(r,-) dr, (4.16)
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a equagcao ([4.15)) pode ser reescrita da seguinte forma
u(t,z) = S(t)uo(x) + Blu,u,u)(t, ). (4.17)

Agora, estamos em condicoes de apresentar a nocao precisa de solucao que estaremos
tratando neste trabalho.

Definigao 4.2.1 Uma fun¢ao u(t,x) € dita uma solugdo branda para o problema de

Cauchy (4.1))- (4.2) se u € Y*(R™) e satisfaz
¢
u(t,z) = S(t)uo(z) + /L/ S(t — 7)u? (7, z)dr, (4.18)
0
para todo 0 < t < oo.

Observagao 4.2.2 Pela transformada de Fourier, a solugdo branda, definida em (4.18)),pode

ser equivalentemente definida por

a(t, &) = e G (€) + o / T ), (4.19)
0

para todo 0 < t < 0o, em que a integral é entendida como a integral de Bochner. Veja

[19] para mais informagoes sobre a integral de Bochner.

4.3 Existéncia de solucao

Nosso objetivo agora é aplicar o Lema para a equacao (4.17) no espaco Y*(R™).
Para isso, precisaremos de alguns lemas. Vale lembrar que estamos nos restringindo ao
caso n = 3.

Lema 4.3.1 Se ug € PM?, entio S(-)ug € C,([0,00); PM?).

Demonstracao: Pela definicao da norma em PM? segue que, para todo 0 < t < oo,

IS () uol| pasz = esssup €[S (E)uo(§)] = esssup [¢]%e ™ |uig (£)] < [luollparz < oo
£eR3 £eR3

Portanto, concluimos que

S(Yug € L([0, 00); PM?).
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Agora, mostraremos a continuidade fraca de S(t)ug, com relagao a t. Por propriedade
do semigrupo S(-) é suficiente mostrar a continuidade somente para t = 0.
Para p € S(R?), segue que

| < S(t)uo(z) = S(O)uo(z), p(x) > | = [ <S(t)uo(x) — uo(x), p(x) > |
= | [ - vaeeea
R3
67‘5|2t — 1 2 .
< tessup | essoup <Pl )] [ (€)1 dg
€ER3 113 €eR? R3
67‘£|2t — 1
< _ 22| 7.1
< tesgseilglp e [woll parz|[ 1]l 1 — 0,
quando ¢t — 0.
Portanto, segue que S(-)ug € C, ([0, 00); PM?). |

Lema 4.3.2 Se 2 < a < 3 e ug € PM?, entio S(-)ug € C,([0,00); PM®), em que

—a _
o=3 1.

Demonstragao: Pela defini¢ao da norma no espago C, ([0, 00); PM®), segue que

1S()uolle, (0,00):P1ay = sup t7]|S (t)uol| pasa
t>

— supesssuptz ! ]f\a€7|§‘2t|7fo(f)‘
t>0 ¢cR3

< ess Sup(t]é“\z)%flefm% ess sup €] [tio ()]
£eR3 §ER3

= CHU()HPMZ < oQ.

Portanto, concluimos que S(-)uy € Cy([0, 00); PM?). |
O préximo resultado é consequéncia imediata dos Lemas eld.3.2

Corolario 4.3.3 Se as condigoes dos Lemas e[4.3.9 sio satisfeitas, entio S(-)ug €
Ye(RT).

Mostraremos agora um resultado sobre continuidade da forma trilinear B(:,-,-) em
Ye(RT).

Lema 4.3.4 O operador trilinear B(-,-,-) € continuo em Y*(R"), em que 2 < a < 3.

Além disso, existe uma constante K > 0 tal que para todo u,v,w € Y*(R") temos

| B(u, v, w)|lye < Kllulle,((0,00):p02) |10]|e, (10,00 Pazey |0 le, (10,00); Par2) -
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Demonstracao: Note que

—

B(ua U, w)(t7 6) = M <S<t - T)U(Tv ')U(Tv -)U}(T, ))A (f) dr

= M/O (g(t -, ) * U(T’ -)U(T, -)’LU(T, ))A (5) dr
/o e (y(r, Yo (r, Yw(r, ) (€) dr

) [ D (atr ) v ot ) v ol ) (€
= u(2m)W(t,6),

em que W (t,&) = /o e IeF =) (a7, ) % 0(7, ) x (T, -)) (§)dT.

Agora, observemos que

| (a(r, ) * 0(7, ) x (7, ) (§)] =

/Rs i, & =) [(0(7, ) % (7, ) () dn‘

/Rs i(r, & =) [ (7, ) (7, ) () dn‘

< / / (7, & = m)l[io(ms m — 2)|[0(r, 2)|d=dn
R3 JRR3
1 1
< / 2 ~la 2
Rr3 JR3 ‘5—77’ ‘z’a |77—2’
o el )

1 1

- —dzdn (||u(r ,
s € — 1] Jps |7] 2|2 |z |a (lu(r, )l Py

[o(r, [ paellw (T, )l par)

= Jaes n\2(| G ||2> Jan (7, )l pase

[o(7, )| pazal[w(T, )l pare)

B K!lla |1|2) ||2}()(||U( S1IYE

[o(r, M pasellw (T, )l par)
= [0 17 1 172) = 1 172 (©) (lulr, Mz (4:20)

[o(7, )l para[w(T, )l par) -

dzdn (Ju(, )| pare

Por outro lado, pela Proposi¢ao [2.6.1] segue que

(o172 © = (272 7% (9)

C3+a—3-1C—a+3C1 5’7a+3+173

C—a4+3+1C34a—-3C3-1
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Ca—1C—a+3C1 ¢ —a+1
C_q+4CaC2

= Alg~,

Ca—1C—a+3C1

em que A = e, também,

C—a+4CaC2

(-2 % - 172©) = (Al 17 ] 172) (©)
= A7) @)
= A(]-CHOE ] ) (g

C3+a—4—-1C—q+4C1 —a+4+1-3
A 3

C—a+4+1C34+a—4C3-1
Ca—1C—q+3C1 Cq—2C—q4+4C1 |§|—a+4+1—3 |§|—a+2

C_aq+4CaC2 C_q45Cq—-1C2
2
_ ﬁ C—_q+3Cq—2 |§|—a+2

2
C5 CaC—gt5

Ainda, da Proposicao e de propriedades béasicas da funcao gama, segue que ¢; = 1,

e =m e =1 (=)D (2—1),c0 =7 FTT(2—1),cqys =7 3 I (7%2),
C_aqrs = T (%*3) r (%*3), ou seja, obtemos
L |—a -2 L2 _ 4 1 2—a
(-1 - 1) =112 = gl
< Clep. (4.21)

Observagao 4.3.5 Onde s6 podemos garantir a existéncia de um C' positivo, uma vez

que 2 < a < 3.

Assim, substituindo (4.21)) em (4.20), obtemos
[ (@(r, ) * 0(7, ) = (7, ) (§)] < CIEP™ (lulr, lparzllo(r, )l paze lw(T, )l pasz) - (4.22)
Agora, de (4.22)), obtemos

1B (u, v, w)(t, )llpage = esssup€]*| B(u, v, w)(t, &)
¢ER

= p(27) Pesssup |€|YW (¢, )|

€ER3

/ P (47, ) w (7, ) %1, ) (€)dr

0

= p(2m) " esssup [¢]*
£ER3
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donde segue que

| B(u, v, w)|lc, ([0,00);PMa)

t
< Cesssup/ €2 5 (ulr, )l pare (sl paa w(r
0

€ER3

supt2 || B(u, v, w)(t, )| pase
>0

43

;) parz) dr

t
< 6supt3_1esssup/ €2 ST (lu(r, ) || pas
t>0 £eR3  JO
(7, ) pagal|w(T, )| parz) dT
t
< ﬁsupesssup/ t%_lTl_%|§|2€_|£‘2(t_T)(’|U||Cw([07oo);pM2)
t>0 ¢eR3 0
”U“Ca([ovoo);PM“)Hw”CW([O,oo);PM?)) dr.
<

t>0 £cR3

[v]le, (10,0002 200y [ W]lew (0,00);PAr2) ) -

Fazendo a mudanca de varidvel 7 = ts na integral em (4.23)), obtemos

t -1
— t\?
C'sup ess sup/ (—) |§|2€_|E‘2(t_ﬂd7 (”UHCW([O,OO);PMZ)
o \T

(4.23)

1
_ e e
1B(u, v, w)lle, (jo,000Pme) < Csupesssup/ s' 72 1¢Pte N ds ([lulley (0,000 Par2)
0

ou seja,

t>0 ¢eR3

||U||Ca([0,00);PMa) ”w”Cw([O,OO);PMQ))

1
< C/ s' 2 ds (|[ulle. 0,000 Pre2) V]l cs (10,00):2010)
0

[wlle, (0.00):P12))

Chl|ulle, (j0,00):p02) [V |e, ([0,00); a1y [|W | e ([0,00): PAI2)

1B (u, v, w)le, (0,00):p010) < Chlltlle, (00002022 [Vl e, (10,00): P10y |0 ]| e 10,00): P222) -

Agora, vamos estimar || B(u, v, w)(t,-)|lc.(j0,00):pr2). De (4.22)), temos

1B, v, w)lleuooeypary = sup |[B(u, v, w)(t,-)llpar

t>

= supesssup €% B(u, v,w)(t,€)|
t>0 ¢eR3

= u(27) 3 supesssup|¢]?
>0 ¢eR3

/ e P (a7, ) % b (r, ) % (T, ) (€)dr

0

(4.24)
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t

— _ _ 2 _

< CsupesssuP/ €1 e D (flulr, Yl paczllo(r, )l pare
>0 ¢eR3 0

[w (T, )l parz) dr

t
< asupesssup/ 7'1*%|€|47a€7|€‘2(t4) (HUHCW([O:OO);PMQ)
>0 ¢eR3 0

V]I, (0,000 2are) 10l (0,00); PAr2) ) T (4.25)
Fazendo a mudanca de variavel 7 = ts na integral em (4.25)), obtemos

1

— _a —a —|€12(t—ts

HB(uavaw)HCw([O,oo);PMQ) S CSUpeSSSUP/ (ts)l 2|€|4 € leF(t t)tds (HUHCW([O,OO);PMQ)
t>0  ¢eRrR3  Jo

HUHCU ([0,00);PMa) Hch [0,00) PM?)
2—

< ésupesssup/ 2725175 (1¢)?) 3 o leP-9)t g
>0 ¢eR3 0
<||UHCW([07°°)?PM2)HUHCU([O:OO)QPMG)HwHCW([O,oo);PMQ))
1 a
< Csup esssup/ s172(1—s)723 (J€fP(1 - 3)15)2_5 e EP(=9)t g
t>0 ¢eR3 0
(Ielleao.o0yparz 10lles (o.00:Parm) W le. (0,000 Par2))
1
< C/o s'72(1 = 5) 72 ds (|lulle. (0,000 a2 [V le, (0,00 Pa1e)

[w]le, (0,00):P0r2) )

< Collulle, (fo,00):002) [V lle, (10,00): P19y [l e, ([0,00):PA2)

1 1
pois/ s'72(1—s) 2 2ds = / 3(2_%)_1(1—5)(_1+%>_1ds, emque2—% >0e—1+5 > 0.
0 0
Logo, segue que
1B (w, v, w) e (o.00par2) < Colltlle, (o.00): P12y [V lles (10,000 P 1oy Wl io.o0)iparzy- (4.26)

Portanto, combinando (4.24)) e (4.26]), obtemos

1B, v, w)lye =B, v, w)lle, (0,00 prre) + [1B(w; v w) e (0,000 12)

< Klulle, (0,00):pm2)|V]le, (0,000 Parey [[W ey 0,000 Parzy, - (4.27)

o que completa a prova. |
Agora, estamos em condigoes de apresentar nosso resultado de existéncia de solucao:

Teorema 4.3.6 Suponha que ug € PM?*(R?). Seja K como no Lema e € tal que

126K < 1. Eziste 6 = () > 0, tal que se ||ug||paz < 0, entdo o problema de Cauchy
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(4.3)- (.2) tem uma tnica solug¢ao branda global no tempo v € Y*(R"), para 2 < a < 3.

Além disso, ||ully« < 2e.

Demonstracao: Seja X = Y*“. Considere o operador B : X x X x X — X dado por
t
B(u,v,w)(t,z) = u/ S(t — 1)u(r,z)v(r, x)w(r, x)dT.
0

Pelo Lema [4.3.4] temos

| B(u, v, w)|lye < Kllulle,o,00:pm2) |V lle, (0,00): 200y Wl e, (10,00):2022)
ou seja,
| B(u, v, w)|ye < Klullyal[v|ya||w]||ye.

Note que se ||ug||parz < 0, entao, pelo Corolario 4.3.3| tem-se
15@uollx = 1S(B)uollya < Cllucllpar < CO =: .

Escolhendo § > 0 tal que 12¢2K < 1, o Lema de ponto fixo abstrato garante a
existéncia de uma solugao para a equagao integral (4.18) em X e, além disso, garante que
essa solugao é unica na bola fechada Ba.(0). |

Agora, estudaremos a estabilidade assintotica da solu¢ao do problema de Cauchy (4.1))-
=)

Teorema 4.3.7 Suponha que u e v sao duas solucoes brandas do problema de Cauchy
(4.1)- (4.2)) correspondendo aos dados iniciais ug e vo, respectivamente. Se as condig¢des
do Teorema[{.3.6 sao satisfeitas, entdo

Jim [Ju(t, ) = v(t, )l pae = 0 (4.28)
—00
se, e somente se,

t1i>n;> 1S(t)(uwo — vo)|| parz = 0. (4.29)

Demonstragao: Note primeiramente que, pelo Teorema temos
sup ||u(t, )|l parz < 2e,  sup ||o(t, )| paz < 2e.
>0 >0

Supondo que ocorra (|4.29), mostraremos a igualdade (4.28). Subtraindo a equagao
integral (4.18]) da mesma equagao com ug e u substituidos por vy e v, respectivamente, e
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calculando a norma em PM? da equacao resultante, obtemos

[ult,-) = o, )Pz < [1S(8)(uo = vo)llpar +

+pesssup €2 / e_(t_7)|§l2‘(u3/—\v3)(7,§) dr  (4.30)

£eR3 0
= [|S()(uo — vo)l[pr2 + G,

t —_—
em que G = pesssup |§]2/ S ‘(U?’ —v3)(T, f)‘ dr.
£ER3 0
Observe que

—_— —_— —_— —_—
ud—v3 = (u—0)3+ 3uv — uv?

= 2n) P |lu—v*u—vku—v+3U*UKO—3U*V*D
r —— ——

= (2n)7* <u—v*'&*ﬁ+u—v*@*@> — 20Uk U*V~+ 20 % U*xD

+30U* U0 — 3U* D * 0

_3_ e~ ~ ~ e N ~ —— ~ ~
= (2n) U—V* UXU+U—V*xV*V | +U—V*U*DV|.

Logo, usando a estimativa (4.22)), temos

t
G < CM(27)3GS§S§RQP|§|2/ eI lulr, ) — o7, parellu(r, Ml parellu(T, )| pare
€ 0

1P (T, -) = v(T, ) parzl[o(r, ) | pas |o(7, ) || pasa
1P (T, -) = v(T, ) parzl[o(r, ) | pas |u(T, ) pase] dT
t
= Cesgsiup|§|4_a/ etk [[u(r,) = v(m, Y eaez (ulr, ) paers il )| pase
€R3 0

o, Meart ol )lease + [0(r, ) o7 u(r, llpae)] 7 2dr

t
< Cesssup \{]4‘1/ el [Hu(ﬂ ) —o(7, ) lpar
EER3 0
(Sulg lw(7, )| parz [wl|e, (jo,00); P00y + sup (7, ) parz[|v]le, (0,00); Prze) (4.31)
T T
sup [o(r, ) e e ) |
T>
<

t
12526esssup/ e’(t’T)‘ﬂz\f]A"aTl’%Hu(T, ) = o(T, )| par2dr.
EER3 0

Fazendo a mudanca de varidavel 7 = ts, temos

1
G < 12526<esssup/ et |40 (15) 1= 5 ||u(ts, ) — v(ts, -)|| pasztds
¢er®  Jo
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1
= 12e?Cess sup/ e~ =9 (1 — s)t[€)?)> 5 ((1 — s)t) 5 242 55" %
£eR3 0

u(ts, ) —v(ts, )| parzds
1
< 12%Cless sup/ e*(lfs)t\élz((l _ s)t|£[2)2*%(1 _ 8)%’231’
§eR3 JO
u(ts, ) —v(ts, )|l parzds.

(SIS

(4.32)

Seja A= lim [lu(t, ) —v(t,)[pyz =, lim Sup [u(t, ) = v(t, )l par-

Queremos provar que A = 0. De (4.30]) e (4.31)), obtemos que

1
A < 1252€esssup/ e_(l_s)tw((l—S)tlf\z)Q_%
EER3 0

— 272 172 1 . _— .
(1-5)2""s 2dsk€é{%wt§ga|’u(tsa) vu(ts, )| pare

< 2 3 D) — .
< 12820, keé{glﬁ(}(jé;&llﬂ@& ) —v(ts, )| par

< 126%KA,

em que Cy e K sdo as constantes que aparecem no Lema [4.3.4]

Note que a desigualdade acima implica que A = 0, pois 12e?K < 1.
Agora, supondo que 1tlim |u(t, ) — v(t, )| parz = 0, provaremos que vale (4.29).
—00

Subtraindo, novamente, a equacao integral (4.18) da mesma equacao com uy e u
substituidos por vy e v, respectivamente, obtemos

t
ult,) = o(t.) = SO )+ [ (0= )u(r. Y
0
ou seja,
t
S(0)(un — w) = —u(t.") ~o(t,) + [ St = T (r, )
0
Calculando a norma em PM?, obtemos

1S(#)(uo — vo)llparz < Nult,-) — v(t, )| pare

t —_—
+resssup [’ / eI | ) ()| dr (43)
£eR3 0

= lult,) = o(t,)llpar + G,

(u3/—\v3)(7, 5)’ dr.
EER3

t
em que, como anteriormente, G = j ess sup |§|2/ e~ (t=mIEP
0
Uma vez que, por hipétese, lim ||u(t,-) — v(t, )|l pamz = 0, usando (4.31)) e fazendo o
t—o00
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limite quanto ¢t — co em (4.33)), segue que
lim ||.S(t)(up — vo)||pasz = 0,
t—o0

como queriamos demonstrar.
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