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RESUMO 

Neste trabalho, estudamos o problema de Cauchy, para a equação do calor não

linear,  em  espaços  de  pseudo-medidas.  Provamos  a  existência,  unicidade  e

estabilidade assintótica das soluções globais no tempo para pequenos dados iniciais

em espaços de pseudo-medidas.

Palavras–chave:   Equação  do  calor  não  linear,  Espaços  de  pseudo-medidas,

Soluções auto-similares.



ABSTRACT

In this work, we study the Cauchy problem in pseudomeasures spaces for nonlinear

heat equation. We prove the existence, uniqueness and asymptotic stability of the

global-in-time solutions for small initial data in pseudomeasures spaces.

Keywords: Nonlinear heat equation, Pseudomeasures spaces, Self-similar so-

lutions.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste trabalho, constrúıremos soluções, em espaços de pseudo-medidas, para o pro-
blema de Cauchy para a equação não-linear do calor:{

ut −∆u = µu3, t ∈ R+, x ∈ R3,
u(0, x) = u0(x), x ∈ R3,

(1.1)

em que µ ∈ R é uma constante, u = u(t, x) é uma função a valores reais a ser determinada
e u0 = u0(x) é o dado inicial.

Na literatura existem muitos trabalhos considerando a existência e unicidade de solu-
ções do problema de Cauchy para a equação (1.1) com um termo não-linear mais geral,
por exemplo, [5, 8, 10, 15, 17, 18] para o caso em que o dado inicial u0 está em um espaço
de Sobolev e [13] em espaços de Besov.

Boa colocação global e o comportamento de soluções em tempos grandes serão dis-
cutidos, neste trabalho, em espaços de pseudo-medidas. Estes espaços são apropriados
para o estudo de equações parabólicas não-lineares, uma vez que admitem dados iniciais
singulares e homogêneos. Além disso, espaços de pseudo-medidas podem conter soluções
singulares. Por exemplo, para as equações de Navier-Stokes, as soluções singulares cons-
trúıdas por Landau [9] e por Tian e Xin [16], podem ser descritas em alguns espaços de
pseudo-medidas (veja [2] para mais detalhes sobre esta discussão).

Estabeleceremos a boa colocação global de soluções com dado inicial pequeno, em
espaços de pseudo-medidas, para o problema de Cauchy acima, empregando a abordagem
das duas normas de Kato [7]. Uma vez que espaços de pseudo-medidas podem admitir
funções homogêneas, é posśıvel obter soluções auto-similares, desde que os dados inici-
ais satisfaçam a estrutura auto-similar, porém, tais soluções não serão abordadas neste
trabalho.

Esta dissertação está organizada em 3 caṕıtulos. A seguir faremos uma breve descrição
do conteúdo de cada um deles.

No Caṕıtulo 1, apresentamos conceitos preliminares que servirão de base para a teoria
que queremos estudar nos caṕıtulos posteriores. Começamos lembrando algumas propri-
edades da convolução, em seguida, definimos o conceito de transformada de Fourier e

8



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 9

apresentamos algumas de suas propriedades. A transformada de Fourier será importante
para definir os espaços PMa. Para continuar os estudos preliminares, apresentamos o
conceito de distribuições e distribuições temperadas. Além disso, veremos um resultado
contendo propriedades importantes da transformada de Fourier das distribuições tempe-
radas. Por fim, apresentamos um resultado sobre convolução de funções homogêneas e
um Lema de ponto fixo abstrato os quais serão muito úteis para nossos propósitos.

No caṕıtulo 2, introduzimos os espaços de pseudo-medidas, os quais serão fundamentais
para obtenção de existência e unicidade de soluções do problema de Cauchy para a equação
do Calor não-linear.

No caṕıtulo 3, apresentamos novamente a equação do calor não linear (1.1) e, baseados
no artigo [12], calculamos a solução do problema linear associado. A solução encontrada
gera um semigrupo S(t) via convolução com o núcleo de Gauss-Weierstrass. A seguir,
apresentamos a formulação integral do problema (1.1), que é dada por,

u(t, x) = S(t)u0(x) + µ

∫ t

0

S(t− τ)u3(τ, x)dτ. (1.2)

Depois de encontrarmos estimativas para o semigrupo do calor, provamos a existência,
unicidade e estabilidade assintótica das soluções globais no tempo para pequenos dados
iniciais em espaços de pseudo-medidas.



Caṕıtulo 2

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentaremos as principais ferramentas para o desenvolvimento das
técnicas necessárias para obter soluções de uma equação do calor não linear em espaços
de pseudo-medidas. Tais definições e resultados serão o alicerce de todo o nosso trabalho.
Na Seção 1.1 começaremos apresentando os espaços Lp e as importantes desigualdades
de Minkowski e de Hölder. Na Seção 2.2, apresentaremos algumas propriedades básicas
de convoluções. Na Seção 2.3 veremos uma breve introdução à teoria da Transformada
de Fourier. Nas Seções 2.4 e 2.5 estudaremos os conceitos de distribuição e distribuição
temperada, respectivamente. Na Seção 2.6 apresentaremos um resultado importante sobre
convoluções de funções homogêneas. Por fim, encerraremos esse caṕıtulo com a Seção 2.7,
em que é apresentado um Lema de ponto fixo abstrato que será fundamental para obter
existência e unicidade de soluções do problema de Cauchy para a equação do calor não-
linear. Todos os conceitos e resultados apresentados nesse caṕıtulo podem ser encontrados
em [1, 6, 4].

2.1 Os espaços Lp

Definição 2.1.1 Sejam (X,A, µ) um espaço de medida e 1 ≤ p < ∞. O espaço Lp(X)

consiste de todas as classes de equivalências de funções mensuráveis f : X → R tais que

∫
X

|f |p <∞,

em que duas funções mensuráveis são equivalentes se elas são iguais µ−q.t.p. A norma

Lp de f ∈ Lp(X) é definida por

‖f‖Lp =

(∫
X

|f |p
) 1

p

.

10



2.1 Os espaços Lp 11

Com a notação Lp(X) assume-se que a medida µ em X é compreendida. Dizemos que
fn → f em Lp se ‖f − fn‖Lp → 0. A razão para considerar funções que são iguais quase
sempre como equivalentes é que ‖f‖Lp = 0 implica que f = 0. Por exemplo, a função
caracteŕıstica χQ dos racionais em R é equivalente a 0 em Lp(R).

O espaço L∞(X) é definido de uma maneira ligeiramente diferente. Primeiramente,
apresentaremos a noção de supremo essencial.

Definição 2.1.2 Seja f : X → R uma função mensurável em um espaço de medida

(X,A, µ). O supremo essencial de f em X é

ess sup
X

f = inf{a ∈ R : µ{x ∈ X : f(x) > a} = 0}.

Equivalentemente,

ess sup
X

f = inf

{
sup
X
g : g = f µ− q.t.p.

}
.

Assim, o supremo essencial de uma função depende apenas de sua µ− q.t.p. classe de
equivalência. Dizemos que f é essencialmente limitada em X se

ess sup
X
|f | <∞.

Definição 2.1.3 Sejam (X,A, µ) um espaço de medida. O espaço L∞(X) consiste de to-

das as µ−q.t.p. classes de equivalências de funções mensuráveis essencialmente limitadas

f : X → R com norma

‖f‖L∞ = ess sup
X
|f |.

Definição 2.1.4 Sejam (X,A, µ) um espaço de medida. O espaço Lploc(X) consiste de

todas as µ−q.t.p. classes de equivalências de funções mensuráveis f : X → R tal que

fχA ∈ Lp(X), para todo A ⊂ X compacto, com 1 ≤ p ≤ ∞, em que χA denota a função

caracteŕıstica do conjunto A.

Apresentaremos agora duas desigualdades fundamentais, cujas demonstrações podem
ser encontradas em [1].

Teorema 2.1.5 (Desigualdade de Minkowski) Se f, g ∈ Lp(X), em que 1 ≤ p ≤ ∞.,

então f + g ∈ Lp(X) e

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp .
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Esta desigualdade significa que, como afirmado anteriormente, que ‖·‖Lp é uma norma
em Lp(X) para 1 ≤ p ≤ ∞. Se 0 < p < 1, então temos a desigualdade contrária

‖f‖Lp + ‖g‖Lp ≤ ‖f + g‖Lp ,

então ‖ · ‖Lp não é uma norma neste caso. No entanto, para 0 < p < 1, temos

|f + g|p ≤ |f |p + |g|p,

então Lp(X) é um espaço linear neste caso também.
Para apresentar a segunda desigualdade, definimos o expoente conjugado de Hölder.

Definição 2.1.6 Seja 1 ≤ p ≤ ∞. O expoente conjugado de Hölder p′de p é definido por

1

p
+

1

p′
= 1, se 1 < p <∞,

e 1′ =∞, ∞′ = 1.

Teorema 2.1.7 (Desigualdade de Hölder) Suponha que (X,A, µ) é um espaço de me-

dida e 1 ≤ p ≤ ∞. Se f ∈ Lp(X) e g ∈ Lp′(X), então fg ∈ L1(X) e

∫
X

|fg|dµ ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lp′ .

Para p = p′ = 2, esta desigualdade é chamada de desigualdade de Cauchy-Schwartz.

2.2 Propriedades básicas de convoluções

Definição 2.2.1 Se f e g são funções mensuráveis em Rn, então sua convolução f ∗ g é

definida por

f ∗ g(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy

para todo x ∈ Rn para os quais a integral existe.

Começaremos mostrando que a convolução entre duas funções em L1(Rn) é definida e
pertence a L1(Rn).

Proposição 2.2.2 Se f, g ∈ L1(Rn), então a convolução f ∗ g é definida em quase todo

ponto de Rn. Além disso, f ∗ g ∈ L1(Rn) com ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1.
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Demonstração: Para não fugir dos propósitos desse trabalho, utilizaremos o fato de que
a função (x, y) 7→ h(x, y) = f(x − y)g(y), (x, y) ∈ R2n é mensurável em R2n sem exibir
uma prova.

De acordo com o Teorema de Tonelli,

∫ ∫
R2n

|f(x− y)||g(y)|dx dy =

∫
Rn

(∫
Rn
|f(x− y)||g(y)|dx

)
dy

=

∫
Rn

(∫
Rn
|f(x− y)|dx

)
|g(y)| dy (2.1)

=

∫
Rn
|f(z)|dz

∫
Rn
|g(y)|dy <∞

e, portanto, segue que h ∈ L1(R2n). Do Teorema de Fubini, segue que f ∗ g ∈ L1(Rn) e,
em particular, que a convolução f ∗ g existe para quase todo x ∈ Rn. A última afirmação
segue, finalmente, de (2.1). �

O próximo resultado mostra que a convolução é comutativa e associativa.

Proposição 2.2.3 Se f, g, h ∈ L1(Rn), então:

(i) f ∗ g = g ∗ f.

(ii) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).

Demonstração: Fazendo a mudança de variável z = x− y, obtemos

f ∗ g(x) =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy =

∫
Rn
f(z)g(x− z)dz = g ∗ f(x),

o que prova o item (i).
A propriedade associativa segue do Teorema de Fubini e do item (i). De fato,

(f ∗ g) ∗ h(x) =

∫
Rn

(∫
Rn
f(z)g(x− y − z)dz

)
h(y)dy

=

∫
Rn
f(z)

(∫
Rn
g(x− y − z)h(y)dy

)
dz

= f ∗ (g ∗ h)(x).

�
Nosso próximo resultado sobre convoluções é frequentemente chamado de desigualdade

de Young e generaliza a Proposição 2.2.2.

Teorema 2.2.4 Suponha que 1 ≤ p, q ≤ ∞ satisfaz 1
p

+ 1
q
≥ 1 e seja 1 ≤ r ≤ ∞ tal que

1
p

+ 1
q

= 1 + 1
r
. Se f ∈ Lp(Rn) e g ∈ Lq(Rn), então f ∗ g é definido quase sempre em

Lr(Rn), com ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q.
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Demonstração: Consideremos, primeiramente, o caso em que r =∞. Então, q = p′, em
que p′ é o expoente conjugado de p e pela desigualdade de Holder temos∫

Rn
|f(x− y)||g(y)|dy ≤ ‖f‖p‖g‖q <∞,

para quase todo x ∈ Rn, de onde segue que f ∗ g existe para quase todo x ∈ Rn e que
‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Analisemos, agora, o caso em que 1 ≤ r < ∞. Note que p e q são finitos nesse caso
e que r ≥ p, q. Assim, se α = 1 − p

r
, então 0 ≤ α < 1. Seja, também, β = r

q
, tal que β

satisfaz 1 ≤ β <∞. Da desigualdade de Holder, segue que

h(x) =

∫
Rn
|f(x− y)||g(y)|dy

=

∫
Rn
|f(x− y)|1−α|g(y)||f(x− y)|αdy

≤
(∫

Rn
|f(x− y)|(1−α)q|g(y)|qdy

) 1
q

‖|f |α‖q′

=

(∫
Rn
|f(x− y)|(1−α)q|g(y)|qdy

) 1
q

‖f‖ααq′ ,

para quase todo x ∈ Rn, em que q′ o expoente conjugado de q. Isto implica que

(h(x))q ≤ ‖f‖αqp
∫
Rn
|f(x− y)|(1−α)q|g(y)|qdy,

pois αq′ = p.
Da desigualdade acima e da desigualdade de Minkowski na forma integral, segue que

‖h‖qβq = ‖hq‖β ≤ ‖f‖αqp

(∫
Rn

(∫
Rn
|f(x− y)|(1−α)q|g(y)|qdy

)β
dx

) 1
β

≤ ‖f‖αqp
∫
Rn

(∫
Rn
|f(x− y)|(1−α)βqdx

) 1
β

|g(y)|qdy

= ‖f‖αqp ‖f‖
(1−α)q
(1−α)βq‖g‖

q
q.

Finalmente, usando que βq = r e (1− α)βq = p, obtemos

‖h‖r ≤ ‖f‖αp‖f‖1−αp ‖g‖q = ‖f‖p‖g‖q.

�



2.3 Transformada de Fourier 15

2.3 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier é uma ferramenta extremamente poderosa e tem muitas
aplicações em vários ramos das ciências exatas. Neste trabalho, ela será utilizada para
definir os espaços com os quais trabalharemos e, portanto, apresentaremos apenas uma
breve introdução à teoria da transformada de Fourier.

2.3.1 A transformada de Fourier em L1

Definição 2.3.1 Seja f ∈ L1(Rn). A transformada de Fourier f̂ de uma função f ∈

L1(Rn) é definida por

f̂(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn
e−ix·ξf(x)dx, ξ ∈ Rn. (2.2)

Aqui, x · ξ =
n∑
j=1

xjξj, x, ξ ∈ Rn, é o produto interno canônico em Rn e i é a unidade

imaginária.

Observe que

|f̂(ξ)| ≤ (2π)−
n
2

∫
Rn
|f(x)|dx = (2π)−

n
2 ‖f‖L1 , (2.3)

para todo ξ ∈ Rn, ou seja, a transformada de Fourier está bem definida.
Como pode ser visto em [6], Teorema 1.1, a transformada de Fourier f̂ é uma função

cont́ınua e limitada. Além disso, de (2.3), segue que a seguinte desigualdade é verificada:

‖f̂‖L∞ ≤ (2π)−
n
2 ‖f‖L1 . (2.4)

Exemplo 2.3.2 Seja f a função caracteŕıstica do intervalo (−1, 1) ⊂ R. Então,

f̂(ξ) = (2π)−
1
2

∫ 1

−1
e−ixξdx

= (2π)−
1
2

∫ 1

−1
(cos(−xξ) + i sin(−xξ)) dx

= (2π)−
1
2

∫ 1

−1
cos(xξ)dx

= (2π)−
1
2

sin(xξ)

ξ

∣∣∣1
−1

=
2√
2π

sin ξ

ξ
.

Vale observar que f̂ /∈ L1(R).
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A aplicação F, a qual leva uma função f ∈ L1(Rn) na função f̂ , é também chamada
transformada de Fourier e é linear:

Proposição 2.3.3 Se f, g ∈ L1(Rn) e α, β ∈ C, então

̂αf + βg(ξ) = αf̂(ξ) + βĝ(ξ),

para todo ξ ∈ Rn.

Demonstração: Segue diretamente da linearidade da integral. �

Uma das mais importantes propriedades da transformada de Fourier é que a trans-
formada de uma convolução é basicamente o produto das transformadas das funções
envolvidas. Lembremos que como visto na Proposição 2.2.2, a convolução f ∗ g é definida
quase sempre em Rn e pertence a L1(Rn) se f, g ∈ L1(Rn).

Proposição 2.3.4 Se f, g ∈ L1(Rn), então

f̂ ∗ g (ξ) = (2π)
n
2 f̂(ξ)ĝ(ξ),

para todo ξ ∈ Rn.

Demonstração: Para a demonstração, basta usar as definições de transformada de
Fourier e da convolução de funções, bem como realizar uma conveniente mudança de
variável:

f̂ ∗ g(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn
e−ix·ξ(f ∗ g)(x)dx

= (2π)−
n
2

∫
Rn

∫
Rn
e−ix·ξf(x− u)g(u)dudx

= (2π)−
n
2

∫
Rn

∫
Rn
e−i(w+u)·ξf(w)g(u)dudw

= (2π)−
n
2

∫
Rn

∫
Rn
e−iw·ξf(w)e−iu·ξg(u)dudw

=

∫
Rn
e−iw·ξf(w)

(
(2π)−

n
2

∫
Rn
e−iu·ξg(u)du

)
dw

=

∫
Rn
e−iw·ξf(w)dw ĝ(ξ)

= (2π)
n
2

(
(2π)−

n
2

∫
Rn
e−iw·ξf(w)dw

)
ĝ(ξ)

= (2π)
n
2 f̂(ξ)ĝ(ξ).
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�

Para o próximo resultado precisaremos das seguintes definições:

Definição 2.3.5 Um vetor da forma α = (α1, · · · , αn), em que cada componente αi é um

inteiro não-negativo, é chamado de multi-́ındice de ordem

|α| = α1 + · · ·+ αn

e, para x ∈ Rn, xα = xα1
1 x

α2
2 . . . xαnn .

Definição 2.3.6 Seja Ω ⊆ Rn aberto e f : Ω→ R. Dado um multi-́ındice α, definimos o

operador derivação de f de ordem |α| por

∂αf(x) :=
∂|α|f(x)

∂x1α1 · · · ∂xnαn
.

Proposição 2.3.7 Suponha que f ∈ L1(Rn) e que ∂αf existe quase sempre e pertence a

L1(Rn) para algum multi-́ındice α. Então

∂̂αf(ξ) = (iξ)αf̂(ξ), (2.5)

para todo ξ ∈ Rn.

Demonstração: Usando indução, a prova se reduz a mostrar que (2.5) é válida quando

|α| = 1, isto é, quando ∂α =
∂

∂xj
, para algum ı́ndice j com 1 ≤ j ≤ n. Sem perda de

generalidade, vamos assumir que j = 1. Denotaremos um ponto x ∈ Rn por x = (x1, x
′),

em que x1 ∈ R e x′ ∈ Rn−1. Note que a função x1 7→ f(x1, x
′) pertence a L1(R) para

quase todo x′ ∈ Rn−1 de acordo com o Teorema de Fubini. Para tais pontos x′ ∈ Rn−1,
temos que

f(x1, x
′) = f(0, x′) +

∫ x1

0

∂f

∂t
(t, x′)dt,

para −∞ < x1 <∞.
Note que a igualdade acima mostra que lim

x1→±∞
f(x1, x

′) existe. Além disso, o limite

deve ser nulo, pois f(·, x′) pertence a L1(R).
Agora, obteremos (2.5) integrando por partes a transformada de Fourier, de dimensão

um, de ∂f
∂x1

(·, x′):

∂̂f

∂x1
(ξ) = (2π)−

n
2

∫
Rn−1

e−ix
′·ξ′
(∫ ∞
−∞

e−ix1ξ1
∂f

∂x1
(x1, x

′)dx1

)
dx′
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= (2π)−
n
2

∫
Rn−1

e−ix
′·ξ′
(
e−ix1ξ1f(x1, x

′)
∣∣∣∞
x1=−∞

+ iξ1

∫ ∞
−∞

e−ix1ξ1f(x1, x
′)dx1

)
dx′

= iξ1(2π)−
n
2

∫
Rn−1

e−ix
′·ξ′
(∫ ∞
−∞

e−ix1ξ1f(x1, x
′)dx1

)
dx′

= iξ1f̂(ξ).

�

Proposição 2.3.8 Suponha que f ∈ L1(Rn) e que
∫
Rn |x|

k|f(x)|dx < ∞ para algum

inteiro k ≥ 1. Então f̂ ∈ Ck(Rn) e

∂αf̂(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn
e−ix·ξ(−ix)αf(x)dx = (−i)|α|(̂·)αf(ξ), (2.6)

para todo |α| ≤ k e ξ ∈ Rn.

Observação 2.3.9 Note que (2.6) é exatamente o que obteŕıamos se derivássemos for-

malmente f̂ sob o sinal de integração:

∂αf̂(ξ) = (2π)−
n
2 ∂α

∫
Rn
e−ix·ξf(x)dx

= (2π)−
n
2

∫
Rn
∂αξ e

−ix·ξf(x)dx

= (2π)−
n
2

∫
Rn
e−ix·ξ(−ix)αf(x)dx.

Demonstração: É suficiente provar (2.6) para k = 1 e podemos assumir que α =
(1, 0, . . . , 0). Escrevendo x = (x1, x

′) e ξ = (ξ1, ξ
′), onde x′, ξ′ ∈ Rn−1, temos que

f̂(ξ1 + h, ξ′)− f̂(ξ1, ξ
′)

h
=

∫
Rn−1

∫ ∞
−∞

(−ix1)f(x1, x
′)
e−ix1h − 1

−ix1h
e−i(x1ξ1+x

′·ξ′)dx1dx
′.

Como o quociente e−ix1h−1
−ix1h tende a 1 quando h tende a zero e

∣∣∣ e−ix1h−1−ix1h

∣∣∣ ≤ 1, segue do

Teorema da convergência dominada que

lim
h→0

f̂(ξ1 + h, ξ′)− f̂(ξ1, ξ
′)

h
= (2π)−

n
2

∫
Rn−1

∫ ∞
−∞

lim
h→0

(−ix1)f(x1, x
′)
e−ix1h − 1

−ix1h
e−i(x1ξ1+x

′·ξ′)dx1dx
′

= (2π)−
n
2

∫
Rn−1

∫ ∞
−∞

(−ix1)f(x1, x
′)e−i(x1ξ1+x

′·ξ′)dx1dx
′,
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ou seja,
∂f̂

∂ξ1
(ξ) = (2π)−

n
2

∫
Rn
e−ix·ξ(−ix1)f(x)dx.

A continuidade de
∂f̂

∂ξ1
é uma consequência do fato que o lado direito de (2.6) é uma

função cont́ınua de ξ. �

O fato da transformada de Fourier f̂ de uma função f ∈ L1 não ser necessariamente
integrável torna a interpretação da fórmula de inversão muito delicada. Aqui, focaremos
o caso simples quando f̂ ∈ L1(Rn). Porém, vale ressaltar que o espaço S, das funções de
decrescimento rápido, chamado de espaço de Schwartz, é o ambiente em que a teoria da
transformada de Fourier é mais elegante e mais simétrica, veja por exemplo, [4].

Pode-se mostrar que se ambas f e f̂ pertencem a L1(Rn), então

f(x) = (2π)−
n
2

∫
Rn
eiξ·xf̂(ξ)dξ,

para quase todo x ∈ Rn. Para mais detalhes veja, por exemplo, [6].

Definição 2.3.10 A transformada inversa de Fourier f̌ de uma função f ∈ L1(Rn) é

definida por

f̌(x) = (2π)−
n
2

∫
Rn
eiξ·xf(ξ)dξ, x ∈ Rn.

Vale lembrar que a transformada inversa compartilha a maioria das propriedades com
a transformada de Fourier. Além disso, com essa notação, a discussão acima pode ser

reformulada da seguinte forma:
ˇ̂
f(x) = f(x) para quase todo x ∈ Rn, desde que f e f̂

pertençam a L1(Rn).

2.3.2 A transformada de Fourier em L2

A estratégia para estender a transformada de Fourier para L2(Rn) é a seguinte: primeiro
escolhe-se uma sequência de funções fk ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) tal que fk → f em L2(Rn).
Uma vez que cada fk pertence a L1(Rn), ela tem uma transformada de Fourier f̂k. A
seguir mostra-se que a sequência f̂k é convergente em L2(Rn). O limite desta sequência
é então definido como a transformada de Fourier f̂ de f e é independente da escolha da
sequencia fk. Por fim, mostra-se que a extensão é consistente com a definição anterior,
verificando-se que as duas definições coincidem para funções em L1(Rn) ∩ L2(Rn).

Dada uma função f ∈ L2(Rn), consideremos fk = f
∣∣∣
Bk(0)

, isto é,

fk(x) =

{
f(x) se |x| < k

0 se |x| ≥ k,
(2.7)
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para k = 1, 2, . . . . É posśıvel mostrar que cada função fk pertence a L2(Rn), é integrável e,
portanto, tem uma transformada de Fourier, e que a sequência fk aproxima f ∈ L2(Rn).

Definição 2.3.11 Se f ∈ L2(Rn) e fk é dada por (2.7), definimos f̂ ∈ L2(Rn) como o

limite em L2(Rn) da sequência (f̂k)
∞
k=1.

Observação 2.3.12 1. Pode-se mostrar que se f ∈ L1(Rn) e fk é dada por (2.7),

então a sequência (f̂k)
∞
k=1 é convergente em L2(Rn).

2. A transformada de Fourier leva L2(Rn) em L2(Rn).

3. Pela definição,

f̂(ξ) = lim
k→∞

(2π)−
n
2

∫
|x|<k

e−ix·ξf(x)dx em L2(Rn), (2.8)

o que significa que

∫
Rn

∣∣∣∣f̂(ξ)− (2π)−
n
2

∫
|x|<k

e−ix·ξf(x)dx

∣∣∣∣2 dξ → 0, quando k →∞.

4. No caso em que f ∈ L1(Rn)∩L2(Rn), a transformada f̂ definida por (2.8) coincide

com a Definição 2.3.1.

5. A transformada de fourier em L2(Rn) preserva muitas propriedades da transformada

de Fourier em L1(Rn). Em particular, se ∂jf ∈ L2(Rn) para algum j, então ∂̂f
∂ξj

(ξ) =

iξj f̂(ξ).

6. Se f ∈ L2(Rn), então vale a famosa fórmula de Plancherel:

∫
Rn
|f(x)|2dx = (2π)−n

∫
Rn
|f̂(ξ)|2dξ. (2.9)

Recordemos que se f, f̂ ∈ L1(Rn), então
ˇ̂
f = f, em que

f̌(x) = (2π)−
n
2

∫
Rn
eiξ·xf̂(ξ)dξ, x ∈ Rn.

Note também que se R é o operador reflexão, definido por Rf(x) = f(−x). x ∈ Rn,
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então

f̌(x) = (2π)−
n
2

∫
Rn
eiξ·xf(ξ)dξ

= (2π)−
n
2

∫
Rn
e−iξ·(−x)f(ξ)dξ

= f̂(−x) = Rf̂(x).

Isto motiva a seguinte definição:

Definição 2.3.13 A transformada inversa f̌ de f ∈ L2(Rn) é definida por f̌ = Rf̂.

Pode-se mostrar que se f ∈ L2(Rn), também temos que
ˇ̂
f = f .

2.4 Distribuições

Aqui, X e K denotam subconjuntos aberto e compacto do Rn, respectivamente. Além
disso, por C∞0 (X) denota-se a classe das funções infinitamente deriváveis em X, com
suporte compacto. Denomina-se suporte de f o fecho do conjunto dos pontos de X onde
f é não nula e representa-se o suporte de f por supp(f).

No contexto da teoria das distribuições, a classe C∞0 (X) é tradicionalmente denotada
por D(X) e as funções que pertencem a D(X) são chamadas de funções teste.

Definição 2.4.1 Uma sequência (φk)
∞
k=1 ⊂ D(X) converge para φ ∈ D(X), isto é, φk →

φ em D(X), se:

(i) existe um subconjunto compacto K de X tal que supp(φk) ⊂ K para cada k;

(ii) ∂αφk converge uniformemente para ∂αφ em X para cada multi-́ındice α.

Definição 2.4.2 Uma distribuição sobre X é um funcional linear u : D(X) → C que é

sequencialmente cont́ınuo, isto é, se φk → φ em D(X), então u(φk)→ u(φ).

Vale ressaltar que escreveremos na maioria das vezes < u, φ > ao invés de u(φ), em
que u ∈ D′(X) e φ ∈ D(X).

Denotaremos a classe das distribuições em D(X) por D′(X).

Exemplo 2.4.3 Cada função f ∈ L1
loc(X) dá origem a uma distribuição uf através da

integração:

< uf , φ >=

∫
X

f(x)φ(x)dx, φ ∈ D(X).
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Esta aplicação é linear. Além disso, note que se φ ∈ D(X), com supp(φ) ⊂ K, então

| < uf , φ > | ≤
∫
X

|f(x)φ(x)|dx ≤ ‖φ‖∞
∫
K

|f(x)|dx.

Disto segue que se φk → φ em D(X) e supp(φk) ⊂ K, para todo k, então

| < uf , φ > − < uf , φk > | ≤ ‖φ− φk‖∞
∫
K

|f(x)|dx,

o que mostra que < uf , φk >→< uf , φ >.

Definição 2.4.4 Uma sequência (uk)
∞
k=1 ⊂ D′(X) converge para u ∈ D′(X), e escreve-

mos uk → u, se < uk, φ >→< u, φ > para cada φ ∈ D(X).

Para motivar a definição de derivada de uma distribuição, assumiremos que u ∈ C1(X)
e que φ ∈ D(X). Usando integração por partes, temos que

〈
∂u

∂xj
, φ

〉
=

∫
X

∂u

∂xj
(x)φ(x)dx = −

∫
X

u(x)
∂φ

∂xj
(x)dx = −

〈
u,
∂φ

∂xj

〉
,

para j = 1, 2, . . . , n.
Isto nos leva a seguinte definição para derivadas parciais de primeira ordem de uma

distribuição:

Definição 2.4.5 A derivada parcial ∂u
∂xj

, com j = 1, 2, . . . , n, de uma distribuição u ∈

D′(X) é definida por

〈
∂u

∂xj
, φ

〉
= −

〈
u,
∂φ

∂xj

〉
, φ ∈ D(X). (2.10)

Observação 2.4.6 (i) Segue da definição de convergência em D(X) que se u ∈ D′(X),

então ∂u
∂xj
∈ D′(X), para j = 1, 2, . . . , n.

(ii) Segue do item (i) que a distribuição u ∈ D′(X) tem derivadas parciais de todas as

ordens. Também, se α é um multi-́ındice, então (2.10) implica que

〈∂αu, φ〉 = (−1)|α| 〈u, ∂αφ〉 , φ ∈ D(X).

(iii) As derivadas da distribuição uf do Exemplo 2.4.3 são frequentemente chamadas de

derivadas fracas.
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2.5 Distribuições temperadas

Definição 2.5.1 Uma função φ ∈ C∞(Rn) é chamada função de decrescimento rápido

se

‖φ‖α,β = sup
x∈Rn
|xα∂βφ(x)| <∞,

para todo multi-́ındice α e β. O espaço vetorial de todas as funções de decrescimento

rápido é chamado de classe de Schwartz e é denotado por S.

Assim, se φ ∈ S, então φ e todas as suas derivadas tendem mais rápido a zero do que
|x|−k para qualquer inteiro k ≥ 0, quando |x| → ∞.

Segue da Definição 2.5.1 que a classe de Schwartz é invariante sob derivação e multi-
plicação com potências de x e que essas operações são cont́ınuas em S.

Definição 2.5.2 Uma sequência (φk)
∞
k=1 ⊂ S converge para φ ∈ S se

‖φ− φn‖α,β → 0, quando k →∞,

para todo multi-́ındice α e β.

Observação 2.5.3 São fatos conhecidos que o conjunto D(Rn) é um subespaço denso de

S e que S é um subespaço denso de Lp(Rn), para 1 ≤ p < ∞, para mais detalhes veja,

por exemplo, [4].

Uma das importâncias da classe Schwartz na teoria da distribuição decorre do seguinte
resultado:

Teorema 2.5.4 A transformada de Fourier F é uma aplicação cont́ınua de S em S.

Demonstração: Ver [6].

Observação 2.5.5 Vale observar que para f, g ∈ S, temos que f̂ g(ξ) = (2π)−
n
2 (f̂ ∗ ĝ)(ξ).

Tal propriedade será de grande importância na obtenção de nossos resultados.

Vamos agora definir o espaço dual de S.

Definição 2.5.6 A distribuição temperada é um funcional linear u : S → C que é

sequencialmente cont́ınuo, isto é, se φk → φ em S, então < u, φk >→< u, φ > .

A classe das distribuições temperadas é denotada por S ′.
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Definição 2.5.7 Uma sequência (uk)
∞
k=1 ⊂ S ′ converge para u ∈ S ′ se < uk, φ >→

< u, φ >, para toda φ ∈ S.

Note que se u ∈ S ′, então como D(Rn) ⊂ S, a restrição de u a D(Rn) pertence a
D′(Rn). Podemos então considerar S ′ como um subespaço de D′(Rn).

Agora estamos em condições de definir a transformada de Fourier de uma distribuição
temperada.

Definição 2.5.8 A transformada de Fourier û de uma distribuição temperada u é defi-

nida por

< û, φ >=< u, φ̂ >, φ ∈ S.

Observação 2.5.9 (i) Note que se u ∈ S ′, então û ∈ S ′, pois a transformada de

Fourier é cont́ınua em S de acordo com o Teorema 2.5.4.

(ii) A transformada de Fourier é também cont́ınua em S ′. De fato, se uk → u ∈ S ′,

então

< ûk, φ >=< uk, φ̂ >→< u, φ̂ >=< û, φ >

para toda função φ ∈ S, pois φ̂ ∈ S, o que mostra que ûk → û em S ′.

(iii) Se f ∈ L1(Rn), então

< ûf , φ >=< uf , φ̂ >=

∫
Rn
f(x)φ̂(x)dx =

∫
Rn
f̂(x)φ(x)dx =< uf̂ , φ >

para toda função φ ∈ S, o que mostra que a transformada de Fourier distribucional

de f coincide com a transformada ordinária.

(iv) A transformada de Fourier inversa ǔ de uma distribuição temperada u é definida

por

< ǔ, φ >=< u, φ̌ >, φ ∈ S.

Mais ainda, ˇ̂u = u = ˆ̌u, para toda u ∈ S ′.

A seguir serão demonstradas algumas importantes propriedades da transformada de
Fourier de distribuições temperadas. Para isso, observemos primeiramente que se u é uma
função integrável, φ ∈ S e λ ∈ R, λ 6= 0 e se definirmos uλ(x) := u(λx), então a fórmula
de mudança de variável implica que∫

Rn
uλ(x)φ(x)dx = |λ|−n

∫
Rn
u(x)φλ−1(x)dx.
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A discussão acima motiva a definição da composição de uma distribuição temperada
u ∈ S ′ com uma homotetia por

< uλ, φ >:= |λ|−n < u, φλ−1 >, φ ∈ S. (2.11)

Proposição 2.5.10 Suponha que u ∈ S ′. Então, valem as seguintes propriedades:

(i) se λ ∈ R, λ 6= 0, então ûλ = |λ|−nûλ−1 .

(ii) ∂̂αu = (i(·))αû para todo multi-́ındice α.

(iii) (̂·)αu = i|α|∂αû para todo multi-́ındice α.

Demonstração: Se λ ∈ R, λ 6= 0, então usando (2.11) e fazendo as mudanças de variável
λξ = z e posteriormente xλ−1 = w, obtemos

< |λ|−nûλ−1 , φ > = |λ|−n < ûλ−1 , φ >

= |λ|−n|λ|n < û, φλ >

= < û, φλ >

= < u, φ̂λ >

=

∫
Rn
u(x)φ̂λ(x)dx

=

∫
Rn
u(x)

∫
Rn
e−ix·ξφ(λξ)dξdx

= |λ|−n
∫
Rn
u(x)

∫
Rn
e−ix·λ

−1zφ(z)dzdx

= |λ|−n|λ|n
∫
Rn
u(λw)

∫
Rn
e−iw·zφ(z)dzdw

=

∫
Rn
uλ(w)φ̂(z)dw

= < ûλ, φ >,

para toda φ ∈ S, o que mostra o item (i).
Agora observe que

< ∂̂αu, φ >= (−1)|α| < u, ∂αφ̂ >= (−1)|α| < u, ̂(−ix)αφ(x) >=< (iξ)αû, φ >,

para toda φ ∈ S, o que prova o item (ii).
A prova do item (iii) é análoga a do item (ii). �
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2.6 Convolução de funções homogêneas

Nesta seção, apresentaremos um resultado sobre convolução de funções homogêneas (ver
[11]) que será muito útil para nossos propósitos.

Proposição 2.6.1 Sejam 0 < α < n, 0 < β < n tais que 0 < α + β < n. Então

(
| · |α−n ∗ | · |β−n

)
(y) =

cn−α−βcαcβ
cα+βcn−αcn−β

|y|α+β−n,

em que ca := π−
a
2 Γ(a

2
) e Γ(b) =

∫ ∞
0

tb−1e−tdt, a > 0.

Demonstração: Começemos observando que

ca|z|−a = π−
a
2 Γ
(a

2

)
|z|−a

= π−
a
2 |z|−a

∫ ∞
0

t
a
2
−1e−tdt

=

∫ ∞
0

(tπ−1|z|−2)
a
2
−1e−tπ−1|z|−2dt

=

∫ ∞
0

u
a
2
−1e−π|z|

2udu, (2.12)

em que na última igualdade foi realizada a mudança de variável u = tπ−1|z|−2.
De (2.12) é posśıvel escrever

cn−α|x|α−ncn−β|y − x|β−n =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

t
n−α−2

2 s
n−β−2

2 e−π(t|x|
2+s|y−x|2)dtds.

Portanto, segue que

cn−αcn−β(| · |α−n ∗ | · |β−n)(y) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

t
n−α−2

2 s
n−β−2

2 (e−πt|·|
2 ∗ e−πs|·|2)(y)dtds. (2.13)

Por outro lado, da Proposição 2.3.4 e do fato de que

(2π)
n
2 ê−t|·|2(ξ) =

∫
Rn
e−|x|

2te−iξ·xdx =
(π
t

)n
2
e−
|ξ|2
4t , (2.14)

(veja, por exemplo, [6]), obtemos

̂(eπt|·|2 ∗ eπs|·|2)(ξ) = (2π)
n
2 ê−πt|·|2(ξ)ê−πs|·|2(ξ)

= (2π)
n
2

(
1

2πt

)n
2

e−
|ξ|2
4πt

(
1

2πs

)n
2

e−
|ξ|2
4πs
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=

(
1

2πts

)n
2

e−
(t+s)
4πts

|ξ|2 . (2.15)

Agora, aplicando a transformada inversa em (2.15) e usando novamente (2.14), obte-
mos

(eπt|·|
2 ∗ eπs|·|2)(y) =

(
1

2πts

)n
2

(2π)
n
2

(
πts

π(t+ s)

)n
2

e−π
ts
s+t
|y|2

=
1

(s+ t)
n
2

e−π
ts
s+t
|y|2 . (2.16)

Substituindo (2.16) em (2.13) e fazendo a mudança de coordenadas t = u2 e s = v2,
segue que

cn−αcn−β(| · |α−n ∗ | · |β−n)(y) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

t
n−α−2

2 s
n−β−2

2
1

(s+ t)
n
2

e−π
ts
s+t
|y|2dtds (2.17)

= 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

un−α−2vn−β−2
1

(u2 + v2)
n
2

e
−π u2v2

u2+v2
|y|2
uvdudv

= 4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

un−α−1vn−β−1
1

(u2 + v2)
n
2

e
−π u2v2

u2+v2
|y|2
dudv.

Agora, usando a mudança de coordenadas polares u = r cos θ e v = r sin θ, e depois a
mudança z = πr2 cos2 θ sin2 θ|y|2, de (2.17), temos

cn−αcn−β(| · |α−n ∗ | · |β−n)(y) (2.18)

= 4

∫ π
2

0

cosn−α−1 θ sinn−β−1 θ

∫ ∞
0

rn−α−β−2e−πr
2 cos2 θ sin2 θ|y|2rdrdθ

= 4

∫ π
2

0

cosn−α−1 θ sinn−β−1 θ

∫ ∞
0

(r2)
n−α−β

2
−1e−πr

2 cos2 θ sin2 θ|y|2rdrdθ

= 4

∫ π
2

0

cosn−α−1 θ sinn−β−1 θ

∫ ∞
0

(
z

π cos2 θ sin2 θ|y|2

)n−α−β
2
−1

e−z

1

2π cos2 θ sin2 θ|y|2
dzdθ

= 2

∫ π
2

0

cosn−α−1 θ sinn−β−1 θ

∫ ∞
0

z
n−α−β

2
−1e−zπ−

n−α−β
2 cos−n+α+β θ

sin−n+α+β θ|y|−n+α+βdzdθ

= 2π−
n−α−β

2 |y|−n+α+β
∫ π

2

0

cosβ−1 θ sinα−1 θ

∫ ∞
0

z
n−α−β

2
−1e−zdzdθ

= cn−α−β|y|α+β−n2

∫ π
2

0

cosβ−1 θ sinα−1 θdθ. (2.19)
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Um cálculo similar mostra que se a > 0 e b > 0, então

Γ(a)Γ(b) = Γ(a+ b)2

∫ π
2

0

cos2a−1 θ sin2b−1 θdθ.

Assim, de (2.19) e considerando a identidade acima com a = α
2

e b = β
2
, temos

cn−αcn−β(| · |α−n ∗ | · |β−n)(y) = cn−α−β|y|α+β−n
Γ(α

2
)Γ(β

2
)

Γ(α+β
2

)
,

ou seja, (
| · |α−n ∗ | · |β−n

)
(y) =

cn−α−βcαcβ
cα+βcn−αcn−β

|y|α+β−n.

�

2.7 Lema de ponto fixo abstrato

Para encerrar, este caṕıtulo, apresentaremos um resultado geral de existência e unicidade
para uma equação abstrata via um argumento de contração, o qual será de fundamental
importância no decorrer deste trabalho.

Lema 2.7.1 Sejam X um espaço de Banach e B : X×X×X → X um operador trilinear

cont́ınuo satisfazendo

‖B(u1, u2, u3)‖X ≤ K‖u1‖X‖u2‖X‖u3‖X ,

para todo u1, u2, u3 ∈ X e K > 0 uma constante. Seja ε > 0 tal que 12ε2K < 1. Então

para cada y ∈ X com ‖y‖X ≤ ε a equação

u = y +B(u, u, u)

tem uma única solução u ∈ X satisfazendo ‖u‖X ≤ 2ε. Além disso, a solução u depende

continuamente de y no seguinte sentido: se ‖y1‖X ≤ ε e v = y1 + B(v, v, v), ‖v‖X ≤ 2ε,

então

‖u− v‖X ≤
1

(1− 12ε2K)
‖y − y1‖X .

Demonstração: A prova é baseada em um argumento de contração. Defina E = {u :
u ∈ X, ‖u‖X ≤ 2ε} com a métrica d(u, v) = ‖u − v‖X . Note que (E, d) é um espaço
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métrico completo.
Considere agora uma aplicação T definida por Tu = y + B(u, u, u). Uma vez que

‖y‖X ≤ ε, então para u ∈ E,

‖Tu‖X ≤ ‖y‖X + ‖B(u, u, u)‖X ≤ ‖y‖X +K‖u‖3X ≤ ε+ (8ε2K)ε < 2ε,

pois 8ε2K < 12ε2K < 1.
Logo, temos Tu ∈ E.
Por outro lado, se u, v ∈ E, então temos que

‖Tu− Tv‖X = ‖B(u, u, u)−B(v, v, v)‖X
≤ ‖B(u, u− v, u)‖X + ‖B(u, v, u− v)‖X + ‖B(u− v, v, v)‖X
≤ K‖u− v‖X(‖u‖2X + ‖u‖X‖v‖X + ‖v‖2X)

= 12ε2K‖u− v‖X .

Como 12ε2K < 1, então T é uma contração de (E, d) em (E, d). Pelo Teorema de
ponto fixo para contrações, segue que T tem um único ponto fixo u ∈ E com ‖u‖X ≤ 2ε.
Consequentemente, u = y +B(u, u, u) tem uma única solução u ∈ E.

Para mostrar a dependência cont́ınua, note que

‖u− v‖X ≤ ‖y1 − y2‖X + ‖B(u, u, u)−B(v, v, v)‖X
≤ ‖y1 − y2‖X + 12ε2K‖u− v‖X ,

o que implica que

‖u− v‖X ≤
1

(1− 12ε2K)
‖y1 − y2‖X ,

completando a demonstração. �



Caṕıtulo 3

Os espaços PMa

Neste caṕıtulo introduziremos os espaços de pseudo-medidas que serão utilizados para
estudar a boa colocação da equação do calor não linear.

Definição 3.0.1 Seja a ≥ 0. Definimos o espaço de pseudo-medidas PMa(Rn) por

PMa(Rn) := {v ∈ S ′ : v̂ ∈ L1
loc(Rn) e ‖v‖PMa <∞}, (3.1)

com a norma

‖v‖PMa(Rn) := ess sup
ξ∈Rn

|ξ|a|v̂(ξ)|.

Note que PM := PM0(Rn) é o espaço clássico de pseudo-medidas.

Observação 3.0.2 No que segue, para não sobrecarregar a notação, denotaremos PMa(Rn)

por PMa.

Proposição 3.0.3 O espaço PMa munido da norma ‖ · ‖PMa é Banach.

Demonstração: É claro que PMa é um espaço vetorial e que ‖·‖PMa define uma norma.
Assim, basta verificar que PMa é completo. Para isso, seja (vj)n∈N ∈ PMa uma sequência
de Cauchy, ou seja,

‖vj − vk‖PMa → 0, quando j, k →∞.

Da definição da norma ‖ · ‖PMa conclúımos que a sequência (| · |av̂j)j∈N é de Cauchy
em L∞(Rn). Uma vez que o espaço L∞(Rn) é completo, existe uma função f ∈ L∞(Rn),
tal que | · |av̂j converge para f na norma ‖ · ‖L∞ .

Definamos, agora, g(ξ) = 1
|ξ|af(ξ), ξ 6= 0. Assim, dada a bola aberta de centro na

origem e raio r > 0, B(0, r) ⊂ Rn, temos∫
B(0,r)

1

|ξ|a
|f(ξ)|dξ ≤ ‖f‖L∞

∫
B(0,r)

1

|ξ|a
dξ <∞,

30
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pois a < n.
Note que isto implica que g ∈ L1

loc(Rn). Mais ainda, dada uma função ϕ ∈ S(Rn),
segue que ∣∣∣∣∫

Rn
g(ξ)ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖L∞ ∫
B(0,1)

1

|ξ|a
|f(ξ)|dξ + ‖f‖L∞‖ϕ‖L1 <∞,

ou seja, g ∈ S ′(Rn).
Portanto, definindo v := ǧ, no sentido de distribuições, segue que v ∈ PMa e vj → v,

na norma ‖ · ‖PMa , quando j →∞. �

Vale ainda ressaltar que a topologia dada pela norma ‖ · ‖PMa é mais forte do que a
topologia herdada como subespaço de S ′(Rn). De fato, sejam (vj)j∈N uma sequência em
PMa, tal que vj → v na norma ‖ · ‖PMa e ϕ ∈ S(Rn). Vale que

|〈vj − v, ϕ〉| ≤
∫
Rn
|v̂j(ξ)− v̂(ξ)||ϕ̌(ξ)|dξ

=

∫
Rn
|ξ|a|v̂j(ξ)− v̂(ξ)||ξ|−a|ϕ̌(ξ)|dξ

≤ ‖vj − v‖PMa

∫
Rn
|ξ|−a|ϕ̌(ξ)|dξ

≤ ‖vj − v‖PMa

(
‖ϕ̌‖L∞

∫
B(0,1)

|ξ|−adξ + ‖ϕ̌‖L1

)
.

Uma vez que ‖vj − v‖PMa → 0, quando j → ∞, segue que vj → v no sentido de
distribuições.

Veremos, agora, uma propriedade importante da norma ‖ · ‖PMa , com relação à
composta com uma homotetia. Se u ∈ PMa, então da Proposição 2.5.10, item (i), temos
que para λ > 0, ûλ = λ−nûλ−1 , ou seja,

‖uλ‖PMa = ess sup
ξ∈Rn

|ξ|a|ûλ(ξ)|

= λa−n ess sup
ξ∈Rn

|λ−1ξ|a|û(λ−1ξ)|

= λa−n‖u‖PMa .

No caso particular em que a = n− 1, segue que

‖λuλ‖PMn−1 = ‖u‖PMn−1 , (3.2)

ou seja, a norma PMn−1 é invariante pela aplicação f → λfλ, a qual recebe o nome de
scaling da norma ‖ · ‖PMn−1 .
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Definição 3.0.4 Para a ≥ 0 e σ > 0 definimos o espaço de Cσ([0,∞);PMa) por

Cσ([0,∞);PMa) := {v : v(t, ·) ∈ PMa e ‖v‖Cσ([0,∞);PMa) <∞}, (3.3)

com a norma

‖v‖Cσ([0,∞);PMa) := sup
t>0

tσ‖v(t, ·)‖PMa .

Proposição 3.0.5 O espaço Cσ([0,∞);PMa) munido da norma ‖ · ‖Cσ([0,∞);PMa) é um

espaço de Banach.

Demonstração: Seja (vj)j∈N uma sequência de Cauchy em Cσ([0,∞);PMa). Então,
para cada ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

‖vj − vk‖Cσ([0,∞);PMa) = sup
t>0

tσ‖vj(t, ·)− vk(t, ·)‖PMa < ε,

para todo j, k > n0, em particular

sup
t>0
‖tσvj(t, ·)− tσvk(t, ·)‖PMa < ε,

para todo j, k > n0.
Como PMa é um espaço de Banach, o espaço das funções cont́ınuas e limitadas do

intervalo [0,∞) para o espaço PMa, denotado por BC([0,∞), PMa), também é um espaço
de Banach. Então, (tσvj)j∈N converge para algum u em BC([0,∞), PMa), ou seja, vj →
v := t−σu em BC([0,∞), PMa), quando j →∞.

Mostremos que v ∈ Cσ([0,∞);PMa) e (vj)j∈N converge para v ∈ Cσ([0,∞);PMa).
Note que v ∈ Cσ([0,∞);PMa), pois

‖v‖Cσ([0,∞);PMa) = sup
t>0

tσ‖v(t, ·)‖PMa

= sup
t>0
‖tσv(t, ·)‖PMa

= sup
t>0
‖u(t, ·)‖PMa

< ∞.

Além disso, (vj)j∈N converge para v ∈ Cσ([0,∞);PMa), pois

‖vj − v‖Cσ([0,∞);PMa) = sup
t>0

tσ‖vj(t, ·)− v(t)‖PMa

= sup
t>0
‖tσvj(t, ·)− tσv(t, ·)‖PMa

= sup
t>0
‖tσvj(t, ·)− u(t, ·)‖PMa → 0,
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quando j →∞. �

Definição 3.0.6 Uma função v : [0,∞) → PMa é dita fracamente cont́ınua em t ∈

[0,∞), se para cada ϕ ∈ S(Rn), temos

lim
τ→t

< v(τ, ·), ϕ >=< v(t, ·), ϕ > .

Se v é fracamente cont́ınua para todo t ∈ [0,∞), dizemos simplesmente que v é

fracamente cont́ınua.

Definição 3.0.7 Para a ≥ 0 definimos o espaço Cω([0,∞), PMa) de todas as funções

v : [0,∞)→ PMa fracamente cont́ınuas e tais que sup
t>0
‖v(t, ·)‖PMa <∞, com a norma

‖v‖Cω([0,∞);PMa) := sup
t>0
‖v(t, ·)‖PMa .

Proposição 3.0.8 O espaço Cω([0,∞), PMa) munido da norma ‖ · ‖Cω([0,∞);PMa) é um

espaço de Banach.

Demonstração: A prova de que toda sequência de Cauchy converge, na norma
‖ · ‖Cω([0,∞);PMa) é similar a do espaço das funções reais L∞(0,∞) com a norma ‖f‖L∞ :=
sup
t>0
|f(t)|, pois PMa é um espaço de Banach. Assim, mostraremos, apenas, a continuidade

fraca da função limite. Para isto, seja (vj)j∈N ⊂ Cω([0,∞), PMa) uma sequência tal que
vj → v, quando j →∞, na norma ‖ · ‖Cω([0,∞);PMa). Para cada ϕ ∈ S(Rn), temos

| < v(t, ·)− v(τ, ·), ϕ > | ≤ | < v(t, ·)− vj(t, ·), ϕ > |+ | < vj(t, ·)− vj(τ, ·), ϕ > |
+| < vj(τ, ·)− v(τ, ·), ϕ > |

≤
∫
Rn
|ξ|a|v̂(t, ξ)− v̂j(t, ξ)||ξ|−aϕ̌(ξ)|dξ

+

∫
Rn
|ξ|a|v̂(τ, ξ)− v̂j(τ, ξ)||ξ|−aϕ̌(ξ)|dξ

+| < vj(t, ·)− vj(τ, ·), ϕ > |

≤ 2‖v − vj‖Cω([0,∞);PMa)

[
‖ϕ̌‖L∞

(∫
B(0,1)

1

|ξ|a
dξ

)
+ ‖ϕ̌‖L1

]
+| < vj(t, ·)− vj(τ, ·), ϕ > |.

Portanto,

lim sup
τ→t

| < v(t, ·)−v(τ, ·), ϕ > | ≤ 2‖v−vj‖Cω([0,∞);PMa)

[
‖ϕ̌‖L∞

(∫
B(0,1)

1

|ξ|a
dξ

)
+ ‖ϕ̌‖L1

]
.

(3.4)
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Uma vez que j ∈ N é arbitrário, segue que lim sup
τ→t

| < v(t, ·) − v(τ, ·), ϕ > | = 0, ou

seja, o limite em (3.4) existe e é igual a zero. Portanto, v é fracamente cont́ınua em t. �

Definição 3.0.9 Para a ≥ 0, b ≥ 0 e σ > 0 definimos Y a,b
σ (R+) := Cω([0,∞), PMa) ∩

Cσ([0,∞);PM b).

Para 2 < b < 3 e σ = b
2
− 1 escrevemos Y b(R+) ≡ Y 2,b

σ (R+). Note que, Y 2(R+) =
Cω([0,∞);PM2).

Por fim, vale lembrar que das Proposições 3.0.3 e 3.0.8 segue que o espaço Y 2,a
σ (R+)

munido da norma ‖.‖Y a é um espaço de Banach, em que a norma ‖.‖Y a é definida por

‖v‖Y a = ‖v‖Cω([0,∞),PM2) + ‖v‖Cσ([0,∞);PMa)

= sup
t>0
‖v(t, ·)‖PM2 + sup

t>0
tσ‖v(t, ·)‖PMa .



Caṕıtulo 4

Boa colocação da equação do calor

não linear

Este caṕıtulo é dedicado ao estudo da equação do calor não linear. Para esta finalidade,
primeiramente apresentamos algumas estimativas básicas e lemas e então provamos a boa
colocação global no tempo, para pequenas soluções, do problema de Cauchy

ut −4u = µu3, t ∈ R+, x ∈ R3, (4.1)

u(0, x) = u0(x), x ∈ R3, (4.2)

em espaços de pseudo-medidas e, também, a estabilidade assintótica de soluções globais
em tempos grandes. Finalmente, será discutido o comportamento, em tempos grandes,
da solução global e existência de soluções auto-similares do problema. Aqui, u = u(t, x)
é uma função a valores reais a ser determinada, u0(x) é o dado inicial e µ ∈ R é uma
constante.

4.1 O Problema Linear Associado

Observe que o problema linear associado ao sistema (4.1)- (4.2) é o problema de Cauchy
para a equação do calor em R3 dado por

ut −∆u = 0, t ∈ R+, x ∈ R3,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R3.
(4.3)

Seja g(t, x) o núcleo de Gauss-Weirstrass dado por

g(t, x) = (4tπ)−
3
2 e−

|x|2
4t , (4.4)

35
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para todo t > 0 e x ∈ R3, cuja transformada de Fourier é

ĝ(t, ξ) = (2π)−
3
2

∫
R3

g(t, x)e−ix·ξdx = (2π)−
3
2 e−|ξ|

2t. (4.5)

Aplicando formalmente a transformada de Fourier em (4.3), tem-se o seguinte p.v.i.


∂

∂t
û(t, ξ) + |ξ|2û(t, ξ) = 0, t ∈ R+, ξ ∈ R3

û(0, ξ) = û0(ξ), ξ ∈ R3.

(4.6)

O sistema (4.6) tem solução única dada por

û(t, ξ) = e−|ξ|
2tû0(ξ) (4.7)

e, portanto, de (4.5), temos

û(t, ξ) = (2π)
3
2 ĝ(t, ξ)û0(ξ). (4.8)

Aplicando, agora, a transformada inversa, obtemos

u(t, ξ) = g(t, x) ∗ u0(x), (4.9)

ou seja, g(t, x) é solução fundamental de (4.3).
A solução do problema linear (4.3), dada em (4.9), gera um semigrupo S(t) via

convolução com o núcleo de Gauss-Weierstrass (4.4), isto é,

S(t)u0(x) = g(t, x) ∗ u0(x). (4.10)

No que segue, nos referimos a g(t, x) e S(t) como núcleo do calor e semigrupo do
calor, respectivamente. Para mais detalhes sobre a discussão acima veja [3] e para mais
informações sobre a teoria de semigrupos veja [14].

4.2 Formulação Integral do Problema

Nesta seção vamos apresentar a formulação integral associada ao sistema (4.3).
Para isso, considere u uma solução clássica de (4.3) e defina ψ(τ) = S(t − τ)u(τ, x),

em que S(t) é o semigrupo do calor. Assim, segue que

ψ(τ) = S(t− τ)u(τ, x) = g(t− τ, x) ∗ u(τ, x)
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e, portanto,

∂ψ

∂τ
(τ) =

∂

∂τ

(
g(t− τ, x) ∗ u(τ, x)

)
=

∂

∂τ

[∫
R3

g(t− τ, x− y)u(τ, y) dy

]
(4.11)

=

∫
R3

[
∂

∂τ

(
g(t− τ, x− y)

)
u(τ, y) + g(t− τ, x− y)

∂

∂τ

(
u(τ, y)

)]
dy.

Mostremos agora que

∂

∂τ

(
g(t− τ, x− y)

)
= −∆

(
g(t− τ, x− y)

)
. (4.12)

De fato, observemos que

∂

∂τ

(
g(t− τ, x− y)

)
=

∂

∂τ

(
1

[4(t− τ)π]
3
2

e
−|x−y|2
4(t−τ)

)

=
12π

2 [4(t− τ)π]
5
2

e
−|x−y|2
4(t−τ) +

1

[4(t− τ)π]
3
2

|x− y|2(−4)

[4(t− τ)]2
e
−|x−y|2
4(t−τ)

=

[
3

2(t− τ)
− |x− y|

2

4(t− τ)2

]
e
−|x−y|2
4(t−τ)

[4(t− τ)π]
3
2

. (4.13)

Por outro lado, para i = 1, 2, 3, temos

∂

∂xi

(
g(t− τ, x− y)

)
=

∂

∂xi

(
1

[4(t− τ)π]
3
2

e
−|x−y|2
4(t−τ)

)

=
−(xi − yi)
2(t− τ)

e
−|x−y|2
4(t−τ)

[4(t− τ)π]
3
2

e, portanto,

∂2

∂xixi

(
g(t− τ, x− y)

)
=

∂

∂xi

−(xi − yi)
2(t− τ)

e
−|x−y|2
4(t−τ)

[4(t− τ)π]
3
2


=

[
−1

2(t− τ)
+

(xi − yi)2

4 [(t− τ)]2

]
e
−|x−y|2
4(t−τ)

[4(t− τ)π]
3
2

. (4.14)
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Assim, de (4.13) e (4.14), temos

−∆
(
g(t− τ, x− y)

)
=

[
3

2(t− τ)
− |x− y|

2

4(t− τ)2

]
e
−|x−y|2
4(t−τ)

[4(t− τ)π]
3
2

=
∂

∂τ

(
g(t− τ, x− y)

)
,

como queŕıamos demonstrar.
Agora, uma vez que ψ é diferenciável, aplicando a igualdade (4.12) a (4.11), e utilizando

propriedades básicas da convolução, segue que

∂

∂τ
ψ(τ) =

∫
Rn
−∆

(
g(t− τ, x− y)

)
u(τ, y) dy +

∫
Rn
g(t− τ, x− y)

∂

∂τ

(
u(τ, y)

)
dy

= S(t− τ)
∂

∂τ

(
u(τ, x)

)
−∆S(t− τ)u(τ, x)

= S(t− τ)
(
∆u(τ, x) + µu3(τ, x)

)
−∆S(t− τ)u(τ, x)

= S(t− τ)∆u(τ, x) + µS(t− τ)u3(τ, x)− S(t− τ)∆u(τ, x)

= µS(t− τ)u3(τ, x).

Integrando a última igualdade de 0 até t, e lembrando que ψ(0) = S(t − 0)u(0, x) =
S(t)u0(x) e ψ(t) = S(0)u(t, x) = u(t, x), obtemos

ψ(t)− ψ(0) = µ

∫ t

0

S(t− τ)u3(τ, x)dτ,

ou seja,

u(t, x)− S(t)u0(x) = µ

∫ t

0

S(t− τ)u3(τ, x)dτ,

ou ainda,

u(t, x) = S(t)u0(x) + µ

∫ t

0

S(t− τ)u3(τ, x) dτ. (4.15)

Portanto, conclúımos que toda solução clássica do sistema (4.3) satisfaz a equação
integral (4.15).

Para simplificar a expressão em (4.15), definindo

B(u, v, w)(t, ·) = µ

∫ t

0

S(t− τ)u(τ, ·)v(τ, ·)w(τ, ·) dτ, (4.16)
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a equação (4.15) pode ser reescrita da seguinte forma

u(t, x) = S(t)u0(x) +B(u, u, u)(t, x). (4.17)

Agora, estamos em condições de apresentar a noção precisa de solução que estaremos
tratando neste trabalho.

Definição 4.2.1 Uma função u(t, x) é dita uma solução branda para o problema de

Cauchy (4.1)- (4.2) se u ∈ Y a(R+) e satisfaz

u(t, x) = S(t)u0(x) + µ

∫ t

0

S(t− τ)u3(τ, x)dτ, (4.18)

para todo 0 < t <∞.

Observação 4.2.2 Pela transformada de Fourier, a solução branda, definida em (4.18),pode

ser equivalentemente definida por

û(t, ξ) = e−|ξ|
2tû0(ξ) + µ

∫ t

0

e−|ξ|
2(t−τ)û3(τ, ξ)dτ, (4.19)

para todo 0 < t < ∞, em que a integral é entendida como a integral de Bochner. Veja

[19] para mais informações sobre a integral de Bochner.

4.3 Existência de solução

Nosso objetivo agora é aplicar o Lema 2.7.1 para a equação (4.17) no espaço Y a(R+).
Para isso, precisaremos de alguns lemas. Vale lembrar que estamos nos restringindo ao
caso n = 3.

Lema 4.3.1 Se u0 ∈ PM2, então S(·)u0 ∈ Cω([0,∞);PM2).

Demonstração: Pela definição da norma em PM2 segue que, para todo 0 < t <∞,

‖S(t)u0‖PM2 = ess sup
ξ∈R3

|ξ|2|Ŝ(t)u0(ξ)| = ess sup
ξ∈R3

|ξ|2e−|ξ|2t|û0(ξ)| ≤ ‖u0‖PM2 <∞.

Portanto, conclúımos que

S(·)u0 ∈ L∞([0,∞);PM2).
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Agora, mostraremos a continuidade fraca de S(t)u0, com relação a t. Por propriedade
do semigrupo S(·) é suficiente mostrar a continuidade somente para t = 0.

Para ϕ ∈ S(R3), segue que

| < S(t)u0(x)− S(0)u0(x), ϕ(x) > | = | < S(t)u0(x)− u0(x), ϕ(x) > |

=

∣∣∣∣∫
R3

(e−|ξ|
2 − 1)û0(ξ)ϕ̌(ξ)dξ

∣∣∣∣
≤ t ess sup

ξ∈R3

∣∣∣∣∣e−|ξ|
2t − 1

t|ξ|2

∣∣∣∣∣ ess sup
ξ∈R3

|ξ|2|û0(ξ)|
∫
R3

|ϕ̌(ξ)| dξ

≤ t ess sup
ξ∈R3

∣∣∣∣∣e−|ξ|
2t − 1

t|ξ|2

∣∣∣∣∣ ‖u0‖PM2‖‖ϕ̌‖L1 → 0,

quando t→ 0+.
Portanto, segue que S(·)u0 ∈ Cω([0,∞);PM2). �

Lema 4.3.2 Se 2 < a < 3 e u0 ∈ PM2, então S(·)u0 ∈ Cσ([0,∞);PMa), em que

σ = a
2
− 1.

Demonstração: Pela definição da norma no espaço Cσ([0,∞);PMa), segue que

‖S(t)u0‖Cσ([0,∞);PMa) = sup
t>0

tσ‖S(t)u0‖PMa

= sup
t>0

ess sup
ξ∈R3

t
a
2
−1|ξ|ae−|ξ|2t|û0(ξ)|

≤ ess sup
ξ∈R3

(t|ξ|2)
a
2
−1e−|ξ|

2t ess sup
ξ∈R3

|ξ|2|û0(ξ)|

= C‖u0‖PM2 <∞.

Portanto, conclúımos que S(·)u0 ∈ Cσ([0,∞);PMa). �
O próximo resultado é consequência imediata dos Lemas 4.3.1 e 4.3.2.

Corolário 4.3.3 Se as condições dos Lemas 4.3.1 e 4.3.2 são satisfeitas, então S(·)u0 ∈

Y a(R+).

Mostraremos agora um resultado sobre continuidade da forma trilinear B(·, ·, ·) em
Y a(R+).

Lema 4.3.4 O operador trilinear B(·, ·, ·) é cont́ınuo em Y a(R+), em que 2 < a < 3.

Além disso, existe uma constante K > 0 tal que para todo u, v, w ∈ Y a(R+) temos

‖B(u, v, w)‖Y a ≤ K‖u‖Cω([0,∞);PM2)‖v‖Cσ([0,∞);PMa)‖w‖Cω([0,∞);PM2).
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Demonstração: Note que

̂B(u, v, w)(t, ξ) = µ

∫ t

0

(S(t− τ)u(τ, ·)v(τ, ·)w(τ, ·))∧ (ξ) dτ

= µ

∫ t

0

(g(t− τ, ·) ∗ u(τ, ·)v(τ, ·)w(τ, ·))∧ (ξ) dτ

= µ

∫ t

0

e−|ξ|
2(t−τ) (u(τ, ·)v(τ, ·)w(τ, ·))∧ (ξ) dτ

= µ(2π)−3
∫ t

0

e−|ξ|
2(t−τ) (û(τ, ·) ∗ v̂(τ, ·) ∗ ŵ(τ, ·)) (ξ)dτ

= µ(2π)−3W (t, ξ),

em que W (t, ξ) =

∫ t

0

e−|ξ|
2(t−τ) (û(τ, ·) ∗ v̂(τ, ·) ∗ ŵ(τ, ·)) (ξ)dτ.

Agora, observemos que

| (û(τ, ·) ∗ v̂(τ, ·) ∗ ŵ(τ, ·)) (ξ)| =

∣∣∣∣∫
R3

û(τ, ξ − η) [(v̂(τ, ·) ∗ ŵ(τ, ·))(η)] dη

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
R3

û(τ, ξ − η) [(ŵ(τ, ·) ∗ v̂(τ, ·))(η)] dη

∣∣∣∣
≤

∫
R3

∫
R3

|û(τ, ξ − η)||ŵ(τ, η − z)||v̂(τ, z)|dzdη

≤
∫
R3

∫
R3

1

|ξ − η|2
1

|z|a
1

|η − z|2
dzdη (‖u(τ, ·)‖PM2

‖v(τ, ·)‖PMa‖w(τ, ·)‖PM2)

=

∫
R3

1

|ξ − η|2

∫
R3

1

|η − z|2
1

|z|a
dzdη (‖u(τ, ·)‖PM2

‖v(τ, ·)‖PMa‖w(τ, ·)‖PM2)

=

∫
R3

1

|ξ − η|2

(
1

| · |a
∗ 1

| · |2

)
(η)dη (‖u(τ, ·)‖PM2

‖v(τ, ·)‖PMa‖w(τ, ·)‖PM2)

=

[(
1

| · |a
∗ 1

| · |2

)
∗ 1

| · |2

]
(ξ) (‖u(τ, ·)‖PM2

‖v(τ, ·)‖PMa‖w(τ, ·)‖PM2)

=
[(
| · |−a ∗ | · |−2

)
∗ | · |−2

]
(ξ) (‖u(τ, ·)‖PM2 (4.20)

‖v(τ, ·)‖PMa‖w(τ, ·)‖PM2) .

Por outro lado, pela Proposição 2.6.1, segue que

(
| · |−a ∗ | · |−2

)
(ξ) =

(
| · |(−a+3)−3 ∗ | · |1−3

)
(ξ)

=
c3+a−3−1c−a+3c1
c−a+3+1c3+a−3c3−1

|ξ|−a+3+1−3
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=
ca−1c−a+3c1
c−a+4cac2

|ξ|−a+1

= A|ξ|−a+1,

em que A =
ca−1c−a+3c1
c−a+4cac2

e, também,

[(
| · |−a ∗ | · |−2

)
∗ | · |−2

]
(ξ) =

(
A| · |−a+1 ∗ | · |−2

)
(ξ)

= A
(
| · |−a+1 ∗ | · |−2

)
(ξ)

= A
(
| · |(−a+4)−3 ∗ | · |1−3

)
(ξ)

= A
c3+a−4−1c−a+4c1
c−a+4+1c3+a−4c3−1

|ξ|−a+4+1−3

=
ca−1c−a+3c1
c−a+4cac2

ca−2c−a+4c1
c−a+5ca−1c2

|ξ|−a+4+1−3|ξ|−a+2

=
c21
c22

c−a+3ca−2
cac−a+5

|ξ|−a+2.

Ainda, da Proposição 2.6.1 e de propriedades básicas da função gama, segue que c1 = 1,
c2 = π−1, ca = π−

a
2

(
a
2
− 1
)

Γ
(
a
2
− 1
)
, ca−2 = π−

a−2
2 Γ

(
a
2
− 1
)
, c−a+3 = π−

−a+3
2 Γ

(−a+3
2

)
,

c−a+5 = π
a−5
2

(−a+3
2

)
Γ
(−a+3

2

)
, ou seja, obtemos

[(
| · |−a ∗ | · |−2

)
∗ | · |−2

]
(ξ) = 4π4 1

(a− 2)(3− a)
|ξ|2−a

≤ C|ξ|2−a. (4.21)

Observação 4.3.5 Onde só podemos garantir a existência de um C positivo, uma vez

que 2 ≤ a ≤ 3.

Assim, substituindo (4.21) em (4.20), obtemos

| (û(τ, ·) ∗ v̂(τ, ·) ∗ ŵ(τ, ·)) (ξ)| ≤ C|ξ|2−a (‖u(τ, ·)‖PM2‖v(τ, ·)‖PMa‖w(τ, ·)‖PM2) . (4.22)

Agora, de (4.22), obtemos

‖B(u, v, w)(t, ·)‖PMa = ess sup
ξ∈R3

|ξ|a| ̂B(u, v, w)(t, ξ)|

= µ(2π)−3 ess sup
ξ∈R3

|ξ|a|W (t, ξ)|

= µ(2π)−3 ess sup
ξ∈R3

|ξ|a
∣∣∣∣∫ t

0

e−|ξ|
2(t−τ) (û(τ, ·) ∗ v̂(τ, ·) ∗ ŵ(τ, ·)) (ξ)dτ

∣∣∣∣
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≤ C ess sup
ξ∈R3

∫ t

0

|ξ|2e−|ξ|2(t−τ) (‖u(τ, ·)‖PM2‖v(τ, ·)‖PMa‖w(τ, ·)‖PM2) dτ

donde segue que

‖B(u, v, w)‖Cσ([0,∞);PMa) = sup
t>0

t
a
2
−1‖B(u, v, w)(t, ·)‖PMa

≤ C sup
t>0

t
a
2
−1 ess sup

ξ∈R3

∫ t

0

|ξ|2e−|ξ|2(t−τ) (‖u(τ, ·)‖PM2

‖v(τ, ·)‖PMa‖w(τ, ·)‖PM2) dτ

≤ C sup
t>0

ess sup
ξ∈R3

∫ t

0

t
a
2
−1τ 1−

a
2 |ξ|2e−|ξ|2(t−τ)

(
‖u‖Cω([0,∞);PM2)

‖v‖Cσ([0,∞);PMa)‖w‖Cω([0,∞);PM2)

)
dτ.

≤ C sup
t>0

ess sup
ξ∈R3

∫ t

0

(
t

τ

)a
2
−1

|ξ|2e−|ξ|2(t−τ)dτ
(
‖u‖Cω([0,∞);PM2)

‖v‖Cσ([0,∞);PMa)‖w‖Cω([0,∞);PM2)

)
. (4.23)

Fazendo a mudança de variável τ = ts na integral em (4.23), obtemos

‖B(u, v, w)‖Cσ([0,∞);PMa) ≤ C sup
t>0

ess sup
ξ∈R3

∫ 1

0

s1−
a
2 |ξ|2te−|ξ|2(1−s)tds

(
‖u‖Cω([0,∞);PM2)

‖v‖Cσ([0,∞);PMa)‖w‖Cω([0,∞);PM2)

)
≤ C

∫ 1

0

s1−
a
2 ds

(
‖u‖Cω([0,∞);PM2)‖v‖Cσ([0,∞);PMa)

‖w‖Cω([0,∞);PM2)

)
≤ C1‖u‖Cω([0,∞);PM2)‖v‖Cσ([0,∞);PMa)‖w‖Cω([0,∞);PM2),

ou seja,

‖B(u, v, w)‖Cσ([0,∞);PMa) ≤ C1‖u‖Cω([0,∞);PM2)‖v‖Cσ([0,∞);PMa)‖w‖Cω([0,∞);PM2). (4.24)

Agora, vamos estimar ‖B(u, v, w)(t, ·)‖Cω([0,∞);PM2). De (4.22), temos

‖B(u, v, w)‖Cω([0,∞);PM2) = sup
t>0
‖B(u, v, w)(t, ·)‖PM2

= sup
t>0

ess sup
ξ∈R3

|ξ|2| ̂B(u, v, w)(t, ξ)|

= µ(2π)−3 sup
t>0

ess sup
ξ∈R3

|ξ|2∣∣∣∣∫ t

0

e−|ξ|
2(t−τ) (û(τ, ·) ∗ v̂(τ, ·) ∗ ŵ(τ, ·)) (ξ)dτ

∣∣∣∣
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≤ C sup
t>0

ess sup
ξ∈R3

∫ t

0

|ξ|4−ae−|ξ|2(t−τ) (‖u(τ, ·)‖PM2‖v(τ, ·)‖PMa

‖w(τ, ·)‖PM2) dτ

≤ C sup
t>0

ess sup
ξ∈R3

∫ t

0

τ 1−
a
2 |ξ|4−ae−|ξ|2(t−τ)

(
‖u‖Cω([0,∞);PM2)

‖v‖Cσ([0,∞);PMa)‖w‖Cω([0,∞);PM2)

)
dτ. (4.25)

Fazendo a mudança de variável τ = ts na integral em (4.25), obtemos

‖B(u, v, w)‖Cω([0,∞);PM2) ≤ C sup
t>0

ess sup
ξ∈R3

∫ 1

0

(ts)1−
a
2 |ξ|4−ae−|ξ|2(t−ts)tds

(
‖u‖Cω([0,∞);PM2)

‖v‖Cσ([0,∞);PMa)‖w‖Cω([0,∞);PM2)

)
≤ C sup

t>0
ess sup
ξ∈R3

∫ 1

0

t2−
a
2 s1−

a
2

(
|ξ|2
)2−a

2 e−|ξ|
2(1−s)tds(

‖u‖Cω([0,∞);PM2)‖v‖Cσ([0,∞);PMa)‖w‖Cω([0,∞);PM2)

)
≤ C sup

t>0
ess sup
ξ∈R3

∫ 1

0

s1−
a
2 (1− s)−2+

a
2

(
|ξ|2(1− s)t

)2−a
2 e−|ξ|

2(1−s)tds(
‖u‖Cω([0,∞);PM2)‖v‖Cσ([0,∞);PMa)‖w‖Cω([0,∞);PM2)

)
≤ C

∫ 1

0

s1−
a
2 (1− s)−2+

a
2 ds

(
‖u‖Cω([0,∞);PM2)‖v‖Cσ([0,∞);PMa)

‖w‖Cω([0,∞);PM2)

)
≤ C2‖u‖Cω([0,∞);PM2)‖v‖Cσ([0,∞);PMa)‖w‖Cω([0,∞);PM2),

pois

∫ 1

0

s1−
a
2 (1−s)−2+

a
2 ds =

∫ 1

0

s(2−
a
2 )−1(1−s)(−1+

a
2 )−1ds, em que 2− a

2
> 0 e −1+ a

2
> 0.

Logo, segue que

‖B(u, v, w)‖Cω([0,∞);PM2) ≤ C2‖u‖Cω([0,∞);PM2)‖v‖Cσ([0,∞);PMa)‖w‖Cω([0,∞);PM2). (4.26)

Portanto, combinando (4.24) e (4.26), obtemos

‖B(u, v, w)‖Y a = ‖B(u, v, w)‖Cσ([0,∞);PMa) + ‖B(u, v, w)‖Cω([0,∞);PM2)

≤ K‖u‖Cω([0,∞);PM2)‖v‖Cσ([0,∞);PMa)‖w‖Cω([0,∞);PM2), (4.27)

o que completa a prova. �
Agora, estamos em condições de apresentar nosso resultado de existência de solução:

Teorema 4.3.6 Suponha que u0 ∈ PM2(R3). Seja K como no Lema 4.3.4 e ε tal que

12ε2K < 1. Existe δ = δ(ε) > 0, tal que se ‖u0‖PM2 ≤ δ, então o problema de Cauchy
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(4.3)- (4.2) tem uma única solução branda global no tempo u ∈ Y a(R+), para 2 < a < 3.

Além disso, ‖u‖Y a ≤ 2ε.

Demonstração: Seja X = Y a. Considere o operador B : X ×X ×X → X dado por

B(u, v, w)(t, x) = µ

∫ t

0

S(t− τ)u(τ, x)v(τ, x)w(τ, x)dτ.

Pelo Lema 4.3.4, temos

‖B(u, v, w)‖Y a ≤ K‖u‖Cω([0,∞);PM2)‖v‖Cσ([0,∞);PMa)‖w‖Cω([0,∞);PM2),

ou seja,
‖B(u, v, w)‖Y a ≤ K‖u‖Y a‖v‖Y a‖w‖Y a .

Note que se ‖u0‖PM2 ≤ δ, então, pelo Corolário 4.3.3, tem-se

‖S(t)u0‖X = ‖S(t)u0‖Y a ≤ C ‖u0‖PM2 ≤ Cδ =: ε.

Escolhendo δ > 0 tal que 12ε2K < 1, o Lema de ponto fixo abstrato 2.7.1 garante a
existência de uma solução para a equação integral (4.18) em X e, além disso, garante que
essa solução é única na bola fechada B̄2ε(0). �

Agora, estudaremos a estabilidade assintótica da solução do problema de Cauchy (4.1)-
(4.2).

Teorema 4.3.7 Suponha que u e v são duas soluções brandas do problema de Cauchy

(4.1)- (4.2) correspondendo aos dados iniciais u0 e v0, respectivamente. Se as condições

do Teorema 4.3.6 são satisfeitas, então

lim
t→∞
‖u(t, ·)− v(t, ·)‖PM2 = 0 (4.28)

se, e somente se,

lim
t→∞
‖S(t)(u0 − v0)‖PM2 = 0. (4.29)

Demonstração: Note primeiramente que, pelo Teorema 4.3.6, temos

sup
t>0
‖u(t, ·)‖PM2 ≤ 2ε, sup

t>0
‖v(t, ·)‖PM2 ≤ 2ε.

Supondo que ocorra (4.29), mostraremos a igualdade (4.28). Subtraindo a equação
integral (4.18) da mesma equação com u0 e u substitúıdos por v0 e v, respectivamente, e
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calculando a norma em PM2 da equação resultante, obtemos

‖u(t, ·)− v(t, ·)‖PM2 ≤ ‖S(t)(u0 − v0)‖PM2 +

+µ ess sup
ξ∈R3

|ξ|2
∫ t

0

e−(t−τ)|ξ|
2
∣∣∣ ̂(u3 − v3)(τ, ξ)

∣∣∣ dτ (4.30)

= ‖S(t)(u0 − v0)‖PM2 +G,

em que G = µ ess sup
ξ∈R3

|ξ|2
∫ t

0

e−(t−τ)|ξ|
2
∣∣∣ ̂(u3 − v3)(τ, ξ)

∣∣∣ dτ.
Observe que

û3 − v3 = ̂(u− v)3 + 3̂u2v − 3̂uv2

= (2π)−3
[
û− v ∗ û− v ∗ û− v + 3û ∗ û ∗ v̂ − 3û ∗ v̂ ∗ v̂

]
= (2π)−3

[(
û− v ∗ û ∗ û+ û− v ∗ v̂ ∗ v̂

)
− 2û ∗ û ∗ v̂ + 2v̂ ∗ û ∗ v̂

+3û ∗ û ∗ v̂ − 3û ∗ v̂ ∗ v̂]

= (2π)−3
[(
û− v ∗ û ∗ û+ û− v ∗ v̂ ∗ v̂

)
+ û− v ∗ û ∗ v̂

]
.

Logo, usando a estimativa (4.22), temos

G ≤ Cµ(2π)−3 ess sup
ξ∈R3

|ξ|2
∫ t

0

e−(t−τ)|ξ|
2 [|ξ|2−a‖u(τ, ·)− v(τ, ·)‖PM2‖u(τ, ·)‖PM2‖u(τ, ·)‖PMa

+|ξ|2−a‖u(τ, ·)− v(τ, ·)‖PM2‖v(τ, ·)‖PM2‖v(τ, ·)‖PMa

+|ξ|2−a‖u(τ, ·)− v(τ, ·)‖PM2‖v(τ, ·)‖PM2‖u(τ, ·)‖PMa

]
dτ

= C ess sup
ξ∈R3

|ξ|4−a
∫ t

0

e−(t−τ)|ξ|
2 [‖u(τ, ·)− v(τ, ·)‖PM2

(
‖u(τ, ·)‖PM2τ

a
2
−1‖u(τ, ·)‖PMa

+‖v(τ, ·)‖PM2τ
a
2
−1‖v(τ, ·)‖PMa + ‖v(τ, ·)‖PM2τ

a
2
−1‖u(τ, ·)‖PMa

)]
τ 1−

a
2 dτ

≤ C ess sup
ξ∈R3

|ξ|4−a
∫ t

0

e−(t−τ)|ξ|
2

τ 1−
a
2

[
‖u(τ, ·)− v(τ, ·)‖PM2(

sup
τ>0
‖u(τ, ·)‖PM2‖u‖Cσ([0,∞);PMa) + sup

τ>0
‖v(τ, ·)‖PM2‖v‖Cσ([0,∞);PMa) (4.31)

+ sup
τ>0
‖v(τ, ·)‖PM2‖u‖Cσ([0,∞);PMa)

)]
dτ

≤ 12ε2C ess sup
ξ∈R3

∫ t

0

e−(t−τ)|ξ|
2|ξ|4−aτ 1−

a
2 ‖u(τ, ·)− v(τ, ·)‖PM2dτ.

Fazendo a mudança de variável τ = ts, temos

G ≤ 12ε2C ess sup
ξ∈R3

∫ 1

0

e−(t−ts)|ξ|
2|ξ|4−a(ts)1−

a
2 ‖u(ts, ·)− v(ts, ·)‖PM2tds
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= 12ε2C ess sup
ξ∈R3

∫ 1

0

e−(1−s)t|ξ|
2

((1− s)t|ξ|2)2−
a
2 ((1− s)t)

a
2
−2t2−

a
2 s1−

a
2

‖u(ts, ·)− v(ts, ·)‖PM2ds

≤ 12ε2C ess sup
ξ∈R3

∫ 1

0

e−(1−s)t|ξ|
2

((1− s)t|ξ|2)2−
a
2 (1− s)

a
2
−2s1−

a
2

‖u(ts, ·)− v(ts, ·)‖PM2ds. (4.32)

Seja A = lim
t→∞
‖u(t, ·)− v(t, ·)‖PM2 = lim

k∈N,k→∞
sup
t≥k
‖u(t, ·)− v(t, ·)‖PM2 .

Queremos provar que A = 0. De (4.30) e (4.31), obtemos que

A ≤ 12ε2C ess sup
ξ∈R3

∫ 1

0

e−(1−s)t|ξ|
2

((1− s)t|ξ|2)2−
a
2

(1− s)
a
2
−2s1−

a
2 ds lim

k∈N,k→∞
sup
ts≥ks

‖u(ts, ·)− v(ts, ·)‖PM2

≤ 12ε2C2 lim
k∈N,k→∞

sup
ts≥ks

‖u(ts, ·)− v(ts, ·)‖PM2

≤ 12ε2KA,

em que C2 e K são as constantes que aparecem no Lema 4.3.4.
Note que a desigualdade acima implica que A = 0, pois 12ε2K < 1.
Agora, supondo que lim

t→∞
‖u(t, ·)− v(t, ·)‖PM2 = 0, provaremos que vale (4.29).

Subtraindo, novamente, a equação integral (4.18) da mesma equação com u0 e u
substitúıdos por v0 e v, respectivamente, obtemos

u(t, ·)− v(t, ·) = S(t)(u0 − v0) + µ

∫ t

0

S(t− τ)u3(τ, ·)dτ,

ou seja,

S(t)(u0 − v0) = −u(t, ·)− v(t, ·) + µ

∫ t

0

S(t− τ)u3(τ, ·)dτ.

Calculando a norma em PM2, obtemos

‖S(t)(u0 − v0)‖PM2 ≤ ‖u(t, ·)− v(t, ·)‖PM2

+µ ess sup
ξ∈R3

|ξ|2
∫ t

0

e−(t−τ)|ξ|
2
∣∣∣ ̂(u3 − v3)(τ, ξ)

∣∣∣ dτ (4.33)

= ‖u(t, ·)− v(t, ·)‖PM2 +G,

em que, como anteriormente, G = µ ess sup
ξ∈R3

|ξ|2
∫ t

0

e−(t−τ)|ξ|
2
∣∣∣ ̂(u3 − v3)(τ, ξ)

∣∣∣ dτ.
Uma vez que, por hipótese, lim

t→∞
‖u(t, ·) − v(t, ·)‖PM2 = 0, usando (4.31) e fazendo o
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limite quanto t→∞ em (4.33), segue que

lim
t→∞
‖S(t)(u0 − v0)‖PM2 = 0,

como queŕıamos demonstrar. �
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