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Resumo

Neste trabalho é estudada a estabilidade para a equacao de Stokes com diferentes
condic¢oes de contorno em um esquema implicito. Sao consideradas analise pelo modo-

normal (método de Fourier) e pela computagao numérica do fator de amplificagao.

Palavras chave: estabilidade, equagao de Stokes, formulacao wvelocidade-pressao,

andlise modo-normal, fator de amplificacao.
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Abstract

Title: The Boundary Influence in an Implicit Method for Stokes Equation.
In this work we studied the stability for the Stokes equation with different boundary

conditions in an implicit scheme. The normal-mode analysis (Fourier method) and

numerical computation of the amplification factor are considered.

Keywords: stability, Stokes equation, wvelocity-pressure formulation, mnormal-mode

analysis, amplification factor.
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CAPITULO

I

Conceitos Basicos

1.1 Consideracoes Iniciais

Historicamente, as equagoes diferenciais parciais (EDPs) sdo provenientes da resolugao
de uma grande variedade de problemas da mecénica. A principal razao disto é que as
equagoes diferenciais parciais expressam muitas leis fundamentais da natureza e surgem
na analise matemaética de diversos problemas em ciéncia e engenharia.

Nosso desenvolvimento destina-se a estudar a estabilidade da discretizacao implicita
da equacao de Stokes, sujeita a trés diferentes condigoes de fronteira. Duas técnicas sao
usadas: analise pelo modo normal e pelo céalculo do fator de amplificacao. Este estudo
podera servir no futuro para simulagoes computacionais de situacoes e aplicagoes mais
realisticas.

No campo das equacgoes diferenciais parciais as solucoes numéricas é por si uma im-
portante area, nao apenas pelos resultados que se pode atingir, mas também por ser uma
rica fonte de pesquisa. Na area de equagdes hiperbodlicas, por exemplo, muito tempo foi
preciso para se conseguir bons métodos, como os esquemas upwind TVD (Total Variation
Diminishing) de Harten [13|, porém a pesquisa continua em termos de esquemas centrais.
Por outro lado, a solugao de sistemas hiperbolicos ainda ¢ uma fonte atual de pesquisa,
principalmente em relagao ao efeito que a fronteira pode causar na discretizagao. Salienta-
se ainda que a propria fisica do problema pode nao ser ainda totalmente estabelecida. E
este o caso aqui, onde trés possibilidades sao consideradas como condicoes de fronteira,
conforme Petersson [21].

Quando se pensa na simulagao computacional, a literatura é mais ampla para métodos
explicitos Strikwerda [26], Alves et al. [1], mas o caso implicito esta apenas comegando
Oishi et al. [20].

Na literatura, a analise é, em geral, menos detalhada e por isso este estudo procura

fazer um detalhamento mais teérico e considerando que a simulagao numérica, que exige
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um esfor¢o de implementacao muito exagerado, seja feita em trabalhos futuros. Desta
forma temos um capitulo de conceitos basicos que constréi a fundamentacao tedrica para
o outro capitulo que detalha o efeito da fronteira na discretizacao da equacao de Stokes.

Neste capitulo entao é feito um breve resumo dos principais conceitos que representam
a fundamentacao teodrica necesséria para o desenvolvimento do proximo capitulo. A abor-
dagem escolhida segue de perto o trabalho de Gustafsson et al. [11] que utiliza fungoes
malha periodicas. Expansoes em fungoes de Fourier sao particularmente usadas para ana-
lise e construcao de métodos numéricos para equacoes diferenciais parciais; os principais
resultados desta teoria serao usados como base para o desenvolvimento desta dissertacao.
Vamos examinar algumas propriedades basicas de equacoes diferenciais, aproximacoes por
diferencas e algumas abordagens para o estudo da estabilidade de métodos numéricos. O
objetivo aqui sera apresentar as principais ferramentas utilizadas no préximo capitulo, no
qual se resume em definir a técnica para discretizar e estabelecer a condicao necessaria
de estabilidade (Condigdo de Godunov-Ryaben’kii), conforme os trabalhos de Godunov
& Ryaben’kii [9, 8] e Gustafsson et al. [11].

1.2 Funcoes Malha Periédica e Operadores Diferencas

Seja h = 2w /(N +1), onde N é um ntimero natural, denotando os intervalos da malha.

Uma malha no eixo x ¢ definida como sendo o conjunto de pontos da malha
rj=jh, 7=0,£1,£2,....

A discretizagao, com possiveis valores complexos, da funcao u definida sobre a malha é cha-
mada uma func¢ao malha. Estamos interessado somente em func¢oes malha 2m-periddica,
ou seja,

u; = u(x;) = w(z; +2m) = ujp N1
O produto e soma de fungoes malha sao também func¢oes malha. Seus valores na malha
sao

(wv); = uvj, (u+v); =u; +v;.

Denotamos o conjunto de todas as fungoes malha por P,. Se u,v € Py, entao uv, u+v €
P,.
Agora introduziremos os operadores diferenca. FEles representam uma parte funda-

mental do nosso estudo. Iniciamos com o operador translacao E. Ele é definido por

(Ev)j = vy



Se v € Py, entao Ev € P,. Poténcias de E sao definidas recursivamente,
EPv = EP7Y(Ew).

Deste modo,
(BP); = vj4y. (L.1)

A inversa também existe, dada por

Se definirmos E° por E% = v, entdo (1.1) vale para todos inteiros p. £ ¢ um operador

linear e
(aEP + bE?)v = aEPv + bEPv.

Os operadores avangado, atrasado e central sao definidos por

D,=(E-E%/h, D_=(E°—E)/h=FE"D,,

(1.2)
Dy = (E —E™")/(2h) = 5(Dy + D_),

respectivamente. Em particular, consideramos operadores aplicados em funcoes €%, En-

tao temos para todos v = x;

hD+eiwx — (eiww _ 1>eiwx — (’LWh + O(w2h2))eiwa:’
hD—e™“" = (1 — e%)e™" = (iwh + O(w?h?))e™", (1.3)
hDge™" = isen(wh)e™® = (iwh + O(w3h?))e™*.

Assim,

D, — %) ewr = O(w?h),

0\
Dy — — W
0 81’) ‘

Deste modo, afirmamos que D, D_ possuem precisao de primeira ordem na aproximagao

d\ .
_ 2 _ wx
= O(w?h), ‘(D_ _8x) e

= O(w3h?).

(1.4)

de 0/0x visto que o erro é proporcional a h. Dy possui precisdao de segunda ordem.
Derivadas de alta ordem podem ser aproximadas por produtos dos operadores acima.

Por exemplo,

(D+D-v); = (D-Di)v; =h7*((E—2E° + E™')v);
= h7(vjp1 — 2v5 4 vj1),



Em particular,

_ . . h )
h2D+D_ezw:c — (ezwz ) + oW — —486n2 (w_) e

2 (1.5)

= (—w?h? 4+ O(wh?))e™",

82 wx
(2 5)-

e assim D, D_ possui precisiao de segunda ordem na aproximagao de 9?/9z2. Note que

Portanto,

= O(w'n?),

todos os operadores acima sao comutativos, visto que todos sao definidos em termos de

poténcias de F.

1.3 Equacao da Onda de Primeira Ordem, Convergén-
cia e Estabilidade

A equagdo u; = u, ¢ uma simples equagao hiperbdlica (vide [4], [5], [18], entre outros).

Consideramos o problema de valor inicial

Uy = Ug, —o<r<oo, t>0, (1.6)
u(z,0) = f(z), —oo <z < o0, '
onde f(z) = f(x + 27) é uma fungao periddica de periodo 2. Seja
fl2) = —=c" ()
xr) = ——e¢ w
V2T
uma onda. Tentaremos encontrar uma solucao com tipo dado por
(2.1) = —=e%i(u, 1) (17)
u(x,t) = —e““u(w, t). .
V2

Substituindo a equagao (1.7) na equagao (1.6) teremos a equagao diferencial ordinaria
du A
— = iwi, i(w,0) = fw),

que é chamada a transformada de Fourier da equagao (1.6). Portanto,

W(w, ) = e“i(w, 0) = e f(w).

Segue que
(@, 1) = e ) = f(z+ 1) (1.8)



¢ uma solugao do nosso problema.

Se
1 G we £
flz) = ﬁwzf fw) (L9)
entao -
1 iw(z+t) £
w(x,t) = sz;oo @@t f(w) = f(x +1) (1.10)

¢ a solucao do nosso problema e

lu(- )1 = Z e fW)P= Y 1@ =IO (1.11)

wW=—00 wW=—00

O valor ||ul|? é também chamado de energia de u e (1.6) é chamada de conservagao de
energia ou conservacao de norma. As linhas x + ¢t = ¢ sao chamadas caracteristicas e um
dado inicial, tal como uma crista de onda, ¢ propagado ao longo destas caracteristicas.
Em nosso caso, a velocidade de propagagao (ou velocidade da onda) é dx/dt = —1.
No caso de sistema hiperbolico existem familias de caracteristicas, conforme figura 1.1,

correspondendo a diferentes velocidades de onda para diferentes componentes.

Figura 1.1: Caracteristicas

Agora resolvemos o problema utilizando aproximacao por diferenga. Seja um passo
espacial h = 2w /(N +1), com N um nimero natural, e um passo temporal k£ > 0. Fungoes
malhas sao denotadas por u} = u(x;,t,). Uma aproximacio simples de (1.6) baseada em

diferencas avancadas no tempo e diferencas centradas no espaco, nos fornece:

ot = (1 + kDo)v} =: QuY,

J 1.12
UJO- =f;, j==F1,£2,.... ( )
Se v™ & conhecido no tempo ¢, = nk, entdo podemos usar a equagao (1.12) para calcular

n+1
]

tem periodo 27, entao v

para todos j. Assim, o dado inicial determina a solucao tnica. Além disso, se v™

"+l também tem. Portanto, podemos restringir o célculo para



6

j=20,1,2,..., N eusamos condigoes de periodicidade para estender a solucao e considerar
4 11 5 . 5 n —_ n n —_ n
valores extras necessarios na equacao (1.12) em j = 0, N, que sao, v"; = v}, vj,, = v5.
Poderemos calcular a solucao analiticamente. Primeiro consideremos o caso onde f

consiste de uma onda simples, isto é,

1 ) A
= —e“% f(w), 7=0,1,2,...,N.
i NG fw), J

Como no caso continuo podemos supor

vl = " (w)e™"i (1.13)

isto é, assumimos que a solugao também pode ser expressa em termos de uma componente

de Fourier. Substituindo a equagao (1.13) na equagao (1.12) obtém-se

o T N . R
ezwa:jvn—l—l(w) — (ezwx] + 5 (ezwa_H _ ezwm]_l)) Un(CU),

onde A = k/h. Esta equacao pode ser reescrita como
e“ " (w) = (1 + idsenwh) 1™ (w),

e obtemos

~

0" w) = Qi"(w), Q=1+ i\sent. (1.14)

Q ¢ camada de simbolo, ou fator de amplificagcdo, de (I + kDy). Referenciamos a isto
como a transformada de Fourier de (I + kDg) e a equagao (1.14) como a transformada de

Fourier da equagao (1.12). A solugao da equagao (1.14) é
0"(w) = Q""(w) = Q" f(w),
e isto deixa claro que

n 1 An _iwz; £
v, :—%Q e f(w) =

resolve nosso problema.

\/LQ_TF <1 + i%sen(wh)) ' % f(w)

Agora consideremos a sequéncia de intervalos de malha k£, A — 0. Procuraremos

mostrar que v} converge para a solugao correspondente da equagao diferencial. Temos

(1 + i%sen(wh)) = (1+iwk + O(kh*w®))"
= ("% + O(Kw® + kh*w®))"
= (14 O((kw® + P*wW®)t,,)) €'



Portanto,
1

VP = —— (14 O ((kw?® + h2w?) t,)) €@t f(w).
P= = (140 ) 1)) e f
Deste modo, para cada w fixo, obtemos
% = vt
em qualquer intervalo finito 0 <¢ < T.

Em computagoes realistas devemos sempre esperar pertubagoes, ou na forma de erro
da medida do dado ou dos erros de arredondamento provenientes da representacao finita
de nimeros no computador. Portanto, consideramos somente sequéncias k,h — 0, em
que

swp Q"] < K(T), (1.15)

o<tn<T\w,k,h
e chamamos o método de estdvel para tal sequéncia.

Se escolhermos uma sequéncia com
k =ch?, ¢ > 0constante,

0ta
entao )

A~ k n
Q" = [1+ jgsch*(@h)[" < (14 X°)" = (1 + k)" < e,

e a equagao (1.15) vale.
Observacao 1 Na prdtica este método nao deve ser usado pois

1. Existem métodos estaveis com k = ch, que representa uma restricao mais razodvel

e menor esforco computacional.

2. Se queremos calcular v parat grande, entio o fator de crescimento exponencial pode

amplificar pequenas pertubagoes e arruinar a solugao.

Agora consideramos uma aproximagao diferenca bem geral da equagao (1.6):

=@, Q= Ak NE, =] (1.16)

p=—r

Aqui A, sao funcoes racionais de k e h, e r, s sao inteiros nao-negativos. Deste modo,

+1

usamos s +r + 1 valores v} ... v},  para calcular v;7". Novamente consideramos as

solugoes onda simples

= ——e"""(w).
o (w)



Pela observacao de que Ee™? = e™“"ei? obtemos

W) = Q"W). Q= At
p=—r
isto é,
"(w) = Q(wh)*(w). (1.17)
Assumimos que o dado inicial pertence a Lo, isto é, f(z) pode ser expandido em séries de
Fourier
1T = 5 .\ s
r) = —— w)e, w)|* < oo. 1.18
f(x) mw;mf( ) %:If( )] (1.18)

Para a aproximagao diferenga usamos a restri¢ao de f(x) & malha. Denotamos por

1 N2 .
Inty f = - w;m Flw)e' (1.19)

a interpolagao trigonométrica da funcao malha. Assumimos que
lim |Intxf — f]| = 0. (1.20)
N—o00

Esta condigao de convergéncia é satisfeita se f é uma funcao suave.

Agora queremos provar o teorema seguinte.

Teorema 1 Considere a aproximagao diferen¢a mostrada na equagio (1.16) em um in-

tervalo finito 0 <t < T para uma sequéncia h,k — 0. Assuma que
1. O dado inicial satisfaca as equagoes (1.18) e (1.20).

2. A aproximacao € estdvel, isto €, existe uma constante K tal que para todos k e h

sup Q"] < K..
0<tn<T

3. A aproximacao € consistente, isto €, para cada w fixado

lim sup |Q"(wh) — e™'"| = 0.
k,h—0 0<tn<T

Entao a interpolante trigonométrica Intyv da solugao da aprorimacao diferenca converge

para a solucao da equagao diferencial,

li 1) — Inty ()| = 0.
ké&g;&&l!ﬂ(;) ntn(v)| =0
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Demonstracao. Para cada t, fixado, podemos representar a solu¢ao da aproximacao
diferenga por sua interpolante trigonométrica e, portanto, podemos pensar na solugao

como sendo representada em termos de ondas simples. Da equacao (1.17), obtemos

Int m wh W.
NC Nr Z Q" (

w=N/2

Para 0 < M < N/2 tem-se, usando a equagao (1.10) e relacao de Parseval [6]

N/2
lutn) = Intn @ I> = Y [ f(w) = Q"(wh) f(w)[?
w=—N/2
> fwP <T+II+111,
|w|>N/2
onde
M ~
I = ) |QWh)fw)—e“" flw),
w=—M
I =2y |fwp
|w|>M
I = 2 [f)P1Q"(wh).
|w|>M
Pela equagao (1.18),
h_r)n Il =

Da equagao (1.20) e da segunda suposigao,

lim 717 <4K? lim > (fw) = f@) + [fw)?) =0.

M—o0
\w|>M

Finalmente, para cada M fixado, a segunda e terceira suposi¢oes juntas com a equagao

(1.20) implica que

M

lim 7 < 2 lim S (1" (wh)(flw) - f(w)P

N—oo w—fM
HQ (wh) — ) fw)?) =

Agora segue facilmente a convergéncia. Seja € > 0 sendo uma constante. Escolha M
grande tal que II + II] < ¢/2. Para N suficientemente grande I < €¢/2 e segue a

convergéncia. ®
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Este teorema nos diz que a solugao da aproximagao diferenca converge para a solucao da

equacao diferencial se a aproximacao é estavel e consistente.

convergéncia = consisténcia + estabi]idade‘

Este "slogan” & baseado no classico Teorema de Equivaléncia de Lax [17].

1.4 Métodos Implicitos

Substituindo a diferenga avangada no tempo da aproximagao (1.12) pela diferenga

atrasada, vamos obter o método de Fuler atrasado

(I — kDo)oj*' =0}, j=0,1,...,N. (1.21)
Introduzindo o vetor v = (vg, ..., v N)T, entao podemos escrever a equagao (1.21) na forma
matricial
AviTt = v,
(1 -8 0 0 A
5 1 -8 0 0
A = | (1.22)
0 o g 1 =p
-5 0 0 5 1]
onde § = k/2h.

Isto é chamado de esquema implicito, pois ele acopla o valor solugao de todos pontos
no nivel de tempo novo. Um sistema linear de N + 1 equagoes deve ser resolvido para
avancar o esquema em cada passo temporal. O esforco computacional é maior, mas as
propriedades do método podem permitir malha menos densa e ser mais estavel.

Introduzindo de maneira familiar a componente de Fourier na equagao (1.21), obtemos
(1 —idsené) "t (w) = 0" (w),

isto é,

" w) = Qi"(w), Q=-——

Temos, |Q| < 1, e a condicdo de estabilidade |Q] < 1 (vide [17]) ¢é satisfeita para todos
valores de \. Em outras palavras, o esquema é estavel para qualquer tamanho do passo
no tempo. Tais esquemas sao chamados de incondicionalmente estdvel.

Esta aproximagao é somente de primeira ordem de precisao, mas usando regra trape-

zoidal para diferenciacao temporal, podemos obter um método de ordem dois, o chamado
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método de Crank-Nicolson [3]

k n k no .
([—§D0> ’Uj+1: (I+§D0) Uj, jIO,l,...,N. (123)
O fator de amplificagao é
A 24 1iAsené
=— 1.24
¢ 2 —idsené ( )
Assim |Q| = 1 para todos os valores de A\. O esquema é também incondicionalmente

estavel.

Aproximacoes explicita e implicita podem ser combinadas em um chamado esquema

(I = 0kDo)vi™ = (I+(1—0)kDo)v}, j=0,1,...,N. (1.25)

Ele é incondicionalmente estével para § > 1/2. O parametro 6 é usualmente escolhido
para estar no intervalo % < # < 1. A introdugao de tal aproximagao é que saltos podem

ser controlados pelo ajuste de 6.

Observagao 2 O sistema (1.22) € em geral resolvido por um método direto com nimero
de operacoes aritméticas proporcional a N. Para problemas em uma dimensao espacial,
o trabalho requerido para o método implicito é da mesma ordem que um método explicito.
Para problemas em duas dimensoes espaciais numa malha N X N, o tamanho da banda
¢ O(N), e teriamos um nimero de operagoes da ordem de N*. Neste caso os métodos

iterativos pode ser considerados mais eficientes.

1.5 Equacao de Conveccao-Difusao

Em muitas aplicacoes, as equacoes envolvem segunda ordem no espago, mas o tra-
tamento é bastante analogo ao ja feito. Vamos entao repetir a analise para o problema

modelo para convecgao-difusao

Up + AUy = Ny, —00 < x <00, >0, n=constante >0,

(1.26)
u(z,0) = f(z), —oo<uz <00,
com dado inicial 27-periédico. No espaco de Fourier, o problema correspondente é
Ou(w,t
% —i—Az'awa(w, t) = —nw?a(w,t), (1.27)

W(w,0) = f(w),

com solugoes
aw, t) = e (et £,)) (1.28)
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Considere a aproximacao diferenga

ot =0 + k(nDyD_ —aDo)v;, j=0,1,...,N. (1.29)

O fator de amplificagao é

A h 2nk k
Q=1- 2ozsen2w7 —idsen(wh), a= %, A= %. (1.30)

A condigao de estabilidade "parabolica" para o caso a =0 é

Eo1
772 <5 dstoéa<l (1.31)
Para a # 0 temos
. h h h h
QP = 1- dasen? 4 dasent? 4)\2m 1— sen?2" ;
2 2 2 2
= 1-4(N=-0a?)s*+4(N —0a)s, (1.32)

onde s = sen?(wh/2). Deste modo, |Q| < 1 para todos wh se, e somente se,
P(s) == - —a®)s+ XN —a<0, 0<s<1. (1.33)
¢(s) € uma fungao linear de s e, portanto, a equagao (1.33) vale se e somente se
p(0) =X —-a<0, ¢(1)=a’>—a<0,

isto é,
M<a<1l ou a’k<2n<h?/k. (1.34)

Conforme observa Gustafsson et al. [11] a condigdo na equagao (1.34) pode ser interpre-
tada no sentido de que o termo parabolico torna possivel a estabilizacao da aproximacao
da parte hiperbodlica, mas o coeficiente n deve ser suficientemente grande comparado a a
(ou k suficientemente pequeno). A verdadeira taxa de decaimento parabélico para equa-
¢ao (1.26) nao é preservada pela aproximagao devido a estabilizagao da parte hiperbdlica.
Para n pequeno isto se torna mais restritivo.

Para problemas parabolicos, a restricao de estabilidade no passo temporal para es-
quemas explicito é geralmente muito severa, e aproximacgoes implicitas devem ser usadas
Cuminato & Meneguette [4]. Métodos puramente implicitos podem também ser usados
quando derivadas de primeira ordem estao presentes. Por exemplo, o método de Crank-
Nicolson

(I+%(aDy—nDyD_))vi*

. oo (1.35)
= (I——(aDo—nDJrD,))vj, j=0,1,....N
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¢ incondicionalmente estavel. Em aplicagoes, no entanto, a parte hiperboélica é geralmente
nao-linear, isto é, a = a(u), e um sistema nao-linear de equagoes deve ser resolvido em
cada passo. Neste caso é conveniente usar o chamado método semi-implicito. Uma simples

aproximacao deste tipo para o nosso problema é

(I = knD D_yui*" = —2kaDgv} + (I 4+ knDyD_)vi~",

J / J (1.36)
7=0,1,..., N,

que combina os métodos leap-frog e Crank-Nicolson. A "primeira linha" v} deve ser
computada por outro método de um passo. No espaco de Fourier, a equagao (1.36)

resulta em

h
(1 + 40’86712%) 0" (w)

h
= —i2\(sen(wh))0™(w) + (1 — 40’86712%> " (w), (1.37)
kn ak
o= AT

A equacao caracteristica correspondente é

o, 12Asen(wh) 1-p wh

= =4 2= L.
z 15 z 10 0, p osen’—-, (1.38)

com solugoes

—idsen(wh) £ /1 — 2 — A2sen(wh)

2 o (1.39)
Primeiro, assuma que a raiz quadrada ¢é real, isto é,
B + Nsen®(wh) < 1. (1.40)
Entao,
1— 32 1—
‘21 2|2 = ﬁ = ﬁ S 1.
’ (1+p8)* 1+p
A seguir, assuma que
B% 4+ A%sen®(wh) > 1. (1.41)
Entao as raizes sdo imaginarios puros, e temos, para |[A| < 1,
A h) &+ 2+ A2sen?(wh) — 1 A
21| = sen(wh) £ /% + A2sen?(wh) <RA+B Y (1.42)

1+ 8 - 1+8 '

Assim |21 < 1 para |\ < 1, mas z; = 2 para 32 + Msen?(wh) = 1. Entao 9"(w) =
012 + 0928 torna~se 0"(w) = (01 + 09) 2. Porque |z;| < |A] < 1 neste caso, temos
n|z1|® < ¢, independente de n. Assim, [0"(w)| é limitado independente de w, n, e o

método é estavel.
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1.6 Estabilidade para Problemas Nao-Lineares

A teoria de estabilidade foi desenvolvida para problemas lineares, mas se a solucao u
da equagao diferencial nao-linear é suficientemente suave, entao para uma primeira aproxi-
macao a equacao erro pode ser linearizada com relagao a uma solucao u, e a convergéncia
segue se a equagao erro linearizada ¢ estavel (vide Gustafsson et al.[11]).

Vamos, nesta se¢ao, considerar os aspectos linearizagao e localizacao que sao relevantes

em estudos de estabilidade.

Linearizagao e Localizagao

Consideremos o chamado problema de Cauchy para um sistema de equagoes dife-

renciais parciais quase-linear
u, = P(x,t,u,0/0x)u+ F(x,t), reR’, 0<t<T, (1.43)

com condic¢ao inicial

u(z,0) = f(x), z € R (1.44)

Aqui x = (x1,...,25) € R® é um vetor de variaveis espaciais independentes e u = u(z,t)
denota a solucao a ser determinada.
Na pratica o problema apresenta também condi¢oes de contorno. Existem duas ques-

toes fundamentais:

1. Quando podemos garantir que o problema (1.43), (1.44) possui uma tnica solugao,

a0 menos para um pequeno intervalo temporal?

2. Assumindo que (1.43), (1.44) possui uma tnica solugao u para algum F, f, fixo, qual

é a influéncia na solugao quando adicionamos pequenas perturbagoes em F' ou f?

A segunda questao pode ser refeita como segue: Substituindo F' por F +dF em (1.43)
e fpor f+Jf em (1.44) temos o problema perturbado

v, = Px,t,v,0/0x)v+ F+6F, ze€R’, 0<t<T, (1.45)
v(z,0) = f(x)+df(z), xe€lR’ (1.46)

Se (1.43), (1.44) é "razoavel fisicamente", podemos esperar que o problema com uma
pequena perturbagao (1.45), (1.46) também tenha solugao tnica, e que esta solu¢ao pode
ser escrita como

v =u+du,
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onde du satisfaz a estimativa
[6ully < K([0F |2y + [[0.f ll3))- (1.47)

Aqui ||dul|1y, [[0F |2y, |0f|l(3) sdo certas normas no qual ainda devem ser especificadas.
A constante K em (1.47) dever ser independente de §F e 6 f contanto que as pertubagoes

permaneceram suficientemente pequenas.

Definigao 1 Dizemos que o problema nao-linear (1.43), (1.44), com solu¢do inica, €

bem-posto em u se existe um € > 0 tal que para todas fungoes suaves OF e 6 f com
10F |2y + [10f]l3) < €,

o problema perturbado (1.45), (1.46) é também resolvido unicamente, e du := v—u satisfaz
a estimativa (1.47) com K independente de §F e 0 f.

Como é dificil o estudo de problemas nao lineares, existe o consenso pratico de que o
seguinte principio de linearizacao vale: Um problema nao-linear é bem posto em u se o
problema linear no qual € obtido linearizando todas fungoes proxima a u sao bem-postas.

Conforme Gustafsson et al. [11] é também suficiente tratar apenas o caso homogéneo,
isto é, pode-se tomar F' = 0 em (1.43). Na préatica, outro ponto muito importante é
relacionar o bem-posto do problema de Cauchy para um equacgao de coeficientes varidveis
com o bem-posto para equacoes com coeficientes constantes, ou seja, pelo congelamento

dos coeficientes
Al/ - Au(x()a tO)

em pontos arbitrarios mas fixos. Esta ideia é chamada de localizacao. O principio de loca-
lizacao pode ser formulado como segue: Se todos problemas de coeficientes congelados sao
bem posto entao o problema de coeficiente varidvel correspondente € bem-posto também.
Este principio é bastante utilizado na préatica.

Linearizacao formal. Para explicar o processo de linearizagao, consideramos a equagao

de Burgers como um exemplo:
Up = Uy + €Uzy, € > 0. (1.48)

Suponha que U = U(x,t) é uma fungao suave. Podemos pensar em U como sendo uma

solugdo aproximada de (1.48). Substituindo

u=U+u, u =u(xt)
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em (1.48), temos
u:g:Uxu/—l-Uu;;-i-U/U;‘i‘eu;x‘i‘Fa F:UU1+€UII_Ut

Considerando v como uma pequena correcao de U, podemos descartar o termo de

segunda ordem u'u!, e escrevemos v ao invés de u’. Deste modo obtemos a equagao linear
vy =Uzv+Uvy + €vyy + F.

Esta equagado é chamada de linearizacao de (1.48) em U, ou a equagdo linearizada. Note
que F' = 0 se e somente se U resolve (1.48) exatamente. A equagao linearizada governa
a influéncia de pequenas perturbagoes em U. Isto é outra razao importante para estudar

equacoes lineares.

1.7 Uso da Transformada de Laplace e Estabilidade

Problemas de Valor Inicial e de Contorno para sistemas com coeficientes constantes
podem ser resolvidos utilizando a transformada de Laplace. O método da transformada
de Laplace é frequentemente a tnica abordagem para o estudo da estabilidade de um
dado esquema de diferenca finita. Por outro lado é aplicavel apenas para problemas com
coeficientes constantes.

O material desta segao é tedrico e tem interesse em ilustrar uma técnica importante
para o estudo da estabilidade de métodos numéricos. Uma abordagem completa pode ser

encontrada em Gustafsson et al. [11], Strikwerda [26] entre outros .

Solugao de Sistemas Hiperbdlicos

Consideremos o sistema

0 | u! o |ul
a[ull _A% Wl +F 0<xr<oo,t>0, (149)
onde A é diagonal e
AI
A= . A >0, AT <.
AII

Prescrevemos o dado inicial

u(z,0) = f(z), (1.50)
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e as condi¢oes de contorno

LTuM(0,8) + L'u’(0,t) = g,

1.51
llu(-,t)|| < oopara cada t fixo. (1.51)

onde L' e L' sao constantes matriciais. Aqui F, f, e ¢ sdo funcdes suaves com suporte
compacto.

O problema acima é bem posto se, e somente se, L!! ¢ nao singular Gustafsson et al.
[11]. A abordagem pela transformada de Laplace é construtiva, nos dando um roteiro

(técnica) a ser seguido.

Lema 1 Consideremos o problema de valor inicial e de contorno (1.49)-(1.51) com F =
g = 0. Este problema nao € bem posto se existe um niumero complexo s com Res > 0 e

valores iniciais f(x) com 0 < || f| < oo tal que
w(z,t) =e" f(z), Res>0 (1.52)
€ uma solucao.

Demonstracao. Assumimos que existe uma solucao do tipo acima. Definimos a seqilien-

cia f;(z);, por

fi(a) = % ou seja, ||| = 1.

Entao

wi(z,t) = ejStfj(x),

sao também solugoes satisfazendo
lw; (- 8] = B9 =12, ...

Portanto, o problema nao pode ser bem posto porque podemos construir solugoes que

crescem arbitrariamente rapida. Isto prova o lema. m

Agora podemos impor condigoes que garantem a existéncia de solugdes do tipo (1.52).
Teorema 2 Uma solugao do tipo (1.52) existe, se o problema de autovalor
dyp
p=A-, 0< (1.53)
com condi¢oes de contorno

L"M(0) + L' (0) = 0, lol” < o0, (1.54)
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possui um autovalor s com Res > 0. O problema de autovalor possuit um autovalor s com

Res > 0 se, e somente se, L1 ¢ singular.

Demonstragao. Se existe um autovalor s com Res > 0, entao
w(z,t) = e"p(z)

¢ uma solugao do tipo da equagao (1.52). Assim, o problema nao é bem posto. Agora,

uma solucao geral da equacao (1.53) pode ser escrita da forma
l(x) = e @RN0), (@) = eMTTRM(0),
Para [|¢|| < oo, uma condi¢ao necessaria e suficiente é que
¢'(0) = 0. (1.55)
Entao as relagoes (1.54) sao satisfeitas se, e somente se,
LYo (0) = 0. (1.56)

Existem duas possibilidades

1. L' ¢ Nao-Singular. Entao a tnica solugdo da equagao (1.56) é ¢'7(0) = 0, e nao

existe autovalor s com Res > 0 e o problema ¢é bem posto.

2. L' ¢ Singular. Entao a equagao (1.56) tem um solugao nao trivial, e, desse modo,
existe um autovalor s com Res > 0. Deste fato, todos s com Res > 0 sao autova-

lores.

Isto prova o teorema. m

Observacao 3 Entao, por esse resultado, o problema de valor de contorno € bem posto se,

e somente se, o problema de autovalor (1.53)-(1.54) nao possui autovalor s com Re s > 0.

Desta maneira, para o problema ser bem posto, L! deve ser nao singular, e, portanto,

podemos escrever as condi¢oes de contorno na forma
u'(0,t) = R'u!(0,t) + " (). (1.57)

Podemos agora resolver o problema utilizando a transformada de Laplace. Sem restri-
¢oes, podemos assumir que f(z) = 0. De outra maneira, introduzimos uma nova variavel

u=wu—h(t)f(z), h(0) =1, h suave com suporte compacto. Definimos a transformada de
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Laplace por

a(z, s) —/ e "tu(z, t)dt,
0

s = i€+, e,n reais, n > 0. (1.58)

Pela equagao (1.49)

/ e Studt = A/ e Sty dt + / e SUFdt = A, + F.
0 0 0

[e. 9] o0
/ e tudt = e w30 —|—s/ e *tudt
0 0

implica que (observe que f = 0)

Conseqiientemente,

sﬁI:AIsﬁijLFI, svaH:AHs&i,I—i—F”. (1.59)
As condigoes de contorno sao
@'l (0,5) = R'!(0,5) + "1 (s), [l s)]], . (1.60)

Por causa disso o problema de autovalor (1.53)-(1.54) possui somente uma solugao
trivial, a solu¢éo @ do problema homogéneo (1.59)-(1.60) que é identicamente nula. Desta
maneira, o problema nao homogéneo (1.59)-(1.60) possui solugao tnica. Podemos escrever

abaixo a solugao explicitamente:

i (2, 5) = —/ W (AT (y, ) dy,

'l (z,s) = / ST @ (NN TLRIT (Y dy 4 D211 (0, 5),  (1.61)
0

onde 4!1(0, s) é determinado pela equacao (1.60).
Utilizando a equacao (1.61) podemos estimar ii(z, s) em termos de F, §''. Tomemos

o produto escalar da equagdo (1.59) com 4! e 4!, respectivamente, e obtemos

A

(0, sa’) + (st al) = (af, Alal) + (Aal,al) + (af, FT) + (F1,a"),

ou
nlla’||? = Re (a!, ATal) + Re (4, FT).

Integrando por partes obtemos

Re (i A"f) = 2 (i/(0,5), A" (0, ),
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e, portanto,
. L, . T
nlla’|[* + 5(@'(0, ), A"a'(0, )) < (|| ]l
Assim,
AT Lo~ T C e
|| < =[lF7]],  [a7 (0, s)| < 5 I F7]]-
U n'/

Para 4!/, obtemos,

. 1
nlla | <l IIET ] = 5@ (0, 5), A0, 5),

n, . L, - 1, .
5!IU”H2 + %HF“W - §<u”(0, s), A"a" (0, s)),

IN

ou seja,

1. -
n||a'*||* < constante (—||FH||2 + |ﬁH(0,s)|2) :
Ui
Usando a condi¢ao de contorno obtemos
1. -
[a'"(0, 5)|* < constante(|g"’|* + |a" (0, s)|*) < constante (|§H|2 + —||FI||2) :
Ui
Portanto,
A 112 e 2 ~112
n||a||* < constante | —||F'||* + |g"'|° ) , (1.62a)
n
1 .
14(0, s)|* < constante (]Qll\z + —HFH2> : (1.62Db)
Ui
Invertendo a transformada de Laplace temos a solucao do nosso problema

[~ .
e Mz t) = / Uiz, ie + n)de,

2 ) o

e, pela relagdo de Parseval 6], obtemos, para qualquer n > 0 e s = ie + 7,

o0 1 [o¢]
(L) |Pdt = — a(-, s)||2d
| ermenpe = o [P
/1 - 1
< constante/ <—2|F(~,s)||2—|——|gn(s)|2) dg,
—oo \7 1

e 1 1
= constante/ e 2 —2|F(-,t)||2+—|g(t)y2) dt. (1.63)
0 n
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Correspondentemente, equagao (1.62b) é equivalente a

| e o, P

0
> 1

< constante/ et <—||F(-,15)||2 + |g(t)|2) dt. (1.64)
0 n

Desta maneira, podemos estimar a solucao em termos dos dados iniciais.

Aproximacgoes por Diferencas

Seja uma aproximagao diferenca para um sistema de equagoes diferenciais parciais

com coeficientes constantes. Construir solu¢oes na forma de ondas simples
u(x,t) = i (w, t)

é um teste rapido de estabilidade e podemos estimar a razao de crescimento de u(w,t). A
condicao de von Neumann é entao uma condi¢ao de estabilidade necesséria.

Agora adaptaremos o uso da transformada de Laplace para aproximagoes diferenca.

Aproximamos
ou  Ou
—=—+F 0 t>0
ot “op D UsTEet=2h
U(ZB,O) = f(iE),
[u(-, )] < oo (1.65)
por
de .
%:DQU]'—FFJ', ] = 1,2,', (166&)
v;(0) = fj, (1.66b)
vg— 201+ U2 =g (1.66¢)
[[v][n < 0. (1.66d)
O produto escalar e a norma sao definidas agora por
(0, W) = (V,W)100,  |V[l7 = (v, V) (1.67)

Condicoes Necessarias para Estabilidade

O teste é dado pelo lema seguinte.
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Lema 2 Sejam F =g =0. Se a equagao (1.66) possui uma solugao
vi=e"fj,  |Iflln < oo (1.68)

para algum nimero complexo s com Res > 0 e algum tamanho de passo h, entao a

aproximagao nao € estivel em qualquer sentido. (Veja Lema 1.)

Observagao 4 FEsta condi¢ao necessdria para estabilidade é chamada de condi¢cao de

Godunov-Ryaben’kii.

Demonstracao. Se tal solucao existe, para algum h = hg, s = s9, Resg > 0, entao

. 1 ) .
Sij:§(fj+1—fj—1)a J=1,2,..., 5 = hoso,
Jfo—=2fi+ fo=0,

[ flln < oo

Portanto, para qualquer h,

b = 6(§o/h)tfj

é também uma solucao. Deste modo, como h — 0, podemos construir solugoes crescendo

arbitrariamente rapido. m

Podemos formular a condi¢ao anterior em termos do problema de autovalor

So; =hDopj, j=1,2,...,5=hs, (1.69a)
o —2¢p1+p2 =0 (1.69b)
lolln < oo (1.69¢)

Temos o seguinte lema.

Lema 3 A aprozimagao (1.66) nao € estdvel se a equagao (1.69) possui um autovalor §

com Res > 0. (Veja o Teorema 2.)

A equagao (1.69a) ¢ uma equagao diferencial ordinéria com coeficientes constantes, e
sua solucao possui a forma

_ J J
QOj = O'1/<01 -+ 0'2/€2,

onde k1 e kg sao duas solugoes da equagao caracteristica
K =23k —1=0, 5= sh. (1.70)

O proximo lema discute as propriedades de k1 e ks.



23

Lema 4 Para Re§ > 0, a equagao caracteristica nao possui solu¢ao com |k| =1, e existe

ezatamente uma solugdo com |k| < 1,
ki=5—V1+&, §=sh (1.71)

Demonstragao. Assumimos que a equagao (1.70) possui uma solugdo kK = e para
Re (5) > 0, £ real. Entéao

1, i .

§= §(€Z£ — e %) = isent,
que representa uma contradigdo. Deste modo, nao existem solugoes com |x| = 1. Por
causa disto se as duas solucoes ki e kg satisfazem ki1ky = —1, entao existe exatamente

uma raiz, diga k1, que estéd dentro do circulo unitario para todos § com Res > 0. Um
simples calculo mostra que a equagao (1.71) é a solugao desejada. m

O Lema 4 e a condigao (1.69¢) implicam que a solugao possui a forma

p; = 01K, (1.72)

e assim obtemos
O'1<I€1 — 1)2 =0. (173)
Logo, existe uma solucao nao trivial se, e somente se, k; = 1. Pelo lema 4, isto é

impossivel, e, portanto, nao existe autovalor s com Res > 0.

Observacao 5 Na verdade, o mesmo resultado € obtido para qualquer ordem de extrapo-

lacdo no contorno

(hD, )y =0, q=1,2,.... (1.74)

A dnica diferenga da discussao acima € que a equagao (1.73) torna-se
0'1(,‘{1 — 1)q =0.

Agora discutiremos aproximacoes diferenca com coeficientes constantes para o sistema
(1.49).

d”éf) = Qui(t) + Fi(t), j=12,..., (1.752)
v;(0) = f;, i=1,2,..., (1.75b)

Lowo(t) = g(1), (1.75¢)
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onde os v;(t) sao funcdes vetoriais com m componentes e || f|| < oo, sup, [|[F||s < co. O

operador diferenca no espago tem a forma
1 p
Q=- E B,E", (1.76)

onde F ¢é o operador deslocamento. Em geral, B, = B,g + hB,; sao matrizes m X m.
Aqui B,y nao pode depender de h, e B,; nao tem influéncia na estabilidade. Portanto,
negligenciamos estes termos e assumimos que B, = B,. Assumimos que B, e B_, sao nao
singulares. Outra suposigao é que a equagao (1.75a) é estavel com condigdes de contorno

periodicas. Finalmente, assumimos que as condi¢oes de contorno podem ser escritas como

q
v =Y L+ g p=01r -1, (1.77)

J=1

onde os L,; sao matrizes constantes. Novamente, assumimos que L,; nao depende de h.
E sabido que podemos usar a condicdao de contorno para eliminar v, ...,v_,,1, € assim
modificando Q para Q. Qualquer termo O(h) na condi¢ao de contorno cria um operador
limitado e nao possui influéncia na estabilidade Gustafsson et al. [11]. Observe que é
possivel ter derivadas temporais nas condi¢oes de contorno, mas consideramos que elas
podem ser eliminadas pelo uso das equagoes (1.75a).

O problema de autovalor associado a nossa aproximagao é

Sp=hQp;, j=1,2,...,Re(5) =Re(hs) >0, (1.78a)
L()QO() == 0, (178b)
il < oo (178

Usando o mesmo argumento do nosso exemplo anterior podemos provar o lema seguinte.

Lema 5 (Condigao de Godunov-Ryaben’kii) A aprozimacgao nao € estdvel se o pro-

blema de autovalor (1.78) possui um autovalor 5 com Re§ > 0.

Demonstracao. Tome 5, com Re 5, > 0 sendo um autovalor e ¢; a autofungao corres-
pondente. Entao

vj = €(§0/h)t(pj

forma uma seqiiencia de solugoes cuja razao de crescimento torna-se arbitrariamente

grande quando h — 0. Assim, a aproximacao nao é estavel. m

Agora derivaremos condigoes algébricas para a existéncia de autovalores.

Lema 6 O problema de autovalor (1.78) ndao possui autovalores para |3| suficientemente

grandes.
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Demonstragao. A equacao (1.78) implica que
2 1 2
el = WHhQ@Hh,
r—1
constante constante
< BREEE <||90||i +Z |%0—u|2h> < TH@H%
n=0

Aqui a constante depende somente dos coeficientes |B,| e |L,;|. Portanto, ||¢||, = 0 para

|5| suficientemente grande. Isto prova o lema. m

Agora discutiremos como resolver o problema de autovalor (1.78). Escrevemos a equa-
¢ao (1.78a) na forma
p—1
Oori = 3 Buousi, (1.79)
onde

B,=-B,'B,, v#0, By=B,'s—B,'B,.

Isto é um sistema de equagoes diferenciais ordinarias no espago. Introduzindo

ij == (SOerjfl? gperj*?? BRI Soj*T>T

Y

podemos escrever ele como um método de um passo

P =Mp;, j=12..., (1.80)
onde o o
Bpfl Bfr
1 0
M = o I 0 - 0
| 0 - - -0 I 0 |

As condigoes de contorno podem ser escritas na forma
Hp, =0, (1.81)

porque podemos usar a equagao (1.79) para eliminar todos ¢, com v > p de Loy = 0.

Assim, M = M(§), H = H(S) s@o polinémios em 3.
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Os autovalores e autovetores de M sao solucoes de

B, - - - B

I 0o . . 0 n n

o 1 0 - olf|®]=k|®] (1.82)
0 _ 70 Yp+r Yp+tr

Podemos usar as solugdes da equagao (1.82) para resolver o problema de autovalor (1.78).
Para demonstrar esse procedimento, primeiro derivaremos algumas propriedades de M.
Procuramos mostrar que £ = 0 nao é um autovalor de M. Assumimos que x = 0 é
um autovalor. Entao a equacao (1.78) torna-se y; = y1 = ... = Ypyr—1 =0, B_ryp+r = 0.
Por isto, pela suposicio, B_, ser nao singular, Yp+r = 0. Deste modo, chegamos a uma

contradicao e kK = 0 nao pode ser um autovalor. Usando a relacao

yj+1:’f_1?/j7 j:1727"'7p+r_17

podemos eliminar s, ..., Ypt, € Obtemos
p
(5[ -> B,,/f”) y1 = 0. (1.83)

Assim, os autovalores de M sao solugoes da equacao caracteristica

Det (51 - Xp: Bﬂ#’) = 0. (1.84)

vV=—r

Vamos precisar do lema seguinte.

Lema 7 Para s com Res > 0, nao existe solugao da equagao (1.84) com |k| = 1 e existem

exatamente rm solugoes, de acordo com suas multiplicidades, com |k| < 1.

Demonstragao. Assumimos que existe uma raiz de k = €. Entao a equacio (1.84)
implica que § é um autovalor de .?_  B,e™¢. Por termos assumido que a aproximagao
é estavel para o caso periodico, necessariamente temos Re s < 0. Isto é uma contradigao
para hipotese Res > 0; isto é, nao existem solugoes « com |s| = 1. A solugbes k sdo
funcoes continuas em s e nao podemos cruzar o circulo unitario. Portanto, o ntimero de
solugoes com |k| < 1 é constante para Re > 0, e podemos determinar este namero do
limite Re — oo. Neste caso, as solugoes com |k| < 1 converge para zero e sdo, para

primeira aproximacao, determinada por

Det(3] — B_,x™") = 0. (1.85)
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Pelo fato de B_, ser nao-singular, a equagao (1.85) possui exatamente mr solugoes

k= O(57Y"). Isto prova o lema. m

Assim existe uma transformacao unitaria U = U($) tal que

U'MU =

My My,
0 Myl

Aqui os autovalores de Mj; e My, satisfazem |k| < 1 e |k| > 1 para Re § > 0, respectiva-

mente. Assim M, é uma matriz rm X rm. Introduzindo uma nova variavel

Y =U'yp;
na equagao (1.80)-(1.81) obtemos
[W] _ [Mu Mm] [W] (1.86)
1 - i3 :
2 P T B P
com condig¢oes de contorno
HU, = H'| + Hp" =0, ||| < . (1.87)

Aqui H! é novamente uma matriz rm x rm.

Lema 8 A condi¢io de Godunov-Ryaben’kii € satisfeita se, e somente se, H é nao singular
para Res > 0, isto €,
Det|H'| #0, para Re > 0. (1.88)

Demonstracao. Pela equagao (1.86),
i—1
1/)]1'1 = M3, {I‘

Portanto, |4, < oo implica 1!’ = 0; isto ¢, 9'! = 0 e as solucdes das equacdes (1.86) e
(1.87) satisfazem
I i—1_, 1 I
'l/)j = M1]1 Py, HI‘/Jl = 0.
Assim existe uma solucao nao-trivial se, e somente se, H! ¢ ndo singular. Isto prova o

lema. =

Temos, portanto, derivado algebricamente as exigéncias para a condi¢ao de Godunov-
Ryaben’kii.
Note que para verificar a condi¢cao nao necessitamos ir através da reducao da equacao

(1.78) para a equacao (1.80)-(1.81) e a construcao de U, pois vimos que a solugao da
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equagao (1.78a) com ||¢]|n, 00 é da forma

pi= Y. P, Ky =ru(3), Res >0 (1.89)
[y |<1
e dependem de rm parametros livres o = (01, ...,0.,)7. Aqui P,(j) é um polindmio em

j com coeficientes vetoriais. Sua ordem é no maximo m, — 1 onde m, é a multiplicidade
de k,.
Substituindo a equagao (1.89) nas condigoes de contorno (1.78b) temos o sistema de
equacoes
C(5)o =0, (1.90)

e podemos reformular o lema 8 da seguinte forma.

Lema 9 A condicao de Godunov-Ryaben’kii € satisfeita se, e somente se,
Det|C(8)| # 0, paraRes > 0.

Observacgao 6 Uma consequéncia do lema 9 é que devemos ter rm pardmetros livres,
pois o numero de condicoes de contorno nao podem ser menor do que rm para uma

aproximacao estdavel.

Como um exemplo, aproximamos

ou ou
- — g < >
BT aax, a#0, 0<z<oo, t=>0,

pelo esquema diferenca de quarta-ordem

9v;

4 1 .
ot =a (—Do(h) — gDo(Qh)) vy, ] = ]_, 2, ceee (191)

3
Se a > 0, usamos as condi¢oes de contorno
Di’UO = Dzr?}_l = 0. (192)

Se a < 0, utilizamos a condigao de contorno u(0,t) = 0 da equagao diferencial para
obtermos

U (0, 1) = a*u,,(0,1) = 0.

Como condigoes de contorno para aproximacao diferenca usamos

Vo = O, D+D,U0 =0. (193)
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A equagao (1.78a) possui a forma

i 2 1
Spj=a (g(%ﬂ —9i-1) = 75 (%i2 = %’2)) ) (1.94)

e a equagao caracteristica é dada por

§:a(§(n—%)—igcf—%g). (1.95)

Temos o seguinte lema.

Lema 10 Temos:

1. A equagdo caracteristica (1.95) possui exatamente duas raizes

|| < 1, Res >0, v=1,2.

2. Na vizinhanga de § = 0, suas raizes sao da forma

fi=—1+2+0(5P), ke=4—VI5+0(3), se a>0,
a

S

m:1—5+aﬁﬁ,@:4—¢ﬁ+0@%56a<&

Demonstracao. A primeira afirmacao segue do lema 7.

Para 5 = 0, as solugoes das equagoes caracteristica sao

R =51, kBY =4+ V15
Pelos argumentos de perturbagao, determinamos qual destas quatro raizes sao ki € ka.
Temos, para pequeno ||,
(1) 35 <12 (2) 5 <12
Y =1+ -+ 0(s]), &% =1+-+0(s]).
da a
Pela sele¢ao das raizes satisfazendo |k| < 1 para Re§ > 0, segue a segunda afirmagao.

Isto prova o lema. m

Pelo lema 10, existem duas raizes k,, v = 1,2, com || < 1 para Re§ > 0. Deste
modo, a solugao geral da equagao (1.94) com ||¢||, possui a forma
o

_ J 1
©; —all-fl—l—UQH e se K1 # Ka.
2 — K1
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Se k1 = Ko € uma raiz dupla, ela torna-se

_ J |
pj = 01R] + 029K .

Substituimos esta expressao nas condigoes de contorno (1.92) usada para a > 0 e obtemos

o1k — 1) + 52"_2&1 ((#3 — 1)7 — (r51 — 1))

o (k1 —1)4 L0 <(/{2 -1 (k1 — 1)q>

0,

R1 Ro — K1 R2

0. (1.96)

R1
O determinante deste sistema é

Det = (k1 = 1)(ke — 1)q.

R1K2

Pelo lema 10, k1 # 1, ko # 1; isto é, nao existe um autovalor com Res > 0. Para as
condigbes de contorno (1.93) usada para o caso a < 0, obtemos

0'1:0

() e ()

R1Rg

0, (1.97)

no qual, por causa de |k1k2| < 1, possui somente a solugao trivial. Portanto, ndo existe
autovalor com Re s > 0.



CAPITULO

2

Estudo do Efeito da Fronteira

Nosso trabalho tem como motivagao o estudo de estabilidade da discretizacao por
diferencas finitas das equagoes de Navier-Stokes incompressivel transiente, mas estudamos
aqui a estabilidade para a equacao de Stokes, que é a equagao de Navier-Stokes sem os
termos nao lineares. Sao estudadas diferentes condigoes de contorno para a pressao (CCP)
e seu efeito na estabilidade de um método implicito, baseado nos estudos de Petersson [21]
e Kress & Lotstedt [16]. A estabilidade ¢ estudada pela anélise do modo-normal (Método

de Fourier) e pela computagao numeérica dos fatores de amplificagao.

2.1 DMotivacao

Conforme Petersson [21] a literatura indica que a estabilidade é afetada pela escolha da
condigao de contorno para a pressao. Seguindo seu trabalho vamos detalhar um estudo
sobre o efeito de trés diferentes condi¢oes de contorno para a pressao em paredes nao
escorregadias (no-slip).

O modelo geral para um dominio bidimensional (z,y) € €2, com formulagao velocidade-

pressao ¢ dado pela equagoes de Navier-Stokes |7, 19, 23|

u + (u-Viu+Vp—vVu=f£f, t>0,
Vip+Vu-u,+Vo-u,=V-f >0, (2.1)
u(z,y,0) = ug(z,y).

Aqui u = (u,v)T é a velocidade, p ¢ a pressao cinematica (pressao dividida pela densidade
constante), v é a constante de viscosidade cinematica, e f = ( f@_f (”))T ¢ a forca por

unidade de massa. A condi¢ao de contorno "no-slip",

u(z,y,t) =0, (z,y)e€d, t>0. (2.2)

31
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A condicao de contorno para a pressao ainda nao estd completamente estabelecida,

mas trés sao as principais:

Condigoes de Contorno para a Pressao

op 5
Div-Grad a—n_yn-Vu+n~f
V-u=0
. dp
Rotacional a—:—yn-Vxqu—i—n-f
n
Acoplada V.-u=0

Tabela 2.1: Tabela das CCP.

A deducao dessas condic¢oes é dada na sequéncia:
Uma condigao de contorno para a pressao pode ser obtida tomando o produto escalar

entre a equacao momento e a unidade normal do contorno, n = (n(l),n(Q))T. De (2.2)

0
temos u; = (u-V)u = 0 e como que % =n-Vpentaon-(u; + (u-V)u+ Vp — vV?u = f)

no contorno nao escorregadio, a condi¢ao torna-se

g_zzvn-V%an-f, (z,y) €90 1>0. (2:3)

A condi¢ao de contorno com pressao nao adiciona nenhuma informagao nova ao sistema,
visto que a equagao ja é satisfeita no contorno. Usando somente (2.3) o problema estaria
indeterminado, conforme apontam Henshaw [14] e Strikwerda [24]. Para derivar outra
condicao de contorno apropriada para a pressao, consideremos as equacoes de Navier-

Stokes incompressivel na sua formulagao velocidade-divergente [25]:

u; + (u-Vu+ Vp —vViu=f, t>0,
V-u=0, 0, (2.4)
U(I7y,0> - UQ(ZE,y)-

Derivar (2.1) de (2.4) ¢é facil. Basta tomar o divergente da equagdo momento em (2.4) e

teremos:
V-, +V:(u-V)u+V:-Vp—ovV-Vu=V-f (2.5)
0
Levando em conta que V-u = 0, temos V-u; = 5% (V-u)=0eV-V2u=V?*(V-u)=0.

Assim (2.5) torna-se
V:(u-V)u+V-Vp=V_.1.



33

Fazendo as seguintes contas

Vi(u-Viju =

O T A

ox?  Ox dy 0x0y (2.6)
Ou Ov 0*v o\ 9%
+8y8x+u3yax+ <8_y) +8_y2

o 0 0
— x il
<8$ ('9y) g +u8xv "
u
o 0 83/ 0
+(%,a—y)v v +va—yV u
Ay
= Vu-u, +Vv-u,

que substituindo em (2.5) temos a equagdo pressao V?p + Vu-u, + Vv-u, =V - f.
Deduzir que (2.4) poder ser derivado de (2.1) é um pouco mais elaborado. Para isto
obtemos uma equagao para o divergente, 6 = V - u, e fazendo o divergente da equagao

momento e pressao em (2.1) obtemos

Vf = V-w+V-(u-V)u+V-Vp—vV-Vu
= V2p+Vu-um+Vv-uy+V2p

e utilizando as contas de (2.6) chegamos a

0 0 0
a(v-u)+u%(v-u)ﬂa—y(v-u)—w?(v-u):0.
Portanto, substituindo 6 = V - u, isto resulta na equacao conveccao-difusao homogénea

para 9:
8¢ + ud, + vé, — vVV?§ = 0, (x,y) €Q, >0.

Como (2.4) requer que V -u = 0 para t > 0, entdo o campo de velocidade inicial
também deve ter divergente nulo: Vuy = 0. Portanto, o divergente deve ser nulo no

contorno 0f). Por isto, uma alternativa para tornar as formulacoes velocidade-pressao e
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velocidade-divergente equivalentes, ¢ ter
V-u=0, (x,y) € 02, t>0. (2.7)
Isto ocorre, pois teremos o seguinte problema:

O + udy +vé, — V26 =0
do =0 (Condigao inicial),

doo = 0 (Condicao de contorno).

E isto garante que V - u = 0 para (z,y) € Q, t > 0.
Em um problema discretizado espacialmente, a condi¢ao de contorno (2.7) é utilizada
para eliminar o valor dos pontos fantasma do lado direito da condigao de Neumann (2.3).

As condigoes de contorno (2.3) e (2.7) podem ser referidas como condi¢io Div-Grad:

op )

o _ . f

gn  vReVuEneb e, t>o0. (2.8)
V-u = 0

Conforme Casulli [2]|, Gresho [10] e Guy [12], enquanto a condigao Div-Grad é boa para
esquemas explicitos, ela nao funciona bem para métodos implicitos ou semi-implicitos,
ou seja, o passo temporal necessita ser muito pequeno para que o esquema seja estavel
conforme indica a anélise de von Neumann.

Uma alternativa para condigao de Dirichlet (2.7), seria considerar a derivada normal

do divergente igual a zero no contorno:

o)
5, =1 Vé =0, (x,y) em €, >0 (2.9)

Pela identidade
Viu=V(V-u)-VxVxu,

o termo n - Vu na condigao de contorno para a pressao (2.3) pode ser escrita da seguinte

forma

n-Vvu=n-Vi—n-(VxVxu).
Assim, a partir desse resultado e (2.9) na condigao de contorno para a pressao (2.3), temos

op

an:—yn-(Vxqu)+n-f, (x,y) €0 t>0, (2.10)

que ¢ a chamada condicao Rotacional. Esta condi¢ao de contorno é utilizada por Kar-
niadakis et al. [15], que estuda a precisdo dos métodos velocidade-pressao separados no

contexto de discretizacoes de elementos espectrais.
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A terceira alternativa é resolver a equagao de pressao junto com a equac¢ao momento.
Entao, nao é necessario explicitar a condi¢ao de contorno para a pressao e basta satisfazer
(2.7), ou seja, o divergente de velocidade é zero no contorno. E a condigido Acoplada.

Embora a motivacao sejam as equagoes de Navier-Stokes, vamos trabalhar com o
modelo simplificado que sao as equagoes de Stokes com a formulacao velocidade-pressao,
mas considerando também a equivaléncia das formulacoes velocidade-pressao e velocidade-
divergente, ou seja, forcar que o divergente de velocidade seja nulo no contorno.

Consideremos assim as equacoes de Stokes que sao obtidas das equacoes de Navier-

Stokes (2.4) desconsiderando os termos nao-lineares, ou seja,

w+Vp = Viu+f,

V2p
u(z,y,0)

V-, (2.11)
uy(z,y).

2.2 0O Caso Semidiscreto

Denotamos a funcao malha por f;r = f(x;,yx) e definimos os operadores diferencas

divididas por

fis1k — fik  Of(xj,y)

Difix = N T A (O(Az)), (2.12a)
D fip = Jik = Jimvk _Afl”“ =D fj_y —af(g;’ ) (O(Az)),  (2.12b)
Difix = —fjﬂ’;;xfjl’k = % (DL +D2) fi
~ 915 98) (2;’ ) (0(Az?)), (2.12¢)
Diprf, = dmks Zf;’; +hick o OF gfj; W (o), (2124)
DEDYf . — Sitipe1 — fjl,kzlA;Afg;l,kl + fi—1h—1
~ %{gygk) (O(AzAY)) (2.12¢)

e expressoes correspondentes para os operadores diferencas divididas na direcao y.

Nesta se¢ao, deixaremos o tempo continuo, mas discretizamos o espago por diferencas
divididas centrais de 2¢ ordem. Vamos estudar o dominio semi-infinito y > 0 para uma
funcao periddica de periodo 27 em z. Utilizamos uma malha cartesiana uniforme onde
o tamanho do passo é Az = Ay = h = %‘ Os pontos da malha sao dados por z; =
(j—1h, j=1,2...N; yr = (k — 1)h,

malha na figura 2.1.

k=0,1,.... Vejamos a ilustracao dessa

Em y = 0, impomos a condi¢ao "no-slip": u(z,0,t) = 0. Deste modo, na dire¢ao x

em y = 0 as fungdes u e v s@o nulas (constantes) entdo as derivadas destas fungdes na



36

¥i
Vi i
- 1 -
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Xy - X Xy-z Xyoy XN

Figura 2.1: Malha

direcao x sao nulas. Vamos utilizar isto para simplificar a discretizacao das trés condic¢oes
de contorno acima citadas.

Discretizando a condigao Acoplada (2.7) em y = 0 (D3u = 0) obtemos
Div=0, y=0. (2.13)

Na analise da estabilidade podemos suprimir o termo fonte n - f e a constante v. Além

disso, consideramos o vetor normal & y = 0 como sendo n = (0, 1). Deste modo, em y = 0

0’u  0%*u
2 + agz B 0*v 0% B 0%v
R AR A T
0x? * 0y?

n-Vu=(0,1)-

Assim, a equagao pressao na condigao Div-Grad (2.8) discretizada é dada por

y=0. (2.14)

Dip = D% D%v
Div =0,

A discretizacao da equagao de conservagdo de massa na condi¢ao Div-Grad (2.8) nos
fornece v;x—1 = v; 41, entao
Vjh1 — 2V T Vjk—1 _ 2Vjp41 — Uik _ 2

DyDy . — s :—Dy .
=k h2 h h B

Portanto a condigao Div-Grad pode ser escrita como

2
Dip = EDZU, y=0. (2.15)
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Agora utilizando a identidade V x V x u =V (V - u) — V*u temos

o (D O (0u o (o o [
— \ox’oy) \ox Oy or?2  oy*) \v

Pu, o\ (P o
_ | 022  Ox0y | _ | 022 092
o || b
dydx Oy ox?  Oy?
v Q%
2
- |
Oyox 02

¢ assim 0%u 0%v 0%u
. = 1 . _— == .
n-VxVxu=(01) oyoxr  0x%2  Oyox

Conseqlientemente a condigao de contorno Rotacional (2.10) discretizada torna-se

Dip = —DiDgu, y=0. (2.16)

Considere as condigoes de contorno para a pressao na seguinte forma compacta:

ADDYy = BDu, 4 =0, (2.17)
para ¢ = 1,2, ou3. Na condicido Acoplada temos AV = 0 e BMu = D{v; na condi-
¢io Div-Grad A® =1 e BPu = 2D%v e na condi¢io Rotacional possui A® =1 e

B®u = DgDju.
Com a notacao descrita acima, a discretizacao das equagoes de Stokes com as condicoes

iniciais e de contorno (omitindo o indice do ponto na malha) séo

u,+ Dip = DID%u+ DYDYu+ f,
v+ Dip = D*D*v+ D{D%v+ f®, 5 Equagdes de Stokes
DID*p+ DYDYp = Dgf™ + Dyf .= [,

u(z,0,t) = 0, }Condigéo no-slip (2.18)
ADDY(2,0,8) = B@u(x,0,t), q=1,2, ou3, }CCP
u(x,y,0) =

0
" & Condicao inicial
p(z,y,0) = 0.

Note que, sem perda de generalidade, pode-se considerar o dado inicial nulo (homogéneo).
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A transformada de Fourier discreta [22] de uma funcao malha f(z;,y;) periodica de

periodo 27 na direcao = é dada por
| N
flag,u) = Z w, Yr)e™", (2.19)
w:0

onde 1 = /—1 e os numeros onda w = 0,1,--- , N —1 correspondem ao conjunto completo
de autofuncoes e™* da malha.

Agora, aplicando a transformada de Fourier (2.19) em (2.12c), obtemos

N-1 - -
1 - elwiﬂj+1 _ elwwj_l
D F. i
Of],k \/ﬁ Y f(wa yk) 2%h
N-1 : :
1 5 ezw(ijrh) _ ezw(xjfh)
[ J— w,
o T f(w, yr) 9%
B 1 N-1 f;( ) i 6iwh _ e—iwh
V2m = 2h
Sabendo que e = cosx + isenx, entao
eh —emwh — cos(wh) + isen(wh) — cos(—wh) — isen(—wh)

= cos(wh) + isen(wh) — cos(wh) + isen(wh)
= 2isen(wh).

e conseqiientemente,

N- :
1
Dy fie = \/—_Z (W, yk) Mﬂﬁsen(wh). (2.20)
w=0

Aplicando a transformada de Fourier (2.19) em (2.12d), obtemos

N-1 ; ; ‘
1 5 eWTi+1 oI + eWwri—1
DiD*fip = ——
+ —fj,k \/% L f(wa yk) h2
N-1 j
1 R ‘m.ewh_2_|_efzwh
= — w, yg ) e .
\/ﬂ — f( yk) h2
Visto que
el —2 4 e = cos(wh) + isen(wh) — 2 4 cos(—wh) + isen(—wh)

= 2(cos(wh) —1).
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e como cos(wh) =1 — 2sen? (), entdo
. 4 h
eWh 2 pemh —  _4gen? (%) .
Assim
N-1
T T 1 ~ iwx; —4 wh
DiDfix = \/_2_77 wgof(w,yk)e Jﬁsen <7) . (2.21)

De modo anélogo a (2.20) e (2.21) obtemos a transformada de Fourier para todos os
operadores em (2.12).
Seja g(t), 0 < t < oo, uma fungao continua, e assumimos que existem constantes C' e
« tais que
lg(t)| < Ce. (2.22)

Assim, para n > «a, a transformada de Laplace de g(t) é definida por

ﬁwanzg@rzlme“mww, (2.23)

onde s =& + 1, &, n reais.
Suponhamos que f(¢) tem uma derivada continua e que df/dt também satisfaz a
estimativa (2.22). Integrando por partes (2.23) para s # 0 (u = g(t) e dv = e 5dt),

temos - L |
a5) = [ ey = g~ [ e dg/anyi
0 0

s s Jo

portanto
dg/dt = sg(s) + g(0). (2.24)

Para analise da estabilidade, aplicamos a transformada de Fourier na diregao z (dis-
creta) e transformada de Laplace no tempo (continuo). As variaveis duais u(z,y,t) e
p(z,y,t) sdo denotados por u(w,y, s) e p(w, y, ), respectivamente. Assim a transformada

de Fourier-Laplace do sistema (2.18) é

. 4 A

st + %sen(wh)ﬁ = —ﬁserﬂ (2) a+ DY D%a+ f™,
4 .

s0+Dgp = —ggsen® () 0+ DLDYo + f),

4 .
——sen? () p+ DYDp = [,

h2 2
u(w,0,s) = 0,
ADDY(w,0,5) = B@a(w,0,s), ¢=1,2, ous,

(2.25)

onde B@ & a transformada de Fourier-Laplace de B@.
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No problema de autovalor (2.25) podemos forgar f = 0, pois na analise da estabilidade
isto nao influencia, uma vez que obtemos um problema de autovalor semelhante. Assim

temos o seguinte problema de autovalor

' 4 h
st + %sen(wh)ﬁ = —ﬁsen2 (%) u+ DYDY q, (2.26a)

4 h
st + Dip = —ﬁsenz (%) o+ DYDY, (2.26b)

4 h

— ﬁsenz (%) p+DiD"p = 0, (2.26¢)
u(w,0,s) = 0, (2.26d)
ADDYH(w,0,s) = BDa(w,0,s), ¢=1,2, ou3. (2.26e)

Chamamos s de um autovalor se existe uma solu¢do nao trivial de (2.26) com Norma-
Lo no contorno.

Existem varias definicoes de estabilidade para aproximacoes por diferencas, mas a
soluc@o nao pode ser estavel se existir um autovalor onde Re (s) > 0, visto que ele corres-
ponde a um crescimento temporal das varidveis originais. Estimativas padroes em termos
das variaveis originais podem frequentemente ser obtidas se nao existirem autovalores
com Re(s) > 0 para o problema da transformada de Fourier-Laplace [11]. No entanto,
somente vamos verificar se existem autovalores onde Re (s) > 0. Isto nos fornecera con-
digoes necessérias para a estabilidade, mas nao suficientes.

Algumas defini¢oes e propriedades das func¢oes hiperbélicas sao dadas por:

senhr = %, (2.27a)
coshr = %, (2.27b)
senhx
tghr = 2.2
g coshx’ (2.27¢)
cosh’r — senh*r = 1, (2.27d)
cosht = 1+ 2senh? (g) . (2.27e)

Na equagao pressao (2.26¢) impondo a solu¢ao da forma p(y) = Pe~*Y, temos

4 h
—ﬁsen2 (w_) Pe=r 4 DY DY Pe=* =0 (2.28)
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Utilizando (2.27),

e—ayk+1 — 26—041% + e—ayk—l

DY DYe % =

12
e—ozh — 24 eah .

N 2 ¢ (2.29)

_ QCOSh&Mh) - 2€_ayk '

h2

De (2.28) concluimos que a > 0 deve satisfazer a condigao

s (22 = s (). o

Agora substituindo p em (2.26a) e (2.26b) teremos

; 4 h

st + %sen(wh)Pe_“y’“ = —ﬁsen2 (%) u+ DYDY q,
4 h

s+ Dy Pe™ "k = —ﬁserﬂ <%) v+ DY DY,

Sabemos que

—ayei1 _ Pp—auk1 —ah _ ,ah
DY Pe-an — Pe Pe _ Pe-au e e
2h 2h

1
= —Esenh(ah)Pe_ayk,

e apo6s alguns célculos algébricos

R 4 5 [(wh R ) 7a
DYDY 4 — (S + asen (7)> u = %sen(wh)Pe Y, (2.31a)
4 h 1
DYDY — <S + ﬁsenz(%o v o= —Esenh(ah)Pe’O‘y. (2.31Db)

Suponhamos que a parte homogénea de (2.31a) possui a solugdo da seguinte forma
in(y) = e P, onde Re 8 > 0. Substituindo (2.29) em (2.31a) podemos afirmar que iy,

seré solugao da parte homogénea de (2.31a) se § for solugao de

4 4 wh

ﬁsen2 (%) =5+ ﬁsen2 (7) , Re(p)>0. (2.32)

Visto que a parte homogénea das equacoes em (2.31) sdo iguais, entdo 9, (y) = e ?¥ com

3 satisfazendo (2.32), é solugao da parte homogénea de (2.31b).



42

A solugao particular de (2.31a) é da forma u,(y) = Ae~*, e utilizando (2.29) tem-se

4 5 [ah —ay 4 5 [wh
ﬁsenh (7) Ae (s+ﬁsen (7>)

>

= %sen(wh)Pe_Qy.

Portanto
i P (2.30),(2.32)
rsen(wh) e ;
= = - h)P. 2.33
,32 senh?(ah/2) — (s + %senQ(c 7h/2)) hs sen(wh) ( )

Do mesmo modo, supondo a solugdo particular de (2.31a) da forma 0,(y) = Be™*Y, temos

_z NP (2.30),(2.32)
B = 2 psenla )4 5 = —Lsen(wh)P. (2.34)
rasenh? (ah/2) — (5 + szsen (wh/2)) hs

Conseqiientemente, a solucao de (2.26a) ¢ u(y) = ciun(y) + Aty(y). Da condicao
"no-slip", @(0) = 0, tem-se ¢; = —A. Assim temos a solugdo a(y) = A (e — e 7).
De modo anélogo, 0(y) = B (e‘o‘y — e‘ﬂy). Portanto, impondo a condi¢cao de contorno

u(w,0,s) =0, temos a seguinte solugao para (2.26):

_iPsen(wh)

aly) = - (e72¥ — &™), (2.35a)
o) = PseT;Z(ah) (70 — ), (2.35b)
ﬁ(y) _ Pe—ay’ (235C)

onde o coeficiente P deve ser determinado pela equagao (2.26e).

2.2.1 Condicao Acoplada

Considerando a solugao v (2.35b), temos que

U1 — Up—1
2h
Psenh(ah) [ (e7o¥rt — e=Pui) — (emovi-1 — g=Fur-1)

hs 2h
_ Psenh(ah) . el — b 4 ebu efh — e=Ph
B hs 2h 2h ‘

Deste modo, utilizando as definigoes de fungdes hiperbolicas (2.27), a condigao de contorno

Dg@(yk) =

Acoplada D§o(w,0,s) = 0 no contorno "no-slip"(yx = 0) torna-se

senh(ah) (senh(ﬁh) B senh(ah)) -0 (2.36)

P
hs h h
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Para w = 0, que corresponde a a = 0, ha uma solucao nao trivial P. Isto corresponde a
uma constante indeterminada na pressao que pode ser fixada impondo a média da pressao

igual a zero. Agora para estudarmos o caso w > 0 introduzimos

o(s) = S(senh(B(s)h) — senh(ah)), (2.37)

S

que representa o termo que pode ser zero em (2.36), isto é, (2.36) ¢ nulo quando (2.37) ¢
também. Isto ocorre, pois (2.36) é igual a 5¢(s) = 0.

Um exemplo da fungao ¢(s) é mostrado na figura 2.2.

Figura 2.2: A func¢ao ¢(s) para valor real s no caso de n = 15, w = 1.

Lema 11 A fun¢ao q(s) satisfaz q(s) # 0 para Re (s) > 0.

A demonstracao desse resultado serd por absurdo. Vamos supor que existe s onde

Re(s) > 0 e tal que ¢(s) = 0. De ¢(s) = 0 chegamos a duas solugdes, das quais so-
mente uma satisfaz Re (s) > 0, s = 0. No entanto provamos que lim,_, ¢(s) > 0, ou seja,
q(s) # 0. Portanto é absurdo supor ¢(s) = 0 se tivermos Re (s) > 0.

Demonstracao. Da defini¢ao (2.32) de §(s),

senh (ﬁ(?h) - hTZS + sen? (%h) (2.38)

A férmula do angulo duplo

senh(fh) = 2senh (%) cosh (%) (2.39)
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juntamente com a propriedade de fungao hiperbolica (2.27¢) resulta em

senh(8h) = 2senh <%) \/1 + senh? (%) (2.40)

Substituindo (2.38) em (2.40) obtemos

senh(Bh) = 24/h2s/4 + sen?(wh/2)\/1 + h2s /4 + sen2(wh/2). (2.41)
Além disso, de (2.38) e (2.30) segue que, a = 3(0), assim ¢(s) s6 pode ser zero se
senh(f(s)h) = senh(ah). (2.42)

Igualando as equagoes (2.39) e (2.40) obtemos

h wh h? h
2sen (%) \/1+senh2 —2\/—+ sen? )\/1+Ts+sen2 (%)

donde

sen? <62h) <1 + senh? </82h>) = (hTQS + sen? (%)) (1 + hTZS + sen? (%)) .

Utilizando isto e as equagoes (2.30) e (2.42) temos

(hT i sem(wh/z)) <1 T sen2<wh/z>) = sen®(wh/2)(1+ sen’(wh/2),

que apos algumas contas, torna-se
h* h?  h? h
1—632 + (Z + ?sen2 (%)) s =0,

4
que possui as rafzes s =0 e s = ] (1 + 2sen? (“h)). Porém, somente s = 0 satisfaz
a condigao Re(s) > 0. Entretanto, em s = 0, o denominador de ¢(s) ¢ também zero.
Assim, usando a regra de I’Hospital, temos
d
limg(s) = lim ( cosh (B(s)h) hE
s—0 s—0 d (243)

= hcosh(B(0)h )d@i)

s:OI
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Derivando (2.32) com relagao a s, utilizando (2.30) e (2.42) obtemos

dg(s)|  _ h
ds 1s=0 ggenh (22) /1 + sen? (24)
Conseqlientemente
) h2cosh(ah
lim, 0 (s) (o)
4senh(°‘7h) 1+Sen2(%h)
Ei'_@ h%cosh(ah) (2.44)
~ 2senh(ah)

h2
2tgh(ah) >0,

e assim ¢(s) # 0. Absurdo, pois supomos ¢(s) = 0. Portanto ¢(s) > 0 para todo
Re(s)>0. m

Concluimos que o sistema (2.26) com a condigdo de contorno D§o(w,0,s) = 0 nao
possui nenhum autovalor s tal que Re (s) > 0. Isto significa que neste caso, a condigao

de contorno Acoplada nao imp&e nenhuma restri¢ao de estabilidade ao sistema (2.26).

2.2.2 Condicao Div-Grad

Utilizando as solugoes dadas (2.35b) e (2.35¢) na condi¢do de contorno Div-Grad
Dgﬁ(waylm S) = %D%}kﬁ(w7yk7 8)7 Y = 07 temos

2 [Psenh(ah
DY(Pe~¥) = ZDY —SGT;LS(O‘ )

- (e_ayk _ e—ﬁyk)

que resulta em

_Psenh(ah) _ 2Psenh(ah)

(eiah o eiﬁh) )

h N h3s
e que pode ser escrito
senh(ah) 2(e=oh — ¢=Fh)
P— (1 = 0. 2.45
h ( * h?s (2.45)

A equagdo (2.26a) no contorno, onde vale a condi¢cdo "no-slip"(2.26d), nos fornece

Dgp = DY D"%. Como a equagao de contorno Div-Grad ¢ dada por Dfp = 2D 0, obte-
mos a condigao DY DY 0 = DY 0 em y;, = 0. Substituindo (2.35b) nesta equagao chegamos
a uma equagao da forma (2.36). Portanto ndo é necessario analisar o caso Djp = %Dﬂ’rﬁ
visto que ele é equivalente a condi¢ao Acoplada D§v = 0 e conseqiientemente gozam das

mesmas propriedades.
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2.2.3 Condicao Rotacional

A condigao de contorno D§p(w, yx, s) = —£sen(wh)Dfi(w, yx, s), com y = 0, conduz
a
senh(ah)  sen*(wh) (senh(Bh)  senh(ah)
P _ _ — 0. 2.4
( h h?s h h . (246)

Para se obter esta equac@o basta substituir as equagoes (2.35a) e (2.35b) na equagao
condicao de contorno e teremos
e_ayk+1 _ e_ayk—l
P -
2h
i —Z'Psen(wh ((e_ayk+1 _ e—ﬁka) _ (e—aykq _ e—ﬂyk1)>

_L h
j, Senlwh)——- 2h

que apos algumas operagoes algébricas fornece a equagao (2.46).
ah
2
solugdo nao trivial fica determinada a menos da constante P em (2.46). Isto é similar as

Note que para w = 0, de (2.30), temos sen(%*) = 0, donde o« = 0. Desse modo, a
duas condicoes de limite anteriores, onde as solucoes nao triviais para w = 0 sao devidas
a constante indeterminada na pressao.

No caso w > 0, estudaremos a expressao
¢=(s) = h*senh(ah) — sen®(wh)q(s). (2.47)

Esta equagao é introduzida para realizar a anélise da equagao (2.46), que como podemos
ver possuem as mesmas raizes, pois a equagao (2.46) equivale a h—Iqu(s) = 0.
Para o estudo da condig¢ao de contorno Rotacional necessitamos dos resultados apre-

sentados a seguir.
Lema 12 A fun¢ao q(s) satisfaz Im (q(s)) = 0 se e somente se Im (s) = 0.

Esse lema sera demonstrado de forma direta, ou seja, utilizamos a hipotese e apds algumas
contas provamos o desejado.
Demonstragao. Se a parte imaginaria de ¢(s) for zero, ¢(s) é um valor real. Assim ha

uma constante C' € R tal que

q(s) = %(senh(ﬁ(s)h) — senh(ah)) = C.

Logo,
(senh(ah) + Cs)? = senh*(B(s)h),
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e utilizando a férmula do angulo duplo (2.40) temos

4senh? (a_h) (1 + senh? <a_h>) + 4C'ssenh (a_h) \/1 + senh? (a_h)
2 2 2 2
+C?s? = 4senh? (%) (1 + senh? (%))

Apos introduzir as expressoes (2.30) e (2.32) para « e 3(s), temos

((72 - %4) s* 4+ 4C (sen(wh/Q)\/l + sen?(wh/2) — h*(1 + ZSenQ(wh/Q))> s =0,

que possui as seguintes raizes

S1 = O,
h*(1 + 2sen*(wh/2)) — 4C <sen(wh/2)\/1 + sen2(wh/2))
S9 = ; h4 .
<3

Note que as duas solugoes sdo nimeros reais. Portanto, se Im (¢(s)) = 0 entéo Im (s) = 0.
Agora supondo que Im( ) = 0, entdo s € R. Utilizando a formula do &ngulo duplo
(2.41) e equagao (2.30) em (2.37) obtemos

1 wh h?s wh
== -2 2 22) 1+ =22 2(22) - :
s(\/ + sen 2)\/ +— t+sen (2) sen(wh))

Portanto Im (¢(s)) = 0. Isto prova o lema. m

Lema 13 A parte imagindria do complexo q(s) € negativa para Im (s) > 0 e positiva para

Im (s) < 0.

Demonstragao. Provaremos para s = ¢, 0 < € < 1, pois, do lema 12 e da continuidade
de ¢(s), garantimos que vale para e qualquer.
Substituindo a féormula do arco duplo (2.39) na expressao de ¢(s) e utilizando as

equagoes (2.30) e (2.32) teremos

(S) — 2 h_28+h482_|_h_2536n2 w_h —|—sen2 w_h _I_EsenZ w_h —|—sen4 w_h
5= S\ 1 T "2 2 2 A 2 2

(2.48)
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Para s imaginario, s = ¢, temos
. 21
qlie) = —— (\/a+ b+ e2c — \/E> :
€

onde

a = sen*(wh/2)(1+ sen*(wh/2)),

b = 7(1—1—23671 (wh/2)),
h4

c = ——.
16

Para 0 < € < 1, e expansao em série de Taylor em torno de 0, obtemos
g(ie) = q(0) + €'(0) + O(¢*).

Calculemos ¢(0) e ¢’(0). Temos

Vit e
9(0) = lim g(ie) = —2ilim aredtec \/57
€—

e—0 €

que aplicando a regra de 1’'Hospital resulta em

q(0) = ——=.

Além disso,

/(i) [ —2(a+ eb+ €%c) + 2\/av/a + €b + e2c + eb + 2€%¢c
i€) = —i :
! e2va + eb + €%c

Aplicando o limite e utilizando a regra de I'Hospital duas vezes, obtemos apos alguns

calculos algébricos

1

dar/a

q0)=— (4ac — b%).
Conseqiientemente,
b 1€

q(ie) = ~Ja  dava

Como b ¢ imaginario puro, o primeiro termo de g(i€) é real. Além disso, apds algumas
2

h
contas, temos 4ac — b? = T Desse modo,

(4ac — b*) + O(€?). (2.49)

4
dac — b = h—,
16
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assim

eh?
64a+/a
Portanto, Im (¢(s)) < 0 para todo Im (s) > 0, pois ¢(s) é continua e pelo lema 12 temos

que Im (g(s)) # 0 para Im (s) # 0.
Para provar que Im (¢(s)) > 0 para Im (s) < 0 vamos utilizar o fato de que ¢(5) = ¢(s).

Substituindo (2.30) e (2.40) em (2.37) obtemos

- () (o () () oo (2)

E além disso, dado 2, 25 € C,

Im (g(i€)) = — +0() <0, 0<e< 1.

F=Va

1 1
zZ1 2
2122 =21 Zo.

A demonstracao destas propriedades para nimeros complexos é trivial se utilizarmos a re-
presentagao destes niimeros em coordenadas polares, ou seja, z; = rjewf , ;,0; € R. Logo
q(3) = q(s). Consequentemente, supondo que Im (s) < 0 entdo Im (3) > 0 e desta forma,
pela primeira parte da demonstracao, podemos afirmar que Im (@) = Im (¢(3)) < 0,
donde Im (¢(s)) > 0. Portanto, Im (¢(s)) > 0 para Im(s) < 0. Note que acabamos
de provar o lema para s puramente imaginario. No entanto, no caso s = x + yi basta
utilizarmos a transformacgao t(z) = z — (z + iy) + (1 — 2)iy = zx + iy, z € [0,1]
para observamos que Im (¢(s)) nao troca de sinal. Pois se isso ocorrer, entao temos
que Im (¢(t(0))) < 0 e Im(q(t(1))) > 0 e logo podemos afirmar que existe z tal que

Im (q(t(2))) = 0. Pelo Lema 12 segue que y = 0, ou seja, s = iy. Isto prova o lema. m

Agora, como de (2.47) ITm (¢g2(s)) = —sen?(wh)Im (¢(s)) entdao pelo Lema 12 segue que
Im (g2(s)) = 0 se e somente se Im (s) = 0. Portanto, necessitamos somente considerar
valores reais s e prosseguirmos estudando g¢»(s) para s = &, £ € R. Notemos que por
(2.44),

2
lim ¢ (€) = h%senh(ah) — sen®(wh) h

—. 2.
-0 2tgh(ah) (2:50)

Para mostrar que ¢2(§) > 0 para £ > 0, é suficiente mostrarmos que ¢2(0) > 0 e ¢g ¢

crescente para £ > 0. Entao apresentaremos os seguintes lemas.

Lema 14 A func¢ao q2(§) satisfaz ¢2(0) > 0.
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Demonstracao. De (2.50) segue que

32(0) = #(ah)

(senh2 (ah) — senQ(wh)cosh(ah)) |

2

As formulas do angulo duplo e a equagao (2.30) nos fornece

h
cosh(ah) = 1+ 2senh? (%) )

2

senhQ(ah) = (236nh (%h> cosh (%h)) — dsenh? (%h) (1 1 senh? (%)) ’
wh wh\ V22X rah L (ah

<2sen <7) cos (7)> =4senh (7> (1 — senh (7)) .

Apos alguns célculos,

2h2senh?(ah/2) ah ah
= 1 W | — ) +2senh® | — || .
¢2(0) senh(ah) [ + sen ( 5 ) sen ( 5 )}

sen’(wh)

Como todos os termos sao positivos, ¢2(0) > 0, que prova o lema. m

Um exemplo da fungao ¢2(§) é mostrado na figura 2.3.

Figura 2.3: A fungao ¢»(s) para valores reais £ no caso de n = 15, w = 1.

Temos que q4(€) = —sen?(wh)q'(€), assim ¢4(€) é positivo se ¢/(£) é negativo.
Lema 15 A fun¢ao q(§) satisfaz ¢'(§) < 0 para § > 0.

Demonstragao. De (2.48),

q(§) = —%sen(wh/Z)\/l—FsenQ(wh/Z)

4 2

2 Lo 2
T + E(l + 2sen?(wh/2)) + g—Qsen (wh/2)(1 + sen?(wh/2)).

+2
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Assim a derivada de ¢ pode ser escrita como

/ o _Il(g) +[2(§)
onde
L(§ = h—2(1 + 2sen?(wh/2)) + EsenZ(wh/Q)(l + sen®(wh/2))
1 - 452 §3 )
L&) = ésen(wh/Q)\/l + sen?(wh/2)N (&),
N = s h212 2(wh/2 L 2(wh/2)(1 2(wh/2
€ = E—FE( + sen(w/))+§sen(w/)( + sen?(wh/2)).
Depois de alguns célculos, ,
h
() — (&) = Toei = 0,

e conseqiientemente, [#(¢) > 13(§). Como 6L(§) > 0 e L(§) > 0 para
& > 0, entdo I(§) > I[(§). Lembrando que N(§) > 0,& > 0, segue que
7€) = (=L + I(§)/N(E) < 0 para & > 0. Fazendo uma expansdo em série
de Taylor de ¢/'(§) em torno de £ = 0, podemos ver que ¢'(0) é limitado e que ¢'(0) < 0.

Isto prova o teorema. m

Provamos que ¢2(0) > 0 e que ¢5(&£) > 0 para £ > 0. Assim, se ¢2(§) > 0 para £ > 0,
e usando o lema 12 concluimos que nao ha nenhuma solu¢ao nao trivial de (2.46) com
Re(s) > 0. Nao ha pois restricio de estabilidade. Conseqiientemente, o sistema (2.26)
com a condi¢do de contorno D{p(w,0,s) = —==sen(wh)D§i(w,0,s) nao tem nenhum

autovalor em Re (s) > 0.

2.3 O Caso Completamente Discreto

Utilizaremos Euler atrasado para discretizar as derivadas temporais do problema de

Stokes (2.18) estudado na segao anterior, e assim obtemos o sistema:

uttl _n
& Dgp"*t = DID*umtl 4 DY DYyt 4+ f@),
v"*A—;v” + Dgpnﬂ _ DinvnH + DiDZiU”H 4 f(y)7
DE DT pm+t 4 DYDY prtt = ) (2.51)
u"(z,0) = 0,
u(r,y) = 0,

PP(z,y) = 0.
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O sobrescrito n corresponde ao nivel de tempo t, = nAt. Como anteriormente, neces-
sitamos de uma condi¢ao de contorno adicional para a pressao e as trés alternativas ja

consideradas tornam-se
1. A condigao Acoplada: Dv™ = 0.

2. A condi¢ao Div-Grad: Dp"*t! = 2D%v". Note que a velocidade ¢ deixada no
tempo n a fim de calcular a pressao no tempo n + 1 e assim utiliza-la para calcular

as velocidades em (2.51).

3. A condigao Rotacional: Dip"™' = —DZDiu". Note outra vez que a velocidade ¢é

deixada no tempo n pelo mesmo motivo ja referido.

Para analisar a estabilidade faremos a seguinte consideracao

u Uo
o =" v |- (2.52)
p" Po

Aplicando a transformada de Fourier da solucao na direcao x, apés considerar o termo
forgante como sendo zero, e substituindo a soluc¢ao da forma (2.52) adquirimos o problema

de autovalor

-1 ' 4
li/ﬁAt ﬂ:_%fen(wh)ﬁ = —@senQ(wh/Q)ﬂ + DYDY 4,
A v+ Dip = —ﬁsenZ(wh/Z)@ + DY DY 9,

4
—ﬁsen2(wh/2)p+DﬁD§p = 0, (2.53)
0,

u(w,0, k)
ADEDYp(w,0,k) = BDU(w,0,k), ¢=1,2, ou3.

O k é chamado de autovalor se houver uma solugao nao trivial de (2.53) com norma Ly
limitada. A condi¢ao de Godunov-Ryabenkii estabelece que a solugao de (2.51) é instavel
se houver um autovalor  de (2.53) onde |k| > 1. Novamente, auséncia dos autovalores
com |k| > 1 é somente uma condigdo necesséria para a estabilidade.

Aqui, verificaremos somente se existem autovalores de (2.53) com || > 1.

Note que fazendo s = (k — 1)/(kAt) em (2.53), obtemos o problema semidiscreto
(2.26) analisado na se¢ao anterior. Portanto, por (2.31), as solugdes 4, v e p das primeiras
quatro equagoes em (2.53) sdo conseqlientemente

iPsen(wh) kAt

uly) = — h — (e —e ™), (2.54a)

) Psenh(ah) kAt , _, B
i(y) = h( >/§—1(6 v—e ), (2.54b)

ply) = Pe . (2.54c)
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Como no caso semidiscreto, o coeficiente P deve ser determinado pela condig¢ao de
contorno para a pressao, que neste caso esta na tultima expressao da equagao (2.53).

Como k = 1/(1 — sAt), |k| > 1 corresponde a |sAt — 1| < 1, temos o interior de um
circulo unitario no plano complexo sAt, centrado em sAt = 1.

O passo temporal At > 0 pode ser arbitrariamente pequeno, assim para certificar-se
de que ndo ha nenhum autovalor em |x| > 1 para qualquer At é necessario considerar
Re(s) >0es=0.

2.3.1 Condicao Acoplada

O caso aqui é basicamente o mesmo do semidiscreto. Assim, ndao ha nenhum autovalor
de (2.53) onde |k| > 1 para At > 0. Ou seja, nesse caso o problema satisfaz a condi¢ao

de Godunov-Ryabenkii para todo At.

2.3.2 Condicao Div-Grad

Utilizando a defini¢ao (2.52) na condi¢ao de contorno Dfp™™ = ZD%uv™ obtemos

kD{p(0) = = DY 6(0). Analogamente ao caso semidiscreto temos que

Psenh(ah) ( 1 2 (emh — e‘ﬁh)> o

h 1 — sAt + h?s

Deste modo, existem solugoes nao triviais se

B h? 2 (e*ah — e**Bh)
1 — sAt * S

3(s) (2.55)

torna-se zero, pois caso contrario P deve ser nulo e teremos a solugao trivial. O caso
n = 15, w = 1 é mostrado na figura 2.4 e significa que a condi¢ao de contorno torna o
esquema instavel para certo At, pois, por exemplo, g3 € ilimitado em s = 0.5 e possui um

zero para 0.5 < s < 1. Isto significa que || > 1, de modo que conduz a uma instabilidade.

Agora devemos estudar g3(§) para £ > 0.

Sabemos que e = senhx + coshx e cosh’x = 1 + senh?z e assim obtemos

e’ = senhxr + 1+ senh?z, donde, x = In(senhx + 1+ senh?z). Visto que

senh™(senhx) = z, entao senh™'(senhx) = In(senhx + sqrtl + senh®z) e portanto

senh™(n) = log (7} + \/ﬁ) : (2.56)

temos a identidade
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Figura 2.4: A funcao ¢3(s) para o valor real s no caso n =15, w =1, e At = 2.

Essa identidade ¢ importante para calcular e " e e=®". De (2.30) segue que

Zsenh™! (sen (2)) e utilizando (2.56) temos que

Oé:h

e = ! . (2.57)
(sen (5 e (5) 1)

Por outro lado, de (2.32) podemos afirmar que 5 = —senh ! ( h%s + sen? (“’h)> e assim

2
utilizando a identidade (2.56) obtemos

5 (2.58)
wh
<\/—+sen2 \/—+sen2 2>—|—1>
Portanto,
h? 2 1
(&) = + 2
1—¢At ¢ <sen(wh/2) + 1+ senQ(wh/2)>
1
o 2
(\/h2£/4 + sen?(why2) + /R2E /A + sen?(wh)2) + 1)
Para analisar ¢3 vamos simplificar a expressao da seguinte forma:
h? 2 1 1
3(§) = — (2.59)

+_
L=¢At = &\ (¢ + /&)° (mJﬂ/m)Q
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onde ¢; = sen(wh/2), c = 1 + sen*(wh/2), c3 = h*¢/4. Além disso note que para & > 0

temos que:
1 1

@va)  (Jatdivara)

Vamos dividir a analise em trés partes:

(2.60)

e 0 < ¢ < 1/At. E facil notar que ¢3(€) é positivo, pois 1 — EAE > 0.

o ¢ =1/At. Agora g3 tem um polo, pois

e assim g3 torna-se negativo para 1/At < & < 1/At+¢€ 0 <e < 1.

e ¢ grande. Neste caso, consideramos 1 — EAt ~ —£A¢L, entao

1/ <\/h2§/4 + sen? (wh/2) + \/h2E /4 + sen? (wh/2) + 1)2 ~0

e assim

LN G 2
¢ At (sen(wh/Z) +4/1+ sen2(wh/2)>2

g3(§) ~

, & — 0.

Portanto g3 é positivo para £ grande se
h? 2
At T 2
(sen(wh/Q) + 1+ SenQ(wh/Q))

que é equivalente a

At > h; <sen(wh/2) +/1+ senQ(wh/2)>2 > %2 (2.61)

Visto que g3 nao possui polos para & > 1/At, e g3 muda de sinal quando o passo

temporal satisfaz (2.61), entao g3 deve ter ao menos um zero para £ > 1/At.

Lema 16 Eziste ao menos um zero de q3(s) em Re(s) > 0 se o passo temporal satisfaz
(2.61)

A demonstragao disso segue as contas realizadas anteriormente para a obtengao da

condicdo (2.61). Se At < h?/2 entdo g3 nao possui nenhum valor real nulo. Aumentando



At tal que
h? B2 2 B2
5 (Sen(h/Q) +1+ Sen2(h/2)) < At < 5 (Sen(2h/2) + 1+ Sen2(2h/2)> > 5

o zero ocorre somente para w = 1, que significa instabilidade para o menor modo de
Fourier.

Na préatica, segundo Peterson [21] a limitagao do passo temporal é similar ao caso
de um esquema explicito, que se torna insstavel pelo efeito da condicao de contorno
Dgp"tt = 2DYu".

2.3.3 Condicao Rotacional

Utilizando a equacgao (2.52), a transformada de Fourier na direcdo z ¢ a
velocidade atrasada na condicdo de contorno Dip"™' = —DIDju™ teremos
kD{p(0) = —+sen(wh)Dya(0). Substituindo as solugoes dada em (2.54), a equagio para
P torna-se

F)(ﬁﬁenh(ah) sen?(wh) (senh(ﬁh)__senh(ah))) 0

h R h h

que utilizando o fato de k = 1/(1 — sAt) se torna equivalente a

P( senh(ah) — sen®(wh) (Senh(ﬁh) 5€”h<o‘h))> —0, (2.62)

h(1 — sAt) h?s

h h

Para w = 0 temos o = 0 e assim a equagao (2.62) possui solugdes nao triviais, ou seja,
temos uma constante indeterminada na pressao. Isto é removido impondo a média da

pressao como sendo zero. Assim, para w > 0, vamos considerar

h%senh(ah)

RN sen®(wh)q(s). (2.63)

qa(s) =
no qual (2.62) se equivale a 1;qs(s) = 0.
Lema 17 A fun¢ao q4(s) satisfaz Im (q4(s)) = 0 se e somente se Im (s) = 0.

Note que para provar o lema basta mostrar que Im s # 0 equivale a Im (g4(s)) # 0.

Demonstracao. Sabendo que

h2senh(ah) “290% h%senh(ah)
—= =" (14 sAt)———
1 — sAt (LSBT Ar2
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segue de (2.63) que

h?Atsenh(ah)
11— sAt]?

Im (g4(s)) = Im (s) — sen®(wh)Im (q(s)).

Para Im (s) > 0, o primeiro termo ¢é positivo, e pelo lema 13, o segundo termo também.

Agora para Im (s) < 0, ambos termos sao negativo. Portanto temos provado o lema. =

Prosseguimos estudando g4(s) para valor real s = &, Im(s) = 0. Para isso vamos

analisar trés casos:

e 0 < ¢ < 1/At. Deste modo, 1/(1 — {At) e da equagao (2.47) e da propriedade
particular desta fungdo ¢o ser positiva para £ > 0 (provado nos lemas 14 e 15),

adquirimos

G(€) > @(E) >0, 0<¢< é

e { > 1/At. Neste caso temos que 1 — At < 0 e de (2.48) é facil notar que para

w > 0 temos ¢(s) > 0. Logo ambos os termos em ¢4 sdo negativos, assim

1
(&) <0, &> A

e { = 1/At. Neste caso g4 torna-se ilimitada. Isto pode ser visto calculando os limites

laterais, dados por

lim q4(§) = o0

=2
lim g4(&§) = —o0
.

que pode ser facilmente calculado utilizando a expressao ¢(s) dada por (2.48).

Assim concluimos que g4(§) # 0 para £ > 0.

Figura 2.5: A fungao ¢4(&) para valor real no caso n =15, w =1, e At = 1.
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Apresentamos um exemplo de ¢4(€) na figura 2.5. Note que existe um polo em & = 1,
onde ¢4 se torna ilimitada. Assim, ndo existe nenhuma solugao nao trivial de (2.62) com
Re (s) > 0. Portanto, nao existem autovalores de (2.53) onde || > 1 para At > 0 entdo
a condi¢ao de contorno Dfrp(w,0, k) = —==sen(wh)Dfri(w,0, ) pode ser usada sem
nenhuma restricao.

2.4 Computagao Numérica do Fator de Amplificagao

Agora vamos calcular numericamente os fatores de amplificacao para as equagoes de
Stokes discretizada por Euler atrasado no tempo.

Consideramos um dominio retangular 2 : 0 < z < 27, 0 < y < 1, onde a solugao
seja 2m-periddica na dire¢ao x, com condi¢ao de contorno "no-slip" em y = 0 e y =
1. A malha computacional é dada por z; = (j — 1)h, Az = 27/N,1 < j < N, e
ye = (k—1)Ay, Ay=1/(M —1),0 <k < M+1. Aslinhas damalhak=0e k= M+1
fora das condic¢oes de contorno "no-slip" sao usadas para ajudar a discretizar as condigoes
de contorno. Aqui, as condi¢oes de contorno serao usadas para resolver um problema de
autovalor correspondente a (2.53), assim eles serdo expressos em variaveis transformadas
(a,5).

As equacoes do momento sao consideradas em todos os pontos interiores 2 < h < M —1
e as condigoes de contorno "no-slip" em k=1e k= M. A equagao da pressao sera apli-
cada em todos os pontos interiores e nos contornos: 1 < k < M. Portanto, para adquirir
o numero das equacgoes igual ao nimero de incégnitas desconhecidas, necessitaremos de
trés equagoes adicionais em cada contorno. Desse modo, iremos introduzir uma equagao
que sera a extrapolacao de u nos pontos fantasma. Usando uma extrapolacao de quarta
ordem, os valores nos pontos fantasma terao quarta ordem, assim as derivadas primeira
e segunda podem ser aproximadas com segunda e terceira ordem de precisao, respecti-
vamente. Estas derivadas sao usadas na equagao pressao e condi¢cao de contorno para a
pressao.

No contorno y = 0 usaremos as seguintes condigoes de contorno:

1. Condicao de Contorno Acoplada. Nesta condigao consideramos a extrapolacao
de u de quarta-ordem, a condigao de contorno Acoplada (2.7) e a equa¢do momento v

2.53) multiplicada por k no contorno nao escorregadio ("no-slip") e assim obtemos:
g

(DY)*;0 = 0, Extrapolagdo de u
Do =0, Condicao de contorno Acoplada
Dikp;1 = DYDY kv, FEquagao momento v no contorno nao escorregadio.

(2.64)
Note que o valor de @ no ponto fantasma nao esta sendo usado por nenhuma outra

equacao.
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2. Condigao de Contorno Div-Grad. Considerando a extrapolagao de u de quarta-

ordem e a condigao de contorno Div-Grad (2.14) nos fornece:

(DY)*4;0 = 0, FExtrapolagao de u
Div;, =0, Condicao do divergente nulo (2.65)
Dikp;1 = DYDY 0;1  Condigio do contorno Div-Grad.

Note que a unica diferenca comparada a condicao Acoplada é a auséncia do fator x
no lado direito da ultima equagao. Na condi¢ao Div-Grad aparece esse k pois como

dissemos na segao 2.3 as velocidades sao congeladas com relagao a pressao.

3. Condicao de Contorno Rotacional. Neste caso extrapolamos u e v e

(DY)*i0 = 0, Extrapolacio de u
(DY)*,0 =0, Extrapolagio de v (2.66)
Dirpj1 = —+sen(wh)Dii;,  Condigao de contorno Rotacional.

Note que o valor de © no ponto fantasma nao esté sendo usado por nenhuma outra

equacao.

Relagoes correspondentes sao impostas no contorno y = 1, ou seja, nos indices da diregao
y (indices k), os k = 0 e k = 1 sdo substituidos respectivamente por k = M + 1 e k = M.
Note que k =0 e k = M + 1 sao pontos fantasmas, e desse modo a extrapolacao de u e
v utilizadas no contorno y = 1 devem ser em direcao contraria a realizada no contorno
y = 0. Isto ¢ feito substituindo a derivada avancada (DY )* pela atrasada (DY)*.
Lembrando que em todas condigoes mencionadas foram usados a solugao da forma

(2.52) e a transformada de Fourier na diregao x.

2.4.1 A Discretizacao Implicita das Equacoes de Stokes

Consideramos o problema de autovalor (2.53) da Secao 2.3, mas em uma canal de
dominio periédico com uma das condigdes de contorno (2.64), (2.65) ou (2.66). Por
conveniéncia computacional, multiplicamos por x o problema (2.53) e introduzimos uma
variavel nova ¢ = kp e fazendo A = (k—1)/At resolvemos o problema para (4, 0, §). Dessa

forma, adquirimos o problema de autovalor generalizado

N — MAtLyi = —%sen(wh)d YLy, 2<k<M-1, (2.67a)
Xo — MAtL,o = —DUG+ Lo, 2< k<M1, (2.67b)
L = 0, 1<k<M, (2.67c)

)

i, = 0, k=1,M, 2.67d

~—~
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onde o Lj é a discretizagao, transformada de Fourier, do operador de Laplace:

Além disso, as autofungoes sao sujeitas a uma das condi¢oes de contorno (2.64), (2.65),

ou (2.66). Na forma matricial, o problema de autovalor pode ser escrito como
N N N N A A T
Ax = ABx, x = (Ug, -, Ups1, D0y « -y OMit1s oy - -5 Grrs1) -

Note que o vetor x possui somente os indices da direcao y, pois na direcao x é aplicado a
transformada de Fourier. Para obtermos a estrutura das matrizes A e B vamos discretizar
as condigoes de contorno e o problema de autovalor (2.67)

O sistema (2.67) discretizado torna-se

Cﬂk_l + d@k + CCjk_H + E(jk = A [aﬁk_l + bﬂk + aakH] s 2 S k S M — 1,
COp—1 + diy + cGryr + fQe-1 — f@rr1 = A[aOp_1 + by + aty 1], 2<k<M-—1,
cQr—1 +dgr + cqpr1 = 0, 1<k<M,
i =0, uy =0, 0, =0, oy = 0.
onde
At
T, = _AyQ’
At
o= Az?
a=—Ty,,
A
b=1+271,+ A7, sen’ (w2az) ,
1
Ay?’
4 A
d= —A—xzsenz <w2x) — 2¢,
1
e A Sen (wAz)  (i=+V-1),
1
[ —
2Ay

Agora discretizando a condigao de contorno Acoplada (2.64) obtemos

g — 44Uy + 6ty —4us +uy = 0
_@0+f}2 - 07

—20 + 401 — 209 — Aydo + Ayge = X (2At0g — 4At0; + 2At0,)
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eemy=1(k= M) temos

Upp—3 — AUpr—o + 6Ups 1 — 4Upr + Uprer = 0
—Op—1 + 0y = 0,

—20p1 + 40y — 200141 — Aydur—1 + Aydun = AN (2At0y 1 — 4ALON + 2At0p141)
Assim obtemos o seguinte problema de autovalor generalizado com condi¢ao de contorno

Acoplada:

( Gig — 4ty + 6y — dl3 + 1y =0

ﬁl = O
Clig—1 + diiy + cqpq1 + eGr, = X [aty_y + bl + atipi] 2<k<M-—1,
iy =0

lALM_g - 4&]\/[_2 + GIALM_l - 4@]\/[ + ﬁM+1 - O

_@0 + @2 - Oa

TA)l - O

CO—1 + dig + cGry1 + far—1 — fre+1 = A [aOp—1 + by, + atlppy] 2<kE<M-1,
f)M = 07

—0p—1+ Opp1 =0,

—200 + 401 — 205 — Aydo + Ayga = X (2At0y — 4At0, + 2At0,)

cqr—1 + dgx + cGry1 = 0, 1<k<M,

| 2001+ 40y — 200111 — Aydar_t + Aydares = A (20031 — Aty + 20 Dya1)

Matricialmente o problema pode ser escrito da seguinte maneira:
Ax = \B = (4 ? ) ) j ine1)” (2.68)
X = X, X=\Uo,---,UM+1,V0,---5UM+1,490,---,4dM+1) - .

sendo as matrizes A e B da forma

A O A B, O O
A= O Ag A4 y B = O B1 O 5
O A5 Aﬁ O B2 O
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onde
1 -4 6 —4 1 0
1 0
c d ¢ e
A= , Ag = :
c d ¢ e
1 0
1 -4 6 —41 0
-1 0 1 0
1 0
c d ¢ f o —f
Az = , Ay = '
c d c f o0 —f
0
-1 0 1 0
-2 4 =2 Ay 0 Ay
0 0 0 c d c
As = , Ag = ,
0 0 O c d c
-2 4 =2 Ay 0 Ay
0 00
000 2At —4At 2At
a b a 0 0 0
By = , By = ;
a b a 0 0 0
000 2At —4At 2At
000

sendo O uma matriz nula. Além disso, Ay, Ay, Az, A4, As, Ag, By, By e O sao matrizes
M+2xM+2, e assim A e B sao matrizes 3(M +2) x 3(M +2). A forma do sistema (2.68)
para as condicoes de contorno Div-Grad e Rotacional sao obtidas de forma semelhante.
Resolvemos o problema de autovalores generalizado (2.68) para 1 < w < N —1 usando
o algoritmo-QZ no Matlab (para w = 0, o problema torna-se singular devido & constante

indeterminada na pressao). Os fatores de amplificagao £ = 1 + AAt quando usamos a
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condigao Acoplada sdo mostrados na figura 2.6. O caso em que a condigao Div-Grad
(2.65) é aplicada é apresentado em figura 2.7. Finalmente, o caso em que a condigao

Rotacional (2.66) é usada é mostrada pela figura 2.8.

(a) N=10e M =11 (b)) N=20e M =21

Figura 2.6: Os fatores de amplificacao para a condi¢ao Acoplada.

(a) N=10e M =11 (b) N=20e M =21

Figura 2.7: Os fatores de amplificagao para a condi¢ao Div-Grad.

(a) N=10e M =11 (b) N=20e M =21

Figura 2.8: Os fatores de amplificagao para a condigao Rotacional.

De acordo com a analise na secao 2.3, estas computagoes indicam que a condicao

do Div-Grad (2.65) conduz a um discretizagao instavel (para o passo temporal At = 1),
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enquanto que a condi¢ao Acoplada (2.64) e a condi¢ao Rotacional (2.66) ambas conduzem

a discretizacoes estaveis.



CAPITULO

3

Consideracoes Finais

A propriedade de estabilidade das trés diferentes condi¢oes de contorno para a pressao
nas paredes "no-slip" foram estudadas em detalhes. Primeiro, usamos a técnica de anélise
a modo-normal para analise da discretizacao das equacoes de Stokes por diferengas centrais
no espago e por Euler atrasado no tempo. Foi mostrado que a condi¢cao Div-Grad ¢ instavel
para passo temporal At > Ch?, onde h é o espacamento da malha e C' é uma constante.
Para a condi¢ao Rotacional e condi¢ao Acoplada, mostramos que condigao de estabilidade
de Godunov-Ryabenkii necessaria ¢ satisfeita para todo At > 0.

Para um dominio constituido de um canal periédico com dois contornos "no-slip",
executamos a computacao numérica dos fatores de amplificagao. Para as equacgoes de
Stokes, confirmamos resultados analiticos para o esquema de Euler atrasado.

De acordo com a anélise e a computacao do fator de amplificacao, a condi¢ao Div-Grad
somente é estavel para o passo temporal At < Ch?. Ao contrario, a condicao Rotacional
e a de Neumann homogénea sao estaveis pelo passo temporal indicado pela analise de von
Neumann baseada somente nos termos convectivos.

Como trabalhos futuros que podem seguir exatamente o que foi feito, mas certa-
mente serd bem mais trabalhoso, poder-se-a considerar a discretizacao mista Euler avan-
cado/atrasado para as equagoes de Navier-Stokes linearizada. Neste caso, o termo con-
vectivo é tratado explicitamente enquanto que o termo viscoso é tratado implicitamente.
Peterson sugere um esquema em que a condicao Rotacional e a Acoplada produzem es-
tabilidade (para viscosidade positiva). A condigao Div-Grad e Rotacional, bem como a
condi¢ao homogénea de Neumann pode ser avaliada na resolu¢ao de Navier-Stokes no
estudo de escoamento transiente. Além do calculo do fator de amplificacao para os esque-
mas de Navier-Stokes, a simulagao computacional pode, em trabalhos futuros, mostrar ou
sugerir caminhos mais seguros.

Este trabalho nos trouxe uma bagagem tedrica importante para ir em frente com

pesquisas em mecanica dos fluidos computacional, mas temos consciéncia de que a imple-
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mentacao numérica dos métodos para a simulagao e visualizagao demandam um esforgo

que seria impossivel nesta fase, sendo por isso uma meta no futuro.
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