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Resumo

O presente trabalho discorre a respeito da geometria de Gaspard Monge, com
base na andlise de duas de suas principais obras: Géométrie Descriptive (1799)
e Feuilles d’Analyse appliquée a la Géométrie (1801). A analise dessas obras
oferece um entendimento profundo do método de investigacdo de objetos
geométricos adotado por Monge. Seus escritos cobrem uma diversidade de
assuntos, incluindo técnicas de representacdo, equacdes diferenciais parciais e
geracao de curvas e superficies. No contexto da Historia da Matemética, esta
tese visa mostrar como 0s conceitos e métodos desenvolvidos pelo gedbmetra
francés foram expressos em suas publicagdes. Utilizando elementos
epistemoldgicos e obras contemporaneas para contextualizar a importancia da
geometria de acordo com Monge, sdo apresentadas constru¢cdes geométricas e
abordagens algébricas que enfatizam o uso de ferramentas do céalculo diferencial
na resolucdo de problemas relacionados a curvas e superficies. Ao examinar as
fontes originais e os trabalhos predominantes daquele periodo, entendemos
como parte do desenvolvimento da matematica se deu e quais foram as
contribui¢cdes dos trabalhos de Monge.

Palavras-Chave: Gaspard Monge, Geometria Descritiva, Geometria Diferencial,
Historia da Matematica, Historia da Geometria.



Abstract

The present work discusses Gaspard Monge's geometry, based on the analysis
of two works: Géométrie Descriptive (1799) and Feuilles d’Analyse appliquée a
la Géométrie (1801). The analysis of these works provides a profound
understanding of the method of researching geometric objects adopted by
Monge. His writings cover a variety of subjects, including representation
techniques, partial differential equations, and the generation of curves and
surfaces. In the context of the History of Mathematics, this thesis aims to show
how the concepts and methods developed by the French geometer are
expressed in his publications. Using epistemological elements and contemporary
works to contextualize the importance of geometry according to Monge.
Geometric constructions and algebraic approaches are presented that
emphasize the use of tools from differential calculus in solving problems related
to curves and surfaces. By examining the original sources and predominant
works of that period, we understand how part of the development of mathematics
occurred and what contributions Monge's works made to it.

Keywords: Gaspard Monge, Descriptive Geometry, Differential Geometry,
History of Mathematics, History of Geometry.
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1. INTRODUCAO

A presente pesquisa aborda os conteidos mateméaticos explorados em
dois trabalhos de Gaspard Monge derivados de aulas ministradas na Ecole
Normale Supérieure (Escola Normal Superior) quanto a Ecole Centrale des
Travaux Publics (Escola Central de Trabalhos Publicos), mais tarde rebatizada
como Ecole Polytechnique (Escola Politécnica).

Essas instituigdes foram concebidas durante a Revolug&o Francesa com
o propoésito formar especialistas altamente competentes. Gaspard Monge, Marie
Jean Antoine Nicolas de Caritat, também conhecido como Marqués de
Condorcet (1743-1794), entre outros nomes, estiveram diretamente envolvidos
na fundacado dessas escolas francesas.

Gaspard Monge se destacou pelo desenvolvimento de técnicas de
representacdo conhecidas como Geometria Descritiva. Seus estudos e
descobertas tiveram aplicacdo direta na resolucdo de problemas complexos
relacionados a construcéo de fortificacdes e estratégias militares. Devido ao seu
valor para o campo bélico, seus conhecimentos foram mantidos em segredo por
décadas, sendo considerados informacdes estratégicas de cunho militar.

Além disso, desenvolveu uma série de trabalhos dedicados ao
tratamento de equacOes diferenciais parciais relacionados a problemas
geométricos. Seu foco incluia a resolugdo de EDP’s, determinacao de funcdes
continuas ou descontinuas para a solucdo dessas equacdes, bem como a
investigacdo de maximos e minimos.

Durante as aulas na Escola Politécnica, Gaspard Monge pbéde elaborar
0 que René Taton descreveu como Geometria Infinitesimal. Esse conhecimento
envolvia a utilizacdo de conceitos geométricos relacionados a tratamentos
analiticos, resultando em uma abordagem investigativa de curvas e superficies
por meio do uso de equacdes diferenciais parciais e representacdes graficas.

Compreendemos que os trabalhos de Monge, compilados para as
instituicbes francesas de ensino e examinados pelo autor desta tese, abarcam
guase trés décadas de pesquisas matematicas. Esses estudos incluem a
exploracdo de curvas e superficies, equacdes diferenciais parciais e métodos de

representacao.
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O primeiro deles, texto, intitulado de Géométrie Descriptive, Legons
donnés aux Ecoles Normales, I'an 3 de la République (Geometria Descritiva,
Licbes dadas nas Escolas Normais, no ano 3 da Republica) publicado em 1799,
foi produzido a partir das licbes de Monge em cursos de formacdo de
professores. Esses profissionais seriam conduzidos para escolas secundérias
em todo territorio francés, de modo a levar para esses locais, 0s conhecimentos
obtidos durante sua formagao da Escola Normal Superior.

O segundo trabalho, intitulado de Feuilles d’Analyse appliquée a la
Géomeétrie (Notas de Andlise aplicada a Geometria) publicado em 1801, trata-se
de um texto criado a partir das licdes de Gaspard Monge na Ecole Centrale des
Travaux Publics (Escola Central de Trabalhos Publicas), instituicdo de ensino
dedicadas a formacéao de engenheiros. Alguns anos mais tarde, o texto Notas de
Andlise foi renomeado de Application de I’Analyse a la Géométrie (Aplicacéo da
Andlise a Geometria), titulo apresentado pela primeira vez em 1807.

Desde a fundacédo dessas instituicbes em 1794, Monge atuou como
professor em ambas, dedicando-se ao longo dos anos ao ensino de geometria.
Com relacdo a Geometria Descritiva, seu interesse esteve voltado a
representacéo de objetos tridimensionais sobre um plano bidimensional. Para
ele, era necessario estabelecer um processo de representacdo que trouxesse a
maior quantidade de informacfes possiveis de um determinado objeto, ao
mesmo tempo que fosse possivel desenvolver novas investigacdes com relacéo
as formas produzidas, assim como a respeito de problemas de geometria.

Para ele a Geometria Descritiva era uma area da matematica que
deveria fomentar a investigacdo por meios intuitivos e visuais, desenvolvendo
assim a capacidade criar novas representacfes, cada vez mais detalhadas e
com maior precisao.

Com relacdo ao trabalho Notas de Andlise, encontramos aquilo que foi
nomeado por alguns pesquisadores como Geometria Infinitesimal, area do
conhecimento que relaciona equacdes diferenciais parciais ao tratamento
geométrico de curvas e superficies.

Sendo por meios graficos ou por tratamento analitico, suas descobertas
se tornaram reconhecidas por toda Europa Ocidental, esteve no centro de
discussofes de sociedades cientificas daquele periodo e despertaram o interesse

de pesquisadores até os dias atuais.
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Monge, nascido em Beaune em 1746, introduziu um método de
representacdo de objetos que fazia o uso de duas projecdes ortogonais. Através
de uma projecao superior e uma projecao lateral, ele desenvolveu uma série de
procedimentos geométricos no plano descritivo. Esses métodos permitiram a
representacdo de objetos tridimensionais em um ambiente bidimensional,
tornando-se parte essencial da Geometria Descritiva.

As técnicas utilizadas por ele foram objeto de estudo de pintores,
escultores e arquitetos dedicados ao campo da Perspectiva. O recurso de dupla
projecéo envolve a articulagéo de técnicas que consideram deformacdes visuais
aparentes na representacao, a criacao de escalas e a determinacédo de relacdes
proporcionais.

Diversos teoricos do Renascimento exploraram esses conceitos, e estéo
presentes em obras como Della Pittura (1435) de Leon Battista Alberti (1404-
1472) e De Prospectiva Pingendi de Piero della Francesca (1414-1492). Mesmo
no séc. XVIII, alguns matematicos continuaram a investigar técnicas de
representacao, um exemplo é o trabalho de Johann Heinrich Lambert intitulado
La perspective affranchie de I'embarras du plan geometral (A perspectiva liberta
das amarras do plano geometral) publicado em 1759, texto dedicado a abordar
possiveis solucdes para questdes relacionadas a perspectiva e a projecao de
formas tridimensionais em superficies planas.

Gaspard Monge, inserido na corrente iluminista, desenvolveu uma forma
de investigacdo geométrica que, segundo ele, seria fundamental para o
desenvolvimento da nacdo francesa e importante para o intelecto humano.
Alguns de seus primeiros trabalhos foram representacdes de plantas de cidades,
de fortificacdes e criacdo de mapas.

Biografos de Monge reconhecem que ele havia criado mapas e esbocos
de fortificacGes com uma riqueza de detalhes que o levaram a trabalhar em uma
das mais prestigiadas escolas francesas de engenharia do séc. XVIII, a Ecole
Royale du Génie de Mézieres (Escola Real de Engenharia de Méziéres).

Durante o periodo que esteve em Mézieres produziu trabalhos
relacionados ao estudo de méaximos e minimos de superficies, questbes
envolvendo problemas de isoperimetros assim como formas de integracdo de

equacdes diferenciais parciais.
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Além desses assuntos, desenvolveu também investigacdes com relacao
ao estudo de curvatura de curvas e superficies, assim como experimentos no
campo da Metalurgia, Quimica e Fisica. Sua ampla e diversificada formacao lhe
permitiu transitar entre diversas areas do conhecimento. Com relagdo a
mateméatica nado foi diferente, no texto Geometria Descritiva, a0 mesmo tempo
gue discorria a respeito de técnicas de representacdo de superficies sobre um
plano, considerava que uma dada superficie poderia ser obtida a partir do
movimento de objetos como pontos, retas e outras curvas, propondo assim uma
abordagem analitica para 0 mesmo problema.

A concepcdo de movimento desenvolvida por Monge possibilitou a
percepcao de que, ao investigar a formacao de superficies através do movimento
de curvas, ele identificou que as equacdes dessas curvas poderiam ser
integradas as equacgdes de familias de superficies. Nesse contexto, as curvas
desempenharam o papel de geratrizes.

Portanto, o tratamento geométrico/grafico esta diretamente relacionado
com o analitico, desse modo, Monge aproxima essas duas areas de uma forma
gue outros teoricos de seu periodo ndo fizeram. Para ele, o ato de projetar uma
dada superficie sobre um plano, obtendo assim uma curva, esta diretamente
ligado a recursos como seccOes por planos ortogonais ou mesmo derivadas
parciais.

Ao longo da leitura dos textos Notas de Analise e Geometria Descritiva,
observou-se que, por meio de descricbes que estimulavam a imaginacédo do
leitor, Monge estabeleceu duas importantes concepc¢des. A primeira consistia em
empregar a dupla projecéo, visando superar as dificuldades encontradas nas
técnicas de representacdo em perspectiva, utilizadas naquela época. Em
seguida, utilizava os objetos projetados para explorar a formacao de superficies
por meio de métodos algébricos, contribuindo para o desenvolvimento da
geometria analitica.

Conforme os tratamentos algébricos se tornaram parte integrante dos
recursos usados nos estudos das projecdes, notamos uma maior utilizacdo de
equacodes diferenciais parciais como forma de decomposicéo de superficies em
curvas, assim como um modo de representar as projecbes de objetos que

pudessem ser algebricamente expressados.
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A segunda concepg¢ao proposta por Monge tratava da producao de
superficies geradas pelo movimento de curvas. Com essa abordagem, essas
superficies passaram a ser concebidas ndo mais como soélidos estaticos, mas
como objetos formados pelo deslocamento de outros elementos, sejam curvas
ou superficies. Parte desses processos foram associados posteriormente ao
campo que denominamos atualmente de Geometria Diferencial.

Esse entendimento elucida uma forma de compreensdo do objeto
matematico a partir de uma perspectiva dinamica, trazendo para o centro da
investigagéo, elementos como forma e movimento, fazendo com que conceitos
como funcdo se tornassem uma forma de representacdo de familias de
superficies a partir da variagdo de parametros.

Aléem de matematico, Gaspard Monge foi um membro ativo da politica
francesa. Foi ministro da Marinha?, fez parte da equipe de Napoledo Bonaparte
participando de diversas expedi¢des entre as décadas de 1790-1810. Foi um dos
responsaveis por organizar um sistema unificado de pesos e medidas®, tornou-
se membro da Academia de Ciéncias de Paris, auxiliou na criacdo de instituicoes
de ensino e de engenharia militar as quais tornaram-se referéncia e modelo para
novas escolas em grande parte da Europa Ocidental ao longo do séc. XIX.

Com uma carreira bastante intensa, tanto cientifica quanto militar,
contribuiu para o desenvolvimento da matematica francesa por mais trés
décadas. Tendo iniciado suas pesquisas ainda na Escola de Mézieres na década
de 1760, é possivel observar pela trajetoria de suas publicacfes, como alguns
conceitos matematicos se mantiveram presentes ao longo do tempo. Sua
preocupacao para com o ensino de geometria € alto latente em seus artigos, ao
mesmo tempo que se torna evidente nos trabalhos desenvolvidos nas
instituicbes francesas de ensino.

Durante a década de 1770 como professor em Meézieres, teve
oportunidade de trabalhar com Charles Bossut (1730-1814), teve contato com
diversos trabalhos desenvolvidos por Leonhard Euler (1707-1783), Joseph Louis
Lagrange (1736-1813) e Jean le Rond d’Alembert (1717-1783). Parte deles

dedicados ao estudo de equacbes diferenciais parciais em problemas

4 Arago, p.35.
5 Boyer, 1989, p.347.
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envolvendo cordas vibrantes, determinacdo de superficies desenvolviveis,
problemas relacionados a geodésia e isoperimetros.

Com relacdo as instituicbes de ensino, participou da organizacdo da
Ecole Normale Supérieure e da Ecole Centrale des Travaux Publics, ambas
criadas com o objetivo de fornecer uma educacgédo técnica e cientifica de alta
qualidade para a formacao de profissionais capazes de atender as necessidades
do novo estado emergente. De certo modo, ambas instituicdes foram um reflexo
das mudancas sociais e politicas que estavam acontecendo naquele periodo.

Essas instituicbes foram destinadas a formacdo de professores e
engenheiros militares respectivamente, e nelas haviam estudos praticos e
tedricos, a intencéo era formar, rapidamente, profissionais com grande prestigio
gue pudessem contribuir para o progresso da nacgao.

A partir das licbes desenvolvidas em suas aulas, Jean Nicolas Pierre
Hachette (1769-1834) que havia sido aluno de Monge e também professor
auxiliar, organizou um caderno de licbes que foi publicado com o titulo de
Géomeétrie Descriptive em 1799. Esse material foi dividido em cinco secdes
contendo as nove primeiras licdes ministradas por Monge na Escola Normal
Superior no ano lll da republica (1795).

O texto Geometria Descritiva se tornou uma importante referéncia o
estudo das técnicas de representacéo, foi traduzido para diversos idiomas e
utilizado como modelo para a criacdo de novos textos para instituicbes de ensino
italianas, alemas, espanholas, portuguesas®, entre outras.

E sabido que, producdes relacionadas ao campo das representacées
graficas e estudos de perspectiva, haviam sido publicados desde o
Renascimento. A teoria da perspectiva influenciou arquitetos, engenheiros e
matematicos, resultando, no séc. XVIIl, no conhecimento de recursos
especificos para ilustracBes destinadas a criacdo da sensacédo de profundidade
em quadros de representacdo. A projecdo ortogonal, por exemplo, permitia
representar superficies com a minima deformacéo possivel.

Assim, percebe-se que Monge avancou nas pesquisas sobre
representacdo ao aplicar uma teoria que propunha o uso da técnica de dupla

projecdo na criagdo de representacdes para diversas areas, como metalurgia,

® Barbin, 2019, p. xv.
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arquitetura, carpintaria, entre outras. De acordo com Sakarovitch (2020) “a
geometria descritiva € ao mesmo tempo o resultado de uma longa e lenta
evolucao dos diferentes métodos graficos utilizados para representar o espaco
e o fruto da imaginacdo férti de um gebmetra de talento, herdeiro do
iluminismo™.

No trabalho Geometria Descritiva, estdo presentes contetdos que tratam
de técnicas de representacdo, determinacao espacial de objetos geométricos,
formas de se representar intersecdes entre sélidos e estudo de superficies e
curvas. Além da representacdo de objetos, Monge mostrou que era possivel
tratar de problemas da geometria euclidiana no plano descritivo, de acordo com
Kirsti (2007) “Seu primeiro exemplo diz respeito ao problema de como construir
uma reta através de um ponto dado, que seja paralela a uma reta dada, onde
esta Ultima ndo contenha o ponto dado” (p. 708, tradugdo nossa)?, trata-se de
um problema classico da geometria euclidiana.

Para Monge a forma como havia organizado 0s processos de
construcao/representacdo apresentava ao leitor, um caminho intuitivo para a
investigacdo de outros problemas. Para ele, a Geometria Descritiva seria uma
nova forma de investigacao de problemas matematicos. Com ela, seria possivel
criar representacdes geométricas de processos algébricos os quais dificultavam
a visualizacéo de diversas solucdes.

Como evidéncia da reconhecida relevancia dessa geometria, o texto foi
amplamente estudado e replicado. O proprio Nicolas Hachette havia produzido
e publicado em 1822 um trabalho denominado de Traité de géométrie descriptive
(Tratado de Geometria Descritiva) trazendo novas consideracdes e um maior
ndimero de exemplos e construgfes, a0 mesmo tempo que preservava as
técnicas desenvolvidas por seu mentor.

Dez anos mais tarde, o sucessor de Hachette na Escola Politécnica,
Charles-Francois Antoine Leroy (1780-1854) deu continuidade as novas versdes

do texto de Monge e em 1832 publicou o trabalho Traité de géométrie descriptive

’ La géométrie descriptive est a la fois I'aboutissement d’'une longue et lente évolution de méthodes

graphiques disparates utilisées pour représenter I'espace et le fruit de 'imagination fertile d’'un géometre de
talent, héritier des Lumiéres. Acessado em : https://books.openedition.org/pufc/13063.

8 His very first example concerns the problem of how to construct the line through a given point that is parallel
to a given line - where the latter does not contain the given point.
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(Tratado de geometria descritiva) acrescentando, assim como fizera Hachette,
uma série de exemplos ndo explorados por Monge.

Esse trabalho de Monge foi utilizado como fonte para a criacdo de
materiais que foram produzidos e utilizados em instituicdes militares brasileiras.
A primeira versdo do Geometria Descritiva publicada no Brasil é de 1812 criada
pelo capitdo José Victorino dos Santos e Souza com o titulo de “Elementos de
Geometria Descritiva; com aplicacdes as artes. Extrahidos das Obras de
Monge™.

No Brasil Monge é reconhecido como o fundador de um método de
representacéao, o trabalho Geometria Descritiva contribuiu para a criagdo de uma
disciplina especifica para tratar das técnicas apresentadas pelo gedmetra
francés. Por outro lado, o segundo trabalho aqui analisado, “Notas de Analise”,
nao recebeu maiores atencdes e foi pouco discutido e investigado em territorio
nacional. Publicado em 1801, assim como o Geometria Descritiva, foi organizado
por Hachette a partir das aulas ministradas na Ecole Centrale des Travaux
Publics.

De modo geral, o Notas de Analise discorre a respeito da utilizacdo de
equacdes diferenciais parciais para formacéo de superficies, bem como para a
determinacao de curvatura de curvas e superficies. Grande parte dos conteudos
apresentados na edicdo de 1801 foi produzida no periodo em que Monge
lecionava na Escola de Engenharia de Méziéres.

Entre os anos de 1766 e 1785, Monge desenvolveu uma série de
publicacdes relacionadas ao estudo de superficies utilizando equacdes
diferenciais parciais. Alguns resultados foram publicados nas chamadas
Mémoires de Mathématique et de Physique (Memdrias de Matematica e Fisica),
gue eram cadernos com textos de diversos pesquisadores, em sua maioria,
membros da Academia de Ciéncias de Paris.

Assim como Lawrence (2010) entendemos que o Notas de Andlise trata-
se de um livro que traduz propriedades de curvas e superficies em uma
linguagem analitica a partir da utilizacdo de equacdes diferenciais parciais e

ferramentas do calculo diferencial.

% Xavier, Santos, Pinho, 2019, p.98.
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A alteracdo do nome para Application de l'analyse a la géométrie,
(Aplicacdo da Analise a Geometria) foi realizada na segunda edi¢do desse
material, sendo publicada pela primeira vez em 1807. Nessa nova verséo, foram
introduzidas algumas lig6es iniciais com problemas relacionados a determinacao
da equacado da reta no espaco, equacdes de planos e superficies de segundo
grau. Parte dos conteudos apresentados nessa nova edicédo foi proposta por
Leonhard Euler (1707-1783) na década de 1740.

A secdo introdutéria que foi acrescentada na edicdo de 1807 recebeu o
nome de Aplicacdo da Algebra a Geometria. De modo geral, os contetidos
apresentados fazem parte do campo que denominamos atualmente de
Geometria Analitica Espacial.

Aléem da segunda edicdo, ao menos outras trés edicbes foram
produzidas e, assim como a de 1807, trouxeram complementacdes a teoria das
equacdes diferenciais parciais relacionadas ao estudo de curvas e superficies.
Como exemplo, a quinta edicdo publicada em 1850 continha observacdes de
Joseph Liouville (1809-1882) a respeito dos resultados obtidos por Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) com relacdo aos invariantes geométricos.

A publicacdo de Gauss intitulada Disquisitiones Generales circa
Superficies Curvas (Consideracbes gerais sobre as Superficies Curvas)
publicada em 1827 foi inserida no texto Aplicacdo da Analise a Geometria de
1850. Tendo apenas o titulo traduzido para o francés sob a forma Recherches
sur la théorie générale des surfaces courbes (Investigacdes sobre a teoria geral
das superficies curvas), o corpo do texto se manteve em escrita original (latim).

De acordo com Liouville, a realizacdo de uma traducdo desse trabalho
para o idioma francés, poderia diminuir a elegancia da escrita do autor.

Além da contribuicdo de Gauss que havia sido publicada na década de
1820, Liouville inseriu uma série de comentarios e demonstracdes de
matematicos como Joseph Louis Francois Bertrand (1822-1900), Joseph-Alfred
Serret (1819-1885) e Victor Puiseux (1820 — 1883), que, assim como ele,
produziram novos resultados a partir das demonstracfes de Gauss. Esses
resultados foram apresentados inicialmente no Jornal de Matematica Pura e
aplicada na edicao de 1848.

Na edig¢do organizada por Liouville do Aplicagdo da Analise & Geometria,

€ apresentada uma nova abordagem para o estudo das superficies. Nessa
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edicdo, é possivel encontrar duas formas de investigacdo das superficies. A
primeira delas, descrita por Monge, toma um sistema extrinseco como ponto de
referéncia para obter resultados e propriedades dos objetos investigados.

Por outro lado, por meio das pesquisas conduzidas por Gauss e das
teorias associadas ao campo da geodésia, surge a ado¢cdo de um sistema
intrinseco. Nesse contexto, as proprias expressdes das superficies produzem
um novo sistema de referéncia a ser empregado.

Além disso, a edicdo do Aplicacdo da Analise a Geometria de 1850
contém mais de quinhentas paginas que discorre a respeito de uma diversidade
de conteudos como formacdo de superficies, curvatura de superficies,
integracdo de equacgdes diferenciais parciais relacionadas a problemas de
geodésia e teoria das cordas vibrantes.

Essa diversidade de assuntos trouxe para o0 escopo do trabalho,
problemas que foram considerados cientificamente relevantes. Produzindo
assim, além da continuidade do trabalho iniciado por Monge, uma obra com
carater de divulgacdo do conhecimento matematico para os alunos da Escola
Politécnica.

Diante disso, entendemos que, assim como o texto de Geometria
Descritiva, esse trabalho envolvendo o estudo de curvas e superficies possui
certo reconhecimento dentro da comunidade matematica, principalmente na
Escola Politécnica.

Portanto, ao analisarmos 0s conteudos matematicos presentes em
ambas as publicacbes, estaremos investigando a significativa contribuicdo de
Gaspard Monge para o desenvolvimento da matematica. Ao longo da tese sera
evidenciado que os dois textos aqui analisados, séo resultados de décadas de
investigacdes e publicacdes envolvendo o estudo de superficies.

De modo geral, ambos os trabalhos tratam dos mesmos objetos:
superficies, curvas e curvaturas. Entretanto, como cada texto foi organizado para
um determinado publico, entendemos que houve adaptacdes na forma como
esses temas foram tratados.

Com isso, entende-se que as duas publicacbes aqui analisadas
representam uma forma de construgcdo de geometria em um determinado
periodo histérico. Amplamente reconhecido por suas contribuicbes para o

ensino, Gaspard Monge dedicou grande parte de sua vida ao desenvolvimento
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do conhecimento em suas mais variadas formas, atuando em outras areas além
da matemética.

Nossa responsabilidade é organizar e expor como 0s conceitos
matematicos se interligam para formar uma geometria que una o tratamento
analitico aos processos geométricos. Isso nos permite retratar a perspectiva de
Gaspard Monge em relagdo a geometria, bem como o percurso que ele trilhou

para gerar e disseminar resultados significativos para essa area.
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10. CONSIDERACOES FINAIS

Para entendermos a estrutura da Geometria de Gaspard Monge, foi
imprescindivel examinar diversos trabalhos por ele produzidos entre 1770 e
1800. Em meio a um conjunto de textos que abordam temas como equacdes
diferenciais parciais, construcdo de familias de superficies, continuidade de
funcBes, assim como representacfes geométricas, identificamos dois textos que
consolidam a maior parte dos resultados alcangcados por Monge.

Esses textos, Geometria Descritiva e 0 Notas de Analise Aplicada a
Geometria foram criados para serem utilizados em duas instituicbes francesas
de ensino. Desse modo, entendemos que um dos principais objetivos para a
criacdo desses materiais foi a producédo de um trabalho voltado ao ensino de
teorias relacionadas ao estudo de curvas e superficies.

Considerando que a maioria dos artigos matematicos de Monge aborda
o tratamento analitico de problemas geométricos, o conteido do Geometria
Descritiva inclui, entre suas propostas, a representacao grafica de alguns dos
resultados obtidos de maneira analitica em publicacdes anteriores.

No trabalho Geometria Descritiva, Monge oferece descri¢cdes detalhadas
e representacdes graficas de diversos conceitos apresentados no artigo
publicado em 1780 sobre superficies desenvolviveis com aplicacao a teoria das
sombras e penumbras?!?. Por meio da construcdo de uma sequéncia de planos
normais a uma curva ou superficie, Monge apresentou uma forma de
representacdo dessa superficie que fomenta a imaginacao e percepcao visual
do leitor.

Outro exemplo envolve o artigo de 1785 que trata de curvas evolutas,
involutas e os raios de curvatura de uma superficie?'3. Novamente, parte das
ideias apresentadas nesse trabalho, foram acrescentadas nas licdes finais do
texto de Geometria Descritiva. Monge, frequentemente descreve com detalhes
a construcdo grafica desses elementos, assim como o desenvolvimento de uma
percepcdo visual da formacdo desses objetos para a continuidade das

investigacBes para as mais variadas superficies.

212 Mémoire sur les propriétés de plusieurs genres de Surfaces courbes, particulierement sur celles des
Surfaces développables, avec une application a la Théorie des Ombres et des Pénombres

213 Mémoire sur les développées, les rayons de courbure, et les différents genres d’inflexions des courbes
a double courbure.
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Compreendemos que essa énfase foi atribuida em consideragdo ao
publico-alvo para o qual a obra foi elaborada. Destinado ao uso na Escola Normal
Superior, assim como na Escola Politécnica, esse texto fez parte dos cursos de
formacéo de professores e engenheiros militares.

Através das obras analisadas, observa-se que Gaspard Monge se
dedicou a oferecer as instituicdes de ensino onde lecionou, uma abordagem para
representacdo e investigacao de curvas e superficies. Ele fundamentou essa
abordagem em uma teoria estruturada, abrangendo conhecimentos como de
equacdes diferenciais parciais, estereotomia, estudo de projecdes, perspectiva
e geometria analitica.

Por meio de descri¢cdes que estimulavam a imaginacéo do leitor, Monge
estabeleceu duas concepc¢des importantes. A primeira consistia em trabalhar
com dupla projecéo, visando a redugdo das dificuldades relacionadas as
técnicas de representacdo em perspectiva, a0 mesmo tempo que implementou
recursos algébricos para o desenvolvimento da geometria analitica.

A segunda concepcao proposta por ele refere-se a criagdo de superficies
geradas pelo movimento de curvas. Com isso, essas superficies passaram a ser
concebidas ndo como solidos estaticos, mas sim como objetos formados através
do deslocamento de outros elementos, sejam curvas ou superficies. Essa
dindmica de geracdo foi representada por meio de equacdes diferenciais
parciais. A medida que os tratamentos algébricos se tornaram integrados aos
recursos utilizados nos estudos das projecdes, observamos um aumento na
utilizacdo de equacdes diferenciais parciais como meio de decompor superficies
em curvas, além de representar as projecdes de objetos que pudessem ser
expressos de forma algébrica. Alguns desses processos foram posteriormente
associados ao campo da Geometria Diferencial.

Nessa abordagem, deparamo-nos com dois caminhos. O primeiro
sugere gue, ao projetar uma dada superficie sobre dois planos, surgem curvas
geradoras que dao origem a familias de superficies. Por outro lado, ao
considerarmos um par de curvas, cada uma projetada em um plano
perpendicular ao outro, e observando seu movimento conforme uma
determinada lei, essas curvas podem resultar em uma familia de superficies no

espaco tridimensional. Entendemos que ambos 0s processos constituem o que
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consideramos ser a decomposi¢cdo de uma superficie, conforme apresentado
nos trabalhos de Monge.

Cada procedimento conduz a formulacdo de equacgbes diferenciais
parciais que resultam em familias de superficies, as quais satisfazem as
condi¢cOes determinadas pelas curvas geradoras. Da mesma forma, as curvas
geradoras obtidas por meio das projecdes, atendem as condi¢des estabelecidas
pelas superficies sobre as quais foram projetadas. Essa correspondéncia
biunivoca entre curvas e superficies foi alcancada mediante projecfes
ortogonais associadas a investigacdes geométricas e operacdes algébricas.

E necessario destacar que, parte dessas concepcbes envolvendo o
tratamento analitico e o geométrico, estdo presentes no texto Geometria
Descritiva pois, mesmo sendo um trabalho voltado ao estudo da representacao
grafica pelo método de dupla projecédo, encontramos diversas consideracdes
relacionadas a formacao de superficies, estudo de curvatura, assim como curvas
evolutas e involutas.

Compreendemos que esses conceitos se afastaram da abordagem
voltada para representacdes graficas e aproximaram-se de discussdes que
incluem o uso de operacdes algébricas. Por exemplo, na segunda secao do
Geometria Descritiva, ao investigar a formacdo de curvas de dupla curvatura,
Monge propde a construgcdo de planos paralelos que intersectam duas
superficies. Durante essa construcao, ele descreve algumas relacdes algébricas
gue estariam associadas a esse processo.

Esse tipo de construcdo possui uma forma grafica e analitica para sua
execucao, Monge buscou aproximar essas duas areas, por vezes distanciadas
em diversos trabalhos de sua época. Conforme descrito, “fazemos mover os
pontos, as linhas curvas, as superficies, esses movimentos podem sempre ser
descritos por operacfes analiticas; e 0s novos objetos a que dao origem séo
expressos pelos proprios resultados das operagées” (MONGE, 1799, p.62,
traducéo nossa).

Portanto, ao mesmo tempo que era fomentada a decomposicdo de
superficies em elementos “simples”, por meios graficos, discorria-se com relagéo
a possibilidade de interpretacdes algébricas das operacdes realizadas. Um
exemplo desse tipo de construcéo foi apresentado no texto de 1786 intitulado

Sobre a expressao analitica da geracéo de superficies curvas.
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Nessa publicacdo, o gedmetra classifica determinadas familias de
superficies através de equacgbes diferenciais obtidas por meio dos processos
geomeétricos realizados.

O tratamento algébrico empregado nesses processos, por meio de
equacdes diferenciais parciais, foi 0 que ele denominou de Analise. De acordo
com Monge, seria viavel estabelecer uma interagdo entre essas duas areas do
conhecimento. De modo que a Geometria Descritiva e a Analise pudessem ser
desenvolvidas simultaneamente. Isso permitiria que a primeira incorporasse as
operacdes analiticas e as representacbes graficas, enquanto a segundo
conferiria a geometria um carater de generalidade peculiar.

Nas ultimas atividades do Geometria Descritiva, especialmente aquelas
dedicadas ao estudo da perspectiva, observamos uma maior aproximacao com
trabalhos como os de Girard Desargues. Além de apresentar processos de
representacao bastante proximos daqueles empregados por Desargues, Monge
também adotou uma configuracéo de eixos semelhante aquela descrita no texto
de 1636. Essa disposicéo de eixos e a representacdo do espaco tridimensional
tornaram-se ilustracdes padronizadas nas publicacées de Monge.

A adocdo de um sistema de eixos perpendiculares dois a dois,
originando-se do mesmo ponto, foi implementada por Monge no final da década
de 1770. Além disso, nos trabalhos de Euler, observamos que a propria
representacdo do espaco tridimensional ainda ndo estava unificada no séc.
XVIII. Isso destaca outro aspecto relevante na obra de Monge: uma forma de
representacao do espaco geomeétrico, desenvolvida a partir das contribuicdes do
campo da perspectiva, bem como das representacdes de Clairaut.

Desse modo, entendemos que Gaspard Monge, por meio de sua
abordagem de representacdo do espaco geométrico, oferece aos alunos da
Escola Politécnica uma estrutura que concilia simultaneamente um sistema de
coordenadas e um ambiente para a projecdo de objetos. Ambos os elementos
fazem uso de operacdes analiticas, permitindo assim a representacao tanto
algébrica quanto gréfica de entidades geométricas.

Com relacdo ao Notas de Andlise Aplicada a Geometria de 1801,
entendemos que, por se tratar de um material direcionado apenas a alunos da
Escola Politécnica, o modo como os contetdos foram apresentados, assim como

0 escopo da obra, se distanciaram do trabalho de 1799. Dessa vez, ele relaciona
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a técnica de dupla projecédo ao tratamento analitico. Com isso, ao projetar uma
superficie sdo obtidas equacbes de curvas e consequentemente sao
desenvolvidas equacdes diferenciais parciais como representantes de familias
de superficies.

No contexto dos procedimentos apresentados, adquirimos uma
compreensao mais aprofundada do que Gaspard Monge designou como Andlise.
Acreditamos que, ao contrario das discuss6es em vigor naquela época sobre o
uso de uma Analise proposicional, a visdo de Monge estava proxima das ideias
apresentadas pelos enciclopedistas ao descreverem a Nova Andlise. Dominio
qgue articulou as ferramentas do calculo infinitesimal as investigacdes de
problemas geométricos.

Para Monge, a Analise representa um meétodo de investigacdo que
emprega as ferramentas do Calculo Diferencial e integral, especialmente
associadas ao estudo de equacdes diferenciais parciais, nos procedimentos de
composicdo e decomposicdo de curvas e superficies. O conjunto de
instrumentos algébricos incorporados durante a investigacdo de problemas
geométricos formava o que ele interpretava como Analise aplicada a Geometria.

Isso € apresentado, por exemplo, para o caso das superficies
desenvolviveis, assim como para a superficie envoltoria, a qual determina a
construcdo de uma superficie que envolve um conjunto de superficies ou familia
de curvas criadas pelo movimento de um dado objeto.

Além disso, torna-se evidente que Monge ndo se dedicou a propor
processos rigorosos para a resolucdo de problemas. Em muitas ocasifes, as
situacBes investigadas foram apresentadas de maneira descritiva, sem a
inclusdo de procedimentos demonstrativos que conferissem um maior
formalismo as solucdes. Além disso, embora tenha fornecido alguns exemplos
de aplicacdo em ambas as obras analisadas, como na metalurgia, cartografia e
outras areas. Compreendemos que o escopo principal de ambas as publicacées
foi o tratamento matematico de objetos geométricos.

De modo geral, os conteudos existentes no Notas de Analise Aplicada a
Geometria de 1801 se mantiveram inalterados por mais de cinco décadas. Até
mesmo a ordem das licbes e problemas foram preservadas nas edi¢cdes 6
posteriores. As novas edi¢cdes do Aplicacdo da Analise a Geometria que foram

publicadas posteriormente trouxeram como elemento central, os conteldos
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apresentados na edigéo de 1801. Evidenciando assim, a importancia que essa
producéo tivera, com relagdo ao estudo de curvaturas e superficies na Escola
Politécnica.

Além disso, entendemos que, com as complementacdes tedricas que
foram acrescentadas nas edi¢cOes posteriores, o trabalho iniciado por Monge
havia se tornado um meio de divulgacdo do conhecimento matematico para os
ingressantes na Escola Politécnica. Trazendo para o escopo do trabalho
problemas que foram considerados, naquele periodo, cientificamente relevantes.

Com isso, as edi¢cdes posteriores passaram a conter um nimero maior
de licdes dedicadas a teoria das cordas vibrantes e a resolucéo de problemas de
equacdes diferenciais parciais.

Com relacdo a edicdo de 1850, esse carater de divulgacédo se tornou
ainda mais evidente pois, além de trazer a versao original do artigo Disquisitiones
Generales Circa Superficies Curvas (Investigacbes Gerais sobre Superficies
Curvas), acrescentou uma seérie de artigos que foram publicados no Jornal de
Matematica Pura e Aplicada na década de 1840.

Na edicdo de 1850 da obra Aplicacdo da Analise a Geometria,
organizada por Liouville, foram inseridas por este, contribuicdes de matematicos
como Bertrand, Puiseux entre outros. Essas contribuicbes representam uma
continuidade as investigacdes apresentadas por Gauss, especialmente aquelas
relacionadas ao Teorema Egrégio, assim como outros resultados relacionados
as curvaturas, assim como questdes envolvendo isometria local.

Na edicdo de 1850 do Aplicacdo da Analise organizado Liouville,
observamos uma nova abordagem para a investigacao de superficies sendo
inserida nesse material. Nessa edicdo, sdo apresentadas duas formas distintas
para a realizacdo de investigacdes desses objetos. A primeira, proposta por
Monge, utiliza um sistema extrinseco como referéncia. Em contraste, as
investigacGes desenvolvidas por Gauss, em conjunto com teorias do campo da
geodésia, adotam um sistema intrinseco de referéncia, dando continuidade aos
estudos cartograficos iniciados no séc. XVIII.

Resultando em uma obra com mais de quinhentas paginas, abordando
uma variedade de investigacbes que incluem a formacdo de superficies,

curvatura dessas superficies, a integracdo de equacdes diferenciais parciais
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associadas a problemas de geodésia, bem como a resolucdo de questbes
relacionadas ao estudo das cordas vibrantes.

Compreendemos que as contribuicdes de Monge constituem uma parte
significativa do desenvolvimento da Geometria do séc. XVIIl. Suas pesquisas,
centradas no estudo de superficies em conexdo com equacgfes diferenciais
parciais, revelaram uma abordagem pouco explorada até entdo. Além disso, seu
método de projecdo, em conjunto com constru¢cdes geométricas, apontava para
uma maneira bastante intuitiva de obter equacdes diferenciais parciais, enquanto
propunha uma certa generalidade para os resultados alcangados.

Gaspard Monge elaborou um extenso material que tratou, de maneira
abrangente, o estudo de geometria. Esse material poderia ser utilizado tanto por
aqueles que almejavam aprofundar seus conhecimentos com relagdo ao estudo
das representacdes graficas, assim como para aqueles que buscavam
compreender como operagOes algébricas poderiam estar relacionadas com
construcdes geometricas.

Sua forma de descri¢cao bastante intuitiva buscava criar no imaginario do
leitor, um modo de identificacdo das mais variadas formas de se criar um objeto
geométrico, fosse pelo movimento ou pela decomposicdo. Como resultado, suas
obras continuam a ser examinadas ha mais de duzentos anos, revelando novas

informacdes a cada nova incursdo no estudo.
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