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Resumo

A observacao de fendmenos naturais, como as mudancas de temperatura é bastante
frequente no mundo atual, de forma que varios estudos tém sido realizados com o intuito
de prever a ocorréncia delas tendo em vista o que ocorreu no passado. Estudos desta
natureza, em que a coleta de dados ocorre de forma continua, seja por medida horéria
ou diéria, nao apresenta independéncia entre as observagoes. Entre as possiveis formas
de analise, h& a aplicacao de técnicas de séries temporais ou também a teoria dos valores
extremos. No entanto, um dos objetivos deste estudo é construir uma matriz de transicao,
de tal forma que possamos determinar a probabilidade, por exemplo, de alta temperatura
amanha, dado que hoje foi observado este fendmeno. Para a obtencao deste resultado,
uma possibilidade é construir um modelo baseado em dados dependentes que seguem um
processo de Markov, em que a suposicao ¢ de que exista dependéncia somente com o
dia anterior. Neste trabalho, pretendemos construir este modelo e realizar a aplicacao
em dados de temperatura na cidade de Presidente Prudente-SP no periodo de janeiro de
2011 a dezembro de 2016. Posteriormente vamos realizar comparacoes entre o modelo
markoviano definido a partir da distribuicao Weibull bivariada de Marshall e Olkin e
outros modelos markovianos definidos a partir das fungoes copulas.

Palavras-Chave: modelos de Markov, copulas, tempos entre ultrapasse.






Abstract

The observation of natural phenomena, such as temperature changes, is quite frequent
in the world today, so that several studies have been carried out with the intention of
predicting their occurrence in view of what has happened in the past. Data of this
nature, in which the data collection occurs continuously, whether by hourly or daily
measurement, does not present independence between observations. Among the possible
forms of analysis is the application of time-series techniques, however, the purpose of this
study is to construct a transition matrix, so that we can determine the probability, for
example, of high temperature tomorrow, since today this phenomenon was observed. To
obtain this result, one possibility is to construct a model based on dependent data that
follows a Markov process, in which the assumption is that there is dependence only with
the previous day. In this work, we intend to build this model and perform the application
on temperature data in the city of Presidente Prudente-SP from January 2011 to December
2016. For which comparisons were made between the Markovian model defined from the
distribution Weibull bivariate of Marshall and Olkin and other Markovian models defined
from the copula functions.

Keywords: markov model, copulas, interarrival time.
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CAPITULO

Introducao

Atualmente, as mudancas de temperatura sao um dos principais problemas que a
populagdo de forma geral enfrenta, pois afeta diretamente a satide das pessoas. Doencas
como paludismo (maléria), dengue, desnutrigao sao sensiveis a mudangas de temperatura.
Segundo a Organizagao Mundial da Satde, temperaturas extremas do ar contribuem di-
retamente nas disfuncoes por doencas cardiovasculares e respiratorias, sobre tudo entre
as pessoas de idade avancada e criancas. Altas temperaturas provocam também aumento
dos niveis de ozonio e de outros contaminantes do ar que agravam as doencgas cardiovascu-
lares e respiratorias. Além disso, desempenham importante papel na producao agricola,
j& que exercem uma influéncia significativa no processo de germinacao das sementes. Ou-
tro exemplo de consequéncia de elevadas temperaturas ¢ o consumo elevado de energia
elétrica, pois fazem necessario a utilizacao de sistemas de climatizacao de ambientes,
principalmente nos grandes centros urbanos. Por outro lado, temperaturas muito baixas
também podem causar o mesmo problema, ou seja, as temperaturas extremas causam
dificuldades de forma geral.

Desta forma, observamos que a informacao da ocorréncia de eventos desta natureza é
uma importante aliada para poderes publicos ou empresas privadas que podem se pre-
parar para estas ocorréncias. Por exemplo, empresas privadas podem dimensionar mao
de obra ou estoques de aparelhos de climatizacao tendo em vista altas temperaturas em
determinados periodos do ano. Com estas consideracoes, a construcao de modelos que
possam emitir alertas ou realizar previsoes sobre a ocorréncia de ultrapasses de um certo
limiar aceitavel pode diminuir as consequéncias causadas por estes fendmenos naturais.

Entre as varias possibilidades de analises, uma delas é considerar modelos em que o obje-
tivo é o estudo de intervalos de tempos entre os ultrapasses das medicoes de temperatura
de um determinado limiar fixado. Desta forma, ao considerar um limite de temperatura
aceitavel de acordo com o objetivo do estudo e de modo que temperaturas minimas mai-
ores a fixada sao consideradas altas, é possivel construir a base de dados para construcao
de modelos que possam encontrar a probabilidade de ultrapasses do limiar nos proximos
dias. Por outro lado a presenca de dependéncia entre os intervalos de tempos entre ocor-
réncias do evento de interesse (ultrapassar o limite de temperatura fixada) é possivel, pois
geralmente a temperatura do ar depende pelo menos da temperatura do dia anterior ja
que existem dias frios ou quentes seguidos. Desta forma serd necessaria a utilizacao de
modelos que, além de realizar previsoes, permita o estudo da dependéncia entre os tem-
pos. Existem algumas possibilidades para a construgao de modelos desta natureza. Nesta
pesquisa, foram construidos modelos através da suposicao de que a sequéncia de intervalos
de tempos segue um processo de Markov, ou seja, cada intervalo de tempos observado
depende somente do anterior. Para a construcao destes modelos foi necessario o estudo

19



1. Introducao 20

de distribuicoes Weibull bivariadas de Marshall e Olkin e as derivadas de fun¢oes copulas.
Atualmente a construgao de modelos por meio de copulas esta sendo bastante utilizada,
pois permite a obtencao de modelos bivariados a partir de distribuicoes de probabilidades
marginais independentes e também por suas boas propriedades, especificamente utilizadas
para estudar a dependéncia existente entre as variaveis de estudo. Alguns dos trabalhos
que utilizaram esta forma de estudo de um fenémeno natural podem ser citadas: Taru-
moto et.al (2014) [44], Rodrigues et.al (2012) [37] e Sim (1992) [42].

A aplicacao dos modelos foi realizada no conjunto de dados de temperaturas no periodo
de janeiro a dezembro dos anos 2011 a 2016, da cidade de Presidente Prudente-SP, dis-
ponibilizadas pela Estacdo Meteorologica da FCT/UNESP com a autorizagao do Prof.
Dr. José Tadeu Garcia Tommaselli do departamento de Geografia. Neste trabalho hé
duas fases: a primeira é comparar os modelos segundo o ajuste grafico aos dados reais de
interesse (tempos entre ocorréncias de ultrapasse de um limiar de temperatura fixada), e
na segunda fase é comparar os modelos utilizando os métodos do AIC e AlICc.

Para atingir este objetivo, no capitulo 2 sao revisados rapidamente alguns conceitos es-
tatisticos ja conhecidos que serao utilizados no decorrer deste trabalho. No capitulo 3
é apresentado a descricao do problema do estudo. No capitulo 4 sao apresentados as
distribuicoes Weibull univariada e uma breve apresentacao da distribuicao exponencial
generalizada e o ajuste dos mesmos aos dados reais. No capitulo 5 é discutido o mo-
delo markoviano via a distribuicao Weibull bivariada de Marshall e Olkin proposta por
Marshall e Olkin (1967). No capitulo 6, é abordada uma introducao a teoria de copulas.
No capitulo 7 é apresentada os conceitos de dependéncia. No capitulo 8 as principais fa-
milias de copulas. No capitulo 9 sao discutidos a construcao e ajuste aos dados reais dos
modelos markovianos via distribui¢oes bivariadas Weibull derivadas das copulas Farlie-
Gumbel-Morgenstern, Gumbel-Barnett, Clayton, Frank e Ali-Mikhail-Haq e por tltimo
no capitulo 10 sao apresentados os principais resultados e consideracoes finais e propostas
futuras. Para a realizacao desta dissertacao, estabeleceram-se os seguintes objetivos:

e Construcao de modelos bivariados a partir de marginais independentes por meio de
copulas.

e Construcao de um modelo com o intuito de estimar o intervalo de tempo entre
ultrapasses assumindo um processo markoviano.

e Obtencao da matriz de transi¢ao entre os tempos de ultrapasses do limiar.

e Obtengao da esperanca condicional do tipo Elt;11/t;].
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2

Alguns Conceitos Basicos

2.1 Tempo de Falha

Tempo de falha ¢é definido como o tempo até a ocorréncia de um evento de interesse,
podendo ser o tempo até a morte do paciente, bem como até a cura ou recidiva de uma
doenga, Colosimo e Giolo (2010)[19], ou como neste trabalho, o tempo até o ultrapasse
do limite de temperatura fixada. O tempo de falha é constituido por trés elementos:

e O tempo de origem, deve ser precisamente definido.
e A escala de medida, em geral é o tempo de relogio ou o tempo real.

e O evento de interesse, usualmente chamado de falha.

2.2 Censura

A censura é uma observacao incompleta ou parcial que pode ocorrer por uma variedade
de razoes, dentre elas a nao ocorréncia do evento de interesse até o término do experimento,
Colosimo e Giolo (2010)[19]. Além disso, a censura pode ser classificado como:

e Censura 4 direita:

— Censura do Tipo I. O estudo serd terminando apdés um periodo de tempo
estabelecido. As observacoes cujo evento de interesse nao foi observado até
este tempo sao ditas censuradas.

— Censura do Tipo II: O estudo serd terminado apés ter ocorrido o evento de
interesse para um numero pré-estabelecido de observacoes.

— Censura Aleatoria: Ocorre se a observacao for retirada no decorrer do estudo
sem ter ocorrido o evento de interesse ou se o evento de interesse ocorrer por
uma razao diferente da estudada.

e Censura a esquerda: Ocorre quando o tempo registrado é maior do que o tempo de
falha. Isto é, o evento de interesse ja aconteceu quando o individuo foi observado.

e Censura intervalar: E um tipo mais geral de censura, ocorre quando o tempo de falha
nao ¢é conhecido exatamente, mas sim pertencem a um intervalo, isto é, T' € (¢y, to].

21
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2.3 O Método de Maxima Verossimilhanca

Este método trata o problema de estimacao da seguinte forma: baseado nos resultados
obtidos pela amostra, qual é a distribuicao, entre todas aquelas definidas pelos possiveis
valores de seus parametros, com maior possibilidade de ter gerado tal amostra?

A seguir este método é traduzido para conceitos mateméticos, a fim de que seja possivel
obter estimadores para os parametros, no caso em que a amostra de observacoes tq, to, ..., t,
de uma populacao de interesse tem observacoes com Censura do Tipo I.

As observacoes podem estar divididas em dois conjuntos, um deles com as r observacoes
nao censuradas (1,2, ..., 7) e, 0 outro, com as n—r observagoes censuradas (r+1,7+2, ..., n),
sendo assim, L(6) que denota a funcdo de verossimilhanga, assume a seguinte forma geral,
Colosimo e Giolo (2010)[19]:

L) = [[ s0) T] steaso), 21)

em que o segundo termo tem forma [ ., S(c;0) = [S(c;0)]"™", ja que as censuras ocor-

rem em 1T = C', T varidvel aleatoria do tempo de falha e C varidvel aleatoria independente
de T', representando o tempo de censura.

2.4 Meétodos de Selecao de Modelos

2.4.1 Critério de Informacao de Akaike (AIC)

O critério de informagao de Akaike (AIC) (1974) |2] é bastante utilizado para a sele-
cao de modelos estatisticos e é baseado na distancia de Kullback-Leibler. A informacao
de Kullback-Leiber ¢ considerada como uma medida de discriminacao entre o modelo
proposto g(z) e o modelo verdadeiro f(z) e é dado por:

lclf.) = [ o[ ) f9(0)] f(a)d

Akaike ((1973) [1] p. 199, (1974) [2], (1985) [3], (1994) [4] p. 421) mostrou que a questao
critica para obter um rigoroso critério de selecao de modelos baseado em informacoes K-L
é estimar

Ey [Ex[log(g(z/0(y)))]],

onde Ex[log(g(z/0(y)))] = Es[log(g(x/6))], com 0 substituido pelo estimador de méaxima
verossimilhanca de 6 sobre uma amostra Y do modelo proposto ¢g. E conveniente con-
ceituar X e Y como amostras aleatérias independentes da mesma distribuicao. Akaike
((1973) [1] p. 199, (1974) [2]) encontrou uma rela¢do formal entre a informacao K-L e a
teoria da probabilidade . Ele descobriu que o valor do logaritmo da funcao de verossimi-
Ihanca maximizada era uma estimativa tendenciosa de Ey [Ex[log(g(z/0(y)))]], com vicio
aproximadamente igual a /i, que indica o nimero de parametros estimados no modelo
proposto g (para detalhes, ver Burnham e Anderson (2002) [8]). Este é um resultado assin-
totico de importancia fundamental. Assim, um estimador aproximadamente nao viciado
de Ey|Ex[log(g(z/0(y)))]], para amostras grandes e bons modelos é log[L(/dados)] — K.
Este resultado é equivalente a

log(L(0/dados)) — K = C — E,[I(f,9)),
onde § = g(./0).
Esta descoberta torna possivel combinar estimativa e selecao de modelos sob uma estru-
tura de otimizacao unificada. Akaike encontrou um estimador do esperado da informacao
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K-L com base no logaritmo da funcao de verossimilhanca maximizada, corrigida para um
viés assintotico:

E(Ix.y) = log(L(0/dados)) — K,

em que K é o termo de correcao de vicio assintético e nao ¢ de forma alguma arbitréario.
Akaike ((1973) [1] p. 199, (1974) [2]) multiplicou esse resultado por (—2) e isso se tornou
no critério de informagao de Akaike, dado por:

AIC = —2log(L(0/dados)) + 2K.

2.4.2 Critério de Informacao de Akaike Corrigido (AICc)

Quando o numero de parametros (K) é grande em relagao ao tamanho da amostra (n),
os resultados que proporciona AIC podem nao ser bons. Nestes casos, deveria utilizar-
se o critério de segundo ordem a menos que n/K > aproximadamente 40. Um erro
generalizado na literatura de selecao de modelos é o uso de AIC quando o AICc realmente
deveria ser usado. Como o AICc converge para o AIC, quando n é grande, na pratica,
deve ser usado o AICc que esta dado como segue

B A 2K (K +1)






CAPITULO

Descricao do Problema

Segundo o sistema de classificacao climéatica "SCC" de Képpen e Geiger (1928)[27], o
clima de Presidente Prudente é caracterizado como tropical chuvoso, com veroes chuvosos
e quentes, invernos secos e mais frios, sendo a temperatura média normal do més mais
quente (>= 22°C') Rolim et al. (2007) [38]. Atualmente, as mudangas de temperatura sao
um dos principais problemas enfrentados por muitos dos grandes centros rurais e urbanos,
pois afeta diretamente a satude das pessoas. Doengas como paludismo (maléaria), dengue,
desnutri¢do, sao sensiveis a mudancas de temperatura. Segundo a Organizacao Mun-
dial da Saide, temperaturas extremas do ar contribuem diretamente nas disfungoes por
doencas cardiovasculares e respiratorias, sobretudo entre as pessoas de idade avancada e
criancas. Altas temperaturas provocam também aumento dos niveis de ozonio e de outros
contaminantes do ar que agravam as doencas cardiovasculares e respiratorias. Além disso,
desempenham um papel importante na producao agricola, ja que exercem uma influéncia
significativa no processo de germinacdo das sementes. F considerada como temperatura
6tima, aquela na qual a mais alta porcentagem de germinacao é obtida em menor espago
de tempo, enquanto temperaturas maximas e minimas sao pontos nos quais as sementes
apresentam menor porcentagem de germinagao, Mayer e Poljakoff (1989) [32]. Por exem-
plo, a faixa 6tima de temperatura para germinacao de espécies de regides tropicais esta
entre 20°C e 35°C, Larcher (2000)[29].

Desta forma, para controlar estes problemas gerados por fendmenos naturais, a causa de
altas temperaturas, como as ondas de calor, ou mudancas de temperatura, politicas pi-
blicas devem ser constantemente implementadas e reformuladas com o intuito de prever
a ocorréncia de tais fend6menos naturais e proporcionar condi¢oes de vida adequada. Por
exemplo, empresas privadas podem dimensionar mao de obra ou estoques de aparelhos
de climatizacao, tendo em vista altas temperaturas em determinados periodos do ano,
e com respeito a agricultura é interessante, por exemplo, prever o nimero de dias nao
favoraveis para germinacao de sementes, para evitar o plantio num intervalo de tempo
onde a faixa de temperatura nao é 6tima. Com estas consideracoes, a construcao de
modelos que possam emitir alertas ou realizar previsoes sobre a ocorréncia de ultrapasses
de uma certa temperatura limiar aceitavel pode diminuir as consequéncias causadas por
fendmenos naturais relacionados a mudancas de temperatura.

Para este trabalho contamos com a disposicao de dados climatolégicos da estacao Mete-
orologica da FCT/UNESP do Campus de Presidente Prudente-SP. As temperaturas sao
medidas em (°C), cada hora durante o dia, para os quais podemos associar uma estatistica
de interesse que represente o comportamento da temperatura naquele dia, sendo que tal
estatistica pode ser a minima, média ou maxima das temperaturas observadas.

Dessa forma, ao acompanhar os valores assumidos por tais estatisticas ao longo dos dias,

25
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temos um conjunto de observacoes ordenadas no tempo, isto é, uma série temporal, Mo-
retin e Toloi, 2006 [33]. Podemos ver, como exemplo, o grafico na Figura 3.1 que repre-
senta as minimas didrias das temperaturas (aferidas a cada hora) na cidade de Presidente
Prudente-SP, no més de dezembro do ano de 2016.

Figura 3.1: Minimas temperaturas diarias na cidade de Presidente Prudente-SP no més
de dezembro de 2016.
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Para ter uma ideia de como é o formato da base de dados disponibilizado, é apresentado
um esquema na Figura 3.2:

Figura 3.2: Base de dados.

AT07 = Presidente Prudente = 5P

Lat: 22°07'S Long: 51°24'W  Alt. 435,55m
i

TEMPERATURA DO AR_MINIMA (°C)

Data f f Hom ure T T T T T T T T T T T T .

0 1.2 3 4 5 & 7.8 % 10111213 14 {1516 {17 |18 |18 20| 21 | 22 | 23 | min

01-dez-2016 229 219 209 201 193 187 184 182 1B1 1BO0 1B1 190 210 229 247 266 272 281 282 276 278 274 264 258 18,0
02dez2016 249 244 232 222 216 207 202 200 196 195 196 200 216 239 263 266 298 309 314 313 320 303 280 251] 195
03-dez-2016 253 253 252 242 236 239 237 235 234 230 230 224 212 219 217 220 228 253 271 284 292 289 232 230 21,2

Od-dez-2016 235 2356 236 233 231 226 220 224 220 222 226 232 237 252 264 276 262 274 291 306 308 303 286 2701 220
05-dez-2016 258 245 238 237 235 232 226 217 212 208 211 232 241 261 286 203 305 316 320 325 335 330 308 291 208
O6-dez-2016 284 271 266 2585 261 241 234 231 233 2356 20 261 280 286 309 321 329 353 333 357 335 300 290 22 234
07-dez-2016 253 251 254 248 241 236 231 227 226 227 228 238 259 279 300 311 320 332 332 331 268 26T 265 M5 228
08-dez-2016 239 237 680 232 232 230 222 225 227 26 27 231 251 271 299 32 35 324 324 328 323 301 2% 206 208
08-dez-2016 211 210 211 211 214 225 224 221 222 222 A8 221 229 238 253 274 289 301 308 3.0 225 221 222 2138 L 21,0
-dez-2016 216 216 218 247 220 299 220 29 M8 M9 29 222 M7 ME 228 239 255 276 286 291 M5 225 231 251 A5
M-dez-2016 228 212 212 210 210 208 208 208 21 215 20 225 A0 21 216 231 262 274 288 292 289 282 2WE AT r 20,8
124ez2016 242 237 232 233 231 227 226 225 226 226 229 232 240 243 268 269 286 291 293 299 286 266 267 264 225
13-dez-2016 266 262 256 256 249 241 240 242 237 234 237 248 263 279 279 266 277 234 216 238 233 239 M2 M0 [ 21,6
1d-dez-2016 243 241 239 236 234 233 6 223 223 225 229 2356 M9 260 273 281 298 304 34 323 322 35 283 47 : 223
15dez-2016 | 272 266 255 249 233 228 28 N4 213 207 207 209 223 237 245 259 269 76 279 282 279 273 256 235 207

L B e e e

Na base de dados como dito anteriormente, temos as medicoes de temperatura em °C,
de janeiro a dezembro dos anos 2011, 2012, 2013, 2014, 2015 e 2016, na tltima coluna
do lado direito na imagem dos dados, temos as temperaturas minimas do dia. Nessa
situacao, o interesse ¢ estudar o comportamento da temperatura em °C na cidade de
Presidente Prudente. Existem diferentes maneiras de estudar este comportamento, uma
primeira maneira ¢ mediante o ajuste de um modelo de séries temporais. Outra forma,
abordada em diferentes artigos (Achcar et al. 2008, 2009, 2010 e 2011), é a utilizacao de
processos de Poisson nao homogéneos considerando o niimero de dias em cada més em que
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se registrou uma concentracao de ozoénio considerada nociva a satde ptblica na cidade de
México e uma outra maneira é aplicar a teoria dos valores extremos.

Na abordagem adotada neste trabalho, o interesse ¢ estudar o comportamento da tempe-
ratura através do estudo dos tempos entre ocorréncias do evento de interesse (ultrapasse
de um limiar de temperatura fixada). Neste caso, em primeiro lugar indicamos que ao in-
vés de utilizar as estatisticas que representam as temperaturas maximas ou médias diérias,
utilizamos a estatistica que representa as temperaturas minimas diarias pois segundo a
pessoa responsavel pelas medicoes de temperatura, seria prof. Tadeu, o aumento de tem-
peratura na cidade de Presidente Prudente comparado com anos anteriores é devido ao
aumento nas temperaturas minimas diarias. Ele observou que a variancia é maior nas
temperaturas minimas do que nas maximas. Podemos observar esse fato de maneira glo-
bal nos dados e para obter os tempos de ocorréncia do evento, fixamos 22°C como limiar,
por ser a temperatura média normal do més mais quente numa regiao tropical como a que
estd localizada a cidade de P. Prudente. Assim, um dia com temperatura minima maior
que 22°C ¢ considerado um dia com temperatura elevada. Na Figura 3.3 é apresentado o
grafico que pode explicar melhor estas considera¢oes no estudo.

Figura 3.3: Tempos em dias entre ultrapasses das minimas temperaturas diarias em re-
lagao ao limiar 22°C para a cidade de Presidente Prudente-SP no més de dezembro de
2016.
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Observamos na Figura 3.3 que o estudo comeca no dia 1 de dezembro de 2016 e finali-
zando dia 31 do mesmo més, sendo que nos dias 6,7, 12, 14, 24, 25, 26, 27, 28 e 29 ocorreram
ultrapasse do limiar fixado 22°C (representado pela linha vermelha), de modo que s&o ne-
cessarios 6 dias para que ocorra o primeiro ultrapasse apos o inicio do estudo (tomando
em conta que o diag = 0); 1 dia para que ocorra o segundo ultrapasse apos o primeiro
ultrapasse; 5 dias para que ocorra o terceiro ultrapasse apés o segundo ultrapasse, e as-
sim por diante. A notacao geral dos intervalos de tempos (em dias) entre ocorréncias do
evento de interesse é (T;) e a formula para calcular os T; é: t; = d; —d; 1, 1 = 1,2,3, ...,
onde assumimos que dy = 0 e d; é o 1-ésimo dia em que ocorre o evento de interesse.
Retornando ao grafico, também observamos que se consideramos o intervalo de tempo de
31 dias de dezembro como o tempo de estudo, existe censura a direita do tipo I, pois o
ultrapasse nao ocorreu no intervalo de tempo que restava desde o tltimo ultrapasse até o
dia 31 de dezembro, o que gera a observagao incompleta em questao (no caso do exemplo
abordado, a censura ¢ representada por 2 dado que foi registrado 2 dias sem ocorrer o
proximo ultrapasse até o dia 31 de dezembro).

Tendo claro que os dados de interesse sao tempos entre ultrapasses do evento de interesse,
indicamos que o grande problema é que devido a estarmos considerando um fenémeno
cujos estados sao interdependentes, os tempos também sao dependentes. Como j& menci-
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onado na introducao, neste trabalho pretendemos construir o modelo através da suposicao
de que a sequéncia de tempos entre ultrapasses siga um processo de Markov, ou seja, que
cada intervalo de tempos observado depende somente do anterior.
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z

Distribuicao Weibull Univariada

4.1 Introducao

A distribuigao Weibull foi proposta originalmente por Weibull (1939) e sua ampla apli-
cabilidade foi também discutida por este mesmo autor (Weibull, 1951, 1954), em estudos
relacionados ao tempo de falha devido a fadiga de metais. Desde entao, a mesma vem
sendo frequentemente usada em estudos biomédicos e industriais. A sua popularidade em
aplicagoes praticas se deve ao fato dela apresentar uma grande variedade de formas, todas
com uma propriedade basica: a sua taxa de falha é mondtona, isto é, ela é estritamente
crescente, decrescente ou constante, Colosimo e Giolo (2010) [19]. Sejam S > 0e K > 0,
numeros real e inteiro fixos, respectivamente. Aqui K é o nimero de vezes em que a
medicao de temperatura excede o limite de interesse (22°C) durante o intervalo de tempo
[0,5], e S é o tempo que o estudo dura. Sejam dy,ds, ..., dx 0s dias em que ocorreram os
ultrapasses. Seja D = {d;,ds, ..., dx } um conjunto de dados observados. Desta forma, T;,
i =1,2,... denota o tempo em dias entre o i-ésimo e o (i — 1)ésimo ultrapasse.
Consideramos dois casos de estudo, neste capitulo, tratamos o primeiro caso onde assu-
mimos que os intervalos de tempos entre ocorréncias do evento de interesse, os T;, 1 =
1,2, ..., K sdo independentes e identicamente distribuidos com a distribuigao Weibull(«, /).
Portanto, a funcao de densidade de probabilidade de T;, 1 = 1,2, ..., K é:

« t\“
f(t) = _ata_l exp{—(g> }, t>0, (4.1)
em que a > 0 é o parametro de forma, e 8 > 0, o de escala. O parametro S tem a mesma
unidade de medida de ¢t e & nao tem unidade.

Para esta distribuicao, as funcoes de distribuicao acumulada, de sobrevivéncia e de risco

sao, respetivamente,
t

Flt)y=1— eXp{—<E>a} (4.2)

S(t) = expf - (%)“} (4.3)

& a1
gt
parat > 0, a e 8 > 0. Observe que, quando a = 1, tem-se a distribuicao exponencial e,
sendo assim, a distribuicao exponencial é um caso particular da distribuicao de Weibull.
Algumas formas das fungoes de densidade, de distribuicao acumulada, de sobrevivéncia e

A(t) = (4.4)

29
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de risco de uma variavel T com distribuicao de Weibull sdo mostradas na Figura (4.1).

Observe, a partir da Figura (4.1), que a funcao de risco \(¢) é estritamente crescente para,
a > 1, estritamente decrescente para a < 1 e constante para a = 1. Para a = 1, tem-se a
funcao de risco da distribuicao exponencial que, como mencionado, é um caso particular
da distribuicao de Weibull. As expressoes para a média e a variancia da Weibull incluem

Figura 4.1: Forma tipica das funcdes de densidade de probabilidade, de distribuicao
acumulada, de sobrevivéncia e de risco da distribuigao de Weibull para alguns valores dos
parametros (o, [3).
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sendo a fungao gama, I'(k), definida por T'(k) = [7 z* ' exp{—a}dx.

Neste trabalho, nos encontramos na procura de um modelo que explique melhor os dados
de interesse (intervalos de tempos entre ultrapasses de um limiar de temperatura na cidade
de P.Prudente). Entao para tal efeito, primeiro vamos escolher um modelo univariado,
assumindo a independéncia entre estes intervalos de tempos observados, que melhor se
ajuste a tais dados de interesse, o qual serd utilizado como marginal na construgao de
modelos bivariados através de copulas.

Para dados relacionados a sobrevivéncia, além da distribuicao Weibull existem distri-
buicoes como a gama e uma nova distribuicao que esta sendo bastante utilizada que é
a distribuicao exponencial generalizada. Essa tltima ja foi utilizada como marginal na
construcao de modelos bivariados através de copulas, em muitos trabalhos entre eles, Le-
andro (2014)[10].

Com o objetivo de escolha da marginal, vamos comparar as distribuicoes Weibull e ex-
ponencial generalizada, explicando brevemente o comportamento das suas funcgoes de
distribuicao acumulada e sobrevivéncia de cada um dos modelos univariados.

4.2 Estimacao de Maxima Verossimilhanca

A funcao de verossimilhanca para os tempos observados entre ocorréncias do evento
de interesse provenientes de uma distribui¢ao de Weibull é obtida substituindo (4.1) e
(4.3) em (2.1), mas neste caso temos censura so6 na ultima observacao entdo r = n — 1.
Assumindo dy = 0, os valores dos intervalos de tempo observados estao dados da forma:
ti=d;—d;_1, 1=1,2,3,..., K = (n—1), em que d; é o i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, sendo que t, = S —dx e neste modelo como nos demais modelos considerados
neste trabalho, n representa o nimero de intervalos de tempos entre ultrapasses do limiar
de temperatura fixado ou seja nimero de dados utilizados no estudo. Entao, a funcao de
verossimilhanga é dado por:

L(9) = ﬁf(ti;O)S(tn;G)

T tonf-(5) el -(5)) &

()" oo () T o471}

Assim, o respectivo logaritmo desta funcao é:

) 1o | ()" oo (5) T of- (5D

= (n = in(e) =aln = in() = ()" + 3 {(@ =ity - (5)}.
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Derivando-se (n(L(#))) em relacdo aos pardmetros o e § e igualando-se as expressoes
resultantes a zero, obtém-se o seguinte sistema de equagoes:

W ~(n- 1)% —(n—1)in(B) — (%)dln<%> + 3t - (%)“zn(t—)} 0,

8(l(§zﬁ,/@)) — _a(n— 1)l n dtg(%)aﬂ N ni{@tf‘ (%)d—&-l} =0,

com [(a, B) = In(L(9)).

Os estimadores de maxima verossimilhanca sao os valores de a e 8 que satisfazem as equa-
¢Oes acima ou equivalentemente maximizam o logaritmo da funcao de verossimilhanca. A
solugdo deste sistema de equagoes para o conjunto de dados (intervalos de tempos entre ul-
trapasses de 22°C de temperatura) é complicada, entao foi obtida por meio de um método
numérico iterativo de "Quase Newton". O programa R tem o pacote Optim que minimiza
uma funcao, entao temos que declarar como funcao objetivo o negativo do logaritmo da
funcao de verossimilhanca e especificar qual método utilizar. Neste caso, utilizamos o
método de Quase Newton, para facilitar a comparacao dos parametros estimados deste

modelo com os da distribui¢ao exponencial generalizada, os resultados sao vistos somente
na Tabela 4.1.

4.3 Distribuicao Exponencial Generalizada Univariada

Vamos estudar brevemente a distribui¢do exponencial generalizada univariada (ver
Gupta e Kundu, 1999 [21]), que é outra alternativa ao uso da distribuigdo Weibull. Seja
T com distribuicdo GE(a, ) com parametros « e [ entdo sua funcao distribuigdo acu-
mulada é dada por:

F(t) = (1 _ e—%)a;t >0, a>0,8>0, (4.8)

em que « e [ sao parametros de forma e escala, respectivamente. Tomando-se o = 1,
obtém-se a funcao distribuicao exponencial usual.
Dessa forma, sua funcao de densidade de probabilidade é dada por:

« t

1\ a—1
f1)=5e7 (1 - e*ﬁ> >0, a>0,8>0. (4.9)
A sua funcgao de sobrevivéncia é dada por:

St =1— (1—6*%>a;t20, a>0,5>0. (4.10)

4.4 Estimacao de Maxima Verossimilhanca

A funcao de verossimilhanca para uma amostra de tempos de falha provenientes de
uma distribui¢do exponencial generalizada é obtida substituindo (4.9) e (4.10) em (2.1).
Mas neste caso temos censura s6 na tltima observacao, entao r =n—1en —r = 1;
assumindo dy = 0, temos os tempos entre ocorréncias do evento de interesse, da forma:
ti=di—di—1,1=1,2,3,..., K = (n—1), em que d; é o i-ésimo dia em que ocorre 0 evento
de interesse, e tomando em conta que t,, = S — di. Entao, a funcao de verossimilhanca é
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dado por:
L(8) = ﬁf(ti;ﬂ)S(tn;é’)
i=1
_"_lg_t,i L om\eTlygo 0 e
_E{ﬁe ﬂ(1 e ﬂ) }{1 (1 e ﬂ> } (4.11)
SO (S|
Assim, o respectivo logaritmo desta funcao é:

@) =m[(5) {1- (1-e %)) ()]

— (n— Din(a) — (n — Din(B) + In [1 - (1 - eﬁ”)a] (4.12)
+ Z{—(%) + (o — 1)In(1 — e_%)}.

Derivando-se In(L(#)) em relacdo aos parametros « e e igualando-se as expressoes
resultantes a zero, obtém-se o seguinte sistema de equagoes:

oo

(o}
—_
|
/N
—_
|
>
cbl
wls
N———
Q
~
I
_

com [(a, B) = In(L(A)).

Os estimadores de maxima verosimilhanca sao os valores de o e 3 que satisfazem as equa-
¢oes acima ou equivalentemente maximizam o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca. A
solugdo deste sistema de equagoes para o conjunto de dados (intervalos de tempos entre
ultrapasses de 22°C de temperatura) foi obtida também utilizando o método numérico
de Newton Raphson do pacote Optim do programa R, desde que fornecido o negativo do
logaritmo da funcao de verossimilhanca. Dessa forma, na tabela 4.1 sao apresentadas as
estimativas dos parametros de cada modelo

Tabela 4.1: Estimadores de méxima verosimilhanca para os parametros de interesse da
distribuicao Weibull univariada e exponencial generalizada univariada.

Parametro Q 15}
EMV Weibull | 0,7038999 | 3,5936287
EMV GE 0,6451622 | 7,4681412

Em seguida, conhecendo os valores estimados dos parametros de interesse, vamos
mostrar nos seguintes graficos, a adequacgao dos ajustes dos modelos univariados Weibull
e exponencial generalizada.
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Figura 4.2: Curva da funcao de distribuicao acumulada da distribuicao Weibull versus
a curva da sua funcao de distribuicao acumulada empirica e a curva de sobrevivéncia
estimada pela distribuicao Weibull versus a curva de sobrevivéncia estimada por Kaplan-
Meier, para os valores estimados dos parametros (& = 0, 7038999,3 = 3,5936287).

ECDF vs f.d.a. da distribuicdo Weibull

10
10

0.8
|
0.8
|

0.4

0.2

0.0
i

I I I T I T I
0 50 100 150 0 50 100 150

tempos entre ultrapasses tempos entre ultrapasses

Figura 4.3: Curva da funcao de distribuicao acumulada da distribuicao exponencial ge-
neralizada wversus a curva da sua funcao de distribuicao acumulada empirica e a curva
de sobrevivéncia estimada pela distribuicao exponencial generalizada versus a curva de
sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier, para os valores estimados dos parametros
(&= 0,6451622, 3 = 7,4681412).
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Mediante as figuras de ajuste podemos observar que a distribuicao Weibull explica
melhor os intervalos de tempos observados entre ultrapasses das temperaturas minimas
do limiar de 22°C de temperatura, assumindo independéncia entre tais tempos, ja que as
curvas de fungao de distribuicao acumulada e de sobrevivéncia da distribuicao de Weibull
estao se aproximando melhor das curvas de funcao de distribuicao empirica e de sobre-
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vivéncia estimadas por Kaplan-Meier, respectivamente. Explicando assim a escolha da
distribuicao Weibull univariada a ser utilizada como distribuicao marginal na construcao
dos modelos bivariados que vamos estudar nos proximos capitulos.






CAPITULO

5

Modelo Markoviano via Distribuicao
Weibull Bivariada de Marshall e Olkin

Vamos descrever os modelos matematicos markovianos considerados neste trabalho.
Sejam S > 0 e K > 0, nimeros real e inteiro fixados, respectivamente. K é o namero de
vezes em que a medicao da temperatura ultrapassa o limite de interesse fixado no caso
(22°C) durante o intervalo de tempo [0, S].

Sejam dy,ds, ...,dk os dias em que ocorreram os ultrapasses (excederam o limite de in-
teresse). Seja D = {dy,ds,...,dx} o conjunto de dias em que ocorreram os ultrapasses
durante o tempo de estudo [0, S]. Seja T;,i = 1,2,... o tempo em dias entre i-ésimo e o
(i — 1)-ésimo ultrapasse.

Neste capitulo, tratamos o segundo caso, onde mantemos a suposicao de que os tem-
pos entre ultrapasses T;,2 = 1,2,3,... sao identicamente distribuidos com distribuicao
Weibull(«, ), mas agora eliminamos a suposi¢ao de independéncia e além disso, se supoe
que estes tempos seguem um processo de Markov. Para definir a funcao de densidade
condicional de T;,; dado T;, primeiro vamos definir a funcao de densidade conjunta de T;
e Ti11. A secao a seguir ¢ baseado no resumo da formulagao do modelo Weibull bivariado
de Marshall e Olkin visto em Tarumoto (2001)[45].

5.1 Distribuicao Weibull Bivariada de Marshall e Olkin

A distribuicao bivariada Weibull de Marshall e Olkin proposta por Marshall e Ol-
kin (1967)[31], é obtida por meio de uma transformacdo de varidveis da distribuicdo
exponencial bivariada (BVE). Esta distribui¢do nao é absolutamente continua, ou seja,
P(Ty = Ty) > 0, isto significa que a ocorréncia do evento de interesse (morte ou falha)
pode ser por causas simultaneas e é isso que nos interessa de acordo aos dados de estudo,
ja que temos intervalos de tempos entre ultrapasses repetitivos, ou seja é provavel que o
intervalo de tempo entre ultrapasse atual e o anterior seja igual ao intervalo de tempo
entre ultrapasse atual e o proximo ultrapasse. Assim, denotamos a distribuicao Weibull
bivariada como BVW. Primeiramente na construcao desta distribuicao bivariada expo-
nencial, Marshall e Olkin consideram um modelo de choque fatal e outro de choque nao
fatal.

No caso do modelo de choque fatal, suponha que os componentes de um sistema com dois
componentes falham apos receber um choque que é sempre fatal. Suponha ainda que pro-
cessos de Poisson independentes Z;(t; A1), Z2(t; A2) e Zia(t; M2) governam a ocorréncia
de choques, onde Z(t; \) = {z(t),t > 0, A} representa um processo de Poisson homogéneo

37
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com parametro A. Os eventos no processo Zi(t; A1) sdo os choques no componente 1,
eventos no processo Zo(t; Ag) sdo os choques no componente 2 e Z15(t; A12) sao os choques
em ambos os componentes. Portanto, se T} e T, denotam as varidveis aleatérias que re-
presentam os tempos de vida do primeiro e do segundo componentes, respectivamente, e
levando em consideragdo que Z;(t; A1), Zo(t; A2) e Z12(t; A\12) s@o independentes, a funcao
de sobrevivéncia conjunta entre 7 e T, é dado como:

St ts) = P(Ty > t1,To > t2) = P{Zi(s; M) = 0, Zo(t, Ao) = 0, Zia(max(s, t); Aia) = 0},
= P{Zl(S; )\1) = O}P{Zg(t, )\2) = 0}P{Z12(maX(S,t); )\12) = O},

= exp{—)mfl — )\2152 — )\12 max(tl, tg)}

No segundo caso, no modelo de choque nao fatal, considere novamente trés processos de
Poisson independentes, Z;(t;d1), Zo(t;d2) e Z12(t;012), governando a ocorréncia de cho-
ques com a modificacao de que estes choques nao necessitam ser fatais. Os estados dos
sistemas podem ser descritos pelos pares ordenados, (0,0),(0,1),(1,0) e (1,1), onde 1
no primeiro elemento do par ordenado indica que o componente esta operante e 0 que
ele ja falhou, e analogamente para o segundo elemento do par ordenado. Os eventos
no processo Z(t;d1) sdo choques no primeiro componente que causam uma transi¢ao do
estado (1,1) para (0,1) com probabilidade p; e de (1,1) para (1,1) com probabilidade
(1 — py). Similarmente, os eventos no processo Zs(t;d2) causam uma transicao do estado
(1,1) para (1,0) ou (1,1) com probabilidades py e (1 — ps), respectivamente. Eventos
no processo Zio(t, d12) causam uma transicdo do estado (1,1) para (0,0),(1,0),(0,1) ou
(1,1) com probabilidades pog, p10, Po1 € p11 respectivamente. Seja T a variavel aleatoria
que representa o tempo de vida do primeiro componente, e T3 o do segundo componente.
Neste trabalho, 77 e T5 representam o intervalo de tempos até o ultrapasse atual e o
intervalo de tempos até o proximo ultrapasse, respectivamente. Como Z;(t;d1), Za(t; d2) e
Z12(t; 012) s@o independentes e com incrementos independentes, para to > t; > 0, a funcdo
de sobrevivéncia conjunta pode ser escrito como:

S(tl,tg) = P(Tl > tl, T2 > tg) = P{Zl(s, 61) = O, ZQ(t, (52) = 0, Zlg(max(s, t), (512) = O}

k=0 =0

(550 [ Ot g ] s Bl

n!
n=0 m=0

= eXP{—h [51]?1 + 5121701} — 1y [52]92 + 612(1 — p11 — ]901)] }

Por simetria, para t; >ty > 0,
S(ty,ta) = P(Th > t1, Ty > t3) = exp{—t1[01p1 + d12(1 — p11 — p1o)| — t2[d2p2 + d12p10]}-
Portanto: S(t1,ts) = exp{—A1t1 — Aots — A\jp max(t1,t2)},
onde A; = 01p1 + 012P01, A2 = d2p2 + d12P10 € A12 = O12P00-
As fungoes de sobrevivéncia marginais de 77 e de T5 sao dadas por:
St (t1) = exp{—(A1 + \at1)} e Sta(te) = exp{—(Aa + Aiat2)},

a fungao de densidade da distribuicao BVE é:

. 825(251, tg) o ()\1 + )\12))\2 exp{—()\l + )\12)251 — )\th}, se tl Z t2
[t te) = — —— =

87518152 ()\2 -+ /\12))\1 exp{—)\ltl - ()\2 + )\12)752}, se tl < tz ’
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e as densidades marginais exponenciais sao:
Jri(t1) = (A1 + Arz) exp{—(A1 + Aiat1) } e
ng (tz) = ()\2 + )\12) exp{—()\g + /\12t2)}.

Esta distribuicao nao é absolutamente continua, ou seja, sua funcao de sobrevivéncia
pode ser decomposta em uma parte singular e a outra parte absolutamente continua.
Esta decomposicao ¢ dada como:

AL+ Ao
A

A
Sa(ty, ta) + 528,(t, 1),

S(tlytZ) = A

onde Sq(t1,t2) = exp(—A max(t1,t2)), € uma distribuicdo singular, e

Sa (tl, tg) = ﬁ exp{—/\1t1 — )\2752 — )\12 max(tl, tg)} — )\1)\Jlr2/\2 exp{—)\ max(tl, tg)} éa parte
absolutamente continua. Portanto P(7y = T5) > 0.

Pelo Lema 3.2 de Marshall e Olkin (1967), a fungao geratriz de momentos ¢ dada por:

Y(ty,t) = / / e TRV IR (2, y) =
o Jo

onde A = A + A2 + A2. A covariancia entre T e Ty é dada como: Cov(Ty,T,) =
A(A1+A123%>\2+/\12)5 o coeficiente de correlagio é p(T1,Ts) = A2/ e a distribuigao de T' =
min(77,73) é exponencial, com parametro A. A distribuicdo BVE pode ser representada,
por meio de varidveis aleatorias independentes, ou seja, (717, 73) ¢ uma BVE se e somente se
existem varidveis aleatorias exponenciais independentes U, V e W tais que T} = min(U, W)
e Ty = min(V, W).

Esclarecemos antes que para a construcao do modelo Weibull bivaridada de Marshall e
Olkin utilizamos a funcao de densidade de T' da seguinte forma:

AN+ t1 4+ t2) (A + A2) (A2 + A1o) + tita Ao
A+ t1+ 1) A+ Ao+ 1) (Ao + Ao +81)

f(t;a, \) = aXt* P exp{—At*}.

A distribuicdo Weibull bivariada é obtida por meio de uma transformacao de variaveis, ou
seja se (T, Ty) 6 BVE, entdo (T, T,**) é uma distribui¢ao Weibull bivariada (MOBW),
onde a fun¢do de sobrevivéncia é dado por:

S(tl, tg) = exp{—/\lt?l - )\27532 - )\12 max(t?l, t;Q) } .
Para facilitar a utilizacao deste resultado temos:
S(tg, t1> = exp{—/\2t32 — Alt?l — )\12 max(tgz, t?l)} (51)

Na situagao da distribuigao Weibull bivariada, T'= min(7Ty, T5) tem distribuicdo Weibull
somente se oy = Q.
A funcao de densidade de probabilidade é dada por:

(A4 A2)doant P ants? hexpd —(A 4+ App)t§t — \ot52 b, se t0 > 52

f(tlatQ) = a1—1 ao—1 @ @ o ol
()\2 + )\12))\1a1t11 Oé2t22 exXp —)\1t11 — ()\2 + )\12)t22 , Se tll < t22.

Para facilitar o uso deste ultimo resultado temos:
(A + A2)aats  Apart Y expd —(Ag + Ap2)t92 — Mt 5, se 92 > ™

f(t27t1) - a;—1 as—1 lo' lot « «
()\1 + )\12)Oélt11 )\20[2t22 exXp —()\1 + )\12)t11 — )\2t22 , Se t22 < tll.
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Da expressao anterior considerando a seguinte reparametrizagdo: A\; = 1/67", Ao = 1/552
e A2 = 0, temos a func¢do de densidade conjunta de (T;,1,7;), i.e.

% + 0 )oots? 1Ba1 a1 expd — 1tf‘1 — (52% + H)tf‘jl ,ose tir >t

f(tiy1, ;) =

Assim sendo de (4.1) e (5.2), temos a fungdo de densidade condicional de T}, dado (T;),

ie.
_ ftiga, t)
ftia/ts) = i)
Fta/t) = ( o + 9>a2tf‘j1 1exp{ ( =z + 8) z+1} se 97, > t%;,g)

-1
( & +9) R eXp{ ez 132 —Qt"‘l}(%> ,ose i <t

A funcao de distribui¢ao acumulada condicional de T;,; dado T; é dada por:

tit1

F(tipa1/t;) =

0

J(tiva/t;)dt

1= e)<p{—<ﬁQT2 + 9>tf‘j1} se ti7 >
—_= a2
(b +0) exp{ —ot b0 [, wantitr exp{ = (452) " Jatir, se 83y
1- exp{—(/ﬁ%2 + 0>tf‘j1} se ti2, >t

F(tipa/t) = : as
(/81%1 + 9) exp{—@ti 1} (1 — exp{ (ﬁ) }), se typ <t;'.

5.2 Estimacao de Maxima Verossimilhanca

Temos visto no capitulo 1 que a primeira fase deste trabalho é modelar o conjunto de
intervalos de tempos entre ultrapasses de um limiar de temperatura fixada na cidade de
Presidente Prudente-SP. Para o conjunto de tempos observados (independente da tem-
peratura medida), vamos construir sua fungao de verossimilhanga, assumindo dy = 0, e
tendo como valores dos intervalos de tempo como segue:
ti=d; —di_1, 1=1,2,3,....k = (n—1), onde d; & o i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, e aclarando que t,, = S —d;. Entao, a funcao de verossimilhanca é dada por:

L(O;t) = f(t1, to, s tn), (5.4)

onde T;, i = 1,2,3,...,n, sdo dependentes, entdo a expressao (5.4) ficaria da seguinte
forma:

L(0;t) = f(t) f(t2/t1) f(Es/tr, ta)... f(En /b0, boy oo tna) (5.5)
Mas como neste trabalho supomos que os tempos seguem um processo de Markov o que
indica que o tempo atual s6 depende do anterior e tendo em conta que os dados correm
risco de ter censura do Tipo I somente no tltimo valor observado, entao teremos a seguinte
expressao para a funcao de verossimilhanca:

10:0) = £(00) T] A 0ies /10 P(T 2 /Ty = 1) (5.6)

al +0)anti ™ o agt?jl‘lexp —(Bl%l +9>t?1 - %%t?jl ,ose 8 <t

(
t; 1 as—1 1 o N
b <@ 0 )outizy exp{ = (5 + 0 ot ol 2

-1
) ot exp{—@%t?ﬁl - Htf‘l}(ﬁ;%l) dtiyr, seti?; <t

(5.2)

a1
a1
a1

<t
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Para sua especificagao precisamos ajustar uma distribuicao de probabilidades aos tempos
quando sao considerados estados anteriores e outra distribuicao de probabilidade quando
considerados estados posteriores. Nos falta calcular P(T,, > t,/T, -1 = t,_1):

P<Tn 2 tn/Tn—l - tn—l) - / f(tn/tn—lv Qq, 617 Qg, 627 G)dtn
tn

7 (g 0) otz exp{ = (G +0) 52t se 102 > 131
. —1
)bttt 0} ) e <
_ (L as—1 (L ap a2 > ot
1 fo 72 + 0 ) azty? ™ exp By? + 0 )15 pdiy, S
2 2
_ -1
(st + ) otz oxp gt =00} () "t stz <

Neste tltimo resultado, para t2* > ¢;! | temos uma integral conhecida que é igual & funcao
de distribui¢ao acumulada da distribui¢ao Weibull univariada, para t%> < ¢7* ; colocamos
em evidéncia as constantes da integral, i.e.

1-— (1 — exp{—(B%2 + G)t?}), se t92 > ot
2

-1 0 (%) o
(51%1 - (9) exp{—ﬁtf_l} <%1> N 6%0421532_1 exp{—(é—’;) }dtn, se 122 < ol

(e}
1 2

Na expressao anterior para t0? < ¢!, temos uma integral conhecida que é igual a fungao
de sobrevivéncia da distribuicao Weibull, i.e.

exp{— (= + )t} se 2 > 11
P(Tn Z tn/Tn—l = tn—l) = o . 2 o : o2 oy (57)
1 (BlTl + 9) exp{—@tn_l} exp{—<ﬁ—z) }, se th? <t,lq.

Agora tendo todos os elementos da expressao (5.6), vamos construir a fungao de verossi-
milhanca:

L(9: =
G0 = 5 5

A1 oy — tl ai
- o¢1tl1 1exp{—<a }

1

n—2
gt?fl exp{— (t—l } H ftiga/t) P(Ty >t/ Tho1 = 1)
i—1

(= +0)" ag? TI2 ez exo{ (g +0)122, ). se 32, > 12"
NG r0) () as 2oy I exo{ om0 — te Jasm, se g, < 160
exp{— (55%2 + 0)1&22}, se th2 > ot
o (G o+ 0) exp{ -t — (&)} ser <,
Em fungao disso, podemos obter a fungao I(ay, as, 51, B2, 0;t) = In(L(ay, as, B1, B2, 0;1)):

10;t) = In(ar) — arIn(B1) + (a1 — 1) In(ty) — <%)a

(n—2) (5 +0) + (0 = 2) In(a2) + 7] (02 = DInltis) = (o + )82, b, se 102, 2 80
+9(n—2)In( -5 + 9) + (n —2)(—a2In(f2)) + (n — 2) In(az) + (n — 2)(aq In(By))

1

+ i { (08 = Fhtn ) + (02 = Dn(tig) |, se 432, < 10"

2
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. (L + 9) o2, se {02 > {o1

; 1 t *2 a (58)
(o) In(B1) + 1n(ﬁlTl n 9) g, — (5—) . setor < o
Para encontrar os valores de ai, 51, as, 52,0 que maximizam a func¢do dada em (5.8) é
necessario utilizar métodos iterativos. Um método possivel seria o algoritmo de Quase-
Newton. O software R contém pacotes especificos que realizam esse procedimento, desde
que fornecidas os logaritmos das funcoes de verossimilhanca. Neste trabalho, utilizamos o
pacote "Optim" em que se considera o negativo do logaritmo da funcao de verosimilhanca,
j& que minimiza por padrao. Assim, na tabela 5.1 sao apresentadas as estimativas dos
parametros do modelo.

Tabela 5.1: Estimadores de méaxima verossimilhanca para os parametros de interesse do
modelo markoviano via distribuicao bivariada Weibull de Marshall e Olkin.

Parametro o Qs b1 5o 0
EMV 0,948968 | 0,705371 | 2,531425 | 3,643994 | 9,999999 * 102!

O mais importante em relacao aos resultados anteriores, da estimacao dos parametros
de interesse, é que o parametro de dependéncia # tem um valor préoximo a zero, o que
explica a dependéncia fraca que existe entre os intervalos de tempo entre ultrapasses do
evento de interesse.

Por outro lado, a partir de (5.7), podemos generalizar a fungao de sobrevivéncia para T,
dado T; expresso por:

S(tini/ti) = P(Tip1 = tia/T; = ;)
exp{—(ﬁ + 0) t?jl}. se ti7) >t
Stn/t) = (] " tir ) o g 09
1 (5171 + 9) exp{—&ti }exp{—(ﬁ> } se t; 7y <t

Em seguida, conhecendo os valores estimados dos parametros de interesse, vamos mostrar
nos seguintes gréaficos a adequacao de ajuste do modelo markoviano via a distribuicao
bivariada Weibull de Marshall e Olkin.
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Figura 5.1: Curva de funcao de distribuicao acumulada estimada pelo modelo markovi-
ano via distribuicao bivariada Weibull de Marshall e Olkin versus a curva da funcao de

distribuicao acumulada empirica.
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Nos graficos (5.1) e (5.2) podemos observar uma bom ajuste, isto se deve a existéncia
de dependéncia fraca entre os intervalos de tempo entre ocorréncias do evento de inte-
resse observados. A distribui¢ao de Marshall e Olkin nao é absolutamente continua, entao
P(T; =T;11) > 0, isto é verdade neste estudo ja que ocorre que o tempo entre o ultrapasse
anterior e o ultrapasse atual pode ser igual ao tempo entre o ultrapasse atual e o préoximo
ultrapasse. Essa é a razao pela qual observamos o bom ajuste deste modelo.

Além disso, podemos estimar o tempo médio a ser esperado para que ocorra o proximo ul-
trapasse em funcao do ntimero de dias observado entre o ultrapasse anterior e o ultrapasse
atual, isto é, a esperanca de T;,; dado T; = t;, dada por:

ElTin/T; = ] :/ tivrf(Liva /i o, B, 0)dtia
41 <2T )Oégtff;l exp{— (%2 + 9) t%z}dti_i_l, se t2, >t
~1
(%r ) %aﬂﬁfhmp{ ]'ﬁ&-—%m}<%ﬁ> dtivr, seti? <t
%3
71 it exp{—(%) }dtiﬂ, se tiy = 47"
N ces " (s20)
2
0

1 +9
a2
( > exp{ Gt‘“} L ;&22 it exp{— (%) }dtiﬂ, se ti7, <t

W
Neste caso, os resultados das integrais anteriores sao conhecidas e estao dadas pelo valor
esperado de T;; distribuidos pela distribuicao Weibull e obtemos a seguinte forma para
a esperanca condicional de T;,; dado T; = ¢;.

t/ (5 +0) T+ (1) se 177, > 1)

E[E—H/T; - tl] - o o o o
</3171 + 9) exp{—@ti 1}51 "Bl [1 4 (1/aw)], se ti7 <t

conhecendo os parametros aq, g, 51, B2 € 0 pela estimacao feita, podemos calcular essas
esperancas, que neste caso vao resultar constantes para ambas situacoes.

Outra informacdo importante e que pode ser util ¢ P(j < Tjoy < 7+ 1T, =1),5 =
0,1,2,...;1 = 0,1,2,... isto é a probabilidade de que o tempo até o préximo ultrapasse
assuma um determinado valor em funcao do tempo entre ultrapasse anterior, de modo
que a partir disso poderiamos entao construir uma matriz de transicao, onde os estados
seriam os nameros de dias entre os ultrapasses, desenvolvendo:

P(j < Ty < j+ 1T = 1,6) = P(Tosy < j + 1T = 1,6) — P(Tips < /T, = 1,6)(5.10)
e Para ti'7, >t

Para obter o resultado de (5.10) vamos resolver por partes:
Substituimos na expressao da func¢ao de distribui¢ao condicional F'(t;y1/t;), t;1 por j+1,

ﬂj+U”} (5.11)

para o seguinte resultado também substituimos na expressao da fun¢ao de distribuicao
condicional F'(t;41/t;), mas neste caso t;y; por j,

P(Tis < /T =1,6) =1~ exp{~(k +6) ()} (512)

portanto, de (5.11)-(5.12) temos (5.10) e o resultado é como segue:

P < Ty <j+ 1T =10) =exp{ (g +0) ()} —exp{~ (5 +6)G + 1) .

1
P(Tiy < j+1/T;=1,0) =1 - exp{ (-

2
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e Para ti?, <t

Para obter o resultado de (5.10) nesta condi¢ao, vamos resolver por partes:
Substituimos na expressao da fungao de distribui¢ao condicional F'(t;y1/t;), t;v1 por j+1,

P(Tin <j+1/Ti =1,0) = (1/87" + 0) exp{—=01"' } 51" (1 — exp{—((j + 1)/52)**}) (5.13)

para o seguinte resultado também substituimos na expressao da fun¢ao de distribuicao
condicional F'(t;41/t;). Mas, neste caso t;;1 por j,

P(Tipy <j/Ti=1,0) = (1/57" + 0) exp{—=01" } 51" (1 — exp{—=(j/B2)**}),  (5.14)

portanto, de (5.13)-(5.14) temos (5.10) e o resultado é como segue:

. . (0% (0% a1 ' a9 ' —"_ 1
PG < T <5 +1/Ti = 1,6) = (/57 + 6) exp{=61°} 55" [ exp{ ~(5)") — exp{~(* =
Parte da matriz de transicdo (para [,j = 1,2,...,12) onde as "I" representa as linhas e

"i" representa as colunas ficaria da forma como é ilustrada na Tabela 5.2:

)2}

Tabela 5.2: Matriz de transicao para o modelo markoviano via distribuicao bivariada
Weibull de Marshall e Olkin.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0,15 0,10 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 002 0,02 0,02 0,0l 0,01
0,15 0,10 0,07 006 005 0,04 0,03 002 002 0,02 001 0,01
0,15 0,10 0,07 006 0,05 0,04 0,03 002 0,02 0,02 001 0,01
0,15 0,10 0,07 006 0,05 0,04 0,03 002 0,02 0,02 001 0,01
0,15 0,10 0,07 006 0,05 0,04 003 002 0,02 0,02 001 0,01
0,15 0,10 0,07 006 0,05 0,04 003 002 0,02 0,02 001 0,01
0,15 0,10 0,07 006 005 0,04 0,03 002 002 0,02 001 0,01
0,15 0,10 0,07 006 005 0,04 0,03 002 002 0,02 001 0,01
0,15 0,10 0,07 006 0,05 0,04 003 002 0,02 0,02 001 0,01
0,15 0,10 0,07 006 0,05 0,04 003 002 0,02 0,02 001 0,01
0,15 0,10 0,07 006 0.05 0,04 0,03 002 0,02 0,02 001 0,01
0,15 0,10 0,07 006 0.05 0,04 0,03 002 0,02 0,02 001 0,01

O~ O Ot i W N

—_
— O O

—
DO

Na matriz acima podemos observar que o elemento posicionado na interseccao da
segunda linha e a segunda coluna indica que a probabilidade de que o proximo ultrapasse
ocorra depois de amanha dado que o tempo entre ultrapasses anterior foi igual a dois, é
0,10. Analogamente se faz interpretagoes com respeito aos demais elementos da matriz.






CAPITULO

6

Introducao a Teoria de Copulas

6.1 Conceitos Preliminares

O foco desta seccao é a nocao de fungoes "2-crescente", bidimensional, andloga a
fungoes nao decrescente de uma varidvel, mas primeiramente precisamos introduzir algu-
mas notagoes. Denotemos por R a reta real (—oo, +00), R denota a reta real estendida

[—o0, +0], e R” denota o plano real estendido R x R. Um retangulo em R éo produto
cartesiano B de dois intervalos fechados B = [z, xs] X [y1, ys]. Os vértices de um retan-
gulo B sao os pontos (1, 1), (21, y2), (T2, y1), (T2, y2). O quadrado unitario I? é o produto
I x I onde I =[0,1]. Uma func¢do bivariada H é uma funcdo cujo dominio, DomH, é um

subconjunto de R’ e cuja imagem, ImH, é um subconjunto de R.

Definicdo 1 Sejam Sy e Sy subconjuntos nio vazios de R, e seja H uma funcéo bivariada
real tal que DomH =Sy x Sy. Seja B = [x1, 23] X [y1,y2] um retdngulo cujos vértices
pertencem ao DomH. Entao o H-volume de B € dado por

Vu(B) = H(r2,y2) — H(w2,y1) — H(z1,y2) + H(z1,51).
Note que se definimos as diferencas de primeira ordem de H no retangulo B como
AiTH(ZEa y) = H(l‘g, y) - H(‘rb y) € Ang(J], y) = H<$7 yQ) - H(l’, yl)v
entao o H-volume de um retangulo B é a diferenga de segunda ordem de H em B,
Vu(B) = APAPH(z,y).

Defini¢ao 2 Uma funcao bivariada real H é 2-crescente se Vy(B) > 0 para todos os
retangulos B cujos vértices pertencem ao DomH.

Quando H é 2-crescente, ocasionalmente referimos ao H-volume de um retangulo B
como a H-medida de B. Alguns autores referem-se as funcoes 2-crescente como quase-
monotonas. Notemos que se H ¢ 2-crescente nao implica que H é crescente em cada
argumento, como segue no exemplo abaixo.

Exemplo 1 Seja H : I? — R definida como
Hr,y) = (2 — 1)(2y — 1),

e seja um retingulo qualquer B € I?* definido por B := [xq, x3] X [y1, ya)-
Entao
Vi (B) = 4(x2 — z1)(y2 — y1) = 0,

47
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pelo que H € 2-crescente. No entanto, para um valor fizo 1y, temos que
F(x) := H(x,y0) = [2(2y0 — D]z — (2p0 — 1),

isto €, uma reta com inclinacao 2(2yo — 1) que € negativa para yo < 1/2, e nesse caso
teriamos que H ¢ decrescente em seu primeiro argumento, apesar de ser 2-crescente.

Os seguintes lemas serao 1teis na proxima secao de subcopulas e copulas. O primeiro é
consequéncia direta das definicoes 1 e 2.

Lema 1 Sejam Sy e Sy subconjuntos nao vazios de R e seja H uma funcdo 2-crescente
com o dominio S1 X Sy. Sejam x1,x5 € S1 com x1 < x9, € sejam Y1, ys € Sy com Y1 < Yo.
Entao a fungaot — H(t,yo)—H(t,y1) é ndo decrescente em Sy, e a fun¢aot — H(xq,t)—
H(z1,t) é ndao decrescente em Ss.

Como aplicacao imediata deste lema 1, podemos mostrar que, com uma hipotese adicional,
uma funcao H 2-crescente é nao decrescente em cada argumento.

Definicao 3 Sejam Sy, S, subconjuntos nio vazios de R tais que a; é o menor elemento
de S1 e ay € 0 menor elemento de Sy. Dizemos que a fungdo real H : S; X S — R €
limitada inferiormente se H(x,as) =0 = H(a1,y) para todo (z,y) € Sy X Ss.

Daqui temos:

Lema 2 Sejam S; e Sy subconjuntos ndao vazios de R e seja H wma funcio 2-crescente
limitada inferiormente com o dominio Sy X Sy. Entao H € nao decrescente em cada
argumento.

Demonstracao. Sejam a; € as os menores elementos de S1 e Sy, respectivamente, e
sejam x1 = ai, Y1 = as do Lema 1.

[ ]

Definicdo 4 Sejam Si, Sy subconjuntos nio vazios de R tais que by € o maior elemento
de S1 e by € 0 maior elemento de Sy. Dizemos que a funcao H : S7 X Sy — R tem
marginais, e que as marginais de H sao funcoes F e G dadas por:

DomF =Sy, e F(z) = H(x,by) para todo x € Sy;

DomG = S,, e G(y) = H(b1,y) para todo y € Ss.

Exemplo 2 Seja H : [—1,1] x [0,00] — R dada por

(x+1)(1—eY)
2 )

H<x7y) =

e seja o reténgulo B := [x1, 23] X [y1,y2] C DomH. Temos que
2Va(B) = (e + 1) (1 —e™) — (za+ 1)1 —e ™) = (z1+ 1)1 —e ™)+ (z1 + 1)(1 — ™)

= (xg—ay)(e —e %) >0,

pelo que H é 2-crescente. Como H(x,0) = 0 = H(—1,y) entao pela Defini¢cao 3 temos
que H estd limitada inferiormente. As marginais de H sao

r+1

Gly)=H(l,y)=1—-¢e",

que sao fungoes crescentes, como garantido pelo Lema 2.
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Fecharemos esta secao com um importante lema em torno de fungoes 2-crescente limitadas
inferiormente e com marginais.

Lema 3 Sejam S; e S, subconjuntos nao vazios de R, e seja H uma funcdo 2-crescente
limitada inferiormente, com marginais, cujo dominio € Sy x Sy. Sejam (x1,y1) e (x2,ys2)
quaisquer pontos pertencentes a S; X Ss. FEntao,

[H (22, y2) = H(z1,y0)| < [F(22) = F(21)| + [G(y2) — Gyl

Demonstracao. Usando a desigualdade triangular, temos:

‘H(x273/2) - H($17y1)| < ‘H<x27y2) - H(x17y2>| + |H<.T1,y2) - H(‘rhyl)"

Agora assumimos x1 < xo. Porque H ¢é limitada inferiormente, 2-crescente, e tem margi-
nais, Lemas 1 e 2 vale 0 < H(x9,y2) — H(x1,y2) < F(x3) — F(x1). Uma desigualdade and-
loga vale quando x4 < x1, assim que para quaisquer x1,Ty € Sy, |H(xa,y2) — H(x1,y2)| <
|F(25) — F(ay)].

Semelhantemente para quaisquer yi,ys € So, |H(x1,y2) — H(z1,91)| < |G(y2) — G(y1)|. =

6.2 Copulas

Primeiramente, definiremos subcopulas como uma certa classe de funcoes 2-crescente
e limitadas inferiormente com marginais; entao definiremos coépulas como subcopulas com
dominio em I?.

Defini¢ao 5 Uma subcopula bidimensional (ou 2-subcopula, ou somente, uma subcépula)
¢ uma funcao C' com as sequintes propriedades:

1. DomC" = 51 x Sy, onde Sy e Sy sao subconjuntos de I contendo 0 e 1;
2. C7 € limitada inferiormente e 2-crescente;

3. Para todo uw € S e todo v € S5,

C'(u,1)=u e C'(1,v) =v. (6.1)

Note-se que para todo (u,v) € DomC’, 0 < C'(u,v) < 1, assim a ImC’ é também um
subconjunto de I.

Definigao 6 Uma cdpula bidimensional (ou 2-cdpula, ou somente, uma copula) é uma
2-subcopula C' cujo dominio é I2.

Equivalentemente, uma copula é uma funcao C de I? em I com as sequintes propriedades:
1. Para todo u,v € 1,

C(u,0) =0=C(0,v) (6.2)

Clu,1)=u e C(1,v) =v; (6.3)
2. Para todo uy,us,v1 e v9 € I tal que up < us e v1 < o,

O(UQ, UQ) — O(’LLQ, Ul) — O(Ul, UQ) + O(Ul, Ul) 2 0. (64)
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Observagao: C(u,v) = V([0,u] x [0,v]) (ver Defini¢ao 1) e além disso a propriedade (6.4)
¢ equivalente a que V.([u1, up] X [v1,v9]) > 0.

A distingao entre uma subcopula e uma copula (o dominio) pode parecer ser uma premissa,
mas ficard coerente a importancia na proxima secao quando discutiremos o teorema de
Sklar. Em adicao, muitas das propriedades de copulas sao propriedades de subcopulas.

Teorema 1 Seja C' uma subcopula. Entao para todo (u,v) € Dom(’,
maz(u+v —1,0) < C'(u,v) < min(u,v). (6.5)

Demonstragdo. Seja (u,v) um ponto arbitrario em DomC’. Como C'(u,v) < C'(u,1) =
ueC'(u,v) < C'(1,v) = v temos C'(u,v) < min(u,v). Por outro lado, Ve ([u, 1] x[v,1]) =

0 implica que C'(u,v) = u+ v — 1, que quando combinado com C'(u,v) = 0 temos
C'(u,v) = mazx(u+v—1,0). =

Como toda copula é uma subcopula, as desigualdades no teorema acima valem para
copulas. Importante, os limites em (6.5) sdo também copulas e sdo denotadas por
M(u,v) = min(u,v) e W(u,v) = mazx(u+ v — 1,0). Assim para toda copula C e todo
(u,v) € I,

W(u,v) < C(u,v) < M(u,v). (6.6)

A desigualdade (6.6) é a versao copula da desigualdade dos limites de Fréchet-Hoeffding.
Referimos a M como o limite superior e W como o limite inferior de Fréchet-Hoeffding.
Uma terceira copula importante que serd frequentemente utilizada ¢ a copula produto
I(u,v) = uv.

O teorema seguinte, que segue diretamente do Lema 3, estabiliza a continuidade de sub-
copulas e consequentemente de copulas, via a condicao de Lipschitz no I?.

Teorema 2 Seja C' uma subcopula. Entao para todo (uy,us), (vi,v2) € DomC’,
‘C/(UQ,’U2> — C"(ul,vl)\ § ’Ug — Ul‘ + ‘1)2 — Ul‘. (67)
Logo, C" € uniformemente continua no seu dominio.

Definicao 7 Seja C' uma copula, e seja a qualquer nimero pertencente a I. A sec¢io
horizontal de C em a é uma func¢ao de I em I dada port — C(t,a); a sec¢ao vertical de
C em a é uma fungio de I em I dada por t — C(a,t); a sec¢ao diagonal de C' é uma

fungao 0. de I em I definida por 6.(t) = C(t,t).
O corolario seguinte ¢ uma consequéncia imediata do Lema 2 e do Teorema 2.

Corolario 1 As secgoes vertical, horizontal e diagonal de uma cdpula C sdo todas nao
decrescentes e uniformemente continuas em I.

Varias aplicacoes de copulas envolvem a forma do grafico de uma copula, isto é, a superficie
z = C(u,v). Segue da Definicao 6 e do Teorema 2 que o grafico de qualquer copula é
uma superficie S = {u,v,C(u,v)} continua dentro do cubo unitario I3, cujo limite & o
quadrilatero inclinado com vértices (0,0,0), (1,0,0), (1,1,1), e (0,1,0); e do Teorema 1
que o grafico esta entre os graficos dos limites de Fréchet-Hoeffding, isto é, as superficies
z = M(u,v) e z = W(u,v). Na Figura 6.1 apresentamos os graficos das copulas M e W,
assim como o grafico de II, uma porcao do parabolédide hiperbélico z = uwv, Hofer et al.
2016 [22].



ol

6. Introducao a Teoria de Cépulas

Figura 6.1: Graficos das copulas M, W e II.
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Teorema 3 Seja C' uma copula. Para qualquer v € I, a derivada parcial % existe

para todo u e para tais v e u,

0C (u,v)
< ——=<« L .

Semelhantemente, para qualquer u € I, a derivada parcial % existe para todo v, e

para tais u e v,

0C (u,v)
< Y . .
0 = (6.9)

Portanto, as funcoes u — 9C(u,v)/0v e v — OC(u,v)/0u sdo definidas e nio decrescente

ao menos em I.
Demonstragao. Ver Nelsen (2006)[35].

Teorema 4 Seja C' uma copula. Se OC(u,v)/Ov e O*C(u,v)/Oudv sio continuas em I? e
IC (u,v)/Ou existe para todo u € (0,1) quando v = 0, entio OC(u,v)/Ou e I*C(u,v)/Ovdu
existe em (0,1)% e 9*°C(u,v)/Oudv = 9?C(u,v)/vdu.

Demonstragao. Ver Seeley (1961)[41].

6.3 Teorema de Sklar

O teorema desta secao ¢ o teorema central da teoria de copulas e ¢ fundamental para
muitas, se nao todas, aplicacoes da teoria de copulas ou talvez na estatistica. O teorema
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de Sklar elucida a regra que copulas jogam nas relagoes entre funcao de distribuigao
multivariada e suas marginais. Assim iniciaremos esta se¢cao com uma breve discussao
sobre fungoes de distribuicao.

Definicdo 8 Uma funcdo distribuicio é uma funcio F com dominio R de modo que
1. F € nao decrescente;

2. F(—00) =0 ¢ F(o0) = 1.

Definicao 9 Uma funcao distribuicao conjunta é uma funcao H com dominio R® de
modo que

1. H é 2-crescente;
2. H(x,—00) = H(—00,y) =0, e H(c0,00) =1

Deste modo H ¢ limitada inferiormente, e porque DomH = @2, H tem marginais F' e
G dada por F(z) = H(z,00) e G(y) = H(oo,y). Por virtude do Coroldrio 1, F' e G sdo
funcoes de distribuicao.

Lema 4 Seja H uma funcao de distribuicao conjunta com marginais F' e G. Entao existe
uma unica subcdpula C' tal que

1. DomC" = ImF x ImG.
2. Para todo z,y € R, H(z,y) = C'(F(x),G(y)).

Demonstracao. A funcao de distribuicao conjunta H satisfaz a hipotese do Lema 3 com
S; = Sy, =R. Assim para quaisquer pontos (z1,11) e (za,1s) € EZ,

|H (22, y2) = H(z1,91)| < [F(22) = Faa)] + |G (y2) — Gyl

Segue que F(x1) = F(z2) e G(y1) = G(y2), entao H(x1,y1) = H(x2,y2). Assim o con-
junto de pares ordenados

{(F(2),G(y)), H(z,y))|z,y € R}

define uma funcao 2-real C' cujo dominio é ImF x ImG. Esta funcdo € uma subcdpula
que seque diretamente da propriedade de H. Por instante, para mostrar que satisfaz
as propriedades da Definicao 6, primeiro notemos que para cada v € ImF, existe um
z € R tal que F(z) = u. Assim C'(u,1) = C'(F(x),G(x)) = H(x,00) = F(z) = u. As

verificacoes das outras propriedades da Defini¢ao 5 sao semelhantes. m

Lema 5 Seja C' uma subcopula. Entao, existe uma copula C' tal que C(u,v) = C'(u,v)
para todo (u,v) € DomC’; isto €, qualquer subcopula pode ser estendida & uma copula. A
extensao geralmente nao € unica.

Demonstracao. Ver Nelsen (2006) [35].
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Teorema 5 (Teorema de Sklar) Seja H uma funcdo de distribui¢ao conjunta com
marginais F' e G. Entao existe uma copula C tal que para todo x,y € R,

H(z,y) = C(F(x),G(y)). (6.10)

Se F' e G sao continuas, entao a copula C € unica; caso contrdrio, C ¢ unicamente
determinada na ImF x ImG. Inversamente, se C' € uma copula e F' e G sao funcgoes de
distribuicdo, entio a fun¢ao H definida por (6.10) € a funcdo de distribuicdo conjunta
com marginais F e G.

Demonstracao.

1. Pelo Lema /j existe uma tunica subcdpula C' tal que H(xz,y) = C'(F(z),G(y)) com
DomC" = ImF x ImG. Pelo Lema 5 C" pode ser estendido para uma cépula C. Se
F e G sao continuas entao ImF = ImG = I e por tanto a tinica subcopula é uma
copula.

2. Seja C' uma copula e sejam F e G funcoes de distribuicdo. Definimos a func¢do
H(z,y) := C(F(x),G(y)). Utilizando a Defini¢ao 9:

(a) Seja B := [z, 2] X [y1,ya]. Entdo

Vi (B) = C(F(z3),G(y2)) — C(F(22),G(y1)) — C(F (1), G(y2))
+ C(F(21),G(y1))
= Vo([F(z1).F(z2)] x [G(y1), G(y2)]) > 0,

e por tanto H € 2-crescente.

(b) H(x,—o0) = C(F(z),G(—)) = C(F(x),0) =0 e de maneira andloga
H(—o00,y) =0. H(co,00) = C(F(0),G(0)) =C(1,1) = 1.
Por tanto H € funcao de distribuicdo conjunta com marginais

H<I7OO) = C(F(ZL’), 1) = F(l‘), H(Oo>y) = C(1>G<y)) = G(y)
|

Este teorema apareceu primeiro em (Sklar 1959 [43]). O nome "Copula" foi escolhido
para enfatizar a maneira que uma copula "unifica" a funcao de distribuicao conjunta e
suas marginais.

A equacgao (6.10) fornece uma expressao para fungoes de distribui¢do conjunta em ter-
mos de uma copula e duas funcoes de distribui¢do univariadas. Mas (6.10) pode ser
invertido para expressar copulas em termos de uma funcao de distribuicao conjunta e as
"inversas" das duas marginais. No entanto, se uma marginal nao for estritamente cres-
cente, ela nao possui uma inversa no sentido usual. Assim, primeiro precisamos definir
"quase-inversas" de fungoes de distribuigao (relembrar Definigao 8).

Definicao 10 Seja F' uma funcgao de distribuicao. Entao, a quase-inversa de F € qualquer
funcdo F&Y com dominio I tal que

1. Set € ImF, entio FCU(t) ¢ qualquer nimero x € R tal que F(z) = t, i.e., para
todo t € ImF, F(FCU (1)) = t;

2. Set ¢ ImF, entio FCV(t) = infl{z/F(x) >t} = sup{x/F(z) < t}.

Se F' ¢ estritamente crescente, entao ela tem uma simples quase-inversa, que é a inversa
ordindria, para a qual utilizaremos a seguinte notacao F~!.
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Corolario 2 Sejam H,F,G e C' como no Lema 4, e sejam FV e GV quase inversas
de F' e G, respectivamente. Entdo, para qualquer (u,v) € Dom(C’,

C'(u,v) = H(FTY(u), GV (v)). (6.11)

Quando F e G sao continuas, o resultado acima vale para copulas e fornece um método
de construcao de copulas a partir de funcoes de distribuicao conjunta.

6.4 Copulas e Variaveis Aleatoérias

Vamos agora utilizar o Teorema de Sklar em termos de suas variaveis aleatorias e suas
funcoes de distribuicoes.

Teorema 6 Sejam X e Y waridveis aleatorias com funcoes de distribuicao F' e G, res-
pectivamente, e com funcao de distribuicao conjunta H. Entao existe uma copula C tal
que H(z,y) = C(F(z),G(y)). Se F e G sdo continuas, entdo C € inica, caso contrdrio
C' € unicamente determinada em ImE x ImG.

Demonstracao. O resultado é imediato a partir do Teorema 5. m

A copula C' do Teorema 6 serd chamada de copula de X e Y, e denotada Cxy quando
sua identificacao com as variaveis aleatorias X e Y seja vantajosa.

O seguinte Teorema 7 mostra que a copula produto II(u,v) = wv caracteriza variaveis
aleatorias independentes quando as funcoes de distribuicao sao continuas. Sua prova
segue do Teorema 6 e a observacao de que X e Y sao independentes se e somente se

H(z,y) = F(z).G(y) para todo (x,y) € R’

Teorema 7 Sejam X eY varidveis aleatorias continuas. Entado X eY sao independentes
se e somente se C'xy = 1L
Demonstracao.

X, Yindependentes < H(z,y) = F(z)F(y),
& H(z,y) = C(F(2)F(y)),

onde C(u,v) = wv = Il(u,v), e como F e G sao continuas entdo C' € inica. M

Uma das utilidades de copulas no estudo de estatistica nao paramétrica deriva do fato de
que para transformacoes estritamente monoétonas de varidveis aleatorias, as copulas sao
invariantes ou mudam de maneira previsivel. Lembramos que se a funcao de distribuicao
de uma variavel aleatoria X é continua, e se a é uma funcao estritamente mono6tona cujo
dominio esta contido na ImX, entdo a fungao de distribuicdo da variavel aleatoria a(X)
é também continua.

Trataremos o caso de transformacoes estritamente crescente primeiro.

Teorema 8 Sejam X e Y waridveis aleatorias continuas com copula Cxy. Se a e 8 sdo
estritamente crescentes na ImX e ImY', respectivamente, entao Cy(x)5v) = Cxy. Assim
Cxy € tnvariante sobre transformacoes estritamente crescentes de X e Y.

Demonstragao. Sejam Fy, G, Fy e Gy as fungées de distribuicao de X, Y, a(X) e f(Y),
respetivamente. Como « e 5 sao estritamente crescente, Fy(x) = Pla(X) < 2] = P[X <
a Y (z)] = Fi(a™ () e igualmente Go(y) = G1(B~'(y)). Assim, para qualquer x,y € R,

Cax)p(v) (F2(), Go(y)) = Pla(X) < 7, 8(Y) < ]
= P[X <a™'(2),Y <67 (y)]
= Oxy (Fi(a™(2)), G1 (87 ()
= Cxy(Fy(z), G2(y))-
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Como X e Y sao continuas, ImFy = ImGy = I, logo seque que Cyx)av) = Cxy em I’
[]

Quando ao menos uma das « e [ é estritamente decrescente, obtemos resultados em que
a copula das variaveis aleatorias a(X) e G(Y') é uma simples transformacgao de Cxy.
Especificamente, temos:

Teorema 9 Sejam X e Y waridveis aleatorias continuas com copula Cxy. Sejam o e 3
estritamente mondtonas na ImX e ImY , respectivamente.

1. Se a € estritamente crescente e B € estritamente decrescente, entao
Cax)p)(u,v) = u = Cxy(u,1 = ).

2. Se « € estritamente decrescente e B ¢ estritamente crescente, entao
Caxar)(u,v) = v = Cxy (1 = u,v).

3. Se a e B sao estritamente decrescentes, entdo

Cotxypr) (U, v) =u+v—1+ Cxy (1 —u, 1 —v).






CAPITULO

/

Conceitos de Dependéncia

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos de dependéncia , tais conceitos encontram-

se principalmente nos textos de Trivedi e Zimmer (2007) [46] e Nelsen (2006)[35].

Dada uma ampla gama de copulas surgem as seguintes perguntas a responder: Como
escolher um entre elas no trabalho empirico? Qual é a natureza da dependéncia que é
capturado pelos parametros de dependéncia em diferentes copulas? Como se relaciona
o parametro de dependéncia com o conceito mais familiar de correlagao? Estes proble-
mas sao relevantes para a selecao entre diferentes copulas. Uma consideracao chave é a
capacidade de um modelo para capturar a dependéncia entre variaveis de uma maneira
contextualmente satisfatoria. Uma discussao apropriada deste tema requer estudo da
dependéncia em maior detalhe, ver Drovet-Mari e Kotz (2001)[39]. Nesta sec¢ao restrin-
giremos a discussao ao caso bivariado, além de ser possivel a generalizacao a dimensoes
mais altas.

Definicao 11 As waridveis aleatorias X e Y sao ditas comonotdnicas se sao positiva-
mente dependentes perfeitamente (i.e., X =Y quase certamente) e contramonotonicas se
sao negativamente dependentes perfeitamente (i.e, X = —Y quase certamente), as mes-
mas sao ditas dependentes ou associadas se elas nao sao independentes no sentido de que
F(X,Y) # Fi(X)Fy(Y). Apesar da multiplicidade de medidas de dependéncia, todas elas
sao norteadas por um conjunto de propriedades desejdveis para tais medidas. No caso bi-
variado, §(X,Y) denota uma medida escalar de dependéncia. Embrechts et al. (2002)[14]
enumeram quatro propriedades desta medida:

1. 0(X,Y) =0(Y, X) (Simetria);
—1 <(X,Y) < +1 (Normalizagao);

I(X,Y) =1« XY comonoténicas; 6(X,Y) = —1< X, Y contramonotonicas;

Para uma transformacao estritamente monotonica T : R — R de X :

I(X,Y) T crescente

(T(X),Y)=
(T(X),Y) {_5()(73/) T decrescente.

5. 0(X,Y) =0« XY independentes.

As propriedades 4 e 5 acima sao mutuamente excludentes, de modo que nenhuma me-
dida de dependéncia tem essas propriedades simultaneamente. Cherubini et al. (2004)

a7
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[9] afirma que a associagdo pode ser medida usando varios conceitos alternativos e exa-
minaremos quatro em particular: correlagao linear, concordancia, dependéncia caudal e
dependéncia de quadrante positivo.

7.1 O Coeficiente de Correlagao Linear

De longe, o conceito de associagdo (dependéncia) mais familiar é o coeficiente de cor-
relagao entre um par de variaveis (X,Y), definido como:

Cov(X,Y)
XY) = ,
L ) VVar(X)Var(Y)

onde Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) é a covariancia entre X e Y e Var(X), Var(Y)
sao as variancias positivas finitas de X e Y, respectivamente.
As principais propriedades do coeficiente de correlacao linear sao:

(rl) =1 < p(X,Y) < 1;

(r2) se X e Y sao independentes, entao p(X,Y) = 0;

(r3) p(aX +b,cY + d) = sign(ac)p(X,Y) para todos os reais a # 0,c¢ # 0, b e d, onde
sign(.) é a fun¢do sinal de (.).

O coeficiente p(X,Y’) é uma medida paramétrica da dependéncia linear entre as variaveis,
sendo invariante sob transformacoes lineares estritamente crescentes.

Também, p(X,Y) é uma medida de dependéncia natural nas distribui¢oes normais mul-
tivariadas, e num contexto mais amplo nas famfilias de distribuigoes esférica e eliptica.
Algumas falhas e interpretacoes erroneas da correlagdo linear sao apresentados por Em-
brechts et al.(2002)[14], podem ser encontrados também da seguinte maneira resumida
em Santos (2008) [40]:

Falhal: As variancias de X e Y tém que ser finitas ou o coeficiente de correlacao linear nao
é definido. Isto nao é ideal para uma medida de dependéncia e causa problemas
quando trabalhamos com distribuicao com caudas pesadas. Por exemplo, a cova-
riancia e correlacao entre duas componentes de um vetor aleatoério bivariado com
distribuicao- ¢, nao sao definidas para v < 2.

Falha2: Independéncia de suas variaveis aleatorias implica que elas nao sao correlacionadas,
mas correlacao zero em geral nao implica independéncia.

Falha3: correlacao linear é nao-invariante sob transformacoes nao lineares estritamente cres-
centes T : R — R, isto é

p(T(X), T(Y)) # p(X,Y).

Se tomarmos a distribuicao normal bivariada com correlacao p e a transformacao
T(X) = ¢(X) (a fungdo de distribui¢do normal padrao) temos:

6
p(T(X), T(Y)) = Zaresen(5),
T
veja Joag-Dev (1984) |25|. Em geral, podemos mostrar (Ver Kendall e Stuart (1979),
p. 600) que para vetores bivariados distribuidos normalmente e transformagoes
arbitrarias
T, T:R— R que
p(T(X), T(Y))] < |p(X,Y)].
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Falha4: Distribuicao marginal e o coeficiente de correlacao linear determinam a distribuicao
conjunta. Apenas as distribuicoes multivariadas normais e distribuicoes elipticas.
Por exemplo, sabendo que (X,Y)! tem distribui¢ao normal bivariada, entdo a espe-
ranga e a variancia de X e Y e o coeficiente de correlagdo p(X,Y’) sdo unicamente
determinados pela distribuicao conjunta. Porém, se somente conhecemos as dis-
tribuicoes marginais X e Y e o coeficiente de correlacdo, entao existem muitas
possibilidades para distribui¢ao bivariada (X,Y)". A distribui¢io de (X,Y")" nédo é
unicamente determinada por Fi, Fy e p(X,Y).

Falhad: Dadas as distribuigoes marginais Fi, F5 de X e Y, todos os valores de correlacao
linear entre -1 e 1 nao podem ser atingidos sem termos especificacao da distribuicao
conjunta.

A afirmacdo acima é verdadeira.

7.2 Concordancia

Informalmente, um par de variaveis aleatorias sao concordantes se valores grandes
de uma tendem a ser associados com valores grandes da outra e valores pequenos de
uma com valores pequenos da outra. Para ser mais preciso, sejam (x;,v;) e (z;,y;) duas
observagoes de um vetor (X,Y") de varidveis aleatorias continuas. Entdo (z;,y;) e (x;,9;)
sao concordantes se x; < ; e y; < y;, ou se x; > x; e y; > y;. Similarmente, dizemos que
(wi,yi) e (zj,y;) sdo discordantes se x; < x; e y; > y; ou se x; > x; e y; < y;. Observe
a formulacdo alternativa: (z;,v;) e (z;,y;) sdo concordantes se (x; — x;)(y; —y;) > 0 e
discordantes se (z; — z;)(y; —y;) < 0.

7.2.1 Coeficiente Tau de Kendall

A versao da amostra da medida de associacdo conhecida como Tau de Kendall é de-
finida em termos de concordancia como segue (Kruskal 1958 [28]; Hollander and Wolfe
2013 |23]; Lehmann 1975 [12]): Seja {(x1, 1), (2, y2), ..., (Tn, Yn)} uma amostra aleatoria
de n observagoes de uma vetor (X,Y’) de variaveis aleatorias continuas. Existem ( n )
distintos pares (z;,y;) e (z;,y;) de observacoes na amostra, e cada par é concordante ou
discordante, seja ¢ que denota o nimero de pares concordantes e d o nimero de pares

discordantes. Entao, o Tau de Kendall para a amostra ¢ definido como

t:Z;jz(c—d)/(g>.

Equivalentemente, ¢ é a probabilidade de concordancia menos a probabilidade de discor-
dancia para um par de observagdes (x;, y;) e (x;,y;) que é escolhido aleatoriamente a partir
da amostra. A versdo populacional de Tau de Kendall para um vetor (X,Y’) de varié-
veis aleatorias continuas com funcao de distribuicao conjunta H é definido similarmente.
Sejam (X1,Y7) e (X, Y2) vetores aleatorios independentes e identicamente distribuidos,
cada um com funcao de distribuicao conjunta H. Entao a versao populacional de Tau
de Kendall é definido como a probabilidade de concordancia menos a probabilidade de
discordancia:

T=7xy = P[(X; — X3)(Y1 — Y3) > 0] — P[(X; — X2) (Y1 — Y3) < 0]

(usaremos letras latinas para estatisticas de amostra e letras gregas para os parametros
de populagao correspondentes).
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A fim de demonstrar o papel que as copulas desempenham na concordancia e nas medidas
de associacao, tais como Tau de Kendall, primeiro definimos uma "Func¢ao de concordan-
cia" @), a qual é a diferenca de probabilidades de concordancia e discordancia entre dois
vetores (X1, Y)) e (Xy, Y2) de variaveis aleatorias continuas com (possivelmente) diferentes
distribuicoes conjuntas H; e H,, mas com marginais comuns F' e G. Entao mostramos
que esta fun¢do depende da distribuigao de (Xi,Y)) e (Xy,Ys) somente através de suas
copulas.

Teorema 10 Sejam (X1,Y)) e (Xo, Ys) vetores independentes de varidveis aleatdrias con-
tinuas, com funcoes distribuicoes conjuntas Hi e Hs, respetivamente, com marginais co-
muns F (de Xy e Xy) e G (de Yy eYy). Sejam Cy e Cy as copulas de (X1,Y7) e (Xo,Ys),
respetivamente, de modo que Hy(z,y) = C1(F(z),G(y)) e Ha(z,y) = Co(F(x),G(y)).
Seja QQ a diferenca entre a probabilidades de concordancia e a de discorddncia de (X,Y7)
e (Xo,Ys), isto é, seja

Q = P[(X1 — X5)(Y1 — Y2) > 0] = P[(X; — X3)(Y1 — Y2) < O]
Entao
Q=Q((C,Cy) = 4// Cy(u,v)dCy(u,v) — 1.
12
Demonstracao: Ver (Nelsen 2006 P. 159)

Corolario 3 Sejam Cy, Cy, e QQ como definidos no Teorema 10. Entao
1. Q ¢é simétrica em seus argumentos: Q(Cy,Cy) = Q(Cs, Ch).

2. @ € nao decrescente em cada argumento: se Cy < C} e Cy < C para todo (u,v) € I?,
entio Q(Ch,Cy) < Q(C1,CYh), "<" € chamado de ordenagdo de concordincia.

3. Copulas podem ser substituidos por copulas de sobrevivéncia em Q, isto é., Q(Cy,Cy) =

Q(Ch, Cy).

Teorema 11 Sejam X e Y waridveis aleatérias continuas cuja copula € C. FEntao a
versao populacional de Tau de Kendall para X e Y (que denotaremos por Txy ou T¢)
estd dado por

Txy =7c = Q(C,C) = 4//12 C(u,v)dC(u,v) — 1. (7.1)

Portanto, o Tau de Kendall é o primeiro "eixo de concordancia”. Note que a integral
que aparece em (7.1) pode ser interpretada como o valor esperado da fungao C(U, V') de
variaveis aleatoérias uniformes (0,1) U e V cuja fun¢ao de distribui¢ao conjunta é C, ou
seja,

7o = 4B(C(U,V)) — 1. (7.2)

Quando a copula C' ¢ um membro de uma familia paramétrica de copulas (por exem-
plo, se C' ¢ denotado por Cy ou Cyp ), vamos escrever 7y e 7,5 em vez de 1¢, e 7¢, ,,
respectivamente.
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7.2.2 Coeficiente Rho de Spearman

De acordo com Nelsen (2006. p. 167)[35], assim como o Tau de Kendall, a versao
populacional da medida de associagao conhecida como Rho de Spearman é baseada na
concordancia e discordancia. Para obter a versao populacional desta medida (Kruskal
1958 [28]; Lehmann 1966 [30]), agora dados (X1,Y7), (X2, Ys) e (X3, Y3) vetores aleatorios
independentes com distribui¢do conjunta comum H (cujas marginais sdo novamente F'
e G) e a copula C. A versao populacional pxy de Rho de Spearman ¢é definido como
proporcional a probabilidade de concordancia menos a probabilidade de discordancia para
os vetores (X1,Y7) e (X, Y3), isto é, um par de vetores com as mesmas marginais, mas um
deles tem funcao de distribuicao H, enquanto os componentes do outro sao independentes,
desta forma:

pxy = 3(P[(X1 — Xo)(Y1 — Y3) > 0] — P[(X1 — X3)(Y1 — Y3) < 0]) (7.3)

(o par (X3,Y3) poderia ser usado igualmente também). Note que enquanto a funcdo
de distribuicao de (X1,Y)) é H(z,y), a fun¢do de distribuigdo conjunta de (X5,Y3) é
F(z)G(y) (porque X5 e Y3 sao independentes). Assim a copula de X5 e Y3 é II, e usando
o Teorema 10 e a parte 1 do Corolario 3, temos imediatamente

Teorema 12 Sejam X e Y wvaridveis aleatorias continuas cujas copula é C. Entao a
versao populacional de Rho de Spearman para X eY (que denotaremos por pxy ou pc)
estd dado por

PxXyYy = Pc = 3@(07 H)a (74)

— 12//12 wdC(u,v) — 3, (7.5)
~ 12 / /I C(u, v)dudv — 3. (7.6)

2
Assim o Rho de Spearman é essencialmente o segundo "eixo de concordancia". O coefi-
ciente "3" que aparece em (7.3) e (7.4) é a constante de "normalizacao", pois Q(C,II) €
[—1/3,1/3]. Como foi o caso com Tau de Kendall, vamos escrever pg e p, s, em vez de
pC, © PC, 55 Tespectivamente, quando a copula C' estad dado por Cp ou Cpp.

Definicao 12 Uma medida real k de dependéncia entre duas varidveis aleatdrias conti-
nuas X e Y com copula C(.) é uma medida de concordancia se ela satisfaz as segquintes
propriedades (novamente nds escrevemos kxy ou ko quando conveniente):

1. k estd definida para todo par X,Y de varidveis aleatdrias continuas;

2. —1<kxy <1l kxx=1ekx_x=—1;

3. kxy = kyx;
4. Se X eY sao independentes, entao kxy = ki = 0;
5. k_xy = kx v = —kxy;

6. Se Cy e Cy sao copulas tais que Cy < Oy, entao ko, < key;

7. Se {(X,,Yn)} € uma sequéncia de varidveis aleatdrias continuas com cdpulas C,, e
se {C,} converge ponto a ponto para C, entao lim, _,.okc, = kc.

n
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Teorema 13 Seja k uma medida de concordincia para varidveis aleatorias continuas X
eY:

1. seY € quase certamente uma funcdao crescente de X, entao kxy = ky = 1;
2. eseY € quase certamente uma fungao decrescente de X, entao kxy = kw = —1;

3. se a e B sao quase certamente fungoes estritamente mondtonas em Im(X) e Im(Y)
respectivamente, entao ko(x) vy = kxy.

Teorema 14 Se X e Y sdo varidveis aleatorias continuas cuja copula é C, entao as ver-
soes populacionais do Taw de Kendall (7.1) e do Rho de Spearman (7.4) satisfazem as
propriedades da Definicao 12 e Teorema 13 para uma medida de concordincia. Demos-
tracao: Ver Nelsen (2006) p. 169 [35].

Rho de Spearman é frequentemente chamado de "Grau" de coeficiente de correlacao. Isto
é, se x e y sao observacoes de duas variaveis aleatoérias X e Y com funcoes de distribuicao
F e G, respectivamente, entao os graus de x e y estao dados por u = F(x) e v = G(y).
Observe que os graus (u e v) sao observacoes das varidveis aleatorias uniformes (0, 1)
U=FX)eV =GY) cuja funcao de distribui¢do conjunta é C. Como U e V tém
média 1/2 e varidncia 1/12; a expressao para pc em (7.5) pode ser reescrita da seguinte
forma:

pxy =pc = 12 // wvdC(u,v) —3 =12E(UV) — 3, (7.7)
_ BWUV)-1/4 _EUV)-EU)EYV) (7.8)
1/12 VVar(U)/Var(V) .

Como consequéncia, o Rho de Spearman para um par de variaveis aleatorias continuas X
e Y éidéntico ao coeficiente de correlacao produto-momento de Pearson para os graus de
X e Y, isto &, as varidveis aleatorias U = F(X) e V = G(Y).

Para mais detalhes sobre os coeficientes de Tau de Kendall e Rho de Spearman pode-se
consultar o livro de Nelsen (2006) [35].

7.3 Dependéncia Caudal

O conceito de dependéncia da cauda se relaciona com a quantidade de dependéncia
na cauda quadrante superior direita ou na cauda quadrante inferior esquerda de I? de
uma distribuicao bivariada. E um conceito relevante para o estudo da dependéncia entre
valores extremos. Acontece que a dependéncia da cauda entre duas variaveis aleatorias
continuas X e Y é uma propriedade da copula e, portanto, a quantidade de dependéncia
da cauda é invariante sob transformacoes estritamente crescentes de X e Y, Embrechts et
al. (2001) [13]

Definicao 13 Sejam X e Y wvaridveis aleatorias continuas com funcoes de distribuicdo

F e G, respectivamente. O pardmetro de dependéncia da cauda superior \y € o

limite (se existir) da probabilidade condicional de que Y é maior que o percentil 100 de

G, dado que X € maior que o percentil 100 de F, quando t se aproxima de 1, ou seja,
Ay = lim P[Y > GEY(#)/X > FED (). (7.9)

t—1-
Similarmente, o pardmetro de dependéncia da cauda inferior \p € o limite (se
existir) da probabilidade condicional de que Y é menor ou igual ao percentil 100° de G,
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dado que X € menor que ou tgual ao percentil 100° de F', quando t se aprorima de 0, ou
seja,

A = lim PY < GUY(t)/X < FEV(1)]. (7.10)

t—0t

Estes parametros sao nao paramétricos e dependem apenas da copula de X e Y, como o
seguinte teorema demonstra.

Teorema 15 Sejam X, Y, F, G, Ay, e A\, como na Definicao 13, e seja C a copula de
X eY, com secio diagonal d¢. Se os limites em (7.9) e (7.10) existem, entdo

_ : - C(ta t) _ / —
e
AL = lirél+ G = 5(07). (7.12)
t—

Demonstrag¢do. Provamos (7.11), a prova de (7.12) é semelhante.

Ay = lim P[Y > GUY(#)/X > FEV(1)]

t—1—

= lim P[G(Y) > t/F(X) > 1
C(t,t) _ 1—2t+ C(t,t)

= lim im
t—1— 1—t t—1— 1—Zf
. 1-=C(t,1¢) B
= 2— lim ——2 72 =92 §,(17).
N c(”)

Se Ay esta em (0, 1], dizemos que C' tem dependéncia da cauda superior; se \y = 0,
dizemos que C' nao tem dependéncia da cauda superior; e similarmente para Ay.

Agora, como as copulas Arquimedianas sao abordadas neste trabalho, o seguinte Corolario
4 indica que os parametros de dependéncia da cauda podem ser expressos em termos de
limites envolvendo o gerador e seu inverso (Nelsen 1997) [36]:

Corolario 4 Seja C' uma copula Arquimediana com gerador ¢ € 2. Entao

1 — U 2p(t 1— (2
Mo =2 lim =7 20(t) _ oy, Lo _1( x)
t—1 1—t a—0+t 1 — pl=1(x)
€
A = lim PZe®) 120
t—0+ t z—oo pl=H(z)

Duas outras propriedades relacionadas a Dependéncia da Cauda sao: Cauda Esquerda
Decrescente (LTD) e Cauda Direita Crescente (RTI). Y ¢ dito ser LTD em X se P[Y <
y/X < x] estd diminuindo em x para todo y. Y é dito ser RTT em X se P[Y > y/X > x|
estd aumentando em x para todo y. Uma terceira probabilidade condicional de interesse é
PlY > y/X = z]. Diz-se que Y esta estocasticamente aumentando se esta probabilidade
estd aumentando em z para todo y.
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7.4 Dependéncia de Quadrante Positivo

De acordo com Trivedi e Zimmer (2005) [46], outra medida de dependéncia ¢ a depen-
déncia do quadrante positivo (PQD). Diz-se que duas variaveis aleatérias X, Y exibem
PQD se a sua copula é maior do que o seu produto, isto &, C(uy, us) > ujus, para todo
(u1,us) € I? ou, simplesmente C' = Ct | em que C* denota a Copula Produto (II).
Em termos de fungbes de distribuicdo, PQD implica F(z,y) > Fi(z)Fx(y) para todo
(r,y) € R® Suponhamos que z e y denotam duas perdas ou ganhos financeiros. A
propriedade PQD implica que a probabilidade de que as perdas excedam alguns valores
especificados seja maior quando (z,y) é um par dependente do que quando os dois sdo
independentes para todos os x e y. A dependéncia do quadrante positivo implica corre-
lagao nao-negativa. Mas todas essas propriedades sao implicadas pela comonotonicidade,
que é do tipo mais forte de dependéncia positiva. Note que as propriedades LTD e RTI
implicam a propriedade do PQD.



CAPITULO

5

Principais Familias de Coépulas
Bivariadas

As copulas sdo agrupadas como: Copulas Arquimedianas, FGM Copulas, Copulas
Elipticas, Copulas de Valor Extremo e outras. A lista ndo é completa, mas sao as copulas
paramétricas mais utilizadas. A seguir apresentamos somente as duas primeiras classes
de coépulas mencionadas, pois sao as que foram trabalhadas para construir os modelos
markovianos neste trabalho.

8.1 Cobpulas Arquimedianas

Estas copulas sao muito importantes porque tem uma ampla variedade de aplica-
¢oes e por diversos motivos: (1) A facilidade com que podem ser construidas; (2) A
grande variedade de familias de copulas que pertencem a esta classe; e (3) As proprieda-
des interessantes possuidas pelos membros desta classe, Nelsen (2006) [35]. As copulas
Arquimedianas sao construidas a partir de uma funcao geradora denotada por ¢.

Defini¢ao 14 (Pseudo-Inversa de ¢). Seja ¢ : [0,1] — [0, 00] uma func¢do continua
e estritamente decrescente tal que o(1) = 0. A pseudo inversa de ¢ € a funcio o' com
Dome!=1 = [0,00] e Rane!™ = I dada por

30[_1](t) _ {991(75), se 0 <t < p0),

<
= (8.1)
0, se p(0) <t <

Com isso, perceba que gp[*” é continua e decrescente em [0,00], e estritamente decrescente
em [0, 0(0)]. Adicionalmente, o= (p(u)) =u em I, e

t, se 0 <t <p(0),
0.

1)) — <
Pl (1) {go(()), se o(0) < 1 <
= min(¢, (0)).

Finalmente, se ¢(0) = oo, entao (p[*ll =y

Lema 6 Seja ¢ : [0,1] — [0,00] uma funcao continua e estritamente decrescente tal
que ©(1) = 0 e @I=Y a pseudo-inversa de ¢ definida por (8.1). Seja também uma fungéo
C :[0,1]* — [0, 1] dada por

Clu,v) = e (p(u) + ¢(v), (8.2)

65
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entdo C satisfaz as condi¢oes de contorno (6.2) e (6.3) para uma cdpula.
Demonstragdo. C(u,0) = ol (p(u) + ¢(0)) = 0, e C(u,1) = ¢l (p(u) + (1)) =
=1 <<p(u)) = u. Por simetria, C(0,v) =0 e C(l,v) =v. m

No seguinte Lema 7, obtemos uma condicao necesséria e suficiente para que a funcao C'
em (8.2) seja 2-crescente.

Lema 7 Sejam o, o= e C satisfazem as hipdteses do Lema 6. Entio C é 2-crescente
se e somente se para todos v em I, sempre que uy < us,

C(ug,v) — C(uy,v) < ug — uy.
Demonstragao. Ver Nelsen (2006) p. 111 [35].

Teorema 16 Seja ¢ : [ — [0,00] uma fungdo continua e estritamente decrescente tal
que ©(1) = 0, e seja o= a pseudo-inversa de ¢ definida por (8.1). Entdo a funcéo
C: 1 — I dada por (8.2) € uma copula se e somente se p é convezo.

A prova pode ser visto em Nelsen (2006) p. 111 [35], mas apresentada primeiramente em
(Alsina et. al. 2005) [5].

As copulas com a estrutura apresentada na equagao (8.2) sao denominadas Arquimedia-
nas. Como ja citado anteriormente, a construcao das copulas Arquimedianas sao através
da fun¢do ¢, denominado de funcdo geradora. Se ¢(0) = oo, isto é, pI™1 = ¢~! entdo ¢
é denominada de funcao geradora estrita.

8.1.1 Propriedades

Teorema 17 Seja C' uma copula Arquimediana com gerador p. Entao:

o C ¢ simétrica, i.e. C(u,v) = C(v,u) para todo u, v em [0, 1].

o C ¢ associativa, i.e. C(C(u,v),w) = C(u,C’(v,w)) para todo u, v e w em [0, 1].
Demonstragdgo. A primeira parte seque de (8.2):

Cu,v) = o (p(u) + ¢ (v))
= " (p(v) + o(u))

= C(v, ).
A sequnda parte:
C(C(u,v),w) = ¢ (e Mo (w) + 9(0))) + p(w))
= ¢ (p(u) + p(v) + o(w))
= 1 (o) + (N (0) + p(w)))
= C(u, C(v,w)).

A propriedade de associatividade de copulas Arquimedianas ndo é compartilhada por
copulas em geral, como mostrado no exemplo a seguir:
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Exemplo 3 Seja Cy um membro da familia de copulas bivariadas Farlie-Gumbel-Morgenstern,
i.e. Cyo(u,v) =uv+ Ouv(l —u)(1 —v), para 0 € [—1,1]. Entao:

(3 0(33)) #0(0r(57) 3)
Para todo 6 € [—1,0) U (0, 1].

Assim o tnico membro da familia de copulas bivariadas Farlie-Gumbel-Morgenstern que
¢ arquimediana é II, Paul Embrechts et.al (2001) [13].

8.1.2 Tau de Kendall

Lembre-se que o Tau de Kendall para uma copula C' pode ser expresso como uma
integral dupla de C. Esta integral dupla na maioria dos casos nao é facil de avaliar. No
entanto para uma coépula Arquimediana o Tau de Kendall pode ser expressa como uma
integral (unidimensional) do gerador e sua derivada, como mostrado no seguinte Teorema
de Genest e Mackay (1986a) [17]:

Teorema 18 Seja X e Y wvaridveis aleatorias com uma copula Arquimediana C gerada
por . Tau de Kendall de X eY esta dado por:

To =14+ 4/0 z,(é)) dt. (8.3)

8.1.3 Dependéncia Caudal

Para as copulas Arquimedianas, a dependéncia caudal pode ser expressa em termos
dos geradores.

Teorema 19 Seja ¢ um gerador estrito, tal que = pertenca a classe de transformagoes
de Laplace de varidveis aleatorias estritamente positivas. Se gp‘ll(()) € finita, entdo

Clu,v) = ¢ (p(u) + (v))

nao tem dependéncia da cauda superior. Se C tem dependéncia da cauda superior, entdo
90_1'(0) = —o0 e o coeficiente de dependéncia da cauda superior € dado por

- o . _1/ _1/
Mo =2 - 2lim |7 (2s) /07 (5)].

A demostragao deste Teorema podemos ver em Joe (1997) [26].
A condicao adicional no gerador pode aparecer um pouco estranha. Mas esta condicao é
satisfeita pela maioria das copulas Arquimedianas comumente encontradas.

Teorema 20 Seja ¢ um gerador estrito, tal que ¢~ pertenca a classe de transformagoes
de Laplace de varidvers aleatdrias estritamente positivas. O coeficiente de dependéncia da
cauda inferior para a copula C(u,v) = o (p(u) + p(v)) € igual a

. . -1/ 1/
)\L—281Lr£10 0 (2s) /¢ (5)]

Algumas familias de copulas Arquimedianas importantes serdao apresentadas a seguir, uma
lista de 22 familias podem ser encontradas em Nelsen (2006) [35]:
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8.1.4 Cobpula Clayton

Cy(u,v) = [max(u™® +v™0 —1,0)]77. (8.4)
Com funcao geradora @y(t) = %(1&‘9 — 1), onde 6 € [—1,0) U (0, c0).
8.1.5 Co6pula Frank
o (6" — 1)(6° — 1)
Colwv) =15 ln[l—i— = ] (8.5)
t_
Com fungao geradora y(t) = In [m}, onde 6 > 0.

1. Para 0 < 6 < 1, temos associagao (positiva).
2. para 8§ — 1, temos independéncia.

3. Para 6 > 1, temos associagao negativa.

Observacao: A f.d.p. é simétrica, e consequentemente a copula e a sua copula de sobrevi-
véncia sao as mesmas. De fato, esta familia é a inica que satisfaz o seguinte Balakrishnan
e Lai (2009) [6]:

Cu,v) = Clu,v).

8.1.6 Copula Gumbel Hougaard
Co(u,v) = exp{—[(— Inu)? + (—In v)e]%}. (8.6)
Com fungdo geradora py(t) = (—Int)?, onde 6 € [1,00).
8.1.7 Coépula Gumbel-Barnett
Co(u,v) = wwexp{—0Inu Inv}. (8.7)
Com fungao geradora @y(t) = In(1 — #1nt), onde 6 € (0, 1].
e Para # — 0, temos independéncia.

8.1.8 Copula Ali-Mikhail-Haq (AMH)

uv

T 1-0(1-u)(l—v)

Co(u,v) (8.8)

Com fungao geradora ¢y(t) = 111(179(;4))7 onde 6 € [—1,1).
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e A copula AMH exibe dependéncia da cauda esquerda para 6 = 1.

Alguns aspectos como caracterizacao das copulas, ordem e casos limitantes, copulas arqui-
medianas com dois parametros e copulas arquimedianas multivariadas nao sao abordados
neste trabalho, mas podem ser encontrados em Nelsen (2006) [35].

8.2 Copulas de Farlie-Gumbel-Morgenstern

As copulas de Farlie-Gumbel-Morgenstern sao construidas pelo método geométrico
ou seja utilizando algumas informacoes de natureza geométrica, como uma descricao do
suporte ou a forma dos graficos das segoes horizontais, verticais ou diagonais.

8.2.1 Cobpulas com Secoes Quadraticas

Existem copulas com secoes quadraticas em, digamos, u? Se assim for, entao C' serd
dado por C(u,v) = a(v)u? + b(v)u + c¢(v) para fungoes apropriadas a, b, e c. Novamente
empregando as condi¢oes de contorno, obtemos

0=C(0,v) =c(v) e v=C(1,v) = a(v) + b(v).
Se deixarmos a(v) = —1(v), entdo b(v) = v — a(v) = v+ ¥ (v), e temos
Clu,v) = uv + Y(v)u(l — u), (8.9)

onde ¢ & uma funcao tal que C' é 2-crescente e 1(0) = (1) = 0 (de modo que C(u,0) =0
e C(u,1) =u)

8.2.2 Cobpulas de FGM

Na familia de copulas Farlie-Gumbel-Morgenstern, supomos que C' é simétrico e tem
segoes quadraticas em u. Entao C satisfaz (8.9) e C'(u,v) = uv + ¢(u)v(1l — v). Conse-
quentemente, ¥ (v) = fv(1 — v) para algum parametro 6, de modo que

Co(u,v) = wv + Quv(l — u)(1 —v). (8.10)

O Cy-volume de um retangulo [uy, us] X [v1,v5] é dado, apés alguma simplificagio, por

Ve, ([, ug] X [v1,v9]) = (ug — up)(ve — v1)[1 +60(1 — uy — ug)(1 — v — va)].

Como (1 —uy — ug)(l — vy — vg) estd em [—1,1] para todo uj,us, vy, vo em I, segue-se
que Cy é 2-crescente, e, portanto uma copula, se e somente se 6 € [—1, 1]. Esta familia é
conhecida como a Familia de Farlie-Gumbel-Morgenstern (geralmente abreviada "FGM")
e contém como membros todas as copulas com secoes quadraticas em ambos u e v. A
familia foi discutida por Morgenstern (1956) [34], Gumbel (1960) [20], e Farlie (1960) [16];
no entanto, parece que a primeira publicagao com a forma basica funcional (4.2.2) foi por
Eyraud (1938) [15]. Devido a sua simples forma analitica, as distribui¢oes Farlie-Gumbel-
Morgenstern tém sido amplamente utilizadas em modelagem, para testes de associagao,
e em estudos da eficiéncia de procedimentos nao-paramétricos. Para listas extensas de
aplicagoes e referéncias, veja (Conway (1983) [11]; Hutchinson e Lai (1990) [24]). No
entanto, as copulas de FGM s6 podem modelar dependéncia relativamente fraca, Nelsen
(2006) [35].






CAPITULO

9

Modelos Markovianos Weibull a Partir
de Funcoes Copulas

Vamos descrever os modelos matematicos markovianos derivados de distribuicoes bi-
variadas construidas através de copulas. Neste capitulo continuamos com o segundo caso,
onde mantemos a suposicao de que os tempos entre ultrapasses T;,7 = 1,2, 3, ... sao iden-
ticamente distribuidos com Weibull (o, 3), e eliminamos a suposi¢do de independéncia e
além disso, supomos que estes tempos seguem um processo de Markov.

9.1 Modelo Markoviano Weibull via Cépula Farlie Gum-
bel Morgenstern

Sejam S > 0 e K > 0, ntuneros real e inteiro fixados, respectivamente. Aqui K é o
numero de vezes em que a medicao da temperatura ultrapassa o limite de interesse fixado
no caso (22°C) durante o intervalo de tempo [0, S].

Sejam dy,ds, ...,dx os dias em que ocorreram os ultrapasses (excederam o limite de in-
teresse). Seja D = {dy,ds,...,dx} o conjunto de dias em que ocorreram os ultrapasses
durante o tempo de estudo [0, S]. Seja T;,i = 1,2,... o tempo em dias entre i-ésimo e o
(1 — 1)-ésimo ultrapasse.

Para descrever este modelo, definiremos primeiro a distribuicao a seguir:

9.1.1 Distribuicao Weibull Bivariada via Cépula Farlie Gumbel
Morgenstern

Com o objetivo de definir a fungao de distribuicao bivariado, primeiramente supomos
que Cp ¢ uma fungao distribuigao com fungao de densidade ¢y em [0, 1]* para 6 € R,
Aqui consideramos os tempos de falhas (tempos entre ocorréncias do evento de interesse)
como as variaveis aleatorias. Entao, sejam (77,7») os tempos de falhas pareados e, F; e
fi, respetivamente, a funcao de distribuicao e a funcao de densidade de T;,i =1, 2.

Se (T1,T5,) provém da copula Cy para algum 6, entao pelo Teorema de Sklar, a funcao de
distribui¢ao conjunta de (77, 73), é dada por (Nelsen, 2006)[35].

F(tl,tg) == C@(Fl(tl),FQ(tg)), tl,tg > 0, (91)

com marginais F} e Fb.
Note que uso de copulas nos permite separar o estudo da dependéncia do estudo dos
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marginais, e esta estrutura de dependéncia é representada por uma copula. Se a densidade
f(.,.) de F(.,.) existe, pode-se derivar de (9.1), a relagdo entre a densidade f de F e ¢y
de Cy, (Drouet & Kotz, 2001)[39]:

f(t1,t2) = co(Fi(t1), Fa(te)) fi(th) fa(ta), tr,t2 > 0, (9.2)

onde fi(t1) e fo(ta) sdo as densidades marginais de F.
A funcao de distribuicao bivariada induzida pela copula FGM é dada por

F(ty,t2) = Fi(ty) Fa(2)[1 + 0{1 — Fi(t)) {1 — Fa(t2)}], (9.3)

em que 6 € [—1,1], é o parametro de dependéncia entre os tempos de falha. Observe que
quando 0 = 0, F(t1,t2) = Fi(t1)F3(t2), levando a conclusdo de que as variaveis aleatorias
T e T, sao independentes.

Agora supomos que as varidveis aleatorias 77 e T tém uma distribuicdo Weibull com
funcao de densidade e distribui¢do acumulada marginal dados por (4.1) e (4.2), respecti-
vamente.

Entao a fungao de distribui¢do conjunta via copula FGM, utilizando (9.3), é:

F(t1,t2) = (1 —exp{—(t1/8)"}) (1 — exp{—=(t2/5)*})(1 + O exp{—(t:/5)" — (t2/5)"}]9.4)

e a funcdo de densidade conjunta além de ser determinada como em (9.2), pode ser
determinada da seguinte maneira:

fty,ta) = %
= <@t?1 eXp{_(tl/ﬁ)a}> <@t5‘1 eXp{—(t2/6>a}> o5

(1460 = 201 = exp{~(t/B)" D1 = 2(1 = exp{—(t2/8)*})] ).

Com « > 0,3 > 0 parametros de forma e escala, respectivamente e 6 € [—1, 1] parametro
de dependéncia entre os tempos de falha.

O parametro 6 é relacionado também as medidas de concordancia Tau de Kendall e Rho
de Spearman. A partir de (7.1), tem se:

- / [ Cuvdctue) —1=4BCW.V) -1

= 4//2(1“} + Ouv(1l —u)(1 —v))(1+60(1 —2u)(1 — 2v))dudv — 1
20
=5

e de (7.6):

prm, = 12 // C(u,v)dudv — 3
I2
=12 // uv + Quv(l — u)(1 — v)dudv — 3
12

A copula FGM nao tem dependéncia de cauda inferior nem superior, ou seja Ay = 0 e
A =0.
Em seguida definiremos a fungao de densidade condicional de T, dado T;.

f(tig1, ts) ‘

[t /ti) = F(t0)

(9.6)
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de (4.1) para (T;) e (9.5) para (T;41,7T;) em (9.6), para ¢ = 1,2, ... temos:

)= oo - ()

reefi=a(i-ea{-(5) DI -200-en{-(5) )]
— gt exp{—(tigl)a}
* (1 . 206Xp{—<%>a} . 2Hexp{—<tl;1)a} + 496Xp{—<%)a . (tﬂ“)a})

A fungao de distribuicao acumulada condicional de T}, dado T;, para i = 1,2, ... é dada
por:

(9.7)

F(tig1/t;) = P(Tiy1 < tig /T = 1)
tit1

= f(ti+1/ti)dti+1
0

i1\ (9.8)
a5

«(140- 26exp{—<%>a} + 29exp{—(%)“ = (“;1)0‘} = Qexp{<tigl>a}>.

9.1.2 Estimacao de Maxima de Verossimilhanca

A fungdo de verossimilhanga esta dada por L(0;t) = f(t1,ts,...,t,). Estes tempos
sao dependentes e seguem um processo de Markov, isto é, o intervalo de tempo atual
s6 depende do intervalo de tempo anterior, tendo em conta que dy = 0, os valores dos
intervalos de tempo observados sao dados por:
ti=d; —di—1, i=1,2,3,.... k = (n — 1), onde d; é o i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, e esclarecemos que t, = S — dj, entao a funcao de verossimilhanca esta dado

por:
n—2

L(0:t) = f(t:) [ ] f(tisa/t) P(T >t/ Ty = tas). (9.9)
i=1
Para sua especificagao precisamos ajustar uma distribuicao de probabilidades aos tempos
quando sao considerados estados anteriores e outra distribuicao de probabilidade quando
considerados estados posteriores.
Nos falta calcular P(T,, > t,/T,-1 =t,_1) :

P(Tn Z tn/Tn—l - tn—l) - f(tn/tn—la «, ﬁa e)dtn

in
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pelo fato da integral da soma é a soma das integrais

/ ﬁato‘ 1exp —n dt +6’/ ﬁ—to‘ 1exp{—<%>a}dtn

n tTL
— 20 exp 1 / ;;ta ! exp —
tn

—|—4«9exp n— 1

—tf{ 1eXp —n dt
b B

colocando em evidéncia

<1—|—9 296Xp — / a
tn

— ot eXp —n dtn
5 pe B
o t
460 eXp } 29 / —t0 1eXp —n dtn.
( o B 5
Procurando integrais conhecidas
(1 +60—20 exp —t% 1exp dtn
tn B°
fa1 ) ta "
+ (29exp{ (—1> }—9)/ Lt“ Lexp — dt,,.
5 t (i) %
n 3/a 21/

As integrais encontradas acima sao funcoes de sobrevivéncia de 7T, com parametros («, )
e (a, 21%), respectivamente:

(e~ (")} o) exp{_ (;)}

Logo,

P(T, > ty/Tpy = tny) = (1 +6— zeexp{_(t,g1>“} + 29€Xp{_<t,g1>a B (%)“}

—vexp{—(%)"}) exe{~(%)"} (910

Agora tendo todos os elementos da expressao (9.9), vamos construir a fun¢ao de verossi
milhanca:

fQiva/t) P(To >t/ T 1 =t 1)

ol (5~ (5)°D)

* exp{—(%)a} (1 +60— QQexp{—( )

dt — 20 /tnoo %tﬁl exp{—2(%)a

}dtn
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simplificando temos:

o= ool - ()
(10— 2enf-(251)"} s e (2
*if{ﬁﬁfexp{—(t;1>a}<l+(%—ZHeXp{_

sl -(5) - (5D}

Em funcao disso, podemos obter a fun¢ao I(«, 3,0;t) = In(L(a, 3, 0;)):

Y- ()l -(5)
4)'} -5

10:4) = (n = 1)Inla) — (n = Dan(3) + (0 — D) - (2)" = (2"
—l—ln[l—l—@—%exp{—(t"’gl)a}—|—206Xp{ < _) —(En)a}—eexp{—(%)a}}
+i{(a—1)ln(ti+1)— (t%l)aﬂn[ue—zeexp{ (B)a}
e{-(52)'}+ e -(5)" ()"}

com [(a, 5,0) = In(L(8)).

Os estimadores de méaxima verossimilhanca sao os valores de « ,8 e 6 que maximizam
a fun¢do acima. A maximizacao para o conjunto de dados (tempos entre ultrapasses de
22°C de temperatura) foi obtida por meio de um método numérico "Quase Newton" . O
programa R tem o pacote Optim que por padrao minimiza uma fun¢ao entao temos que
declarar como funcao objetivo o negativo do logaritmo da funcao de verossimilhanca e
especificar qual método utilizar. Neste caso utilizamos o método de Quase Newton, os
resultados sao vistos na Tabela 9.1.

Tabela 9.1: Estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros de interesse do
Modelo markoviano Weibull via cépula FGM.

Parametro Q 15} 0
EMV 0,7166911 | 3,8941768 | 0,7174575

De (9.10) temos a fungao de sobrevivéncia para T;,, dado T}, i = 1,2, ....

S(tiv/ti) = (1 +6— ZHeXp{_<%>a} + QQGXP{_<%)Q a <tiﬁ+1>a} - Hexp{_cgl)a}%-u)
ool ()}

em que « e (3 sao parametros de forma e escala, respectivamente, e # é o parametro de
dependéncia .

Conhecendo os valores dos parametros estimados, podemos realizar o ajuste grafico do
modelo mediante as curvas da funcao de distribuicao acumulada e de sobrevivéncia, isto
mostramos nos graficos seguintes.
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Figura 9.1: Curva de funcao de distribuicao acumulada estimada pelo modelo markoviano
Weibull via cépula FGM versus a curva da funcao de distribuicao acumulada empirica.
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Figura 9.2: Curva de sobrevivéncia estimada pelo modelo markoviano Weibull via copula
FGM wversus a curva de sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier.
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Ao observarmos a Figura 9.1, podemos perceber que a curva vermelha que é a funcao
de distribuicao do modelo avaliado em tempos gerados, nao se aproxima da curva preta
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que é a funcao de distribuicao empirica avaliado nos tempos entre ultrapasse reais. Na
Figura 9.2 podemos perceber uma situacao parecida mas com respeito a fungao de sobre-
vivéncia, ou seja este modelo nao explica bem os dados reais.

Além disso podemos estimar o tempo médio a ser esperado para que ocorra o proximo ul-
trapasse em funcao do ntimero de dias observado entre o ultrapasse anterior e o ultrapasse
atual, isto ¢, a esperanca de T;,; dado T; = t;.

BT /Ti=t] = [ b fltin /0,5, 0)dt
el ()
. (1 +0- 296Xp{—<%>a}
{15 (5 - ()
- /OOO ﬁitfﬂ exp —(ti;)a}dtm + 9/000 %tgﬂ exp{—(tzgl)a}dtiﬂ
— 920 eXp / 6at’+1 exp (t’;)a}dtm
- 29/ 6 1%, exp 2(“51) }dtiﬂ

it

+49exp / Ba tiq exp 2( 3 >a}dti+1.

Colocando em evidéncia as parcelas de termo comum

(1 +60—26 exp / 5o t& 1 exp (tgl>a}dti+1

+(4Hexp{—(%) —29 /0 @tfﬂ eXp{—Q(tigl>a}dti+1,

rearranjando de modo a termos as duas integrais conhecidas

<1 +60— 260 exp / 5a &, exp (tigl>a}dti+1

+<2eexp{—<;>“}—e> /0 i ev| () Y

Neste caso os resultados das integrais anteriores sao conhecidas e estao dadas por o
valor esperado de T;y; distribuidos pela distribuicdo Weibull, com parametros («;/53) e
(o; B/2Y%), respectivamente, isto é.

= (1eo-men{=(5) Por(t ) + (ren{~(5)} - 0) gt (1+)
)y we{-(5) 4

91/a - 9l/a

|
et sl )2 el ()5
|

|

0120 2o (5) bl el ()
1 0(1-209) (- 2o (5)" ).
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Logo, de acordo com a modelagem proposta, obtemos a seguinte forma para a esperanca
condicional de T;,; dado T; = t;.

E[Tu /T, =t = BT (1+ é) 1o(1—20) (1- 2exp{—(%)a})]. (9.13)

Entao, conhecendo os parametros a, [ e 6 pela estimacao feita, podemos calcular essas
esperancas. Os valores las esperancas sao apresentadas na Tabela 9.2.

Tabela 9.2: Estimativa do tempo médio necessario para a ocorréncia do proximo ultrapasse
em funcao do nimero de dias entre o pentltimo e o atual ultrapasse.

T, =1t 1 2 3 4 5 6

E(Tii1/T; =t;) | 4,026331 | 4,660375 | 5,095747 | 5,419438 | 5,670208 | 5,869628 | 6,031165

T, =t 8 9 10 11 12 13

E(T;11/T; =t;) | 6,163848 | 6,274031 | 6,366351 | 6,444285 | 6,510494 | 6,567054 | 6,615604

T, =1, 15 16 17 18 19 20

E(Ti41/T; =t;) | 6,657458 | 6,693679 | 6,725133 | 6,752535 | 6,776474 | 6,797444 | 6,815859

T, =t 22 23 24 25 26 27
E(Ti1/T; =t;) | 6,832066 | 6,846359 | 6,858991 | 6,870174 | 6,880093 | 6,888904 | 6,896743
: : : 3 : : : :
T, =t 400 401 402 403 404 405

E(Ti1/T; =t;) | 6,966902 | 6,966902 | 6,966902 | 6,966902 | 6,966902 | 6,966902 | 6,966902

T, =1t 407 408 409 410 411 412

E(Ti1/T; =t;) | 6,967000 | 6,967000 | 6,967000 | 6,967000 | 6,967000 | 6,967000 | 6,967000

T, =, 414

E(Ti1/T, = t;) | 6,967000

Figura 9.3: Tempo médio observado para o préximo ultrapasse versus o tempo observado
até a ocorréncia do atual ultrapasse.
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Na Tabela 9.2 e no grafico da Figura 9.3 acima podemos observar que conforme o

tempo anterior de ultrapasse cresce a estimativa do modelo para o tempo médio para a
ocorréncia do proximo ultrapasse cresce e fica oscilando em torno de 6,967.
Outra informacao importante que pode ser util é P(j < T;nq1 < j+ 1/T; = 1), j =
0,1,2,...;1 = 0,1,2,... isto é a probabilidade de que o tempo até o préximo ultrapasse
assuma um determinado valor em funcao do tempo entre ultrapasse anterior, de modo
que a partir disso poderiamos entao construir uma matriz de transicao, onde os estados
seriam os nameros de dias entre os ultrapasses, desenvolvendo:

P(j < T < j+ 1T, =1,8) = P(Tipy < j + 1/ = 1,6) — P(Tisy < j/T; = 1,6)(9.14)

Da expressao anterior resolvendo por partes, substituimos em (9.8), ¢;,; por j + 1, isto é:

P(Tin<j+1/T;=1,0) =1~ eXP{‘(%f}

. <1+9—29exp{—<%>a} (9.15)
raen{-(5)" - (F5) } oo~ (*5) "))
e para a segunda parte substituimos em (9.8), £, por j, isto ¢
P(Tin < /T =1.6) =1 - exn{ (%)}
. (1 . zeexp{—(éf} + zeexp{—(éf _ (%)a} (9.16)
{2
Portanto, de (9.14), temos:

P(j < Tip <j+1/T;=1,0) = em{‘(%)a}

« (1 +9—29exp{—<i>a} +?96Xp{—<%>a _ (%)a}
~oep{~(3)"}) ~e{-("57)")

}
(10— e~ (1)} aenn{-(4)" - (21)7)

senf-(151))).

(9.17)
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Parte da Matriz de transicdo (para [,j = 1,2,...,14) onde as "1" representa as linhas
e "j" representa as colunas ficaria assim:

Tabela 9.3: Matriz de transicao para o modelo markoviano via copula FGM.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

14

0,63 0,47 0,37 030 0,25 021 0,17 0,15 0,13 0,11 0,09 0,08 0,07
0,67 052 042 035 029 025 021 0,18 015 0,13 0,12 0,10 0,09
0,71 056 0,46 0238 0,32 0,27 023 0,20 017 0,15 0,13 0,12 0,10
0,73 059 0,49 041 034 029 025 0,22 019 0,16 0,14 0,13 0,11
0,75 0,61 051 043 036 031 027 023 020 0,17 0,15 0,13 0,12
0,76 0,62 0,52 044 038 0,32 028 024 021 0,18 0,16 0,14 0,12
0,77 0,64 0,54 045 0,39 0,33 029 025 022 0,19 0,17 0,14 0,13
0,78 0,65 0,55 046 040 0,34 029 0,26 022 0,19 0,17 0,15 0,13
0,79 0,66 0,56 047 0,40 0,35 0,30 026 0,23 0,20 0,17 0,15 0,13
100,80 0,67 056 048 041 035 0,31 027 023 020 0,18 0,16 0,14
110,80 0,67 057 0,49 042 036 0,31 027 024 021 0,18 0,16 0,14
12081 0,68 058 049 042 036 0,31 027 024 02l 018 0,16 0,14
131081 0,68 058 0,50 043 037 0,32 028 024 021 018 0,16 0,14
141081 0,69 058 050 043 037 0,32 028 024 021 0,19 0,16 0,14

O~ O Tt i W o —

Ne}

0,06
0,08
0,09
0,10
0,10
0,11
0,11
0,12
0,12
0,12
0,12
0,12
0,13
0,13

Na matriz acima podemos observar que o elemento posicionado na intersec¢ao da segunda
linha e a segunda coluna indica a probabilidade de que o préximo ultrapasse ocorra depois
de amanha dado que o tempo de ultrapasse anterior foi igual a 2. Analogamente se faz
interpretacoes com respeito aos demais elementos da matriz. Caso se deseja saber a
probabilidade de transicao associada a outro par de estados, basta utilizar a equacao
(9.17) para a realizagao do calculo.

9.2 Modelo Markoviano Weibull via Cépula Arquime-
diana Gumbel Barnett

Sejam S > 0 e K > 0, nimeros real e inteiro fixados, respectivamente. Sejam
dy,ds, ...,dg os dias em que ocorreram os ultrapasses (excederam o limite de interesse).
Seja D = {dy,ds,...,dr} o conjunto de dias em que ocorreram os ultrapasses durante o
tempo de estudo [0,5]. Seja T;,i = 1,2, ... o tempo em dias entre i-ésimo e o (i — 1)-ésimo
ultrapasse.

Para descrever este modelo, definiremos primeiro a distribuicao a seguir:

9.2.1 Distribuicao Weibull Bivariada via Cépula Arquimediana
Gumbel Barnett

As copulas Arquimedianas desempenham um papel importante devido as suas boas
propriedades mateméticas. Uma lista de copulas Arquimedianas podemos ver na Tabela

4.1 do livro de Nelsen, 2006 [35]).
Gumbel (1960a)[20] sugeriu a seguinte distribui¢do exponencial bivariada:

l—e @ —e ¥4 e @rytbay) >0,y >0,

0, caso contrario;

Fy(z,y) = { (9.18)

onde 6 é um parametro em [0, 1]. Entao as fung¢oes de distribui¢ao marginal sao exponen-
ciais, com quase-inversas ("1 (u) = —In(1 — u) e GV (v) = —In(1 — v) para u,v em
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[0, 1]. Consequentemente a copula correspondente é
Colu,v) =u+v—1+ (1 —u)(l —v)e fn-wnl-v) (9.19)

Assim como a funcao de sobrevivéncia para as variaveis aleatorias distribuidas exponen-
cialmente univariadas é funcionalmente mais simples que a funcao de distribuicao acumu-
lada, a mesma ¢é frequentemente verdadeira no caso bivariado. Barnett (1980) 7] mostrou
que a copula de sobrevivéncia correspondente a (9.19) é :

Co(u,v) = upe~ @), (9.20)

A copula anterior é conhecida como Gumbel-Barnett, Hutchinson e Lai (1990). A copula
de sobrevivéncia é igual a copula unicamente quando se trata da copula de Frank (ver
Frank [1979, 1991]). Assim, para outras copulas arquimedianas, a copula de sobrevivéncia
correspondente nao é arquimediana. No entanto, podemos encontrar copulas que nao sao
arquimedianas, de modo que a copula de sobrevivéncia seja arquimediana. Por exemplo,
Genest e Mackay [1986a] [18] observam que a copula de Gumbel-Barnett (9.20) ¢ arqui-
mediana enquanto a copula de Gumbel (9.19) nao é arquimediana.

Vamos mostrar como foi gerada a copula arquimediana (9.20). Seja g(t) = In(14601n(t))

para 6 em (0, 1]. Porque py(t) = 00, pp(t) ¢ estrita, e go[e_l] )=, (t) = "7 se Gy
denota a copula arquimediana gerada por ¢y, entao

Cy(u,v) = upe W@ (9.21)

a copula de sobrevivéncia para a exponencial bivariada de Gumbel. A sua respetiva funcao
de densidade conjunta é:

0?Cy(u,v)
w0l 0) = =580
derivando (9.21), primeiro com respeito a u temos:
80@(“’7 U) _ Inv
—n — vlexp{—flnu Inv} +uexp{—@Inu Inv} (—9(7>)}

=vexp{—flnu Inv} — v lnvexp{—OfInu Inv}.

Agora derivando esta ultima expressao com respeito a v, temos:

0?Cy(u,v)
oudv

Inu

= exp{—fInu Inv} +vexp{—flnu lno}(-0(=))

— 9[(11111 + 1D exp{—fInulnv} +v Invexp{—@Ilnulnv} <_91r17u>}

=exp{—0Inu lnv} +Olnuexp{—0fInu Inv} (9.22)

- 9[(lnv +1)exp{—fInulnv} —flnu lnvexp{—anulnv}}
= exp{—flnu lnv}(l—91nu—91nv—9+92lnulnv)
co(u,v) = exp{—0Inu 1111)}((1 —0Inu)(1 —0Inv) — 6’).

Assumimos que as v.a.’s 77 e Ty, possuam distribui¢oes T} ~ Weibull(a, 5) e Ty ~
Weibull(a, 8) com:

w=F(t)=PT <t)=1— e:z:p{—(%)a}. (9.23)

v:mmzngmzvﬂmegfk (9.24)
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De (9.21), a distribui¢do conjunta (77, 7Ts) é dada por:

st = (1-en{=(5)} (oo {-(5))
coxp{-om(1-esp{~ () P m(1- (- (%)} }-

De (9.22) em (9.2) a funcdo de densidade de (77, 75) esta dado por:

(9.25)

f(tl,tg):exp{—eln[m(tl)} m{FQ( )}}([1 an[Fl( )m1 an[Fg(tz)H—9>f1(t1)f2(t2)

:exp{_eln[1—exp{—<g) }] ln[l exp{ (g) H}

([ , t , t , (9.26)
ot —ep{~(5) H][r-om[t—e{~(5)"}]] )
g g
o 1\ « o\ @
(mreol=(3) D (E e l-(5) })
B 5 se B
O parametro # é relacionado também as medidas de concordancia Tau de Kendall e Rho
de Spearman, Yela et al.(2018)[47]. A partir de (7.1), tem se:
27 2 2 1 1 4 4

T, = [7 — 5i| €9EZ' <—5> — 4€9EZ' <—5) + 4€9Ei(—5> — 1.

e de (7.6):
e 4
- af-5a ()]s
PTy,T, 0 9
onde E;(z) = — [~ %dt ¢ a funcao integral exponencial. O que torna muito dificil calcular
as expressoes anteriores. As dependéncias de cauda inferior e superior para a copula
Gumbel Barnett sao complicadas de obter e serao omitidas neste trabalho.
Agora conhecida a funcao de densidade bivariada anterior vamos definir a fungdo de
densidade condicional para Tj,; dado 7} a partir de
[t tion)
f( +1/ ) f(tl)

Entao,
Fltin/t) = f(tis )exp{ mn[ (t )] [ (tis )} } [(1 9l [F(t,-)D (1 9l [F(tiH)D}

= geticd ew{ (%)}

(9.27)

vesp{ =01 - e{=(5) })m(1 - ew{- () "})}
([-om(r-eaf=(G) DI0-om(-ewf-(55) D))



9. Modelos Markovianos Weibull a Partir de Fun¢oes Cépulas 83

A funcao de distribuicao acumulada condicional de T;,; dado T; é:

F(tig1/t;) = P(Tiy1 < tip/T; = t;)
tit1

= ftiva/ti)dtisa
0

_ /0 " ) exp{ 0[P ()] [ F(t:11)] )
] [t<1 —om|F(t)]) (1= 0| F(tia)] )|t
_/OM %t;?;f exp{—(%)a}exp{—ﬁln[l—exp{ (5> }
[ —eo{=(5) (1= om[r-en{-(5)"}])
« (1 _ Oln[l _ exp{—(%)a”>>dt”1.
Resolvendo a integral com o software WolframAlpha temos o seguinte:
= (1-omr-ew{=(5) 1) 5 {rma(ee{(5)} 1)
(%) e omfi-en{= (1) Y ()1 - ew{-(5) "} 1)
+9(—1n[1 exp{ (;)QH) + 1}
ceolo(9) o[t mew () ]t —eo{-(5)}]) )
a(om{t-ew{-(3)'}] 1)

et~ ()7}
«{o+6m[1- exp{—(t%lf}} (om1- exp{—(%)aH ~1)
- 91n[1 - exp{—(%)a}] + 1} (9.28)
(ool o) el 1))
(1-omf1-e{-(3) }])

9.2.2 Estimacgao de Maxima Verossimilhanca

ey

Xx

A fungao de verossimilhanga deste modelos estd dada por L(6;t) = f(t1,ts,...,t,).
Assumindo dy = 0, os valores dos intervalos de tempo observados sao dados por:
ti=d;—di_1, 1=1,2,3,....k = (n—1), onde d; é o i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, e aclaramos que t,, = S — dj.

= f(tl) H f(tHl/tz')P(Tn > tn/Tn*I = tn*1>- (9'29)
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Nos falta calcular P(T,, > t,/Tn-1 = t,_1) :
P(Ty > t/Tor = ts) /Oof (n/ts, v, B, B)dE
=1- / f(tn exp{ Gln[ (tn )] ln[F(t )}}
«|(1=0m|F(t)])(1-0m [Ft Mdt
=1- <1 Hln[l exp{ ( 2y

0 ejf e
|

*exp{9 >a} 1}
(]t —exn{=(*52) }))
* (1 — Gln[l — exp{—(%)aH>dtn.

A integral anterior é complicada de resolver entao utilizamos a plataforma WolframAlpha
para determinar a integral e temos como resultado a seguinte expressao

=t {1 om( e { (") }) Gt (e { (5) )

*<%) (9+91n[1 exp{ }](91n[1 exp{—(tn61>a}]—1>
+0(—1n[1 exp{ ( ) 1
Cen{-(%) —9“1[1 exp{ (%> }] ln{l—exp{—(%)ﬂ}}_

P(Tyy > tn/Tpr = tn1) =1 — {—<exp{ (%)a} - 1)
« {9+01n[1 . exp{—(%
- 9111[1 . exp{—(t’glf
exo{ (%) - 9111[1 - exp{—(%’)a}t] in[1 - expf —(*5*) } ]} |

*
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Agora tendo todos os elementos da expressao (9.29) vamos construir a fun¢ao de verossi-
milhanca:

L(0;t) = fr,(t1/0) ﬁf(tm/ti,e)f’(Tn > tp/Th1 = tn-1,0)
gl ()
[ Yool oufienf (5}
((1-omfr-en{-(5)"}])
S5 (e (5) )
{6+ 0m[1—exp{- (“)a}} (om[1 - exp{~ (t”ﬁ‘l)a}] ~1)
—91n[1—exp{—<tnﬁ1> H+1}
en{ (5] ol el (5ol )]}y
(1-omft—en{-(=2) }])

Em funcdo disso, podemos obter a fun¢ao I(«, 3,0;t) = In(L(a, 3, 0;t)):

(9.31)

*

1(6;t) = (n— 1) In(a) — (a(n — 1)) n(B) + (a — V)in(t) — ﬁ)a

g
+Z{a 1) In(tiye) — (%>a+(91n[1—exp{—<%>aﬂ
“Inf1 —exp{ - ( “) ]
+1n[1 an[l exp{ ( )a}”+1n[1—01n[1—exp{—(%)a}”}
= {=(e{(3)} 1) o
{o+0m[1—exp{ - (%) H (om[1—exp{- (t’gl)aH—Q
—omfi-en{- (%)} +1}
exo{ ()" —91“[1 exp{ (%f}t}l"[l—exp{—(%‘l)}”}]

*

com l(«, 5,0;t) = In(L(6;1)).

Os estimadores de méxima verossimilhanca sao os valores de «, 8 e 6 que maximizam
a funcdo acima. A maximizacao para o conjunto de dados (tempos entre ultrapasses
de 22°C de temperatura) foi obtida por meio de um método numérico "Quase Newton"
utilizando o pacote Optim do programa R da mesma maneira que para todos os modelos
deste capitulo, os resultados sao vistos na Tabela 9.4.
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Tabela 9.4: Estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros de interesse do
Modelo markoviano Weibull via coépula Arquimediana Gumbel Barnett.

Parametro Q 153 0
EMV 0,7038999 | 3,593629 | 1,000000 % 10~22

De (9.30) temos a fun¢ao de sobrevivéncia para T;;; dado T;.

Sttt el ()}
«{6+0m[1- exp{—(tgl)a}] (om[1- exp{—(%)aH ~1)
4 [1 - exp{—(%)a}] + 1} (9.33)
e =(42) —om[L-ew{-(3) }m]i - exp{—(%)ﬂ}}
(1-omf1—ew{-(%) }])

em que « e [ sao parametros de forma e escala, respectivamente, e 0 é o parametro de
dependéncia.

Conhecendo os estimadores de méaxima verossimilhanca dos parametros de interesse, va-
mos mostrar nos seguintes graficos a adequacao dos ajustes dos modelo Modelo markovi-
ano via distribuicao bivariada Weibull derivada da cépula Gumbel Barnett.

* )

Figura 9.4: Curva de funcao de distribui¢ao acumulada estimada pelo modelo marko-
viano Weibull via copula Arquimediana Gumbel Barnett versus a curva da funcao de
distribuicao acumulada empirica.
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Figura 9.5: Curva de sobrevivéncia estimada pelo modelo markoviano Weibull via copula
Arquimediana Gumbel Barnett versus a curva de sobrevivéncia estimada por Kaplan-

Meier.

1.0

0.8

S{t_(i+1) 1)

Nas Figuras 9.4 e 9.5 podemos observar que exite um bom ajuste comparado com o mo-
delo markoviano via cépula FGM. A diferenca notavel estd no valor da estimativa do

parametro de dependéncia 6.

9.3 Modelo Markoviano Weibull via Cépula Arquime-
diana Frank

Sejam S > 0 e K > 0, nimeros real e inteiro fixados, respectivamente. Sejam
dy,ds, ...,dg os dias em que ocorreram os ultrapasses (excederam o limite de interesse).
Seja D = {dy,ds,...,dr} o conjunto de dias em que ocorreram os ultrapasses durante o
tempo de estudo [0, S]. Seja T;,7 = 1,2, ... O tempo em dias entre i-ésimo e o (i — 1)-ésimo

ultrapasse.
Para descrever este modelo, definiremos primeiro a distribuicao a seguir:

9.3.1 Distribuicao Weibull Bivariada via Cépula Arquimediana
Frank
Outra maneira de obter a fungao de distribuicao bivariada Weibull é através da copula
Frank, dada por:
0" —1)(0" —1)
0—1 ’

1
In(6)

Co(u,v) = In [1 -
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cuja fungao de densidade esta dado por:

e+ In(0) (0 — 1)
[(6 = 1) + (0 — 1) (6 — 1)]2’

co(u,v) =

onde onde 6 > 0., assumindo (9.23) e (9.24), pelo Teorema de Sklar, a funcao de distri-
bui¢ao bivariada Weibull de (77, T5) induzida pela copula Frank ¢ dada por:

(9(1_6—(t1/l3)a) N 1)(0(1_6—(t2/5)a) . 1)

| (9.34)

F(tl,t2> = mln[l +

A Funcao de Densidade Bivariada Weibull via cépula Frank de (77,73) é dado por:

9F1(t1)+F2(t2) 111(6) (6 . 1)
(0 — 1) + (07 — 1)(gF2(t2) — 1)]2 fi(t1) fa(ta)

g—e= (/D7) 4 (1—e=(t2/D) In(6)(6 — 1) (9.35)

[(9 . 1) + (6(1_6—(t1/ﬁ)0‘) . 1)(9(1_6—@2//3)“) - 1)]2
Qa1 1" @ a—1 t2\
st el =(5) Jaten{=(5) )
gt Bl Ipe? g
com a > 0, § > 0 parametros de forma e escala, respetivamente e § > 0, parametro de

dependéncia entre os tempos de falha.
De (8.3) temos o Tau de Kendall para a copula Frank:

f(tlv tQ) =

T, T, = 1 + 4<D1(9*) - 1)/9*,
e de (7.6):

12
o, =1 — @[Dl(e*) — Dy(07)],

onde 0* = —In(0) e Di(z) é a fungao Debye, dada por:
Dy(z) = & [T Lodt k= 1,2.
Agora conhecida a funcao de densidade bivariada anterior vamos definir a funcao de

densidade condicional para 7., dado T; a partir de

fltig1/t:) = %’

assim,

_ QF (ti)+F(tit1) 1n(9) (9 _ 1)
e /t) = =1y @Fe0 = 1y07Ge0 — 1y (itt)

pli-e= /) (e /D) 1 gy (g )
[(9 _ 1) + (6(1_(;(%/5)0‘) . 1)(6(1—6_(ti+1/ﬁ)a) . 1)]2

Qa1 tiy1\@
x —1 exp{—( > }, ti, tig1 > 0.
poit 5

(9.36)
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Podemos obter em seguida a funcao de distribui¢ao condicional para T; + 1 dado T;.

F(ti1/ti) = P(Tipa < tipa/Ti = ;)
tit1

= f(tiga/t)dtia

0
tit1 9(1 e~ /B4 (1— _e—(tiy1/B )1 (6)(6 B 1)
_/o (6= 1) + (90— — 1) (=P — 12

(6
*—tfﬂl exp{ < ZH) }dtlﬂ
it+1 9(176*(%‘/[3)&)+(1,e*(ti+1/ﬁ)a)
= 6 —1)In(0 /
[0 —1) +(

4 (e /D) _ 1)(9(1767(%4'1/3)(1) EENE
* 1 exp{ <gl) }dtlﬂ

Pela complexidade que tem a funcao a integrar utilizamos a plataforma WolframAlpha, o
resultado é o seguinte.

- %(9 —1)1In(6)
—t2, (B /i) 20 "

aln(e)(el_e*(ti/mo‘ . 1)(9 + (91_6—(ti+1/5)°‘ o 1)(‘91_6*(%/3)0‘ _ 1) _ 1)
_Oa(ﬁ/o)aelfef(ti/ﬂ)a

aIn(0)(0— T 1)@+ (01 T —1y(gie T 1) — 1)]‘

*

Simplificando alguns termos temos finalmente o resultado:

0176_(%'/5)& 0176_“2‘/[3)&
—(0-1)

= (9.37
[(01—6(%/3)“ . 1) (9176—(%/[3)"‘ - 1)(9 + (el,ef(twrl/ﬁ)a N 1)(9176—(%‘/[5)0‘ o 1) _ 1) ( )

9.3.2 Estimacao de Maxima Verossimilhanca

A funcao de verossimilhanga deste modelos estda dada por L(6;t) = f(t1,t2, ..., t,).
Assumindo dy = 0, os valores dos intervalos de tempo observados sao dados por:
ti=d;—di_1,1=1,2,3,....k = (n— 1), onde d; é o i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, e esclarecemos que t, = S — dj.

L(0;t) = f(ty) Hf tiv1/t)P(Tyy > tn /Ty = tn_y). (9.38)
Nos falta calcular P(T,, > t,/T,—1 =t,—1) :

P(Tn > tn/Tnfl = Zfnfl) = / f(tn/tnfla «, 67 G)dt
tn

/ ’ ga—e /D) (e /O 1 ) (9 )
0 [(6 _ 1) + (0(1_6*(tn_1/ﬁ)a) _ 1)(9(1_6_(tn//3>a) — 1)]2

* @tg ! exp{— (%)a}dtn.
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A integral anterior é complicada de resolver entao também utilizamos a plataforma Wol-
framAlpha para determinar a integral e temos como resultado a seguinte expressao:

gL—e~(tn=1/P"

- { gl—e (tn-1/D% _
( ) (9.39)

el_ef(tn—l/ﬁ)a

- 0 - 1 @ @ —(t o
( )(91,6—(%71/6) —1)(0 + (fLen/D™ _ 1)(g1-e (tn—1/B)% 1) — 1)}

uma outra forma de resolver a integral ¢ utilizando o pacote (integrate) do R mas neste
caso teriamos que definir os valores dos limites da integral.

Agora tendo todos os elementos da expressao (9.38) vamos construir a fungao de verosi-
milhanca:

2

L(O;t) = fr,(t:1/0) | | f(tiga/t:i,0)P(T,, >t /Ty = 5 1,0)

n

I
—

_ @
6&
. ﬁ{ 0(1,€—<t¢/6>a)Hl,ef(tm/@) )ln(Q)(Q B 1)
b [(9 _ 1) + (9(176—&1'//3)0‘) . 1)(9(1767(%“/3)“) N 1)]2

Sten{-(5))

— *(tn—l/ﬁ)a

S
=

)a

=)

t?’le_(

gL—e—(tn=1/"

(el_ef(tn_ﬂﬁ)o‘ . 1)(9 + (01_67<tn/5)a . 1)(01_67(1&71—1/5)"‘ . 1) o 1) }i|

resolvendo o produto temos:

an—l

- ﬁa(n—l)

(0 — 1)"(In(0))" 2 % 5™ (H)"

n—2 fllme /8% (1e=(tir1/0)%)

* «
H{ [(9 . 1) + (0(1_8—(%/@0‘) . 1)(0(1_8*“#1/6) ) _ 1)]2

i=1

con{-(52)))

el_ef(tn—l/ﬁ)a

I

gL—e(tn=1/"

- (‘9 - 1) (el_ef(tn_ﬂﬁ)“ B 1)(9 + (01_6—(tn/5)a _ 1)(91—67@”_1/5)& _ 1) _ 1) }i|
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Em funcdo disso, podemos obter a fun¢ao l(«, 5,0;t) = In(L(a, 3, 0;1)):
16;t) = (n—1)In(a) — (a(n — 1)) In(8) + (n — 2) In(# — 1)
-+m—2nmm+ay—mm@g—(%f4

n—2
+ Z{((l — e /By (1 — e~ 1/D7)) In(h)

i=1
—2In[l — 1+ (9(1—ef<ti/ﬁ>“) _ 1)(9(1—5—(t¢+1/ﬁ)a) S+ (0 — 1) In(ty) (9.40)
el_ef(tn—l/ﬁ)a

— (ti+1/5)a} +In [1 o {(91—6‘“"1“”& —1)

pL—e(tn=1/"

(el_ef(tn—ﬂﬁ)a . 1)(9 + (91_6—(tn/ﬂ)(’ _ 1)(61_6*(%_1/6)“ - 1) o 1) }]’

— (-1

com [(«, 5,0) = In(L(6)).

Os estimadores de méxima verossimilhanca sao os valores de «, § e # que maximizam
a fun¢ado acima. A maximizac¢ao para o conjunto de dados (tempos entre ultrapasses
de 22°C de temperatura) foi obtida por meio de um método numérico "Quase Newton"
utilizando o pacote Optim do programa R, os resultados sao vistos na Tabela 9.5.

Tabela 9.5: Estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros de interesse do
Modelo markoviano Weibull via cépula Arquimediana Frank.

Parametro Q 15} 0
EMV 0,6089615 | 3,2985651 | 50,929159

De (9.39) temos a fun¢ao de sobrevivéncia para T;,; dado T;.
gle (/0"

(€1_e*(t¢/ﬁ)°‘ . 1)

smHﬁ0:1—{

0176—(%//3)”‘ (9'41)

_ (‘9 - 1) (9176—(%/5)0‘ . 1)(9 + (elfef(tz?kl/ﬁ)a N 1)(9176—(%//3)0‘ . 1) . 1) }’

em que « e (3 sao parametros de forma e escala, respectivamente, e # é o pardmetro de
dependéncia.

Conhecendo os estimadores de méaxima verossimilhanca dos parametros de interesse, va-
mos mostrar nos seguintes graficos a adequacao dos ajustes dos modelo Modelo markovi-
ano via distribuicao bivariada Weibull derivada da copula de Frank.
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Figura 9.6: Curva de funcao de distribui¢gao acumulada estimada pelo modelo marko-
viano Weibull via copula Arquimediana Frank versus a curva da funcao de distribuicao

acumulada empirica.
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Figura 9.7: Curva de sobrevivéncia estimada pelo modelo markoviano Weibull via cépula
Arquimediana Frank versus a curva de sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier.
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Observamos na figura acima que nao existe um bom ajuste da curva de sobrevivéncia,
ja que a curva vermelha que representa a curva de sobrevivéncia estimada pelo modelo
markoviano Weibull via copula Arquimediana Frank, esta fora das bandas de confianca
da curva de sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier.
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9.4 Modelo Markoviano Weibull via Cépula Arquime-
diana Clayton

Sejam S > 0 e K > 0, nameros real e inteiro fixados, respectivamente. Sejam
dy,ds, ...,dg os dias em que ocorreram os ultrapasses (excederam o limite de interesse).
Seja D = {dy,ds,...,dr} o conjunto de dias em que ocorreram os ultrapasses durante o
tempo de estudo [0, S]. Seja T;,7i = 1,2, ... o tempo em dias entre i-ésimo e o (i — 1)-ésimo
ultrapasse.

Para descrever este modelo, definiremos primeiro a distribuicao a seguir:

9.4.1 Distribuicao Weibull Bivariada via Cépula Arquimediana
Clayton

Outra maneira mais de obter a funcao de distribui¢ao bivariada Weibull é através da
copula Clayton, dada por:

Co(u,v) = [maa:(u_e +v7? —1, O)} ,

=

cuja funcao de densidade esta dado por:

—1-20

coluv) = () @)1+ 0) )+ @) =] T

onde 0 € [—1,0) U (0, 00), assumindo (9.23) e (9.24), pelo Teorema de Sklar, a func¢do de
distribuicao bivariada Weibull de (T}, Ts) induzida pela copula Clayton é dada por:

F(ty,ty) = <F1(t1)‘9 + Fy(ty) ™7 — 1> 71/9.

= <<1 _ e—(tl/ﬁ)(X)i + (1 _ e—(tz/ﬁ)a>€ _ 1)1/9.

Agora vamos determinar a func¢ao de densidade bivariada Weibull via copula Clayton
utilizando a fung¢ao de densidade ¢ € [0,1]? da copula Clayton:

(9.42)

aFi (1), Fa(t2)) = (Fi(12)) ™ (Ba(t)) ™~ (14 0)[(Fu(0) ™+ (Ba(a) " —1] T
De (9.2) temos:
Flt1,12) = (Fa(0) ™ (B2 0+ O)[(B()) ™ + (Ba(e) ™ = 1] T filt) ).

—e ) - 1<1_ (tz/m) g )
—0

0
e )
{5°‘ta Lo—(t1/8) }{ﬁa’fa Lo(t2/B8)° }

com a > 0, f > 0 parametros de forma e escala, respetivamente e 6 € (—o0,00)\{0},
parametro de dependéncia entre os tempos de falha.
Para as copulas Arquimedianas temos além de (7.1), outra forma de determinar o 7 de
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Kendall que é a partir de (8.3), isto é:

J& que a medida de p de Spearman para esta copula é muito complicada de ser obtida e
é omitida neste trabalho.

Seja ¢(t) = (t7 — 1)/6 o gerador da familia de copula Clayton. Segue que ¢~ 1(s) =
(14 6s)~/%. Para 6 > 0, pelos Teoremas 19 e 20 a copula Clayton exibe que Ay =0 e o
coeficiente de dependéncia da cauda inferior dada por:

M= 2 lim [o7(2s) /07 (9)]
[(1 + 203)1/91}

(1+ 6s)-1/6-1
=22 /01 = o=1/0

= 2lim

s—0

Agora conhecida a funcao de densidade bivariada anterior, vamos definir a funcao de
densidade condicional para Tj,; dado 7} a partir de

[t tion) .

f(tiva/ts) = 7(t)

Entao, temos que:

-1 —0-1
fltin/1i,0) = Stoste /o (1 _ e—(n/ﬁ)“) (1 _ e—(ti+1/5)°‘) (1+0)
—1-—260

1 — e\’ i1/ ) ?
[( e ) —|—<1—e +1 ) —1} . (9.43)

Podemos obter en seguida a fungao de distribui¢ao acumulada condicional de T;,; dado
T;.

F(tig/t) = P(Tip1 <tin/T; = 1t;)

tit1

[t /ti)dti

/ i+1 a+ 1=(ter /B <1 B e_(ti/g)a>—9—1 (1 B e—(t¢+1/ﬁ)a)—9—1(1 + 9)

_ —1-20
[(1 _ e—(n/ﬁ)&) -

o 6
+ <1 _ 6—(ti+1/5) ) _ 1] 0 dz‘+1
—_OH— t;
= (1 + g)ﬂg(l — 6_(ti/6)a) ’ 1/ " t?_;lle_(ti+1/5)a
@ 0
* <1 — e(tiﬂ/ﬁ)a)_g_l
—1-20

-6 -0
[(1 _ e—(m/ﬂ)ﬂ) i (1 _ e—mﬂ/ﬂ)a) _ 1] " dyan.
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Resolvemos a integral utilizando a plataforma WolframAlpha, temos o seguinte resultado:

— (140~ (1 _ e—(ti/ma)‘e_l{tqﬂ (E) _a(l _ e—(ti/ma)e(l _ e—(tiﬂ/ﬂ)a)e
B A8

((1 — e~ (ti/B) ) + (1 — e~ (ti41/B) > — 1)
0 0 0 0 }
al@+1) <<1 — @—(ti+1/5)°‘) + ((1 — 6_(ti+1/6)a> (-(1 — e—(ti/ﬂ)&> >) + (1 — e—(ti/ﬁ)“> )

0

*

— (1 _ e—(ti/ﬂ)“>_1 (1 — e~ (tir1/B)”
— _ =1
((1 _ @*(ti/ﬁ)a> ’ + (1 _ e*(tiﬂ/ﬁ)a) ’ _ 1) v (9.44)

* 9 9 9 0
<1 — e*(tiﬂ/ﬁ)‘)‘) — ((1 — e*(tz‘ﬂ/ﬁ)a) (1 — e*(%/ﬁ)“) ) + (1 — e*(ti/ﬁ)a>

9.4.2 Estimacao de Maxima Verossimilhanca

A funcdo de verossimilhanga deste modelo esta dada por L(0;t) = f(t1,ts,...,t,).
Assumindo dy = 0, os valores dos intervalos de tempo observados sao dados por:
ti=d; —di_1, 1=1,2,3,....k = (n — 1), onde d; é 0 i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, e aclaramos que t,, = S —d. Entao, a funcao de verossimilhanca é dada por:

n—2

L(0;t) = f(t1) H [ /) P(Tyy = tn/Tho1 = tn-1). (9.45)

=1

Nos falta resolver:
P(Tn Z tn/Tn—l = tn—l) = / f(tn/tn—la a, 6, Q)dtn
tn
tn o
1 / gt/ (1 o) -
o B
A\ —0-1
N (1 _ o= (ta/B) ) (1+0)
] _0 —1—26
e [(1= e ) T (T e @) ] T,
_H— tn
—1-{avo(1- ety / Qa1 (/5"
o B
. (1 _ e—(tn/ﬁ)“)_e_l

_0 _0 —1-20
% [(1 — e—(tn_1/ﬂ)°‘> + (1 — e—(%/ﬁ)“) — 1] ¢ dtn}.

A integral anterior é complicada de resolver entao utilizamos a plataforma WolframAlpha
para determinar a integral e temos o seguinte resultado:

B O I~ 1 N (ST o (W

* <<i _ em_lm)a)e N 51 _ e(tn/may _ 1291 )
a(f+1) ((1 _ e*(tn/ﬁ)a> n ((1 _ e*(tn/ﬁ)“) <_<1 _ e—(mdﬁ)&) )) i (1 _ ef(tnfl/ma) )




9. Modelos Markovianos Weibull a Partir de Fun¢oes Cépulas 96

1 [(1 _ e—(tnl/ﬂw)‘l (1 _ e—(tn/ma)e

- _ -1
((1 _ e*(tn_l/ﬁ)“> ’ + <1 _ e*(tn/ﬁ)a) " 1) ’ (9.46)

* 9 7 7 9]
(1 _ ef(tn//s)a) _ ((1 _ e*(tn/ﬁ)“) (1 _ e—(twl/ﬁ)a) > X (1 _ e—(tnfl/ma)

Agora tendo todos os elementos da expressao (9.45), vamos construir a funcao de verosi-
milhanca:

L(0:t) =

ta 1,~(3)°

B

o\ —0-1 o\ —0-1
H{{Baﬁ Lo—(tis1/B) }(1 _ o (ti/B) ) (1 _ e (ti1/B) ) (1+0)

—1-20

[(1 _ o~ (t/B)" > f + (1 _ 6—(ti+1//3)°‘>9 _ 1} 0 }
{1 [(1 — e (tn— 1/ﬂ)0‘)_1 (1 _ e—(tn//j)a>0
_ _ -1
<<1 — 6_(757171//6)&) ’ 4 (1 — e—(m/ﬁ)“) ’ — 1) o
* 0 9 0 9 ]}
((1 _ e—(tn/ma) _ ((1 _ e—(tn/ﬁ)a> (1 _ e—(tn_l/ﬁ)a> ) n (1 _ e—(tn_l/ma) )

ta 1 _(ﬁ)
Ba
n—2 n—2 0—-1
a n—2 a—1_—(tit1/B)* —(t:/B)*)
¢ g (10 TL{e ey (1o
=1

—1-26

(3
% (1 _ e(%ﬂ/ﬁ)”‘)_e_l [(1 _ e(tz‘/ﬁ)a)_e + <1 _ 6(ti+1/ﬁ)a>_0 _ 1} ¢ }
% {1 _ [(1 _ e(tn—l/ﬁ)“)_l (1 _ e(tn/ﬁ)“)e
- - -1
((1 - e—(tn_l/ﬁ)"> ’ 4 <1 — 6—(tn/5)°‘) " 1) K
* 0 9 7 7 }}
[(1 _ ef(tn/ﬁ)o‘> _ ((1 _ 64%/5)@) <1 _ ef(tn_l/ﬁ)a> ) n (1 _ ef(tn_l/ma) ]

Simplificando alguns termos temos

CYnfl o oy (ta
Ba(nlt 1<1+9) %e (%)
n—2
* H{t?:fe_(tiﬂ/ﬁ)a (1 - e‘(ti/ﬁ)“>_9_l (1 _ 6—(ti+1//3)a>—9—1
i=1
—0 0 =1-26
* [(1 — e~ t/B) > + (1 — e~ (tir1/B) > _ 1] } (0.47)

. {1 _ [(1 _ e(tnl/ﬁ)a>‘1 <1 _ e(tn/ma)e
—0 —0 %%
((1 _ 6*(%-1/@“) I (1 _ e*(%/b’)“) _ 1>
* 9 9 9 9 ]}
[(1 _ e%m/ﬁ)&) _ ((1 _ e—(tn/ﬁ)a> (1 _ ef(tnfl/ma) ) n (1 _ ef(tnfl/ma) }
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Em funcdo disso, podemos obter a fun¢ao l(«, 5,0;t) = In(L(a, 3, 0;1)):

[(0;t) = (n—1)In(ar) — ((n — 1)) In(B) + (o — 1) In(t1) + (n — 2) In(1 + 6)
- <—> + Z{ —0—1) ln<1 - e_(ti/ﬁ)a> + (=0 — 1)1n(1 — e_(t”l/ﬁ)a)
)
n ( 1- 29) (( (/B ) - (1 _ e(tm/ma)—e _ 1)} (9.48)
+ ln<1 — {(1 — e(t”—l/ﬁ)a)_l (1 — e(t”/ﬁ)a)e

((1 _ e-(tnl/ma)‘a N (1 _ e_@n/ma) - 1)*“
* 9 9 9 0 }>’
(1 _ e—(tn/ﬁ)a> _ ((1 _ e—(tn/ﬁ)“‘> <1 _ e—(tn_l/ﬁ)a> ) 1 (1 _ e—(tn_l/ma>

com l(«, 5,0) = In(L(8)).

Os estimadores de méaxima verossimilhanca sao os valores de a ,8 e 6 que maximizam
a fungdo acima. A maximizagao para o conjunto de dados (tempos entre ultrapasses
de 22°C de temperatura) foi obtida por meio de um método numérico "Quase Newton"
utilizando o pacote Optim do programa R, os resultados sao vistos na Tabela 9.6.

+ (o — 1) In(t;41

Tabela 9.6: Estimativas de maxima verossimilhanc¢a para os parametros de interesse do
Modelo markoviano Weibull via copula Arquimediana Clayton.

Parametro Q@ 15} 0
EMV 0,71194508 | 3,76610975 | —0,09511121

De (9.39) temos a funcdo de sobrevivéncia para T;;, dado T;.
o) L WA\
S(tig1/ti) =1 — [(1 — e t/8) > (1 — e~ (tir1/P) >

— _ =1
((1 _ e—(n/ﬁ)&) - (1 _ e—mﬂ/ma) " 1) ? j9.49)

* 0 0 9 9|
<1 _ e*(tiﬂ/ﬁ)a) _ ((1 _ @*(twl/ﬁ)a) (1 _ e*(ti/ﬁ)“> ) n (1 _ e*(ti/ﬁ)">

em que « e (3 sao parametros de forma e escala, respectivamente, e # é o parametro de
dependéncia.

Conhecendo os estimadores de méaxima verossimilhanca dos parametros de interesse, va-
mos mostrar nos seguintes graficos a adequacao dos ajustes dos modelo Modelo markovi-
ano via distribuicao bivariada Weibull derivada da cépula de Clayton.
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Figura 9.8: Curva de funcao de distribuicao acumulada estimada pelo modelo markovi-
ano Weibull via copula Arquimediana Clayton versus a curva da funcao de distribuicao

acumulada empirica.
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Figura 9.9: Curva de sobrevivéncia estimada pelo modelo markoviano Weibull via cépula
Arquimediana Clayton versus a curva de sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier.
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Nos graficos acima podemos ver que h4 um bom ajuste em comparacao com 0s outros

modelos via copulas, exceto o modelo via copula Gumbel-Barnett, isso ocorre devido ao
baixo valor do parametro de dependéncia que presenta este modelo, ja que esse valor é
pequeno para os tempos entre ultrapasse reais.
Para este modelo também obtemos a probabilidade de que o tempo até o préoximo ultra-
passe assuma um determinado valor em funcao do tempo entre ultrapasse anterior, isto
é, P(j<Tiy1 <j+1/T;=1),57=0,1,2,..;1 = 0,1,2,..., de modo que a partir disso
poderiamos entao construir uma matriz de transicao, onde os estados seriam os nimeros
de dias entre os ultrapasses, desenvolvendo:

Pl<Tim<j+1/T;,=10)=PTiy1 <j+1/T;=1,0) — P(T;31 < j/T; = 1,0).

Da expressao anterior resolvendo por partes, substituimos em (9.44), ¢, por j + 1, isto
é:

@ -1 o
P(Tyy <j+1/T, = 1,0) = (1 e ) (1 _ e )
_l’_

S i (R ey R R

e para a segunda parte substituimos em (9.44), t;,1 por j, isto é:

J

P(Ti1 < j/Ti=1,0) = (1 a e(}j)a>1 <1 — e(;a)a)G
—e ) T (1) )” (9.51)
<<01 e B > +(1—e'5 ) 1)

* : N 9 9
) (G )Y ()

Portanto, subtraindo (9.51) de (9.50), temos:
o\ 1 o\ o
P(j<ﬂ+1§j+1/ﬂ:l70):(1_6—(%) ) (1—e‘<7> )
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Parte da Matriz de transicdo (para [,j = 1,2, ...,13) onde as "1" representa as linhas

e "j" representa as colunas ficaria assim:

Tabela 9.7: Matriz de transicao para o modelo markoviano via copula Clayton.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0,15 0,10 0,08 0,06 0,05 0,04 0,03 003 0,02 0,02 002 00l 0,0l
0,15 0,10 0,07 006 0,05 0,04 003 002 0,02 0,02 00l 001 0,01
0,15 0,10 0,07 0,06 0,04 004 003 0,02 002 002 001 00l 0,01
0,15 0,10 0,07 0,06 0,04 0,04 003 0,02 002 002 0,01 001 0,01
0,15 0,10 0,07 0,06 0,04 0,04 003 0,02 002 002 0,01 001 0,01
0,15 0,10 0,07 0,06 0,04 0,04 003 0,02 002 002 0,01 001 0,01
0,15 0,10 0,07 006 0,04 0,03 003 002 0,02 0,02 00l 001 0,01
0,15 0,10 0,07 006 0,04 0,03 003 002 0,02 0,02 00l 001 0,01
0,15 0,10 0,07 005 0,04 0,03 003 002 0,02 0,02 00l 001 0,01
100,15 0,10 0,07 0,05 0,04 003 003 0,02 0,02 002 00l 001 0,01
11]0,15 0,10 0,07 0,05 004 003 0,03 002 0,02 002 0,01 001 0,01
120,15 0,10 007 0,05 004 003 0,03 002 0,02 002 00l 00l 0,01
130,15 0,10 007 0,05 0,04 003 003 002 0,02 002 00l 00l 0,01

O~ O U = W b =

Ne}

Na matriz acima podemos observar que o elemento posicionado na interseccao da
segunda linha e a segunda coluna indica a probabilidade de que o préximo ultrapasse
da medicao de temperatura minima, do limar de 22°C fixado, ocorra depois de amanha
dado que o tempo de ultrapasse anterior foi igual a 2. Analogamente se faz interpretacoes
com respeito aos demais elementos da matriz. Caso se deseja saber a probabilidade de
transicao associada a outro par de estados, basta utilizar a equagao (9.52) para a realizagio
do célculo.

9.5 Modelo Markoviano Weibull via cépula Arquime-
diana Ali-Mikhail-Haq

Sejam S > 0 e K > 0, nimeros real e inteiro fixados, respectivamente. Sejam
dy,ds, ...,dg os dias em que ocorreram os ultrapasses (excederam o limite de interesse).
Seja D = {dy,ds,...,dx} o conjunto de dias em que ocorreram os ultrapasses durante o
tempo de estudo [0, 5]. Seja T;,i = 1,2, ... 0 tempo em dias entre i-ésimo e o (i — 1)-ésimo
ultrapasse.

Para descrever este modelo, definiremos primeiro a distribuicao a seguir:

9.5.1 Distribuicao Weibull Bivariada via Cépula Arquimediana
Ali-Mikhail-Haq

Uma tltima maneira considerada neste trabalho de obter a funcao de distribuicao bi-
variada Weibull é através da copula Ali-Mikhail-Haq, dada por:

uv

Co(u,v) = 1-0(1—u)(l—-v)

cuja fungao de densidade esta dado por:

1—9—1—29—19 =)
1—0(1—u)(1—2v)?’

co(u,v) =
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onde 6 € [—1,1), assumindo (9.23) e (9.24), pelo Teorema de Sklar, a funcdo de distribui-
¢ao bivariada Weibull de (T}, T») induzida pela copula Ali-Mikhail-Haq é dada por:

Fi(t) Fa(ts)
1—0(1 — Fi(t1))(1 — Fy(ta))

(1— 6*(151/5)")(1 _ e*(tz/ﬁ)a)
1—0(1— (1— e @A) (1 — (I — e @/AY))

(1— e~ /B (1 — e~ (t2/A)?)
1— 9(@—(1&1/5)“)(@—@2/5)“)

Agora vamos determinar a funcao de densidade bivariada Weibull via copula Ali-Mikhail-
Haq utilizando a fungdo de densidade ¢, € [0, 1]*> da copula Ali-Mikhail-Haq:

F(ty,ty) =

Fi(t1) Fa(t2)
— 0+ 20— fwl(ltl))z(lz F3(12))

[1 —0(1 = Fi(t1))(1 = Fa(t2))]*
De (9.2) temos a funcdo de densidade conjunta de (77, T5):

co(F1(th), Fa(t2)) =

— 0 + 20— L)

1-0(1—F(t1))(1-F(t2))
[1 —0(1 — F(t))(1 — F(ty)))? 5[ (t) f(t2)

(6% o
_ @t?_le_(tl/ﬁ) @tg—le—(tz/ﬁ)
(9.53)
(1_6*(751/5)‘1 1—e—(t2/B)%
— 0+ 20— /e e

2
[1_ge (t1/8)° (tz/ﬁ)o‘]

f(tb t2)

it1,t0 >0,

com a > 0, B > 0 parametros de forma e escala, respetivamente e 6§ € [—1,1)\{0},
parametro de dependéncia entre os tempos de falha.

Para as copulas Arquimedianas temos além de (7.1) outra forma de determinar o 7 de
Kendall que ¢ a partir de (8.3), com funcao geradora ¢(t) = In(1 — 6(1 —t))/t, isto é&:

1
o(t)

7172:1+4/ - dt

ot 0 90(75)

B Von(1—6(1—1t)/t
1+4A (@t (1 — 001 — ) /1"
302 2(1-0)2In(1-0)
E 362

e de (7.6

pT1T2—12// (u,v)dudv — 3.
[Ll—ea—ma—v)““ 3

_ 12(—39 + dilog(1 — 0)0 + dilog(1 — 0) — 21In(1 — 0) 4+ 2(In(1 — 9))9) _3
62 '

_ 12(1 + 0)dilog(1 — 6) —24(1 —0)In(1 —0)  3(0 +12)

B 62 0 ’

onde a fun¢io dilog(z) é:
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A copula AMH exibe dependéncia da cauda esquerda para 6 = 1, de (7.12) temos:

Cltt) ¢
=lim ——+.
P 1—0(1—t)?

B {limHO m = 0.5, paraf =1,

>\L = lim
t—0

limy_g m =0, paraf<]1.

e de (7.11) temos:

/\U:2—1im—1_c(t’t>
t—1 11—t
~ lim [1—2t+ C(t,1)] i1 t[l—@(l—t)]] _o
t—1 1—t t—1 1—0(1—1t)

Como Ap # 0 para 6 = 1, o extremo esquerdo é assintoticamente dependente para 6 = 1.
Para cada outro 6 < 1, os extremos sao assintoticamente independentes.

Agora conhecida a funcao de densidade bivariada anterior vamos definir a fungao de
densidade condicional para T;,, dado T;.

f(titig) .

f(tiva/t:) = ()

Entao,
_ Y a1 —(tig1/B)°
f(tisa/ti,0) = BatiJrl e

_e—(t;/B)¢ e (tip1/B)”
(1 ‘ )(1 ‘ ) (9.54)
1—0e—(ti/B)¥ c—(tiy1/B8)*
;ti7 ti—‘rl > 0.

1—-0+20

2
[1 — 06—(ti/5)ae—(ti+1/5)“]
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Podemos obter a funcao de distribuicdo acumulada condicional de T;,; dado T; a seguir.

F(tl+1/tl) = P(T%+1 S ti+1/T’i = tl),Z = 1,2,3, ., n
tit1

= f(tiva/ti)dtisa
0

t;
:/ 1 {to‘+11 —(tit1/B)
0 pe L
(1— 9)(1 _ Ge—(ti/B) o (tis1/B) ) I 29<1 _ o (ti/B)" ) (1 _ e—(tiﬂ/ﬁ)a)
[1 — fe—(ti/B)* e~ (ti+1/6)a:|
o a tiy1) @
= {5 ()
[_gge(tm/ﬂ)a /D) 1 (0 + 1)eltit1/B)*+2(ti/B)* _ ge2(ti/B)* 92} (9.55)
2
Oz(e(tm/ﬁ)%(ti/ﬁ)a _ 9)

( (t:/8)° 9)

{ [296(ti+1/,8)a+(ti/,3)a _ (Q 4 1)6(ti+1/5) +2(t:/B)* 4 ge2(ti/B)™ _ 92
2
(€<ti+1/ﬁ>a+<ti/ﬁ>a _ 9)
[Qee(ti/ﬂ)a 2(t'/ﬂ)a _ 02:| }

)

9.5.2 Estimacao de Maxima Verossimilhanca

}dti+1

A funcao de verossimilhanca deste modelos estd dada por L(6;t) = f(t1,t2,....t,).
Assumindo dy = 0, os valores dos intervalos de tempo observados sao dados por:
ti=d;—di_1, i=1,2,3,....,k = (n— 1), onde d; é o i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, e aclaramos que t,, = S —dj. Entao, a funcao de verossimilhanca é dado por:

n—2

L(0:8) = £(t2) [] S tear /E)PT, > 10Ty = 1), (9.56)
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P(Tn Z tn/Tnfl = Zfnfl) = / f(tn/tnfla «, ﬁa e)dt
tn

tn
:1_/ { o=l (in/B)”
ﬂa

1_67<tn71/ﬂ>°‘> <1_e—<tn/5>°‘>
1_96_(tn71/ﬁ)a@*(tn/§)a }dtn
[1 _ 96—@”71/&)&6—(%/@&]

tn
=1— g/ {tzt—le—(tn/ﬁ)a
6&

(1_6*('571—1/&)0‘) (1_6*(7571/5)()()
(1 - 6) + 29 1—fe— (tn—1/B)Y o—(tn/B)™ }dtn

2
[1 _ 96—(tn—1/ﬁ)“e—(tn/ﬁ)“]

tn
1 &/ {tg—le—(tn/ﬁ)“
501

(1-6) <179e_(t"*1/5)ae_(t”/ﬁ)a> +20 (176_“"*1/[3)&) (176_“"/5)(1)

« 1—0e— (tn—1/8) ¢—(tn/B) ~ }dtn
[1 _ ge%tnfl/maef(tn/ﬂ)a}

sl

A integral anterior é complicada de resolver entao, utilizamos a plataforma WolframAlpha
para determinar o resultado que é dado por:

«Q t,\ ¢
- (@)
5a( () 5
[_296 (tn/B)*+(tn=1/B)% 1 (9 4 1)e(tn/B)*+2(tn1/B)" _ ge2(tn-1/B)" +92]
*
a<e(tn/ﬁ>a+(tnfl/ﬁ>a _ 9)
[296(%1/5)“ — (04 1)e 2tn-1/B)" 4 ge2(tn—1/8)*

( (tn-1/B)° 9) } }

{ [296 tn/ﬁ +(tn I/B (9 + 1) tn/,B) -|—2( e 1//8 + 962(t" 1/6) 9 :|
<e(tn//3)a (tn—1/B8)* 9)
[Zee(tnl/ﬁ)a _ e?(tnfl/ﬂ)a _ 02i| } (957)

2
(@(tn—l/ﬁ)“ _ 9)
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Agora tendo todos os elementos da expressao (9.56) vamos construir a fun¢ao de verossi-

milhanca:

L(B;t) = %ta 1e=(3)°
n—2

a—1_—(t;
H{ﬁatH- e (tix1/B)*
<1_e—(ti/6)°‘ 1—e—(tig1/8)
1 - 0 + 20 l—eef(ti/ﬁ)ae_(ti‘i’l/B)a }
2
[1 _ Qe—(ti/ﬁ)“e—(tiﬂ/ﬁ)"‘}
{ _206(tn//8 (tn I/B (0 + ) tn/ﬁ) +2(tn 1/6 + 06 tn 1/5) + 02
14 { ~ }}
<@<tn/ﬂ>a+<tnfl/5)a _ 9>

— gta 1 _(Fl)oz

ﬁa

n—2
H{ 9 ja-lo=(tina/8)°
ot
(1_9)(1_96 (13/8)* o= (t141/8)° )+29(1_e (t:/8)° )(1_(%/@&)

[1 — Qe—(ti/ﬁ)”‘@—(tiﬂ/ﬁ)a}

(9+1) (tn/B)*+2(tn—1/8)" +96 (tn—1/8)* _ 92 :|

{1 {[296@71/5)& (tn 1/ﬁ
< (tn/B)*+(tn—1/8) @)

29€(tn71/6)a — 62(tn,1/ﬁ)0‘ _ 92
B [ (eltn-1/B) — )2 ] }}

Simplificando alguns termos temos

Oén_l
L(6:t) = = ta L,—(t1/B)"
n—2
% H{t;?:lle—(tiﬂ/ﬁ)a
=1

(1—9)<1—06_(“/5) ~(tis1/6)° )—1—29(1—6 (t /5)a)(1—e_(ti+1/5)a>

3
[1 — Gef(ti/ﬁ)“e*(tm/ﬁ)“]
— (0 + 1)eltn/B+2Atam1/B)* | ge2ta—a/B)* _ (2 }

*

(9.58)

20€(tn/;6 +(tn 1/6
-l
( (tn/B)+(tn-1/B) 9)
20€(t’ﬂ*1/6)a — 62(15.”,1/6)0‘ —_ 02

a [ <@(tn_1/ﬁ)a - 9>2 ”}
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De (9.58) podemos obter a funcio l(«a, 5, 60;t) = In(L(«, 8, 0;1)):

1(6;t) = (n—1)In(a) — (a(n — 1)) In(8) + (o — 1) In(t)

n—2

( >Q+Z{a—1 n(tis1) — (’ﬁ“>a

i=1

X 1n( —9) (1 _ e (t:/B)" —<t1+1/5>a> " 29(1 _ o t/p)e ) (1 _ e—(tm/a)a))

_ 31n< _ e~ (/B2 —(tir1/B)° )} (9.59)
{[QQQ(tn/B)a (tn 1/:8 (0+ 1) tn//B) +2(tn 1//3 +06 tn 1/6) 9 :|

(e(tn/ﬂ)aﬂ 1/8) @)

[28€(tn_1/5)0¢ 2(t”—1/ﬁ)a 02:| })

( (tn-1/8) 9)

com I(a, 3,0) = In(L(A)).

Os estimadores de méaxima verossimilhanca sao os valores de «, [ e # que maximizam a
fungdo acima. A maximizac¢do para o conjunto de dados (tempos entre ultrapasses das
medigoes de temperatura minima, de 22°C fixado) foi obtida por meio de um método
numeérico "Quase Newton" utilizando o pacote Optim do programa R. Os resultados sao
vistos na Tabela 9.8.

+ ln<1 —

Tabela 9.8: Estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros de interesse do
Modelo markoviano Weibull via coépula Arquimediana Ali-Mikhail-Hagq.

Parametro Q 15} 0
EMV 0,6643466 | 3,1171308 | 0,9999999

De (9.57) temos a funcao de sobrevivéncia para T;,, dado T}, definido como:

20ttt /B HE/B)™ (9 4 1)eltira /B H2(E/B)" 4 ge2(t/B)" _ 2
Sl /te) =1 {[ (e /B +E /B — )2
20e(ti/B)* _ 2(ti/B)* _ p2 (9.60)
- [ (elt:/)* — 9)?2 ”

em que « e 3 sao parametros de forma e escala, respectivamente, e # é o parametro de
dependéncia.

Conhecendo os estimadores de méaxima verossimilhanga dos parametros de interesse, va-
mos mostrar nos seguintes graficos a adequacao dos ajustes dos modelo Modelo markovi-
ano via distribuicao bivariada Weibull derivada da cépula Ali-Mikhail-Haq.
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Figura 9.10: Curva de funcao de distribuicao acumulada estimada pelo modelo marko-
viano Weibull via copula Arquimediana Ali-Mikhail-Haq versus a curva da funcao de
distribuicao acumulada empirica.
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Figura 9.11: Curva de sobrevivéncia estimada pelo modelo markoviano Weibull via copula
Arquimediana Ali-Mikhail-Haq versus a curva de sobrevivéncia estimada por Kaplan-
Meier.
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Podemos observar mediante os graficos acima que o modelo markoviano Weibull via
copula Arquimediana Ali-Mikhail-Haq, nao explica os tempos entre ultrapasses das me-
di¢oes de temperatura minima, do limiar de 22°C fixado.

A seguir apresentamos algumas medidas de dependéncia para os dados reais (tempos en-

tre ultrapasses das medigoes de temperatura minima, do limiar de temperatura fixada de
22°C).

Tabela 9.9: Medidas de dependéncia entre os tempos 11 e T;.

Correlacao linear | 0,0131564
Kendall 0,0998653
Spearman 0,1182364

Na tabela acima podemos ver que os valores de dependéncia em geral sao pequenos,
com isso podemos justificar o motivo para o bom ajuste dos modelos que possuem um
valor baixo da estimativa do parametro de dependéncia.

Para concluir sobre quais modelos sao os que explicam de melhor maneira os dados reais
e a dependéncia existente, realizamos a seguinte comparacao:

9.6 Comparacao do Modelo Markoviano via Distribui-
cao Bivariada Weibull de Marshall e Olkin e os
Modelos Markovianos Weibull via Cépulas FGM,
Gumbel Barnett, Frank, Clayton e Ali-Mikhail-Haq.

Tabela 9.10: Céculo do AIC e AICc¢ para o modelo markoviano via distribuicao bivariada
Weibull de Marshall e Olkin e os modelos markovianos Weibull via copulas FGM, Gumbel
Barnett, Frank, Clayton e Ali-Mikhail-Hagq.

Modelo markoviano AIC AlCc
Weibull via cépula Frank 59,7297 | 59,74068
Weibull via cépula Ali-Mikhail-Haq -1933,688 | -1933,677
Weibull via coépula FGM -2016,064 | -2016,053
via distribuicao bivariada Weibull de Marshall e Olkin | -2018,897 | -2018,87
Weibull via copula Gumbel Barnett -2022,698 | -2022,687
Weibull via copula Clayton -2025,098 | -2025,087

Na Tabela 9.10 podemos observar que o menor valor AIC e AICc é correspondente ao
modelo markoviano via copula Clayton seguidamente ao modelo markoviano via copula
Gumbel Barnett, portanto sao os modelos que melhor se ajustam aos dados.



CAPITULO
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Consideracoes

O proposito desta dissertacao de mestrado, foi na construcao de um modelo que possa
ser utilizado para prever o tempo entre ultrapasses de um limiar de temperatura. Para
isto, foram considerados o modelos markovianos para a construcao da funcao de verossi-
milhanca, tendo em vista que os tempos entre ultrapasses podem apresentar dependéncia
entre as observacoes. Foram utilizados o modelo Weibull bivariado de Marshall e Olkin
e modelos baseados em copulas. Obtemos resultados importantes, como o valor esperado
do tempo para o proximo ultrapasse em funcao do tempo entre ultrapasse anterior, bem
como a probabilidade de que o préximo ultrapasse ocorra daqui "m" dias dado o valor do
tempo entre ultrapasses anterior para os modelos markovianos via copula Farlie Gumbel
Morgenstern e via distribuicao bivariada de Marshal e Olkin.

Observamos graficamente um ajuste melhor para os modelos markovianos com parametro
de dependéncia menor. Neste caso, o modelo markoviano via a distribuicao bivariada
Weibull derivada da copula Arquimediana Gumbel Barnett seguidamente o modelo mar-
koviano via distribuicao Weibull bivariada de Marshall e Olkin, isto pode estar ocorrendo
porque os dados reais (tempos entre ultrapasses de um limiar) tem dependéncia fraca,
mas a vantagem neste estudo de assumir dependéncia entre as variaveis de estudo é que
temos os resultados importantes mencionados no paragrafo anterior.

Comparando os modelos pelo AIC concluimos que os modelos que melhor se ajustam aos
nossos dados sao o modelo markoviano via copula Arquimediana Clayton seguidamente
o modelo markoviano via copula Arquimediana Gumbel Barnett, entao podemos concluir
que o tipo de dependéncia existente entre os tempos de estudo é a mesma do que as copu-
las que utilizamos para construir os modelos de bom ajuste mencionados neste paragrafo,
ou seja temos demonstrado que as copulas Clayton e principalmente a Gumbel Barnett
explicam melhor dados com dependéncia fraca, como diz na teoria.

Segundo os resultados observados nos modelos citados no paragrafo anterior podemos
concluir que a probabilidade da temperatura minima ultrapassar do limar de 22°C no dia
seguinte dado que ocorreu varios dias até o atual ultrapasse é alto em comparacao com
a probabilidade da temperatura minima ultrapassar en varios dias dado que ocorreu um
dia s6 até o atual ultrapasse, ou seja, o clima da cidade de Presidente Prudente é célido,
geralmente tem dias considerados quentes.

Como trabalhos futuros consideramos estudar o comportamento da temperatura mediante
os tempos entre ultrapasse de um limiar de temperatura dado, mas neste caso trabalhando
por periodos do ano como, periodo seco e chuvoso, acreditamos que serao obtidos bons
resultados, ja que deveria existir maior dependéncia entre os tempos dentro de cada pe-
riodo.
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