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Resumo

A observação de fenômenos naturais, como as mudanças de temperatura é bastante
frequente no mundo atual, de forma que vários estudos têm sido realizados com o intuito
de prever a ocorrência delas tendo em vista o que ocorreu no passado. Estudos desta
natureza, em que a coleta de dados ocorre de forma contínua, seja por medida horária
ou diária, não apresenta independência entre as observações. Entre as possíveis formas
de análise, há a aplicação de técnicas de séries temporais ou também a teoria dos valores
extremos. No entanto, um dos objetivos deste estudo é construir uma matriz de transição,
de tal forma que possamos determinar a probabilidade, por exemplo, de alta temperatura
amanhã, dado que hoje foi observado este fenômeno. Para a obtenção deste resultado,
uma possibilidade é construir um modelo baseado em dados dependentes que seguem um
processo de Markov, em que a suposição é de que exista dependência somente com o
dia anterior. Neste trabalho, pretendemos construir este modelo e realizar a aplicação
em dados de temperatura na cidade de Presidente Prudente-SP no período de janeiro de
2011 a dezembro de 2016. Posteriormente vamos realizar comparações entre o modelo
markoviano de�nido a partir da distribuição Weibull bivariada de Marshall e Olkin e
outros modelos markovianos de�nidos a partir das funções cópulas.

Palavras-Chave: modelos de Markov, cópulas, tempos entre ultrapasse.





Abstract

The observation of natural phenomena, such as temperature changes, is quite frequent
in the world today, so that several studies have been carried out with the intention of
predicting their occurrence in view of what has happened in the past. Data of this
nature, in which the data collection occurs continuously, whether by hourly or daily
measurement, does not present independence between observations. Among the possible
forms of analysis is the application of time-series techniques, however, the purpose of this
study is to construct a transition matrix, so that we can determine the probability, for
example, of high temperature tomorrow, since today this phenomenon was observed. To
obtain this result, one possibility is to construct a model based on dependent data that
follows a Markov process, in which the assumption is that there is dependence only with
the previous day. In this work, we intend to build this model and perform the application
on temperature data in the city of Presidente Prudente-SP from January 2011 to December
2016. For which comparisons were made between the Markovian model de�ned from the
distribution Weibull bivariate of Marshall and Olkin and other Markovian models de�ned
from the copula functions.

Keywords: markov model, copulas, interarrival time.
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Capítulo

1
Introdução

Atualmente, as mudanças de temperatura são um dos principais problemas que a
população de forma geral enfrenta, pois afeta diretamente a saúde das pessoas. Doenças
como paludismo (malária), dengue, desnutrição são sensíveis a mudanças de temperatura.
Segundo a Organização Mundial da Saúde, temperaturas extremas do ar contribuem di-
retamente nas disfunções por doenças cardiovasculares e respiratórias, sobre tudo entre
as pessoas de idade avançada e crianças. Altas temperaturas provocam também aumento
dos níveis de ozônio e de outros contaminantes do ar que agravam as doenças cardiovascu-
lares e respiratórias. Além disso, desempenham importante papel na produção agrícola,
já que exercem uma in�uência signi�cativa no processo de germinação das sementes. Ou-
tro exemplo de consequência de elevadas temperaturas é o consumo elevado de energia
elétrica, pois fazem necessário a utilização de sistemas de climatização de ambientes,
principalmente nos grandes centros urbanos. Por outro lado, temperaturas muito baixas
também podem causar o mesmo problema, ou seja, as temperaturas extremas causam
di�culdades de forma geral.
Desta forma, observamos que a informação da ocorrência de eventos desta natureza é
uma importante aliada para poderes públicos ou empresas privadas que podem se pre-
parar para estas ocorrências. Por exemplo, empresas privadas podem dimensionar mão
de obra ou estoques de aparelhos de climatização tendo em vista altas temperaturas em
determinados períodos do ano. Com estas considerações, a construção de modelos que
possam emitir alertas ou realizar previsões sobre a ocorrência de ultrapasses de um certo
limiar aceitável pode diminuir as consequências causadas por estes fenômenos naturais.
Entre as várias possibilidades de análises, uma delas é considerar modelos em que o obje-
tivo é o estudo de intervalos de tempos entre os ultrapasses das medições de temperatura
de um determinado limiar �xado. Desta forma, ao considerar um limite de temperatura
aceitável de acordo com o objetivo do estudo e de modo que temperaturas mínimas mai-
ores à �xada são consideradas altas, é possível construir a base de dados para construção
de modelos que possam encontrar a probabilidade de ultrapasses do limiar nos próximos
dias. Por outro lado a presença de dependência entre os intervalos de tempos entre ocor-
rências do evento de interesse (ultrapassar o limite de temperatura �xada) é possível, pois
geralmente a temperatura do ar depende pelo menos da temperatura do dia anterior já
que existem dias frios ou quentes seguidos. Desta forma será necessária a utilização de
modelos que, além de realizar previsões, permita o estudo da dependência entre os tem-
pos. Existem algumas possibilidades para a construção de modelos desta natureza. Nesta
pesquisa, foram construídos modelos através da suposição de que a sequência de intervalos
de tempos segue um processo de Markov, ou seja, cada intervalo de tempos observado
depende somente do anterior. Para a construção destes modelos foi necessário o estudo
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1. Introdução 20

de distribuições Weibull bivariadas de Marshall e Olkin e as derivadas de funções cópulas.
Atualmente a construção de modelos por meio de cópulas está sendo bastante utilizada,
pois permite a obtenção de modelos bivariados a partir de distribuições de probabilidades
marginais independentes e também por suas boas propriedades, especi�camente utilizadas
para estudar a dependência existente entre as variáveis de estudo. Alguns dos trabalhos
que utilizaram esta forma de estudo de um fenômeno natural podem ser citadas: Taru-
moto et.al (2014) [44], Rodrigues et.al (2012) [37] e Sim (1992) [42].
A aplicação dos modelos foi realizada no conjunto de dados de temperaturas no período
de janeiro a dezembro dos anos 2011 a 2016, da cidade de Presidente Prudente-SP, dis-
ponibilizadas pela Estação Meteorológica da FCT/UNESP com a autorização do Prof.
Dr. José Tadeu Garcia Tommaselli do departamento de Geogra�a. Neste trabalho há
duas fases: a primeira é comparar os modelos segundo o ajuste grá�co aos dados reais de
interesse (tempos entre ocorrências de ultrapasse de um limiar de temperatura �xada), e
na segunda fase é comparar os modelos utilizando os métodos do AIC e AICc.
Para atingir este objetivo, no capítulo 2 são revisados rapidamente alguns conceitos es-
tatísticos já conhecidos que serão utilizados no decorrer deste trabalho. No capítulo 3
é apresentado a descrição do problema do estudo. No capítulo 4 são apresentados as
distribuições Weibull univariada e uma breve apresentação da distribuição exponencial
generalizada e o ajuste dos mesmos aos dados reais. No capítulo 5 é discutido o mo-
delo markoviano via a distribuição Weibull bivariada de Marshall e Olkin proposta por
Marshall e Olkin (1967). No capítulo 6, é abordada uma introdução a teoria de cópulas.
No capítulo 7 é apresentada os conceitos de dependência. No capítulo 8 as principais fa-
mílias de cópulas. No capítulo 9 são discutidos a construção e ajuste aos dados reais dos
modelos markovianos via distribuições bivariadas Weibull derivadas das cópulas Farlie-
Gumbel-Morgenstern, Gumbel-Barnett, Clayton, Frank e Ali-Mikhail-Haq e por último
no capítulo 10 são apresentados os principais resultados e considerações �nais e propostas
futuras. Para a realização desta dissertação, estabeleceram-se os seguintes objetivos:

• Construção de modelos bivariados a partir de marginais independentes por meio de
cópulas.

• Construção de um modelo com o intuito de estimar o intervalo de tempo entre
ultrapasses assumindo um processo markoviano.

• Obtenção da matriz de transição entre os tempos de ultrapasses do limiar.

• Obtenção da esperança condicional do tipo E[ti+1/ti].
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2
Alguns Conceitos Básicos

2.1 Tempo de Falha

Tempo de falha é de�nido como o tempo até a ocorrência de um evento de interesse,
podendo ser o tempo até a morte do paciente, bem como até a cura ou recidiva de uma
doença, Colosimo e Giolo (2010)[19], ou como neste trabalho, o tempo até o ultrapasse
do limite de temperatura �xada. O tempo de falha é constituído por três elementos:

• O tempo de origem, deve ser precisamente de�nido.

• A escala de medida, em geral é o tempo de relógio ou o tempo real.

• O evento de interesse, usualmente chamado de falha.

2.2 Censura

A censura é uma observação incompleta ou parcial que pode ocorrer por uma variedade
de razões, dentre elas a não ocorrência do evento de interesse até o término do experimento,
Colosimo e Giolo (2010)[19]. Além disso, a censura pode ser classi�cado como:

• Censura à direita:

� Censura do Tipo I: O estudo será terminando após um período de tempo
estabelecido. As observações cujo evento de interesse não foi observado até
este tempo são ditas censuradas.

� Censura do Tipo II: O estudo será terminado após ter ocorrido o evento de
interesse para um número pré-estabelecido de observações.

� Censura Aleatória: Ocorre se a observação for retirada no decorrer do estudo
sem ter ocorrido o evento de interesse ou se o evento de interesse ocorrer por
uma razão diferente da estudada.

• Censura à esquerda: Ocorre quando o tempo registrado é maior do que o tempo de
falha. Isto é, o evento de interesse já aconteceu quando o individuo foi observado.

• Censura intervalar: É um tipo mais geral de censura, ocorre quando o tempo de falha
não é conhecido exatamente, mas sim pertencem a um intervalo, isto é, T ∈ (t1, t2].

21



2. Alguns Conceitos Básicos 22

2.3 O Método de Máxima Verossimilhança

Este método trata o problema de estimação da seguinte forma: baseado nos resultados
obtidos pela amostra, qual é a distribuição, entre todas aquelas de�nidas pelos possíveis
valores de seus parâmetros, com maior possibilidade de ter gerado tal amostra?
A seguir este método é traduzido para conceitos matemáticos, a �m de que seja possível
obter estimadores para os parâmetros, no caso em que a amostra de observações t1, t2, ..., tn
de uma população de interesse tem observações com Censura do Tipo I.
As observações podem estar divididas em dois conjuntos, um deles com as r observações
não censuradas (1, 2, ..., r) e, o outro, com as n−r observações censuradas (r+1, r+2, ..., n),
sendo assim, L(θθθ) que denota a função de verossimilhança, assume a seguinte forma geral,
Colosimo e Giolo (2010)[19]:

L(θθθ) =
r∏
i=1

f(ti;θθθ)
n∏

i=r+1

S(ti;θθθ), (2.1)

em que o segundo termo tem forma
∏n

i=r+1 S(c;θθθ) = [S(c;θθθ)]n−r, já que as censuras ocor-
rem em T = C, T variável aleatória do tempo de falha e C variável aleatória independente
de T , representando o tempo de censura.

2.4 Métodos de Seleção de Modelos

2.4.1 Critério de Informação de Akaike (AIC)

O critério de informação de Akaike (AIC) (1974) [2] é bastante utilizado para a sele-
ção de modelos estatísticos e é baseado na distância de Kullback-Leibler. A informação
de Kullback-Leiber é considerada como uma medida de discriminação entre o modelo
proposto g(x) e o modelo verdadeiro f(x) e é dado por:

IK-L(f, g) =

∫
log
[
f(x)/g(x)

]
f(x)dx.

Akaike ((1973) [1] p. 199, (1974) [2], (1985) [3], (1994) [4] p. 421) mostrou que a questão
crítica para obter um rigoroso critério de seleção de modelos baseado em informações K-L
é estimar

EY [EX [log(g(x/θ̂(y)))]],

onde EX [log(g(x/θ̂(y)))] = Ef [log(g(x/θ))], com θ substituído pelo estimador de máxima
verossimilhança de θ sobre uma amostra Y do modelo proposto g. É conveniente con-
ceituar X e Y como amostras aleatórias independentes da mesma distribuição. Akaike
((1973) [1] p. 199, (1974) [2]) encontrou uma relação formal entre a informação K-L e a
teoria da probabilidade . Ele descobriu que o valor do logaritmo da função de verossimi-
lhança maximizada era uma estimativa tendenciosa de EY [EX [log(g(x/θ̂(y)))]], com vício
aproximadamente igual a K, que indica o número de parâmetros estimados no modelo
proposto g (para detalhes, ver Burnham e Anderson (2002) [8]). Este é um resultado assin-
tótico de importância fundamental. Assim, um estimador aproximadamente não viciado
de EY [EX [log(g(x/θ̂(y)))]], para amostras grandes e bons modelos é log[L(θ̂/dados)]−K.
Este resultado é equivalente a

log(L(θ̂/dados))−K = C − Êθ̂[I(f, ĝ)],

onde ĝ = g(./θ̂).
Esta descoberta torna possível combinar estimativa e seleção de modelos sob uma estru-
tura de otimização uni�cada. Akaike encontrou um estimador do esperado da informação
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K-L com base no logaritmo da função de verossimilhança maximizada, corrigida para um
viés assintótico:

Ê(IK-L) = log(L(θ̂/dados))−K,

em que K é o termo de correção de vício assintótico e não é de forma alguma arbitrário.
Akaike ((1973) [1] p. 199, (1974) [2]) multiplicou esse resultado por (−2) e isso se tornou
no critério de informação de Akaike, dado por:

AIC = −2 log(L(θ̂/dados)) + 2K.

2.4.2 Critério de Informação de Akaike Corrigido (AICc)

Quando o número de parâmetros (K) é grande em relação ao tamanho da amostra (n),
os resultados que proporciona AIC podem não ser bons. Nestes casos, deveria utilizar-
se o critério de segundo ordem a menos que n/K > aproximadamente 40. Um erro
generalizado na literatura de seleção de modelos é o uso de AIC quando o AICc realmente
deveria ser usado. Como o AICc converge para o AIC, quando n é grande, na prática,
deve ser usado o AICc que está dado como segue

AICc = −2 log(L(θ̂)) + 2K +
2K(K + 1)

n−K − 1
.
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3
Descrição do Problema

Segundo o sistema de classi�cação climática "SCC" de Köppen e Geiger (1928)[27], o
clima de Presidente Prudente é caracterizado como tropical chuvoso, com verões chuvosos
e quentes, invernos secos e mais frios, sendo a temperatura média normal do mês mais
quente (>= 22◦C) Rolim et al. (2007) [38]. Atualmente, as mudanças de temperatura são
um dos principais problemas enfrentados por muitos dos grandes centros rurais e urbanos,
pois afeta diretamente a saúde das pessoas. Doenças como paludismo (malária), dengue,
desnutrição, são sensíveis a mudanças de temperatura. Segundo a Organização Mun-
dial da Saúde, temperaturas extremas do ar contribuem diretamente nas disfunções por
doenças cardiovasculares e respiratórias, sobretudo entre as pessoas de idade avançada e
crianças. Altas temperaturas provocam também aumento dos níveis de ozônio e de outros
contaminantes do ar que agravam as doenças cardiovasculares e respiratórias. Além disso,
desempenham um papel importante na produção agrícola, já que exercem uma in�uência
signi�cativa no processo de germinação das sementes. É considerada como temperatura
ótima, aquela na qual a mais alta porcentagem de germinação é obtida em menor espaço
de tempo, enquanto temperaturas máximas e mínimas são pontos nos quais as sementes
apresentam menor porcentagem de germinação, Mayer e Poljako� (1989) [32]. Por exem-
plo, a faixa ótima de temperatura para germinação de espécies de regiões tropicais está
entre 20◦C e 35◦C, Larcher (2000)[29].
Desta forma, para controlar estes problemas gerados por fenômenos naturais, a causa de
altas temperaturas, como as ondas de calor, ou mudanças de temperatura, políticas pú-
blicas devem ser constantemente implementadas e reformuladas com o intuito de prever
a ocorrência de tais fenômenos naturais e proporcionar condições de vida adequada. Por
exemplo, empresas privadas podem dimensionar mão de obra ou estoques de aparelhos
de climatização, tendo em vista altas temperaturas em determinados períodos do ano,
e com respeito à agricultura é interessante, por exemplo, prever o número de dias não
favoráveis para germinação de sementes, para evitar o plantio num intervalo de tempo
onde a faixa de temperatura não é ótima. Com estas considerações, a construção de
modelos que possam emitir alertas ou realizar previsões sobre a ocorrência de ultrapasses
de uma certa temperatura limiar aceitável pode diminuir as consequências causadas por
fenômenos naturais relacionados a mudanças de temperatura.
Para este trabalho contamos com a disposição de dados climatológicos da estação Mete-
orológica da FCT/UNESP do Câmpus de Presidente Prudente-SP. As temperaturas são
medidas em (◦C), cada hora durante o dia, para os quais podemos associar uma estatística
de interesse que represente o comportamento da temperatura naquele dia, sendo que tal
estatística pode ser a mínima, média ou máxima das temperaturas observadas.
Dessa forma, ao acompanhar os valores assumidos por tais estatísticas ao longo dos dias,
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temos um conjunto de observações ordenadas no tempo, isto é, uma série temporal, Mo-
retin e Toloi, 2006 [33]. Podemos ver, como exemplo, o grá�co na Figura 3.1 que repre-
senta as mínimas diárias das temperaturas (aferidas a cada hora) na cidade de Presidente
Prudente-SP, no mês de dezembro do ano de 2016.

Figura 3.1: Mínimas temperaturas diárias na cidade de Presidente Prudente-SP no mês
de dezembro de 2016.

Para ter uma ideia de como é o formato da base de dados disponibilizado, é apresentado
um esquema na Figura 3.2:

Figura 3.2: Base de dados.

Na base de dados como dito anteriormente, temos as medições de temperatura em ◦C,
de janeiro a dezembro dos anos 2011, 2012, 2013, 2014, 2015 e 2016, na última coluna
do lado direito na imagem dos dados, temos as temperaturas mínimas do dia. Nessa
situação, o interesse é estudar o comportamento da temperatura em ◦C na cidade de
Presidente Prudente. Existem diferentes maneiras de estudar este comportamento, uma
primeira maneira é mediante o ajuste de um modelo de séries temporais. Outra forma,
abordada em diferentes artigos (Achcar et al. 2008, 2009, 2010 e 2011), é a utilização de
processos de Poisson não homogêneos considerando o número de dias em cada mês em que
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se registrou uma concentração de ozônio considerada nociva a saúde pública na cidade de
México e uma outra maneira é aplicar a teoria dos valores extremos.
Na abordagem adotada neste trabalho, o interesse é estudar o comportamento da tempe-
ratura através do estudo dos tempos entre ocorrências do evento de interesse (ultrapasse
de um limiar de temperatura �xada). Neste caso, em primeiro lugar indicamos que ao in-
vés de utilizar as estatísticas que representam as temperaturas máximas ou médias diárias,
utilizamos a estatística que representa as temperaturas mínimas diárias pois segundo a
pessoa responsável pelas medições de temperatura, seria prof. Tadeu, o aumento de tem-
peratura na cidade de Presidente Prudente comparado com anos anteriores é devido ao
aumento nas temperaturas mínimas diárias. Ele observou que a variância é maior nas
temperaturas mínimas do que nas máximas. Podemos observar esse fato de maneira glo-
bal nos dados e para obter os tempos de ocorrência do evento, �xamos 22◦C como limiar,
por ser a temperatura média normal do mês mais quente numa região tropical como a que
está localizada a cidade de P. Prudente. Assim, um dia com temperatura mínima maior
que 22◦C é considerado um dia com temperatura elevada. Na Figura 3.3 é apresentado o
grá�co que pode explicar melhor estas considerações no estudo.

Figura 3.3: Tempos em dias entre ultrapasses das mínimas temperaturas diárias em re-
lação ao limiar 22◦C para a cidade de Presidente Prudente-SP no mês de dezembro de
2016.

Observamos na Figura 3.3 que o estudo começa no dia 1 de dezembro de 2016 e �nali-
zando dia 31 do mesmo mês, sendo que nos dias 6, 7, 12, 14, 24, 25, 26, 27, 28 e 29 ocorreram
ultrapasse do limiar �xado 22◦C (representado pela linha vermelha), de modo que são ne-
cessários 6 dias para que ocorra o primeiro ultrapasse após o início do estudo (tomando
em conta que o dia0 = 0); 1 dia para que ocorra o segundo ultrapasse após o primeiro
ultrapasse; 5 dias para que ocorra o terceiro ultrapasse após o segundo ultrapasse, e as-
sim por diante. A notação geral dos intervalos de tempos (em dias) entre ocorrências do
evento de interesse é (Ti) e a fórmula para calcular os Ti é: ti = di − di−1, i = 1, 2, 3, ...,
onde assumimos que d0 = 0 e di é o i-ésimo dia em que ocorre o evento de interesse.
Retornando ao grá�co, também observamos que se consideramos o intervalo de tempo de
31 dias de dezembro como o tempo de estudo, existe censura à direita do tipo I, pois o
ultrapasse não ocorreu no intervalo de tempo que restava desde o último ultrapasse até o
dia 31 de dezembro, o que gera a observação incompleta em questão (no caso do exemplo
abordado, a censura é representada por 2+ dado que foi registrado 2 dias sem ocorrer o
próximo ultrapasse até o dia 31 de dezembro).
Tendo claro que os dados de interesse são tempos entre ultrapasses do evento de interesse,
indicamos que o grande problema é que devido a estarmos considerando um fenômeno
cujos estados são interdependentes, os tempos também são dependentes. Como já menci-
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onado na introdução, neste trabalho pretendemos construir o modelo através da suposição
de que a sequência de tempos entre ultrapasses siga um processo de Markov, ou seja, que
cada intervalo de tempos observado depende somente do anterior.
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4
Distribuição Weibull Univariada

4.1 Introdução

A distribuição Weibull foi proposta originalmente por Weibull (1939) e sua ampla apli-
cabilidade foi também discutida por este mesmo autor (Weibull, 1951, 1954), em estudos
relacionados ao tempo de falha devido a fadiga de metais. Desde então, a mesma vem
sendo frequentemente usada em estudos biomédicos e industriais. A sua popularidade em
aplicações práticas se deve ao fato dela apresentar uma grande variedade de formas, todas
com uma propriedade básica: a sua taxa de falha é monótona, isto é, ela é estritamente
crescente, decrescente ou constante, Colosimo e Giolo (2010) [19]. Sejam S > 0 e K > 0,
números real e inteiro �xos, respectivamente. Aqui K é o número de vezes em que a
medição de temperatura excede o limite de interesse (22◦C) durante o intervalo de tempo
[0, S], e S é o tempo que o estudo dura. Sejam d1, d2, ..., dK os dias em que ocorreram os
ultrapasses. Seja D = {d1, d2, ..., dK} um conjunto de dados observados. Desta forma, Ti,
i = 1, 2, ... denota o tempo em dias entre o i-ésimo e o (i− 1)ésimo ultrapasse.
Consideramos dois casos de estudo, neste capítulo, tratamos o primeiro caso onde assu-
mimos que os intervalos de tempos entre ocorrências do evento de interesse, os Ti, i =
1, 2, ..., K são independentes e identicamente distribuídos com a distribuiçãoWeibull(α, β).
Portanto, a função de densidade de probabilidade de Ti, i = 1, 2, ..., K é:

f(t) =
α

βα
tα−1 exp

{
−
( t
β

)α}
, t ≥ 0, (4.1)

em que α > 0 é o parâmetro de forma, e β > 0, o de escala. O parâmetro β tem a mesma
unidade de medida de t e α não tem unidade.
Para esta distribuição, as funções de distribuição acumulada, de sobrevivência e de risco
são, respetivamente,

F (t) = 1− exp
{
−
( t
β

)α}
(4.2)

S(t) = exp
{
−
( t
β

)α}
(4.3)

e
λ(t) =

α

βα
tα−1, (4.4)

para t ≥ 0, α e β > 0. Observe que, quando α = 1, tem-se a distribuição exponencial e,
sendo assim, a distribuição exponencial é um caso particular da distribuição de Weibull.
Algumas formas das funções de densidade, de distribuição acumulada, de sobrevivência e
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de risco de uma variável T com distribuição de Weibull são mostradas na Figura (4.1).
Observe, a partir da Figura (4.1), que a função de risco λ(t) é estritamente crescente para
α > 1, estritamente decrescente para α < 1 e constante para α = 1. Para α = 1, tem-se a
função de risco da distribuição exponencial que, como mencionado, é um caso particular
da distribuição de Weibull. As expressões para a média e a variância da Weibull incluem

Figura 4.1: Forma típica das funções de densidade de probabilidade, de distribuição
acumulada, de sobrevivência e de risco da distribuição de Weibull para alguns valores dos
parâmetros (α, β).

(a) Função de Densidade. (b) Função de Distribuição Acumulada.

(c) Função de Sobrevivência. (d) Função de Risco.

o uso da função gama, isto é,

E(T ) = βΓ[1 + (1/α)],

V ar(T ) = α2[Γ[1 + (2/α)]− Γ[1 + (1/α)]2],
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sendo a função gama, Γ(k), de�nida por Γ(k) =
∫∞

0
xk−1 exp{−x}dx.

Neste trabalho, nos encontramos na procura de um modelo que explique melhor os dados
de interesse (intervalos de tempos entre ultrapasses de um limiar de temperatura na cidade
de P.Prudente). Então para tal efeito, primeiro vamos escolher um modelo univariado,
assumindo a independência entre estes intervalos de tempos observados, que melhor se
ajuste a tais dados de interesse, o qual será utilizado como marginal na construção de
modelos bivariados através de cópulas.
Para dados relacionados à sobrevivência, além da distribuição Weibull existem distri-
buições como a gama e uma nova distribuição que está sendo bastante utilizada que é
a distribuição exponencial generalizada. Essa última já foi utilizada como marginal na
construção de modelos bivariados através de cópulas, em muitos trabalhos entre eles, Le-
andro (2014)[10].
Com o objetivo de escolha da marginal, vamos comparar as distribuições Weibull e ex-
ponencial generalizada, explicando brevemente o comportamento das suas funções de
distribuição acumulada e sobrevivência de cada um dos modelos univariados.

4.2 Estimação de Máxima Verossimilhança

A função de verossimilhança para os tempos observados entre ocorrências do evento
de interesse provenientes de uma distribuição de Weibull é obtida substituindo (4.1) e
(4.3) em (2.1), mas neste caso temos censura só na última observação então r = n − 1.
Assumindo d0 = 0, os valores dos intervalos de tempo observados estão dados da forma:
ti = di−di−1, i = 1, 2, 3, ..., K = (n−1), em que di é o i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, sendo que tn = S−dK e neste modelo como nos demais modelos considerados
neste trabalho, n representa o número de intervalos de tempos entre ultrapasses do limiar
de temperatura �xado ou seja número de dados utilizados no estudo. Então, a função de
verossimilhança é dado por:

L(θθθ) =
n−1∏
i=1

f(ti;θθθ)S(tn;θθθ)

=
n−1∏
i=1

{ α

βα
tα−1
i exp

{
−
(ti
β

)α}}
exp
{
−
(tn
β

)α}
=
( α
βα

)n−1

exp
{
−
(tn
β

)α} n−1∏
i=1

{
tα−1
i exp

{
−
(ti
β

)α}}
.

(4.5)

Assim, o respectivo logaritmo desta função é:

ln(L(θθθ)) = ln

[( α
βα

)n−1

exp
{
−
(tn
β

)α} n−1∏
i=1

{
tα−1
i exp

{
−
(ti
β

)α}}]

= (n− 1)ln(α)− α(n− 1)ln(β)−
(tn
β

)α
+

n−1∑
i=1

{
(α− 1)ln(ti)−

(ti
β

)α}
.

(4.6)
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Derivando-se ln(L(θθθ))) em relação aos parâmetros α e β e igualando-se as expressões
resultantes a zero, obtém-se o seguinte sistema de equações:

∂(l(α, β))

∂α
= (n− 1)

1

α̂
− (n− 1)ln(β̂)−

(tn
β̂

)α̂
ln
(tn
β̂

)
+

n−1∑
i=1

{
ln(ti)−

(ti
β̂

)α̂
ln
(ti
β̂

)}
= 0,

∂(l(α, β))

∂β
= −α̂(n− 1)

1

β̂
+ α̂tα̂n

( 1

β̂

)α̂+1

+
n−1∑
i=1

{
α̂tα̂i

( 1

β̂

)α̂+1}
= 0,

(4.7)

com l(α, β) = ln(L(θθθ)).
Os estimadores de máxima verossimilhança são os valores de α e β que satisfazem as equa-
ções acima ou equivalentemente maximizam o logaritmo da função de verossimilhança. A
solução deste sistema de equações para o conjunto de dados (intervalos de tempos entre ul-
trapasses de 22◦C de temperatura) é complicada, então foi obtida por meio de um método
numérico iterativo de "Quase Newton". O programa R tem o pacote Optim que minimiza
uma função, então temos que declarar como função objetivo o negativo do logaritmo da
função de verossimilhança e especi�car qual método utilizar. Neste caso, utilizamos o
método de Quase Newton, para facilitar a comparação dos parâmetros estimados deste
modelo com os da distribuição exponencial generalizada, os resultados são vistos somente
na Tabela 4.1.

4.3 Distribuição Exponencial Generalizada Univariada

Vamos estudar brevemente a distribuição exponencial generalizada univariada (ver
Gupta e Kundu, 1999 [21]), que é outra alternativa ao uso da distribuição Weibull. Seja
T com distribuição GE(α, β) com parâmetros α e β então sua função distribuição acu-
mulada é dada por:

F (t) =
(

1− e−
t
β

)α
; t ≥ 0, α ≥ 0, β > 0, (4.8)

em que α e β são parâmetros de forma e escala, respectivamente. Tomando-se α = 1,
obtém-se a função distribuição exponencial usual.
Dessa forma, sua função de densidade de probabilidade é dada por:

f(t) =
α

β
e−

t
β

(
1− e−

t
β

)α−1

; t ≥ 0, α ≥ 0, β > 0. (4.9)

A sua função de sobrevivência é dada por:

S(t) = 1−
(

1− e−
t
β

)α
; t ≥ 0, α ≥ 0, β > 0. (4.10)

4.4 Estimação de Máxima Verossimilhança

A função de verossimilhança para uma amostra de tempos de falha provenientes de
uma distribuição exponencial generalizada é obtida substituindo (4.9) e (4.10) em (2.1).
Mas neste caso temos censura só na última observação, então r = n − 1 e n − r = 1;
assumindo d0 = 0, temos os tempos entre ocorrências do evento de interesse, da forma:
ti = di−di−1, i = 1, 2, 3, ..., K = (n−1), em que di é o i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, e tomando em conta que tn = S − dk. Então, a função de verossimilhança é
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dado por:

L(θθθ) =
n−1∏
i=1

f(ti;θθθ)S(tn;θθθ)

=
n−1∏
i=1

{α
β
e−

ti
β

(
1− e−

ti
β

)α−1}{
1−

(
1− e−

tn
β

)α}
=
(α
β

)n−1{
1−

(
1− e−

tn
β

)α} n−1∏
i=1

{
e−

ti
β

(
1− e−

ti
β

)α−1}
.

(4.11)

Assim, o respectivo logaritmo desta função é:

ln(L(θθθ)) = ln
[(α
β

)n−1{
1−

(
1− e−

tn
β

)α} n−1∏
i=1

{
e−

ti
β

(
1− e−

ti
β

)α−1}]
= (n− 1)ln(α)− (n− 1)ln(β) + ln

[
1−

(
1− e−

tn
β

)α]
+

n−1∑
i=1

{
−
(ti
β

)
+ (α− 1)ln(1− e−

ti
β )
}
.

(4.12)

Derivando-se ln(L(θθθ)) em relação aos parâmetros α e β e igualando-se as expressões
resultantes a zero, obtém-se o seguinte sistema de equações:

∂(l(α, β))

∂α
=

(n− 1)

α̂
−

(
1− e−

tn
β̂

)α̂
ln
[
1− e−

tn
β̂

]
1−

(
1− e−

tn
β̂

)α̂ +
n−1∑
i=1

ln
[
1− e−

ti
β̂

]
= 0

∂(l(α, β))

∂β
=

1− n
β̂

+
α̂tn

(
1− e−

tn
β̂

)α̂−1

e
− tn
β̂

β̂2
(

1− (1− e−
tn
β̂ )α̂
) +

n−1∑
i=1

 ti

β̂2
− (α̂− 1)tie

− ti
β̂

β̂2
(

1− e−
ti
β̂

)
 = 0

(4.13)

com l(α, β) = ln(L(θθθ)).
Os estimadores de máxima verosimilhança são os valores de α e β que satisfazem as equa-
ções acima ou equivalentemente maximizam o logaritmo da função de verossimilhança. A
solução deste sistema de equações para o conjunto de dados (intervalos de tempos entre
ultrapasses de 22◦C de temperatura) foi obtida também utilizando o método numérico
de Newton Raphson do pacote Optim do programa R, desde que fornecido o negativo do
logaritmo da função de verossimilhança. Dessa forma, na tabela 4.1 são apresentadas as
estimativas dos parâmetros de cada modelo

Tabela 4.1: Estimadores de máxima verosimilhança para os parâmetros de interesse da
distribuição Weibull univariada e exponencial generalizada univariada.

Parâmetro α β
EMV Weibull 0, 7038999 3, 5936287
EMV GE 0, 6451622 7, 4681412

Em seguida, conhecendo os valores estimados dos parâmetros de interesse, vamos
mostrar nos seguintes grá�cos, a adequação dos ajustes dos modelos univariados Weibull
e exponencial generalizada.
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Figura 4.2: Curva da função de distribuição acumulada da distribuição Weibull versus
a curva da sua função de distribuição acumulada empírica e a curva de sobrevivência
estimada pela distribuição Weibull versus a curva de sobrevivência estimada por Kaplan-
Meier, para os valores estimados dos parâmetros (α̂ = 0, 7038999, β̂ = 3, 5936287).

Figura 4.3: Curva da função de distribuição acumulada da distribuição exponencial ge-
neralizada versus a curva da sua função de distribuição acumulada empírica e a curva
de sobrevivência estimada pela distribuição exponencial generalizada versus a curva de
sobrevivência estimada por Kaplan-Meier, para os valores estimados dos parâmetros
(α̂ = 0, 6451622, β̂ = 7, 4681412).

Mediante as �guras de ajuste podemos observar que a distribuição Weibull explica
melhor os intervalos de tempos observados entre ultrapasses das temperaturas mínimas
do limiar de 22◦C de temperatura, assumindo independência entre tais tempos, já que as
curvas de função de distribuição acumulada e de sobrevivência da distribuição de Weibull
estão se aproximando melhor das curvas de função de distribuição empírica e de sobre-
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vivência estimadas por Kaplan-Meier, respectivamente. Explicando assim a escolha da
distribuição Weibull univariada a ser utilizada como distribuição marginal na construção
dos modelos bivariados que vamos estudar nos próximos capítulos.





Capítulo

5
Modelo Markoviano via Distribuição

Weibull Bivariada de Marshall e Olkin

Vamos descrever os modelos matemáticos markovianos considerados neste trabalho.
Sejam S > 0 e K > 0, números real e inteiro �xados, respectivamente. K é o número de
vezes em que a medição da temperatura ultrapassa o limite de interesse �xado no caso
(22◦C) durante o intervalo de tempo [0, S].
Sejam d1, d2, ..., dK os dias em que ocorreram os ultrapasses (excederam o limite de in-
teresse). Seja D = {d1, d2, ..., dk} o conjunto de dias em que ocorreram os ultrapasses
durante o tempo de estudo [0, S]. Seja Ti, i = 1, 2, ... o tempo em dias entre i-ésimo e o
(i− 1)-ésimo ultrapasse.
Neste capítulo, tratamos o segundo caso, onde mantemos a suposição de que os tem-
pos entre ultrapasses Ti, i = 1, 2, 3, ... são identicamente distribuídos com distribuição
Weibull(α, β), mas agora eliminamos a suposição de independência e além disso, se supõe
que estes tempos seguem um processo de Markov. Para de�nir a função de densidade
condicional de Ti+1 dado Ti, primeiro vamos de�nir a função de densidade conjunta de Ti
e Ti+1. A seção a seguir é baseado no resumo da formulação do modelo Weibull bivariado
de Marshall e Olkin visto em Tarumoto (2001)[45].

5.1 Distribuição Weibull Bivariada de Marshall e Olkin

A distribuição bivariada Weibull de Marshall e Olkin proposta por Marshall e Ol-
kin (1967)[31], é obtida por meio de uma transformação de variáveis da distribuição
exponencial bivariada (BVE). Esta distribuição não é absolutamente contínua, ou seja,
P (T1 = T2) > 0, isto signi�ca que a ocorrência do evento de interesse (morte ou falha)
pode ser por causas simultâneas e é isso que nos interessa de acordo aos dados de estudo,
já que temos intervalos de tempos entre ultrapasses repetitivos, ou seja é provável que o
intervalo de tempo entre ultrapasse atual e o anterior seja igual ao intervalo de tempo
entre ultrapasse atual e o próximo ultrapasse. Assim, denotamos a distribuição Weibull
bivariada como BVW. Primeiramente na construção desta distribuição bivariada expo-
nencial, Marshall e Olkin consideram um modelo de choque fatal e outro de choque não
fatal.
No caso do modelo de choque fatal, suponha que os componentes de um sistema com dois
componentes falham após receber um choque que é sempre fatal. Suponha ainda que pro-
cessos de Poisson independentes Z1(t;λ1), Z2(t;λ2) e Z12(t;λ12) governam a ocorrência
de choques, onde Z(t;λ) ≡ {z(t), t ≥ 0, λ} representa um processo de Poisson homogêneo

37
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com parâmetro λ. Os eventos no processo Z1(t;λ1) são os choques no componente 1,
eventos no processo Z2(t;λ2) são os choques no componente 2 e Z12(t;λ12) são os choques
em ambos os componentes. Portanto, se T1 e T2 denotam as variáveis aleatórias que re-
presentam os tempos de vida do primeiro e do segundo componentes, respectivamente, e
levando em consideração que Z1(t;λ1), Z2(t;λ2) e Z12(t;λ12) são independentes, a função
de sobrevivência conjunta entre T1 e T2 é dado como:

S(t1, t2) = P (T1 > t1, T2 > t2) = P{Z1(s;λ1) = 0, Z2(t, λ2) = 0, Z12(max(s, t);λ12) = 0},
= P{Z1(s;λ1) = 0}P{Z2(t;λ2) = 0}P{Z12(max(s, t);λ12) = 0},

= exp
{
−λ1t1 − λ2t2 − λ12 max(t1, t2)

}
.

No segundo caso, no modelo de choque não fatal, considere novamente três processos de
Poisson independentes, Z1(t; δ1), Z2(t; δ2) e Z12(t; δ12), governando a ocorrência de cho-
ques com a modi�cação de que estes choques não necessitam ser fatais. Os estados dos
sistemas podem ser descritos pelos pares ordenados, (0, 0), (0, 1), (1, 0) e (1, 1), onde 1
no primeiro elemento do par ordenado indica que o componente está operante e 0 que
ele já falhou, e analogamente para o segundo elemento do par ordenado. Os eventos
no processo Z1(t; δ1) são choques no primeiro componente que causam uma transição do
estado (1, 1) para (0, 1) com probabilidade p1 e de (1, 1) para (1, 1) com probabilidade
(1− p1). Similarmente, os eventos no processo Z2(t; δ2) causam uma transição do estado
(1, 1) para (1, 0) ou (1, 1) com probabilidades p2 e (1 − p2), respectivamente. Eventos
no processo Z12(t, δ12) causam uma transição do estado (1, 1) para (0, 0), (1, 0), (0, 1) ou
(1, 1) com probabilidades p00, p10, p01 e p11 respectivamente. Seja T1 a variável aleatória
que representa o tempo de vida do primeiro componente, e T2 o do segundo componente.
Neste trabalho, T1 e T2 representam o intervalo de tempos até o ultrapasse atual e o
intervalo de tempos até o próximo ultrapasse, respectivamente. Como Z1(t; δ1), Z2(t; δ2) e
Z12(t; δ12) são independentes e com incrementos independentes, para t2 ≥ t1 ≥ 0, a função
de sobrevivência conjunta pode ser escrito como:

S(t1, t2) = P (T1 > t1, T2 > t2) = P{Z1(s; δ1) = 0, Z2(t, δ2) = 0, Z12(max(s, t); δ12) = 0}

=
{ ∞∑
k=0

e−δ1t1
(δ1t1)k

k!
(1− p1)k

}{ ∞∑
l=0

e−δ2t2
(δ2t2)l

l!
(1− p2)l

}
{ ∞∑
n=0

∞∑
m=0

[
e−δ12t1

(δ12t1)m

m!
(p11)k

][
e−δ12(t2−t1) (δ12(t2 − t1))n

n!
(p11 + p01)k

]}
= exp

{
−t1
[
δ1p1 + δ12p01

]
− t2

[
δ2p2 + δ12(1− p11 − p01)

]}
.

Por simetria, para t1 ≥ t2 ≥ 0,

S(t1, t2) = P (T1 > t1, T2 > t2) = exp{−t1[δ1p1 + δ12(1− p11 − p10)]− t2[δ2p2 + δ12p10]}.

Portanto: S(t1, t2) = exp{−λ1t1 − λ2t2 − λ12 max(t1, t2)},

onde λ1 = δ1p1 + δ12p01, λ2 = δ2p2 + δ12p10 e λ12 = δ12p00.

As funções de sobrevivência marginais de T1 e de T2 são dadas por:

ST1(t1) = exp{−(λ1 + λ12t1)} e ST2(t2) = exp{−(λ2 + λ12t2)},

a função de densidade da distribuição BVE é:

f(t1, t2) =
∂2S(t1, t2)

∂t1∂t2
=

{
(λ1 + λ12)λ2 exp{−(λ1 + λ12)t1 − λ2t2}, se t1 ≥ t2

(λ2 + λ12)λ1 exp{−λ1t1 − (λ2 + λ12)t2}, se t1 < t2
,
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e as densidades marginais exponenciais são:

fT1(t1) = (λ1 + λ12) exp{−(λ1 + λ12t1)} e

fT2(t2) = (λ2 + λ12) exp{−(λ2 + λ12t2)}.

Esta distribuição não é absolutamente contínua, ou seja, sua função de sobrevivência
pode ser decomposta em uma parte singular e a outra parte absolutamente contínua.
Esta decomposição é dada como:

S(t1, t2) =
λ1 + λ2

λ
Sα(t1, t2) +

λ12

λ
Ss(t1, t2),

onde Ss(t1, t2) = exp(−λmax(t1, t2)), é uma distribuição singular, e

Sα(t1, t2) = λ
λ1+λ2

exp{−λ1t1−λ2t2−λ12 max(t1, t2)}− λ12
λ1+λ2

exp{−λmax(t1, t2)} é a parte
absolutamente contínua. Portanto P (T1 = T2) > 0.
Pelo Lema 3.2 de Marshall e Olkin (1967), a função geratriz de momentos é dada por:

ψ(t1, t2) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

e−t1x−t2ydF (x, y) =
(λ+ t1 + t2)(λ1 + λ12)(λ2 + λ12) + t1t2λ12

(λ+ t1 + t2)(λ1 + λ12 + t1)(λ2 + λ12 + t1)
,

onde λ = λ1 + λ2 + λ12. A covariância entre T1 e T2 é dada como: Cov(T1, T2) =
λ12

λ(λ1+λ12)(λ2+λ12)
; o coe�ciente de correlação é ρ(T1, T2) = λ12/λ e a distribuição de T =

min(T1, T2) é exponencial, com parâmetro λ. A distribuição BVE pode ser representada
por meio de variáveis aleatórias independentes, ou seja, (T1, T2) é uma BVE se e somente se
existem variáveis aleatórias exponenciais independentes U, V eW tais que T1 = min(U,W )
e T2 = min(V,W ).
Esclarecemos antes que para a construção do modelo Weibull bivaridada de Marshall e
Olkin utilizamos a função de densidade de T da seguinte forma:

f(t;α, λ) = αλtα−1 exp{−λtα}.

A distribuição Weibull bivariada é obtida por meio de uma transformação de variáveis, ou
seja se (T1, T2) é BVE, então (T

1/α1

1 , T
1/α2

2 ) é uma distribuiçãoWeibull bivariada (MOBW),
onde a função de sobrevivência é dado por:

S(t1, t2) = exp
{
−λ1t

α1
1 − λ2t

α2
2 − λ12 max(tα1

1 , t
α2
2 )
}
.

Para facilitar a utilização deste resultado temos:

S(t2, t1) = exp
{
−λ2t

α2
2 − λ1t

α1
1 − λ12 max(tα2

2 , t
α1
1 )
}
. (5.1)

Na situação da distribuição Weibull bivariada, T = min(T1, T2) tem distribuição Weibull
somente se α1 = α2.
A função de densidade de probabilidade é dada por:

f(t1, t2) =

(λ1 + λ12)λ2α1t
α1−1
1 α2t

α2−1
2 exp

{
−(λ1 + λ12)tα1

1 − λ2t
α2
2

}
, se tα1

1 ≥ tα2
2

(λ2 + λ12)λ1α1t
α1−1
1 α2t

α2−1
2 exp

{
−λ1t

α1
1 − (λ2 + λ12)tα2

2

}
, se tα1

1 < tα2
2 .

Para facilitar o uso deste último resultado temos:

f(t2, t1) =

(λ2 + λ12)α2t
α2−1
2 λ1α1t

α1−1
1 exp

{
−(λ2 + λ12)tα2

2 − λ1t
α1
1

}
, se tα2

2 ≥ tα1
1

(λ1 + λ12)α1t
α1−1
1 λ2α2t

α2−1
2 exp

{
−(λ1 + λ12)tα1

1 − λ2t
α2
2

}
, se tα2

2 < tα1
1 .
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Da expressão anterior considerando a seguinte reparametrização: λ1 = 1/βα1
1 , λ2 = 1/βα2

2

e λ12 = θ, temos a função de densidade conjunta de (Ti+1, Ti), i.e.

f(ti+1, ti) =


(

1
β
α2
2

+ θ
)
α2t

α2−1
i+1

1
β
α1
1
α1t

α1−1
i exp

{
− 1
β
α1
1
tα1
i −

(
1
β
α2
2

+ θ
)
tα2
i+1

}
, se tα2

i+1 ≥ tα1
i(

1
β
α1
1

+ θ
)
α1t

α1−1
i

1
β
α2
2
α2t

α2−1
i+1 exp

{
−
(

1
β
α1
1

+ θ
)
tα1
i − 1

β
α2
2
tα2
i+1

}
, se tα2

i+1 < tα1
i .
(5.2)

Assim sendo de (4.1) e (5.2), temos a função de densidade condicional de Ti+1 dado (Ti),
i.e.

f(ti+1/ti) =
f(ti+1, ti)

f(ti)
.

f(ti+1/ti) =


(

1
β
α2
2

+ θ
)
α2t

α2−1
i+1 exp

{
−
(

1
β
α2
2

+ θ
)
tα2
i+1

}
, se tα2

i+1 ≥ tα1
i(

1
β
α1
1

+ θ
)

1
β
α2
2
α2t

α2−1
i+1 exp

{
− 1
β
α2
2
tα2
i+1 − θt

α1
i

}(
1
β
α1
1

)−1

, se tα2
i+1 < tα1

i .
(5.3)

A função de distribuição acumulada condicional de Ti+1 dado Ti é dada por:

F (ti+1/ti) =

∫ ti+1

0

f(ti+1/ti)dti

=


∫ ti+1

0

(
1
β
α2
2

+ θ
)
α2t

α2−1
i+1 exp

{
−
(

1
β
α2
2

+ θ
)
tα2
i+1

}
dti+1, se tα2

i+1 ≥ tα1
i∫∞

ti+1

(
1
β
α1
1

+ θ
)

1
β
α2
2
α2t

α2−1
i+1 exp

{
− 1
β
α2
2
tα2
i+1 − θt

α1
i

}(
1
β
α1
1

)−1

dti+1, se tα2
i+1 < tα1

i

=

1− exp
{
−
(

1
β
α2
2

+ θ
)
tα2
i+1

}
, se tα2

i+1 ≥ tα1
i(

1
β
α1
1

+ θ
)

exp
{
−θtα1

i

}
βα1

1

∫∞
ti+1

1
β
α2
2
α2t

α2−1
i+1 exp

{
−
(
ti+1

β2

)α2
}
dti+1, se tα2

i+1 < tα1
i

F (ti+1/ti) =

1− exp
{
−
(

1
β
α2
2

+ θ
)
tα2
i+1

}
, se tα2

i+1 ≥ tα1
i(

1
β
α1
1

+ θ
)

exp
{
−θtα1

i

}
βα1

1

(
1− exp

{
−
(
ti+1

β2

)α2
})
, se tα2

i+1 < tα1
i .

5.2 Estimação de Máxima Verossimilhança

Temos visto no capítulo 1 que a primeira fase deste trabalho é modelar o conjunto de
intervalos de tempos entre ultrapasses de um limiar de temperatura �xada na cidade de
Presidente Prudente-SP. Para o conjunto de tempos observados (independente da tem-
peratura medida), vamos construir sua função de verossimilhança, assumindo d0 = 0, e
tendo como valores dos intervalos de tempo como segue:
ti = di − di−1, i = 1, 2, 3, ..., k = (n− 1), onde di é o i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, e aclarando que tn = S−dk. Então, a função de verossimilhança é dada por:

L(θ; t) = f(t1, t2, ..., tn), (5.4)

onde Ti, i = 1, 2, 3, ..., n, são dependentes, então a expressão (5.4) �caria da seguinte
forma:

L(θ; t) = f(t1)f(t2/t1)f(t3/t1, t2)...f(tn/t1, t2, ..., tn−1) (5.5)

Mas como neste trabalho supomos que os tempos seguem um processo de Markov o que
indica que o tempo atual só depende do anterior e tendo em conta que os dados correm
risco de ter censura do Tipo I somente no último valor observado, então teremos a seguinte
expressão para a função de verossimilhança:

L(θ; t) = f(t1)
n−2∏
i=1

f(ti+1/ti)P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1). (5.6)
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Para sua especi�cação precisamos ajustar uma distribuição de probabilidades aos tempos
quando são considerados estados anteriores e outra distribuição de probabilidade quando
considerados estados posteriores. Nos falta calcular P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1):

P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1) =

∫ ∞
tn

f(tn/tn−1, α1, β1, α2, β2, θ)dtn

=


∫∞
tn

(
1
β
α2
2

+ θ
)
α2t

α2−1
n exp

{
−
(

1
β
α2
2

+ θ
)
tα2
n
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Neste último resultado, para tα2
n ≥ tα1

n−1 temos uma integral conhecida que é igual à função
de distribuição acumulada da distribuição Weibull univariada, para tα2

n < tα1
n−1 colocamos

em evidência as constantes da integral, i.e.

=


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1− exp
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n < tα1
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Na expressão anterior para tα2
n < tα1

n−1 temos uma integral conhecida que é igual à função
de sobrevivência da distribuição Weibull, i.e.

P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1) =

exp
{
−
(

1
β
α2
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+ θ
)
tα2
n

}
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}
, se tα2

n < tα1
n−1.

(5.7)

Agora tendo todos os elementos da expressão (5.6), vamos construir a função de verossi-
milhança:

L(θ; t) =
α

βα
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1 exp
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β

)α} n−2∏
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Em função disso, podemos obter a função l(α1, α2, β1, β2, θ; t) = ln(L(α1, α2, β1, β2, θ; t)):

l(θ; t) = ln(α1)− α1 ln(β1) + (α1 − 1) ln(t1)−
( t1
β1

)α1

+
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i
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+


−
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)
tα2
n , se tα2
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(5.8)

Para encontrar os valores de α1, β1, α2, β2, θ que maximizam a função dada em (5.8) é
necessário utilizar métodos iterativos. Um método possível seria o algoritmo de Quase-
Newton. O software R contém pacotes especí�cos que realizam esse procedimento, desde
que fornecidas os logaritmos das funções de verossimilhança. Neste trabalho, utilizamos o
pacote "Optim" em que se considera o negativo do logaritmo da função de verosimilhança,
já que minimiza por padrão. Assim, na tabela 5.1 são apresentadas as estimativas dos
parâmetros do modelo.

Tabela 5.1: Estimadores de máxima verossimilhança para os parâmetros de interesse do
modelo markoviano via distribuição bivariada Weibull de Marshall e Olkin.

Parâmetro α1 α2 β1 β2 θ
EMV 0, 948968 0, 705371 2, 531425 3, 643994 9, 999999 ∗ 10−21

O mais importante em relação aos resultados anteriores, da estimação dos parâmetros
de interesse, é que o parâmetro de dependência θ tem um valor próximo a zero, o que
explica a dependência fraca que existe entre os intervalos de tempo entre ultrapasses do
evento de interesse.
Por outro lado, a partir de (5.7), podemos generalizar a função de sobrevivência para Ti+1

dado Ti expresso por:

S(ti+1/ti) = P (Ti+1 ≥ ti+1/Ti = ti)

S(ti+1/ti) =

exp
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)
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}
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i

}
exp
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(
ti+1

β2
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}
. se tα2

i+1 < tα1
i .

(5.9)

Em seguida, conhecendo os valores estimados dos parâmetros de interesse, vamos mostrar
nos seguintes grá�cos a adequação de ajuste do modelo markoviano via a distribuição
bivariada Weibull de Marshall e Olkin.
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Figura 5.1: Curva de função de distribuição acumulada estimada pelo modelo markovi-
ano via distribuição bivariada Weibull de Marshall e Olkin versus a curva da função de
distribuição acumulada empírica.

Figura 5.2: Curva de sobrevivência estimada pelo modelo markoviano via distribuição
bivariada Weibull de Marshall e Olkin versus a curva de sobrevivência estimada por
Kaplan-Meier.
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Nos grá�cos (5.1) e (5.2) podemos observar uma bom ajuste, isto se deve a existência
de dependência fraca entre os intervalos de tempo entre ocorrências do evento de inte-
resse observados. A distribuição de Marshall e Olkin não é absolutamente contínua, então
P (Ti = Ti+1) > 0, isto é verdade neste estudo já que ocorre que o tempo entre o ultrapasse
anterior e o ultrapasse atual pode ser igual ao tempo entre o ultrapasse atual e o próximo
ultrapasse. Essa é a razão pela qual observamos o bom ajuste deste modelo.
Além disso, podemos estimar o tempo médio a ser esperado para que ocorra o próximo ul-
trapasse em função do número de dias observado entre o ultrapasse anterior e o ultrapasse
atual, isto é, a esperança de Ti+1 dado Ti = ti, dada por:
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Neste caso, os resultados das integrais anteriores são conhecidas e estão dadas pelo valor
esperado de Ti+1 distribuídos pela distribuição Weibull e obtemos a seguinte forma para
a esperança condicional de Ti+1 dado Ti = ti.

E[Ti+1/Ti = ti] =


α2

√(
1
β
α2
2

+ θ
)−1

Γ[1 + (1/α2)], se tα2
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)
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1 β2Γ[1 + (1/α2)], se tα2
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i ,

conhecendo os parâmetros α1, α2, β1, β2 e θ pela estimação feita, podemos calcular essas
esperanças, que neste caso vão resultar constantes para ambas situações.
Outra informação importante e que pode ser útil é P (j < Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l), j =
0, 1, 2, ...; l = 0, 1, 2, ... isto é a probabilidade de que o tempo até o próximo ultrapasse
assuma um determinado valor em função do tempo entre ultrapasse anterior, de modo
que a partir disso poderíamos então construir uma matriz de transição, onde os estados
seriam os números de dias entre os ultrapasses, desenvolvendo:

P (j < Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l, θθθ) = P (Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l, θθθ)− P (Ti+1 < j/Ti = l, θθθ).(5.10)

• Para tα2
i+1 ≥ tα1

i

Para obter o resultado de (5.10) vamos resolver por partes:
Substituímos na expressão da função de distribuição condicional F (ti+1/ti), ti+1 por j+1,

P (Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l, θθθ) = 1− exp
{
−
( 1

βα2
2

+ θ
)

(j + 1)α2

}
(5.11)

para o seguinte resultado também substituímos na expressão da função de distribuição
condicional F (ti+1/ti), mas neste caso ti+1 por j,

P (Ti+1 < j/Ti = l, θθθ) = 1− exp
{
−
(

1
β
α2
2

+ θ
)

(j)α2

}
(5.12)

portanto, de (5.11)-(5.12) temos (5.10) e o resultado é como segue:
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{
−
(

1
β
α2
2

+ θ
)

(j)α2

}
− exp

{
−
(

1
β
α2
2

+ θ
)

(j + 1)α2

}
,
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• Para tα2
i+1 < tα1

i

Para obter o resultado de (5.10) nesta condição, vamos resolver por partes:
Substituímos na expressão da função de distribuição condicional F (ti+1/ti), ti+1 por j+1,

P (Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l, θθθ) = (1/βα1
1 + θ) exp{−θlα1}βα1

1 (1− exp{−((j + 1)/β2)α2}) (5.13)

para o seguinte resultado também substituímos na expressão da função de distribuição
condicional F (ti+1/ti). Mas, neste caso ti+1 por j,

P (Ti+1 < j/Ti = l, θθθ) = (1/βα1
1 + θ) exp{−θlα1}βα1

1 (1− exp{−(j/β2)α2}), (5.14)

portanto, de (5.13)-(5.14) temos (5.10) e o resultado é como segue:

P (j < Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l, θθθ) = (1/βα1
1 + θ) exp{−θlα1}βα1

1

[
exp{−(

j

β2

)α2} − exp{−(
j + 1

β2

)α2}
]

Parte da matriz de transição (para l, j = 1, 2, ..., 12) onde as "l" representa as linhas e
"j" representa as colunas �caria da forma como é ilustrada na Tabela 5.2:

Tabela 5.2: Matriz de transição para o modelo markoviano via distribuição bivariada
Weibull de Marshall e Olkin.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 0,15 0,10 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01
2 0,15 0,10 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01
3 0,15 0,10 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01
4 0,15 0,10 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01
5 0,15 0,10 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01
6 0,15 0,10 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01
7 0,15 0,10 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01
8 0,15 0,10 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01
9 0,15 0,10 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01
10 0,15 0,10 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01
11 0,15 0,10 0,07 0,06 0.05 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01
12 0,15 0,10 0,07 0,06 0.05 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01

Na matriz acima podemos observar que o elemento posicionado na intersecção da
segunda linha e a segunda coluna indica que a probabilidade de que o próximo ultrapasse
ocorra depois de amanhã dado que o tempo entre ultrapasses anterior foi igual a dois, é
0,10. Analogamente se faz interpretações com respeito aos demais elementos da matriz.





Capítulo

6
Introdução à Teoria de Cópulas

6.1 Conceitos Preliminares

O foco desta secção é a noção de funções "2-crescente", bidimensional, análoga a
funções não decrescente de uma variável, mas primeiramente precisamos introduzir algu-
mas notações. Denotemos por R a reta real (−∞,+∞), R denota a reta real estendida
[−∞,+∞], e R2

denota o plano real estendido R× R. Um retângulo em R2
é o produto

cartesiano B de dois intervalos fechados B = [x1, x2] × [y1, y2]. Os vértices de um retân-
gulo B são os pontos (x1, y1), (x1, y2), (x2, y1), (x2, y2). O quadrado unitário III2 é o produto
III × III onde III = [0, 1]. Uma função bivariada H é uma função cujo domínio, DomH, é um
subconjunto de R2

e cuja imagem, ImH, é um subconjunto de R.

De�nição 1 Sejam S1 e S2 subconjuntos não vazios de R, e seja H uma função bivariada
real tal que DomH=S1 × S2. Seja B = [x1, x2] × [y1, y2] um retângulo cujos vértices
pertencem ao DomH. Então o H-volume de B é dado por

VH(B) = H(x2, y2)−H(x2, y1)−H(x1, y2) +H(x1, y1).

Note que se de�nimos as diferenças de primeira ordem de H no retângulo B como

∆x2
x1
H(x, y) = H(x2, y)−H(x1, y) e ∆y2

y1
H(x, y) = H(x, y2)−H(x, y1),

então o H-volume de um retângulo B é a diferença de segunda ordem de H em B,

VH(B) = ∆y2
y1

∆x2
x1
H(x, y).

De�nição 2 Uma função bivariada real H é 2-crescente se VH(B) ≥ 0 para todos os
retângulos B cujos vértices pertencem ao DomH.

Quando H é 2-crescente, ocasionalmente referimos ao H-volume de um retângulo B
como a H-medida de B. Alguns autores referem-se às funções 2-crescente como quase-
monótonas. Notemos que se H é 2-crescente não implica que H é crescente em cada
argumento, como segue no exemplo abaixo.

Exemplo 1 Seja H : III2 → R de�nida como

H(x, y) := (2x− 1)(2y − 1),

e seja um retângulo qualquer B ∈ III2 de�nido por B := [x1, x2]× [y1, y2].
Então

VH(B) = 4(x2 − x1)(y2 − y1) ≥ 0,

47
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pelo que H é 2-crescente. No entanto, para um valor �xo y0, temos que

F (x) := H(x, y0) = [2(2y0 − 1)]x− (2y0 − 1),

isto é, uma reta com inclinação 2(2y0 − 1) que é negativa para y0 < 1/2, e nesse caso
teríamos que H é decrescente em seu primeiro argumento, apesar de ser 2-crescente.

Os seguintes lemas serão úteis na próxima seção de subcópulas e cópulas. O primeiro é
consequência direta das de�nições 1 e 2.

Lema 1 Sejam S1 e S2 subconjuntos não vazios de R e seja H uma função 2-crescente
com o domínio S1×S2. Sejam x1, x2 ∈ S1 com x1 ≤ x2, e sejam y1, y2 ∈ S2 com y1 ≤ y2.
Então a função t→ H(t, y2)−H(t, y1) é não decrescente em S1, e a função t→ H(x2, t)−
H(x1, t) é não decrescente em S2.

Como aplicação imediata deste lema 1, podemos mostrar que, com uma hipótese adicional,
uma função H 2-crescente é não decrescente em cada argumento.

De�nição 3 Sejam S1, S2 subconjuntos não vazios de R tais que a1 é o menor elemento
de S1 e a2 é o menor elemento de S2. Dizemos que a função real H : S1 × S2 → R é
limitada inferiormente se H(x, a2) = 0 = H(a1, y) para todo (x, y) ∈ S1 × S2.

Daqui temos:

Lema 2 Sejam S1 e S2 subconjuntos não vazios de R e seja H uma função 2-crescente
limitada inferiormente com o domínio S1 × S2. Então H é não decrescente em cada
argumento.
Demonstração. Sejam a1 e a2 os menores elementos de S1 e S2, respectivamente, e
sejam x1 = a1, y1 = a2 do Lema 1.

De�nição 4 Sejam S1, S2 subconjuntos não vazios de R tais que b1 é o maior elemento
de S1 e b2 é o maior elemento de S2. Dizemos que a função H : S1 × S2 → R tem
marginais, e que as marginais de H são funções F e G dadas por:
DomF = S1, e F (x) = H(x, b2) para todo x ∈ S1;
DomG = S2, e G(y) = H(b1, y) para todo y ∈ S2.

Exemplo 2 Seja H : [−1, 1]× [0,∞]→ R dada por

H(x, y) =
(x+ 1)(1− e−y)

2
,

e seja o retângulo B := [x1, x2]× [y1, y2] ⊂ DomH. Temos que

2VH(B) = (x2 + 1)(1− e−y2)− (x2 + 1)(1− e−y1)− (x1 + 1)(1− e−y2) + (x1 + 1)(1− e−y1)
= (x2 − x1)(e−y1 − e−y2) ≥ 0,

pelo que H é 2-crescente. Como H(x, 0) = 0 = H(−1, y) então pela De�nição 3 temos
que H está limitada inferiormente. As marginais de H são

F (x) := H(x,∞) =
x+ 1

2
,

G(y) := H(1, y) = 1− e−y,
que são funções crescentes, como garantido pelo Lema 2.
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Fecharemos esta seção com um importante lema em torno de funções 2-crescente limitadas
inferiormente e com marginais.

Lema 3 Sejam S1 e S2 subconjuntos não vazios de R, e seja H uma função 2-crescente
limitada inferiormente, com marginais, cujo domínio é S1 × S2. Sejam (x1, y1) e (x2, y2)
quaisquer pontos pertencentes a S1 × S2. Então,

|H(x2, y2)−H(x1, y1)| 6 |F (x2)− F (x1)|+ |G(y2)−G(y1)|.

Demonstração. Usando a desigualdade triangular, temos:

|H(x2, y2)−H(x1, y1)| 6 |H(x2, y2)−H(x1, y2)|+ |H(x1, y2)−H(x1, y1)|.

Agora assumimos x1 6 x2. Porque H é limitada inferiormente, 2-crescente, e tem margi-
nais, Lemas 1 e 2 vale 0 6 H(x2, y2)−H(x1, y2) 6 F (x2)−F (x1). Uma desigualdade aná-
loga vale quando x2 6 x1, assim que para quaisquer x1, x2 ∈ S1, |H(x2, y2)−H(x1, y2)| 6
|F (x2)− F (x1)|.
Semelhantemente para quaisquer y1, y2 ∈ S2, |H(x1, y2)−H(x1, y1)| 6 |G(y2)−G(y1)|.

6.2 Cópulas

Primeiramente, de�niremos subcópulas como uma certa classe de funções 2-crescente
e limitadas inferiormente com marginais; então de�niremos cópulas como subcópulas com
domínio em III2.

De�nição 5 Uma subcópula bidimensional (ou 2-subcópula, ou somente, uma subcópula)
é uma função C ′ com as seguintes propriedades:

1. DomC ′ = S1 × S2, onde S1 e S2 são subconjuntos de III contendo 0 e 1;

2. C' é limitada inferiormente e 2-crescente;

3. Para todo u ∈ S1 e todo v ∈ S2,

C ′(u, 1) = u e C ′(1, v) = v. (6.1)

Note-se que para todo (u, v) ∈ DomC ′, 0 6 C ′(u, v) 6 1, assim a ImC ′ é também um
subconjunto de III.

De�nição 6 Uma cópula bidimensional (ou 2-cópula, ou somente, uma cópula) é uma
2-subcópula C cujo domínio é III2.
Equivalentemente, uma cópula é uma função C de III2 em III com as seguintes propriedades:
1. Para todo u, v ∈ III,

C(u, 0) = 0 = C(0, v) (6.2)

e

C(u, 1) = u e C(1, v) = v; (6.3)

2. Para todo u1, u2, v1 e v2 ∈ III tal que u1 6 u2 e v1 6 v2,

C(u2, v2)− C(u2, v1)− C(u1, v2) + C(u1, v1) > 0. (6.4)
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Observação: C(u, v) = Vc([0, u]× [0, v]) (ver De�nição 1) e além disso a propriedade (6.4)
é equivalente a que Vc([u1, u2]× [v1, v2]) ≥ 0.
A distinção entre uma subcópula e uma cópula (o domínio) pode parecer ser uma premissa,
mas �cará coerente a importância na próxima seção quando discutiremos o teorema de
Sklar. Em adição, muitas das propriedades de cópulas são propriedades de subcópulas.

Teorema 1 Seja C ′ uma subcópula. Então para todo (u, v) ∈ DomC ′,

max(u+ v − 1, 0) 6 C ′(u, v) 6 min(u, v). (6.5)

Demonstração. Seja (u, v) um ponto arbitrário em DomC ′. Como C ′(u, v) 6 C ′(u, 1) =
u e C ′(u, v) 6 C ′(1, v) = v temos C ′(u, v) 6 min(u, v). Por outro lado, VC′([u, 1]×[v, 1]) >
0 implica que C ′(u, v) > u + v − 1, que quando combinado com C ′(u, v) > 0 temos
C ′(u, v) > max(u+ v − 1, 0).

Como toda cópula é uma subcópula, as desigualdades no teorema acima valem para
cópulas. Importante, os limites em (6.5) são também cópulas e são denotadas por
M(u, v) = min(u, v) e W (u, v) = max(u + v − 1, 0). Assim para toda cópula C e todo
(u, v) ∈ III2,

W (u, v) 6 C(u, v) 6M(u, v). (6.6)

A desigualdade (6.6) é a versão cópula da desigualdade dos limites de Fréchet-Hoe�ding.
Referimos a M como o limite superior e W como o limite inferior de Fréchet-Hoe�ding.
Uma terceira cópula importante que será frequentemente utilizada é a cópula produto
Π(u, v) = uv.
O teorema seguinte, que segue diretamente do Lema 3, estabiliza a continuidade de sub-
cópulas e consequentemente de cópulas, via a condição de Lipschitz no III2.

Teorema 2 Seja C ′ uma subcópula. Então para todo (u1, u2), (v1, v2) ∈ DomC ′,

|C ′(u2, v2)− C ′(u1, v1)| 6 |u2 − u1|+ |v2 − v1|. (6.7)

Logo, C ′ é uniformemente contínua no seu domínio.

De�nição 7 Seja C uma cópula, e seja a qualquer número pertencente a III. A secção
horizontal de C em a é uma função de III em III dada por t 7→ C(t, a); a secção vertical de
C em a é uma função de III em III dada por t 7→ C(a, t); a secção diagonal de C é uma
função δc de III em III de�nida por δc(t) = C(t, t).

O corolário seguinte é uma consequência imediata do Lema 2 e do Teorema 2.

Corolário 1 As secções vertical, horizontal e diagonal de uma cópula C são todas não
decrescentes e uniformemente contínuas em III.

Várias aplicações de cópulas envolvem a forma do grá�co de uma cópula, isto é, a superfície
z = C(u, v). Segue da De�nição 6 e do Teorema 2 que o grá�co de qualquer cópula é
uma superfície S = {u, v, C(u, v)} contínua dentro do cubo unitário III3, cujo limite é o
quadrilátero inclinado com vértices (0, 0, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 1), e (0, 1, 0); e do Teorema 1
que o grá�co está entre os grá�cos dos limites de Fréchet-Hoe�ding, isto é, as superfícies
z = M(u, v) e z = W (u, v). Na Figura 6.1 apresentamos os grá�cos das cópulas M e W,
assim como o grá�co de Π, uma porção do parabolóide hiperbólico z = uv, Hofer et al.
2016 [22].
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Figura 6.1: Grá�cos das cópulas M, W e Π.

(a) M (b) W

(c) Π

Teorema 3 Seja C uma cópula. Para qualquer v ∈ III, a derivada parcial ∂C(u,v)
∂u

existe
para todo u e para tais v e u,

0 6
∂C(u, v)

∂u
6 1. (6.8)

Semelhantemente, para qualquer u ∈ III, a derivada parcial ∂C(u,v)
∂v

existe para todo v, e
para tais u e v,

0 6
∂C(u, v)

∂v
6 1. (6.9)

Portanto, as funções u 7→ ∂C(u, v)/∂v e v 7→ ∂C(u, v)/∂u são de�nidas e não decrescente
ao menos em III.
Demonstração.Ver Nelsen (2006)[35].

Teorema 4 Seja C uma cópula. Se ∂C(u, v)/∂v e ∂2C(u, v)/∂u∂v são contínuas em III2 e
∂C(u, v)/∂u existe para todo u ∈ (0, 1) quando v = 0, então ∂C(u, v)/∂u e ∂2C(u, v)/∂v∂u
existe em (0, 1)2 e ∂2C(u, v)/∂u∂v = ∂2C(u, v)/∂v∂u.
Demonstração. Ver Seeley (1961)[41].

6.3 Teorema de Sklar

O teorema desta seção é o teorema central da teoria de cópulas e é fundamental para
muitas, se não todas, aplicações da teoria de cópulas ou talvez na estatística. O teorema
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de Sklar elucida a regra que cópulas jogam nas relações entre função de distribuição
multivariada e suas marginais. Assim iniciaremos esta seção com uma breve discussão
sobre funções de distribuição.

De�nição 8 Uma função distribuição é uma função F com domínio R de modo que

1. F é não decrescente;

2. F (−∞) = 0 e F (∞) = 1.

De�nição 9 Uma função distribuição conjunta é uma função H com domínio R2
de

modo que

1. H é 2-crescente;

2. H(x,−∞) = H(−∞, y) = 0, e H(∞,∞) = 1

Deste modo H é limitada inferiormente, e porque DomH = R2
, H tem marginais F e

G dada por F (x) = H(x,∞) e G(y) = H(∞, y). Por virtude do Corolário 1, F e G são
funções de distribuição.

Lema 4 Seja H uma função de distribuição conjunta com marginais F e G. Então existe
uma única subcópula C ′ tal que

1. DomC ′ = ImF × ImG.

2. Para todo x, y ∈ R, H(x, y) = C ′(F (x), G(y)).

Demonstração. A função de distribuição conjunta H satisfaz a hipótese do Lema 3 com
S1 = S2 = R. Assim para quaisquer pontos (x1, y1) e (x2, y2) ∈ R2

,

|H(x2, y2)−H(x1, y1)| 6 |F (x2)− F (x1)|+ |G(y2)−G(y1)|.

Segue que F (x1) = F (x2) e G(y1) = G(y2), então H(x1, y1) = H(x2, y2). Assim o con-
junto de pares ordenados

{((F (x), G(y)), H(x, y))|x, y ∈ R}

de�ne uma função 2-real C ′ cujo domínio é ImF × ImG. Esta função é uma subcópula
que segue diretamente da propriedade de H. Por instante, para mostrar que satisfaz
as propriedades da De�nição 6, primeiro notemos que para cada u ∈ ImF , existe um
x ∈ R tal que F (x) = u. Assim C ′(u, 1) = C ′(F (x), G(∞)) = H(x,∞) = F (x) = u. As
veri�cações das outras propriedades da De�nição 5 são semelhantes.

Lema 5 Seja C ′ uma subcópula. Então, existe uma cópula C tal que C(u, v) = C ′(u, v)
para todo (u, v) ∈ DomC ′; isto é, qualquer subcópula pode ser estendida à uma cópula. A
extensão geralmente não é única.
Demonstração. Ver Nelsen (2006) [35].
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Teorema 5 (Teorema de Sklar) Seja H uma função de distribuição conjunta com
marginais F e G. Então existe uma cópula C tal que para todo x, y ∈ R,

H(x, y) = C(F (x), G(y)). (6.10)

Se F e G são contínuas, então a cópula C é única; caso contrário, C é unicamente
determinada na ImF × ImG. Inversamente, se C é uma cópula e F e G são funções de
distribuição, então a função H de�nida por (6.10) é a função de distribuição conjunta
com marginais F e G.
Demonstração.

1. Pelo Lema 4 existe uma única subcópula C ′ tal que H(x, y) = C ′(F (x), G(y)) com
DomC ′ = ImF × ImG. Pelo Lema 5 C ′ pode ser estendido para uma cópula C. Se
F e G são contínuas então ImF = ImG = I e por tanto a única subcópula é uma
cópula.

2. Seja C uma cópula e sejam F e G funções de distribuição. De�nimos a função
H(x, y) := C(F (x), G(y)). Utilizando a De�nição 9:

(a) Seja B := [x1, x2]× [y1, y2]. Então

VH(B) = C(F (x2), G(y2))− C(F (x2), G(y1))− C(F (x1), G(y2))

+ C(F (x1), G(y1))

= VC([F (x1).F (x2)]× [G(y1), G(y2)]) ≥ 0,

e por tanto H é 2-crescente.

(b) H(x,−∞) = C(F (x), G(−∞)) = C(F (x), 0) = 0 e de maneira análoga
H(−∞, y) = 0. H(∞,∞) = C(F (∞), G(∞)) = C(1, 1) = 1.
Por tanto H é função de distribuição conjunta com marginais

H(x,∞) = C(F (x), 1) = F (x), H(∞, y) = C(1, G(y)) = G(y).

Este teorema apareceu primeiro em (Sklar 1959 [43]). O nome "Cópula" foi escolhido
para enfatizar a maneira que uma cópula "uni�ca" a função de distribuição conjunta e
suas marginais.
A equação (6.10) fornece uma expressão para funções de distribuição conjunta em ter-
mos de uma cópula e duas funções de distribuição univariadas. Mas (6.10) pode ser
invertido para expressar cópulas em termos de uma função de distribuição conjunta e as
"inversas" das duas marginais. No entanto, se uma marginal não for estritamente cres-
cente, ela não possui uma inversa no sentido usual. Assim, primeiro precisamos de�nir
"quase-inversas" de funções de distribuição (relembrar De�nição 8).

De�nição 10 Seja F uma função de distribuição. Então, a quase-inversa de F é qualquer
função F (−1) com domínio III tal que

1. Se t ∈ ImF , então F (−1)(t) é qualquer número x ∈ R tal que F (x) = t, i.e., para
todo t ∈ ImF , F (F (−1)(t)) = t;

2. Se t /∈ ImF , então F (−1)(t) = inf{x/F (x) > t} = sup{x/F (x) 6 t}.

Se F é estritamente crescente, então ela tem uma simples quase-inversa, que é a inversa
ordinária, para a qual utilizaremos a seguinte notação F−1.
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Corolário 2 Sejam H,F,G e C ′ como no Lema 4, e sejam F (−1) e G(−1) quase inversas
de F e G, respectivamente. Então, para qualquer (u, v) ∈ DomC ′,

C ′(u, v) = H(F (−1)(u), G(−1)(v)). (6.11)

Quando F e G são contínuas, o resultado acima vale para cópulas e fornece um método
de construção de cópulas a partir de funções de distribuição conjunta.

6.4 Cópulas e Variáveis Aleatórias

Vamos agora utilizar o Teorema de Sklar em termos de suas variáveis aleatórias e suas
funções de distribuições.

Teorema 6 Sejam X e Y variáveis aleatórias com funções de distribuição F e G, res-
pectivamente, e com função de distribuição conjunta H. Então existe uma cópula C tal
que H(x, y) = C(F (x), G(y)). Se F e G são contínuas, então C é única, caso contrário
C é unicamente determinada em ImF × ImG.
Demonstração. O resultado é imediato a partir do Teorema 5 .

A cópula C do Teorema 6 será chamada de cópula de X e Y , e denotada CXY quando
sua identi�cação com as variáveis aleatórias X e Y seja vantajosa.
O seguinte Teorema 7 mostra que a cópula produto Π(u, v) = uv caracteriza variáveis
aleatórias independentes quando as funções de distribuição são contínuas. Sua prova
segue do Teorema 6 e a observação de que X e Y são independentes se e somente se
H(x, y) = F (x).G(y) para todo (x, y) ∈ R2

.

Teorema 7 Sejam X e Y variáveis aleatórias contínuas. Então X e Y são independentes
se e somente se CXY = Π.
Demonstração.

X, Y independentes⇔ H(x, y) = F (x)F (y),

⇔ H(x, y) = C(F (x)F (y)),

onde C(u, v) = uv = Π(u, v), e como F e G são contínuas então C é única.

Uma das utilidades de cópulas no estudo de estatística não paramétrica deriva do fato de
que para transformações estritamente monótonas de variáveis aleatórias, as cópulas são
invariantes ou mudam de maneira previsível. Lembramos que se a função de distribuição
de uma variável aleatória X é contínua, e se α é uma função estritamente monótona cujo
domínio está contido na ImX, então a função de distribuição da variável aleatória α(X)
é também contínua.
Trataremos o caso de transformações estritamente crescente primeiro.

Teorema 8 Sejam X e Y variáveis aleatórias contínuas com cópula CXY . Se α e β são
estritamente crescentes na ImX e ImY , respectivamente, então Cα(X)β(Y ) = CXY . Assim
CXY é invariante sobre transformações estritamente crescentes de X e Y.
Demonstração. Sejam F1, G1, F2 e G2 as funções de distribuição de X, Y, α(X) e β(Y ),
respetivamente. Como α e β são estritamente crescente, F2(x) = P [α(X) 6 x] = P [X 6
α−1(x)] = F1(α−1(x)) e igualmente G2(y) = G1(β−1(y)). Assim, para qualquer x, y ∈ R,

Cα(X)β(Y )(F2(x), G2(y)) = P [α(X) 6 x, β(Y ) 6 y]

= P [X 6 α−1(x), Y 6 β−1(y)]

= CXY (F1(α−1(x)), G1(β−1(y)))

= CXY (F2(x), G2(y)).
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Como X e Y são contínuas, ImF2 = ImG2 = III, logo segue que Cα(X)β(Y ) = CXY em III2.

Quando ao menos uma das α e β é estritamente decrescente, obtemos resultados em que
a cópula das variáveis aleatórias α(X) e β(Y ) é uma simples transformação de CXY .
Especi�camente, temos:

Teorema 9 Sejam X e Y variáveis aleatórias contínuas com cópula CXY . Sejam α e β
estritamente monótonas na ImX e ImY , respectivamente.

1. Se α é estritamente crescente e β é estritamente decrescente, então

Cα(X)β(Y )(u, v) = u− CXY (u, 1− v).

2. Se α é estritamente decrescente e β é estritamente crescente, então

Cα(X)β(Y )(u, v) = v − CXY (1− u, v).

3. Se α e β são estritamente decrescentes, então

Cα(X)β(Y )(u, v) = u+ v − 1 + CXY (1− u, 1− v).





Capítulo

7
Conceitos de Dependência

Neste capítulo apresentaremos alguns conceitos de dependência , tais conceitos encontram-
se principalmente nos textos de Trivedi e Zimmer (2007) [46] e Nelsen (2006)[35].
Dada uma ampla gama de cópulas surgem as seguintes perguntas a responder: Como
escolher um entre elas no trabalho empírico? Qual é a natureza da dependência que é
capturado pelos parâmetros de dependência em diferentes cópulas? Como se relaciona
o parâmetro de dependência com o conceito mais familiar de correlação? Estes proble-
mas são relevantes para a seleção entre diferentes cópulas. Uma consideração chave é a
capacidade de um modelo para capturar a dependência entre variáveis de uma maneira
contextualmente satisfatória. Uma discussão apropriada deste tema requer estudo da
dependência em maior detalhe, ver Drovet-Mari e Kotz (2001)[39]. Nesta secção restrin-
giremos a discussão ao caso bivariado, além de ser possível a generalização a dimensões
mais altas.

De�nição 11 As variáveis aleatórias X e Y são ditas comonotônicas se são positiva-
mente dependentes perfeitamente (i.e., X = Y quase certamente) e contramonotônicas se
são negativamente dependentes perfeitamente (i.e, X = −Y quase certamente), as mes-
mas são ditas dependentes ou associadas se elas não são independentes no sentido de que
F (X, Y ) 6= F1(X)F2(Y ). Apesar da multiplicidade de medidas de dependência, todas elas
são norteadas por um conjunto de propriedades desejáveis para tais medidas. No caso bi-
variado, δ(X, Y ) denota uma medida escalar de dependência. Embrechts et al. (2002)[14]
enumeram quatro propriedades desta medida:

1. δ(X, Y ) = δ(Y,X) (Simetria);

2. −1 6 δ(X, Y ) 6 +1 (Normalização);

3. δ(X, Y ) = 1⇔ X, Y comonotônicas; δ(X, Y ) = −1⇔ X, Y contramonotônicas;

4. Para uma transformação estritamente monotônica T : R −→ R de X :

δ(T (X), Y ) =

{
δ(X, Y ) T crescente

−δ(X, Y ) T decrescente.

5. δ(X, Y ) = 0⇔ X, Y independentes.

As propriedades 4 e 5 acima são mutuamente excludentes, de modo que nenhuma me-
dida de dependência tem essas propriedades simultaneamente. Cherubini et al. (2004)

57
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[9] a�rma que a associação pode ser medida usando vários conceitos alternativos e exa-
minaremos quatro em particular: correlação linear, concordância, dependência caudal e
dependência de quadrante positivo.

7.1 O Coe�ciente de Correlação Linear

De longe, o conceito de associação (dependência) mais familiar é o coe�ciente de cor-
relação entre um par de variáveis (X, Y ), de�nido como:

ρ(X, Y ) =
Cov(X, Y )√
V ar(X)V ar(Y )

,

onde Cov(X, Y ) = E(XY )−E(X)E(Y ) é a covariância entre X e Y e V ar(X), V ar(Y )
são as variâncias positivas �nitas de X e Y , respectivamente.
As principais propriedades do coe�ciente de correlação linear são:

(r1) −1 6 ρ(X, Y ) 6 1;

(r2) se X e Y são independentes, então ρ(X, Y ) = 0;

(r3) ρ(aX + b, cY + d) = sign(ac)ρ(X, Y ) para todos os reais a 6= 0, c 6= 0, b e d, onde
sign(.) é a função sinal de (.).

O coe�ciente ρ(X, Y ) é uma medida paramétrica da dependência linear entre as variáveis,
sendo invariante sob transformações lineares estritamente crescentes.
Também, ρ(X, Y ) é uma medida de dependência natural nas distribuições normais mul-
tivariadas, e num contexto mais amplo nas famílias de distribuições esférica e elíptica.
Algumas falhas e interpretações errôneas da correlação linear são apresentados por Em-
brechts et al.(2002)[14], podem ser encontrados também da seguinte maneira resumida
em Santos (2008) [40]:

Falha1: As variâncias de X e Y têm que ser �nitas ou o coe�ciente de correlação linear não
é de�nido. Isto não é ideal para uma medida de dependência e causa problemas
quando trabalhamos com distribuição com caudas pesadas. Por exemplo, a cova-
riância e correlação entre duas componentes de um vetor aleatório bivariado com
distribuição- tv não são de�nidas para v 6 2.

Falha2: Independência de suas variáveis aleatórias implica que elas não são correlacionadas,
mas correlação zero em geral não implica independência.

Falha3: correlação linear é não-invariante sob transformações não lineares estritamente cres-
centes T : R −→ R, isto é

ρ(T (X), T (Y )) 6= ρ(X, Y ).

Se tomarmos a distribuição normal bivariada com correlação ρ e a transformação
T (X) = φ(X) (a função de distribuição normal padrão) temos:

ρ(T (X), T (Y )) =
6

π
arcsen(

ρ

2
),

veja Joag-Dev (1984) [25]. Em geral, podemos mostrar (Ver Kendall e Stuart (1979),
p. 600) que para vetores bivariados distribuídos normalmente e transformações
arbitrárias
T, T̃ : R −→ R que

|ρ(T (X), T (Y ))| 6 |ρ(X, Y )|.
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Falha4: Distribuição marginal e o coe�ciente de correlação linear determinam a distribuição
conjunta. Apenas as distribuições multivariadas normais e distribuições elípticas.
Por exemplo, sabendo que (X, Y )t tem distribuição normal bivariada, então a espe-
rança e a variância de X e Y e o coe�ciente de correlação ρ(X, Y ) são unicamente
determinados pela distribuição conjunta. Porém, se somente conhecemos as dis-
tribuições marginais X e Y e o coe�ciente de correlação, então existem muitas
possibilidades para distribuição bivariada (X, Y )t. A distribuição de (X, Y )t não é
unicamente determinada por F1, F2 e ρ(X, Y ).

Falha5: Dadas as distribuições marginais F1, F2 de X e Y , todos os valores de correlação
linear entre -1 e 1 não podem ser atingidos sem termos especi�cação da distribuição
conjunta.
A a�rmação acima é verdadeira.

7.2 Concordância

Informalmente, um par de variáveis aleatórias são concordantes se valores grandes
de uma tendem a ser associados com valores grandes da outra e valores pequenos de
uma com valores pequenos da outra. Para ser mais preciso, sejam (xi, yi) e (xj, yj) duas
observações de um vetor (X, Y ) de variáveis aleatórias contínuas. Então (xi, yi) e (xj, yj)
são concordantes se xi < xj e yi < yj, ou se xi > xj e yi > yj. Similarmente, dizemos que
(xi, yi) e (xj, yj) são discordantes se xi < xj e yi > yj ou se xi > xj e yi < yj. Observe
a formulação alternativa: (xi, yi) e (xj, yj) são concordantes se (xi − xj)(yi − yj) > 0 e
discordantes se (xi − xj)(yi − yj) < 0.

7.2.1 Coe�ciente Tau de Kendall

A versão da amostra da medida de associação conhecida como Tau de Kendall é de-
�nida em termos de concordância como segue (Kruskal 1958 [28]; Hollander and Wolfe
2013 [23]; Lehmann 1975 [12]): Seja {(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn)} uma amostra aleatória
de n observações de uma vetor (X, Y ) de variáveis aleatórias contínuas. Existem

(
n
2

)
distintos pares (xi, yi) e (xj, yj) de observações na amostra, e cada par é concordante ou
discordante, seja c que denota o número de pares concordantes e d o número de pares
discordantes. Então, o Tau de Kendall para a amostra é de�nido como

t =
c− d
c+ d

= (c− d)/

(
n
2

)
.

Equivalentemente, t é a probabilidade de concordância menos a probabilidade de discor-
dância para um par de observações (xi, yi) e (xj, yj) que é escolhido aleatoriamente a partir
da amostra. A versão populacional de Tau de Kendall para um vetor (X, Y ) de variá-
veis aleatórias contínuas com função de distribuição conjunta H é de�nido similarmente.
Sejam (X1, Y1) e (X2, Y2) vetores aleatórios independentes e identicamente distribuídos,
cada um com função de distribuição conjunta H. Então a versão populacional de Tau
de Kendall é de�nido como a probabilidade de concordância menos a probabilidade de
discordância:

τ = τX,Y = P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0]

(usaremos letras latinas para estatísticas de amostra e letras gregas para os parâmetros
de população correspondentes).
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A �m de demonstrar o papel que as cópulas desempenham na concordância e nas medidas
de associação, tais como Tau de Kendall, primeiro de�nimos uma "Função de concordân-
cia" Q, a qual é a diferença de probabilidades de concordância e discordância entre dois
vetores (X1, Y1) e (X2, Y2) de variáveis aleatórias contínuas com (possivelmente) diferentes
distribuições conjuntas H1 e H2, mas com marginais comuns F e G. Então mostramos
que esta função depende da distribuição de (X1, Y1) e (X2, Y2) somente através de suas
cópulas.

Teorema 10 Sejam (X1, Y1) e (X2, Y2) vetores independentes de variáveis aleatórias con-
tínuas, com funções distribuições conjuntas H1 e H2, respetivamente, com marginais co-
muns F (de X1 e X2) e G (de Y1 e Y2). Sejam C1 e C2 as cópulas de (X1, Y1) e (X2, Y2),
respetivamente, de modo que H1(x, y) = C1(F (x), G(y)) e H2(x, y) = C2(F (x), G(y)).
Seja Q a diferença entre a probabilidades de concordância e a de discordância de (X1, Y1)
e (X2, Y2), isto é, seja

Q = P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y2) < 0].

Então

Q = Q(C1, C2) = 4

∫∫
I2
C2(u, v)dC1(u, v)− 1.

Demonstração: Ver (Nelsen 2006 P. 159)

Corolário 3 Sejam C1, C2, e Q como de�nidos no Teorema 10. Então

1. Q é simétrica em seus argumentos: Q(C1, C2) = Q(C2, C1).

2. Q é não decrescente em cada argumento: se C1 ≺ C ′1 e C2 ≺ C ′2 para todo (u, v) ∈ I2,
então Q(C1, C2) ≤ Q(C ′1, C

′
2), "≺" é chamado de ordenação de concordância.

3. Cópulas podem ser substituídos por cópulas de sobrevivência em Q, isto é., Q(C1, C2) =
Q(Ĉ1, Ĉ2).

Teorema 11 Sejam X e Y variáveis aleatórias contínuas cuja cópula é C. Então a
versão populacional de Tau de Kendall para X e Y (que denotaremos por τX,Y ou τC)
está dado por

τX,Y = τC = Q(C,C) = 4

∫∫
I2
C(u, v)dC(u, v)− 1. (7.1)

Portanto, o Tau de Kendall é o primeiro "eixo de concordância". Note que a integral
que aparece em (7.1) pode ser interpretada como o valor esperado da função C(U, V ) de
variáveis aleatórias uniformes (0, 1) U e V cuja função de distribuição conjunta é C, ou
seja,

τC = 4E(C(U, V ))− 1. (7.2)

Quando a cópula C é um membro de uma família paramétrica de cópulas (por exem-
plo, se C é denotado por Cθ ou Cα,β ), vamos escrever τθ e τα,β em vez de τCθ e τCα,β ,
respectivamente.
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7.2.2 Coe�ciente Rho de Spearman

De acordo com Nelsen (2006. p. 167)[35], assim como o Tau de Kendall, a versão
populacional da medida de associação conhecida como Rho de Spearman é baseada na
concordância e discordância. Para obter a versão populacional desta medida (Kruskal
1958 [28]; Lehmann 1966 [30]), agora dados (X1, Y1), (X2, Y2) e (X3, Y3) vetores aleatórios
independentes com distribuição conjunta comum H (cujas marginais são novamente F
e G) e a cópula C. A versão populacional ρX,Y de Rho de Spearman é de�nido como
proporcional à probabilidade de concordância menos a probabilidade de discordância para
os vetores (X1, Y1) e (X2, Y3), isto é, um par de vetores com as mesmas marginais, mas um
deles tem função de distribuição H, enquanto os componentes do outro são independentes,
desta forma:

ρX,Y = 3(P [(X1 −X2)(Y1 − Y3) > 0]− P [(X1 −X2)(Y1 − Y3) < 0]) (7.3)

(o par (X3, Y2) poderia ser usado igualmente também). Note que enquanto a função
de distribuição de (X1, Y1) é H(x, y), a função de distribuição conjunta de (X2, Y3) é
F (x)G(y) (porque X2 e Y3 são independentes). Assim a cópula de X2 e Y3 é Π, e usando
o Teorema 10 e a parte 1 do Corolário 3, temos imediatamente

Teorema 12 Sejam X e Y variáveis aleatórias contínuas cujas cópula é C. Então a
versão populacional de Rho de Spearman para X e Y (que denotaremos por ρX,Y ou ρC)
está dado por

ρX,Y = ρC = 3Q(C,Π), (7.4)

= 12

∫∫
I2
uvdC(u, v)− 3, (7.5)

= 12

∫∫
I2
C(u, v)dudv − 3. (7.6)

Assim o Rho de Spearman é essencialmente o segundo "eixo de concordância". O coe�-
ciente "3" que aparece em (7.3) e (7.4) é a constante de "normalização", pois Q(C,Π) ∈
[−1/3, 1/3]. Como foi o caso com Tau de Kendall, vamos escrever ρθ e ρα,β, em vez de
ρCθ e ρCα,β , respectivamente, quando a cópula C está dado por Cθ ou Cα,θ.

De�nição 12 Uma medida real k de dependência entre duas variáveis aleatórias contí-
nuas X e Y com cópula C(.) é uma medida de concordância se ela satisfaz as seguintes
propriedades (novamente nós escrevemos kX,Y ou kC quando conveniente):

1. k está de�nida para todo par X, Y de variáveis aleatórias contínuas;

2. −1 ≤ kX,Y ≤ 1, kX,X = 1 e kX,−X = −1;

3. kX,Y = kY,X ;

4. Se X e Y são independentes, então kX,Y = kΠ = 0;

5. k−X,Y = kX,−Y = −kX,Y ;

6. Se C1 e C2 são cópulas tais que C1 ≺ C2, então kC1 ≤ kC2 ;

7. Se {(Xn, Yn)} é uma sequência de variáveis aleatórias contínuas com cópulas Cn, e
se {Cn} converge ponto a ponto para C, então limn→∞kCn = kC .
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Teorema 13 Seja k uma medida de concordância para variáveis aleatórias contínuas X
e Y :

1. se Y é quase certamente uma função crescente de X, então kX,Y = kM = 1;

2. e se Y é quase certamente uma função decrescente de X, então kX,Y = kW = −1;

3. se α e β são quase certamente funções estritamente monótonas em Im(X) e Im(Y )
respectivamente, então kα(X),β(Y ) = kX,Y .

Teorema 14 Se X e Y são variáveis aleatórias contínuas cuja cópula é C, então as ver-
sões populacionais do Tau de Kendall (7.1) e do Rho de Spearman (7.4) satisfazem as
propriedades da De�nição 12 e Teorema 13 para uma medida de concordância. Demos-
tração: Ver Nelsen (2006) p. 169 [35].

Rho de Spearman é frequentemente chamado de "Grau" de coe�ciente de correlação. Isto
é, se x e y são observações de duas variáveis aleatórias X e Y com funções de distribuição
F e G, respectivamente, então os graus de x e y estão dados por u = F (x) e v = G(y).
Observe que os graus (u e v) são observações das variáveis aleatórias uniformes (0, 1)
U = F (X) e V = G(Y ) cuja função de distribuição conjunta é C. Como U e V têm
média 1/2 e variância 1/12, a expressão para ρC em (7.5) pode ser reescrita da seguinte
forma:

ρX,Y = ρC = 12

∫∫
I2
uvdC(u, v)− 3 = 12E(UV )− 3, (7.7)

=
E(UV )− 1/4

1/12
=
E(UV )− E(U)E(V )√
V ar(U)

√
V ar(V )

. (7.8)

Como consequência, o Rho de Spearman para um par de variáveis aleatórias contínuas X
e Y é idêntico ao coe�ciente de correlação produto-momento de Pearson para os graus de
X e Y , isto é, as variáveis aleatórias U = F (X) e V = G(Y ).
Para mais detalhes sobre os coe�cientes de Tau de Kendall e Rho de Spearman pode-se
consultar o livro de Nelsen (2006) [35].

7.3 Dependência Caudal

O conceito de dependência da cauda se relaciona com a quantidade de dependência
na cauda quadrante superior direita ou na cauda quadrante inferior esquerda de III2 de
uma distribuição bivariada. É um conceito relevante para o estudo da dependência entre
valores extremos. Acontece que a dependência da cauda entre duas variáveis aleatórias
contínuas X e Y é uma propriedade da cópula e, portanto, a quantidade de dependência
da cauda é invariante sob transformações estritamente crescentes de X e Y, Embrechts et
al. (2001) [13]

De�nição 13 Sejam X e Y variáveis aleatórias contínuas com funções de distribuição
F e G, respectivamente. O parâmetro de dependência da cauda superior λU é o
limite (se existir) da probabilidade condicional de que Y é maior que o percentil 100 de
G, dado que X é maior que o percentil 100 de F , quando t se aproxima de 1, ou seja,

λU = lim
t→1−

P [Y > G(−1)(t)/X > F (−1)(t)]. (7.9)

Similarmente, o parâmetro de dependência da cauda inferior λL é o limite (se
existir) da probabilidade condicional de que Y é menor ou igual ao percentil 100◦ de G,
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dado que X é menor que ou igual ao percentil 100◦ de F , quando t se aproxima de 0, ou
seja,

λL = lim
t→0+

P [Y ≤ G(−1)(t)/X ≤ F (−1)(t)]. (7.10)

Estes parâmetros são não paramétricos e dependem apenas da cópula de X e Y , como o
seguinte teorema demonstra.

Teorema 15 Sejam X, Y , F , G, λU , e λL como na De�nição 13, e seja C a cópula de
X e Y , com seção diagonal δC. Se os limites em (7.9) e (7.10) existem, então

λU = 2− lim
t→1−

1− C(t, t)

1− t
= 2− δ′C(1−) (7.11)

e

λL = lim
t→0+

C(t, t)

t
= δ′C(0+). (7.12)

Demonstração. Provamos (7.11), a prova de (7.12) é semelhante.

λU = lim
t→1−

P [Y > G(−1)(t)/X > F (−1)(t)]

= lim
t→1−

P [G(Y ) > t/F (X) > t]

= lim
t→1−

C̄(t, t)

1− t
= lim

t→1−

1− 2t+ C(t, t)

1− t

= 2− lim
t→1−

1− C(t, t)

1− t
= 2− δ′C(1−).

Se λU está em (0, 1], dizemos que C tem dependência da cauda superior; se λU = 0,
dizemos que C não tem dependência da cauda superior; e similarmente para λL.
Agora, como as cópulas Arquimedianas são abordadas neste trabalho, o seguinte Corolário
4 indica que os parâmetros de dependência da cauda podem ser expressos em termos de
limites envolvendo o gerador e seu inverso (Nelsen 1997) [36]:

Corolário 4 Seja C uma cópula Arquimediana com gerador ϕ ∈ Ω. Então

λU = 2− lim
t→1−

1− ϕ[−1](2ϕ(t))

1− t
= 2− lim

x→0+

1− ϕ[−1](2x)

1− ϕ[−1](x)

e

λL = lim
t→0+

ϕ[−1](2ϕ(t))

t
= lim

x→∞

ϕ[−1](2x)

ϕ[−1](x)
.

Duas outras propriedades relacionadas à Dependência da Cauda são: Cauda Esquerda
Decrescente (LTD) e Cauda Direita Crescente (RTI). Y é dito ser LTD em X se P [Y ≤
y/X ≤ x] está diminuindo em x para todo y. Y é dito ser RTI em X se P [Y > y/X > x]
está aumentando em x para todo y. Uma terceira probabilidade condicional de interesse é
P [Y > y/X = x]. Diz-se que Y está estocasticamente aumentando se esta probabilidade
está aumentando em x para todo y.
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7.4 Dependência de Quadrante Positivo

De acordo com Trivedi e Zimmer (2005) [46], outra medida de dependência é a depen-
dência do quadrante positivo (PQD). Diz-se que duas variáveis aleatórias X, Y exibem
PQD se a sua cópula é maior do que o seu produto, isto é, C(u1, u2) > u1u2, para todo
(u1, u2) ∈ III2 ou, simplesmente C � C⊥ , em que C⊥ denota a Cópula Produto (Π).
Em termos de funções de distribuição, PQD implica F (x, y) ≥ F1(x)F2(y) para todo
(x, y) ∈ RRR2. Suponhamos que x e y denotam duas perdas ou ganhos �nanceiros. A
propriedade PQD implica que a probabilidade de que as perdas excedam alguns valores
especi�cados seja maior quando (x, y) é um par dependente do que quando os dois são
independentes para todos os x e y. A dependência do quadrante positivo implica corre-
lação não-negativa. Mas todas essas propriedades são implicadas pela comonotonicidade,
que é do tipo mais forte de dependência positiva. Note que as propriedades LTD e RTI
implicam a propriedade do PQD.



Capítulo

8
Principais Famílias de Cópulas

Bivariadas

As cópulas são agrupadas como: Cópulas Arquimedianas, FGM Cópulas, Cópulas
Elípticas, Cópulas de Valor Extremo e outras. A lista não é completa, mas são as cópulas
paramétricas mais utilizadas. A seguir apresentamos somente as duas primeiras classes
de cópulas mencionadas, pois são as que foram trabalhadas para construir os modelos
markovianos neste trabalho.

8.1 Cópulas Arquimedianas

Estas cópulas são muito importantes porque tem uma ampla variedade de aplica-
ções e por diversos motivos: (1) A facilidade com que podem ser construídas; (2) A
grande variedade de famílias de cópulas que pertencem a esta classe; e (3) As proprieda-
des interessantes possuídas pelos membros desta classe, Nelsen (2006) [35]. As cópulas
Arquimedianas são construídas a partir de uma função geradora denotada por ϕ.

De�nição 14 (Pseudo-Inversa de ϕ). Seja ϕ : [0, 1] −→ [0,∞] uma função contínua
e estritamente decrescente tal que ϕ(1) = 0. A pseudo inversa de ϕ é a função ϕ[−1] com
Domϕ[−1] = [0,∞] e Ranϕ[−1] = I dada por

ϕ[−1](t) =

{
ϕ−1(t), se 0 ≤ t ≤ ϕ(0),

0, se ϕ(0) ≤ t ≤ ∞.
(8.1)

Com isso, perceba que ϕ[−1] é contínua e decrescente em [0,∞], e estritamente decrescente
em [0, ϕ(0)]. Adicionalmente, ϕ[−1](ϕ(u)) = u em I, e

ϕ(ϕ[−1](t)) =

{
t, se 0 ≤ t ≤ ϕ(0),

ϕ(0), se ϕ(0) ≤ t ≤ ∞.
= min(t, ϕ(0)).

Finalmente, se ϕ(0) =∞, então ϕ[−1] = ϕ−1.

Lema 6 Seja ϕ : [0, 1] −→ [0,∞] uma função contínua e estritamente decrescente tal
que ϕ(1) = 0 e ϕ[−1] a pseudo-inversa de ϕ de�nida por (8.1). Seja também uma função
C : [0, 1]2 −→ [0, 1] dada por

C(u, v) = ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(v)), (8.2)

65
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então C satisfaz as condições de contorno (6.2) e (6.3) para uma cópula.
Demonstração. C(u, 0) = ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(0)) = 0, e C(u, 1) = ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(1)) =

ϕ[−1]
(
ϕ(u)

)
= u. Por simetria, C(0, v) = 0 e C(1, v) = v.

No seguinte Lema 7, obtemos uma condição necessária e su�ciente para que a função C
em (8.2) seja 2-crescente.

Lema 7 Sejam ϕ, ϕ[−1] e C satisfazem as hipóteses do Lema 6. Então C é 2-crescente
se e somente se para todos v em I, sempre que u1 ≤ u2,

C(u2, v)− C(u1, v) ≤ u2 − u1.

Demonstração. Ver Nelsen (2006) p. 111 [35].

Teorema 16 Seja ϕ : I −→ [0,∞] uma função contínua e estritamente decrescente tal
que ϕ(1) = 0, e seja ϕ[−1] a pseudo-inversa de ϕ de�nida por (8.1). Então a função
C : I −→ I dada por (8.2) é uma cópula se e somente se ϕ é convexo.

A prova pode ser visto em Nelsen (2006) p. 111 [35], mas apresentada primeiramente em
(Alsina et. al. 2005) [5].
As cópulas com a estrutura apresentada na equação (8.2) são denominadas Arquimedia-
nas. Como já citado anteriormente, a construção das cópulas Arquimedianas são através
da função ϕ, denominado de função geradora. Se ϕ(0) =∞, isto é, ϕ[−1] = ϕ−1, então ϕ
é denominada de função geradora estrita.

8.1.1 Propriedades

Teorema 17 Seja C uma cópula Arquimediana com gerador ϕ. Então:

• C é simétrica, i.e. C(u, v) = C(v, u) para todo u, v em [0, 1].

• C é associativa, i.e. C
(
C(u, v), w

)
= C

(
u,C(v, w)

)
para todo u, v e w em [0, 1].

Demonstração. A primeira parte segue de (8.2):

C(u, v) = ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(v))

= ϕ[−1](ϕ(v) + ϕ(u))

= C(v, u).

A segunda parte:

C(C(u, v), w) = ϕ[−1]
(
ϕ(ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(v))) + ϕ(w)

)
= ϕ[−1]

(
ϕ(u) + ϕ(v) + ϕ(w)

)
= ϕ[−1]

(
ϕ(u) + (ϕ[−1](ϕ(v) + ϕ(w)))

)
= C(u,C(v, w)).

A propriedade de associatividade de cópulas Arquimedianas não é compartilhada por
cópulas em geral, como mostrado no exemplo a seguir:
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Exemplo 3 Seja Cθ um membro da família de cópulas bivariadas Farlie-Gumbel-Morgenstern,
i.e. Cθ(u, v) = uv + θuv(1− u)(1− v), para θ ∈ [−1, 1]. Então:

Cθ

(1

4
, Cθ

(1

2
,
1

3

))
6= Cθ

(
Cθ

(1

4
,
1

2

)
,
1

3

)
.

Para todo θ ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1].

Assim o único membro da família de cópulas bivariadas Farlie-Gumbel-Morgenstern que
é arquimediana é Π, Paul Embrechts et.al (2001) [13].

8.1.2 Tau de Kendall

Lembre-se que o Tau de Kendall para uma cópula C pode ser expresso como uma
integral dupla de C. Esta integral dupla na maioria dos casos não é fácil de avaliar. No
entanto para uma cópula Arquimediana o Tau de Kendall pode ser expressa como uma
integral (unidimensional) do gerador e sua derivada, como mostrado no seguinte Teorema
de Genest e Mackay (1986a) [17]:

Teorema 18 Seja X e Y variáveis aleatórias com uma cópula Arquimediana C gerada
por ϕ. Tau de Kendall de X e Y está dado por:

τC = 1 + 4

∫ 1

0

ϕ(t)

ϕ′(t)
dt. (8.3)

8.1.3 Dependência Caudal

Para as cópulas Arquimedianas, a dependência caudal pode ser expressa em termos
dos geradores.

Teorema 19 Seja ϕ um gerador estrito, tal que ϕ−1 pertença à classe de transformações
de Laplace de variáveis aleatórias estritamente positivas. Se ϕ−1′(0) é �nita, então

C(u, v) = ϕ−1(ϕ(u) + ϕ(v))

não tem dependência da cauda superior. Se C tem dependência da cauda superior, então
ϕ−1′(0) = −∞ e o coe�ciente de dependência da cauda superior é dado por

λU = 2− 2 lim
s↘0

[
ϕ−1′(2s)/ϕ−1′(s)

]
.

A demostração deste Teorema podemos ver em Joe (1997) [26].
A condição adicional no gerador pode aparecer um pouco estranha. Mas esta condição é
satisfeita pela maioria das cópulas Arquimedianas comumente encontradas.

Teorema 20 Seja ϕ um gerador estrito, tal que ϕ−1 pertença à classe de transformações
de Laplace de variáveis aleatórias estritamente positivas. O coe�ciente de dependência da
cauda inferior para a cópula C(u, v) = ϕ−1(ϕ(u) + ϕ(v)) é igual a

λL = 2 lim
s→∞

[
ϕ−1′(2s)/ϕ−1′(s)

]
.

Algumas famílias de cópulas Arquimedianas importantes serão apresentadas a seguir, uma
lista de 22 famílias podem ser encontradas em Nelsen (2006) [35]:
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8.1.4 Cópula Clayton

Cθ(u, v) = [max(u−θ + v−θ − 1, 0)]−
1
θ . (8.4)

Com função geradora ϕθ(t) =
1

θ
(t−θ − 1), onde θ ∈ [−1, 0) ∪ (0,∞).

8.1.5 Cópula Frank

Cθ(u, v) = − 1

ln(θ)
ln
[
1 +

(θu − 1)(θv − 1)

θ − 1

]
. (8.5)

Com função geradora ϕθ(t) = ln
[θt − 1

θ − 1

]
, onde θ ≥ 0.

1. Para 0 < θ < 1, temos associação (positiva).

2. para θ −→ 1, temos independência.

3. Para θ > 1, temos associação negativa.

Observação: A f.d.p. é simétrica, e consequentemente a cópula e a sua cópula de sobrevi-
vência são as mesmas. De fato, esta família é a única que satisfaz o seguinte Balakrishnan
e Lai (2009) [6]:

C(u, v) = Ĉ(u, v).

8.1.6 Cópula Gumbel Hougaard

Cθ(u, v) = exp
{
−[(− lnu)θ + (− ln v)θ]

1
θ

}
. (8.6)

Com função geradora ϕθ(t) = (− ln t)θ, onde θ ∈ [1,∞).

8.1.7 Cópula Gumbel-Barnett

Cθ(u, v) = uv exp{−θ lnu ln v}. (8.7)

Com função geradora ϕθ(t) = ln(1− θ ln t), onde θ ∈ (0, 1].

• Para θ −→ 0, temos independência.

8.1.8 Cópula Ali-Mikhail-Haq (AMH)

Cθ(u, v) =
uv

1− θ(1− u)(1− v)
. (8.8)

Com função geradora ϕθ(t) = ln(1−θ(1−t)
t

), onde θ ∈ [−1, 1).
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• A cópula AMH exibe dependência da cauda esquerda para θ = 1.

Alguns aspectos como caracterização das cópulas, ordem e casos limitantes, cópulas arqui-
medianas com dois parâmetros e cópulas arquimedianas multivariadas não são abordados
neste trabalho, mas podem ser encontrados em Nelsen (2006) [35].

8.2 Cópulas de Farlie-Gumbel-Morgenstern

As cópulas de Farlie-Gumbel-Morgenstern são construídas pelo método geométrico
ou seja utilizando algumas informações de natureza geométrica, como uma descrição do
suporte ou a forma dos grá�cos das seções horizontais, verticais ou diagonais.

8.2.1 Cópulas com Seções Quadráticas

Existem cópulas com seções quadráticas em, digamos, u? Se assim for, então C será
dado por C(u, v) = a(v)u2 + b(v)u + c(v) para funções apropriadas a, b, e c. Novamente
empregando as condições de contorno, obtemos

0 = C(0, v) = c(v) e v = C(1, v) = a(v) + b(v).

Se deixarmos a(v) = −ψ(v), então b(v) = v − a(v) = v + ψ(v), e temos

C(u, v) = uv + ψ(v)u(1− u), (8.9)

onde ψ é uma função tal que C é 2-crescente e ψ(0) = ψ(1) = 0 (de modo que C(u, 0) = 0
e C(u, 1) = u)

8.2.2 Cópulas de FGM

Na família de cópulas Farlie-Gumbel-Morgenstern, supomos que C é simétrico e tem
seções quadráticas em u. Então C satisfaz (8.9) e C(u, v) = uv + ψ(u)v(1 − v). Conse-
quentemente, ψ(v) = θv(1− v) para algum parâmetro θ, de modo que

Cθ(u, v) = uv + θuv(1− u)(1− v). (8.10)

O Cθ-volume de um retângulo [u1, u2]× [v1, v2] é dado, após alguma simpli�cação, por

VCθ([u1, u2]× [v1, v2]) = (u2 − u1)(v2 − v1)[1 + θ(1− u1 − u2)(1− v1 − v2)].

Como (1 − u1 − u2)(1 − v1 − v2) está em [−1, 1] para todo u1, u2, v1, v2 em I, segue-se
que Cθ é 2-crescente, e, portanto uma cópula, se e somente se θ ∈ [−1, 1]. Esta família é
conhecida como a Família de Farlie-Gumbel-Morgenstern (geralmente abreviada "FGM")
e contém como membros todas as cópulas com seções quadráticas em ambos u e v. A
família foi discutida por Morgenstern (1956) [34], Gumbel (1960) [20], e Farlie (1960) [16];
no entanto, parece que a primeira publicação com a forma básica funcional (4.2.2) foi por
Eyraud (1938) [15]. Devido a sua simples forma analítica, as distribuições Farlie-Gumbel-
Morgenstern têm sido amplamente utilizadas em modelagem, para testes de associação,
e em estudos da e�ciência de procedimentos não-paramétricos. Para listas extensas de
aplicações e referências, veja (Conway (1983) [11]; Hutchinson e Lai (1990) [24]). No
entanto, as cópulas de FGM só podem modelar dependência relativamente fraca, Nelsen
(2006) [35].





Capítulo

9
Modelos Markovianos Weibull a Partir

de Funções Cópulas

Vamos descrever os modelos matemáticos markovianos derivados de distribuições bi-
variadas construídas através de cópulas. Neste capítulo continuamos com o segundo caso,
onde mantemos a suposição de que os tempos entre ultrapasses Ti, i = 1, 2, 3, ... são iden-
ticamente distribuídos com Weibull (α, β), e eliminamos a suposição de independência e
além disso, supomos que estes tempos seguem um processo de Markov.

9.1 Modelo MarkovianoWeibull via Cópula Farlie Gum-

bel Morgenstern

Sejam S > 0 e K > 0, números real e inteiro �xados, respectivamente. Aqui K é o
número de vezes em que a medição da temperatura ultrapassa o limite de interesse �xado
no caso (22◦C) durante o intervalo de tempo [0, S].
Sejam d1, d2, ..., dK os dias em que ocorreram os ultrapasses (excederam o limite de in-
teresse). Seja D = {d1, d2, ..., dk} o conjunto de dias em que ocorreram os ultrapasses
durante o tempo de estudo [0, S]. Seja Ti, i = 1, 2, ... o tempo em dias entre i-ésimo e o
(i− 1)-ésimo ultrapasse.
Para descrever este modelo, de�niremos primeiro a distribuição a seguir:

9.1.1 Distribuição Weibull Bivariada via Cópula Farlie Gumbel
Morgenstern

Com o objetivo de de�nir a função de distribuição bivariado, primeiramente supomos
que Cθ é uma função distribuição com função de densidade cθ em [0, 1]2 para θ ∈ R.
Aqui consideramos os tempos de falhas (tempos entre ocorrências do evento de interesse)
como as variáveis aleatórias. Então, sejam (T1, T2) os tempos de falhas pareados e, Fi e
fi, respetivamente, a função de distribuição e a função de densidade de Ti, i = 1, 2.
Se (T1, T2) provém da cópula Cθ para algum θ, então pelo Teorema de Sklar, a função de
distribuição conjunta de (T1, T2), é dada por (Nelsen, 2006)[35].

F (t1, t2) = Cθ(F1(t1), F2(t2)), t1, t2 > 0, (9.1)

com marginais F1 e F2.
Note que uso de cópulas nos permite separar o estudo da dependência do estudo dos
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marginais, e esta estrutura de dependência é representada por uma cópula. Se a densidade
f(., .) de F (., .) existe, pode-se derivar de (9.1), a relação entre a densidade f de F e cθ
de Cθ, (Drouet & Kotz, 2001)[39]:

f(t1, t2) = cθ(F1(t1), F2(t2))f1(t1)f2(t2), t1, t2 > 0, (9.2)

onde f1(t1) e f2(t2) são as densidades marginais de F .
A função de distribuição bivariada induzida pela cópula FGM é dada por

F (t1, t2) = F1(t1)F2(t2)[1 + θ{1− F1(t1)}{1− F2(t2)}], (9.3)

em que θ ∈ [−1, 1], é o parâmetro de dependência entre os tempos de falha. Observe que
quando θ = 0, F (t1, t2) = F1(t1)F2(t2), levando à conclusão de que as variáveis aleatórias
T1 e T2 são independentes.
Agora supomos que as variáveis aleatórias T1 e T2 têm uma distribuição Weibull com
função de densidade e distribuição acumulada marginal dados por (4.1) e (4.2), respecti-
vamente.
Então a função de distribuição conjunta via cópula FGM, utilizando (9.3), é:

F (t1, t2) = (1− exp{−(t1/β)α})(1− exp{−(t2/β)α})(1 + θ exp{−(t1/β)α − (t2/β)α})(9.4)

e a função de densidade conjunta além de ser determinada como em (9.2), pode ser
determinada da seguinte maneira:

f(t1, t2) =
∂F (t1, t2)

∂t1∂t2

=
( α
βα
tα−1
1 exp{−(t1/β)α}

)( α
βα
tα−1
2 exp{−(t2/β)α}

)
(

1 + θ[1− 2(1− exp{−(t1/β)α})][1− 2(1− exp{−(t2/β)α})]
)
.

(9.5)

Com α > 0, β > 0 parâmetros de forma e escala, respectivamente e θ ∈ [−1, 1] parâmetro
de dependência entre os tempos de falha.
O parâmetro θ é relacionado também às medidas de concordância Tau de Kendall e Rho
de Spearman. A partir de (7.1), tem se:

τT1,T2 = 4

∫∫
I2
C(u, v)dC(u, v)− 1 = 4E(C(U, V ))− 1

= 4

∫∫
I2

(uv + θuv(1− u)(1− v))(1 + θ(1− 2u)(1− 2v))dudv − 1

=
2θ

9
.

e de (7.6):

ρT1,T2 = 12

∫∫
I2
C(u, v)dudv − 3

= 12

∫∫
I2
uv + θuv(1− u)(1− v)dudv − 3

=
θ

3
.

A cópula FGM não tem dependência de cauda inferior nem superior, ou seja λU = 0 e
λL = 0.
Em seguida de�niremos a função de densidade condicional de Ti+1 dado Ti.

f(ti+1/ti) =
f(ti+1, ti)

f(ti)
. (9.6)
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de (4.1) para (Ti) e (9.5) para (Ti+1, Ti) em (9.6), para i = 1, 2, ... temos:

f(ti+1/ti) =
α

βα
tα−1
i+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}
∗
[
1 + θ

[
1− 2

(
1− exp

{
−
(ti
β

)α})][
1− 2

(
1− exp

{
−
(ti+1

β

)α})]]
=

α

βα
tα−1
i+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}
∗
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
(ti
β

)α}
− 2θ exp

{
−
(ti+1

β

)α}
+ 4θ exp

{
−
(ti
β

)α
−
(ti+1

β

)α})
.

(9.7)

A função de distribuição acumulada condicional de Ti+1 dado Ti, para i = 1, 2, ... é dada
por:

F (ti+1/ti) = P (Ti+1 ≤ ti+1/Ti = ti)

=

∫ ti+1

0

f(ti+1/ti)dti+1

= 1− exp
{
−
(ti+1

β

)α}
∗
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
(ti
β

)α}
+ 2θ exp

{
−
(ti
β

)α
−
(ti+1

β

)α}
− θ exp

{(ti+1

β

)α})
.

(9.8)

9.1.2 Estimação de Máxima de Verossimilhança

A função de verossimilhança está dada por L(θ; t) = f(t1, t2, ..., tn). Estes tempos
são dependentes e seguem um processo de Markov, isto é, o intervalo de tempo atual
só depende do intervalo de tempo anterior, tendo em conta que d0 = 0, os valores dos
intervalos de tempo observados são dados por:
ti = di − di−1, i = 1, 2, 3, ..., k = (n− 1), onde di é o i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, e esclarecemos que tn = S− dk, então a função de verossimilhança está dado
por:

L(θ; t) = f(t1)
n−2∏
i=1

f(ti+1/ti)P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1). (9.9)

Para sua especi�cação precisamos ajustar uma distribuição de probabilidades aos tempos
quando são considerados estados anteriores e outra distribuição de probabilidade quando
considerados estados posteriores.
Nos falta calcular P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1) :

P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1) =

∫ ∞
tn

f(tn/tn−1, α, β, θ)dtn

=

∫ ∞
tn

{ α

βα
tα−1
n exp

{
−
(tn
β

)α}}
∗
{

1 + θ − 2θ exp
{
−
(tn−1

β

)α}
− 2θ exp

{
−
(tn
β

)α}
+ 4θ exp

{
−
(tn−1

β

)α
−
(tn
β

)α}}
dtn,
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pelo fato da integral da soma é a soma das integrais:

=

∫ ∞
tn

α

βα
tα−1
n exp

{
−
(tn
β

)α}
dtn + θ

∫ ∞
tn

α

βα
tα−1
n exp

{
−
(tn
β

)α}
dtn

− 2θ exp
{
−
(tn−1

β

)α}∫ ∞
tn

α

βα
tα−1
n exp

{
−
(tn
β

)α}
dtn − 2θ

∫ ∞
tn

α

βα
tα−1
n exp

{
−2
(tn
β

)α}
dtn

+ 4θ exp
{
−
(tn−1

β

)α}∫ ∞
tn

α

βα
tα−1
n exp

{
−2
(tn
β

)α}
dtn,

colocando em evidência

=
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
(tn−1

β

)α})∫ ∞
tn

α

βα
tα−1
n exp

{
−
(tn
β

)α}
dtn

+
(

4θ exp
{
−
(tn−1

β

)α}
− 2θ

)∫ ∞
tn

α

βα
tα−1
n exp

{
−2
(tn
β

)α}
dtn.

Procurando integrais conhecidas

=
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
(tn−1

β

)α})∫ ∞
tn

α

βα
tα−1
n exp

{
−
(tn
β

)α}
dtn

+
(

2θ exp
{
−
(tn−1

β

)α}
− θ
)∫ ∞

tn

α(
β

21/α

)α tα−1
n exp

{
−

(
tn
β

21/α

)α}
dtn.

As integrais encontradas acima são funções de sobrevivência de Tn com parâmetros (α, β)
e (α, β

21/α
), respectivamente:

=
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
(tn−1

β

)α})
exp
{
−
(tn
β

)α}
+
(

2θ exp
{
−
(tn−1

β

)α}
− θ
)

exp

{
−

(
tn
β

21/α

)α}
.

Logo,

P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1) =
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
(tn−1

β

)α}
+ 2θ exp

{
−
(tn−1

β

)α
−
(tn
β

)α}
− θ exp

{
−
(tn
β

)α})
exp
{
−
(tn
β

)α}
.

(9.10)

Agora tendo todos os elementos da expressão (9.9), vamos construir a função de verossi-
milhança:

L(θθθ; t) =
α

βα
tα−1
1 exp

{
−
(t1
β

)α} n−2∏
i=1

f(ti+1/ti)P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1)

=
α

βα
tα−1
1 exp

{
−
(t1
β

)α}
∗
n−2∏
i=1

{ α

βα
tα−1
i+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}(
1 + θ − 2θ exp

{
−
(ti
β

)α}
− 2θ exp

{
−
(ti+1

β

)α}
+ 4θ exp

{
−
(ti
β

)α
−
(ti+1

β

)α})}
∗ exp

{
−(
tn
β

)α
}(

1 + θ − 2θ exp
{
−(
tn−1

β
)α
}

+ 2θ exp
{
−
(tn−1

β

)α
−
(tn
β

)α}
− θ exp

{
−
(tn
β

)α})
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simpli�cando temos:

L(θθθ; t) =
αn−1

β(n−1)α
tα−1
1 exp

{
−
(t1
β

)α
−
(tn
β

)α}
∗
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
(tn−1

β

)α}
+ 2θ exp

{
−
(tn−1

β

)α
−
(tn
β

)α}
− θ exp

{
−
(tn
β

)α})
∗
n−2∏
i=1

{
tα−1
i+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}(
1 + θ − 2θ exp

{
−
(ti
β

)α}
− 2θ exp

{
−
(ti+1

β

)α}
+ 4θ exp

{
−
(ti
β

)α
−
(ti+1

β

)α})}
.

Em função disso, podemos obter a função l(α, β, θ; t) = ln(L(α, β, θ; t)):

l(θθθ; t) = (n− 1) ln(α)− (n− 1)α ln(β) + (α− 1) ln(t1)−
(t1
β

)α
−
(tn
β

)α
+ ln

[
1 + θ − 2θ exp

{
−
(tn−1

β

)α}
+ 2θ exp

{
−
(tn−1

β

)α
−
(tn
β

)α}
− θ exp

{
−
(tn
β

)α}]
+

n−2∑
i=1

{
(α− 1) ln(ti+1)−

(ti+1

β

)α
+ ln

[
1 + θ − 2θ exp

{
−
(ti
β

)α}
− 2θ exp

{
−
(ti+1

β

)α}
+ 4θ exp

{
−
(ti
β

)α
−
(ti+1

β

)α}]}
,

(9.11)

com l(α, β, θ) = ln(L(θθθ)).
Os estimadores de máxima verossimilhança são os valores de α ,β e θ que maximizam
a função acima. A maximização para o conjunto de dados (tempos entre ultrapasses de
22◦C de temperatura) foi obtida por meio de um método numérico "Quase Newton" . O
programa R tem o pacote Optim que por padrão minimiza uma função então temos que
declarar como função objetivo o negativo do logaritmo da função de verossimilhança e
especi�car qual método utilizar. Neste caso utilizamos o método de Quase Newton, os
resultados são vistos na Tabela 9.1.

Tabela 9.1: Estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros de interesse do
Modelo markoviano Weibull via cópula FGM.

Parâmetro α β θ
EMV 0, 7166911 3, 8941768 0, 7174575

De (9.10) temos a função de sobrevivência para Ti+1 dado Ti, i = 1, 2, ....

S(ti+1/ti) =
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
(ti
β

)α}
+ 2θ exp

{
−
(ti
β

)α
−
(ti+1

β

)α}
− θ exp

{
−
(ti+1

β

)α})
∗ exp

{
−
(ti+1

β

)α}
,

(9.12)

em que α e β são parâmetros de forma e escala, respectivamente, e θ é o parâmetro de
dependência .
Conhecendo os valores dos parâmetros estimados, podemos realizar o ajuste grá�co do
modelo mediante as curvas da função de distribuição acumulada e de sobrevivência, isto
mostramos nos grá�cos seguintes.
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Figura 9.1: Curva de função de distribuição acumulada estimada pelo modelo markoviano
Weibull via cópula FGM versus a curva da função de distribuição acumulada empírica.

Figura 9.2: Curva de sobrevivência estimada pelo modelo markoviano Weibull via cópula
FGM versus a curva de sobrevivência estimada por Kaplan-Meier.

Ao observarmos a Figura 9.1, podemos perceber que a curva vermelha que é a função
de distribuição do modelo avaliado em tempos gerados, não se aproxima da curva preta
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que é a função de distribuição empírica avaliado nos tempos entre ultrapasse reais. Na
Figura 9.2 podemos perceber uma situação parecida mas com respeito à função de sobre-
vivência, ou seja este modelo não explica bem os dados reais.
Além disso podemos estimar o tempo médio a ser esperado para que ocorra o próximo ul-
trapasse em função do número de dias observado entre o ultrapasse anterior e o ultrapasse
atual, isto é, a esperança de Ti+1 dado Ti = ti.

E[Ti+1/Ti = ti] =

∫ ∞
0

ti+1f(ti+1/ti;α, β, θ)dti+1

=

∫ ∞
0

ti+1
α

βα
tα−1
i+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}
∗
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
(ti
β

)α}
− 2θ exp

{
−
(ti+1

β

)α}
+ 4θ exp

{
−
(ti
β

)α
−
(ti+1

β

)α})
dti+1

=

∫ ∞
0

α

βα
tαi+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}
dti+1 + θ

∫ ∞
0

α

βα
tαi+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}
dti+1

− 2θ exp
{
−
(ti
β

)α}∫ ∞
0

α

βα
tαi+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}
dti+1

− 2θ

∫ ∞
0

α

βα
tαi+1 exp

{
−2
(ti+1

β

)α}
dti+1

+ 4θ exp
{
−
(ti
β

)α}∫ ∞
0

α

βα
tαi+1 exp

{
−2
(ti+1

β

)α}
dti+1.

Colocando em evidência as parcelas de termo comum

=
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
(ti
β

)α})∫ ∞
0

α

βα
tαi+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}
dti+1

+
(

4θ exp
{
−
(ti
β

)α}
− 2θ

)∫ ∞
0

α

βα
tαi+1 exp

{
−2
(ti+1

β

)α}
dti+1,

rearranjando de modo a termos as duas integrais conhecidas

=
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
(ti
β

)α})∫ ∞
0

α

βα
tαi+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}
dti+1

+
(

2θ exp
{
−
(ti
β

)α}
− θ
)∫ ∞

0

α

(β/21/α)α
tαi+1 exp

{
−2
( ti+1

β/21/α

)α}
dti+1.

Neste caso os resultados das integrais anteriores são conhecidas e estão dadas por o
valor esperado de Ti+1 distribuídos pela distribuição Weibull, com parâmetros (α;β) e
(α; β/21/α), respectivamente, isto é.

=
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
(ti
β

)α})
βΓ
(

1 +
1

α

)
+
(

2θ exp
{
−
(ti
β

)α}
− θ
) β

21/α
Γ
(

1 +
1

α

)
= βΓ

(
1 +

1

α

)1 + θ − 2θ exp
{
−
(ti
β

)α}
+

2θ exp
{
−
(
ti
β

)α}
21/α

− θ

21/α


= βΓ

(
1 +

1

α

)[
1 + θ

(
1− 2 exp

{
−
(ti
β

)α}
+ 2(1−1/α) exp

{
−
(ti
β

)α}
− 2(−1/α)

)]
= βΓ

(
1 +

1

α

)[
1 + θ

(
1− 2(−1/α) − 2 exp

{
−
(ti
β

)α}
+ 2

(
α−1
α

)
exp
{
−
(ti
β

)α})]
= βΓ

(
1 +

1

α

)[
1 + θ

(
1− 2(−1/α)

)(
1− 2 exp

{
−
(ti
β

)α})]
.
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Logo, de acordo com a modelagem proposta, obtemos a seguinte forma para a esperança
condicional de Ti+1 dado Ti = ti.

E[Ti+1/Ti = ti] = βΓ
(

1 +
1

α

)[
1 + θ

(
1− 2(−1/α)

)(
1− 2 exp

{
−
(ti
β

)α})]
. (9.13)

Então, conhecendo os parâmetros α, β e θ pela estimação feita, podemos calcular essas
esperanças. Os valores las esperanças são apresentadas na Tabela 9.2.

Tabela 9.2: Estimativa do tempo médio necessário para a ocorrência do próximo ultrapasse
em função do número de dias entre o penúltimo e o atual ultrapasse.

Ti = ti 1 2 3 4 5 6 7
E(Ti+1/Ti = ti) 4, 026331 4, 660375 5, 095747 5, 419438 5, 670208 5, 869628 6, 031165

Ti = ti 8 9 10 11 12 13 14
E(Ti+1/Ti = ti) 6, 163848 6, 274031 6, 366351 6, 444285 6, 510494 6, 567054 6, 615604

Ti = ti 15 16 17 18 19 20 21
E(Ti+1/Ti = ti) 6, 657458 6, 693679 6, 725133 6, 752535 6, 776474 6, 797444 6, 815859

Ti = ti 22 23 24 25 26 27 28
E(Ti+1/Ti = ti) 6, 832066 6, 846359 6, 858991 6, 870174 6, 880093 6, 888904 6, 896743

...
...

... 3
...

...
...

...
Ti = ti 400 401 402 403 404 405 406

E(Ti+1/Ti = ti) 6, 966902 6, 966902 6, 966902 6, 966902 6, 966902 6, 966902 6, 966902
Ti = ti 407 408 409 410 411 412 413

E(Ti+1/Ti = ti) 6, 967000 6, 967000 6, 967000 6, 967000 6, 967000 6, 967000 6, 967000
Ti = ti 414

E(Ti+1/Ti = ti) 6, 967000

Figura 9.3: Tempo médio observado para o próximo ultrapasse versus o tempo observado
até a ocorrência do atual ultrapasse.
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Na Tabela 9.2 e no grá�co da Figura 9.3 acima podemos observar que conforme o
tempo anterior de ultrapasse cresce a estimativa do modelo para o tempo médio para a
ocorrência do próximo ultrapasse cresce e �ca oscilando em torno de 6,967.
Outra informação importante que pode ser útil é P (j < Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l), j =
0, 1, 2, ...; l = 0, 1, 2, ... isto é a probabilidade de que o tempo até o próximo ultrapasse
assuma um determinado valor em função do tempo entre ultrapasse anterior, de modo
que a partir disso poderíamos então construir uma matriz de transição, onde os estados
seriam os números de dias entre os ultrapasses, desenvolvendo:

P (j < Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l, θθθ) = P (Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l, θθθ)− P (Ti+1 < j/Ti = l, θθθ).(9.14)

Da expressão anterior resolvendo por partes, substituímos em (9.8), ti+1 por j + 1, isto é:

P (Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l, θθθ) = 1− exp
{
−
(j + 1

β

)α}
∗
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
( l
β

)α}
+ 2θ exp

{
−
( l
β

)α
−
(j + 1

β

)α}
− θ exp

{
−
(j + 1

β

)α})(9.15)

e para a segunda parte substituímos em (9.8), ti+1 por j, isto é:

P (Ti+1 < j/Ti = l, θθθ) = 1− exp
{
−
( j
β

)α}
∗
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
( l
β

)α}
+ 2θ exp

{
−
( l
β

)α
−
( j
β

)α}
− θ exp

{
−
( j
β

)α})
.

(9.16)

Portanto, de (9.14), temos:

P (j < Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l, θθθ) = exp
{
−
( j
β

)α}
∗
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
( l
β

)α}
+ 2θ exp

{
−
( l
β

)α
−
( j
β

)α}
− θ exp

{
−
( j
β

)α})
− exp

{
−
(j + 1

β

)α}
∗
(

1 + θ − 2θ exp
{
−
( l
β

)α}
+ 2θ exp

{
−
( l
β

)α
−
(j + 1

β

)α}
− θ exp

{
−
(j + 1

β

)α})
.

(9.17)
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Parte da Matriz de transição (para l, j = 1, 2, ..., 14) onde as "l" representa as linhas
e "j" representa as colunas �caria assim:

Tabela 9.3: Matriz de transição para o modelo markoviano via cópula FGM.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 0,63 0,47 0,37 0,30 0,25 0,21 0,17 0,15 0,13 0,11 0,09 0,08 0,07 0,06
2 0,67 0,52 0,42 0,35 0,29 0,25 0,21 0,18 0,15 0,13 0,12 0,10 0,09 0,08
3 0,71 0,56 0,46 0,38 0,32 0,27 0,23 0,20 0,17 0,15 0,13 0,12 0,10 0,09
4 0,73 0,59 0,49 0,41 0,34 0,29 0,25 0,22 0,19 0,16 0,14 0,13 0,11 0,10
5 0,75 0,61 0,51 0,43 0,36 0,31 0,27 0,23 0,20 0,17 0,15 0,13 0,12 0,10
6 0,76 0,62 0,52 0,44 0,38 0,32 0,28 0,24 0,21 0,18 0,16 0,14 0,12 0,11
7 0,77 0,64 0,54 0,45 0,39 0,33 0,29 0,25 0,22 0,19 0,17 0,14 0,13 0,11
8 0,78 0,65 0,55 0,46 0,40 0,34 0,29 0,26 0,22 0,19 0,17 0,15 0,13 0,12
9 0,79 0,66 0,56 0,47 0,40 0,35 0,30 0,26 0,23 0,20 0,17 0,15 0,13 0,12
10 0,80 0,67 0,56 0,48 0,41 0,35 0,31 0,27 0,23 0,20 0,18 0,16 0,14 0,12
11 0,80 0,67 0,57 0,49 0,42 0,36 0,31 0,27 0,24 0,21 0,18 0,16 0,14 0,12
12 0,81 0,68 0,58 0,49 0,42 0,36 0,31 0,27 0,24 0,21 0,18 0,16 0,14 0,12
13 0,81 0,68 0,58 0,50 0,43 0,37 0,32 0,28 0,24 0,21 0,18 0,16 0,14 0,13
14 0,81 0,69 0,58 0,50 0,43 0,37 0,32 0,28 0,24 0,21 0,19 0,16 0,14 0,13

Na matriz acima podemos observar que o elemento posicionado na intersecção da segunda
linha e a segunda coluna indica a probabilidade de que o próximo ultrapasse ocorra depois
de amanhã dado que o tempo de ultrapasse anterior foi igual a 2. Analogamente se faz
interpretações com respeito aos demais elementos da matriz. Caso se deseja saber a
probabilidade de transição associada a outro par de estados, basta utilizar a equação
(9.17) para a realização do cálculo.

9.2 Modelo Markoviano Weibull via Cópula Arquime-

diana Gumbel Barnett

Sejam S > 0 e K > 0, números real e inteiro �xados, respectivamente. Sejam
d1, d2, ..., dK os dias em que ocorreram os ultrapasses (excederam o limite de interesse).
Seja D = {d1, d2, ..., dk} o conjunto de dias em que ocorreram os ultrapasses durante o
tempo de estudo [0, S]. Seja Ti, i = 1, 2, ... o tempo em dias entre i-ésimo e o (i−1)-ésimo
ultrapasse.
Para descrever este modelo, de�niremos primeiro a distribuição a seguir:

9.2.1 Distribuição Weibull Bivariada via Cópula Arquimediana
Gumbel Barnett

As cópulas Arquimedianas desempenham um papel importante devido as suas boas
propriedades matemáticas. Uma lista de cópulas Arquimedianas podemos ver na Tabela
4.1 do livro de Nelsen, 2006 [35]).
Gumbel (1960a)[20] sugeriu a seguinte distribuição exponencial bivariada:

Fθ(x, y) =

{
1− e−x − e−y + e−(x+y+θxy), x ≥ 0, y ≥ 0,

0, caso contrário;
(9.18)

onde θ é um parâmetro em [0, 1]. Então as funções de distribuição marginal são exponen-
ciais, com quase-inversas F (−1)(u) = − ln(1 − u) e G(−1)(v) = − ln(1 − v) para u, v em
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[0, 1]. Consequentemente a cópula correspondente é

Cθ(u, v) = u+ v − 1 + (1− u)(1− v)e−θ ln(1−u) ln(1−v). (9.19)

Assim como a função de sobrevivência para as variáveis aleatórias distribuídas exponen-
cialmente univariadas é funcionalmente mais simples que a função de distribuição acumu-
lada, a mesma é frequentemente verdadeira no caso bivariado. Barnett (1980) [7] mostrou
que a cópula de sobrevivência correspondente a (9.19) é :

Ĉθ(u, v) = uve−θ ln(u) ln(v). (9.20)

A cópula anterior é conhecida como Gumbel-Barnett, Hutchinson e Lai (1990). A cópula
de sobrevivência é igual à cópula unicamente quando se trata da cópula de Frank (ver
Frank [1979, 1991]). Assim, para outras cópulas arquimedianas, a cópula de sobrevivência
correspondente não é arquimediana. No entanto, podemos encontrar cópulas que não são
arquimedianas, de modo que a cópula de sobrevivência seja arquimediana. Por exemplo,
Genest e Mackay [1986a] [18] observam que a cópula de Gumbel-Barnett (9.20) é arqui-
mediana enquanto a cópula de Gumbel (9.19) não é arquimediana.
Vamos mostrar como foi gerada a cópula arquimediana (9.20). Seja ϕθ(t) = ln(1+θ ln(t))

para θ em (0, 1]. Porque ϕθ(t) = ∞, ϕθ(t) é estrita, e ϕ
[−1]
θ (t) = ϕ−1

θ (t) = e
(1−et)
θ
}. se Cθ

denota a cópula arquimediana gerada por ϕθ, então

Cθ(u, v) = uve−θ ln(u) ln(v), (9.21)

a cópula de sobrevivência para a exponencial bivariada de Gumbel. A sua respetiva função
de densidade conjunta é:

cθ(u, v) =
∂2Cθ(u, v)

∂u∂v

derivando (9.21), primeiro com respeito a u temos:

∂Cθ(u, v)

∂u
= v
[
exp{−θ lnu ln v}+ u exp{−θ lnu ln v}

(
−θ
( ln v

u

))]
= v exp{−θ lnu ln v} − θv ln v exp{−θ lnu ln v}.

Agora derivando esta ultima expressão com respeito a v, temos:

∂2Cθ(u, v)

∂u∂v
= exp{−θ lnu ln v}+ v exp{−θ lnu ln v}

(
−θ
( lnu

v

))
− θ
[
(ln v + 1) exp{−θ lnu ln v}+ v ln v exp{−θ lnu ln v}

(
−θ lnu

v

)]
= exp{−θ lnu ln v}+ θ lnu exp{−θ lnu ln v}

− θ
[
(ln v + 1) exp{−θ lnu ln v} − θ lnu ln v exp{−θ lnu ln v}

]
= exp{−θ lnu ln v}

(
1− θ lnu− θ ln v − θ + θ2 lnu ln v

)
cθ(u, v) = exp{−θ lnu ln v}

(
(1− θ lnu)(1− θ ln v)− θ

)
.

(9.22)

Assumimos que as v.a.'s T1 e T2 possuam distribuições T1 ∼ Weibull(α, β) e T2 ∼
Weibull(α, β) com:

u = F1(t1) = P (T1 ≤ t1) = 1− exp{−
(t1
β

)α
}. (9.23)

v = F2(t2) = P (T2 ≤ t2) = 1− exp{−
(t2
β

)α
}. (9.24)
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De (9.21), a distribuição conjunta (T1, T2) é dada por:

F (t1, t2) =
(

1− exp
{
−
(t1
β

)α})(
1− exp

{
−
(t2
β

)α})
∗ exp

{
−θ ln

(
1− exp

{
−
(t1
β

)α})
ln
(

1− exp
{
−
(t2
β

)α})}
.

(9.25)

De (9.22) em (9.2) a função de densidade de (T1, T2) está dado por:

f(t1, t2) = exp
{
−θ ln

[
F1(t1)

]
ln
[
F2(t2)

]}([
1− θ ln

[
F1(t1)

]][
1− θ ln

[
F2(t2)

]]
− θ
)
f1(t1)f2(t2)

= exp

{
−θ ln

[
1− exp

{
−
(t1
β

)α}]
ln
[
1− exp

{
−
(t2
β

)α}]}
∗
([

1− θ ln
[
1− exp

{
−
(t1
β

)α}]][
1− θ ln

[
1− exp

{
−
(t2
β

)α}]]
− θ
)

∗
( α
βα
tα−1 exp

{
−
(t1
β

)α})( α
βα
tα−1 exp

{
−
(t2
β

)α})
.

(9.26)

O parâmetro θ é relacionado também às medidas de concordância Tau de Kendall e Rho
de Spearman, Yela et al.(2018)[47]. A partir de (7.1), tem se:

τT1,T2 =
[
7− 2

θ

]
e

2
θEi

(
−2

θ

)
− 4e

1
θEi

(
−1

θ

)
+ 4e

4
θEi

(
−4

θ

)
− 1.

e de (7.6):

ρT1,T2 = 12
[
−e

4
θ

θ
Ei

(
−4

θ

)]
− 3,

onde Ei(z) = −
∫∞
−z

et

t
dt é a função integral exponencial. O que torna muito difícil calcular

as expressões anteriores. As dependências de cauda inferior e superior para a cópula
Gumbel Barnett são complicadas de obter e serão omitidas neste trabalho.
Agora conhecida a função de densidade bivariada anterior vamos de�nir a função de
densidade condicional para Ti+1 dado Ti a partir de

f(ti+1/ti) =
f(ti, ti+1)

f(ti)
.

Então,

f(ti+1/ti) = f(ti+1) exp
{
−θ ln

[
F (ti)

]
ln
[
F (ti+1)

]}[(
1− θ ln

[
F (ti)

])(
1− θ ln

[
F (ti+1)

])]
=

α

βα
tα−1
i+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}
∗ exp

{
−θ ln

(
1− exp

{
−
(ti
β

)α})
ln
(

1− exp
{
−
(ti+1

β

)α})}
∗
([

1− θ ln
(

1− exp
{
−
(ti
β

)α})][
1− θ ln

(
1− exp

{
−
(ti+1

β

)α})])
.

(9.27)
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A função de distribuição acumulada condicional de Ti+1 dado Ti é:

F (ti+1/ti) = P (Ti+1 ≤ ti+1/Ti = ti)

=

∫ ti+1

0

f(ti+1/ti)dti+1

=

∫ ti+1

0

f(ti+1) exp
{
−θ ln

[
F (ti)

]
ln
[
F (ti+1)

]}
∗
[(

1− θ ln
[
F (ti)

])(
1− θ ln

[
F (ti+1)

])]
dti+1

=

∫ ti+1

0

α

βα
tα−1
i+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}
exp
{
−θ ln

[
1− exp

{
−
(ti
β

)α}]
ln
[
1− exp

{
−
(ti+1

β

)α}]}((
1− θ ln

[
1− exp

{
−
(ti
β

)α}])
∗
(

1− θ ln
[
1− exp

{
−
(ti+1

β

)α}]))
dti+1.

Resolvendo a integral com o software WolframAlpha temos o seguinte:

=
(

1− θ ln
[
1− exp

{
−
(ti
β

)α}]) α
βα

{
tαi+1

(
exp
{(ti+1

β

)α}
− 1
)

∗
(ti+1

β

)−α{
θ + θ ln

[
1− exp

{
−
(ti+1

β

)α}](
θ ln
[
1− exp

{
−
(ti
β

)α}]
− 1
)

+ θ
(
− ln

[
1− exp

{
−
(ti
β

)α}])
+ 1
}

∗
exp
{
−
(
ti+1

β

)α
− θ ln

[
1− exp

{
−
(
ti+1

β

)α}]
ln
[
1− exp

{
−
(
ti
β

)}]}
α
(
θ ln
[
1− exp

{
−
(
ti
β

)α}]
− 1
)2

}
.

F (ti+1/ti) = −
(

exp
{(ti+1

β

)α}
− 1
)

∗
{
θ + θ ln

[
1− exp

{
−
(ti+1

β

)α}](
θ ln
[
1− exp

{
−
(ti
β

)α}]
− 1
)

− θ ln
[
1− exp

{
−
(ti
β

)α}]
+ 1
}

∗

exp
{
−
(
ti+1

β

)α
− θ ln

[
1− exp

{
−
(
ti+1

β

)α}]
ln
[
1− exp

{
−
(
ti
β

)}]}
(

1− θ ln
[
1− exp

{
−
(
ti
β

)α}])
 .

(9.28)

9.2.2 Estimação de Máxima Verossimilhança

A função de verossimilhança deste modelos está dada por L(θ; t) = f(t1, t2, ..., tn).
Assumindo d0 = 0, os valores dos intervalos de tempo observados são dados por:
ti = di − di−1, i = 1, 2, 3, ..., k = (n− 1), onde di é o i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, e aclaramos que tn = S − dk.

L(θ; t) = f(t1)
n−2∏
i=1

f(ti+1/ti)P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1). (9.29)
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Nos falta calcular P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1) :

P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1) =

∫ ∞
tn

f(tn/tn−1, α, β, θ)dtn

= 1−
∫ tn

0

f(tn) exp
{
−θ ln

[
F (tn−1)

]
ln
[
F (tn)

]}
∗
[(

1− θ ln
[
F (tn−1)

])(
1− θ ln

[
F (tn)

])]
dtn

= 1−
(

1− θ ln
[
1− exp

{
−
(tn−1

β

)α}])∫ tn

0

α

βα
tα−1
n exp

{
−
(tn
β

)α}

∗ exp

−θ
ln
[
1− exp

{
−
(
tn
β

)α}]
(

ln
[
1− exp

{
−
(
tn−1

β

)α}])−1


∗
(

1− θ ln
[
1− exp

{
−
(tn
β

)α}])
dtn

= 1−
(

1− θ ln
[
1− exp

{
−
(tn−1

β

)α}]) α
βα

∫ tn

0

tα−1
n exp

{
−
(tn
β

)α}

∗ exp

−θ
ln
[
1− exp

{
−
(
tn
β

)α}]
(

ln
[
1− exp

{
−
(
tn−1

β

)α}])−1


∗
(

1− θ ln
[
1− exp

{
−
(tn
β

)α}])
dtn.

A integral anterior é complicada de resolver então utilizamos a plataforma WolframAlpha
para determinar a integral e temos como resultado a seguinte expressão

= 1−
{(

1− θ ln
(

1− exp
{
−
(tn−1

β

)α})) α
βα
tαn

(
exp
{(tn

β

)α}
− 1
)

∗
(tn
β

)−α(
θ + θ ln

[
1− exp

{
−
(tn
β

)α}](
θ ln
[
1− exp

{
−
(tn−1

β

)α}]
− 1
)

+ θ
(
− ln

[
1− exp

{
−
(tn−1

β

)α}])
+ 1
)

∗
exp
{
−
(
tn
β

)α
− θ ln

[
1− exp

{
−
(
tn
β

)α}]
ln
[
1− exp

{
−
(
tn−1

β

)}]}
α
(
θ ln
[
1− exp

{
−
(
tn−1

β

)α}]
− 1
)2

}
.

P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1) = 1−
{
−
(

exp
{(tn

β

)α}
− 1
)

∗
{
θ + θ ln

[
1− exp

{
−
(tn
β

)α}](
θ ln
[
1− exp

{
−
(tn−1

β

)α}]
− 1
)

− θ ln
[
1− exp

{
−
(tn−1

β

)α}]
+ 1
}

∗
exp
{
−
(
tn
β

)α
− θ ln

[
1− exp

{
−
(
tn
β

)α}]
ln
[
1− exp

{
−
(
tn−1

β

)}]}
(

1− θ ln
[
1− exp

{
−
(
tn−1

β

)α}]) }
.

(9.30)
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Agora tendo todos os elementos da expressão (9.29) vamos construir a função de verossi-
milhança:

L(θθθ; t) = fT1(t1/θθθ)
n−2∏
i=1

f(ti+1/ti, θθθ)P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1, θθθ)

=
α

βα
tα−1
1 exp

{
−
(t1
β

)α}
∗
n−2∏
i=1

{ α

βα
tα−1
i+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}
exp
{
−θ ln

[
1− exp

{
−
(ti
β

)α}]
∗ ln
[
1− exp

{
−
(ti+1

β

)α}]}((
1− θ ln

[
1− exp

{
−
(ti
β

)α}])
∗
(

1− θ ln
[
1− exp

{
−
(ti+1

β

)α}]))}[
1−

{
−
(

exp
{(tn

β

)α}
− 1
)

∗
{
θ + θ ln

[
1− exp

{
−
(tn
β

)α}](
θ ln
[
1− exp

{
−
(tn−1

β

)α}]
− 1
)

− θ ln
[
1− exp

{
−
(tn−1

β

)α}]
+ 1
}

∗
exp
{
−
(
tn
β

)α
− θ ln

[
1− exp

{
−
(
tn
β

)α}]
ln
[
1− exp

{
−
(
tn−1

β

)}]}
(

1− θ ln
[
1− exp

{
−
(
tn−1

β

)α}]) }]
.

(9.31)

Em função disso, podemos obter a função l(α, β, θ; t) = ln(L(α, β, θ; t)):

l(θ; t) = (n− 1) ln(α)− (α(n− 1)) ln(β) + (α− 1)ln(t1)−
(t1
β

)α
+

n−2∑
i=1

{
(α− 1) ln(ti+1)−

(ti+1

β

)α
+
(
θ ln
[
1− exp

{
−
(ti
β

)α}]
∗ ln
[
1− exp

{
−
(ti+1

β

)α}])
+ ln

[
1− θ ln

[
1− exp

{
−
(ti
β

)α}]]
+ ln

[
1− θ ln

[
1− exp

{
−
(ti+1

β

)α}]]}
+ ln

[
1−

{
−
(

exp
{(tn

β

)α}
− 1
)

∗
{
θ + θ ln

[
1− exp

{
−
(tn
β

)α}](
θ ln
[
1− exp

{
−
(tn−1

β

)α}]
− 1
)

− θ ln
[
1− exp

{
−
(tn−1

β

)α}]
+ 1
}

∗
exp
{
−
(
tn
β

)α
− θ ln

[
1− exp

{
−
(
tn
β

)α}]
ln
[
1− exp

{
−
(
tn−1

β

)}]}
(

1− θ ln
[
1− exp

{
−
(
tn−1

β

)α}]) }]
.

(9.32)

com l(α, β, θ; t) = ln(L(θθθ; t)).
Os estimadores de máxima verossimilhança são os valores de α, β e θ que maximizam
a função acima. A maximização para o conjunto de dados (tempos entre ultrapasses
de 22◦C de temperatura) foi obtida por meio de um método numérico "Quase Newton"
utilizando o pacote Optim do programa R da mesma maneira que para todos os modelos
deste capítulo, os resultados são vistos na Tabela 9.4.
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Tabela 9.4: Estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros de interesse do
Modelo markoviano Weibull via cópula Arquimediana Gumbel Barnett.

Parâmetro α β θ
EMV 0, 7038999 3, 593629 1, 000000 ∗ 10−22

De (9.30) temos a função de sobrevivência para Ti+1 dado Ti.

S(ti+1/ti) = 1−
{
−
(

exp
{(ti+1

β

)α}
− 1
)

∗
{
θ + θ ln

[
1− exp

{
−
(ti+1

β

)α}](
θ ln
[
1− exp

{
−
(ti
β

)α}]
− 1
)

− θ ln
[
1− exp

{
−
(ti
β

)α}]
+ 1
}

∗
exp
{
−
(
ti+1

β

)α
− θ ln

[
1− exp

{
−
(
ti+1

β

)α}]
ln
[
1− exp

{
−
(
ti
β

)}]}
(

1− θ ln
[
1− exp

{
−
(
ti
β

)α}]) }
,

(9.33)

em que α e β são parâmetros de forma e escala, respectivamente, e θ é o parâmetro de
dependência.
Conhecendo os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros de interesse, va-
mos mostrar nos seguintes grá�cos a adequação dos ajustes dos modelo Modelo markovi-
ano via distribuição bivariada Weibull derivada da cópula Gumbel Barnett.

Figura 9.4: Curva de função de distribuição acumulada estimada pelo modelo marko-
viano Weibull via cópula Arquimediana Gumbel Barnett versus a curva da função de
distribuição acumulada empírica.
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Figura 9.5: Curva de sobrevivência estimada pelo modelo markoviano Weibull via cópula
Arquimediana Gumbel Barnett versus a curva de sobrevivência estimada por Kaplan-
Meier.

Nas Figuras 9.4 e 9.5 podemos observar que exite um bom ajuste comparado com o mo-
delo markoviano via cópula FGM. A diferença notável está no valor da estimativa do
parâmetro de dependência θ.

9.3 Modelo Markoviano Weibull via Cópula Arquime-

diana Frank

Sejam S > 0 e K > 0, números real e inteiro �xados, respectivamente. Sejam
d1, d2, ..., dK os dias em que ocorreram os ultrapasses (excederam o limite de interesse).
Seja D = {d1, d2, ..., dk} o conjunto de dias em que ocorreram os ultrapasses durante o
tempo de estudo [0, S]. Seja Ti, i = 1, 2, ... O tempo em dias entre i-ésimo e o (i−1)-ésimo
ultrapasse.
Para descrever este modelo, de�niremos primeiro a distribuição a seguir:

9.3.1 Distribuição Weibull Bivariada via Cópula Arquimediana
Frank

Outra maneira de obter a função de distribuição bivariada Weibull é através da cópula
Frank, dada por:

Cθ(u, v) =
1

ln(θ)
ln
[
1 +

(θu − 1)(θv − 1)

θ − 1

]
,
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cuja função de densidade está dado por:

cθ(u, v) =
θu+v ln(θ)(θ − 1)

[(θ − 1) + (θu − 1)(θv − 1)]2
,

onde onde θ ≥ 0., assumindo (9.23) e (9.24), pelo Teorema de Sklar, a função de distri-
buição bivariada Weibull de (T1, T2) induzida pela cópula Frank é dada por:

F (t1, t2) =
1

ln(θ)
ln
[
1 +

(θ(1−e−(t1/β)
α

) − 1)(θ(1−e−(t2/β)
α

) − 1)

θ − 1

]
. (9.34)

A Função de Densidade Bivariada Weibull via cópula Frank de (T1, T2) é dado por:

f(t1, t2) =
θF1(t1)+F2(t2) ln(θ)(θ − 1)

[(θ − 1) + (θF1(t1) − 1)(θF2(t2) − 1)]2
f1(t1)f2(t2)

=
θ(1−e−(t1/β)

α
)+(1−e−(t2/β)

α
) ln(θ)(θ − 1)

[(θ − 1) + (θ(1−e−(t1/β)
α

) − 1)(θ(1−e−(t2/β)
α

) − 1)]2

∗ α

βα
tα−1
1 exp

{
−
(t1
β

)α} α

βα
tα−1
2 exp

{
−
(t2
β

)α}
,

(9.35)

com α > 0, β > 0 parâmetros de forma e escala, respetivamente e θ ≥ 0, parâmetro de
dependência entre os tempos de falha.
De (8.3) temos o Tau de Kendall para a cópula Frank:

τT1,T2 = 1 + 4(D1(θ∗)− 1)/θ∗,

e de (7.6):

ρT1,T2 = 1− 12

θ∗
[D1(θ∗)−D2(θ∗)],

onde θ∗ = −ln(θ) e Dk(x) é a função Debye, dada por:
Dk(x) = k

xk

∫ x
0

tk

et−1
dt, k = 1, 2.

Agora conhecida a função de densidade bivariada anterior vamos de�nir a função de
densidade condicional para Ti+1 dado Ti a partir de

f(ti+1/ti) =
f(ti, ti+1)

f(ti)
,

assim,

f(ti+1/ti) =
θF (ti)+F (ti+1) ln(θ)(θ − 1)

[(θ − 1) + (θF (ti) − 1)(θF (ti+1) − 1)]2
f(ti+1)

=
θ(1−e−(ti/β)

α
)+(1−e−(ti+1/β)

α
) ln(θ)(θ − 1)

[(θ − 1) + (θ(1−e−(ti/β)
α

) − 1)(θ(1−e−(ti+1/β)
α

) − 1)]2

∗ α

βα
tα−1
i+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}
, ti, ti+1 > 0.

(9.36)
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Podemos obter em seguida a função de distribuição condicional para Ti + 1 dado Ti.

F (ti+1/ti) = P (Ti+1 ≤ ti+1/Ti = ti)

=

∫ ti+1

0

f(ti+1/ti)dti+1

=

∫ ti+1

0

θ(1−e−(ti/β)
α

)+(1−e−(ti+1/β)
α

) ln(θ)(θ − 1)

[(θ − 1) + (θ(1−e−(ti/β)
α

) − 1)(θ(1−e−(ti+1/β)
α

) − 1)]2

∗ α

βα
tα−1
i+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}
dti+1

=
α

βα
(θ − 1) ln(θ)

∫ ti+1

0

θ(1−e−(ti/β)
α

)+(1−e−(ti+1/β)
α

)

[(θ − 1) + (θ(1−e−(ti/β)
α

) − 1)(θ(1−e−(ti+1/β)
α

) − 1)]2

∗ tα−1
i+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}
dti+1.

Pela complexidade que tem a função a integrar utilizamos a plataforma WolframAlpha, o
resultado é o seguinte.

=
α

βα
(θ − 1) ln(θ)

∗
[ −tαi+1(β/ti+1)αθ1−e−(ti/β)

α

α ln(θ)(θ1−e−(ti/β)
α − 1)(θ + (θ1−e−(ti+1/β)

α

− 1)(θ1−e−(ti/β)
α − 1)− 1)

− −0α(β/0)αθ1−e−(ti/β)
α

α ln(θ)(θ1−e−(ti/β)
α − 1)(θ + (θ1−e−(0/β)α − 1)(θ1−e−(ti/β)

α − 1)− 1)

]
.

Simpli�cando alguns termos temos �nalmente o resultado:

=
[ θ1−e−(ti/β)

α

(θ1−e−(ti/β)
α − 1)

− (θ − 1)
θ1−e−(ti/β)

α

(θ1−e−(ti/β)
α − 1)(θ + (θ1−e−(ti+1/β)

α

− 1)(θ1−e−(ti/β)
α − 1)− 1)

]
.(9.37)

9.3.2 Estimação de Máxima Verossimilhança

A função de verossimilhança deste modelos está dada por L(θ; t) = f(t1, t2, ..., tn).
Assumindo d0 = 0, os valores dos intervalos de tempo observados são dados por:
ti = di − di−1, i = 1, 2, 3, ..., k = (n− 1), onde di é o i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, e esclarecemos que tn = S − dk.

L(θ; t) = f(t1)
n−2∏
i=1

f(ti+1/ti)P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1). (9.38)

Nos falta calcular P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1) :

P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1) =

∫ ∞
tn

f(tn/tn−1, α, β, θ)dtn

= 1−
∫ tn

0

θ(1−e−(tn−1/β)
α

)+(1−e−(tn/β)
α

) ln(θ)(θ − 1)

[(θ − 1) + (θ(1−e−(tn−1/β)
α

) − 1)(θ(1−e−(tn/β)α ) − 1)]2

∗ α

βα
tα−1
n exp

{
−
(tn
β

)α}
dtn.
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A integral anterior é complicada de resolver então também utilizamos a plataforma Wol-
framAlpha para determinar a integral e temos como resultado a seguinte expressão:

= 1−
{ θ1−e−(tn−1/β)

α

(θ1−e−(tn−1/β)
α

− 1)

− (θ − 1)
θ1−e−(tn−1/β)

α

(θ1−e−(tn−1/β)
α

− 1)(θ + (θ1−e−(tn/β)α − 1)(θ1−e−(tn−1/β)
α

− 1)− 1)

} (9.39)

uma outra forma de resolver a integral é utilizando o pacote (integrate) do R mas neste
caso teriamos que de�nir os valores dos limites da integral.
Agora tendo todos os elementos da expressão (9.38) vamos construir a função de verosi-
milhança:

L(θθθ; t) = fT1(t1/θθθ)
n−2∏
i=1

f(ti+1/ti, θθθ)P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1, θθθ)

=
α

βα
tα−1
1 e−(

t1
β

)α

∗
n−2∏
i=1

{ θ(1−e−(ti/β)
α

)+(1−e−(ti+1/β)
α

) ln(θ)(θ − 1)

[(θ − 1) + (θ(1−e−(ti/β)
α

) − 1)(θ(1−e−(ti+1/β)
α

) − 1)]2

∗ α

βα
tα−1
i+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}}
∗
[
1−

{ θ1−e−(tn−1/β)
α

(θ1−e−(tn−1/β)
α

− 1)

− (θ − 1)
θ1−e−(tn−1/β)

α

(θ1−e−(tn−1/β)
α

− 1)(θ + (θ1−e−(tn/β)α − 1)(θ1−e−(tn−1/β)
α

− 1)− 1)

}]
resolvendo o produto temos:

=
αn−1

βα(n−1)
(θ − 1)n−2(ln(θ))n−2 ∗ tα−1

1 e−(
t1
β

)α

∗
n−2∏
i=1

{ θ(1−e−(ti/β)
α

)+(1−e−(ti+1/β)
α

)

[(θ − 1) + (θ(1−e−(ti/β)
α

) − 1)(θ(1−e−(ti+1/β)
α

) − 1)]2

∗ tα−1
i+1 exp

{
−
(ti+1

β

)α}}
∗
[
1−

{ θ1−e−(tn−1/β)
α

(θ1−e−(tn−1/β)
α

− 1)

− (θ − 1)
θ1−e−(tn−1/β)

α

(θ1−e−(tn−1/β)
α

− 1)(θ + (θ1−e−(tn/β)α − 1)(θ1−e−(tn−1/β)
α

− 1)− 1)

}]
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Em função disso, podemos obter a função l(α, β, θ; t) = ln(L(α, β, θ; t)):

l(θθθ; t) = (n− 1) ln(α)− (α(n− 1)) ln(β) + (n− 2) ln(θ − 1)

+ (n− 2) ln(θ) + (α− 1) ln(t1)−
(t1
β

)α
+

+
n−2∑
i=1

{
((1− e−(ti/β)α) + (1− e−(ti+1/β)α)) ln(θ)

− 2 ln[θ − 1 + (θ(1−e−(ti/β)
α

) − 1)(θ(1−e−(ti+1/β)
α

) − 1)] + (α− 1) ln(ti+1)

− (ti+1/β)α
}

+ ln
[
1−

{ θ1−e−(tn−1/β)
α

(θ1−e−(tn−1/β)
α

− 1)

− (θ − 1)
θ1−e−(tn−1/β)

α

(θ1−e−(tn−1/β)
α

− 1)(θ + (θ1−e−(tn/β)α − 1)(θ1−e−(tn−1/β)
α

− 1)− 1)

}]
,

(9.40)

com l(α, β, θ) = ln(L(θθθ)).
Os estimadores de máxima verossimilhança são os valores de α, β e θ que maximizam
a função acima. A maximização para o conjunto de dados (tempos entre ultrapasses
de 22◦C de temperatura) foi obtida por meio de um método numérico "Quase Newton"
utilizando o pacote Optim do programa R, os resultados são vistos na Tabela 9.5.

Tabela 9.5: Estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros de interesse do
Modelo markoviano Weibull via cópula Arquimediana Frank.

Parâmetro α β θ
EMV 0, 6089615 3, 2985651 50, 929159

De (9.39) temos a função de sobrevivência para Ti+1 dado Ti.

S(ti+1/ti) = 1−
{ θ1−e−(ti/β)

α

(θ1−e−(ti/β)
α − 1)

− (θ − 1)
θ1−e−(ti/β)

α

(θ1−e−(ti/β)
α − 1)(θ + (θ1−e−(ti+1/β)

α

− 1)(θ1−e−(ti/β)
α − 1)− 1)

}
,

(9.41)

em que α e β são parâmetros de forma e escala, respectivamente, e θ é o parâmetro de
dependência.
Conhecendo os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros de interesse, va-
mos mostrar nos seguintes grá�cos a adequação dos ajustes dos modelo Modelo markovi-
ano via distribuição bivariada Weibull derivada da cópula de Frank.
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Figura 9.6: Curva de função de distribuição acumulada estimada pelo modelo marko-
viano Weibull via cópula Arquimediana Frank versus a curva da função de distribuição
acumulada empírica.

Figura 9.7: Curva de sobrevivência estimada pelo modelo markoviano Weibull via cópula
Arquimediana Frank versus a curva de sobrevivência estimada por Kaplan-Meier.

Observamos na �gura acima que não existe um bom ajuste da curva de sobrevivência,
já que a curva vermelha que representa a curva de sobrevivência estimada pelo modelo
markoviano Weibull via cópula Arquimediana Frank, está fora das bandas de con�ança
da curva de sobrevivência estimada por Kaplan-Meier.
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9.4 Modelo Markoviano Weibull via Cópula Arquime-

diana Clayton

Sejam S > 0 e K > 0, números real e inteiro �xados, respectivamente. Sejam
d1, d2, ..., dK os dias em que ocorreram os ultrapasses (excederam o limite de interesse).
Seja D = {d1, d2, ..., dk} o conjunto de dias em que ocorreram os ultrapasses durante o
tempo de estudo [0, S]. Seja Ti, i = 1, 2, ... o tempo em dias entre i-ésimo e o (i−1)-ésimo
ultrapasse.
Para descrever este modelo, de�niremos primeiro a distribuição a seguir:

9.4.1 Distribuição Weibull Bivariada via Cópula Arquimediana
Clayton

Outra maneira mais de obter a função de distribuição bivariada Weibull é através da
cópula Clayton, dada por:

Cθ(u, v) =
[
max(u−θ + v−θ − 1, 0)

]− 1
θ
,

cuja função de densidade está dado por:

cθ(u, v) = (u)−θ−1(v)−θ−1(1 + θ)
[
(u)−θ + (v)−θ − 1

]−1−2θ
θ
,

onde θ ∈ [−1, 0) ∪ (0,∞), assumindo (9.23) e (9.24), pelo Teorema de Sklar, a função de
distribuição bivariada Weibull de (T1, T2) induzida pela cópula Clayton é dada por:

F (t1, t2) =
(
F1(t1)−θ + F2(t2)−θ − 1

)−1/θ

.

=
((

1− e−(t1/β)α
)−θ

+
(

1− e−(t2/β)α
)−θ
− 1
)−1/θ

.

(9.42)

Agora vamos determinar a função de densidade bivariada Weibull via cópula Clayton
utilizando a função de densidade cθ ∈ [0, 1]2 da cópula Clayton:

cθ(F1(t1), F2(t2)) = (F1(t1))−θ−1(F2(t2))−θ−1(1 + θ)
[
(F1(t1))−θ + (F2(t2))−θ − 1

]−1−2θ
θ
.

De (9.2) temos:

f(t1, t2) = (F1(t1))−θ−1(F2(t2))−θ−1(1 + θ)
[
(F1(t1))−θ + (F2(t2))−θ − 1

]−1−2θ
θ
f1(t1)f2(t2).

=
(

1− e−(t1/β)α
)−θ−1(

1− e−(t2/β)α
)−θ−1

(1 + θ)

∗
[(

1− e−(t1/β)α
)−θ

+
(

1− e−(t2/β)α
)−θ
− 1
]−1−2θ

θ

∗
{ α

βα
tα−1
1 e−(t1/β)α

}{ α

βα
tα−1
2 e(t2/β)α

}
,

com α > 0, β > 0 parâmetros de forma e escala, respetivamente e θ ∈ (−∞,∞)\{0},
parâmetro de dependência entre os tempos de falha.
Para as cópulas Arquimedianas temos além de (7.1), outra forma de determinar o τ de
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Kendall que é a partir de (8.3), isto é:

τT1,T2 = 1 + 4

∫ 1

0

ϕ(t)

ϕ′(t)
dt

= 1 + 4

∫ 1

0

(t−θ − 1)/θ

−t−θ−1
dt

=
θ

θ + 2
.

Já que a medida de ρ de Spearman para esta cópula é muito complicada de ser obtida e
é omitida neste trabalho.
Seja ϕ(t) = (t−θ − 1)/θ o gerador da família de cópula Clayton. Segue que ϕ−1(s) =
(1 + θs)−1/θ. Para θ ≥ 0, pelos Teoremas 19 e 20 a cópula Clayton exibe que λU = 0 e o
coe�ciente de dependência da cauda inferior dada por:

λL = 2 lim
s→∞

[
ϕ−1′(2s)/ϕ−1′(s)

]
= 2 lim

s→0

[(1 + 2θs)−1/θ−1

(1 + θs)−1/θ−1

]
= 2 ∗ 2−1/θ−1 = 2−1/θ.

Agora conhecida a função de densidade bivariada anterior, vamos de�nir a função de
densidade condicional para Ti+1 dado Ti a partir de

f(ti+1/ti) =
f(ti, ti+1)

f(ti)
.

Então, temos que:

f(ti+1/ti, θθθ) = α
βα
tα−1
i+1 e

−(ti+1/β)α
(

1− e−(ti/β)α
)−θ−1(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ−1

(1 + θ)[(
1− e−(ti/β)α

)−θ
+
(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ
− 1
]−1−2θ

θ
. (9.43)

Podemos obter en seguida a função de distribuição acumulada condicional de Ti+1 dado
Ti.

F (ti+1/ti) = P (Ti+1 ≤ ti+1/Ti = ti)

=

∫ ti+1

0

f(ti+1/ti)dti+1

=

∫ ti+1

0

α

βα
tα−1
i+1 e

−(ti+1/β)α
(

1− e−(ti/β)α
)−θ−1(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ−1

(1 + θ)[(
1− e−(ti/β)α

)−θ
+
(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ
− 1
]−1−2θ

θ
di+1

= (1 + θ)
α

βα

(
1− e−(ti/β)α

)−θ−1
∫ ti+1

0

tα−1
i+1 e

−(ti+1/β)α

∗
(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ−1

[(
1− e−(ti/β)α

)−θ
+
(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ
− 1
]−1−2θ

θ
di+1.
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Resolvemos a integral utilizando a plataforma WolframAlpha, temos o seguinte resultado:

= (1 + θ)
α

βα

(
1− e−(ti/β)α

)−θ−1{
tαi+1

(ti+1

β

)−α(
1− e−(ti/β)α

)θ(
1− e−(ti+1/β)α

)θ
∗

((
1− e−(ti/β)α

)−θ
+
(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ
− 1
)−1

θ

α(θ + 1)
((

1− e−(ti+1/β)α
)θ

+
((

1− e−(ti+1/β)α
)θ(
−
(

1− e−(ti/β)α
)θ))

+
(

1− e−(ti/β)α
)θ)}

=
(

1− e−(ti/β)α
)−1(

1− e−(ti+1/β)α
)θ

∗

((
1− e−(ti/β)α

)−θ
+
(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ
− 1
)−1

θ(
1− e−(ti+1/β)α

)θ
−
((

1− e−(ti+1/β)α
)θ(

1− e−(ti/β)α
)θ)

+
(

1− e−(ti/β)α
)θ . (9.44)

9.4.2 Estimação de Máxima Verossimilhança

A função de verossimilhança deste modelo está dada por L(θ; t) = f(t1, t2, ..., tn).
Assumindo d0 = 0, os valores dos intervalos de tempo observados são dados por:
ti = di − di−1, i = 1, 2, 3, ..., k = (n− 1), onde di é o i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, e aclaramos que tn = S−dk. Então, a função de verossimilhança é dada por:

L(θ; t) = f(t1)
n−2∏
i=1

f(ti+1/ti)P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1). (9.45)

Nos falta resolver:

P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1) =

∫ ∞
tn

f(tn/tn−1, α, β, θ)dtn

= 1−
∫ tn

0

α

βα
tα−1
n e−(tn/β)α

(
1− e−(tn−1/β)α

)−θ−1

∗
(

1− e−(tn/β)α
)−θ−1

(1 + θ)

∗
[(

1− e−(tn−1/β)α
)−θ

+
(

1− e−(tn/β)α
)−θ
− 1
]−1−2θ

θ
dtn

= 1−
{

(1 + θ)
(

1− e−(tn−1/β)α
)−θ−1

∫ tn

0

α

βα
tα−1
n e−(tn/β)α

∗
(

1− e−(tn/β)α
)−θ−1

∗
[(

1− e−(tn−1/β)α
)−θ

+
(

1− e−(tn/β)α
)−θ
− 1
]−1−2θ

θ
dtn

}
.

A integral anterior é complicada de resolver então utilizamos a plataforma WolframAlpha
para determinar a integral e temos o seguinte resultado:

= 1−
[
(1 + θ)

(
1− e−(tn−1/β)α

)−θ−1 α

βα

(
tαn

(tn
β

)−α(
1− e−(tn−1/β)α

)θ(
1− e−(tn/β)α

)θ
∗

((
1− e−(tn−1/β)α

)−θ
+
(

1− e−(tn/β)α
)−θ
− 1
)−1

θ

α(θ + 1)
((

1− e−(tn/β)α
)θ

+
((

1− e−(tn/β)α
)θ(
−
(

1− e−(tn−1/β)α
)θ))

+
(

1− e−(tn−1/β)α
)θ))]



9. Modelos Markovianos Weibull a Partir de Funções Cópulas 96

= 1−
[(

1− e−(tn−1/β)α
)−1(

1− e−(tn/β)α
)θ

∗

((
1− e−(tn−1/β)α

)−θ
+
(

1− e−(tn/β)α
)−θ
− 1
)−1

θ(
1− e−(tn/β)α

)θ
−
((

1− e−(tn/β)α
)θ(

1− e−(tn−1/β)α
)θ)

+
(

1− e−(tn−1/β)α
)θ ](9.46)

Agora tendo todos os elementos da expressão (9.45), vamos construir a função de verosi-
milhança:

L(θθθ; t) =
α

βα
tα−1
1 e−(

t1
β

)α

∗
n−2∏
i=1

{{ α

βα
tα−1
i+1 e

−(ti+1/β)α
}(

1− e−(ti/β)α
)−θ−1(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ−1

(1 + θ)

∗
[(

1− e−(ti/β)α
)−θ

+
(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ
− 1
]−1−2θ

θ
}

∗
{

1−
[(

1− e−(tn−1/β)α
)−1(

1− e−(tn/β)α
)θ

∗

((
1− e−(tn−1/β)α

)−θ
+
(

1− e−(tn/β)α
)−θ
− 1
)−1

θ((
1− e−(tn/β)α

)θ
−
((

1− e−(tn/β)α
)θ(

1− e−(tn−1/β)α
)θ)

+
(

1− e−(tn−1/β)α
)θ)]}

=
α

βα
tα−1
1 e−(

t1
β

)α

∗ αn−2

βα(n−2)
(1 + θ)n−2

n−2∏
i=1

{
{tα−1
i+1 e

−(ti+1/β)α}
(

1− e−(ti/β)α
)−θ−1

∗
(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ−1[(

1− e−(ti/β)α
)−θ

+
(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ
− 1
]−1−2θ

θ
}

∗
{

1−
[(

1− e−(tn−1/β)α
)−1(

1− e−(tn/β)α
)θ

∗

((
1− e−(tn−1/β)α

)−θ
+
(

1− e−(tn/β)α
)−θ
− 1
)−1

θ[(
1− e−(tn/β)α

)θ
−
((

1− e−(tn/β)α
)θ(

1− e−(tn−1/β)α
)θ)

+
(

1− e−(tn−1/β)α
)θ]]}.

Simpli�cando alguns termos temos

=
αn−1

βα(n−1)
tα−1
1 (1 + θ)n−2e−(

t1
β

)α

∗
n−2∏
i=1

{
tα−1
i+1 e

−(ti+1/β)α
(

1− e−(ti/β)α
)−θ−1(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ−1

∗
[(

1− e−(ti/β)α
)−θ

+
(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ
− 1
]−1−2θ

θ
}

∗
{

1−
[(

1− e−(tn−1/β)α
)−1(

1− e−(tn/β)α
)θ

∗

((
1− e−(tn−1/β)α

)−θ
+
(

1− e−(tn/β)α
)−θ
− 1
)−1

θ[(
1− e−(tn/β)α

)θ
−
((

1− e−(tn/β)α
)θ(

1− e−(tn−1/β)α
)θ)

+
(

1− e−(tn−1/β)α
)θ]]}.

(9.47)
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Em função disso, podemos obter a função l(α, β, θ; t) = ln(L(α, β, θ; t)):

l(θθθ; t) = (n− 1) ln(α)− (α(n− 1)) ln(β) + (α− 1) ln(t1) + (n− 2) ln(1 + θ)

−
(t1
β

)α
+

n−2∑
i=1

{
(−θ − 1) ln

(
1− e−(ti/β)α

)
+ (−θ − 1) ln

(
1− e−(ti+1/β)α

)
+ (α− 1) ln(ti+1)−

(ti+1

β

)α
+
(−1− 2θ

θ

)
ln
((

1− e−(ti/β)α
)−θ

+
(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ
− 1
)}

+ ln
(

1−
{(

1− e−(tn−1/β)α
)−1(

1− e−(tn/β)α
)θ

∗

((
1− e−(tn−1/β)α

)−θ
+
(

1− e−(tn/β)α
)−θ
− 1
)−1/θ

(
1− e−(tn/β)α

)θ
−
((

1− e−(tn/β)α
)θ(

1− e−(tn−1/β)α
)θ)

+
(

1− e−(tn−1/β)α
)θ}),

(9.48)

com l(α, β, θ) = ln(L(θθθ)).
Os estimadores de máxima verossimilhança são os valores de α ,β e θ que maximizam
a função acima. A maximização para o conjunto de dados (tempos entre ultrapasses
de 22◦C de temperatura) foi obtida por meio de um método numérico "Quase Newton"
utilizando o pacote Optim do programa R, os resultados são vistos na Tabela 9.6.

Tabela 9.6: Estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros de interesse do
Modelo markoviano Weibull via cópula Arquimediana Clayton.

Parâmetro α β θ
EMV 0, 71194508 3, 76610975 −0, 09511121

De (9.39) temos a função de sobrevivência para Ti+1 dado Ti.

S(ti+1/ti) = 1−
[(

1− e−(ti/β)α
)−1(

1− e−(ti+1/β)α
)θ

∗

((
1− e−(ti/β)α

)−θ
+
(

1− e−(ti+1/β)α
)−θ
− 1
)−1

θ(
1− e−(ti+1/β)α

)θ
−
((

1− e−(ti+1/β)α
)θ(

1− e−(ti/β)α
)θ)

+
(

1− e−(ti/β)α
)θ ],(9.49)

em que α e β são parâmetros de forma e escala, respectivamente, e θ é o parâmetro de
dependência.
Conhecendo os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros de interesse, va-
mos mostrar nos seguintes grá�cos a adequação dos ajustes dos modelo Modelo markovi-
ano via distribuição bivariada Weibull derivada da cópula de Clayton.
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Figura 9.8: Curva de função de distribuição acumulada estimada pelo modelo markovi-
ano Weibull via cópula Arquimediana Clayton versus a curva da função de distribuição
acumulada empírica.

Figura 9.9: Curva de sobrevivência estimada pelo modelo markoviano Weibull via cópula
Arquimediana Clayton versus a curva de sobrevivência estimada por Kaplan-Meier.
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Nos grá�cos acima podemos ver que há um bom ajuste em comparação com os outros
modelos via cópulas, exceto o modelo via copula Gumbel-Barnett, isso ocorre devido ao
baixo valor do parâmetro de dependência que presenta este modelo, já que esse valor é
pequeno para os tempos entre ultrapasse reais.
Para este modelo também obtemos a probabilidade de que o tempo até o próximo ultra-
passe assuma um determinado valor em função do tempo entre ultrapasse anterior, isto
é, P (j < Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l), j = 0, 1, 2, ...; l = 0, 1, 2, ..., de modo que a partir disso
poderíamos então construir uma matriz de transição, onde os estados seriam os números
de dias entre os ultrapasses, desenvolvendo:

P (j < Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l, θθθ) = P (Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l, θθθ)− P (Ti+1 < j/Ti = l, θθθ).

Da expressão anterior resolvendo por partes, substituímos em (9.44), ti+1 por j + 1, isto
é:

P (Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l, θθθ) =
(

1− e−( l
β

)α
)−1(

1− e−( j+1
β

)α
)θ

((
1− e−( l

β
)α
)−θ

+
(

1− e−( j+1
β

)α
)−θ
− 1
)−1

θ(
1− e−( j+1

β
)α
)θ
−
((

1− e−( j+1
β

)α
)θ(

1− e−( l
β

)α
)θ)

+
(

1− e−( l
β

)α
)θ .(9.50)

e para a segunda parte substituímos em (9.44), ti+1 por j, isto é:

P (Ti+1 < j/Ti = l, θθθ) =
(

1− e−( l
β

)α
)−1(

1− e−( j
β

)α
)θ

∗

((
1− e−( l

β
)α
)−θ

+
(

1− e−( j
β

)α
)−θ
− 1
)−1

θ(
1− e−( j

β
)α
)θ
−
((

1− e−( j
β

)α
)θ(

1− e−( l
β

)α
)θ)

+
(

1− e−( l
β

)α
)θ .(9.51)

Portanto, subtraindo (9.51) de (9.50), temos:

P (j < Ti+1 ≤ j + 1/Ti = l, θθθ) =
(

1− e−( l
β

)α
)−1(

1− e−( j+1
β

)α
)θ

∗

((
1− e−( l

β
)α
)−θ

+
(

1− e−( j+1
β

)α
)−θ
− 1
)−1

θ(
1− e−( j+1

β
)α
)θ
−
((

1− e−( j+1
β

)α
)θ(

1− e−( l
β

)α
)θ)

+
(

1− e−( l
β

)α
)θ

−
(

1− e−( l
β

)α
)−1(

1− e−( j
β

)α
)θ

∗

((
1− e−( l

β
)α
)−θ

+
(

1− e−( j
β

)α
)−θ
− 1
)−1

θ(
1− e−( j

β
)α
)θ
−
((

1− e−( j
β

)α
)θ(

1− e−( l
β

)α
)θ)

+
(

1− e−( l
β

)α
)θ .

(9.52)
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Parte da Matriz de transição (para l, j = 1, 2, ..., 13) onde as "l" representa as linhas
e "j" representa as colunas �caria assim:

Tabela 9.7: Matriz de transição para o modelo markoviano via cópula Clayton.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 0,15 0,10 0,08 0,06 0,05 0,04 0,03 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01
2 0,15 0,10 0,07 0,06 0,05 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
3 0,15 0,10 0,07 0,06 0,04 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
4 0,15 0,10 0,07 0,06 0,04 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
5 0,15 0,10 0,07 0,06 0,04 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
6 0,15 0,10 0,07 0,06 0,04 0,04 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
7 0,15 0,10 0,07 0,06 0,04 0,03 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
8 0,15 0,10 0,07 0,06 0,04 0,03 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
9 0,15 0,10 0,07 0,05 0,04 0,03 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
10 0,15 0,10 0,07 0,05 0,04 0,03 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
11 0,15 0,10 0,07 0,05 0,04 0,03 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
12 0,15 0,10 0,07 0,05 0,04 0,03 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
13 0,15 0,10 0,07 0,05 0,04 0,03 0,03 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01

Na matriz acima podemos observar que o elemento posicionado na intersecção da
segunda linha e a segunda coluna indica a probabilidade de que o próximo ultrapasse
da medição de temperatura mínima, do limar de 22◦C �xado, ocorra depois de amanhã
dado que o tempo de ultrapasse anterior foi igual a 2. Analogamente se faz interpretações
com respeito aos demais elementos da matriz. Caso se deseja saber a probabilidade de
transição associada a outro par de estados, basta utilizar a equação (9.52) para a realização
do cálculo.

9.5 Modelo Markoviano Weibull via cópula Arquime-

diana Ali-Mikhail-Haq

Sejam S > 0 e K > 0, números real e inteiro �xados, respectivamente. Sejam
d1, d2, ..., dK os dias em que ocorreram os ultrapasses (excederam o limite de interesse).
Seja D = {d1, d2, ..., dk} o conjunto de dias em que ocorreram os ultrapasses durante o
tempo de estudo [0, S]. Seja Ti, i = 1, 2, ... o tempo em dias entre i-ésimo e o (i−1)-ésimo
ultrapasse.
Para descrever este modelo, de�niremos primeiro a distribuição a seguir:

9.5.1 Distribuição Weibull Bivariada via Cópula Arquimediana
Ali-Mikhail-Haq

Uma última maneira considerada neste trabalho de obter a função de distribuição bi-
variada Weibull é através da cópula Ali-Mikhail-Haq, dada por:

Cθ(u, v) =
uv

1− θ(1− u)(1− v)
.

cuja função de densidade está dado por:

cθ(u, v) =
1− θ + 2θ uv

1−θ(1−u)(1−v))

[1− θ(1− u)(1− v)]2
,
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onde θ ∈ [−1, 1), assumindo (9.23) e (9.24), pelo Teorema de Sklar, a função de distribui-
ção bivariada Weibull de (T1, T2) induzida pela cópula Ali-Mikhail-Haq é dada por:

F (t1, t2) =
F1(t1)F2(t2)

1− θ(1− F1(t1))(1− F2(t2))

=
(1− e−(t1/β)α)(1− e−(t2/β)α)

1− θ(1− (1− e−(t1/β)α))(1− (1− e−(t2/β)α))

=
(1− e−(t1/β)α)(1− e−(t2/β)α)

1− θ(e−(t1/β)α)(e−(t2/β)α)
.

Agora vamos determinar a função de densidade bivariada Weibull vía cópula Ali-Mikhail-
Haq utilizando a função de densidade cθ ∈ [0, 1]2 da cópula Ali-Mikhail-Haq:

cθ(F1(t1), F2(t2)) =
1− θ + 2θ F1(t1)F2(t2)

1−θ(1−F1(t1))(1−F2(t2))

[1− θ(1− F1(t1))(1− F2(t2))]2
.

De (9.2) temos a função de densidade conjunta de (T1, T2):

f(t1, t2) =
1− θ + 2θ F (t1)F (t2)

1−θ(1−F (t1))(1−F (t2))

[1− θ(1− F (t1))(1− F (t2))]2
f(t1)f(t2)

=
α

βα
tα−1
1 e−(t1/β)α α

βα
tα−1
2 e−(t2/β)α

∗
1− θ + 2θ

(
1−e−(t1/β)

α

)(
1−e−(t2/β)

α

)
1−θe−(t1/β)

α
e−(t2/β)

α[
1− θe−(t1/β)αe−(t2/β)α

]2 ; t1, t2 > 0,

(9.53)

com α > 0, β > 0 parâmetros de forma e escala, respetivamente e θ ∈ [−1, 1)\{0},
parâmetro de dependência entre os tempos de falha.
Para as cópulas Arquimedianas temos além de (7.1) outra forma de determinar o τ de
Kendall que é a partir de (8.3), com função geradora ϕ(t) = ln(1− θ(1− t))/t, isto é:

τT1,T2 = 1 + 4

∫ 1

0

ϕ(t)

ϕ′(t)
dt

= 1 + 4

∫ 1

0

ln(1− θ(1− t))/t
(d/dt) ln(1− θ(1− t))/t

dt

=
3θ − 2

3θ
− 2(1− θ)2 ln(1− θ)

3θ2

e de (7.6):

ρT1,T2 = 12

∫∫
I2
C(u, v)dudv − 3.

= 12

∫∫
I2

uv

1− θ(1− u)(1− v)
dudv − 3

= 12
(−3θ + dilog(1− θ)θ + dilog(1− θ)− 2 ln(1− θ) + 2(ln(1− θ))θ

θ2

)
− 3.

=
12(1 + θ)dilog(1− θ)− 24(1− θ) ln(1− θ)

θ2
− 3(θ + 12)

θ
,

onde a função dilog(x) é:

dilog(x) =

∫ x

1

ln t

1− t
dt.
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A cópula AMH exibe dependência da cauda esquerda para θ = 1, de (7.12) temos:

λL = lim
t→0

C(t, t)

t
= lim

t→0

t

1− θ(1− t)2
.

=

{
limt→0

t
1−θ(1−t)2 = 0.5, para θ = 1,

limt→0
t

1−θ(1−t)2 = 0, para θ < 1.

e de (7.11) temos:

λU = 2− lim
t→1

1− C(t, t)

1− t

= lim
t→1

[1− 2t+ C(t, t)]

1− t
= lim

t→1

[
1− t[1− θ(1− t)]

1− θ(1− t)2

]
= 0.

Como λL 6= 0 para θ = 1, o extremo esquerdo é assintoticamente dependente para θ = 1.
Para cada outro θ < 1, os extremos são assintoticamente independentes.
Agora conhecida a função de densidade bivariada anterior vamos de�nir a função de
densidade condicional para Ti+1 dado Ti.

f(ti+1/ti) =
f(ti, ti+1)

f(ti)
.

Então,

f(ti+1/ti, θθθ) =
α

βα
tα−1
i+1 e

−(ti+1/β)α

∗
1− θ + 2θ

(
1−e−(ti/β)

α

)(
1−e−(ti+1/β)

α
)

1−θe−(ti/β)
α
e−(ti+1/β)

α[
1− θe−(ti/β)αe−(ti+1/β)α

]2 ; ti, ti+1 > 0.

(9.54)
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Podemos obter a função de distribuição acumulada condicional de Ti+1 dado Ti a seguir.

F (ti+1/ti) = P (Ti+1 ≤ ti+1/Ti = ti), i = 1, 2, 3, ..., n

=

∫ ti+1

0

f(ti+1/ti)dti+1

=

∫ ti+1

0

α

βα

{
tα−1
i+1 e

−(ti+1/β)α

(1− θ)
(

1− θe−(ti/β)αe−(ti+1/β)α
)

+ 2θ
(

1− e−(ti/β)α
)(

1− e−(ti+1/β)α
)

[
1− θe−(ti/β)αe−(ti+1/β)α

]3

}
dti+1

=
{ α

βα
(−(tαi+1))

(ti+1

β

)−α
[−2θe(ti+1/β)α+(ti/β)α + (θ + 1)e(ti+1/β)α+2(ti/β)α − θe2(ti/β)α + θ2

α
(
e(ti+1/β)α+(ti/β)α − θ

)2

]
−

−
[2θe(ti/β)α − (θ + 1)e2(ti/β)α + θe2(ti/β)α − θ2

α
(
e(ti/β)α − θ

)2

]}

=
{[2θe(ti+1/β)α+(ti/β)α − (θ + 1)e(ti+1/β)α+2(ti/β)α + θe2(ti/β)α − θ2(

e(ti+1/β)α+(ti/β)α − θ
)2

]

−
[2θe(ti/β)α − e2(ti/β)α − θ2(

e(ti/β)α − θ
)2

]}
.

(9.55)

9.5.2 Estimação de Máxima Verossimilhança

A função de verossimilhança deste modelos está dada por L(θ; t) = f(t1, t2, ..., tn).
Assumindo d0 = 0, os valores dos intervalos de tempo observados são dados por:
ti = di − di−1, i = 1, 2, 3, ..., k = (n− 1), onde di é o i-ésimo dia em que ocorre o evento
de interesse, e aclaramos que tn = S−dk. Então, a função de verossimilhança é dado por:

L(θ; t) = f(t1)
n−2∏
i=1

f(ti+1/ti)P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1). (9.56)
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P (Tn ≥ tn/Tn−1 = tn−1) =

∫ ∞
tn

f(tn/tn−1, α, β, θ)dtn

= 1−
∫ tn

0

{ α

βα
tα−1
n e−(tn/β)α

1− θ + 2θ

(
1−e−(tn−1/β)

α
)(

1−e−(tn/β)
α

)
1−θe−(tn−1/β)

α
e−(tn/β)α[

1− θe−(tn−1/β)αe−(tn/β)α
]2

}
dtn

= 1− α

βα

∫ tn

0

{
tα−1
n e−(tn/β)α

(1− θ) + 2θ

(
1−e−(tn−1/β)

α
)(

1−e−(tn/β)
α

)
1−θe−(tn−1/β)

α
e−(tn/β)α[

1− θe−(tn−1/β)αe−(tn/β)α
]2

}
dtn

= 1− α

βα

∫ tn

0

{
tα−1
n e−(tn/β)α

∗

(1−θ)
(

1−θe−(tn−1/β)
α
e−(tn/β)

α

)
+2θ

(
1−e−(tn−1/β)

α
)(

1−e−(tn/β)
α

)
1−θe−(tn−1/β)

α
e−(tn/β)α[

1− θe−(tn−1/β)αe−(tn/β)α
]2

}
dtn

A integral anterior é complicada de resolver então, utilizamos a plataforma WolframAlpha
para determinar o resultado que é dado por:

= 1−
{ α

βα
(−(tαn))

(tn
β

)−α
∗
[−2θe(tn/β)α+(tn−1/β)α + (θ + 1)e(tn/β)α+2(tn−1/β)α − θe2(tn−1/β)α + θ2

α
(
e(tn/β)α+(tn−1/β)α − θ

)2

]

−
[2θe(tn−1/β)α − (θ + 1)e2(tn−1/β)α + θe2(tn−1/β)α − θ2

α
(
e(tn−1/β)α − θ

)2

]}

= 1−
{[2θe(tn/β)α+(tn−1/β)α − (θ + 1)e(tn/β)α+2(tn−1/β)α + θe2(tn−1/β)α − θ2(

e(tn/β)α+(tn−1/β)α − θ
)2

]

−
[2θe(tn−1/β)α − e2(tn−1/β)α − θ2(

e(tn−1/β)α − θ
)2

]}
.

(9.57)
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Agora tendo todos os elementos da expressão (9.56) vamos construir a função de verossi-
milhança:

L(θθθ; t) =
α

βα
tα−1
1 e−(

t1
β

)α

∗
n−2∏
i=1

{ α

βα
tα−1
i+1 e

−(ti+1/β)α

1− θ + 2θ

(
1−e−(ti/β)

α

)(
1−e−(ti+1/β)

α
)

1−θe−(ti/β)
α
e−(ti+1/β)

α[
1− θe−(ti/β)αe−(ti+1/β)α

]2

}
{

1 +
{−2θe(tn/β)α+(tn−1/β)α + (θ + 1)e(tn/β)α+2(tn−1/β)α + θe2(tn−1/β)α + θ2(

e(tn/β)α+(tn−1/β)α − θ
)2

}}
=

α

βα
tα−1
1 e−(

t1
β

)α

∗
n−2∏
i=1

{ α

βα
tα−1
i+1 e

−(ti+1/β)α

(1− θ)
(

1− θe−(ti/β)αe−(ti+1/β)α
)

+ 2θ
(

1− e−(ti/β)α
)(

1− e−(ti+1/β)α
)

[
1− θe−(ti/β)αe−(ti+1/β)α

]3

}
{

1−
{[2θe(tn/β)α+(tn−1/β)α − (θ + 1)e(tn/β)α+2(tn−1/β)α + θe2(tn−1/β)α − θ2(

e(tn/β)α+(tn−1/β)α − θ
)2

]

−
[2θe(tn−1/β)α − e2(tn−1/β)α − θ2

(e(tn−1/β)α − θ)2

]}}
.

Simpli�cando alguns termos temos

L(θθθ; t) =
αn−1

βα(n−1)
tα−1
1 e−(t1/β)α

∗
n−2∏
i=1

{
tα−1
i+1 e

−(ti+1/β)α

∗
(1− θ)

(
1− θe−(ti/β)αe−(ti+1/β)α

)
+ 2θ

(
1− e−(ti/β)α

)(
1− e−(ti+1/β)α

)
[
1− θe−(ti/β)αe−(ti+1/β)α

]3

}

∗
{

1−
{[2θe(tn/β)α+(tn−1/β)α − (θ + 1)e(tn/β)α+2(tn−1/β)α + θe2(tn−1/β)α − θ2(

e(tn/β)α+(tn−1/β)α − θ
)2

]

−
[2θe(tn−1/β)α − e2(tn−1/β)α − θ2(

e(tn−1/β)α − θ
)2

]}}
.

(9.58)
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De (9.58) podemos obter a função l(α, β, θ; t) = ln(L(α, β, θ; t)):

l(θθθ; t) = (n− 1) ln(α)− (α(n− 1)) ln(β) + (α− 1) ln(t1)

−
(t1
β

)α
+

n−2∑
i=1

{
(α− 1) ln(ti+1)−

(ti+1

β

)α
+ ln

(
(1− θ)

(
1− θe−(ti/β)α−(ti+1/β)α

)
+ 2θ

(
1− e−(ti/β)α

)(
1− e−(ti+1/β)α

))
− 3 ln

(
1− θe−(ti/β)α−(ti+1/β)α

)}
+ ln

(
1−

{[2θe(tn/β)α+(tn−1/β)α − (θ + 1)e(tn/β)α+2(tn−1/β)α + θe2(tn−1/β)α − θ2(
e(tn/β)α+(tn−1/β)α − θ

)2

]

−
[2θe(tn−1/β)α − e2(tn−1/β)α − θ2(

e(tn−1/β)α − θ
)2

]})
,

(9.59)

com l(α, β, θ) = ln(L(θθθ)).
Os estimadores de máxima verossimilhança são os valores de α, β e θ que maximizam a
função acima. A maximização para o conjunto de dados (tempos entre ultrapasses das
medições de temperatura mínima, de 22◦C �xado) foi obtida por meio de um método
numérico "Quase Newton" utilizando o pacote Optim do programa R. Os resultados são
vistos na Tabela 9.8.

Tabela 9.8: Estimativas de máxima verossimilhança para os parâmetros de interesse do
Modelo markoviano Weibull via cópula Arquimediana Ali-Mikhail-Haq.

Parâmetro α β θ
EMV 0, 6643466 3, 1171308 0, 9999999

De (9.57) temos a função de sobrevivência para Ti+1 dado Ti, de�nido como:

S(ti+1/ti) = 1−
{[2θe(ti+1/β)α+(ti/β)α − (θ + 1)e(ti+1/β)α+2(ti/β)α + θe2(ti/β)α − θ2

(e(ti+1/β)α+(ti/β)α − θ)2

]
−
[2θe(ti/β)α − e2(ti/β)α − θ2

(e(ti/β)α − θ)2

]}
,

(9.60)

em que α e β são parâmetros de forma e escala, respectivamente, e θ é o parâmetro de
dependência.
Conhecendo os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros de interesse, va-
mos mostrar nos seguintes grá�cos a adequação dos ajustes dos modelo Modelo markovi-
ano via distribuição bivariada Weibull derivada da cópula Ali-Mikhail-Haq.
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Figura 9.10: Curva de função de distribuição acumulada estimada pelo modelo marko-
viano Weibull via cópula Arquimediana Ali-Mikhail-Haq versus a curva da função de
distribuição acumulada empírica.

Figura 9.11: Curva de sobrevivência estimada pelo modelo markoviano Weibull via cópula
Arquimediana Ali-Mikhail-Haq versus a curva de sobrevivência estimada por Kaplan-
Meier.
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Podemos observar mediante os grá�cos acima que o modelo markoviano Weibull via
cópula Arquimediana Ali-Mikhail-Haq, não explica os tempos entre ultrapasses das me-
dições de temperatura minima, do limiar de 22◦C �xado.
A seguir apresentamos algumas medidas de dependência para os dados reais (tempos en-
tre ultrapasses das medições de temperatura minima, do limiar de temperatura �xada de
22◦C).

Tabela 9.9: Medidas de dependência entre os tempos Ti+1 e Ti.

Correlação linear 0, 0131564
Kendall 0, 0998653
Spearman 0, 1182364

Na tabela acima podemos ver que os valores de dependência em geral são pequenos,
com isso podemos justi�car o motivo para o bom ajuste dos modelos que possuem um
valor baixo da estimativa do parâmetro de dependência.
Para concluir sobre quais modelos são os que explicam de melhor maneira os dados reais
e a dependência existente, realizamos a seguinte comparação:

9.6 Comparação do Modelo Markoviano via Distribui-

ção Bivariada Weibull de Marshall e Olkin e os

Modelos Markovianos Weibull via Cópulas FGM,

Gumbel Barnett, Frank, Clayton e Ali-Mikhail-Haq.

Tabela 9.10: Cáculo do AIC e AICc para o modelo markoviano via distribuição bivariada
Weibull de Marshall e Olkin e os modelos markovianos Weibull via cópulas FGM, Gumbel
Barnett, Frank, Clayton e Ali-Mikhail-Haq.

Modelo markoviano AIC AICc
Weibull via cópula Frank 59,7297 59,74068

Weibull via cópula Ali-Mikhail-Haq -1933,688 -1933,677
Weibull via cópula FGM -2016,064 -2016,053

via distribuição bivariada Weibull de Marshall e Olkin -2018,897 -2018,87
Weibull via cópula Gumbel Barnett -2022,698 -2022,687

Weibull via cópula Clayton -2025,098 -2025,087

Na Tabela 9.10 podemos observar que o menor valor AIC e AICc é correspondente ao
modelo markoviano via cópula Clayton seguidamente ao modelo markoviano via cópula
Gumbel Barnett, portanto são os modelos que melhor se ajustam aos dados.



Capítulo

10
Considerações

O propósito desta dissertação de mestrado, foi na construção de um modelo que possa
ser utilizado para prever o tempo entre ultrapasses de um limiar de temperatura. Para
isto, foram considerados o modelos markovianos para a construção da função de verossi-
milhança, tendo em vista que os tempos entre ultrapasses podem apresentar dependência
entre as observações. Foram utilizados o modelo Weibull bivariado de Marshall e Olkin
e modelos baseados em cópulas. Obtemos resultados importantes, como o valor esperado
do tempo para o próximo ultrapasse em função do tempo entre ultrapasse anterior, bem
como a probabilidade de que o próximo ultrapasse ocorra daqui "m" dias dado o valor do
tempo entre ultrapasses anterior para os modelos markovianos via cópula Farlie Gumbel
Morgenstern e via distribuição bivariada de Marshal e Olkin.
Observamos gra�camente um ajuste melhor para os modelos markovianos com parâmetro
de dependência menor. Neste caso, o modelo markoviano via a distribuição bivariada
Weibull derivada da cópula Arquimediana Gumbel Barnett seguidamente o modelo mar-
koviano via distribuição Weibull bivariada de Marshall e Olkin, isto pode estar ocorrendo
porque os dados reais (tempos entre ultrapasses de um limiar) tem dependência fraca,
mas a vantagem neste estudo de assumir dependência entre as variáveis de estudo é que
temos os resultados importantes mencionados no parágrafo anterior.
Comparando os modelos pelo AIC concluímos que os modelos que melhor se ajustam aos
nossos dados são o modelo markoviano via cópula Arquimediana Clayton seguidamente
o modelo markoviano via cópula Arquimediana Gumbel Barnett, então podemos concluir
que o tipo de dependência existente entre os tempos de estudo é a mesma do que as cópu-
las que utilizamos para construir os modelos de bom ajuste mencionados neste parágrafo,
ou seja temos demonstrado que as cópulas Clayton e principalmente a Gumbel Barnett
explicam melhor dados com dependência fraca, como diz na teoria.
Segundo os resultados observados nos modelos citados no paragrafo anterior podemos
concluir que a probabilidade da temperatura minima ultrapassar do limar de 22◦C no dia
seguinte dado que ocorreu vários dias até o atual ultrapasse é alto em comparação com
a probabilidade da temperatura minima ultrapassar en vários dias dado que ocorreu um
dia só até o atual ultrapasse, ou seja, o clima da cidade de Presidente Prudente é cálido,
geralmente tem dias considerados quentes.
Como trabalhos futuros consideramos estudar o comportamento da temperatura mediante
os tempos entre ultrapasse de um limiar de temperatura dado, mas neste caso trabalhando
por períodos do ano como, período seco e chuvoso, acreditamos que serão obtidos bons
resultados, já que deveria existir maior dependência entre os tempos dentro de cada pe-
ríodo.
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