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me deram durante estes dois anos.

A Fabiola pela companhia e amizade durante este tempo. E a todas as pessoas em



especial a Gislaine, que me ajudaram direta ou indiretamente para a realização deste

trabalho.

A CAPES, pelo aux́ılio financeiro.
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RESUMO

Neste trabalho caracterizaremos sistemas dinâmicos na forma dos chamados domı́nios
estratificados. Bressan e Hong [9] foram os primeiros a definir e trabalhar em domı́nios
estratificados. Grosso modo, estes são uma coleção de domı́nios disjuntos, cada um tendo
sua própria dinâmica; mas não se exige que seus domı́nios sejam proximamente suaves e
nem wedged. Estes termos foram introduzidos por P. Wolenski e R. Barnard em [10].

Primeiramente, estabeleceremos condições Hamiltonianos para caracterizar invariân-
cia fraca e forte para sistemas não Lipschitz em domı́nios estratificados.

Depois, estudamos condições Hamiltonianas para sistemas fracamente e fortemente
decrescentes e apresentamos condições que garantem a estabilidade assintótica global para
uma dinâmica estratificada e finalmente apresentamos o problema tipo Mayer em domı́nios
estratificados em que mostramos que a função valor é a única solução semicont́ınua inferior
de uma generalização adequada da clássica equação Hamilton-Jacobi-Bellman, para a
dinâmica estratificada.

Palavras-chave: Domı́nios Estratificados, Invariância Fraca e Forte, Sistemas Fra-
camente e Fortemente Decrescentes, Funções de Lyapounov, Equação de Hamilton Jacobi
Bellman.



ABSTRACT

In this work will characterize dynamical systems in the form of the so-called stratified
domain. Bressan and Hong [9] were the first to define and work in stratified domains.
Roughly speaking, these are a collection of disjoint domains, each having its own dynamics;
but not requiring that their domains are proximally smooth and not wedged. These terms
were introduced by P. Wolenski and R. Barnard in [10].

At first, we will establish Hamiltonian conditions to characterize weak and strong
invariance for systems non-Lipschitz in stratified domains.

Secondly, we study the Hamiltonian conditions for systems weakly and strongly de-
creasing and present conditions that guarantee global asymptotic stability for a stratified
dynamics and finally we present the problem Mayer type in stratified domains where we
show that the value function is the unique lower semicontinuous solution of an appropriate
generalization of the classical Hamilton-Jacobi-Bellman equation for stratified dynamics.

Keywords: Stratified Domains, Strong and Weak Invariance, Weakly and Strongly
Decreasing Systems, Lyapounov Functions, Hamilton Jacobi Bellman Equation.
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CAṔITULO 1

INTRODUÇÃO

Bressan e Hong [9] foram os primeiros a definir e trabalhar em domı́nios estratificados.

Grosso modo, estes são uma coleção de domı́nios disjuntos, cada um tendo sua própria

dinâmica, mas a dinâmica global não possui as mesmas propriedades desejáveis que se tem

na teoria clássica. P. Wolenski e R. Barnard em [10] caracterizam sistemas invariantes

sob as hipóteses de que os domı́nios estratificados sejam proximamente suaves e wedged.

Estes termos serão introduzidos mais a frente neste trabalho.

Sistemas estratificados, parecem ser um modelo atraente para muitas situações da

vida real. O sistema é descont́ınuo, mas tem estrutura que pode e deve ser explorada.

A filosofia básica é que o subsistema em cada estrato é muito bom, mas o sistema como

um todo não encaixa em qualquer teoria existente. A questão é, então, encontrar a

forma de remendar as peças. Neste contexto há muito a ser feito; invariância, a teoria de

Hamilton Jacobi, Estabilidade, Principio do máximo , entre outros. Mas também já se

tem feito algumas coisas. Em [10], caracterizam a invariância fraca e forte em domı́nios

estratificados.

Com este mesmo enfoque Zhiping Rao e H. Zidane em [11] em seu trabalho“Hamilton-

Jacobi-Bellman equations on multi-domains” estabelecem os resultados da caracterização

de uma função valor e os Prinćıpios de comparação para as equações de Hamilton-Jacobi-

Bellman (HJB) apropriadas para um sistema de HJB sobre domı́nios estratificados. A

partir destes trabalhos surgem ideias para seguir trabalhando em estes domı́nios estrati-

ficados, que tem à dinâmica estratificada não Lipschitz.

Nos estudamos condições Hamiltonianas para sistemas fracamente decrescentes e apre-
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sentamos condições que garantem a estabilidade assintótica global para uma dinâmica

estratificada, além de estudar sistemas fortemente decrescentes e o Problema de Mayer

para domı́nios estratificados. Na teoria clássica temos caracterizações nos casos em que

nossa dinâmica satisfaça certas hipóteses padrão e seja Lipschitz continua, coisa que já

não temos pois nossa dinâmica estratificada não é Lipschitz continua.

A teoria de estabilidade desempenha um papel central em teoria de sistemas e en-

genharia. Um critério simples, mas de grande alcance para garantir essa estabilidade

assintótica pode ser dada em termos de funções de Lyapounov. O método foi introduzido

por A. M. Lyapounov em 1892; em teoria de equações diferenciais [8]. Com a mesma ideia

que se tem em equações diferencias ordinárias se pode caracterizar a estabilidade segundo

Lyapounov em inclusões diferencias. Em nosso trabalho caracterizamos isto para domı́-

nios estratificados, introduzindo um novo hamiltoniano denominado essencial, inspirados

em [10].

Já entrando no Problema tipo Mayer em domı́nios estratificados, será mostrado que a

função valor é a única solução semicont́ınua inferiormente de uma generalização adequada

da clássica equação de HJB, para a dinâmica estratificada, de outro ponto de vista do que

é feito em [11]. O problema será resolvido caracterizando sistemas fortemente crescentes,

o qual é também caracterizado para domı́nios estratificados.

Na pesquisa de programação dinâmica atual, o papel da equação de HJB na carac-

terização da função valor é enfatizado. A equação de HJB tem um papel diferente: o

de proporcionar condições suficientes de otimalidade para testar se um candidato a mini-

mizador é verdadeiramente um minimizador. O uso da equação de HJB neste esṕırito é

chamado o método de Caratheodory.

Na teoria clássica, a função valor usualmente sendo Lipschitz continua, pode ser ca-

racterizada como a única solução viscosa da equação de HJB com o hamiltoniano sendo

Lipschitz cont́ınuo. O carácter Lipschitz do Hamiltoniano é muito importante para aplicar

a teoria de viscosidade e a teoria de análise não suave para problemas de controle ótimo.

Isto é caracterizado em [12].

Na literatura existem resultados já estabelecidos. A teoria de soluções de viscosidade

tem-se desenvolvido mais recentemente de forma a incluir soluções que não são necessari-

amente cont́ınuas. A definição de soluções de viscosidade descont́ınua foi introduzida pela

primeira vez por Ishii [13]. O primeiro resultado de unicidade para soluções de viscosidade

descont́ınua é dado por Barles e Perthame [14]. Um resultado importante desenvolvido

é a teoria de soluções de viscosidade bilateral originados por Barron e Jensen [15, 16] e
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revisitado por Barles [17].

Em nossa dissertação de mestrado, temos a dinâmica estratificada não Lipschitz con-

tinua, e por isto o hamiltoniano não é Lipschitz, apesar de que restrito a cada domı́nio é

Lipschitz. Inspirados em [10] introduzimos a dinâmica essencial e associada a esta dinâ-

mica o hamiltoniano essencial. E a partir de nosso novo hamiltoniano caracterizaremos

resultados que serão de utilidade, para mostrar que a função valor é a única solução se-

micont́ınua inferiormente de uma generalização adequada da clássica equação HJB para

o Problema tipo Mayer em domı́nios estratificados.

O trabalho será divido em três partes. No capitulo 2 apresentamos algumas definições

de analise não suave, que serão utilizadas em todo o desenvolvimento da dissertação. Além

de introduzir conceitos já conhecidos como: inclusões diferenciais, invariância e soluções

de Euler. Também damos condições suficientes para invariância forte para a dinâmica

não-Lipschitz, como em [10]

No capitulo 3, será introduzido o conceito de domı́nios estratificados, e caracterizamos

a dinâmica estratificada, posteriormente identificamos uma nova multifunção denominada

multifunção velocidade essencial. Na sequencia estabelecemos condições hamiltonianas

para caracterizar invariância fraca e forte.

No capitulo 4, damos condições hamiltonianas para sistemas fracamente decrescentes e

apresentamos condições que garantem a estabilidade assintótica global para uma dinâmica

estratificada.

No capitulo 5, estudamos sistemas fortemente decrescentes e crescentes e o Problema

tipo Mayer em domı́nios estratificados.
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CAṔITULO 2

PRELIMINARES

Revisamos alguns conceitos em análise não suave, requerida em nosso trabalho, que

pode ser encontrado em [1], [12].

Seja C ⊆ RN , a distancia de um ponto u ∈ RN a C é dado por

dC(u) := inf{∥u− x∥ : x ∈ C}.

A distancia de Hausdorff Pompieu entre dois conjuntos A e B no RN é definida como

segue:

distH(A,B) = max{sup
a∈A

dB(a), sup
b∈B

dA(b)}.

O conjunto de pontos próximos a u em C é denotado por

projC(u) := {x ∈ C : ∥u− x∥ = dC(u)},

se u /∈ C e x ∈ projC(u) então dizemos que o vetor u− x é perpendicular a C em x.

Seja C ⊆ RN um conjunto fechado. Um vetor ζ é um normal proximal a x ∈ C se

existe σ > 0 tal que

⟨ζ, y − x⟩ ≤ ∥ζ∥
2σ

∥y − x∥2 ∀y ∈ C. (2.1)

O conjunto de todos os normais proximais é um cone convexo e é denotado por NP
C (x).

Seja f : RN → (−∞,+∞] uma função semicont́ınua inferior e x ∈ domf := {x ∈
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RN : f(x) < ∞}. O subgradiente proximal é definido como sendo

∂Pf(x) := {ζ ∈ RN : (ζ,−1) ∈ NP
epif (x, f(x))},

onde epif := {(x, r) : r ≥ f(x)} é o epigrafo de f(·).

Seja C ⊆ RN um conjunto fechado. O cone tangente de Bouligand a x ∈ C, denotado

por TB
C (x), é definido como

TB
C (x) :=

{
lim
i→∞

xi − x

ti
: xi

C→ x, ti → 0
}
. (2.2)

(Observar que xi
C→ x significa que xi ∈ C ∀i = 1, 2, ..., e que limi→∞ xi = x.) Ou

equivalentemente,

TB
C (x) =

{
v : lim inf

t→0

dC(c+ tv)

t
= 0

}
. (2.3)

2.1 Inclusões Diferenciáveis

Seja uma multifunção F : RN ⇒ RN que, para cada x ∈ RN , associa um subconjunto

F (x) ⊆ RN .

Uma inclusão diferencial com condições iniciais toma a forma:

ẋ(t) ∈ F (x(t)), q.t.p. t ∈ [0, T ],

x(0) = x,
(2.4)

onde usamos q.t.p. para significar que a inclusão é valida para quasi todos os pontos

t ∈ [0, T ] no sentido da medida de Lebesgue.

Dizemos que a inclusão diferencial é autônoma quando F não depende de t. Uma

trajetória de (2.4) é uma função absolutamente continua x : [0, T ] → RN sobre [0, T ],

para algum tempo T > 0 que satisfaz (2.4).

Chamaremos de arcx(·) a uma trajetória absolutamente continua.

Definição 2.1. Uma função x : [a, b] → RN é dita ser absolutamente continua se para

cada, ϵ > 0, existe δ > 0 tal que para alguma coleção contável de subintervalos disjuntos

[ai, bi] de [a, b] temos:

n∑
i=1

(bi − ai) < δ ⇒
n∑

i=1

|x(bi)− x(ai)| < ϵ
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Lembremos que uma equação diferencial ordinária autônoma toma a forma:ẋ(t) = f(x(t)), q.t.p. t ∈ [0, T ],

x(0) = x
(2.5)

Se definimos a multifunção F (x) = {f(x)}, claramente (2.5) é um caso especial de

(2.4).

A existência de soluções de uma equação diferencial ordinária requere hipóteses adi-

cionais. A seguinte é uma proposição conhecida de equações diferenciais ordinárias que

garante a existência e unicidade de soluções.

Proposição 2.1. Assumamos que f é continua e satisfaz a hipótese de crescimento linear,

i.e. Existem α, c ≥ 0 tal que

∥f(x)∥ ≤ α∥x∥+ c,∀x.

Então existe uma solução x(·) : (−∞,∞) → RN para (2.5). Se alem disso assumimos

que f é Lipschitz cont́ınua então a solução é única.

Uma pergunta natural é se propriedades análogas garantem a existência de soluções

de uma inclusão diferencial.

A seguinte é uma coleção de hipóteses comumente impostas na teoria de inclusão

diferencial.

HIPÓTESES PADRÃO 1(HP1)

A1) ∀x ∈ RN , F (x) é um conjunto não vazio, convexo e compacto,

A2) F é semicont́ınua superior,

A3) ∃r > 0 tal que v ∈ F (x) ⇒ |v| ≤ r(1 + |x|).

Também se precisa de uma propriedade análoga a continuidade, no entanto, a conti-

nuidade completa da multifunção nem sempre é necessária, requerendo só que a função

seja semicont́ınua superior (s.c.s) em cada x ∈ RN .

Definição 2.2. Uma multifunção F : RN → RN é semicont́ınua superior em x se dado

ϵ > 0 existe δ > 0 tal que

∥x′ − x∥ < δ =⇒ F (x′) ⊆ F (x) + ϵB,
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onde B denota a bola aberta unitária de centro o origem.

Proposição 2.2. ([1],pág 179) Assumamos que F satisfaz A1), A3). Então F é semi-

cont́ınua superior se e só se

grF := {(x, v) : v ∈ F (x)}

é fechado

Assim A2) pode ser substitúıda por a condição do Gráfico Fechado.

Demostração. Suponhamos que F é s.c.s e seja (x, v) ∈ grF , então existe uma sequência

(xn, vn) ∈ grF,∀n ∈ N tal que (xn, vn) → (x, v). Logo para δ > 0, existe n0 ∈ N tal que

∀n ≥ n0, ∥xn − x∥ < δ e pela s.c.s existe ϵ = 1
n

> 0 tal que F (xn) ⊆ F (x) + 1
n
B.

Como vn ∈ F (xn) segue que d(vn, F (x)) ≤ 1
n
, já que a função distancia é continua então

d(v, F (x)) ≤ 0, logo como F é compacta e em particular fechada, temos que v ∈ F (x), ou

seja (x, v) ∈ grF e assim o gráfico de F é fechado.

Reciprocamente, suponhamos que o gráfico de F seja fechado. Seja x ∈ RN e ϵ > 0.

Suponhamos que xn → x e vn ∈ F (xn). Suponha que d(vn, F (x)) ≥ ϵ, ∀n. De (A3) temos

que a sequencia (vn) é limitada, logo por Bolzano Weirstrass, possui uma subsequência

convergente, i.e. (vn) → v. Logo d(v, F (x)) ≥ ϵ; contradição ao fato de que o gráfico de

F é fechado (i.e. v /∈ F (x)).

�

O conceito de inclusão diferencial engloba sistemas de controle, (no caso autônomo)
ẋ(t) = f(x(t), u(t)), q.t.p. t ∈ [0, T ],

u(t) ∈ U, q.t.p. t ∈ [0, T ]

x(0) = x0,

(2.6)

onde U é compacto e não vazio. Definimos F : RN ⇒ RN como

F (x) = {v : ∃u ∈ U q.s. v = f(x, u)} = f(x, U).

Então qualquer trajetória de (2.6) é uma trajetória de (2.4); a reciproca é verdadeira?.

Isto é, uma trajetória da inclusão diferencial (2.4) é uma trajetória do sistema de controle

(2.6). O lema de Filippov mostra que sob algumas hipóteses sobre f , isto é, se f é
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continua em x e mensurável em u, e U compacto e não vazio, então as trajetórias de (2.4)

são também trajetórias de (2.6).

Tal como no caso de equações diferenciais ordinárias, o papel das hipóteses padrão

surge principalmente na aplicação do Lema de Gronwall’s para fornecer limites sobre o

crescimento das trajetórias de (2.4). O seguinte resultado é conhecido como o Lema de

Gronwall’s.

Proposição 2.3. ([1, 12]) Seja x(·) um arco sobre [0, T ] tal que

∥ẋ(t)∥ ≤ α∥x(t)∥+ c(t) q.t.p. t ∈ [0, T ],

onde α é uma constante não negativa e onde c(·) é uma função integrável de [0, T ] a R.
Então para todo t ∈ [0, T ], temos

∥x(t)− x(0)∥ ≤ (eαt − 1)∥x(0)∥+
∫ T

0

eα(t−s)c(s))ds.

Também uma das motivações para assumir as (HP1) é o seguinte resultado; conhecido

como o teorema de compacidade das trajetórias.

Teorema 2.1. ([1, 12], Teorema de Compacidade das trajetórias) Seja {xi} uma sequen-

cia de arcos sobre [a, b] tal que o conjunto {xi(a)} é limitada e satisfazendo

ẋi(a) ∈ F (xi(t) + yi(t)) + ri(t)B, q.t.p.,

onde {yi}, {ri} são sequencias de funções mensuráveis sobre [a, b] tal que yi converge a 0

em L2, ri ≥ 0 converge a 0 em L2. Então existe uma subsequência de {xi} que converge

uniformemente a um arco x, o qual é uma trajetória de F , e a sequência de derivadas

converge fracamente a ẋ.

Um outro conceito que necessitamos para nosso estudo é introduzir as soluções de

Euler para inclusões diferenciais.

2.2 Soluções de Euler

Suponhamos que Γ : RN ⇒ RN satisfaz (HP1). O conceito de uma solução de Euler

de uma equação diferencial ordinaria foi introduzido em [1]. E pode ser descrito como

segue para uma inclusão diferencial.
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Seja π uma partição de [0 = t0 < t0 < t1 < ... < tl = T ]. A norma da partição é

∥π∥ = max
1≤n≤l

{tn − tn−1}

e seja γ(·) : RN → RN qualquer função que é uma seleção de Γ, i.e. γ(x) ∈ Γ(x), para

todo x.

Procedamos considerando, sobre o intervalo [t0, t1] a inclusão diferencial com condições

iniciais,

ẋ(t) ∈ Γ(x0); x0 := x(t0) = x.

Como γ(x) ∈ Γ(x), para todo x, faça

ẋ(t) = γ(x0); x(t0) = x.

Desde que o lado direito é constante temos:

x(t1) = x0 + γ(x0)(t1 − t0) e definimos x1 := x(t1).

Agora consideramos

ẋ(t) ∈ Γ(x1); x(t1) = x1 no intervalo [t1, t2],

então

x(t2) = x(t1) + γ(x1)(t2 − t1)

= x1 + γ(x1)(t2 − t1) e definimos x2 := x(t2)

e assim sucessivamente até

ẋ(t) ∈ Γ(xl−1); x(tl−1) = xl−1 no intervalo [tl−1, tl]

Então

x(tl) = xl−1 + γ(xl−1)(tl − tl−1) e definimos xl := x(tl).

Aqui x0, x1, ..., xl são chamados pontos nó. O arco poligonal de Euler é uma função linear

por partes definida sobre [0, T ] que interpola linearmente a sequência de acima. Esto é

xπ : [0, T ] → RN

t 7→ xπ(t) = xn + (t− tn)γ(xn) sempre que t ∈ [tn, tn+1].

E o Teorema de Compacidade das Trajetórias implica que para uma seleção dada γ,

a sequencia {xπm(·)} de arcos poligonais de Euler, convergem a uma solução de (DI)Γ
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(quando ∥πm∥ → 0, quando m → 0) e tal solução x(·) é chamada de arco de Euler.

2.3 Inclusões em variedades diferenciais

Seja M ⊆ RN uma variedade diferenciável e TM(x) denota o espaço tangente usual

de M , em x ∈ M . Suponhamos que Γ : M ⇒ RN é uma multifunção. A seguir temos

uma coleção de hipóteses padrão 2 (HP2) comumente impostas na teoria de inclusão

diferenciável.

H1) ∀x ∈ M,Γ(x) é um conjunto não vazio, convexo e compacto satisfazendo Γ(x) ⊆
TM(x),

H2) O gráfico grΓ := {(x, v) : v ∈ Γ(x)} é um conjunto fechado relativo a M × RN e

H3) ∃r > 0 tal que v ∈ Γ(x) ⇒ |v| ≤ r(1 + |x|).

Associando à variedade M com a multifunção Γ, uma inclusão diferenciável com con-

dições iniciais toma a forma,

ẋ(t) ∈ Γ(x(t)), q.t.p. t ∈ [0, T ), (2.7)

x(0) = x

que, com x ∈ M e diante das suposições (HP2), tem ao menos uma solução x(·) definida
sobre o intervalo [0, T ).

Observação 2.1. Note que a inclusão de espaço tangente em (H1), implica que todas as

soluções de (2.7) permanecem em M .

Agora definiremos a noção de Tempo de Escape.

Definição 2.3. Suponha M ⊆ RN , x ∈ M , e x(·) uma trajetória de Γ com x(0) = x,

definida sobre [0, T ), onde 0 < T ≤ ∞. Então T é um tempo de escape de M (caso em

que escrevemos T := Esc(x(·),M,Γ)), se pelo menos uma das seguintes condições vale:

a) T = ∞ e x(t) ∈ M para todo t ≥ 0 ou

b) T < ∞ e x(t) ∈ M para todo t ∈ [0, T ), e x(t) se aproxima a M \M quando t → T .

A seguinte proposição diz que, sobre os pressupostos das hipóteses padrão 2, qualquer

trajetória pode ser estendida para uma trajetória que tem um tempo de escape.
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Proposição 2.4. (ver, [4]) Suponha que Γ satisfaz H1), H2), H3), e x(·) é uma trajetória

de Γ sobre [0, T ) com x(t) ∈ M para todo t ∈ [0, T ). Se T não é um tempo de escape

de M , então x(·) pode ser estendida a uma trajetória x̃(·) definida sobre um intervalo de

maxima longitude [0, T̃ ) onde T̃ := Esc(x̃(·),M,Γ).

Assim se Γ satisfaz (HP2) então cada trajetória pode ser estendida a um intervalo

de maxima longitude, e se não vale (HP2) então suporemos que todas as trajetórias são

definidas sobre intervalos maximais.

Uma outra hipóteses invocada na teoria de inclusão diferencial é um fortalecimento

de H2) exigindo a propriedade Lipschitz em subconjuntos limitados de M com respeito

à métrica de Hausdorff-Pompieu. Isto significa: para cada r > 0, existe uma constante

kr > 0 tal que

H4) x, y ∈ M ∩ rB ⇒ distH(Γ(x),Γ(y)) ≤ kr∥x− y∥,

onde rB denota a bola centrada no origem de raio r, e distH é a distancia de Hausdorff-

Pompieu entre conjuntos compactos.

A condição H4) é equivalente a

|hΓ(x, ξ)− hΓ(y, ξ)| ≤ kr∥ξ∥∥x− y∥ ∀x, y ∈ M ∩ rB, ξ ∈ RN ,

onde hΓ : RN × RN −→ R é o Hamiltoniano minimizado associado com Γ, dado por:

hΓ(x, p) = min
v∈Γ(x)

⟨v, ξ⟩.

Demonstração. Sejam x, y ∈ M ∩ rB, ξ ∈ RN , logo existe v2 ∈ Γ(y) tal que hΓ(y, ξ) =

⟨v2, ξ⟩, e assim

hΓ(x, ξ)− hΓ(y, ξ) ≤ ⟨v1, ξ⟩ − ⟨v2, ξ⟩; ( para quaisquer v1 ∈ Γ(x))

= ⟨v1 − v2, ξ⟩;

≤ ∥v1 − v2∥∥ξ∥; ( pela desigualdade de Cauchy-Schwartz )

≤ kr∥ξ∥∥x− y∥; ( por H4 e como v1 ∈ Γ(x), v2 ∈ Γ(y)).
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Logo temos também que existe v1 ∈ Γ(x) com hΓ(x, ξ) = ⟨v1, ξ⟩. Assim

hΓ(x, ξ)− hΓ(y, ξ) ≥ ⟨v1, ξ⟩ − ⟨v2, ξ⟩; ( para quaisquer v2 ∈ Γ(y))

= ⟨v1 − v2, ξ⟩;

≥ −∥v1 − v2∥∥ξ∥; ( pela desigualdade de Cauchy-Schwartz )

≥ −kr∥ξ∥∥x− y∥; ( por H4 e como v1 ∈ Γ(x), v2 ∈ Γ(y)).

Portanto

|hΓ(x, ξ)− hΓ(y, ξ)| ≤ kr∥ξ∥∥x− y∥ ∀x, y ∈ M ∩ rB, ξ ∈ RN .

�

Quando uma variedade e uma multifunção (M,Γ) satisfazem (H1) − (H4) dizemos

que satisfazem (HP2)+.

Notemos que a condição de Lipschitz vale ao longo de qualquer subconjunto limi-

tado de M e portanto tal multifunção Γ pode ser estendida ao fecho M e ainda vale a

propriedade de Lipschitz sobre M . Denotemos esta extensão por Γ̃.

Γ̃ : M ⇒ RN ,

definida por:

Γ̃(x) =


Γ(x), se x ∈ M,

lim
x
M→x

Γ(x), se x ∈ M \M,

onde lim
x
M→x

Γ(x) = lim sup
x
M→x

Γ(x)). Definimos o lim sup
x
M→x

Γ(x)) no sentido de convergência de

conjuntos de Kuratowki. I.e.,

lim sup
x
M→x

Γ(x) = {u ∈ RN/∃xi → x, ui → u ∀i : ui ∈ Γ(xi)}.

lim
x
M→x

Γ(x) é um conjunto fechado.

Lema 2.1. Se (M,Γ) satisfaz (HP2)+ então (M, Γ̃) satisfaz (HP2)+

Demonstração. Seja x ∈ M , então Γ̃(x) = Γ(x) que satisfaz (HP2)+ (pela mesma defini-

ção).

Se x ∈ M \M então Γ̃(x) é não vazio, convexo e compacto.
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Sejam u, v ∈ Γ̃(x), t ∈ [0, 1], logo existem xi → x, ui → u e vi → v para cada i, com

ui ∈ Γ(xi) e vi ∈ Γ(xi). Como xi ∈ M e Γ(xi) é convexo, temos (1 − t)ui + tvi ∈ Γ(xi)

e (1 − t)ui + tvi → (1 − t)u + tv. Assim pela definição temos (1 − t)u + tv ∈ Γ̃(x), logo

Γ̃(x) é convexo.

Agora mostraremos que Γ̃(x) satisfaz H3). Dado u ∈ Γ̃(x), então existem xi →
x, ui → u, ∀i tal que ui ∈ Γ(xi). Como Γ satisfaz H3) temos que existe uma constante

r > 0 tal que ∥ui∥ ≤ r(1 + ∥xi∥), ∀i. Logo

∥u∥ = ∥ lim
i→∞

ui∥ ≤ lim
i→∞

∥ui∥ ≤ lim
i→∞

r(1 + ∥xi∥) = r(1 + ∥x∥)

e assim Γ̃(x) é limitada. Como Γ̃(x) é fechada, segue que Γ̃(x) é compacto e além disso

satisfaz (H3).

Verifiquemos que Γ̃(x) é Lipschitz com a métrica de Hausdorff-Pompieu. Dado r > 0

e x, y ∈ (M \M) ∩ rB

distH(Γ̃(x), Γ̃(y)) = distH(lim
x
M→x

Γ(x), lim
y
M→y

Γ(y)) = lim
(x,y)

M→(x,y)

distH(Γ(x),Γ(y))

como Γ é Lipschitz, existe kr > 0, tal que

distH(Γ̃(x), Γ̃(y)) ≤ lim
(x,y)

M→(x,y)

kr∥x− y∥ = kr∥x− y∥.

A igualdade acima segue da continuidade da norma. Assim Γ̃ é Lipschitz, e em particular

s.c.s, e assim grΓ̃ é fechado. Portanto (M, Γ̃) satisfaz (HP2)+.

�

Definição 2.4. Um conjunto fechado C ⊆ RN é chamado proximamente suave se existe

r > 0 tal que função distancia

dC(x) := inf
c∈C

∥c− x∥

é diferenciável sobre a vizinhança aberta C + rB de C.

Este termo é introduzido em [3]. Existem várias equivalências para esta definição,

mas só mencionaremos a mais interessante e utilizada em nosso trabalho.

Proposição 2.5. Um conjunto fechado C ⊆ RN é proximamente suave se e só se

NP
C (x) ̸= {0} para todo x ∈ frC. Aqui frC é a fronteira do conjunto C.
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Esto nos ajuda muito para poder fornecer exemplos de conjuntos proximamente sua-

ves.

Como estamos trabalhando no espaço RN (pelo Corolário 4.15 em [3]), temos: Se C é

proximamente suave, então o cone normal proximal coincide com o cone normal de Clarke.

E os cones tangentes de Bouligand e Clarke coincidem, não havendo necessidade de falar

qual cone está em uso. E é igual ao polar negativo de NC(x):

v ∈ TC(x) ⇔ ⟨ξ, v⟩ ≤ 0 ∀ξ ∈ NC(x).

Se M é uma variedade imersa C2, C := M, e x ∈ M , então TC(x) coincide com o espaço

tangente usual TM(x) a M em x (ver [1], Proposição 1.9). Se M é proximamente suave,

então para cada x ∈ M o cone tangente TM(x) é fechado e convexo e seu interior relativo é

denotado por r−intTM(x) e a fronteira relativa como r−frTM(x) := TM(x)\r−intTM(x).

O seguinte termo é introduzido em [1].

Definição 2.5. Um conjunto fechado C ⊆ RN é wedged se a dimensão do interior do

cone tangente é igual a dimensão de C, i.e., se dimC=k então dim intTC(x) = k para

todo x ∈ C.

Definição 2.6. Um conjunto fechado C ⊆ RN é relativamente wedged se a dimensão do

interior relativo do cone tangente é igual a dimensão de C, i.e., se dimC=k então dim

r − intTC(x) = k para todo x ∈ C.

Também temos; sendo X proximamente suave de radio r > 0 então para r′ < r tem-se

que a projX é Lipschitz sobre uma vizinhança aberta X + r′B (ver Teorema 4.8 em [3]).

E a multifunção projX(u) é um singleton para cada u ∈ X + rB (ver Corolário 4.14 em

[3]).

Suponhamos que M seja uma variedade com M proximamente suave de radio δ > 0.

Definamos a multifunção extensão Γext : {M + δB} ⇒ RN de Γ̃ : M ⇒ RN por

Γext(x) = Γ̃(projM(x)) sempre que x ∈ M + δB.

É fácil ver que vale o seguinte resultado.

Lema 2.2. Se (M,Γ) satisfaz (HP2),((HP2)+) então (M+δB,Γext) satisfaz (HP2),((HP2)+).

O conceito de arco de Euler pode ser naturalmente estendido a multifunções definidas

sobre variedades. Seja γ(·) uma seleção de Γ sobre M . Os pontos nó agora são escolhidos
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como

xn+1 = projM [xn + (tn+1 − tn)γ(xn)]

e o processo termina quando xn+1 ∈ M \M .

O arco poligonal de Euler é definido como antes. Embora que xπ(·) possa deixar M ,

se

dM [xπ
n + (tn+1 − tn)γ(xn)] ≤ c∥π∥

para alguma constante c independente de π o de n, o arco limite de Euler permanecera

em M e será uma trajetória de (2.7).

Suponha que M seja uma variedade imersa em RN e que (M,Γ) satisfaça (HP2).

Considere a propriedade:

(H5) Cada solução x(·) de (DI)Γ é um arco de Euler.

Isto significa que, se ẋ(t) ∈ Γ(x(t)), q.t.p. t ∈ [0, T ],

x(0) = x,

então existe uma seleção γ(·) de Γ e uma sequencia de partições {πm} com ∥πm∥ → 0 tal

que os arcos poligonais de Euler xπm associados com γ(·) converge uniformemente a x(·).

Chamaremos (H5) a propriedade do arco de Euler, e note que a hipótese de Lipschitz

(H4) implica em (H5). Esto é mostrado para o caso em que M = RN em ([1],cor 4.3.7).

Outro importante resultado de RN a ser adaptado para variedades, é o conhecido

Teorema de Aproximação das Trajetórias de Filippov.

Teorema 2.2. ([12]) Com Γ : RN ⇒ RN satisfazendo (HP )+ este teorema diz o seguinte:

Suponha que y(·) : [0, T ] → RN é um arco Lipschitz. Defina

ρ[0,T ](y(·)) =
∫ T

0

dist(ẏ(t),Γ(y(t)))dt,

então existe uma trajetória z(·) para (DI)Γ com z(0) = y(0) e

∥y(·)− z(·)∥ ≤ ekTρ[0,T ](y(·)).

Proposição 2.6. Suponha que M seja uma variedade imersa em RN com M proxima-

mente suave de raio δ e que (M,Γ) satisfaça (HP2)+. Suponha que y(·) : [a, b] → M +δB
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é um arco de Lipschitz com y(a) ∈ M e para a < t ≤ b, defina

ρ[a,t](y(·)) =
∫ t

a

dist(ẏ(s), Γ̃(projMy(s))ds,

então existe uma trajetória z(·) de Γ com z(a) = y(a) que definida sobre o intervalo [a, t),

onde t = min{b, Esc(z(·),M,Γ)} e

sup
s∈[a,t]

∥y(s)− z(s)∥ ≤ ek(t−a)ρ[a,t](y(·)),

para todo t ∈ [a, t). Se y(·) é C1, então z(·) pode ser escolhido C1, como antes.

Demonstração. Consideremos Γext : {M + δB} ⇒ RN dada por Γext(x) = Γ̃(projM(x))

sempre que x ∈ M + δB. Como y(·) : [0, T ] → M + δB é um arco de Lipschitz com

y(a) ∈ M e para a < t ≤ b, satisfaz

ρ[a,t](y(·)) =
∫ t

a

dist(ẏ(s), Γ̃(projMy(s))ds

então pelo Teorema 2.2 aplicado a Γext, existe uma trajetória z(·) de Γext com z(a) =

y(a) ∈ M definida sobre o intervalo [a, t), onde t = min{b, Esc(z(·),M,Γ)} tal que

∥y(·)− z(·)∥ ≤ ek(t−a)ρ[a,t](y(·)).

Logo

sup
s∈[a,t]

∥y(s)− z(s)∥ ≤ ek(t−a)ρ[a,t](y(·)),∀t ∈ [a, t).

O fato de que z(·) permanece em M é devido a que z(0) ∈ M e que (M,Γext(x)) é

fortemente invariante; esto ultimo devido ao Teorema 2.4. �

Observação 2.2. Se acontecer de

inf
z∈M\M

∥y(t)− z∥ > ek(t−a)ρ[a,t](y(·))

para todo t ∈ [a, b], então t = b na Proposição 2.6

Demonstração. De fato, suponhamos que t ̸= b então t = Esc(z(·),M,Γ) então temos

que; t = ∞ ou limt→t z(t) ∈ M \M .

Se limt→t z(t) = w(t) ∈ M \M , temos; para todo t ∈ [a, b] em particular para t

ek(t−a)ρ[a,t](y(·)) ≥ ∥y(t)− w(t)∥ ≥ inf
z∈M\M

∥y(t)− z∥ > ek(t−a)ρ[a,t](y(·))
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Absurdo.

Agora, se t = ∞; sabemos que t < b pela Proposição 2.6 e b ̸= ∞, t = ∞ < b absurdo.

Então conclúımos que t = b

�

Proposição 2.7. Suponha (M,Γ) satisfaz (HP )+ e v ∈ Γ(x). Então existe um C1

trajetória x(·) de (DI)Γ para a qual ẋ(0) = v

Demonstração. Podemos assumir sem perda de generalidade que M = RN . Definamos o

arco C1 como y(t) = x+ tv para t ∈ [0, T ] que satisfaz y(0) = x ∈ RN e para 0 < t < T

ρ[0,T ](y(·)) =
∫ t

0

dist(ẏ(s),Γ(y(s)))ds =

∫ t

0

dist(v,Γ(x+ sv))ds

pois ẏ(t) = v. Como v ∈ Γ(x) temos dist(v,Γ(x+ sv)) ≤ k∥x− (x+ sv)∥ = ks∥v∥ e logo

ρ[0,T ](y(·)) ≤
∫ t

0

ks∥v∥ds = k∥v∥t
2

2
.

Pela Proposição 2.6, existe um arco C1, x(·) definido sobre [0, T ] satisfazendo y(0) =

x(0) = x e

∥y(t)− x(t)∥ ≤ sup
s∈[0,T ]

∥y(s)− x(s)∥ ≤ ektρ[0,t](y(·)) ≤ ektk∥v∥t
2

2
.

Assim

∥v − ẋ(0)∥ =∥ẏ(0)− ẋ(0)∥ = ∥ lim
t→0

y(t)− y(0)

t
− lim

t→0

x(t)− x(0)

t
∥

=∥ lim
t→0

y(t)− x(t)

t
∥ ≤ lim

t→0
ektk∥v∥ t

2
= 0

Portanto ẋ(0) = v.

�

2.4 Invariância

Assim como em equações diferencias ordinárias, a invariância é de significante im-

portância no estudo de inclusões diferenciais. Dado um conjunto fechado E ⊆ RN , a

propriedade de invariância, no caso de equações diferencias, é que, trajetórias com ponto

inicial x0 ∈ E, permaneçam em E para todo tempo positivo i.e., x(t) ∈ E, para todo

t ≥ 0.
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Estudaremos a generalização deste conceito onde a equação diferencial é substitúıdo

por uma inclusão diferencial. Como as trajetórias de (2.4) não são únicas, existem duas

noções diferentes de invariância a serem investigadas (invariância fraca e forte).

Definição 2.7. Seja F : RN ⇒ RN uma multifunção e E ⊆ RN um conjunto fechado.

Então:

• O par (F,E) é invariante fracamente se para cada T > 0, x0 ∈ E existe uma

trajetória x(·) de (2.4) tal que x(t) ∈ E, ∀t ∈ [0, T ];

• O par (F,E) é invariante fortemente se para cada T > 0 e x0 ∈ E, qualquer

trajetória x(·) de (2.4) é tal que x(t) ∈ E, ∀t ∈ [0, T ].

Agora caracterizaremos a invariância fraca e forte, introduzindo uma nova função

“Hamiltoniana” relacionada com o cone normal proximal.

O Hamiltoniano inferior h e Hamiltoniano superior H correspondentes a F ; tem um

papel importante. Estas são definidas como segue:

hF : RN × RN −→ RN dada por hF (x, p) = min
v∈F (x)

⟨p, v⟩,

HF : RN × RN −→ RN dada por HF (x, p) = max
v∈F (x)

⟨p, v⟩.

O normal proximal junto com o Hamiltoniano inferior estabelecem a seguinte condição

necessária e suficiente para invariância fraca.

Teorema 2.3. ([1, 12]) Seja F : RN ⇒ RN satisfazendo as hipóteses padrão e seja

E ⊆ RN um conjunto fechado. Então (F,E) é invariante fracamente see

hF (x, ξ) ≤ 0, para todo ξ ∈ NP
E (x). (2.8)

Para mais detalhes ver([1, 12]). Agora caracterizaremos invariância forte. Para isto

precisamos definir quando uma multifunção é Lipschitz.

Definição 2.8. Diz-se que uma multifunção F : RN ⇒ RN é localmente Lipschitz se para

cada x existe uma vizinhança Ux de x e uma constante positiva k = k(s) tal que para

x1, x2 ∈ Ux temos

F (x2) ⊂ F (x1) + k∥x1 − x2∥B.

Então dizemos que F é de Lipschitz, com constante k sobre o conjunto U = U(x).
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O seguinte teorema foi provado primeiro por Clarke na forma tangencial [2](ver tam-

bém [1]) e depois em forma normal por Krastonov [6].

Teorema 2.4. Sejam F localmente Lipschitz e S um conjunto fechado. Então

(S, F ) é fortemente invariante se e só se HF (x,N
P
S (x)) ≤ 0 ∀x ∈ S.

Observação 2.3. Note que exigimos que F seja localmente de Lipschitz para caracterizar

invariância forte, coisa que não exigimos para invariância fraca.

2.4.1 Condições Suficientes para Invariância Forte no caso não
Lipschitz

Nesta seção caracterizaremos invariância forte para o caso onde a multifunção não é

Lipschitz continua. Para nosso estudo a caracterização sera feita em variedades diferenciais

imersas no RN .

Suponhamos M ⊆ RN uma variedade imersa, uma multifunção Γ : M ⇒ RN que

satisfaz HP2), e C ⊆ RN um fechado. Então (M,Γ) diz-se ser invariante fortemente

sobre C sempre que toda solução x(·) de (DI)Γ com x ∈ M ∩ C é tal que x(t) ∈ C para

todo t ∈ [0, Esc(x(·),M,Γ)].

Apresentamos o seguinte teorema com a multifunção não Lipschitz.

Teorema 2.5. (R. Barnard, P.Wolensky, 2013) Suponha que M ⊆ RN seja uma varie-

dade imersa em RN e Γ : M ⇒ RN uma multifunção satisfazendo (HP2) e cada solução

x(·) de (DI)Γ seja um arco de Euler. Suponha que C ⊆ Rn seja fechado e suponha que

exista uma constante k > 0 tal que

x ∈ M, c ∈ projC(x) ⇒ HΓ(x, x− c) ≤ kd2C(x). (2.9)

Então para x ∈ M uma trajetória arbitraria x(·) de (DI)Γ, temos que

dC(x(t)) ≤ ektdC(x), ∀t ∈ [0, T ).

Em particular (M,Γ) é invariante fortemente sobre C.

Demonstração. Seja x ∈ M, 0 < t < T e π = {0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tl = t} uma

partição de [0, t] e xπ(·) o arco poligonal de Euler associado com π. Assim xπ(·) é linear

por partes sobre [0, t], e para cada n = 0, 1, 2, ..., l − 1 satisfaz

xπ
n+1 = projM [xπ

n + (tn+1 − tn)γn] para algum γn ∈ Γ(xπ
n)
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onde xπ
n := xπ(tn). Seja ∥Γ∥ = sup{∥γ∥ : γ ∈ Γ(x), x ∈ M ∩ rB} e escolha cn ∈ projC(x

π
n)

arbitrário. Para cada n, temos

d2C(x
π
n+1) ≤ ∥xπ

n+1 − cn∥2

≤ d2C(x
π
n) + 2(tn+1 − tn)⟨xπ

n − cn, γn⟩+ ∥π∥2∥Γ∥2

≤ d2C(x
π
n) + 2(tn+1 − tn)kd

2
C(x

π
n) + ∥π∥2∥Γ∥2

= [1 + 2(tn+1 − tn)k]d
2
C(x

π
n) + ∥π∥2∥Γ∥2.

Isto é,

d2C(x
π
n+1) ≤ [1 + 2(tn+1 − tn)k]d

2
C(x

π
n) + ∥π∥2∥Γ∥2.

Para n = 0, temos

d2C(x
π
1 ) ≤ [1 + 2(t1 − t0)k]d

2
C(x

π
0 ) + ∥π∥2∥Γ∥2.

Para n = 1, temos

d2C(x
π
2 ) ≤ [1 + 2(t2 − t1)k]d

2
C(x

π
1 ) + ∥π∥2∥Γ∥2

≤ [1 + 2(t2 − t1)k]
{
[1 + 2(t1 − t0)k]d

2
C(x

π
0 ) + ∥π∥2∥Γ∥2

}
+ ∥π∥2∥Γ∥2

=
(
1 + 2(t2 − t1)k

)(
1 + 2(t1 − t0)k

)
d2C(x

π
0 ) +

(
1 + 2(t2 − t1)k + 1

)
∥π∥2∥Γ∥2.

Para n = 2, temos

d2C(x
π
3 ) ≤ [1 + 2(t3 − t2)k]d

2
C(x

π
1 ) + ∥π∥2∥Γ∥2

≤ [1 + 2(t3 − t2)k]
{
(1 + 2(t2 − t1)k)(1 + 2(t1 − t0)k)d

2
C(x

π
0 )

+ (1 + 2(t2 − t1)k + 1)∥π∥2∥Γ∥2
}
+ ∥π∥2∥Γ∥2

=
[ 2∏
n′=0

1 + 2(tn′+1 − tn′)k
]
d2C(x

π
0 ) +

[
(1 + 2(t3 − t2)k)(1 + 2(t2 − t1)k)

+ (1 + 2(t3 − t2)k) + 1
]
∥π∥2∥Γ∥2

≤
[ 2∏
n′=0

1 + 2(tn′+1 − tn′)k
]
d2C(x

π
0 ) +

[
(1 + 2∥π∥k)2 + (1 + 2∥π∥k) + 1

]
∥π∥2∥Γ∥2

≤
[ 2∏
n′=0

1 + 2(tn′+1 − tn′)k
]
d2C(x

π
0 ) +

1− (1 + 2∥π∥k)3

1− (1 + 2∥π∥k)
∥π∥2∥Γ∥2

≤
[ 2∏
n′=0

1 + 2(tn′+1 − tn′)k
]
d2C(x

π
0 ) +

(1 + 2∥π∥k)3 − 1

2k
∥π∥∥Γ∥2.
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Assim em geral temos:

d2C(x
π
n+1) ≤

[ n∏
n′=0

1 + 2(tn′+1 − tn′)k
]
d2C(x) +

(1 + 2∥π∥k)n+1 − 1

2k
∥π∥∥Γ∥2.

Logo, se x(·) é qualquer solução de (DI)Γ, então por (H5) x(·) é um arco de Euler. Assim

existe uma sequência de partições πm e arcos poligonais de Euler xπm(·) =: xm(·) tal que
∥πm∥ → 0 e ∥xπm(·)− x(·)∥ → 0, quando m → ∞.

Cada xm(·) satisfaz a estimativa previa. Para cada m, seja nm o primeiro ı́ndice para

o qual t <
∑nm

n′=0 tn′+1. Então como m → ∞, temos
∑nm

n′=0 tn′+1 → t, logo
∏nm

n′=0(1 +

(tn′+1 − tn′)) → et quando m → ∞ e xπm(tnm+1) = xπm
nm+1 → x(t).

Assim fazendo m → ∞ na seguinte desigualdade

d2C(x
πm
nm+1) ≤

[ nm∏
n′=0

1 + 2(tn′+1 − tn′)k
]
d2C(x) +

(1 + 2∥πm∥k)nm+1 − 1

2k
∥πm∥∥Γ∥2,

teremos

d2C(x(t)) ≤ e2ktd2C(x),

donde

dC(x(t)) ≤ ektdC(x) ∀t ∈ [0, T ). (2.10)

Agora dado que x(·) é solução de (DI)Γ com x ∈ M ∩ C, então x ∈ C assim de (2.10)

segue-se que x(t) ∈ C para todo t ∈ [0, T ) onde T = Esc(x(·),M,Γ). Logo (M,Γ) é

invariante fortemente.

�
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CAṔITULO 3

SISTEMAS ESTRATIFICADOS

Vamos agora descrever um sistema dinâmico estratificado, o qual foi introduzido por

Bressan e Hong [9]. Grosso modo, estes são uma coleção de domı́nios disjuntos, cada um

tendo sua própria dinâmica.

3.1 Domı́nios Estratificados

Dada uma coleção finita de variedades diferenciáveis {M1,M2, ...,Mm} (pelo menos

de classe C2) imersas no RN tal que:

• RN =
⊔m

i=1Mi e Mi ∩Mj ̸= ∅ quando i ̸= j;

• Se Mj ∩Mi ̸= ∅ então Mj ⊂ Mi;

• Cada Mi é proximamente suave de radio δ;

• Cada Mi é relativamente Wedged.

Tal coleção é chamada de domı́nio estratificado e suas componentes Mi são chamadas

subdomı́nios estratificados. A dimensão de Mi é denotado por di.

Exemplo 3.1. Um exemplo muito simples é representado na figura 1 com N = 2 e m = 5.

Aqui M1 e M2 são variedades de dimensão 2; M3 e M4 variedades de dimensão 1 e

a origem M5 é de dimensão zero. Se pode ver rapidamente que {M1,M2,M3,M4,M5}
satisfaz todas as condições acima, logo a coleção é um domı́nio estratificado.
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Figura 1: Domı́nio Estratificado

Exemplo 3.2. Estratificação que não é permitida.

Figura 2: Domı́nio não Estratificado

Esta é uma estratificação que viola nossos requisitos: Por exemplo M1 não é proxi-

mamente suave,(pois NP
M1

(x1) = {0}).

Também M3 não é relativamente wedged desde que: dim r-intTM3
(x2) = 2 e dimM3 =

1.

Logo {M1,M2,M3} não é um domı́nio estratificado.

3.2 Dinâmica Estratificada

Agora, dado um domı́nio estratificado M1,M2, ...,Mm associamos a cada variedade

Mi uma multifunção Fi : Mi ⇒ RN . Cada (Mi, Fi) é assumida a satisfazer (HP2)+.

Dado que existem um número finito de objetos, podemos escolher as mesmas constantes

em H1)−H4) para todas elas. Além disso, devido a H3), todo a análise é essencialmente

local. E assim para efeitos contáveis nos referimos a uma só constante de Lipschitz k em
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H4) e perdemos o sub-́ındice r.

Agora definamos a multifunção F : RN ⇒ RN como sendo

F (x) = Fi(x) quando x ∈ Mi,

chamada multifunção velocidade básica. A multifunção F , não necessariamente satisfaz

(H2) no RN(todo) tal vez só em Mi.

Para evitar as dificuldades que estas deficiências teóricas implicaria, introduzimos a

regularização de Filippov G : RN ⇒ RN dada por:

G(x) =
∩
ϵ>0

co
∪

{F (y) : ∥y − x∥ < ϵ}

a qual satisfaz (HP2), mas a condição de Lipschitz (H4) não se mantem para (RN , G).

Pela natureza da estrutura de estratificação pode-se obter a seguinte representação;

G(x) = co{F̃i(x) : x ∈ Mi}.

Demonstração. Seja z ∈
∩
ϵ>0

co
∪

y∈B(x,ϵ)

F (y). Isto é equivalente a dado ϵ = 1
n

> 0, z ∈

co
∪

y∈B(x,ϵ)

F (y), equivalente a ∃zn ∈ co
∪

y∈B(x,ϵ)

F (y) tal que zn → z, n → ∞.

Logo para cada n ∈ N fixo, temos: ∃z1n, z2n, ...zmn ∈
∪

y∈B(x,ϵ)

F (y) e λ1
n, λ

2
n, ..., λ

m
n ∈ R com∑m

j=1 λ
j
n = 1, λj

n ≥ 0 tal que zn =
∑m

j=1 λ
j
nz

j
n e zn → z, n → ∞. Isto também é equivalente

a ∃yjn ∈ B(x, ϵ); zjn ∈ F (yjn) para j = 1, 2, ...,m e λj
n ∈ R com

∑m
j=1 λ

j
n = 1, λj

n ≥ 0 tal que

zn =
∑m

j=1 λ
j
nz

j
n e zn → z, n → ∞.

Também F (yjn) = Fi(y
j
n) quando (yjn) ∈ Mi. Como Fi é Lipschitz, temos Fi(y

j
n) ⊆ kB

então |zjn| ≤ k, logo por Bolzano-Weirstrass existe uma subsequência zjn → zj.

Alem disso como para todo ϵ = 1
n
> 0, yjn ∈ B(x, 1

n
)∩Mi então B(x, 1

n
)∩Mi ̸= ∅ logo

x ∈ M i e fazendo n → ∞ temos yjn → x. E como o gráfico de F̃i é fechado zj ∈ F̃i(x).

Assim ∃zj ∈ F̃i(x); tal que x ∈ M i para j = 1, ...,m com
∑m

j=1 λ
j
n = 1 tal que

z =
∑m

j=1 λ
jzj. Isto equivale a ∃z1, z2, ..., zm ∈ {F̃i(x) : x ∈ M i} e λ1, ..., λm ∈ R+ com∑m

j=1 λ
j
n = 1 tal que z =

∑m
j=1 λ

jzj. Isto é z ∈ co{F̃i(x) : x ∈ M i}.

�

Agora apresentamos um exemplo de como é a dinâmica G.

Exemplo 3.3. Sejam as seguintes dinâmicas, associadas com o domı́nio estratificado no



3.2 Dinâmica Estratificada 36

exemplo 3.1

F1

(
x1

x2

)
=

(
0

−1

)
;F2

(
x1

x2

)
=

(
0

1

)
;F3

(
x1

x2

)
=

(
1

0

)
;F4

(
x1

x2

)
=

(
−1

0

)
Note que F5 não necessita ser explicitamente um estado, desde que TM5(0) = {0} e F5 deve

consistir somente do vetor zero. Este é o caso para todas as variedades zero-dimensionais.

Obviamente G difere de F apenas no eixo x1 com

G

(
x1

0

)
=


{v : |v1|+ |v2| ≤ 1; v1 ≥ 0} se x1 < 0

{v : |v1|+ |v2| ≤ 1} se x1 = 0

{v : |v1|+ |v2| ≤ 1; v1 ≥ 0} se x1 > 0

onde v =
(
v1
v2

)
. As retas na figura (3), representam os valores das velocidades básicas e as

Figura 3: Dinâmicas Estratificadas

regiões sombreadas os valores de G em pontos sobre o eixo x1.

A multifunção G é usada como a dinâmica. Para x ∈ RN , considere a inclusão

diferencial:

(DI)G

ẋ(t) ∈ G(x(t)), q.t.p. t ∈ [0, T ],

x(0) = x.

E suponha que a dinâmica estratificada satisfaz a condição estrutural,

G(x) ∩ TMi
(x) = Fi(x) sempre que x ∈ Mi.

Esta condição assegura que não existem trajetórias de G que não estejam em F . A

seguinte proposição afirma esta observação.

Proposição 3.1. Suponha que x(·) : [0, T ] → RN é um arco de Lipschitz. Então as
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seguintes propriedades são equivalentes:

(1). x(·) satisfaz (DI)G

(2). x(·) satisfaz

ẋ(t) ∈ F (x(t)), q.t.p. t ∈ [0, T ],

x(0) = x

(3). Para cada i, x(·) satisfaz x(0) = x e

ẋ(t) ∈ Fi(x(t)), q.t.p. sempre que x(t) ∈ Mi.

Demonstração. É claro que (2) e (3) são equivalentes, pois F : RN ⇒ RN é definida por:

F (x) = Fi(x) sempre que x ∈ Mi.

Seja x(·) satisfazendo (3). Pela Condição Estrutural temos que Fi(x(t)) ⊂ G(x(t))

sempre que x(t) ∈ Mi. Logo x(·) satisfaz (DI)G, isto é (3) implica (1).

Agora mostremos que (1) implica (3). Para cada i, seja

Ji := {t ∈ [0, T ] : x(t) ∈ Mi}

O conjunto Ji e mensurável, (pois x(·) é Lipschitz, logo é continua e assim x(·) é mensu-

rável). Seja

J̃i := {t ∈ Ji : ẋ(t) existe em G(x(t)) e t é um ponto de Lebesgue de x(·)}

Temos que o conjunto J̃i tem medida total em Ji, como a função x(·) é Lipschitz, ela é

diferenciável em quase toda parte, i.e. diferenciável em cada ponto fora de um conjunto

de medida zero.

Seja t ∈ J̃i então existe uma sequencia sj tal que sj → t quando j → ∞ com sj ̸= t,

sj ∈ J̃i, ∀j ∈ N (que sejam distintos é devido a J̃i ter medida total). Assim x(sj) ∈ Mi

para todo j e

ẋ(t) = lim
j→∞

x(sj)− x(t)

sj − t
∈ TMi

(x(t)).

Logo por (1) e a Condição Estrutural, temos que ẋ(t) ∈ G(x(t)) ∩ TMi
(x(t)) = Fi(x(t))

para todo t ∈ J̃i sempre que x(t) ∈ Mi, o que prova (3).

�
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3.2.1 Velocidades Essenciais

Suponhamos que (M,Γ) satisfaça (HP )+ e é Lipschitz. Então para todo v ∈ Γ(x),

existe uma trajetória x(·) de (DI)Γ com ẋ(0) = v; i.e., cada velocidade em cada ponto é

essencial para o fluxo. Que velocidades de um sistema estratificado são essenciais?

Dado x ∈ Mi e v ∈ G(x), quando existe una trajetória x(·) de (DI)G para que

ẋ(0) = v?.

Exemplo 3.4. Consideremos a seguinte estratificação em R: M1 = {x : x < 0},
M2 = {x : x > 0}, M3 = {0} e as seguintes dinâmicas para cada subdomı́nio, F1(x) =

[−1
2
, 1], ∀x ∈ M1 e F2(x) = [−1, 1

2
], ∀x ∈ M2. Podemos ver que G difere das dinâmicas

em {0}, logo temos G(0) = [−1, 1].

No ponto 0,consideremos a dinâmica v = 1 ∈ G(0). Se existe uma trajetória y(·) a

partir de 0 usando a dinâmica 1, y(·) entra imediatamente em M2 e y(·) não é admisśıvel

já que 1 não está contido na dinâmica F2.

No exemplo existem dinâmicas em G, que não são essenciais. Para responder à ques-

tion acima, necessitamos informação mais detalhada acerca dos cones normal e tangente.

Lema 3.1. Suponha que M seja uma variedade imersa, com M proximamente suave

de radio δ e relativamente wedged, a multifunção Γ : M ⇒ RN satisfaça (HP2)+ e

x ∈ M . Então para qualquer v ∈ Γ̃(x) ∩ r − intTM(x), existe T > 0 e uma trajetória C1

x(·) : [0, T ] → M ∪ {x} tal que x(0) = x e ẋ(0) = v.

Demonstração. Considerando coordenadas locais, podemos supor sem perda de generali-

dade, que a dimensão de M é N .

Recordemos que Γext : {M + δB} ⇒ RN , definida a partir de Γ̃ : M ⇒ RN por

Γext(x) = Γ̃(projM(x)) sempre que x ∈ M + δB,

satisfaz (HP2)+ (pois Γ satisfaz (HP2)+).

Seja x ∈ M e v ∈ Γ̃(x)∩ r− intTM(x). Também v ∈ Γ̃(x) = Γext(x) pois projMx = x.

Logo pela Proposição 2.7, existe T > 0 e uma trajetória x(·) de (DI)Γext tal que

ẋ(0) = v e x(·) é C1.

Se x(t) ̸= x, mostremos que x(t) ∈ M , para todo t pequeno, (o qual termina a prova).
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Sabemos que

intTC(c) = {v ∈ RN : ∃µ > 0 tal que ⟨ξ, v⟩ ≤ −µ∥ξ∥,∀ξ ∈ NC(c)} (3.1)

Reduzindo T , se é necessário,podemos ter

∥ẋ(s)− v∥ ≤ µ

2
, ∀s ∈ (0, T ) (3.2)

Então ∀t ∈ (0, T ] e todo ξ ∈ NM(x) temos

⟨x(t)− x(0)

t
, ξ⟩ = 1

t

∫ t

0

⟨ẋ(s), ξ⟩ds = 1

t

∫ t

0

⟨ẋ(s)− v + v, ξ⟩ds

=
1

t

∫ t

0

⟨ẋ(s)− v, ξ⟩ds+ 1

t

∫ t

0

⟨v, ξ⟩ds

≤ 1

t

∫ t

0

∥ẋ(s)− v∥∥ξ∥ds+ 1

t
⟨v, ξ⟩t

≤ 1

t

∫ t

0

µ

2
∥ξ∥ds+ ⟨v, ξ⟩

≤ 1

t

µ

2
∥ξ∥t− µ∥ξ∥ = −µ

2
∥ξ∥.

Suponhamos que existe tn → 0, com x(tn) /∈ M . Seja xn = projM(x(tn)) e

ξn =


x(tn)−xn

∥x(tn)−xn∥ , se x(tn) /∈ M,

ξn, se x(tn) ∈ M

onde ξn é qualquer vetor unitário em NM(x(tn)).

Sem perda de generalidade, podemos supor ξn → ξ ∈ NM(x) obtendo:

⟨x(t)− x

tn
, ξ⟩ = ⟨x(t)− x

tn
, ξ − ξn⟩+ ⟨x(t)− x

tn
, ξn⟩

= ⟨x(t)− x

tn
, ξ − ξn⟩+ ⟨x(t)− xn

tn
, ξn⟩+ ⟨xn − x

tn
, ξn⟩

≥ −∥x(t)− x

tn
∥∥ξ − ξn∥ −

1

2δ

∥ξn∥
tn

∥xn − x∥2. (3.3)

A justificação para as desigualdades são; respectivamente, a desigualdade de Cauchy-

Schwartz, a definição de ξn e ξn ∈ NM(xn).

Observemos que:

∥x(t)− x∥ = ∥
∫ t

0

ẋ(s)ds∥ ≤
∫ t

0

∥ẋ(s)ds∥ ≤ ∥Γ̃∥t (3.4)
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e

∥xn − x∥ ≤ ∥xn − x(tn)∥+ ∥x(tn)− x∥ ≤ ∥x(tn)− x∥+ ∥x(tn)− x∥ = 2∥Γ̃∥tn (3.5)

Fazendo t = tn em (3.3), segue de (3.4) e (3.5) que

⟨x(tn)− x

tn
, ξ⟩ ≥ −∥ξn − ξ∥∥Γ̃∥ − 2

δ
∥Γ̃∥2tn.

Passando o limite quando n → ∞, obtemos

⟨ lim
n→∞

x(tn)− x(0)

tn
, ξ⟩ ≥ 0.

Dado que ẋ(0) = v e (3.1) segue que −µ∥ξ∥ ≥ ⟨v, ξ⟩ ≥ 0. Logo µ∥ξ∥ ≤ 0, mas como

µ > 0 segue que ξ = 0. Contradizendo ao fato que ξn → ξ e ∥ξn∥ = 1. Portanto x(t) ∈ M

para todo t próximo de zero. �

O resultado anterior diz que sempre que x ∈ M i, qualquer velocidade que pertence a

F̃i(x) ∩ r − intTM i
(x) será essencial. Isso leva à seguinte definição:

Definição 3.1. A multifunção velocidade essencial G♯ : RN → RN é definida por:

G♯(x) =
∪
i

{F̃i(x) ∩ TM i
(x) : x ∈ M i}

Comparemos a multifunção G♯ com G, G(x) = co{F̃i(x) : x ∈ Mi}. Temos que G♯

esta entre F e G; isto e, para cada x, temos:

Fi(x) ⊆ G♯(x) ⊆ G(x), sempre que x ∈ Mi.

G♯ não possui propriedades desejáveis tipicamente invocadas em inclusões diferenciáveis

por exemplo a pesar seus valores são compactos, eles não necessariamente são convexos

(violando (H1); nem seu grafo é necessariamente fechado violando (H2)).

Exemplo 3.5. 1. Em R. Sejam F1(x) = {−1} para x < 0, F2(x) = {1} para x > 0.

A dinâmica G sobre 0 é G(0) = [−1, 1] e G♯(0) = {−1, 0, 1}.

2. Em R. Sejam F1(x) = {1} para x < 0, F2(x) = {−1} para x > 0. A dinâmica G

sobre 0 é G(0) = [−1, 1] e G♯(0) = {0}.
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3. Em R2, consideremos a seguinte estratificação: M1 = {(x, y)/x < 0, y ∈ R}, M2 =

{(x, y)/x > 0, y ∈ R} e M3 = {(0, y)/y ∈ R} e sejam F1 = {(−1, 1)}, F2 = {(1, 1)}
e F3 = {(0, 1)} as dinâmicas respectivas. Observe que G difere de F apenas em

(x, y) = (0, y).

Proposição 3.2. Suponhamos que x(·) : [0, T ) → RN , seja uma solução de (DI)G de-

finida sobre [0, T ). Então ẋ(t) ∈ G♯(x(t)) para algum t ∈ [0, T ). Reciprocamente, se

v ∈ G♯(x), então existe T > 0 e uma solução C1, x(·) de (DI)G com ẋ(0) = v

Demonstração. A primeira parte segue do fato

Fi(x) ⊆ G♯(x) ⊆ G(x), sempre que x ∈ Mi.

De fato, como x(·) : [0, T ) → RN , pela Proposição 3.1 temos que para cada i, x(·) satisfaz
x(0) = x e ẋ(t) ∈ Fi(x(t)) q.t.p. e assim temos que ẋ(t) ∈ G♯(x(t)); para algum t ∈ [0, T ).

Reciprocamente, seja v ∈ G♯(x), e seja i tal que x ∈ M i e v ∈ F̃i(x) ∩ TM i
(x).

Se v ∈ r − intTM i
(x) então pelo Lema 3.1 existe T > 0 e uma trajetória de (DI)Fi

x(·) : [0, T ] → Mi ∪ {x}, C1 tal que x(0) = x e ẋ(0) = v. Logo pela Proposição 3.1 é uma

trajetória de (DI)G.

Se v /∈ r − intTM i
(x) então v ∈ r − frTM i

(x) e pelo Lema 7.1 no Anexo existe

um ı́ndice j para o qual Mj ⊆ M i, x ∈ M j, v ∈ TMj
(x) e dj < di. Mostremos que

v ∈ F̃j(x). De fato, já que x ∈ M j, existe xn → x com xn ∈ Mj. Seja vn = projF̃j(xn)
(v),

i.e. dF̃j(xn)
(v) = ∥vn − v∥. Fazendo n → ∞ e como Fj é Lipschitz continua, temos que

v ∈ F̃j(x) e assim v ∈ F̃j(x) ∩ TMj
(x).
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Podemos repetir este processo, mas termina uma vez que as dimensões das variedades

vão diminuendo em cada passo, até que o vetor v se localize no interior relativo do cone

tangente da variedade.

�

Para uma demonstração do Lema 7.1 ver [10].

3.3 Invariância em Sistemas Estratificados

3.3.1 Invariância Forte em Sistemas Estratificados

O Teorema 2.5 contem apenas uma condição suficiente, e por isso devemos buscar uma

condição necessaria para os sistemas estratificados. Este é o ponto onde as suposições de

estratificação desempenham seu papel mais importante. Note que, estamos considerando

um domı́nio estratificado {M1,M2, ...,Mm} juntamente com as dinâmicas estratificadas,

encapsuladas em G. A proposição a seguir é uma consequência do Teorema 2.5.

Proposição 3.3. Consideremos um sistema estratificado (DI)G introduzido acima. Su-

ponha que C ⊆ RN seja fechado e que (2.9) continua válido para M = RN e Γ = G i.e.,

existe K > 0 tal que

x ∈ RN , c ∈ projC(x) ⇒ HG(x, x− c) ≤ Kd2C(x). (3.6)

Para i fixo, se x(·) : [a, b] → M i é uma trajetória de G com x(t) ∈ Mi para todo t ∈ (a, b),

então

dC(x(b)) ≤ eK(b−a)dC(x(a)).

Demonstração. Para todo ϵ > 0 suficientemente pequeno, o arco x(·) restrito a [a+ϵ, b−ϵ],

(i.e., x(·) |[a+ϵ,b−ϵ]: [a+ ϵ, b− ϵ] → M i) esta contido em Mi e portanto é uma trajetória de

Fi.

Como (Mi, Fi) satisfaz (HP2)+ então deve satisfazer a suposição de arco de Euler

(H5). Logo o arco restrito é um arco de Euler de Fi, e desde que Fi(x) ⊆ G(x) sempre

que x ∈ Mi, é também um arco de Euler para G.

Logo pelo Teorema 2.5, temos:

dC(x(b− ϵ)) ≤ eK(b−a−2ϵ)dC(x(a+ ϵ)).
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Fazendo ϵ → 0 temos:

dC(x(b)) ≤ eK(b−a)dC(x(a)).

�

Proposição 3.4. Suponha que C ⊆ RN seja fechado e que (RN , G) é fortemente invari-

ante sobre C. Então

hG♯(x,−ξ) ≥ 0 ∀x ∈ C, ξ ∈ NP
C (x). (3.7)

Demonstração. Sejam x ∈ C e ξ ∈ NP
C (x) tal que ∥ξ∥ = 1. Temos

⟨ξ, y − x⟩ ≤ ∥y − x∥2

2σ
, ∀y ∈ C.

Fixemos v ∈ G♯(x). Pela Proposição 3.2 existem T > 0 e uma solução C1 x(·) de (DI)G

com ẋ(0) = v e pela definição de invariância forte, temos que x(t) ∈ C para todo t ∈ [0, T ].

Logo

⟨v, ξ⟩ = ⟨ẋ(0), ξ⟩ = ⟨lim
t→0

x(t)− x(0)

t
, ξ⟩ = lim

t→0
⟨x(t)− x

t
, ξ⟩

≤ lim
t→0

1

t
⟨x(t)− x, ξ⟩ ≤ lim

t→0

1

t

∥x(t)− x∥2

2σ

≤ lim
t→0

∥G∥2t
2σ

= 0.

Como ⟨v, ξ⟩ ≤ 0, maxv∈G♯(x)⟨v, ξ⟩ ≤ 0. Portanto

hG♯(x,−ξ) ≥ 0 ∀x ∈ C, ξ ∈ NP
C (x).

�

Passamos agora para a suficiência de (3.7) para a invariância forte.

Teorema 3.1. Suponha que C seja fechado e hG♯(c,−ξ) ≥ 0, ∀c ∈ C, ξ ∈ NP
C (c) então

dC(x(T )) ≤ eKTdC(x(0)), (3.8)

para qualquer x(·) que seja solução de (DI)G.

Em particular (RN , G) é fortemente invariante sobre C.

A prova consiste na análise de três tipos diferentes de trajetórias definidas em um

intervalo de tempo finito [0, T ]. O primeiro caso corresponde a trajetórias que permane-

cem numa única variedade, com exceção dos pontos inicial e final. Veja a ilustração na
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Figura(a), onde y1 e y2 são trajetórias distintas da dinâmica estratificada. Este caso é

tratado de forma independente na Proposição 3.3.

O segundo tipo é estudado na Observação 3.2. Neste caso, as trajetórias têm a caracteŕıs-

tica de poder ser decompostas em um número finito de trajetórias do primeiro tipo; veja

o exemplo na Figura(b).

No terceiro caso temos um tipo mais delicado de trajetórias para tratar, pois são aquelas

que alternam de uma variedade para outra infinitas vezes em um intervalo finito, como

na Figura(c). Para lidar com essas trajetórias, constrúımos uma trajetória aproximada,

em vermelho, como na Figura(c).

Antes da demonstração vamos fazer alguns lemas técnicos necessários à demonstração.

Lema 3.2. Suponha que Mi seja um subdomı́nio e M seja união de subdomı́nios de altas

dimensões, com Mi ⊆ M . Suponha que M tenha a propriedade de que cada trajetória

x(·) de (DI)G seja definida sobre [a, b] com x(t) ∈ M para todo t ∈ [a, b], satisfaz

dC(x(b)) ≤ eK(b−a)dC(x(a)). (3.9)
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Então para qualquer trajetória x(·) de (DI)G que esteja totalmente dentro de Mi ∪ M ,

temos que (3.8) vale.

Observação 3.1. Como na prova da Proposição 3.3,a desigualdade (3.9) permanece va-

lida se x(a) e o x(b) não estão em M , dado que x(t) ∈ M, ∀t ∈ (a, b).

Observação 3.2. A suposição (3.9) parece quasi-igual a conclusão (3.8).

De fato, se x(·) é uma trajetória, tal que [a, b] possa ser particionado da seguinte

forma

a = t0 < t1 < t2 < ... < tl = b

em que x(·) : (tk, tk+1) → M ∪Mi, k = 0, 1, 2, ..., l − 1 Se x(·) restrita a (tk, tk+1) estiver

em Mi então

dC(x(tk+1)) ≤ eK(tk+1−tk)dC(x(tk)), k = 0, 1, 2, ..., l − 1

Podemos então verificar que

dC(x(tl)) ≤ eK(tl−tl−1)dC(x(tl−1)) ≤ eK(tl−tl−1)eK(tl−1−tl−2)dC(x(tl−2))

≤ ... ≤ eK(tl−t0)dC(x(t0)) = eK(b−a)dC(x(a)).

Em geral, nem todas as trajetórias são assim, e se pode até mesmo entrar e sair de

Mi infinitamente (o chamado efeito Zenão), ou pode permanecer em Mi por peŕıodos de

tempo não triviais nunca densos (em nenhuma parte denso).

Quando isto acontece, não há nenhum procedimento óbvio em como colar as sáıdas

individuais de Mi numa estimativa comum.

A prova a seguir do Lema 3.2, não obstante, encontra um caminho que constrói “arcos

impulsivos” que se aproximam uniformemente de uma original e são bem comportados

sobre intervalos de uma partição.

Prova do Lema 3.2. Por conveniência notacional, suponhamos que x(0) ∈ Mi e x(T ) ∈ Mi

segue de (3.9) que não existe perda de generalidade em fazer isto.

Seja J := {t ∈ [0, t] : x(t) ∈ M}, o qual é um conjunto aberto. Assim pode ser escrito

como união de intervalos abertos:

J =
∞∪
k=1

(ak, bk)

onde os intervalos são 2 a 2 disjuntos.
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Para l fixo, escrevemos

Jl =
l∪

k=1

(ak, bk)

que reindexando podemos supor que satisfaz

b0 = 0 ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ a3 < b3 ≤ · · · ≤ al < bl ≤ T =: al+1.

Notemos que para cada k = 1, 2, ..., l + 1, ambos x(ak) e x(bk−1) pertencem a Mi.

Seja

r := inf
t∈[0,T ]

y∈M i\Mi

∥x(t)− y∥ > 0 (3.10)

r é estritamente positivo, pois se r = 0, então x(t) = y ∈ M i \ Mi,∀t ∈ [0, T ], e em

particular, para t = 0, temos que x(0) /∈ Mi(Absurdo).

Escolha l suficientemente grande tal que

µ(J − Jl) <
r

2eKT∥G∥
(3.11)

onde µ(I) denota a medida de Lebesgue de I e ∥G∥ é o supremo de todas as velocidades

relevantes que podem aparecer.

Notamos que x(ak) e x(bk−1) pertencem a Mi, para todo k = 1, 2, ..., l+1 e x(t) ∈ M,

para todo t ∈ (ak, bk). Da hipótese (3.9) e Observação (3.1), temos:

dC(x(bk)) ≤ eK(bk−ak)dC(x(ak)), ∀k = 1, 2, ..., l (3.12)

Agora vamos construir arcos usando a Proposição 2.6 nos intervalos fechados complemen-

tares [bk, ak+1] onde reside inteiramente dentro Mi, i.e., arcos y(s) ∈ Mi \M , para todo
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s ∈ [bk, ak+1] \ J .

Para k = 0, ..., l. Definamos

ϵk := µ([bk, ak+1] \ J)

Seja yk(·) o arco x(·) restrito ao intervalo. [bk, ak+1] Nos calculamos a distância de yk(·)
para uma trajetória de (Mi, Fi) por

ρk = ρ[bk,ak+1](yk(·)) =
∫ ak

bk

dist(ẋ(s), Fi(yk(s)))ds ≤ 2∥G∥ϵk.

A ultima desigualdade é pela Proposição 3.1 (recordemos que yk(t) = x(t) sobre [bk, ak+1]

e pela Proposição 3.1 ẋ(t) ∈ Fi(x(t)) q.t.p. no conjunto onde x(t) ∈ Mi.) Pela Proposição

2.6 existe uma trajetória zn(·) de Fi tal que zk(bk) = x(bk) = yk(bk) e

∥yk(ak+1)− zk(ak+1)∥ ≤ eK(ak+1−bk)ρk ≤ eK(ak+1−bk)2∥G∥ϵk. (3.13)

Na notação da Proposição 2.6, temos que t = ak+1. Pois, para bk ≤ t ≤ ak+1

ρ[bk,t](yk(·)) ≤ 2∥G∥µ((bk, t)) ≤ 2∥G∥ϵk ≤ 2∥G∥
l∑

k=0

ϵk < 2∥G∥ r

2eKT∥G∥
. (3.14)

Na ultima desigualdade é usado (3.11). Manipulando (3.14) obtemos

ρ[bn,t](yn(·)) < re−KT

Logo t = ak+1.

Como zk(·) é uma trajetória de Fi, permanecendo em Mi e satisfazendo as condições

da Proposição 3.3, temos

dC(zk(ak+1)) ≤ eK(ak+1−bk)dC(zk(bk)). (3.15)

a ultima coisa que precisamos, é de fato trivial, como yk(t) = x(t), t ∈ [bk, ak+1] então

yk−1(t) = x(t), t ∈ [bk−1, ak]. Logo yk−1(ak) = x(ak). Assim

dC(x(ak)) = dC(yk−1(ak)) = dC(yk−1(ak))− dC(zk−1(ak)) + dC(zk−1(ak))

≤ ∥yk−1(ak)− zk−1(ak)∥+ dC(zk−1(ak)). (3.16)
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Agora calculamos:

dC(x(al+1)) = dC(x(T )) = dC(yl(al+1))

≤ ∥yl(al+1)− zl(al+1)∥+ dC(zl(al+1)) (por(3.16))

≤ eK(al+1−bl)dC(zl(bl)) + 2∥G∥eK(al+1−bl)ϵl (por(3.13) e (3.15))

= eK(al+1−bl)(dC(zl(bl)) + 2∥G∥ϵl)

= eK(al+1−bl)(dC(x(bl)) + 2∥G∥ϵl)

≤ eK(al+1−bl)(eK(bl−al)dC(x(al)) + 2∥G∥ϵl) (por(3.12))

≤ eK(al+1−al)(dC(x(al)) + 2∥G∥ϵl). (3.17)

Repetindo o argumento anterior no intervalo [al−1, al] da uma desigualdade semelhante

dC(x(al)) ≤ eK(al−al−1)(dC(x(al−1)) + 2∥G∥ϵl−1).

Insertando (3.17) temos

dC(x(T )) ≤ eK(T−al)(dC(x(al−1)) + 2∥G∥(ϵl−1 + ϵl))

Depois de l−passos, o resultado é:

dC(x(T )) ≤ eK(T−a1)(dC(x(a1) + 2∥G∥(ϵ1 + ...+ ϵl−1 + ϵl))

= eKT [dC(x) + 2∥G∥
l∑

n=1

ϵn].

Note que
∑l

n=1 ϵn = µ(J \ Jl). Pois

l∑
n=0

ϵn =
l∑

n=0

µ([bn, an+1] ∩ J) = µ(
l∪

n=0

[bn, an+1] ∩ J) = µ(J c
l ∩ J) = µ(J \ Jl).

Como µ(J \ Jl) → 0 quando l → ∞, obtemos dC(x(T )) ≤ eKTdC(x).

�

Prova do teorema 3.1. Usaremos o lema 3.2 para terminar a prova do teorema 3.1.

Dada trajetória x(·) de (DI)G definida sobre [0, T ], então devemos mostrar que

dC(x(T )) ≤ eKTdC(x(0)).

Seja i o único ı́ndice com x(0) = x ∈ Mi. A prova será feita por indução a respeito da
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dimensão di de Mi. Suponha que di = N . Seja

T̃ = min{T,Esc(x(·),Mi, G)} > 0.

Recordemos que isto implica que x(t) ∈ Mi para 0 ≤ t ≤ T̃ e cada T̃ = T ou x(T̃ ) ∈
frMi = M i \Mi. A estimativa (3.8) se cumpre com T substitúıdo por T̃ (pela Proposição

3.3).

Como uma hipótese de indução suponha que o resultado seja válido para dimensão

d ≤ N .

(HI)Se di ≥ d então existe T̃ > 0 tal que (3.8) se cumpre com T substitúıdo por

qualquer t̃ ∈ [0, T̃ ]

Paso 1. Debemos verificar o caso quando d = N , neste caso di = N então se verifica

pela primeira parte.

Paso 2. A fim de mostrar que vale para variedades de dimensão maior ou igual a d−1,

suponha que di = d− 1 e seja

M =
∪
j ̸=i

{Mj/Mi ∪M j ̸= ∅}.

A estratificação considerada implica Mi ⊂ M j para todo j nesta união e portanto dj ≥
di + 1 ≥ d para todo j.

Mostremos que M satisfaz (3.9) no Lema 3.2.

Suponhamos y(·) : [a, b] → M é uma trajetória de (DI)G. Seja

b̃ = sup{t ∈ [a, b] : dC(y(t)) ≤ eK(b−a)dC(y(a))}.

Como y(a) se localiza num subdomı́nio de dimensão maior ou igual a d, a hipótese de

indução implica que a < b̃ = b. De fato, pois se b̃ < b então y(b̃) ∈ M e a hipótese de

indução implica que existe T̃ > 0, assim cada 0 ≤ t̃ ≤ T̃ satisfaz

dC(y(b̃+ t̃)) ≤ eKt̃dC(y(b̃)) ≤ eK(b̃+t−a)dC(y(a)),

Contradizendo, ao fato de que b̃ é o supremo, logo a afirmacão é provada.

Recordemos que x(0) ∈ Mi e di = d − 1, podemos concluir que x(t) ∈ Mi ∪M para

todo 0 ≤ t ≤ T̃ pequeno. Como x(·) é continua e x(0) esta a uma distancia positiva de

M i \Mi e cada outro subdomı́nio que tem dimensão menor o igual a d− 1. Aplicando o

Lema 3.2 sobre o intervalo [0, T̃ ] o ultimo passo da indução é completa.
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Para finalizar a prova, procedemos da mesma maneira que acima, para verificar que

M satisfaz (3.9).

De fato, seja

T̃ := sup
{
t ∈ [0, T ] : dC(x(t)) ≤ eK(t−a)dC(x(0))

}
.

Pode-se mostrar que T̃ = T precisamente da mesma maneira que foi mostrado b̃ = b.

A prova esta agora completa.

�

3.3.2 Invariância Fraca em Domı́nios Estratificados

Agora vamos a caracterizar invariância fraca para um sistema estratificado, da mesma

forma como fizemos a caracterização da invariância forte com a desigualdade de Hamilton-

Jacobi introduzindo G♯.

Suponha que M ⊆ RN seja uma variedade imersa, e a multifunção Γ : M ⇒ RN

satisfaz (HP2), e C ⊆ RN seja um conjunto fechado. Então (M,Γ) diz-se ser fracamente

invariante sobre C num conjunto aberto U ⊆ RN se para todo x ∈ C ∩M ∩U , existe uma

trajetória x(·) de (DI)Γ sobre [0, T ) (com T = Esc(x(·),M ∩ U,Γ)) tal que x(t) ∈ C ∩ U

para todo t ∈ [0, T ).

Teorema 3.2. Suponha que são dados um conjunto fechado C ⊆ RN , um aberto U ⊆ RN ,

e um sistema estratificado. Então (RN , G) é invariante fracamente sobre C em U se e só

se

hG♯(x, ξ) ≤ 0 para todo x ∈ C ∩ U, ξ ∈ NP
C (x). (3.18)

Demonstração. Como G♯ ⊆ G, temos hG ≤ hG♯ pois

hG(x, ξ) = inf
v∈G(x)

⟨v, ξ⟩ ≤ inf
v∈G♯(x)

⟨v, ξ⟩ = hG♯(x, ξ).

Então podemos concluir que (RN , G) é invariante fracamente sobre C em U , pelo Teorema

2.4 em [1].

Reciprocamente, suponha que (RN , G) seja invariante fracamente sobre C em U , e

seja x ∈ C ∩U e ξ ∈ NP
C (x). Pela invariância fraca, existe uma solução x(·) de (DI)G tal

que x(t) ∈ C ∩ U para todo t ∈ [0, T ).
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Seja tk → 0 tal que xk = x(tk) satisfaz
xk−x
tk

→ v para algum v. Temos

⟨v, ξ⟩ =⟨ lim
k→∞

xk − x

tk
, ξ⟩ = lim

k→∞
⟨xk − x

tk
, ξ⟩

≤ lim
k→∞

∥ξ∥∥xk − x∥2

2σtk
≤ lim

k→∞

∥G∥2t2k
2σtk

= 0, (3.19)

pois

∥xk − x(0)∥ = ∥
∫ tk

0

ẋ(s)ds∥ ≤
∫ tk

0

∥ẋ(s)ds∥ ≤ ∥G∥tk.

Assim ⟨v, ξ⟩ ≤ 0.

Mostremos que

v ∈ coG♯(x). (3.20)

Seja Jk
i := {t ∈ [0, tk] : x(t) ∈ Mi} e denotemos i(x) para os ı́ndices para os quais

µk
i := meas(Jk

i ) > 0 para todo k. Então i ∈ i(x) implica que x ∈ M i. De fato,

i ∈ i(x) então meas(Jk
i ) > 0 logo existe sik ∈ Jk

i tal que sik → 0 quando k → ∞, logo

x(sik) → x(0) = x, então x ∈ M i.

Sem perda de generalidade, podemos admitir que para cada i ∈ i(x) existem 0 ≤ λi ≤
1 e vi ∈ RN tal que:

µk
i

tk
→ λi

∑
i∈i(x)

λi = 1 e
1

µk
i

∫
Jk
i

ẋ(t)dt → vi, k → ∞

Mostremos que vi ∈ F̃i(x). De fato,

vi = lim
k→∞

1

µk
i

∫
Jk
i

ẋ(t)dt

∈ lim
k→∞

( 1

µk
i

∫
Jk
i

F̃i(x)dt+
1

µk
i

∫
Jk
i

k∥x(t)− x∥Bdt
)

F̃i Lipschitz

= lim
k→∞

( F̃i(x)

µk
i

.meas(Jk
i ) +

k

µk
i

( ∫
Jk
i

∥x(t)− x∥dt
)
B
)

⊆ lim
k→∞

(
F̃i(x) +

k

µk
i

∥G∥
( ∫

Jk
i

tdt
)
B
)

⊆ lim
k→∞

(
F̃i(x) +

k

µk
i

∥G∥
( ∫

Jk
i

tkdt
)
B
)
= F̃i(x).
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Também temos

v = lim
k→∞

x(tk)− x(t0)

tk
= lim

k→∞

1

tk

∫ tk

0

ẋ(t)dt

= lim
k→∞

1

tk

∑
i∈i(x)

∫
Jk
i

ẋ(t)dt =
∑
i∈i(x)

lim
k→∞

µk
i

tk

( 1

µk
i

∫
Jk
i

ẋ(t)dt
)

=
∑
i∈i(x)

λivi ∈
∑
i∈i(x)

λiF̃i(x).

Como vi ∈ F̃i(x) e
∑

i∈i(x) λi = 1, 0 ≤ λi ≤ 1 e v =
∑

i∈i(x) λivi, pela definição de

envoltório convexo temos que v ∈ co{F̃i(x) : x ∈ M i, i ∈ i(x)}.

Agora seja M =
∪

i∈i(x)Mi. Como xk = x(tk) ∈ M para todo k grande (quando k

é muito grande tk pertence a Jk
i . Assim x(tk) ∈ Mi e consequentemente a M), também

x(tk) ∈ M e x ∈ Mi então x ∈ M , logo temos v ∈ TM(x).

Sabemos Fi(y) ⊆ TMi
(y) sempre que y ∈ Mi. Assim

F̃i(x)
∩

TM(x) = F̃i(x)
∩

TM i
(x)

sempre que x ∈ M i. Logo{
co

∪
i∈i(x)

F̃i(x)
}∩

TM(x) ⊂ G(x) ∩ TM(x) = co{F̃i(x) : x ∈ M i}
∩

TM(x)

= co{F̃i(x)
∩

TM(x) : x ∈ M i}

= co{F̃i(x)
∩

TM i
(x) : x ∈ M i}

= coG♯(x).

Logo v ∈ coG♯(x).

Para terminar a prova precisamos da seguinte afirmacão.

Afirmacão:

hG♯(x, ξ) = inf
v′∈G♯(x)

⟨v′, ξ⟩ = inf
v′∈coG♯(x)

⟨v′, ξ⟩.

De fato, como G♯(x) ⊂ coG♯(x) então infv′∈coG♯(x)⟨v′, ξ⟩ ≤ infv′∈G♯(x)⟨v′, ξ⟩.

Agora vejamos a outra desigualdade; seja S = G♯(x)

inf
v′∈S

⟨v′, ξ⟩ ≤ inf
v′∈coS

⟨v′, ξ⟩.

Existe v0 ∈ coS tal que infv′∈coS⟨v′, ξ⟩ = ⟨v0, ξ⟩, também existem x1, x2, ..., xn ∈ S e
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λ1, ...λn ∈ R, λi ≥ 0 tal que
∑n

i=1 λi = 1 e v0 =
∑n

i=1 λixi então temos:

⟨v0, ξ⟩ = ⟨
n∑

i=1

λixi⟩ =
n∑

i=1

λi⟨xi, ξ⟩ ≥
n∑

i=1

λi inf
v′∈S

⟨v, ξ⟩ = inf
v′∈S

⟨v, ξ⟩.

Então

inf
v′∈S

⟨v′, ξ⟩ = inf
v′∈coS

⟨v′, ξ⟩.

A afirmacão queda provada.

Voltando a nossa prova, pela afirmacão e Equação (3.20) temos

hG♯(x, ξ) = inf
v′∈G♯(x)

⟨v′, ξ⟩ = inf
v′∈coG♯(x)

⟨v′, ξ⟩ ≤ ⟨v, ξ⟩ ≤ 0.

�
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CAṔITULO 4

TEORIA DE LYAPOUNOV

Neste capitulo caracterizaremos sistemas fracamente decrescentes na forma do cha-

mado domı́nio estratificado, definiremos funções de Lyapounov nestes domı́nios, e for-

necemos condições que garantem a estabilidade assintótica global para uma dinâmica

estratificada.

A teoria de estabilidade é essencial em no estudo de sistemas em engenheira. Grosso

modo um ponto de equiĺıbrio diz se estável se todas soluções que iniciam próximas ao

ponto de equiĺıbrio permanecem próximas do ponto de equiĺıbrio, caso contrario o ponto

de equiĺıbrio é instável. Um ponto de equiĺıbrio diz-se assintoticamente estável se todas as

soluções que iniciam próximas do ponto de equiĺıbrio não somente permanecem próximas

ao ponto de equiĺıbrio, mas tendem ao ponto de equiĺıbrio a medida que o tempo se

aproxima do infinito. De maneira mais formal temos a seguinte definição.

Considere a equação diferencial

ẋ(t) = f(x(t)),

onde f é uma função suave de RN → RN , e suponha que x∗ é um ponto de equiĺıbrio

de f , i.e., f(x∗) = 0. Se para qualquer α ∈ RN a solução x(·) da equação diferencial

satisfazendo x(0) = α, existe sobre [0,∞) e tem a propriedade de que x(t) → x∗ quando

t → ∞ então o ponto de equiĺıbrio é dito “globalmente assintoticamente estável”.

Um critério simples, mas de grande alcance para garantir essa estabilidade assintótica

pode ser dada em termos de funções de Lyapounov. O método foi introduzido por A. M.

Lyapounov (1892) na teoria de equações diferenciais.
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Com isto em mente, é natural poder proceder no caso de uma inclusão diferencial

ẋ ∈ F (x).

Suponhamos que Γ : RN ⇒ RN uma multifunção. Consideremos a inclusão diferencial

ẋ(t) ∈ Γ(x(t)) q.s. t ∈ [0, T ), T < +∞ ou T = ∞.

O ponto x∗ é um ponto de equiĺıbrio se 0 ∈ Γ(x∗).

Definição 4.1. Se para qualquer α ∈ RN existe uma trajetória x(·) para Γ sobre [0,T),

tendo x(0) = α tal que x(t) → x∗ quando t → T então dizemos que o ponto de equiĺıbrio

x∗ é dito “globalmente assintoticamente estável”.

Como no caso de equações diferenciais, a estabilidade assintótica global pode ser dada

em termos de funções de Lyapounov. Suponha que duas funções suaves Q,W existam e

são tais

i) Q(x) ≥ 0,W (x) ≥ 0 para todo x ∈ RN e W (x) = 0 ⇔ x = x∗;

ii) O conjunto {x ∈ domQ ⊆ RN : Q(x) ≤ q} são compactos ∀q ∈ R; e

iii) minv∈Γ(x)⟨∇Q(x), v⟩ ≤ −W (x), ∀x ∈ RN .

Dadas estas condições, x∗ é globalmente assintoticamente estável. Com relação a esta

definição, é essencial desenvolver uma teoria englobando funções de Lyapounov não suaves;

a proposta neste sentido e a seguinte:

Sejam Q,W ∈ F(RN) o conjunto de funções de RN → R que são semicont́ınuas

inferiormente (s.c.i) e satisfazem as propriedades i), ii). A propriedade iii) é substitúıda

por: Para cada x, para cada ζ ∈ ∂PQ(x),∃v ∈ Γ(x) tal que ⟨ζ, v⟩ ≤ −W (x). Expressando

esta forma proximal em termos do Hamiltoniano inferior h, obtemos a seguinte definição.

Duas funções Q,W ∈ F(RN) são ditas um par de Lyapounov para x∗ se satisfazem

as seguintes propriedades:

i) Q(x) ≥ 0,W (x) ≥ 0 para todo x ∈ M e W (x) = 0 ⇔ x = x∗;

ii) O conjunto {x ∈ domQ ⊆ RN : Q(x) ≤ q} são compactos ∀q ∈ R; e

iii) hΓ(x, ∂
PQ(x)) ≤ −W (x), ∀x ∈ RN .

Definamos o que é um sistema fracamente decrescente.
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Definição 4.2. Seja φ ∈ F(RN). O sistema (φ,Γ) é fracamente decrescente se para

qualquer α ∈ RN , existe uma trajetória x de Γ sobre [0, T ) com x(0) = α, tal que

φ(x(t)) ≤ φ(x(0)) = φ(α) ∀t ∈ [0, T ).

Agora mencionamos um teorema que pode ser encontrado em ([1], pág.212).

Teorema 4.1. (φ,Γ) é fracamente decrescente se e só se hΓ(x, ∂
Pφ(x)) ≤ 0 para todo

x ∈ RN .

Olhando para a condição iii) temos que (Q,Γ) é fracamente decrescente. I.e. para

aplicar o método de Lyapounov para estabilidade nos necessitamos considerar sistemas

fracamente decrescentes.

O objetivo é analisar o teorema de Lyapounov em domı́nios estratificados. Primeira-

mente caracterizaremos quando um sistema estratificado é fracamente decrescente.

4.1 Sistema Estratificado Fracamente Decrescentes

Teorema 4.2. Suponha φ ∈ F(RN) e um sistema estratificado são dados. Então (φ,G)

é fracamente decrescente se e só se

hG♯(x, ∂Pφ(x)) ≤ 0 ∀x ∈ RN . (4.1)

Demonstração. Suponha que (4.1) valha. Como G♯(x) ⊆ G(x) então hG ≤ hG♯ . Assim

hG(x, ∂
Pφ(x)) ≤ hG♯(x, ∂Pφ(x)) ≤ 0 x ∈ RN .

Pelo Teorema 4.1 o sistema (φ,G) é fracamente decrescente.

Para demonstrar a reciproca, primeiramente provemos duas afirmacões.

Afirmacão 1: Se (φ,G) é fracamente decrescente então (epiφ,G × {0}) é fraca-

mente invariante sobre epiφ.

De fato, para qualquer x = (x1, x2) ∈ epiφ temos φ(x1) ≤ x2, dado que x1 ∈ RN .

Como (φ,G) é fracamente decrescente existe uma trajetória x1(·) de G sobre [0, T ] com

x1(0) = x1 tal que

φ(x1(t)) ≤ φ(x1(0)) = φ(x1) ≤ x2,∀t ≥ 0. (4.2)
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Também e existe x2(t) = x2, para todo t ≥ 0 tal que x2(·) é trajetória de {0}. Assim

existe x(t) = (x1(t), x2(t)) trajetória de G × {0} tal que x(0) = (x1(0), x2(0)) = (x1, x2).

Segue de (4.2) que

x(t) = (x1(t), x2(t)) ∈ epiφ, ∀t ≥ 0,

i.e., (epiφ,G× {0}) é fracamente invariante sobre epiφ.

Afirmacão 2: (epiφ,G× {0}) é fracamente invariante se e só se

hG♯×{0}((ξ, λ), (x, y)) ≤ 0 para todo(x, y) ∈ epiφ e (ξ, λ) ∈ NP
epiφ(x, r).

Como G♯ está contida em G, temos que G♯ × {0} esta contido em G × {0}. Logo

hG×{0} ≤ hG♯×{0}. Se hG♯×{0} ≤ 0 então hG×{0} ≤ 0 implicando que G × {0} seja in-

variante fracamente sobre epiφ. (Isto segue pelo Teorema 2.4 de [1]).

Reciprocamente suponha que (RN×R, G×{0}) seja fracamente invariante sobre epiφ.

Sejam z = (x, y) ∈ epiφ e (ξ, λ) ∈ NP
epiφ(x, r). Pela invariância fraca existe uma solução

z(·) = (x(·), y(·)) de G× {0} que pertence ao epiφ para todo t ∈ [0, T ].

Seja tn tal que zn = z(tn) satisfaz
zn−z
tn

→ (v, w) = v′, para algum v′ ∈ RN × R.

Assim temos:

⟨(v, w), (ξ, λ)⟩ = lim
n→∞

⟨(xn, yn)− (x, y)

tn
, (ξ, λ)⟩

= lim
n→∞

⟨(xn − x, yn − y))

tn
, (ξ, λ)⟩

≤ lim
n→∞

∥(ξ, λ)∥
2σtn

∥(xn − x, yn − y))∥2 (4.3)

pois (ξ, λ) ∈ NP
epiφ(x, r). Como ż(t) ∈ G × {0}(z(t)), segue que ẋ(t) ∈ G(x(t)), x(0) = x

e ẏ(t) = 0, y(0) = y. Logo

∥(x(tn)− x(0), y(tn)− y(0))∥ =∥x(tn)− x(0)∥+ ∥y(tn)− y(0)∥

= ∥
∫ tn

0

ẋ(t)∥+ ∥
∫ tn

0

ẏ(t)∥ ≤
∫ tn

0

∥ẋ(t)∥ ≤ ∥G∥tn

Assim continuando com nossa desigualdade (4.3), obtemos:

⟨(v, w), ξ, λ⟩ ≤ lim
n→∞

(
∥(ξ, λ)∥
2σtn

)∥G∥2t2n = lim
n→∞

(
∥(ξ, λ)∥

2σ
)∥G∥2tn = 0.

Mas

w = lim
n→∞

y(tn)− y(0)

tn
= lim

n→∞

1

tn

∫ tn

0

ẏ(s)ds = 0
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e logo ⟨v, ξ⟩ = ⟨(v, 0), (ξ, λ)⟩ ≤ 0.

Procedendo da mesma forma como fizemos na demostração da Equação (3.20) pode-

mos obter:

v ∈ coG♯(x).

Logo temos

hG♯×{0}((x, y), (ξ, λ)) = inf
(v′,w′)∈G♯×{0}(x,y)

⟨(v′, w′), (ξ, λ)⟩

= inf
v′∈G♯(x)

⟨v′, ξ⟩

= inf
v′∈coG♯(x)

⟨v′, ξ⟩

≤ ⟨v, ξ⟩ ≤ 0,

o que completa a prova da Afirmacão 2.

Continuando com a demonstração da reciproca de nosso teorema, notemos o signifi-

cado da desigualdade hamiltoniana: Para x ∈ RN ξ ∈ ∂Pφ(x) nos temos hG♯(x, ξ) ≤ 0.

Suponhamos que (φ,G) é fracamente decrescente então segue da Afirmacão 1 que

(epiφ,G× {0}) é fracamente invariante sobre epiφ. Isto é caracterizado através da Afir-

macão 2, que para qualquer (ξ, λ) ∈ NP
epiφ(x, r) onde (x, r) ∈ epiφ temos:

min
(v,0)∈G♯×{0}(x,r)

⟨(ξ, λ), (v, 0)⟩ ≤ 0.

Agora como ξ ∈ ∂Pφ(x), então (ξ,−1) ∈ NP
epiφ(x, φ(x)) e logo segue-se que:

min
(v,0)∈G♯×{0}(x,r)

⟨(ξ,−1), (v, 0)⟩ = min
v∈G♯(x)

⟨ξ, v⟩ ≤ 0,

donde hG♯(x, ξ) ≤ 0.

�

4.2 Teoria de Lyapounov em Domı́nios Estratificados

Estamos considerando um domı́nio estratificado {M1, ...Mm} juntamente com dinâ-

micas estratificadas. Apresentaremos uma definição que caracteriza a duas funções de

Lyapounov em domı́nios estratificados.

Definição 4.3. x∗ é um ponto de equiĺıbrio da multifunção G se 0 ∈ G(x∗). (G satisfaz

(HP1)).
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Agora vamos a definir quando duas funções são ditas um par de Lypounov. Como

acima, temos que pedir que (Q,G) seja fracamente decrescente. Assim nossa definição

fica.

Definição 4.4. Duas funções Q e W ∈ F(RN) são ditas um par de Lyapounov para x∗

associado à multifunção G, se eles satisfazem as seguintes propriedades.

i) Q(x) ≥ 0,W (x) ≥ 0 e W (x) = 0 ⇔ x = x∗;

ii) Os conjuntos de ńıvel {x ∈ RN , Q(x) ≤ q} são compactos, ∀q ∈ R e

iii) Para cada x, para cada ξ ∈ ∂PQ(x), existe v ∈ G♯(x) tal que ⟨ξ, v⟩ ≤ −W (x).

A condição iii) pode ser expressado en termos do Hamiltoniano minimizado

iii) hG♯(x, ∂PQ(x)) ≤ −W (x),∀x ∈ RN .

Proposição 4.1. Se Q e W em F(RN) forma um par de Lyapounov para x∗, então existe

uma função W̃ para o qual (Q, W̃ ) continua sendo um par de Lyapounov para x∗, onde

W̃ é localmente Lipschitz.

Demonstração. Para a prova, considere W̃ := min{W (y) + ∥x− y∥ : y ∈ RN}.

�

Teorema 4.3 (Teorema de Lyapounov para Domı́nios Estratificados). Seja 0 ∈ G(x∗),

e suponha que existem Q,W ∈ F(RN) tal que (Q,W ) seja um par Lyapounov para x∗.

Então para qualquer α ∈ domQ, existe uma trajetória x para G sobre [0,∞), tendo

x(0) = α tal que x(t) → x∗, quando t → ∞. (i.e. x∗ é globalmente assintoticamente

estável).

Demonstração. Seja (Q,W ) um par de Lyapounov para x∗, e seja α ∈ domQ. Definamos:

Q̃ : RN × R → R

(x, y) 7→ Q̃(x, y) = Q(x) + y

e a multifunção

G̃ : RN × R → RN × R

(x, y) 7→ G̃(x, y) = G(x)× {W (x)} = co{F i(x)×W (x) : x ∈ M i}.
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Mostremos que o sistema (Q̃, G̃) é fracamente decrescente.

Pelo Teorema 4.2 anterior, só temos que verificar que hG̃♯((x, y), ∂P Q̃(x, y)) ≤ 0 para

todo (x, y) ∈ RN × R.

Seja (ξ, r) ∈ ∂P Q̃(x, y), então pela definição de Q̃ temos que ξ ∈ ∂PQ(x) e r = 1.

Logo (ξ, 1) ∈ ∂P Q̃(x, y) e por iii) temos a existência v ∈ G♯(x) tal que ⟨ξ, v⟩ ≤ −W (x)

para todo ξ ∈ ∂PQ(x). Assim

hG̃♯((x, y), (ξ, 1)) = min
(v1,v2)∈G̃♯(x,y)

⟨(v1, v2), (ξ, 1)⟩

= min
v1∈G♯(x)

⟨v1, ξ⟩+W (x)

≤ ⟨v, ξ⟩+W (x) ≤ −W (x) +W (x) = 0.

De forma que (Q̃, G̃) é fracamente decrescente. Isto implica que existe uma trajetória

(x(·), y(·)) de G̃ começando em (α, 0) e satisfazendo

Q̃(x(t), y(t)) ≤ Q̃(α, 0) = Q(α) para t ≥ 0

ou seja

Q(x(t)) + y(t) ≤ Q(α), (4.4)

onde x(·) é uma trajetória de G e y(·) é trajetória de {W (x)}. Então,

ẏ(t) = W (x(t)) ⇒ y(t) =

∫ t

0

W (x(s))ds.

De (4.4) segue que

Q(x(t)) +

∫ t

0

W (x(s))ds ≤ Q(α),

onde Q(x(t)) e
∫ t

0
W (x(s))ds são limitadas. Como G é limitada temos que ẋ(t) ∈ G(x(t))

é limitada, x(·) é Lipschitz sobre [0,∞) (com constante de Lipschitz k).

Temos ainda que mostrar que x(t) → x∗, quando t → ∞. Esta parte será feita por

contradição.

Suponhamos que x(t) não convirja a x∗ quando t → ∞, então para algum ϵ > 0

existem pontos ti → ∞ tal que ∥x(ti)− x∗∥ ≥ ϵ, (i = 1, 2, ...).

Podemos admitir que ti+1 − ti >
ϵ
2k
. Seja η > 0 tal que:

∥x− x∗∥∞ ≥ ∥u− x∗∥ ≥ ϵ

2
=⇒ W (u) ≥ η.
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Como (Q,W ) forma um par de Lyapounov para x∗, pela Proposição 4.1 existe uma função

W̃ para a qual (Q, W̃ ) continua sendo um par de Lyapounov para x∗, onde W̃ é localmente

Lipschitz.

A fim de não sobrecarregar a notação, vamos a manter W̃ como W .

Assim η existe, pois W é continua e positiva sobre o anelo em questão. Então

|t− ti| <
ϵ

2k
=⇒ ∥x(t)− x(ti)∥ <

ϵ

2
=⇒ ∥x(t)− x∗∥ ≥ ϵ

2
.

De fato,

∥x(t)− x∗∥ = ∥x(t)− x(ti) + x(ti)− x∗∥ ≥ ∥x(ti)− x∗∥ − ∥x(t)− x(ti)∥

≥ ϵ− ϵ

2
=

ϵ

2
.

Logo W (x(t)) ≥ η.

Também temos:∫ ti+1

ti−1

W (x(s))ds ≥
∫ ti+1

ti−1

ηds = η(ti+1 − ti−1) > η
ϵ

2k
.

Isto implica que
∫ t

0
W (x(s))ds diverge, o que é uma contradição.

Assim temos então para qualquer α ∈ domQ, existe uma trajetória deG, com x(0) = α

tal que x(t) → x∗. O teorema queda demostrado.

�

Exemplo 4.1. Consideremos n = 1 e sejam M1 = {x : x < 0}, M2 = {x : x > 0},
M3 = {0} subdomı́nios estratificados de R, e sejam F1(x) = [−1

2
, 1], para todo x ∈ M1 e

F2(x) = [−1, 1
2
], para todo x ∈ M2.

Notemos que G e G♯ são diferentes sobre M3 = {0}. Pois G(0) = [−1, 1] e G♯(0) =

[−1
2
, 1
2
]. Note que G♯(0) ⊂ G(0).

Seja x∗ = 0, então 0 ∈ G(x∗), x∗ é um ponto de equiĺıbrio de G globalmente assinto-

ticamente estável. De fato, sejam

Q : R → R W : R → R

x 7→ Q(x) = |x| x 7→ W (x) = 1− e−|x|



4.2 Teoria de Lyapounov em Domı́nios Estratificados 62

i) Q,W ≥ 0 e W (x) = 0 ⇔ x = x∗,

ii)os conjuntos de ńıvel {x ∈ R : Q(x) ≤ q} são compactos para todo q ∈ R;

iii) também temos

∂PQ(x) = sgn(x) =


1, x > 0;

[−1, 1], x = 0;

−1, x < 0

;

para todo x.

Se x = 0

hG♯(x, ξ) = min
v∈G♯(0)

= min{⟨[−1

2
,
1

2
], [−1, 1]⟩} = −1

2
≤ 0 = −W (x).

Se x > 0

hG♯(x, ξ) = min
v∈G♯(x)

= min
F2(x)

{⟨[−1,
1

2
], 1⟩} = −1 ≤= −W (x).

Se x < 0

hG♯(x, ξ) = min
v∈G♯(x)

= min
F1(x)

{⟨[−1

2
, 1],−1⟩} = −1 ≤= −W (x).

Assim hG♯(x, ξ) ≤ 0, ∀x ∈ R onde ξ ∈ ∂PQ(x).
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Logo temos que (Q,W ) são um par de Lyapounov. Pelo teorema de Lyapounov temos que

x∗ é globalmente assintoticamente estável.

Exemplo 4.2. Consideremos o plano R2 e sejam M1, M2 os semiplanos superior e infe-

rior respectivamente e M3,M4 o eixo positivo e negativo respectivamente e seja M5 = {0}.
Sejam

F1

(
x1

x2

)
=

(
0

−1

)
;F2

(
x1

x2

)
=

(
0

1

)
;F3

(
x1

x2

)
=

(
1

0

)
;F4

(
x1

x2

)
=

(
−1

0

)
.

Note que F5 consiste de somente do vetor zero. Este é o caso para todas as variedades

de dimensão zero. Temos que G difere de F = Fi(x) só sobre o eixo x1, com

G

(
x1

0

)
=


{v : |v1|+ |v2| ≤ 1; v1 ≥ 0} se x1 < 0

{v : |v1|+ |v2| ≤ 1} se x1 = 0

{v : |v1|+ |v2| ≤ 1; v1 ≥ 0} se x1 > 0

=


co{

(
0
−1

)(−1
0

)(
0
1

)
}, x1 > 0

co{
(

0
−1

)(
0
1

)(
1
0

)(−1
0

)
}, x1 = 0

co{
(

0
−1

)(
1
0

)(
0
1

)
}, x1 < 0

e

G♯

(
x1

0

)
=


{
(−1

0

)
}, x1 > 0

{
(
0
0

)
}, x1 = 0

{
(
1
0

)
}, x1 < 0

onde v =
(
v1
v2

)
.

Considerando o seguinte par de Lyapounov Q(z) = ∥z∥ e W (z) = 1 − e−∥z∥ com

z =
(
x1

x2

)
, temos que x∗ = 0 é um ponto de equiĺıbrio globalmente assintoticamente estável.

Vejamos se hG♯(z, ∂PQ(z)) ≤ 0, ∀z ∈ R2, onde

∂PQ

(
x1

x2

)
=



{sgn(x1)} × {sgn(x2)}, x1 ̸= 0, x2 ̸= 0

{sgn(x1)} × [−1, 1], x1 ̸= 0, x2 = 0

[−1, 1]× {sgn(x2)}, x1 = 0, x2 ̸= 0

[−1, 1]× [−1, 1], x1 = 0, x2 = 0

Analisemos por casos: Se z =
(
x1

x2

)
=

(
0
0

)
,

hG♯(z, ξ) = min
v∈G♯(00)

⟨v, ξ⟩ = min
v∈G♯(00)

⟨(0
0

)
,

(
[−1, 1]

[−1, 1]

)⟩
= 0 = −W

(
0

0

)
;
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se z =
(
x1

x2

)
=

(
x1

0

)
, x1 > 0

hG♯(z, ξ) = min
v∈G♯(x10 )

⟨v, ξ⟩ = min
v∈G♯(x10 )

⟨(−1

0

)
,

(
1

[−1, 1]

)⟩
= −1 ≤ −W

(
x1

0

)
< 0;

se z =
(
x1

x2

)
=

(
x1

0

)
, x1 < 0

hG♯(z, ξ) = min
v∈G♯(x10 )

⟨v, ξ⟩ = min
v∈G♯(x10 )

⟨(1
0

)
,

(
−1

[−1, 1]

)⟩
= −1 ≤ −W

(
x1

0

)
< 0;

se z =
(
x1

x2

)
∈ M1

hG♯(z, ξ) = min
v∈G♯(x1x2)

⟨v, ξ⟩ = min
v∈F1(x1x2)

⟨v, ξ⟩ = min
v∈F1(x1x2)

⟨
(

0
−1

)
,
({sgnx1}

1

)
⟩

⟨
(

0
−1

)
,
(
[−1,1]

1

)
⟩

= −1 < 0;

se z =
(
x1

x2

)
∈ M2

hG♯(z, ξ) = min
v∈G♯(x1x2)

⟨v, ξ⟩ = min
v∈F2(x1x2)

⟨v, ξ⟩ = min
v∈F1(x1x2)

⟨
(
0
1

)
,
({sgnx1}

−1

)
⟩

⟨
(
0
1

)
,
(
[−1,1]
−1

)
⟩

= −1 < 0.

Assim hG♯(z, ξ) ≤ 0,∀z ∈ R2 onde ξ ∈ ∂PQ(z).

Logo pelo Teorema de Lyapounov, temos que x∗ = 0 é um ponto de equiĺıbrio global-

mente assintoticamente estável.
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CAṔITULO 5

A EQUAÇÃO PROXIMAL DE

HAMILTON-JACOBI-BELLMAN

Neste capitulo mostraremos que a função valor é a única solução semicont́ınua inferior-

mente de uma generalização da clássica equação de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Mas

para isso previamente caracterizaremos sistemas fortemente decrescentes e crescentes.

5.1 Sistemas Fortemente Decrescentes

Seja φ ∈ F(RN). O sistema (φ, F ) é fortemente decrescente se para qualquer trajetória

x(·) sobre [0,∞), temos φ(x(t)) ≤ φ(x(0)) para todo t ≥ 0. Isto equivale à função

t 7→ φ(x(t)) ser decrescente, sempre que x(·) seja uma trajetória.

O seguinte teorema fornece uma caracterização hamiltoniana para sistemas fortemente

decrescentes, para mais detalhes ver ([1])

Teorema 5.1. Sejam φ ∈ F(RN) e F localmente Lipschitz. Então (φ, F ) é fortemente

decrescente se e só se

HF (x, ∂
Pφ(x)) ≤ 0, ∀x ∈ RN

Considerando nossa dinâmica G, a qual não é Lipschitz, se pode caracterizar em que

condições (φ,G) é fortemente decrescente?. A resposta é sim, já com os resultados de [10]

se pode pensar em utilizar o hamiltoniano maximizado essencial.

Proposição 5.1. Seja φ ∈ F(RN). Então (φ,G) é fortemente decrescente se e só se

(epiφ,G× {0}) é fortemente invariante.
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Demonstração. Seja z(·) qualquer trajetória de G × {0}, com z = (x(0), y(0)) ∈ epiφ ⊆
RN × R. Temos que x(·) é trajetória de G com x(0) = x e ẏ(t) = 0, y(0) = y então

y(t) = y,∀t ∈ [0, T ]. Como (x, y) ∈ epiφ então φ(x) ≤ y. Logo

φ(x(0)) ≤ y(t).

Como (φ,G) é fortemente decrescente obtemos φ(x(t)) ≤ y(t), para todo t ∈ [0, T ]. Assim

(x(t), y(t)) ∈ epiφ para todo t ∈ [0, T ] e (epiφ,G× {0}) é fortemente invariante.

Por outro lado, seja x(·) trajetória de G, com x(0) = x, i.e.,

ẋ(t) ∈ G(x(t)) q.t.p. t ∈ [0, T ]

x(0) = x.

Como x ∈ RN então (x, φ(x)) ∈ epiφ. Tome y(t) = φ(x) para todo t ∈ [0, T ], logo

(x(t), y(t)) é uma solução de G×{0}. Como (epiφ,G×{0}) é fortemente invariante então

(x(t), y(t)) ∈ epiφ, o que implica em

φ(x(t)) ≤ y(t) = φ(x) = φ(x(0)), ∀t ∈ [0, T ].

Portanto (φ,G) é fortemente decrescente.

�

Dado que (epiφ,G× {0}) é fortemente invariante então

hG♯×{0}((x, r),−(ξ, λ)) ≥ 0; ∀(x, r) ∈ epiφ, ∀(ξ, λ) ∈ NP
epiφ(x, r), (5.1)

isto pelo Corolário 3.4.

Teorema 5.2. Seja φ ∈ F(RN). Então (φ,G) é fortemente decrescente se e só se

HG♯(x, ∂Pφ(x)) ≤ 0, ∀x ∈ RN .

Demonstração. Sejam x ∈ RN e ξ ∈ ∂Pφ(x). Então (ξ,−1) ∈ NP
epiφ(x, φ(x)) e sendo

(epiφ,G× {0}) fortemente invariante e pelo Corolário 3.4 podemos obter,

hG♯×{0}((x, φ(x)),−(ξ,−1)) = min
v∈G♯(x)

⟨(v, 0), (−ξ, 1)⟩ = min
v∈G♯(x)

⟨v, ξ⟩ = hG♯(x,−ξ)

Assim, segue de (5.1) que HG♯(x, ∂Pφ(x)) ≤ 0, ∀x ∈ RN .

Agora provemos a rećıproca. Suponha que HG♯(x, ∂Pφ(x)) ≤ 0, ∀x ∈ RN . Devido à

Proposição 5.1 mostremos que (epiφ,G×{0}) é fortemente invariante. Dado ξ ∈ ∂Pφ(x)
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temos que (ξ,−1) ∈ NP
epiφ(x, φ(x)) e

hG♯×{0}((x, φ(x)),−(ξ,−1)) = hG♯(x,−ξ).

Para qualquer z(·) = (x(·), y(·)) solução de G× {0}, isto é,

ż(t) ∈ G× {0}(z(t))

z(0) = (x, φ(x)),

pelo Teorema 3.1 tem-se

depiφ(x(T ), y(T )) ≤ ekTdepiφ(x(0), φ(x(0))) = 0

Então segue que φ(x(t)) ≤ φ(x(0)), ∀t ∈ [0, T ]. Assim (φ,G) é fortemente decrescente.

�

5.2 Sistemas Fortemente Crescentes

Definição 5.1. Dizemos que o sistema (φ, F ) é fortemente crescente sobre RN se para

qualquer trajetória sobre [0,∞) a função t 7→ φ(x(t)) é crescente sobre [0,∞).

Agora caracterizaremos algumas propriedades de monotonicidade onde a função φ

depende de t e x. e os resultados não se escapam do normal. Não é nenhuma surpresa

que as caracterizações possam ser estendidas para o caso de t-dependência.

Por conveniência de notação, definamos o Hamiltoniano estendido como sendo

h : RN × R× RN −→ R

(x, θ, ξ) 7−→ h(x, θ, ξ) = θ + h(x, ξ)

Agora seja φ(t, x) semicont́ınua inferior. Como antes o sistema (φ, F ) é fortemente

crescente se t 7→ φ(t, x(t)) é crescente sempre que x(·) é uma trajetória. Considerando

t como uma variável de estado extra sujeito a ṫ = 1, e tomando Fe(x) := {1} × F (x),

derivamos o seguinte corolário quando φ tem t−dependência.

Corolário 5.1. 1. Seja φ ∈ F([0, T ] × RN). (φ,G) é fracamente decrescente se e só

se

θ + hG♯(x, ξ) ≤ 0, ∀(θ, ξ) ∈ ∂Pφ(t, x),∀(t, x) ∈ [0, T ]× RN ;
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2. Seja φ ∈ F([0, T ]× RN). (φ,G) é fortemente decrescente se e só se

θ +HG♯(x, ξ) ≤ 0, ∀(θ, ξ) ∈ ∂Pφ(t, x),∀(t, x) ∈ [0, T ]× RN .

Proposição 5.2. (φ,G) é fortemente crescente se e somente se

θ + hG♯(x, ξ) ≥ 0, ∀(θ, ξ) ∈ ∂Pφ(t, x), ∀(t, x) ∈ [0, T ]× RN .

Demonstração. Seja x(·) uma trajetória de G sobre [0, T ] e definamos y(t) = x(t∗ − t)

onde t∗ ∈ [0, T ]. Então a função y(·) esta definida sobre o intervalo (t∗ − T, t∗) e satisfaz

ẏ(t) = −ẋ(t∗ − t) ∈ −G(x(t∗ − t)) = −G(y(t)), q.s.,

i.e., y(·) é uma trajetória de G∗ sobre (t∗ − T, t∗) onde G∗(y) = −G(y). Também temos

que φ(t, x(t)) é crescente para todo x(·), se e só se φ(t∗ − t, y(t)) é decrescente para todo

y(·), pois

φ(t∗ − t, x(t∗ − t)) ≤ φ(t∗, x(t∗)) ⇒ φ(t∗ − t, y(t)) ≤ φ(t∗, y(0)).

Tome φ∗(t, y) = φ(t∗ − t, y). Temos mostrado que fortemente crescente sobre [0, T ]×RN

para (φ,G) é o mesmo como fortemente decrescente sobre (t∗−T, t∗)×RN para (φ∗, G∗).

Aplicando Corolário 5.1, item 2, para (φ∗, G∗) obtemos;

θ +H(G∗)♯(y, ξ) ≤ 0, ∀(θ, ξ) ∈ ∂Pφ∗(t, y), ∀(t, y) ∈ (t∗ − T, t∗)× RN .

Mostremos que

H(G∗)♯(y, ξ) = −hG♯(y, ξ), (5.2)

(θ, ξ) ∈ ∂Pφ∗(t, y) ⇔ (−θ, ξ) ∈ ∂Pφ(t∗ − t, y). (5.3)

De fato,

H(G∗)♯(y, ξ) = −h(G∗)♯(y,−ξ) = − min
v∈(G∗)♯(y)

⟨v,−ξ⟩ = − min
−v∈G♯(y)

⟨v,−ξ⟩

= − min
−v∈G♯(y)

⟨−v, ξ⟩ = −hG♯(y, ξ),

o que mostra (5.2).

Agora vejamos (5.3). Sendo, (θ, ξ) ∈ ∂Pφ∗(t, y) se e só se existem σ,M > 0 tal que

φ∗(t′, x) ≥ φ∗(t, y) + ⟨(θ, ξ), (t′, x)− (t, y)⟩ − σ∥(t′, x)− (t, y)∥2,
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para todo (t′, x) ∈ B((t, y);M) como φ∗(t, y) = φ(t∗ − t, y), temos

φ(t∗ − t′, x) ≥ φ(t∗ − t, y) + ⟨(θ, ξ), (t′ − t, x− y)⟩ − σ∥(t′ − t, x− y))∥2,

fazendo t∗ − t′ = s′ e t∗ − t = s obtemos

φ(s′, x) ≥ φ(s, y) + ⟨(θ, ξ), (s− s′, x− y)⟩ − σ∥(s− s′, x− y))∥2,

φ(s′, x) ≥ φ(s, y) + ⟨(−θ, ξ), (s′ − s, x− y)⟩ − σ∥(s− s′, x− y))∥2,

φ(s′, x) ≥ φ(s, y) + ⟨(−θ, ξ), (s′, x)− (s, y)⟩ − σ∥(s′, x)− (s, y)∥2,

para todo (s′, x) ∈ B((s, y);M), assim, (−θ, ξ) ∈ ∂Pφ(s, y) = (−θ, ξ) ∈ ∂Pφ(t∗ − t, y).

Logo a proposição segue imediatamente.

�

5.3 A equação de Hamilton-Jacobi-Bellman

Consideremos o seguinte problema de control ótimo (P ) global, com G sendo associada

as Fi.

(P )



min g(x(T ))

s.a. x ∈ W 1,1([0, T ];RN) satisfazendo

ẋ(t) ∈ G(x(t)) q.s.

x(0) = x0,

onde W 1,1 é o conjunto de funções absolutamente continuas e g : RN → R ∪ {+∞} é

uma função semicont́ınua inferiormente (s.c.i.), denominada função de custo.

Dizemos que x(·) é fact́ıvel para (P ) se satisfaz as condições do problema. E x(·) é

ótimo (mı́nimo) para o problema (P ) se

g(x(T )) ≤ g(x(T ))

para qualquer x(·) fact́ıvel.

A ligação entre o problema de control ótimo (P ) e a equação Hamilton-Jacobi-Bellman

(HJB) é feita através da função valor V : R × RN → R ∪ {+∞} definido como o ı́nfimo
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custo do problema

P (t, x)



min g(x(T ))

s.a. y ∈ W 1,1([t, T ];RN) satisfazendo

ẏ(s) ∈ G(y(s)) q.t.p.

y(t) = x,

i.e., V (t, x) := inf P (t, x) e V (t, x) = +∞ se não existe y(·) satisfazendo as restrições do

problema.

Se V (t, x) < +∞ então P (t, x) tem mı́nimo. De fato, se V (t, x) < +∞ então domV ̸=
∅, e existe x(·) fact́ıvel para P (t, x). Segue da Proposição 2.6.2 em [12] que o problema

P (t, x) tem mı́nimo.

Recordemos que para os problemas clássicos de control ótimo do tipo Mayer, a função

valor pode ser caracterizada como a única solução semicont́ınua inferiormente das equações

de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), sempre que a dinâmica seja Lipschitz. Em nosso

problema, as dinâmicas Fi são definidas, em separado, e se pode pensar na regularização

das Fi, mas, a multifunçãoG é só semicont́ınua superior. Isto não é suficiente para garantir

existência e unicidade de soluções da equação de HJB.

O seguinte teorema mostra que a função valor é a única solução semicont́ınua inferi-

ormente da equação de HJB generalizada.

Teorema 5.3. Seja uma estratificação {Mi} de RN associada a Fi. Se g é semicont́ınua

inferiormente então a função valor para o problema (P) é a única função semicont́ınua

inferiormente V : [0, T ]× RN → R ∪ {+∞} tal que para cada (θ, ξ) ∈ ∂PV (t, x) tem-se

θ + hG♯(x, ξ) = 0, ∀(t, x) ∈ (0, T )× RN (5.4)

lim
t→T

inf
y→x

V (t, y) = g(x) = V (T, x), x ∈ RN (5.5)

Demonstração. Suponhamos que em vez do problema (P ) acima, consideramos a familia

de problemas

P (τ, α)



min g(x(T ))

s.a. x ∈ W 1,1([τ, T ];RN) satisfazendo

ẋ(t) ∈ G(x(t))

x(τ) = α,
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e a função valor associada V : [0, T ]× RN → R ∪ {+∞} definida por

V (τ, α) := inf
x(·)

{g(x(T )) : x(τ) = α}.

V é semicont́ınua inferiormente em [0, T ] × RN . De fato, fixemos (t, x) ∈ [0, T ] × RN e

consideremos a sequência {(ti, xi)} em [0, T ]× RN tal que (ti, xi) → (t, x) e limi V (ti, xi)

exista. Mostraremos que

V (t, x) ≤ lim
i
V (ti, xi).

Para cada i, P (ti, xi) tem um mı́nimo (ver [12]- Prop.2.6.2) yi : [ti, T ] → RN , yi(ti) = xi.

Estendendo yi a todo [0, T ] por uma extrapolação constante sobre [0, ti], a desigualdade

de Gronwall’s (ver [12]- Lema 2.4.4) implica que {yi} e suas derivadas são uniformemente

limitadas. Pelo teorema de Compacidade das trajetórias, existe uma subsequência {yi}
que converge a um arco y(·), o qual é trajetória de G e

y(t) = lim
i
yi(ti) = lim

i
xi = x,

e

V (t, x) ≤ g(y(T )) = lim
i
g(yi(T )) = lim

i
V (ti, xi).

Assim a função valor é semicont́ınua inferiormente.

V (τ, α) é definida para τ ≤ T , assim o subgradiente proximal de V só tem sentido

para τ < T . Mas neste intervalo, podemos mostrar que V satisfaz

θ + hG♯(x, ξ) ≥ 0, ∀(t, x) ∈ (0, T )× RN . (5.6)

De fato. Primeiramente verifiquemos que V (t, x(t)) é sempre crescente quando x(·) é
uma trajetória.

Para isto tome dois pontos τ, t′ ∈ [0, T ] com τ ≤ t′, x : [τ, T ] → RN um minimizador

para o problema P (τ, x(τ)). Seja x : [τ, T ] → RN uma trajetória de G.

V (τ, x(τ)) ≤ V (t′, x(t′)) (5.7)

V (τ, x(τ)) = V (t′, x(t′)) (5.8)

Suponhamos que (5.7) é falso. Então existe ϵ > 0 tal que V (τ, x(τ)) > V (t′, x(t′))+ ϵ.

Por definição de V existe uma trajetória z : [t′, T ] → RN tal que z(t′) = x(t′) e

V (t′, x(t′)) > g(z(T ))− ϵ

2
.
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Então a trajetória y : [0, T ] → RN definida por

y(t) :=

x(t), τ ≤ t < t′

z(t), t′ ≤ t ≤ T

satisfaz

V (τ, x(τ)) ≤ g(y(T )) = g(z(T )) < V (t′, x(t′)) +
ϵ

2
< V (τ, x(τ))− ϵ

2

(absurdo). Logo deduzimos que (5.7) é verdadeira. Notemos, de novo pela definição de

V , que

V (t′, x(t′)) ≤ g(x(T )) = V (τ, x(τ))

combinando com a condição (5.7) temos (5.8).

A função valor de (P ) é crescente ao longo de trajetórias arbitrarias, e é constante ao

longo de uma trajetória minima.

Este crescimento forte do sistema (φ,G), implica pela Proposição 5.2 a desigualdade

hamiltoniana (5.6).

Agora mostremos

hG♯(x, ∂PV (t, x)) ≤ 0,∀(t, x) ∈ (0, T )× RN . (5.9)

Sempre que V (τ, α) é finito ([12]-Prop.2.6.2), existe um arco x ótimo para o problema

P (τ, α), e ao longo de x, V é constante, i.e., t 7→ V (t, x(t)) é constante sobre [τ, T ].

Assim o sistema (V,G) é fracamente decrescente relativo a t ∈ (0, T ), logo temos (5.9).

Assim de (5.6) e (5.9) temos hG♯(x, ∂PV (t, x)) = 0.

E V satisfaz limt→T infy→x V (t, y) = V (T, x) = g(x). De fato, que o lado esquerdo

não é maior que o direito decorre da semicontinuidade inferior de V , e notando que V é

constante ao longo de arcos ótimos.

Agora seja φ outra função como descreve no teorema. Vamos a mostrar primeiro que

V ≤ φ. De fato, seja (τ, α) qualquer ponto com τ ≤ T na qual φ é finito. Desde que

hG♯(x, ∂Pφ(t, x)) ≤ 0 o sistema (φ,G) é fracamente decrescente relativamente a t < T ,

tal que para qualquer T ′ < T ; existe uma trajetória x(·) sobre [τ, T ′] com x(τ) = α

tal que φ(T ′, x(T ′)) ≤ φ(τ, α). Fazendo T ′ → T , a semicontinuidade e pelo teorema da
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compacidade das trajetórias obtemos

g(x(T )) = φ(T, x(T )) ≤ φ(τ, α)

o que implica V (τ, α) ≤ φ(τ, α).

Passemos a mostrar agora que V ≥ φ. Seja (τ, α) qualquer outro ponto com τ ≤ T ,

onde V é finito, então existe uma trajetória x ótima para P (τ, α). Por (5.5) existe uma

sequência (ti, yi) → (T, x(T )), com ti < T tal que

φ(ti, yi) → g(x(T )) = V (τ, α)

por propriedades elementais de inclusões diferenciais em relação à dependência das con-

dições iniciais, existe (para i grande) uma trajetória xi desde um ponto (τi, αi) a (ti, yi)

onde (τi, αi) → (τ, α) e desde que hG♯(x, ∂Pφ(t, x)) ≥ 0 o sistema (φ,G) é fortemente

crescente para t ∈ [τi, ti], assim temos φ(τi, αi) ≤ φ(ti, yi). Isto implica

φ(τ, α) ≤ φ(T, x(T )) = V (τ, α),

o que completa a prova.

�

A prova do teorema estabelece dois corolários de comparação.

Corolário 5.2. φ : (0, T ]× RN → R semicont́ınua inferiormente e satisfazendo

a) hG♯(x, ∂Pφ(t, x)) ≤ 0 ∀(t, x) ∈ (0, T )× RN ,

b) g(x) ≤ φ(T, x) ∀x ∈ RN .

então φ ≥ V .

Corolário 5.3. φ : (0, T ]× RN → R semicont́ınua inferiormente e satisfazendo

a) hG♯(x, ∂Pφ(t, x)) ≥ 0 ∀(t, x) ∈ (0, T )× RN ,

b) limt→T infy→x φ(t, y) ≤ g(x) ∀x ∈ RN .

então φ ≤ V .

No Corolário 5.3, na teoria clássica é valida se a G é Lipschitz, mas como vimos nos

já não precisamos isso desde que é introduzido o Hamiltoniano essencial.
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5.4 Funções Verificação

Seja F uma multifunção satisfazendo as hipóteses padrão. Consideremos o seguinte

problema de controle ótimo (P ∗)

(P ∗)



min l(x(T ))

s.a. x ∈ W 1,1([0, T ];RN) satisfazendo

ẋ(t) ∈ F (x(t)) q.s.

x(0) = x0.

Aqui T > 0, x0 ∈ RN , e g : RN → R uma função semicont́ınua inferiormente são dados.

Procuramos, por conseguinte minimizar o custo do ponto final l(x(T )) sobre todas as

trajetórias x(·) de F sobre [0, T ] em x0. Resulta da hipóteses padrão 1 (HP1) que o

problema (P ∗) admite uma solução. Suponhamos que F seja Lipschitz.

Vamos agora descrever como uma ideia muito boa do cálculo das variações, originado

com Legendre, leva a condições suficientes para otimalidade em problemas de controle.

Suponhamos que temos um arco fact́ıvel x(·) que suspeitamos ser ideal ou ótimo para o

nosso problema. Como podemos verificar que x é uma solução?. Aqui está um caminho.

Produzir uma função suave φ(t, x) tal que:

φt(t, x) + ⟨φx(t, x), v⟩ ≥ 0, ∀x,∀t ∈ [0, T ], ∀v ∈ F (x), (5.10)

φ(T, ·) = l(·), (5.11)

φ(0, x) = l(x(T )). (5.12)

Vamos ver como a existência de φ verifica que x é ótimo. Seja x(·) qualquer um outro

arco qualquer de (P ∗). Então para quase todo t ∈ [0, T ], temos

d

dt
φ(t, x(t)) = φt(t, x(t)) + ⟨φx(t, x), ẋ(t)⟩ ≥ 0, (5.13)

por (5.10). Integrando sobre [0, T ] obtemos:

φ(T, x(T )) = l(x(T )) ≥ φ(0, x) = l(x(T )). (5.14)

De fato, integrando (5.13) temos φ(t, x(t)) |T0≥ 0

φ(T, x(T ))− φ(0, x(0)) ≥ 0 ⇒ φ(T, x(T )) ≥ φ(0, x(0))

e por (5.11)e (5.12) obtemos (5.14).
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Então x fornece o menor valor posśıvel de l(x(T )), como requeŕıamos. Também segue

que φ(0, x(0)) é o valor de (P ∗), i.e. é o custo mı́nimo.

A desigualdade de Hamilton-Jacobi-Bellman (5.10) foi realmente utilizada apenas para

deduzir que a aplicação t 7→ φ(t, x(t)) é crescente sempre que x(·) seja uma trajetória.

Em nossa terminologia, queremos que (φ, F ) seja fortemente crescente sobre (0, T )×
RN .

Agora pensemos na dinâmica estratificada. Nossos resultados anteriores nos permitem

caracterizar esta propriedade do sistema, mesmo quando φ não é diferenciável. Aqui temos

uma correspondente extensão do argumento de verificação cuja prova é uma adaptação

do caso clássico em cálculo das variações.

Proposição 5.3. Seja x fact́ıvel para (P ) e suponha que existe uma função semicont́ınua

inferiormente φ(t, x) sobre [0, T ]× RN satisfazendo.

hG♯(x, ∂Pφ(t, x)) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ (0, T )× RN , (5.15)

lim
t→T

sup
y→x

φ(t, y) ≤ g(x), (5.16)

φ(0, x) = g(x(T )). (5.17)

Então x soluciona (P ), e o valor de (P ) é φ(0, x(0)).

Demonstração. Seja x fact́ıvel para (P ) e seja x(·) qualquer outro arco de (P ), de (5.15)

temos, para (θ, ξ) ∈ ∂Pφ(t, x)), que

hG♯(x(t), (θ, ξ)) = θ + hG♯(x(t), ξ) ≥ 0 ∀(x, t) ∈ (0, T )× RN .

Logo pela Proposição 5.2 temos que (φ,G) é fortemente crescente, i.e.,

g(x(T )) = φ(0, x(0)) ≤ φ(T, x(T )) ≤ lim
t→T

sup
y→x(T )

φ(t, y) ≤ g(x(T ))

e a desigualdade segue da semicontinuidade inferior de φ e (5.16). Então x soluciona (P )

e o valor de (P ) é φ(0, x(0)). �

Uma função semicont́ınua inferiormente satisfazendo as hipóteses (5.15), (5.16) e

(5.17) da Proposição 5.3 é chamada de função de verificação em domı́nios estratificados.
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CAṔITULO 6

CONCLUSÕES

Neste trabalho estudamos os resultados obtidos em [10] por P. Wolenski-R. Barnard.

Os resultados fornecem critérios de invariância fraca e forte, condições Hamiltonianas para

uma dinâmica não Lipschitz. Com os resultados obtidos em [10] surgem ideas para estu-

dar a teoria de Lyapounov em domı́nios estratificados, como se apresentado no trabalho,

mostrando condições que garantem a estabilidade assintótica global para uma dinâmica

estratificada estendendo a teoria de Lyapounov de sistemas clássicos para sistemas estrati-

ficados. A principal diferença na obtenção dos resultados foi trabalhar com as velocidades

essenciais da multifunção velocidade essencial no lugar da dinâmica estratificada não Lips-

chitz continua, apesar de que restrito a cada domı́nio seja Lipschitz continua. Ilustramos

o resultado com exemplos. Além disso apresentamos condições Hamiltonianas para sis-

temas fraca e fortemente decrescentes (crescentes), critérios que permitem mostrar que a

função valor para o problema do tipo Mayer em domı́nios estratificados é a única solução

semicont́ınua inferior de uma generalização adequada da clássica equação Hamilton-Jacobi

para o Problema de Mayer em domı́nios estratificados.

Existem muitas coisas por fazer nestes denominados subdomı́nios estratificados, como

menciono mais acima. Daniella Porto, atualmente aluna de doutorado do programa, está

trabalhando para fornecer condições necessárias para um problema de controle ótimo

com uma dinâmica estratificada. O objetivo do trabalho é obter condições necessárias a

otimalidade na forma do Prinćıpio do Máximo de Pontryagin para os problemas de Mayer

e condições suficientes para otimalidade de tempo mı́nimo. Também pode ser estudado

condições necessárias para problemas com tempo finais livres, entre outros.
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[1] Clarke, F. H. et al. Nonsmooth analysis and control theory. New York: Springer,
1998.

[2] Clarke, F. H. Generalized gradients and applications. Transactions of the Ame-
rican Mathematical Society, Providence, v.205, p.247-262, 1975.

[3] Clarke,F. H.; Stern,R.J.; Wolenski, P. R. Proximal Smoothness and the
Lower-C2 Property Journal of Convex Analysis, Lemgo, v.2, n.1/2, p.117-144, 1995.

[4] Wolenski, P. R.; Zhuang, Y. Proximal analysis and the minimal time function.
SIAM Journal on Control and Optimization, Philadelphia, v.36, n.3, p.1048-1072,
may 1998.

[5] Clarke, F. H.; Wolenski, P. R. Control of systems to sets and their interiors.
Journal of Optimization Theory and Applications, New York, v.88, n.1, p.3-23, 1996.

[6] Krastanov, M. Forward invariant sets, homogeneity and small-time local control-
lability. Banach Center Publications, Warsaw, v.32, p.287-300, 1995. Geometry in
nonlinear control and differential inclusions.

[7] Rockafellar, R. Clarke’s tangent cones and the boundaries of closed sets in RN .
Nonlinear Analysis: theory, methods and applications, Oxford, v.3, n.1, p.145-154,
1979.

[8] Doering, C. I.; Lopes, A. O. Equações diferenciais ordinárias. Rio de Janeiro:
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CAṔITULO 7

ANEXO

Neste apêndice daremos um esboço do Lema 7.1, mas este pode ser encontrado em

[10]. Não daremos muitos detalhes, mas sim algumas referências.

Um resultado em Rockafellar [7] diz-se que um conjunto fechado C ⊆ RN é wedged

se e só se C é epi-Lipschitz em torno de c. O último significa que após uma mudança de

coordenadas, C tem localmente a forma de epigrafo de uma função Lipschitz. I.e., que

existe uma aplicação unitária Φ : RN → RN−1 × R, uma constante ϵ > 0, e uma função

Lipschitz g : ϵBN−1 → R com g(0) = 0 tal que:

Φ(C − c) ∩ {ϵBN−1 × (−ϵ, ϵ)} = {epig} ∩ {ϵBN−1 × (−ϵ, ϵ)}. (7.1)

BN−1 denota a bola unitária em RN−1.

Além de C ser wedged, suponhamos que C seja proximamente suave. Então a função

de Lipschitz g em (7.1) é lower-C2. E por ([3],Teorema 5.2), isto significa que existe uma

representação

g(y) = max
a∈A

{ga(y) : a ∈ A}, (7.2)

onde A é um espaço métrico compacto e ga : ϵBN−1 → R é tal que ga(·), ∇ga(·) e ∇2ga(·)
são todas cont́ınuas como funções sobre (y, a) ∈ ϵBN−1 × A.
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Para todo y ∈ ϵBN−1, pode ser mostrado que g(·) como em (7.2) tem derivada direccional

g′(y;w) em todas as direções w ∈ RN−1, e além disso satisfaz a formula de Danskin

g′(y;w) = max
a∈A(y)

⟨∇yga(y), w⟩, (7.3)

onde A(y) := {a ∈ A : g(y) = ga(y)}.

A representação (7.2) proporciona um meio simples para calcular os cones normais e

tangentes, bem como determinar seu interior e fronteira.

Recordemos que Φ é unitária, o qual implica que os cones normal e tangente são

preservados sobre a transformação. Denote por cone K o cone convexo gerado por K.

Temos:

NC(c) =coneΦ−1
[
{(∇ga(0),−1) : a ∈ A(0)}

]
=

∩
v>0

co
∪

∥c′−c∥≤v

NC(c
′) (7.4)

TC(c) =coneΦ−1
[
{(w, 1) : ⟨∇ga(0), w⟩ ≤ 1 ∀a ∈ A(0)}

]
=K lim

v→0

∩
∥c′−c∥≤v

TC(c
′). (7.5)

Aqui, K = K limv→0Kv refere-se ao limite de conjuntos de Kuratowski; que significa dois

coisas

lim
v→0

inf dist(x,Kv) = 0 ∀x ∈ K,

e, se vn → 0 e xvn ∈ Kvn são sequencias com xvn → x, então x ∈ K.
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De (7.5) pode se derivar,

intTC(c) =Φ−1
[
cone

{
(w, r) : ∃µ > 0 tal que

⟨∇ga(0), w⟩ ≤ ∥w∥[r − µ(∥∇ga(0)∥+ 1)]∀a ∈ A(0)
}]

={v ∈ RN : ∃µ > 0 tal que ⟨ζ, v⟩ ≤ −µ∥ζ∥∀ζ ∈ NC(c)}; (7.6)

frTC(c) =Φ−1cone
{
(w,−1) : ∃a ∈ A(0) tal que g′(0;w) = ⟨∇ga(0), w⟩

}
={v ∈ TC(c) : ∃ζ ∈ NC(x) \ {0} tal que ⟨ζ, v⟩ = 0}. (7.7)

Lema 7.1. Se x ∈ M i \Mi e v ∈ r − frTM i
(x) então existe j tal que Mj ⊆ M i, x ∈ M j

e v ∈ TM i
(x) e dj < di.

Demonstração. Dado x ∈ M i e v ∈ r − frTMi
(x) = TMi

\ r − intTMi
(x).

Notemos que a fronteira relativa r − frTM i
(x) pode não ser vazia somente quando

di > 0.

Por tanto sem perda de generalidade, podemos admitir que di = N , Por (2.3) existe

uma sequencia tn → 0 tal que x+tnv−xn

tn
→ 0 onde xn = projM i

(x+ tnv). A prova é simples

se x + tnv /∈ Mi para infinitos n. De fato, no caso que xn ∈ frMi = M i \ Mi e já que

existe uma quantidade finita de subdomı́nios na estratificação, então deve existir j tal que

xn ∈ Mj para infinitos n. Como a projM i
é Lipschitz então limn→∞ xn = projM i

x = x.

Isto implica que x ∈ M j e v ∈ TMj
(x).

Outro caso é quando x + tnv ∈ Mi para todo n grande, neste caso xn = x + tnv. A

prova aqui é mais dif́ıcil e recorremos à representação (7.2). Combinando coordenadas,

podemos supor, sem perda de generalidade, que x = 0 e que M i = epig (localmente) onde

g é da forma (7.2). Para z ∈ RN , escrevemos z = (zN−1, zN) ∈ RN−1 × R e com esta

notação, são dados xn = tnv, satisfazendo xN−1
n = tnv

N−1 e

xN
n

tn
→ vN . (7.8)

Mostremos (7.8). A suposição de que v ∈ frTM i
(x) e (7.7) implicam que vN = g′(0; vN−1)

por (7.7). A partir da fórmula de Danskin (7.3), existe a ∈ A(0) para o qual

vN = g′(0; vN−1) = ⟨∇ga(0), v
N−1⟩.



7 Anexo 82

Usando este fato temos

vN = ⟨∇ga(0), v
N−1⟩ = lim

n→∞

ga(tnv
N−1)

tn

≤ lim
n→∞

g(tnv
N−1)

tn

≤ lim
n→∞

xN
n

tn
= vN , (7.9)

onde a desigualdade (7.9) segue do fato que xn ∈ Mi (i.e., xN
n > g(xN−1

n )). Logo a

igualdade (7.8) está demonstrada.

Como (xN
n , g(x

N
n )) ∈ frM i para cada n, existe um ı́ndice j tal que Mj contem infinitos

pontos (xN
n , g(x

N
n )). Portanto 0 ∈ M j e v ∈ TMj

(0). Desde que Mj ⊆ M i e Mj ∩Mi = ∅,
temos que dj < di e a prova é completa.

�
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