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RESUMO

Neste trabalho caracterizaremos sistemas dinamicos na forma dos chamados dominios
estratificados. Bressan e Hong [9] foram os primeiros a definir e trabalhar em dominios
estratificados. Grosso modo, estes sao uma cole¢ao de dominios disjuntos, cada um tendo
sua propria dinamica; mas nao se exige que seus dominios sejam proximamente suaves e
nem wedged. Estes termos foram introduzidos por P. Wolenski e R. Barnard em [I0].

Primeiramente, estabeleceremos condigoes Hamiltonianos para caracterizar invarian-
cia fraca e forte para sistemas nao Lipschitz em dominios estratificados.

Depois, estudamos condi¢oes Hamiltonianas para sistemas fracamente e fortemente
decrescentes e apresentamos condicoes que garantem a estabilidade assintética global para
uma dinamica estratificada e finalmente apresentamos o problema tipo Mayer em dominios
estratificados em que mostramos que a fungao valor é a tinica solugao semicontinua inferior
de uma generalizacao adequada da classica equacao Hamilton-Jacobi-Bellman, para a
dinamica estratificada.

Palavras-chave: Dominios Estratificados, Invaridncia Fraca e Forte, Sistemas Fra-
camente e Fortemente Decrescentes, Fungoes de Lyapounov, Equacao de Hamilton Jacobi
Bellman.



ABSTRACT

In this work will characterize dynamical systems in the form of the so-called stratified
domain. Bressan and Hong [9] were the first to define and work in stratified domains.
Roughly speaking, these are a collection of disjoint domains, each having its own dynamics;
but not requiring that their domains are proximally smooth and not wedged. These terms
were introduced by P. Wolenski and R. Barnard in [I0].

At first, we will establish Hamiltonian conditions to characterize weak and strong
invariance for systems non-Lipschitz in stratified domains.

Secondly, we study the Hamiltonian conditions for systems weakly and strongly de-
creasing and present conditions that guarantee global asymptotic stability for a stratified
dynamics and finally we present the problem Mayer type in stratified domains where we
show that the value function is the unique lower semicontinuous solution of an appropriate
generalization of the classical Hamilton-Jacobi-Bellman equation for stratified dynamics.

Keywords: Stratified Domains, Strong and Weak Invariance, Weakly and Strongly
Decreasing Systems, Lyapounov Functions, Hamilton Jacobi Bellman Equation.



I Introducag

2 _Preliminares

21

Inclnsoes Diterenciaveld .

B.2 Solucoes de Euleq . . . .
3 Incliusoes em variedades diterenciald .
24 Invarancia .
E.4.1  Condicoes Sulicientes para Invariancia Forte no caso nao Lipschit
B Sist Est it o3
B Dominilos Estratificadod
B2l Velocidades Hissenciaid
B2 Invariancia. em Sistemas Hstratiicadod

ol Invariancia. Forte em Sistemas BEstratiicadod . . .

[;-;5: I I\ I) Iv [ I

4 'leoria de Lyapounov|

40|

Sistema. Bstratificado Fracamente ecrescented .

SUMARIO

p-12

p-15
p- 16
p-19
p-21
p- 28

p- 30

p.33
p-33
p.34
p. 38
p-42
p-42

p- 50

p. 54

p. 56



d.2  leoria de Lyapounov em Dominios BEstratincadod . . . . . . . . . . . ..

b A HEquacao Proximal de Hamilton-Jacobi-Bellman|

0l Nistemas Fortemente l)ecrescented

b 2 Sistemas Fortemente Crescented

p.o A equacao de Hamilton-Jacobi-bellman . . . . . . . . . . . . . . .. ...

b.4 Funcoes Verificacad . . . . . . . . . ..

IRleterencias bibliogralicas

—Amexd

p. 65
p- 65
p. 67
p. 69

p. 74

p.77

p-79



12

CAPITULO 1

, INTRODUCAO

Bressan e Hong [9] foram os primeiros a definir e trabalhar em dominios estratificados.
Grosso modo, estes sao uma colecao de dominios disjuntos, cada um tendo sua propria
dinamica, mas a dinamica global nao possui as mesmas propriedades desejaveis que se tem
na teoria cldssica. P. Wolenski e R. Barnard em [I0] caracterizam sistemas invariantes
sob as hipdteses de que os dominios estratificados sejam proximamente suaves e wedged.

Estes termos serao introduzidos mais a frente neste trabalho.

Sistemas estratificados, parecem ser um modelo atraente para muitas situacoes da
vida real. O sistema é descontinuo, mas tem estrutura que pode e deve ser explorada.
A filosofia bésica é que o subsistema em cada estrato é muito bom, mas o sistema como
um todo nao encaixa em qualquer teoria existente. A questao é, entdao, encontrar a
forma de remendar as pecas. Neste contexto hd muito a ser feito; invariancia, a teoria de

Hamilton Jacobi, Estabilidade, Principio do maximo , entre outros. Mas também ja se

tem feito algumas coisas. Em [I0], caracterizam a invariancia fraca e forte em dominios
estratificados.
Com este mesmo enfoque Zhiping Rao e H. Zidane em [[[1] em seu trabalho “Hamilton-

Jacobi-Bellman equations on multi-domains” estabelecem os resultados da caracterizagao
de uma funcao valor e os Principios de comparacao para as equacoes de Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB) apropriadas para um sistema de HJB sobre dominios estratificados. A
partir destes trabalhos surgem ideias para seguir trabalhando em estes dominios estrati-

ficados, que tem a dinamica estratificada nao Lipschitz.

Nos estudamos condi¢oes Hamiltonianas para sistemas fracamente decrescentes e apre-
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sentamos condicoes que garantem a estabilidade assintética global para uma dinamica
estratificada, além de estudar sistemas fortemente decrescentes e o Problema de Mayer
para dominios estratificados. Na teoria classica temos caracterizacoes nos casos em que
nossa dinamica satisfaca certas hipoteses padrao e seja Lipschitz continua, coisa que ja

nao temos pois nossa dinamica estratificada nao é Lipschitz continua.

A teoria de estabilidade desempenha um papel central em teoria de sistemas e en-
genharia. Um critério simples, mas de grande alcance para garantir essa estabilidade
assintotica pode ser dada em termos de funcoes de Lyapounov. O método foi introduzido
por A. M. Lyapounov em 1892; em teoria de equagoes diferenciais [R]. Com a mesma ideia
que se tem em equagoes diferencias ordinarias se pode caracterizar a estabilidade segundo
Lyapounov em inclusoes diferencias. Em nosso trabalho caracterizamos isto para domi-
nios estratificados, introduzindo um novo hamiltoniano denominado essencial, inspirados

em [I0].

J& entrando no Problema tipo Mayer em dominios estratificados, serd mostrado que a
funcao valor é a tnica solugao semicontinua inferiormente de uma generalizacao adequada
da classica equacao de HJB, para a dinamica estratificada, de outro ponto de vista do que
¢ feito em [I1]. O problema sera resolvido caracterizando sistemas fortemente crescentes,

o qual é também caracterizado para dominios estratificados.

Na pesquisa de programacao dinamica atual, o papel da equacao de HJB na carac-
terizacao da funcao valor é enfatizado. A equacao de HJB tem um papel diferente: o
de proporcionar condigoes suficientes de otimalidade para testar se um candidato a mini-
mizador é verdadeiramente um minimizador. O uso da equagao de HJB neste espirito é

chamado o método de Caratheodory.

Na teoria classica, a funcao valor usualmente sendo Lipschitz continua, pode ser ca-
racterizada como a unica solucao viscosa da equagao de HJB com o hamiltoniano sendo
Lipschitz continuo. O caracter Lipschitz do Hamiltoniano é muito importante para aplicar
a teoria de viscosidade e a teoria de andlise nao suave para problemas de controle étimo.

Isto é caracterizado em [[].

Na literatura existem resultados ja estabelecidos. A teoria de solucoes de viscosidade
tem-se desenvolvido mais recentemente de forma a incluir solucoes que nao sao necessari-
amente continuas. A definicao de solugoes de viscosidade descontinua foi introduzida pela
primeira vez por Ishii [13]. O primeiro resultado de unicidade para solugdes de viscosidade
descontinua é dado por Barles e Perthame [[4]. Um resultado importante desenvolvido

é a teoria de solugoes de viscosidade bilateral originados por Barron e Jensen [I5, [6] e
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revisitado por Barles [I7].

Em nossa dissertacao de mestrado, temos a dinamica estratificada nao Lipschitz con-
tinua, e por isto o hamiltoniano nao é Lipschitz, apesar de que restrito a cada dominio é
Lipschitz. Inspirados em [[0] introduzimos a dinamica essencial e associada a esta dina-
mica o hamiltoniano essencial. E a partir de nosso novo hamiltoniano caracterizaremos
resultados que serao de utilidade, para mostrar que a funcao valor é a unica solucao se-
micontinua inferiormente de uma generalizagao adequada da classica equacao HJB para

o Problema tipo Mayer em dominios estratificados.

O trabalho serd divido em trés partes. No capitulo 2 apresentamos algumas definigoes
de analise nao suave, que serao utilizadas em todo o desenvolvimento da dissertacao. Além
de introduzir conceitos ja conhecidos como: inclusoes diferenciais, invariancia e soluc¢oes
de Euler. Também damos condigoes suficientes para invariancia forte para a dinamica

nao-Lipschitz, como em [I0]

No capitulo 3, serd introduzido o conceito de dominios estratificados, e caracterizamos
a dinamica estratificada, posteriormente identificamos uma nova multifun¢ao denominada
multifuncao velocidade essencial. Na sequencia estabelecemos condi¢oes hamiltonianas

para caracterizar invariancia fraca e forte.

No capitulo 4, damos condi¢oes hamiltonianas para sistemas fracamente decrescentes e
apresentamos condigoes que garantem a estabilidade assintética global para uma dinamica

estratificada.

No capitulo 5, estudamos sistemas fortemente decrescentes e crescentes e o Problema

tipo Mayer em dominios estratificados.
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CAPITULO 2

PRELIMINARES

Revisamos alguns conceitos em analise nao suave, requerida em nosso trabalho, que

pode ser encontrado em [, [TZ].

Seja C' C RY, a distancia de um ponto v € RY a C é dado por
de(u) == inf{|ju — z| : x € C}.

A distancia de Hausdorff Pompieu entre dois conjuntos A e B no RY é definida como
segue:
disty (A, B) = max{supdg(a),supda(b)}.

acA beB

O conjunto de pontos préximos a u em C' é denotado por
projo(u) :={zx € C: ||lu—z| =dc(u)},

seu ¢ C ex € projo(u) entdo dizemos que o vetor u — x é perpendicular a C' em z.

Seja ¢ C RY um conjunto fechado. Um vetor ¢ é um normal proximal a x € C se

existe o > 0 tal que

G2 <y ap wyeo 2.1)

O conjunto de todos os normais proximais ¢ um cone convexo e é denotado por N (z).

Seja f : RY — (=00, +00] uma funcao semicontinua inferior e x € domf = {x €



2.1 Inclusoes Diferencidveis 16

RY : f(x) < co}. O subgradiente proximal é definido como sendo
0" f(z) = {C € RY : (¢, 1) € Ngg(w, f(2))},

onde epif := {(x,r) : v > f(x)} é o epigrafo de f(-).

Seja C' C RY um conjunto fechado. O cone tangente de Bouligand a x € C, denotado

por TE(x), é definido como

TE(z) = {hm xi_x:mig:r,ti%()}. (2.2)
1—00 i
(Observar que z; S significa que z; € C Vi = 1,2,..., e que lim; o z; = x.) Ou
equivalentemente,
. dele+ t)
By _ f.. . _
15 (x) = {v ; llglilglf — 0}. (2.3)

2.1 Inclusoes Diferenciaveis

Seja uma multifuncao F : RN = R¥ que, para cada z € R", associa um subconjunto
F(z) CRN.

Uma inclusao diferencial com condicoes iniciais toma a forma:

z(t) € F(x(t)), qt.p.tel0,T],
z(0) = =z,

(2.4)
onde usamos ¢.t.p. para significar que a inclusao é valida para quasi todos os pontos
t € [0,T] no sentido da medida de Lebesgue.

Dizemos que a inclusao diferencial é autonoma quando F' nao depende de t. Uma
trajetéria de (24) é uma fungao absolutamente continua z : [0,7] — R sobre [0, T],

para algum tempo T > 0 que satisfaz (24).

Chamaremos de arcz(-) a uma trajetéria absolutamente continua.

Definigao 2.1. Uma funcdo z : [a,b] — RN ¢é dita ser absolutamente continua se para
cada, € > 0, existe § > 0 tal que para alguma colegdo contdvel de subintervalos disjuntos

[a;, b;] de [a,b] temos:

Z(b <5:Z|x ) —x(a;)| < e
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Lembremos que uma equagao diferencial ordinaria autonoma toma a forma:

#(t) = f(«(), atp. te[0,T], (2.5)

Se definimos a multifungao F(z) = {f(z)}, claramente (Z3) é um caso especial de

(23).

A existéncia de solugoes de uma equacao diferencial ordinaria requere hipdteses adi-
cionais. A seguinte é uma proposicao conhecida de equacoes diferenciais ordinarias que

garante a existéncia e unicidade de solugoes.

Proposicao 2.1. Assumamos que f € continua e satisfaz a hipdtese de crescimento linear,

t.e. Ezistem a,c > 0 tal que
1f(@)|| < allz| + ¢, V.

Entao existe uma solugio x(-) : (—00,00) — RY para (23). Se alem disso assumimos

que f € Lipschitz continua entdo a solugao € unica.
Uma pergunta natural é se propriedades andlogas garantem a existéncia de solugoes
de uma inclusao diferencial.

A seguinte é uma colecao de hipdteses comumente impostas na teoria de inclusao

diferencial.

HIPOTESES PADRAO 1(HP1)

Al) Vo € RY, F(z) é um conjunto nao vazio, convexo e compacto,
A2) F é semicontinua superior,
A3) Ir >0 tal que v € F(x) = |v| < r(1+ |z|).
Também se precisa de uma propriedade analoga a continuidade, no entanto, a conti-

nuidade completa da multifuncao nem sempre é necessaria, requerendo sé que a funcao

seja semicontinua superior (s.c.s) em cada x € RY.

Definicao 2.2. Uma multifuncio F : RY — RY € semicontinua superior em x se dado

e > 0 existe 6 > 0 tal que

|z' —z|| < § = F(2') C F(z) + €B,
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onde B denota a bola aberta unitaria de centro o origem.

Proposigao 2.2. (fi/,pdag 179) Assumamos que F satisfaz Al), A3). Entao F' é semi-

continua superior se e SO se
grF :={(z,v) :v € F(x)}

¢ fechado

Assim A2) pode ser substituida por a condi¢ao do Gréfico Fechado.

Demostracdo. Suponhamos que F és.c.s e seja (1,v) € grF, entdo existe uma sequéncia
(Tn,vy) € grE,¥n € N tal que (z,,v,) — (z,v). Logo para § > 0, existe ng € N tal que
Vn > ng, |z, — z|| < & e pela s.c.s existe € = L > 0 tal que F(z,) C F(z) + 1B.
Como v, € F(z,) segue que d(v,, F(x)) < %, ja que a funcao distancia é continua entao
d(v, F(z)) <0, logo como F' é compacta e em particular fechada, temos que v € F(z), ou

seja (z,v) € grF e assim o grafico de F' é fechado.

Reciprocamente, suponhamos que o grafico de F' seja fechado. Seja x € RY e € > 0.
Suponhamos que z,, — = e v, € F(x,,). Suponha que d(v,, F'(z)) > ¢, Vn. De (A3) temos
que a sequencia (v,) ¢é limitada, logo por Bolzano Weirstrass, possui uma subsequéncia
convergente, i.e. (v,) — v. Logo d(v, F(x)) > €; contradicao ao fato de que o grafico de
F é fechado (i.e. v ¢ F(x)).

O conceito de inclus@o diferencial engloba sistemas de controle, (no caso autéonomo)

#(t) = f(2(t),u(?)), atp. tc[0,T],
u(t) € U, q.t.p. t € 10,7 (2.6)

onde U é compacto e nao vazio. Definimos F : RY = R" como
Flz)={v:3uelUqs. v=f(z,u)} = f(z,U).

Entao qualquer trajetéria de (28) é uma trajetéria de (24); a reciproca ¢ verdadeira?.
Isto é, uma trajetéria da inclusao diferencial (24) é uma trajetéria do sistema de controle

(Z@). O lema de Filippov mostra que sob algumas hipdteses sobre f, isto é, se f é
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continua em x e mensuravel em u, e U compacto e nio vazio, entao as trajetorias de (24)

sdo também trajetérias de (278).

Tal como no caso de equacoes diferenciais ordindrias, o papel das hipoteses padrao
surge principalmente na aplicacao do Lema de Gronwall’s para fornecer limites sobre o
crescimento das trajetorias de (E4). O seguinte resultado é conhecido como o Lema de

Gronwall’s.
Proposicao 2.3. ([1, [12]) Seja x(-) um arco sobre [0,T] tal que
[z < allz@)]] + @) gtp. t €[0,T],

onde av é uma constante nio negativa e onde c(-) é uma fungao integravel de [0,T] a R.

Entao para todo t € [0,T], temos
T
() = 2(0)]] < (e*" = D)[|=(0)] +/0 e e(s))ds.
Também uma das motivagoes para assumir as (H P1) é o seguinte resultado; conhecido

como o teorema de compacidade das trajetorias.

Teorema 2.1. ([1, 12], Teorema de Compacidade das trajetorias) Seja {z;} uma sequen-

cia de arcos sobre [a,b] tal que o conjunto {x;(a)} € limitada e satisfazendo
(@) € F(a(t) + (t) + (B, q.tp.

onde {y;}, {ri} sao sequencias de fungoes mensurdveis sobre [a,b] tal que y; converge a 0
em L2, r; > 0 converge a 0 em L*. Entdo existe uma subsequéncia de {x;} que converge
uniformemente a um arco x, o qual € uma trajetoria de F, e a sequéncia de derivadas

converge fracamente a .

Um outro conceito que necessitamos para nosso estudo é introduzir as solucoes de

Euler para inclusoes diferenciais.

2.2 Solucoes de Euler

Suponhamos que I' : RY = R¥ satisfaz (HP1). O conceito de uma solucao de Euler
de uma equacao diferencial ordinaria foi introduzido em [M]. E pode ser descrito como

segue para uma inclusao diferencial.
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Seja m uma partigao de [0 =ty < tg < t; < ... < t; = T]. A norma da particao é

|| = lnglggl{tn —tn1}

e seja y(+) : RV — RY qualquer fungao que é uma selegao de T', i.e. y(x) € I'(z), para

todo x.
Procedamos considerando, sobre o intervalo [ty, t;] a inclusao diferencial com condigoes
iniciais,
x(t) € I'(xp); xo = x(ty) = x.
Como 7(z) € I'(x), para todo x, faga
o(t) =v(zo);  z(to) = 2.

Desde que o lado direito é constante temos:

x(ty) = xo + y(x0)(t1 — to) e definimos  z1 := x(ty).
Agora consideramos

&(t) € I'(z1); z(t;) =x; nointervalo  [t1,ts],

entao

x(tz) = z(t1) +y(z1)(t2 — 1)

= x1 + (1) (t2 — t1) e definimos x5 := x(t)
e assim sucessivamente até
x(t) € T(x)_1); x(ti_1) = x;—1  nointervalo  [t;_1, 1]

Entao
x(t) = x1 + (1) (& — t—1) e definimos  z; := x(¢;).
Aqui xg, 71, ..., x; sao chamados pontos né. O arco poligonal de Euler é uma funcao linear
por partes definida sobre [0, 7] que interpola linearmente a sequéncia de acima. Esto é
"™ [0,T] — RY
t— 2™ (t) = x, + (t —tp)y(z,) sempre que t € [t,, tni1].

E o Teorema de Compacidade das Trajetorias implica que para uma selecao dada -+,

a sequencia {x™(-)} de arcos poligonais de Euler, convergem a uma solucao de (DI)r
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(quando ||7,,| — 0, quando m — 0) e tal solugdo x(-) é chamada de arco de Euler.

2.3 Inclusoes em variedades diferenciais

Seja M C RY uma variedade diferencidvel e Ty;(x) denota o espaco tangente usual
de M, em v € M. Suponhamos que I' : M = RY é uma multifuncao. A seguir temos
uma colegdo de hipéteses padrao 2 (H P2) comumente impostas na teoria de inclusao

diferenciavel.

H1) Vo € M,T'(x) é um conjunto nao vazio, convexo e compacto satisfazendo I'(x) C

T (),
H2) O gréfico grT" := {(z,v) : v € T(x)} é um conjunto fechado relativo a M x RY e
H3) 3r >0 tal que v e I'(z) = |v| < r(1+|z)).

Associando a variedade M com a multifuncao I', uma inclusao diferenciavel com con-

digoes iniciais toma a forma,

#(t) € D(z(t), q.t.p. t € [0,T), (2.7)

que, com x € M e diante das suposigoes (HP2), tem ao menos uma solugao z(-) definida

sobre o intervalo [0, 7).

Observagao 2.1. Note que a inclusao de espago tangente em (H1), implica que todas as

solugoes de (220) permanecem em M.

Agora definiremos a nocao de Tempo de Escape.

Definigao 2.3. Suponha M C RN z € M, e x(-) uma trajetéria de T' com z(0) = z,
definida sobre [0,T), onde 0 < T < oo. Entao T é um tempo de escape de M (caso em

que escrevemos T = Esc(x(-), M,T') ), se pelo menos uma das sequintes condigoes vale:

a) T =00 e x(t) € M para todot > 0 ou

b) T < oo ex(t) € M para todot € [0,T), e x(t) se aprozima a M \ M quando t — T.

A seguinte proposicao diz que, sobre os pressupostos das hipéteses padrao 2, qualquer

trajetoria pode ser estendida para uma trajetéria que tem um tempo de escape.
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Proposigao 2.4. (ver, [4]) Suponha que I" satisfaz H1), H2), H3), e x(-) é uma trajetdria
de I' sobre [0,T) com x(t) € M para todo t € [0,T). Se T nao é um tempo de escape
de M, entdo z(-) pode ser estendida a uma trajetdria x(-) definida sobre um intervalo de
mazima longitude [0,T) onde T := Esc(Z(-), M,T).

Assim se I' satisfaz (H P2) entdo cada trajetéria pode ser estendida a um intervalo
de maxima longitude, e se nao vale (H P2) entao suporemos que todas as trajetdrias sao

definidas sobre intervalos maximais.

Uma outra hipéteses invocada na teoria de inclusao diferencial é um fortalecimento
de H2) exigindo a propriedade Lipschitz em subconjuntos limitados de M com respeito
a métrica de Hausdorff-Pompieu. Isto significa: para cada r > 0, existe uma constante

k. > 0 tal que
H4) 2,y € M NrB = disty(T(z),D(y)) < k.||lz — v,

onde rB denota a bola centrada no origem de raio r, e disty é a distancia de Hausdorff-

Pompieu entre conjuntos compactos.

A condigdo H4) é equivalente a
|hr(2,€) = hr(y, ©)] < kJlElllz =yl Yo,y € MNrB,E e RY,
onde hp : RY x RV — R é o Hamiltoniano minimizado associado com I', dado por:

hF<x7p) = vlg&)<v7 §>

Demonstragdo. Sejam x,y € M NrB, & € RY, logo existe v, € ['(y) tal que hr(y,§) =

(v9,&), e assim

he(,€) — he(y,€) < (00,€) — (.6 ( para quaisquer vy € I(x))
= (v —v2,§);
< lvr — wva|||I€]]; ( pela desigualdade de Cauchy-Schwartz )

< k€2 = yll; ( por H4 e como vy € T'(z),ve € T'(y)).
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Logo temos também que existe v; € I'(z) com hr(x,&) = (v1,§). Assim

he(x,€) = hr(y, §) = (v1,§) = (v2,€);  ( para quaisquer vy € I'(y))
= (01 — 02, &);
> — vy — wval|I€]; ( pela desigualdade de Cauchy-Schwartz )
> —k.|lE|l|z — yll; ( por H4 e como vy € I'(z), v, € I'(y)).
Portanto
|hr(2,€) = he(y,©) < & Jléllll —yll Yo,y € MNrB,¢ € RY.

Quando uma variedade e uma multifungao (M,I") satisfazem (H1) — (H4) dizemos

que satisfazem (HP2);.

Notemos que a condigao de Lipschitz vale ao longo de qualquer subconjunto limi-
tado de M e portanto tal multifuncdo I' pode ser estendida ao fecho M e ainda vale a

propriedade de Lipschitz sobre M. Denotemos esta extensio por I.
[:M=R" ,

definida por:

I'(z), seT € M,
'z =< __ —
lim['(z), seZ e M\ M,

M_
Tr—T

onde limI'(x) = limsupl'(z)). Definimos o limsupl'(x)) no sentido de convergéncia de

M_

conjuntos de Kuratowki. l.e.,

limsupl(z) = {u € RY /3n; — T,u; =0 Vi:u; € I'(xy)}.
M_

Tr—T

limI'(z) é um conjunto fechado.
M_
Tr—T

Lema 2.1. Se (M,T) satisfaz (HP2), entio (M,T) satisfaz (HP2).

Demonstragio. Seja T € M, entdo ['(Z) = I'(T) que satisfaz (HP2), (pela mesma defini-
¢ao).

Se T € M \ M entdo I'(T) é nio vazio, convexo e compacto.
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Sejam U, € f(f),t € [0, 1], logo existem z; — T, u; — U e v; — U para cada i, com
u; € I'(z;) e v; € T'(x;). Como z; € M e I'(x;) é convexo, temos (1 — t)u; + tv; € I'(x;)
e (1 —t)u; 4+ tv; — (1 — )T + tv. Assim pela definicdo temos (1 — t)u + tv € ['(Z), logo

['(7) é convexo.

Agora mostraremos que 1'(Z) satisfaz H3). Dado u € I'(Z), entdo existem z; —
T,u; — W, Vi tal que u; € T'(x;). Como I' satisfaz H3) temos que existe uma constante

r > 0 tal que [Ju;| < r(1+ ||z, Vi. Logo
[l = 1l Jim wf} < lim ] < Tim e (14 flag]]) = e (14 [|7]])
1—00 i—00 i—00
e assim I'(Z) é limitada. Como I'(Z) é fechada, segue que I'(T) é compacto e além disso
satisfaz (H3).
Verifiquemos que f(f) ¢ Lipschitz com a métrica de Hausdorff-Pompieu. Dado r > 0

eT,y€ (M\ M)NrB

distr(T(@), 7(9)) = distu(FT(x), FID(y) = T disti(D(2), ()
T =T y%/f (z,y)—(T,7)

como [ é Lipschitz, existe k, > 0, tal que

disty(D(),T@) < Tm  kllz -yl = klz -7

(@)% (@,7)

A igualdade acima segue da continuidade da norma. Assim Té Lipschitz, e em particular

s.c.s, e assim grl' ¢ fechado. Portanto (M,T) satisfaz (HP2).,.

Definicao 2.4. Um conjunto fechado C C RY ¢ chamado proximamente suave se eriste

r > 0 tal que fungao distancia
= inf ||c —
do(x) = inf [le o]

¢ diferencidvel sobre a vizinhanca aberta C' + rB de C.

Este termo é introduzido em [3]. Existem véarias equivaléncias para esta definigao,

mas s6 mencionaremos a mais interessante e utilizada em nosso trabalho.

Proposicao 2.5. Um conjunto fechado C C RY ¢ proximamente suave se e s6 se
NE(z) # {0} para todo x € frC. Aqui frC € a fronteira do conjunto C.
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Esto nos ajuda muito para poder fornecer exemplos de conjuntos proximamente sua-

ves.

Como estamos trabalhando no espago RY (pelo Corolédrio 4.15 em [3]), temos: Se C' ¢
proximamente suave, entao o cone normal proximal coincide com o cone normal de Clarke.
E os cones tangentes de Bouligand e Clarke coincidem, nao havendo necessidade de falar

qual cone estd em uso. E é igual ao polar negativo de Ng(z):
veTo@) & (E0) <0 VE e No(a).

Se M é uma variedade imersa C%, C := M, e x € M, entdo T () coincide com o espaco
tangente usual Ty;(z) a M em z (ver [1], Proposicdo 1.9). Se M é proximamente suave,
entdo para cada z € M o cone tangente T57(z) é fechado e convexo e seu interior relativo é

denotado por r—intTyr(x) e a fronteira relativa como r— fr7Tgp(x) := Tgp(x) \r—int Ty (z).

O seguinte termo ¢é introduzido em .

Definicao 2.5. Um conjunto fechado C C RN ¢ wedged se a dimensdo do interior do
cone tangente é igual a dimensao de C, i.e., se dimC=k entao dim intTo(x) = k para

todo x € C.

Definicao 2.6. Um conjunto fechado C' C RY ¢ relativamente wedged se a dimensdo do
interior relativo do cone tangente é igual a dimensao de C, i.e., se dimC=k entdo dim

r —intTo(x) = k para todo x € C.

Também temos; sendo X proximamente suave de radio r > 0 entao para r’ < r tem-se
que a projx ¢ Lipschitz sobre uma vizinhanca aberta X + r'B (ver Teorema 4.8 em [3]).

E a multifunc¢ao projx(u) é um singleton para cada u € X + rB (ver Corolario 4.14 em
[B)).
Suponhamos que M seja uma variedade com M proximamente suave de radio § > 0.

Definamos a multifuncdo extensdo I'eyy : {M + 0B} = RY de [:M=RN por

Cewt(x) = f(projﬁ(x)) sempre que z € M + JB.

E fAcil ver que vale o seguinte resultado.

Lema 2.2. Se (M,T') satisfaz (HP2),((HP2), ) entdo (M+0B,T o) satisfaz (HP2),((HP2), ).

O conceito de arco de Euler pode ser naturalmente estendido a multifuncoes definidas

sobre variedades. Seja () uma sele¢ao de I" sobre M. Os pontos né agora sao escolhidos
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como
Tyt = projiplen + (tner — ta)y(x0)]

e o processo termina quando z,41 € M\ M.

O arco poligonal de Euler é definido como antes. Embora que x™(-) possa deixar M,
se

dyglry + (tngr — )y (2n)] < 7|

para alguma constante ¢ independente de m o de n, o arco limite de Euler permanecera

em M e serd uma trajetoria de (271).

Suponha que M seja uma variedade imersa em RY e que (M,T) satisfaca (HP2).

Considere a propriedade:
(H5) Cada solucao z(-) de (DI)r é um arco de Euler.

Isto significa que, se
z(t) € I'(x(t)), qt.p.te€][0,T],
z(0) =z,
entao existe uma selegao y(-) de I' e uma sequencia de partigdes {m,,,} com ||m,| — 0 tal

que os arcos poligonais de Euler 2™ associados com v(-) converge uniformemente a z(-).

Chamaremos (H5) a propriedade do arco de Euler, e note que a hipétese de Lipschitz

(H4) implica em (H5). Esto é mostrado para o caso em que M = R em ([I],cor 4.3.7).

Outro importante resultado de RY a ser adaptado para variedades, é o conhecido

Teorema de Aproximacao das Trajetorias de Filippov.

Teorema 2.2. ([12]) Com T : RN = RY satisfazendo (HP), este teorema diz o sequinte:
Suponha que y(-) : [0,T] — RN é um arco Lipschitz. Defina
T
pan(ul) = [ dist(i0). Tu(®)dt,
0
entdo existe uma trajetoria z(-) para (DI)r com z(0) = y(0) e

ly(:) = 2Ol < e ppai(u(-)).

Proposicao 2.6. Suponha que M seja wma variedade imersa em RN com M prozima-

mente suave de raio § e que (M, T) satisfaca (HP2),. Suponha que y(-) : [a,b] — M +6B
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¢ um arco de Lipschitz com y(a) € M e para a <t < b, defina

P () = / dist(i(s), T(projapy(s))ds,

entdo existe uma trajetéria z(-) de I' com z(a) = y(a) que definida sobre o intervalo [a,t),

onde t = min{b, Esc(z(-), M,T)} e

sup [ly(s) — 2(s)|| < " prag (),

s€la,t]
para todo t € [a,t). Se y(-) € CY, entio z(-) pode ser escolhido C*', como antes.
Demonstracio. Consideremos I'ppy 1 {M + 6B} = RY dada por Tep(z) = f(projﬁ(x))

sempre que z € M + 0B. Como y(-) : [0,T] — M + 6B é um arco de Lipschitz com
y(a) € M e para a <t < b, satisfaz

P () = / dist(§(s), T(projry(s))ds

entao pelo Teorema P2 aplicado a I'.,y, existe uma trajetoria z(-) de ey com z(a) =

y(a) € M definida sobre o intervalo [a,t), onde t = min{b, Esc(z(-), M,T)} tal que

ly(-) = 21 < e pag(y(-).

Logo
sup [|ly(s) — 2(s)|| < "V ppaq(y()), vt € [a, 7).

s€la,t]

O fato de que z(-) permanece em M é devido a que z(0) € M e que (M, I'cpi(z)) é

fortemente invariante; esto ultimo devido ao Teorema 2. [ |

Observacao 2.2. Se acontecer de

inf y(t) — 2| > " pq(y())
zeM\M

para todo t € [a,b], entdo t = b na Proposicao 20
Demonstragao. De fato, suponhamos que ¢ # b entdao t = Esc(z(-), M,T') entdao temos
que; t = oo ou lim,_; 2(t) € M \ M.

Se lim,_.; z(t) = w(t) € M \ M, temos; para todo ¢ € [a,b] em particular para

a0 2 Iy@ —w@l > inf @ = 2l > T ppe(u()

ze
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Absurdo.

Agora, se t = 0o; sabemos que t < b pela Proposicao ZB e b # oo, t = oo < b absurdo.

Entao concluimos que t = b

Proposigao 2.7. Suponha (M,T) satisfaz (HP), e v € I'(z). Entdo existe um C!
trajetoria x(-) de (DI)r para a qual £(0) =v

Demonstracdo. Podemos assumir sem perda de generalidade que M = R¥. Definamos o

arco C! como y(t) = z + tv para t € [0, T] que satisfaz y(0) =z € R¥N epara 0 <t < T

pori(y() = /0 dist(§(s), T(y(s)))ds = /0 dist(v, T(x + 5))ds

pois y(t) = v. Como v € I'(z) temos dist(v,['(x + sv)) < k||x — (z + sv)|| = ksl|v]| e logo

t t2
por(y() < [ ksllllds = kol 5

Pela Proposicao 28, existe um arco C!, x(-) definido sobre [0,T] satisfazendo y(0) =
z(0)==xe

ly(t) —=@)ll < sup_[ly(s) —2(s)ll < €™ pp.gy(-)) < 6“’6”@“%-

s€[0,7
Assim
. iy . i y@) —y) . w(t) — 2(0)
o = #(O)1 =l9(0) — (0} = iy L — oy D=0
t) — x(t t
| limMH < lim e*k o~ = 0
t—0 t t—0 2

Portanto #(0) = v.

2.4 Invariancia

Assim como em equacoes diferencias ordinarias, a invariancia é de significante im-
portancia no estudo de inclusoes diferenciais. Dado um conjunto fechado £ C R¥, a
propriedade de invariancia, no caso de equagoes diferencias, é que, trajetérias com ponto
inicial xy € E, permanecam em F para todo tempo positivo i.e., z(t) € E, para todo

t>0.
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Estudaremos a generalizacao deste conceito onde a equacao diferencial é substituido
por uma inclusao diferencial. Como as trajetérias de (Z4) nao sao unicas, existem duas

nogoes diferentes de invariancia a serem investigadas (invariancia fraca e forte).

Definicao 2.7. Seja F : RY = RY uma multifuncio e E C RN um conjunto fechado.

Entao:

e O par (F,E) € invariante fracamente se para cada T > 0, xy € E existe uma

trajetdria x(-) de (Z34) tal que z(t) € E,Vt € [0,T];

e O par (F,E) ¢ invariante fortemente se para cada T > 0 e xy € E, qualquer

trajetdria x(-) de (Z4) € tal que x(t) € E,Vt € [0,T].

Agora caracterizaremos a invariancia fraca e forte, introduzindo uma nova funcao

“Hamiltoniana” relacionada com o cone normal proximal.

O Hamiltoniano inferior h e Hamiltoniano superior H correspondentes a F'; tem um
papel importante. Estas sao definidas como segue:
hp : RY x RY — RY dada por hp(x,p) = min (p,v),
veF (z)
Hp :RY x RY — R" dada por Hp(z,p) = max (p,v).
veF (z)
O normal proximal junto com o Hamiltoniano inferior estabelecem a seguinte condigao

necessaria e suficiente para invariancia fraca.

Teorema 2.3. ([1, 12]) Seja F : RN = RN satisfazendo as hipdteses padrdio e seja

E CRY um conjunto fechado. Entdo (F,E) € invariante fracamente see

hp(z,€) <0, para todo & € NE (x). (2.8)

Para mais detalhes ver([ll, T2]). Agora caracterizaremos invariancia forte. Para isto

precisamos definir quando uma multifungao é Lipschitz.

Definicao 2.8. Diz-se que uma multifuncio F : RN = RN ¢ localmente Lipschitz se para
cada x existe uma vizinhanca U, de x e uma constante positiva k = k(s) tal que para
1, o € U, temos

Entao dizemos que F' é de Lipschitz, com constante k sobre o conjunto U = U(x).
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O seguinte teorema foi provado primeiro por Clarke na forma tangencial [2](ver tam-

bém [1]) e depois em forma normal por Krastonov [f].

Teorema 2.4. Sejam F' localmente Lipschitz e S um conjunto fechado. Entao
(S, F) € fortemente invariante se e s6 se  Hp(x, N¥(x)) <0 VreS.

Observacao 2.3. Note que exigimos que F' seja localmente de Lipschitz para caracterizar

mvariancia forte, coisa que nao exigimos para invariancia fraca.

2.4.1 Condicgoes Suficientes para Invariancia Forte no caso nao
Lipschitz

Nesta secao caracterizaremos invariancia forte para o caso onde a multifuncao nao é
Lipschitz continua. Para nosso estudo a caracterizagao sera feita em variedades diferenciais

imersas no R,

Suponhamos M C RY uma variedade imersa, uma multifuncio I' : M = RY que
satisfaz HP2), e C C RY um fechado. Entdo (M,T") diz-se ser invariante fortemente
sobre C' sempre que toda solucao x(-) de (DI)r com x € M N C é tal que z(t) € C para
todo t € [0, Esc(z(-), M,T)].

Apresentamos o seguinte teorema com a multifuncao nao Lipschitz.

Teorema 2.5. (R. Barnard, P.Wolensky, 2013) Suponha que M C RY seja uma varie-
dade imersa em RY e T : M = RN uma multifuncio satisfazendo (HP2) e cada solugdo
z(+) de (DI)r seja um arco de Euler. Suponha que C C R™ seja fechado e suponha que

exista uma constante k > 0 tal que
x € M,c € projo(z) = Hr(z,x — ¢) < kdh(x). (2.9)
Entao para x € M uma trajetoria arbitraria x(-) de (DI)r, temos que
de(z(t)) < eMdo(z), VYt e[0,T).
Em particular (M,T') € invariante fortemente sobre C.

Demonstracao. Seja v € M0 <t <Tem={0=1t) <ty <ty <--- <t =t} uma
partigao de [0,¢] e ™(+) o arco poligonal de Euler associado com 7. Assim z7(-) é linear

por partes sobre [0,¢], e para cadan =0,1,2,...,1 — 1 satisfaz

xy 1 = projyrlan + (tng1 — tn)¥e]  para algum v, € I'(z])
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onde z7 = x"(t,,). Seja ||I'|| = sup{||v7|| : v € ['(z),z € M NrB} e escolha ¢, € projc(z})

arbitrario. Para cada n, temos

de(x741) < Il — call?
< dg:(27) + 2(tnrr — ta) (] — e, ) + 7T
< dg(7) + 2tns — ta)kde(27) + || |*||T]
= [1+42(tws1 — ta)k]d(27) + (77T

Isto é,
dé(a7 ) < 1+ 2(tnsr — ta)k]de(27) + |7 1T
Para n = 0, temos
dé(a7) < [1+2(ts — to)klde(ag) + |7 *IT]J*.
Para n = 1, temos

d3(a3) < [1+2(t2 — t)KIdS(T) + | ? T
< (1 2t — t)R{ 1+ 2000 — to) Rl (o) + I72TI2 } + [l T2
= (1+2(t2 — t1)k) (1 + 2(t1 — to)k)de(xf) + (1 +2(t2 — t1)k + 1) ||7||*||T|%.
Para n = 2, temos
a3 () < [1+2(ts — to)k]d3(T) + |]?T)?
< [1+2(t3 — t2)k]{(1 +2(t2 — t1)k) (1 + 2(t1 — to)k)de(af)
(14 2(t = )k + Dl 2T} + 2T
= [ H 1+ 2ty — tn/)k] dz(x]) + [(1 +2(t3 — t2)k) (1 + 2(ty — t1)k)
(14 2(t — 1)) + 1 T

2
< | T 1+ 201 — )| d3(a5) + [(1 +2||mllk)* + (1 + 27 ||k) + 1| ||[|*| T
2L

2
i ] 1 — (1 +2||7[|k)*
< ||1 2tpiq — to k| d2 (2T R
= 2L + ( +1 ) | C(‘TO)+ 1-(1—{—2”7{'”]{3) ||7T|| || ||
2
r T 1+ 2|r|[k) -1
< 1 2 " — t 2 (. ( r 2'
< [TL 1420t ket + AT
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Assim em geral temos:

(1 + 2| |[k)"t — 1

INIES
ok |7 [l T]

Tt S[H1+2 w1 = tw)k|dE(x) +

Logo, se z(+) é qualquer solugao de (DI)r, entao por (H5) z(-) é um arco de Euler. Assim
existe uma sequéncia de parti¢oes 7, e arcos poligonais de Euler 2™ (-) =: 2™ (+) tal que

7wl = 0 e ||[z™ () — z(-)|]]| = 0, quando m — oo.

Cada z™(-) satisfaz a estimativa previa. Para cada m, seja n,, o primeiro indice para
oqual ¢ < Y "™ tyi1. Entdo como m — oo, temos > 7ty — t, logo [, (1 +
1 — x(t).

(tws1 —tw)) = €' quando m — 00 e ™ (tn, +1) = T;"

Assim fazendo m — oo na seguinte desigualdade

e L+ 2||mm|[k) =t — 1
(e < [T 1+ 2w =tk o) + 2= i,
n’=0
teremos
dg(a(t)) < eMdz (),
donde
de(z(t)) < efde(z) YVt €[0,T). (2.10)

Agora dado que z(-) é solugao de (DI)r com z € M NC, entao x € C assim de (210)
segue-se que z(t) € C para todo t € [0,T) onde T' = FEsc(z(:), M,T"). Logo (M,T) é

invariante fortemente.
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CAPITULO 3

SISTEMAS ESTRATIFICADOS

Vamos agora descrever um sistema dinamico estratificado, o qual foi introduzido por
Bressan e Hong [9]. Grosso modo, estes sao uma colegao de dominios disjuntos, cada um

tendo sua propria dinamica.

3.1 Dominios Estratificados

Dada uma colegao finita de variedades diferencidveis {My, Mo, ..., M,,} (pelo menos

de classe C?) imersas no R tal que:

o RN = | M,; e M;NM,; #0 quando i # j;
e Se M; N M; # 0 entdo M; C M;;
e Cada M, é proximamente suave de radio §;

e Cada M é relativamente Wedged.
Tal colecao é chamada de dominio estratificado e suas componentes M; sao chamadas
subdominios estratificados. A dimensao de M; é denotado por d;.

Exemplo 3.1. Um exemplo muito simples € representado na figural com N =2 em = 5.

Aqui My e My sao variedades de dimensao 2; Mz e My variedades de dimensao 1 e
a origem Ms € de dimensao zero. Se pode ver rapidamente que {My, My, M3, My, Ms}

satisfaz todas as condi¢oes acima, logo a colecao é um dominio estratificado.
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Figura 1: Dominio Estratificado
Exemplo 3.2. Estratificacdo que nao € permitida.

I
:hr] TWS (12)

My =S

ar P :
*'\ﬁ.J (x2) M,

Figura 2: Dominio nao Estratificado

Esta ¢ uma estratificagao que viola nossos requisitos: Por exemplo My nao € proxi-

mamente suave, (pois Nﬁl (1) = {0}).

Também M3 ndo € relativamente wedged desde que: dim r-intTyz, (12) = 2 e dimMs =

Logo { My, My, M3} nao é um dominio estratificado.

3.2 Dinamica Estratificada

Agora, dado um dominio estratificado My, M, ..., M,, associamos a cada variedade
M; uma multifuncao F; : M; = RY. Cada (M;, F;) é assumida a satisfazer (HP2),.
Dado que existem um numero finito de objetos, podemos escolher as mesmas constantes
em H1)— H4) para todas elas. Além disso, devido a H3), todo a analise ¢ essencialmente

local. E assim para efeitos contaveis nos referimos a uma sé constante de Lipschitz k em
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H4) e perdemos o sub-indice 7.

Agora definamos a multifuncao F : RY = R como sendo
F(z) = Fi(x) quando z € M;,

chamada multifuncao velocidade bdsica. A multifuncao F, nao necessariamente satisfaz

(H2) no R¥(todo) tal vez s6 em M;.

Para evitar as dificuldades que estas deficiéncias tedricas implicaria, introduzimos a

regularizacao de Filippov G : RV = R¥ dada por:

G(2) = N JEFW : Iy -2l < ¢}

e>0

a qual satisfaz (H P2), mas a condicdo de Lipschitz (H4) nao se mantem para (RY, G).

Pela natureza da estrutura de estratificagao pode-se obter a seguinte representacgao;
G(z) = co{]:;i(x) cx € M}

Demonstracao. Seja z € ((co |J F(y). Isto é equivalente a dado € = % >0, z €

e>0  yeB(x,e€)
co |J Fl(y), equivalente a 3z, € co |J F(y) tal que z, — z,n — 0.
yEB(x,€) yEB(xz,€)

Logo para cadan € N fixo, temos: 3z}, 22 .2 € |J F(y)eAl, A2, ..., \" € R com
yEB(z,¢€)

SN, =1LA, > 0talque z, = Y7 M2 e 2, — z,n — oo. Isto também é equivalente
a3y € B(w,e);2), € F(y)) paraj=1,2,...,me )\, € Rcom 37" N =1, ), > 0 tal que
Zn = Y5y N2, @ 2y = 2,0 — 00,

Também F(y)) = F;(y?) quando (y?) € M;. Como F; é Lipschitz, temos F;(y?) C kB

entdo |zJ| < k, logo por Bolzano-Weirstrass existe uma subsequéncia 2/ — 27.

Alem disso como para todo € = = > 0, yJ € B(x, )N M; entao B(z, 1) N M; # 0 logo

x € M; e fazendo n — oo temos 3 — x. E como o gréafico de F; é fechado 27 € Fy(x).

Assim 327 € Fy(z); tal que © € M; para j = 1,....m com DA, = 1 tal que
z =" N2 Tsto equivale a 321, 2%, ., 2™ € {Fi(z) :x € M;} e A\, ..., A € RT com
SN, =1tal que z =Y "0 M2l Tsto é z € co{ Fi(x) : x € M},

Agora apresentamos um exemplo de como é a dinamica G.

Exemplo 3.3. Sejam as segquintes dinamicas, associadas com o dominio estratificado no
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exemplo E1

n()= ()= = 0)e() = (6)aC) = (3)

Note que F5 ndo necessita ser explicitamente um estado, desde que Ty, (0) = {0} e F5 deve
consistir somente do vetor zero. Este € o caso para todas as variedades zero-dimensionais.

Obviamente G difere de F' apenas no eizo x1 com

{
G(“&) = v o] + Jva| < 1} sexp =0
{

Dor] + v < Lo >0 seax; <0

<

Do) 4+ v < Lo >0 seax; >0

<

onde v = (Z;) As retas na figura (@), representam os valores das velocidades basicas e as

! !

—_—————

l l

Figura 3: Dinamicas Estratificadas

7 (S S S S

regioes sombreadas os valores de G em pontos sobre o eiro x.

A multifuncao G é usada como a dinamica. Para x € RY, considere a inclusao

diferencial:

(DI)g (t) € G(z(t)), q.t.p.te[0,T],

z(0) = x.

E suponha que a dinamica estratificada satisfaz a condicao estrutural,
G(z) N T, () = Fi(x) sempre que x € M;.

Esta condicao assegura que nao existem trajetérias de G que nao estejam em F. A

seguinte proposicao afirma esta observacao.

Proposigao 3.1. Suponha que z(-) : [0,T] — RN € um arco de Lipschitz. Entdio as
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sequintes propriedades sao equivalentes:

(1). x(+) satisfaz (DI)g

(2). x(-) satisfaz xE;)) E_F(x(t»’ ¢-t.p. t €0, 7],

(3). Para cada i,z(-) satisfaz x(0) =z e

x(t) € Fi(x(t)), q.t.p. sempre que x(t) € M,.

Demonstragio. E claro que (2) e (3) sao equivalentes, pois F : RY = R ¢é definida por:

F(z) = F;(x) sempre que x € M,;.
Seja z(-) satisfazendo (3). Pela Condi¢ao Estrutural temos que F(z(t)) C G(z(t))
sempre que z(t) € M;. Logo x(-) satisfaz (DI)g, isto é (3) implica (1).

Agora mostremos que (1) implica (3). Para cada i, seja
Ji={t€[0,T]:z(t) € M;}

O conjunto J; e mensurdvel, (pois z(-) é Lipschitz, logo é continua e assim z(-) é mensu-

ravel). Seja
J; = {t € J; : &(t) existe em G(z(t)) e t é um ponto de Lebesgue de z(-)}

Temos que o conjunto jz tem medida total em J;, como a funcao x(-) é Lipschitz, ela é
diferenciavel em quase toda parte, i.e. diferenciavel em cada ponto fora de um conjunto

de medida zero.

Seja t € j; entao existe uma sequencia s; tal que s; — ¢ quando j — 0o com s; # t,
s; € Ji,¥j € N (que sejam distintos é devido a J; ter medida total). Assim x(s;) € M,;
para todo j e

€ T, (z(1)).

Logo por (1) e a Condigao Estrutural, temos que @(t) € G(x(t)) N Ty, (x(t)) = Fi(x(t))
para todo t € J; sempre que x(t) € M;, o que prova (3).

o a(sy) — a()
o) = Jim ==
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3.2.1 Velocidades Essenciais

Suponhamos que (M,T") satisfaga (HP), e é Lipschitz. Entao para todo v € I'(x),
existe uma trajetéria x(-) de (DI)r com %(0) = v; i.e., cada velocidade em cada ponto é

essencial para o fluxo. Que velocidades de um sistema estratificado sao essenciais?

Dado z € M; e v € G(x), quando existe una trajetéria z(-) de (DI)g para que
z(0) = v?.

Exemplo 3.4. Consideremos a sequinte estratificacio em R: M; = {x : = < 0},
My = {z : x> 0}, M3 = {0} e as sequintes dindmicas para cada subdominio, Fi(x) =
[—3,1],Vz € My e Fy(z) = [-1,%],Va € M,. Podemos ver que G difere das dindmicas
em {0}, logo temos G(0) = [—1,1].

No ponto 0,consideremos a dinamica v = 1 € G(0). Se existe uma trajetdria y(-) a
partir de 0 usando a dindmica 1, y(-) entra imediatamente em My e y(-) nao é admissivel

ja que 1 nao estd contido na dinamica F,.

No exemplo existem dinamicas em (z, que nao sao essenciais. Para responder a ques-

tion acima, necessitamos informacao mais detalhada acerca dos cones normal e tangente.

Lema 3.1. Suponha que M seja uma variedade imersa, com M prozimamente suave
de radio § e relativamente wedged, a multifuncio T' : M = RY satisfaca (HP2), e
x € M. Entio para qualquer v € T'(z) Nr — intTyz(x), existe T > 0 e uma trajetdria C*
z(-) : [0,T] = M U{z} tal que z(0) =z e (0) = v.

Demonstra¢ao. Considerando coordenadas locais, podemos supor sem perda de generali-

dade, que a dimensao de M é N.

Recordemos que I'pyy : {M + 0B} = R, definida a partir de [: M =R" por

Lepi(z) = D(projzp(z))  sempre que z € M + 6B,
satisfaz (H P2), (pois I satisfaz (HP2).).
Seja x € M e v € I'(z) Nr— intTap(x). Também v € T'(z) = Degy(z) pois proje = .

Logo pela Proposigao 274, existe 77 > 0 e uma trajetéria z(-) de (DI)r,,, tal que
#(0) =vex()éCh

Se z(t) # x, mostremos que z(t) € M, para todo ¢ pequeno, (o qual termina a prova).
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Sabemos que
intTo(e) = {v € RY : 3p > 0 tal que (€,0) < —pll¢l|, Ve € Ne(e)}  (3.1)

Reduzindo T, se é necessario,podemos ter

lits)—oll <5, Vse (1) (3.2)
Entao Vt € (0,7T] e todo £ € Nyz(z) temos
— 200 1 [t 1 [t
<M,g> _ ¥/o (i (s), E)ds — ¥/o (#(s) — v+ v, E)ds
— %/Ot@(s) —v,&)ds + % /Ot(v,@ds
1/t 1
<4 [ 1) = llelds + v,
< % | Bielas+ .6
I
< 25 lell — el = ~L el

Suponhamos que existe ¢, — 0, com x(t,,) ¢ M. Seja x,, = projz;(z(t,)) e

Z(tn)—xn

g, = { Tetn)=enll’ se z(tn) ¢
€

£l

51},7 s€ $(tn)

=l

onde ¢, é qualquer vetor unitdrio em Nyp(x(t,)).

Sem perda de generalidade, podemos supor &, — & € Ny;(z) obtendo:

v(t)—x . x(t)— z(t) —x
< tn a§> - < tn f gn) < tn 7§n>
= (0T g+ (Ot ) (2T )
z(t ) {iisal 2
> 1= e - ol - Ll o, — a2 (3.3

A justificacao para as desigualdades sao; respectivamente, a desigualdade de Cauchy-

Schwartz, a defini¢ao de &, e &, € Nyz(z,).

Observemos que:

lo(t) — al| = | / (s)ds]| < / l(s)ds]| < || (3.4)
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[z — 2|l < flzn = 2(ta)l| + l2(tn) — 2l < [a(tn) — zll + l2(tn) — 2] = 2[[T[[t,  (3.5)

Fazendo t = t,, em (B33), segue de (B4) e (BH) que

z(tn) —

T 2 =
( P &) 2 —llén = €T = ST

Passando o limite quando n — oo, obtemos

(i #00x) = 2(0)

n—00 tn

&) > 0.

Dado que #(0) = v e (BI) segue que —pu||&|| > (v,&) > 0. Logo pl|&]] < 0, mas como
p > 0 segue que £ = 0. Contradizendo ao fato que &, — £ e ||€,]| = 1. Portanto z(t) € M

para todo t proximo de zero. [ |

O resultado anterior diz que sempre que = € M;, qualquer velocidade que pertence a

F(z)Nr— int Ty, (z) serd essencial. Isso leva & seguinte definicao:
Definicao 3.1. A multifuncdo velocidade essencial G* : RV — RV ¢ definida por:

Gi(z) = U{E(x) N Tar.(x) - @ € M}

Comparemos a multifuncao G? com G, G(z) = co{Fy(z) : z € M;}. Temos que G*

esta entre F' e G; isto e, para cada x, temos:
Fi(z) C G*(x) C G(z), sempre que € M;.

G* nao possui propriedades desejaveis tipicamente invocadas em inclusoes diferencidveis
por exemplo a pesar seus valores sdo compactos, eles ndo necessariamente sdo convexos

(violando (H1); nem seu grafo é necessariamente fechado violando (H2)).

Exemplo 3.5. 1. Em R. Sejam Fi(z) = {—1} para x < 0, Fy(x) = {1} para x > 0.
A dindmica G sobre 0 é G(0) = [~1,1] e G*(0) = {-1,0,1}.

A
®
®
®
4

2. Em R. Sejam Fy(x) = {1} para v < 0, Fy(z) = {—1} para x > 0. A dindmica G
sobre 0 ¢ G(0) = [—1,1] e G*(0) = {0}.
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3. Em R?, consideremos a sequinte estratificacio: My = {(z,y)/z < 0,y € R}, My =
{(z,y)/z >0,y € R} e M3 ={(0,y)/y € R} e sejam Fy, ={(—1,1)}, Fr = {(1,1)}

e F5 = {(0,1)} as dinamicas respectivas. Observe que G difere de F apenas em

(z,y) = (0,y).
v v
[ ] [ ]
Dinamicas originals  Dinamica estratificada  Dinamicas essenciais

Proposigao 3.2. Suponhamos que z(-) : [0,T) — RY, seja uma solugdo de (DI)g de-
finida sobre [0,T). Entio i(t) € G*(z(t)) para algum t € [0,T). Reciprocamente, se
v € G*(x), entdo existe T > 0 e uma solugao C*, x(-) de (DI)g com (0) = v

Demonstracao. A primeira parte segue do fato
Fi(z) C G*(x) C G(z), sempre que € M,

De fato, como z(+) : [0,T) — R¥ pela Proposigao Bl temos que para cada i, x(-) satisfaz

2(0) = z e #(t) € Fi(x(t)) q.t.p. e assim temos que #(t) € G¥(z(t)); para algum ¢ € [0, 7).
Reciprocamente, seja v € G¥(z), e seja i tal que x € M; e v € E(:E) N Ty, (7).

Se v € r — intTg;,(v) entdo pelo Lema B existe 7' > 0 e uma trajetéria de (DI)p,
z(-): [0,T] = M; U{z}, C" tal que z(0) = z e #(0) = v. Logo pela Proposigao Bl ¢ uma
trajetéria de (DI)g.

Se v ¢ r — intTy,(v) entdao v € r — frly; () e pelo Lema [0 no Anexo existe
um fndice j para o qual M; C M;, = € M;, v € Ty, (x) e dj < d;. Mostremos que
v € Fj(x). De fato, ja que z € M}, existe x,, — x com z,, € M;. Seja v, = projﬁj(%)(v),
ie. dﬁj(mn)(v) = ||v, — v||. Fazendo n — oo e como F; é Lipschitz continua, temos que

v € Fj(z) e assim v € F(x) N Taz, (2)-
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Podemos repetir este processo, mas termina uma vez que as dimensoes das variedades
vao diminuendo em cada passo, até que o vetor v se localize no interior relativo do cone

tangente da variedade.

Para uma demonstracdo do Lema [T ver [I0].

3.3 Invariancia em Sistemas Estratificados

3.3.1 Invariancia Forte em Sistemas Estratificados

O Teorema 3 contem apenas uma condicao suficiente, e por isso devemos buscar uma
condicao necessaria para os sistemas estratificados. Este é o ponto onde as suposicoes de
estratificagao desempenham seu papel mais importante. Note que, estamos considerando
um dominio estratificado {M;, My, ..., M,,} juntamente com as dinamicas estratificadas,

encapsuladas em . A proposicao a seguir é uma consequéncia do Teorema 3.

Proposicao 3.3. Consideremos um sistema estratificado (DI)¢g introduzido acima. Su-
ponha que C C RY seja fechado e que () continua vdlido para M =RY e =G i.e.,
existe K > 0 tal que

v €RY c€projo(r) = Ho(x,z — c) < Kda(z). (3.6)

Para i firvo, se z(-) : [a,b] — M; é uma trajetoria de G com x(t) € M; para todo t € (a,b),
entao
do(z(D)) < eXC=Vdy(z(a)).

Demonstragao. Para todo e > 0 suficientemente pequeno, o arco x(-) restrito a [a+¢,b—¢],
(i.e., (*) |jatrep—e: [a+€,b—e€ — M;) esta contido em M; e portanto é uma trajetéria de

F;.

Como (M;, F;) satisfaz (HP2), entdo deve satisfazer a suposigdo de arco de Euler
(H5). Logo o arco restrito é um arco de Euler de F;, e desde que Fj(z) C G(x) sempre

que xz € M;, é também um arco de Euler para G.

Logo pelo Teorema 2713, temos:

do(x(b—€)) < X290 (z(a + €)).
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Fazendo € — 0 temos:
de(z(b)) < eK(b_“)dc(m(a)).

Proposicao 3.4. Suponha que C C RY seja fechado e que (RN, G) é fortemente invari-
ante sobre C. Entao
hei(z,—€) >0 Vo e C¢ € NE(z). (3.7)

Demonstragio. Sejam x € C e £ € NJ(z) tal que ||€]] = 1. Temos
ly — |*
— < - vy € C.
Fixemos v € G¥(z). Pela Proposicao B2 existem T > 0 e uma solucao C* x(-) de (DI)q
com %(0) = v e pela definigao de invariancia forte, temos que z(t) € C para todo t € [0, T].

Logo

— (0 _
(v,€) = ((0),€) = (lim M@ _ 1§5<$(t)t T
1 1 —_ 7|2
< lim —(a(t) - 2,6) < ﬁ%zw
t—=0 20

Como (v,&) <0, max,eqe(y) (v, ) < 0. Portanto

hee(z,—€) >0 Vo e O ¢ € NE(z).

Passamos agora para a suficiéncia de (B7) para a invariancia forte.
Teorema 3.1. Suponha que C seja fechado e hgi(c, =€) > 0, Ve € C, & € NE(c) entdo
de(2(T)) < e""de(2(0)), (3.8)
para qualquer x(-) que seja solug¢ao de (DI)g.

Em particular (RN, G) € fortemente invariante sobre C'.

A prova consiste na analise de trés tipos diferentes de trajetérias definidas em um
intervalo de tempo finito [0,7]. O primeiro caso corresponde a trajetdrias que permane-

cem numa unica variedade, com excecao dos pontos inicial e final. Veja a ilustracao na
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Figura(a), onde y; e y, sdo trajetdrias distintas da dinamica estratificada. Este caso é

tratado de forma independente na Proposigao B=3.

My

M,

y2(T) L2 (T) 1

Figura(a)

O segundo tipo é estudado na Observacao B=2. Neste caso, as trajetérias tém a caracteris-

tica de poder ser decompostas em um numero finito de trajetorias do primeiro tipo; veja

u\/\/\

yl(ty) ylts) y(ta) y(t1)

o exemplo na Figura(b).

Figura(b)

No terceiro caso temos um tipo mais delicado de trajetérias para tratar, pois sao aquelas
que alternam de uma variedade para outra infinitas vezes em um intervalo finito, como
na Figura(c). Para lidar com essas trajetérias, construimos uma trajetéria aproximada,

em vermelho, como na Figura(c).

M[J

M
ul)

Figura(c)

Antes da demonstracao vamos fazer alguns lemas técnicos necessarios a demonstracao.

Lema 3.2. Suponha que M; seja um subdominio e M seja uniao de subdominios de altas
dimensoes, com M; C M. Suponha que M tenha a propriedade de que cada trajetoria

x(-) de (DI)¢g seja definida sobre [a,b] com z(t) € M para todo t € |a,b], satisfaz

de(x(b)) < eK(b’“)do(a:(a)). (3.9)
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Entao para qualquer trajetéria x(-) de (DI)g que esteja totalmente dentro de M; U M,
temos que (Z8) vale.

Observagao 3.1. Como na prova da Proposi¢cao B23,a desigualdade (83) permanece va-
lida se x(a) e o x(b) nao estao em M, dado que x(t) € M,Vt € (a,b).

Observagao 3.2. A suposi¢ao (132) parece quasi-igual a conclusao (IZ3).

De fato, se x(-) € uma trajetoria, tal que [a,b] possa ser particionado da sequinte
forma
a=ty<ti<ty<..<t;,=b
em que x(-) : (tg,trr1) &> MUM,;, k=0,1,2,....1 — 1 Se () restrita a (tx,tpr1) estiver
em M; entao

do((trir)) < X de(a(ty)), b =0,1,2,..,1— 1

Podemos entao verificar que

dc(l’(tl» < eK(tl_tlfl)dc(z(tl,l)) < eK(tl_tlfl)eK(t“l_tl*Z)dc(x(tl,g))

< < el dn(a(t)) = X Vdp(z(a)).

Em geral, nem todas as trajetérias sao assim, e se pode até mesmo entrar e sair de
M; infinitamente (o chamado efeito Zenao), ou pode permanecer em M; por periodos de

tempo nao triviais nunca densos (em nenhuma parte denso).

Quando isto acontece, nao ha nenhum procedimento ébvio em como colar as saidas

individuais de M,; numa estimativa comum.

A prova a seguir do Lema B, nao obstante, encontra um caminho que constroéi “arcos
impulsivos” que se aproximam uniformemente de uma original e sao bem comportados

sobre intervalos de uma particao.

Prova do Lema E2. Por conveniéncia notacional, suponhamos que z(0) € M; e z(T) € M;

segue de (BH) que nao existe perda de generalidade em fazer isto.

Seja J := {t € [0,t] : x(t) € M}, o qual é um conjunto aberto. Assim pode ser escrito

como unido de intervalos abertos:
o0
J = U (ak, bk)
k=1

onde os intervalos sao 2 a 2 disjuntos.
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.:'(‘-f:gJ x(ts)  xlta) 2
2(0) x(ty) (t2) x(ty) x(ty)  a(ts)  a(T)

I IM i M e M i M i L M AL
I L T T m T m T 1

0t ta #y 1y ts ts 17 I3 T

Para [ fixo, escrevemos
!

Jy = U(ak,bk)

k=1

que reindexando podemos supor que satisfaz
b0:0§a1<b1§a2<b2§a3<63§---§@l<bl§T::al+1.

Notemos que para cada k =1,2,...,0 + 1, ambos z(ax) e x(bg_1) pertencem a M;.
Seja

= inf t)—y|| >0 3.10
ri= b e -l (3.10)
yeM;\M;
r é estritamente positivo, pois se r = 0, entdo x(t) = y € M; \ M;,Vt € [0,7T], e em
particular, para ¢ = 0, temos que x(0) ¢ M;(Absurdo).

Escolha [ suficientemente grande tal que

r

J—J) < —
uld =) < g erra)

(3.11)

onde p(/) denota a medida de Lebesgue de I e |G| é o supremo de todas as velocidades

relevantes que podem aparecer.

Notamos que z(ax) e x(by_1) pertencem a M;, para todo k =1,2,....1+1 e x(t) € M,
para todo t € (ay, b). Da hipdtese (B9) e Observagao (B), temos:

de(x(b)) < X do(z(ay)), VE=1,2,..,1 (3.12)

Agora vamos construir arcos usando a Proposicao 228 nos intervalos fechados complemen-

tares [bg, axy1] onde reside inteiramente dentro M;, i.e., arcos y(s) € Mi\ M, para todo
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S € [bk,akH] \ J.

Para k = 0, ..., 1. Definamos

er = p([b, ags1] \ J)

Seja yi(-) o arco x(-) restrito ao intervalo. [by, ar+1] Nos calculamos a distancia de y(-)

para uma trajetéria de (M;, F;) por

Pie = Plogar1] (Y(+) = /bak dist(x(s), F;(yr(s)))ds < 2||G||ex.

A ultima desigualdade é pela Proposi¢ao BTl (recordemos que y(t) = z(t) sobre [bg, axi1]
€

e pela Proposicao B #(t) € F;(z(t)) q.t.p. no conjunto onde x(t) € M;.) Pela Proposicao

28 existe uma trajetoria z,(-) de F; tal que zx(bx) = x(bx) = yx(bx) €

lyp(ars1) — zi(aper)|| < eMOn=0p < RKlovn=b)2) G g (3.13)

Na notacao da Proposicao B8, temos que ¢ = ag, ;. Pois, para by <t < apyq

I
’
Pt (Wi () < 2G| u((br, 1)) < 2(|Gller < 2(IGI D e < QHG”%THGH' (3.14)
k=0
Na ultima desigualdade é usado (B). Manipulando (814 obtemos

Plbnt) (Un () < e ST

Logo t = aj1.

Como zx(+) é uma trajetéria de F;, permanecendo em M; e satisfazendo as condigbes

da Proposicao B33, temos
dC(Zk(ak—f—l)) S GK(ak+1_bk)dc(2k(bk)). (315)

a ultima coisa que precisamos, ¢ de fato trivial, como yx(t) = x(t),t € [bx, ax+1] entdao

Yr—1(t) = x(t),t € [br—1,ax]. Logo yx_1(ax) = x(ax). Assim

do(x(ar)) = do(yr-1(ar)) = de(ye-1(ar)) — de(zr-1(ar)) + do(ze-1(ar))
< lyr—1(ar) — zx—1(ar)|| + do(zx-1(ar))- (3.16)
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Agora calculamos:

do(z(ais1)) = de(z(T)) = de(yi(aigr))
< lyi(a) — z(a) || + de(zi(as)) (por(B18))
< K =dc (z (b)) + 2| Gl e (por(BI3) e (BI3H))
= M= (de (2 (b)) + 2(|Gle)
= M= (de (2 (b)) + 2| G le)
< el =t (KOl g (w(w)) + 2(|Gle) (por(B12))
< M=) (de(a(a) + 2| Glle). (3.17)

Repetindo o argumento anterior no intervalo [a;_1, @;] da uma desigualdade semelhante
de(x(a)) < "= (do(w(ar-1)) + 2| Gle-).
Insertando (BT4) temos
de(x(T)) < "0 (do(w(ar-1)) + 2| Gl (611 + &)
Depois de [—passos, o resultado é:

dc(ﬁ(T)) S GK(Tial)(dc(J?(al) + 2HG||(€1 + ...t + 61))
l
= M [do() + 2G| Y el

Note que 32! _ e, = u(J \ J;). Pois

l

D= 1llbn, ani] 0 T) = (| ania] 0T) = u(JF 01 T) = p(T\ ).

n=0 n=0 n=0

Como pu(J \ J;) = 0 quando [ — oo, obtemos dc(z(T)) < eXTdq(x).

Prova do teorema B. Usaremos o lema B= para terminar a prova do teorema Bl

Dada trajetéria z(-) de (DI)q definida sobre [0, 7], entdo devemos mostrar que
de(z(T)) < e"Tdo(z(0)).

Seja 7 o unico indice com x(0) = = € M;. A prova serd feita por indugao a respeito da
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dimensao d; de M;. Suponha que d; = N. Seja
T = min{T, Esc(z(-), M;, G)} > 0.

Recordemos que isto implica que z(t) € M; para 0 < ¢t < TecadaT =T ou x(f) €
frM; = M;\ M;. A estimativa (BR) se cumpre com 7 substituido por T (pela Proposicao

Como uma hipétese de inducao suponha que o resultado seja valido para dimensao
d < N.

(HI)Se d; > d entao existe T > 0 tal que (B]) se cumpre com T substituido por
qualquer £ € [0, 7]

Paso 1. Debemos verificar o caso quando d = N, neste caso d; = N entao se verifica

pela primeira parte.

Paso 2. A fim de mostrar que vale para variedades de dimensao maior ou igual a d—1,

suponha que d; = d — 1 e seja
M = | J{M;/M; UD; # 0},
J#
A estratificacao considerada implica M; C Mj para todo j nesta uniao e portanto d; >
d; +1 > d para todo j.

Mostremos que M satisfaz (89) no Lema B2.

Suponhamos y(+) : [a,b] — M é uma trajetéria de (DI)q. Seja
b =sup{t € [a,b] : de(y(t)) < eXC=Dd(y(a))}.

Como y(a) se localiza num subdominio de dimensao maior ou igual a d, a hipdtese de
inducao implica que a < b = b. De fato, pois se b < b entdo y(B) € M e a hipdtese de

inducao implica que existe T> 0, assim cada 0 < t < T satisfaz

de(y(b+1)) < Xde(y(b)) < XTHDde(y(a)),

Contradizendo, ao fato de que b é o supremo, logo a afirmacao é provada.

Recordemos que z(0) € M; e d; = d — 1, podemos concluir que z(t) € M; U M para
todo 0 < t < T pequeno. Como z(-) é continua e z(0) esta a uma distancia positiva de
M; \ M; e cada outro subdominio que tem dimensdo menor o igual a d — 1. Aplicando o

Lema B™ sobre o intervalo [0, T ] o ultimo passo da indugao é completa.
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Para finalizar a prova, procedemos da mesma maneira que acima, para verificar que

M satisfaz (B39).

De fato, seja

T :=sup{t € [0,7]: dc(z(t)) < X" dx(2(0))}.

Pode-se mostrar que T' = T precisamente da mesma maneira que foi mostrado b = b.

A prova esta agora completa.

3.3.2 Invariancia Fraca em Dominios Estratificados

Agora vamos a caracterizar invariancia fraca para um sistema estratificado, da mesma
forma como fizemos a caracterizagao da invariancia forte com a desigualdade de Hamilton-

Jacobi introduzindo G*.

Suponha que M C RY seja uma variedade imersa, e a multifuncdo I' : M = RY
satisfaz (HP2), e C C RY seja um conjunto fechado. Entao (M, T) diz-se ser fracamente
invariante sobre C' num conjunto aberto U C R¥ se para todo x € CN M NU, existe uma
trajetéria x(-) de (DI)r sobre [0,7T) (com T' = Esc(z(-), M NU,T)) tal que z(t) e CNU
para todo t € [0,7).

Teorema 3.2. Suponha que sio dados um conjunto fechado C C RY, um aberto U C RY,
e um sistema estratificado. Entio (RY,G) € invariante fracamente sobre C em U se e s6
se

hea(2,€) <0 para todo v € CNU, ¢ € NE(2). (3.18)

Demonstragdo. Como G* C G, temos hg < h¢: pois

ha(z,€) = veigfm)@,@ < veignﬁx)<v,€> = hei(, §).

Entao podemos concluir que (RY, ) é invariante fracamente sobre C' em U, pelo Teorema
2.4 em [I0].

Reciprocamente, suponha que (RY,G) seja invariante fracamente sobre C' em U, e
sejar € CNU e & € NE(x). Pela invariancia fraca, existe uma solugao x(-) de (DI)g tal

que z(t) € CNU para todo t € [0,T).
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Seja t — 0 tal que zy, = x(t;,) satisfaz == — v para algum v. Temos
(v,€) =(lim “‘% = lim (*=5. )
k—o0 tk k—o0
2 G122
k—oo 20t} k—oo 20t

pois

tg
o — 2(0)] = | / $)ds| < / lé(s)ds] < Gt
Assim (v,£) <0

Mostremos que
v € coG¥(x). (3.20)

Seja JF := {t € [0,tx] : x(t) € M;} e denotemos i(x) para os indices para os quais
pk = meas(JF) > 0 para todo k. Entdo i € i(x) implica que + € M;. De fato,
i € i(z) entdao meas(JF) > 0 logo existe si € JF tal que s — 0 quando k — oo, logo
z(st) — x(0) = x, entdo x € M,.

Sem perda de generalidade, podemos admitir que para cada i € i(x) existem 0 < \; <
1 ew; € RN tal que:

k
‘ 1
l;—;—w\i S h=1 e — [ @(t)dt vk oo

- ;S gk
i€i() Hi ]

Mostremos que v; € Fy(z). De fato,
1 .
v; = lim —k/ x(t)dt
k—o0 W Jz'k
1 ~
€ lim (—k/ F(z)dt + —/ E||x(t —l‘HBdt) F; Lipschitz

k—oo \ 7 J gk

F
(:).meas JE) + / |z(t) — z||dt)B )

(
(o g o)
(

i

m<x>+u—fnan< / 1dt)B) = F(a)

i
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Também temos

— 1 [t
v = lim 2(ty) = x(t) = lim —/ x(t)dt
0

Como v; € ﬁ}(m)ezieg(m))\izl,og)\i <lew=>

envoltério convexo temos que v € co{Fi(z) : x € M;,i € i(x)}.

2) Aiv;, pela definicao de

i€i(

Agora seja M = (J;ci(,y Mi. Como z = x(t;) € M para todo k grande (quando k
é muito grande ;, pertence a JF. Assim x(f;,) € M; e consequentemente a M), também

x(ty) € M e x € M; entdo x € M, logo temos v € T37(7).

Sabemos F;(y) C Ta, (y) sempre que y € M;. Assim

Fy(x) () Tar(@) = Fi(@) () Taz. (@)

sempre que x € M;. Logo

{co U Fy(x }ﬂTM () N Tazeey = cof{ Fy(z) : x € M;} ﬂTM(x)

ici(x)
= co{Fy(z) ﬂfrﬁ@) cx e M;}
= co{F(z ﬂ Tz, (x) : @ € M}
= coG* ().
Logo v € coG*(z).
Para terminar a prova precisamos da seguinte afirmacao.
Afirmacao:
hoe(w,€) = U’Eigg:‘(z)<v,7 &= v/egggﬁ(x)<vl7 &)
De fato, como G*(x) C coG*(z) entao inf,cooge(x) (v, €) < Infyegr (v, ).

Agora vejamos a outra desigualdade; seja S = G*(x)

inf (v/,§) < inf (v, §).

v'es v'EcoS

Existe vy € coS tal que inf,cqos(v, &) = (vo,§), também existem x4, xg, ..., 2z, € S €
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A, €ERN >0talque >0 A =1ewvg =Y ., \x; entdo temos:
n

(vo,§) = <Z i) = Z/\i<xia§> 2 Ai inf (v, &) = inf (v, §).

- - v'es v'eS
i=1 i=1
Entao
inf (v, &) = inf (v, &).
U’€S< ’ €> v’EcoS< ’ €>

A afirmacao queda provada.

Voltando a nossa prova, pela afirmacao e Equacao (B220) temos

he:(x,§) = inf (v',§) = inf (),§) <(v,§) <0.

v EGH (z) v/ €coGH (z)
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CAPITULO 4

TEORIA DE LYAPOUNOV

Neste capitulo caracterizaremos sistemas fracamente decrescentes na forma do cha-
mado dominio estratificado, definiremos fungoes de Lyapounov nestes dominios, e for-
necemos condigoes que garantem a estabilidade assintética global para uma dinamica

estratificada.

A teoria de estabilidade é essencial em no estudo de sistemas em engenheira. Grosso
modo um ponto de equilibrio diz se estavel se todas solugoes que iniciam préximas ao
ponto de equilibrio permanecem préximas do ponto de equilibrio, caso contrario o ponto
de equilibrio ¢é instavel. Um ponto de equilibrio diz-se assintoticamente estavel se todas as
solugoes que iniciam proximas do ponto de equilibrio nao somente permanecem proximas
ao ponto de equilibrio, mas tendem ao ponto de equilibrio a medida que o tempo se

aproxima do infinito. De maneira mais formal temos a seguinte definicao.

Considere a equacao diferencial

onde f é uma funcdo suave de RY — R¥, e suponha que z* é um ponto de equilibrio
de f, i.e., f(z*) = 0. Se para qualquer a € RY a solugdo z(-) da equacio diferencial
satisfazendo z(0) = «, existe sobre [0,00) e tem a propriedade de que z(t) — z* quando

t — 0o entao o ponto de equilibrio ¢ dito “globalmente assintoticamente estavel”.

Um critério simples, mas de grande alcance para garantir essa estabilidade assintética
pode ser dada em termos de fungoes de Lyapounov. O método foi introduzido por A. M.

Lyapounov (1892) na teoria de equagoes diferenciais.
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Com isto em mente, é natural poder proceder no caso de uma inclusao diferencial

T € F(z).

Suponhamos que I' : RY = RY uma multifuncao. Consideremos a inclusao diferencial
z(t) e T(z(t)) qs. t€[0,7),T <+ooouT = 0.
O ponto z* é um ponto de equilibrio se 0 € I'(z*).

Definigao 4.1. Se para qualquer o € RY eziste uma trajetoria x(-) para T sobre [0,T),
tendo x(0) = « tal que x(t) — =* quando t — T entao dizemos que o ponto de equilibrio

x* € dito “globalmente assintoticamente estdvel”.

Como no caso de equacoes diferenciais, a estabilidade assintética global pode ser dada
em termos de fungoes de Lyapounov. Suponha que duas funcoes suaves ), W existam e
sao tais
i) Q(x) > 0,W(x) >0 para todo z € RN e W(z) =0 & z = z*;
ii) O conjunto {z € domQ C RY : Q(z) < ¢} sdo compactos Vq € R; e
iil) minyer)(VQ(z),v) < —W(x),Vz € RY.
Dadas estas condigoes, x* é globalmente assintoticamente estdvel. Com relagao a esta

definicao, ¢ essencial desenvolver uma teoria englobando funcoes de Lyapounov nao suaves;

a proposta neste sentido e a seguinte:

Sejam Q,W € F(RM) o conjunto de funcoes de RY — R que sdo semicontinuas
inferiormente (s.c.i) e satisfazem as propriedades i), 7). A propriedade #ii) é substituida
por: Para cada x, para cada ¢ € 0pQ(x),Jv € I'(x) tal que ((,v) < —W (z). Expressando

esta forma proximal em termos do Hamiltoniano inferior h, obtemos a seguinte definicao.

Duas fungoes Q, W € F(RY) sao ditas um par de Lyapounov para z* se satisfazem

as seguintes propriedades:

1) Q(z) > 0,W(z) > 0 para todo x € M e W(z) =0 < x = ¥
ii) O conjunto {z € domQ C RY : Q(z) < ¢} sdo compactos Vq € R; e

i) hp(z, 07 Q(x)) < =W (x), Vz € RV,

Definamos o que é um sistema fracamente decrescente.
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Definigao 4.2. Seja ¢ € F(RY). O sistema (¢,T') é fracamente decrescente se para

qualquer o € RY | eziste uma trajetéria x de T’ sobre [0,T) com x(0) = «, tal que
p(x(t)) < p(x(0)) = p(a) Vi€ 0,T).

Agora mencionamos um teorema que pode ser encontrado em ([I], pdg.212).
Teorema 4.1. (¢,T') € fracamente decrescente se e sé se hr(z,0"¢(z)) < 0 para todo

r € RV.

Olhando para a condigao ii) temos que (Q,I") é fracamente decrescente. l.e. para
aplicar o método de Lyapounov para estabilidade nos necessitamos considerar sistemas

fracamente decrescentes.

O objetivo é analisar o teorema de Lyapounov em dominios estratificados. Primeira-

mente caracterizaremos quando um sistema estratificado é fracamente decrescente.

4.1 Sistema Estratificado Fracamente Decrescentes

Teorema 4.2. Suponha p € F(RY) e um sistema estratificado sio dados. Entdo (p,G)

¢ fracamente decrescente se e so se

hee (2,07 0(2)) <0 Vo € RY. (4.1)

Demonstracio. Suponha que (E20) valha. Como G*(x) C G(z) entdo hg < hgs. Assim
ha(z, 07 p(z)) < hee(z,050(2)) <0 2 € RY.

Pelo Teorema BT o sistema (¢, G) é fracamente decrescente.
Para demonstrar a reciproca, primeiramente provemos duas afirmacoes.

Afirmacao 1: Se (p,G) ¢ fracamente decrescente entdo (epip, G x {0}) é fraca-

mente invariante sobre epip.

De fato, para qualquer x = (z!,22) € epip temos p(z') < 2%, dado que z! € RY.
Como (p,G) é fracamente decrescente existe uma trajetéria z'(-) de G sobre [0, 7] com

21(0) = z! tal que

p(r'(t) < (21(0)) = p(a') < 2*,Vt > 0. (4.2)
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Também e existe z2(t) = z?, para todo ¢t > 0 tal que z?(-) é trajetéria de {0}. Assim
existe z(t) = (z'(t),2*(t)) trajetéria de G' x {0} tal que z(0) = (2'(0),22(0)) = (z!, 2?).
Segue de (I72) que

x(t) = (z'(t),2%(t)) € epip,Vt >0,

i.e., (epip, G x {0}) é fracamente invariante sobre epiy.

Afirmacao 2:  (epip, G x {0}) é fracamente invariante se e s6 se

hGﬁ><{0}<<§7 )‘)7 (ZL’, y)) < 0 para tOdO(xv y) S epi(p e (57 >‘) S Nelimp( )

Como G* estd contida em G, temos que G* x {0} esta contido em G x {0}. Logo
haxqoy < heaixgoy- Se hgixgoy < 0 entdo haxqoy < 0 implicando que G' x {0} seja in-

variante fracamente sobre epip. (Isto segue pelo Teorema 2.4 de [I]).

Reciprocamente suponha que (RY xR, G x {0}) seja fracamente invariante sobre epi¢p.
Sejam z = (z,y) € epip e (§,\) € NE, (x,7). Pela invariancia fraca existe uma solugao

2(+) = (x(+),y(-)) de G x {0} que pertence ao epip para todo t € [0,T].

znz

Seja t,, tal que z, = z(t,) satisfaz — (v,w) =/, para algum v € RY x R.

Assim temos:

n—o00 tn
:g%mli% W) e 2y
) 43

pois (§,\) € NE. (z,7). Como 2(t) € G x {0}(2(t)), segue que #(t) € G(z(t)),z(0) =z

epip

e y(t) = 0,y(0) = y. Logo
[(z(tn) —2(0),y (ODI =llz(tn) —z0)]| + lly(tn) — y(O)

-w/ HHM' o< [ 101 < 161t

Assim continuando com nossa desigualdade (E=3), obtemos:

(o), €3 < tim (Do — i (G, o

n

Mas
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e logo <U,§> = <(U70)7 (5, )‘)> <0.

Procedendo da mesma forma como fizemos na demostragao da Equagao (B=20) pode-
mos obter:

v € coG* ().

Logo temos

h A)) = inf L A
aixqor (2, 9), (€, 0)) (Ucw/)eggx{o}(w)<(v,w),(& )

= inf (v,
v’EGﬁ(x)< €>

= inf (@ ¢

v/ €coGH (z)

< (v,§) <0,

o que completa a prova da Afirmacao 2.

Continuando com a demonstracao da reciproca de nosso teorema, notemos o signifi-

cado da desigualdade hamiltoniana: Para z € RN ¢ € 0 () nos temos hes(z,€) < 0.

Suponhamos que (¢, G) é fracamente decrescente entao segue da Afirmacao 1 que
(epip, G x {0}) é fracamente invariante sobre epip. Isto é caracterizado através da Afir-

macao 2, que para qualquer (§,\) € NP

epi¢($a 7”) onde (1’,7”) € epip temos:

min s A), (v,0)) <0.
(’U,O)EGﬁX{O}(x,T‘)<(£ ) ( )>

Agora como ¢ € dpp(z), entao (§,—1) € NI

epio (T, (7)) € logo segue-se que:

min ,—1),(v,0)) = min (&, v) <0,
(U,O)EGﬁX{O}(x,T)<(§ ) ( )> UEGﬁ(x)<€ >

donde hgi(z,€) < 0.

4.2 Teoria de Lyapounov em Dominios Estratificados

Estamos considerando um dominio estratificado {Mj,...M,,} juntamente com dina-
micas estratificadas. Apresentaremos uma definicao que caracteriza a duas funcgoes de

Lyapounov em dominios estratificados.

Definicao 4.3. z* ¢ um ponto de equilibrio da multifun¢io G se 0 € G(z*). (G satisfaz
(HP1)).
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Agora vamos a definir quando duas fungoes sao ditas um par de Lypounov. Como
acima, temos que pedir que (@, G) seja fracamente decrescente. Assim nossa definigao

fica.

Definigao 4.4. Duas funcies Q e W € F(RYN) sao ditas um par de Lyapounov para z*

associado a multifuncao G, se eles satisfazem as sequintes propriedades.
i) Qz) > 0,W(zx) >0eW(z) =0z =21
i) Os conjuntos de nivel {x € RN Q(x) < q} sdo compactos, Vg € R e

iii) Para cada x, para cada & € OFQ(x), existe v € G¥(x) tal que (£,v) < —W(z).
A condicao 7it) pode ser expressado en termos do Hamiltoniano minimizado

iii) he(x, 07 Q(x)) < =W (x),Vo € RV,

Proposigao 4.1. Se Q e W em F(RY) forma um par de Lyapounov para x*, entio existe
uma funcao W para o qual (Q,W) continua sendo um par de Lyapounov para x*, onde

W ¢ localmente Lipschitz.

Demonstragio. Para a prova, considere I := min{W(y) + ||z — y| : y € RV}.

Teorema 4.3 (Teorema de Lyapounov para Dominios Estratificados). Seja 0 € G(x*),
e suponha que existem Q,W € F(RY) tal que (Q,W) seja um par Lyapounov para z*.
Entao para qualquer o € domQ), existe uma trajetéria x para G sobre [0,00), tendo
z(0) = « tal que x(t) — z*, quando t — oo. (i.e. x* € globalmente assintoticamente

estdvel).

Demonstragao. Seja (Q, W) um par de Lyapounov para z*, e seja a € dom(). Definamos:

Q:RYxR—=R
(2,9) = Qe y) = Q(x) +y
e a multifungao
G:RYxR—RY xR
(z,y) = G(z,y) = G(z) x {W(x)} = co{Fi(z) x W(z) : € M,}.
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Mostremos que o sistema (@), G) é fracamente decrescente.

Pelo Teorema A2 anterior, s6 temos que verificar que hg, ((z,y), 0" @(m, y)) < 0 para
todo (z,y) € RY x R.

Seja (&,r) € aP@(x,y), entao pela definicao de Q temos que £ € 0pQ(z) er = 1.
Logo (£,1) € 7Q(z,y) e por iii) temos a existéncia v € G¥(z) tal que (£,v) < —W ()
para todo £ € 97Q(z). Assim

hee((@,9). (1) = min (v, 0), (£,1))

(vl »1)2)€GIi (:L‘,y)

= mi N+ W
mglalﬁr;x)@l £) ()

< (v, &) + W(x) < =W (zx)+ W(x)=0.

De forma que (@,é) é fracamente decrescente. Isto implica que existe uma trajetéria

(z(-),y(+)) de G comegando em (wv, 0) e satisfazendo

Qx(t),y(t)) < Q(,0) = Q) para >0

ou seja

Qz(t) +y(t) < Qla), (4.4)

onde z(-) é uma trajetéria de G e y(-) é trajetéria de {W(x)}. Entao,

ywzwmmjmwafwmmw

De (E2) segue que
/ W (x(s))ds < Q(a),

onde Q(x fo ))ds sao limitadas. Como G ¢ limitada temos que @(t) € G(z(t))
é hmltada7 ZE() é Llpschltz sobre [0, 00) (com constante de Lipschitz k).

Temos ainda que mostrar que z(t) — z*, quando ¢ — oco. Esta parte serd feita por

contradicao.

Suponhamos que z(t) nao convirja a z* quando t — oo, entdo para algum ¢ > 0

existem pontos t; — oo tal que ||z(t;) —z*|| > € (i =1,2,...).

Podemos admitir que ¢;41 —t; > 5. Seja n > 0 tal que:

* * €
Iz =2l 2 flu = 2" 2 5 = W(u) 2.
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Como (Q, W) forma um par de Lyapounov para z*, pela Proposi¢ao B existe uma fungao
W para a qual (@, W) continua sendo um par de Lyapounov para x*, onde W é localmente

Lipschitz.
A fim de nao sobrecarregar a notacao, vamos a manter W como W.

Assim n existe, pois W é continua e positiva sobre o anelo em questao. Entao

€ €
[t —til < 5 = ll2(t) —2(t)ll < 5

— ¥l >
- — Jla(t) - o7 2

DO ™

De fato,

o) — ™| = [lo(t) — =

>e— — =
= € 9

—~

ti) + a(ts) — o7 = [le(t:) — 2% = [Ja(t) — (&)

)
N ™

Logo W (z(t)) = n.

Também temos:

tit1

tit1 €
W(z(s))ds > / nds = n(tiz1 —tic1) > n—.
ti—1 ti—1 2k
Isto implica que fot W (z(s))ds diverge, o que é uma contradigao.

Assim temos entao para qualquer a € dom(), existe uma trajetéria de G, com xz(0) = «

tal que x(t) — z*. O teorema queda demostrado.

Exemplo 4.1. Consideremos n = 1 e sejam M, = {z : © < 0}, My = {z : = > 0},
M; = {0} subdominios estratificados de R, e sejam Fy(z) = [—3,1], para todo = € M e
Fy(z) = [—1, 1], para todo x € M.

Notemos que G e G* sdo diferentes sobre Ms = {0}. Pois G(0) = [—1,1] e G*(0) =
[—1.,3]. Note que G*(0) C G(0).

Seja x* =0, entao 0 € G(x*), =* € um ponto de equilibrio de G globalmente assinto-

ticamente estdvel. De fato, sejam

Q:R—R W:R—R
z— Qz) = |z z— W) =1—el
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i) QW >0eW(x)=0%&z=2a",
ii)os conjuntos de nivel {x € R: Q(x) < q} sao compactos para todo q € R;

iii) também temos

1 x> 0;
07 Q(x) = sgn(x) = { [-1,1], = =0;;
~1, r <0
para todo x.
2 piQ) Q(x) = |a]
j e
: \ZZQ(“ 0)
hee(w,€) = min = min{([=3, 51, [=1,1)} = =3 <0 = W)
= min = min{{|——, =|, [— T2 o |
ai\T, vEGH(0) 22 | o :U
Sex >0
ho(e,6) = min = win{([-1, 3.1} = 1 <= W ()
r.£) = min = min{([—1, = o
at(z, veGH (z) Fy(x) 72 ’ >~
Sex <0

1
ha(w, &) = min = min{([-5,1}, 1)} = —1 <= =W(x).

Assim hei(7,€) < 0,Vr € R onde € € 07Q(z).
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Logo temos que (Q, W) sao um par de Lyapounov. Pelo teorema de Lyapounov temos que

x* € globalmente assintoticamente estavel.

Exemplo 4.2. Consideremos o plano R? e sejam My, M, os semiplanos superior e infe-

rior respectivamente e Ms, My o eizo positivo e negativo respectivamente e seja Ms = {0}.

m()= () = 0) e ) = (6= C) = (7))

Note que Fy consiste de somente do vetor zero. Este € o caso para todas as variedades

Sejam

de dimensdo zero. Temos que G difere de F' = F;(x) s6 sobre o eizo x1, com

{v:|v|+ v < 1,00 >0} sex; <0 eo{(°) (_01) N1, x1 >0
T
(o) = (o lml+ el < 1) sear =0=9@{(%) () () (o)} 21=0
{v:|v|+ v < 1,04 >0} sex; >0 @{(?1)((1))(?)}7 1 <0
e
{()} @>0
T
Gﬁ((Jl) ={0} ==
{OF @ <o
onde v = (Z;)
Considerando o seguinte par de Lyapounov Q(z) = ||z|| e W(z) = 1 — e I*l com

z = (i;), temos que z* = 0 € um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estdvel.

Vejamos se he:(z,07Q(2)) < 0,Vz € R?, onde

({sgn(a0)} x {sgn(a2)}, o1 # 0,22 # 0
apQ <{E1> ) {Sgn(xl)} X [_17 1]7 x 7é 07332 =0

[—1,1] x {sgn(xs)}, r1=0,29 #0
\[_171] x [=1,1], r1=0,22=0

Analisemos por casos: Se z = (i;) = (8)7

o= i 09 = i (o) (D)) =0 == o)
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se z = (11) = (“),xl >0

x9 0

o0 = i 06— i ((0) (1)) =50 (5) <0

hai(2,§) = min (v,§) = min (v,§) = min =-1<0;
¢ vEGu@é) ’UEFl(z;) v€F1(2) <<_01)’ ([—}71})>
se z = (i;) € M,
). (¢
hgi(2,§) = min (v,§) = min (v,€) = min - =-1<0.

veat(71) very(31) ver(31) <(0)’ ([_1,1])>
Assim hes(2,€) <0,V2 € R? onde € € 0P Q(2).

Logo pelo Teorema de Lyapounov, temos que z* = 0 € um ponto de equilibrio global-

mente assintoticamente estdvel.
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CAPITULO B

A EQUACAO PROXIMAL DE
HAMILTON-JACOBI-BELLMAN

Neste capitulo mostraremos que a funcao valor é a tinica solu¢ao semicontinua inferior-
mente de uma generalizac¢ao da classica equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Mas

para isso previamente caracterizaremos sistemas fortemente decrescentes e crescentes.

5.1 Sistemas Fortemente Decrescentes

Seja ¢ € F(RY). O sistema (¢, F) é fortemente decrescente se para qualquer trajetéria
z(+) sobre [0,00), temos p(z(t)) < ¢(x(0)) para todo t > 0. Isto equivale a fungao

t — o(x(t)) ser decrescente, sempre que z(+) seja uma trajetoria.

O seguinte teorema fornece uma caracterizacao hamiltoniana para sistemas fortemente

decrescentes, para mais detalhes ver ([I])

Teorema 5.1. Sejam ¢ € F(RY) e F localmente Lipschitz. Entdo (p, F) é fortemente
decrescente se e so se

Hp(z,0%p(x)) <0,Vz € RY

Considerando nossa dinamica GG, a qual nao é Lipschitz, se pode caracterizar em que
condigoes (i, ) é fortemente decrescente?. A resposta é sim, ja com os resultados de [I0]

se pode pensar em utilizar o hamiltoniano maximizado essencial.

Proposigao 5.1. Seja ¢ € F(RY). Entdio (p,G) é fortemente decrescente se e s6 se

(epip, G x {0}) € fortemente invariante.
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Demonstracao. Seja z(-) qualquer trajetéria de G x {0}, com z = (x(0),y(0)) € epip C
RY x R. Temos que x(-) é trajetéria de G com z(0) = z e ¢(t) = 0,y(0) = y entdo
y(t) =y,vt € [0,T]. Como (z,y) € epip entao p(x) < y. Logo

p(2(0)) < y(t).

Como (¢, G) é fortemente decrescente obtemos (z(t)) < y(t), para todo t € [0, T]. Assim
(x(t),y(t)) € epip para todo t € [0,T] e (epip, G x {0}) é fortemente invariante.

Por outro lado, seja z(+) trajetéria de G, com x(0) = z, i.e.,

8
—~
=
m
&)

(z(t)) qt.p. te€]0,T]

Como z € RY entdao (z,p(z)) € epip. Tome y(t) = ¢(r) para todo t € [0,T], logo
(x(t),y(t)) é uma solugao de G x {0}. Como (epip, G x {0}) é fortemente invariante entao
(z(t),y(t)) € epip, o que implica em

Portanto (¢, G) é fortemente decrescente.

Dado que (epip, G x {0}) é fortemente invariante entao
hGﬁX{O}((ma T)a _<5? )‘)) > OQV(x>T) € epigp, V(ﬁ, >‘> S Ne{;igp(xa 7“), (51)

isto pelo Corolario B4.

Teorema 5.2. Seja ¢ € F(RY). Entdo (p,G) € fortemente decrescente se e s6 se
Hea(x,0%p(x)) <0, VoeRY.

Demonstragdo. Sejam z € RY e £ € 0Pp(z). Entao (£,—1) € N?

epigo(xa(p(x)) e sendo

(epip, G x {0}) fortemente invariante e pelo Coroldrio B4 podemos obter,

harsqo (@, ¢(2)), = (&, =1)) = min ((v,0),(=¢ 1) = min (v,&) = hei(z, =)

Assim, segue de (B1) que He:(z,07p(x)) <0,V € RY,

Agora provemos a reciproca. Suponha que Hg:(z, 07 ¢(z)) < 0,Vz € RY. Devido &
Proposigao B0 mostremos que (epip, G x {0}) é fortemente invariante. Dado & € 97 ¢ (z)
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temos que (£, —1) € N, (z,¢(x)) e

hG’ﬁX{O}((xv (20(1:))7 _(57 _1)) = hGji (l’, _5)

Para qualquer z(-) = (z(-), y(+)) solugdo de G x {0}, isto é,

£(t) € G x {0} (=(1))
2(0) = (z,¢(x)),

pelo Teorema BT tem-se
depiio(2(T),y(T)) < M depi (2(0), p((0))) = 0

Entao segue que p(x(t)) < ¢(x(0)),Vt € [0,T]. Assim (¢, G) é fortemente decrescente.

5.2 Sistemas Fortemente Crescentes

Definigao 5.1. Dizemos que o sistema (o, F) € fortemente crescente sobre RY se para

qualquer trajetdria sobre [0,00) a fungao t — p(x(t)) € crescente sobre [0, 00).

Agora caracterizaremos algumas propriedades de monotonicidade onde a funcao ¢
depende de t e z. e os resultados nao se escapam do normal. Nao é nenhuma surpresa

que as caracterizacoes possam ser estendidas para o caso de t-dependéncia.

Por conveniéncia de notagao, definamos o Hamiltoniano estendido como sendo

h:RYxRxRY —SR
(x,0,€) »—>E(m,0,§) =0+ h(z,§)

Agora seja p(t, ) semicontinua inferior. Como antes o sistema (@, F') é fortemente
crescente se t — @(t,x(t)) é crescente sempre que x(-) é uma trajetéria. Considerando
t como uma varidvel de estado extra sujeito a t = 1, e tomando F.(x) := {1} x F(x),

derivamos o seguinte corolario quando ¢ tem t—dependéncia.

Corolério 5.1. 1. Seja ¢ € F([0,T] x RY). (p,G) € fracamente decrescente se e s6

Se
0+ hes(2,6) <0, V(0,6 € 0%p(t,x),V(t,x) € [0,T] x RY;



5.2 Sistemas Fortemente Crescentes 68

2. Seja o € F([0,T] x RN). (¢, G) € fortemente decrescente se e s6 se
0+ Hgs(x,€) <0, V(0,€) € 07p(t,2),9(t,2) € [0,T] x RY.
Proposicao 5.2. (¢, G) € fortemente crescente se e somente se

6+ hes(2,€) 20, V(6,6) € 9 p(t,2),Y(t,x) € [0,T] x RV,

Demonstragao. Seja z(-) uma trajetéria de G sobre [0,7] e definamos y(t) = z(t* — t)

onde t* € [0,7]. Entao a fungao y(-) esta definida sobre o intervalo (t* — T, t*) e satisfaz

y(t) = —i(t" —t) € =G(z(t" = 1)) = =G(y(t)), -5,

i.e., y(-) é uma trajetéria de G* sobre (t* — T',t*) onde G*(y) = —G(y). Também temos

que @(t,z(t)) é crescente para todo x(+), se e 86 se o(t* —t,y(t)) é decrescente para todo

y(-), pois
et =tz —1)) <", 2(t")) = (t" —t,y(t)) < ot y(0)).

Tome ¢*(t,y) = p(t* —t,y). Temos mostrado que fortemente crescente sobre [0, T] x RY
para (¢, G) é o mesmo como fortemente decrescente sobre (t* — T, t*) x RN para (¢*, G*).

Aplicando Coroldrio 5.1, item 2, para (¢*, G*) obtemos;
0+ Hgy:(y,€) <0, V(0,8) € 07" (t,y),V(t,y) € (t* — T, t") x R,

Mostremos que

f](G*)ﬁ (ya 5) = _hGﬁ (ya 5)7 (52)
(0,6) € 0"¢*(t,y) & (=0,8) € 0 p(t* —t,y). (5.3)
De fato,
Hgye(y, &) = —hye(y, =€) = —Ue(félj)f;(y)@a —&) =— _Uféléful(y)@, —£)

_vrél(l;?(y)< ’U,g) Gt (y7€)7

o que mostra (B2).

Agora vejamos (523). Sendo, (0,&) € 0P p*(t,y) se e s6 se existem o, M > 0 tal que

Pt 7) 2 " (t,y) +{(0,8). (¢, 2) — (t.y) — oll (', 2) — (&, )|,
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para todo (¢, z) € B((t,y); M) como ¢*(t,y) = p(t* —t,y), temos
p(t" =t 2) > (t" = t,y) +((0,€), (t' — t,x —y)) — o[|(t' — t,x — )|,
fazendo t* —t' = s’ e t* — t = s obtemos
(s’ x) = p(s,y) +((0,6), (s = 8,2 —y)) —all(s = 8",z = y))|I,

p(s ) = p(s,y) + ((=0,6). (5 = s,z —y)) —all(s = 5",z = y)|I%,
p(s',7) = p(s,y) +((=0,€), (s, 2) = (s,9)) — oll(s', 2) = (s,9)II",
para todo (s, z) € B((s,y); M), assim, (—0,&) € 0P p(s,y) = (=0,€) € dFp(t* —t,y).

Logo a proposicao segue imediatamente.

5.3 A equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

Consideremos o seguinte problema de control 6timo (P) global, com G sendo associada

as F;.

min  g(a(T))

sa.  x € Wh([0,T]; RY) satisfazendo

onde W é o conjunto de funcoes absolutamente continuas e g : RV — R U {400} é
J G

uma fun¢do semicontinua inferiormente (s.c.i.), denominada fung¢ao de custo.

Dizemos que x(-) é factivel para (P) se satisfaz as condi¢bes do problema. E Z(-) é

6timo (minimo) para o problema (P) se

9(z(T)) < g(=(T))
para qualquer z(-) factivel.

A ligacao entre o problema de control 6timo (P) e a equa¢ao Hamilton-Jacobi-Bellman

(HJB) é feita através da fungao valor V : R x RY — R U {400} definido como o infimo
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custo do problema

min  g(z(7T))

s.aa. y &€ WUH([t, T]; RY) satisfazendo
y(s) € G(y(s)) a.t-p.
y(t) ==,

P(t,x)

\
ie., V(t,z) :=inf P(t,x) e V(t,x) = 400 se nao existe y(-) satisfazendo as restri¢oes do

problema.

Se V(t,z) < +o0 entdo P(t,z) tem minimo. De fato, se V (¢, ) < 400 entdao domV #
0, e existe z(-) factivel para P(t,x). Segue da Proposi¢ao 2.6.2 em [I2] que o problema

P(t,z) tem minimo.

Recordemos que para os problemas classicos de control étimo do tipo Mayer, a funcao
valor pode ser caracterizada como a tnica solucao semicontinua inferiormente das equacoes
de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), sempre que a dinamica seja Lipschitz. Em nosso
problema, as dinamicas F; sao definidas, em separado, e se pode pensar na regularizagao
das F;, mas, a multifuncao GG é sé semicontinua superior. Isto nao é suficiente para garantir

existéncia e unicidade de solugoes da equacao de HJB.

O seguinte teorema mostra que a funcao valor é a tinica solugao semicontinua inferi-

ormente da equacao de HJB generalizada.

Teorema 5.3. Seja uma estratificacdo {M;} de RY associada a F;. Se g é semicontinua
inferiormente entao a fungdo valor para o problema (P) é a unica fungdo semicontinua

inferiormente V : [0, T] x RN — R U {+o00} tal que para cada (0,€) € O7V (t,x) tem-se

0+ he:(w,6) = 0,Y(t,z) € (0,T) x RY (5.4)
lim inf V(t,y) = g(z) = V(T,z),z € RY (5.5)
t—T y—=x

Demonstra¢ao. Suponhamos que em vez do problema (P) acima, consideramos a familia

de problemas
.

min  g(z(T))
s.a. x € WhH([r,T];R") satisfazendo

#(t) € Gx(t))

P(r, «)

2(1) = a,
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e a fungao valor associada V : [0,T] x RY — R U {400} definida por
V(r,a) = 1r(1§{g(:p(T)) x(1) = al.

V é semicontinua inferiormente em [0,7] x RY. De fato, fixemos (t,z) € [0,T] x RN e
consideremos a sequeéncia {(;,z;)} em [0, 7] x RY tal que (¢;,x;) — (¢, ) e lim; V (¢;, z;)
exista. Mostraremos que

Vt,x) < lilm V(ti, ;).

Para cada i, P(t;,7;) tem um minimo (ver [I2]- Prop.2.6.2) y; : [t;, T] — RY, y;(t;) = x;.
Estendendo y; a todo [0, 7] por uma extrapolagdo constante sobre [0,¢;], a desigualdade
de Gronwall’s (ver [I2]- Lema 2.4.4) implica que {y;} e suas derivadas sdo uniformemente
limitadas. Pelo teorema de Compacidade das trajetdrias, existe uma subsequéncia {y;}

que converge a um arco y(-), o qual é trajetéria de G e

y(t) = limy;(t;) = limz; = x,

V(t,z) < g(y(T)) =limg(y;(T)) = lm V (¢;, z;).
Assim a funcao valor é semicontinua inferiormente.

V (7, ) é definida para 7 < T, assim o subgradiente proximal de V' s6 tem sentido

para 7 < T'. Mas neste intervalo, podemos mostrar que V' satisfaz

0+ hee(z,6) > 0,¥(t, ) € (0,T) x RY. (5.6)

De fato. Primeiramente verifiquemos que V (¢, z(t)) é sempre crescente quando z(-) é

uma trajetoria.

Para isto tome dois pontos 7,t € [0,T] com 7 < ¢, T : [r,T] — RY um minimizador

para o problema P(7,Z(7)). Seja x : [, T] — RY uma trajetéria de G.

Suponhamos que (572) é falso. Entéao existe € > 0 tal que V (7, z(7)) > V (¢, z(t')) + €.
Por defini¢do de V existe uma trajetéria z : [t/,T] — RY tal que 2(t') = x(t') e

V(t.x(t) > g(=(T)) - 5.
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Entdo a trajetéria y : [0,7] — RY definida por

z(t), T<t<t
y(t) =
At), V<t<T

satisfaz

V(r,a(r) < gy(D)) = 9(:(1)) < V(t,a(t) + 5 < V(ra(r)) - 5

(absurdo). Logo deduzimos que (B71) é verdadeira. Notemos, de novo pela defini¢ao de
V, que
V(' z(t') < g(@(T)) = V(7. 2(7))

combinando com a condi¢ao (A1) temos (BR).

A funcao valor de (P) é crescente ao longo de trajetdrias arbitrarias, e é constante ao

longo de uma trajetéria minima.

Este crescimento forte do sistema (p, G), implica pela Proposigao B2 a desigualdade

hamiltoniana (58).

Agora mostremos

het (2, 07V (t,2)) < 0,¥(t,2) € (0,T) x RY. (5.9)

Sempre que V (7, «) é finito ([12]-Prop.2.6.2), existe um arco T 6timo para o problema

P(7,a), e ao longo de T, V é constante, i.e., t — V(t,Z(t)) é constante sobre [, T].

Assim o sistema (V, G) é fracamente decrescente relativo a t € (0,7, logo temos (59).
Assim de (B8) e (59) temos he:(z, 07V (t, 7)) = 0.

E V satisfaz lim, ,rinf, ., V(t,y) = V(T,2) = g(x). De fato, que o lado esquerdo
nao é maior que o direito decorre da semicontinuidade inferior de V', e notando que V é

constante ao longo de arcos 6timos.

Agora seja ¢ outra fungao como descreve no teorema. Vamos a mostrar primeiro que
V < ¢. De fato, seja (7,«) qualquer ponto com 7 < T na qual ¢ é finito. Desde que
he (2,07 p(t, 7)) < 0 o sistema (p, () é fracamente decrescente relativamente a t < T,
tal que para qualquer 77 < T'; existe uma trajetéria z(-) sobre [r,7"] com z(7) = «

tal que (17", 2(T")) < p(7,«). Fazendo T" — T, a semicontinuidade e pelo teorema da
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compacidade das trajetorias obtemos

o que implica V (7, a) < (7, a).

Passemos a mostrar agora que V > ¢. Seja (7, «) qualquer outro ponto com 7 < T
onde V' ¢ finito, entdo existe uma trajetéria T 6tima para P(7,«). Por (B3) existe uma

sequéncia (t;,y;) — (T,Z(T)), com t; < T tal que

(i y:) = g(@(T)) = V(r o)

por propriedades elementais de inclusoes diferenciais em relacao a dependéncia das con-
digdes iniciais, existe (para i grande) uma trajetéria z; desde um ponto (73, ;) a (¢;, ;)
onde (73, ;) — (7,a) e desde que he:(x, 07 p(t,x)) > 0 o sistema (¢, G) é fortemente

crescente para t € [1;,t;], assim temos ¢(7;, ;) < p(t;,y;). Isto implica
p(r,0) < (T, 2(T)) = V(7,q),

0 que completa a prova.

A prova do teorema estabelece dois corolarios de comparacao.

Corolario 5.2. ¢ : (0,T] x RN — R semicontinua inferiormente e satisfazendo

a) hes(z, 0 0(t, 7)) <0 V(t,z) € (0,T) x RV,

b) g(x) < o(T,z) VoeRN.

entao ¢ > V.

Corolério 5.3. ¢ : (0,7] x RN — R semicontinua inferiormente e satisfazendo

a) hee (2,07 p(t, ) >0 Y(t,z) € (0,T) x RY,

b) limy_,rinf, . o(t,y) < g(z) VoeRN.
entao o < V.

No Corolario b3, na teoria cldssica é valida se a G é Lipschitz, mas como vimos nos

ja nao precisamos isso desde que ¢ introduzido o Hamiltoniano essencial.
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5.4 Funcoes Verificacao

Seja F' uma multifuncao satisfazendo as hipdteses padrao. Consideremos o seguinte
problema de controle étimo (P*)

(

min  [(z(T))

s.aa. o€ WH([0,T];RY) satisfazendo
(P*) <
z(t) € F(z(t)) g.s.

z(0) = xo.

\

Aqui T > 0,29 € RN, e g : RN — R uma funcao semicontinua inferiormente sao dados.
Procuramos, por conseguinte minimizar o custo do ponto final I(z(T')) sobre todas as
trajetérias z(-) de F sobre [0,7] em xy. Resulta da hipdteses padrao 1 (HP1) que o

problema (P*) admite uma solugdo. Suponhamos que F' seja Lipschitz.

Vamos agora descrever como uma ideia muito boa do calculo das variagoes, originado
com Legendre, leva a condigoes suficientes para otimalidade em problemas de controle.
Suponhamos que temos um arco factivel Z(-) que suspeitamos ser ideal ou étimo para o
nosso problema. Como podemos verificar que T é uma solucao?. Aqui estd um caminho.

Produzir uma fungao suave ¢(t, ) tal que:

oi(t, ) + (o (t,x),v) >0, Va,Vtel0,T],Vv e F(x), (5.10)
QO(Tv ) = l()7 (511)
0(0,2) =1(Z(T)). (5.12)

Vamos ver como a existéncia de ¢ verifica que T é étimo. Seja z(-) qualquer um outro

arco qualquer de (P*). Entao para quase todo t € [0, 7], temos

ot (1)) = gult,2(0) + (ot 2), (1) 20, (5.13)
por (E0). Integrando sobre [0, T] obtemos:

o, 2(T)) = (x(T)) 2 (0, 2) = (T (5.14)
De fato, integrando (513) temos (¢, z(t)) [E>0

(T, z(T)) = (0,2(0)) =2 0= (T, z(T)) = ¢(0,(0))

e por (AI)e (BI2) obtemos (514).
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Entao T fornece o menor valor possivel de [(x(T)), como requerfamos. Também segue

que ¢(0,2(0)) é o valor de (P*), i.e. é o custo minimo.

A desigualdade de Hamilton-Jacobi-Bellman (A1) foi realmente utilizada apenas para

deduzir que a aplicacdo t — (¢, z(t)) é crescente sempre que z(-) seja uma trajetoria.

Em nossa terminologia, queremos que (p, F') seja fortemente crescente sobre (0,7") x

RV,

Agora pensemos na dinamica estratificada. Nossos resultados anteriores nos permitem
caracterizar esta propriedade do sistema, mesmo quando ¢ nao é diferenciavel. Aqui temos
uma correspondente extensao do argumento de verificagdo cuja prova é uma adaptagao

do caso cléssico em célculo das variagoes.

Proposicao 5.3. Seja T factivel para (P) e suponha que existe uma fun¢ao semicontinua

inferiormente ¢(t,x) sobre [0,T] x RY satisfazendo.

hes(z,0p(t,2)) >0, V(x,t) € (0,T) x RY, (5.15)
limy sup o(t,y) < g(x), (5.16)
0(0,z) = g(=(T)). (5.17)

Entao T soluciona (P), e o valor de (P) € ¢(0,z(0)).

Demonstragao. Seja T factivel para (P) e seja x(-) qualquer outro arco de (P), de (B13H)
temos, para (6,£) € 07 ¢(t,z)), que

Egn(x(t), (9,5)) =0+ hgﬁ (ac(t),{) >0 V(I,t) € <O,T) X RN.

Logo pela Proposi¢ao b2 temos que (¢, G) é fortemente crescente, i.e.,

9(@(T)) = ¢(0,2(0)) < (T, 2(T)) < lim quT) o(t,y) < g(z(T))

e a desigualdade segue da semicontinuidade inferior de ¢ e (B18). Entao Z soluciona (P)
e o valor de (P) ¢é (0, z(0)). |

Uma funcdo semicontinua inferiormente satisfazendo as hipéteses (B1H), (BI0) e

(517) da Proposigao b3 é chamada de fungao de verificagdo em dominios estratificados.
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CAPITULO 6

, CONCLUSOES

Neste trabalho estudamos os resultados obtidos em [I0] por P. Wolenski-R. Barnard.
Os resultados fornecem critérios de invariancia fraca e forte, condi¢goes Hamiltonianas para
uma dinamica nao Lipschitz. Com os resultados obtidos em [I0] surgem ideas para estu-
dar a teoria de Lyapounov em dominios estratificados, como se apresentado no trabalho,
mostrando condi¢oes que garantem a estabilidade assintotica global para uma dinamica
estratificada estendendo a teoria de Lyapounov de sistemas classicos para sistemas estrati-
ficados. A principal diferenca na obtencao dos resultados foi trabalhar com as velocidades
essenciais da multifuncao velocidade essencial no lugar da dinamica estratificada nao Lips-
chitz continua, apesar de que restrito a cada dominio seja Lipschitz continua. Tlustramos
o resultado com exemplos. Além disso apresentamos condicoes Hamiltonianas para sis-
temas fraca e fortemente decrescentes (crescentes), critérios que permitem mostrar que a
funcao valor para o problema do tipo Mayer em dominios estratificados é a nica solugao
semicontinua inferior de uma generalizacao adequada da classica equacao Hamilton-Jacobi

para o Problema de Mayer em dominios estratificados.

Existem muitas coisas por fazer nestes denominados subdominios estratificados, como
menciono mais acima. Daniella Porto, atualmente aluna de doutorado do programa, esta
trabalhando para fornecer condi¢oes necessarias para um problema de controle étimo
com uma dinamica estratificada. O objetivo do trabalho é obter condigbes necessérias a
otimalidade na forma do Principio do Maximo de Pontryagin para os problemas de Mayer
e condicoes suficientes para otimalidade de tempo minimo. Também pode ser estudado

condigoes necessarias para problemas com tempo finais livres, entre outros.
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CAPITULO [

ANEXO

Neste apéendice daremos um esboco do Lema [1, mas este pode ser encontrado em

[T0]. Nao daremos muitos detalhes, mas sim algumas referéncias.

Um resultado em Rockafellar [7] diz-se que um conjunto fechado C' C RY é wedged
se e s6 se C' é epi-Lipschitz em torno de ¢. O ultimo significa que apdés uma mudanga de
coordenadas, C' tem localmente a forma de epigrafo de uma funcao Lipschitz. I.e., que
existe uma aplicacao unitdria ® : RV — R¥~! x R, uma constante ¢ > 0, e uma funcio

Lipschitz g : eBy_; — R com ¢(0) = 0 tal que:
O(C —c)N{eBy_1 X (—€,€)} = {epig} N{eBn_1 X (—¢€,€)}. (7.1)

By_; denota a bola unitaria em RV,

Além de C' ser wedged, suponhamos que C' seja proximamente suave. Entao a funcao
de Lipschitz g em (1) ¢ lower-C2. E por ([3],Teorema 5.2), isto significa que existe uma

representacao

9(y) = max{ga(y) : a € A}, (7.2)

onde A é um espago métrico compacto e g, : eBy_; — R é tal que g4(), Vga(+) e VZg.(*)

sdo todas continuas como fungodes sobre (y,a) € eBy_1 x A.
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D[C—c] =epi g

v £intTe(c)

¥

g(x) = max ga(x)

Para todo y € eBy_1, pode ser mostrado que g(-) como em ([2) tem derivada direccional

d'(y;w) em todas as diregoes w € RV~1, e além disso satisfaz a formula de Danskin

g (y;w) = ag%)wyga(y), w), (7.3)

onde A(y) :=={a € A:g(y) = ga(y)}-

A representagao ([2) proporciona um meio simples para calcular os cones normais e

tangentes, bem como determinar seu interior e fronteira.

Recordemos que ¢ ¢ unitaria, o qual implica que os cones normal e tangente sao
preservados sobre a transformacao. Denote por cone K o cone convexo gerado por K.

Temos:

Ne(e) =coned ™ [{(Vga(()), 1):ae A(O)}}
— ﬂ co U NC(C/) (74)

v>0 || —c||<v
To(e) =coned ™! [{(w, 1) : (Vau(0),w) <1 Va € A(0)}]
=K lim (N 7o) (7.5)
¢/ —cl|<v

Aqui, £ = K lim,_, IC, refere-se ao limite de conjuntos de Kuratowski; que significa dois

coisas

lim inf dist(x, KC,) =0 Vx € K,
v—0

e, se v, = 0eux, €K, saosequencias com z,, — x, entao z € K.



7 Anexo 81

De ([Z33) pode se derivar,

intTo(c) =01 [Cone{(w, r): 3u > 0 tal que

(V94(0),w) < Jwlllr = (| Vga(0)| + 1)]¥a € A(0) }]

={v € R : 3u > 0 tal que (¢,v) < —p|¢|IV¢ € No(o)}; (7.6)
fric(c) :<I>’1cone{(w, —1) : Ja € A(0) tal que ¢'(0;w) = (Vga(O),w>}
={v € Te(c) : 3¢ € Ne(z) \ {0} tal que (¢,v) = 0}. (7.7)

Lema 7.1. Sex € M;\ M; ev €r — frTz,(x) entdo existe j tal que M; C M;, z € M;
ev € Ty, (x) ed; < dj.

Demonstragio. Dado x € M; e v € 7 — frTy,(z) = Tar, \ 7 — intTag, ().

Notemos que a fronteira relativa r — frTy; (r) pode nao ser vazia somente quando
di > 0.

Por tanto sem perda de generalidade, podemos admitir que d; = N, Por (23) existe
uma sequencia t,, — 0 tal que %% — 0 onde x,, = projg;, (v +t,v). A prova é simples
se  + t,v ¢ M, para infinitos n. De fato, no caso que z,, € friM; = M; \ M; e ja que
existe uma quantidade finita de subdominios na estratificagao, entao deve existir j tal que
T, € M; para infinitos n. Como a projzz, ¢ Lipschitz entao limy, o T, = projz;,x = .

Isto implica que z € M; e v € Tar, (@).

Outro caso é quando x + t,v € M, para todo n grande, neste caso x, = r + t,v. A
prova aqui é mais dificil e recorremos & representacao (2). Combinando coordenadas,
podemos supor, sem perda de generalidade, que x = 0 e que M; = epig (localmente) onde
g é da forma (2). Para z € RY, escrevemos z = (V1 2V) € R¥"1 x R e com esta

notagao, sao dados x,, = t,v, satisfazendo z¥ 71 = t, vVl e

N
i—” — oV, (7.8)

Mostremos (IZ8). A suposicao de que v € frTy; () e (Z0) implicam que vV = ¢'(0; 0V ~1)
por (7). A partir da férmula de Danskin ([=3), existe a € A(0) para o qual

v =g (0,07 ) = (Vga(0), 0.
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Usando este fato temos
a(ta?™!
vV = (Vg,(0),oN ) = lim galtnv ")
n—oo n
t N—-1
< lim gl ")
n—oo n
N
< lim xt—” =", (7.9)
n—o0 n
onde a desigualdade (Z9) segue do fato que z, € M; (i.e., zY¥ > g(zV7')). Logo a
igualdade (IZ8) esta demonstrada.

Como (2, g(z)) € frM; para cada n, existe um fndice j tal que M; contem infinitos

pontos (z, g(zX)). Portanto 0 € M, e v € Ti1,(0). Desde que M; C M; e M;N M; =0,
temos que d; < d; e a prova ¢ completa.
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