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Resumo

Este trabalho tem como objetivo construir os sistemas numéricos usuais, a saber,
o conjunto dos nimeros naturais (N), o conjunto dos ntimeros inteiros (Z), o conjunto
dos niimeros racionais (Q) e o conjunto dos nimeros reais (R). Iniciamos o trabalho
tratando de nogoes sobre conjuntos e relagoes binarias. Em seguida, apresentamos o
conjunto dos niimeros naturais, definido através dos axiomas de Peano; o conjunto dos
numeros inteiros via uma relagao de equivaléncia com o conjunto dos ntimeros naturais;
o conjunto dos niimeros racionais, que sao obtidos também via relacao de equivaléncia,
mas dessa vez com o conjunto dos ntimeros inteiros; a construcao do conjunto dos
numeros reais, feita via cortes no conjunto dos niimeros racionais; e, para todos esses
casos, mostramos a imersao do conjunto anterior no conjunto que surge na sequéncia.
Por fim, observamos alguns materiais do ensino fundamental e médio com o intuito de

investigar de que forma esses temas estao sendo apresentados para os alunos.

Palavras-chave: Ntumeros Naturais, Niimeros Inteiros, Niimeros Racionais, Ntimeros

Reais.



Abstract

This work aims to construct the usual numerical systems, namely the set of natural
numbers (N), the set of integers (Z), the set of rational numbers (Q) and the set of real
numbers (R). We begin the work dealing with notions about sets and binary relations.
Next, we present the set of natural numbers, defined by Peano’s axioms; the set of
integers via an equivalence relation with the set of natural numbers; the set of rational
numbers, which are also obtained via equivalence relation, but this time with the set
of integers; the construction of the set of real numbers, made through cuts in the set
of rational numbers; end for all these cases we show the immersion of the previous set
in the ensemble that appears in the sequence. Finally, we observed some materials in
elementary school and high school in order to investigate how these themes are being

presented to the students.

Keywords: Natural Numbers, Integer Numbers , Rational Numbers, Real Numbers.
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1 Introducao

Nesse trabalho, tratamos das construgoes formais do conjunto dos nimeros naturais,
conjunto dos niimeros inteiros, conjunto dos niimeros racionais e conjunto dos niimeros
reais.

A fim de entendermos o surgimento dos conjuntos numeéricos, vamos recorrer a uma
breve motivacao histérica da origem de cada um deles. Nao procuramos aqui contar
a historia da invencao do ntimero em si, pois isso seria tema para outra dissertacao.
Buscamos apenas compreender de que maneira ou em qual momento os conjuntos
numéricos apareceram. Para esta pequena pesquisa foram utilizadas as referéncias [1]
e [2].

A necessidade de contar surgiu com o desenvolvimento das atividades humanas,
por volta de 4000 antes de Cristo. Em algumas comunidades primitivas aldeias iam se
transformando em cidades. A vida ia ficando mais complexa.

O exemplo mais classico da necessidade de contar é o do pastoreio. O pastor
dispunha de algumas formas para controlar o seu rebanho. Pela manha, ele soltava
as suas ovelhas e analisava a situacao ao final da tarde, ele buscava meios de saber se
alguma tinha sido roubada, fugido, se perdido do rebanho ou se havia sido acrescentado
uma nova ovelha ao rebanho. Assim eles tinham a correspondéncia um a um, onde
cada ovelha correspondia a uma pedrinha que era armazenada em um saco, ou um
n6é em uma corda, ou em marcas nas paredes ou 0ssos, entre outros diversos tipos de
marcacao.

O primeiro niimero que surgiu foi o nimero natural. Historicamente é dificil atribuir
uma data para o seu aparecimento, apenas sabe-se que o conceito de niimero natural,
nos seus primeiros tempos de aparecimento e formacao, esta implicitamente ligado ao
ato de contar.

A ideia de contar parece ter sempre estado presente. Hoje, apesar de o conceito
de namero nos parecer muito natural, foi um desenvolvimento lento e complexo que
envolveu diversas civilizagoes. Sao milhares de anos desde as primeiras manifestacoes
até a teoria que hoje conhecemos.

Ha quem acredite que o processo histérico do conceito dos niimeros é muito seme-
lhante & nossa propria formacao no conhecimento desse tema. A principio admite-se os

numeros naturais e eles sao suficientes, assim como foram suficientes por muito tempo.
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Por volta de 3000 antes de Cristo, Sesostris, o antigo farad, repartiu as terras ao
longo das margens do rio Nilo entre alguns agricultores privilegiados. Na época das
cheias, as 4guas do rio Nilo subiam acima do seu leito normal, inundando muitas regioes
dessas terras. Quando as dguas baixavam, uma faixa de terras férteis ficava descoberta

"... reparte-se o solo do

e estavam prontas para o cultivo. Entao o fara6 decretou:
Egito as margens do rio Nilo entre seus habitantes. Se o rio levar qualquer parte do lote
de um homem, o faraé mandara funcionarios examinarem e determinarem por medida,
a extensao da perda."

No momento em que os funcionérios (que eram chamados de agrimensores ou estira-
dores de corda) eram chamados, levavam consigo cordas de um determinado tamanho
(unidade de medida). Essa corda era esticada para que se verificasse quantas vezes
aquela unidade de medida estava contida nos lados do terreno. Porém, nem sempre as
medidas tiradas pela corda eram inteiras.

Para solucionar o problema da medicao das terras, os egipcios criaram um novo
nimero, o numero fracionario, que era representado com o uso de fragoes. Assim
deu-se o surgimento dos niimeros racionais.

As fragoes, no principio, eram admitidas pelos gregos como razao entre nimeros e
nao como ndmeros propriamente ditos.

Na Grécia, por volta de 530 antes de Cristo, existia uma espécie de sociedade secreta
intitulada os pitagoricos, uma vez que o mestre da sociedade era o filosofo e matematico
Pitagoras. Os pitagoricos eram grandes estudiosos da Matematica e defendiam que
qualquer fato da natureza podia ser explicado por meio dos nimeros naturais, mas
acabaram descobrindo propriedades interessantes que abalaram profundamente a ideia
de que os nimeros naturais eram suficientes. Segundo Pitagoras, dependendo da soma
de seus fatores, um nimero poderia ser perfeito, deficiente ou excessivo, o que deu
inicio ao teorema de Pitigoras e, consequentemente, aos niimeros irracionais. A origem
histérica da necessidade de criacao dos niimeros nao racionais esta intimamente ligada
com fatos de natureza geométrica e aritmética, como por exemplo, o problema da
medida da diagonal do quadrado definida a partir do seu lado.

Durante a transicao da Idade Média para a Idade Moderna, os paises da Europa
Ocidental sofreram profundas transformacoes. Houve um significativo desenvolvimento
do comércio e das cidades. A fim de superar as dificuldades que surgiam com o de-
senvolvimento cientifico, a necessidade de um novo numero era cada vez maior. Os
mateméticos precisavam de niimeros especificos para representar solugoes de determi-
nados problemas, ou expressar, por exemplo, temperaturas acima e abaixo de 0°C entre
tantas outras necessidades que surgiram com o avanco das ciéncias.

Muito se discutia sobre esse novo nimero, porém ele era tao dificil de enquadrar-se
entre os ntimeros ja conhecidos que os matematicos o chamavam de niimero absurdo.
Com os matematicos chineses comecgou-se a entender que o nimero poderia ser compre-

endido por excessos ou faltas. Neste momento, os matematicos comecaram a escolher
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uma melhor notagao para expressar o novo nimero, que nao indicaria apenas quanti-
dade, mas também representasse o ganho ou a perda, surgindo assim o nimero com
sinal, positivo ou negativo, um conjunto que ficou conhecido como ntimeros inteiros.

Os numeros inteiros, assim como os ntmeros racionais, nao foram aceitos como
numeros desde o principio. Entre a aparicao e aceitacao do nimero negativo levou
mais de mil anos. As mesmas duvidas que surgem hoje no contato com os ntmeros
inteiros, ja instigava questionamentos de diversos matematicos no passado.

Observe que ao contrario da sequéncia trabalhada durante a dissertagdo (ntmeros
naturais, niimeros inteiros, nimeros racionais e niimeros reais), a apari¢gao dos nimeros
racionais deu-se antes dos niimeros inteiros (mais especificamente os negativos).

Hoje, gracas aos matemaéticos do passado, j4 sabemos construir os conjuntos nu-
méricos fazendo uso de uma ordem coerente e elegante, mas acabamos esquecendo do
processo historico sobre o qual os conceitos aqui tratados se desenvolveram.

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira: O segundo e o terceiro capitulos
tratam de nocoes sobre conjuntos e relacoes binérias, respectivamente; aspectos que
serao constantemente abordados nos capitulos seguintes. O quarto capitulo traz o con-
junto dos nimeros naturais, definido através dos axiomas de Peano e suas principais
propriedades e aplicagoes. O quinto capitulo apresenta o conjunto dos nimeros intei-
ros via uma relacao de equivaléncia com o conjunto dos niimeros naturais, citando e
mostrando a validade de suas principais aplicacoes e propriedades e, no final deste,
mostramos uma imersao do conjunto dos nlimeros naturais no conjunto dos niimeros
inteiros. O sexto capitulo, de uma maneira muito parecida com a do quinto capi-
tulo, trata do conjunto dos numeros racionais, que sao obtidos também via relacao de
equivaléncia, mas dessa vez com o conjunto dos ntimeros inteiros, mostrando suas apli-
cagoes e algumas de suas propriedades; e também, no final do capitulo, apresentamos
uma imersao do conjunto dos niimeros inteiros no conjunto dos ntimeros racionais. O
sétimo capitulo traz a construcao do conjunto dos ntimeros reais, feita via cortes no
conjunto dos niimeros racionais, mostrando que esse ultimo visa suprir a incompletude
dos outros conjuntos numéricos; analogamente mostramos a imersao do conjunto dos
nlimeros racionais no conjunto dos nimeros reais.

Quando finalizamos o estudo sobre as construgoes desses Sistemas Numéricos surgiu
a curiosidade de saber como este tema tem sido abordado nos livros didaticos utilizados
no Ensino Médio. Foi com esta motivacao que consultamos uma amostra de livros
didaticos. Apresentamos, no iltimo capitulo, as impressoes particulares acerca desta
observacao. A ideia nao foi de realizar uma andlise minuciosa de livros didaticos, por

isso escolhemos nao citar os livros folheados.



2 Nocoes sobre conjuntos

Ao longo desse trabalho, precisaremos de alguns conceitos elementares da teoria
dos conjuntos. Para isso, segue uma breve abordagem acerca destes conceitos.

E importante ressaltar que sera necessario que o leitor tenha como pré - requisito,
e leve em consideragao, as nogoes béasicas de logica.

Tais nocgoes, bem como aprofundamentos sobre o tema deste capitulo, podem ser

encotradas em [4].

2.1 Conjuntos

Consideremos que um conjunto é uma colecao de objetos que chamamos elementos
e que cada um dos elementos ¢ um dos componentes do conjunto.

Para dar nome aos conjuntos usaremos uma letra maitiscula do nosso alfabeto. Para
os elementos, letras minusculas.

Agora, para representar um conjunto, usamos uma das trés formas seguintes:

(i) Listagem dos elementos: todos os elementos do conjunto sao apresentados numa

lista, delimitados por um par de chaves e separados por virgulas.

Exemplo 2.1. A={0,1,2,3,4,5}.

(ii) Propriedade dos elementos: os elementos do conjunto sao descritos por uma

propriedade que todos eles possuem.

Exemplo 2.2. A={z / x é um ntumero par}.

(iii) Diagrama de Venn: representamos o conjunto por um plano limitado por uma

curva fechada.

Exemplo 2.3. Podemos representar o conjunto A,
A={a,b,c,d, e},
da seguinte forma:

12
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Definicao 2.4. Um conjunto que representa uma quantidade limitada de elementos é
um conjunto finito. Caso contrdrio, € um conjunto infinito. Um conjunto que possui

apenas um elemento € chamado de conjunto unitdrio.

Definicao 2.5. Eziste um conjunto que chamamos de conjunto universo e represen-
tamos por U ao qual pertencem todos os elementos envolvidos em uma determinada

sttuacao.

Exemplo 2.6. Se a situacdao em questao envolve as letras do alfabeto, podemos con-

siderar:
U = {a7b7c7d76?f7g7h7i?j?k7l7m7n707p7q77n78?t7u7v7w?x7y7z}‘

Definicao 2.7. Existe um conjunto ao qual nenhum elemento estd presente. Chama-

mos de conjunto vazio e o representamos por .

Observacao 2.8. Uma das formas de definir o conjunto vazio é denotando um conjunto

com qualquer propriedade contraditéria. Temos como exemplo:
B ={z |/ x é um ntimero par e impar}.

Definicao 2.9. Se a ¢ elemento de um conjunto A dizemos que a pertence a A e
denotamos essa relacao por a € A. Caso contrdrio, dizemos que a nado pertence a A e

denotamos por a ¢ A.
Exemplo 2.10. Para o conjunto A = {a,b,c,d,e, f}, temos be Aet¢ A.

Definigao 2.11. Se A e B sao conjuntos e todo elemento de A também ¢é elemento de
B, dizemos que A é subconjunto de B e denotamos essa relacao por Ac B (lemos "A
estd contido em B") ou por B> A (lemos "B contém A"). Caso contrdrio, ou seja, se
um dos elementos de A nao € elemento de B, dizemos que A nao estd contido em B

ou que B nao contém A e denotamos por A ¢ B ou por B3 A.

Exemplo 2.12. Dados os conjuntos A = {a,b,c,d}, B = {a,b,c,d,e} temos A c B,
uma vez que todos os elementos de A também sao elementos de B. Porém, B ¢ A, ja
queee Bee¢ A

Defini¢ao 2.13. Dois conjuntos A e B sao iguais (A= B) quando Ac B e B c A.

Das definicoes dadas acima, é possivel mostrar dois resultados, que seguem.
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Proposicao 2.14. O conjunto vazio sempre estd contido em um conjunto A, para

qualquer A.

Demonstracgao: De fato, vamos supor, por contradicao, que @ ¢ A. Isso significaria
que existe um elemento no conjunto vazio que nao pertence ao conjunto A. Como o
conjunto vazio nao possui nenhum elemento, isso seria absurdo. Portanto, @ c A para

qualquer conjunto A. [
Proposicao 2.15. Dado um conjunto A, se Ac @, entao A =@.

Demonstracao: Para mostrar que A = &, é necessario mostrar, segundo a definicao
2.13, que Ac @ e que @ c A. Observe que o primeiro segue da hipotese, enquanto que

o segundo segue da proposi¢do acima (proposicao 2.14). [ |

2.2 Operacoes com conjuntos

Definicao 2.16. A unidao de dois conjuntos A e B é o conjunto indicado por AuB e
definido por:

AuB={x | z€ A ou x e B}.
Exemplo 2.17. Sejam os conjuntos A = {a,b,c,d} e B ={e, f,g}. Dai,
AuB-={a,b,c,d,e, f g}

Podemos visualizar a uniao dos conjuntos A e B (AU B) através das imagens:

U U

A.B

Observagao 2.18. Sendo a unido de dois conjuntos A e B definida por

U

AuB={x | xeAouxe B}, um elemento y nao pertencerd a AuUB sey¢ Aey¢ B.
A seguir, algumas propriedades acerca da uniao de conjuntos.

Proposicao 2.19. A operacao que associa a cada dois conjuntos a sua unido satisfaz

as sequintes propriedades:

(i) Associativa: Dados os conjuntos A, B,C quaisquer, Au(BuC)=(AuB)uC.

(ii) Comutativa: Dados os conjuntos A, B quaisquer, Au B =BuUA.
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(11i) Para quaisquer conjuntos A, B, temos que Ac AuB e Bc AuB.,

(iv) Sejam os conjuntos A, B quaisquer, se Ac B, entéo AuB = B.

(v) Para qualquer conjunto A, temos que Au @ = A.

Demonstracao: Para a demonstracao dos itens abaixo, usaremos a definicao de uniao

de conjuntos.

(i)

(1)

(i)

Associativa: Para mostrar que Au(Bu(C') = (AuB)u( para os conjuntos A, B, C
quaisquer, precisamos mostrar, segundo a definicao 2.13, a veracidade dos itens
Au(BuC)c(AuB)uCe (AuB)uCcAu(Bul).

Veja que Au(BuC) c (AuB)u(C: sejax e Au(Bu(C), entdo = € A ou
reBuC. Ouseja,re Aouxe BouxeC. Logoxe AuB ou x € C. Segue
que, x € (AuB)u(C. Portanto, Au(BuC)c(AuB)uC.

Note que (AuB)uC c Au(Bu(C): sejaxze (AuB)uC, entdo x € Au B ou
xeC. Ouseja, re AouxzeBouxeC. Logo x € Aouxe BuC. Segue que,
rxeAu(BuC). Portanto, (AuB)uCc Au(Bul().

Segue que dados os conjuntos A, B, C' quaisquer, (AuB)uC =Au(Bul().
Comutativa: Para mostrar que dados os conjuntos A, B quaisquer, AuB = BUA,
precisamos mostrar que AuBc BuA e BuAc Au B (definigao 2.13).

Observe que AuB c BUA: sejax e AuB, entao z € A ou z € B, logo = € B ou
x € A. Segue que x € Bu A. Portanto, Au Bc Bu A.

Por outro lado, BuAc AuB: sejaxe BuA,entao xr e Bouxe A, logoxreA
ou x € B. Segue que x € Au B. Portanto, BUAc AuB.

Segue que dados os conjuntos A, B quaisquer, Au B = Bu A.

Vamos mostrar que para quaisquer conjuntos A, B, temos que A c AuB. O caso
B c Au B é analogo.

Seja x € A, logo x € A ou x € B. Segue que v € Au B. Portanto, Ac AuB.

Para mostrar que dados os conjuntos A, B quaisquer, se A c B, entao AuB = B,
precisamos mostrar que AuBc B e Bc Au B (definigao 2.13).

Note que AuB c B: sejax € AuB, entao x € A ou x € B. Se x € A, como

A c B, temos que x € B. Segue que, em qualquer um dos casos, x € B. Portanto,
AuBcB.

Ainda, B c Au B pelo item (iii).

Segue que dados os conjuntos A, B quaisquer, se A c B, entao Au B = B.
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(v) Para mostrar que dado o conjunto A qualquer, Au @ = A, precisamos mostrar
que Augc Aeque Ac Aug (definigao 2.13).

Veja que Aug c A: sejar e Au@, entdo x € A ou x € @. Como x ¢ @ (pois o

conjunto vazio nao possui elementos), segue que z € A. Portanto, Aug c A.
Também, A c Au@pelo item (iii).

Segue que dados o conjunto A qualquer, Aug@ = A.
]

Definicao 2.20. A intersecao de dois conjuntos A e B € o conjunto indicado por AnB

e definido por:
AnB={x | xeAexecBj}.
Exemplo 2.21. Sejam os conjuntos A = {a,b,c,d} e B={c,d,e, f,g}. Dai,
An B ={c,d}.

Podemos visualizar a interse¢do dos conjuntos A e B (An B) através das imagens:

v U u

Observacao 2.22. Sendo a intersecao de dois conjuntos A e B definida por
AnB={x [ xeAexeB}, um elemento y nao pertencera a AnBsey¢ Aouyé¢B.

A seguir, algumas propriedades acerca da intersecao de conjuntos.

Proposicao 2.23. A operacao que associa a cada dois conjuntos a sua intersecao goza

das sequintes propriedades:
(i) Associativa: Dados os conjuntos A, B,C" quaisquer, An(BnC)=(AnB)nC.
(i) Comutativa: Dados os conjuntos A, B quaisquer, An B =BnA.
(11i) Para quaisquer conjuntos A, B, temos que AnBcAe AnBc B,
(iv) Sejam os conjuntos A, B quaisquer, se Ac B, entdo An B = A.

(v) Para qualquer conjunto A, temos que AN =@.
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Demonstragao: Para a demonstracao dos itens abaixo, usaremos a definicao de in-

tersecao de conjuntos.

(i)

(i)

Associativa: Para mostrar que An (BnC) = (An B)nC para os conjuntos
A, B, C quaisquer, precisamos mostrar, conforme enunciado na definicao 2.13, a
veracidade dos itens An(BnC)c(AnB)uCe (AnB)nCcAn(BnC).

Veja que An(BnC)c(AnB)nC: sejaxe An(BuC),entao re Aexe BnC.
Ouseja,re AexeBexeC. Logore AnBexzeC. Segue que, z € (AnB)nC.
Portanto, An(BnC)c(AnB)nC.

Note que (AnB)nC c An(BnC(C): sejaxe (AnB)nC, entdo z € AnB e
xeC. Ouseja,re AexeBexe(C. Logore Aexe BnC. Segue que,
reAn(BnC). Portanto, (AnB)nCc An(BnC).

Segue que dados os conjuntos A, B,C' quaisquer, (AnB)nC =An(BnC).
Comutativa: Para mostrar que dados os conjuntos A, B quaisquer, AnB = BnA,
precisamos mostrar que AnBcBnAe BnAcAn B (definigao 2.13).

Observe que AnBc BnA: sejaxe AnB,entao x € Aex e B, logo x € B e
x € A. Segue que x € Bn A. Portanto, AnBc Bn A.

Ainda, BnAcAnB: sejaxe BnA,entao r€e Bex e A logoxre Ae xeB.
Segue que x € An B. Portanto, BnAc AnB.

Segue que dados os conjuntos A, B quaisquer, An B = Bn A.

Vamos mostrar que para quaisquer conjuntos A, B, temos que AnBc Ae AnB c
B.

Sejaxe An B, entdo x € Ae xe B. Segue que AnBcAe AnBcB.

Para mostrar que dados os conjuntos A, B quaisquer, se Ac B, entao AnB = A,
precisamos mostrar que AnBc Ae Ac An B (definicao 2.13).

Note que An B c A pelo item (7).

Por outro lado, A c An B: seja x € A, como A c B, segue que = € B. Portanto,
reAewxeB. Segue que r € An B . Portanto, Ac An B.

Segue que dados os conjuntos A, B quaisquer, se A c B, entao An B = A.

Para mostrar que dado o conjunto A qualquer, A N @ = &, precisamos mostrar
que Angc@eque @cAn@ (definicao 2.13).

Veja que An@ c @ pelo item (%ii).

Ainda, pela proposicao 2.14, @ c An@.

Segue que dados o conjunto A qualquer, An@ = A.
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Definicao 2.24. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Chamaremos a diferenca
entre A e B, e indicamos por A— B, o conjunto dos elementos de A que nao pertencem

a B. Ou seja,
A-B={x | xecAex¢B}.

Exemplo 2.25. Sejam os conjuntos A = {a,b,c,d}, B={c,d,e, f,g}, C ={c,d} . Dai,

A-B={a,b};
B_A:{eafag};
A-C={a,b}.

Visualizamos as diferengas dos conjuntos A e B (A - B) em algumas situagoes

através das imagens:

Definicao 2.26. Dados um conjunto U e um subconjunto A tal que A c U, chamamos
de complementar de A em relacio a U, e denotamos por A, o subconjunto de U
formado pelos elementos de U que nao pertencem a A. Conjunto complementar estd

relacionado a diferenca dos conjuntos U e A, ou seja,
AC=U-A={x [ zeU ex¢A}.

Exemplo 2.27. Se U é o conjunto universo das letras do alfabeto e A é o conjunto

das consoantes, temos que A® sera o conjunto formado pelas vogais.

Visualizamos o conjunto A e o conjunto complementar de A através das imagens:

A seguir, algumas propriedades acerca do complementar de conjuntos.
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Proposigao 2.28. Sejam U um conjunto universo e A, B subconjuntos quaisquer de

U. Da definicao de complementar decorrem as sequintes propriedades:

(i) UC =g.

(ii) @¢ =U.

(iii) AuAC=U.

(iv) (AC)C = A.

(v) An AC = g@.

(vi) (An B)C = AC U BC.

(vii) (AuB)C = AC  BC.

Demonstragao: Para a demonstracao dos itens abaixo, usaremos a definicao de com-

plementar de conjuntos.

(i)

(ii)

(i)

Para mostrar que U® = @, precisamos mostrar que U c @ e que @ c UY (defini¢ao
2.13).

Veja que UC c @, pois sendo x € U%, temos que x ¢ U. Como U é o conjunto

universo, consequentemente segue que x € .

Note que, pela proposicao 2.14, @ c UC.

Segue que U® = @.

Para mostrar que @ = U, precisamos mostrar que @ c U e que U c @¢ (defini¢ao
2.13).

Observe que @ c U: seja x € @°, temos que z ¢ @. Consequentemente segue que
zel.

Ainda, U c @: seja z € U, entao x ¢ @, ou seja, x € @°.

Segue que @¢ = U.

Para mostrar que dado o conjunto A qualquer, temos que Au A€ = U, precisamos
mostrar que AU A® cU e que U c Au A® (defini¢ao 2.13).

Observe que Au A€ c U: seja x € Au AC, entao v € A ou z € AC. Note que, da
hipé6tese da proposicao, A c U e da definicao 2.26, A€ c U. Portanto, em ambos

os casos, x € U. Portanto, Au A® c U.

Também, U c Au AC: seja x € U, dai, temos que x € Aou x ¢ A. Ou seja, v€ A
ou z € A®. Segue que x € Au A®. Portanto, U c Au AC.

Segue que dado o conjunto A qualquer, temos que Au A® =U.
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(iv)

(vii)

Para mostrar que dado o conjunto A qualquer, temos que (A¢)¢ = A, precisamos
mostrar que (A9)¢ c A e que A c (A®)Y (definigao 2.13).

Veja que (AC)C c A: seja x € (AC)Y, logo x ¢ AC. Se x ¢ AY, entdao x € A (pois
Au A® =U). Portanto, (A®)¢ c A.

Por outro lado, A c (A9)C: seja z € A, logo = ¢ A. Se x ¢ A®, entao z € (AY)C.
Portanto, A c (A¢)°.

Segue que dado o conjunto A qualquer, temos que (A%)¢ = A.
Para mostrar que dado o conjunto A qualquer, temos que An A = @, precisamos
mostrar que An A c @ e que @ c An A (definicao 2.13).

Veja que An A€ c @: seja v e AnAC, entao v € Ae x e A®. Ou seja, r€ A e
x ¢ A. Note que tal fato é uma contradicdo. Segue que, segundo a observagao

2.8, definimos um conjunto vazio. Portanto, v € @. Logo, AnA¢ c @
Note que, pela proposicao 2.14, @ c Au AC.

Segue que dado o conjunto A qualquer, temos que An A¢ =U.

Para mostrar que dados os conjuntos A, B quaisquer, temos que
(An B)¢ = A U BY, precisamos mostrar que (An B)¢ c A®u BY e que
AU B¢ c (An B)¢ (defini¢ao 2.13).

Note que (AnB)¢ c A®UBC: seja x € U tal que x € (AnB)®, entdao x ¢ AnB, ou
seja, ¢ A ou x ¢ B. Logo, z € A® ou z € BC. Segue que x € A® u B¢, Portanto,
(AnB)¢ c A u BC.

Ainda, temos que A® U B¢ c (An B)®: seja x € U tal que x € A® U B¢, entéo
xe A oux e B ouseja, v ¢ Aoux ¢ B. Dai, x ¢ AnB. Segue que x € (AnB)C.
Portanto A u B¢ c (An B)C“.

Segue que dados os conjuntos A, B quaisquer, temos que (An B)¢ = A u BC.

Para mostrar que dados os conjuntos A, B quaisquer, temos que
(Au B)¢ = A® n B®, precisamos mostrar que (Au B)¢ c A n B® e que
A n B¢ c (Au B)¢ (defini¢ao 2.13).

Veja que (Au B)¢ c A n BC: seja z €U tal que x € (Au B)Y, entao z ¢ Au B,
ouseja, z¢ Aex¢ B. Logo, € A e x € BC. Segue que z € A n B¢, Portanto,
(AuB)¢ c A°n BC.

Por outro lado, AN B¢ c (AuB)®: seja x € U tal que x € A°n BY, entdo x € A
exeBY ouseja, ¢ Aex ¢ B. Dai, v ¢ AuUB. Segue que z € (AuB)¢. Portanto
A®n B¢ c(AuB)°.

Segue que dados os conjuntos A, B quaisquer, temos que (Au B)¢ = A® n BC.
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Por fim, a tltima definicao que utilizaremos.

Definicao 2.29. Uma particao de um conjunto X € qualquer colecao P de subconjuntos

de X dotada das sequintes propriedades:

(1) os subconjuntos sao nao vazios;
(ii) dois membros quaisquer de P ou sao iguais ou sdo disjuntos;

(11i) a uniao dos membros de P € igual a X.

Podemos simplificar tal definicao dizendo que uma particao de um conjunto X é
qualquer colecao P de subconjuntos nao vazios de X onde todo elemento de X pertence

a um e apenas um dos elementos de P.



3 Relacoes binarias

Ao longo de todo esse trabalho usaremos constantemente alguns termos como, por
exemplo, relacao de equivaléncia, relacao de ordem e funcdo. Para isso, segue uma
breve abordagem acerca destes conceitos.

No que segue, consideramos como pré-requisitos alguns conceitos elementares da

teoria dos conjuntos. Mais detalhes sobre este assunto podem ser encontrados em [4].

Definicao 3.1. Dados dois conjuntos nao vazios, A e B, chama-se produto cartesiano
de A por B o conjunto formado por todos os pares ordenados (a,b) com a em A e b
em B.

Indicamos o produto cartesiano de A por B com a notagcao A x B. Ou seja,
AxB={(a,b) | aec Aebe B}.
Exemplo 3.2. Dados os conjuntos F = {a,b,c} e F ={c,d}, temos:
E x F ={(a,c),(a,d), (b,c),(b,d),(c,c),(c,d)}.
Definicao 3.3. Dados dois pares ordenados, (a,b) e (c,d), dizemos que:
(a,b) = (c,d) se, e somente se, a=c eb=d.

Definicao 3.4. Chama-se relagao bindria de A em B todo subconjunto R de A x B.

Ou seja,
R € relacao de A em B se, e somente se, R c Ax B.

Conforme essa defini¢do, R ¢ um conjunto de pares ordenados (a,b) pertencentes a
A x B e para indicar que (a,b) € R, usaremos a notagao aRb (16-se "a relaciona-se com
b segundo R"). Se (a,b) ¢ R, escrevemos dRb.

Ainda, os conjuntos A e B sdo denominados conjunto de partida e conjunto de

chegada, respectivamente, da relacao R.

22
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Exemplo 3.5. Dados os conjuntos E = {a,b,c} e F = {c,d}, sao exemplos de relagoes
de A em B:

Rl = {(CL, C)> (b7 C)7 (Cv d)};
Ry ={(a,d),(a,c),(c,c)}.

Definicao 3.6. Quando A=B e R ¢ uma relacdo de A em B, dizemos que R € uma

relacao sobre A ou, ainda, R € uma relagcao em A.

Exemplo 3.7. Dado o conjunto E = {a,b,c} sdo exemplos de relagdes sobre E:
R1={(a,a),(b,),(c;c)};

RQ = {(avb)a (b7 b)7 (Cv b)}

Definicao 3.8. Dada uma relagao R sobre A, dizemos que R € refiexiva quando todo

elemento de A se relaciona consigo mesmo. Ou seja, para todo a € A, aRa.

Exemplo 3.9. A relagio sobre G = {a, b, ¢,d} dada por

R = {(a7 a)? (b7 b)? (C7 C)? (d7 d)7 (a7 b)7 (a7 d)}
é reflexiva, pois aRa, bRb, cRc e dRd.

Definicao 3.10. Dada uma relacio R sobre A, dizemos que R € simétrica quando

para todo a,be A, se aRb entao bRa.

Exemplo 3.11. A relagao sobre G = {a,b,c,d} dada por

R ={(b,d),(c,c),(d,b),(a,b),(b,a)}

é simétrica, pois, uma vez que aRb, temos também que bRa, e 0 mesmo acontece com

bRd e dRb.

Definicao 3.12. Dada uma relacio R sobre A, dizemos que R € transitiva quando
para todo a,b,ce A, se aRb e bRc entdao aRc.

Exemplo 3.13. A relagao sobre G = {a,b,c,d} dada por
R ={(a,b),(b,c),(d,b), (a,c)}
é transitiva, pois, uma vez que aRb e bRc, temos também que aRc.

Definicao 3.14. Dada uma relagcao R sobre A, dizemos que R € antissimétrica quando

para todo a,be A, se aRb e bRa, entdo a = b.

Exemplo 3.15. A relagao sobre G = {a,b,c,d [ a =b} dada por

R ={(a,a),(a,b), (b, a),(c,b), (a,d)}

é antissimétrica, pois, uma vez que aRb e bRa, temos que a = b.
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3.1 Relacao de equivaléncia

Definicao 3.16. Uma relacio R sobre um conjunto A nao vazio € chamada relacdo de
equivaléncia sobre A se, e somente se, R € reflexiva, simétrica e transitiva. Ou seja,

R deve satisfazer as sequintes propriedades:
(i) Reflexiva: se a € A, entao aRa;
(ii) Simétrica: se a,be A e aRb, entao bRa;
(111) Transitiva: se a,b,c€ A, aRb e bRc , entdo aRec.

Exemplo 3.17. A relagao sobre G = {a,b,c} dada por

R ={(a,a),(b,b), (¢, ¢), (a,b), (b,a)}

¢ uma relacao de equivaléncia, uma vez que satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica

e transitiva.

Definicao 3.18. Seja R uma relagao de equivaléncia sobre A. Dado a € A, a classe de
equivaléncia determinada por a, modulo R, € o subconjunto a de A constituido pelos

elementos x tais que tRa. Ou seja,
a={xeA ] zRa}.

Definicao 3.19. O conjunto das classes de equivaléncia mddulo R serd indicado por

= e chamado conjunto-quociente de A por R.

Exemplo 3.20. Na relagio de equivaléncia sobre G = {a, b, c} dada por
R ={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,a)}

temos: a = {a,b}; b={a,b}; ¢={c} e % ={{a,b},{c}}.

Proposigao 3.21. Seja R uma relacao de equivaléncia sobre um conjunto A. Dados

a,be A, as sequintes proposicoes sao equivalentes:
(i) aRb;

(ii) a€b;

(11i) b€ a;

(iv) @=b.
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Demonstracio: Devemos provar que aRb=aecb=bea=a=b= aRb.

aRb = a € b: Decorre da definicao de classe de equivaléncia.

aeb=bea: Uma vez que a € b, temos que aRb. Como R é simétrica, segue que
bRa e, portanto, b € a.

bea = a=b: Sabemos, por hipotese, que b € @, entdo bRa. Como R ¢ simétrica,
segue que aRb. Devemos mostrar que @ c bequebca.

Para mostrar que @ c b, tomemos z € @, ou seja, zRa. Considerando que aRb e que
R é transitiva, zRb, ou seja, z € b e, dai, @ c b.

De maneira analoga segue que b c @.

@=b=aRb: Como acdebeb, os conjuntos a e b nao sao vazios. Tomemos x € @
e, como @ = b por hipotese, segue que z € b. Entdo, 2Ra e Rb. Segundo a simetria de
R, temos que aRx e bRx. Sabemos entao que aRx e xRb. Segundo a transitividade
de R, temos que aRb.

|

Proposicao 3.22. Se R ¢ uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto A, entao
— € uma particao de A.
R p ¢

Demonstracao: Para mostrar que R é uma particao de A, é necessario mostrar que:

: . A .
(i) os subconjuntos de 7 580 ndo vazios;
(ii) dois membros quaisquer de R ou sao iguais ou sao disjuntos;

A
(iii) a unido dos membros de 7 ¢ igual a A.
De fato:

: : A N . . .
(i) Sejaa e = Como R é uma relacao de equivaléncia, é reflexiva, e aRa e, portanto,

. A
a €a. Assim, @ + @ para todo @ € =

(ii) Sejam @ e b € % Ou @ e b sdo disjuntos ou anb # @. Se @ e b sdo disjuntos,
o item esta garantido, mas caso an b+ @, precisamos mostrar que a = b. Entdo
seja x €eanb, logo z €@ e x €b e, portanto, zRa e Rb. Dai, como R é uma
relacao de equivaléncia, é simétrica, entao aRx. Sabendo, por fim, que aRz e
TRb, como R é uma relacao de equivaléncia, essa é transitiva, e temos que aRb.

Pela proposicio 3.21, @ = b.

(iii) Mostremos que Ua = A. Para cada a € A, temos a c A, portanto, Ua c A. Agora,
seja r um elemento qualquer de A, entao xRx. Logo, = € T e, consequentemente,
xr € Ja. Portanto, A c Ua. Concluimos que, dado a € A, A =Ua.
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Proposicao 3.23. Se P ¢ uma particao do conjunto A, entdo existe uma relagio R

de equivaléncia sobre A tal que = P.

Demonstracao: Seja R a relacao sobre A definida da seguinte forma: xRy se, e
somente se, existe S € P tal que x,y € S, ou seja, = estd relacionado com y quando
existe um conjunto S da particao P ao qual x e y pertencem. Resta verificar que R é
relacao de equivaléncia, para tanto, mostremos que R satisfaz as propriedades reflexiva,

simétrica e transitiva.

(i) Reflexiva: Para todo x em A existe um subconjunto S c A tal que SeP ez e S;

portanto, zRx.

(ii) Simétrica: Se x e y sdo elementos quaisquer de A tais que xRy, entdo z,y € S,

para algum S € P. Logo, y,x € S, portanto, yRx.

(iii) Transitiva: Sejam z,y e z elementos quaisquer de A tais que 2Ry e yRz. Entao,
x,y €S para algum S eP ey, zeT paraalgum T € P. Logo,yeSeyeTl. Como
dois conjuntos quaisquer de P ou sao disjuntos, ou sao iguais, segue que S =T
Dai, x e y pertencem ao mesmo conjunto da particao P e, consequentemente,

TRz.

3.2 Relacao de ordem

Definicao 3.24. Uma relagao R sobre um conjunto A nao vazio é chamada relag¢ao
de ordem parcial sobre A se, e somente se, R € reflexiva, antissimétrica e transitiva.

Ou seja, R deve satisfazer as sequintes propriedades:

(i) Reflexiva: se a € A, entio aRa;

(i1) Antissimétrica: se a,be A, aRb e bRa, entdo a = b;
(11i) Transitiva: se a,b,ce A e aRb e bRc , entdao aRec.

Quando R é uma relagdo de ordem parcial sobre A, para dizer que (a,b) € R,
usaremos a nota¢do a < b (R), onde lemos "a precede b na relacdo R". Ja para
(a,b) € R e a # b, usamos a notagao a < b (R), onde lemos "a precede estritamente b

na relacao R".

Definicao 3.25. Um conjunto parcialmente ordenado € um conjunto sobre o qual se

define uma certa relacao de ordem parcial.
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Exemplo 3.26. A relagao sobre E = {a,b,c} dada por

R ={(a,a),(b,0),(c,c), (a,b)}
¢ uma relacao de ordem parcial.

Definicao 3.27. Seja R uma relagao de ordem parcial sobre A. Os elementos a,be A

se dizem compardveis mediante R se a<b ou b<a.

Definicao 3.28. Se dois elementos quaisquer de A forem compardveis mediante R,
entdo R serd chamada relacdo de ordem total sobre A. Nesse caso, o conjunto A € dito

conjunto totalmente ordenado por R.

Exemplo 3.29. A relagao sobre E = {a,b,c} dada por

R = {(a7a)7 (b7 b)’ (C7 C)’ (CL’b)’ (b’ C)’ (a7c)}

¢ uma relacao de ordem total. Dizemos que F é totalmente ordenado por R.

3.3 Funcao

Definicao 3.30. Seja R uma relacao de E em F'. Chama-se dominio de R o subcon-
jgunto de E constituido pelos elementos x para os quais exriste algum y em F' tal que

xRy. Ou seja,
D(R)={xeE | JyeF:zRy}.

Definicao 3.31. Seja R uma relacao de E2 em F. Chama-se imagem de R o subcon-
junto de F' constituido pelos elementos y tal que existe algum x em E com xRy. Ou

seja,
Im(R)={yeF | IxeE:xRy}.
Exemplo 3.32. Nas relacoes

Ry = {(07 1)7 (0’5)7 (372)7 (374)}

R2={(1,1),(2,9),(2,7),(1,5)}
concluimos que:

D(R1) ={0,3} e Im(R1) ={1,2,4,5};
D(R») = {1,2) e Im(R,) = {1,5,7,9).

Definicao 3.33. Seja f uma relacao de E em F. Dizemos que f € uma funcao de E

em F' se, e somente se:
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(i) o dominio de f é E, isto é, D(f) = E;
(ii) dado um elemento a € D(f), € unico o elemento be F tal que (a,b) € f.

Se f é uma fungao de E em F, para indicar que (a,b) € f, escrevemos:
b= f(a).

Para indicar que f é uma funcao de F em F', usaremos a notacao
f:E->F.

O conjunto F' é chamado contradominio de f.

Exemplo 3.34. Dados os conjuntos F = {a,b,c,d} e F = {j,k,l,m,n}, considere as
relagoes:

Ri = {(a,4),(b,1),(¢,;m), (d,m)};
R ={(a,k), (b k), (c,n)};
Rs = {(a,1),(b,m), (¢,n), (d, k), (d,n)};
Ra={(a,7),(b,7), (¢, ), (d,j)}.

Observe que Ry e R, satisfazem as condigoes (i) e (i) da definicdo acima e, por-
tanto, sao funges. Ja Ry e R3 nao sao, uma vez que D(Ry) # F e, em R3, d € E nao

tem um unico correspondente em F', ja que (d, k), (d,n) € Rs.

Definigao 3.35. Seja f uma fung¢ao de E em F. Dado A c E, chamamos de imagem

de A segundo f e indicamos por f(A), o sequinte subconjunto de F':

f(A)={f(z) [ xeA}.

Exemplo 3.36. Dados os conjuntos E = {a,b,c,d,e} e F ={j,k,l,m,n,o}, considere
as fungoes de E em F':

fl = {(a7j)7 (b,k), (Cvl)v (dvm)v (€,j)};
Ja= {(a7k)v (bvk)a (Cv TL), (d’ 0)’ (eak)}

Temos que
fl(E) = {j7k7l7m}7
fo(E) ={k,n,o}.

Definicao 3.37. Seja f uma funcao de E em F. Dado B c F', chamamos de imagem

inversa de B sequndo [ e indicamos por f~1(B), o sequinte subconjunto de E:

71 (B)={zeE [ f(x)eB}.
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Exemplo 3.38. Dados os conjuntos E = {a,b,c,d,e} e F ={j,k,l,m,n,o}, considere

as funcoes de F em F:

fl = {((Lj), (b’k)a (Cvl)’ (dvm)v (ean)};
f2 = {(CL,/{), (b7 0)7 (Cvn)v (d7m)7 (evl)}

Temos que
fl_l(F) = {CL7 bu C, dae};
f271(F) = {G,, ba C, dve}'

Definicao 3.39. Seja f uma funcao de £ em F. Dizemos que f é uma funcao injetora

se dois elementos quaisquer e distintos de E tém imagens distintas, ou seja:
x1#xo = f(x1) # f(22); V1,20 € E.
Observacao 3.40. Notemos que a contrapositiva dessa definicao nos diz que:
Vay,xe € B, f(x1) = f(x2) = 1 = 9.
Logo, f nao é injetora se existem x1, x5 € E, tais que f(x1) = f(x2) e x1 # zo.

Exemplo 3.41. Dados os conjuntos E = {a,b,c,d} e F = {j,k,l,m,n}, sdo exemplos

de funcoes injetoras:

Ry = {(aaj)7 (bal)a (Cam)a (dvk)}7
722 = {(CL,/{Z), (b7j)7 (Can)v (d7l)}

Exemplo 3.42. Dados os conjuntos E = {a,b,c,d} e F'={j,k,I,m,n}, ndo sao exem-

plos de fungoes injetoras:

Ri= {(aaj)> (bvj)’ (Cam)v (dak)}a
Ry = {(aak)a (b,j), (Cak)a (daj)}

Em Ry: f(a) = f(b) =j com a #b.
Em Ry: f(a)=f(c)=kcoma=#ce f(b)=f(d)=7comb=#d.

Definicao 3.43. Seja f uma funcao de E em F'. Dizemos que f é uma fun¢ao sobre-

jetora quando o contradominio e a imagem coincidem, ou Seja:
Im(f)=F.

Observagao 3.44. Notemos que para toda funcido f : F - F, temos Im(f) c F.
Sendo assim, basta verificar que F' ¢ Im(f) para que Im(f) = F, ou seja, para que f
seja sobrejetora. Para tanto, basta mostrar que para todo y € F' existe x € E tal que

f(z) =y. Observe que f nao é sobrejetora se existe y € F' tal que, qualquer que seja
rxek, f(x)+y.
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Exemplo 3.45. Dados os conjuntos E = {a,b,c,d} e F = {j, k,l}, sdo exemplos de

funcoes sobrejetoras:

Ry = {(auj)’ (bal)7 (Cvk)a (d’k)}v
Ro = {(avk)v (b7j)7 (Cvk)v (d7l)}

Exemplo 3.46. Dados os conjuntos F = {a,b,c,d} e F = {j, k,l,m}, nao sao exemplos

de funcoes sobrejetoras:

Rl = {(auj)’ (bvl)7 (Cvk)v (daj)}7
Ry = {(CL?k)v (ba])> (Cvm)’ (d7m)}

Em Ry: nao existe x € F tal que f(z)=m.
Em Rs: nao existe z € E tal que f(z) = L.

Definicao 3.47. Seja f uma funcdo de E em F. Dizemos que f é uma funcao bijetora

quando [ € injetora e sobrejetora.

Exemplo 3.48. Dados os conjuntos E = {a,b,c,d} e F = {j,k,l,m}, sdo exemplos de

funcoes bijetoras:

Ri={(a,7).(b,1),(c.k), (d,m)};
Ry = {(avk)7 (baj)v (C7m)7 (d’l)}

Exemplo 3.49. A seguir vejamos alguns exemplos de fungoes que nao sao bijetoras.

Dados os conjuntos E = {a,b,c,d,e} e F'={j,k,I,m,n}, a funcdo

7Qfl = {(a7j)7 (bvl)a (C,/{Z), (d7m)7 (67])}

nao é bijetora, uma vez que nao ¢ injetora e nem sobrejetora.

Dados os conjuntos E = {a,b,c,d} e F'={j,k,I,m,n}, a funcao

RQ = {(CL?k)v (baj)7 (Cvm)’ (dvl)}

nao é bijetora, uma vez que nao é sobrejetora.

Dados os conjuntos F = {a,b,c,d,e} e F'={j,k,I,m}, a fungao

R3 = {(CL,/C), (b7])7 (Cam)v (dvl)7 (G,k)}

nao é bijetora, uma vez que nao ¢ injetora.

Para finalizar este capitulo, observamos que as relagoes e propriedades aqui tratadas

serao utilizadas ao longo dos proximos capitulos.



4 Numeros Naturais

4.1 Axiomas de Peano

Para descrever o conjunto dos nimeros naturais de forma sistematica, Giuseppe
Peano! escolheu trés conceitos primitivos. A saber: o zero, o nimero natural e a
relacao "€ sucessor de". Neste contexto formulou alguns axiomas.

Podemos visualizar abaixo a folha de rosto do livro de Peano e também a pégina
contendo os seus axiomas.

ARITHNETICES PRINCIPIA,, ——

NOVA METHODO EXPOSITA S IS nnieia g et S
P —
A &
Eaxpiicaliones.
IOSBEPH alquA.NO Signo N significatur numerus (integer positivus).
» 1 » unitas.
in . .Academia militarl professcrs > afi» sequens a, sive a plus 1.

= = P s » = » est aegualis. Hoc ut novum signum conside-

randum est, etsi logicae signi figuram habeat.

Axiomala.
1. 1el.
2, aeN.p.a=a.
3. abceN.p:a=b.=.b=a.
4. abeN.p.a=b.b=c:p.a=c.
B. a="b.beN:p.aeN.
6. aeN.n.a+1elN.
L abeN.pia=b.=.at1=0+}1.
8. aeN.p.at+1—-=1.
9. keK - dek. aeN.xek:0z. o +1ek:ig. Nok
AUGUSTAE TAURINORUM .
Evioeront FRATRES BOCCA Definitiones.
TR = 10, 2=141;8=2+41; 4=3+1; ete.
SoNis LRI Paao, Arithmatices grincipis. 1
Vin del Oorso, 16217, Via Qerretani, 8
montagem feita por manthanos.blogspot.com
Folha de rosto do livro de Peano Pagina contendo os axiomas de Peano enunciados

L Giuseppe Peano (27 de agosto de 1858 — 20 de abril de 1932) foi um matemético italiano. Autor de
mais de 200 livros e artigos, ele foi um dos fundadores da légica matemaética e da teoria dos conjuntos.
A axiomatizagdo padrdao dos niimeros naturais é chamada de axiomas de Peano em sua homenagem.

Ele fez contribui¢oes fundamentais para o tratamento rigoroso e sistematico do método da indugao
matematica.

31
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As formulacdes originais dos axiomas de Peano utilizavam o 1 como primeiro niimero
natural, ao invés do 0. A escolha é arbitraria, uma vez que o primeiro axioma nao
concede a constante 0 nenhuma propriedade adicional. No entanto, como 0 é o elemento
neutro da adicao, a maioria das interpretacoes modernas dos axiomas de Peano se
inicia no 0. Esse trabalho também considera o inicio dos niimeros naturais a partir de
0, essa escolha foi feita pois usamos como referéncia basica a obra de Domingues, H.

H. Fundamentos de Aritmética, |3|, no qual faz esta consideragao.
P,. Zero é um namero natural.

P,. Se n é um nimero natural, entao n tem um tnico sucessor que também é um

numero natural.
Ps. Zero nao é sucessor de nenhum namero natural.
P,. Dois nimeros naturais que tém sucessores iguais sao, eles proprios, iguais.

P5. Se uma colecao S de niimeros naturais contém o zero e, também, o sucessor de

todo elemento de .S, entao S é o conjunto de todos os niimeros naturais.

Adotaremos 0 para indicar o zero, n* para indicar o sucessor de um ntmero natural
n e N para denotar o conjunto dos nimeros naturais. Sendo assim, os Axiomas de

Peano podem ser enunciados da seguinte forma:
P;. 0eN.
Py. neN=n*eN.
Ps. neN=n*%0.
Py, ntf=mt=>n=m.
Ps. Se ScNe

(i) 0€S;

(i) ne S=>n*eS;
entao S =N.
Ao axioma Ps denominamos Principio da Inducao Finita.

Proposicao 4.1. Se n e N, entao n* + n.
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Demonstracao: Definimos S = {neN / n* #n}. Note que o axioma Pj garante que
zero nao é sucessor de nenhum nimero natural, sendo assim, também é valido que
0 # 0*. Portanto, 0 € S. Observe ainda que o axioma P, garante que se dois ntimeros
naturais sao diferentes, seus sucessores serao diferentes; dai, se n € S, n # n*, logo,
n* # (n*)*; ou seja, uma vez que n € S, n* € S. O axioma Pj conclui que S = N.

Portanto, para todo n € N, n* # n.

Proposicao 4.2. Se meN e m # 0, entao existe n € N tal que n* =m.

Demonstracao: Definimos S = {0} u{n e N / n # 0 e m* = n para algum m € N},
Por construcao, 0 € S. Agora, se me S e m 0, entao m =n* para algum n € N. Dai,
m* = (n*)* e, portanto m* € S. Novamente o axioma P5 garante que S = N e, portanto,
a proposicao é verdadeira.

]

A seguir apresentamos uma proposicao que caracteriza o Principio da Inducao Fi-

nita via uma propriedade P(n) sob o conjunto dos niimeros naturais.

Proposicao 4.3. Suponhamos que a todo nimero natural n esteja associada uma afir-

magao P(n) tal que:
(i) P(0) € verdadeira;
(ii) Se P(n) € verdadeira, entdo P(n*) € verdadeira.
Se P(n) satisfaz os itens citados, entao P(n) é verdadeira para todo n € N.

Demonstracao: Definimos S = {n € N/ P(n) é verdadeira}. Pelo item (i) veja que
0e S e, dadon e S, temos pelo item (i) que n* € S. Logo, estdo satisfeitas as hipdteses

do axioma Pj. Portanto, S =N, ou seja, P(n) é verdadeira para todo n € N.

Observacao 4.4. Agora vamos exibir a representacao de alguns nimeros naturais.
Via o axioma P; denotamos por 0 aquele elemento de N que nao é sucessor de
nenhum outro elemento de N.
Pela propriedade P, podemos afirmar que cada nimero natural n tem um dnico

sucessor n* € N, uma vez que:
nt=mt=n=m.

Este ultimo fato permite que estabelecamos a seguinte notacao:
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1:=0%;
2:=1%
3= 2%

e assim por diante.
Com isto, podemos escrever o conjunto dos ntmeros naturais N explicitamente

como o seguinte conjunto:

N={0,1,2,3,}.

4.2 Adicao em N

A seguir vamos definir a adicdo em N e trataremos de algumas propriedades dessa

operacao binaria.
Definicao 4.5. Definimos a adi¢ao como a operagao bindria em N

+: NxN — N

(n,m) — n+m

via as sequintes condigoes:
e n+0=n;
en+m*=(n+m)t.
Observagao 4.6. Note que desse fato, para qualquer n € N, n* = (n+0)* = n+0* = n+1.
Proposicao 4.7. A operacao bindria + tem as sequintes propriedades:
Ay. Associativa: Ym,n,pe N, m+ (n+p)=(m+n)+p.

As. Elemento Neutro: existe um unico elemento 0 € N tal que m+0=m =0+m para
todo m € N.

As. Comutativa: Ym,neN, m+n=n+m.
Ay. Lei do cancelamento: Ym,n,pe N, m+n=m+p=n=p.

As. Soma resultando em 0: se m,n €N sao tais que m+n =0, entdo m=n=0.

Demonstragao: Demonstremos cada propriedade da adicao, usando, quando possivel,

a proposicao 4.3.
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Ay

Associativa:

Consideremos
P(p)={peN/m+(n+p)=(m+n)+p,Vm,neN}.
Observe que P(0) é verdadeira, pois:
m+(n+0)=m+n=(m+n)+0.

Vamos supor, por hipdtese de indugdo, que para algum p € N, P(p) seja verda-

deira, ou seja, (m+n)+p=m+ (n+p).

Provemos que P(p*) também sera verdadeira.
(m+n)+pt=[(m+n)+p]*=[m+(n+p)]  =m+(n+p)t=m+(n+p*).

Portanto, segue o resultado pelo Principio da Inducao Finita.

. Elemento Neutro:

Note que, da definicao 4.5, ja sabemos que dado n € N, n + 0 = n. Basta verificar

que 0+n =n.

Consideremos
P(n)={neN/0+n=n}.
Observe que P(0) é verdadeira, pois:
0+0=0.

Vamos supor, por hipotese de indugdo, que para algum n € N, P(n) seja verda-

deira, ou seja, 0 +n =n.

Provemos que P(n*) também sera verdadeira.
0+n*t=(0+n)* =n*.

Portanto, segue o resultado pelo Principio da Inducao Finita.

. Comutativa:

Consideremos

Pn)={neN/m+n=n+m,¥meN}.
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Observe que P(0) é verdadeira, pois:
m+0=m=0+m.
Para mostrar que P(1) é verdadeira, consideremos
Q(p)={peN/p+1=1+p}.
Observe que Q(0) é verdadeira, pois:
0+1=1=1+0.

Vamos supor, por hipotese de indugao, que para algum p € N, Q(p) é verdadeira,

ouseja, p+1=1+p.

Provemos que Q(p*) também sera verdadeira.
pr+l=(p+1)+1=(1+p)+1=1+(p+1)=1+p*.

Portanto, pelo Principio da Indu¢do Finita (proposi¢ao 4.3), segue que para qual-

quer pe N, p+1=1+p.
Portanto, P(1) é verdadeira.

Vamos supor, por hipotese de indugao, que para algum n € N P(n) seja verda-

deira, ou seja, m +n =n +m, para todo m € N,

Provemos que P(n*) também serd verdadeira.

m+nt=(m+n)*=(m+n)+l=Mm+m)+1l=n+(m+1)=n+(1+m)=

(n+1)+m=n*+m.

Portanto, segue o resultado pelo Principio da Inducgao Finita.

. Lei do cancelamento:

Consideremos
Pim)={meN/m+n=m+p=n=p,Vn,peN}.

Observe que P(0) é verdadeira, pois, suponhamos 0 + n = 0 + p, entao, como 0 é

o elemento neutro, segue que

n=0+n=0+p=p.
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Vamos supor, por hipotese de indugao, que para algum m € N, P(m) seja verda-

deira, ou seja, m+n=m+p=n=p.
Provemos que P(m*) também sera verdadeira.
Suponhamos m* +n =m* + p, entdo, segue que (m+n)* = (m+p)*.

Lembre-se que o axioma P, garante que m +n = m + p, que, por hipotese de

inducao, implica em n = p.

Portanto, segue o resultado pelo Principio da Indugao Finita.

As. Soma resultando em 0:

Vamos supor, sem perda de generalidade, n,m e N;n+m =0 com m # 0. Entao ,

existe algum p e N tal que m = p*. Dai,
O=m+n=n+m=n+p*=(n+p)t,

ou seja, que 0 é sucessor de algum ntimero natural, o que é absurdo.

Portanto, m =n = 0.

4.3 Multiplicacao em N

A seguir vamos definir a multiplicacao em N e trataremos de algumas propriedades

dessa operacao binaria.

Definicao 4.8. Definimos a multiplicacao como a rela¢ao bindria

NxN — N
(n,m) — n-m

via as sequintes propriedades:
e n-0=0;
en-m*=n-m+n.
Proposicao 4.9. A operacao bindria - tem as sequintes propriedades:
M. Multiplicagao por zero: 0-m =0 para qualquer m € N.
M. Elemento Identidade: 1-m =m para qualquer m € N,

Ms. Distributiva em relacao a adicao: para quaisquer m,n,p € N, temos que

(m+n)-p=m-p+n-p.
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Ms.

. Associativa: para quaisquer m,n,pe N;m-(n-p)=(m-n)-p.
. Comutativa: para quaisquer m,n e N,m-n=n-m.
. Lei do anulamento: dados m,n €N, se m-n =0, entao m=0 ou n =0.

. Lei do cancelamento: dados m,n,pe N, sem-p=n-p ep+0, entao m =n.

Multiplicacao resultando em 1: dados m,neN, sem-n=1, entaom=1en=1.

Demonstragao: Demonstremos cada propriedade da multiplicacao, usando, quando

possivel, a proposicao 4.3.

M;.

Ma.

Multiplicacao por zero:

Counsideremos
P(m)={meN/0-m=0}.

Note que se m =0 o resultado vem imediatamente da defini¢ao dada acima.

Supomos, por hipdtese de indugao, que P(m) é verdadeira, ou seja, que 0-m = 0.
Mostremos que a afirmacao também sera valida no caso de P(m*), ou seja, que
0-m*=0.

Por defini¢ao, 0-m*™ = 0-m+0. Ja sabemos que 0-m = 0, segue que 0-m* =0+0 = 0.
Portanto, pelo Principio da Inducao Finita, 0-m =0 para qualquer m € N, como
queriamos demonstrar.

Elemento Identidade:

Cousideremos
P(m)={meN/1-m=m}.

Note que se m =0 o resultado segue da definicao dada para a multiplicagao.

Supomos, por hipotese de indugdo, que 1-m = m, ou seja, que P(m) é verdadeira.
Mostremos que a afirmacao também sera valida no caso de P(m*), ou seja, que

1-m*=m".
Por definicao, 1-m*™=1-m+1 e ja sabemos que 1-m =m.
Segue que 1-m*=m+1=m+0*=(m+0)*=m".

Portanto, pelo Principio da Inducao Finita, 1-m =m para qualquer m € N, como

queriamos demonstrar.

. Distributiva em relacao a adicao:

Consideremos
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P(p)={peN/(m+n)-p=m-p+n-p, Ym,n e N}.
Note que P(0) é verdadeira:
(m+n)-0=0=0+0=m-0+n-0.

Supomos, por hipotese de inducao, que para quaisquer m,n € N,
(m+n)-p=m-p+n-p, ou seja, que P(p) é verdadeira. Mostremos que a
afirmagdo também serd valida no caso de P(p*), ou seja, que para quaisquer
m,neN, (m+n)-pt=m-p*+n-p.

Por defini¢ao, (m+n)-p* = (m+n)-p+(m+n). Jasabemos que (m+n)-p = m-p+n-p,

segue, usando as propriedades associativa e comutativa da soma, que:
(m+n)-p* = (m+n)-p+(m+n) = m-p+n-p+m+n = (m-p+m)+(n-p+n) = m-p*+n-p*.

Portanto, pelo Principio da Inducao Finita, (m+n)-p = m-p+n-p para quaisquer

m,n,p € N, como querfamos demonstrar.

. Associativa:

Consideremos
Pm)={meN/m-(n-p)=(m-n)-p, Vn,peN}.
Note que P(0) é verdadeira:
0-(n-p)=0=0-n=(0-n)-p.
Supomos, por hipotese de indugio, que para quaisquer n,p € N, m-(n-p) = (m-n)-p,

ou seja, que P(m) é verdadeira. Mostremos que a afirmagao também sera valida

no caso de P(m*), ou seja, que para quaisquer n,p € N, m*-(n-p) = (m*-n)-p.

Observe que:

m*-(n-p)=(m+1)-(n-p)=m-(n-p)+1-(n-p)=
=(m-n)-p+n-p=(m-n+n)-p=((m+1)-n)-p=(m*-n)-p.

Portanto, pelo Principio da Inducdo Finita, m-(n-p) = (m-n)-p, para quaisquer

m,n,p € N, como querfamos demonstrar.

. Comutativa:

Consideremos
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P(m)={meN/m-n=n-m, VneN}.
Note que P(0) é verdadeiro:
0-n=0=n-0,VneN.
Supomos, por hipotese de inducao, que para qualquer n € N, m-n =n-m, ou seja,

que P(m) é verdadeira. Mostremos que a afirmagdo também sera valida no caso

de P(m*), ou seja, que para qualquer n € N, m*-n=n-m*".

Observe que:
mt-n=(m+1)-n=m-n+n=n-m+n=n-m*.

Portanto, pelo Principio da Inducao Finita, m-n = n-m, para quaisquer m,n € N,

como queriamos demonstrar.

. Lei do anulamento:

Suponha, sem perda de generalidade, que m # 0. Logo, existe p € N tal que

pt=m. Dai, m-n=p*-n=n-pt=n-p+n.

Sendo m -n =0, temos que n-p+n = 0. Pela propriedade A5 (proposicao 4.7),

segue que n-p=0e n=0. Portanto, n =0.

. Lei do cancelamento:

Consideremos
P(p)={peN,p+0/m-p=n-p=m=n,Ym,n € N}.
Note que P(1) é verdadeira, pois:
m-l=n-1<m=n.
Supomos, por hipotese de inducao, que se m-p = n-p, entao m = n, para quaisquer

m,n € N. Mostremos que a afirmacao também sera vilida no caso de p*, ou seja,

que se m-p* =n-pt, entao m =n.

Da hipotese de inducao, sabemos, pela contrapositiva, que:
m#+n=m-p+m+m-p+n.

Por outro lado,
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m#+En=m-pEn-p=>m-p+n#+n-p+n.

Das afirmativas acima, concluimos que:

n-p+rnEm-p+n+Em-p+m.

Ou seja,

n-p+n+Em-p+m.

Segue que:

n-ptEm-p*.

Observe que concluimos que dados m,nep e N, p # 0, se m # n, entao m-p* # n-p*,

cuja contrapositiva nos garante que se m-p* =n-p*, entao m = n.

Portanto, pelo Principio da Inducao Finita, dados m,n,pe N, se m-p=n-pe

p # 0, entao m = n, como queriamos demonstrar.

. Multiplicacao resultando em 1:

Seja m-n =1. Observe que devemos ter m # 0 e n # 0, pois, da definicao 4.8 e da

propriedade M; da proposicao 4.9, sabemos que:

sem=0, m-n=0-n=0=%1;

sen=0,m-n=m-0=0=%1.

Sendo m # 0 e n # 0, segundo a proposicao 4.1, existem nimeros naturais p e ¢,

tais que m =p* e n=q".

Dali,
m-n=p"-q-=(p+1)-(¢+1)=(p+1)-q+(p+1)-1=p-g+q+p+1.
Como m-n =1, devemos ter
p-g+q+p+1=1=1+0.
Entao, segundo A, (proposigao 4.7),

p-q+q+p=0=p-q+(¢+p)=0.
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O que implica, segundo As (proposi¢ao 4.7), que
p-q=q+p=0eq=p=0.
Logo,
m=pt=0t=1len=qg*=0"=1.
]

Observamos que a partir da operacao de multiplicacao é possivel estabelecer a nocao
de divisibilidade em N, como veremos a seguir.

Definicao 4.10. Dados m e n elementos quaisquer de N, dizemos que m € divisivel
por n quando existir k € N tal que m =k -n.

m
Denotamos k por —.
n

Definicao 4.11. Considerando o conjunto
Dy ={(m,n) e NxN* / m =k-n para algum k € N}

podemos definir a aplicagao, que chamaremos de divisao, dada por:

- DN —> N
(m,n) — m=+n
em que:
mini=— =k
n

Aos niimeros m e n denominamos, respectivamente, numerador e denominador.

Note que esta opera¢ao nao esta definida para quaisquer (m,n) € N x N.

Exemplo 4.12. A seguir, alguns casos do conjunto dos niimeros naturais onde a ope-

racao divisao esta definida:
4
4 é divisivel por 2, bastando considerar que 4 =2 -2, ou seja, 3= 2;

16
16 ¢é divisivel por 4, bastando considerar que 16 =4 -4, ou seja, il 4;

15
15 é divisivel por 5, bastando considerar que 15 =3 -5, ou seja, == 3.

Exemplo 4.13. A seguir, alguns casos do conjunto dos nimeros naturais onde a ope-

racao divisao nao esta definida:

nao esta definido em N, pois (5, 3) ¢ Dy.

nao esta definido em N, pois (7,2) ¢ Dy.

1
ZO nao esta definido em N, pois (10,4) ¢ Dy.
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4.4 Subtracao e relacao de ordem em N

Uma vez definida a adi¢ao no conjunto dos ntimeros naturais, conseguimos definir a
operagao < (menor ou igual que) e a operagao — (subtragao). A partir dessas defini¢oes,

¢ possivel explorarmos algumas propriedades.

Definigao 4.14. A relacio < (menor ou igual que) serd definida do seguinte modo:
Se m,n e N dizemos que m <n se, e somente se, n=m +u para algum u € N.

Denotamos u por n—m e chamaremos n de minuendo e m de subtraendo.

Definicao 4.15. Podemos definir a operacao subtracao

-+ M — N

(m,n) — n-m
em que M ={(m,n) [ m<n}cNxN.

Observe que esta operacao nao esta definida para qualquer par (m,n) e NxN. Por
exemplo, 3 — 5 nao esta definida, pois (5,3) ¢ M.
No que segue, dados m,n € N usamos m < n para representar que m < n com m # n.

Proposicao 4.16. A relacao de ordem tem as sequintes propriedades:

O1. Dados m,n €N, (n—m)+m =n, sempre que m < n.

Os. Dados m,n,peN, se m<p, entio (p+n)—-m=(p-m)+n.

Os. Dados m,n,peN, se n+m<p, entdop—(n+m)=(p-n)-m.

Oy4. Dados m,n,p,qe N, se m<n ep<gq, entao (n-m)+(q-p)=(n+q)—(m+p).
Os. Reflexiva: para qualqguer m e N, m <m.

Og. Antissimétrica: para quaisquer m,n €N, se m<n en <m, entado m =n.

O;. Transitiva: para quaisquer m,n,pe N, se m<n e n<p, entao m < p.

Os. Para quaisquer m,n e N, m<n ou n<m.

Oy. Compatibilidade com a adi¢do: para quaisquer m,n,p € N, se m <n, entdo

m+p<n+p.

Org. Compatibilidade com a multiplicacao: para quaisquer m,n,p e N, se m <n, entao

m-p<n-p.

O11. Para quaisquer m,n e N, se m <n, entado m+1<n.
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O12.

Principio do menor nidmero natural: para qualquer que seja o subconjunto nao

vazio S c N, S possui minimo.

Demonstragao: Facamos as demonstracoes de cada propriedade da relacao de ordem:

0.

Os.

Os.

Oy.

Os.

Og.

O7.

Basta observar que se n—m =wu, com u € N, entdo n =m+wu=m+ (n-m).

Seja p—m = u, com u € N, entdo p = m+u e, portanto, p+n = (m+u)+n = m+(u+n).
Dai, (p+n)-m=(m+(u+n))-m=(u+n)+m)-m=(u+n)+(m-m) =
(u+n)+0=u+n=(p-m)+n.

Seja p—(n+m) =u, com u €N, tal que p=(n+m)+u.

Observe que p=(n+m)+u=p=n+(m+u) =p-n=m+u.

Por outro lado, (p-n) —m =v, com v € N tal que p—-n=m +v.

Dai, segue que m + u = m + v, que pela propriedade A, (proposi¢ao 4.7), implica

em u = 0.
Ou seja, p—(n+m) = (p—n) —m.

Sejam n—m =u, com u € N, tal que n=m+ueqg-p=v, com v €N, tal que
qg=p+v.

Observe que: n+q=(m+u)+(p+v)=(m+p)+(u+v).

Ou seja, (n+q)— (m+p)=u+v.

Segue que (n+q) - (m+p)=u+v=_(n-m)+(q-p).

Reflexiva:

Basta observar que m =m + 0.

Antissimétrica:

Por hipo6tese, m < n, ou seja, n = m + u para algum v € N; e n < m, ou seja,

m =n+v para algum v € N.

Dai, m=n+v=(m+u)+v=m+ (u+v).

De A, (proposicao 4.7), segue que u+v = 0; e de A5 (proposicao 4.7), segue que
u =v = 0. Portanto, m = n.

Transitiva:

Por hipotese, m < n, ou seja, n = m+u para algum u € N; e n < p, ou seja, p =n+v

para algum v e N.

Dai,p=n+v=(m+u)+v=m+ (u+v), ouseja, m<p.

. Para cada n € N, seja S,, o subconjunto de N formado pelos elementos p para os

quais, a0 menos uma das opcoes ¢ valida:
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Og.

O1p.

O12.

(i) existe u e N tal que n = p+ u;

(ii) existe v e N tal que p=n+w.

Observe que, quando p =0, o item (i) é valido com u = n, logo, 0 € S,,.

Seja r € S,. Se r=n, entao r* =n* =n+1 e, portanto, r* € S, pois satisfaz o
item (ii).

Suponhamos agora n =r +u, u # 0; dai, u = v* = v+ 1 para algum v € N; logo,
n=r+(@w+1)=r+(1+v)=(r+1)+v=r"+v, ou seja, r* satisfaz o item (i) e,

portanto, r* € S,,.

Ser=n+v,v#0, entdo r* = (n+v)* =n+v*, o que significa que r* € S,,, pois

satisfaz o item (ii).

Segue que S, = N e, para todo n € N, qualquer que seja m € N, ou n = m +u ou
m=n+v com u,v € N. Ou seja, m<n oun<m.

Compatibilidade com a adi¢ao:

Por hipotese, m < n, ou seja, n =m + u para algum u € N.

Vejaque n+p=(m+u)+p=m+ (u+p)=m+ (p+u)=(m+p)+u. Portanto,
m+p<n+p.

Compatibilidade com a multiplicagao:

Por hipotese, m < n, ou seja, n =m + u para algum u € N.

Veja que n-p=(m+u)-p=m-p+u-p. Portanto, m-p<n-p.

. Sendo m < n, sabemos que m < n e m # n. Entdo, existe u € N, u # 0 tal que

n=m+u. Como u # 0, u = v+ para algum v € N, ou seja, v = v + 1. Dali,
n=m+u=m+((v+1)=(m+1)+wv. Segue que m+1<n.
Principio do menor nimero natural:

Seja S ¢ N um conjunto nao vazio. Define-se H ={neN [ n<z, VxeS}. Como
0<m, VmeS, entao 0 € H.

Tomemos m € S, o que é possivel, pois S # @. Observando que m < m+1, pode-se
afirmar que m+ 1 ¢ H e, portanto, H # N.

Levando Ps em consideracao, necessariamente existe um elemento p € N tal que

peH ep+1¢ H. Mostremos que p é o menor elemento de S. De fato:

e Comope H,entao p<x, VrelS.

e Vamos supor que p ¢ S. Entdao p < x, para todo x € S, edai p+1 < x,
também para todo x € S, o que implica p+1 € H. Mas isto é impossivel.

Esta contradicao nos leva a concluir que p € S.
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As propriedades Oz, Og, O7, Og, Og € O19, comprovam que a relacao de ordem total

< sobre N é compativel com as operagoes adicao e multiplicacao definidas em N.

Como vimos anteriormente, quando a < b é possivel definir a operacao subtracao.
Entretanto, sabemos que esta operagao nao se estende ao conjunto de todos os niimeros
naturais.

Veremos, no proximo capitulo, como definir um conjunto de forma que seja possivel

estabelecer a operacao subtracao para todos os nimeros naturais.



5 Numeros Inteiros

Buscamos agora dar sentido matematico a todas as expressoes do tipo n —m, para
quaisquer m,n € N, e ndo apenas para 0s casos em que m < n.

Para tanto, faz-se necessario definir um novo conjunto de forma que a extensao da
definicao de subtracao em N x N seja uma operacao binaria para este novo conjunto.
Como veremos, este novo conjunto ¢ denominado conjunto dos nimeros inteiros e é
denotado por Z, o qual definimos na sequéncia.

Vale ressaltar que para esse capitulo também usamos como referéncia bésica a obra

de Domingues, H. H. Fundamentos de Aritmética, [3].

5.1 Construcao do Conjunto 7Z

Primeiramente observe que dados quaisquer m,n,p,q € N, tais que m <n e p < gq,

temos:
n-m=q-p<n+p=m+gq
Definicao 5.1. No conjunto N x N definimos a sequinte relacao bindria ~:
V(m,n),(p,q) e NxN:(m,n)~(p,q) < m+q=n+p.
Proposicao 5.2. A relagao ~ € uma relagao de equivaléncia em N x N.
Demonstragao: Para a relagao ~ valem as propriedades:

(i) Reflexiva: para todo (m,n) € N x N, sabemos pela propriedade A, (proposi¢ao

4.7) que m+n =n+m, entao (m,n) ~ (m,n).

(ii) Simétrica: para todo (m,n), (p,q) e NxN, se (m,n) ~ (p,q), entdo m+q=n+p.
Sabemos pela propriedade Ay (proposicao 4.7) que:
m+q=q+m
e

n+p=p+n.

47
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Logo,
g+rm=p+n<p+n=q+m.

Entao (p,q) ~ (m,n).
Portanto, se (m,n) ~ (p,q) entao (p,q) ~ (m,n).

(iii) Transitiva: para todo (m,n),(p,q), (r,s) € Nx N, sabemos que:

se (m,n) ~(p,q) entdo m+q=n+p
e

5€ (p>Q) ~ (T,S) entao p+s=q+r.
Dai,

m+q=n+p<m+qg+s=n+p+s
e

p+S=q+r<p+s+n=qg+r+n.
O que implica que:
m+q+s=q+r+n<qg+(m+s)=q+(r+n) = m+s=r+n.

Logo, (m,n) ~ (r,s).
Ou seja, se (m,n) ~ (p,q) e (p,q) ~ (r,s) entdo (m,n) ~ (r,s).
m

Sendo ~ uma relacao de equivaléncia em N x N, esta determina uma particao neste

conjunto por classes de equivaléncia.

Indicaremos por (m,n) a classe de equivaléncia determinada por (m,n) e NxN, a

saber,

(m,n) ={(z,y) eNxN/ (2,y) ~(m,n)} = {(z,y) e NxN [ w+n=y+m}.

Exemplo 5.3. Vejamos algumas classes de equivaléncia:

(1,0) ={(2,1);(3,2); (4,3); (5;4); -}
(2,0) ={(3,1); (4,2); (5,3); (6;4); -}
(0,1) = {(1,2);(2,3); (3,4); (4;5); -}
(4,2) = {(2,0); (3,1); (4,2); (5;3); -}

Y
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Definicao 5.4. O conjunto quociente de N x N por ~, ou seja, o conjunto de todas as
classes W, para qualquer (m,n) € N x N, serd indicado por Z e denominamos o
conjunto dos numeros inteiros.

Isto €,

_NxN  ——

Z: = {(m,n) |/ (m,n) e NxN}.

Observacao 5.5. Vale ressaltar que

(m,n) =(p,q) < (m,n) ~(p,q) & m+qg=n+p.

Proposicao 5.6. Em particular, temos que:

(i) se n<m, entdo (m,n)=(m-n,0);

(i) se m <n, entdo (m,n)=(0,n—-m);

(iii) se m =n, entao (m,n) = (0,0).
Demonstracao: De fato:

(i) Basta verificar que m+0=n+ (m—-n).

Como n < m, existe u € N tal que m = n+u e, como visto anteriormente, indicamos

u por m —mn, ou seja,

m+0=m=n+u=n+(m-n)

Segue que se n < m entdo (m,n) = (m-mn,0).

(ii) Basta verificar que m + (n—-m) =n+0.

Como m < n, existe u € N tal que n = m+u e, como visto anteriormente, indicamos

u por n —m, ou seja,

n+0=n=m+u=m+(n-m)

Segue que se m <n entdo (m,n) = (0,n—m).

(iii) Se m =n, entao (m,n) = (m,m).

Para provar que (m,m) = (0,0) basta observar que m + 0 = m + 0, ou seja, que

m=m.

Segue que se m =n entdo (m,n) = (0,0).



Adi¢ao em Z 50

Exemplo 5.7. Note que: (1,3) =(0,2) e (4,2) =(2,0).

Observacao 5.8. Sendo a € Z, a = (m,n), denotaremos por (—a) a classe (n,m).

Mais ainda, observe que se a € Z, entao a = (m,0), a = (0,m) ou a = (0,0), para

algum m € N, segundo a proposicao 5.6. Sendo assim, podemos denotar

(0,0)=0
(1,0)=1e (0,1) = -1;
(2,0)=2e(0,2) =-2;
(3,0)=3¢e(0,3) =-3;

Podemos entao exibir o conjunto Z de ntimeros inteiros da seguinte forma:
Z=A{--3,-2,-1,0,1,2,3,---}.

Também podemos escrever o conjunto dos niimeros inteiros positivos Z, = {0,1,2,3,---}
e o conjunto dos numeros inteiros negativos Z_ = {---,-3,-2,-1,0}.
Observe que temos ainda o conjunto dos ntimeros inteiros que sao estritamente posi-

tivos Z* = {1,2,3,---} e o conjunto dos ntimeros inteiros que sao estritamente negativos
Zr ={-,-3,-2,-1}.

Proposicao 5.9. a € Z, (ou Z3) se, e somente se, (-a) € Z_ (ou Z*).

Demonstracao: De fato, se a € Z, (ou Z*), a = (m,0) para algum m € N. TLogo,

(—a) = (0,m), que pertence a Z_ (ou Z*). m

5.2 Adicao em Z

A fim de entendermos melhor a definicao que segue, considere o seguinte exemplo:

Exemplo 5.10. Se os ntimeros naturais 4 e 5 sao escritos da forma: 5=6-1e4=9-5,

entao:
5+44=(6-1)+(9-5)=(6+9)-(1+5)=15-6=09.

Definicao 5.11. Dados a = (m,n) e b= (p,q) elementos quaisquer de Z, definimos a

aplicacao bindria, que chamaremos de adicao, dada por:

+: Lxl — 7
(a,b) — a+b

em que
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a+b:=(m+p,n+q).

Lema 5.12. A aplicacao anterior estd bem definida.

Demonstracao: Sejam (m,n) = (my,n1) e (p,q) = (p1,¢1) elementos em Z. Mostre-

mos que

(m,n) +(p,q) = (m1,n1) + (p1,q1)-

Veja que, por definicao de +,

(m,n)+(p,q)=(m+p,n+q)

(ma,n1) + (p1,q1) = (Ma +pr,na + ).

Porém (m,n) ~ (mi,n1) e (p,q) ~ (p1,q), logo

m+ny=n+m;
€

p+q=q+p1.

Somando membro a membro as igualdades anteriores, obtemos:

(m+ni)+(p+aq)=(qg+p)+(n+m)

¢]

(m+p)+(ni+q1)=(n+q)+(my+p1)

Consequentemente,

(m+p,n+q)=(mi+p,m+q),

ou seja,

(man) + (p’ Q) = (mlvnl) + (thI)'
|

A seguir, trataremos de propriedades da adicao no conjunto dos nimeros inteiros.

Proposicao 5.13. Para a adicao em Z valem as sequintes propriedades:

Ay, Associativa: dados a,b,c€Z temos (a+b)+c=a+ (b+c).

As. Comutativa: dados a,b e Z temos a+b=0b+a.

As. Elemento neutro: para qualquer a € Z temos que a+0 = a.

Ay. Simétrico aditivo: para todo a € Z, existe (—a) € Z de modo que a+ (—a) = 0.

As. Lei do cancelamento: dados a,b,ce€Z, a+c=b+c<a=>h.
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Demonstracao: Usando a definicao 5.11 e a proposigao 4.7, faremos as demonstracoes

de cada propriedade acima.

AL

Associativa:

Sejam a,b, c € Z tais que a = (m,n), b= (p,q) e ¢c=(r,s). Dai,

(a+b)+c=((m,n)+(p,q))+(r,s)=(m+p,n+q)+(r,s)=
((m+p)+r,(n+q)+s)=(m+(p+r),n+(qg+s))=(m,n)+(p+r,q+s) =
(m,n)+ ((p,q) +(r,8)) =a+ (b+c).

. Comutativa:

Sejam a, b, € Z tais que a = (m,n) e b= (p,q). Dai,

a+b=(m,n)+(p,q)=(m+pn+q)=(p+m,q+n)=(p,q)+(mn)=>b+a.

. Blemento neutro:

Seja a € Z tal que a = (m,n), segue que:

a+0=(m,n)+(0,0)=(m+0,n+0)=(m,n) =a.

. Simétrico aditivo:

Pela observagao 5.8, dado a = (m,n), entao (-a) = (n,m).

Logo, a+ (-a) = (m,n) + (n,m) = (m+n,n+m) = (m+n,m+n).

Pela proposigao 5.6, temos que (m +n,m+n) = (0,0).

Portanto, a + (-a) = 0.

. Lei do cancelamento:

Seja a,b,ceZ e a+c="0b+c, segue que:

a=a+0=a+(c+(-c))=(a+c)+(-c)=(b+c)+(-c)=b+(c+(-c))=b+0=0.

Lema 5.14. Das propriedades anteriores,

(i) O elemento neutro € unico;

(i) Dado a € Z existe um unico (—a) € Z tal que a+ (—a) = 0.

Demonstragao: Provemos tais itens:
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(i) Vamos supor que exista k € Z tal que a + k = a, para qualquer a € Z. Mostremos
que k =0.

Observe que a+k =a =a+0, ou seja, a+k = a+0. Segue, pela lei do cancelamento,
que k= 0.

(ii) Vamos supor que exista k € Z tal que a + k = 0, para qualquer a € Z. Mostremos
que k = (-a).

Observe que a+k =0 =a+ (-a), ou seja, a+k = a+ (—a). Segue, pela lei do

cancelamento, que k = (-a).

Observacao 5.15. Para quaisquer a,b € Z temos que:

(i) (-a)+(-b) é o simétrico aditivo de a +b. De fato:
(a+b)+((ma)+(-b))=(a+(-a))+(b+(-b))=0+0=0.
(ii) (a+(-b))+0b=a. Pois:

(a+(-b))+b=a+((-b)+b)=a+0=a.

5.3 Subtracao em Z

Chamaremos diferenca entre a e b e indicaremos por a — b o elemento a + (-b) € Z.

Ou seja,
a-b=a+(-b).

Note que, pela propriedade A, da proposicao 5.13, é possivel definir a — b € Z para
quaisquer a,b € Z.

Definicao 5.16. Dados a,b elementos quaisquer de 7, definimos a sequinte aplicacdo

bindria, que nomearemos de subtracao em 7., dada por:

- Ix?l — 7
(a,b) — a-b.

Observemos que a subtracao nao é associativa, nem comutativa e nem admite ele-
mento neutro.

Em particular, pela observagao 5.15 veja que (-a) + (-b) = —(a +b) = —a - b.

Exemplo 5.17. A subtracao nao é associativa.
Sejam a, b, c € Z dados por a = (1,2), b=(2,0) e c=(4,7). Dai,
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a-(b-c)=a-(b+(-¢))=(1,2)-((2,0)+(7,4))=(1,2) - (2+7,0+4) =
(1,2) -(9,4) = (1,2) + (4,9) = (1+4,2+9) = (5,11)
(a-b)-c=(a+(-b))+(-c)=((1,2)+(0,2)) +(7,4) =(1+0,2+2) +(7,4) =
(LA)+(7,4) = (1+7,4+4) = (8,8).

Note que (5,11) # (8,8), pois 5+ 8 # 11 +8.

Exemplo 5.18. A subtracao nao é comutativa.
Sejam a,b € Z dados por a = (3,5) e b=(1,2). Dai,

a-b=a+(-b)=(3,5)+(2,1)=(3+2,5+1) =(5,6)
b—a=b+(-a)=(1,2)+(5,3)=(1+5,2+3)=(6,5).

Note que (5,6) # (6,5), pois 5+5 # 6 + 6.

5.4 Multiplicacao em Z
A fim de entendermos melhor a definicao que segue, considere o seguinte exemplo:

Exemplo 5.19. Se os ntimeros naturais 4 e 5 sao escritos da forma: 5=6-1e4=9-5,

entao:

5:-4=(6-1)-(9-5)=(6-9+1-5)—(6-5+1-9) = (54+5) — (30 +9) = 59 — 39 = 20.

Definicao 5.20. Sejam a = (m,n) e b= (p,q) elementos quaisquer de Z, definimos a

aplicacao bindria, que chamaremos de multiplicacao, dada por:

Zx? — 7
(a,b) — a-b

em que:

a-b:=(m-p+n-qgm-qg+n-p).

Lema 5.21. A operacao acima estd bem definida.

Demonstracao: Sejam (m,n) = (my,n1) e (p,q) = (p1,q1) elementos de Z.

Mostremos que:

(m7n) : (p’ q) = (mlanl) : (plach)-

Note que:
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(m,n)-(p,q) =(m-p+n-q,m-q+n-p)
e

(mlanl) : (pl,Q1) = (ml "prt+tny-qi,M1-q1r+1ny ‘Pl)-

Entretanto (m,n) ~ (my,n1) e (p,q) ~ (p1,q1), assim

m+ny=n+m;
€

p+q=q+p1.

Obtemos:

p-(m+ny)=p-(n+my);
my-(p+qi) =mi-(q+p1);
g-(n+my)=q-(m+ny) e

ny-(g+p1)=n1-(p+aqu).
Desenvolvendo os produtos acima e somando-os membro a membro, segue que:

p-m+p-ny+tmy-ptrmy-q+qg-n+tq-mp+n-q+ng-p;=

P NAP-M M- qEMPLAq-m AN +n1 PN Q.
Pela lei do cancelamento (proposi¢ao 4.7),
(m-p+n-q)+(mi-q+ni-p1)=(n-p+m-q)+(my-pi+ni-q),

e por fim,

(m-p+n-qgm-qg+n-p)=(my-pi+n1-qi,m1-q+ny-p1).

Ou seja,

(m,n)-(p,q) = (ma,n1) - (p1,q1)-
]
A seguir, algumas propriedades da multiplicacdo no conjunto dos nimeros inteiros.
Proposicao 5.22. Para a multiplicacao em 7 valem as sequintes propriedades:

M. Associativa: dados a,b,c€Z, (a-b)-c=a-(b-c).
M. Comutativa: dados a,beZ, a-b=>5b-a.
Ms. Elemento identidade: para qualquer a€Z, a-1=a.
My. Lei do anulamento do produto: para todo a,beZ, sea-b=0, entao a=0 oub=0.

Ms. Distributiva: dados a,b,ce€Z, a-(b+c)=a-b+a-c.
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Demonstracao: As demonstracoes de cada propriedade da multiplicacdo em Z se-

guem usando a defini¢ao 5.20 e a proposicao 4.9, de fato:

M;. Associativa:

Sejam a,b, c € Z tais que a = (m,n), b= (p,q) e ¢c=(r,s). Dai,

(a-b)-c=((m,n)-(p,q)-(r,s)=(m-p+n-gm-q+n-p)(rs) =
((m-p+n-q)-r+(m-q+n-p)-s,(m-p+n-q)-s+(m-qg+n-p)-r)=
(m-p-r+n-qg-r+m-q-s+n-p-s,m-p-S+n-q-s+m-q-r+n-p-r)=

(m-p-r+m-q-s+n-q-r+n-p-s,m-p-s+m-q-r+n-q-s+n-p-r)=
(m-(p-r+q-s)+n-(qg-r+p-s),m-(p-s+q-r)+n-(qg-s+p-r)) =

(m,n)-((p,q) - (r;8)) =a-(b-c).

M,. Comutativa:

Sejam a,b, € Z tais que a = (m,n) e b= (p,q). Dali,

a-b=(m,n)-(p,q)=(m-p+n-qgm-q+n-p)=(p-m+q-n,g-m+p-n) =
(p,q)-(m,n)=b-a.

Ms. FElemento identidade:

Seja a € Z tal que a = (m,n). Dai,

a-1=(m,n)-(1,0)=(m-1+n-00m-0+n-1)=(m+0,0+n) =(m,n) =a.

My. Lei do anulamento do produto:

Como ja observamos anteirormente na proposicao 5.6, todo elemento de Z pode

ser representado como (0,m), (m,0) ou (0,0) para algum m € N.

Note que, para os casos em que a ou b sdo iguais a (0,0), o resultado ja esta

satisfeito. Além desses casos, teremos quatro possiveis combinagoes para efetuar
a-b:

1° caso: Sejam a = (m,0) e b= (n,0), logo:

a-b=(m,0)-(n,0)=(m-n+0-0,m-0+0-n)=(m-n,0).

Para que (m-n,0) = (0,0), devemos ter m-n+0=0+0, ou seja, m-n = 0.
Dai, m =0 ou n=0. Ou seja, a = (0,0) ou b= (0,0).

20 caso: Sejam a = (0,m) e b=(0,n), logo:

a-b=(0,m)-(0,n)=(0-0+m-n,0-n+m-0)=(m-n,0).
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Para que (m-n,0) = (0,0), devemos ter m-n+0=0+0, ou seja, m-n = 0.
Dai, m =0 ou n=0. Ou seja, a=(0,0) ou b=(0,0).

3° caso: Sejam a = (0,m) e b=(n,0), logo:

a-b=(0,m)-(n,0)=(0-n+m-0,0-0+m-n)=(0,m-n).

Para que (0,m-n) =(0,0), devemos ter 0+0 = m-n, ou seja, m-n =0. Dai,
m=0oun=0. Ouseja, a=(0,0) ou b=(0,0).

4° caso: Sejam a = (m,0) e b=(0,n), logo:

a-b=(m,0)-(0,n)=(m-0+0-n,m-n+0-0)=(0,m-n).

Para que (0,m-n) =(0,0), devemos ter 0+0 = m-n, ou seja, m-n =0. Dai,

m =0 oun=0. Ouseja, a=(0,0) ou b=(0,0).

Ms. Distributiva:

Sejam a,b, c € Z tais que a = (m,n), b= (p,q) e ¢c=(r,s). Dai,

a-(b+c)=(m,n)-((p.q)+(r,;s)) = (m,n) - (p+r,q+s) =
(m-(p+r)+n-(qg+s),m-(qg+s)+n-(p+r)) =
(m-p+m-r+n-q+n-s,m-qg+m-s+n-p+n-r)=

(m-p+n-gm-qg+n-p)+(m-r+n-s,m-s+n-r)=

(m,n)-(p,q) + (m,n)-(r,s)=a-b+a-c.

Definicao 5.23. Dado um conjunto A munido de uma operacao bindria - e com a
propriedade do elemento identidade e (ou seja, existe € € A tal que a-e=a = e-a,
para qualquer a € A), dizemos que be A € o elemento inverso de um elemento a € A se

a-b=e=b-a.

Observacao 5.24. Veja que para o conjunto dos niimeros inteiros temos que os inicos

elementos que possuem a propriedade do elemento inverso sao a; = (1,0) e az = (0,1),

pois:
a;-a;=(1,0)-(1,0)=(1-1+0-0,1-0+0-1) =(1,0) =1
e
as-az=1(0,1)-(0,1)=(0-0+1-1,0-1+1-0) =(1,0) = 1.
Logo,

al'alzleayagzl.

Ou seja, o proprio a; € o elemento inverso de a; e o proprio as é o elemento inverso
) 2

de a,.
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5.5 Relacao de ordem em Z

Definicao 5.25. Sejam a,b € Z. Dizemos que a € menor ou igual a b e denotamos
a <b, se para algum r € Z,, b=a+r. Também podemos escrever b € maior ou igual a
a e, neste caso, denotamos b > a.

Caso r € 7%, entao dizemos que a é menor que b e denotamos a < b. Também

podemos escrever b € maior que a e denotamos b> a.

Proposicao 5.26. Observemos que:

(i) DadoreZ,, 0<r;

(ii) Dado se€Z_, s<0.
Demonstracao: De fato,

(i) DadoreZ,, r=0+r.

(ii) Dado s€Z_, 0=s+ (-s), com (-s) € Z,.

A seguir veremos algumas propriedades acerca da relacao de ordem.

Proposicao 5.27. A relacio de ordem tem as sequintes propriedades:

Oy. Reflexiva: para qualquer a € Z, a < a.

Oy. Antissimétrica: para quaisquer a,beZ, se a<b e b<a, entdo a=0b.
Os. Transitiva: para quaisquer a,b,ceZ, se a<b e b<c, entdo a < c.
O,. Para quaisquer a,beZ, a <b ou b<a.

Os. Compatibilidade com a adicao: para quaisquer a,b,c € Z, se a <b, entao

a+c<b+e.

Og. Compatibilidade com a multiplicacao: para quaisquer a,b,ce€Z e 0<c, se a <b,

entao a-c<b-c.

Demonstragao: Facamos as demonstracoes de cada propriedade da relacao de ordem
usando as proposicoes 4.7, 4.9, 5.13 e 5.22.

O1. Reflexiva:

Basta observar que a=a+0e 0 e Z,.
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Os.

Os.

Oy.

Antissimétrica:

Por hipotese, a < b, ou seja, b = a+r; para algum r; € Z, e b<a, ou seja, a =b+ry

para algum ry € Z,. Sendo 7 € Z, e 19 € Z,, podemos escrever r = (k,0) e
ro = (1,0), com k,l € N.

Dai,a=b+ry=(a+ry)+ra=a+ (ri+r:) =a+ (k+1,0).

O que implica, pela lei do cancelamento da adi¢ao, que (k+1,0) = (0,0).

Logo, k+1=0 e, portanto, pela proposicao 4.7, k=0 = 1.

Transitiva:

Por hipotese, a <be b<c, ou seja, b=a+r, para algum r; € Z, e ¢ =b+ry para

algum ry € Z,.
Dai,c=b+ry=(a+ry)+ry=a+ (r; +r2).

Note que se 11 € Z, e r9 € Z,, 1 = (m,0) para algum m € N e ry = (n,0) para

algum n € N. Segue que r1 + 79 = (m,0) + (n,0) = (m+n,0) e (m+n,0) € Z,.
Logo, c=a+ (ry+re) com ry +1ry € Z,.

Portanto, a < c.

Essa demonstracao é feita considerando todas as possibilidades para elementos
nao nulos do conjunto dos nimeros inteiros. Note que o caso de a =0 ou b =0

esta contemplado na proposigao 5.26.

1° caso: a = (m,0) para algum m € N e b= (n,0) para algum n € N.

Se m < n, entao n =m + [ para algum [ € N e, portanto,

b=(n,0)=(m+1,0)=(m,0)+(1,0)=a+(l,0).

Como (1,0) € Z,, segue que a < b.

Se n <m, entao m =n + k para algum k € N e, portanto,

a=(m,0)=(n+k0)=(n,0)+(k0)=0+(k,0).

Como (k,0) € Z,, segue que b < a.

2° caso: a = (0,m) para algum m e N e b= (0,n) para algum n € N.

Se m < n, entdo n =m + [ para algum [ € N e, portanto,

b=(0,n) = (0,m+1) = (0,m) + (0,1) = a+ (0,1).

Dai,

b=a+(0,1) =b+(l,0) = (a+m)+m:b+@:a+(m+@) =
b+(1,0)=a+(l,1)=0+(,0)=a+(0,0) =>b+(,0)=a+0=0b+(1,0) =a.
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Como (1,0) € Z,, segue que b < a.

Se n <m, entao m =n + k para algum k € N e, portanto,

a=(0,m)=(0,n+k)=(0,n)+(0,k)=b+(0,k).

Dali,

a=b+(0,k) = a+(k,0) = (b+(0,k))+(k,0) = a+(k:_,0) = b+((0,k)+@) =
a+(k,0)=b+(k,k) = a+(k,0) =b+(0,0) = a+(k,0) =b+0 = a+(k,0) =b.

Como (k,0) € Z,, segue que a < b.
3° caso: a = (m,0) para algum m e N e b= (0,n) para algum n € N.
Dali,

a=(m,0)=(m+n,n)=(0,n)+(m+n,0)=b+(m+n,0)
Como (m +n,0) € Z,, segue que b < a.

Portanto, para quaisquer a,beZ, a<bou b<a.

. Compatibilidade com a adi¢do:

Se a < b, segue que b = a+r para algum r € Z,. Assim, para todo ¢ € Z temos

que:
b+c=(a+r)+c=(a+c)+r.

Dai, a+c<b+ec.

Portanto, dados a,b,c€ Z, se a < b, entao a+c<b+c.

. Compatibilidade com a multiplicacdo:

Por hipotese, a < b, ou seja, b = a+r para algum r € Z,, e com isso r = (k,0) para
algum £ € N.

Seja 0 < ¢, entdo c€ Z,, e ¢ = (m,0) para algum m € N.

Segue que:

b-c=c-b=c-(a+r)=c-a+c-r=a-c+c-r.

Note que, dado ¢ = (m,0) e r = (k,0), temos c-r € Z,, pois:

c-r=(m,0) - (k,0)=(m-k+0-0,m-0+0-k)=(m-k,0).

Ou seja, b-c=a-c+c-r com c-reZ,.

Logo, a-c<b-c.
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5.6 Divisibilidade em 7Z

Definicao 5.28. Sejam a e b elementos quaisquer de Z. Considere o conjunto
Dy, ={(a,b) € ZxZ | a = k-b para algum k € Z}. Definimos a aplica¢ao, que chamaremos

de divisao, dada por:
em que:

. a 4 . L
Ao nimero k = 7 denominamos fracao ordindria.
Assim como no conjunto dos nimeros naturais, ao nimero a e ao numero b deno-

minamos, respectivamente, numerador e denominador.

Notemos que nao é possivel estender a operacao divisao a todos os elementos de
7 x 7.

Exemplo 5.29. A seguir, alguns casos do conjunto dos nimeros inteiros onde a ope-
racao divisao esté definida:

4 ¢ divisivel por -2, bastando considerar que 4 = (-2) - (-2), ou seja, = -2;

16
—16 ¢é divisivel por -4, bastando considerar que —16 =4 - (-4), ou seja, - 4;

1
15 é divisivel por 3, bastando considerar que 15 =5-3, ou seja, 35 = 9.

Exemplo 5.30. A seguir, alguns casos do conjunto dos niimeros inteiros onde a ope-
racao divisao nao esta definida:

% nao esta definido em Z, pois (5,-2) ¢ Dy.

3 nao esta definido em Z, pois (-7,-3) ¢ Dy.

11
T nao esta definido em Z, pois (11,5) ¢ Dy.

Definicao 5.31. Sejam a e b elementos quaisquer de Z. Um elemento d € 7 se diz

mdadzimo divisor comum de a e b se satisfaz as sequintes condigoes:
(i) d>0;
(ZZ) (&,d) €Dy e (b, d) € DZ;

(111) Se d' € Z € tal que (a,d') € Dy e (b,d") € Dy, entdo (d,d") € Dy,
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Usaremos a notagao d =mdc(a,b).

Exemplo 5.32. No caso de a =10 e b =8, o nimero 2 é o tnico inteiro que satisfaz as
condicoes da definicao 5.31. Segue que:

mde(10,8) = 2.
a

Definicao 5.33. Dada a fracao ordindria 5

se mdc(a,b) =1 dizemos que a fragao é
irredutivel.

Notemos que as tnicas fracoes irredutiveis no conjunto dos nimeros inteiros sao

aquelas cujo denominador é 1 ou —1.

No préximo capitulo trataremos do conjunto dos ntimeros racionais, para o qual
veremos que a aplicacao divisao é uma operacao binéaria.

Veremos ainda que esse fato estd intrinsecamente relacionado com a propriedade do
elemento inverso, a qual serd valida para qualquer niimero racional nao nulo.

Para finalizarmos esse capitulo, abordamos a imersao do conjunto dos ntmeros

naturais no conjunto dos niimeros inteiros.

5.7 Imersao de N em Z

Neste momento, a partir das construcoes do conjunto dos nimeros naturais e do
conjunto dos niimeros inteiros, veremos como considerar N como sendo parte de Z.

Para tanto, seja a funcao f definida por:

f+ N — Z

para todo n € N.

Ou seja,
£(0)=(0,0)=0
f(1)=(10=1
f(2)=(2.0)=2
f(3)=(3,0)=3

A funcao f considerada é chamada de imersao de N em Z.

Observagao 5.34. Im(f)={f(n) [ neN}=Z,={0,1,2,3,---}.
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Proposicao 5.35. f ¢ injetora.

Demonstracao: Dados m,n € N,

fim) = f(n) = (m,0) =(n,0) = (m,0) ~(n,0) >m+0=n+0=m=n.

|
Proposicao 5.36. Dados m,n € N, temos que:
(i) f(m+n)=f(m)+ f(n);
(ii) f(m-n)=f(m)- f(n);
(iii) Se m <n, entao f(m) < f(n).
Demonstracao: Dados m,n € N,
(1) f(m+n)=(m+n,0)=(m,0)+ (n,0)=f(m)+ f(n).
(ii) f(m-n)=(m-n,0)=(m,0)-(n,0)=f(m)- f(n).
(iii) Se m < n, entdo n =m + u para algum u € N e, portanto,
f(n) = (n,O) = (m+u70) = (m,O) + (U,O) = f(m) + (u’0)7
em que (u,0) € Z,.
O que significa que f(m) < f(n).
|

Sobretudo, veja que pela observacao 5.34 e pela proposicao 5.35, ao restringir o

contradominio de f, obtemos uma bijecao entre os conjuntos N e Z,, dada por:

n — (n.0) (5.1)

Nesse sentido, podemos identificar N com Z,.
Ainda, como Z, c Z, fazemos um abuso de notacao ao considerar N c Z para indicar
a imersao de N em Z.

Desta maneira, o numero natural 0 corresponde ao inteiro 0 = (0,0), o nimero

natural 1 corresponde ao inteiro 1 = (1,0), e assim por diante.

Observagao 5.37. Dado a = (m,n) € Z, note que

a=(m,n)=(m,0)+(0,n)=(m,0)+[-(n,0)].
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Devido a imersao em questao, concluimos que a = m —n. Ou seja, acabamos de
concluir que todo nimero inteiro é uma diferenca entre dois nimeros naturais.

Note, por fim, que dados m,n € N,

m-n=(m,0)-(n,0)=(m,0)+(0,n) = (m,n).

Neste contexto, podemos dizer que a subtracao de dois ntimeros naturais é sempre

possivel em Z; fato este que foi a motivacao da construcao dos nimeros inteiros.
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Buscamos neste momento dar sentido matematico a todas as expressoes do tipo g,
para quaisquer a,b € Z, e ndo apenas para os casos em que (a,b) € Dz (vide definicao
5.28).

Para tanto, faz-se necessario definir um outro conjunto de forma que a extensao da
aplicacao divisao em Z x Z seja uma operacao binaria para este novo conjunto. Como
veremos, este novo conjunto é denominado conjunto dos ntimeros racionais Q, o qual
definimos na sequéncia.

Para esse capitulo ainda usamos como referéncia basica a obra de Domingues, H.
H. FPundamentos de Aritmética, [3].

Definicao 6.1. Denote Z* ={a€Z | a +0}.
Para o conjunto 7 x Z* = {(a,b) | a € Z, b € Z*}, definimos a seguinte relagao

bindria ~:

V(a,b),(c,d) e ZxZ*:(a,b) ~(c,d) <= a-d=b-c.
Proposicao 6.2. A relacao ~ € uma relacao de equivaléncia em 7 x 7.*.
Demonstragao: Para a relacao ~ valem as propriedades:

(i) Reflexiva: Para todo (a,b) € Z x Z*, sabemos pela propriedade My (proposicao
5.22) que a-b="b-a, entdo (a,b) ~ (a,b).

(ii) Simétrica: Para quaisquer (a,b), (c,d) € ZxZ*, se (a,b) ~ (¢,d), entdo a-d=b-c.
Sabemos pela propriedade My (proposicao 5.22) que:

a-d=d-a

Logo,

a-d=b-ced-a=c-bsc-b=d-a.

65
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(iii)

Entao (¢, d) ~ (a,b).
Portanto, se (a,b) ~ (¢,d), entdo (¢,d) ~ (a,b).

Transitiva: Para quaisquer (a,b), (¢,d), (e, f) € Z x Z*, sabemos que:

se (a,b) ~(¢,d) entdo a-d=b-c
e

se (¢,d) ~ (e, f) entdao c- f=d-e.

Dai, como a operacao esta bem definida no conjunto dos niimeros inteiros, segue

que:

a~d=b~c©(a~d)~f=(b.c).f
[§]

c-f=d-e<e(c-f)-b=(d-e)-b.
O que implica, pelas propriedades M; e M, (proposicao 5.22), que:
(a-d)-f=(b-c) f=(cb)-f=c(b-f)=c-(f-b)=(c-f)b=(de)-b.
Ou seja,

(a-d)-f=(d-e)-b<=a-(d-f)=d-(e-b)<=a-(f-d)=d-(b-e) <= (a-f)-d=
(b-e)-d<a-f=b-e.

Logo, (a,b) ~ (e, f).
Ou seja, se (a,b) ~ (c,d) e (¢,d) ~ (e, f), entao (a,b) ~ (e, f).

Sendo ~ uma relagao de equivaléncia em 7Z x Z*, esta determina uma particao neste

conjunto por classes de equivaléncia.

. a . . .
Indicaremos por 7 a classe de equivaléncia determinada por (a,b) € ZxZ*, a saber,

%={(w,y)€ZXZ* [ (x,y) ~(a,0)} ={(z,y) € ZxZ" [ x-b=y-a}.

Exemplo 6.3. Vejamos algumas classes de equivaléncia:

é%(mﬁerZ* [ (xy)~(1,3)} ={(z,y) eZxZ" [ x-3=y-1}.

Ou seja, % = {(=2,6), (=1,-3),(1,3), (2,6), -}.

2 (@) eZx T [ (@)~ (2.5} = {(@y) € ZX T (-5 =12}
Isto &, g — {(=4,-10), (=2,-5), (2,5), (4,10), -},
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Observagao 6.4. Veja que segue da propriedade reflexiva o fato de (a,b) € % para
todo (a,b) € Zx Z*.

Ainda,
= (a,b) ~ (c.d).
Ou seja,
%=§©a'd:b~c.
1 -1 -2 2
Exemplo 6.5. — = —=—=-=...
3 -3 -6 6

Ao conjunto de todas as classes de equivaléncia determinadas por ~ sobre Z x Z*
denominamos conjunto dos niimeros racionais e denotamos por Q.

Ou seja,
@:{%/Qamezxzﬁ.

. .. . ~ a
Sendo assim, cada x € Q admite infinitas representacoes — com a € Z e b € Z*.
Assim como no conjunto dos niimeros naturais e no conjunto dos nimeros inteiros,
ao nimero a e b denominamos numerador e denominador, respectivamente.

Os elementos de Q sdao chamados nimeros racionais.

Proposicao 6.6. Dados x,y € Q, sempre € possivel exibir suas representagoes com
denominadores iguais.

~ . . a c
Demonstracao: Sejam z,y € Q tais que x= - e y = —.

Observemos que da proposi¢ao 5.22, temos que a-(b-d) = b-(a-d) e c¢-(b-d) = d-(b-c).
Da definigao da relagdo ~, concluimos que (a,b) ~ (a-d,b-d) e (¢,d) ~ (b-c,b-d).
Por fim,

S
S8
=
o

Il
@

>
(wpl
=
Ul o
[yl
S

Observacao 6.7. A classe de equivaléncia

0 0 0 0
-2 -1 1 2

¢ indicada apenas por 0. Enquanto que a classe de equivaléncia
-2 -1 1 2
2 -1 12

é representada por 1.

. a .. . —-a
Ainda, dado x = 7 € Q, indicamos neste conjunto o elemento — por —z.

a .
Para x = — € Q e x # 0, denotamos neste conjunto o elemento — por =~
a

Veremos mais adiante as justificativas para essas notacoes.
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6.1 Adicao em Q

ey = cgl Definimos

S

Definicao 6.8. Sejam x,y elementos quaisquer de Q tais que x =

a aplicacao bindria adicdo da sequinte forma:

+ @X@ — Q
(v,y) +— x+y

em que

a c d b-c a-d+b-c
T+y=—+-—-= =

a/.
b d bd bd  bd

Lema 6.9. A adicao no conjunto dos numeros racionais estd bem definida.

- . a a ¢
Demonstracao: Sejam —=— e — = —

b S elementos quaisquer de Q.

Sabemos que
a-by=b-arec-dy=d-c.
Ainda, pela proposicao 5.22, segue que

a-blzb-alc»(a-bl)-(d-dl):(b-al)-(d-dl)
c-di=d-c; = (c-dy)-(b-by)=(d-c1)-(b-by)

Somando as igualdades termo a termo, obtemos:
a-by-d-dy+c-dy-b-by=b-ay-d-dy+d-cr-b-by.
Ou seja,
(a-d+c-b)-(by-dy)=(a;-dy+c1-by)-(b-d).

Portanto, segue da definicao que

CL'd+C'b_ al‘d1+cl'b1

b-d  b-d
Consequentemente,
a C aq C1
—+ == —+—.
b d b dy

]
A seguir, trataremos de propriedades da adi¢ao no conjunto dos niimeros racionais.
Proposicao 6.10. Para a adicao em Q wvalem as sequintes propriedades:
Ay. Associativa: dados x,y,z€Q, temos (x+y)+z=x+ (y+2).

As. Comutativa: dados x,y € Q, temos x+y =y +x.
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As. Elemento neutro: para qualquer x € Q, temos que x+0 = x.

Ay. Simétrico aditivo: para todo x € Q, eriste (—x) € Q de modo que x + (-x) = 0.

Demonstracao: Vejamos a demonstracao de cada propriedade da adicao em Q. Ob-

serve que usaremos as propriedades ja demonstradas para o conjunto dos ntimeros

inteiros (proposi¢ao 5.13 e proposicdo 5.22) e a defini¢do da adigao no conjunto dos
niimeros racionais (defini¢ao 6.8).

Ay, Associativa:
Sejam z,vy, z € Q tais uex—g —Eez—E Dai
J 7y7 q _bay_d _f' )
(x+y)+zz(g+2)+gza-d+b-c+E:(a-d+b-c)-f+(b-d)-e:
b d) f b-d f (b-d)-f
(a-d)-f+(b-c)-f+(b-d)-e a-(d-f)+b-(c-f)+b-(d-e)
(b-d)-f b-(d- f)
a'(d'f)+b'(c'f+d'€):E+M:g+(f+f):x+(y+z).
b-(d-f) b d-f b \d
Ay, Comutativa:
Sejam x,y € Q tais que x = % ey = 2 Entao,
- _g+£_a-d+b-c_d-a+c-b_2+g_ i
YTYTAT T vd T dn dTp YT
As. Elemento neutro: O elemento neutro é a classe de equivaléncia do zero, ou seja,
0 0 0
Vet Tt

Ay

Uma vez que a adi¢ao estd bem definida no conjunto dos niimeros racionais,

usaremos a fracao ordinéria 1 para a demonstracao desse item.

Seja x € Q tal que x = %. Dai,

a-1+0-b «a
= = — =17.

v
1" b1 b

a
0=-
T+ b+

Portanto, para qualquer x € QQ, temos que xr +0 ==z

Simétrico aditivo:

. a . .. a
Ja ressaltamos anteriormente que, dado z € QQ tal que x = 7 indicamos (-z) = 7
Agora a notacao é justificada, considerando que:
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x+(_x):g+—_a:a-b+b-(—a):a-b+(—a)-b=b-(a+(—a))zb-():i_o'
b b b-b b-b b-b b-b b-b

|

Definicao 6.11. Sejam x,y elementos quaisquer de Q. Definimos a aplicacio bindria

subtracao entre x e y, que indicamos por x —y, da sequinte forma:

-1 QxQ — Q

(z,y) — x-y
em que

r-y=1+(-y)

A seguir veremos algumas propriedades sobre a subtracao no conjunto dos nimeros

racionais.

Proposicao 6.12. Dados x,y,z € Q, as sequintes propriedades sao vdlidas:
(i) ~(x+y) = -2 -y;
(ii) (x-y)+y=u;
(iii)) x+z=y <= 2=y—x;
(lv) t+y=c+z<y=2z.
Demonstracao: A seguir, a demonstracao de cada item da proposi¢ao acima.

(i) Dados z,y € Q, observe que:
(2 +) + (< -y) = (2 +9) + ((-2) + (-9)) = (2 + () + (g + (-4)) =0+ 0=0.
Ou seja,
—(x+y)=-x-v.
(i) Dados z,y € Q, temos que:
(z-y)+y=(z+(-y)+y=z+((-y)+y)=2+0=1.
(iii) Sejam z,y,z € Q tais que x + z = y. Entao,

z+z=ye (-x)+(z+2)=(-v)+y= ((-x)+2)+2z=y+(-2) <

O+z=y-rz<=2z=y-2x.
(iv) Sejam z,y,z € Q tais que z +y = x + z. Segue que:

zry=zc+z<e (—x)+(z+y)=(-z)+(x+2) <

() +2)+y=((-2)+2)+20+y=0+2 < y= "2z
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6.2 Multiplicacao em Q
ey = g Defini-

e

Definicao 6.13. Sejam z,y elementos quaisquer de Q tais que x =
mos a aplicacao bindria multiplicacao da sequinte forma:

QxQ — Q
(v,y) +— x-y

em que
a-c

vy €
Y=y d " va

Lema 6.14. A operacao acima estd bem definida.

3]

- ) a c c .
Demonstragao: Sejam i e 7" d—l elementos quaisquer de Q.
1 1

Sabemos que

a a
E:()—I@a-blzb-al
[§]

C C
Ezd—i<:>6'd1—d C1

Multiplicando as igualdades, segue que
a-c_ap-c

(a-b1)-(c-d) = (b-ar) - (d-c1) > (a-)- (b i) = (b-)- (1) & £ = 1L

Consequentemente,

]
~ a c . .
Observacao 6.15. Note que se = = 7 e y = —, ou seja, ambos tem o mesmo denomi-

nador, temos:
a+c a+c

a ¢ a-b+b-c b-(a+c) b a+c
:l:‘+y:—+—: = = — . :1 =
b b b-b b-b b b b b
Logo,
a ¢ a+c
— 4+ — =
b b b

A seguir, algumas propriedades da multiplicacao no conjunto dos nimeros racionais.

Proposicao 6.16. Para a multiplicacao em Q valem as sequintes propriedades:
M. Associativa: dados x,y,2€Q, (z-y)-z=x-(y-2).

Ms. Comutativa: dados x,yeQ, x-y=y-x.

Ms. Elemento identidade: para qualquer r € Q, -1 =x.
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M. Inverso multiplicativo: para qualquer x € Q, x # 0, existe x71 tal que x-z71 =1.
Ms. Distributiva: dados x,y,2€Q, z-(y+z2)=x-y+x-z.

Demonstracao: As demonstracoes de cada propriedade da multiplicacao em Q se-

guem usando a defini¢ao 6.13 e a proposicao 5.22.

M;. Associativa:
e

. Dai,
S

a c
Sejam z,y, z € Q tais que:l::g, y:E ez=

a c\ e ac e (ac)e a-(ce)

(5'3)'}‘5,.617_(b-d)-f_b-(d-f)—%.;:;:%.(d.f)'

c e

Portanto,

(v y)-z=2-(y-2).

M,. Comutativa:

Sejam x,y € Q tais que x = % ey = < Entao,
a ¢ a-c c-a c a
xZ - = — _= — = — = — —_ = -
Y5V a4 bd db d b Y

Ms. FElemento identidade:

O elemento identidade é a classe de equivaléncia do um, ou seja,

_ 2 b,
- ===

1=

1.2
1 2

Uma vez que a adicao estd bem definida no conjunto dos ntimeros racionais,

usaremos a fracao ordinéria 1 para a demonstracao desse item.

Seja x € Q tal que x = %. Dai,

-1

a
b-1 b

Q

r-1= =x.

ol S
—| =

Portanto, para qualquer x € Q, temos que z-1=x

My. Inverso multiplicativo:

b
Seja x € Q tal que x = %. Sendo = # 0, temos que a # 0. Sendo assim, — € Q.
a

b

Definimos o inverso de x como z7! = —.

a
Dai,
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g b_ab _ab
b a b-a ab
Ms. Distributiva:
a c e
Sej € Q tai =—,y=- =—.
ejam x,y, z € Q tais que = L dez 7

Para essa demonstragao, faremos uso da observagao 6.15.

~ c e, a ,cf+d-e a-(c-f+d-e) a-c-f+a-d-e
e D T A S B b-d-f
ac-f+a~de a-c'iJra-e'c_l_a- 1 %€ _@c ae_ac ace
b-d-f b-d-f b-d f b-f d b b-f  b-d b-f bd b f
|

Por fim, no proximo capitulo faremos uso da definicdo que segue.

Definicao 6.17. Dados u € Q e n € N, definimos u™ como sendo a multiplicacao

w-u-u - u comn fatores u. Ou seja,

ut =u-u-u - u, comn fatores u.

6.3 Relacao de ordem em Q

No intuito de estabelecer uma relacao de ordem no conjunto dos ntimeros racionais,
sempre ¢é possivel considerar uma representacao em que o denominador seja maior que

Zero.

. . a ~
Primeiramente observamos que, sendo x € QQ, se x = 7 ¢ uma representagao, temos:

a_za

b -b

Dai, se b >0, —(b) <0.
-3 3 7 -1

P lo, —=-e¢ — .
orexempo,_4 4e_3 3

Definicao 6.18. Sejam =,y € Q tais que x = % ey = E, cujos denominadores $ao

matores que zero. Dizemos que x € menor ou igual a y e denotamos x <y, se a-d<b-c.

Também podemos escrever y é mator ou iqual a x e, nesse caso, denotamos y > x.
Dizemos ainda que x é menor que y e denotamos x <y se a-d < b-c. Também

podemos escrever y € maior que x e denotamos y > x.
-1 1 .
Exemplo 6.19. = < 3 pois (-1)-3<5-1.

A seguir veremos algumas propriedades acerca da relacao de ordem no conjunto dos
nimeros racionais.
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Proposicao 6.20. A relacao de ordem tem as sequintes propriedades:

O

Og.

Reflexiva: para qualquer x € Q, x < x.

. Antissimétrica: para quaisquer x,y€Q, se x <y ey <x, entdo x =y.
. Transitiva: para quaisquer x,y,z€Q, sex <y ey <z, entdo x < z.
. Para quaisquer x,y € Q, x <y ou y < x.

. Compatibilidade com a adi¢ao: para quaisquer x,y,z € Q, se x <y, entao

r+z<y+z.

Compatibilidade com a multiplicacao: para quaisquer x,y,z€Z e 0< z, se x <y,

entao x-z2<yY- 2.

Demonstracao: Facamos as demonstracoes de cada propriedade da relacao de ordem

usando as proposicoes 4.7, 4.9, 5.13 e 5.22.

O;.

Reflexiva:
SejaxeQ, = %. Basta observar que a-b<b-a (item O; da proposigao 5.27).

Segue que = < x.

. Antissimétrica:

Sejam x,y € Q quaisquer. Suponha que z = % ey = 2

Se x <y, entdo a-d < b-c. Analogamente, se y < x, entao c-b<d-a.
Dai, a-d =b-c (item O, da proposi¢ao 5.27). O que implica que % = cgl
Portanto, se x <y e y < x, segue que x = y.

. Transitiva:

a c e
Sejam z,y,2z€ Q e suponha r=—, y=—e z=—.
] y,z€Qesup Y=g 7

Se x <y, entdo a-d <b-c. Analogamente, se y < z, entdo c- f <d-e.

Uma vez que a-d < b- ¢, ao multiplicarmos a desigualdade por f > 0, temos que
a-d-f<b-c-f.

Da mesma forma, tendo c¢- f < d-e, ao multiplicarmos a desigualdade por b > 0,

temos que c- f-b<d-e-b. Ou seja,

a-d-f<b-c-f e b-c-f<d-e-b.
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. Sejam z,y € Q tais que z =

Segue pelo item O3 da proposicao 5.27 que a-d- f <d-e-b.
Sendo d > 0, temos que a- f <e-b.
Portanto, E < ¢

d
Assim, se x <y ey <z, entdo x < z.

ey = 2 Observe que

Sl s

a-d<b-couc-b<d-a.

Ou seja,

Sl RS
IA
Qo
ISH e
IN
SRS

Portanto,

r<youy<x.

. Compatibilidade com a adi¢ao:

Sejam x,y, z € Q tais que x <y. Considere z = %, Y= 2 e z= ?
a ¢

Como z <y, temos quegsa Dai,

%32 a-d<b-ceoa-d-f-f<bc f-foaf-df<bfc-fo
a-f-d-f+b edf<bfcf+bedf<:>afdf+bedf<bfcf+bfde

af+be c-f+d-e a e _c ¢

b-e)-d-f<b- od- < D

Ou seja,

T+z<y+z.

. Compatibilidade com a multiplicagao:

Sejam z,y, 2z € Q tais que 0 < z e x < y. Suponha que z =

SalES
<
'

tais que b,d e f sao maiores que zero.

e
Uma vez que 0<z=—,entao 0<e- f.

f

Como z <y, temos que

Dai,

<

e
&.Io
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%Sg@a-dgb-cc»(a-d)-(e-f)s(b-c)-(e-f)@a~d-e~f§b-c-e-f<:>
we-d~f§b~f~c~e©%£%©%~§S§-?
Ou seja,
rT-Z2LY-z
|

6.4 Imersao de Z em Q

Vejamos a seguir como estabelecer uma imersao de Z em Q. Desejamos, por exem-

plo, que o elemento 2 no conjunto dos nimeros inteiros e o elemento

6
3" {(-4,-2);(-2,-1);(2,1);(4,2);---} no conjunto dos ntimeros racionais sejam iden-
tificados.

Para tanto, seja f a funcao definida por:

fiZ — Q
« — %
para todo a € Z.
Ou seja,
f-3)==
f(-2)=7
fn==
F0)=3
f)=5
f@)=1
OB
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A funcdo f considerada é chamada de imersao de Z em Q.
Proposicao 6.21. f ¢ injetora.
Demonstracao: Dados a,be€ Z,
a b
f(a)zf(b):>I:I:a-lzl-bsa:b.
]
Proposicao 6.22. Dados a,b € Z, temos que:
(i) f(a+Dd)=f(a)+ f(b);
(i) f(a-b) = f(a)- f(b);
(iii) Se a<b, entdo f(a) < f(b).
Demonstracao: Dados a,be€ Z,
() flas)= L CITLP DD fa) + )
. a-b a-b a b
(ii) f(a‘b)—T—ﬁ—I'I—f(a)'f(b)-
(iii) Se a <b, entdo a-1<b-1 e, dai, % < ? Portanto, f(a) < f(b).
]

Note que, das proposigoes acima, a imagem de Z pela funcao f, ou seja,

Im(f):{%/an}

pode ser vista como uma cépia de Z.
Nesse sentido, podemos identificar Z com Im(f). Como Im(f) c Q, entao fazendo

um abuso de notagao, consideramos Z c Q para indicar a imersao de Z em Q.
: o : -1 o
Desta maneira, o nimero inteiro —1 corresponde ao racional —, o ntmero inteiro

. 0 o
0 corresponde ao racional 77 © nmero natural 1 corresponde ao inteiro 77 © ndmero

natural 2 corresponde ao inteiro 1 e assim por diante.

Observacao 6.23. Dados a,be Z, b # 0, note que

) a
E ainda, dado 7 € Q qualquer, temos que:
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a_al _al a b_ .,
b 16 1 b 1 1 °

Neste contexto, podemos dizer que a divisao de dois ntmeros inteiros é sempre
possivel em Q (considerando o denominador nao nulo); fato este que foi a motivagao

da construcao dos ntimeros racionais.

Como podemos perceber, o conjunto dos nlimeros racionais tem uma boa estrutura
algébrica, no seguinte sentido: as operacoes adigao, multiplicagao, subtracao e divisao
estao bem definidas para todo (z,y) € Q x Q.

Entretanto, Q ainda nao ¢ um conjunto tao completo assim.

Veremos no préximo capitulo que em Q existem subconjuntos nao vazios limitados
superiormente que nao admitem "menor cota superior” (que chamaremos de supremo
do subconjunto em Q).

No intuito de estabelecer um conjunto em que as operacoes adicao, multiplicacao,
subtracao e divisao estejam bem definidas e que todo subconjunto nao vazio limitado
superiormente possua menor cota superior é que surge o conjunto dos nimeros reais
R. Em outras palavras, o conjunto dos nimeros reais ¢ uma extensao do conjunto dos
nimeros racionais, construida para preencher as lacunas causadas pela auséncia desses

supremos no conjunto dos nimeros racionais, como veremos no proximo capitulo.
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Neste momento veremos que existem nimeros além dos nimeros racionais, o que
serd uma motivacao para a construgao de um conjunto mais completo. Faremos uso
de um teorema bastante conhecido na matemaética e também de algumas propriedades
sem antes demonstrar sua validade, uma vez que isso nao é de fato importante dentro
dessa dissertacao.

Seja o quadrado ABCD de lado 1. Queremos, a partir dele, mostrar que a medida
de sua diagonal nao sera um niimero racional.

Para tanto, tracemos a diagonal desse quadrado.

A B
d 1

]
D 1 C

Observe que BC'D forma um triangulo retangulo em C' cujos catetos medem 1.

Aplicando o teorema de Pitagoras, temos:
P=1>+12=>d’=1+1=>d*>=2.

Vamos supor que d seja um nimero racional; logo existem p, q € Z, q # 0, tais que d

serd a fragao irredutivel b Segue que:
q

2 2
d2:2:>(§) :232—2:2:])2:2-(]2.

Isso nos mostra que p? é par, o que implica que p também ¢é par. Sendo p um

nimero par, p=2-r com r € Z. Dal,

pPP=2->=>2-1r)2=2-¢>=>4-12=2->=>2-r2=¢

79
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Concluimos que ¢2 é par, o que implica que ¢ também ¢é par.

. P ~ . .
Agora, veja que supomos = como sendo uma fracao irredutivel e acabamos mos-
q
trando que tanto p quanto g sao ntumeros pares (divisiveis por 2).

O absurdo estd em supor que d, nestas condi¢oes, ¢ um nimero racional.

Portanto, fica demonstrado que d nao é um nimero racional.

No que segue, definiremos uma extensdao do conjunto dos nimeros racionais que
comporta o nimero d acima, qual seja, o conjunto dos ntimeros reais, R.

Estabeleceremos neste conjunto as operacgoes adicao e multiplicacao e, ainda, mos-
traremos que todo conjunto limitado superiormente possui menor cota superior.

Ao longo desse capitulo, usamos como referéncia basica a referéncia [6].

Definicao 7.1. Seja X um conjunto totalmente ordenado e A c X, A + @. Um

elemento a € A é chamado minimo de A se a < x, para todo x € A. Denotamos

a=min A.

Observacgao 7.2. A propriedade antissimétrica da relagdo de ordem garante que um
subconjunto nao vazio A ¢ X ndo pode ter mais que um minimo. Pois, se z e y sao
minimos de um conjunto A, temos x <y e y <z, logo, conforme a defini¢ao de relagao

de ordem total, x = y.
Exemplo 7.3. Se A =N, entao 0 = min A.

Exemplo 7.4. Se A =7, entao A nao tem minimo.

Basta observar que a — 1< a, Va €Z, pois, a=(a-1)+1 com 1 € Z,.
1
Proposicao 7.5. Sex,ye€Q e x <y, entdo x < 5 (z+y)<y.

Demonstracao: Primeiramente, considere que dado x € Q, x + x = 2-z. Pois, usando

as propriedades da proposi¢ao 6.16, temos que:
z+x=1l-z+1l-z=(1+1)-z=2 x.

1
Veja também que dado = € Q, 3 (2-x) = z. Pois, também usando as propriedades

da proposicao 6.16, temos que:

1 1 1 2 1-2 2

Agora, para a demonstracao da proposicao, vamos separar em dois itens:

(i) x<%-(w+y):

Uma vez que x <y e, pela proposicao 6.20, x < z, temos que:

ri<rexr<y=>c+r<r+y=2-x<x+Y.

1
Multiplicando a desigualdade por 2 obtemos:
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1 1
5-(2-;17)<§-(:1:+y).
Ou seja,

1
<=-(x+y).
<5 (n4y)

@)%(x+w<y:

Sendo z < y, usando a proposicao 5.27, temos que:
r<Yy=>c+y<y+y=c+y<22-y.

1
Multiplicando a desigualdade por 2 obtemos:

S (way) <5 (2oy)

Dai,

%'(x+y)<y.

Exemplo 7.6. O conjunto A ={r€Q / 0<z <1} ndo tem minimo. Basta verificar

que para todo x € Q tal que 0 < z < 1, temos 0 < 5 x < x < 1, conforme a proposicao
7.5.

Definigao 7.7. Uma cota superior de um conjunto nao vazio A c X € um elemento

ke X tal que k> x, para todo x € A.

Definicao 7.8. Um conjunto nao vazio A c X € limitado superiormente em X se A

admite cota superior em X.

Definicao 7.9. Se o conjunto das cotas superiores de um conjunto nao vazio A c X,
tem um minimo s, este € chamado supremo de A.

Denotamos s = sup A.

Exemplo 7.10. Considere o conjunto B = {x € Q / 0 <z <2}. Observe que 2 é cota

superior para o conjunto B, ja que para qualquer x € B, temos que:
1
0<x<2:>0<a:<§-(x+2)<2.

E ainda, 2 = sup B. De fato, resta mostrarmos que 2 é a menor das cotas superiores.

Para isso, suponha que k seja uma cota superior para B com k < 2. Entao,
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k<%-(k:+2)<2.
Sendo assim,
1 1
§(k+2)eBe§(k+2)>/{

O que é absurdo, uma vez que k é cota superior de B.

Logo, 2 = sup B.

Veremos no proximo exemplo um subconjunto nao vazio limitado superiormente

que nao possui cota superior no conjunto dos nimeros racionais.

Exemplo 7.11. Seja X ={zx e Q [/ >0 e 22 < 2}. Observemos que o conjunto X nao
possui elemento maximo.
Dado x € X (isto é, dado um niimero racional ndo negativo cujo quadrado é inferior

a 2), tomamos um nimero racional r < 1 tal que

2 — a2

O<r< .
Y]

Afirmamos que x +r ainda pertence a X. Com efeito de r < 1, segue que 72 <r. Da

outra desigualdade que r satisfaz, segue que 7-(2-x + 1) <2 -2, Por consequéncia,
(z+r)?=22+2-z-r+r2<a?+2-x-r+r=22+7r-(2-2+1)<2?2+2-22=2.

Assim, dado qualquer z € X, existe um ntimero maior, x +7 € X.

7.1 Construcao de R

Para construir o conjunto dos niimeros reais, inicialmente precisamos da definicao

de corte no conjunto dos niimeros racionais.

Definicao 7.12. Dizemos que um conjunto o c Q é um corte em Q se:
(i) o+ ea*Q;
(ii)) Sexea ey<z, entdo y € a;

(i1i) Para todo x € o existe y € a de maneira que y > .

Exemplo 7.13. Seja a={zx€Q / x < 3}. Veja que:
(i) a+@,pois0ea. a+Q, pois3eQe3¢a.

(ii) Sejam z e y racionais quaisquer, com x € a e y < z. Temos que:

TreEa < x<3.
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Como y < x e = < 3, segue da proposicao 6.20 que y < 3. Portanto, y € a.

(iii) Para mostrar que para todo x € « existe y € a de maneira que y > x, basta tomar

1
y=5 (z +3). Fica garantido pela proposicao 7.5 que:

1
a:<§-(:p+3)<3.
Entao, yea e y > x.

Portanto, a = {x € Q / x <3} é um corte em Q.

Definicao 7.14. Seja R o conjunto de todos os cortes em Q. Os elementos de R sdo
chamados de niumeros reais e, sendo assim, R € denominado conjunto dos nimeros

Teqts.

Através dessa definicdo, buscamos representar um nimero real pelo conjunto de

todos os nimeros racionais que o antecedem.
Exemplo 7.15. Seja a = {z € Q / = <5}. Veja que:
(i) a+@,poisOea. a+Q, poisHeQeb¢a.

(ii) Sejam z e y racionais quaisquer, com z € a ¢ y < x. Temos que:
rTeEo< x<b.

Como y < x e x <5, segue da proposicao 6.20 que y < 5. Portanto, y € .

(iii) Para mostrar que para todo x € «v existe y € & de maneira que y > x, basta tomar

1
y=5 (z +5). Fica garantido pela proposi¢ao 7.5 que:

1
J:<§-(x+5)<5.
Entao, yea e y > x.

Logo, a ={x € Q [/ £ <5} é um corte em Q e, portanto, um ntimero real.
Proposicao 7.16. Para qualquer r € Q, o conjunto {x € Q | x <r} é um nimero real.

Demonstragao: Para mostrar que o conjunto {z € Q / = < r} é um namero real, é
necessario mostrar este conjunto é um corte. Para tanto, mostraremos os trés itens da
definicao 7.12.

(i) Note que a # @. Basta observar que z — 1 <z, Vx € Q, pois, z = (x - 1) + 1 com
1€Q,. Seguequer—1le{reQ [z <r}.

Ainda, a#Q, jAque re Qmasr¢ {reQ [/ x<r}.
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(ii) Suponha que u € {x € Q / x <}, segue que u < r. Para todo niimero racional

y tal que y < u vale a relagdo y < r (propriedade da proposicao 6.20). Logo,
ye{reQ /[ xz<r}.

(iii) Para mostrar que para todo u € {x € Q / z <r} existe ye {xr e Q / z <r} de
maneira que y > u, basta tomar y = 5 (u+ 7). Fica garantido pela proposi¢ao

7.5 que:

1
u<§-(u+r)<r.

Entédo, ye{reQ [/ x<r}ey>u.

Logo, {x € Q [/ z <r} é um corte em Q e, portanto, um nimero real.

Definig¢ao 7.17. Denotamos r' o conjunto {x € Q [ x <r} com r e Q.

Ou seja, para todo r € Q,
r'={xeQ/xz<r}.
Em particular,

0'={zreQ/z<0}

e

"={xeQ /[ x<1}.

7.2 Relacao de ordem em R

Definicao 7.18. Sejam « e 3 dois numeros reais. Definimos:
(i) a<fe=acp.
(1)) a<f<=acfeazp.

Proposicao 7.19. A relagcao < é uma relagao de ordem em R.

Demonstracao: Basta verificar que a relacdo < satisfaz as propriedades reflexiva,

antissimétrica e transitiva.

(i) Reflexiva: Para qualquer a € R, o c . Segue da defini¢ao 7.18 que a < a.

(ii) Antissimétrica: Sejam «, 5 € R. Sendo « < 3, segue da defini¢ao 7.18 que a c f.
Ainda, sendo [ < «, segue da mesma defini¢cao que § c a. Uma vez que ac 3 e

B c a, segue da teoria de conjuntos que « = f3.
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(i) Transitiva: Sejam «, 3,7 € R. Se a < 8 segue da defini¢do 7.18 que o c 8. Ainda,
se 8 <7, segue da mesma definicao que 8 c . Uma vez que v c 3 e B c v, segue

da teoria de conjuntos que « c . Dali, segue da definicao 7.18 que o <.

Lema 7.20. Se o ¢ um nimero real e y € um numero racional tal que y ¢ «, entao

para todo x € o temos x < y.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que exista x € o que satisfaca = > y, ou

seja, y < x. Veja que:
(i) Se y =, como z € «, teremos y € «, contrariando a hipotese do lema.

(ii) Se y <z, a definigdo 7.12 nos garante que y € «, contrariando a hipotese do lema.

Portanto, se y ¢ a, entao x < y, para todo x € a.

Proposicao 7.21. Para quaisquer a,f € R, a <[ ou f < a.

Demonstracao: Para quaisquer a, 5 e R, ac S ou a ¢ S.

Se « c 3, a definicao 7.18 nos garante que «a < 3.

Se a ¢ [, entao existe um namero racional y tal que y e a e y ¢ 5. Seja x € 3,
qualquer. Como y ¢ (3, segue do lema 7.20 que x <y. Uma vez que y € a e x < y para

todo x € 3, segue da defini¢ao 7.12 que x € a. Portanto, § c «, ou seja, 5 < a.

7.3 Adicao em R

Proposicao 7.22. Se a e 8 sao numeros reais, entdo

y=a+pf={z+y [ xeaeyecf}
também € ndmero real.

Demonstragao: Para mostrar que o conjunto v ¢ um ntimero real, ¢ necessario mos-
trar que este é um corte no conjunto dos nimeros racionais. Para tanto, mostraremos

os trés itens da definicao 7.12.

(i) Como «v e ( sdo nlimeros reais, sabemos que o + @ e  # @. Logo, existem z € «

e y € 0 que nos garantem que x +y € a + [ = . Portanto, v # @.

Ainda, como « e § sao ntimeros reais, sabemos que a +# Q e 5 # Q. Logo, existem

z,weQ com z ¢ e wé [. Do lema 7.20, temos que:
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Vrxea, r<z

€

VyefB, y<w.
Dai, pela proposicao 6.20, segue que:
Veea, Vyef, z+y<z+w.

Note que z +w € Q, uma vez que a adi¢ao estd bem definida no conjunto dos
nimeros racionais, mas z +w ¢ a+ 3 = 7, pois, se z +w € o + [ = 7y existiriam
To € e yy € [ tais que z +w = xg + Yo, 0 que é absurdo, pois para qualquer z € «

e para qualquer y € 8, x +y < z + w.

Concluimos que v # Q.

(ii) Seja t € v e u e Q tal que u < t. Queremos mostrar que u € . Para isso, sera

necessario exibir x € o e y € # tal que u = x +y.
Sabemos que t € 7, logo, existem a € v e be 3 tal que t =a+b.

Como u < t segue que u<a+b. Ou seja, u+ (-a) <a+b+(-a) >u—-a<b (Veja
que os resultados ficam garantidos pelas propriedades ja demonstradas para os

nameros racionais).
Note que uma vez que be 3, u—a € 3 (definigdo 7.12).
Entéo, u=a+ (u-a), com a €« e u—a € . Portanto u € 7.
(iii) Seja z € 7. Logo z = z +y para algum z € « e y € 5. Uma vez que o e [
sao numeros reais, satisfazem a condicao de ser corte no conjunto dos ntimeros

racionais. Logo, existem nimeros racionais t e « e u € § com x <t e y < u. Note

quet+uea+f=yex+y<t+u.

Logo, y=a+f={r+y [ xeaeyec[} com a e [ nimeros reais é um corte em Q
e, portanto, um ntimero real.

Definicao 7.23. Sejam « e [ dois nimeros reais quaisquer. Definimos a aplicacdo

bindria adicao da sequinte forma:

+: RxR — R
(a,8) — a+p

em que

a+pf={x+y [ xecaeyef}.
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Note que pela proposicao 7.22, esta operacao ¢ binéaria.
A seguir veremos a demonstracao de dois lemas que serao utilizados na demonstra-

cao da propriedade do simétrico aditivo no conjunto dos ntimeros reais.

Lema 7.24. Seja a um mimero real e M, o conjunto dos racionais que sao cotas

superiores de a. FEntao,

B={peQ/ —peM, e -p+min M,}
€ numero real.

Demonstragao: Para mostrar que 8={peQ/ -pe M, e —p + min M,} é um niimero
real, & necessario mostrar que esse ¢ um corte no conjunto dos nimeros racionais, ou
seja, que ele satisfaz os itens (i), (ii) e (iii) da defini¢do 7.12.

No que segue, como « é um ntmero real, temos que a = {x € Q / z < a} para algum

a € Q. Observe que M, # @ ja que a € M,.

(i) Observe que § # @: seja q € M, qualquer. Uma vez que ¢ < g + 1, segue que
q+1eM,. Comoqg+1eM,eq+1+min M,, segue que —(q+1)€p.

Note também que § # QQ: para qualquer p € «, temos que p < a. Logo, qualquer
p € a nao é cota superior para «, ou seja, p ¢ M,. Segue que ¢ = —p ¢ 5 ja que
—q=-(-p) =p ¢ M,.

(ii) Queremos mostrar que para qualquer x € e y < x, entdo y € 5. Para isso, seja
refey<ux, logo, —x <—y. Como x € (3, sabemos que —x € M, e —x + min M,.
Como -z < -y, segue que -y € M, e —y # min M, (pois min M, < -z < —y).
Portanto, y € 3.

(iii) Queremos mostrar que para qualquer x € [ existe y € ( tal que y > x. Para
isso seja x € 3, logo, da definicao de 3, —x € M, e —x # min M,, segue que

min M, < -x.

Segundo a proposigao 7.5, existe z € Q, z = = - [min M, + (-z)] tal que

N | —

1
min M, < 5 [min M, + (-x)] < -x.

Ou seja, min M, < z < -z.

Uma vez que min M, < z, temos que z € M, e z #+ min M,. Segue que —z € [3.
Note por fim que como z < —z, entao —z > x.

Portanto, y = —z € § é tal que y > x, como queriamos.

Logo, ={peQ /[ -pe M, e —p+min M,} é um corte no conjunto dos niimeros

racionais e, portanto, um nimero real.
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Lema 7.25. Seja o um numero real, u < 0 um nimero racional e M, o conjunto das
cotas superiores de «. Nestas condigoes, eristem p € o, q € My, q # min M, (caso

min M, exista), tais que p—q = u.

Demonstracao: Seja a um nimero real e M, o conjunto das cotas superiores de a,

onde vamos considerar o = {x € Q / = < a} para algum a € Q.

o Mgy,
e S N

Precisamos determinar p € a, q € M,,, ¢ #+ min M, com p—q = u.
Para isso, seja o racional s ¢ o, com s #+ min M,. Para cada n € N, consideremos o

racional
qn=N-Uu+Ss.

Observe que, da hipotese do lema, u € um ntmero racional e u < 0, ou seja, u € Q_.

Mo
v—'—'—""/\'-—'—'—-

d2 91 9o

Seja n o maximo dos naturais n para os quais ¢, € M, e q, + min M,.

Note que necessariamente existe n € N com essa propriedade pois, caso contrério,
teriamos a < ¢, para qualquer n € N, o que produziria um absurdo, ja que como s ¢ «
e s # min M,, sabemos que s > a. Logo, existe r € Q, tal que s = a+r. Sendo assim,

da definicao de ¢,, temos:
Gn=n-u+s=n-u+a+r=Mn-u+r)+a.
Dai, para qualquer n € N, teriamos:
a<gp=>a<(n-u+r)+a=0<n-u+r,

em que n-ueQ_ereQ,, oqueé um absurdo.
Observe que sendo n 0 maximo dos naturais com tal caracteristica , entao, para
n+1>n, temos n+1¢ M, e, portanto, ¢z,1 € @ ou gz = min M,.

Observe como proceder em cada um dos dois casos.

e 12 caso: gz e M, e g1 € Q.

Basta tomar q = g7 € p = ¢m41, poOis:
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P-q=@ui1—¢z=M+1) - u+s—-(n-u+s)=n-u+u+s—(n-u+s)=u.

e 22 caso: gz € M, e gz = min M,.

1 1
Neste caso tomaremos q = gz + 5 UeD=dun + 5 U
On+1 an
Y ¥
i
P 9=0qf +3-u

Dai,

+1 +1 (m+1)-u+ +1 (m-u+ +1 )
-q=qn —u—qz+=-u=(n ‘u+s+=-u—-(n-u+s+=-u)=
P—4q=4n+1 5 q 9 5 5

_ _ 1
n-utu+s+=—-u—(M-u+s+=-u)=u.
2 2
|

A seguir trataremos de algumas propriedades da adi¢do no conjunto dos ntmeros

reais.
Proposicao 7.26. Para a adi¢cao em R valem as sequintes propriedades:

Ay. Associativa: dados o, 3,7 € R, temos (a+ ) +v=a+ (S +7).

As. Comutativa: dados o, 5 € R, temos a+ 3 =+ a.

As. Elemento neutro: para qualquer o € R, temos que a+0' = av.

Ay. Simétrico aditivo: para todo a € R, existe (—a) € R de modo que a+ (—a) = 0.
Demonstragao: Vejamos a demonstracao de cada propriedade da adicao em R.

A,. Associativa:

Para mostrar que dados «, 5,7 € R, (a+5)+v =a+(5+7), é necessario mostrar
que (a+B)+yca+(B+7v) eque a+(S+7)c(a+ )+ (defini¢do 2.13).

Sejam «, 3,7 € R. Seja w € (o + )+, entdo w = u+ z tal que u € a+ [ e
z €. Uma vez que u € o + 3, segue que u = x +y tal que z € « e y € 5 (veja
que w,u, z,x,y € Q). Dai, basta lembrar que a associativa pode ser aplicada aos

niimeros racionais, segundo a proposicao 6.10:
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w=u+z=(x+y)+z=x+(y+z)=x+0.

Segue que w=x+v tal que re v e v e f+. Ouseja, wea+(5+7).
Segue que (v +f)+vyca+(8+7).
De maneira aniloga mostramos que a+ (S +7v) c (a+ ) + 7.

Portanto, para quaisquer «, 8,7 € R, segue que (a+ ) +y=a+ (B8+7).

. Comutativa:

Para mostrar que dados o, 5 € R, a+/ = B+a, é necessario mostrar que a+f c S+«
e que S+ aca+ [ (definigao 2.13).

Sejam «, B € R. Seja w e o+ (3, entdo w = x +y tal que z € a e y € 5 (veja que
w,z,y € Q). Dai, basta lembrar que a comutativa pode ser aplicada aos niimeros

racionais, segundo a proposi¢ao 6.10:
W=x+Yy=y+.

Segue que w =y +x tal que ye B e x e a. Ou seja, w e f+a.
Segue que o+ 3 c 5+ «.
De maneira analoga mostramos que §+a c a+ f3.

Portanto, para quaisquer «, 3, € R, segue que a + 8 = 5 + «.

. Elemento neutro: Precisamos mostrar que para qualquer « € R, temos que

a+0" = «, ou seja, serd necessario provar que a+0’ c a e que a ¢ a+0’. Lembremos

que 0'={zxeQ / z<0}.

(a) a+0 ca:
Seja w € o + 0. Segue que w = x +u para algum x € o e algum u <0, u € Q.

Sendo u < 0, temos que:
u<0=>zx+u<z=w<z=wea (definigio 7.12).

Portanto, a+ 0’ c a.
(b) aca+0"
Seja x € a. Pela defini¢ao 7.12, existe y € a tal que x < y. Se x <y, segue da

proposicao 6.20 que x —y < 0. Dali,
r=y+(r-y),comyecaer—y<0.

Segue que x € o+ 0. Portanto, o c o + 0.
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Ay, Simétrico aditivo:
Seja @ um nimero real, @ = {z € Q / x < a}. Ja sabemos pelo lema 7.24 que
B={peQ/ —peM, e -p+min M,} é nimero real.

Provemos que a + 5 = 0/, para isso sera necessario mostrar, segundo a definicao

213 que a+ B c0 e que 0 ca+p.

(a) a+ [0
Sejarea+f,entaio r=a+bcomacaebef.
Se be 3, entdao —b > a. Isso implica que a +b <0, ou seja, <0 .
Segue que x € (.
Portanto, a+ 3 c 0.
(b) 0'ca+p:
Seja x € 0. Precisamos mostrar que entao x = a+b para algum a € a e algum
bep.
Como x € 0/ segue que x < 0. O lema 7.25 garante que existem a € « e
-be M,, com —-b+min M,, tais que x = a - (-b).
Assim, r=a+bcomaecaebef.

Segue que 0’ c a + f3.

Portanto, a+ 5 =0".

Indicaremos 3 por —a.

Lema 7.27. O elemento neutro citado acima € unico.

Demonstracao: Sabemos que para qualquer a € R, o+ 0’ = av.
Supomos que o elemento neutro nao seja tinico, ou seja, existe 5 € R tal que a+( = «
para qualquer o € R.

Em particular, para a = 0’, temos:
0+68=0=p=0".

Portanto, o elemento neutro é tnico.

Lema 7.28. O simétrico aditivo citado acima é inico.

Demonstragao: Para todo « € R existe (-a) € R de modo que a+ (—«a) = 0.
Supomos que exista outro simétrico aditivo para «, ou seja, existe 6 € R tal que
a+0=0".
Sendo a+ (-a) =0"e a+6 =0, temos que o+ (—a) = a+ 6. Dai, somando (-a) de

ambos os lados da igualdade, obtemos:
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a+(-a)=a+0-(-a)+(a+(-a)) = (-a) + (a+0).

Associando as somas convenientemente e fazendo uso da propriedade do simétrico

aditivo, temos que:
(ra)+a)+ () =((~a)+a)+0 >0+ (-a) =0 +0 - (-a) = 0.

Portanto, o simétrico aditivo é tinico.
]

Proposicao 7.29. A adicao e a relagao de ordem sao compativeis, no sequinte sentido:
dados a,feR, a<f=>a+y<[+7, VyeR.

Demonstracao: Sejam «, 3,7 € R tal que a < 5. Queremos mostrar que a+y < 5+7.
Pela definicao 7.12, basta verificarmos que a +y c 3+ 7.

Seja w € o + . Segue que w = x + z para algum x € « e algum z € 7.

Da hipotese, como « < 3, sabemos pela mesma definicao ja citada que a c 8. Logo,
uma vez que x € «, temos que x € 3.

Assim, w =z + z para algum x € § e algum 2z €.

Portanto, w € 8 + 7, demonstrando que o+ c 3+ 7.

Novamente pela definicao 7.12, fica garantido que a+y < 3+ 1.

7.4 Multiplicacao em R

Proposicao 7.30. Se a e 8 sao numeros reais, a>0" e § >0, entdo

y=a-=Q.u{r-y/reaeyef,x>0ey>0}
também € numero real.

Demonstragao: Para mostrar que o conjunto v ¢ um ntimero real, é necessario mos-
trar que ele ¢ um corte no conjunto dos niimeros racionais. Para tanto, mostraremos
os trés itens da defini¢ao 7.12.
Sejay=a-=Q_u{z-y/reaeyef,x>0ey>0} com a e  nimeros reais.
(i) Observe que v # @, pois 0 € 7.

Ainda, como « e (§ sao numeros reais, sabemos que a +# Q e 5 # Q. Logo, existem

z,weQ com z ¢ e wé [. Do lema 7.20, temos que:

Veea, 0<z<z
e

VyefS, 0<y<w.
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Dai, pela proposicao 6.20, segue que:
Veea,Vye,0<x-y<z-w.

Uma vez que 0< z-w, temos que z-w ¢ Q_. Assim, para que z-w € vy necessaria-
mente terfamos que ter xg € a e yg € 5, com xy > 0 e yo > 0 tais que z - w = xq - Yo,
o que é absurdo, pois para qualquer x € o, x > 0, e para qualquer y € 5, y > 0,

temos que -y < z-w.

Portanto, z - w € Q, uma vez que a multiplicacao estd bem definida no conjunto

dos ntimeros racionais, mas z-w ¢ a- 3 = .

Concluimos que v # Q.

(ii) SejatevyewueQ tal que u <t. Queremos mostrar que u € y. Para isso, considere

0s casos possiveis para u < t:

— 12 caso: Set<0 e u<0, temos que u €~ pela construcao do conjunto ~.
— 22 caso: Set>0e u<0, temos que u €y pela construgao do conjunto ~.

— 32 caso: Set>0e u>0, temos que t =x -y para algum x € o, algum y € 3,

com x>0 ey>0.

1 1
Sendo 0 < u < t = x -y, temos que u < x -y, ou seja, —-u < — - (x-y).
x x

1 1
Concluimos que —-u < y. Segue da definicao 7.12 que —-u € f com —-u > 0.
x x

8

1 1 1
Notequeuzx-(—-u) comreae—-uef,coma>0e—-u>0.
x x x

Portanto, u € 7y.

(iii) Seja t e, t>0. Note que t =z -y para algum x € o, 2 >0 e algum y € 3, y > 0.
Uma vez que a e 8 sao nimeros reais, satisfazem a condicao de ser corte no
conjunto dos nimeros racionais. Logo, existem nimeros racionais z € « e w € (3

comxr<zey<w. Segue que z-wea-f=vyex y<z w (proposicao 6.20).

Logo,v=a-f=Q_u{z-y/xecaeyecf,z>0ey>0} com a e § nimeros reais é
um corte em Q e, portanto, um nimero real.
]

A seguir, estabelecemos entre os ntimeros reais a operacao multiplicacao, a qual é

definida caso a caso, mediante analise dos niimeros reais envolvidos.

Definicao 7.31. Sejam « e [ dois nimeros reais quaisquer. Definimos a aplicacao

bindria multiplicacdo da sequinte forma:

RxR — R
(06,6) — Oé'ﬁ

em que
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Q.uf{z-y/zea,x>0,yecB,y>0}, se a>0 e (>0,
0, se a=0" ou B=0,
a-fi=1 (-a)-(-p), se a<0 e <0,
~[(=a)- 5], se a<0 e >0
~[a-(-8)], se a>20 e p<0.

A multiplicagdo no conjunto dos ntimeros reais estd bem definida, segundo a pro-
posicao 7.30.
A seguir veremos a demonstracao de dois lemas que serao utilizados na demonstra-

cao da propriedade do inverso multiplicativo no conjunto dos nimeros reais.

Lema 7.32. Seja a um nimero real e M, o conjunto dos racionais que sao cotas

superiores de . FEntao,
1 1 .
B=Q_uipeQ/p>0,—€eM,, —+min M,
p p
¢ numero real.
~ 1 1 . )
Demonstragao: Para mostrar que = Q_u{peQ /p>0,—€ M,,— +min M, é
p p
um nuimero real, ¢ necessario mostrar que este ¢ um corte no conjunto dos niimeros
racionais, ou seja, que ele satisfaz os itens (i), (i) e (iii) da defini¢ao 7.12.

No que segue, como « ¢ um numero real, temos que

a={reQ [/ x<a} para algum a € Q. Observe que M, #+ & ja que a € M,.

(i) Observe que 5+ @: —1<0 e, entdo, -1 € Q_. Segue que -1 € 3.
Note ainda que 3 # Q: para qualquer z € o, temos que = < a. Logo, x nao é cota

superior para «, ou seja, x ¢ M,. Seque que y = - ¢ 3, ja que T ¢ M,.

(ii) Queremos mostrar que se x € 3 e y <z, entdo y € S.

Seja x € f e y < x. Pela definicao do conjunto (3, se y < 0, segue que y € Q_ e,
portanto, y € 3.

Suponhamos y > 0, logo, = >y > 0. Note que se x >y, entdao — < —.
r oy

1 1 .
Como x € B e x>0, sabemos que — € M, com — # min M,.
x x

1

Uma vez que — > — # min M,, segue que — € M, com — # min M,,.
y @ y y

Portanto, y € 8.

(iii) Queremos mostrar que para todo x € 3, existe y € § tal que y > z. Para isso, seja
- 1 . .
x € 8. Da definicao de 8, x >0, — e M, e — # min M,. Segue que min M, < —.
x x x

Segundo a proposicao 7.5, existe z € Q,
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2 =

1
. [mzn M, + —],

T

N | —

tal que

. ) 1
Ou seja, min M, <z < —.
x

Uma vez que min M, < z, temos que z € M, e z + min M,.
1

Segue que y = — € [.
z

1
Note, por fim, que z2< — =y=—->uz.
x z

1
Portanto, y = — € § tal que y > x, como querfamos mostrar.
z

1 1 _ .
Logo, = Q_u {p €Q/p>0,—€M,,—+min Ma} é um corte no conjunto dos
p p
nimeros racionais e, portanto, um nimero real.

Para a demonstragao do préoximo lema, sera necessario o uso de duas definicoes, a

definicao 6.17 e a que segue.

Defini¢ao 7.33. Seja a € R tal que a > 0. Denotamos por /a = an ao numero real
beR tal que b = a.

Lema 7.34. Seja o > 0" um ndmero real, u wm nimero racional tal que 0 <u <1 e M,
o conjunto das cotas superiores de . Nestas condicoes, existem p € o, q € M,, com

q + min M, (caso min M, exista), tais que b_ U.
q

Demonstracao: Seja o > 0’ um nimero real e M, o conjunto das cotas superiores de

Q.
o My
R e
P q
. . . p
Precisamos determinar p € o, ¢ € M, q #+ min M, com = = u.
q
Para isso, seja o racional s ¢ o, com s # min M,. Para cada n € N, consideremos o
racional

qn = S-u™.
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Mgy
T.—"’/\"“_'——-
d2 919

Observe que, da hipotese do lema, u é um numero racional e 0 < wu < 1.

Seja n o maximo dos naturais n para os quais ¢, € M, e q, + min M,.

Note que necessariamente existe n € N com essa propriedade pois, caso contrario,
teriamos ¢, € M, para qualquer n € N, porém, sabemos que a partir de algum ng
teremos s-u™ < a para n > ny.

Observe que sendo 7 0 maximo dos naturais com tal caracteristica , entao, para

n+1>n, temos n+1¢ M, e, portanto, ¢z,1 € @ ou gz = min M,.

e 12 caso: gz € M, e gri1 € Q.

Basta tomar q = g5 € p = ¢z41, pOis:

P _Gun s U™ s-um-u
_= = — = — =U.
q qr S-u' s-u'

e 22 caso: gn € M, e ¢z = min M, (que s6 podera ocorrer se min M, existir).

1 1
Neste caso tomaremos ¢ = ¢ - U2 € P = @1 - U2.

an an
IS }

p b
4= G- u?
Dai,

1 - 1 - 1
D Gaecuz o S-u™ouz o os-umu-u?

T — 1 — 1 -~ U
q Qm - U2 S-u-uz S-u-uz

A seguir trataremos de algumas propriedades da multiplicacdo no conjunto dos

nimeros reais.

Proposicao 7.35. Para a multiplicacao em R valem as sequintes propriedades:
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Ms.

. Associativa: dados o, 8,7 eR, (a-B)-v=a-(8-7).
. Comutativa: dados a,feR, a-=0"q.
. Elemento identidade: para qualquer a € R, a-1" = av.

. Inverso multiplicativo: para qualquer a € R, oo # 0, existe o~ tal que av-a~ ! =1'.

Distributiva: dados o, 3,7 eR, a-(B+7) =a-f+a-7.

Demonstracao: A seguir, as demonstracoes de cada propriedade da multiplicacdao em

R.

M;.

Associativa:

Para mostrar que dados o, 5,7 € R, (a-5)-v=a-(6-7), é necessario mostrar
que (a-B)-yca-(B-7) eque a-(5-7)c(a-f)-v (definicdo 2.13).

Seja w € (- ) v qualquer, se w < 0, entdao w € a- () por defini¢ao; caso w > 0,
entaow=u-ztal queuea-S,u>0e ze~vy, z>0. Uma vez que u € - 3, segue
que u=x-y tal que x e a e y € B (veja que w,u, z,z,y € Q). Dai, basta lembrar
que a propriedade associativa pode ser aplicada aos nimeros racionais, segundo

a proposicao 6.16:
w=u-z=(x-y)-z=x-(y-2)=x-v.

Segue que w=z-vtalquereaev=y-zef-v. Ouseja, wea-(5-7).
Consequentemente (a-(5)-yca-(5-7).
De maneira analoga mostramos que a- (3-v) c (- f3) - 7.

Portanto, para quaisquer «, 3,7 € R, segue que (a-f8)-y=a-(5-7).

. Comutativa:

Para mostrar que dados o, 5 € R, a- 5 = 3+, é necessario mostrar que a-f3 c -«
e que f-aca-f (definigao 2.13).

Seja w € - f qualquer, se w <0, entao w € [ -« por defini¢ao; caso w > 0, entao
w=x-ytalquezea, z>0eyecf, y>0 (veja que w,z,y € Q). Dai, basta
lembrar que a propriedade comutativa pode ser aplicada aos niimeros racionais,

segundo a proposicao 6.16:
w=x-Yy=y-x.

Segue que w =y -x tal que ye B e x € . Ou seja, we f-a.
Logo, a-fc (- a.
De maneira analoga mostramos que - -a c a- (.

Portanto, para quaisquer «a, 5, € R, segue que a- 5= - a.
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Ms.

Elemento identidade:
Suponhamos, inicialmente, o > (',

Precisamos mostrar que para qualquer o € R, temos que a- 1’ = o, ou seja, seré

necessario provar que a-1’ c « e que & ¢ -1’. Lembremos que 1’ = {x e Q / z < 1}.

(a) a-1l'ca
Lembramos, inicialmente, que a-1'=Q_u{z-y [ zea,z>0;0<y < 1}.
Agora, se x ea-1"e x <0, temos que xr € a. Jase x e a-1" e x >0, entao
r=a-u,comaca,a>0,el0<u<l.
Deu<1ea>0, temos que a-u < a e, portanto, x =a-u € a.
Portanto, - 1’ c av.

(b) aca-1"
Sexeaexr<0, temos que rea-1". Jase xeae x>0, entdo existe a € «
com z < a.
Assim,xza-gea-l’,pois,aéa,a>0,e§<1,com£>0.

a
Portanto aca-1'.

Provamos, assim, que se o > 0/, entao o=« - 1’.
Se a = (', pela definicao de produto, a-1'=0"-1"=0" = a.
Sea<0, a-1'=-[(-a)-1'] =-[-a] = a.

. Inverso multiplicativo:

Seja @ um numero real tal que o = {x € Q / x <r}. Ja sabemos pelo lema 7.32

1 1
queﬁZQ-U{pGQ/p>0,—EMa,—;tmz'n Ma}éumm’lmero real.
p p

Provemos que « - 3 = 1’, para isso seré necessario mostrar, segundo a definicao

213, que a-fcl’ eque l'ca-p.

(a) a-pfcl”
Seja x € a- 8 qualquer. Se z <0, entao x <0< 1 e, portanto, x € 1’. Se x >0,

entaio r=a-bcomaca,a>0ebe, b>0.
1

1 1
Sendo b > 0 € 3, temos que 3 e M,,— + min M,. Ou seja, i > r. Como

b

a€a, a<r. Temos que:

< <1 <1
a<r<—-=a<-.
b b

Logo, a-b< 1. Segue que, a-bel’.

Portanto, - 5 c 1'.
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(b) I'ca-p:
Seja x € 1’ qualquer, entao, z € Q tal que z < 1.
Se <0, ze€Q_ e, entao, x € a- 3 por definicao.
Se 0 < x < 1, precisamos mostrar que z = a-b para algum a € o, a > 0 e algum

be,b>0.

1
Como 0 < z < 1, o lema 7.34 garante que existem a € a e 7 e M,, com

1 , .
Eimm M., tais que = 7.

b
Assim, xr=a-bcomaecaebef.

Segue que 1’ c a+ f3.

Portanto, - 8 =1".

Indicaremos 3 por a~!.

. Distributiva:

Para mostrar que dados o, 5,7 € R, a- (6+7) = -+ a7, é necessario mostrar

que a-(f+vy)ca-f+a-yeque a-B+a-yca-(f+7) (definicio 2.13).

Seja w € a- (5 +7) qualquer. Se w <0, entdo w € a- 5+ -y por defini¢ao. Se
w>0,entaow=x-ttalque rea,z>0eteB+~,t>0. Uma vez que t € § + 1,
segue que t =y + 2 tal que y € f e z € v (veja que w,x,t,y,z € Q). Dai, basta
lembrar que a distributiva pode ser aplicada aos nimeros racionais, segundo a

proposicao 6.16:
w=zx-t=x-(y+z)=z-y+x-z2=u+0.

Segue que w=u+v tal que uea-fevea-y. Ouseja, wea-F+a-7.

Segue que a- (B+7y) ca-B+a-7.
Veja ainda que a-f+a-yca-(f+7), pois dado = € a- 5+ a -y qualquer, temos
que se £ <0, x € a- (f +) por defini¢do; e caso z >0, z = u+v com u € a- 3,

u>0evea-v, v>0.

Sendouea-f,u>0,u=ay-bcoma;ea,a;>0ebef, b>0. Também sendo
vea-vy,v>0,v=ay-ccomag €, ay>0ecey, c>0. Consideremos ainda a

como sendo o maior valor entre a; e a,. Dali,
r=u+v=a;-b+ay-c<a-b+a-c=a-(b+c)

Note que a-(b+c)ea-(8+7)

Da definigao de corte (defini¢do 7.12), sabemos que como = < a-(b+c) e a-(b+c) €
a-(B+7), segue que z € a- (S +7).

Portanto, para quaisquer «, 3,7 € R, segue que a- (6+7y) =a-f+a-7.
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Lema 7.36. O elemento identidade citado acima é inico.

Demonstracao: Sabemos que para qualquer a € R, a1’ = a..
Supomos que o elemento identidade nao seja tnico, ou seja, existe S € R tal que
a - =« para qualquer « € R.

Em particular, para a = 1/, temos:
17-6=1=p=1".

Portanto, o elemento identidade ¢ Gnico.

Lema 7.37. O inverso multiplicativo citado acima € inico.

Demonstracao: Para todo a € R existe a™! € R de modo que a- a7 =1,

Supomos que exista outro inverso multiplicativo para «, ou seja, existe 6 € R tal
que a- 60 =1"

Sendo a-a™ ' =1"e a-0=1', temos que a-a~! = «-6. Dai, multiplicando por a~*

de ambos os lados da igualdade, obtemos:
a-at=a-->al (a-al)=al - (a0).

Associando as multiplicacoes convenientemente e fazendo uso da propriedade do

inverso multiplicativo, temos que:
al(a-al)y=(at-a)-0->1-al=1-0->al=0.

Portanto, o inverso multiplicativo é tnico.

Proposicao 7.38. A multiplicacio e a relacdo de ordem sao compativeis no sequinte
sentido: dados a,B,7veR, a<f el <y=>a-v<[ 7.

Demonstracao: Sejam «, 3,7 € R tal que a < 8. Queremos mostrar que dado v > 0/,
a -y < [B-v. Pela definigao 7.12, basta verificarmos que a-yc 3.

Seja w e a-7y. Se w <0, we [-v por definicdo. Se w > 0, segue que w = x - z para
algum x € a e algum ze~, x>0, z> 0.

Da hipotese, como « < 3, sabemos pela mesma definicao ja citada que a c 8. Logo,
uma vez que x € «, temos que x € 3.

Assim, w = x - z para algum z € § e algum z € 7.

Portanto, w € 8-, demonstrando que ac-yc f3-7.

Novamente pela definicao 7.12, fica garantido que ac-y < g3 7.
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7.5 Teorema do Supremo

Realizadas as operacoes adicao e multiplicacao, o préximo objetivo é mostrar que
todo subconjunto nao vazio limitado superiormente possui menor cota superior.
Relembre que um subconjunto A de R se diz limitado superiormente se existe um

ntmero real m tal que para todo o€ A, a <m.

Exemplo 7.39. O intervalo aberto A = (-oc0,a) é limitado superiormente, pois existe

m =a+ 1 tal que a < m para qualquer « € A.

E ainda, o nimero real m serd uma cota superior e a menor dessas cotas superiores

serd o supremo de A.

Lema 7.40. Seja A um subconjunto nao vazio de R limitado superiormente. Entao, a

reunidao de todos os numeros reais pertencentes a A € um numero real. Ou seja,
vy=uUa={xeQ [ xea para algum o€ A}

€ um niumero real.

Demonstracao: Para mostrar que o conjunto v ¢ um ntimero real, é necessario mos-
trar que este é um corte no conjunto dos nimeros racionais. Para tanto, mostraremos

os trés itens da definicao 7.12.

(i) Da hipotese sabemos que A # @, logo existe « € A e, como « # &, temos que
v *ED.

Sendo A limitado superiormente, existe um nimero real m tal que o < m para
todo a € A. Como m é um numero real, existe um nimero racional z, com x ¢ m.

Dai, para todo a € A, x ¢ . Logo x ¢ . Portanto v + Q.

(ii) Sejam p e ¢ dois nimeros racionais quaisquer. Vamos supor p € v e ¢ < p.

Queremos mostrar que q € 7.

Para isso, considere que:
p ey =pea para algum «a €.
Agora, uma vez que o € um ntimero real, p € a e ¢ < p, temos que q € a.

Por fim, se g € a, entao g € v.

(iii) Seja p €7, logo p € a para algum « € y. Como « é um nimero real, existe q € «

tal que ¢ > p. Sendo q € o, temos que q € y com ¢ > p.

Logo, v é um corte em Q e, portanto, um ntmero real.
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Apresentamos a seguir o resultado conhecido como Teorema do Supremo.

Teorema 7.41. Se A for um subconjunto nao vazio de R limitado superiormente,

entao A admitird supremo.

Demonstracao: Seja v = ua. Pelo lema anterior, ja sabemos que v é um corte em Q
e, portanto, um nimero real. Vamos mostrar que v = sup A.

Como 7 é a reuniao de todos os nimeros reais pertencentes a A, segue que para
todo o € A, o c . Pela defini¢ao 7.18, temos que « < 7. Segue que 7 é cota superior
de A.

Seja ([ uma cota superior qualquer de A, assim para todo a € A temos que « < (.
Portanto, o c 5.

Segue que Ua c (3, ou seja, v c B. O que implica que v < 5.

Assim, v é a menor cota superior de A. Isto é, v = sup A.

7.6 Imersao de Q em R

Vejamos a seguir como estabelecer uma imersao de Q em R. Desejamos, por exem-
plo, que o elemento a no conjunto dos niimeros racionais e o numero real a’ sejam
identificados.

Para tanto, seja f a funcao definida por:

fr Q — R

a — a

para todo a € Q.

Alguns exemplos dessa identificacao:

() eare<3)
f(-1)={zeQ /[ z<-1}
f(0)={zeQ/z<0}

1(5)-{reerey)

f(Q)={zeQ/z<1}
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A funcdo f considerada é chamada de imersao de Q em R.
Proposicao 7.42. f ¢ injetora.

Demonstracao: Dados a,b € (Q, mostremos que se a # b, entao a’ # b'.

Sejam o' ={xeQ /x<a}eb ={zeQ [ z<b}.

Sendo a # b, temos que a > b ou b > a. Vamos supor, sem perda de generalidade,
b>a.

Note que a € V', mas a ¢ a’, o que implica que 0’ ¢ a'.
Segue que b’ #a'.

Proposicao 7.43. Dados a,b e Z, temos que:

(i) f(a+b)=f(a)+[f(b);
(i) f(a-b) = f(a)- f(b);
(iii) Se a <b, entao f(a) < f(b).

Demonstracao: Dados a,be Z,

(1) Mostrar que f(a+b) = f(a)+ f(b) é equivalente a mostrar que (a+b)" = a’+¥'. Para
tanto, sera necessario mostrar, segundo a defini¢ao 2.13 que (a+b)’ c a’+b' e que
a' +b c(a+b).

(a+b) ca +b": Sejape(a+b), entao p<a+b. Consideremos:

a+b-p
g=a-
e
t:b_a+b—p
2

Como a+b > p, entdo a+b—p >0 e, consequentemente, —(a +b—p) < 0. Dai,

a+b-p
=a- <
q=a 5 a
e
h—
t:b—a+ P .

Logo, gea’ eteb'. E ainda,

a+b—p+b_a+b—p_Z-a—a—b+p+2-b—a—b+p_

+t=a-
1 2

2
2-a-a-b+p+2-b-a-b+p 2-p
2 " P
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Portanto, p € a’ + b'. Segue que (a+0b)' ca’+1'.

a'+b c(a+b): Sejapea +b, entdao p=q+tonde gea’ eteb'. Segue que ¢<a
et<b. Ainda, p=qg+t<a+b.

Logo, p e (a+b)’. Portanto a’ + b c (a +b)’.
(ii) Mostrar que f(a-b) = f(a)- f(b) é equivalente a mostrar que (a-b)’ =a’-b'. Para

tanto, sera necessario mostrar, segundo a definicdo 2.13 que (a-b)’ ca’-b' e que
a b c(a-b).

(a-b) ca' -b: Sejaa>0,b>0 tal que 0’ ca’'nd’. Sere(a-b),entdo r<a-b.

Se r <0, como a>0eb>0 ¢éimediato que rea’-b'.

r+a-b .
Supondo r > 0 devemos ter a >0 e b > (0. Tomando s = ,ouseja, r <s<a-b.
r s ) r . r
Tomamos r =a - — - b-—b. Veja que r < s = — < 1, entao, a- — < a. Portanto,
r s a- s s
a-—€a'.
s
s . s
Analogamente, como s < a-b, segue que P <1, entao b- 3 < b. Portanto,
a. a-
s
b-——€b.
a-b

Segue que r€a’-b.
Logo, (a-b) ca’ V.

a' b c(a-b): Sejarea -, ser<0,entaore(a-b). Jaser>0,entdo r=s-t

onde sea’eteb, s>0et>0. Segue que s<aet<b Ainda, p=s-t<a-b.

Logo, r € (a-b)". Portanto a’-b' c (a-b)'.

(iii) Dados a,b € Q, mostremos que se a < b, entao a’ < b'.
Sejam a’' ={xeQ /x<a}eb ={zeQ [ z<b}.

Para qualquer p € a’, temos que p < a. Uma vez que a < b, segue que p < b. Logo,
para qualquer p € a’, teremos p € b’, o que implica que a’ c b’. Da definicao 7.18,

segue que a’ < b'.
]

Sendo f uma fun¢ao injetora, existe uma correspondéncia biunivoca entre Q e f(Q).
Dai, é valido identificar cada a € Q com o corte a’. Uma vez que f(Q) c R, podemos

fazer um abuso de notacao e considerarmos QQ c R para indicar a imersao de Q em R.



8 Conjuntos Numéricos no Ensino
Meédio

Ao longo desse capitulo, tratamos das observagoes particulares que tivemos ao ob-
servar alguns livros didaticos, bem como das leituras das referéncias [5], [7], [8] e [9].

Durante essa dissertacao, tratamos das construgoes formais dos conjuntos numé-
ricos que estudamos desde o Ensino Fundamental, partindo do conjunto dos niimeros
naturais até o conjunto dos ntimeros reais. Também pudemos vivenciar as propriedades
de cada um desses conjuntos.

Apo6s a observacao de diversos materiais, pode-se verificar que tanto em livros dida-
ticos quanto em apostilas nao existe a preocupacao de contar o processo de construcao
desses conjuntos e nem mesmo de citar os abusos de notacao que acabamos cometendo
apos as imersoes de um conjunto no outro.

Este trabalho surgiu para que pudéssemos perceber que esta inclusao nao é tao
6bvia quanto os autores tratam nos livros, uma vez que em cada sistema numérico
temos objetos de natureza completamente diferentes dos demais.

Desde o ensino fundamental, quando sao apresentados pela primeira vez, o conjunto
dos nimeros naturais é exposto como um conjunto que comeca no NUMEro zero e
aumenta de um em um. No ensino médio, quando reaparece, essa ideia prossegue da
mesma maneira. Algumas vezes o conjunto ¢ apresentado até mesmo fazendo uso do
conjunto dos ntimeros inteiros, de maneira que os alunos acabam entendendo que os
nimeros naturais sao aqueles ntimeros inteiros e positivos. Poucas referéncias do ensino
médio que foram observadas contam aos alunos que os nimeros naturais surgiram da
necessidade de contar.

Os ntmeros inteiros negativos e suas propriedades sao introduzidos para dar signi-
ficado a algumas subtracoes que deixam de fazer sentido quando estamos no conjunto
dos nimeros naturais. Cabe lembrar que, na verdade, a subtracao nem define uma
operacao para os numeros naturais. Depois que esses ntimeros sao introduzidos, ha
uma tentativa nada rigorosa de estender as operacoes, que antes eram utilizadas no
conjunto dos niimeros naturais, para o conjunto dos niimeros inteiros.

Se buscarmos fontes historicas, descobriremos que alguns matematicos encontraram

uma maneira de, partindo dos nimeros naturais, construir os ndmeros inteiros sem
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mencionar a subtragao, mas trazendo sua esséncia, como vimos aqui nesse trabalho.

Ainda no ensino fundamental, aprende-se que nimeros racionais sao, na verdade,
razoes entre dois niimeros inteiros. Razao, naquele contexto, aponta para a mesma
ideia de divisao. De maneira nada rigorosa, quando se compara o nimero racional a
uma divisao entre dois inteiros, tenta-se impor nos nimeros inteiros uma propriedade
que ele nao tem, uma vez que para nimeros inteiros s6 faz sentido falarmos em adicao,
mutiplicacao ou subtracao.

Na apresentacao do niimero real ao longo do ensino, percebe-se que seu estudo nao
passa de uma necessidade de niimeros que nao se enquadram no conjunto dos ntimeros
racionais, aos quais nomeamos nuimeros irracionais; e costuma-se associar cada ntamero
real a um ponto de uma reta. Também ¢é muito comum tentar definir um ntmero
irracional via uma representagao decimal nao periddica. Finaliza-se dizendo que ao
unirmos o conjunto dos ntimeros racionais com o dos nimeros irracionais, obtém-se
o conjunto dos ntmeros reais. Em nenhum momento cita-se a natureza desses novos
numeros comparados com os anteriores.

Por fim, podemos visualizar abaixo a imagem mais cléssica que vem sendo apre-
sentada nos livros didaticos, que, de certa forma, acaba auxiliando na ideia um tanto

erronea dessas inclusoes.

Esperamos deixar claro que do ponto de vista rigoroso da matematica, nao faz
sentido apresentar tal configuracao, uma vez que os elementos de cada conjunto sao
de natureza diferente dos demais. Na verdade apenas exibimos, a cada mudanca de
conjunto numeérico, uma funcao injetora que preserva as operagoes do conjunto anterior,

permitindo que sua imagem tenha uma copia algébrica no novo conjunto numeérico.
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