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Resumo 

Através do formalismo de sistemas integraveis em qualquer dimeusão desen- 

volvido em [18], nos propomos a resolver um modelo integrável em 4 dimensões 

Euclideanas cujos campos escalares tomam valores na esfera S^. A Lagrangiana é 

dada pelo quadrado do pull-back da 2-forma da área de 5'^. A ação Euclideana é 

invariante por reescalonamento x Xx, o que garante a estabilidade das soluções 

a la Derrick. Encontramos a equação de curvatura nula e as correntes conservadas 

associadas. A invariância conforme do modelo nos fornece um ansatz que permite re- 

duzir as equações de movimento a uma. equação diferencial parcial em duas variáveis. 

As soluções explicitas são obtidas através de programas de manipulação algébrica, 

Mathematica e Maple, por uma expanão em série de potências. 
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Abstract 

Using the approach to integrable theories in any dimension introduced in [18], we 

analyse an integrable model in foxir Euclidean dimensions, with fields taking values 

in the spliere S'^. The Lagrangean is given by the square of the pull-back of the 

area form of 5^. The Euclidean action is invariant under the rescaling x Xx, 

which guarantees the estability of the Solutions a la Derrick. We construct the 

generalized zero curvature condition and find the associated conserved currents. 

The four dimensional conformai invariance of the model leads to an ansatz which 

reduces the equations of motion to a single (linaer) partial differential equation 

in two variables. The Solutions are obtained by through Computer programs for 

agebraic manipulation, as Maple and Mathematica, using a method of power series 

expansion. 
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Introdução 

Historicamente, a teoria de sólitons iniciou-se em 1834, quando John Scott Russell 

observou pela primeira vez uma onda se propagando, sem se dispersar e mantendo 

sua forma, em um càiial pr^óximò de Edinburgli. Mas foi apenas nos anos dO que 

Kortweg e de Vries [13] formularam matematicamente a equação de KdV, que de- 

screvia o sóliton avistado por Scott Russel. Entretanto, em 1965 Zabusky e Kruskal 

[20] estudaram o problema de Fermi-Pasta-Ulam, onde a equação de KdV surge 

tomando-se o limite contínuo de uma rede de osciladores acoplados não lineares. A 

motivação inicial para o estudo deste modelo era observar como a energia, para um 

sistema de osciladores acoplados não lineares, se distribuia de um modo de vibração 

a outro com o passar do tempo. Foram feitas simulações numéricas e observou-se 

que as condições iniciais se repetiam aproximadamente. Isso era um forte indício da 

existência de quantidades conservadas que restringiam o espaço de fase. A solução 

analítica para um problema semelhante ao de Fermi-Pasta-Ulam veio apenas em 

1967 com Morikazu Toda. A partir deste ponto iniciou-se um grade estudo sobre as 

estruturas que regiam este tipo de equação, que culminou em uma série de artigos 

[10][11][14][17][16][19]. 

Foi com Lax [15], em 1968 que se deu a segunda etapa para o entendimento da 

estrutura algébrica que regia a equação de KdV. Surgia então com a equação de 

Lax ^ = [L, M]* uma representção algébrica para a equação de KdV. Foi este tipo 

de representação que deixou claro a existência de quantidades conservadas e uma 

hierarquia de equações relacionadas a dinâmica da KdV. 

Com o passar do tempo, percebeu-se que as propriedades algébricas da equação 

de KdV não eram um caso particular para esta equação, mas sim definiam uma área 

de pesquisa denominada posteriormente de modelos integráveis, que se propõe ao 

estudo destas propriedades em diversas outras equações. Atualmente os métodos 

de modelos integráveis em duas dimenões são bem conhecidos e fundamentados. A 

representação de Lax para a equação de KdV é um caso particular da conhecida 

equação de Zakharov Shabat — df^A^ — d,, -t- [A^, A^] = 0 também conhecida 

como equação de curvatura nula. 

vii 

Onde L e M são operadores 



Na teoria de sistemas iiitegrávcãs ('in 2 dimensões, a eqiia(j:ão de curvatura nula 

exerc(' o critério de integrabilidade. S(' uma dada eciuaçcão ]iossue representação 

em termos de curvatura nula, necessariamente existem métodos, como o Método 

de Dressing e o Espalhamento Inverso, que garantem a solução analítica para a 

equação. Portanto, e reinterando, trata-se de uma área de pesquisa bem conhecida 

e fundamentada. 

Recentemente iniciou-se um esforço para generalizar as idéias de sistemas in- 

tegráveis em duas dimensões. Em [18] Orlando Alvarez, Luiz Agostinho Ferreira 

e Sánchez Guillén propõem uma abordagem para sistemas integráveis em qual- 

quer dimensão. Os principais resultados obtidos foram a formulação da equação 

de curvatura nula para qualquer dimensão, as consequentes correntes conservadas 

associadas ao formalismo, e os submodelos associados. 

Este trabalho se propõe ao estudo preliminar dos aspectos de sistemas integráveis 

em duas, e em qualquer dimensão; em particular à aplicação do formalismo de- 

senvolvido em [18] para o modelo sl{2) parametrizado por dois campos escalares 

tomando valores sobre a esfera e sobre o plano. Segue abaixo um breve resumo dos 

aspectos abordados em cada um dos capítulos subsequentes. 

O primeiro capítulo é iniciado com uma breve motivação histórica aos modelos 

integráveis. Analizamos as questões relativas a dispersão de ondas com o intuito 

de motivar o entendimento dos termos que regem a equação de KdV. De posse 

da equação de KdV fazemos um breve estudo de suas simetrias, o que possibilita 

sua integração. Em seguida introduzimos alguns aspectos fundamentais de sistemas 

integráveis para sistemas hamiltonianos como o teorema de Liouville [2], com o 

intuito de dar uma primeira definição, ou uma definição "inocente” do que se entende 

por um sistema integrável. Neste ponto introduzimos a equação de Lax como uma 

representação algébrica para a equação de KdV. A equação de Zakharov Shat, ou 

equação de curvatura nula, é introduzida como uma generalização para a equação 

de Lax, onde as quantidades conservadas para o caso de um gauge específico são 

obtidas. Concluímos com a construção do modelo de Fermi-Pasta-Ulam, sua solução 

proposta por Morikazu Toda, e a aplicação do formalismo discutido ao modelo de 

Sine-Gordon. 

0 segundo capítulo se inicia com a fundamentação das idéias de sistemas in- 

tegráveis em duas dimensões, com a obtenção da equação de curvatura nula como a 

condição de indepêndencia do caminho da integral da conexão É mostrado que 

a condição = 0 é uma lei de conservação em duas dimensões. Posteriormente 

é feita a generalização da condição de curvatura nula para qualquer dimensão. Tal 

generalização envolve uma conexão e um tensor antissimétrico Em geral a 

condição de curvatura nula é não local. No entanto, sob certas condições é possível 
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mostrai' (iiu' as ('((uai^ões 

= 0 D,È>'=() (0.1) 

com 

B“ = (0.2) 

são uma condição local e suficiente para que a curvatura seja nula. 

O modelo que estamos considerando é construido em 3+1 dimensões no espaço- 

tempo Euclideano com a Lagrangiana 

£ = 
/F 
2f2 (0.3) 

onde / = 1 corresponde ao modelo que toma valores no plano, e / = (1 + 

sobre a esfera, para os quais 

h^u = dfjud^u* — d^ud^u* 

com a equação de movimento, 

e = 4h?d^hfj,i,d‘' + 2{h^)'^duJogf = 0 

O modelo possue infinitas correntes conservadas 

H’ A* 

que são dadas a medida que variamos o valor de s. 

Este é um modelo considerado sobre a álgebra sl{2), com geradores 

(0.4) 

(0.5) 

(0.6) 

d d 1 T d 
T+ = X— T_ = A— = r I A— - A— 

dX dX dX dX 
(0.7) 

que são parametrizados por dois campos escalares u e u*, com potenciais 

24 = ^ 
^ ~ l+|uP 

.r d 
-id^uX-^ - idf,u*X— + {udf^u* - u*d^u)~ ( A^ - A 

r d 

dX dX dX 
(0.8) 

1+ I u 

onde é um puro gauge 

= d^WW-^ log (l + (0.10) 

Este modelo possue simetria conforme 

x" = X* + (e • x)x* — i = 1,2,3,4 (0.11) 



A' luükc 

A existência desta siimiiia possibilita a iiiii)osição de dois distintos ansat/ sobre o 

eainpo u. (pie são eonsegnidos através da soliiijão da e(|iia(,:ão diferencial 

\^doj - imj{udu - u*du-)] u = 0 j = 1,2 (0.12) 

As propriedades do espaço cpie estamos tratando estas soluções nos impõem dois con- 

juntos de variáveis comutantes, e consequentemente através de (0.12) conseguimos 

dois ansatz para o modelo, que são 

lí-(0.13) 

para o caso polar, e 

lí-(0.14) 

para o caso toroidal. Por sua vez a substituição destes ansatz na equação (0.5) 

impõem duas coordenadas cíclicas a esta equação diferencial, e surpreendentemente 

conseguimos linearizar as equações, onde para o caso da substituição do ansatz polar 

conseguimos, 

dz (Ad^g) + de (Adeg) = 0 (0.15) 

e para o caso toroidal 

ôç (Í2 g) d- de (Í2 deg) = 0 (0.16) 

onde 

e 

Çl — m? 
2 sm 6 2 
1 —+ ÍTÍ9 — 
^ smh C sm 6 

A = 
_ d- 7712 — (^^1 ~ COS 29 

sin 29 

2 P2 2 Pl 
— 7777 1- 777,— 

Pl P2 

(0.17) 

(0.18) 

É interessante notar que a relação entre g e S, tanto para o caso polar, quanto para 

o caso toroidal, é a mesma e dada por 

para o plano 

para a esfera 

9 = 9>0 

9=Y^ 0<s<1 (0.19) 

onde a condição 0 < ^ < 1 é consequência de ser S uma função real. 

O modelo enfim é resolvido usando uma expansão em série de potências, onde o 

programa. Mathematica foi usado para o cálculo algébrico dos termos da expansão. 



Capítulo 1 

Sólitons e Integrabilidade 

1.1 A Equação KdV e a Solução Tipo Sóliton 

Quando Scott Russel, em 1834 [7] avistou pela primeira vez a estranha onda que 

se propagava em um canal próximo de Edinburgh sem se dispersar e mantendo 

sua forma, nao sabia ele que aquela onda que instigou sua curiosidade faria uma 

verdadeira revolução na física. Posteriormente Kortweg e de Vries, em 1895 [7], 

construíram a equação que regia aquela estranha onda, que ficou conhecida como a 

equação de KdV (Kortweg e de Vries), e sua solução (a avistada por Scott Russel) 

seria batizada de sóliton. 

Iniciaremos com um breve estudo da equação KdV e de algumas de suas pro- 

priedades como motivação ao entendimento das propriedades de um sóliton. Vale 

lembrar que soluções tipo sóliton ocorrem em vários tipos de equações, definiremos 

aqui as principais características dos sólitons. 

Um sóliton é a solução de alguma equação diferencial com as seguintes pro- 

priedades: 

(1) Uma solução localizada no espaço que viaja sem se dispersar mantendo 

sua forma. 

(111) Quando dois sólitons são espalhados, um passa pelo outro sem 

ser destruido, havendo apenas uma mudança de fase. 

0 que torna tal comportamento possível é a existência de quantidades conser- 

vadas, que veremos mais tarde, estão ligadas a integrabilidade do sistema. 

Como motivação, faremos um breve estudo sobre dispersão e não linearidade em 

equações diferenciais para um entendimento das propriedades da equação de KdV. 

Em 1-1-1 dimensão a equação da onda é 

Utt-C^Uxa:=0 (1.1) 

1 



Cci])ítuh) 1. Sólitons 0 Iutcgrc\})i}UhH}(' o 

onde t('inos ciuc «/ = ^ ^ • 0- função contínua de .r e f. 

A solução para a equação (1.1) é 

u(.T,t) = ex]) ?'(A’;r — wt) (1-2) 

= 2tt onde X e f são o comprimento de onda e a frequência, 

equação (1.2) na ecinação (1.1) obtemos, 

w = ±ck (1-3) 

Podemos perceber que a velocidade de grupo Vg = Re{^^) é igual a velocidade 

de fase Vj = Re{^), Vg = Vf = c. Portanto são ondas não dispersivas que viajam 

com velocidade constante [7]. 

Considere agora a seguinte equação com c = 1, 

Ut + Ux = 0 (1.4) 

substituindo (1.2) na equação (1.4) percebemos da mesma maneira que a equação 

(1.4) é não dispersiva, ou seja Wk = k. Mas se adicionarmos o termo u^xx na equação 

(1.4) percebemos que, 

Wk = k{l — k^) (1.5) 

que torna a solução dispersiva, ou seja, = 1 — 3k^ ^Vf = l — k‘^. Veremos o que 

acontece ao adicionarmos o termo —Uxx na equação (1.4) 

Ut “1~ lix '^xx — 

e novamente substituindo a equação (1.2) na equação (1.6) obteremos Wk 

e teremos Vg = Re{^^) = 1. 

Substituindo Wk na equação (1.2) observamos que, 

u{x, t) = exp {ikx — ikt) exp . (1-7) 

Ou seja, a adição do termo —Uxx fez com que a solução tivesse decaimento exponen- 

cial, tornando-a dissipativa. 

Considere agora o efeito da não linearidade adicionando na equação (1.4) o termo 

UUx, 

Ut + Ux + UUx = Ut + {1 + u) Ux — 0 (1-8) 

percebemos que as ondas planas seriam solução se substituíssemos c por (1 -h u), ou 

seja. 

(1.6) 

= k — ik"^, 

sendo k = ^ e lu 

respectivamente. 

Substituindo a 
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~ = \ + U = C ^ X = {I + u) t + etc 
dt 

0 (iiic está por detrás é o método das curvas características [7]; 

(1.9) 

t' = t\s) (1.10) 

x' = x'{s) (1-11) 

de tal maneira que, 

e conseguimos, 

ds 
= 1 

ds 
= (1 +u) (1.12) 

x'= {I + u) s + cte (1-13) 

t' = s + cte' (1.14) 

Portanto se alguma função possuir o argumento k = x' — {1 + u)t' = cte — cte', que 

é independente de s, então. 

/ 
dl 

ds 

f = m 

= m 

dk ds 
= f{x' — {l + u)t)=u{x,t) 

ou seja, 

df _ du _ du dx' du dt' 

ds ds dx' ds dt' ds 

o que implica. 

(1.15) 

«í + (1 + u) Ux = 0 (1-16) 

portanto a solução da equação (1.8) éu = tt(a;—(1 + u) t). O resultado é que para um 

tempo igual a zero temos uma solução bem comportada com decaimento no infinito, 

mas quando o tempo começa a avançar esta onda “quebra” de maneira a nao termos 

mais uma função unívoca em todos os pontos. Um exemplo bastante comum é o 

das ondas do mar, que quebram quando se aproximam da costa. Este efeito ocorre 

basicamente pelo fato da velocidade de cada ponto da onda ser proporcional a sua 

altura, isso faz com que a crista caminhe com velocidade maior que o resto da onda 
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l('\aiKlo ao cfoito da ciuobra. Isso fica evidente se notarmos (nu' a velocidade da onda 

(1.16) é dada pelo termo 1 + ii. on seja. a velocidade c proporcional a altnra. 

A ecinação de KdV é mna eqnação (pie combina estas duas características: não 

linearidade e dispersão, e então conseguimos a equação de KdV 

t/t + (1 + //) ílx + Uxxx — 0 (1.17) 

Usando a reparametrização, 

(1.18) 

(1.19) 

(1.20) 

Xtt — Zlllx “b Uxxx 

O estudo das simetrias de equações diferenciais é muito importante, pois nos 

permite encontrar soluções e classificá-las. Em particular verificaremos a invariância 

da equação de KdV com respeito a uma transformação de Galileu. 

x'= X + et t'— t u'= u — e (1-22) 

e os operadores ficam 

a equação (1.17) fica 

l-bu ^ au 

t Pt 

X —> 7X 

XLi -|- UUx -|- õ*t/xxi 6 /«y ryO 

reparametrizando novamente. 

X 

t 

u 

-t 

\ 7O (^) 

colocamos a equação (1.19) na seguinte forma. 

u 

(1.23) 

(1.24) 

portanto. 

df = -edx + dt 

dx' = dx 

u[, = u'ux- + U'^,x'x’ (1.25) 
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lios leva a. 

{-ed:r + di) (u - e) = {u - e) c»,,. {u - s) + 0'^ {u - e) (1.26) 

e novainente retornamos 

Ul — lillx “1“ '^xxx 

Se conhecemos a solução em í = 0*, usando a simetria de Galileu, conseguimos a 

solução para qualquer t, que para fins de cálculo é o mesmo que dizer que a função 

u = u{x,t) depende só de x, ou seja u = u{x). Então usando a regra da cadeia 

reduzimos a equação (1.27) a 

cdxU = udxU + dlu. (1.28) 

Analizando o comportamento da eq. (1-28) para um tempo fixo e igual a zero, 

podemos transforma-la em uma Equação Diferencial Ordinária, 

du(x) , ,du(x) d^u(x) 
c—^ = u{x)—^ ^ ^ 

dx dx dx^ 
que é facilmente integrável. 

r du r 

u^Jc — 
dx 

\fc 
u{x) = 3csech^—x 

e usando a invariância por transformação de Galileu, obtemos. 

(1.29) 

(1.30) 

(1.31) 

.2'A u{x, t) = 3csec {x + ct). (1.32) 

Ou seja, a existência de uma determinada simetria nos permitiu transformar uma 

EDP em uma EDO e consequentemente integrar a equação. 

Esta equação tem as seguintes propriedades: 

(i) é localizada, u 0 para x —>• ±oo 

(ii) se move para a direita 

(iii) a amplitude é proporcional a velocidade 

(iv) a largura é inversamente proporcional à y/c 

(v) a onda é não dispersiva 

‘Vale lembrar que o uso das simetrias de Galileu para inferie a evolução temporal de uma 

solução, vale, como acabamos de colocar, apenas para uma solução. Não é possível fazer isso 

para soluções de muitos sólitons, pois não é possível encontrar uma transformação de Galileu para 

o centro de massa de um sóliton, pois não existe sóliton parado, uma vez que sua velocidade é 

proporcional a sua amplitude. 
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Est(> V o sólitoii visto por Scott Russcl em 1834. e eonstruído inateinatieainente 

])or Kortweg e de Vries em 1895. 

1.2 Modelos Integráveis (Segundo Liouville) 

Como pudemos perceber, as simetrias da equação KdV, desempenharam um papel 

importante na integração. Veremos agora, de maneira mais formal, como as quanti- 

dades conservadas aparecem em um dado conjunto de equações, e o papel exercido 

por elas, em algumas propriedades do sistema. 

1.2.1 Sistemas Hamiltonianos e a Curvatura Nula 

Segundo o teorema de Liouville [2], um sistema hamiltoniano com n graus de liber- 

dade nas variáveis Qí e Pi com i — l, ...,n é integrável pelo método de quadratura se 

e somente se existir n quantidades conservadas em involução, ou seja, os parênteses 

de Poisson de suas quantidades conservadas é nulo; e existe uma transformação 

canônica do tipo Ki = Ki{qi,pi) = e 6i = Oi{qi,Pi) tal que {6i,6j} = {Pi,Pj} = 0 

e {OiPj} = ôij onde os 6i são as n quantidades cíclicas do sistema, também con- 

hecidas como variáveis de ângulo-ação. E então a hamiltoniana depende apenas dos 

Pi. 

H = H{Pi) (1.33) 

e os parênteses de Poisson ficam, 

A = {P,,/í(a)} = ^{fi.9j} = 0 (1.34) 

e então os Pi são constantes de movimento. Temos portanto que, 

é, = {9j, H{Pi)} =gp{»í-Pl) = -^,= íi(Pi) (1-35) 

e o sistema é facilmente integrável, 

0i = fit + cti (1.36) 

Portanto se estamos falando de um sistema hamiltoniano, o primeiro passo em 

direção a integração é verificar a existência de quantidades conservadas. 

Não mostramos aqui, mas a equação de KdV é um sistema bi-hamiltoniano, ou 

seja, existem duas estruturas de Poisson e duas hamiltonianas independentes que 

geram a evolução temporal da variável canônica u{x), e por ser um sistema contínuo 
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])()ssm’ infinitos grans do lihcrdado’^. Sognndo o Tooroina do Lionvillo. toiá (ino pos- 

suir nin núinoro infinito do (piantidados consorvadas. Estas (inantidad('s consoi vadas 

fioain ovidontos quando intiodnziinos para a oqnação de KdV, a chamada oqnação 

do Lax [3], qiie na verdade é nina rej^resentação algébrica para esta ecinação, ou seja 

Fica evidente que o traço das potências de L são quantidades conservadas no tempo 

onde o número de quantidades conservadas independentes é igual a dimensão da 

representação da álgebra, no caso infinita. Portanto, segundo o teorema de Liouville, 

a equação de KdV é integrável. 

Neste ponto vamos introduzir a chamada equação de Zakharov Shabat [8]. Um 

dado sistema que possue uma representação em termos desta equaição, como no 

caso da equação de Lax, necessariamente, como veremos mais adiante, possue quan- 

tidades conservadas associadas. 

No caso de 1-1-1 dimensão a equação de Zakharov Shabat, também conhecida 

como equação de curvatura nula, é dada por. 

Percebemos aqui que a equação de Lax é um caso particular da equação de curvatura 

nula, e fazendo A\ = L e Aq = —M independentes de x, a equação de curvatura 

nula, equação (1.43) fica. 

(1.37) 

e para a escolha dos operadores 

L = 4(9^ -I- -h ud) e M = -\-^u (1,38) 

reprodizimos a equação de KdV 

Ul — UUx ^xxx (1.39) 

(1.40) 

e então. 

dt 
(1.41) 

— \d^i + Afj,, dl, -\- Ai,\ — 0 (1.42) 

ou. 

Fy.u = dfiAi, - duA^ -f [A^, Ai] = 0 = 0,1 (1.43) 

tUma referência introdutória e didática pode ser encontrada em [5] 



Capítulo 1. Sólitons c Intcp;ri\hili(iiuh' 8 

— 0]Atí + [y^Q. A\] — [M. L] — 0 

mas tanto L (inanto M são independentes de x. i)ortanto podemos concluir da 

ecinação (1.44) que, 

f = lL,M] (1.45) 

que é a equação de Lax. 

Vamos mostrar agora que a equação de curvatura nula é invariante pela trans- 

formação de gauge, 

Af, -* gAf,g~^ - d^gg~^ = (1.46) 

ou seja, vamos definir, 

F'^1/ — õpidif õi/Ci^ -|- í^i/] (1.47) 

teremos então que: 

= (df,g) A^g~^ d- g {d^A^) g~^ - gA^g~^ {d^g) g~^ - d^gg~^d.,gg~^ (1.48) 

onde usamos o fato de que, 

d^g-'^ = -g~^ (d^g) g~^ (1.49) 

e da mesma maneira procedemos para o cálculo de d^a^j. Finalmente conseguimos, 

df,a^ - = -dugg~^,gA^g~^ + gdf,A^ - d^A^g~'^ -h 

+ d^,gg~\gA^g~^+dugg~\df,gg~'^ (1.50) 

Calculando agora o comutador obtemos, 

[a^, a^] = gAf,, A„g~^ - gA^g~~^,dugg~^ - 

- d^99~\gAug~^ + d^gg~\d^gg~^ (1.51) 

Fazendo a soma das equações (1.50) e equação(1.51 ) obtemos, 

di/d^ -|- [o^, — g i^õ^iAu õyA^ -t- [.^^, ^á^/]) g (1.52) 

ou seja, 

= gF^^g-^ (1.53) 

Veremos agora que o gauge eq.(1.46) nos leva a quantidades conservadas. 
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Sui)()ülia cnK' exista uiii elemento do grupo g 3 G tal que traiisíorine as matrizes 

A,i em matrizes diagonais, on seja = matriz diagonal. Isso faz com ([ue a ('(juaí^clo 

(1.47) ficine. 

4* 1 Õi/Ci^ — 0 (l.o4) 

e então podemos definir a corrente, 

J" = = 1 (1.55) 

e conseguimos, 

dfjJ^' = doai — diao — 0 (1.56) 

que nada mais é que ã"êqüãção da edntinuidáde em cfuãs~dimensões, onde a carga 

conservada é, 
/+00 

dxJ° (1.57) 
-CXD 

onde o número de cargas conservadas é igual a dimensão das matrizes diagonais. 

Veremos de maneira mais formal no segundo capítulo, que a condição — 0 é 

sempre uma lei de conservação em duas dimensões. 

1.3 O Modelo de Fermi-Pasta-Ulan 

Historicamente este modelo se deu em 1955, quando Fermi, Pasta e Ulam [20] fiz- 

eram simulações numéricas para estudar o comportamento de redes não lineares. O 

objetivo deles era saber como a energia se propagava de um nodo à outro. A rede 

era constituída por massas iguais ligadas por molas (não lineares) onde a lei de força 

era dada por. 

F = -K A{l + aA) (1.58) 

onde temos A =diferença entre os deslocamentos com relação a posição de equilíbrio, 

e a ,K são constantes. Temos então que, 

An+l — 2/n Un—l (1.59) 

com Un sendo o deslocamento com relação a posição de equilíbrio. Com isso a 

força total é dada por. 

Fot(A) = F„+i(A„+i) - F„(A„) (1.60) 

fazendo as substituições conforme as definições def.(1.59) e def.(??) obteremos. 

Fto((A) — K{yri—\ "b Vn+t ‘^Vn) [1 4" ^(l/n+1 l/n—l] (1.61) 
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oii seja, 

= + j/„+] - 2;y„) [1 + n(y,i+i - . (1.62) 

Para lun sistema de osciladores lineares acoplados, a energia inicial dada a um 

nodo de vibração permanece no mesmo nodo com o passar do tempo. Já em sistemas 

não lineares isso não ocorre. A motivação inicial para o estudo deste sistema era a 

de observar como a energia se distribuia de um nodo a outro com o passar do tempo. 

Esperava-se que depois de algum tempo a energia se distribuisse igualmente através 

dos nodos, mas observou-se que as condições iniciais repetiam-se aproximadamente. 

Isto èrá üm^iridício de que Bavíam quaiítidadés cõnsérvádás que restríngíam cPespáço 

1.3.1 A Rede de Toda 

Em 1967 o físico japonês Morikazu Toda observou que se a força da mola fosse pro- 

porconal a exponecial do deslocamento, o sistema poderia ser resolvido exatamente, 

ou seja, 

com A„ = Vn — Vn-i, onde é a força sobre a partícula n. Com isso, para a 

rede indicada a baixo, podemos montar o seguinte sistema de equações diferenciais 

de fase. 

Fn = exp A„ (1.63) 

Figura 1.1: oscilador 

acopladas, conforme as condições de contorno indicadas no desenho: 

exp (2/2 -yi) 

exp (ya - ya) - exp (y2 - yi) 

(1.64) 

exp (y„+i - y„) - exp (y„ - y„_j) 

-exp (y„_t_i - y„) 
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Utilizando a vaiifívcd A„ = ijn+x — y„- podemos reescrever o sistcana acojrlado de 

eqiia(,ões eoino, 

in 
di? 

= - ^ Mji exp Aj 

onde i — 1,máxj, com isso obtemos, 

(1.65) 

/ 2 -1 0 0 0 

-12-100 

0-12-10 

M = 

0 \ 

0 

0 

0 0 . 0 0-12/ 

(1.66) 

1.3.2 Construção das Soluções Exatas 

Vamos avançar agora no sentido de construir as soluçõ es exatas para o sistema e 

equações (1.64). As equaç ões do sistema (1-64) podem ser reescritas em termos da 

vari ável V\r) da seguinte maneira, 

~ + V'(r„) 
(1.67) 

redefinimos r„ como sendo Vn = Vn+i — Un ^ ^t^n) = —(í ((exp —br) — 1) e usando a 

equação (1.67) conseguiremos, 

= -2V\rn) + V{rn+i) + V\rn-\). 

Neste ponto fazemos mais uma mudança de variável. 

d?S, 

dt^ 
:^ = Sn = -VK) 

e a equação (1.68) fica. 

m-^ = 2Sn -Sn -Sr, 

e obtemos uma equação algébrica. 

(1.68) 

(1.69) 

(1.70) 

inV n — 2<Sn Sn—X (1.71) 

Notemos que: 
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Sn = -V\r„) = a (ex])(-6/ ) - 1) (1-72) 

e através desta equação, 

r„ =+ (1.73) 

e então, usando o resultado da equação (1.73), a equação (1.71) pode ser reescrita 

como. 

 ^ In (^~Sn + 1^ — 2Sn — 5,1+1 — Sn-l- 

Fazendo uma nova mudança de variável temos, 

Sn — ^ 

e a equação (1.71) pode ser novamente reescrita. 

Antes de voltarmos a equação (1.76) notemos que, 

(1.74) 

(1.75) 

(1.76) 

e então 

c ^ 1 5n = y In an 

• _ mcr„ 
On — T 

0 (Jn 

m 

1 ^r\ 

(7r 

(7r\ 

(1.77) 

(1.78) 

(1.79) 

usando os resultados eq. (1.78) e eq. (1.79) a equação (1.76) fica. 

^ (d„íT„ - (7^) = £T„+icr„_i - (1.80) 

que é conhecida como equação de Hirota. 

Podemos verificar que cr„ = 1 é solução. Propomos um ansatz para cr na forma 

de expansão em um parâmetro e 

cr„ = 1 + £ exp 2{kn — j3t + ò) + o{e^) (1-81) 

onde k e (3 e ô são constantes e n indica a posição do oscilador. Substituindo a 

equação (1.81) na equação (1.80) e coletando as potências em e obtemos; 



llL> V-'Ci j t a ii-v,/ »^v7ii r\ /iiir* jjii ca »aiji\I crai\ 

£ 1 

£ 2 

^ 0=1-1 

^ ,5 = ± sinhÂ- 

^ 0=0 

(1.82) 

onde truncamos a (1.81 em primeira, ordem. 

Pode-se verificar que a equação de Hirota é trivialmente satisfeita em todas as 

ordens acima da segunda, se truncarmos o na primeira ordem. Truncando a solução 

(1.81) em primeira ordem obteremos a solução, 

cr„ = 1 -t- £ exp 2{kn — Pt + 5) 

para qualquer k e 5 onde P = ± ^ sinh/c. 

Voltando as variáveis originais a solução pode ser escrita como: 

1 1 -t- exp 2 [k{n — l) — Pt + 6] 

b ^ 1 + exp2{kn — pt + 6) 

com comportamento assintótico, 

(1.83) 

(1.84) 

lim yn = - 
n—+00 

2k 

T 
(1.85) 

lim yn = 0 (1.86) 
n—^—oo 

Figura 1.2: olaola 

Ou seja, a consideração de Hirota não apenas nos permitiu resolver exatamente o 

sistema, mas nos permitiu também encontrar sólitons se propagando na rede. Quer- 

emos fazer uma mudança de variável a fim de reescrever a equação de movimento 

eq. (1.67) em termos operatoriais. Sejam as transformações: 

(1.87) 

e a equação (1.67) fica. 
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<j„ = exp - {(jn - (lu-i) - cxp - - q„) 

definimos p„ = 

Defininimos as novas quantidades, 

a„ = ^exp-i (g„+i - ç„) 

dp„ 

dt 
:i.88) 

-1 

e então conseguimos escrever as equações, 

dbn 

dt 

da 

= - a^) 

dt 
2 = 2(6„ - 6„+i) 

(1.89) 

(1.90) 

(1.91) 

(1.92) 

estas equações nada mais são do que a equação (1.67) redefinida em termos das 

variáveis a„ e E as equações (1.91) e (1.92) podem ser reescritas como, 

L = 

( bi a\ 0 

tti Ò2 «2 

0-2 b^ 

\ On 0 

0 a^i 

0 0 

0 0 

bn—1 ^n—1 

Ofi—i bji J 

(1.93) 

(1.94) 

M = 

0 

Oi 

0 

-Oi 

0 

02 

\ -On 0 

0 

-O2 

0 

0 On 

0 

0 

On—1 

Ufi—1 0 j 

Como ja vimos anteriormente, uma das consequências disso é, 

dL^ 

dt 
= [M, L”j 

(1.95) 

(1.96) 
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então, 

= tr[ÂLL’’] = 0 (1.97) 

ou seja, o traço das potências de L” são quantidades conservadas no tempo. 

Como estamos falando, até agora, de sistemas bidimensionais, vale apena lembrar 

que a existência de curvatura nula para um dado sistema bidimensional é critério de 

integrabilidade. Uma vez encontrada a curvatura nula para um dado sistema, exis- 

tem procedimentos para encontrar a solução analitica das equações como o Método 

de Dressing, o Espalhamento Inverso e alguns outros. 

1.3.3 O Modelo de Sine-Gordon 

Finalmente chegamos ao ponto onde definimos o modelo de Sine-Gordon. Considere 

então a equação (1.88) para n — 2 com, qo,Qi sendo as variáveis, com a escolha 

92 = 9o, e ç_i = çi, que é o caso periódico com duas partículas. Então as equações 

de movimento ficam: 

90 = exp(-(ço - 9i)) - exp(-(gi - ço)) 

91 - exp(-(çi - ço)) - exp(-(go - 9i)) (1-98) 

subtraindo uma da outra teremos, 

cf 
(9o - 9i) = 2 [exp(- (ço - 9i)) ~ exp(- (qi - Ço))] (1-99) 

somando as duas obtemos. 

^(9o + 9i) = 0 (1.100) 

portanto a dinâmica é dada por qo — qi- Redefinindo as variáveis q = í (9o ~ 9i), 

teremos, —iq = 2[exp —iq — exp -t-zç] e então. 

dt'^ 
4sinç (1.101) 

Generalizando a equação (1.101) para duas dimensões e passando o sistema das 

variáveis discretas (90,91) para o campo contínuo 0(x,í), conseguimos a equação. 

□0(a:, 0 + sin P4>{x, í) = 0 

que é conhecida como equação de Sine-Gordon, onde. 

(1.102) 
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1 d- 

A equação (1.102) pode tainbcin ser obtida da seguinte Lagrangiaua, 

(1.103) 

£ = ^ siii^ (1.104) 

onte o potencial é V(0) = sin^ (^)‘ Analogamente a introdução das matrizes 

(1.94) e (1.95), para o caso conínuo introduziremos os segintes potenciais, 

m I exp ^ exp — |z/?(/!) 

4 y explip(p +Xexp-^iP^ 
(1.105) 

^ exp^iP(f)-{exp~liP(l) 

^ 4 y — exp|i/?0 +Aexp-|z/?0 —^do(f> 

onde A é conhecido como sendo o parâmetro espectral. 

Pode-se verificar através da equação de curvatura nula, 

777. 
ÔqAx - ÔiAq + [Aq, Al] = Q 4>{x,t) +—sm.P(j){x,t) = 

portanto o modelo de Sine Gordon possue uma representação em termos de curvatura 

nula, e enfim possue toda a estrutura que já discutimos. 

1.4 O Modelo Sine-Gordon e as Soluções tipo Sólitons 

Agora que já adquirimos alguma familiaridade com os modelos integráveis e al- 

guns aspectos de sua estrutura, veremos como soluções tipo sóliton ocorrem em tais 

modelos. Usaremos para tal finalidade o modelo de Sine-Gordon que acabamos de 

estudar. Veremos que as soluções solitônicas são as que minimizam a energia do 

sistema. A solução solitônica do modelo de Sine-Gordon, pode ser visualizada, para 

o caso discreto, na eq.(1.2). 

Como vimos na seção anterior, o modelo de Sine-Gordon pode ser construido a 

partir de uma rede de osciladores, e generalizado para o caso contínuo, ou através 

de uma dada Lagrangiaua 

1 1 PlJ^ 1 
£ = + ^{cos{04>) -í) = = T-V (1.108) 

(1.106) 

: 0 (1.107) 
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e eiitAo 
P , n N > l‘~ > 

^ —^sen{pò)p = -scnPó 
^0 3 

r)£ 
= d,&‘ = d'^ò 

e a equação de movimento fica 

<9^0 + ^sen{P4>) = 0 
H 

e o potencial é dado por 

e os vácuos sao 

ou então 

.r(js P(Ps2 
^(0) = 

V{4>) — ^ ^ sen^ = 0 ^ ^ = mr 
íá Zd 

0 

e o potencial é invariante por simetria 

2n7T 

~T 

(j)^4> + 
2mv 

~T 

e é facil perceber que é invariante por: 

0-^-0 

Linearizando a equação (3.7) conseguimos, 

d^(j) + = 0 

e o termo de massa é dado por, 

m = ph 

(1.109) 

(i.iiü) 

(1.111) 

(1.112) 

(1.113) 

(1.114) 

(1.115) 

(1.116) 

(1.117) 

(1.118) 

Onde as excitações quânticas do campo 0 correspondem a partículas de massa m 

1.5 Segundo Tipo de Partícula 

Para que a energia seja finita o campo deverá ir para zero no infinito, ou seja, 

2mr 
0(x) 

P 
X ±oo 

A energia associada ao sistema é dada por 

"I r-f-oo fj 

^ = ^ /-oo + + (2psen-f] 

(1.119) 

(1.120) 



Capítulo 1. Sólitous e lutcgrnbilidíHh' 18 

sendo (inc, a = 3o e o integrando i)ode ser rearranjado da seginte maneira 

+ {2fiscn — )~ = {â áz 2fiscn — )~ ^ Aápsen — 

e a energia fica, 

'Y /‘ + 00 Q" Q- 
E = — / dx[â'^ + {ó ± 2psen-f =F Aâpsen-] (1.122) 

Zij J — oo 2é z 

onde à = ^ ^ ~ ê- 

Sabendo que o termo quadrático na equação (1.122) é responsável por sempre 

adicionar energia, temos como verdade a seguinte inequação 

^^[^^ + (^^2Aísin|)^T4áAísin|] > 

2p f+°° ' • ^ I 
dxa sm — \= 

2 ' >1^/ 6^ J- 

2p M+oo) a 4p a ^(+oo)=27r, 8/i 

=' WLoo, 2 1=1 '■'(-“U 1= ^ 

e concluímos que. 

E > 
8p 

P^ 

(1.124) 

e a energia é minimizada quando ã = 0 e d = '^2p sin |. Estes dois pares de equações 

diferenciais implicam diretamente na equação de Sine-Gordon, e são conhecidas 

como setor auto-dual. Ou seja, elas constituem um subconjunto de soluções da 

equação de Sine-Gordon que minimizam a energia. Ou seja. 

^ sin/50 
q_ 
2 

e então, 

onde cr = P4>, portanto 

cr = 0 

ó = ±2/rsin 

ã = 0==>o' = 0=> d^d^a = 0 

Pd^docj) = 0 

e conseguimos. 

e então 

Pd\ é — ±2p sin ^ 

,0 P4>.P.d(t) (3(t)d(j) 

(1.125) 

(1.126) 

(1.127) 

(1.128) 

sabendo que. 
dcp , 2/x . P(f) 
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0 então (oiisegiiiinos 
/Pó ^ 2 

subtiaiiido a eciuação (1.126) e a equação (1.130) conseguimos, 

(1.130) 

(P(p 

dt‘^ 

(P(p 

dx^ 

P(p . p(p 
COS —— sni —- 

2 2 0 
sin 0(p (1.131) 

OU seja 

□ 0 = — S\\\04> (1.132) 

portanto, o setor auto dual, ã = 0 e á = ±2^.l sin |, que é o responsável por minimizar 

a energia, implica diretamente na equação de Sine-Gordon, que por sua vez possue 

solução solitonica. 

0 = arctan 
m(x —vt —xq) 

(1.133) 

Portanto, neste caso, sólitons são as exitações de menor energia da rede. 

Para a solução de um sóliton podemos tomar um referencial de Lorentz onde 

a solução é estática. A energia da solução neste referencial pode ser interpretada 

como a massa do sóliton. E a massa é dada por. 

8m 
(1.134) 



Capítulo 2 

Integrabilidade em Dimensão Maior que Dois 

2.1 A Curvatura Nula é Uma Lei de Conservação 

Antes de iniciarmos os estudos em dimensão maior que dois vamos fundamentar um 

pouco mais o formalismo em dimensão igual a dois. 

Nas seções anteriores, vimos de maneira informal e um tanto desconexa alguns 

resultados ligando curvatura nula e quantidades conservadas. Iniciaremos esta seção 

mostrando, de maneira mais formal, que a curvatura nula = 0 é uma lei de 

conservação em duas dimensões. 

Considere uma curva c parametrizada por cr. Seja w — w{x^) onde — x^{a). 

Tal curva satisfaz a seguinte equação diferencial, 

dw , dx>^ 
— + A^-—w = 0 
da da 

(2.1) 

onde Afj, é um elemento da álgebra associada, e w não necessariamente comuta com 

Afi. A solução desta equação é dada pela exponecial ordenada no caminho. 

w = P exp J daAfj, 
dx>^ 

da 

que conseguimos da seguinte maneira, 

dw 

e então 

dx>^ 
w(a + da) — w{a) = —An——w{a)da 

da 
dx^ 

w(a + da) = (1 — An——da)w{a) 
da 

e em primeira ordem temos. 

/ dx^ \ 
w{a + da) = exp ( —Af^——da ) w (a) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

20 
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jKntanto podoinos dividir nni dado coniinlio rr (>ni vários deltas. Somando sobre os 

deltas obtemos w (a) calc ulado sobre o caminho, ou seja, 

lu {nAa) = ( 1 — >l/í [(?í — 1) Act] c/ct ] [ 1 — [(?7 — 2) Acr] 
dx^' 

da 
da 

(2.6) 

que em primeira ordem, e fazendo, 

lim w (nAa) = w (a) 
A(T—*0,n—*oo 

obtemos. 

(2.7) 

ta (a) = exp 
\ / dx^ 

—dan-ij exp — 
da n-i 

exp -A^—daj =Pexp 
-L 

da A 

da, 
n—2 

n—2 

da 

Uma outra meneira de conseguir esta solução é verificar que, 

w{a) = 1- daiA^{ax)- h / dai24^(í7i)— / da2A^{a2) 
Jo da\ Jo da\ Jo 

dxf^ 

da-. 

(2.8) 

+ ... 

dw dx^ 

da ^ da 
(1 - / daiA^{ai)~ h / daiAfj,{ai)— / da2Afj,{a2)- h ...) 

Jo dai Jo da\ Jo da2 

dw . dx^ 
(2.9) 

Neste momento vamos calcular a variação funcional de w (a). Para tanto usare- 

mos a equação que o define, eq.(2.2), e então. 

d 

da 
5w + 5 { A, 

‘ da 

dx^ 
W -b Aa—r-5w = 0 

da 
(2.10) 

devemos atentar para o fato de que, 

dw~^ -1 A (2.11) 

que é facilmente obtida fazendo uso da eq.(2.6) e atentando para o fato de que 

1, portanto deverá exstir uma mudança no ordenamento, e consequente- ww -1 _ 

mente no sinal dos argumentos das exponenciais da equação (2.6). 

Da equação (2.11) obtemos que. 

dw -1 _-,dw 
= —w —w 

da da 
(2.12) 
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Multii)licando a oqna(;<ão (2.G1) pela osípunda por coiiseguiiiios. 

.-1 << ... (I.d'' dx^' , 

w 

w ^—Sw + w ’(> (.4,,——)?(’ + «' ^A.J——Sw — 0 
do y da J da 

fazendo uso da equação (2.11) colocamos a e(p(2.13) na seguinte forma, 

±{ur'Sto) = -ur's(A/-£-'j 

onde a condição de contorno a ser tomada é, 

(5x^(0) = 0 

Integrando a equação (2.14) obtemos, 

-1 = - r w-^ô{A^^)wda 
Jo d(J 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

w (2.16) 

sabendo que = Afj,{x^) e (cr), obtemos para a diferencial funcional. 

f dxf"\ dAn ^dx>^ d 

V da ox\ da da 
(2.17) 

e a equação (2.16) fica, 

ra 
w~^ôw = — daw~^ 

Jo 

= - r da 
Jo 

uXx do d(T 
w 

- .dx^ . d . 
w dxAnôx -r-7W + w Aa—,6x'^w 

da da 

(2.18) 

(2.19) 

vamos adicionar e subtrir o mesmo termo abaixo da equação (2.18), 

A 
da 

(w ^A^ôx^vü^ = ^7—A^õx^w + w ^d\Afj^——6x'^w + 
da da 

e a equação (2.18) fica. 

+ w ^Anôx^——w ^An-^Sx^ 
da da 

ra dx^ Ci 
^6w = — da\w~^dxA^Sx^——w + —(w~^Auôx^w) — 

Jo d(7 u(J 

(2.20) 

w 
fO 

dw ^ ^ „ _i o .. dx^ . „ _i c „dw , 
—-—Aaôx^w — w ^dxAa—r-,dx^w — w ^Au,6x^-— (2.21) 

da da da 

usando o resultado já conhecido abaixo, 

dw~^ dx^ 
, Auôx^w = —w ^(Ax—r--^i^dx^)w 

da ^ ^ da ’ 
,dw 

—w ^An5x^—— = w ^(AnSx^Ax-^)w 
^ da 

dx^, 

da 
(2.22) 
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a ('([iiaíjão (2.21) fica, 

/■<j 
iL~'6w{a) = —'w~^Afió’j2'{a)w — / da\iu~^dxAf,ò-i'^—r~^'w — 

J O cf(7 

Ax^^Anôx^\ w — d\Au^^,ôx^‘w + w~^ {A.,6x'‘w (2.23) 
da J da \ da J 

que é o mesmo que, 

Fx. 
ra S dx^ 

w~^6w{a) = —w~^A^5x^{a)w — / dów~^ d\A^ — d^A\ + [Ax,A^] -—ôx^w 
J O CÍ& 

(2.24) 

ou seja, 
ra dx^ 

w~^6w (a) = —w~^An6x^{a)w — / da'w~^Fxu-r-;ôx^w (2.25) 
Jo d(j 

Vamos considerar o ponto cr = 27t como fixo, isso implica que 6x^ (27t) = 0, e a 

equação (2.25) fica, 

^27t dx^ 
w~^ôw{2tt)= / daw~^Fi,\——5x^w (2.26) 

Jo Uí7 

Estavamos anteriormente considerando curvas parametrizadas por a onde 5w (a) 

era a variação funcional de uma dada curva em outras possíveis curvas com pontos 

extremos fixos. O que faremos agora é unir os pontos extremos de maneira a formar 

um loop iniciando e terminando em xq, e desta maneira vamos considerar a variação 

funcional ów como a variação de um loop em outro, onde cada um destes loop agora 

serão parametrizados por r, de tal maneira que. 

(5 ^ 6t4- (2.27) 
dr 

sendo t — 0 corresponde a um loop infinitezimal em torno de Xq e r = 27t Com o 

uso da relação eq.(2.27) podemos reescrever a equação (2.26) como, 

d , , , , 1 dx^ dx^ 
—w{2'x) — w{2'k) / daw ^F^x—, —w = Q (2.28) 
uT Jo d(j dx 

Usando o mesmo método usado para resolver a equaçao (2.2), teremos, 

r dx^ dx^ 
w{a)= exp / dTdaw~^F„xw— — (2.29) 

Jn da dr 

onde n indica a superfície considerada. Portanto concluímos que. 

exp / drdaw ^F^xw 
Jn 

dx^ dx^ 

da dr 
= Pexp[-^ da A, 

' da 
(2.30) 
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onde P indicam ordenamento no caminho e na sn]jerfície respectivamente. ()n seja. 

a integral oixkmada sobre o caminho c está ligada com a integral ordenada sobre 

a sn])eríjcic H através da relação eq.(2.30). Vejamos agora como snrgem as leis de 

conservação. 

A equação de curvatura nula (1.43), diz que em duas diinenções, — 0 

1.1, V — 0,1. Portanto através da equação (2.26) concluímos cpie 5w = 0, e obte- 

mos independência no caminho. 

(27t) = 0 (2.31) 

Portanto para F^,, = 0 implica que independente do loop que fizermos, o valor da 

integral sobre o loop é o mesmo, portanto podemos fazer um loop infinitezimal que 

corresponderá a w (xq) calculado no ponto xq. Tomemos agora o seguinte contorno 

abaixo. 

Figura 2.1: loop 

X 

Tomando Xq = (—L,0) e w{xo) = 1. Notemos que 

dx^ dx^ dxf^ 
w (a) = exp  dan-\ \ exp —da„_2 1 ... exp [-A^P^da 

(2.32) 

/ 1 \ ( dx^ \ f dx^ \ f dx^ \ 
w{a~^j = exp \^^pA^—da\ ...exp  dan-2j exp  dan-ij 

(2.33) 

o sinal dos argumentos da equação (2.33) mudam pois dx^ está no sentido oposto, 

e temos então que. 

w (cr) w (a = 1 ^ rc ^ (cr) = w (^a ^ j 

e para a integral sobre o contorno ascima temos que, 

’"(cZl)m(cf')m(cL)w(c,J = 1 

(2.34) 
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ou, 

ou. 

U’ ‘(c,)w>(c/.)u'(c,J = 1 

w{ci)w{ct^) = w(Ct)w(c^L) 

e então, 

w (ct) = w (cl) W (CtJ w ^ (c_l) 

e impondo a condição de contorno periódica, 

At {—L, t) = At {L, t) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

w (cl) w (c^l) (2-41) 

usando a condição eq.(2.41) na equação (2.38) encontramos a seguinte relção, 

tr {w (cf))” = tr {w (cto))” (2.42) 

ou seja, traço de potências de w integrados no espaço de — L a L são quantidades 

conservadas no tempo. Portanto a condição de curvatura nula mais a condição de pe- 

riodicidade eq.(2.40) nos garante a existência de quantidades conservadas eq.(2.42), 

sendo que o número de quantidades conservadas depende da dimensão da álgebra 

onde vive A^. 

Tomando o seguinte gauge, 

A,, -» Af, = gA^g~^ - df,gg~^ (2.43) 

podemos conseguir para a equação (2.2) a lei de trasforma ção para o w, 

dw „ dx'^ , 

^ + ^-•57“ = 

-W = + -a,99 

dw' . dx^ , _ dx>^ 
= -^ + gAf,g —w - df,gg ^w 

da da 
f _.dw' . ,dx>^ 

onde usamos as seguintes relações, 

d _j _ dg~^ dx^ 

(2.44) 

da^ ôx^ da 
= -g {d^^g) g 

_idx^ 

da 
(2.45) 
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div 
+ >i: 

jL 
da 

dx^ 

_iduí dg -1 
-1 

da ' ^ da 

portanto satisfaz a mesma equação que w. 

Seja um g independente de a. Multiplicamos a equação (2.2) pela direita por g, 

e conseguimos, 

w = gwg 

Considere as duas curvas unidas abaixo, 

-1 

Figura 2.2: curva 

Temos que. 

sabendo que, 

que implica, 

■«"(cz) g{x2)w{c2)g2^ 

^(c) -> g{x2)w{c)g-^ 

w{c) = w{c2)w{ci) 

92 = 9{xi) 

e um dado w se transforma como, 

w 9{x\)wg~^{xo) 

mas unindo os pontos em um loop teremos, 

^ ^ 9{xo)wg~^{xo) 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 

(2.53) 

e portanto írw" é invariate de gauge. 
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2.2 Modelos Integráveis em Dimensão Maior que Dois 

2.2.1 Integrabilidade ein Dimensão Maior que Dois 

Agora, de posse das principais idéias e resultados envolvendo sistemas integráveis 

em duas dimensões, partiremos para a generalização em qualquer dimensão [18]. 

A idéia é utilizar o fato de que a curvatura nula é condição suficiente para que a 

integral ordenada no caminho, 

(2.54) 

seja independente do caminho, neste caso em 2 dimensões, onde P indica ordena- 

mento na integração. 

Em um espaço tempo de dimensão (d-f-1) queremos construir a curvatura nula 

como a condição para que integrais ordenadas em superfícies de dimensão d, 

Pexp 
L 

da A, 
dx^ 

' da 

Pexp 
/ 

dx^^ Adx^"^k...kdx^‘^ (2.55) 

sejam independentes da varredura. 

Da mesma maneira que introduzimos a quantidade, 

dW dxf^ 
P A^^W = 0, (2.56) 

da da 

que definia um dado caminho em uma superfície bidimensional, introduziremos uma 

outra quantidade, que da mesma maneira define um caminho qualquer, mas agora 

sobre uma superfície d-dimensional. Primeiramente consideraremos o caso em (2-1-1) 

dimensões. Para isso faz-se necessário introduzir um tensor antissimétrico que 

não necessariamente é obtido da conexão A^, como foi feito com utilizando a 

equação (2.56). 

Seja uma quantidade V satisfazendo a seguinte equação: 

dr 
— yT2n — 0, (2.57) 

que define um caminho sobre uma superfície 2-dimensional de borda P, onde 

,dx^ dx'' r2n 
T2AB,A,t)^ / daW-^B, 

Jo da da- ' 
(2.58) 

W{a) = Pexp í drdaW-^F^xW^f . 
da dr 

(2.59) 
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Para (lue V indeiKMula da vancdnara, precisamos primciramenlí' ini])or (pie F, 

pois l' (lei)eiido d(' IP. e i)ara que IP indei)eiida da varredura, temos que 

Ff,u = 0 

Variando a superfície ^ e mantendo a borda P fixa veremos como V 

Variando a eq.(2.57) conseguimos, 

dôV 

dr 
ÔVT - VÔT = 0, 

dSV 

dr 
- ÔVTV~^ - VÔTV-^ = 0, 

sabendo que, 

d{yy-^) 

dr 
= 0, 

usando a eq.(2.57), obtemos 

e a eq.(2.61), fica 

dv- 

dr 
- TV~^ = 0, 

dr dr 

e então 

— {SVV-^) = VSTV~\ 

r2n 
6VV~^= dTV{5T)V~\ 

Jo 

r2iz / r2iv \ 
SVV-^ = drV {ÒT) V-i = V (r) í daW-^B^^W^Sx"' j V (r)”* + 

r2ir /•27T . , 
+ dr daV (r) (iV + D^B,^ + D,Bx^) W- 

, dx^ dx'' 

dr da 

dxf^ 

da 
òx''V (r)~^ 

onde esta última passagem pode ser encontrada no apêndice C 

Note que se fizermos t = 2tt e usar a condição de contorno 6x'' (27t) 

primeiro termo da equação(2.68) irá desaparecer. 

  

,u = 0, 

impor 

varia. 

(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 

(2.63) 

(2.64) 

(2.65) 

(2.66) 

(2.67) 

(2.68) 

= 0, o 
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Podemos agora escaiiiar o volmiie í} definido ])or V' (r). eoin sui)erfícies i)aiametrizadas 

dVr - 

l)or sendo assim j)osso fazer d = d^-~, e a eci.(2.G8) fica 

W 1/ /''Z7T /'"ItT fl'Y^ 
drV{T) / daW-^ {DxB,, + D,D,x + D,Bx,]W  

(it Jo ./o (1^ 
r2TT 

V{ 

r2TT /■2it fJxP 
- drVir) da'W-^{a')B,JV{a')— — J^ daW {a)~^ B,JV {a) 

d.T da dç 

dx^ dx'' 

da dç 

e finalmente 
d\2 / /■2’'' , \ 

drV (r) KV (r)"^ j K"’ = 0, (2.69) 

onde 

r^TT f}'T^ 
K = jí daW-'[D^B^^ + D„B^>. + D^By„}W— — —- 

-\T(B,A,t),T(B,A,Ú] (2.70) 

e /sT = 0 é a curvatura nula em 2+1 dimensões. 

Finalmete integrando as equações, eq.(2.57), e eq.(2.69) conseguimos o teorema 

de Stokes não Abeliano em 2+1 dimensões 

Pexp daW-^^B^JV^^j = Pexp (^J^d^drVKV-'^'^ , (2.71) 

onde P e P denotam ordenamento na integração da superfície e do volume respec- 

tivamente. 

2.3 Condições Locais de Integrabilidade 

Agora discutiremos algumas possibilidades de tornar a equação K = 0 local. Mostraremos 

também, como a formulação geométrica possibilitará construir as soluções e as car- 

gas conservadas. 

2.3.1 Primeiro Tipo de Modelo Integrável 

Percebemos então que a condição K = 0 não é local, pois o comutador [T{B, A, t),T{B, A, 

depende dos termos 

r27T fl'r^ 
T{B, A,r)= da'W-^ {a') B,,W {a') (2.72) 

Jo da dx 
e 

r27T dxP dx‘ 
T{B,A,0 = l daWia)-^B,.W{a)^^^ (2.73) 
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(lue por sua vez drjHnulein de integrações de regiões distintas do esi)aço-teinpo. e e 

T. 

Para eonsegnir cpie a eondição K = 0 seja local, irei ini])or qne 3^,,, seja co- 

variantcinente constante = 0, e = 0 para conseguir independência no 

caminho de W. Para alcançar esse objetivo, escolheremos Bf,„ em um dado ponto 

do espaço tempo x, como sendo 

B^A^) = W{x)Bl^JW-^{x) (2.74) 

com Bj^J constante, onde B^^J,Bj^J = 0. E então usando a condição Af^ = 

—d^jWW~^ que nada mais é do que a condição = 0 pode-se verificar 

- 0 

dx {W (x) (x)) + A, {W (x) (x)) - [W (x) (x)) = 

= {dxW (x)) VP-i (x) VE (x) B^^JW-'^ (x) -V AxW (x) Bj^JW~'^ (x) = 0 

Com a condição (2.74) perceber-se que 

/ X , 1 / ,x , #x dx^ dx‘^ 
T(B,A,t) = da'W-'(a')B^W{a')—— = 

= jf"' da'W-^ BjSíV-' (a') W {a') = 

= BW Í 
h 

, dx^ dx'^ 
da 

da' dx 

que é uma constante. E então 

[T(B, A, a, Ç)1 = c [b<?, B®] = 0 

(2.75) 

(2.76) 

onde c é uma constante qualquer. 

Concluímos portanto, que o uso da condição (2.74) nos posibilita K = 0 local. 

2.3.2 Segundo Tipo de Modelo Integrável 

Neste segundo tipo de modelo integrável, buscaremos a mesma condição, ou seja, 

K = 0 local. Mas aqui faremos por um outro caminho. Este novo caminho é con- 

seguido através da imposição de uma algebra não semi-simples, e esta estrutura por 

si só faz K = 0 local, como veremos adiante. 

Seja G uma álgebra de Lie não semi-simples, e seja P uma subálgebra abeliana 

invariante e ideal de G, [P, G] C P. Então tomando 

Afi Ç: G (2.77) 
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Bfiu G P (2. /S) 

conseguimos, 

G P (2.79) 

pois, é subálgebra invariante, eW é a exponenciação dos elementos da álgebra 

que pertence ao grupo g. Sabemos que a conjugação de qualquer elemento da álgebra 

por um elemento qualquer do grupo continua sendo um elemento da álgebra. Lem- 

brando que P é também Abeliano, temos que T{B,A,t) E P, e então o comutador 

[T{B,A,r),T{B,A,O] = 0. (2.80) 

E agora para que a condição K = 0 se consolide devo impor 

D\By:i, + Dfj^B^x Di^Bxfx = 0. (2-81) 

Fazendo o produto da eq.(2.81) pelo termo antissimétrico conseguimos 

D^B^^ = 0, (2.82) 

onde 

= ]-t>^''PB^p. (2.83) 

E então as condições (2.78), (2.82) e = 0 são as necessárias e suficientes para con- 

seguir K = 0 local. Note entretanto que a condição de localidade \T{B, A, r), T{B, A, ^)] 

0 está associada a existência de uma álgebra não semi-simples. 

No entanto, o que podemos perceber agregado a esta estrutura algébrica, é a 

existência de correntes conservadas no sistema. Para deixar explícito o vínculo 

entre a estrutura algébrica não semi-simples e a existência de correntes conservadas, 

construiremos uma álgebra G não semi-simples da seguinte maneira: Seja G uma 

álgebra de Lie, e R uma representação, então 

[Ta, Tb] - /-,Te 

[Ta, Pi] = PjRjiiTa) (2.84) 

[-Pi: Pj] = 0 

onde Ta é base de G, e Pi base de uma subálgebra abeliana e ideal. 

Tomando A^ E T, e G Pi ou seja, A^ = A“T„ e = B^-^JTi. Percebe-se 

que usando a equação (2.82) e a condição dpWW~^ = A^ => = 0 conseguimos 
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onde, 

d^'j, = 0 

J,, = W-^B,W 

que podemos verificar 

(2.85) 

(2.86) 

d>‘J^ = W-^A^‘B^W+ (2.87) 

= W~^D>^B^W = 0, (2.88) 

ou seja, a condição de curvatura nula e a existência da corrente conservada, estão 

diretamente ligadas a estrutura não semi-simples do modelo. Notemos ainda que a 

condição 

D.B^^ = 0, (2.89) 

F^J,u = 0 

são invariantes pelo gauge 

B fif 

gA^g 1 - d^gg ^ 

gB^u9~^ 

que podemos verificar, 

(2.90) 

(2.91) 

D^B>^ A R 

gauge 
gA^g ^-d^gg \^e'^‘'PgB^pg ^ 

= g {5„ + [a^, }g-' + 

+ le"*''{d^gB^pg^' + gBppdpg~'} - 

dpgg~',^e'“''’gBppg~' . 

onde os dois últimos termos se cancelam, portanto. 

gauge 

(2.92) 

DpB^ = 0 gDpB^^g-'^ = 0 (2.93) 

que verifica a invariância de gauge. Também facilmente pode-se verificar que a 

condição = 0 gFp,v9~^ = 0 é invariante de gauge. 



Capítulo 3 

O Modelo na Esfera e no Plano 

Neste capítulo, desenvolveremos uma teoria de dois campos escalares [4] que possue 

representação em termos de curvatura nula. De início faremos uma abordagem 

genérica, escrevendo a curvatura nula para qualquer teoria parametrizada por dois 

campos escalares. Posteriormente indicaremos quais devem ser as formas de possíveis 

Lagrangianas que correspondem a um modelo em termos da mesma curvatura nula. 

Consideremos então os campos escalares complexos u e u*, que parametrizam 

nossa teoria em termos da algebra sl(2). Os potenciais são dados por. 

onde os operadores 

(3.3) 

satisfazem a álgebra sl{2), ou seja 

[T3,T±] = ±T± [T+,T_] = 2T3 (3.4) 

onde Af^ é um puro gauge 

= w~'a^w (3.5) 

e a condição de curvatura nula 

= +[/!'', bJ=0 (3.6) 

implica nas equações de movimento 

= 0 = 0 d^u*}C^, - d^^uJC* = 0 (3.7) 

33 
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e a l■c^s])ccti^•a (oneiitc conscivada Hca 

J„ = \y-^B„\V (3.8) 

e como vimos iias seções anteriores 

+ W-^d^B^W (3.9) 

- W-^^D^B^W = 0 (3.10) 

É interessante notar qne os operadores = d^a{u)Q e = K^P, onde Q 

e P satisfazem a álgebra de Heisenberg [Q,P]=1, também são uma representação 

possível para as equações de movimento (3.7). No entanto não existe uma razão 

óbvia para a ligação entre tais estruturas, apenas se verifica a equivalência. Entre- 

tanto percebemos que estamos com 5 equações diferenciais, as duas primeiras da 

série (3.7) e seus complexos conjugados, mais a última que é real, e duas variáveis, 

u e u*. Portanto nosso sistema é vinculado. Para resolvermos esse problema intro- 

duziremos uma função real F{u,u*,du,du*) da seguinte maneira, 

ÍC^ FK^ (3.11) 

e escolhemos como, 

Kfi = hfj,^d''u = {d^j,ud„u* — d^ud^jU*) d^u (3.12) 

e a segunda equação da série (3.7) se anula identicamente, 

d^ulC^ = 0 ^ Fh^^d^^ud‘'u = 0 (3.13) 

onde hfj,^ — df^ud^u* — di^ud^u*. O mesmo ocorre com a terceira equação da série 

(3.7), 

- a^uK.'^ = 0 (3.14) 

e usando (3.11) conseguimos 

F (d^u*K^ - d^K;) = F {d^u*d‘'udf,ud^u* - df^u*d‘'ud,ud^u*) 

+ F {d^ud‘'u*d^udi,u* — d^ud‘'u*d,yud^u*) = 0 (3.15) 

e conseguimos tornar a terceira equação da série (3.7) identicamente nula. Con- 

seguimos desta maneira eliminar três equações de movimento, e portanto nos restou 

apenas a equação 

d^X^ = 0 ^ a^(Fiú^) = 0 (3.16) 

e seu complexo conjugado, que soluciona o problema inicial dos vínculos. 
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Chegamos agora em mii ponto crucial. Escrevemos a equação de curvatura uula 

para qualquer teoria parametrizada j)or dois campos escalares u eu*, e por fim 

eucoutramos a eciuação diferencial (3.16) que rege a dinâmica de tal teoria. A 

pergunta que devemos nos fazer agora é quais são as teorias, com equação diferencial 

(3.16) que possuem Lagrangiana. Mostra-se em [4] que a Lagrangiana para tal teoria 

deve ser função de onde F na equação (3.16) deve ser F = y, ou seja 

(3.17) 

onde / = 1 corresponde ao modelo no plano, e / = (l4-u*u)^ corresponde ao modelo 

nãesferaAXFmbráhBoTãmbFrFqíiê 

= dfj,ud^u* — d^ud^u* (3.18) 

Em particular, o modelo que aqui iremos trabalhar^ é um modelo no espaço- 

tempo Euclideano de 4 dimensões. 

Como estamos interessados em soluções tipo sólitons, queremos a estabilidade a 

la Derrick [6]. Consideremos então a Lagrangiana da forma 

(3.19) 

e a energia estática do sistema 

h? 

2/2 
(3.20) 

e então para que tenhamos estabilidade a energia estática deve ser invariante por 

reescalonamento espacial x —> Ax e para isso a = j 

E os correspondentes termos da equação de movimento são. 

d.. 
d£ 

d{d^u*)^ 
= du 

'dd - 

£'Kf^ 2 

du 

d£ 

du* 
= -£ 

£ 

P ^ du* 

,h^ df 

f P 

2„ f£'Kf^\ 

/ j 

du* 

£'KM 

. f . 

(3.21) 

e então conseguimos 

du 
d£ d£ 

d{dfpu*) j du* 
= 0 du 

£'KM 
= 0 (3.22) 

*A construção da Lagrangiana para as duas escolhas de / fica clara no apêndice A 
^Uma outra escolha para a Lagrgangiana, correspondendo a um outro modelo, pode ser encon- 

trado em [9] 
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lemlnando ciue K‘‘0,iU* = e £' é a derivada da Lagraiigiaua com iesi)cito í ao 

argumento. 

E então a eciuagão diferencial fica, 

£'K>‘ £ 
= -H (-f' + ) S“fK, + {0“h‘) K„ + £d"I<„ = 0 (3,23) 

£' 

f ; p p 

Substituindo as derivadas 

£' = 

>i 1 

2f‘ 

2/ f 

2f^) 

na equação (3.23), conseguimos 

1 1 

7^8‘ 

1 

16//i2 

e finalmente a equação diferencial fica 

/ ((d - 4)(d^h^)K^ + 4h^õ^K^) - 2(d - 2)h^d^fK^ = 0 

ou equivalentemete, dividindo tudo por / e expandindo d^f conseguimos 

s = (d- 4)h^^d‘'ud>^h^ + 4h^d>^hf,^d)^+ {d - 2){h^)^duJogf = 0 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

3.1 Simetrias 

Nesta seção iremos trabalhar na busca das simetrias da equação diferencial (3.27). 

3.1.1 Simetricis do Espaço Tempo 

Por definição, as simetrias de uma dada equação diferencial são o conjunto de trans- 

formações que deixam a equação invariante. Para dizer que é simetria 

de uma equação diferencial 

e (x, u(x), d^u(x),dfj^u(x)) = 0 (3.28) 

onde dftp, = então ü{x) = u{x — continuará sendo solução de (3.28) se 

e {x,ú{x),d^ú{x),d^^u{x)) = 0 (3.29) 

Avaliando a equação (3.29) em a; + ^, em primeira ordem temos 

e{x-^, u{x - Ç), dfju{x - 0, d^^u{x - ^)) = e {x, íi{x), dfju{x), d^^u{x)) + i^õpE 



Capít ulo 3. O Modelo na Esfera c no Phmo 3/ 

e então 

= ^^OpS (3.30) 

portanto o cainj)ü 

= edp (3.31) 

define a simetria da equação (3.28). A busca explícita da forma funcional de ^(x) 

definirá exatamente que tipo de simetria está envolvida na equação de movimento. 

Para que possamos calcular a variação funcional da equação (3.27), precisamos 

primeiramente calcular a variação funcional das coordenadas x, dos campos ü{x) 

e de suas derivadas. Considerando 

ú{x) = u{x — ^) w = {x — ^) 

portanto 

sabendo que 
du du du du 

dxP dw d^P dw 

e então a equação (3.146) fica 

dpü = dpu{x - 0 - d^^f'{x)dpu{x - 

procedendo da mesma maneira e desprezando os termos de ordem conseguimos 

dpuü{x) = dp^{x -0~dpyi>'{x)dpu{x-0 “dpC{x)dp^u{x-0~d^C{x)dppu{x-^) 

(3.36) 

e podemos concluir 

ôx^ = 

Su = ú — u = 0 

ôdpU = dpü - dpU = -dp^dt^u 

ôdpdyU = dpd„ü - dpd^u = -dpd^^^dpU - dp^^dpduU - d^^^dpdpU (3.37) 

De posse das quantidades (3.37) podemos calcular a variação de todos os termos da 

equação de movimento (3.27), e então, 

ôhpi, = 6{dpu)duU* + dpu6{d^u*) — 5{duu)dpU* — d^uS{dpU*) (3.38) 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

e então conseguimos 

Shpty = -dpi^hp^ - du^Phpp (3.39) 
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pio<.'('(leiido (la mesma maneira eoiiseguimos eneoiitrar as seguintes (inantidades 

11 fi h jip i-C^^dpiipi/ dp^^ô„ii pi/ duC d(j}t pp 

òh^ = -2{d^iP + dP8,^hpJtp'' (3.40) 

para facilitar o cálculo da simetria vamos definir a quantidade D = , onde a 

contração dos índices não significa soma. Usando a notação da métrica como 7/^^ 

que é a métrica Euclidiana, onde o índice ”e/” indica uma métrica efetiva, ou seja, 

é a métrica do subspaço a que restringimos a equação (3.27). E com isso podemos 

definir a quantidade 

+ d'^e - 2Pt7^; (3.41) 

ou seja, quando u conseguimos = 0, e quando p — n a quantidade 

(3.41) fica = D ou para qualquer outra, escolha dos índices. E a equação (3.40) 

fica 

/i^ = -Wh"^ (3.42) 

Continuando com o cálculo da variação das quantidades da equação de movimento 

conseguimos 

ôdf^hp^ = -{d^e)hpu - 2{d‘'D)hp, - 2Dd>^hp, - d^ed^hpp (3.43) 

considerando que 

= dp{d^^e’'°) = dp{d^e+d'’e)-dpdf’^>^ = -dpd^e + 2dpDr]^f^ 

= -dPdpe + 2dPD = -{d^f - 2)d^^°D (3.44) 

onde a quantidade dg/ = {número da dimensão efetiva), foi conseguida na soma 

dos índices da quantidade dp^^, ou seja dp^^ = dg/i e então a equação (3.43) pode 

ser reescrita como 

V = (def - 4.)d^‘Dhp, - 2Dd>^hp,^ - d,^ed'^hpp (3.45) 

com o uso destas últimas quantidades, podemos calcular a variação das seguintes 

quantidades 

ôih^d^hp^.d^u) = -SDh'^d^hp,,d‘'u + {d^f - 4)h^df^D)hp,,d^u 

ôihp^d^ud^^h^) = -2>Dhp,,d‘'ud>^h^ - 4h^{d^D)hp,,d‘'u 

usando o cálculo da variação das quantidades envolvidas na equação de movimento 

(3.27) , podemos calcular a variação total da mesma, ou seja 

ôe = -8De - 4{d - def)h'^d^Dhp,,d''u (3.46) 
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E coiicluíiiios cnic 

• Se def — d, ciue é o raso das soluções estáticas, a eciuação (3.41) define a 

simetria para todo D 

• Se def d, a equação (3.41) define a simetria somente no caso em que d^D = 0 

Como podemos perceber, o caso estático é o caso em que a simetria é a mais geral 

possível, pois não se faz qualquer tipo de restrição a quantidade D, e é por este 

motivo que estamos interessados nas soluções estáticas. 

Chegamos agora ao ponto onde determinaremos que tipo de simetrias estão en- 

volvidas, ou seja, estaremos preocupados em calcular a quantidade C 

Considerando o caso em que p ^ u e aplicando d^d'^ sobre e então 

d,d,{d^e + dT) = + d.dnid.C + d,C) = {d,d^ + d^d^D = 0 (3.47) 

para. todos os pares de diferentes índices, e isso implica que 

{dl + dl)D - {dl -h dl)D + {d\ + dl)D = 2dlD = 0 (3.48) 

e então 

dlD = 0 (3.49) 

e concluímos 

d^d^D = d^dlc = -dle = 0 (3.50) 

portanto D deverá ser uma função linear de x" o que implica de (3.41) que , 

(3-51) 

que define a simetria da equação (3.27). 

3.2 Soluções 

Estamos interessados em resolver a equação de movimento (3.26) para o caao 

estático. Como vimos na seção anterior a simetria para este caso é dada por 

x'* = x'’ + {e ■ x)x* — z == 1,2,... d (3.52) 

e estas são as simetrias conforme no espaço Euclideano d-dimensional. 

Estas simetrias podem ser usadas para encontrar a solução estática para a 

equação de movimento (3.26) através do uso de um ansatz, que introdizirá variáveis 

cíclicas no sistema. 

Para tanto faremos uma breve descrição de simetrias conforme no espaço Eu- 

clideano. 



Ciipítiik) 3. ü Modelo na Esfera e no Plano 40 

Coiisid('ro i)oiitos do espaejo Eiiclideaiio d-diineiisional como sondo esferas do raio 

nulo. A eciuação j)ara esferas é da forma 

ax^ — 2/3 • :r + 7 = 0 

P 
a \x  h7 = 0 

a Q 

X 
P 

a 

- Q:7 
(3.53) 

onde X e P são vetores no espaço Euclideano d-dimensional. E o espaço Euclideano 

é descrito por esferas de raio nulo 

P^ — a^y = 0 (3.54) 

ou equivalentemente 

X = 
P 

a 
(3.55) 

E a equação (3.54) define a simetria conforme no espaço Euclideano. Podemos 

reescrever a equação(3.54) como uma soma de quadrados, o que nos facilitará uma 

análise de como se constroem rotações nesse espaço, 

+ (3.56) 

onde a é uma constante arbitrária. O ganho de ter escrito a equação (3.54) como 

a soma de quadrados, dada em (3.56), é tornar explícito os eixos do espaço em 

questão. Portanto nosso espaço pode ter dimensão par, d = 2n, ou dimensão ímpar, 

d = 2n — 1. Nosso interesse aqui é analizar as rotações compactas, ou seja, o último 

termo da equação (3.56) será desconsiderado para este fim. No caso da dimensão 

do espaço ser ímpar, d = 2n — 1, as rotações dos respectios eixos, lembrando que a 

variação dos eixos operam-se aos pares, ficam 

Ôp2j-l=p2j Ôp2j^-p2j-l 3 = 1,2, ...Ti- 1 (3.57) 

e a rotação dos dois últimos eixos {P2n-ii ficam 

= (3.58) 

onde o último eixo permanece estático. No caso da dimensão do espaço ser par, 

d = 2n, existem duas possibilidades para se operar as rotações. O primeiro caso são 

exatamente as rotações (3.57) onde j = 1,2,... n. No segundo caso tornamos o eixo 
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id-zn estático (' procedemos cxatameiite como no caso ímpar, dado pelas eíjuações 

(3.57) e (3.58). 

Usando a condição (3.55) podemos trasportar as rotações (3.57) do espaço-/? 

para o espaço-:r 

ÒX-2j-l = X2j ÔX2j = -X2j-\ j = 1, 2,... - 1 (3.59) 

da mesma maneira, procedemos com as rotações (3.58) 

6 

|áa + ^odôa = -/?2n-i 

e então 

5a = -a“^/?2n-r (3.60) 

da mesma maneira 

5(32n-l = ^Oí- h = OLp2n-\ (3.61) 
2 Ia 

e no caso par, a variável extra /?2n fica 

P2n - 0 (3.62) 

e finalmente, usando as variações anteriores, conseguimos 

— lPiP2n—\ X{X2n—l 
SXi a 

1 

a‘‘ a 
i ^2n — 1 

^^2n-l = ^ I + ^2n-l ~ E 
i#2n-l 

que são exatamente a simetria conforme (3.52) mais uma translação na direção 

X2n-i- E com estes resultados, usando como analogia as rotações no plano 

<S/(x,s,) = |ífe+|íí!/ 

com 

Sy = X 

d d 

6x — —y 

d 

dz ^dy ^dx 

Analogamente, 

^Oi ~ X2idx2i-\ X2i—\dx2i i = 1,2... n — 1 

(3.63) 

(3.64) 

(3.65) 

(3.66) 

= 
X2n-1 

a E ^ + ^2n-l + 4n-l - E ^i] (3.67) 
i/2n-l V i#2n-l 
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onde (3.66) e (3.67) Ibraiii construídas como conscqncncia das simetrias da equação 

de movimento ])ara o caso estático. 

No caso (io espaço dos canqros u e u*, onde u —+ uma rotação infinitezi- 

mal é dada j)or 

&u = irnjU ôu* = —iiiiju* (3.68) 

e então 

doex = - u*du>) (3.69) 

onde riij é o parâmetro de rotação. 

Para que possamos alcançar o objetivo de impor coordenadas cíclicas no sis- 

tema, deveremos exigir que a solução da equação (3.27) seja invariante por rotações 

externas e internas do sistema, onde no fundo, estamos impondo um sistema de 

coodenadas que seja invariante pela ação das simetrias da nossa equação, ou seja. 

\pOj - imj{udu - tí*^u*)] u = 0 n (3.70) 

onde o ansatz é conseguido pela solução da equação diferencial (3.70). No entanto, 

como discutimos anteriormente, existem duas maneiras de se processar as rotações no 

espaço interno, uma para o caso em que a dimensão é par (3.67), e outra para o caso 

em que a dimensão é ímpar (3.66), como para cada caso a simetria é distinta, teremos 

dois ansatz para a equação diferencial (3.27) que serão conseguidos resolvendo (3.70) 

para 6j no caso par e 6j no caso ímpar. E então, para o caso da dimensão d ser ímpar 

(3.67), as rotações que comutam entre si, nos impõe, através de (3.70), o seguinte 

ansatz 

u = 

onde é tal que de.^i = 0, ou seja 

6 = / = 1,2,... n — 1 

(3-71) 

(3.72) 

(3.73) 

(a^ + 

mas no caso da dimensão d ser par, a variável extra ^ fica 

(a2 -b 

Para o caso da dimensão d ser par (3.66), as rotações que comutam entre si, nos 

impõe o seguinte ansatz 

u — 5'(pi)e*^j=i 

onde de-pi = 0, ou seja 

Pl = 

(3.74) 

/ = 1, . . . 7T. (3.75) 



onde a e(]ua(,ão (3.70) iini)õe n coordenadas cíclicas 0^ ([iic desaparecerão da cqna(,ão 

ditcrcndal (3.27). Onde as coordenadas Ç c 0. para o caso toroidal cni cpic d = 4, 

são explicitadas no apêndice B. 

3.3 Substituição do Ansatz 

Antes de substituirmos efetivameute o ansatz na ecpiação diferencial (3.27) vale 

lembrar que estaremos trabalhando na soulução estática da equação de movimento, 

ou seja, o espaço efetivo é Euclideano de dimensão igual a 4. Relembrando, a 

Lagrangiana é dada por 

Como ja discutimos anteriormente, existem dois possíveis ansatz. Existem também 

duas maneiras de se efetuar a substitutição do ansatz. A primeira delas é a sub- 

stituição direta na equação diferencial, e a segunda, que é a menos árdua, é a 

substituição na Lagrangiana, onde posteriormente, usando o princípio variacional, 

chegamos a equação de moviemto. Não é óbvio que se processando distintamente, 

com a substituição na Lagrangiana, ou com a substituição do ansatz na equação de 

movimento, se consiga chegar ao mesmo resultado, mas isso se verifica na realidade. 

3.3.1 O Ansatz Toroidal 

Para o caso toroidal temos dois ângulos ^ e y?, duas coordenadas Q definidas em 

termos de quatro coordenadas Cartesianas Xj, ou seja 

-d^ = - Xxdx2 

(3.76) 

onde 

hfxi, = dfjUduU* — duudfjU* (3.77) 

onde 

/ = 1 

/ = (1+un 

{caso do plano) 

{caso da esfera) 

(3.78) 

(3.79) 

A equação diferencial (3.27) para o caso em que d = 4 se reduz a 

E = 2d^h^i, d‘'u + h‘^du- log f — 0 (3.80) 

(3.81) 

(3.82) 
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onde 
^ a^(.r^ + xÍ) 

^ {cP + r'^) 

E o campo u é então escrito como 

E as coordenadas toroidais, dadas no apêndice B, ficam 

Xi = — sinh?7 sin0 cos</? 
Q 

X2 = — sinhr^ sin0 sinc^? 
Q 

X3 = — sinÇ 
Q 

X4 = — sinh?7 COS0 
Q 

2,.2 

C2 — 
(rx 

{(P + P) 1=1 

(3.84) 

(3.85) 

onde 

g = cosh ry — COS ^ (3.86) 

então 

Cl = - tanh^ ry sin^ 0 C2 = ^ tanh^ 77 cos^ 0 (3.87) 

Agora estamos exatamente no ponto onde se efetua a substituição do ansatz. 

Faremos a substituição primeiramente para o caso da esfera, ou seja, quando / = 

(1+ I u p). Procedendo distintamente ou seja, fazendo a substituição do ansatz 

na Lagrangiana, ou na própria equação de movimento, conseguimos para a equação 

(3.80), através do Maple, o seguinte resultado. 

a (^1 - 35^) (sinh^ rj {djjS)^ + (dgS)^ + (5 + ^sinh^ vd^S + dgS^ 

+ (^S + (ydsinh^ r]9r}S + 7^05) = 0 (3.88) 

onde os coeficientes são 

a = sinh^ 77 sin^ 6ml + 

j3 = dr)<y = 2 sinh rj cosh 77 sin^ Orril 

7 = |sinh^ 777721 I sin^cos^ (3.89) 
\ sin f/ j 

Manipulando a equação de movimento (3.88) conseguimos 

sinh^ 77 (^d^g + ^dr,g'^ + d^g + ^dgg = 0 (3.90) 
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onde 

9 = 
1 

(3.91) 
1 + 5(?/.^)2 

E interessante notar qne para o caso do plano, onde / = 1 a substituição do 

ansatz na equação de movimento leva a mesma equação (3.90), com a diferença que 

9 = (3.92) 

Neste ponto devemos atentar para o importante fato da passagem da equação 

(3.88) para a equação (3.90). A manipulação feita nesta passagem permitiu a lin- 

earização da equação (3.88). Como veremos nas seções posteriores, o preço pago por 

esta linearização é a perda de informação no sentido que de que o espaço de soluções 

da equação linear é muito mais abrangente que o espaço de soluções da equação não 

linear. Isso fará com que tenhamos que escolher soluções que mantenham algumas 

características que serão explicadas mais adiante. 

Como salientamos anteriormente, a equação diferencial (3.90) pode ser derivada 

da substituição do ansatz na própria Lagrangiana. E usando o programa Maple 

conseguimos 

h^ = 4m?SÍnh^77SÍn^6> + mf 2/ • 12 ra o\2 , /a o^2^ 
——tt4— -S [smh^ T]{dr,Sy + (deSf) 

sinh'* 7] sin^ 6 

onde q é definido em (3.86). E a Lagrangiana fica 

(3.93) 

. , mf sinh^ ?7sin^ 0 + m| / . , a /a /a /a a.\ 

^ = ÍF = sinh^sin^f» 

onde para o caso do plano, g é dado por (3.92) e para o caso da esfera pela (3.91). 

E usando o princípio variacional conseguimos a mesma equação (3.90), e como 

«5 ÍPi,P2) é função real, g deve estar sujeito as condições, 

para o plano 

para 

9 = S{pup2y 
_ 1 

1 + 5(pi,P2)^ 

9>0 

0<g<l (3.95) 

Podemos checar que o Jacobiano da transformação de coordenadas é dado por 

(Tx = 
sinh^77 sinP 

dg dO d^ dtp (3.96) 

e então a energia estática, ou equivalentemente a ação, é dada por 

m\ sinh^ g sin^ 9 + 
5 = - (27t)" Hdg r 

Jo Jo 
de 

sinh^ g sin 9 
(sinh^ g {dr,gf + (deg^) (3.97) 
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e variando a ação coiisogniiiios a ccjiiação 

siiili ?/ d,, (q d,j g) + sin Q do do g] = 0 
' sin U ' 

a 
(3.98) 

que é equivalente a equação (3.90). Onde q é o mesmo dado anteriormente. 

O cálculo fica muito melhor, se fizermos a seguinte mudança de variável para a 

coordenada rj 

Onde temos que 

^ ^ , 7/ , cosh g - 1 
C = — In tanh - = — In ^  

2 cosh g+l 

âç = — sinh 77 dr^ 

(3.99) 

(3.100) 

sinh 77 = — 
1 , cosh 

cosh 77 = — (3.101) 
sinh C sinh C 

Note que g — 0 (^ = 00 e g = 00 —♦ ^ = 0. Eas coordenadas Cartesianas ficam 

Xi = — smü COS 
V 
^ ■ a ■ X2 = — sina sm 
P 

X3 = — sinhC sin^ 
P 

X4 ® a - COS 
P 

onde 

p = cosh Ç, — COS ^ sinh C, 

E a equação (3.98) é reescrita como 

ôç (fi d(^ g) + do {Et dog) = 

onde 

2 sin^ , 2 sinh C il — mi . , , 4- Tno — 
^ smhC sin 6 

Note que H > 0, então (^>OeO<0<7r. Ea ação (3.97) fica 

5 = - (27r)" dC £ de n {(âc^g)^ + (âogf) 

(3.102) 

(3.103) 

(3.104) 

(3.105) 

(3.106) 
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3.3.2 Solução do Caso Toroidal 

Para resolver a equação diferencial (3.104), usarernos o método de expansão em 

Série de potência. Exiíandimos g em uma série de potências na variável 9 em torno 

do ponto 9 — 7t/2. Como estamos resolvendo uma equação diferencial de segunda 

ordem, temos que especificar o campo e suas primeiras derivadas sobre um dado 

ponto. Escolhemos o campo g em X4 = 0 para ter a forma da função de hopfion 

tridimensional. 

E então iniciamos expandindo g como 

= Y.3n{0 77 
n=0 

7T 

n\ 

com 

9n{C.) = |0=7r/2 

(3.107) 

(3.108) 

Também expandimos dado em (3.105). Entretanto, os termos que aparecem na 

equação são 

onde 

_ coshC ^ de^ cos9 

Cl sinh C sin 0 

^ _ mf sin^ 9 — 1712 sinh^ C 

mf sin^ 9 + 1712 sinh^ C 

Expandindo A, que é uma função par de e. 

(3.109) 

(3.110) 

00 _2n 

Substituindo esta expansão em (3.104) conseguimos um número infinito de equações 

para os p„’s. Entretanto, temos que dar o valor inicial das funções 5o (C) ^ 51 (C), 

determinando o valor de todos os outros p„’s em termo dos dois primeiros, sem 

qualquer necessidade de integração. E então é uma função par de e, e deQ/Q, 

uma função ímpar de e, e então os 5„’s são determinados somente através do 50) e 

de 5i. De fato, através da (3.104) 

,0 
£ ■ 92 = 

93 = e' : 

o2 . COShC^ 

~9^9i + sinh ^ + é^o5i 

-0^92 + + ^?“-“A2^<;5o + 2Aq52 94 
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O Caso 7í?'f = /?í| 

A solução tridiineiisioiial de liopfioii para ??ij = 77?|, 6 dada por 

= / 0?) / = ~r\— = silih C sinh 1] 

Fazemos então go corresponder a tal solução, ou seja 

- 1 _ 1 
1 + /2 cosh^ C 

(3.112) 

(3.113) 

E por comodidade, escolhemos 

g, (0 = 0 (3.114) 

Em [4] se demonstra que é sempre possível utilizar a invariância pelos difeomor- 

fismo de área, de maneira a garantir sempre uma função S real, portanto temos que 

procurar soluções da equação de movimento para S real. Esta é a condição a que 

nos referimos no início da seção quando falávamos da restrição do espaço de solução 

devido a linearização da equação diferencial. Isso justifica o fato de buscarmos a 

condição inicial (3.113), pois esta foi a única escolha a nos garantir um intervalo de 

variação em g sendo 0 < ^ < 1, que é o mesmo que exigir S real. 

Usamos o Mathematica para encontrar os dez primeiros gnS através do algoritmo 

dado acima. O resultado dado pelo Mathematica é da forma 

1 

cosh(C)2 

g2 = —2sech((C)^ tanh(C)^ 

^4 = 4 (—5 + cosh(2 C)) sech(C)^ tanh(C)^ 

ge = —4 (123 — 56 cosh(2C) +cosh(4C)) sech(C)^ tanh(C)^ 

P8 = 4 (-5786 + 4047 cosh(2 C) - 246 cosh(4 C) 

+ cosh(6C) ) sech(0® tanh(C)^ 

= -4 (450995 - 408364 cosh(2 C) + 46828 cosh(4 C) 

— 1012 cosh(6C) + cosh(8C)) sech(^)^° tanh(0^ 

(3.115) 

(3.116) 

Com a escolha (3.114) segue que os g^s de índice ímpar se anulam 

92n+\=0 n = 0,1,2,3,4 (3.117) 

Pode-se verificar, nos gráficos no apêndice F, que a exigência 0 < ^ < 1 é satisfeita. 
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3.3.3 O Ansatz Polar 

No caso do ansatz polar as coordenadas do espaço-teinpo são dadas por 

X] = Pi COS 01 

X2 — Pi sin0i 

X3 = p2 COS 02 

X4 = P2 sin 02 

E o ansatz é escrito como 

(3.118) 

(3.119) 

Analogamente ao caso anterior, substituindo o ansatz (3.119) na equação diferencial 

(3.80), conseguimos usando o Matematica a equação 

PiP2 {rn\pl + mlpfj g - {rn\pl - m\pfj {p2dp, - pidp^)g = 0 (3.120) 

e da mesma maneira a equação diferencial tem a mesma forma, tanto para o caso 

do plano / = 1, quanto para o caso da esfera / = (l+|Mp)^,eas condições a que 

o g devem estar sujeitas são 

para o plano 

para a esfera 5^ 

9 = S{puP2f 
1 

9 = 

0 > 0 

0<p<l (3.121) 
1 + s{pi,p2Y 

Para este caso, o cálculo da substituição do ansatz na Lagrangiana não é tão árduo 

de se fazer a mão, e conseguimos 

,2^2 I 

P\p2 
Xmlpl + mlpj) 

-2- 2 2 
0102 

((s,.s^)N (3.122) 

e finalmente a Lagrangiana fica 

^ (3.123) P1P2 

e usando o princípio variacional, encontramos a mesma equação diferencial (3.120). 

Notemos que na equação (3.120), o operador do segundo termo corresponde a 

rotação no plano (p\,P2), e isto nos sugere fazer a seguinte mudança de variável 

0 < 0 < - 
- - 2 

Pi = r COS 0 p2 = r sin 0 (3.124) 
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E ont ru) 

dr = COS 9 + siii 6 dp^ 

de = —r sin^ôpj + rcos^ô, ■'P2 (3.125) 

ou 

p sin 0 C7pj = COS 9 Or Oe 
r 

.np,COs9 
Op^ — sin 9 0r -i Oe 

E finalmente conseffuimos 

(3.126) 

P2dp^ — Piôp2 = —de 

+ -9r + :^dg (3.127) 

e então a equação (3.120) fica 

A = 

. ^ rsO\ SÍU^ 9 ~ 171^ COS^ 9 ^ ^ ^ 
sin9 COS9 (r^d^ + rdr + dg) g 2 ■ 2a , 2 ^ = 0 (3.128) 

'' ^ m\ sin 9 + 7712 cos'^ 9 

Note que manipulando alguns termos da equação (3.128), conseguimos 

1 7Tl\ sin^ 9 — 7712 ^ _ 2 7n\ — 7712 ~ + ^2) 29 

sin 9 COS 9 7n\ sin^ 9 + ní^ cos^ 9 sin 29 t7i\ + 7712 — {7n\ — 77Í2) cos 29 

= (3,123) 
sin 29 

e a equação (3.128) fica 

+ 7dr) g + dgg + ^ dgg = 0 (3.130) 

onde 

A - "^1 + "^2 - 0^1 - ^2) COS 29 ^ sin^ 9 + cos^ 9 ^ ^2^ ^2^ ^3 ^3^^ 
sin 29 

Introduzimos 

e então 

r = e 

d, — 7dr 

sin 9 COS 9 

d7 , 
— = az 
7 

dl = 7dr + 7^ dl 

Pi P2 

(3.132) 

(3.133) 

E a equação (3.130) fica 

dlg + ^ deg = 0 dz (A^zp) + dg {^dgg) = 0 (3.134) 

E ação pode ser escrita como 

roo / o o\ 
5 = - (277)" dz d9 A {{d,gf + {degf) (3.135) 
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3.3.4 A solução por separação de variáveis para o caso polar. 

Noste caso, como veremos, é ])ossível introduzirmos a separação de variáveis, e en- 

contrar a solução analítica para a equação diferencial (3.128). O problema é cpie 

a solução por separação de variáveis, como veremos adiante, não nos garante a 

condição 0 < g < 1. De qualquer forma, encontraremos as soluções separáveis, e 

posteriormente partiremos para o cálculo no Mathernatica, para calcular soluções 

em termos de uma expansão em série de potência, que facilita a procura de soluções 

com as condições exigidas acima. 

A equação (3.134) é separável. Consideremos 

g(z,0) = H(z)J(0) (3.136) 

e da equação (3.134) conseguimos 

d^H-Á^H = 0 (3.137) 

d^J + ^ deJ + Á^J = 0 (3.138) 

onde é a constante introduzida na separação de variáveis. 

As soluções da equação (3.137) são 

H = 3-C2e~^^ para A real (3.139) 

H — cz + CiZ para A = 0 (3.140) 

H = -I- para X = iuj, e u real (3.141) 

para a parte angular, notemos que a equação (3.138) pode ser reescrita como 

d^J — cotg 6 deJ + —J = 0 (3.142) 

e fazendo a mudança de variável x — cos6 conseguimos a equação 

Esta equação possue solução dada pela série de potência 

OO 
J=Y, CnX^ (3.144) 

n=0 

A série converge para vários valores de A. A relação entre os coeficientes de expansão 

são 
n(n- 1) - ^ 

(n -H 2) (n -t-1) 

e os valores de A para os quais a série trunca são 

(3.145) 
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X^ 

A2 

A2 

A2 

0 

8 

24 

48 

80 

.1 = COS 20 

J = sen'^ 20 

.1 = COS 20 sen~ 20 

J = l-6cos^ 20 + Ocos"^ 20 

J = COS 20 10 g cos^ 20 + |cos^ 20 

Podemos verificar que soluções deste tipo não satisfazem as condições discutidas 

para g. A solução aceitável será conseguida na seção posterior, em termos de uma 

expansão em série de potência. 

3.3.5 A Solução em Série para o Caso Polar 

E então iniciamos expandindo g como 

9Íz,0) = ^gn{z) — e = e-- (3.146) 
  n Tí. ri n=ü 

com 

9n (z) = d^g (z, 0) |e=^/4 (3.147) 

onde a equação para o caso polar é 

õ^g + õgg + Adeg^O (3.148) 

lembrando que 

A = 
mf sin^ 0 — m\ cos^ 0 

sin 6 cos 9 m\ sin^ 0 + cos^ 9 

e a expansão em A, onde e = 9 — ^ é indicada como 

A (s) = Ao + AiS + A2— + ... 

(3.149) 

(3.150) 

onde 

^ I „„ (3-151) 

Substituindo a equação (3.146) em (3.148), com a expansão (3.150), conseguimos 

calcular as potências em e 

: dygQ{z,9) + g2{z,9) AQg\{z,9) = fl 

: dy gi {z, 9) + g^ (z, 9) + Ao g2 {z, 9) + Ai g\ {z, 9) — 0 

: dy g2 {z,) + g4 {z, 9) + Ao ps (2,9) + 2Ai p2 {z, 9) + A2 g\ {z, 9) = 0 
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Toiiiainos o valor inicial irara os campos com f/o = ^arccotg (e*) o f/i = 0. Implemen- 

tando este processo no Mathematica obtemos os primeiros dez termos da ex])ansão 

para os casos onde (?7ri 17772 = 1)? {ina = 1'^'-2 = 2), {ni] = 2ni2 = 1). (777i = 

2 7772 = 2): 
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nij = 1 ni2 = 1: 

(Ji = 

9-i = 

96 = 

9s = 

9io — 

-2er 

7t(1 + e'^")2 
(-1 + e^^) 

___(_3 + 5e--5e- + 3a-) 

——- 1482e^^ + 2308e^" - 2308e^" + 1482e^' - 50e^^^) 
7t(1 + 

, , .J-1Q09 + 7123e^" - 1319376-^" + 1924916^^" - 182491e^" + 131937e 
7t(1 + 

-71236^2^ + 1009e^^^) 

. (-52463 - 8043296^^ + 3381620e^" - 38453636e®^ + 50310158e®^ 
7r(l + e2^)io^ 

-50310158e^°^ + 38453636e^^^ - 33816206^“^^ + 804329e^®' + 524663e^®^) 

mi = 1 m2 = 2: 

g7 

-2e‘ 
(1+e^ TT 

-12e 
5(l+e2^^5r 

6e‘ 
25(l+e^^)*Tr 773- (-39 + 161 - 161 + 39e®^) 

24 e 
125(l+e2^)''7r 

2e^ 
125(H-e2')“jr 

+ 18943 6^°^) 

12 e» (_ 
625{H-e2^)“7r ^ 

+67693 e^°^) 

5-^ (-209 + 391 - 391 + 209 “ * l “TT ' ' 

(-18943 - 119949 + 138994 - 138994 + 119949 

625(ílÍ-fn (-67693 - 480759 + 306934 - 306934 + 480759 e®^ 

g® = 3i25(i+e^+';; (-8533901 - 93118105e^" - 570630909e‘^^ + 521953295e^^ 

-521953295 e®^ + 570630909+ 93118105 8533901 

g9 = , (-3163741 + 2554295 6^^ + 177605331 - 164112705e®" 

+ 164112705e®^ - 177605331 - 2554295e^^z + 3153741 gi4z ) 

gio = (-24882886133 - 145864227731 - 201217846660 ( l“pC I 7T 

+3066862965076 e®^ - 4110500529862 e®^ + 4110500529862 

-3066862965076 e^2z 4. 201217846660 + 145864227731 

+24882886133 e^®^) 
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lUi = 2 ni2 = 2: 

(-1 + e2") (l+e^^y-rr 
6e^ ^ (-3 + 5e2^ - Se**" + 3e®") (l+e2^)“7r 

gg = (50 e" - 1482 " + 2308 e^ 2308 e^" + 1482 e**"-50 e"" 
67t 
2e^ 

T- (-1009+7123e2"-131937e**"+182491e®"-182491e^"+131937e ” TT ' (l+e2^)»7T 

-7123 + 1009 e*^") 

102 

,8 z 
gio = (-52463-804329e2^ + 3381620e^"-38453636e®" + 50310158e 

-50310158 e***" + 38453636 - 3381620 e***" + 804329 e*®" + 52463 e*«") 

mi = 2 m2 = 1: 

g2 = 

g3 = 

g4 = 

g5 = 

g6 = 

-2e‘ 
{-l + e^n (l+e^^)^ TT 

 12 / i I „2z\ 
5 (l+e^*^ TT ' ' 

25(i+g.)^-;^ (-39 + 161 e2" - 161 e^" + 39e«") 

(-209 + 391 e2" - 391 e^" + 209e®") 

—, ,6 (-18943 - 119949 e^" + 138994 e^" - 138994 e®" + 119949 e®" 

+18943 e*°") 

g7 = (-67693 - 480759e^" + 306934e^" - 306934e®" + 480759e^" 

+67693 e*°") 

g8 = (-8533901 - 93118105e^^ - 570630909e^" + 521953295e^" 

-521953295 e®" + 570630909 e*°" + 93118105 e*^^ + 8533901 e*^") 

g9 = rr—(-3163741 + 2554295e2^ + 177605331c'*"- 164112705c®" 

+164112705 e®" - 177605331c*®" - 2554295 e*^" + 3163741 e*'*" ) 

gio = 78125(i+&y**7 (-24882886133 - 145864227731 e^" - 201217846660 c'*" 

+3066862965076 e®" - 4110500529862 c®" + 4110500529862 c*®" 

-3066862965076 e*2" + 201217846660 c*''" + 145864227731c*®" 

+24882886133 e*®") 

onde os termos ímpares da expansão para os casos em que rrii = m2 são nulos. 

Notemos a semelhança entre os termos de expansão para os casos mi = l m2 = 2 

e mi = 2 m.2 = 1. A única diferença existente são os sinais do terceiro e do nono 

termo no primeiro caso, e do quinto e do sétimo no segundo caso. 
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Percebemos iio a])êndiee E, que o ob jetivo de garantir g bem definido no intervalo 

0 < ^ < 1 foi alcançado. 

Várias outras tentativas foram feitas com relação a escolha da função inicial (/o, e 

também coni escolhas gi ^ 0. Todas se mostraram infrutíferas no sentido de garantir 

a convergência no intervalo 0 < í7 < 1. 

3.3.6 O Cálculo da Ação 

Para o cálculo da ação vamos analizar primeiramente o caso polar. Como vimos a 

ação pode ser escrita como, 

S = - {2n)^ J Jq ^ + (deg)^^ (3.152) 

Fazendo uso da equação de movimento (3.134), podemos reescrever a ação como 

um elemento de superfície, 

S = - (27t)^ Í dz f de {dz (A g d^g) + de{hg deg)) (3.153) 
J—oo JO 

integrando em z e 6 conseguimos 

S = - {2nf dzAg d.g IK^oo + dz A g deg (3.154) 

Foram feitas várias tentativas para calcular a integral acima usando os resultados do 

Mathematica para a solução em série truncada em uma dada ordem. Percebemos 

que para a expansão até ordem vinte por exemplo, o valor da ação oscilava entre 

zero e infinito com pequenas variações dos pontos ao longo do contorno em (3.154). 

Portanto não é possível concluir nada a respeito do valor da ação utilizando o método 

da expansão em série de potência. Acreditamos que para este cálculo devemos usar 

alguma outra ferramenta algébrica. Os cálculos do caso toroidal são análogos. 



Apêndice A 

Projeção Estereográfica e a Forma Volume na 

Esfera 

A.l Projeção da Esfera no Plano 

Dado um sistema carteziano de coordenadas x,y e z. Considere uma esfera 5^ 

centrada na origem com vetor normal n onde = 1, e as projeções são 

Ux = sin 6 COS 0 

riy — sin d sin 0 

Uz = COS 6 

Figura A.l; projeção estereográfica 

57 
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onde tamhéiu temos (iiie 

X = 9 COS 0 

y — dsiii 0 

0 = 1 

Seja, tg^ = ,e 20 + 0 = tt, e (0, 0) um ponto sobre a esfera S^, correspon- 

dendo a um ponto sobre o plano, que é dado por, 

X — sin 0 COS 0 — 9 COS 0 

y — sin 0 sin 0 = 9 sin 0 

onde COS 0 = 1, ou táinbèm de outra maneira cònsêguimòs, 

X = I COS 0 

y = I sin 0 

onde — = ■ — unue, 2 i_cos0 

Definindo a quantidade 

u - 
Tlx -|- ZTly 

1 - n. 

e então, 

rix + sin 0 ,. ,. 2 cos f sin | 0 
=   ^ =     exp{i0) = = cot - exp{i0) = x + ty 

l — Uz 1 — COS 0 2 sin ^ 2 

(A.l) 

(A.2) 

2^_n|^_ 1-n^ {1-Tiz)^{l + nz)‘^ 1 + Uz 

(1 - 72^)2 (1 - n^)2 

então 

finalmente conseguimos. 

1+1 u r = 

(1 - n,)2 

2 

1 - n. 

1- I w I = 

l — Tlz 

—2nz 

1 - 

TIt = 

= 

riz = 

u + u* 

1+ 1 u I 2 

—i{u — u*) 

1+ I tt I ^ 

l»r-l 

1-f- I tí I ^ 

(A.3) 

(A.4) 

(A.5) 

(A.6) 

(A.7) 

(A.8) 

(A.9) 
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(AJO) 

e então lun dado ponto h da esfera de coordenadas é niapeado no plano 

complexo por W através da equação (A.2) e equação (A. 10). On seja, dado um 

ponto no plano complexo de coordenadas (x. y), determinamos univocamente W, 

que por sua vez determina univocamente n, que define um ponto sobre esfera S^. 

A.2 A Forma Volume 

A forma volume sobre uma dada esfera é definida da seguinte maneira, 

Primeiramente definiremos K = , A = u + u*, B = —i(u — u*) e C = 1— | it p. 

Calculando termo a termo a equação (A.11), conseguimos, 

V^u = n- {df^n X d^n) (A.ll) 

d^n = d^K{A,B,C) + K{d^A,d^B,d^C) 

d^n X d,n = [d^K{A, B, C) + K{d^A, d^B, d^C)] x [d,K{A, B, C) + 

+K{d^A,d^B,d^C)] 

= Kd^,K[Bd^C - CduB, Cd,.A - Ad,.C, Ad,.B - BÕ,.A] + 

Kd,.K[d^.BC - d^CB, d^^CA - d^AC, d^AB - d^,BA] + 

K^[df,Bd,.C - d^Cd,.B, d^Cd,.A - d^Ad,.C, d^Ad,.B - d^Bd,.A] 

e então 

n ■ {d^n X a^n) - K^[A{d^Bd,.C - df,Cd,.B) + B{d^Cd,.A - d^Ad,.C) + 

-\-C{d^Ad,.B - d^Bd.A)] 

= K^[{u + u*)i{u + u*){d^udi,u* — di,udf.u* — 

—i{u — u*){df.ud,.u* — duudf^u*) + 

+(1— I u \'^)2i{df.uduU* — d,.ud^u*) 

————{df,ud,.u* - d,.ud^u*) 
(1+ I u p)^ 

(A.12) 
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A.3 A Forma Area no Plano 

No caso do plano a íonna arca é dada por 

onde 

pois 

= d^,fi X duh 

1, 
n = (x, y,0) = -[uV u*, -i{u - 0] 

X = -(^u + u) 

y = y(w-w*) 

e então conseguimos 

= dfji X d^h = - 2i{dfjudi,u* — d^udfjU*) K 

(A.14) 

(A.15) 

onde K é o vetor unitário normal ao plano. 



Apêndice B 

As Coordenadas Toroidais 

Estamos interessados em fazer a seguinte mudança de variável (xi,X2,a:3, 

(77, C, 6, (f), através da seguinte definição, 

-de, 

-de2 

onde, 

^2^X1 ^\dx2 

^{xidx, + o;2i9x2 + ^Adxi) + -^{a^ + xj - xj - - xDdx^ 

6 = 

».2 

a^{xl + X2) 

(a^ + 

a^xj 

{a? + r‘^Y 

x“^ + X2 + xl + xl 

e a é uma constante. 

E então através das equações, equação (B.l) e equação (B.2), conseguim 

dxi dx2 dxs dx4 
= -X2 = 

Õ9i ddi 861 86\ 

e o nosso primeiro resultado pode ser resumido como 

Xi=ãcos^i a;2 = ãsin02 

= 0 

onde a > 0 e independe de 6\ 

No mesmo sentido usando a equação (B.2), conseguimos 

8x\ X\Xz 8x2 X2X2 8x4 

862 a 862 a 862 

X4X3 

X4) -> 

(B.l) 

(B.2) 

(B.3) 

(B.4) 

(B.5) 

DS 

(B.6) 

(B.7) 

(B.8) 

(B.9) 

61 
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c então substituindo o i)iiuieiro bloco da eciuação (B.7) no primeiro bloco da cípiação 

(B.8), conseguimos 

.-r-i 

e a seguinte derivada nos dá 

dã 

d$2 ^ a 

OI — 9ã 

302 ol a 

Usando a terceira equação do bloco(B.8) conseguimos 

d In X4 

362 a 

(B.IO) 

(B.ll) 

(B.12) 

e portanto 

3\n^ 
d°L. 

302 
E± = ^ ^ _ ,^^1 

— ã 862 X4 ã X4 862 X4 302 X4 
^ £4^ 1 ãX3 ^ 1 ãxs^ _ ^ 

a X4 a X4 a 
(B.13) 

ôln^ 
portanto é independente de 62, lembrando que a é independente de 0i, con- 

ain-^ 
seguimos independente de 61 e 62- E então podemos escrever 

ã = a X4 = P • f 

com a e P independentes de 61 e 62 e f independente de 64. 

Substituindo a equação (B.IO) na equação (B.14), conseguimos 

fX3 

(B.14) 

K 
302 a 

Usando os resultados, equação (B.7) e equação (B.14), conseguimos 

—Xi — Xcy — Xa -a^f - P^f 

e a equação (B.9) fica 

Usando a equação (B.15), conseguimos 

dlnf _ _X3 

302 a 

3‘^lnf 13x3 

302 a 302 

(B.15) 

(B.16) 

(B.17) 

(B.18) 

(B.19) 
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I)oitaiito 

e finalniente 

0^ lll 1/2 2 2 r’2 j2 r'2\ 

Lembrando que / depende de 62, vamos definir 

/ = - = «? 
Q 

-1 

e a equação (B.21) fica 

52 Inç 

~dÕ7 

1 

1 

2 

/ 2_^ 2/^ln9^2 Oi‘^+P^ {a + a ( ■) - 

-(l + (^)2 

Ô02 ' Q 

q" + /3" 

) 

o3q^ 
) 

definindo 5“^ = a equação (B.23), fica 

d^nq 1 

392 

mas temos que 

Q Q 

Usando a equação (B.25) na equação (B.24) conseguimos 

-d^ng = ;^(1 +(dlng)2 - ^) 

^ 
% 9 

1, ^ 
õ(l + (-^) -75) 

-qSq + {dqf = 

e finalmente 

gd^g- i(dg)2 = - g^) 

e então a equação (B.26) nos da uma equação diferencial para a variavel g. 

Vamos tentar, na equação (B.26), uma solução do tipo q = x — cosd2) 

substitutindo q = x — cosd2 na equação (B.26), conseguimos 

— - cos^ 62 -- sin^ 02 = -((5^ — x^) = — i 
2 2 ^2^ ^2 

(B.20) 

(B.21) 

(B.22) 

(B.23) 

(B.24) 

(B.25) 

(B.26) 

e então 

(B.27) 

e portanto 

X = \/d^ + 1 (B.28) 



13. /lo ^\?\yi’íi\?jicíCÍcío Xoi’Oiíicíio V-i 

e fiiialinoiito 

q = \/ô'^ + 1 — COS 0-2 

Voltando i)ara a equação em x^, temos 

dx3 ^ _a ^ 

d02 2^ a2 

E então definindo a nova 

^ = 1 
a q 

variável 7 como sendo 

1 dX3 
 = A(i) 
a d02 802 ^ q 

e então 

1 8x3 

a 802 

4 -s" 
) 

1 ^7 1 ^ 1 . xl S'^. 
~ãã ^sm6>27 = “õ(l + “V“^) q 802 q^ 2 q^ 

(B.29) 

(B.30) 

(B.31) 

y/6‘^ + l- COS02^^ — 7sin02 = + 1 4-cos^ 0 - 2cos0\/á2~+T + 7^ - 5^)(B.3Í 
UU2 UU2 ^ 

e então escolhendo 7 = sin 02 conseguimos que a equação (B.32) seja satisfeita 

■v/á^TT COS 02 — COS^ 02 — sin^ 02 = —^(1 + COS^ 02 — 2cos02\/á^ + 1 + sin^ 02) 

-1 = -1 

e até agora podemos concluir que 

x\ = a COS 01 

X2 = ã sin 02 

7 X3 = a- 
Q 

X4 = Pf 

onde a = af, f = -y = sin 02 e conseguimos 

Xi = — COS 01 
Q 

X2 = — sin 02 
Q 

X3 = 
Q 

P 
X4 = — 

q 
(B.33) 
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não esqnec:eiido que q = \/ó‘^ + 1 — cos^2 

Trabalhando nni i)ouco coin as variáveis consegninios 

7-^ = Xj + xl + X3 + X4 
Q Q 

COS 6\ -\—- sin ôi-\—- sin 62 + 

a" a . 2Z, 
H—5" sin 62 : 

g"' q- 
q,2 ^2 q2 

+ — sin 6>2 
g2 ç2 

= — ( ^— + sm 62) 

e então 

a 
a^ + C = -(<5^ + sin^^2 + g") 

= ^ ((5^ + sin^ 62 + + I + cos^ 62 — 2\/(52 + 1 cos ^2) 

a 

ç2 

2a^ 

(2<5^ + 2- 2\/á2Tl COS02) 

—+ l(\/<52 + 1 — cos 62) 
Q 

= 
g2 

2,2 ^ 
^1+^2= ^ g2 

^2 = ^ 
^4 = o 

relembrando a definição 

2 ^Í + ^2 ^1 = a 
(o2 + r2)2 

2 2 
í = -2 
^2 “ (a2 + r2)2 

Substituindo as Equações(B.33)nas coordenadas ^1, ^2, conseguimos 

,•2 
= 

^2 = 

4a2(52 + 1) 

/?2 

(B.34) 

(B.35) 

(B.36) 

(B.37) 

(B.38) 

(B.39) 

(B.40) 4a2(52 -|_ 1) 

onde Q e P são independentes de 6\ e 62, e então definimos a = asmhrjsin^ e 

P = a sinh 77 cos^ e então 

^1 = - tanh^ g sin^ (f) 

^2 = ^ tanh^ g cos^ (j) 

(B.41) 

(B.42) 
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coui a definição de o e /3 conseguimos para as eqnações(B.33) 

T] = - sinli 7/sin 0COS 0] 
(I 
a 

X2 = — sinh 7] sin 0 sin di 
Q 

X3 = - idiLésin 62 
q 

X4 = — sinh 77 COS 0 
q 

lembrando que 

q = \/5'^ A \ — COS 62 

= cosh 77 — COS O2 

(B.43) 

(B.44) 

(B.45) 

(B.46) 

(B.47) 



Apêndice C 

O Cálculo da Quantidade ÔVV ^ 

Queremos calcular a quantidade 

fZ7T 
ÔVV~^ = dTV{ÔT)V-\ (C.l) 

Jo 

e para isso é preciso calcular a quantidade ST. As quantidades envolvidas são, 

T{B,A,t) = j daW-'^Bf,„W 
dx^ dx'' 

da dr ’ 
(C.2) 

dW 

da 
+ Afx 

dx>^ 

da 
ly = 0, (0.3) 

dW-~^ 

da 
W-^A^ 

dx>^ 

da 
= 0, (C.4) 

ÔW~'^ = -W-'^ {ÔW)W-\ 

Variando a eq.(C.2), obtemos 

(0.5) 

ST 
= / 

da SW-^B,,^W 
dx^ dx^ 

+W~^5B^,W 

da dr 

dx^ dx'' 
+ 

da dr 

+iy ^B^JW-  
da dr 

1 ^^dSx^dx’’' 
+W-^B,,W-——- 

da dr 

da dr 

e podemos reescrever 

67 
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òT 
- I 

da -ir-' {SW)W-^Bf„AV 

+W-^dxB,Jx^W 
dx^‘ dx^ 

da dr 
dx^ dx’' 

+W~^B^,W 

dôx^ dx'" 

da dr 

dx^ dõx^ 

da dr 

dx>‘ (/.r" 

da (ÍT 
(C.6) 

(C.7) 

(C.S) 

(C.9) 

(C.IO) 

Agora, trabalharemos com os termos individualmente. Podemos agora reescrever 

o termo (C.9) utilizando a seguinte igualdade 

= A 
da dr da 

dr'' \ d í 
W~'^B^,Wôxf^— 1 - ôx>^— I W~'^B,,JV 

dx''' 

dr da 
'flU * 

dr 
(C.ll) 

e o termo (C.9), pode ser reescrito como 

f2TT 
/ da 

Jo 

r2ir 
/ da 

Jo 

dôx>^ dx'' 

da dr 

[w-'^B^,W 
dôx^ dx'' 

da dr 

e o primeiro termo se anula pois estamos mantendo a borda fixa nos extremos, ou 

seja, 

6x^ (0) = 6x^ (27t) = 0. 

Trabalhando um pouco com a eq.(C.12), 

(C.13) 

rfi"' 

dr 
nu 

d ( dr'' \ 
— \^-^B,,W—\ = W-^{AxB^,^dxB^,-B^,Ax)W 

dx^ dx'' 

da dr 
+ 

dWdx'' 

da dr 
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d'\: 

dadr 

„ = >r- . 1.4.B,A) 

. dx^ dx’' 

finalmente obtemos o termo (C.9) 

/'27t / \ /'27t é 

r2n ^2„1/ 

- I (C.14) dadr 

Só para lembrar, estamos em busca do cálculo explícito do termo, 

f2n 
ÔVV-'^ = / drV (ÔT) 

Jo 
(C.15) 

onde a variação ST foi dividida em quatro termos. Analizando agora o quinto 

termo integrado em r. Usando a eq.(C.15) e o quinto termo (C.31), conseguimos 

I T^/ \í I TT7—1 7-. rrrdx^ dÔx’'\ ^ ^ , ,_1 
Io = 

r2ir r2ir í i\ 

= /„ )• 

sabendo que 

V{r) W-^B^^W- 

(C.16) 

,dx^dSx'',,, 1 d 

da dr 
-V{rV- {t)W-^B^,W^ôx''V - 

(j ( -1 \ 
-ôx''—[y{T)W-^B^,W—V{r)-^\ (C.17) 

a eq.(C.16) fica 

/■27T /'2tt Í dnr^ 

L do[v(r)W-^B^W-—V(r) 
-1 

/*27T r27T /j / cÍT^ 1 i 

= -I KM-1 + dr 

a27T dx^ \ 
daW-^B^,^W—5x^\v{r)-^ (C.18) 

Antes de desenvolver o último termo da eq.(C.l8) faremos uma pequena pausa 

para calcular o termo . Para isso partiremos da equação 

dW , „ 
+ .4„—VP = 0 

da da 
(C.19) 
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dw-^ dxf 
= 0. (C.20) 

dôx^ 

da' 
(C.21) 

da da 

Variando a eq.(C.19) e utilizando a eq.(C.20) conseguimos 

W-^ÔW = ~ £ da'W-^s(^A,,^'^W = 

= - £ id.A/^SC + A, 

integrando por partes o segundo termo da eq.(C.21), e fazendo algumas manip- 

ulações, conseguimos 

^iiU 

ly-W = / da'W-\d^,A,-d,A^-\-[A^,A,])W-—ôx^- (C.22) 
70 da 

- W{a)-^A^W{a)Sx>^. (C.23) 

S = Sr-^, (C.24) 

Fazendo 

obtemos da eq.(C.22) 

.-idW 

T„(F) 

w- 

^dW 
ly- 

dr 

dx''dxf'- „,_i . .rrdx^'- 

dr 
dx^ 

dr 
= T, (F) - W-^A^W 

e então 

dW dx>^ 
= wn (F) - A^fy 

(C.25) 

(C.26) 

(C.27) 
dr ■■ ^ dr ’ 

que é o que eu queria calcular. 

Fazendo uso das equações, eq.(C.22) e eq.(C.27), podemos calcular explicita- 

mente o termo ^ (r) (r)~^ j que proporcionara o cálculo explícito 

do primeiro termo da eq.(C.18). Portanto, 

^{v(r)W-^B^W<!£v(rr) = 

y(r) 
dW -1 

da 

dr da 

,dx^. 
B^,W'^V (r)-' -h y (r) (r)"' 4- (C.28) 

dr ^ da dr da 
d\\^ dx^ 1 dPx^ 

+ r (r) W-^B^--V (.)- + K (O W-'B,.W—V (.) 

da dr 

-1 

(C.29) 
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e cada uni dos tonnos pode ser reescrito como 

Tr V w- + 

+ K (r) - T, (F) (r)"' + 

+ V (r) (r)-' + 
ar acr 

+ V (r) (WT, (F) - (r)-' + 

+ V (r) W-^B^,Wj^V (r)-' - V (r) W~^B^AV—T2.V~\ 

Rearranjando os termos conseguimos 

dx^ dx^ 

dr der 

(C.30) 

R-' + ^ (r) W-^B^,W^V (r)-'j = RR/-» F^.]) W 

+y ([t2, (f) - n (F), tF-iF^,iy]) 

e finalmente podemos escrever o primeiro termo da eq.(C.18) explicitamente: 

/•27T /*27t W / rlnr^ t \ 

/*27t /*27r íí^v^ 

- l + — - 
/•27r /•27T . - dr^ 

- drj^ daV[T2.{B)-TAF),W~'^B^,W]V-'^—ôx‘'- 

/•27T r2n d?T^ 
- dr daVW-'^B^^WV-^——5x‘'. (C.31) 

Jo Jo — drda 

Temos que ter bem em mente que T2,r (F) e V não dependem de a, mas T2n sim. 

Analizando agora o termo (C.6)+(C.8), conseguimos 

/•27r / íf^T^ 
da\^-W-^ {5W)W~'^B^,^W -^W-^B^,ÒW ' 

da dr 
r2n 
jj da \w~^Bf,^W, W~HW] 

da dr j 

dx^ dx'' 

da dr 

Para calcular esse comutador precisamos utilizar a eq.(C.22), então, 

dx^ 

(C.32) 

W-^5W] = W-^B^^W, £ da'W;,^FpxW„>^5x^ - W-^^A^WSx^ 

- W-^B^^W,W-^AxW6x^] + ^W-^B^,W, £ da'W~,^Fp^W^,^ôx^ 

r<7 
= -W-^[B^,,Ax]Wôx^+ W-^B^,W, da'W;^FpxW,,^Sx^ 

Jo da' 
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c a eq.(C.32) fica 

r2TT . „ 1 -T,rl 
B,J]\\V-^Ò\V 

J a(7 ar 

r27T fJxV (1'T^'' 
= -J^ daW-^[B,,,A^]Wôx^ ' 

r2-K ra (jrpP 
+ J^ da W-^B^AV,,J^ da'W;^FpAV^>—ôx 

da d.T 

dx^^ dx'' 

da dr 
(C.33) 

Agora, de posse das equações, eq.(C.33), eq.(C.31), eq.(C.14), e do termo (C.7), 

podemos calcular explicitamente a equação 

/•27T / /•27T \ 
5T/F-1 = drV (ÔT) V"' = ^ (r) í daW-^B^^W—6x'^ j V (r)“' + 

/'27t /*27t íÍt"^ 
- dr daVW-^ [B^,, A;,] WV-^Sx^-—— + (C.34) 

Jo JQ da dr 

+ 
r2n |•27r ra , ArpP 

drj^ daV\w;^B^,W,,J^ daW7^F,^W^—Sx^ V- 

da dr 

j dx^ dx'^ 

da dr 
/•2tt r2-n dx^^ dx‘^ 

- dr daVW-^ {d^Bxa + [A^, 5^.]) W"' ——- 
7o 7o dr da 

/'27T r27T p 1 
- dr daV [T2, {B) - (F), W~^B^,W] V~^~ôx'' - 

f2w r2ir 
- / dr daVW-^B.^WV-^^^ôx'' - (C.35) 

7o 7o drda 
r2n r2-K dx^ dxf^ 

- dr daVW-^ {d^B^x + K, B^x]) WV-^—-—5x^ - (C.36) 
7o 7o dr da 

r2-K r2n d^x'^ 
- dr daVW~'^B.uWV-'^——5x>^+ (C.37) 

7o 7o — drda 
r2-K r2-lT d-r^ dx'^ 

+ / dr daVW-^dxB^^WV~'^———6x^ (C.38) 
7o 7o dr da 

onde os termos (C.37) e (C.35) se cancelam pois podemos fazer /r—>i/eí/—^/r, e 

= —Bi,fj,. Reagrupando os termos C.34, C.36 e C.38 e obtemos 

[■2-n ( r2-n dx^^ \ 
ÔVV-'^ = drV {ÔT) y-' = y (r) í y^ daW-'^B^,,W—ôx^ j V (r)"^ + 

r2ix r2ix 
+ /o 7o dcryfy“^ {[Aa, B^u] + dxB^,u + [A^, B^x] + 

+d^B,x + K, Bx^] + d^Bx^^WV-^- r-<5x^ + 

r2-!T r2ir ra dx^ 
+ dr daV / dóWr^F^xW^—ôx 

7o 7o 7o da 
V 

dr da 

1 dx^^ dx'' 

r2% r2ir ^ . dx^ 
- drj^ daV[T2AB),W-^B^,W]v-^—Sx 

da dr 

f'2'K /‘27T j fC 
daV I / dáW-^FauW 

rZn rZ7T ro 
- dr daV 

Jo 7o 7o dâ dr 
,W-^B.,W 

da 
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Tomando, é claro, = Fp\ = 0, ciuc é a condição dc indci)cndência no caminho 

para IT, conseguimos 

r2n ( r2n flv^' \ 
SVV-^ = drV {5T) V'-^ = V (r) í dalV-^B„JV~ôx'' j V (r)“^ + 

r27T r2K 
+ dr daVW-^ + D,B,x + D,B^,,} ITV 

Jo Jo 

-r“^f 
daV 

, dx^ dx''. » 
 or'' — 
dr da 

T2AB)^V-^B,JV] V-^—Sx'^ 

Note ainda que V e T2n (B) não dependem de a portanto, ainda podemos rea- 

grupar os termos e conseguir definitivamente 

f2Tr ( f2-K dx^ \ 
5VV-^ = drV {ST) V-i = (r) í daW~'^B^JV—Sx"'j V (r)"^ d- 

/•2w f2ir ( 
-f- dr daV (r) í -P D^B^x + 

Ax^ dx^ 

dr da 

dxt^ 

ôx^ - 

da 
ôx‘'V (r)-^ 



Apêndice D 

Programa Mathematica 

delta:=(ml^5m[e + Pi/4]^ — rrú?'Cos[e + Pz/4]^) / ((ml^5m[e + Pz/4]^ 

+ m2^C'os[e + Pí/4]^Cos[e + Pz/4]5'm[e + Pi/4]; 

g[k_,z_,e_]:= Sum[f[n,z] e”/n!, {n, 0, A:}]; 

eq[k_,e_]:=D[g[k,z,e],{z,2}]+ D[g[k,z,e],{e,2}] + delta D[g[k,z,e],zj; 

eqexp[k_,n_]:=D[eq[k,e],{e,n}] /. e—>0; 

rule[k_,n_]:=Simplify[Solve[eqexp[k,n]==0,f[n+2,z]],TimeConstraint—>10000]; 

exec[k_,n_]:=Block[{ftest},ftest[n+2,z]=f[n+2,z] /.rule[k,n]; 

f[n+2,z]=ftest[n+2,z][[l]];InputForm[n+2]>>>output.m; 

>>>output.m; 

InputForm[f[n+2,z]]>>>output.m; 

calc[k_]:=Do[exec[k,n],{n,0,k-2}]; 

f[0,z_]:=(2/Pi)ArcCot[Exp[z]]; 

f[l,z]:=0; 
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Apêndice E 

Gráficos para expansão de g em ordem 20 no caso 

do ansatz polar 

Nesta seção analizamos os gráficos tri-dimensionais para uma expansão da função g 

em ordem vinte com variação em 2 de —3 à 3 e variação em e de — | à São feitos 

alguns cortes nos gráficos em g para alguns pontos com e fixo, e alguns pontos com 

2 fixo. O objetivo é ver com um pouco mais de detalhes a variação da expansão 

da função g no eixo z, quando e está fixo, e no eixo e, quando z está fixo. Os 

gráficos da expansão da função g vem sempre acompanhados do gráfico da equação 

diferencial, que foi gerado pela substituição da expansão em ordem vinte de g na 

equação diferencial polax (3.134). 

Segue abaixo os gráficos da expansão de g em ordem vinte, e das equações difer- 

enciais, para as escolhas de {rux = m2 = 1), (mi = 1 m2 = 2), (mi = 2 m2 = 1) e 

(mi = m2 = 2) sempre para o caso polar. 
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Apcmiico E. Gráficos piu n expansão de g cm ordem 20 no cúso do úiisíüz uoinr /f> 

E.0.1 O caso polar ?;? | = ni2 = 1 

Figura E.l; Respectivamente os gráficos da função ^ e da equação difer- 

encial, com variação no eixo 2: de —3 à 3 e variação no eixo 

e de — 7 à — 7 4 4 

Figura E.2: Cortes do gráfico da função g para os três pontos fixos 

(—3, 0,3) em z, com variação no eixo e de —| à —^ 

Figura E.3: Cortes do gráfico da função g para os três pontos fixos 

0, j) em e, com variação no eixo z de —3 à 3 
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E.0.2 O caso polar nii = 1, m2 = 2 

Figura E.4: Respectivamente os gráficos da função ^ e da equação difer- 

encial, com variação no eixo 2: de — 3 à 3 e variação no eixo 

e de — 7 à — 7 4 4 

Figura E.5: Cortes do gráfico da função g para os três pontos fixos 

Figura E.6: Cortes do gráfico da função g para os três pontos fixos 

(“fjOi f) sm e, com variação no eixo z de —3 à 3 



Figura E.7: Respectivamente os gráficos da função 5' e da equação difer- 

encial, com variação no eixo 2 de —3 à 3 e variação no eixo 

Figura E.8: Cortes do gráfico da função g para os três pontos fixos 

(—3,0,3) em 2, com variação no eixo e de —^ à —j 

Figura E.9: Cortes do gráfico da função g para os três pontos fixos 

(—1,0, j) em e, com variação no eixo z de —3 à 3 
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Figura E.IO: Respectivamente os gráficos da função ^ e da equação difer- 

encial, com variação no eixo z de —3 à 3 e variação no eixo 

de -f à -f 4 4 

FiguraE.il: Cortes do gráfico da função g para os três pontos fixos 

(—3,0,3) em z, com variação no eixo e de — ^ à —| 

Figura E.12: Cortes do gráfico da função g para os três pontos fixos 

(—|, 0, em e, com variação no eixo z de —3 à 3 



Apêndice F 

Gráfico para expansão de g em ordem 20 no caso 

toroidal 

Nesta seção são obtidos os gráficos para a expansão de g em ordem 15, 36, e 60, com 

a escolha (mi = m2 = 1) para o caso toroidal. A variação no eixo e é de — | à +| 

e no eixo ^ é de 0 à 3. 

F.0.5 O caso toroidal m\ = m2 = 1 

3 

Figura F.2; Expansão de g em ordem 36 onde o eixo e varia de — | à 

— I e o eixo varia de 0 à 3 
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Figura F.S: Expansão de g em ordem 60 onde o eixo e varia de — 

— I e o eixo C varia de 0 à 3 

tO
|:í 
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