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RESUMO

Esta tese propde o projeto e implementacdo pratica de um controle #,, robusto aplicado a
alguns sistemas mecéanicos (com foco num sistema de suspensdo ativa), considerando um
unico vetor de ganhos de realimentacao de estados. Uma caracteristica importante, porém, sao
as limitacbes consideradas quanto ao acesso aos estados do sistema. Dois métodos sdo
propostos, um que se utiliza realimentacdo apenas das varidveis de estado relacionadas as
posicdes do sistema e outro que considera realimentacdo apenas das varidveis de estado
relacionadas as velocidades. A estratégia de controle é baseada em desigualdades matriciais
lineares (da sigla em inglés LMI), utilizando também a teoria de ‘D-estabilidade, que permite
ao projetista alocar os autovalores do sistema em malha fechada em uma regido do semi-plano
complexo negativo, 0 que, além de garantir a estabilidade, também garante que certos
requisitos de desempenho do sistema realimentado sejam atendidos. A motivacdo do trabalho
é obter resultados de controle satisfatorios mesmo com acesso limitado as varidveis de estado,
sem a necessidade de qualquer tipo de estimativa das variaveis de estado consideradas
inacessiveis. Portanto, os sistemas de controle propostos sdo opg¢des interessantes como
alternativas para o projeto de realimentacdo de estados de ordem completa para plantas com
parametros incertos usando apenas realimentacao da saida, considerando que ndo € necessario
projetar um observador para estimar qualquer varidvel de estado da planta. Além disso, séo
relativamente mais baratos pelo fato de ndo haver necessidade de se medir todas as variaveis
de estado da planta.

Palavras-chave: Realimentacdo de posicdo. Realimentacdo de velocidade. Controle H..
Suspensdo Ativa. D-estabilidade. Desigualdades matriciais lineares.



ABSTRACT

This thesis proposes a new design and practical implementation of a robust #,, control
applied to some mechanical systems (focusing on an active suspension system), considering a
single state feedback gain vector. An important characteristic, though, is that limitations are
considered for the state feedback. Two methods are presented, one that uses feedback only
from state variables related to positions of the system and another that uses feedback only
from state variables related to velocities. The control strategy is based on linear matrix
inequalities (LMIs), using the theory of ‘D-stability, which allows the designer to allocate the
closed loop system eigenvalues in a negative complex semi-plane region, which, in addition
to ensuring stability, also ensures meeting certain performance requirements of the feedback
system. The paper motivation is to provide satisfactory control results even with limited states
access, without any kind of estimation of the state variables that are not available. Therefore,
the proposed control systems are interesting options as alternative for designing full state
feedback for plants with uncertain parameters using only output feedback, considering that it
is not needed to build an observer to estimate any plant state variable. Furthermore, they are
relatively cheaper because it is not necessary to measure all state variables of the plant.

Keywords: Position feedback. Velocity feedback. #H, Control. Active Suspension. D-
stability. Linear Matrix Inequalities.
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1 INTRODUCAO

A analise de estabilidade e o projeto de controladores para sistemas lineares sdo areas
de pesquisa amplamente exploradas. Este € um campo com indmeras opcdes de técnicas de
controle, sendo que algumas delas usam uma fungdo de Lyapunov, juntamente com
desigualdades matriciais lineares (em inglés, Linear Matrix Inequalities, LMIs) para garantir a
estabilidade do sistema. Exemplos das principais vantagens do uso de LMIs neste tipo de
projeto sdo a insercdo de indices de desempenho (taxa de decaimento, porcentagem de
overshoot, entre outras) no sistema em questdo e o fato de que as LMIs podem ser
solucionadas eficientemente em microcomputadores utilizando softwares ja bastante
conhecidos e difundidos, como mostrado em Gahinet et al. (1995).

Segundo Chen (1999), as pesquisas e publicacdes envolvendo a teoria de Lyapunov
cresceram muito nas décadas que antecederam seu trabalho, sendo ainda hoje uma teoria
muito explorada. Como apresentado em Buzachero (2010), isso abriu um leque muito grande
para diversas abordagens, como analise de estabilidade robusta de sistemas lineares (LEITE et
al., 2004), controle robusto 7, (APKARIAN; TUAN; BERNUSSOU, 2001, ASSUNCAO;
ANDREA; TEIXEIRA, 2007, ROSA FILHO, 2015), controle robusto #, (CHILALI;
GAHINET, 1996, DE OLIVEIRA et al., 2014), projeto de controladores robustos de sistemas
sujeitos a falhas estruturais com realimentacdo das derivadas dos estados (ASSUNCAO;
FARIA; TEIXEIRA, 2008), projeto de controladores robustos de sistemas sujeitos a falhas
estruturais com realimentagdo dos estados (PASCOAL; ASSUNCAO; TEIXEIRA, 2009) e
projeto de controladores baseados em LMIs utilizando realimentacdo derivativa e sistemas
chaveados com estrutura variavel (CARDIM, 2009). O projeto de controladores robustos pode
ser também aplicado para sistemas ndo-lineares (SILVA, 2009).

O trabalho aqui apresentado, por sua vez, aborda um tema especifico, ligado a
limitacdo do acesso as variaveis de estado dos sistemas. Em muitos casos ter-se acesso a todas
as variaveis de estado de um sistema é algo bastante complicado. Uma maneira de superar
esse problema, aplicada muitas vezes, é usar alguma forma de estimativa para esses estados
que sdo de dificil acesso. Além disso, sabe-se que esta estimativa se torna mais dificil quando
a planta possui parametros incertos. No entanto, outra alternativa muito interessante é a
implementacdo de uma técnica de controle que ndo dependa de todos os estados do sistema.
Como exemplo, para alguns sistemas mecénicos o vetor de velocidade ndo é de acesso téo
simples, enquanto que em outros casos 0 problema é ter acesso aos estados das posicOes. A

solucéo deste problema pode, portanto, ser de grande importancia no projeto e implementacéo
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de controle para esta classe de sistemas. Um método para controlar sistemas mecéanicos
incertos, onde ndo ha necessidade de se medir velocidades, por exemplo, torna as
implementacBes mais baratas, algo que ¢é altamente valorizado.

Em Shin et al. (2013) foi realizado um estudo sobre o controle de posi¢do nao-linear
para motor de passo de im&@ permanente usando apenas realimenta¢do de posi¢do, uma vez
que em aplicacBes industriais a medigdo de velocidade ndo tem sido amplamente utilizada
devido a preocupacdo com sua resolucdo ou custo. Em Guerrero et al. (2020) os autores
apresentam um controle de velocidade para motores CC medindo apenas a posi¢do angular.
Avila-Becerril et al. (2016) projetaram um controlador dindmico que é baseado apenas em
medicdes das posi¢Oes das articulacbes e juntas para rob6s de articulacdo flexivel. Também
trabalhando com robds, Faigl e Cizek (2019) desenvolveram um controle de locomocéo
adaptavel para um tipo de rob6 com seis membros para percorrer terrenos irregulares,
utilizando somente realimentacdo de posi¢do. Huang e Huang (2019), por sua vez, projetaram
um controle adaptativo para robds baseado em técnica de aproximacéo de fungdes (do inglés
FAT - function approximation technique) apenas com medicGes de posicdo. Salam (1987)
apresenta um método onde apenas a realimentacdo da velocidade € necessaria para conseguir
0 controle de para rob6s manipuladores. Um estudo que investiga o problema do controle
robusto H,, quantizado para sistemas de suspensdo ativa é apresentado em Li, Gao e Liu
(2011), enquanto uma abordagem diferente é feita em Sun et al. (2014), onde uma técnica de
controle tolerante a falhas é proposta para lidar com o problema de falhas desconhecidas do
atuador de sistemas de suspensdo ativa.

Este trabalho propBe o projeto e a implementacdo pratica de um controle robusto H,
aplicado a um sistema de suspensdo ativa fabricado pela Quanser® (QUANSER, 2009), onde
a realimentacédo de estados é realizada com certas limitacbes. Em um dos projetos apenas as
variaveis de estado das posi¢cOes sdo realimentadas, enquanto no outro somente as variaveis de
estado das velocidades sdo utilizadas na realimentagdo. Em nenhum dos métodos ha
necessidade de se medir ou estimar as variaveis de estado do sistema que ndo fazem parte da
realimentacdo. O controle H,, é particularmente interessante por aumentar a capacidade do
sistema de rejeitar distrbios externos e lidar bem com incertezas politopicas presentes nos
sistemas apresentados, enquanto a teoria da D-estabilidade, usada na implementacdo das
LMls, oferece um maior controle sobre o comportamento transitorio do sistema. Portanto, 0s
sistemas de controle propostos séo opgdes interessantes como alternativas para o projeto de
realimentacdo de estados de ordem completa para plantas com pardmetros incertos usando

apenas realimentacdo da saida, considerando que nao é necessario projetar um observador
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para estimar qualquer variavel de estado da planta. Além disso, sdo relativamente mais
baratos pelo fato de ndo haver necessidade de se utilizar sensores para medir todas as
variaveis de estado da planta.

O software MATLAB®, o pacote Yalmip (Lofberg, 2004) e o solver LMILab foram
utilizados para a realizagdo do projeto de controle aplicando as LMIs. O principal objetivo
deste trabalho é mostrar que mesmo com um acesso de realimentagdo de estados limitado (um
caso particular de realimentacdo da saida) é possivel obter um desempenho de controle
satisfatorio para certos sistemas mecanicos.

O trabalho foi dividido da seguinte forma:

No Capitulo 2 apresentou-se a teoria do controle robusto H,, empregado no projeto do
controlador, citando suas principais caracteristicas, vantagens e desvantagens. E apresentada
também a teoria da D-estabilidade, deixando claro o objetivo para sua utilizacdo no trabalho.

No Capitulo 3 consta 0 método do projeto de controle para sistemas mecanicos via
realimentacdo das posicGes, além de um exemplo de sua aplicacao.

No Capitulo 4 é apresentado o método do projeto de controle para sistemas mecanicos
via realimentacdo das velocidades, também com um exemplo de sua aplicagéo.

No Capitulo 5 consta 0 modelo e principais caracteristicas do sistema de suspensao
ativa fabricado pela Quanser®.

No Capitulo 6 apresenta-se todos os resultados obtidos nas simulagdes (realizadas via
o software MATLAB) e nas implementacOes praticas em laboratorio.

No Capitulo 7 € introduzida a ideia do controlador misto, que trabalha com a
realimentacdo de uma parcela das variaveis de estado das posicdes e uma parcela das
variaveis de estado das velocidades.

Finalmente, no Capitulo 8 sdo apresentadas as conclusbes de todas as atividades

realizadas no presente trabalho.
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2 CONTROLE ROBUSTO H,, E D-ESTABILIDADE

H& muitos anos o controle automatico tem sido indispensavel para o desenvolvimento
da ciéncia e tecnologia, especialmente na &rea da engenharia, devido a sua importancia nos
processos de producdo industrial, na industria aeroespacial, industria automotiva, dentre
tantos outros setores. Dessa forma, o estudo de problemas acoplados a teoria de controle
cresceu muito nas ultimas décadas e uma grande parte destes estudos estdo associados com
analises de estabilidade e com projetos de novos controladores, sendo que parte desses
projetos sdo baseados em LMIs.

Neste capitulo sera apresentada uma breve introducéo as LMIs e em seguida as teorias
por trés do tipo de controlador empregado neste trabalho (controlador robusto H,,). Antes
disso, no entanto, sera introduzido o conceito de sistema linear invariante no tempo (SLIT)
com incertezas na planta, visto que este é o tipo de sistema que sera abordado no projeto dos

controladores desta tese.

2.1 SISTEMAS LINEARES INVARIANTES NO TEMPO COM INCERTEZAS

O estado de um sistema é descrito por meio de um sistema de equacdes diferenciais de
primeira ordem escrito em termos das varidveis de estado. Estas equacGes diferenciais de

primeira ordem podem ser escritas de forma compacta como (DORF; BISHOP, 2001, p. 96):

x(t) = Ax(t) + Bu(t), 1)

sendo x(t) € R™ o vetor de estados, u(t) € R™ a entrada controlada, A € R™" a matriz de
estado e B € R™™ a matriz de entrada controlada. A equacéo diferencial de estado relaciona
a taxa de variagcdo do estado do sistema aos estados do sistema e aos sinais de entrada. Em
geral, as saidas de um sistema linear podem ser relacionadas com as variaveis de estado e com

os sinais de entrada pela equacgéo de saida apresentada em (2) (DORF; BISHOP, 2001, p. 97).

y(6) = Cx(t) + Du(d), )

sendo y(t) € R? a saida controlada, C € R?%" a matriz de saida e D € R?™ a matriz de

transmissédo direta.
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A equacdo (1) é a equacao de estado de um sistema linear invariante no tempo, livre
de incertezas, enquanto a equagdo (2) é a equacdo de saida para 0 mesmo sistema. O modelo
matematico apresentado em (1) é muito usado para descrever sistemas mecanicos, como pode
ser visto em Ogata (2000, p. 27).

Em certos casos, no entanto, a planta do sistema pode apresentar parametros incertos.
Além disso, em alguns sistemas é considerada a existéncia de uma ou mais entradas exogenas,
que influenciam a dindmica das variaveis de estados e das saidas desses sistemas.

Considera-se, entdo, o seguinte modelo para sistema linear incerto invariante no

tempo, descrito na forma de variaveis de estado:

x(t) = A(B)x(t) + B(Bu(t) + H(B)w(t), )
y(@) = C(B)x() + D(Bu(t) + G(Bw(t), (4)

sendo w(t) € RP a entrada exdgena limitada. A(B),B(B),C(B),D(B),H(B) e G(B) sdo
matrizes de dimensdes adequadas que descrevem o sistema e pertencem a um conjunto

convexo de natureza politopica dado por
N
(A,B,C,D,H,G)(B) = Z B;(A,B,C,D,H,G);, fEA, ®)
i=1

sendo que N é dado pela relagdo N = 2%, com @ sendo o nimero de elementos incertos
distintos existentes nas matrizes (4,B,C,D,H,G), e (A,B,C,D,H,G); representam 0s
vértices do politopo formado pelas incertezas. ; sdo parametros invariantes no tempo

pertencente ao simplex unitario A,, definido como

ﬁizl, ﬁiZO, iEKN, KN:{].,Z,...,N} (6)

i

Ay ={,8 € R™:

Supondo que o vetor de estados esteja disponivel para realimentacdo, considera-se a

utilizacdo da lei de controle classica, dado por Boyd et al. (1994):

u(t) = —Kx(t). (7)
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Substituindo (7) em (3) e (4), tem-se o seguinte sistema de malha fechada:

x(t) = (A(B) = B(B)K)x(t) + H(B)w(t), (8)
y() = (C(B) = D(BYK)x(t) + G(B)w(L). (9)

Assim, tem-se em (8)-(9) um sistema linear incerto invariante no tempo em malha

fechada.

2.2 UMA BREVE HISTORIA DAS LMIS NA TEORIA DE CONTROLE

A historia das LMIs na anélise de sistemas dindmicos vem de mais de 100 anos atras.
A histéria comeca por volta de 1890, quando Lyapunov publicou seu trabalho seminal
introduzindo o que hoje chamamos de teoria de Lyapunov. Ele mostrou que a equagéo
diferencial (10) ¢é assintoticamente estavel (ou seja, todas as trajetdrias convergem para zero)
se e somente se existir uma matriz P positiva definida tal que a inequacédo (11) seja verdadeira
(BOYD et al., 1994).

Observacdo 1: As definicdes de matriz positiva (negativa) definida (semidefinida) sdo
apresentadas no Apéndice A, enquanto o conceito de estabilidade de Lyapunov consta no
Apéndice B.

x(t) = Ax (), (10)

ATP + PA < 0. (11)

O requisito P >0, ATP+ PA<0 é o que hoje chamamos de desigualdade de
Lyapunov em P, que é uma forma especial de uma LMI. Lyapunov também mostrou que esta
primeira LMI poderia ser explicitamente solucionada. De fato, pode-se escolher qualquer Q =
QT > 0 e entdo resolver a equacdo linear ATP + PA = —(Q para a matriz P, que é garantida
como positiva-definida se o sistema (10) for estavel. Em resumo, a primeira LMI usada para

analisar a estabilidade de um sistema dinamico foi a desigualdade de Lyapunov (11), que
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pode ser solucionada analiticamente (solucionando um conjunto de equacgdes lineares)
(BOYD et al., 1994).

O préximo marco importante ocorre na década de 1940. Lur'e, Postnikov e outros na
Unido Soviética aplicaram os métodos de Lyapunov a alguns problemas praticos especificos
na engenharia de controle, especialmente, o problema da estabilidade de um sistema de
controle com uma né&o-linearidade no atuador. Embora ndo tenham explicitamente formado
desigualdades matriciais, seus critérios de estabilidade tém a forma de LMlIs. Essas
desigualdades foram reduzidas a desigualdades polinomiais que foram entdo verificadas “a
mao” (pois, desnecessario dizer, eram sistemas pequenos). Ainda assim, eles estavam
justificadamente empolgados com a ideia de que a teoria de Lyapunov poderia ser aplicada a
problemas praticos importantes (e dificeis) na engenharia de controle. Em resumo, Lur'e e
outros foram os primeiros a aplicar os métodos de Lyapunov a problemas praticos de
engenharia de controle. As LMIs resultantes foram resolvidas analiticamente, manualmente. E
claro que isso limitou sua aplicacéo a sistemas pequenos (segunda, terceira ordem) (BOYD et
al., 1994).

Ainda de acordo com Boyd et al. (1994), o importante papel das LMIs na teoria de
controle ja era reconhecido no inicio dos anos 1960, especialmente por Yakubovich
(YAKUBOVICH, 1962, 1964, 1967). No inicio dos anos 80 foi reconhecido que muitas LMIs
podiam ser resolvidas por computador através de programacao convexa e no final dos anos 80
foram desenvolvidos algoritmos de ponto interior para LMIs. E justo dizer que Yakubovich é
0 pai do campo e Lyapunov € o av0. O novo desenvolvimento é a capacidade de solucionar

diretamente LMIs.

2.3 CONTROLE ROBUSTO H ,

Formulado pela primeira vez por Zames (1981) a sintese de controladores H,, pode
ser tratada como um problema de otimizacdo no dominio da frequéncia. O projeto de
controladores #,, busca minimizar o maior pico da resposta em frequéncia do sistema e pode
ser utilizado quando os niveis de desempenho e estabilidade com respeito a distdrbios
externos devem ser garantidos (SKOGESTAD; POSTLETHWAITE, 2005).

Métodos para resolver o problema de projeto dos controladores H, foram
desenvolvidos nas Ultimas décadas, por exemplo, os métodos baseados em desigualdades
matriciais lineares, 0s quais tornam o projeto de controladores H,, de ordem completa num

problema de otimizagéo convexa (BOYD et al., 1994).
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Muitos objetivos do controle classico, como atenuacdo de distlrbios, estabilizacéo
robusta de sistemas incertos ou modelagem da resposta de malha aberta podem ser expressos
em termos de desempenho H,, e abordados por técnicas de sintese H,, (DOYLE et al., 1989,
FRANCIS, 1987). Como ela envolve apenas a resolucdo de duas equacOes de Riccati, a
sintese H,, tem uma baixa complexidade quando comparada a algumas outras técnicas. No
entanto, seu projeto lida principalmente com aspectos de dominio de frequéncia e oferece
pouco controle sobre o comportamento transitério e a localizagdo dos polos de malha fechada.
Em contraste, um tempo de resposta satisfatorio e o amortecimento de malha fechada podem
ser obtidos forcando os polos de malha fechada em uma sub-regido adequada do semiplano
real negativo. Além disso, dinamicas rapidas do controlador podem ser evitadas proibindo-se
polos de malha fechada muito grandes (o que geralmente é desejado para implementacédo
digital). Uma forma de ajustar simultaneamente o desempenho H, e 0 comportamento
transitorio é, portanto, combinar os objetivos do H, e do posicionamento de polos
(CHILALI; GAHINET, 1996).

Como citado em Cabello (2014), o projeto H,, consiste em reduzir a norma infinito da
funcdo de transferéncia da saida de desempenho com respeito as entradas exdgenas, 0 que
representa a minimizacdo do maior pico da resposta em frequéncia do sistema em malha
fechada. No caso de sistemas multivariaveis (MIMO), a resposta em frequéncia refere-se ao
diagrama de valores singulares, e no caso de sistemas de Unica entrada e Unica saida (SISO)
refere-se ao diagrama de Bode (SKOGESTAD; POSTLETHWAITE, 2005, ZHOU; DOYLE,
1998).

Considerando-se, entdo, que o sistema (8)-(9) é excitado por uma entrada exdgena
w(t), com energia finita. A norma H,, estabelece um limitante para a influéncia da entrada
exogena w(t) na saida y(t) (DE OLIVEIRA et al., 2014), calculado como

IH(S)eo = max0 % w(t) € Ly, (12)

em que H(s) é a funcdo de transferéncia que relaciona a saida y(t) e a entrada exdgena w(t)
do sistema (8)-(9), ||.|l, é a norma euclidiana e £, representa o conjunto de todas as
trajetdrias, tais que ||€]|3 < oo.

O custo garantido H,, 6timo do sistema € definido como o valor minimo de y, com

y > 0 e finito, tal que
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ly@llz <vllw@ll2 (13)

para qualquer saida y(t) € £, computada como resposta a qualquer entrada w(t) € L,.

Enté&o:
IH() oo <y (14)
Considera-se agora a funcéo quadréatica de Lyapunov:
v(x) =xTPx, P=PT >0. (15)

Se a desigualdade (16) € verdadeira, entdo a estabilidade do sistema realimentado (8)-

(9) com o custo garantido H, é assegurada (BOYD et al., 1994).
v(x) +yTy —y?0wTw < 0. (16)

O objetivo em questdo é obter uma matriz de ganho de realimentacdo K € R™" que
estabilize o sistema (8)-(9) e, simultaneamente, minimize o custo garantido H,. Neste

contexto, segue o teorema.

Teorema 1. (BOYD et al., 1994) O sistema (8)-(9) é assintoticamente estavel se, dado um
escalar u > 0, existirem matrizes X = X7 > 0 e M, de dimensdes adequadas, satisfazendo o

seguinte problema de otimizacéao:

min u
s.a X=XT>0
He{A;X —BM} H; XCI—-MTDf

L

* —ul GT <0 (17)

* * —]

para i € Ky, Ky ={1,2,...,N}, sendo y? = u > 0. Se (17) for factivel, entdo a matriz de
ganho de realimentacdo é dada por K = MX~1 e assegura ||H(s)|le < V. He{.} é 0
operador hermitiano, He{U} = U + UT.
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A prova deste teorema pode ser vista em Boyd et al. (1994).

2.4 ATEORIA DA D-ESTABILIDADE

A estabilizacdo do sistema (8)-(9) pode ndo ser o suficiente para um desempenho
adequado em aplicacGes praticas, pois a maioria dos projetos de controle deve atender certos
indices de desempenho. Diversas vezes é necessario que os autovalores de malha fechada do
sistema estejam alocados dentro de uma determinada regido de interesse, com o propdsito de
assegurar limites para parametros como 0 maximo sobressinal (em inglés, overshoot), tempo
de subida e tempo de estabelecimento. A porcentagem de overshoot (PO) é definida como a
porcentagem do maximo sobressinal em relacdo ao valor de regime permanente da saida. O
maximo sobressinal (MS), por sua vez, é a diferenca entre o valor de pico e o valor de regime
permanente da saida.

Essa regido S(a,r,60), que pode ser vista na Figura 1, é definida em (CHILALI;
GAHINET, 1996) e utiliza o conceito de D-estabilidade para a alocacdo dos autovalores (DE
OLIVEIRA et al., 2014).

Figura 1 — Regido S(a, r, ) para alocagéo de autovalores.

p Im(A\)

Re(M)

Fonte: (DE OLIVEIRA et al., 2014).
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Na regido S(a,7,0) os autovalores complexos do sistema (na forma c + jb)

satisfazem:

c<—a<o,
S(a,r,0) =] |ctjbl<r, (18)
tan(0) c < —|b|.

A primeira restricdo em (18) representa um semi-plano & esquerda da linha vertical
que passa pelo ponto (—a,0), com a > 0. A segunda restricdo em (18) representa um disco
de raio r centrado na origem e a terceira e Gltima restricdo de (18) limita o argumento 6 dos
elementos do conjunto.

Em Faria (2005) define-se que: Dada uma matriz A quadrada e uma regido S(a,r,8)
localizada no lado esquerdo do plano complexo, A é considerada D-estadvel se todos 0s
autovalores de A pertencem a S(a, 1, 9).

Em sistemas de segunda ordem, o comportamento dindmico do sistema de segunda
ordem pode ser descrito em termos de dois parametros: ¢ (coeficiente de amortecimento) e w,,
(frequéncia natural ndo amortecida) (OGATA, 2000, p. 151). Na Figura 2 mostra-se 0

diagrama de blocos para um sistema de segunda ordem genérico.

Figura 2 — Sistema de segunda ordem.

R(s) E(s) ) uﬁ C(s)

s(s+ 2Lmy)

Fonte: (OGATA, 2000, p. 151).

A forma padrdo do sistema de segunda ordem € dada, portanto, através da seguinte
funcgéo de transferéncia de malha fechada:

C(S) _ (Unz (19)
R(s)  s%+ 2{w,s + w,?
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Caso o coeficiente de amortecimento seja tal que 0 < ¢ <1, os polos de malha
fechada sdo complexos conjugados e se situam no semiplano esquerdo do plano complexo. O
sistema € entdo chamado subamortecido, e a resposta transitéria é oscilatéria. Se { = 0, a
resposta transitéria ndo decai (ndo-amortecido). Se ¢ =1, o sistema é denominado
criticamente amortecido. Os sistemas superamortecidos correspondem a ¢ > 1. Na prética,
antes de atingir o regime permanente, a resposta transitoria de um sistema de controle
apresenta, frequentemente, oscilagdes amortecidas (OGATA, 2000, p. 151).

Considera-se as seguintes substituices de varidveis para a regido S(a,r, 8), de acordo
com Chilali e Gahinet (1996): r = w,,, { = cos(0) e a« = {w,,. Quando os valores proprios de
um sistema de segunda ordem pertencem a regido S(a,r,0), 0 sistema realimentado possui
taxa de decaimento @ minima, coeficiente de amortecimento ¢ > cos(8) minimo e frequéncia
amortecida w, < rsen(6) maxima (CHILALI; GAHINET, 1996).

O teorema a seguir apresenta uma condicao suficiente para restringir os autovalores de

cada vértice do politopo, em malha fechada, na regido S(a, r, 8).

Teorema 2. (CHILALI e GAHINET, 1996) O sistema (8)-(9), com a lei de controle u(t) =
—Kx(t) possui autovalores na regido S(a,r, ) se existirem as matrizes X = X7 > 0e M, de

dimensdes adequadas, tais que:

AX + XAT — B;M — MTBT + 2aX < 0, (20)
* —rX
[r cos (8)(A;X — XAT — B;M + MTBT )] <0 22)
* r ’

sendo T =sen(8)(4;X + XAT —B;M —M"B]), i€ Ky e a matriz de ganho de

realimentacéo é dada por K = MX~1.

A prova deste teorema pode ser vista em Chilali e Gahinet (1996).

Juntos, os Teoremas 1 e 2 permitem o projeto de um controlador robusto H,, que
utiliza uma matriz de ganhos fixa para estabilizar o sistema realimentado e garantir que seus
polos se encontram na regido D-estavel. A utilizacdo desse controlador Gnico, por diversas

vezes, é suficiente para resolver o problema de controle. Entretanto, os resultados encontrados
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podem ser conservadores, restringindo a regido de factibilidade das LMIs (DE OLIVEIRA et
al., 2014).

O proximo passo é, portanto, trabalhar com o conjunto de LMIs do controle H,, e da
‘D-estabilidade aplicado aos sistemas de controle propostos (o sistema com realimentacdes das

posicdes e os sistemas com realimentacdo das velocidades).
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3 O CONTROLE COM REALIMENTACAO DE POSICAO

Apresenta-se nesta secdo 0 primeiro método proposto nesta tese. Nele, considera-se
gue um sistema mecanico tem como varidveis de estado grandezas relacionadas a posicdes e
velocidades. No entanto, apesar de no projeto considerar-se acesso a todas as variaveis de
estado da planta, na implementacdo é considerado acesso somente as varidveis de estado de

posicao para a realimentacao.

3.1 TEORIA DO CONTROLE COM REALIMENTACAO DE POSICAO

Considere a classica equacdo de estado de um sistema linear invariante no tempo,

apresentada em (23).
2(t) = Ax(t) + Bu(t),  x(t) = [d@®)T d@®)T], (23)
emque x(t) € R™, d(t) € R?, u(t) € R™, A € R™" e B € R™™, sendo que n = 2q.

Para o projeto do controlador, considera-se inicialmente a seguinte a lei de controle
apresentada em (24), desenvolvida neste trabalho :

d(t)
u(®) = —[K; K, Ksl|d(®)|, (24)

u(t)

em que d(t) é o vetor de estados das posicdes e d(t) é o vetor de estados das velocidades do
sistema, considerando ambos disponiveis, e K; € R™4, K, € R™41 ¢ K; € R™™ sdo 0s
ganhos do controlador. A partir de (23) e (24) o sistema de malha fechada pode, entdo, ser

representado como.

Xep(£) = (Atp - BtpKtp)xtp (), (25)
da(t) A B 0gxm
xtp(t) =[d®)|, Ay = [O mn Onxm , Bty = qum ) (26)
mxn  Ymam
u(t) Imxm

Ktp = [K1 K; K3]. (27)
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Com o sistema em malha fechada introduzido, propde-se o teorema a seguir.

Teorema 3. Se a planta (A4, B) apresentada em (23) for controlavel, entdo a nova planta

(Arp, By, ) apresentada em (25) e (26) também sera controlavel.

Prova:

Analisando a matriz de controlabilidade do sistema aumentado (25), tem-se:

C=[Byp AwByp - AL "Byl
n—1 n n+m-1
<c=[0 B AB A"1B A"B A B]_ (28)
I, 0 0 - 0 0 0

Define-se duas novas matrizes, C,, e C,, como

C,=[B AB .. A"'B], C,=[4a"B .. A™*m-1pB] (29)

Logo, a matriz C pode ser escrita da seguinte maneira:

C=

0 G, ca] 30)

I, 0 0

sendo que C, € R™(™™) tem posto n, pois a planta original é controlavel. Assim, como C €

R+mx(+m)m g partir de (30) nota-se que:

0

I

0 I,
=0 & Gllcr oo [CC" +CC" 0 (31)
o 0 ol P h '
c,” o
Como o posto de C, € igual a n e C, € R™™™ entdo C,C," > 0. Além disso,

C,C," = 0 paratodo C, € R™™"_ Tem-se, entio:

I [ S P
0

ccT > 0. (32)

I
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Assim, € € R+mxtm)m tem posto igual a (n +m) e (Ayp, Byp) € controlavel,

Desta forma, fica provado que a controlabilidade da planta aumentada é mantida.
‘|

Supondo-se inicialmente que o vetor de estados x;,(t) esteja disponivel, um ganho
K., € projetado para que o sistema realimentado (25) apresente um desempenho adequado.
Este procedimento pode ser feito, por exemplo, utilizando técnicas baseadas em LMls,
considerando varios indices de desempenho, tais como: robustez, regido de operacao, taxa de

decaimento, entre outros. Em seguida, considera-se a existéncia de K., = [K; K, K3] €

R™*(M+m) ta] que o sistema de controle apresente um desempenho adequado. Observe que a
condicdo inicial u(0) também pode ser especificada, se necessario. Entdo, a lei de controle

projetada (24) pode ser representada como:

[ () dt = u(t) — u(0)
= [,[-Kxd(®) — Kpd(t) — Ksu(®)] dt
= fot[—lﬁd(t) — Ksu(t)] dt + fot[—sz(t)] dt

= [[[=K:d(t) — Ksu()] dt — K,[d () — d(0)]. (33)
E definida agora uma nova funcdo chamada de z(t) como:
z(t) = u(t) + K,d (o). (34)
Assim, a partir de (33) e (34) tem-se:

2(t) = [}[-K1d(t) — Ksu()]dt + u(0) + K,d(0), (35)
z(0) = u(0) + K,d(0). (36)

Baseado em (34)-(36) a lei de controle (24) pode ser representada exatamente por:

Z(t) = —K,d(t) — Kzu(t), (37)
u(t) = z(t) — Kd(2), (38)
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z(0) = u(0) + K,d(0). (39)
Finalmente, substituindo (38) em (37) segue que:
z(t) = (—K; + K53K,)d(t) — K5z(t). (40)

E notavel que a lei de controle u(t) implementada como em (38) ndo depende de d(t)
(o vetor das velocidades). Ela é formada apenas através da realimentacdo de d(t) (o vetor de
posicdes) e do sinal z(t), que por sua vez também n&o depende de d(t).

Em termos de diagramas de blocos, as Figuras 3 e 4 ilustram as configuracdes usadas
no projeto (Figura 3) e na implementacdo (Figura 4) da lei de controle. A configuracdo da
Figura 3 é baseada nas equacbes (23) e (24), enquanto a configuracdo da Figura 4, o sistema

implementado, é determinada pelas equaces (23) e (38)-(40).

Figura 3 — Diagrama de blocos do sistema de controle projetado: Realimentagéo das

posicdes.
u(0
l (0) o
T.t{f S ?_L(f -l(ijl' = ﬂ.;l{i:l- + f_?u{f:] —-—F
fat ‘I‘{i}:[d{f}.j. d{f]‘l]! d(f .
{q 'u.{ t ) Ks
Kod(t) h
K1d(t) )

Fonte: Elaboracdo do proprio autor.

Uma possivel desvantagem da configuracdo inicial mostrada na Figura 3 € o uso do
integrador para gerar o sinal de controle u(t). Este fato pode dificultar a obtencéo de certos

indices de desempenho devido ao fato de que u(t) pode ser visto como a area do sinal na

.....
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Figura 4 — Diagrama de blocos da implementagéo do sistema de controle projetado:
Realimentacgéo das posicoes.

(0) d(t)
#(t) = Az(t) + Bu(t) [ y—"

ornde 7
e(t) = [d(t)” d(t)"]THAUL),

Kod(t)

‘Hg

F 3
s

(K1 - K3K>2)d(t)

F 9

(K1 - K3K>3)

Fonte: Elaboracdo do proprio autor.

A especificacdo apropriada de u(0) na Figura 4 pode melhorar este possivel problema.
Por exemplo, se u(0) = —K,d(0), entdo tem-se que z(0) = u(0) + K,d(0) é igual a zero e,
portanto, a unica condic¢do inicial diferente de zero influenciando no sistema implementado
seré x(0) = [d(0)T d(0)T]".

Observa-se que este sistema de controle proposto € uma opcdo interessante para o
projeto de realimentacdo de estados de ordem completa para plantas mecanicas com
parametros incertos, considerando que nao é necessario construir um observador ou similar
para estimar as velocidades da planta. Além disso, é relativamente mais barato por ndo existir
necessidade de se medir as variaveis de estado de velocidades da planta, apenas de posicdes.

Para o caso de um sistema em que o vetor de estados ndo seja composto apenas pelo
vetor de posicdes e vetor de velocidades (n # 2q), por exemplo, 0 método proposto ainda é
aplicavel. Para tal, deve-se considerar acesso as variaveis de estado que ndo facam parte das
posicdes e velocidades correlacionadas, de modo que exista realimentacdo das mesmas. Para
este caso, entdo, o sistema ndo seria realimentado apenas com as variaveis de estado de
posi¢do, mas continuaria sem a necessidade de realimentacdo das variaveis de estado de

velocidade correspondentes.
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3.2 EXEMPLO DE APLICACAO DO CONTROLE COM REALIMENTACAO DAS
POSICOES

Um exemplo simples de uma planta mecanica de segunda ordem sera apresentado na
intencdo de demonstrar-se 0 desempenho do sistema de controle com realimentacdo das
posicdes. Esta planta, portanto, ndo serd abordada de forma tdo aprofundada como sera o caso
do sistema de suspensé&o ativa, que foi o principal objeto de trabalho para a tese desenvolvida.

Considere 0 modelo de péndulo invertido mostrado na Figura 5. A massa do péndulo
(m) é concentrada em sua extremidade e seu comprimento é denotado por [. Um torque
variavel t(t) deve ser aplicado ao péndulo na posi¢do de sua articulagdo a fim manté-lo
equilibrado com o angulo de O radianos. ¢(t) representa o angulo de inclina¢do do péndulo,

enquanto g denota a aceleragdo da gravidade. A dindmica do sistema é dada por:

ml2p(t) + mglsin(t) = t(t). (41)

Figura 5 — Modelo esquematico do sistema de péndulo invertido.

lg

4 Eixo vertieal

m

@(t)

(@,

\-é-h-} ¢

Eixo horizontal

Fonte: Elaboragéo do proprio autor.

Representando o sistema (41) na forma de espaco de estados, linearizando-se em torno

do ponto de equilibrio (¢, ¢) = (0,0), tem-se 0 modelo apresentado em (42).
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0 1
x(t) = lj le(t) +

0
1 ] u@®,  x(=|?® (42)
z

— Zol)

Os seguintes valores foram adotados para os parametros do sistema do péndulo
invertido apresentado: m = 0,1 kg, L =0,5 m e g = 9,8 m/s2. Além disso, uma incerteza
politdpica (apresentada em (5)-(6)) € considerada, a fim de demonstrar a robustez do método
de controle, para o valor da massa do péndulo, com uma variacdo de + 10%, denotando que
esta massa pode abrangir valores entre 0,09 e 0,11 kg. Assim, os vértices do politopo no

projeto de controle sdo apresentados em (43).

0 1]’

Ay =4, = [—19,6000 0

B, = [36,1?636]’ B, = [44,4?444]' (43)

Com o sistema do péndulo invertido devidamente apresentado, utilizou-se o software
MATLAB para o projeto do controlador do sistema utilizando a teoria da realimentacdo dos
estados ligados as posicdes (no caso em questdo, o estado realimentado foi a posicdo angular).
Depois de uma série de testes, o parametro a foi delimitado em ‘2’ e r em ‘40’, enquanto 6
ndo teve restricdo (visto que sua limitacdo ndo apresentou grandes efeitos durante os testes).
Resolvendo as LMIs apresentadas no Teorema 1 e Teorema 2 usando os valores mencionados
para a e r e considerando (24)-(27), os seguintes valores foram obtidos para a matriz

simétrica positiva definida (P), o ganho de realimentacdo (K;,) € o custo garantido #, (y):

0,0821 0,0025 0,0018
P =10,0025 0,0001 0,0001],
0,0018 0,0001 0,0001

K., = [781,1146 50,2633 62,2170],
IH(S)|loo <y =V = 6,3504 x 1075, (44)

O modelo linearizado do péndulo invertido foi utilizado para o projeto do controlador.
Entretanto, os resultados das simulacdes apresentadas séo do controlador aplicado ao modelo
real ndo linear. Na Figura 6 e na Figura 7 é possivel ver a variagdo do angulo da haste do
péndulo e a velocidade angular da mesma ao longo do tempo, respectivamente, enquanto na
Figura 8 é apresentado o sinal da entrada controlada. Em todas as trés figuras mencionadas
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séo realizadas comparacOes entre o desempenho do modelo do projeto (com realimentacdo de
todos as variaveis de estado) e do modelo da implementacdo (com realimentacdo apenas da
posicao), ficando nitido que os dois modelos apresentam desempenhos idénticos.

Considera-se que a haste do péndulo inicialmente tenha um angulo de inclinacdo de
7/4 rad (45°) na simulagdo, como pode ser observado na Figura 6.

Figura 6 — Posicdo angular na simulacéo do péndulo invertido: Realimentagédo da posicéo.
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Fonte: Elaboracdo do proprio autor.
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Figura 7 — Velocidade angular na simulacdo do péndulo invertido: Realimentacdo da

Vel. Angular (rad/s)

Vel. Angular (rad/s)

posicao.
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Fonte: Elaboragdo do proprio autor.

Figura 8 — Sinal da entrada controlada na simulacdo do péndulo invertido: Realimentacao da

u (Nm)

u (Nm)

posicao.
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Fonte: Elaboracédo do proprio autor.
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3.3 CONCLUSOES PARCIAIS

Nesta secdo foi proposto um novo método de controle, no qual utiliza-se a
realimentacdo apenas das variaveis de estado das posi¢Ges. Além disso, um exemplo de um
sistema mecanico de um péndulo invertido é apresentado e testa-se no mesmo o método de
controle proposto. Analisando o desempenho do sistema realimentado na Figura 6, Figura 7 e
Figura 8 nota-se que o mesmo estabiliza-se em menos de 4 segundos. Assim, a eficicia do
método com realimentacdo limitada ao estado da posicdo fica comprovada para o exemplo
apresentado. Além disso, fica evidenciado que é possivel obter o0 mesmo desempenho de um

sistema com realimentagdo completa das variaveis de estado.
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4 O CONTROLE COM REALIMENTACAO DE VELOCIDADE

Nessa secdo sera apresentado o segundo metodo proposto nesta tese. Novamente
considera-se um sistema mecanico que tem como variaveis de estado grandezas relacionadas
a posicoes e velocidades. Para o caso desse método de controle, porém, apesar de no projeto
considerar-se acesso a todas as varidveis de estado da planta, na implementacao € considerado
acesso somente as variaveis de estado de velocidade para a realimentacdo.

4.1 TEORIA DO CONTROLE COM REALIMENTACAO DE VELOCIDADE

Considera-se novamente a classica equacdo de estado de um sistema linear invariante
no tempo, apresentada em (23), representando um sistema mecanico cujas variaveis de estado
sdo grandezas de posicOes e velocidades.

Mais uma vez, na etapa de projeto considera-se que ha acesso a todas as variaveis de
estado do sistema para realimentacdo. A nova lei de controle, por sua vez, é apresentada em
(45), sendo a mesma composta por trés componentes: uma relacionada a posi¢do, uma
relacionada a velocidade e outra relacionada a integral do proprio sinal de controle. Observa-
se que, analisando a equacdo apresentada em (45) nota-se uma semelhanca com um PID

(Controlador proporcional integral derivativo).

t
u(t) = —Ks (Kld(t) + K,d(t) +J u(t)dt). (45)
0

O diagrama de blocos da Figura 9 representa o projeto inicial do sistema realimentado.
Nota-se que uma nova fungédo z(t) = — fotu(t)dt é criada no intuito de facilitar o projeto. E

necessaria, portanto, uma ferramenta para acabar com a dependéncia direta do sinal de
controle pelas variaveis de estado relacionadas as posi¢cdes (d(t)). Para isso, considera-se a
igualdade apresentada em (46).
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Figura 9 — Diagrama de blocos do sistema de controle projetado: Realimentacdo das
velocidades.
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Fonte: Elaboracdo do proprio autor.

t
f d(t)dt = d(t) — d(0),
0

d(t) = f td(t)dt + d(0). (46)
0

Com essa pequena manobra é possivel representar o sistema através de outro diagrama
de blocos, desta vez apresentado na Figura 10 (sendo que g(0) = z(0) — K;d(0)). O novo
diagrama descreve um sistema equivalente ao apresentado na Figura 9, com a importante
diferenca de que ha realimentacdo apenas dos estados das velocidades. Este, portanto, € 0

sistema que sera implementado e analisado.



40

Figura 10 — Diagrama de blocos da implementacdo do sistema de controle projetado:
Realimentacéo das velocidades.
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Fonte: Elaboracdo do proprio autor.

A partir do diagrama de blocos original da Figura 9 tem-se a seguinte representa¢do no

espaco de estados:

( )_ Anxn Onxm ( ) anm
ol = Lo o] oo+ [ o “n
[d (1)
w® =[] =0l o= omn] ma =[] @
2(6)
d(t)
u(t) = K, (—Kld(t)—sz(t)+z(t))=—[K3K1 K:K, —Ks] d(t)]. (49)
z(t)

Vale ressaltar que o vetor do ganho de realimentacdo, como apresentado na lei de

controle (49), tem o seguinte formato para um sistema genérico de dimenséo n:

Ktv:[Kn+1K1 Kni1Ky oo Kppi Ky =Kyl (50)
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O sistema aumentado (47)-(48) deve, no entanto, ser controlavel, se constatada a
controlabilidade do sistema original (23). Com base no que foi apresentado, apresenta-se o

teorema a seguir.

Teorema 4. Se a planta (A4, B) apresentada em (23) for controlavel e det(A) # 0, entdo a

nova planta (A, Bs,) apresentada em (47) e (48) também sera controlavel.

Prova:

Analisando a matriz de controlabilidade do sistema aumentado (47)-(48), tem-se:

C= [Btv Athtv An+m 1Btv]'
B 2 n-1 n n+m-—1

C= AB A®B A"1B  A"B A B]_ (51)
—Ln 0 0o - 0 0

Séo definidas novas matrizes C,, e C, como
C,=[B AB . A" 'B]l, C,=[A"B .. A™™1B]. (52)
Logo, a matriz C pode ser escrita da seguinte maneira:

» Ca]. (53)

A partir de (53) tem-se que:

cch = [_I«:p 0] [ [ Om]] S (CTT i [_ém] > 0. (54)
m L, 0]C, I

Aplicando o complemento de Schur (BOYD et al., 1994), apresentado no Apéndice C,
na desigualdade (54) é possivel afirmar que

I
" + €l = Cp || Il ~Im 01C," >0, (55)
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[C, Cd] I(CPTl -C, [16’1 8] c,” > 0. (56)

Calculando um dos termos da desigualdade (56):

c, [Im 0

T _ — Im 0 - T — T
noe = a8 . apl[m |18 4B .. aviBIT=BBT.  (57)

Substituindo (57) em (56):

€, Cd] [zp:l _BET >0 (58)
a
Substituindo-se as matrizes C, e C, em (58):
[B AB .. An+m-1B|[BT (AB)T .. (A" 1B)T]" —BB" >0, (59)
[AB .. Av™-1B][(AB)T .. (AM™7B)T]T > 0. (60)

Utilizando-se de um artificio matematico, a matriz A é colocada em evidéncia a
esquerda do primeiro termo e a matriz AT é colocada em evidéncia a direita do segundo termo

da desigualdade (60). Assim, pode-se escrever:

A[B AB .. Avm=2B|[BT (AB)T .. (A™™2B)TTAT >0 (61)
e, portanto:
C T
AC, C, [«:pT AT = A(C,C," + C,C,NHAT 2 C,C," >0, (62)
a

pois C, € R™(™+™M) e 3 matriz A tem posto completo igual a n, tendo em vista que a planta
original (4,B) é controlavel e det(A) # 0. Portanto, a controlabilidade da planta para o

sistema aumentado (A, B,) € mantida.
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Observacao 2: Quando det(A) = 0, entdo a planta (23) ndo pode ser estabilizada se apenas

d(t) estiver disponivel para realimentacdo (MOREIRA et al., 2010).

Assim como citado para o sistema com realimentacdo das posigdes, para o caso de um
sistema em que o vetor de estados ndo seja composto apenas pelo vetor de posicOes e vetor de
velocidades, o método proposto nesta secdo ainda é aplicavel. Para tal, deve-se considerar
acesso as variaveis de estado que nao fagcam parte das posicOes e velocidades correlacionadas,
de modo que exista realimentagdo das mesmas. Para este caso, entdo, o sistema ndo seria
realimentado apenas com as varidveis de estado de velocidade, mas continuaria sem a

necessidade de realimentacdo das variaveis de estado de posicdo correspondentes.

4.2 EXEMPLO DE APLICACAO DO CONTROLE COM REALIMENTACAO DAS
VELOCIDADES

Considerando 0 mesmo modelo do péndulo invertido apresentado na Figura 5 e
equacoes (41)-(43), novas simulacdes foram realizadas, desta vez com o sistema utilizando o
método de realimentacdo das velocidades. Os parametros da regido D-estavel no projeto do
controlador foram determinados como: a = 0,3, r = 40, enquanto 6 mais uma vez foi
considerado sem restricdo. Solucionando-se as LMIs apresentadas no Teorema 1 e Teorema 2
e considerando (47)-(49), obteve-se:

0,1979 0,0019 -0,3080
P =1 00019 0,0021 0,0610 |,
-0,3080 0,0610 3,0725

K., =[7,1160 0,4215 —11,2841],
IH() oo <y =1 = 4,1827 x 107°, (63)

A posicdo angular da haste do péndulo nas simulacGes é apresentada na Figura 11.
Comparando-se os graficos dos modelos do projeto e da implementacédo, constata-se que eles
sdo, de fato, equivalentes, visto que o desempenho apresentado é idéntico. A velocidade
angular da haste é exibida na Figura 12, observando-se mais uma vez graficos iguais. O sinal
da entrada controlada, por sua vez, € mostrado na Figura 13. Novamente considera-se o

angulo inicial da haste do péndulo como sendo de n/4 rad (45°).



Figura 11 — Posicdo angular na simulagéo do péndulo invertido: Realimentacéo da

velocidade.
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Figura 12 — Velocidade angular na simulacdo do péndulo invertido: Realimentacéo da

velocidade.
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Figura 13 — Sinal da entrada controlada na simulagdo do péndulo invertido: Realimentacédo da

velocidade.
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Fonte: Elaboracdo do proprio autor.

4.3 CONCLUSOES PARCIAIS

Nesta secdo foi proposto um novo método de controle, no qual utiliza-se a
realimentacdo apenas das variaveis de estado das velocidades. Além disso, 0 mesmo sistema
de péndulo invertido utilizado na secdo 3.2 ¢ empregado para testar-se 0 novo método de
controle proposto. Constatou-se que o sistema do péndulo invertido com realimentacdo da
velocidade foi capaz de se estabilizar de forma ainda mais rapida que o mesmo sistema
utilizando a realimentagdo da posicdo, além de apresentar um transitério menos oscilatorio,
com um maximo sobressinal de menor magnitude. Assim, a eficacia do sistema com

realimentacéo limitada foi verificada mais uma vez.
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5 SISTEMA DE SUSPENSAO ATIVA QUANSER®

Os sistemas de suspensdo comuns sdo compostos apenas por elementos passivos,
como molas e amortecedores, geralmente sem nenhum tipo de controle. Os sistemas de
suspensdo ativa, por sua vez, possuem também um atuador (usualmente ligado a sensores ou
cameras). Estes atuadores trabalham de forma que um sistema de suspensdo ativa apresente
uma dindmica muito melhor que a de um sistema de suspensdo comum, trabalhando conforme
0s objetivos da aplicacéo.

Considere o sistema de suspensao ativa didatico fabricado pela Quanser® (QUANSER,
2009) que pode ser visto na Figura 14. Este foi o0 modelo de suspenséo ativa utilizado neste
trabalho. De Oliveira et al. (2014), Garcia (2015), da Silva et al. (2013a) e da Silva et al.
(2013b) sdo alguns exemplos de trabalhos que também utilizaram o mesmo sistema para

estudo.

Figura 14 — Sistema de suspensao ativa da marca Quanser®, pertencente ao LPC-FEIS-
UNESP.

Fonte: (DA SILVA et al., 2013a).

O modelo esquematico com mais detalhes é representado na Figura 15. O sistema
consiste em um conjunto de duas massas, chamadas de Mg e M,;. M, representa a massa de
1/4 do corpo total do veiculo (considerando a representacdo de um veiculo com quatro rodas)
e € suportada pela mola kg e pelo amortecedor bg. M, corresponde a massa do conjunto do

pneu e é suportada pela mola k,, e pelo amortecedor b,,. As vibracdes causadas por
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irregularidades na superficie da pista podem ser atenuadas pelo sistema de suspensao ativa do
veiculo, representado por um motor (atuador) conectado entre as massas M; e M, €
controlado pela forca F, (DA SILVA et al., 2013a).

Alguns trabalhos, como Garcia (2015), da Silva et al. (2013a) e da Silva et al. (2013b),
realizaram medicOes de aceleracdo para 0 método de controle do sistema de suspensdo ativa
da Quanser. Para os métodos propostos neste trabalho, no entanto, essas medi¢fes ndo séo

necessarias, visto que ndo sdo utilizados sinais de aceleracao, apenas de posicéo e velocidade.

Figura 15 — Modelo esquemaético do sistema de suspensdo ativa.

_ Acelerometro (nao utilizado)

~ Ms — Porcio da
massa do veiculo

- Suspensao Ativa
M1 b

- Acelerometro (nao utilizado)

™ Mys — Massa do conjunto do pneu

1 bus

Fonte: (DE OLIVEIRA et al., 2014).

O modelo dindmico, de Quanser (2009), pode ser representado na forma de espaco de

estados da seguinte forma:

0 0 1 1 -0
0 0 0 1 0 01
kg b, b, 1 -
() ="y, 0 M, M, x()+| a7 (@ + bO w(), (64)
kS _ kus bS _ (bS + bus) _ 1 Mus
| Mys  Mys My My My w

considerando x(t) = Ax(t) + Bu(t) + H w(t), sendo que
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Zs (t) — Zys (t)

x(t) = [Zus(’;?s(‘t)zr“)l, w(®) = 7,(0). (65

Zys(t)

As posicles z(t), z,s(t) e z,.(t) sdo medidas através de encoders e o0s valores para 0s

parametros do sistema de suspensdo ativa séo apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 — Pardmetros do sistema de suspensdo ativa Quanser.

Parametros Simbolo Valor
Massa de 1/4 do corpo total do veiculo (kg) M 1,455 -2,45
Massa do conjunto do pneu (kg) My, 1
Constante de rigidez da mola (N / m) kg 900
Constante de rigidez da mola (N / m) ks 2500
Coeficiente de amortecimento (Ns / m) b, 7,5
Coeficiente de amortecimento (Ns / m) bys 5

Fonte: (QUANSER, 2009).

Para realizar o projeto de controle da suspensao ativa foi considerado que o sistema
possui incertezas do tipo politopicas na massa de 1/4 do corpo total do veiculo (M,), no
intuito de comprovar a robustez dos métodos propostos. Considerou-se o valor minimo para
M, de 1,455 kg e o valor maximo de 2,45 kg, de acordo com valores pré-estabelecidos em
Quanser (2009). Assim, obteve-se os seguintes vértices do politopo na elaboracdo do projeto

de controle:

0 0 1 -1

A 0 0 0 1
11-618,5567 0 —5,1546 5,1546/(
900 —2500 7, —12,5
0 0 1 -1 ]

A 0 0 0 1
21-367,3469 0 —3,0612 3,0612(
900 —2500 7,5 —-12,5 |

B,=[0 0 06873 -1]T,
B,=[0 0 04082 -1]T,
H =H,=H=[0 -1 0 5] (66)
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6 SIMULACOES E RESULTADOS PRATICOS EM LABORATORIO

Neste capitulo sdo apresentados varios resultados de simula¢des e implementaces em
laboratdrio referentes ao sistema descrito no capitulo anterior (sistema de suspensédo ativa).
Para projetar um controlador que garanta um desempenho adequado ao sistema (oveshoot e
tempo de estabelecimento aceitdveis) e, principalmente, que possa ser implementado na
pratica, alguns valores foram adotados para os pardmetros relacionados a regido D-estavel
S(a,r,0) depois de uma série de testes, assim como realizado anteriormente para o sistema
do péndulo invertido. As simula¢bes mais uma vez foram realizadas no software MATLAB,
utilizando o ambiente do Simulink, enquanto os resultados praticos foram obtidos no
Laboratdrio de Pesquisa em Controle (LPC) da FEIS-UNESP, também com o auxilio do
MATLAB.

6.1 SUSPENSAO ATIVA COM REALIMENTACAO DAS POSICOES

Os resultados foram obtidos baseando-se nas equacdes (23) e (38)-(40) e no diagrama
de blocos exibido na Figura 4. Para a regido D-estavel do sistema com realimendacdo das
posicBes, o parametro a foi delimitado em ‘8’ e r em °48’, enquanto 6, por outro lado,
novamente nao teve restricdo. Solucionando as LMIs apresentadas nos Teoremas 1 e 2 usando
os valores mencionados para a regido S(a,r,6) e considerando (24)-(27), os seguintes
parametros foram obtidos (matriz simétrica P positiva-definida, ganho de realimentacdo K; e

y limitante, respectivamente):

0,2860 —0,1615 -0,0042 0,0062 —0,0003
-0,1615 0,5389 0,0036 -0,0026 0,0003
P =1-0,0042 0,0036 0,0017 -0,0006 0,0000 |,
0,0062 -0,0026 -0,0006 0,0004 —0,0000
—0,0003 0,0003 0,0000 -0,0000 0,0000

Kip = 10* x [-4,4522 5,6958 0,1018 0,0560 0,0072],

IHS) o < v = /u = 0,1429. (67)

Na simulacdo que gerou as Figuras 16 e 17, uma onda quadrada que varia de 0,00 a
0,02 metro é gerada como perfil da pista. E possivel observar na Figura 16 o deslocamento

vertical do corpo do veiculo (z,(t)), do conjunto do pneu (z,.(t)), além do préprio perfil da
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pista (z,-(t)). Na Figura 17, por sua vez, mostra-se o sinal da entrada controlada na simulag&o.
Durante intervalo de tempo de O a 6 segundos o sistema encontra-se em malha aberta,
enquanto que a partir de 6 segundos o sistema passa a trabalhar em malha fechada, fazendo

uso do controlador projetado com realimentacdo das posicdes.

Figura 16 — Saidas do sistema na simulacdo da suspensdo ativa: Realimentacdo das posicoes.
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Fonte: Proprio autor.

Calculando-se a porcentagem de overshoot para a saida z,(t) na simulacdo, atraves de

(68), tem-se o valor de 46%, 0 que representa um overshoot consideravel.

MS
PO (%) = —.100. (68)
Yrp

Na Figura 18 tem-se os resultados da implementacdo em laboratério do mesmo
sistema que gerou os resultados da simulacdo mostrados na Figura 16. Alguns desafios s&o
reduzir o pico transitorio do sistema realimentado e eliminar o pequeno erro de regime
permanente. Este ultimo, apesar de ndo existir na simulacdo (vide Figura 16), estd presente
nos resultados obtidos na implementacéo pratica (Figura 18). Calculando-se o overshoot para
a saida z,(t) na implementacdo pratica tem-se um valor muito proximo ao da simulacao:
45,5%.
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Figura 17 — Entrada controlada do sistema na simulagéo da suspenséo ativa: Realimentacéao
das posicoes.
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Figura 18 — Saidas do sistema na implementacdo pratica da suspenséo ativa: Realimentacdo
das posicoes.
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Fonte: Proprio autor.

A entrada controlada u(t) do sistema € mostrada na Figura 17 e na Figura 19, para o

sistema simulado e o sistema implementado em laboratério, respectivamente. Claramente esta
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entrada tem valor zero até o instante de 6 segundos em ambas figuras, devido ao fato do
sistema estar trabalhando em malha aberta. Com o sistema funcionando em malha fechada, a
partir de 6 segundos, o sinal da entrada controlada passa a oscilar conforme a variacdo do
perfil da pista, atingindo uma magnitude maxima de aproximadamente 14 N na simulacdo em
computador e aproximadamente 10 N na implementacdo em laboratério, sendo que ambos
valores sdo perfeitamente aceitaveis para a implementacgdo préatica do projeto, estando dentro
da margem admissivel para o mddulo didatico da Quanser® (que é de +39,2 N). Este valor
limitante consta nos arquivos originais do software MATLAB relacionados ao modulo da

suspenséo ativa de Quanser (2009).

Figura 19 — Entrada controlada do sistema na implementacéo préatica da suspensao ativa:
Realimentagéo das posicoes.
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Fonte: Proprio autor.

Na Figura 20 é apresentado o comportamento do sistema (em malha aberta e em malha
fechada) quando o perfil da pista trata-se de uma senoide com 0,002 metro de pico e
frequéncia variavel, iniciando com uma frequéncia de 1 Hz e atingindo o valor de 10 Hz em
25 segundos. Este ensaio foi realizado com o intuito de demonstrar a capacidade do sistema
realimentado em atenuar as frequéncias ressonantes presentes no sistema em malha aberta.
Fica bastante claro que o método de controle faz um 6timo trabalho anulando a ressonancia

presente por volta dos 20 segundos.
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Figura 20 — Comportamento do sistema de suspensdo ativa em implementacédo préatica para
uma frequéncia crescente como entrada no perfil da pista: Realimentacdo das posi¢des.
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Comparando-se a Figura 16 (resultados da simulagdo) com a Figura 18 (resultados da

implementacdo préatica) nota-se nitidamente uma menor oscilacdo no sistema implementado
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em laboratério. Isso se deve provavelmente as condi¢cBes das molas e amortecedores do

sistema de suspenséo ativa no qual os experimentos foram realizados.

6.2 SUSPENSAO ATIVA COM REALIMENTACAO DAS VELOCIDADES

Os resultados aqui apresentados foram obtidos baseando-se nas equacdes (47)-(49) e
no diagrama de blocos exibido na Figura 10. Desta vez o parametro « foi delimitado em ‘6’ e
r em ‘45’, enquanto 6 novamente néo teve restricdo. Solucionando as LMIs apresentadas nos
Teoremas 1 e 2 usando os valores mencionados para a regido S(a,r, 8) e considerando (47)-
(49), obteve-se:

168,9295 7,8169 55849 —-0,3403 -1,3279

[ 7,8169  196,0425 -3,2073 11,7824 —0,2172]

P =| 5,5849 -3,2073 0,3192 -0,0446 —0,0357|,
—0,3403 1,7824  —-0,0446 0,0737 0,0020
-1,3279 -0,2172 -0,0357 0,0020 0,0123

K., = [-223,8343 384,0248 42,6896 —25,8383 —2,7703],
IH(S) oo < ¥ =/ = 2,8111. (69)

Como apresentado em (50), o vetor do ganho de realimentacdo para o sistema de
controle com realimentacdo das velocidades tem como como forma genérica
Ky = [Kn+1K1i  Kni1Kp .. Kny1Ky  —Kyiq], considerando um sistema genérico de
dimensdo n. O sistema original da suspensdo ativa em questdo, por sua vez, tem dimensdo

n = 4. Assim, o vetor do ganho de realimentacdo para este caso tem o seguinte formato:
Kiy, = [KsKy  KsK; KsK; KsK, —Ks]. (70)

Dessa forma, baseando-se nos valores de K;, apresentados em (69) e no formato

apresentado em (70) pode-se afirmar que:

Kn = [Kl KZ K3 K4_ KS] =
=[-80,7966 138,6200 15,4095 -9,3267 2,7703]. (71)

As mesmas condi¢fes impostas para o perfil da pista para 0 método de controle com
realimentacdo das posicOes sdo aplicadas para o caso da realimentacdo das velocidades (sinal
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de onda quadrada variando de 0,00 a 0,02 m). Além disso, mais uma vez o sistema trabalha
em malha aberta durante o intervalo de 0 a 6 segundos e em malha fechada de 6 a 12
segundos. Observa-se na Figura 21 o deslocamento vertical do corpo do veiculo (z,(t)), do
conjunto do pneu (z,5(t)) e o perfil da pista (z,.(t)), notando-se novamente uma nitida
melhora no desempenho do sistema quando este trabalha em malha fechada. A porcentagem
de overshoot constatada na simulacdo do sistema de suspensao ativa realimentado com as
velocidades foi de 12,5%, o que € consideravelmente menor do que o valor constatado para o

mesmo sistema usando a realimentagédo das posicoes (45%).

Figura 21 — Saidas do sistema na simulacao da suspensao ativa: Realimentacdo das

velocidades.
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Fonte: Proprio autor.

Na Figura 22 ¢é apresentado o sinal da entrada controlada, com sua amplitude mais
uma vez dentro das limitagdes do sistema (£39,2 N), demonstrando que o controlador

empregado ndo oferece riscos de saturar o sinal da entrada controlada.
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Figura 22 — Entrada controlada do sistema na simulagdo da suspensdo ativa: Realimentacdo
das velocidades.
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Fonte: Proprio autor.

Os resultados praticos do método de realimentacdo das velocidades aplicado ao
sistema de suspensdo ativa podem ser vistos na Figura 23, Figura 24 e Figura 25. Na Figura
23 (onde sdo apresentadas as variacoes de z,(t), z,(t) e z,-(t)) o sistema em malha fechada
(a partir de 6 segundos) exibe um desempenho muito bom, comparando-se ao sistema em
malha aberta (0 a 6 segundos), mostrando um comportamento semelhante ao da simulacéo
(Figura 21). Mais uma vez, no entanto, a implementacdo pratica apresenta um pequeno erro
de regime permanente que ndo aparece nas simulacdes. A porcentagem de overshoot
constatada na implementacdo pratica com realimentacdo das velocidades foi de 4%, valor
bastante menor que o obtido para a implementagcdo pratica do mesmo sistema usando a
realimentacéo das posicoes (44,5%).

Na Figura 24 o sinal da entrada controlada é exibido e, como esperado, encontra-se
tranquilamente dentro das limitagdes do sistema, enquanto na Figura 25 apresenta-se
novamente as respostas do sistema em malha aberta e em malha fechada a um perfil de pista
senoidal com frequéncia crescente (1 a 10 Hz em 25 segundos). O sistema com realimentagéo
das velocidades apresenta um desempenho muito superior ao do sistema em malha aberta,
anulando a incdmoda ressonancia presente no sistema em malha aberta por volta do instante

de 20 segundos, assim como aconteceu para 0 método com realimentacdo das posicdes.
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Figura 23 — Saidas do sistema na implementacédo préatica da suspensdo ativa: Realimentagéo
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Figura 25 — Comportamento do sistema de suspensdo ativa em implementacédo préatica para

uma frequéncia crescente como entrada no perfil da pista: Realimentacao das velocidades.
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7 PRETENSAO PARA PESQUISAS FUTURAS: CONTROLE COM
REALIMENTACAO MISTA

Depois de exploradas as ideias de um sistema com realimentacdo apenas das posi¢des
e outro com realimentacdo apenas das velocidades, surge a ideia de um sistema com
realimentacdo mista, onde considera-se que ha acesso a parte dos estados das posicdes e parte
dos estados das velocidades. Como exemplo, considerando-se um sistema mecanico de
dimensdo 4n, sendo que 2n variaveis de estado remetem a posicbes e 2n remetem a
velocidades, poderia considerar-se acesso a apenas n variaveis de estado de posi¢cdes e outras
n variaveis de estado de velocidades para a realimentacéo.

Existem, portanto, intencGes de seguir este rumo de pesquisa e desenvolver o método
de controle citado, que seria uma espécie de hibrido entre os dois métodos propostos nesta
tese. Considerando-se mais uma vez o sistema classico apresentado em (23) representando um
sistema mecanico cujas variaveis de estados representam grandezas de posicdes e

velocidades, tem-se

%(t) = Ax(t) + Bu(t),
x(®) = [d®OT d@©)T],  d©) = [de(®)T dp(®)TTT, (72)

em que x(¢) € R**, d(t) € R?", d,(t) € R", dj(t) ER", u(t) ER™, AER*™" ¢ B €
]Rél-nxml

Apresenta-se em (73) a lei de controle proposta para o sistema com realimentacao
mista, baseando-se nos métodos de controle desenvolvidos e propostos neste trabalho
(realimentacdo das posicdes e das velocidades). Na Figura 26 ¢ mostrado o diagrama de
blocos que esboca o projeto de controle em questdo, lembrando que a principio é considerado
acesso a todas as variaveis de estados (assim como no projeto de controle com realimentacao

das posi¢Oes e com realimentacdo das velocidades).

u(t) = Ks [— f u(t)dt — (Kyda(t) + Kody (8) + Ksda(8) + Kadyy (£) ) — Keu(o],
0
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[dq ()]

C?b(t)

u(t) = —[KsK; KsK, KsKs K:K, —K, KK]da(t) (73)
- 50:1 502 503 504 5 506 .

dp(t)

z(t)

L u(t)

~

Xem () = [x(O7 z(O)" u@®"]", (74)
sendo que z(t) = — fotu(t)dt.

Figura 26 — Diagrama de blocos do sistema de controle a ser projetado: Realimentacdo mista.
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Fonte: Proprio autor.

Na Figura 27 consta o diagrama de blocos do sistema a ser implementado, com

realimentacdo parcial das variaveis de estado (apenas d,(t) e d, (t)).
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Figura 27 — Diagrama de blocos do sistema de controle a ser implementado: Realimentagéo
mista.
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Antes de prosseguir com as simulacdes e implementagfes, no entanto, deve ser
realizada a andlise da controlabilidade do sistema proposto pelo método, assim como foi feito
para o sistema com realimentacdo das posicdes e o sistema com realimentacdo das
velocidades. Se comprovada a controlabilidade do novo sistema aumentado, entdo sera

possivel dar sequéncia com as devidas simulacdes e implementacdes praticas.
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8 CONCLUSAO

Neste trabalho, o projeto de um sinal de controle que depende apenas de alguns
elementos do vetor de estados do sistema é a principal caracteristica. Um conjunto de LMIs
foi usado para garantir a estabilidade do sistema e ainda assegurar um desempenho mais
adequado a dindmica desejada.

Verificou-se que, apesar das limitaghes na realimentagdo do sistema, ambos os
métodos propostos (realimentacdo das posicoes e das velocidades) apresentaram desempenhos
satisfatorios. Para o sistema de suspensdo ativa com realimentacdo das posicdes constatou-se
um consideravel maximo sobressinal mesmo no sistema em malha fechada (considerando o
perfil de pista como uma onda quadrada), enquanto que no sistema de suspenséo ativa com
realimentacéo das velocidades o0 maximo sobressinal foi bem menor. Porém, os dois sistemas
de controle demonstraram uma dindmica consideravelmente rapida. Para o caso do sistema de
suspensdo ativa sujeito a um perfil de pista senoidal com frequéncia variavel os dois métodos
aplicados a suspensdo ativa apresentaram desempenho muito bons e semelhantes, anulando a
ressonancia caracteristica do sistema em malha aberta por volta do instante de 20 segundos
(frequéncia proxima a 8 Hz). Portanto, os sistemas de controle propostos provaram ser opcoes
interessantes para o projeto de controle de plantas mecanicas com parametros incertos usando
somente realimentacdo da saida (apenas realimentacdo de posi¢cGes ou apenas realimentacao
de velocidades), considerando que ndo é necessario construir um observador para estimar
qualquer varidvel de estado da planta. Além disso, podem ser opcdes relativamente mais
baratas pelo fato de ndo existir necessidade de se medir todas as variaveis de estado da planta.

Vale destacar que, desde as simulacBes no sistema do péndulo invertido até as
implementacBes praticas no sistema de suspensdo ativa, foi considerada a existéncia de
incertezas politépicas nos sistemas. Ainda assim, os sistemas de controle superaram tal
empecilho e mantiveram um bom desempenho.

O autor ndo encontrou na literatura uma proposta semelhante relacionada a
realimentacdo de posicdo ou velocidade em sistemas mecéanicos. Em anexo se encontra 0
artigo do autor que se encontra em estagio final de elaboracdo e deverd ser submetido em
breve a um periodico ainda a ser definido, abordando os sistemas de controle propostos nesta
tese.

Um dos possiveis proximos rumos da pesquisa elaborada nesta tese é a possibilidade
de se trabalhar com algum tipo controle chaveado, visto que esta é uma opg¢&o interessante de

controle e o autor ja realizou estudos sobre controle chaveado em sistemas dinamicos em
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Tello (2018). Outra possivel continuidade para a pesquisa apresentada é o projeto de um
método de controle misto, que funcionaria com acesso parcial as varidveis de estado de
posicdo para realimentacdo e acesso parcial as variaveis de estado de velocidade, como
sugerido no final deste trabalho.
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APENDICE A - Definiges de algumas matrizes especiais

Uma matriz quadrada A € R™" é simétrica se AT = A.

Uma matriz quadrada A € C™" é hermitiana se A* = 4, sendo que A* = (A)7. Os
elementos de A sdo os conjugados dos nimeros complexos dos elementos

correspondents em A.

Uma matriz A simétrica é positiva definida se xTAx > 0, V x # ©. O caso complexo é

analogo, bastando trocar simétrica por hermitiana e x por x*.

Uma matriz A simétrica é positiva semidefinida se xTAx >0, Vx # Q. O caso

complexo ¢é analogo, bastando trocar simétrica por hermitiana e x” por x*.

Uma matriz A simétrica é negativa definida se xTAx < 0, ¥V x # Q. O caso complexo

é analogo, bastando trocar simétrica por hermitiana e x” por x*.

Uma matriz A simétrica é negativa semidefinida se x’Ax <0, Vx = Q. O caso

complexo ¢é analogo, bastando trocar simétrica por hermitiana e x” por x*.
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APENDICE B - Estabilidade de Lyapunov

Nos sistemas ndo-lineares, a estabilidade global nem sempre ocorre. Em geral, apenas
um conjunto de condic¢des iniciais, contido no espago R™, origina trajetdrias que convergem
para o ponto de equilibrio estavel x,. Matematicamente, esse conjunto € denominado area de
atracédo ou regido de estabilidade (BARBAZELLI, 2005).

Além de estudar a estabilidade de pontos de equilibrio, 0 Método de Lyapunov fornece
uma maneira de se estimar a regido de estabilidade. A Estabilidade do sistema é determinada
usando funcdes ditas de Lyapunov definidas no espaco de estados considerando seu sinal e o
de sua derivada temporal (BARBAZELLI, 2005).

O teorema de Lyapunov para sistemas autbnomos (SAUER; PAI, 1998) é apresentado
a seguir. Estuda-se a estabilidade da origem sem perda de generalidade, visto que é possivel
transformar o problema de um ponto de equilibrio qualquer em um problema em que o ponto

de equilibrio esteja na origem através de uma translacgéo.

Teorema B1. Considerando-se um sistema dindmico x = f(x),x € R", f: R™ - R", com
f(0) =0 (a origem é ponto de equilibrio). Se existe uma funcdo escalar V(x) positiva
definida, isto é, V(x) > 0, com derivada V(x) < 0, entdo o sistema é assintoticamente
estavel em torno de x = 0. Caso tenha-se que V(x) > 0 e V(x) < 0, a origem é ponto de

equilibrio estavel.
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APENDICE C - Complemento de Schur

O Complemento de Schur é um método que possibilita converter um conjunto de
inequacdes nao-lineares (convexas) em LMIs (GAHINET et al., 1995; CARDIM, 2009).
A ideia basica é que a LMI

Qlx) Sx)

c1
ST RGol Y L)

sendo que Q(x) = Q(x)T, R(x) = R(x)T e S(x) tém uma dependéncia afim de x, é

equivalente ao conjunto de inequacdes (C.2) e ao conjunto de equacdes (C.3).
Q(x) >0, R(x) —S(x)TQ(x)"1S(x) > 0. (C.2)
R(x)>0, Q(x)—=S®Rx)S(x)T > 0. (C.3)

Maiores detalhes sobre 0 Complemento de Schur podem ser encontrados em Boyd et
al. (1994).



