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RESUMO

Neste trabalho apresentamos os conceitos basicos da Teoria Algébrica dos Numeros
com o objetivo da construcéo de reticulados por intermédio dos corpos de niumeros de
graun = 2,3,4,5,6. Neste contexto, apresentamos os corpos de numeros construidos
através dos polinémios irredutiveis p(x) = z™ + ax + b, com a € b inteiros n&o nulos
e p(r) = 2" — d, com d inteiro livre de quadrados. Além disso, apresentamos o anel
de inteiros algébricos e o discriminante desses corpos e através do homomorfismo
de Minkowski construimos reticulados algébricos a partir da aplicacao via o anel de

inteiros desses corpos.

Palavras-chave: Teoria Algébrica dos Nimeros. Corpos de Numeros. Anel de inteiros

algébricos. Reticulados algébricos.






ABSTRACT

In this work we present the basic concepts of Algebraic Number Theory with the objec-
tive of constructing lattices through the number fields of degree n = 2,3,4,5,6. In this
context, we present the number fields constructed through the irreducible polynomials
p(x) = 2" + ax + b, with a and b non-zero integers and p(x) = =™ — d, with d an integer
square free. Furthermore, we present the algebraic integer ring and the discriminant of
these fields and through Minkowski homomorphism we build algebraic lattices via the

algebraic integer ring of these fields.

Keywords: Algebraic Number Theory. Numbers Fields. Ring of algebraic integers.

Algebraic lattices.
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1 Introducao

Segundo o matemético Leopold Kronecker (1823-1891) “Deus criou os niimeros intei-
ros e o resto é obra da humanidade”. A Teoria dos Numeros é a mais bela constituicao
matematica, uma area que instiga o fascinio da mente humana desde as mais remotas
épocas da antiguidade, desafiando intimeras geragdes de matematicos e leigos, que apre-
ciam os seus enunciados simples e intrigantes, cujas demonstragoes estao além de qualquer
simplicidade. A origem da Teoria dos Numeros é geralmente atribuida aos gregos, por
volta de 600 a.C. Pitagoras e seus discipulos fizeram varios estudos interessantes e foram
os primeiros a classificar os inteiros de varias maneiras como por exemplo: niimeros pares,
impares e primos. A Teoria dos Ntimeros é a area da matematica cujo objetivo é descobrir
e estabelecer as relagoes profundas e sutis que niimeros de tipos diferentes guardam entre
Si.

Ao decorrer das estagoes, novos problemas foram surgindo e novas teorias foram
desenvolvidas. A ramificacdo da area chamada Teoria Algébrica dos Numeros, foi cri-
ada na segunda metade do século XIX nos trabalhos dos matematicos Ernest Kummer
(1810-1893), Richard Dedekind (1831-1916), Emmy Noether (1882-1935) e Leopold Kro-
necker (1823-1891). Essa teoria teve suas origens quando o matemadtico alemao Carl F.
Gauss (1777-1855) estendeu a ideia de nimero inteiro definindo o anel dos inteiros algé-
bricos gaussianos, Z[i|, e posteriormente na tentativa de se demonstrar o Ultimo Teorema
de Fermat. Nestes pardgrafos foram utilizadas as referéncias [2] e [3] para a descrigdo
historica.

Contudo, os estudos nesta area podem parecer um pouco complexos e até pouco tempo
atras nao tinham aplicagoes diretas. Entao, mais uma vez, a Teoria Algébrica dos Nu-
meros surge de forma encantadora quebrando paradigmas e se eleva a era moderna como
tendéncia a aplicagoes a comunicacao. Em 1948, para achar os limites fundamentais no
processamento de sinais e operagoes de comunica¢ao como as de compressao de dados, o
matematico Claude E. Shannon publicou o artigo A Mathematical Theory of Communi-
cation. Este artigo instigou a origem a Teoria da Informacao, que possibilitou a juncao
entre a Matematica e a Engenharia Elétrica na qual se objetiva garantir uma transmissao
segura e eficiente de informagoes por meio dos canais de comunicagao, além da criacao
da Teoria de Codigos Corretores de Erros, que permitem uma melhor qualidade na trans-
missao de sinais e dados. Agora essa teoria tem varias aplicacoes nas mais diversas areas,
como a Algebra, a Teoria dos Nimeros Cléssica e a Teoria Algébrica dos Nimeros.

Um problema atual contido na Teoria da Informagcao é o empacotamento esférico, que
consiste em dispor esferas de mesmo raio no espago euclidiano n-dimensional de tal modo
que no maximo duas delas se tangenciem e elas ocupem a maior fracdo deste espaco,
ou seja, que esta distribuicdo tenha alta densidade. Ao conjunto de pontos centrais das
esferas é dado o nome de reticulado. Com a publicagdo do artigo de Shannon, ficou

23



Capitulo 1. Introdugao 24

estabelecido que o problema de encontrar empacotamentos esféricos densos em um dado
espaco ¢ equivalente a encontrar codigos corretores de erros eficientes e assim, é possivel
associar o estudo dos cédigos aos reticulados de modo que, ao transmitir uma mensagem
(c6digo) emitimos um vetor, se esse vetor for enviado diretamente ao centro da esfera a
mensagem foi entregue com sucesso, caso o vetor atinja o interior da esfera no processo
a mensagem foi entregue com erro, ou seja, aconteceu o chamado “ruido” mas é possivel
corrigi-la, agora se o vetor atingir os espagos entre as esferas a mensagem por sua vez
acaba se perdendo e é menos provavel de haver uma corre¢ao. Nestes paragrafos foram
utilizadas as referéncias [3], [4] e [5].

Nesse sentido, o presente trabalho tem por objetivo estudar os anéis de inteiros algébri-
cos de alguns corpos de niimeros, os discriminantes associados e a aplicacao a construcao
de reticulados via corpos de ntimeros (definiremos esses conceitos no texto). Para cum-
prir este propoésito, organizamos este trabalho em nove capitulos, onde esta introducgao é
o primeiro. O segundo capitulo, é uma introdugao a Teoria Algébricas dos Ntumeros e é
fundamental a familiaridade com conceitos basicos como a teoria de anéis e a teoria de
extensoes de corpos, que podem ser encontradas nas referéncias [5] e [6], respectivamente.
Os conteudos explorados, neste capitulo, sao modulos e moédulos livres, anel dos inteiros,
norma, trago, discriminante e a particularizacao de alguns resultados para os corpos de
numeros. Em especial, como contribuicao deste trabalho, a se¢do 2.6 apresenta resultados
novos, nao conhecidos na literatura, sobre os corpos de nimeros Q( {L/E), com d € Z livre
de quadrados que surgiram como inspiracao das referéncias [7], [8] e [9].

Do terceiro ao sétimo capitulo, apresentamos um investigagao das extensoes de corpos
de numeros de grau 2, 3, 4, 5 e 6, respectivamente. A estes capitulos damos o devido
reconhecimento, e atribuimos-os como os principais dessa dissertacao. Através dos po-
linémios irredutiveis p(x) = 2" + ax + b, com a,b inteiros nao nulos e p(x) = 2" — d,
com d um inteiro livre de quadrados, permite-se encontrar o anel dos inteiros algébricos
e o discriminante em cada caso. No capitulo 3, tratamos das extensoes quadraticas cujo
o polindmio minimal p(z) = 2% — d, com d um inteiro livre de quadrados, embora para,
este caso a base integral seja conhecida, apresentamos a nossa versao da demonstracao.
No capitulo 4, tratamos das extensdes ciibicas cujo o polindmio minimal p(x) = z* — d,
com d um inteiro livre de quadrados, neste caso a base integral que encontramos ¢é sutil-
mente diferente a da referéncia [7]. No capitulo 5, tratamos das extensdes quarticas cujo
o polinémio minimal p(z) = 2* — d, com d um inteiro livre de quadrados, neste caso, a
base integral encontrada na referéncia [8] nao estd completa, uma vez que nao cobre o
caso quando d = 1 (mod 8). Assim, nesse trabalho apresentamos uma nova versao (de
nossa autoria) do anel dos inteiros desses corpos para qualquer inteiro d # 1 e livre de
quadrados completando a referéncia [8]. Em especial, os capitulos 6 e 7 trazem consigo
resultados novos de nossa autoria, nao conhecidos na literatura, como o anel dos inteiros
algébricos e o discriminante dos corpos Q(\"/a), com d um inteiro livre de quadrados e
para n = 5, 6.

A aplicacao aos reticulados é encontrado no oitavo capitulo. O apice é construir alguns
exemplos de reticulados algébricos a partir dos anéis de inteiros algébricos discutidos
nos capitulos antecedentes. Para isso, definimos a estrutura de um reticulado no R",
matriz geradora, matriz de Gram, volume, raio de empacotamento e densidade de centro.
Posteriormente, na secao de reticulados algébricos faremos a particularizacdo para este
caso.

No nono capitulo, apresentamos a conclusao deste trabalho e as perspectivas futuras
com alguns caminhos em aberto que podem ser seguidos.



2 Introducao a Teoria Algébrica dos
Niimeros

Este capitulo tem como objetivo embasar e fundamentar todo o trabalho. Apresenta-
mos, uma introdugao da Teoria Algébrica dos Ntimeros, onde apresentaremos as principais
defini¢bes e importantes resultados que envolvem-na. Abordaremos os conceitos de mé-
dulo e médulo livre na primeira secao, seguindo por anel dos inteiros, norma, trago e
discriminante, todos esses assuntos citados serao cruciais para sustentar a tultima secao
que se trata dos corpos de ntimeros. Algumas demonstragoes serdao omitidas, por serem
resultados classicos ou pela sua extensa demonstracao, contudo estes resultados serao
propriamente referenciados. Admitiremos os conhecimentos prévios da Algebra Cldssica
que envolvem as estruturas de grupos, anéis e corpos, onde o leitor pode se familiarizar
com estes assuntos em [6]. No mais, serdo usados os conhecimentos da Algebra Linear
Classica, como os espagos vetoriais, que podem ser refor¢ados pela leitura em [10]. Em
especial, como contribuicao deste trabalho, a secao 2.6 apresenta resultados novos, nao
conhecidos na literatura, sobre os corpos de niimeros Q(\”/E), com 1 # d € 7Z livre de
quadrados, que surgiram como inspiragao das referéncias [8], [7] e [9].

2.1 Modbdulos e mdédulos livres

Na Algebra Linear Classica é comum usarmos os espacos vetoriais sobre corpos, prin-
cipalmente sobre R ou C. O conceito de modulos surgiu entao da tentativa de usar anéis
arbitrarios no lugar de corpos. Faremos uma generalizagao dos espagos vetoriais como
moédulos e uma breve apresentacao dos moédulos livres, cuja as referéncias bases sdo o
Capitulo 2 de [5], o Capitulo 3 de [11] e o Capitulo 2 de [12]. Ao longo deste capitulo,
consideramos A como sendo um anel comutativo com unidade.

Definigao 2.1.1. Seja M um conjunto nao vazio. A terna (M,4+,-) com as operagoes
+:MxM-—Me-:Ax M — M é chamada de um A-mddulo (ou um mddulo sobre
A) se satisfaz as sequintes propriedades:

1. (M,+) é um grupo abeliano;

2. a(bm) = (ab)m e (a + b)m = am + bm, para todo a,b € A em € M;
3. a(m+mn) =am+ an, para todo a € A e m,n € M;

4. 1m =m, para todo m € M.

Exemplo 2.1.1. Sao exemplos de A-modulos.

25



Capitulo 2. Introducgao a Teoria Algébrica dos Numeros 26

1. Todo espago vetorial V' sobre um corpo K é um K-maodulo, pois as estruturas de
espaco vetorial e modulo se assemelham ao analisarmos que K também é um anel.

2. Todo grupo abeliano G € um Z-modulo, pois satisfaz o primeiro item da defini¢do
de maodulo por ser um grupo abeliano e para os demais itens basta vermos que nxr =
T+ -+ x, assim também sdo satisfeitos.

3. Sejam A um anel e I C A um ideal. Assim, o ideal I de A é um A-mddulo, este
resultado seque pela definicdo de ideal que satisfaz as propriedades de modulo. Em
particular, A é um maodulo sobre si mesmo.

Definigao 2.1.2. Seja M um A-mdédulo. Um subconjunto N C M é chamado um A-
submodulo de M se satisfaz:

1. 0 e Ny
2. a+be N, para quaisquer a,b € N;
3. an € N, para quaisquer a € A en € N.

Observagao 2.1.1. A definicao de A-submaodulo pode ser reformulada da segquinte ma-
neira. Seja M um A-modulo. Um subconjunto ndo vazio N de M é chamado um A-
submodulo de M quando N € um subgrupo de M e a operacao “produto por escalar” é
fechada em N. Observemos por essa defini¢io que 0 € N, uma vez que N # 0, e assim,
existe u € N tal que 0 = u —u € N. Além disso, N € por si um A-mddulo.

Exemplo 2.1.2. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto U C V

¢ um K-submodulo de V' se, e somente se, U é um subespaco vetorial de V.

Exemplo 2.1.3. Seja M um A-méddulo. Se {N;}ic;r € uma familia de A-submddulos de M,
com I ={1,2,... k} um conjunto finito, entao os sequintes conjuntos sio A-submddulos

de M :

1. ' N; Z:{U1+UQ+"'+U1€|U¢€N¢}.

i=1
k

2. N N; :={ulu e N;,Vi e I}.
i=1

Os préximos resultados serao referentes aos homomorfismos de A-moédulos. De modo
andlogo ao caso de homomorfismo de anéis, apresentamos a definicdo, algumas proprie-
dades e definimos o médulo quociente com o objetivo de provar uma versao do Teorema
do Homomorfismo para modulos.

Definigao 2.1.3. Sejam A um anel e M e N A-mdédulos. Uma aplica¢io ¢ : M — N ¢é
um homomorfismo de A-mdaddulos se satisfaz:

1. o(z+y) = ¢(z) +¢(y), para todo z,y € M.
2. ¢(ax) = ap(x), para todo a € A ex € M.

Se ¢ for bijetora, a aplicacio p é chamada um tsomorfismo de A-mddulos e que M
e N sao isomorfos como A-mdédulos, e denotado por M =4 N.
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Observagao 2.1.2. Denotemos o conjunto de todos os A-homomorfismos de M em N
por Homa(M, N) (ou simplesmente por Hom(M, N), se nao houver divida sobre qual é
o anel A). O conjunto Homa(M, N) também é um A-mddulo.

Definigao 2.1.4. Sejam A um anel, M e N A-mddulos e p : M — N um homomorfismo
de A-madulos.

1. O nacleo (kernel) de ¢ € definido por Ker(yp) ={x € M|f(x) = 0}.
2. A imagem de  é definida por Im(p) = Im(M) = {p(z)|x € M}.

Proposigao 2.1.1. Sejam M e N dois A-médulos e ¢ : M — N um homomorfismo de
A-madulos.

1. Ker(p) é um A-submdédulo de M.
2. Im(p) é um A-submddulo de N .
3. A aplicagao ¢ € injetora se, e somente se, Ker(p) = {0}.

Demonstrag¢io. Para o prova dos itens (1) e (2) faremos uso da Observagao 2.1.1 para
provar que o kernel e a imagem sdo A-submodulos.

1. Vejamos que Ker(yp) # 0, pois ¢(0) = 0, e dessa forma, 0 € Ker(p). Agora,
supomos que u,v € Ker(p) e a € A. Assim, p(u —v) = p(u) — p(v) = 0, ou
seja, u — v € Ker(y). Por outro lado, p(au) = ap(u) = 0, e assim, au € Ker(p).
Portanto, Ker(y) é um A-submoédulo de M.

2. Neste caso Im(p) # 0, pois 0 € Im(p). Agora, suponhamos que u,v € Im(yp)
e a € A. Logo, existem my,my € M tal que p(my) = u e p(ms) = v, e assim,
u—v = @(my) — p(ms) = p(my —ms), ou seja, u —v € Im(p). Por outro lado,
au = ap(my) = p(am,), e deste modo, au € I'm(p). Portanto, Im(p) é um A-
submodulo de N.

3. Suponhamos que ¢ é injetora e seja x € Ker(p). Assim, ¢(x) =0 = ¢(0). Como ¢
é injetora, segue que x = 0, e consequentemente, Ker(¢) = {0}. Reciprocamente,
suponhamos u,v € M tal que p(u) = ¢(v). Logo, p(u —v) = p(u) — ¢(v) =0, e
assim, u — v € Ker(p) = {0}. Portanto, u — v = 0, ou seja, u = v, implicando que
@ € injetora.

Portanto, a proposicao esta provada. O

Neste momento, apresentamos algumas defini¢des que acercam o moédulo quociente,
para defini-lo e provar o Teorema do Homomorfismo.

Definigao 2.1.5. Sejam M um A-modulo, N um A-submddulo de M.

1. Sejam u,v € M. O elemento u é chamado congruente a v médulo N seu—v € N.
Esta relagao € de equivaléncia e denotamos por u = v(mod N).

2. A classe de equivaléncia de v € M ¢é dada por u = {v € M|u=v(mod N)}.
Definigao 2.1.6. Sejam M um A-modulo, w € M e N um A-submodulo de M.

1. O conjuntou+ N ={u+v:v € N} € chamado de classe lateral a esquerda.
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2. O conjunto N +u={v+u:v e N} é chamado de classe lateral a direita.

Definigao 2.1.7. Sejam M um A-modulo, N um A-submddulo de M. O conjunto quoci-

M
ente N = {u+ N|u € M} com as operagoes:

1. (u+N)+ (v+N)=(u+v)+ N, comu,ve M.
2. alu+N)=au+ N, comu e M ea€ A.
¢ um A-mdédulo e é chamado de médulo quociente.

Teorema 2.1.1. Se ¢ : M — N € um homomorfismo de A-maddulos, entdo

M
Ker(y)

= Im(p).
Demonstragio. A aplicacao
— M
¢ Ker(p) p(M)
u+ Ker(y) — ¢(u)

é um isomorfismo.

1. A aplicagao ¢ estd bem definida. Sejam u + Ker(p),v+ Ker(p) €

M tal
al que
Ker(p) d

u+ Ker(p) = v+ Ker(p). Assim, u —v € Ker(p), ou seja, ¢(u —v) = 0. Dessa
forma, como ¢ é um homomorfismo, segue que p(u —v) = p(u) —@(v) = 0. Assim,
o(u) = ¢(v), e por definicao, ¢(u + Ker(p)) = ¢(v + Ker(yp)). Portanto, ¢ esté
bem definida.

2. A aplicagdo ¢ é um homomorfismo, uma vez que

(a) ¢((u+ Ker(p)) + (v + Ker(p))) = ¢((u+v) + Ker(p)) = p(u+v) = o(u) +
p(v) = o(u+ Ker(p)) + ¢(v + Ker(p)),

(b) ¢la(u + Ker(p))) = ¢plau + Ker(p)) = plau) = ap(u) = ad(u + Ker(p)),

para u + Ker(y),v + Ker(yp) €

e a € A. Assim, ¢ é um homomorfismo.
Ker(p)

3. A aplicagdo ¢ é injetora. Suponhamos ¢(u + Ker(p)) = ¢(v + Ker(y)), com
u+ Ker(p),v + Ker(p) €

Ker() Logo, p(u) = ¢(v), e assim, p(u —v) =

o(u)—p(v) = 0, ouseja, u—v € Ker(p) e isso implica que u+Ker(p) = v+ Ker(p).
Portanto, ¢ ¢ injetora.

4. A aplicac¢ao ¢ é sobrejetora. Seja v € (M), assim existe u € M tal que ¢(u) = v.
tal que ¢(u + Ker(p)) =

Logo, podemos ver que existe u + Ker(p) €
Ker(y)

¢(u) = v. Portanto, ¢ é sobrejetora.

Concluimos dos itens 1), 2), 3) e 4) que ¢ é um isomorfismo, e portanto, Ker(o) e Im(p)
er(p

sao isomorfos. ]
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Definicao 2.1.8. Sejam {M;};c; uma familia de A-médulos e M = I1 M;. Seja {N,}ier
uma familia de A-submddulos de M. A soma M = 3 N; € a chamaldeal soma direta de
{N,}ier, e denotamos por M = @;c1N;, se satisfaz zZrerfa das sequintes afirmagoes.
1. Todo elemento m € M se escreve de maneira Unica na forma m = 3> n;, onde
n; € N;, e (ni)ier € uma familia quase nula, isto é, n; = 0, exceto para Zz%?, numero
finito de elementos.

2. Se M =3 N; e>n;=0, entao n; =0 para todo i € I.

el el

i#j

1€l

Definicao 2.1.9. Seja {M;}ic; uma familia de A-mddulos. O produto direto dos M;’s
¢ definido como o A-mdédulo ‘H M; = {(mi)ictlm; € M;,Vi € I} e cujas operagoes de

adicdo e produto por escalar sao definidas indice a indice.

Observagao 2.1.3. Observamos que se o conjunto de indices I for finito, entdo o produto
direto e a soma direta coincidem.

Na proéxima definigdo, apresentamos alguns conceitos essenciais para a definicao de
uma base.

Definicao 2.1.10. Sejam M um A-mdodulo e S um subconjunto de M nao vazio.

1. Os elementos de S sao chamados linearmente independentes se, para toda a
familia finita {vi,vq,...,v,} de elementos de S e ay,as,...,a, € A implicar que

a1+ -+ av, =0=>a=ay=---=a, =0.
Caso contrario, os elementos de S sao chamados linearmente dependentes.

2. O conjunto S € chamado gerador de M se M = (S), ou seja, qualquer elemento
m € M pode ser escrito como uma combinagdo linear (em geral, nao unica) de
elementos de S dada por

k
m = Z a;v;,
i=1
ondea; € Aev; €85.
3. O A-maodulo M é chamado de tipo finito se o M possui um conjunto gerador finito.

4. Um conjunto S é chamado uma base de M se é um conjunto gerador cujos elemen-
tos sao linearmente independentes. Neste caso, qualquer elemento m € M pode ser
escrito de forma unica como uma combinagdo linear de elementos de S, ou seja,

k
m = Z = Q;Vy,
i=1

onde a; € A ev; € S. O numero de elementos da base é chamado de posto de M.

5. O A-mdédulo M é chamado livre se o M possui uma base.
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Exemplo 2.1.4. A sequir, apresentamos alguns exemplos de maodulos livres.
1. Todo espago vetorial € um modulo livre, pois tem base.
2. Nem todo A-mddulo € livre. Por exemplo, Q ndo é um Z-mddulo livre.

3. O grupo Z.,, ¢ um Z-modulo que ndo tem base, uma vez que Z,, € um Z-modulo,
pois é um grupo abeliano. Agora, para qualquer a € Z,,, seque que la = (m + 1)a,
ou seja, ndo escrevemos de maneira unica. Assim, Z,, ndo tem base, e portanto,
nao é um Z-modulo livre.

Definicao 2.1.11. Sejam I um conjunto arbitrario e A um anel. Se a cada i € I associ-
armos uma copia de A como um A-mddulo podemos formar o A-modulo livre M = @1 A.
Neste caso, o modulo M é chamado de modulo livre gerado pelo conjunto I.

Nas Defini¢oes 2.1.10 e 2.1.11 podemos introduzir a ideia de médulo livre do tipo finito
e modulo finitamente gerado, considerando os conjuntos S e [ finitos em cada uma delas.

Teorema 2.1.2. Se M ¢ um A-modulo livre, entdo duas bases finitas quaisquer de M
devem ter a mesma cardinalidade (a qual é chamada de posto de M ).

Demonstra¢io. Suponhamos que {uy, us, ..., Uy} € {v1,v9,...,0,} sdo duas bases de M.
Assim, existem b;;, ¢ € A, com i,k € {1,2,...,m} e j,l € {1,2,...,n} tal que

n m
u; = Z bijvj e v, = chlul.
j=1 =1

Reescrevendo esses termos, segue que

n n m n m

wi =3 bigv; =3 big D cuw =3 > bijeju,
j=1 j=1 =1 Jj=1l=1
m m n m n

Vi — Z Criu; = Z Crl Z bljvj = Z Z cklbljvj.
=1 =1 j=1 =1 j=1

Agora, se B = (b;j)mxn € C = (¢ji)nxm, entdo BC = I, e CB = I,. Como A é um anel
comutativo, segue que m = n. Portanto, as bases tem o mesmo posto. L]

Teorema 2.1.3. Sejam A um dominio principal e M um A-mdodulo livre de posto n. Se
M'" é um A-submdédulo de M, entdo:

1. M’ € livre de posto r, para 0 < r <n.

2. Se M’ # {0}, entdo eziste uma base {vy,--- ,v,} de M e elementos nio nulos
a,---,a, € A tal que {ajvy,- -+ ,a,v,.} € uma base de M' e que a; divide a;11, para
1< <r—1.

Demonstra¢io. Para M’ = (0) = {0} (ideal nulo) satisfaz o item 1, pois é de posto
0, e também, satisfaz o item 2, pois nao contradiz a mesma. Suponhamos, assim, que
M’ # {0}. Vamos dividir a demonstragao em cinco passos.

1. Seja L(M, A) o conjunto das formas lineares sobre M. Se e € L(M, A), entao e(M’)
¢ um ideal de A, uma vez que e(M') C A e
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(a) se x,y € e(M'), entdo existem zg,yo € M’ tal que e(zg) = = e e(yo) = y.
Assim, zg —yo € M’, e deste modo, e(xg — yo) = e(xo) — e(yo) = = — y.
Portanto, z —y € e(M’).

(b) sex € e(M') er € A, entdo existe zo € M’ tal que e(zg) = . Assim, zor € M/,
e deste modo, e(xor) = re(zg) = rx. Portanto, rx € e(M’).

Pelo fato de A ser um dominio principal, segue que os ideais de A sdo gerados por
um elemento, e assim, e(M’) = Aa. = (a.), com a, € A. Como A é principal,
segue que o conjunto e(M’) tem um elemento maximal, Aa, = (a,), para algum
ue L(M,A). Seja {z1,--- ,x,} uma base que identifica M com A" e consideramos
a seguinte aplicagao

121 + - ATy ;.
Neste caso, p;(x;) = 6;;. Como M’ # {0}, segue que p;(M’) # {0}, para algum ¢,

onde i < n. Assim, u(M') D p;(M') # {0}, e deste modo, u(M') = (a,) # {0} e
a, # {0}. Por construcao, segue que existe v’ € M’ tal que u(v') = a, (%).

2. Agora, vamos mostrar que para todo e € L(M, A), segue que a,|e(v'). Para isso,
suponhamos que mdc(a,,e(v')) = d. Logo, d = ba, + ce(v'), onde b,c € A. Assim,

d = bay + ce(v') 2 bu(v') + ce(v') = (bu + ce)(v)).

Como (bu + ce) é uma forma linear de L(M, A), segue que Aa, C Ay, pois d|a, e
Aa, C {apytce), pois d = (bu + ce)(v'). Assim, Aa, C Ay C Aa, C {apyrce) C Aay,
onde Aa, é maximal. Logo, Aa, = A4 = a,|d. Portanto, a,|e(v').

3. Em particular, a,|p;(v"), para todo i, ou seja, p;(v') = aub;, com b; € A. Agora,
sejam

n

v="> b eaw=> (bha,)z; = a, = ;pi(v)$i —

i=1 i=1
Dessa forma, v' = a,v, e aplicando u, segue que

uw(v') = u(a,w) & a, = a,u(v) = u(v) =1, a, #0.

4. Agora, vamos mostrar os seguintes resultados.

(a) M = Ker(u)®Av. Sex € M, entao x = (xr—u(z)v')+u(x)v. Mas, u(z)v € A,,
pois u € L(M, A). Agora, vamos provar que u(x — u(x)v) = 0, ou seja,

u(z) const.

u(r —u(z)v) = u(x) — u(u(z)v) = u(z) —u(z)u(v) = u(r) —u(r) =0.

Assim, © — u(z)v € Ker(u), e portanto, M C Ker(u) + Av. Mas, também
Ker(u) ¢ M e Av C M. Portanto, Ker(u) + Av C M, e assim, M =
Ker(u) + Av. Agora, falta apenas verificarmos que a soma é direta. Para
isso, se t € Ker(u) N Av, entdo u(t) = 0, e também, t = rv, r € A. Com
isso, u(t) = u(rv) = ru(v) = r. Por outro lado, u(t) = r = 0, ou seja,
Ker(u) N Av = {0}. Portanto, M = Ker(u) ® Av.
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(b) M" = (M'n Ker(u)) + Av', onde v = a,v. Para isso, se y € M’, entdo
u(y) = bay,, com b € A. Logo, y € M' = (y — u(y)v) + u(y)v = (y — u(y)v) +
ba,v = (u — u(y)v) + bv', com bv' € Av'. Agora, y — u(y)v € Ker(u), uma vez
que aplicando u, segue que

u(y — u(y)v) = u(y) — u(u(y)v) = u(y) — u(y)u(v) = u(y) —u(y) =0,

e assim, y — u(y)v € Ker(u). Logo, M’ C (M' N Ker(u)) + Av'. Como
M' N Ker(u) C M'e Av' C M, segue que M' = (M' N Ker(u)) + Av'. Agora,
vamos mostrar que a soma ¢ direta. Para isso, seja t € (M' N Ker(u)) + Av'.
Comote M te Ker(u) = u(t)=0et € Av' =t =10, comr € A, segue
que u(t) = u(rv’) = 0 = ru(v') = ra,, onde a, # 0. Com isso, r = 0, e assim,
t = 0. Logo, (M'NKer(u))+Av' = {0}, e portanto, M' = (M'NKer(u))+ Rv'.

5. Agora, vamos provar os itens 1 e 2 por inducao.

(a) Para o item 1, provaremos por indugao sobre o posto r de M’. Se r = 0, entao
M’ = {0} e o resultado é verdadeiro. Agora, seja r > 0. Suponhamos que
é verdadeira para r = k — 1 e vamos provar que vale para r = k, onde M’
tem posto k. Como M’ tem posto k, por 2) do passo anterior, segue que Av’
tem posto 1 (uma vez a soma ¢ direta). Logo, M’ N Ker(u) tem posto k — 1,
M’ N Ker(u) é livre pela hip6tese de indugao e Av' é livre por ser gerado por
um elemento. Como a soma é direta, segue que podemos escrever M’ de forma
Unica, e assim, M’ é livre.

(b) Para o item 2, provaremos por indugdo sobre o posto n de M. Para n =
0, o resultado é verdadeiro. Agora, suponhamos que seja verdadeiro para
= k — 1. Agora, Ker(u) é livre de posto k — 1, uma vez que do passo
1) a soma é direta. Aplicando a hipdtese de indugdo n modulo livre Ker(u)
e no seu submédulo M’ N Ker(u), segue que se M' N Ker(u) # {0}, entao
existe uma base vq, -+ ,v, de Ker(u), com r < n, e elementos nao nulos
as, - -a, de A, tal que agv, - -+ ,a,v é uma base de M’ N Ker(u) e a;la;;1, para
2 <i<r—1. Agora, sejam a; = a, e v; = v. Logo, pela primeira afirmacao,
segue que vy, - -+ , v, € uma base para M. Pela segunda afirmacao e do fato de
V' = a,v = v = ajvy, segue que {ajvy,--- ,a,v,.} para M'. Falta provarmos
que aq|as. Seja s € L(M, A) definida por s(ajvy + -+ -+ a,v,.) = a1 + ag. Assim,
a, = a; = s(ajv1) = s(a,w) = s(v') € s(M'). Logo, Aa, C s(M'). Como Aa,
é maximal, segue que s(M') = Aay. Assim, as = s(agvy) € e(M') = ay € Aay,
isto é, ay|as.

Portanto, o teorema esta provado. O

2.2 Anel de inteiros

Nesta secao, apresentamos os conceitos de elementos inteiros, anel dos inteiros e suas
principais propriedades. As referéncias sao [13] e [14].

Definicao 2.2.1. Sejam A C B anéis e a € B.

1. O elemento a é chamado um elemento inteiro sobre A se a for raiz de um po-
lindmio maonico nao nulo p(x) com coeficientes em A.
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2. A relagio p(a) = 0 é chamada de equagdo de dependéncia inteira de o sobre

A,

Observacgao 2.2.1. Quando B C C e A = 7Z, o elemento o é chamado um inteiro
algébrico (esta definicio se encontra na Se¢io 2.2, p.39).

Exemplo 2.2.1. Sdo exemplos de elementos inteiros (algébricos).

1. Se /2 € R, entdo \/2 é raiz do polindmio ménico p(x) = x> — 2 com coeficientes
em Z. Logo, \/2 é um elemento inteiro de R sobre Z e sua equagio de dependéncia
inteira é o —2 = 0.

2. Sei € C, entdo i € raiz do polindmio monico p(x) = x? + 1 com coeficientes em 7Z.
Logo, © € um elemento inteiro de C sobre Z e sua equacao de dependéncia inteira é
2
a®+1=0.

Definicao 2.2.2. Sejam A C B anéis. O conjunto
Op ={a € B | «a éinteiro sobre A},
¢ chamado de anel dos inteiros de B sobre A.

Observagao 2.2.2. Podemos usar a notagio Og(A) para referenciar o anel dos inteiros
de B sobre A e se nao houver possibilidade de confusdo usaremos simplesmente a notacao

Op.

Sejam A C B anéis e a € B. O conjunto Ala| = {f(a) : f(z) € A[z]} é definido como
o menor anel que contém A e « contido em B.

Teorema 2.2.1. Sejam A C B anéis e a« € B. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. O elemento a € inteiro sobre A.
2. O anel Ala] € um A-mddulo finitamente gerado.
3. Existe um subanel R de B que € finitamente gerado contendo o e A.

Demonstragio. Para mostrar as equivaléncias provaremos as relagoes (1) = (2), (2) = (3)
e (3) = (1). Para (1) implica (2), por hipitese « é inteiro sobre A, e assim, existe um
polindmio moénico com coeficientes ag, a1, as, . .., a, em A cujo « é raiz, ou seja,

ap + ara 4+ asa® + -+ ap_1a" t+a" = 0.

Se M = [1,a,a?,...,a" !, entdo M é um A-mdédulo finitamente gerado. Vamos mostrar
que Ala] = M. Por definigao, segue que M C Ala|. Para a outra inclusdo, como

2 —1
a" = —(ag+ a0 + asa” + -+ a1 ),

segue que o € M, pois é uma combinagao linear do conjunto gerador de M. Portanto,
1,a,0?,...,a™ € M, e por inducio sobre n, mostraremos que o € M, com k > n. Para
k < n, segue que o resultado é verdadeiro. Agora, suponhamos por hipétese de indugao
que o € M, para k > n. Assim, existem by, b1, bs, ..., b,_1 € A tal que

o =by+ba+bd®+-- b,
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e assim,
A = b + bia? 4+ bya® + - + b, 1a"

Substituindo o valor de o, segue que

" = by + bia® + by + -+ b1 [—(ao + a1+ asd® + - F a0 =
= —(Iobn_1 + (bo — albn_l)a + -+ (bn_g — an_lbn_l)a”_l

Logo, o**1 ¢ escrito como combinacdo linear do conjunto gerador de M, e assim, o**! €

M. Logo, Ala] C M. Portanto, Ala] = M e é um A-mdédulo finitamente gerado. Para
(2) implica (3), por hipdtese Ala] é um A-médulo finitamente gerado. Como o € Ala]
e A C Alal, segue que é suficiente tomar R = A[a]. Para (3) implica (1), consideramos
R = [p1, P2, ..., Bn], e assim, podemos escrever R = A + APy + -+ + AfB,, pois A C R.
Como « € R, segue que af3; € R, parai = 1,...,n, e assim,

af; = Z aij/Bja
j=1
com a;; € A, para i < j e j <n. Com isso,
aﬁi—Zai]ﬂj —O@Z O!E — Qjj /Bj = 0.
j=1 j=1 J
A B
gora, se — = 0,5, entao

B;
(adij — ai;) B; = 0,

1

n

J
e assim, obtemos um sistema linear homogéneo com n equagdes dado por

Zl (Oé(slj — alj) Bj =0
‘7:
Zl (Q&égj - CLQj) Bj =0
j:
Zl (aénj — anj) 5]‘ =0.
‘7:

Esse sistema pode ser escrito na forma matricial M N = P, da seguinte maneira

adjp —apn g —arg o @y, — Qg B 0
g1 — Q21 Qop — A2 -+ gy — gy 52 0
a5n1 — Qp1 a5n2 — Qpy - 0557m — Ann Bn 0

Pela regra de Crammer, segue que
Bidet(M) = det(H),

onde det(H) é o determinante da matriz M com a coluna i igual a coluna da matriz P.
Logo, det(H) = 0, e assim, S;det(M) = 0, para i = 1,...,n. Portanto, 5det(M) = 0,
para todo # € B, e deste modo,

det(M) = 0.



2.2. Anel de inteiros 35

Com isso, det(M) é um polindmio monico, onde « é uma raiz. O fato de ser moénico pode
n

ser observado na expansao desse produto [ (« — a;;) (diagonal principal da matriz M), e
=1

1=
portanto, o é um elemento inteiro sobre A.

m
Lema 2.2.1. Sejam A C B anéis. Se ay,as € B sao inteiros sobre A, entdo
A[O[l, Ozg] = A[O[l][ag].
Demonstragio. Consideramos os seguintes conjuntos
n . .
Alog, ag] = {Z a;aqa a; € A} e
i=1
m .
A[al][ag] = Z bz()é% . bl € A[Oél]
j=1
Se z € Alay, asl, entdo x = Y a;0aly, com a; € A, para i = 1,2,...,n. Assim, a;,a €
i=1

Alay], para todo i, e desta forma, b; = a;a € Alay]. Assim, z = > b'aly, com coeficientes
i=1
em Alaq], e portanto, x € Alas][ag]. Logo, Alay, as] C Alag][as]. Agora, se z € Alag][as],
entao r = > bjag, com b; € Alay], para j =1,2,...,m. Com isso podemos escrever os
j=1

n . m n . :

b;’s, como b; = Y a;, com a; € A, para todo i. Assim, z = Y Y q;0}03, ou seja,
i=1 j=1i=1

escrevemos x como uma combinacao finita de a; e ag, com coeficientes em A. Logo,

x € Alaq, as), e assim, Alaq][as] C Alag, as]. Portanto, Alag, ] = Alas][as]. O

Com base no Lema 2.2.1, obtemos o seguinte lema, que por sua vez é uma generalizacao
do mesmo.

Lema 2.2.2. Sejam A C B anéis. Se aq,qs,...,a, € B com «; inteiro sobre A, para
1=1,2,...,n, entdo

Alog, g, ... o] = Alag, ag, . .. a1 ][ag)].
Demonstragio. Se x € Alay, ag, . .., oy, entao

n
T = Z ai(agag ... an_10)",

i=1
com a; € A, para todo i = 1,2,...,n. Agora, como b; = a;(ajs . ..a,_1)" é um elemento
n .
de Alay, g, ..., 1], segue que x = '21 bial . e assim, € Aloy, o, ..., a, 1][a,]. Por-
1=
tanto, Aoy, o, ..., an] C Alag, ag, ..., a, 1][ay]. Agora, se © € Alag, ag, ..., a,_1][an],
entao
m .
_ o)
xr = Z bjad,,
i=1
com b; € Aloy, az,...,a,_1], para j = 1,2,...,m. Assim, b; pode ser escrito como b; =
> aj(oqag...a,q1), coma; € A parai =1,2,...,n—1. Assim,x = Y ¥ @;a} ... o) _jad,
=1 j=li=1
ou seja, escrevemos x como combinacao de aq, ..., q, e coeficientes de A, e deste modo,
r € Alag, e, ..., ap]. Logo,Alay, as, ..., an_1][an] € Alag, o, ..., a,], e consequente-

mente, Aoy, o, ..., o] = Alag, ag, . .., an_1][an)]. O
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Proposicao 2.2.1. Sejam A C B anéis e a1, Qa,...,qa, € B. Se a; € inteiro sobre A
e a; € inteiro sobre Alay, ag, ..., q; 1], parai=1,2,...,n, entio Aoy, o, ..., a,] € um
A-mddulo do tipo finito.

Demonstracao. Faremos essa demonstracao usando inducao sobre n. Para n = 1, o
resultado segue diretamente do Teorema 2.2.1. Por hipétese de indugao (H.I.), supomos
que a tese seja verdadeira para n = k—1, ou seja, para « ...,q;_1 € B, onde «; € inteiro
sobre A, com i = 1,...,k — 1, também ¢ inteiro sobre Alay,..., 1] e Alaq, ..., ax_1]
¢ um A-médulo finitamente gerado, ou seja, existe um conjunto {fi,...,0,} tal que
[B1s ..., By = Alaa, ..., ag—1]. Provaremos agora para n = k. Por defini¢do, segue que

p p
A[O&l, Ce ,Oékfl] = {Zalﬁz ta; € A} = ZAﬁZ =C.
=1 =1

Como «ay, ¢ inteiro sobre A, segue que oy, ¢ inteiro sobre C, pois A C C' C Cloy] C B.
Pelo Teorema 2.2.1, segue que Clag] é um A-médulo finitamente gerado, ou seja, existe
um conjunto {71, ...,7,} tal que [y1,...,7,] = C|ax]. Por defini¢do, segue que

q q
j=1

=1

Agora, usando o Lema 2.2.2, segue que

q
Alon, ..., ] = Ao, ..., ;]aw] = Claw] = > Cr;
j=1
Ty (48) 5 = 33 A,
j=1 \i=1 j=1i=1

ou Seja7 Y COIlqultO {51717 s 7&17(17 52717 s 7B2’7q7 s 76;0717 s 7517/%]} gera A[ah s 7ak]-
Portanto, o conjunto Aoy, ..., ax] é um A-mddulo finitamente gerado. O

Corolario 2.2.1. Sejam A C B anéis. Se a, 3 € B sao inteiros sobre A, entio o + 3,
a— 3 e af sdo inteiros sobre A.

Demonstrag¢io. Por hipétese, a+ 3, a— 3, a8 € Ala, ]. Pela Proposigao 2.2.1, segue que
Ala, B] é um A-médulo finitamente gerado e pelo Teorema 2.2.1, segue que a + 8, a —
e af} sao inteiros sobre A. O

Corolario 2.2.2. Sejam A C B anéis. O conjunto Op(A) é um subanel dos B que
contém A. Consequentemente, Og(A) € um anel.

Demonstragio. Pelo Corolario 2.2.1, se «, f € B sdo inteiros sobre A, entdo a+ 3, a — (3
e aff também sdo inteiros sobre A. Dessa forma, segue que Og(A) é um subanel dos
B, ou seja, Og(A) é um anel. Para mostrar a inclusao A C Op, consideramos a € A.
Assim, a é raiz do polindmio ménico p(z) = x — a, onde p(x) € Alz], e consequentemente,

a € Op(A). Portanto, A C Op(A). O

Pelo Corolario 2.2.2, segue que o conjunto Og(A) é um anel, o qual chamamos de anel
dos inteiros.

Definicao 2.2.3. Sejam A C Og C B anéis.
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1. O anel Op é chamado de fecho inteiro de A em B.
2. Se Og = B, 0 anel B € chamado inteiro sobre A.

Proposigao 2.2.2. Sejam C um anel, B um subanel dos C e A um subanel dos B, em
outras palavas, sejam A C B C C anéis. Assim, C € inteiro sobre A se, e somente se, C'
¢ inteiro sobre B e B € inteiro sobre A.

Demonstragio. Se C' é inteiro sobre A, entao O¢(A) = C. Além disso, Op(A) C B e
Oc¢(B) C C. Falta mostrar que B C Og(A) e C C O¢(B).

1. Vamos mostrar que B C Og(A). Seja b € B. Como B C C, segue que b € C.
Como b € O¢(A), segue que b é inteiro sobre A, ou seja, b € Op(A). Portanto,
B = Op(A), ou seja, B é inteiro sobre A.

2. Vamos mostrar que C' C Og(B). Seja ¢ € C. Por hipdtese, C' é inteiro sobre A, e
assim, ap +ajc+ -+ ap_ 1t +c"=0,coma; € Aei=0,1,...,n— 1. Como
A C B, segue que a; € B. Portanto, ¢ satisfaz uma equacao de dependéncia de
inteiros com coeficientes em B, e assim, C' é inteiro sobre B. Logo, C' C O¢(B).
Portanto, C' = O¢(B), ou seja, C' é inteiro sobre B.

Reciprocamente, suponhamos que B ¢ inteiro sobre A e C' é inteiro sobre B. Assim,
Op(A) = B e O¢(B) = C. Queremos mostrar que Ox(A) = C. Por defini¢ao, segue
que Oc(A) C C. Agora, falta mostrar que C' C O¢(A). Para isso, seja a € C. Por
hipétese, a é inteiro sobre B, e assim, existe uma equacao de dependéncia de inteira
bo +bia+ -+ byt +a” =0, comb € Bei=0,1,....,n— 1. Seja By =
Albg, by, ..., by_1]. Assim, « é inteiro sobre B, e também, b; sdo inteiros sobre A. Pela
Proposicao 2.2.1, segue que

BO = A[b07b1, Ce ,bn_l][a] = A[bo,bh ey bn—l; Oé]

¢ um A-médulo finitamente gerado. Pelo Teorema 2.2.1, como existe R = Byla] que
contém A e o e é um A-mdédulo finitamente gerado, segue que a@ € O¢(A). Portanto,
Oc(A) = C, ou seja, C' é inteiro sobre A. O]

Apresentamos na préxima proposicao uma relacao entre o conceito de corpo e o anel
dos inteiros.

Proposigao 2.2.3. Sejam A C B anéis, com B um dominio tal que B € inteiro sobre A.
Assim, A € um corpo se, e somente se, B € um corpo.

Demonstrag¢do. Suponhamos que A é um corpo e consideramos « € B, com « # 0. Como
B é inteiro sobre A, segue que « é inteiro sobre A. Pelo Teorema 2.2.1, segue que A|q/]
é um A-médulo finitamente gerado. Como A é um corpo, segue que Ala] é um espago
vetorial. Logo, podemos considerar a seguinte transformacao linear

¢ Ala] — Ala]

a— aa
Assim,

1. A fungdo ¢ estd bem definida. De fato, se a,b € Ala], com a = b, entdo ca = ab o
que implica em @(a) = ¢(b).
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2. A funcao ¢ é uma transformacao linear. De fato,

(a) p(a+b) =ala+b) =aa+ ab=p(a)+ ¢(b), para todo a,b € Ala].
(b) @(a) = a(fa) = f(aa) = fp(a), com a,a € Ala].

3. A fungao ¢ é injetora. De fato, y € Ker(y¢) < ay =0 < y =0, uma vez que a # 0.
Portanto, Ker(p) = {0}, e assim, ¢ ¢é injetora.

4. A fungdo ¢ é sobrejetora. De fato, se aa € Ala], entdo existe a € Ala] tal que
o(a) = aa.

Portanto, dos itens 3) e 4) concluimos que ¢ é bijetora. Agora, como 1 € Ala], segue que
existe a € Ala] tal que ¢(a) = aa = 1. Dessa forma, « é inversivel sobre B, e portanto,
B é um corpo. Reciprocamente, suponhamos que B é um corpo. Consideramos o € A,
com o # 0. Como A C B, segue que a € B. Logo, existe a~! € B tal que aa™! = 1.
Como B é inteiro sobre A, seque que o~ ! é inteiro sobre A. Assim, existe uma equacio
de dependéncia de inteiros de o™, com a; € Aei=0,1,...,n— 1, ou seja,

ap+aat - a0 p o = 0.

Multiplicando essa equacdo por a" !, segue que

ad™ P a0+ ap, +a =0,
Agora, isolando ™!, segue que
-1 -1 -2
a = —(apd" T F "+ ap).

Logo, a~! € A, e portanto, A é um corpo. a

Apresentamos, a seguir, mais um nome especial relacionando ao anel dos inteiros em
determinada situagao e vamos demonstrar alguns resultados sobre esta particularidade.

Definicao 2.2.4. Sejam A C Ox C K, com A um dominio e K o seu corpo de fragoes.
O anel A é chamado integralmente fechado se A = Ok.

Proposigao 2.2.4. Se A € um dominio e K o seu corpo de fracoes, entdao o fecho inteiro
Ok de A (isto é, o fecho inteiro de A) é integralmente fechado.

Demonstragio. Consideramos A C Ok C O C K, onde
O ={ae€K:a é inteiro sobre O} e

Ok ={aeK:a é inteiro sobre A}.

Por defini¢do, segue que Ox C Of. Assim, se a € K, com « inteiro sobre Ok, entao
a € Og. Como A C Ok e Ox C O, pela Proposigao 2.2.2, segue que « é inteiro sobre
A, e assim, a € Ok. Logo, O C Ok. Portanto, Ok é integralmente fechado. O

Proposicao 2.2.5. Se A ¢ um dominio principal, entao A ¢é integralmente fechado.
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Demonstragio. Seja K o corpo de fragoes de A. Se a € K é inteiro sobre A, entdo o =

a

V4 . . ~ A . b ’
com b # 0, a,b € A emde(a,b) =1. Além disso, existe uma equagido de dependéncia de
a, com a; € A, para todo 7, ou seja,

ap+aa+ - +a,_ 0"+ a"=0.

a
Substituiremos « por 3 nesta equacao, segue que

a a n—1 a\™
wtar(§) 4t (3) 4 (5) =0

Agora, multiplicando esta equacao por b", segue que
aph” + ajab” 4+ -+ a,_1b+a" = 0.
Isolando a™, segue que
a” = b(—agh" ' —ayab"? — - — ap_1a™ "),

e assim, bla™. Como mdc(a,b) = 1, segue que b|a, ou seja, existe u € A tal que a = ub =
a
a = 7= u € A. Assim, Og C A, e como A C Ok, segue que Og = A. Portanto, A é

integralmente fechado. O]
Exemplo 2.2.2. O anel Z ¢ integralmente fechado.
Definicao 2.2.5. Seja K C C um corpo.

1. Se K é uma extensao finita de Q, entdo K é chamado de corpo de mimeros
algébricos, ou simplesmente, corpo de numeros.

2. Se K é um corpo de niumeros, os elementos de K que sao inteiros sobre Z sdo
chamados de inteiros algébricos de K.

3. Se K € um corpo de nimeros, o conjunto dos elementos K que sdao inteiros inteiros
algébricos é chamado de anel dos inteiros algébricos de K, ou simplesmente,
de anel dos inteiros de K, o qual denotamos por Ok.

2.3 Norma e traco

Norma e trago sao fungoes tidas a partir dos monomorfismos, mas para isso faremos
toda a construcao usando os endomorfismos. Essas fungoes nos auxiliarao para determinar
o anel dos inteiros algébricos nos préximos capitulos. As referéncias sao [5] e [14].

Sejam A C B anéis tal que B é um A-médulo livre de posto finito n. Consideramos
¢ um endomorfismo de B e {ej,es,...,e,} uma base de B sobre A. Assim, definimos a
aplicacao ¢ : B — B como

(,0(61) = a11€61 + a2 + - -+ + A1p€n

@(62) = a921€1 + A922€9 + -+ A92nEn,

w(en) = ani€1 + apaes + - -+ + appen,
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com a;; € A, para todo 7,j = 1,2,...,n. Na forma matricial, é dada por
w(er) ai; Q2 ... Qip €1
©(ez) a1 iy ... Gin €9
o(en) Apl Ana  --. Gpn en

Definicao 2.3.1. Seja ¢ um endomorfismo de B.

o8

1. O trago de ¢ € definido por Trpa(e) = X ai.

=1

2. A norma de ¢ € definida por Nga(p) = det(a;;).

3. O polinémio caracteristico de ¢ ¢ definido por det(zl, — @) = det(xd;; — a;;),
comdb;; =1sei=jedy; =0sei#j.

Observagao 2.3.1. Se ¢ e p sdo dois endomorfismos, entao
1. Treale +p) = Treale) + Trealp);
2. Npja(ep) = Npja(@)Npjalp);
3. det(xl, — ) = 2" — Trpa(p)a™ '+ + (=1)"Npa(p).

Definicao 2.3.2. Sejam A C B anéis tal que B € um A-mddulo livre de posto n. Para
a € B, consideramos o endomorfismo ¢, : B — B dado por ¢,(x) = ax. Definimos as
sequintes funcoes de o € B relativas a A como:

1. O trago de « € o trago do endomorfismo ., ou seja,
Trpa(a) =Trpa(@a)-
2. A norma de a é a norma do endomorfismo @,, ou seja,

Npja(@) = Npja(pa)-

3. O polinémio caracteristico de o € o polinomio caracteristico do endomorfismo
Vo, 0U seja, € definido e denotado por:

falz) = det(zl, — 0o) = 2" — Trpalpa)e™ "+ 4+ (=1)"Npja(pa)-

Observagao 2.3.2. Sejam A C B anéis tal que B é um A-maodulo livre do posto finito.
Sea,B € B eaé€ A, entao:

1. 9o+ P8 = Patp;
2. 8004 (e} QOB = QOQB;
3. Paa = QP4 -

Além disso, a matriz de ¢, em relagio a uma base B sobre A é uma matriz diagonal,
onde a € a entrada de todas as diagonais.
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Observacao 2.3.3. Quando estivermos trabalhando com K um corpo de nimeros, pode-
mos simplesmente denotar a norma e o trago de o € K como Tr(a) e N(«), respectiva-
mente.

Proposigao 2.3.1. Sejam K C L C M corpos e [M : K] = n. Se o, € M e a € K,
entdo valem as sequintes propriedades

L Trug(a+ B) = Trux(a) + Trux(5);
Truk(ac) = aTryx(a);
Trux(a) =

(@) = Trow(Truw(a));

e S N
£
~

Demonstracio. A demonstragao segue diretamente das defini¢oes de norma e trago. [

Observacao 2.3.4. Sob as condigoes da Proposicao 2.3.1, destacamos algumas proprie-
dades que nem sempre sao validas:

1. Trug(aB) # Trug(e) Trux(B) e
2. Nujx(a + B) # Nupk () + Muk (8)-
Exemplo 2.3.1. Seja K = Q(\/7) um corpo de niimeros de grau 2.

a) Como Tr(2)=4,Tr(3)=6,Tr(2x3)=Tr6)=12 e Tr(2)Tr(3) =4 x 6 = 24,
seque que Tr(2 x 3) # Tr(2)Tr(3).

b) Como N'(2) =4, N(3) =9, N(2+3) = N(5) =25 e N'(2) + N(3) = 4+ 9 = 13,
seque que N'(2+ 3) # N(2) + N (3).

Teorema 2.3.1. Sejam K C L uma extensao algébrica, com K um corpo finito ou de
caracteristica zero, [L : K] = n e a € L. Se aq,qq,...,q, sdo as raizes do polinémio
minimal de o sobre K, cada uma repetida [L : K(a)]-vezes, entdo

n

1. T’I“]L/K(Oé) = Z (6%

=1

2. ./\[]L/K(Oé) = f[loé

Além disso, o polinémio caracteristico de o € a [L : K(a)]-ésima poténcia do polinémio
minimal de o sobre K.

Demonstracao. Vamos dividir a demonstragao em dois casos:
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1. Primeiro, consideramos que [L : K(«)] = 1, ou seja, a é um elemento primitivo
de L sobre K. Seja mq(x) = 2" + ap_12" ' + -+ + ¢ o polindmio minimal de «
Klz]

< me(z) >

{1,a,...,a" '} é uma base de L sobre K, segue que a matriz do endomorfismo

Yo : L = L com respeito a esta base é dada por

sobre K, com a; € K para 7 = 0,1,...,n. Como L é K-isomorfo a

sﬁa(l)zf%2 (000 ... 0 —ap |
pala) = 100 ... 0 —a
o(a?) = a? 010 ... 0 —a
Pa(e?) M= . S
gDoé(aan):oénfl 000 ... 0 —Qp—2
e 1000 1 —a,

Vale observar que ¢, (k) = ka, para todo k € L e « é algébrico. Outro fato que
obtemos é que det(xl, — p,) = det(xI, — M), onde a matriz em questéo é dada por

T o 0 ... 0 ag
—1 T 0 ... 0 aq
0O -1 « ... 0 Qo
o 0 0 ... =z QAp—9
L 0 0 0 ... =1 z+ay,_1 |

Logo, pelo célculo do determinante da matriz zI, — M, segue que o polinémio
caracteristico f,(z) de a é igual ao polindmio minimal m,(z) de . Pela definigao
do polinémio caracteristico, segue

fo(@) = 2™ = Trpjalea)s™ "+ -+ (=1)"Npja(pa).

Por outro lado, como « é primitivo, segue que o polinémio minimal é dado por

Ma(@) = (x — 1) (x — a) - (z — ap) = 2" — (;a> 2 (=) <1;[104> .

Pela igualdade dos polindémios f,(z) = m(z), comparando seus coeficientes, segue

que
T?“]L\K((,Oa) = TT']HK(O() = Zai e NMK(@Q) = NMK(Q) = H Q.
i=1 =1

Portanto,

TT]LUK(Q) = ZO@,

i=1
Mxla) = e falz)=]](x — ).
i=1 i=1
2. Finalmente, quando [L : K(«)] = r é suficiente mostrarmos que o polindémio ca-

racteristico f,(x) de a, com relagdo a L sobre K, é igual a r—ésima poténcia do
polinémio minimal de « sobre K. Seja {y;}, com i = 1,... ¢, uma base de K(«)
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sobre K e {z;}, com j =1,...,r, uma base de L sobre K(a). Assim, {y;2;} é uma
base de L sobre K com n = qr. Se M = (a;;) ¢ a matriz do endomorfismo multi-
plicado por a em K|a] com relagao a base {y;}, segue que ay; = Y a;pyn, € assim,
h
a(yizj) = (%: aijyh) zj = Zh: ain(ynz;j). Logo,
QY121 = G11Y121 T Q12Y221 + * -+ + A14Yq21
QY221 = G21Y121 T A22Y221 + * -+ + A2¢Yq21

QYg21 = Gg1Y121 + Gg2Y221 + -+ - + QgqlYq21

A matriz do endomorfismo de o em L em relacdo a base {y;z;} é dada por

M 0 ... 0

0 M ... 0
My=\| . . . .,

0 0 ... M

isto é, M se repete r—vezes na diagonal principal como blocos diagonais na matriz
M. Logo, a matriz xI,, — M, consiste de r blocos diagonal, cada um tem a forma
xl, — M, e assim,

xly — M 0 o 0
0  al,—M ... 0
0 0 coooaxl, - M
Logo, det(zl, — My) = det(xl, — M;)". Com isso, fo(z) = det(xl, — M;) é o

polinémio caracteristico de a sobre K e det(xI, — M) é o polinémio minimal de «
sobre K, de acordo com a primeira parte da demostragao.

Portanto, os dois itens concluem a demonstracao. O]

Proposigao 2.3.2. Sejam A um dominio e K seu corpo de fracoes, onde K tem carac-
teristica zero. Se 1L é uma extensdo finita de K e o € I é um elemento inteiro sobre A,
entdo os coeficientes do polinémio caracteristico f,(x) sao inteiros sobre A. Em particu-
lar, Trux(a) e Nux(a) sdo inteiros sobre A.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.3.1, segue que o polinomio caracteristico de a é dado por
folz) = (x —aq)(x — ) -+ - (x — ), onde ;’s s@o as raizes do polindmio minimal de
a . Como os coeficientes de f,(z) (a menos de sinal), sdo da relagdo de Girard somas e
produtos de s, segue que somente precisamos mostrar que «; é um inteiro sobre A, para
todo 7 =1,2,...,n, uma vez que pelo Corolario 2.2.1, segue que a soma, a diferenca e o
produto de inteiros sao inteiros sobre A. Como «; é um conjugado de « sobre K, segue
que existe um K—isomorfismo o; : K[a] — K|ay], definido por o;(a) = «a;. Como « é
inteiro sobre A, segue que

ap+ a4+ ap,_ 10"+ o =0,
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com a; € A. Aplicando o;, segue que

ao + a104(@0) + - -+ 4 ap_10:()" " 4 o5()" = 0.

Assim, o;(a)) = «; é inteiro sobre A, para todo i = 1,2,...,n. Portanto, os coeficientes
de fo(x) sao inteiros sobre A. Em particular, Tryx(a) e Nyk(a) sado elementos inteiros
sobre de A. O

Corolario 2.3.1. Se A ¢ integralmente fechado, entdo os coeficientes do polinémio ca-

racteristico fo(x) sdo elementos de A. Em particular, Tryx(a) e Nux(a) sdo elementos
de A.

Demonstragio. Os coeficientes do polindémio caracteristico f,(z) sao elementos de K e
sao inteiros sobre A. Como A ¢é integralmente fechado, segue que os coeficientes de f, ()
pertencem a A. Em particular, Tryx(o) e Mk (c) sdo elementos de A. O

Observacao 2.3.5. Quando tivermos o € 1L um inteiro algébrico, ou seja, um inteiro
sobre 7, seque que os coeficientes do polinomio caracteristico fo(x) sdo elementos inteiros,
pois Z € integralmente fechado (Ezemplo 2.2.2) e o resultado decorre do Coroldrio 2.3.1.
Em particular, Tryx(o) e Nyg(a) sio nimeros inteiros.

Proposicao 2.3.3. Seja K um corpo de numeros. Entao, a € K é um inteiro algébrico
se, e somente se, seu polinomio caracteristico tem coeficientes inteiros.

Demonstragio. Pela Observacao 2.3.5, como « é um inteiro algébrico, segue que os coefi-
cientes do seu polindémio caracteristico sao inteiros. Reciprocamente, por hipétese a tem
o polinémio caracteristico com coeficientes inteiros e f,(a) = 0. Assim, « é um inteiro
algébrico. O]

Fizemos até agora a teoria geral de norma e trago, nos nossos estudos vamos particu-
larizar esses casos para os corpos de nimeros. Vamos considerar K = Q(6) um corpo de
numeros, com 6 o elemento primitivo de K.

Exemplo 2.3.2. Se K = Q(i), entdo i é um elemento algébrico, pois é raiz do polinémio
p(xr) = 22 + 1 e p(x) € de fato o polinémio minimal de i. Por este motivo, o conjunto
{1,1} é uma base para Q(i) sobre Q. Se a € Q(i), entdo o = a+ bi, com a,b € Q. Como
—i e 1 sao as raizes de p(x), seque que os Q-monomorfismos sio dados por

o1(a+bi)=a+bie
Uz(@"‘bi) =a — bi.

No préximo resultado apresentamos de um modo mais geral esses (Q-monomorfismos

em K = Q(60).

Teorema 2.3.2. Se K = Q(6) € um corpo de nimeros de grau n, entio existem exata-
mente n. monomorfismos distintos

i K—C

definidos por 0;(0) = 0;, para 1 =1,2,...,n, onde os elementos 01,05, ...,0, sio as raizes
distintas em C do polinomio minimal de 0 sobre Q.
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Demonstragcao. Consideramos o polinémio minimal de # sobre Q como
-1
me(x) = ag+ a1+ -+ a,_12" " + 2"
Assim,

1. my(z) admite n raizes no seu corpo de raizes dadas por 6y, 60, ..., 0, e sdo elementos
de C. Por convencao, chamamos 6 = 6,.

2. As n raizes sao distintas. De fato, suponhamos que exista §; = 6;, para algum
i,j € {1,2,...,n} distintos. Dessa forma, my(x) = (x — 6;)*q(z). Vamos verificar
que mg(x) ndo é o polinémio minimal de 6;, pois se fosse terfamos que my(z) =
2(z — 0;)q(x) e mp(6;) = 0 onde d(myp) =n — 1, o que é um absurdo. Assim, my(z)
nao é o polinémio minimal de 6;. Logo, suponhamos que d(x) seja o polinémio
minimal de 6; sobre Q, e assim, d(z) divide mg(x) e 1 < 9(d) < n. Logo, existe
g(x) € Qlz] tal que my(z) = d(x)q(x), com 0(g) =n — I(d). E assim, terfamos que
6 é raiz de d(z) ou de g(x), e isso é um absurdo pois contraria a minimalidade de
p(x). Logo, 0; # 6; para todo 4,j € {1,2,...,n}.

3. Agora, seja 0 : Q(f) — C um monomorfismo (injetora e um homomorfismo). Sem
perda de generalidade, suponhamos que o(a) = a, para todo a € Q. Resta-nos
provar qual o valor de o(6). Vamos mostrar que o() = 6;, paraalgumi = 1,2,...,n.
De fato, como

me(0) = ag+ a0+ -+ a,_10" "+ 6" =0,

segue que
a(me(8)) = o(ag+ a0 + -+ a,_10"" +6") = o(0),
e assim,
ap + a1o(0) + -+ a,_10(0)" +0(0)" =0,
ou seja, o(f) é uma raiz de p(x). Portanto, o(f) = 6;, para algum i = 1,2,...,n.

Consequentemente, existe no maximo n Q-monomorfismos que sao o;, com i =
1,2,...,n, dados por o(f) = 6,.

4. Agora, vamos mostrar que existem exatamente n Q-monomorfismos, ou seja, o; # 0
para ¢ e j distintos em {1,2,...,n}. Se 0, = 0j, entao 0;(8) = 0;(5), para todo
p € K. Em particular, o;(8) = 0;(0). Pelo item 3), segue que 0;(0) = 0; e 0,;(6) = 6;,
ou seja, §; = 0;, com ¢ e j distintos e isso nao ocorre. Portanto, o; # o, para todo
i,jef{1,2,... n}

Com isso provamos o teorema. O]

Proposicao 2.3.4. Sejam K um corpo de nimeros com [K: Q] =n eoy,...,0, 0sn
Q-monomorfismos de K em C. Se a € K, entao

1. O trago de o sobre K é dado por

n

Tr(a) => oi(a). (2.1)

=1

2. A norma de a sobre K é dada por

N(a) => oia). (2.2)

i=1
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3. O polinomio caracteristico de o« sobre K ¢é dado por

n

fa(z) = [[(z — 0i(a)). (2.3)

i=1

Demonstrag¢io. A demonstracao segue diretamente da jung¢ao do Teorema 2.3.1 e do Te-
orema 2.3.2. O
Observacao 2.3.6. O polinomio caracteristico o € K também pode ser escrito como

n

folz) = 2™ — (Z ai(oz)) 2" (1) Cl ai(@)>
~1 :

=" = (Tr(0)) " 4 (1) (W)

(2.4)

Exemplo 2.3.3. Sejam K = Q(ﬁ) um corpo de nimeros e & = 1 + /7 um elemento
de K. Nesse caso, o elemento primitivo de K é o \/T e m z(x) = x* — 7. Assim, as

raizes do polinomio minimal de VT sio T e —/7. Logo, consideramos o; : K — C os
Q-monomorfismos que fizam os elementos de Q e tal que o1(\/7) = V7 e 02(\/T) = —/7.

Assim,
1L Tr(l+V7) = o1(1 4+ V7) + 02(1 +V7) = 01(1) + 01 (V7) 4+ 02(1) + 02(V/T) = 2,
2. Nr(1+V7) = o1(1 + VT)oo(1 + V7)) = (01(1) + 01 (V7)) (02(1) + 09(/7)) = —6 ¢
3. fasym(@) =2 =Tr(1+ VT + N(1+V7) = 2> — 22— 6.

2.4 Base integral e base potente

Nesta se¢ao, apresentamos o conceito de base integral e base potente num contexto
geral. Finalmente, veremos alguns resultados sobre essas bases nos corpos de nimeros.
As referéncias utilizadas foram [3] e [5].

Proposigao 2.4.1. Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo de fragoes,
K C L wma extensdo finita de grau n e Op o anel dos inteiros de A em L. Sejam
{on,9,..., 05} uma base de L sobre K, onde det(Trix(cuej)) # 0 e o € L. Se
Truk(af) =0 para todo B € L, entao o = 0.

Demonstrag¢io. Consideramos « € L. Como {a1,as,...,a,} é uma base de LL sobre K,
segue que podemos escrever

a = ajoq + asas + - - + apa,, com a; € K para =1,2,...,n.

Assim, ¢ suficiente mostrar que Try k(o) = 0, paraj = 1,2,...,neentdo a = 0. Agora,
a = a1 + asag + - - - + a,, se, € somente se, a; = a1 0 + Ao + - - -+ A0 SE,
e somente se, 0 = Ty (o) = a1 Tk (1) + ao Tk (o) + -+ - + an ok (o ay), para

todo 7 =1,2,...,n. Deste modo, na forma matricial
Trux(aiar) Tryg(oeoar) - Trog(omar) aq 0
Trug(onos) Trig(eeos) - Trog(omas) az | |0
T?“MK(alan) TT]LlK(OKQOén) tee TT]L‘]K<OénOén) (07% 0

Por hipétese, det(Tryk(a;a;)) # 0, e assim, a; = ag = -+ = a,, = 0. Portanto,a = 0. O
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Corolario 2.4.1. A aplicacio ¢ : L — Homg(L,K) dado por p(a) = S,, onde S, =
TTMK(ozﬁ), com 8 €L € um isomorfismo.

Demonstragdo. Vejamos a esquematizacao deste isomorfismo

¢: L — Homg(L,K)
a Sy - K

L —
ﬁ — Tr IL|]K(O-/5)~
Vamos mostrar que ¢ é um homomorfismo.

1. Se ay, a0 € L e § € L, entao

p(ar + @2)(B) = Sayta(8) = Trux((ar + a2)B8) = Tryx(caB) + Trux(azB) =
= Son (B) + San (B) = p(a1)(B) + p(a2)(B) = (p(a1) + w(a2))(B).

2. Seael,aceKepeL, entao

p(ac)(B) = Saa(B) = Truk((aa)B) = aTrux(af) = aSa(B) = ap(a)(8) =
= (ap(a))(B).

Por outro lado, se a € Ker(p), entao p(a) = 0, ou seja, So(f) = Truyr(af) = 0, para
todo § € L. Pela Proposicao 2.4.1, segue que a = 0, o que implica que ¢ é injetora.
Agora, como dimg (L) = dimg(Homg (L : K)), segue que ¢ é sobrejetora. Portanto, ¢ é
um isomorfismo. O]

Teorema 2.4.1. Se A € um anel integralmente fechado, K seu corpo de fracoes, K C L
uma extensdo finita de grau n e Op o anel dos inteiros de A em L, entdo Op é um
A-submodulo de um A-mddulo livre finitamente gerado de posto n.

Demonstragio. Consideramos {ay, g, . .., oy, } uma base de L sobre K. Como a extensao
K C L ¢ finita, segue que a extensao é algébrica. Dessa forma, «; é algébrico, para
, = 1,2,...,n. Assim, consideramos a;; € A nao todos nulos para i = 1,2,...,n e
k=0,1,...,n. Sem perda de generalidade, suponhamos que a;, # 0. Logo,

2
Qo “+ a;104 + Q00 + -+ CLmOé:-L = 0.

Multiplicando por al; !, segue que a;o(al M) +aqaq(al M) +ana?(al )—|— Aagpa(alt) =
0 se, e somente se, (apal, ')+ (a;ial; 2)(amozl) + (azga” 3)(am0zz)2 +- 4 am(amaz) =0.
Assim, a;,; = B; € Ok, para i = 1,2,...,n. Agora, vamos mostrar que {51, 82, ..., On}
é uma base de L sobre K. Para isso, suponhamos que

biBi + baffo + -+ by, =0,
onde b; € A, parai=1,2,...,n. Assim,
biainan + baagnan + -+ - + bpappa, = 0.

Como {ay, s, ..., a,} é uma base de L sobre K, segue que b;a;, = 0 e como a;, # 0, segue
que b; = 0, para i = 1,2,...,n. Assim, {f1, 52, ..., [n} é linearmente independente com
n elementos. Logo, {1, B2, - .., B} é uma base de LL sobre K. Agora, pelo Corolario 2.4.1,
segue que existe {y1,72,...,7,} uma base de L sobre K tal que ¢(8;)(v;) = Sz, (7j) =



Capitulo 2. Introducgao a Teoria Algébrica dos Numeros 48

Trux(Biyj) = i, parai, j =1,2,...,n(0;; =0,sei # jed;; = 1sei = j). Consideramos
a € O, logo ap; € Op, parai = 1,2,...,n. Como A é integralmente fechado, pelo
Corolério 2.3.1, segue que Tryk(of3;) € A. Agora, seja

a=cy+CcY+ -+, comc € K parat=1,2,... n.
Multiplicando por ; e aplicando a funcao trago, segue que
Trux(ap) = exTrug(Bim) + e Trux(Biv2) + -+ + e Trox(Bivn), parai=1,2,... n.

Logo, Trux(af;i) = ¢; € A, para i = 1,2,...,n. Portanto, Op é um submoédulo de um
A-moédulo livre gerado por {v1,72, ..., Vn}- O

Corolario 2.4.2. Sejam A um anel principal e K seu corpo de fragoes.

1. Op é um A-modulo livre de posto n.

2. Se L C Op € um ideal, entdo T é¢ um A-modulo livre de posto n.

Demonstragio. Para o item (1), se A é um anel principal, entdo um submédulo é um
A-médulo livre de posto menor ou igual a n (Teorema 2.1.3). Pelo Teorema 2.4.1, segue
que Op contém uma base de IL sobre K que possui n elementos. Portanto, Op tem

posto n. Para o item (2), sejam « € Z ndo nulo e {ay, s, ..., a,} um base de Op. Se
araaq + asaag + - + ayaq, = 0, com a; € A, para i = 1,2,...,n, entdo aq;a = 0
para i = 1,2,...,n. Como A é um dominio, segue que a; = 0, para i = 1,2,...,n.
Assim, {aaq, aqs,. .., aq,} € T é linearmente independente sobre A. Portanto, Z é um
A-moédulo livre de posto n. O]

Agora, consideramos K um corpo de nimeros e A = Z. O resultado, a seguir, garante
que todo anel dos inteiros ¢ um Z-modulo livre com posto igual ao grau do corpo de
numeros.

Corolario 2.4.3. Se K é um corpo de nimeros de grau n, entao o seu anel dos inteiros
Ok € um Z-mdodulo livre de posto n.

Demonstragcio. Como Z é um dominio principal, pelo Corolario 2.4.2; segue que Ok é um
Z-moédulo livre de posto n. O

Com a motivagao do Corolario 2.4.3, podemos definir uma base integral.

Definicao 2.4.1. Se K é um corpo de nimeros, entao qualquer base do Z-mddulo livre
Ok € chamada de base integral de K.

Corolario 2.4.4. Seja Ok o anel dos inteiros do corpo de nimeros K de grau n. Todo
ideal nao nulo T de Ok é um Z-mddulo livre finitamente gerado de posto n.

Demonstracdo. Vejamos que Z é um Z-submodulo de Og. Como Z é principal, segue do
Teorema 2.1.3 que Z é um Z-médulo livre finitamente gerado de posto menor ou igual
que n. E pelo Corolario 2.4.2, segue que Z é um A-mdédulo livre de posto n. O

Observamos que, se K é um corpo de nimeros de grau n, entao toda base integral
{ai,a,...,a,} de Ok sobre Z é uma base de K sobre QQ, uma vez que o conjunto
{ag,a,...,a,} € Og C K é linearmente independente sobre Q e possui n elementos.

Definigao 2.4.2. Seja K = Q(«) um corpos de nimeros de grau n, com o € K. Se o
conjunto B = {1,a,...,a" '} for uma base de K sobre Q, B ¢ chamado de base de
poténcias (ou base potente).

Por consequente, pela teoria de corpos, segue que toda extensao de corpos de niimeros
admite uma base potente.
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2.5 Discriminante

Nesta secao, apresentamos o conceito de discriminante de uma extensao de anéis para
A C B anéis tal que B é um A-mdédulo livre finitamente gerado de posto n e particula-
rizaremos os resultados para os corpos de nimeros. As referéncias utilizadas foram [5] e

13].

Definicao 2.5.1. Sejam A C B anéis tal que B é um A-maodulo livre finitamente gerado
de posto n. Seja {ay, g, ..., a0} um conjunto de elementos de B. O discriminante de
(o, 0, ..., qv), € definido por:

Dpjalon, g, ..., ap) = det(Trpalaa;)) € A,
ondei,j=1,2,....,n

Observagao 2.5.1. Como no caso da norma e do traco, podemos simplesmente denotar
o discriminante Dpja(oq, g, ..., ) por D(ay, as, ..., ay) quando nao houver dividas.
Mais especificamente, a notagio compacta D(ay, s, ..., ) serd utilizada para os corpos
de nimeros.

Exemplo 2.5.1. Sejam K = Q(\/7) um corpo de niimeros e {1,+/7} uma conjunto em
Ok. Como Tr(1) =2, Tr(v/7) =0 e Tr(7) = 14, seque que

- Tr(l1)  Tra7) ) Tr(l) Tr(V7)\ _ 2 0
o =i ool Fm )= (i T )= (0 )

e assim, D(1,/7) = 28.

Mantendo as notagoes da Definicao 2.5.1, vamos explorar alguns resultados sobre os
discriminantes.

Proposigao 2.5.1. Sejam A C B anéis tal que B é um A-maodulo livre finitamente gerado
de posto n. Seja {aq, o, ..., a,} um conjunto de elementos de B. Se {B1, 52, ..., 0n} €

um conjunto de elementos de B tal que 3; = Y a;;o, com a;; € A, parat =1,2,...,n,
j=1
entao

Dpia(B1, B2, - - -, Bn) = (det(ay))* Dpjalon, as, . . . a).

Demonstrag¢io. Para o conjunto {51, fs, ..., B, }, por definigao, segue que
DB|A<617 527 SR ’ﬁn) = det(TrB|A<6'rﬁs))7 paraT,s = 17 27 sy T

n n

Por hipétese, se 5, = > ay0q € By = Y agjo , entao 5,3s = Z E arias;ogo. Aplicando
=1 7j=1 i=1j=1

a funcao traco, segue que

TTB\A ﬁrﬁs ZZ TlaSJTTB\A 06104])

e na forma matricial, podemos apresentar este resultado como

Tre1a(8:8s) = (ar)(Trpjaluia;))(as;)".
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Assim,
DB|A(617 627 s 7577,) = det(TrB|A(ﬁrﬁs)) =
= det((a,)(Trpja(@icy))(as;)") =
= det(a,;) det(Trpa(cuay)) det((as;)") =
= (det(a,;))* det(Trpa(eia;)) =
= (det(am-))QDB‘A(al, gy ey Q).
Portanto, DB|A(51, 52, Ce 7677.) = (det(aij))ng‘/‘(&l, Ao, ..., Oén). ]
Corolario 2.5.1. Seja A um anel dos integridade. Se {ay,aq,...,an} e {81, B2, ...,Bn}
sao bases de B sobre A, entao Dpja(on, oz, ..., 00) e Dpja(fi, P2, ..., Bn) sio associados

(um divide o outro) ou ambos possuem determinantes nulos.

Demonstragio. Como {1, aa,...,a,} é uma base, segue que podemos escrever /3; como
n

combinagao linear da base {ay, ag,...,a,}, ouseja, B; = Y a4, para j =1,2,...,ne
i=1

com a;; € A. Pela Proposicao 2.5.1, segue que

DB|A(51; Ba; ... ,ﬂn) = (det(az‘j))QDBm(Oéh Qg ... 7Oén)-

Como (a;;) é inversivel, segue que o determinante de (a;;) é uma unidade do anel A.
Portanto, Dpja(51, B2, --.,Bn) € Dpjala, as, ..., ay) sdo associados ou ambos os deter-
minantes sao nulos. L

Exemplo 2.5.2. Seja K = Q(+/7) um corpo de niimeros. Vamos calcular o discriminante
de {1 + VT, -4 — \/7} C Ok uma outra base de K. Pelo Exemplo 2.5.1 calculamos o
discriminante da base {1,+/T}, D(1,4/7) = 28. Pela Proposicio 2.5.1, seque que

D(1 4 V7, —4 —V/7) = det ( _14 _11 )21)(1, VT) = (3)%(28) = 756.

Proposigao 2.5.2. Sejam A C B anéis tal que B é um A-maodulo livre finitamente gerado
de posto n. Seja A um anel dos integridade. O conjunto {aq, aq, ..., a,} de elementos de
B ¢ linearmente dependente sobre A se, e somente se, Dpja(a, ag, ..., 0n) = 0.

Demonstra¢do. Suponhamos que o conjunto {ay,aq,...,a,} € B é linearmente depen-
dente sobre A. Assim, existem a; € A, com i = 1,2, ..., n, ndo todos nulos, tal que

ajoq + asag + - - - + apan, = 0.

Consideramos a; # 0 e {a),ah,...,a/}, onde of = 0 e o} = «;, para i = 2,3,...,n,
ou seja, {af,alb,...,al} = {0,9,...,,}. Pela defini¢io de discriminante, segue que
Dpa(0, a2, . .., @) = 0, pois a matriz da forma trago possui a primeira linha nula. Logo,

/ / /
Dpja(ad, oy, ..., 0,) = Dpja(0, ag, ..., 0p) = 0.
Podemos observar que o se escreve como combinagao de {aq, ag, ..., a,}, ou seja,

o7 =0=a10; +asas + -+ - + ayay,
ah =ag =00y + lag + -+ + 0ay,

o =a, =00, +0ay+---+ 1lay,
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Assim, na forma matricial, segue que

Q a; Qo Qp, (03]
/

0y 0 1 0 Q

o 0 0 1 an

Pela Proposicao 2.5.1, segue que

Dpia(al, oy, ... ah) = (det(a;;))*Dpjalar, az, . .., ay).
Como det(a;;) = a1 # 0, Dpja(al, s, ...,a,) = 0 e A é um dominio, segue que
Dpja(on, s, ..., 0) = 0. Reciprocamente, suponhamos que Dgja(as, g, ..., a,) = 0.

Pela definicao de discriminante, segue que

Trpa(aiar) -+ Trpalaion)
det(T7rpja(a;a;)) = det : : = 0.
Trpjalanoy) -+ Trpa(onon)
Dessa forma, as colunas C,Cs, ..., C, da matriz sdo linearmente dependentes sobre A.
Logo, existem a; € A, para 1= 1,2,...,n, ndo todos nulos, de modo que:

CL101 +CL202+ +CLnCn = 0,

e assim,
Trpalonar) -+ Trpa(aioy) 0
Trpalomar) -+ Tra(anog,) 0
Suponhamos que {aq, s, ..., a,} é linearmente independente sobre A. Se a = aja; +
astig + + -+ + apay,, entdo a # 0. Além disso, se j = 1,2,...,n, entao
Trpalaa;) = Trealaono; + asasa; + - - - + apoga;) =
= aTrpalaie)) + aTrpa(aee;) + - -+ a, Trpalone;) =
=0.
Como aq, as, . . ., a, sao linearmente independentes sobre A, segue que formam uma base
de B em A. Por outro lado, como « # 0, segue que o conjunto {aay, aqs, ..., aq,}
também é uma base de B sobre A. Agora, se § € B, entao [ é uma combinagao linear
de {aaq, aay, ..., a0y}, Logo Trpa(8) = 0. Em particular, Trpa(1) = 0, o que é um
absurdo. Portanto, o conjunto {ay, as, ..., a,} é linearmente dependente. O

Corolario 2.5.2. Sejam A C B anéis tais que B € um A-maodulo livre finitamente gerado

de posto n. Seja A um anel dos integridade. O conjunto {aq,aq, ..., an} de elementos de
B € linearmente independente sobre A se, e somente se, Dpja(ar, ag, ..., o) # 0.

Demonstragio. O resultado segue da negacao da Proposicao 2.5.2. O
Observagao 2.5.2. Como consequéncia do Coroldrio 2.5.2, se o conjunto {ay, aa, ..., o}

¢ uma base de B sobre A, entdo DB|A(a1, g, ..., 0p) #0.



Capitulo 2. Introducgao a Teoria Algébrica dos Numeros 52

Agora, apresentamos alguns resultados sobre corpos de nimeros. Na Se¢ao 2.4, vimos
que o Corolario 2.4.3 afirma que o anel dos inteiros algébricos Ok é um Z-mddulo livre
finitamente gerado de posto n, o que nos motiva a definir o discriminante dos corpos de
numeros através da base integral.

Definicao 2.5.2. Seja K um corpo de numeros. O discriminante de K é definido como
o discriminante de uma base integral de seu anel dos inteiros Ok e denotado por D(K).

Lema 2.5.1. (Lema de Dedekind) Se G é um grupo, K um corpo e o1,09,...,0, sio
homomorfismos distintos e ndo nulos de G no grupo multiplicativo K*, entdo os ois sao
linearmente independentes sobre K.

Demonstrag¢do. Suponhamos, por absurdo, que os ;s sdo linearmente dependentes. Logo,
n

existem a; € K, para i = 1,2,...,n, nao todos nulos, tal que " a;0; = 0 e consideramos
i=1

r 0 nimero que representa a quantidade de a/s nao nulos. Se r = 1, entao a;01 = 0, ou

seja, a; = 0 ou o7 = 0 0 que nao ocorre. Logo, r > 2, pois o, sao nao nulos. Seja g € G.

Como os sao homomorfismos, segue que:

ar101(9) + axo2(9) + -+ - + a,0,(g) = 0. (2.5)
Logo, para gh, com h € GG, segue que
a101(g)o1(h) + azoa(g)oa(h) + - - -+ a,0.(9)o.(h) = 0. (2.6)
Multiplicando a Equagao (2.5) por oy(h), segue que
a101(g)o1(h) + azos(g)or(h) + -+ - + a,0.(g)o1(h) = 0. (2.7)
Fazendo a diferenga das Equagoes (2.7) e (2.6), segue que

as(01() = 02(0))72(9) + -+ + a,(01(h) — 0, (), (g) = 0. (2.8)

Como isso vale para todo g € G, e como tomamos r o menor possivel segue que as(o(h) —
o9(h)) = 0. O que implica que o1(h) = o9(h), para todo h € G pois as # 0. Mas
isso contradiz a hipétese de que os o)s sdo distintos. Portanto, os ols sdo linearmente
independentes. O

Proposicao 2.5.3. Sejam K wum corpo de nimeros de grau n e oq,...,0, 0os n Q-
monomorfismos de K em C. Se {aq,aq,...,a,} € uma base de K sobre Q, entao

D(ay, ag, ..., ) = det(oy(ay))?. (2.9)

Demonstragio. Pela definigdao, segue que o discriminante de {«1, s, ..., a,} é calculado
por
D(o, g, ..., 0p) = det(Tr(aa )).

Pela Proposicao 2.3.4, segue que

n n
r(oua;) Z () Zak a;)og(a;j).
k=1
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Agora, como

oi(an) oa(a)) oo on(ar) 1T or(er) ovfas) -+ or(a)
anomi)ak(aj): 01(2042) 02(:042) Un(:ag) 02(:041) 02(:042) 02<:ozn) |
rian) oa(n) o oulan) | L oular) oulz) o onlan)
egne que

det(Tr(cuoy)) = det <kzn:1 ak(ai)ak(aj)> = det(ai(ozj))g.
Portanto, D(ay, as, . .., a,) = det(o;(a;))? O

Corolario 2.5.3. D(ay,ay,...,q,) = det(o;(a;))? # 0.

Demonstragdo. Se det(o;(a;))* = 0, entdo existem ay, as, . .., a, € C, ndo todos nulos, tal
n n

que Y a;0;(c;) =0, para j = 1,2,...,n. Pela linearidade, segue que que ¥ a;0;(a) = 0,
i=1 1=1

para todo o € K. Pelo Lema 2.5.1, segue que o; sao linearmente independentes, o que
chega num absurdo. Portanto, det(o;(c;))? # 0. O

Exemplo 2.5.3. Seja K = Q(ﬁ) um corpo de numeros. Vamos calcular o discriminante
da base {1,\/7} de K sobre Q por meio dos monomorfismos. Neste caso, para o =
a+ b7 € K 0s monomorfismos sio oy(a) = a + b\/7 e o3(a) = a — b\/7. Assim,

D(1,V7) = det ( 28; Z;E\\/fz ) = det( 1 _\/; ) = (—2V7)* = 28.

Proposigao 2.5.4. Seja K = Q(6) um corpo de nimeros de graun, 0 € K o seu elemento
primitivo. Se p(x) é o polinémio minimal de 6, entao

n(n—1)

D(1,0,0%,....,0" ) = (=1)" =z N (9)), (2.10)
onde p'(z) € a derivada de p(x).

Demonstragio. Sejam 61,0s,...,0, as raizes de p(x) e, sem perda de generalidade, to-
mamos ¢ = #;. Consideramos o; os Q-monomorfismos que fixam os elementos de Q e
0i(0) = 0;, para i = 1,2,...,n. Pela Proposi¢ao 2.5.3, segue que o discriminante de
{1,0,0% ...,0" '} é calculado por:

D(1,6,62,...,0™ 1) = det(0:(67))? = det(6?)?,

ondei=1,2,....nej7=0,1,2,...,n— 1. Assim,

16 --- oyt 1 1 ... 1

. 1 6y - opt 0 0y - 0O,
det@) =det | . - 7 |=det| . 7
16, - ot ot opt ... gt

Esse determinante é conhecido como “determinante de Vandermonde”, e assim,

det(#)) = 1T (6:—9)),

1<i<j<n
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ou seja,
D(1,0,6*...,0" )= ] (6:—6,)" (2.11)
1<i<j<n

Por outro lado, pela Proposicao 2.3.4, segue que o polindmio minimal de 6 é dado por

Logo,
pz)=> (x—0)ep(9)= 1] (6;—6).
J=1i=1,i#j i=1,i]
Dessa forma, ﬁ p'(0;) = ﬁ (6; — 6;) e como ﬁ p'(0;) = N(p'(0)), segue que
i=1 =L i1
NEO) = TI (6;,-6). (212
ij=1,ij

Agora, em [] (6, — 0;) cada fator (0; — 6;), para i < j, aparece duas vezes, uma
ij=1,ij

como (0; — ;) e outra como (f; — 6;) e o produto das duas é —(6; — 6;)%. Assim, no

produto da Equacao (2.12) aparece o termo (—1)°, onde s é o nimero de pares (i, j), com

1 <7<y < n, ou seja,

N@©®) =1 I (0 —0)"

1<i<j<n

Agora, vamos calcular o valor de s. Para isso,

Sei=1=j5j=23,....nes=1
Sei=2=j=3,4,....nes=2

Set=n—1=j=nes=n—1.

n(n—1)

Logo,s=14+2+---+(n—1) = 5

. Dessa forma,

NEO) = 0" T 6= 67
| [T (6:—6)° = ()" N ). (2.13)

1<i<j<n
Pelas Equagoes (2.11) e (2.13), segue que

n(n—1)

D(1,0,6%, ..., Y = (=1) = NP 9)),

e portanto, segue o resultado. O
Proposicao 2.5.5. Sejam K um corpo de nimeros de grau n e {aj,as,...,a,} uma
base de K sobre Q contida no anel dos inteiros algébricos Ok. Se o discriminante
D(ai,ag,...,ap) € livre de quadrados, entio {ay,aq,...,a,} € uma base de Ok sobre

Z.
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n
Demonstragio. Se {e1,ea,...,e,} é uma base de Ok sobre Z, entdo o = Y a;jej, com
i=1

a;j € Z. Pela Proposicao 2.5.1, segue que

D(ay, ag, ..., ) = (det(a;;))*D(e, eq, . . ., en).

Por hipétese, como D(ay, ag, ..., a,) € livre de quadrados, segue que det(a;;) = %1, ou
seja, D(aq, g, ..., ap) = D(ey,e2,...,€,), 0 que garante que {aq, ay, ..., a,} também é
uma base de Ok sobre Z. O

Proposigao 2.5.6. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros de grau n. Se o polinémio
minimal de 0 é p(x) = 2" 4+ ax + b € Z[z], com a e b ndo nulos, entdo

n(n—1)

D(1,60,60%...,0" ) = (=1)" =z [n"" '+ (=1)" " (n —1)""ta"]. (2.14)
Demonstragio. Seja p(x) = ™ + ax + b o polindmio minimal de 6. Assim,
() =n"'+aepO) =n0""" +a.
Por outro lado,
p(0)=0"+al+b=0%&0"=—al —b < nd" ' = —na —nbd~".
Logo, comparando as equacgoes, segue que

P@)=n0""'+a=(—na—nbd ') +a=—(n—a)—nbd".

Assim, 07! = (—nb) "1 (p'(0) + (n — 1)a) e:

Como p(6) = 0, segue que:

<p'(9> i_?:)— 1>a>n T (p’(9> t?:)— 1)a> wo=b

(=nb)" _ (nab) B
[P (0) + (n—1al*  [p'(0) + (n—1)d] +b=0.

[gualando os denominadores, segue que

Dessa forma,

(=nb)" — nablp/(0) + (n — Da]"~* + b[p/(6) + (n — 1)a]"
p'(0) + (n —1)J"

Como (p/(0) 4+ (n — 1)a)™ # 0, segue que

=0.

(—nb)™ — nab[p'(0) + (n — )a]" ' +b[p/(0) + (n — 1)a]™ = 0.
Didivindo por b, segue que

(0 + (0 — D] — nal/(6) + (n — D™ + (—1)"w""" = 0.
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Assim, o polindmio minimal de p’(d) sobre Q é dado por
g(x) =[x+ (n— 1)a]” — nalz + (n — Da]"~" + (=1)"n"b""".
Agora, o termo constante de g(x) é calculado por

k=(n—1"a"—na(n—1)""a" +(=1)"n"b"" =
=(=1)(n—1)""ta" + (=1)"n"p"".

Como a norma de p/(0) é (—1)" vezes o termo constante k do polinomio g(x) (Proposigao
2.3.4), segue que

Pela Proposicao 2.5.4, segue que

D(1,60,6%,...,0") = (=1)" 7 N(p(0)) =
n(n—1)

= () (<1 (- 1))

0 que prova a proposicao. ]

Exemplo 2.5.4. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros, com 0 o seu elemento primitivo,
cujo polinémio minimal é p(x) = 2° +x + 1 € Z[z]|. Pela Proposic¢io 2.5.6, seque que o
determinante de {1,0,0%} é calculado por

3(3—1)

D(L,6,60%) = (~1)" T [F13 4 (1) (3 - 1)* 1% = — (274 4) = —3L.

Como D(1,0,0%) = —31 € livre de quadrados, pela Proposicio 2.5.5, seque que o conjunto
{1,0,6%} € uma base de Ox sobre Z, ou seja, Ox = Z[0] = {a + b0 + c0?|a,b,c € Z}.

Corolario 2.5.4. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros de graumn. Se o polinémio minimal
de 0 é p(x) = 2" — d € Zx], com d ndo nulo, entio

n2+n+2
2

D(1,0,0% ...,0" 1) = (—1) [n"d" ). (2.15)
Demonstragio. Seja p(x) = 2" — d o polindmio minimal de . Assim,

p(z) =na" ' < p/(0) =no" L.

Por outro lado,
p(0)=0"—d=0=0"=d<nd" =ndd".
Logo, comparando as equagoes, segue que

p'(0) = ndd".

Assim, 71 = (nd)"(p'(0)) e ]

- p(0)
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(;{;)n —d=0.

(nd)"
(P (0))"
Igualando os denominadores, segue que

(nd)" — d(p'(0))"
(' ()"

Como p(0) = 0, segue que:

Dessa forma,

—d=0.

=0.

Como (p'(0))™ # 0, segue que

(nd)" — d(p'(9))" = 0.
Didivindo por —d, segue que

W(O)" —n"d =0,
Assim, o polindmio minimal de p’(f) sobre Q é dado por

g(x) = 2" —n"d" .
Agora, o termo constante de g(x) é calculado por

k= —n"d"'.

Como a norma de p'(f) é (—1)" vezes o termo constante k do polinomio ¢g(z) (Proposicao
2.3.4), segue que:

NE(9) = (-1)"k =
— (_1)n[_nndn—1] —
— (_1)n+1ndn—1'
Pela Proposicao 2.5.4, segue que

n(n—1)

D(1,0,6%....,0") = (=1)" = N@@'(0)) =
= (—1)" (1) =
”L2 n
= ()" rd T,
0 que prova o corolario. O

Exemplo 2.5.5. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros, com 0 o seu elemento primitivo,
cujo polinémio minimal é p(xr) = 23 — 2 € Z[x|. Pela Proposicio 2.5.4, seque que o
determinante de {1,0,0%} é calculado por

324342

D(1,0,0%) = (=1)" 2 [3%2%71] = —27 x 22 = —108.
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2.6 O corpo Q(V/d), d livre de quadrados

Neste secao, exploramos algumas proposi¢oes que remetem aos corpos de niimeros do
tipo K = @(W), com 1 # d € Z livre de quadrados. Essas proposi¢oes sao nossos
resultados, ndo conhecidos na literatura, e preliminares para os capitulos seguintes para
encontrar o anel dos inteiros algébricos dos corpos K = @((L/E), cujo n = 2,3,4,5 ou
6. Neste momento, a ideia é usar a generalizacao dos graus. Para o estudo dos niime-
ros complexos as referéncias utilizadas foram [15] e [16] e os resultados posteriores sdo
generalizagoes providas da inspiragdo das referéncias [7], [8] e [9].

Inicialmente, faremos uma pequena introdugao aos nimeros complexos com o objetivo
de explorar as raizes de p(x) = z™ — d, com d € Z livre de quadrados. Os ntmeros
complexos z = a + bi € C, podem ser escritos na forma polar como

2 = |z|[cos(8) + i sen(8)],

onde |z| = va?+b? é o mbédulo de z e § é o argumento satisfazendo a = |z|cos(f) e
b = |z| sen(#).
Definicao 2.6.1. Seja z € C. A exponencial de z € definida por

2 2,3 4 o Lk

Z Z <

2l "3l 4l =t
Proposigao 2.6.1 ([15], pag. 7). (Formula de Euler) Se 6 € R, entdo
¢ = cos(#) + isen(h). (2.17)

Observagao 2.6.1. No caso dos numeros complexos, para representar o resultado da
potenciacao é necessdario apresentar o conceito da formula de Euler. Nela temos que as
fungoes trigonométricas podem ser escritas com o uso da base neper (e), tal que

0 —if i0 .y
c-° ,6 e cos(f) = ete
21 2

Proposigao 2.6.2. (Primeira Formula de Moivre) Se z € C é nao nulo e n € Z, entao

sen(f) =

2" = |z|"[cos(nf) + isen(nh)). (2.18)
Demonstragdo. Consideramos z um ntmero complexo. Assim, pode ser escrito como
z = |z|[cos(8) + isen(0)].
Se elevarmos z a poténcia n, segue que
2" = |z|"[cos(#) + i sen(0)]".

Substituindo os valores de sen(#) e cos(f) da Observagao 2.6.1, segue que

” _ip ” N
SN — |Z|n <€Z _;e 7 N iel —2‘6 7 > _ |Z|n(€i0)n _ |z|nei(n0)'
1

Da Proposicao 2.6.1 (Féormula de Euler), segue que
') = cos(nf) + isen(nd).

Portanto, 2" = |z|*[cos(n#) + i sen(nf)). O
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Proposigao 2.6.3. (Sequnda Férmula de Moivre) Se z € C € nao nulo e n > 2 um
numero natural, entao existem n raizes n-ésimas de z que sao da forma

. 0 + 2k . 0 + 2km
5k—\/Q[cos< . >+zsen< - )1, (2.19)

onde k=0,1,2,...,n—1.

Demonstragcdo. Suponhamos que existe § € C tal que 6" = z. Vamos escrever d e z na
forma polar como

d = |d][cos(B) + isen(S)] e z = |z|[cos(A) + i sen(h)].
Assim, pela Proposi¢ao 2.6.2 (Primeira Formula de Moivre), segue que
= |6]"[cos(nB) + isen(n3)].
Consequentemente,

0" =z & [6|"[cos(np) +isen(nf)] = |z|[cos(#) + i sen(h)].

0+ 2k
Comparando os dois lados da igualdade, segue que |[0] = {/|z| e B = +ohm com
k=0,1,2,...,n—1. Logo,

0 + 2k 0+ 2k
5k_W[COS< + Tr)‘i‘iSGH( + ﬂ)],comk_(),l?l..,n—l.
n n

Assim, as raizes n-ézimas de z sdo da forma

V2 =0, parak=0,1,2...,n—1.

Ainda podemos afirmar que

V2 = {‘/\z| [cos(0) + isen(d)] =
= \/7\/(303 ) +isen(d) = (2.20)
_ W [COS <0 +n2lm> ©isen <9 +n2k7r>] |

para k = 0,1,2,...,n — 1. Portanto, existem n raizes n-ésimas de z que sdo d, para
k=0,1,2,...,n—1. m

Definicao 2.6.2. Seja n > 2 um nimero natural.
1. Uma raiz do polinomio z™ — 1 é chamada de raiz n-ésima da unidade.
2. Se &, é uma raiz de 2" — 1 (ou seja, £ = 1) e se &, nao € raiz de 2™ — 1 (ou

seja, & # 1), para 1 < m < n, entdo &, € dita uma raiz n-ésima primitiva da
unidade.
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Proposicao 2.6.4. Seja n > 2 um numero natural. As raizes primitivas da unidade de
2" — 1 sao calculadas como:

™ 2k 2k
ek = e = cos <7T> + isen <W> : (2.21)

n n
comk=0,1,...,n—1.

Demonstragio. Consideramos 1 = cos(0) + ¢sen(0). Pela Proposicao 2.6.3, segue que as
raizes n-ésimas primitivas da unidade, denotadas por £¥, sdo calculadas por
G=vi=j

0+ 2km , 0+ 2km
1| |cos | ——— | +isen | ——— || =
n n
2k , 2km
=cos|— ] +sen | — |,
n n

para k =0,1,2,...,n— 1. Usando a Proposigao 2.6.1 (Férmula de Euler), conseguimos a
igualdade

1|[COS(0) +1 SGH(O)] _n

2km 2]{: Qk
e = cos <7T> + 7 sen <7T>, para k=10,1,2,...,n—1,
n

n
0 que prova a proposicao. ]

Proposicao 2.6.5. Seja n > 2 um nimero natural. As raizes (complexas) do polinémio
x™ — a sao dadas por

ack, (2.22)

onde €8 sio as raizes n-ésimas primitivas da unidade, para k =0,1,2,...,n — 1.

Demonstragio. Consideramos {/a = /a.1 = {/ai/1. Logo, pela Proposicio 2.6.4, segue

que as rafzes n-ésimas primitivas da unidade sdo calculadas por €¥ com k = 0,1,2,...,n—
1. Assim, as raizes n-ésimas de a sdo /a&¥, para k =0,1,2,...,n — 1. O

Exemplo 2.6.1. As raizes do polindmio x3 — 2 sdo
V263, V285 e V203,
1 V3 1 V3

onde & =1, & :—54—2’7 65%2—5—27.

Agora, vamos explorar o ambiente para K = Q( {73) um corpo de numeros, com d € Z
livre de quadrados. O elemento 3/d é um inteiro algébrico, pois p(z) = 2" — d é o seu
polinémio minimal em Z. Pela Teoria de Corpos, segue que [Q(¥/d) : Q] = d(p) = n e
de fato Q(\"/a) é um corpo de nimeros cujo elemento primitivo é o préprio ¥/d. Salvo
mencao contriria, § = V/d é o elemento primitivo, com d € Z livre de quadrados e o corpo
de nimeros em questao é o K = Q(6).

Definicao 2.6.3. Uma extensao K C L é chamada de extensao de Galois ou exten-
sdo galoisiana se ¢ uma extensao normal e separdvel.

Definicao 2.6.4. Seja K C L uma extensao de corpos. O grupo de Galois de IL sobre
K é definido por:
Gal(L : K) = {0 € Aut(L)|o|x = id}.
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Definicao 2.6.5. Uma extensio K C L de Galois é chamada de extensdao abeliana se
o grupo de Galois € abeliano.

Chamamos a atencdo para os corpos de nimeros, ou seja, uma extensao da forma
Q C K. Ja vimos que a extensao Q C K é separavel, pois Q tem caracteristica zero.
Mas de maneira geral, devemos tomar cuidado com essas extensoes, pois nem sempre sao
abelianas. Consideremos K = Q(C/E), com d livre de quadrados. O polindomio minimal
dessa extensdo é p(x) = a" — d, que possui uma raizes em Q(4/d), mas nio sabemos
se todas as raizes pertencem a Q({L/Ei), nos deixando a davida quem nem sempre essas
extensoes sao normais e por obséquio, nem sempre sao abelianas.

Retomando as Proposicoes 2.6.4 e 2.6.5, sejam 6, 0,,, ..., 0" as raizes do polindmio
p(z), onde £F sdo as raizes primitivas das unidade, para k = 0,1,2,...,n — 1. Assim,

¢k = e’k = cos <7T> + isen <W> :
n n

Pelo Teorema 2.3.2, podemos considerar oy, 0os Q-monomorfismos de Q(#) em C que fixam
os elementos de Q e tal que o1,(0) = 051 com k = 1,2...,n. Pela Teoria de Corpos,
segue que o conjunto {1,6,6% ... 6" '} é uma base de K sobre Q. Assim, podemos
escrever qualquer @ € K como a = ag + a10 + -+ + a, 10"}, tendo a; € Q, com
1=0,1,2,...,n—1.

As préximas proposigoes sao resultados novos de nossa autoria, ndo conhecidos na
literatura.

Proposicio 2.6.6. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 8 = /d com d € Z livre
de quadrados, n € N. Se Ok € o seu anel dos inteiros algébricos, entao 00k N Z = dZ.

Demonstracio. Vamos mostrar que 00x NZ C dZ. Se x € 00g N Z, entao x € 0Ok e
x € Z. Como z € 00k, segue que existe a € Ok tal que x = fa. Usando a Proposicao
2.6.5, segue que

N(z)=N(ba) =N(O)N(a) = [01(0)02(0) - - - 5,(0)|N (a) Prop.2.6.5
n(n=1) n(n—1)

=00, 05N (a) =06 7 N(a) =& * dN(a).

Pela Proposicao 2.6.4, segue que

nn=1) on(n — 1 on(n — 1
&n ® = cos <n(nz)7r> + isen (W) = cos(nm —7) +isen(nm — ) =
n n

= [cos(nm) cos(m) + sen(nm) sen(7)] + i[sen(nm) cos(m) — sen(w) cos(nw)] =
= —cos(nm).
n(n—1) n(n—1)
Assim, quando n é par temos que &, 2 = —1 e quando n é impar temos que &, ? = 1.

Logo,
N(z) = (=1)"" dN (a).

Como x € Z, segue que N (z) = z". Por outro lado, a norma de um elemento inteiro
algébrico é um inteiro (Observagdo 2.3.5). Assim, como a € Ok, segue que N(a) € Z.
Logo,

N(z) =2" = (=1)"""dN (a),
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ou seja, d | . Como d é um inteiro livre de quadrados, segue que d | x. Logo, = € dZ, e
assim, 00g N7Z C dZ. Agora, vamos mostrar que dZ C 0Og N7Z. Se x € dZ, entao existe
a € 7 tal que x = da. Mas,

v =da=0"=00""a).

Assim, a € Ok, pois a € Z C Og. Como 6 € Ok e Ok é um anel (Corolario 2.2.2),
segue que 0" ta € Og. Consequentemente, z = (0" ta) € 0O0k. Assim, dZ C 00g N Z.
Portanto, 00x N Z = dZ. n

Proposigao 2.6.7. Sejam K = Q(6) um corpo de nimeros, onde § = Vd comd € Z livre
de quadrados e Ok o seu anel dos inteiros algébricos. Se x € 00k, entiao Tr(zx) € dZ.

Demonstracio. Se x € 00k, entdo r = O, com o € Okg. O elemento x = fa é um
elemento inteiro algébrico, pois 6 e a também sdo inteiros algébricos no anel Ok (Corolario
2.2.2). Assim,

Tr(z) =Tr(0a)=o01(0a)+ox(0a)+ -+ 0,(fa) =
= O[o1(a) + &oa(a) + - + &7 on(a)] = fw,

com w = o1(a) + &o9(a) + -+ + £ o, (o) e vamos provar que w € Ok. Para isso, w
precisa ser um inteiro algébrico e pertencer a K. Assim,

1. w é um inteiro algébrico em C. Como «a € Ok, segue que existe f(x) = ag+ a;x +
<o+ ap_ o 4+ 2% € Z[x] que é o polindmio minimal de a. Assim,

oi(f(a)) = oilagtaiz+- - +ap_ 12" +2%) = agtayoi(a)+- - Aap_10i() o (a)F,
ou seja, como o;(f(a)) = 0, segue que o;(a) é uma raiz de f(z). Mas, 0;(«) € O,
para todo ¢ = 1,2,...,n. Outro fato ¢ que &,,&2,...,£"1 € O¢, pois sdo raizes
primitivas da unidade. Analisando os termos de w = oy(a) + &o9(a) + -+ +
¢&1lo, (), identificamos que w é formado por somas e produtos de elementos inteiros
algébricos e como O¢ é um anel (Corolario 2.2.2), segue que w € Og.

2. w é um elemento de K. Vimos que x é um inteiro algébrico, e consequentemente,
Tr(xz) € Z (Observagao 2.3.5). Assim, Tr(z) = w = a, com a € Z. Agora,

a
— - K-
w QE

Pelos itens 1) e 2) concluimos que w € Ok. Assim, Tr(z) = 6w € §Ok. Finalmente,
Tr(z) € 00kx NZ. Pela Proposicao 2.6.6, como 00x NZ = dZ, segue que T (z) € dZ. O

Proposicio 2.6.8. Se K = Q(f) ¢ um corpo de nimeros, onde 6 = /d com d € Z livre
de quadrados, entao

0, sek=1,2,..., n—1,
Tr(0%) ={nd, sek=ns, comseN, (2.23)
0, sek>mn ek 0(mod n).

Demonstracao. Dividimos essa prova em trés casos:
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1. Calculamos 77(6%), com k = 1,2,...,n—1. Paraisso, seja p(x) = 2" —d o polinomio
minimal de § = {/d. Assim, pelas Proposicoes 2.6.4 e 2.6.5, segue que as raizes de
p(x) sdo 6,08,,08% ...,06""1. Agora, com o auxilio dos monomorfismos o;, com
1=1,2,...,n, segue que

Tr(0F) =01 (0%) + 09(0%) 4+ 03(0%) + - - - + 0, (0%) =
= (01(0))" + (02(0))" + (03(0))" + - - + (0,(0))" =
= 0"+ 0" + 0" - R =
=0+ G+ G+ ),

Como 1 +&F + &2k ... 4 €=k ¢ yma progressdo geométrica de n termos, cujo o
primeiro termo é 1 e a razdo é £¥, segue que sua soma é calculada por
(&) -1 _1(g)- -1y 1" -1 _1-1

k| e2k | cln—Dk _ _ _
B - R

0.

Portanto,
Tr(0") =0,comk=1,2,...,n—1.

2. Calculamos T7(6%), sendo k um miltiplo de n, ou seja, k = ns, para s € N. Como
0" = d € 7Z e usando as propriedades de trago, segue que

Tr(6%) = Tr(™) = Tr((")) = Tr(d*) = nd".

3. Calculamos T7(6%) sendo k > n e k nao multiplo de n, ou seja, k #Z 0(mod n).
Como k # 0(mod n), segue que k = ns+r,com s € Zer € {0,1,2,...,n—1}.
Pelo item 1, segue que Tr(0") = 0. Usando as propriedades de trago e recordando
que 0" = d € 7Z, segue que

Tr(0%) = Tr(0™*) = Tr((0™)07) = Tr(d0") = &*Tr(07) = d* - 0 = 0.

Portanto, pelos itens 1, 2 e 3 segue o resultado. O
Proposicao 2.6.9. Sejam K = Q(6) um corpo de niimeros, onde § = /d com d € Z
livre de quadrados e a = ag+ a0+ as0?+- -+ a,_10"' € K, com ag,a1,as...,a,-1 € Q.
Se a € um inteiro algébrico, entdao nag,nai,nas...,na,_1 € Z.

Demonstracio. Se a € K é um inteiro algébrico, entao 6 também é um inteiro algébrico.
Como O ¢ um anel (Corolario 2.2.2), segue que ¢#°a é um inteiro algébrico, para i =

1,2,...,n — 1. Por outro lado, o traco de um elemento inteiro algébrico é um nimero
inteiro (Observacao 2.3.5). Agora, da Proposigao 2.6.8, segue que Tr(6*) = 0, para
xr=0,1,2,...,n— 1. Dessas observacoes chegamos em

Tr(a) =Tr(ag+ a1+ azf* + -+ a, 10"") = Tr(ag) = nag € Z.
Como #'a € 00k parai = 1,2,...,n— 1 e usando as Proposicoes 2.6.7 e 2.6.8, segue que

Tr(0a) = Tr(agd + a16* + -+ + ap, 20" + a,_1d) = Tr(an_1d) = na,_1d € dZ,
Tr(0%a) = Tr(agh? + a10® + - - + ap_od + a,_1d0) = Tr(a,_od) = na, »d € dZ,

Tr"ta) = Tr(ah" ' + ard + - - + a,_2d0" > + a,_1d0"?) = Tr(a1d) = na,d € dZ.

Como na;d € dZ para i = 1,2,...,n — 1, segue que na; € Z para i = 1,2,...,n — 1.
Portanto, nag, nay, nas, . .., na,_; sao numeros inteiros. ]






3 Extensoes Quadraticas

Os corpos quadraticos K sao corpos de niimeros providos de uma extensao quadratica,
ou seja, [K : Q] = 2. Neste capitulo, apresentamos o estudo completo dos corpos quadrati-
cos, envolvendo o seu elemento primitivo, anel dos inteiros, norma, traco e discriminante.
Neste caso, para as extensoes quadraticas cujo o polindmio minimal é p(z) = 22 — d, com
d um inteiro livre de quadrados, embora a base integral seja conhecida, apresentamos
nossa versao da demonstracao. Este capitulo foi inspirado pelas referéncias [3], [7], [8] e

[9].

Definic¢ao 3.0.1. Seja K um corpo de nimeros, com o grau da extensio [K : Q] = 2.
1. O corpo de niumeros K é chamado de corpo quadrdtico.
2. A extensao de corpos Q C K é chamada de extensdo quadrdtica.

3. O polinomio p(x) € Qlz|, cujo grau é d(p) = 2, é chamado de quddrica.

3.1 Corpos quadraticos

Para alguns graus de extensoes de corpos de niimeros nao é tao simples encontrar o
elemento primitivo. Mas diferentemente destes, os corpos quadraticos possui essa carac-
teristica interessante, assim nesta sec¢ao, apresentamos os elementos primitivos dos corpos
quadréticos. Como a extensao tem [K : Q] = 2 é finita e também separavel, pelo Teorema,
do Elemento Primitivo, segue que existe a € K tal que K = Q(«). Essa é nossa motivagao
para descobrir o elemento primitivo dos corpos quadraticos.

Definicao 3.1.1. Um inteiro d é chamado livre de quadrados, se nao é multiplo de ne-
nhum quadrado perfeito. Ou seja, na sua fatoracao em primos, as poténcias ndao aparecem
aos pares.

Exemplo 3.1.1. Neste exemplo, apresentamos alguns casos para a definicdo de inteiros
livre de quadrados.

1. Seja d = 6. Sua fatoragdo em numeros primos ¢ 6 = 2 x 3, e assim, 6 € um numero
inteiro livre de quadrados.

2. Seja d = 45. Sua fatoracio em nimeros primos 45 = 3% x 5, e assim, 45 ndo € livre
de quadrados, pois na sua fatoracdo aparece 3% um primo com poténcia par.

Proposicao 3.1.1. Todo corpo quadratico K é da forma K = Q(\/c_l), onde d € 7 livre
de quadrados.

65
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Demonstragio. Seja v o elemento primitivo de K, ou seja, K = Q(«). Outro fato impor-
tante, é que a extensao em questao ¢ finita e consequentemente algébrica. Logo, podemos
considerar p(z) = 2% + ax + b o polindmio minimal de a com coeficientes em Q. Usando
a féormula de Béskara para resolver a equacao de segundo grau z? + ax + b, segue que

—a:l:\/Z

o =
2
com A =a?—4be A #0. Assim, Q(a) = Q(v/A). Como A € Q, segue que
Al
v w2’

com u,v € Z. Logo,

o =0va) =0 (/%) - ¢ (V“_> QD).

[l

Suponhamos que uv = pflpg"’ ---pP com p; primos e f; as poténcias dos respectivos
primos, para ¢ = 1,2,...,s. Essas poténcias podem aparecer aos pares e assim podemos
“tirar” alguns primos da raiz, mantendo apenas os primos cujos as poténcias sejam 1.

Formalmente, consideramos a; = 203; + r;, com 7; sendo 0 ou 1. Assim,

Q(a) = Q(vuv) = Q ( pyps? - ‘“) =Q (\/pfﬁﬁrlpﬁﬁ"'*” . ~p§55”5>

=Q <pf1p§2 ceepleypphE ) =Q (\/p’ilp’éz e ) :

O ntmero d = pi'py? - - - pls é um numero inteiro, pois as poténcias r; descritas sao 0 ou
1 e os pis sdo primos, para todo i. Portanto, K = Q(v/d), com d um inteiro livre de
quadrados. O

Pela Proposicao 3.1.1, segue que os corpos quadraticos sao escritos da forma K =
@(\/&), com d € Z livre de quadrados, por este motivo o polinomio minimal do elemento
primitivo das extensdes quadraticas vao ser sempre da forma p(z) = 22 — d.

3.2 A quéadrica p(z) = 2°+azx +b

Nesta segdo, consideramos K = Q(#) um corpo de ntimeros de grau 2, onde a quadrica
p(r) = 22 + axr + b € Z[z], com a e b ndo nulos, é o polindmio minimal do elemento
primitivo #. O objetivo é descobrir o anel dos inteiros desses corpos de ntimeros através
do discriminante.

Pela Teoria de Corpos, segue que o conjunto {1,6} é uma base de K sobre Q contida
em Og. E mais, pela Proposicao 2.5.6, segue que

D(1,0) = (1) T[22 + (1> (2 - 1)>"1a?] = a® — 4b.

Assim D(1,60) = a* — 4b. Pela Proposigdao 2.5.5, se o discriminante D(1,6) é livre de
quadrados, entao o anel dos inteiros algébricos é dado por

Ok = Z[@] = {CLO + a10|a0,a1 S Z}

Exemplo 3.2.1. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros de grau 2 tal que p(x) = x
¢ o polinomio minimal do elemento primitivo 6. Como

D(1,0) = (1) —4(-1) =5 e
D(1,0) =5 € livre de quadrados, seque que Ox = Z|0).

-1
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3.3 A quadrica p(z) = 2> —d, com d livre de quadrados

Considerando a Proposicao 3.1.1, os corpos quadraticos podem ser escritos com K =
Q(v/d), com d um inteiro livre de quadrados, cujo o polinémio minimal de v/d é p(z) =
x? — d. Logo, vamos buscar o anel dos inteiros algébricos destes corpos (sobre Z). Por
questdo de notacio, consideramos 6 = V/d.

O polinémio minimal de 6 é p(z) = x? — d, e assim, suas raizes sio 0 e —0. Pelo
Teorema 2.3.2, podemos considerar oy e o2 0s Q-monomorfismos de Q(6) em C que fixam
os elementos de Q e tal que 01(f) = 0 e 09(0) = —6. Além disso, pela Teoria de Corpos,
segue que o conjunto {1,60} é uma base de K sobre Q, entdo podemos escrever qualquer
a € K como a = ag + a160, onde ag,a; € Q.

A proéxima proposi¢ao sobre o polindmio caracteristico sera crucial para a representa-
¢ao do anel dos inteiro dos corpos quadraticos.

Proposicao 3.3.1. Sejam K = Q(#) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd comd el
livre de quadrados, e a = ag + a10 € K, com ag,a; € Q. O polinomio caracteristico de o
¢ dado por

fo(2) = 2% — (2a0)x + (ai — a3d). (3.1)

Demonstrag¢io. Consideramos «; = 0;(«), com i = 1,2. Assim,

a1 = Qg + CL1¢9,

Qg = Qg — a1t9.
Pela Proposicao 2.3.4, segue que o polindmio caracteristico de o é dado por

fo(z) = (z —a1)(z — ag) =

=22 — z(a1 + an) + oy as.

Assim, vamos calcular os coeficientes do polinémio caracteristico

o1+ o = (CLO + a10) + ((10 — CL19) = 2a0.
ajag = (ag + a10)(ag — a16) = ag — afd.

Portanto, f,(z) = 2 — (2a0)z + (a2 — a3d). O

Exemplo 3.3.1. Seja K = Q(6), com § = /7T e« = 14+2y/7 € K. Pela Proposicio 3.5.1,
o polinomio caracteristico de o € calculado através da identificacao dos valores ag = 1,
a1 =2 ed =717 e substituicao direta, logo

fal) =2 —2x Do+ (17 =22 x 7) = 2 — 22 — 27.

Com este resultado, podemos enunciar e demonstrar o teorema que caracterizara o
anel dos inteiros algébricos Ok.

3.3.1 O anel dos inteiros de Q(/d)

Embora seja um resultado conhecido na literatura, nés apresentamos no teorema a
seguir nossa versao da demonstragao para a base integral destas extensoes.
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Teorema 3.3.1. Seja K = Q(0) um corpo quadrdtico, onde 0 = Vd com d € Z livre de
quadrados. O anel dos inteiros algébricos Ok de K € dado por

7+ 76, se d # 1(mod 4)
Ok = 140 —
7+ 7 (T) , se d=1(mod 4).
Demonstragio. Suponhamos que a € K é um inteiro algébrico e vamos explorar quais
sdo as formas que « pode assumir, lembrando que o = ag + a1, com ag,a; € Q. Da

Proposicao 2.6.9, se a ¢ um inteiro algébrico, entao 2ag,2a; € Z. Vamos supor 2a; = p;,
com p; € Z para todo i = 0, 1. Assim,

a; = %, para todo ¢ =0, 1.

Além do mais, p; pode ser escrito da seguinte forma
pi = 2q; + i,

com ¢;,7; € Z e r; € {0,1}, para i = 0, 1. Reescrevendo «, segue que

Do . D1 2g0 + 10 2q1 + 1 To T
_ g— 0 Py 0= 0+ — + —80.
(0% ag “+ a; 9 —+ 9 9 -+ 9 qo + a1 + 9 + 5
Logo,
r r
a=qo+ ¢+ 50 + 519. (3.2)

Agora, como Ok é um anel (Coroldrio 2.2.2) e ¢ = qo + ¢10 € Ok, segue que

To

a=qo+ ¢+ 5

(A1 To T
—b0eOker=—+—0¢c O
+2 e Ok r 2+2 € Uk

Assim, a é um inteiro algébrico se, e somente se, r é um inteiro algébrico. Consequente-
mente,
a€ Ok < re O (33)

Novamente por esses dois resultados (Proposigao 3.3.1 e Proposigao 2.3.3), segue que

2(7;)2€Ze

2 2 '
Das implicagoes na Expressao (3.3) e na Expressao (3.4), segue que
2 _ 2d
aEOKﬁwEZ. (3.5)
Logo,
2 _ 2d
W= M (3.6)

4

Na Tabela (3.1), listamos todas as possibilidades para d de acordo com os pardmetros
ro,m1 € {0,1}. Em seguida, faremos a anélise das linhas dessa tabela que possuem solugéo,
ou seja, que existe d tal que w € Z (vide Equagao (3.6)), para consequentemente encontrar
o anel dos inteiros deste caso.
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Tabela 3.1: K = Q(V/d), d livre de quadrados - todos os casos para andlise de Ok.

2 2
— d
Linhas | rg |7 | w= <TO)4<T1) d = (7)(mod 4)
Linha1 | 0 | 0 0 vd
Linha2 | 0 | 1 —Z hd
Linha3 | 1 | 0 ! fd
.
Linha4 | 1 |1 — d = 1(mod 4)

Fonte: Elaborada pela autora.

Na tabela (3.1), a célula “Vd” nao inclui d = 0(mod 4), uma vez que d é livre de quadrados.
Para as linhas que possuem solucgao, faremos a analise da possivel base integral de acordo
com as congruéncias de d médulo 4. Recordamos da Equacao (3.2) que serd importante
para essa analise, ou seja,

To + 7“18)

a:qo+q1€+< 9

1. Quando d # 1(mod 4), faremos a investigacao da linha que identifica esse caso. Para
a Linha 1, os restos sdo rp = 0 e r; = 0. Assim, substituindo os restos na Equagao
(3.2), segue que

a=qo+ q0.
Como qq, q1 € Z, segue que a € Z + Z6. Desse modo, para d # 1(mod 4) o anel dos
inteiros é Z + Z6.

2. Quando d = 1(mod 4), faremos a investigagao da linha que identifica esse caso. Para
a Linha 4, os restos sdo ro = 1 e r; = 1. Assim, substituindo os restos na Equacgao

(3.2), segue que
— gt aqo+ (210 —< +1)+< +1)9
@ ={qoTaq 5 =4 B q1 5) Y

}. Assim, suponhamos

Confirmaremos que para este caso a base integral é {1, 5

que para algum zy e z; podemos escrever

N 1+0 < +zl)+<z1>9
a=2+zn|—|=20+—= — 6.

O 2 °T 9 2

Assim, comparando as formas que a pode ser escrito, montamos o seguinte sistema:

Z1 1
ot =G+ 5

2 2
1 . 1 1
2 BTy
Resolvendo o sistema, segue que zg = gy — q1 € 21 = 2¢; + 1. Como qg, q1 € Z, segue
146

que zg,21 € Z, e assim, o € Z + 7 . Desse modo, para d = 1(mod 4) o anel

dos inteiros é Z + Z (1%9)
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Portanto, concluimos que o anel dos inteiros algébricos é dado por
Z + 70, se d # 1(mod 4)
Ok = 140 —
7+ 7 (T) , se d = 1(mod 4),
0 que prova o teorema. ]

Exemplo 3.3.2. Seja K = Q(6), com 0 = /7. Como d =7 e 7= 3(mod 4), entio pelo
Teorema 3.3.1 o anel dos inteiros algébricos desse caso é

Ok =7Z+7Z4.

3.3.2 Norma, traco e discriminante em Q(/d)

Nesta secao, apresentamos a norma, o trago e o discriminante em K = Q(\/E), com d
um inteiro livre de quadrados.

Proposicao 3.3.2. Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d € 7 livre
de quadrados e a = ag + a160 € K, com ag,a; € Q. O traco de o € calculado por

TT(O{) = 2&0.

Demonstragdo. Pela Proposicao 2.3.4, calculamos o traco de a com os Q-monomorfismos
de Q(0) em C que fixam os elementos de Q e tal que 01(0) = 0 e 02(0) = —0. Assim,

Tr(a) = o1(a) + ox(a) = (ag + a10) + (ap — a16) = 2ay.
Portanto, Tr(a) = 2ay. O

Proposicao 3.3.3. Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d € Z livre
de quadrados e a = ag + a160 € K, com ag,a; € Q. A norma de « € calculada por

N(a) = a3 — d2d.

Demonstragao. Pela Proposicao 2.3.4, calculamos a norma de oo com os (Q-monomorfismos
de Q(A) em C que fixam os elementos de Q e tal que 01(0) = 6 e 09(f) = —0. Assim,

N(a) = oy(a)os(a) = (ag + a10)(ap — a10) = aj — aid.
Portanto, N'(a) = a — a?d. O
Exemplo 3.3.3. Seja K= Q(f), com 0 =T ea=1+2/7cK.

a) Pela Proposicao 3.3.2, seque que o trago de o € calculado através da identifica¢io
dos valores ag =1, ay =2 ed =T e substituicio direta. Logo, Tr(a) =2x (1) =2.

b) Pela Proposicio 3.5.3, seque que a norma de a é calculado através da identifica¢io
dos valores ag = 1, a; = 2 e d = 7 e substituicio direta. Logo, N'(a) = (1)? — (2)* x
(7) = —21.

Proposicao 3.3.4. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d € 7 livre
de quadrados. O discriminante do anel dos inteiros algébricos Ok de K é dado por

DIK) 4d, se d # 1(mod 4)
~1d, se d=1(mod 4).
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Demonstracdo. Pelo Teorema 3.3.1, segue que o anel dos inteiros Ok de K é dado por

Z+ 70, se d # 1(mod 4)
Ok = 146
7+ 7 (%) , se d = 1(mod 4).
Assim, a base integral (base de Ok sobre Z) admite as possibilidades:
1. Se d # 1(mod 4), entdo a base integral é {1,60}.
1+6
2. Se d = 1(mod 4), entdo a base é integral {1, ;}
Pela Proposicao 2.6.8, segue que

0, se k=1,
Tr(0%) = {2d°, se k=2s, com s €N, (3.7)
0, se k> 2 ek % 0(mod 2).
Logo, Tr(1) =2, Tr(0) = 0 e Tr(d) = 2d. Agora, analisaremos o discriminante para

cada possibilidade da base integral.

1. Se d # 1(mod 4), entdo a base é {1,0}. Assim, usando as propriedades de trago e
as informagoes obtidas da Equacao (3.7), segue que

D(1,0) = det ( Tr(1) Tr(0) ) = det ( 20 ) = 4d.

Tr(@) Tr(d) 0 2d
~ , 1+6 : .
2. Se d = 1(mod 4), entao a base é <1, o (- Assim, usando as propriedades de

trago e as informagoes obtidas da Equagao (3.7), segue que
1 + 9 ( ) TT' 116 7-7“(1) m
D (1, 2) = det ( Tr (1 0) Tr (1&29+22) = det Tr(1) @ ’

2 4
146
D<1,;>=det<f @):d.
2

Logo, da andlise dos itens (1) e (2), segue que

DK) {4d7 se d # 1(mod 4)

ou seja,

d, se d = 1(mod 4),
0 que prova a proposicao. ]

Exemplo 3.3.4. Seja K = Q(0), com 6§ = /7. Comod =7 ¢ 7 = 3(mod 4), pela
Proposigao 3.3.4, seque que o discriminante é dado por D(K) =4 x 7 = 28.

Observacao 3.3.1. Para K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd, comd e Z
livre de quadrados, podemos calcular o discriminante da base potente {1,0} através do
polinémio minimal p(x) = 2% — d, e assim, utilizando o Coroldrio 2.5.4, seque

D) = (1) 72 220> ] = 4d.






4 Extensoes Cubicas

Os corpos ciibicos K sdo corpos de nimeros providos de uma extensao cuibica, ou seja,
[K : Q] = 3. Neste capitulo, exploramos alguns corpos ctibicos, pois diferentemente do
capitulo anterior onde estudamos os corpos quadraticos, nao é tao simples identificar o
elemento primitivo dos corpos ciibicos, uma vez que o caminho para encontrar as solucoes
de uma equagao de terceiro grau é arduo. Dessa forma, a complexidade do caso geral nos
leva a focar em casos particulares. Por isso, chamamos a atengao para os corpos cubicos
nos quais o elemento primitivo tem como polindmio minimal p(x) = x* — d, com d um
inteiro livre de quadrados. O nosso objetivo é descobrir o anel dos inteiros algébricos
desses corpos ciibicos, neste caso, a base integral que encontramos é sutilmente diferente
da apresentada na referéncia [7]. Como aplicagdo direta, apresentamos, também, a norma
e traco de um elemento desses corpos cuibicos e o discriminante da base integral. Este
capitulo foi inspirado pelas referéncias [7], [8] e [9].

4.1 Corpos cubicos

Nesta secao, apresentamos as extensoes cuibicas e alguns conceitos basicos e proprie-
dades.
Definic¢ao 4.1.1. Seja K um corpo de nimeros, com o grau da extensdio [K : Q] = 3.

1. O corpo de numeros K é chamado de corpo cubico.
2. A extensao de corpos Q C K é chamada de extensdo cubica.
3. O polinomio p(x) € Qlx], cujo grau é O(p) = 3, é chamado de cibica.

Consideramos K um corpo ctbico, ou seja, o grau da extensao é [K : Q] = 3. Pelo
Teorema do Elemento Primitivo, segue que existe § € C tal que K = Q(0), ou seja, 0 é
o elemento primitivo de K. Seja p(y) = y> + asy® + a1y + ag o polindmio minimal de 6
sobre Q. A ideia é melhorar p(y) reduzindo algum coeficiente, por isso faremos a seguinte
mudanca de variavel y = x — [, e assim,

plz—1)=(x—1)>+ayx —D?+ay(z—1)+ay=
=23 = 3lx? + 3%z — 1P + asx? — 2a9lx + asl® + a1z — ayl + ag =
=2° + 2%(=3l + a) + 2(31* — 2axl + ay) + (=% + axl® — a1l + ap).

a
Agora, para cancelar o coeficiente —3/ + as, devemos tomar | = 32 € Q. Fazendo as

substituicoes, segue que os coeficientes restantes sao

2 3
—|—a1 (& bQZ (a2> _@1a2

3 27 5 100

73
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com by, by € Q. Portanto, sem perda de generalidade, consideramos p(z) = 23+ bz +by €
Q[z]. Um fato interessante é que K = Q(0) = Q(6—1), desde que | € Q, e assim, podemos
considerar p(z) = x3 + byz + bg.

4.2 A cubica p(x) =2 +ar+b

Seja K um corpo ctbico e # € C o seu elemento primitivo, e assim, K = Q(6).
Consideramos # um inteiro algébrico e pelas consideracoes anteriores, segue que o seu
polindmio minimal pode ser escrito da forma p(z) = 2* + ax + b, com a,b € Z. Pelo
Teorema 2.3.2, podemos considerar o; os Q-monomorfismos de Q(#) em C que fixam os
elementos de Q e tal que 01(0) =6, 05(0) = B e 03(0) = v, onde 0, [ e 7 sdo as raizes de
p(x). Pela Teoria de Corpos, segue que o conjunto {1, 6,0} é uma base de K sobre Q, e
assim, podemos escrever qualquer a@ € K como a = ag + a10 + a20?, para ag, a1, as € Q
quaisquer. Nesta secao, apresentamos resultados nossos, nao conhecidos na literatura.

A seguir, apresentamos alguns resultados preliminares para o polinémio p(z) = 23 +
ax + b € Z[x] e suas raizes 6, [ e 7.

Lema 4.2.1. Sejam o polinomio p(z) = z° + ax + b € Z[z] e suas raizes 0, 3 e 7.
1. 62+ B*+~* = —2a.
2. 6232 + 6742 + B2 = a2,
3. 028 + 0%y + 0B% + B2y + 0% + By* = 3.

Demonstragio. Sejam 6, 5 e v as raizes de p(x). Usando as relagoes de Girard para o
polindémio p(z) = 23 + ax + b, segue que

0+5+~v=0(1)
0B + 0y + By =a (2)
05~y = —b (3).

Vamos mostrar cada item separadamente.

1. Primeiro, faremos a seguinte manipulacao.

O+B+7)>=60*+08+07+08+ 5+ By+0v+py+7" =
= (0°+ 62 +%) +2(08 + 67 + 7).

Assim, segue o resultado usando as Relacoes de Girard
62+ 52472 = (0+ B +7)° — 208+ 0y + 57) V=P 02— 20 = 2.

2. Agora,

(08 +0v+ 57)? = 0252+ 6025y + 082y + 025y + 0*4* + 067> + 5%y + 05> + 7+* =
= (028 + 0*4* + °7*) + 06v(0 + B+ 7).

Logo, usando as Relagoes de Girard, segue que

028 + 672 + B2 = (08 + 0+ B7)2 — 087 (0+ B+ 7) B @ — (=p)(0) = a2,
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3. Consideramos a seguinte manipulacao:

028 + 0%y + 057 4 B2y + 0> + B> = 008 + 0v) + B85 + BYy) + (07 + Bv) =
=008+ 0y + By) — ) + B((88 + 0y + Bv) — 0y) + (06 + 6y + By) —08) =
=0+ 6+7)(08+60v+ Bv) —308.

Dessa forma, usando as Relacoes de Girard, segue que

028+ 6%y + 08 + By + 04 + B2 = (0 + B +7)(08 + 0y + ) — 308y 2
= (@)(0) — 3(~b) = 3b,

0 que prova o lema. O

Para o caso geral das ciibicas, apresentamos nas proposicoes seguintes as fungoes traco,
norma e polinémio caracteristico.

Proposicao 4.2.1. Sejam K = Q(6) um corpo cibico e § € C é um inteiro algébrico cujo
polinomio minimal é o p(x) = x*+ax+b € Z[x]. O trago do elemento a = ag+a,10+a»0? €
K, com ag,a1,as € Q, € dado por

Tr(a) =3ay — 2asa. (4.1)

Demonstragio. Sejam 6, [5 e v as raizes de p(z). Usando as relagoes de Girard para o
polindmio p(x) = 23 + ax + b, segue que

0+B8+~v=0(1)
08+ 6y + By =a(2)
0By = —b (3).

Agora, consideramos ¢; os Q-monomorfismos de K em C que fixam os elementos de Q e
tal que 01(0) = 0, 02(0) = B e 03(0) = 7. Com isso, calculamos o trago de o usando a
Proposicao 2.3.4, as Relacgoes de Girard e o Lema 4.2.1, ou seja,

Tr(a) =o01(a) + oz(a) + o3(a) =
= O'l(CL(] + a10 + CL292) + O'Q(Clo + CL19 + a292) + O'3(CLO + a10 + (Z292) =

= (ap + a16 + a2¢92) + (ap + a18 + a262) + (ap + a1y + aﬂ?) =

= 3ag+ a1 (0 + B +7) +aa(62 + 52 442) VO TEN

= 3@0 + Cll(()) + GQ(—QCL) =

= 3ag — 2asa.
Portanto, Tr(a) = 3ap — 2asa. O

Proposicao 4.2.2. Sejam K = Q(0) um corpo cibico e 6 € C é um inteiro algébrico
cujo polinémio minimal é o p(x) = 23 + ax +b € Z[z]. A norma do elemento o =
ag + a10 + ax0* € K, com ag, a1, a2 € Q, € dada por

N (@) = aj — 2akaza + agaia + 3agaiazb + agaza® — ajb — ajasab + ajb*. (4.2)
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Demonstragio. Sejam 6, 5 e v as raizes de p(x). Usando as relagoes de Girard para o
polindémio p(z) = z* + ax + b, segue que

0+8+v=0(1)
0B + 0y + By =a (2)
65y = —b (3).

Consideramos ¢; os (Q-monomorfismos de K em C que fixam os elementos de QQ e tal
que 01(f) = 6, 02(0) = B e 03(f) = 7. Com isso, calculamos a norma de «a usando a
Proposigao 2.3.4, as Relagoes de Girard (1), (2) e (3) e o Lema 4.2.1 (x), ou seja,

N(a) = o1(a)oz(a)os(a) =

= 01(ag + a10 + az0*)oa(ag + a0 + az0*)os(ag + a0 + ax0?) =
(ao + 10 + a260?)(ao + a1 + a28?)(ao + a1y + asy?) =
= (a% + apa1 B + agay 32 + apai8 + a308 + a1a208* + agaz0* + a1a20*5 + a6 5%) x
x (ag + a1y + azy?) =
= a} + ala1f + afasf? + ada10 + apal0B + apaiazf? + atax0* + agaiaxd? B+
+ aga3?B* + a’ary + aoai By + agaraz B’y + a0a107 + a}0By + ajas03% v+
+ apa1as0®y + ajaxt? By + atas0? By + ajasy® + apaias By + agas Sy +
+ aoalagéfy + a2as03v* + a1a205°Y* + aa20*y* + a1a20? 5y + a3 57 =
= ag + agar (0 + B+ ) + agas(6° + 5° + %) + apai (08 + 0y + Bv)+
+aoaraz (0% + 026 + B2y + 0%y + 597 + 07°) + aga3 (825 + 5*9% + 6°9°)+
+ a1(967) + ala2(967)(6 +B+7)+ a1a2(95y)(96 + 0y + By) + a2(967)2
= a3 + adai(0) + ajas(—2a) + apas (a) + aparas(3b) + apas(a?) + a3(—b)+
+ atas(—0)(0) + araz(=b)(a) + a3(—=b)* =

= aj — 2ajaza + apata + 3apayazb + agaza® — atb — ayazab + a3b*.

*

~

Portanto, N'(a) = aj — 2a3asa + agata + 3apaiazb + agaia® — a3b — aja3ab + a3b?. O

Proposicao 4.2.3. Sejam K = Q(0) um corpo cibico e 6 € C é um inteiro algébrico cujo
polinomio minimal é o p(z) = 2* +ax+b € Z[z]. O polindmio caracteristico do elemento
a = ag+ a0+ ax0? € K, com ag, a,a, € Q, € dado por

fa(z) = 2% — 2%(3ag — 2a2a) + 2(3ai — 4apaza + aja + 3aazb + a3a”)—

— (ad — 2agasa + apata + 3agaiasb + agaza® — atb — ajaizab + ajb?).

(4.3)

Demonstragio. Sejam 6, [ e 7 as raizes de p(x). Usando as relagoes de Girard para o
polindémio p(x) = x3 + ax + b, segue que

0+ 8+~v=0(1)
08 +0y+ By =a (2)
08y = —b (3).

Consideramos o; os Q-monomorfismos de K em C que fixam os elementos de Q e tal que
01(0) =0, 02(0) = 5 e 03(0) = . Para facilitar a escrita, seja «; = o;(«), com i = 1,2, 3.
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Assim,

a1 = Qo -+ a19 + a2€2
Q9 = Qg + Glﬂ + a2ﬁ2

ag = ag + a1y + axy’.
Pela Proposi¢ao 2.3.4, segue que o polindmio caracteristico de o é dado por

folz) = (x —a)(z — a2)(z — a3) =
= (2* — z(0q + o) + ) (7 — a3) =

=2° — 2% (o + g + a3) + z(ay + aras + azas) — ajasas.

Agora, vamos calcular os coeficientes do polindmio caracteristico. Pela Proposicao 4.2.1,

segue que
Prop. 4.2.1

a; +as+az=Tr(a) 3ay — 2asa.

No célculo do préoximo coeficiente, para facilitar as contas, vamos separar os termos,

iy = (ag + a0 + az0?)(ag + a1 + ax8?) =

= a2 + apa1 + apasf* + apa10 + at0B + a1as03* + apax0® + arax6? B + a30*3°.
s = (ag + a0 + az0%)(ag + a1y + agy?) =

= a2 + apary + agayy* + apa10 + a0y + aya0vy* + agash® + ajas0*y + a36°+>.
asaz = (ag + a1 + a2 ) (ag + a1y + azv?)

= aj + apary + apazy’ + apar S + a3 By + a1az3y° + apazf? + arax Sy + a3,

Assim, juntando o que adquirimos anteriormente, usando o Lema 4.2.1 e as Relagoes de
Girard, segue que

Q10 + aqas + asas = 3ag + 2aga1 (0 + B+ ) + 2apaz(0* + B2 + %)+
+at(08 + 0y + B7) + araz(6°5 + 6%y + 057 + 52 + 07" + 577)+
+a3(0°5° + 0% + 579%) =
= 3ai + 2a0a1(0) + 2apas(—2a) + aj(a) + a1az(3b) + a3(a®) =

= 3a(2) — 4dagaqga + a%a + 3ajasb + agaQ.

Pela Proposicao 4.2.2, segue que

Prop. 4.2.2

ajasaz = N(a)

aj — 2a3asa + apata + 3apayash + agaia® — alb — ajaiab + ajb?.

Logo,
fa(z) = 2% — 2%(3ag — 2a2a) + 2(3ai — 4apaza + aja + 3aazb + a3a”)—
— (a} — 2adaza + apata + 3apaiash + agaza® — aib — ayajab + ajb?).
Portanto, encontramos o polindmio caracteristico f,(x). O

4.2.1 Discriminante da ctbica p(z) = 2° +ax + b

Nesta secao, consideramos K = Q(#) um corpo de ntimeros de grau 3, onde a ctibica
p(r) = 2 + ax + b € Z[z], com a e b nido nulos, é o polindmio minimal do elemento
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primitivo #. O objetivo é descobrir o anel dos inteiros desses corpos de nimeros através
do discriminante.

Pela Teoria de Corpos, segue que o conjunto {1, #, #*} ¢ uma base de K sobre Q contida
em Og. E mais, pela Proposicao 2.5.6, segue que

D(1,0,6%) = (—1)" 72 3365 + (—1)*1(3 — 1)*"1a?] = —(da® + 2702).

Assim D(1,0,60%) = —(4a® + 27b?). Pela Proposicio 2.5.5, se o discriminante D(1,6,6?) é
livre de quadrados, entdao o anel dos inteiros algébricos é dado por

O = Z[Q] = {(10 + a0 + a292|a0, ay,as € Z}

3

Exemplo 4.2.1. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros de grau 3 tal que p(x) = x° —x—1

¢ o polinomio minimal do elemento primitivo 6. Como
D(1,0,0%) = —(4(—1)* +27(-1)%) = —23 ¢
D(1,6,6%) = —23 € livre de quadrados, seque que Ox = Z[0).

4.3 A cubica p(x) = 2° — d, com d livre de quadrados

Nessa secao, sejam K um corpo de niimeros e p(z) = 2®—d uma ctibica, com d € Z livre
de quadrados. O elemento v/d é um inteiro algébrico, pois p(z) é o seu polinémio minimal
em Z. Pela Teoria de Corpos, segue que [Q(v/d) : Q] = d(p) = 3, e assim, Q(v/d) é um
corpo cubico. Para este estudo, trabalhamos com os corpos ctbicos da forma K = @(\?/E)
cujo elemento primitivo é o préprio v/d. Salvo mencdo, chamamos 6 = +/d o elemento
primitivo, com d € Z livre de quadrados e o corpo cuibico em questao é o K = Q(60).

Retomando as Proposicoes 2.6.4 e 2.6.5, sejam 6, 0&3 e 0€2 as raizes do polindémio p(z),
onde £¥ sdo as raizes primitivas das unidade para i = 0,1,2. Assim,

§§ = 623 k= cos (;) + 7 sen <37T> .

1 3 1 3
Logo, &8 1.6 = 2+ et = 1 %% e gl — 1.
Pelo Teorema 2.3.2, podemos considerar o5 os Q-monomorfismos de Q(#) em C que

fixam os elementos de Q e tal que o(0) = 6=t com k = 1,2,3. Portanto, os Q-
monomorfismos em 6 sao definidos por o1(6) = 0, 02(0) = 0&3 e 03(0) = 0£2. Pela Teoria
de Corpos, segue que o conjunto {1,6,6?} é uma base de K sobre Q, e assim, podemos
escrever qualquer o € K como a = ag + a0 + a26?, onde ag, a1, as € Q.

4.3.1 O anel dos inteiros de Q(v/d)

Seguindo as notagdes da se¢ao, vamos encontrar o anel dos inteiros algébricos Ok de
K = Q(#) (sobre Z). Para isso, inicialmente, faremos uma preparagao através do proximo
resultado, para identificar o anel dos inteiros algébricos Ok.

Proposicao 4.3.1. Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d € Z livre
de quadrados e o = ag + a10 + as0* € K, com ag,ar,as € Q. O polinomio caracteristico
de v € dado por

fo(x) = 2° — 2%(3a0) + 2(3a2 — 3ayasd) — [a} — 3agaiasd + d(a® + add)). (4.4)
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Demonstragcao. Na Proposicao 4.2.3, calculamos o polindomio caracteristico para o caso
geral, e assim, esse resultado ¢ uma particularidade da proposicao e apenas precisamos
substituir os coeficientes do polinémio p(z) = z* — d. O
Exemplo 4.3.1. Seja K = Q(f), com 0 = V7T e a = 1+ Y7+ 2(/7)? € K. Pela
Proposicio 4.3.1, o polinomio caracteristico de o € calculado através da identificacao dos
valores ag =1, a1 =1, as = 2 e d =7 e substituicao direta. Logo,

folz) = 2% — 327 — 392 — 358.

Com este resultado, podemos enunciar e demonstrar o teorema que caracterizara o
anel dos inteiros algébricos Ok. No teorema a seguir, a base integral que encontramos é
sutilmente diferente da base integral apresentada na literatura.

Teorema 4.3.1. Seja K = Q(6) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d € Z livre de
quadrados. O anel dos inteiros algébricos Ok de K é dado por

Z+ 70 + 76?, se d # +1(mod 9)
Ok = Z+Z0+Z(w), se d = 1(mod 9)

3
Z+Z¢9+Z<_2%9+92) , se d = —1(mod 9).

Demonstragiao. Suponhamos o € K um inteiro algébrico e vamos explorar quais sao as
formas que o pode assumir, onde o = ag+ a0 + a20?, com ag, a1, as € Q. Pela Proposicao
2.6.9, se a ¢ um inteiro algébrico, entao 3ag, 3a;,3as € Z. Vamos supor 3a; = p;, com
p; € Z para todo i = 0,1,2. Assim,

a; = %, para todo 7 = 0,1, 2.
Além do mais, p; pode ser escrito da seguinte forma

i = 3q; + 14,

com ¢;,r; € Zer; € {—1,0,1}, para i = 0, 1,2. Reescrevendo a, segue que

Po D1 D2 3q0+710  3q1+711 3q2 + 12

= 0 0P == 4 4 2202 = 0 0% =

a=ag+ a1t + a 3+3 +3 3 + 3 + 3
To 1 T2

= 0 0%+ = + =0+ —p°

qo + q10 + ¢ +3+3 +3
Logo,

a=qo+ ql+ @b+ To + ﬁ@ + QQQ. (4.5)

3 3 3
Agora, como Ok é um anel (Coroldrio 2.2.2) e ¢ = qo + ¢10 + ¢20* € Ok, segue que

To

a:qo—l—q19+q2«92+ 3

™ T2 1o To ™ T2 1o
+0+-0cOkssr=—+ -0+ 0% € Ok

37 3 “ 3 3 '3 «
Ou seja, a é um inteiro algébrico se, e somente se, r é um inteiro algébrico. Consequen-
temente,

a€ Ok < re O (46)
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Novamente por esses dois resultados (Proposi¢ao 4.3.1 e Proposicao 2.3.3), segue que

7o
3|l =) ez

(3) <

T r r

reoce (5] -3(5) (3)aeze (47
3) -3(3) (5) (3)aral(3) +(3)

— ] =3{=) (=) (= )d+d||= — ) d| € Z.
(3) 3)\3)\3) T \3) T\3) ‘€

Pelas implicagoes na Expressao (4.6) e na Expressao (4.7), segue que

7000)2 — T €Ze
3
a €0k & (r0)? — 3rorirad + d[(r1)? + d(r2)?] cz (4.8)
27 .

Agora, listamos todas as possibilidades para d de acordo com os parametros rg,ri,ry €
{0,1,2}. Para isso, renomeramos as equagoes obtidas na Expressao (4.8) da seguinte
forma

W = (”’)23_“” (4.9)
_ (ro)® = 3roryrad 4+ d[(r1)? + d(rs)?]
Wy = - . (4.10)

Na Tabela (4.3.1), apresentamos uma anélise das linhas que possuem solugao, ou seja, que
existe d tal que wy,wy € Z (vide Equacao (4.9) e Equagao (4.10)), para consequentemente
encontrar o anel dos inteiros algébricos. De imediato observamos que este caso se trata
da andlise de 27 possibilidades. Agora,

1. Serg #0, 77 =0o0ury =0, entdo wy &€ Z.

2. Serg =0, 11 = 0 ou (exclusivo) ry = 0, entdo w; = 0 e wy é um ndmero inteiro
precisamente se d = 0(mod 9), mas como d é livre de quadrados estes casos nao
possuem solucao.

Afim de melhorar a quantidade de linhas para andlise excluiremos as possibilidades em
questao e vamos examinar as linhas decorrentes expressar pela Tabela (4.3.1).

Tabela 4.1: K = Q(~3/d), d livre de quadrados - casos para andlise de Ok.

| Linhas [ro[ri[r ] wi | w | d=(?)(mod 9) |
Linhal| 0| 0] O 0 0 Vd
, —d d + d?
Linha2| 0| 1|1 ?Qd ; 2% d2 Ad
. — +
Linha3| 0 | 1] 2 32d 8d27d2 Ad
Limha 4| 0| 2 | 1| = + 4d

27
—4d | 8(d + d?)
3 27

Linha5| 0 | 2 | 2 Ad
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1—d 1—d)?
Linha 6 — ( 57 ) d = 1(mod 9)
1—2d | 1—5d+8d?
i d
Linha 7 1 32d : 27d 2 i
Linha 8 _3 ( ;_7 ) d= —1(mod 9)
1—4d | 1—4d+8d?
i d
Linha 9 i 3 : . %7 B} 7
- —d+
i d
e 4 32(1 8 1126’17 8d? ;
Linha 11 - - 27+ d = —1(mod 9)
4—2d | 8—4d+d’
i d
Linha 12 i 34d 8(127d)2 4
Linha 13 3 57 d = 1(mod 9)

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Tabela (4.3.1), a célula “Vd” nao inclui as equivaléncias nao livre de quadrados, uma vez
que d ¢ livre de quadrados. Para as linhas que possuem solugao, apresentamos uma analise
da possivel base integral de acordo com as congruéncias de d médulo 9. Recordamos que
a Equacao (4.5) que serda importante para essa anédlise, ou seja,

a:q0+q10+q292+<

3

ro + 716 + 7“292)

1. Quando d # +1(mod 9), faremos a investigagdo da linha que identifica esse caso.
Para a Linha 1, os restos sao ro = 0, ry = 0 e 75 = 0. Assim, substituindo os restos

na Equagao (4.5), segue que

a = qo+ @b + ¢0°.

Mas, qo,q1,q2 € Z, e dessa forma, o € Z + Z6 + Z6*. Assim, para d # +1(mod 9),
segue que o anel dos inteiros é Z + Z0 + 7.6

2. Quando d = 1(mod 9), faremos a investigagao das linhas que identificam esse caso.

(a) Para a Linha 6, os restos sao 1o = 1, r; = 1 e r9 = 1. Assim, substituindo os
restos na Equacao (4.5), segue que

Oé:f]o+(]19+Q292+<

Agora, vamos mostrar que para este caso a base integral é {1, 0,

Assim, suponhamos que para algum 2z, z; e zo podemos escrever

@:Zo+219+22<

3

3

qo+ =

146 +6° _( 1
a 3

20 — ——

—2—29+02> _( 22

)+ (e 5) o

—2 — 20+ 6>

1
n+3)

)

2z 2 g2
3)+<Zl_ 3>9+<3>9'
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Comparando as formas que a pode ser escrito, montamos o seguinte sistema

222 1
20— —F5 =q+ 3
A
2 — — = -
1 3 q1 3
CRE!
3 273

Resolvendo o sistema, segue que zg = qo+2q2+1, 21 = 1 +2¢2+1 € 29 = 3¢2+1.
Como qo, 1,92 € Z, segue que 2g, 21,22 € Z. Deste modo, o € Z + 76 +
(—2 — 20+ 62
7| ———|.
3
Para a Linha 13, os restos sao rqg = 2, 11 = 2 e 79 = 2. Assim, substituindo os
restos na Equacao (4.5), segue que

2 + 20 + 262 2 2 2
a:qo+q19+q202+ <+3+> = <QQ+ 3> + <q1 + 3) 0+ <QQ+3> 62

—2—29+02}

Agora, vamos mostrar que para este caso a base integral é {1, 0, 5

Assim, suponhamos que para algum zg, z; e zo podemos escrever

9 _ 2
mmearea (B (05 () (5)

Assim, comparando as formas que a pode ser escrito, montamos o seguinte
sistema

222 2

20 — 5 o T 5

2, 3

21— — = J—

1 3 q1 3
a_ 2
3 T3

Resolvendo o sistema, segue que zg = qo+2q2+2, 21 = q1+2¢2+2 € 29 = 3q2+2.
Como qo, q1,q2 € Z, segue que 2g, 21,22 € Z. Deste modo, o € Z + 76 +
7 (—2 —20 + 60*

3
—2— 20+ 62
Assim, para d = 1(mod 9) o anel dos inteiros é Z + Z0 + Z <3+>
3. Quando d = —1(mod 9), faremos a investigagao das linhas que identificam esse caso.

(a)

Para a Linha 8, os restos sdo rg = 1, 11 = 2 e ro = 1. Assim, substituindo os
restos na Equacao (4.5), segue que

1420 + 62 1 2 1
a=qo+ @0+ 0% + <+3+> = (q0+3>+(q1+3>9+<q2+3)92.

Agora, vamos mostrar que para este caso a base integral é {1, 0, 5

—2—9+92}

Assim, suponhamos que para algum zg, z; e zo podemos escrever

—92 _ 2
rmmrarea (B < (0o F) (- ) ()
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Assim, comparando as formas que a pode ser escrito, montamos o seguinte
sistema

222 +1
Z —_— —_— = J—
0 3 4o 3

Z9 +2
Z —_— — J—
1 3 q1 3
2_. .1
3 RT3

Resolvendo o sistema, segue que zg = qo+2¢2+1, 21 = ¢1+q2+1 e 20 = 3¢+ 1.
Como qg,q1,q2 € Z, segue que 2g, 21,22 € Z. Deste modo, a € Z + 76 +

—2—0+6*
| ——|.
)

Para a Linha 11, os restos sao rg = 2, r1 = 1 e ro = 2. Assim, substituindo os
restos na Equacao (4.5), segue que

240+ 20° 2 1 2
a=%+%9+%W+<3>=<%+3>+@r+99+<@+3)ﬁ

Agora, vamos mostrar que para este caso a base integral é {1, 0, 3

—2—9+W}
Assim, suponhamos que para algum zg, 21 e zo podemos escrever

—2—0+6 2z z z
Oé:ZO+219+ZQ (3) = (ZO_;)+<21_;>9+<;>02

Assim, comparando as formas que « pode ser escrito, montamos o seguinte
sistema

222 +2
Zn — — = —
0 3 qo0 3

z9 +1
21— — = —
1 3 q1 3
2_ .2
3~ #7T3

Resolvendo o sistema,segue que 2o = qo+2¢2+2, 21 = 1 +q2+1 e 20 = 3g2 + 2.
Como qo, q1,q2 € Z, segue que zg, 21,22 € Z. Deste modo, a € Z + 76 +

) 2
Z( 2 9+9>‘
3

—2— 0+ 6?
Logo, para d = —1(mod 9) o anel dos inteiros é dado por Z+Z6+7Z <3+>
Portanto, o anel dos inteiros algébricos é dado por
7.+ 7.0 + 762, se d # +1(mod 9)
O = Z—l—ZQ—i—Z(%ﬂaz),sedE 1(mod 9)
Z+70+Z (‘2%‘%9? ,se d = —1(mod 9),
0 que prova o teorema. ]

Exemplo 4.3.2. Seja K = Q(0), com § = /7. Comod =7 ¢ 7 = 7(mod 9), pelo
Teorema 4.3.1, seque que o anel dos inteiros algébricos desse caso é dado por

Ox =7 + 70 + 76>,
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4.3.2 Norma, traco e discriminante em Q(v/d)

Nesta secao, apresentamos a norma, o trago e o discriminante em K = Q(\‘Va), com d
um inteiro livre de quadrados. Para isso, lembramos que o polinémio minimal de 6 sobre
os inteiros é o p(x) = 2® — d, cuja as raizes sdo 0, 0¢3 e 062, com &' raizes da unidade
para = 1,2, 3.

Proposicao 4.3.2. Sejam K = Q(6) um corpo de nimeros, onde § = V/d com d € Z livre
de quadrados e o = ag+ a10 + as0? € K, com ag, a1, a2 € Q. O traco de o € calculado por

Tr(a) = 3ap.

Demonstracao. Na Proposicao 4.2.1, calculamos o trago para o caso geral, assim esses re-
sultado é uma particularidade da proposicao e apenas precisamos substituir os coeficientes
do polinémio p(x) = 2* — d. Portanto, Tr(a) = 3ay. O

Proposicao 4.3.3. Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d € Z livre
de quadrados e o = ag + a10 + as0? € K, com ag,ar,a2 € Q. A norma de o € calculada
por:

N () = aj — 3aparasd + ajd + ayd®.

Demonstragao. Na Proposicao 4.2.2, calculamos a norma para o caso geral, assim esses re-
sultado é uma particularidade da proposicao e apenas precisamos substituir os coeficientes
do polinémio p(x) = z* — d. Portanto, N'(a) = a3 — 3agajasd + ald + a3d>. O

Exemplo 4.3.3. Seja K = Q(6), com 0 = /T e a =1+ Y7+ 2(v/7)% € K.

a) Pela Proposicio 4.3.2, seque que o trago de a € calculado através da identificagao
dos valores ag =1, a1 =1, ag =2 e d =7 e substituicao direta. Logo, Tr(a) = 3.

b) Pela Proposicao 4.3.3, seque que a norma de « é calculado através da identificagdo
dos valores ag =1, a; =1, a3 =2 e d = 7 e substituicio direta. Logo, N («) = 358.

Proposicao 4.3.4. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros, onde = Vd com d € Z livre
de quadrados. O discriminante do anel dos inteiros algébricos Ok de K € dado por

—27d?, se d # +1(mod 9)

D(K) =
() {—3d2, se d = +1(mod 9).

Demonstragio. Pelo Teorema 4.3.1, segue que o anel dos inteiros Ok de K é dado por

7+ 7.0 + 762, se d # +1(mod 9)
O = Z+Z€+Z(%€+92>,sedzl(mod9)

Z+20+ 7 (=52 se d = —1(mod 9).

Assim, a base integral (base de Ok sobre Z) admite as possibilidades.
1. Se d # +1(mod 9), entdo a base integral é {1, 6,6}

—2—20+62}

2. Se d = 1(mod 9), entdo a base integral é {1, 0, 3
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2040
3. Se d = —1(mod 9), entdo a base integral é {1, 0, 3—'—}
Pela Proposicao 2.6.8, segue que
0, se k=1,2,
Tr(0%) = { 3d%, se k =3s, com s € N, (4.11)

0, se k>3 ek # 0(mod 3).

Logo, Tr(1) =3, Tr(0) =0, Tr(6?) =0, Tr(d) = 3d e Tr(6*) = 0. Agora, analisamos o

discriminante para cada possibilidade da base integral.

1. Se d # 1(mod 9), entdao a base é {1,60,0?}. Assim, usando as propriedades de trago
e as informagoes obtidas da Equagao (4.11), segue que

Tr(l) Tr@) Tr6?) 3 0 0

D(1,6,6%) det( Tr(0) Tr6* Tr(d) ) = det ( 0 0 Sd) = —27d".
Tr(0*) Tr(d) Tr(6Y 0 3d 0

—2 — 20 + 62

3

dades de trago e as informagdes obtidas da Equagao (4.11), segue que

2. Se d = 1(mod 9), entdao a base é {1, 0, . Assim, usando as proprie-

Tr(1 Tr(6 T (2222040
—2-20+¢? T( ) T( 2) ' (29?592 d>
D| 1,6, ———— | = det Tr () Tr(6%) Tr (22
Tr (—2—%9+92) Tr (—20—3262—1-d) Tr (4+80+4692—4d+04>
3 0 =2
=det| 0 0 d |=-3d"
2 4
_ , —2—-0+62 : ,
3. Se d = —1(mod 9), entao a base é { 1,0, 5 [ Assim, usando as proprie-
dades de trago e (1), (2), (3), (4) e (5), segue que
Tr(1 Tr(0 T (=2=0+62
—2—0+6? b ; 2) <—20_302+d)
D(1.0,——5—— | =det Tr(0) Tr(6%) Tr (=257+)

_9_ 2 _9n_p2 _ap2_ 4
TT’( 2 §+9 ) 7'7“( 20 39 +d) Tr (4+49 399 2d+6 )

3 0 -2
=det| 0 0 d = —3d>.

4—2d
-2 d =57

Logo, da analise dos itens (1), (2) e (3), segue que

DK) —27d?, se d # +1(mod 9)
| =32, se d = +1(mod 9),

0 que prova a proposicao. ]
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Exemplo 4.3.4. Seja K = Q(0), com § = /7. Comod =7 e 7 = 7(mod 9), pela
Proposicao 4.3.4, seque que o discriminante é dado por D(K) = —27 x 7> = —1323.

Observacao 4.3.1. Para K = Q(#) um corpo de nimeros, onde § = v/d, com d € 7Z
livre de quadrados, podemos calcular o discriminante da base potente {1,0,0%*} através do
polinémio minimal p(x) = 2° — d, e assim, utilizando o Coroldrio 2.5.4, seque que

324342

D(1,0,0%) = (-1)" 2 [3*d* 1 = —27d°.




5 Extensoes Quarticas

Os corpos quarticos K sao corpos de ntimeros providos de uma extensao quartica, ou
seja, [K : Q] = 4. Neste capitulo, apresentamos alguns corpos qudrticos, pois diferente-
mente do Capitulo 3 onde apresentamos os corpos quadraticos, ndo é tao simples iden-
tificar o elemento primitivo dos corpos quarticos. Dessa forma, a complexidade do caso
geral nos leva a focar em casos particulares. Por isso, chamamos a atencao para os corpos
quérticos nos quais o elemento primitivo tem como polindmio minimal p(z) = z* —d, com
d um inteiro livre de quadrados. O nosso objetivo é determinar o anel dos inteiros algé-
bricos desses corpos quarticos. Observamos que a base integral encontrada na referéncia
[8] ndo estd completa, ou seja, ndo é valida quando d = 1(mod 8). Assim, neste capitulo,
apresentamos uma nova versao (de nossa autoria) do resultado apresentado em [8], onde
determinamos completamente o anel dos inteiros algébricos para qualquer inteiro d # 1
e livre de quadrados. Como aplicacao direta, apresentamos também a norma e trago de
um elemento desses corpos quarticos e o discriminante da base integral. Este capitulo foi
inspirado pelas referéncias [7], [8] e [9].

5.1 Corpos quarticos

Nesta secao, apresentamos as extensoes quarticas e alguns conceitos basicos e propri-
edades.

Definicao 5.1.1. Seja K um corpo de nimeros, com o grau da extensio [K : Q] = 4.

1. O corpo de nimeros K é chamado de corpo qudrtico.

2. A extensao de corpos Q C K é chamada de extensdo qudrtica.

3. O polinomio p(x) € Qlz|, cujo grau é d(p) = 4, é chamado de qudrtica.

Consideramos K um corpo quartico, ou seja, o grau da extensao é [K : Q] = 4. Pelo
Teorema do Elemento Primitivo, segue que existe § € C tal que K = Q(6), ou seja, 6 é o
elemento primitivo de K. Seja p(y) = y* + asy® + asy® + a1y + ap o polindmio minimal
de 0 sobre Q. A ideia é melhorar p(y) reduzindo algum coeficiente, por isso faremos a

seguinte mudancga de variavel y = z — [, ou seja,

px—0=@-D"+az(z -1 +a(z—0)*+a(z—1)+a =
= 2" + (=4l + a3)2® + (61° — 3azl + az)x® + (=41 + 3azl® — 2asl + a1)x+
+ (I* = asgl® + axl® — ayl + ap)

87
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.. , . . a
O objetivo é cancelar o coeficiente —4l+ a3, e para isso, tomamos [ = Zg € Q. Fazendo as

3a3 a3 asas

substituicoes, segue que os coeficientes restantes sao by = —?3 +as, by = ) 5

+ ag com by, b, by € Q. Portanto, sem perda de generalidade,

+ aq
3ai  asai  ajaz
256 16
consideramos p(z) = x* + byz? + bjz + by € Q[z]. Um fato interessante é que K = Q(6) =
Q(# — 1), e assim, nao temos problema em usar esses parametros. Com isso, o ambiente
desenvolvido expressa o seguinte campo para trabalho. Sejam K um corpo quartico e
0 € C o seu elemento primitivo, e assim, K = Q(f). Consideramos § um inteiro algébrico
e pelas consideragoes anteriores, segue que o seu polindbmio minimal pode ser escrito da
forma p(z) = x* + bya? + by + by, com by, by, by € Z.

eb():—

5.2 A quartica p(z) =a2'+ar+b

Nesta segao, consideramos K = Q(#) um corpo de nimeros de grau 4, onde a quartica
p(r) = 2* + axr + b € Z[z], com a e b ndo nulos, é o polindmio minimal do elemento
primitivo #. O objetivo é descobrir o anel dos inteiros desses corpos de ntimeros através
do discriminante. Pela Teoria de Corpos, segue que o conjunto {1, 6,62 63} é uma base
de K sobre QQ contida em Ok. E mais, pela Proposicao 2.5.6, segue que

4(4—1)
2

D(1,0,6%,6%) = (—1) [4% (=D 4 — D et = —27a* 4 2560°.

Assim, D(1,60,0% 03) = —27a*+2560°. Pela Proposi¢io 2.5.5, se o discriminante denotado
por D(1, 0,62, 63) ¢ livre de quadrados, entdo o anel dos inteiros algébricos é dado por

OK = Z[@] = {CLO + CL10 + CL292 + CL3¢93|(10, ai, as,as € Z}

Exemplo 5.2.1. Seja K = Q(6) um corpo de niimeros de grau 4 tal que p(x) = 2* —2—1

é o polinomio minimal do elemento primitivo 8. Como
D(1,0,60%,0%) = —27(—1)* + 256(—1)* = —283 ¢

D(1,0,0%,03) = —283 ¢ livre de quadrados (283 € primo), seque que Ox = Z[0).

5.3 A quartica p(z) = 2'—d, com d livre de quadrados

Nessa secio, sejam K um corpo de nimeros e p(z) = z* — d uma qudrtica, com d € Z
livre de quadrados. O elemento v/d é um inteiro algébrico, pois p(z) é o seu polindbmio
minimal em Z. Pela Teoria de Corpos, segue que [Q(v/d) : Q] = 9(p) = 4, e assim, Q(v/d)
é um corpo quartico. Para este estudo, trabalhamos com os corpos quarticos da forma
K = Q({‘/c_i) cujo elemento primitivo é o préprio v/d. Salvo mencio contréria, tomamos
6 = v/d o elemento primitivo, com d € Z livre de quadrados e o corpo quartico em questio
éoK=0Q(@).

Retomando as Proposicoes 2.6.4 e 2.6.5, sejam 0, 0&, e €2 e €3 as raizes do polindémio
p(x), onde £} sdo as rafzes primitivas das unidade para i = 0, 1,2,3. Como

& = e = cos (f) + isen <47T> 5



5.3. A qudrtica p(z) = z* — d, com d livre de quadrados 89

segue que &) = 1, & =i, &2 = —1, £ = —i, vale ressaltar que £ + &2 + &3 = —1.

Pelo Teorema 2.3.2, podemos considerar o; 0os Q-monomorfismos de Q(#) em C que
fixam os elementos de Q e tal que oi(0) = 9¢b=1 com k = 1,2,3,4. Portanto, os Q-
monomorfismos em 6 sio definidos por a1(0) = 0, g4(0) = 04, a3(0) = 0£3 e 04(0) = 6&3.
Pela Teoria de Corpos, segue que o conjunto {1,6,6% 63} ¢ uma base de K sobre Q, e
assim, podemos escrever qualquer a € K como a = ag + a0 + as0? + as0?, onde a; € Q
para i =0,1,2,3,4.

5.3.1 O anel dos inteiros de Q(v/d)

Seguindo as notagoes da secdo, vamos encontrar o anel dos inteiros algébricos Ok
de K = Q(0) (sobre Z). Desse modo, inicialmente, faremos uma preparacao através do
proximo resultado, para identificar o anel dos inteiros algébricos Ok.

Proposicao 5.3.1. Sejam K = Q(6) um corpo de mimeros, onde § = v/d com d € Z
livre de quadrados e o = ag + a10 + a20? + a0 € K, com ag, a1, as,a3 € Q. O polinémio
caracteristico de o é dado por:

falx) = 2" — 2%[dag) + 2°[6ai — (245 + 4ayaz)d] — z[4a) + (4aiay — dagas—
— 8apayas)d + (4aya3)d?] + [ay — (a] — dagatas + 2aka3 + 4adaias)d+ (5.1)

+ (a3 — 4ayajas + 2aia3 + dagaza3)d® — azd®].
Demonstra¢io. Consideramos «; = o;(a), com i = 1,2,3,4. Assim,

a1 = ag + a160 + a6* + a36°,

Qo = ag + a10&4 + ax0%E7 + az0°&;,
a3 = ag + aﬁﬁ + 0% + a3935§ e
o4 = ag + a19§2 + a202§i + asz03&,.

Pela Proposigao 2.3.4, segue que o polindmio caracteristico de o é dado por

fo(z) = (. — 1) (z — @) (7 — a3) (v — au) =
= 2% — 2%y + g + as + ay) + 2 (0 + aras + asas + ajoy + ooy + asay)—

— z(agaas + agasay + aqazay + asazay) + (i azaszay).

Lembramos que & + &2 + & = —1. Com o auxilio do programa Wolfram Mathematica
11.3, para desenvolvermos os coeficientes, segue que

— o1 + g + as + ay = 4ag.
— g + ajas + asas + ajoy + aoay + asay = 6al — (2a3 + 4ajas)d.

3 2 2
— Q100 + aonoy + agosay + cvasay = 4ay + <4a1a2 — 4apas — 8a0a1a3)d+
2y 72
4 4 2 2 2 2 4 2 2 2
— magazay = ag — (a] — dagajas + 2aga; + 4agaraz)d + (ay — 4ayazas + 2aiaz+

+ dagagal)d* — azd®.



Capitulo 5. Extensoes Quarticas 90

Assim,

fo(@) = 2* — 2®[4ag] + 2*[6a2 — (243 + 4dayas)d] — x[4a} + (4atay — 4agai—
— 8apayaz)d + (4axa3)d®] + [ag — (a] — dagaias + 2aja3 + dajaraz)d+

+ (a3 — 4ara3as + 2a%a; + dagazaz)d* — azd®).
0 que prova a proposi¢ao. O

Exemplo 5.3.1. Seja K = Q(0), com 0 = /7 e a = 1 +2(v/7)% € K. Pela Proposigio
5.3.1, seque que o polinomio caracteristico de o é calculado através da identificacao dos
valores ag =1, a1 =0, a3 =0, a3 =2 ed =T e substituicao direta. Logo,

fo(z) = 2* — 42° + 62 — 4o — 5487,

Com este resultado, podemos enunciar e demonstrar o teorema que caracterizard o
anel dos inteiros algébricos Okx. O proximo teorema foi inspirado na determinagao da
base integral desses corpos da referéncia [8] que nao estd completa, uma vez que o caso
onde d = 1(mod 8) e livre de quadrados, nao foi analisado. Assim, o Teorema 5.3.1 é uma
das nossas contribuicoes deste trabalho, onde apresentamos a determinacao completa do
anel de inteiros desses corpos.

Teorema 5.3.1. Seja K = Q(0) um corpo de niimeros, onde 0 = ~/d com d € Z livre de
quadrados. O anel dos inteiros algébricos Ok de K é dado por

7+ 70 + 7.6° + 763, se d £ 1,5(mod 8)
Ok = Z+ 20+ Z (“5) + Z (H04°4) | se d = 5(mod 8)
Z+720+7 (55 ) + 7 (HEEEE) | se d = 1(mod 8).

Demonstragdo. Suponhamos que a € K um inteiro algébrico e vamos explorar quais sao as
formas que a pode assumir. Lembramos que o = ag+a10+a20%+a36?, com ag, a1, as, as €
Q. Pela Proposicao 2.6.9, se a é um inteiro algébrico, entao 4ag, 4ay,4as, 4as € Z. Vamos
supor 4a; = p;, com p; € Z para todo i = 0,1,2,3. Assim,

a; = il,para todo i =0,1,2,3.

Além do mais, p; pode ser escrito da seguinte forma
pi = 4q; + 1,
com ¢;,1; € Z er; € {0,1,2,3}, para i = 0,1,2,3. Reescrevendo «, segue que

a = ag+ a0 + a6? + az0® = —+—9+ 92 P3ps _

4 4
4q0 + 4q, + 4q, + 4 +
_ qo 7“0+ q1 T19+ q2 7’292+ g3 T 173

4 4 4 4

= G+ @10 + b° + g6 + | +—9+—92+ 393.

0:

Logo,

T T T T
a=qo+ @0+ g+ g0° + ZO + Zle + 2202 + 1393. (5.2)
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Agora, como Ok é um anel (Corolario 2.2.2) e ¢ = qo + 10 + ¢20° + q30° € Ok, segue que

Oé:QO+Q1‘9+Q292+Q393+%0-1-%94—%92—1-%393EOK<:>
To 1 2,9 T3 .3

= — 4+ —0+ =60+ =0 )

r=g 0+ 00+ 0 €Ok

Assim, o é um inteiro algébrico se, e somente se, 7 é um inteiro algébrico. Consequente-
mente,

a€ Ok &re k. (53)
Novamente por esses dois resultados (Proposi¢ao 5.3.1 e Proposigao 2.3.3), segue que
4
ﬁ c Z7
67"8 2r2  4rirs

Z
16 16+ 16 d€2,

47,,03 N 474%7’2 47“0’/“% 8rorirs d LQT% d?cZe (5 4)
64 '
o (i droriry | 2rgry | drgrirs d+

N (7"3 4rir3rs N 2rir: N 4?"0r27“§> P (a%) B e

re Ok 9§ 64 64 64
4 2 2

256 256 256 256 256

Renomeando as expressoes obtidas, segue

B 3r2 — (r2 + 2rir3)d

w1 = 3 . (55)
_ro A4 (riry — ror3 — 2rgryrs)d + (ror3)d?
oy — re — (rf —drorirg + 2r2r2 + drdrirs)d + (ry — 4rirars + 2rird)d? N
256 (5.7)

(4roror?)d? — (a3)d®
256 )

Das implicagoes na Expressio (5.3) e na Expressao (5.4), segue que
a € Ok & wy,ws,ws € Z. (5.8)

De acordo com os pardmetros ro,71,79,73 € {0,1,2,3}, segue que este caso se trata
da analise de 256 possibilidades. Mas, por este resultado se tratar de uma equivalén-
cia biunivoca, vamos encontrar somente as possibilidades que sdo solu¢des da forma
(ro,r1,72,73). Para isso, vamos confirmar que a base integral pode ser {1,6, 6% 63} ou

10 > —1 1+0+6*+6°
{ 2 2

} e para quais valores de r;’s isso é veridico, com ¢ = 0,1, 2, 3.

1. Valores de r;’s para que a base integral seja {1, 6,62 63}. Neste caso, consideramos
a o elemento genérico que escolhemos inicialmente. Pela Equacao (5.2), segue que

_ 0+ qub® + qs0® + 2+ Lo+ 292 4 Bep =
a=(qg+ q1t +qb° +qg; +4+4+4 +4

_ To " 21 p2 T3\ p3
_<q“+ 4>+<Q1+ 4>8+(q2+ 4)9 +<q3+ 3)8'
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com q; € Zer; €{0,1,2,3} parai =0, 1,2,3. Suponhamos que para zo, 21, 29, 23 €
Z, o pode ser escrito como

a =29+ 210 + 220% + 236°.

Comparando as maneiras de escrever a obtemos as seguintes relagoes:

Zo—Qo+z<1)7
21—Q1+ 4 (2>7
r
22—C]2+Z2(3)e
r
23—C]3+ZB(4)

Logo, o conjunto {1, 6,62, 63} é uma base integral se, e somente se, zq, 21, 22, 23 € Z.
Assim, respeitando a condicao de r; € {0,1,2,3}, para i = 0,1,2,3, segue que o
conjunto citado é base integral se tivermos

(a) De (1), entao 1o = 0,
(b) De (2), entao r; =0,
(c) De (3), entdo ro =0 e
(d) De (4), entdao r3 =0
Assim, a solucao possivel é (0,0,0,0).
0% — 1 14+0+6%+63
2. Valores de r;’s para que a base integral seja {1 0, 5 + +2 + . Neste

caso, consideramos « o elemento genérico que escolhemos inicialmente. Pela Equa-
¢ao (5.2), segue que

T T T T
0=+ 00+ @b + a0 + L+ O+ 0+ 0 =

Z(qo+7$)+<q1+ >9+(q2+ )92 <q3+ )93

com q; € Zer; €{0,1,2,3} parai =0, 1,2,3. Suponhamos que para zp, 21, 29, 23 €
Z, o pode ser escrito como

(92—1> <1+9+02+93>
a=2zy+ 210+ 2 + 23

2 2

Z2 z3 z3 22 z3 2 z3 3
-2+ Blgr (2B 2y (2) 8,
<Z° 2+2)+<Zl+2) +(2+2> +(2)

Comparando as maneiras de escrever a obtemos as seguintes relagoes

20—54‘5—%4-1(1),
21+5—Q1+4 (2),
STt @e
%_%-F%S(‘l)-
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0> -1 1+0+6%+06°
2 2

20, 21, 22, 23 € Z. Assim, respeitando a condigao de r; € {0,1,2,3}, parai =0,1,2,3,

segue que o conjunto citado é base integral se tivermos

Logo, conjunto {1, 0, ¢ uma base integral se, e somente se,

(a) De (4), segue que z3 = 2¢3 + % Assim,

‘r3:00u7“3:2.‘

(b) De (3) e (4), segue que 2o = 2g5 — 2q3 + R Assim,
ro = r3(mod 2).
=3 .
(c) De (2) e (4), segue que z; = q1 — q3 + 1 Assim,

)
(d) De (1), (3) e (4), segue que 19 = qo + g2 — 4q3 + (Ehlk

4

. Assim,

ro = 2r3 — ro(mod 4).

Assim, as solugoes possiveis sao (0,0,0,0), (0,2,0,2), (2,0,2,0) e (2,2,2,2).

0> —1 1+0+6*+06°

2 7 4
caso, consideramos « o elemento genérico que escolhemos inicialmente. Pela Equa-
cao (5.2), segue que

. Neste

3. Valores de r;’s para que a base integral seja {1, 0,

To

1
(.o n 2\ o Y o
_<q°+ 4)+<‘“+ 4)9+(Q2+ 4)9 +(Q3+ 3)9'

com q; € Zer; €{0,1,2,3} parai =0, 1,2,3. Suponhamos que para 2, z1, 29, 23 €
Z, o pode ser escrito como

62 —1 14+0+6%+63
a=zy+ 210+ 25 5 + 23 1

- _ 2, % <3 2 A3\ g2 23\ 3
_<Z° 2+4>+<Zl+4>9+(2+4>9+(4)9'

Comparando as maneiras de escrever a obtemos as seguintes relagoes

T T T
a=q+ @b+ @b + ¢:0° + +Zle+1292+1393:

20—%+%=q0+z(1),
at+P=a+ Q)
2 =g+ (4).
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0> -1 1+0+6%+06°
2 4

20, 21, 22, 23 € Z. Assim, respeitando a condigao de r; € {0, 1,2, 3}, parai =0, 1,2, 3,

segue que o conjunto citado é base integral se tivermos

Logo, conjunto {1, 0, ¢ uma base integral se, e somente se,

(a) De (4), segue que z3 = 4q3 + r3. Assim,

Mgz&lﬂou&‘

To —T

b) De (3) e (4), segue que 2z = 2q2 — 2q3 + 3, Assim,
( g

ro = r3(mod 2).

™ —T3

(c) De (2) e (4), segue que z; = ¢ — q3 + . Assim,

r =Ts3.

—2
(d) De (1), (3) e (4), segue aue ro = gy + g2 — 25 + 2

4

. Assim,

ro = 2r3 — ra(mod 4).

Assim, as solugoes possiveis sao (0,0, 0,0), (0,2,0,2), (2,0,2,0), (2,2,2,2), (1,1,1,1),
(3,1,3,1), (1,3,1,3) e (3,3,3,3).

Nos itens (1), (2) e (3) encontramos 8 solugoes. Ao substituir essas solugdes nas Equagoes
(5.5), (5.6) e (5.7) encontramos as equivaléncias de d médulo 4 de modo que wy, ws, ws € Z.
Essa analise serd descrita na seguinte Tabela (5.1).

Tabela 5.1: K = Q(+/d), d livre de quadrados - casos para andlise de Ok.

(rolrfralrs] wi [ w ] w3 [ d=(?)(mod8) |
0]0][0|0]| o0 0 0 vd
ol2/0|2] —d 0 —d(—d)” d=1,5(mod 8)
2/0[2]0] %4 i “gi d = 1,5(mod 8)
51 2] 2] 2 3(1T—d) (1—2d)2 % d=1,5(mod 8)
NN Ui d = 1(mod 8)
311131 27_811d 3(9—1106d+d ) 81—163d1+683d2—d3 d= 1(mod 8)
T3 1113 3—819d 1—101d6+9d2 1—83d+12653éd2—81d3 d = 1(mod 8)
IREBEIE SN S WETE

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Tabela (5.1), a célula “Vd” nao inclui as equivaléncias nao livre de quadrados, uma vez
que d ¢ livre de quadrados. Para estabelecer o anel dos inteiros algébricos, relacionamos as
informagoes obtidas das possiveis bases integrais nos itens (1), (2) e (3) com as informagoes
da Tabela (5.1). Logo, seguem as observagoes
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1. Para d # 1,5(mod 8) exclusivamente, a solucao é (0,0,0,0). Para esta solugao a
base integral é

{1, 0,0 93} .

2. Para d = 5(mod 8) exclusivamente, as solugoes sao (0,2,0,2), (2,2,0,2) e (2,2,2,2).
Para estas solugoes a base integral é dada por

2 2 3
{179’9 171+9+6 +0}‘
2 2

3. Para d = 1(mod 8) exclusivamente, as solugdes sao (1,1,1,1), (1,3,1,3) e (3,3, 3, 3).
Para estas solugoes a base integral é dada por

L 8 02 -1 1+6+6%+6°
b b 2 b 4 .

Portanto, o anel dos inteiros algébricos de K é dado por

Z+ 70+ 70> + 26, se d £ 1,5(mod 8)
Ox = Z+ 20+ 7 (C51) + Z (H470) | se d = 5(mod 8)

Z—i—ZG—i—Z(eszl)—i—Z(M),sedEl(modS).

0 que prova o teorema. ]

Exemplo 5.3.2. Seja K = Q(0), com 0 = /7. Comod =7 ¢ 7 # 1,5(mod 8), pelo
Teorema 5.3.1, seque que o anel dos inteiros algébricos desse caso é dado por Og =
Z + 7.0 + 7.6 + 7.03.

5.3.2 Norma, traco e discriminante em Q(v/d)

~ . . . 4
Nesta secao, apresentamos a norma, o trago e o discriminante em K = Q(\/a), com d
um inteiro livre de quadrados.

Proposicao 5.3.2. Sejam K = Q(6) um corpo de mimeros, onde § = v/d com d € Z
livre de quadrados e o = ag + a10 + as0? + a30® € K, com ag, ar,a2,a3 € Q. O traco de «
¢ calculado por

Tr(a) = 4ap.

Demonstragao. Na Proposicao 5.3.1, calculamos o polindmio caracteristico de « e assim
pela Observacao 2.3.6, segue que

Tr(a) = 4a,
0 que prova a proposicao. O
Proposicao 5.3.3. Sejam K = Q(6) um corpo de nimeros, onde § = vd com d € Z livre

de quadrados e o = ag + a10 + a20? + a30® € K, com ay, a1, as,a3 € Q. A norma de o é
calculada por

N(a) = ag — (a] —4agatas +2aka3 +4aiaras)d + (a3 — 4araias + 2a3as + 4agasal)d* — azd®.
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Demonstragcao. Na Proposicao 5.3.1, calculamos o polindmio caracteristico de a e assim
pela Observacao 2.3.6, segue que:

N(a) = ag — (af — 4aga’ay + 2a2a2 + 4ataias)d + (a5 — dayaias + 202 a3 + dagazal)d® — ajd®
0 que prova a proposi¢ao. O
Exemplo 5.3.3. Seja K= Q(6), com 0 = /7 e a =1+ 2(v/7)% € K.

a) Pela Proposicio 5.3.2, seque que o trago de a € calculado através da identificagao
dos wvalores ag = 1, a1 = 0, as = 0, a3 = 2 e d = 7 e substituicao direta. Logo,

Tr(a) =4.

b) Pela Proposicao 5.3.3, seque que a norma de « € calculado através da identificagao
dos valores ag = 1, a1 = 0, az = 0 e d = 7 e substituigio direta. Logo, N(a) =
—5487.

Proposicio 5.3.4. Seja K = Q(6) um corpo de nimeros, onde @ = v/d com d € Z livre
de quadrados. O discriminante do anel dos inteiros algébricos Ok de K é dado por

—256d3, se d # 1,5(mod 8)
D(K) = { —16d°, se d = 5(mod 8)
—4d?, se d = 1(mod 8).

Demonstragio. Pelo Teorema 5.3.1, segue que o anel dos inteiros Ok de K é dado por

7+ 70 +Z6% + 763, se d £ 1,5(mod 8)
Ok = Z+ 20+ 7 (%52) + Z (B se d = 5(mod 8)

2
7+70+7 &2_1)~|—Z Lﬁzﬁg),sedzl(mod&.

Assim, a base integral (base de Ok sobre Z) admite as possibilidades:

1. Se d # 1,5(mod 8), entdo uma base integral é {1, 6,62 63}.

02 — 1 1+9+92+93}

2. Se d = 5(mod 8), entdo uma base integral é {1, 0, 5 5

211 24 03
3. Se d = 1(mod 8), entdao uma base integral é {1,9,9 o +9+49 +0 }

Pela Proposicao 2.6.8, segue que

0, se k=1,2,3,
Tr(0%) = 4d*, se k = 4s, com s € N, (5.9)
0, se k >4 ek # 0(mod 4).

Logo, Tr(l) = 4, Tr(0) = 0, Tr(6?) = 0, Tr(6®) = 0, Tr(d) = 4d, Tr(6°) = 0 e
Tr(6% = 0. Agora, analisamos o discriminante para cada possibilidade da base integral.
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1. Se d # 1,5(mod 8), entdo uma base é {1,6,6% 6*}. Assim, usando as propriedades
de traco e as informagoes obtidas da Equagao (5.9), segue que

Tr(l) Tr(@) Tr6* Tr6?) 4 0 0 O

2 3 Tr@) Tr(6?) Tr#) Tr(d) 0 0 0 4d
D(L6,6%67) =det | m gy 708 Tr(ay Tre®) | T 0 0 4d o
Tr(3) Tr(d) Tr(@) Tr(¢%) 0 4d 0 0

0 0 4d
(1)1+1.4.det< 0 4d 0 )256d3.

4d 0 0

0> —1 1+0+6%+06°
2. Se d = 5(mod 8), entdo uma base é {1,9, , * +2 i

2
as propriedades de trago e as informagoes obtidas da Equacao (5.9), segue que

92 1 14+6+60%+063
(1 6 2 ) T

} . Assim, usando

Tr(1) Tr(6) Tr ) T (L0
. Tr(0) Tr(6%) (932 ) T (20
et Tr (022—1) Tr (932—9) Tr (d 292+1) Tr (—1—02—d+95)

2 3 2 3 5 2 3 5 6
Tr (1+e+§ +6 ) Tr (9+9 459 +d) Tr( 1— 9Id+9 ) Tr (1+29+30 +494 +3d+2605+6 )

o 0 o too 2

= det = (=1)>™2d.det| =2 0 d+1 | =-16d3.
-2 0 d+1 d-1 5o od 4.1
2 2d d—1 1+3d

02 -1 14+60+60>+63

3. Se d = 1(mod 8), entdao uma base é {1,0, 5 1

as propriedades de traco e as informagoes obtidas da Equacao (5.9), segue que

D (1,0, O, 00

} . Assim, usando

Tr(1) Tr(6) Tr ) T (100240
et Tr(@) Tr(6%) (9‘*2 ) T (0402404
(§]
Tr ( Tr (932—9) Tr (d 292+1) Tr —1—9§-d+95
2 3 2 3 _ 5 2 3 5 6
Tr (1+9+6 +0 ) Tr (9+9 16 +d) Tr ( 1— 6+d+9 ) (1+29+39 +4?6+3d+20 +6 )
00 0 TR
=det | 5 4 Jeq 4l | = (=1)*d.det| =2 0 d+1 | =—4d>.
2 1 d &t
1 d d—1 1+3d 2
2 4

Logo, da andlise dos itens (1) e (2), segue que

—256d3, se d # 1,5(mod 8)
D(K) = { —16d3, se d = 5(mod 8)
—4d?, se d = 1(mod 8).

0 que prova a proposicao. ]
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Exemplo 5.3.4. Seja K = Q(0), com § = V7. Comod =7 e 7 # 1,5(mod 8), pela
Proposigao 5.3.4, seque que o discriminante é dado por D(K) = —256 x 73> = —87808.

Observagao 5.3.1. Para K = Q(0) um corpo de nimeros, onde § = vd, comd € Z livre
de quadrados, podemos calcular o discriminante da base potente {1,0,0% 603} através do
polinémio minimal p(x) = 2* — d, e assim, utilizando o Coroldrio 2.5.4, seque que

424442

D(1,0,6%,0%) = (—1) = [4*d* 1] = —256d°.




6 Extensoes Quinticas

Os corpos quinticos K sao corpos de niimeros providos de uma extensao quintica, ou
seja, [K : Q] = 5. Neste capitulo, exploramos alguns corpos quinticos, pois diferentemente
do Capitulo 3 onde estudamos os corpos quadraticos, nao é tao simples identificar o
elemento primitivo dos corpos quinticos. Dessa forma, a complexidade do caso geral
nos leva a focar em casos particulares. Por isso, chamamos a atencao para os corpos
quinticos nos quais o elemento primitivo tem como polindmio minimal p(z) = 2° — d,
com d um inteiro livre de quadrados. O nosso objetivo é descobrir o anel dos inteiros
algébricos desses corpos quinticos, neste caso, a referéncia [9] apresenta apenas o polinémio
caracteristico e estimula trabalho futuros, entdo o teorema que contém a base integral
descrito neste capitulo é de nossa autoria, nao conhecido na literatura. Como aplicacao
direta, apresentamos também a norma e traco de um elemento desses corpos quinticos e
o discriminante da base integral. Este capitulo foi inspirado pelas referéncias [7], [8] e [9].

6.1 Corpos quinticos

Nesta secao, apresentamos as extensoes quintas e alguns conceitos basicos e proprie-
dades.

Definic¢ao 6.1.1. Seja K um corpo de nimeros, com o grau da extensio [K : Q] = 5.
1. O corpo de numeros K é chamado de corpo quintico.
2. A extensdo de corpos Q C K é chamada de extensdo quinta.
3. O polinomio p(x) € Qlz], cujo grau é d(p) =5, é chamado de quinta.

Consideramos K um corpo quintico, e assim, o grau da extensao é [K : Q] = 5. Pelo
Teorema do Elemento Primitivo, segue que existe § € C tal que K = Q(#), ou seja, 6 é
o elemento primitivo de K. Seja p(y) = 4° + aqy* + azy® + asy® + a1y + ag o polindmio
minimal de 6 sobre Q. A ideia é melhorar p(y) reduzindo algum coeficiente, por isso
faremos a seguinte mudanca de variavel y = x — [, ou seja,

plx—1)= (-0 +as(z—D)*+as(x —1)* +as(z —1)*+ay(x —1) +ao =
= 2% + (=51 + ay)x* + (101* — dayl + az)z® 4+ (—100> + 6a4l* — 3asl + az)x*+
+ (5[4 — 4&4[3 + 3(13[2 — 2(12[ + (11)23 + (—l5 + &4[4 — a3l3 + Clzlz — (le + (10).

. . Q4
Vamos cancelar o coeficiente —5l + a4, e para isso, tomamos [ = — € Q. Fazendo as

2a2 4a3  3aza
substituicoes, segue que os coeficientes restantes sao by = —?4+a3, by = 2—54— ; 1

asz,

99
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4 2 5 2 2
bl = —il));g 36;35&4 - 2a;a4 +aq e bQ = 34161245 - 61326154 a;§4 - 1 “+ag com b(), bl, bQ, b3 € Q
Portanto, sem perda de generalidade, consideramos p(z) = x°+bsz3+boz?+b12+by € Q[z].
Um fato interessante é que K = Q(6) = Q(0 — 1), uma vez que que [ € Q.

O ambiente desenvolvido expressa o seguinte campo para trabalho: Seja K um corpo
quintico e # € C o seu elemento primitivo, e assim, K = Q(f). Consideramos ¢ um inteiro
algébrico e pelas consideragoes anteriores o seu polindmio minimal pode ser escrito da
forma p(x) = x5 + b3x® + byx® + by + by, com by, by, by, bs € Z.

6.2 A quinta p(z) =12°+ar+b

Nesta secao, consideramos K = Q(#) um corpo de ntimeros de grau 5, onde a quinta
p(r) = 2° + axr + b € Z[z], com a e b nido nulos, é o polindmio minimal do elemento
primitivo #. O objetivo é descobrir o anel dos inteiros desses corpos de ntmeros através
do discriminante.

Pela Teoria de Corpos, segue que o conjunto {1,6,6% 63 6*} é uma base de K sobre
Q contida em Ok. E mais, pela Proposicao 2.5.6, segue que

5(5—1)

D(1,60,60%,63,0%) = (—1)" = [5°b°! + (=1)°"(5 — 1)°"'a®] = 256a° + 3125b",

Assim, D(1,0,6% 63, 0%) = 256a°> + 3125b. Pela Proposigao 2.5.5, se o discriminante
D(1,0,6%, 63, 0%) é livre de quadrados, entdo o anel dos inteiros algébricos é dado por

OK = Z[Q] = {CLO + a16’ + CLQ@Q + 0303 + a404|a0, aiy, g, as, 04 € Z}

5

Exemplo 6.2.1. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros de grau 5 tal que p(x) = z° —x—1

¢ o polinomio minimal do elemento primitivo 6. Como
D(1,0,60%, 0% 0%) = 256(—1)° + 3125(—1)* = 2869 e

D(1,0,6%,63, 0%) = 2869 = 19 x 151 € livre de quadrados (19 e 151 sdo primos), seque que
Ox = Z[0].

6.3 A quinta p(z) = 2° — d, com d livre de quadrados

Nessa se¢ao, sejam K um corpo de niimeros e p(z) = 2° — d uma quinta, com d € Z
livre de quadrados. O elemento v/d é um inteiro algébrico, pois p(z) é o seu polindbmio
minimal em Z. Pela Teoria de Corpos, segue que [Q(v/d) : Q] = d(p) = 5, e assim, Q(v/d)
é um corpo quintico. Para este estudo, trabalhamos com os corpos quinticos da forma
K= Q(\S/a) cujo elemento primitivo é o préprio v/d. Salvo mencdo contriria, chamamos
0 = v/d o elemento primitivo, com d € Z livre de quadrados e o corpo quintico em questio
éoK=0Q(@).

Retomando as Proposigoes 2.6.4 e 2.6.5, sejam 6, 0&5 e 0£2, 0£3 e 0} as raizes do
polinémio p(x), onde £F sdo as raizes primitivas das unidade para i = 0, 1,2, 3,4. Como

& = e’5'* = cos (;) + isen (;)
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—1++v5 . [5 V5 “1-v6 5 V5
segue que & = 1, fng—l—Z ng?, fng‘i‘Z R & =

—-1—-+v5 /5 ) —1+v5 /5 )
4\/_—2 8—\2_6531:4\/——2\/84—\g_,onde§51+§§+fg’+§§:—1.

Pelo Teorema 2.3.2, podemos considerar o os Q-monomorfismos de Q(0) em C que
fixam os elementos de Q e tal que o4(6) = 6571, com i = 1,2,3,4,5. Portanto, os Q-
monomorfismos em 6 sio definidos por o1(0) = 0, 02(0) = 0&5, 03(0) = 02, 04(0) = 0&3 e
05(0) = 0¢2. Pela Teoria do Corpos, segue que o conjunto {1,6,6% 6% 61} é uma base de K
sobre Q, e assim, podemos escrever qualquer o € K como o = ag+a10+a20? 4+ as0% +a,0%,
onde a; € Q para1=0,1,2,3,4.

6.3.1 O anel dos inteiros de Q(v/d)

Seguindo as notagoes anteriores, vamos encontrar o anel dos inteiros algébricos Ok
de K = Q(0) (sobre Z). Desse modo, inicialmente, faremos uma preparacao através do
proximo resultado, para identificar o anel dos inteiros algébricos de Ok.

Proposicao 6.3.1. Sejam K = Q(6) um corpo de miimeros, onde § = v/d com d € Z
livre de quadrados e oo = ag + a10 + a20? + a30® + as0* € K, com ag,ai,as,as,a, € Q. O
polinomio caracteristico de o € dado por:

fo(x) = 2° — 2*[5ag) + 2°[5(2a3 — (asaz + ajaq)d)] — 22[5(2aj + (—3apasaz—
— 3agayay + aras + aiaz)d + (a3ay + agal)d?®)] + x[5(ag + (—3agazaz—
— 3aiayay + 2apa1a; + 2apaiaz — ajay)d + (2apazay + 2apaza; + aiai—
— a1a3 — ayasazay + asa; — asay)d® + (—azal)d®)] — [af + (—bagazaz—
— 5aga1a4 + 5a3a1a3 + 5a(2)a%a3 — 5a0a§a2 + a‘;’)d + (5a3a§a4 + 5a8a2aﬁ+
+ 5a0a%ai — 5aga1a§ — dagaiasasay + 5a0a§a§ — 5a0a§a4 — 5a§’a3a4+
+ 5ajasa3 + 5aiasay — Sajazaz + a3)d® + (—bagasal + Sayaza;—

— bajasal + aj — basasay + Sazazal)d® + (a))d].

(6.1)

Demonstrag¢io. Consideramos «; = 0;(«), com i = 1,2,3,4,5. Assim,

ay = ag + a10 + as0* + as6® + a,0*,

g = ag + 105 + 022 + a30°E2 + as0*el,
a3 = ag + a1062 4 ax0?&5 + az0P&s + asb*el,
ay = ag + a108 + 26078 + as0°E5 + aab'El e
a5 = ag + a1068 4 as0?E3 4 asHPEE 4 as0*Es.

Pela Proposicao 2.3.4, segue que o polindmio caracteristico de o é dado por

fa(@) = (x — a1)(z — a)(z — a3)(x — au)(z — a5) =
=2° — a2ty + ag + as + ay + a5) + 23 (qan + agas + agas + ajoy + asagt
+ 030y + o5 + Qates + sy + a4a5) — x2(a1a2a3 + a0y + aqaoas + apaisa+
+ ajazas + apayas + asazay + asasas + aeagas + agagas) + x(agasasog+

+ arapasas + a1opauas + arazauas + aaazayas) — (eazas).
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Lembramos que & +&2+ &2+ &2 = —1. Com o auxilio do programa Wolfram Mathematica
11.3, ao desenvolvermos os coeficientes, obtemos

— a1 + ag + a3 + oy + as = Hay.

— Q10 + Q3 + Qg + Oy + Qaiy + i3y + Qi Q5 + Qialy + i3l + Qs =
= 5(2a — (azaz + ayaq)d).

— Q1003 + A oty + X1 Qialy + (Y 30y + QL1 i3y + Qi Oyl + Qa3 iy + Qa3+
3 2 2 2
+ aouis + azagas = 5(2a5 + (—3apagaz — 3agaray + araz + ajas)d + (azas+
2\ 72
+ asa;)d?).

4 2
— 130y + 135 + U] Qo gl + QU L3y Ol + Qa3 Ol = 5(@0 + (—3a0a2a3—
2 2 2 3 2 2 2.2 3
— 3agaiag + 2apaia; + 2apaiaz — ajas)d + (2apazas + 2apaza; + aja; — araz—

— ayazazay + asa; — asas)d® + (—azal)d?).

— Qa0 = ag + (—5a3a2a3 — 5aga1a4 + 5a3a1a§ + 5a(2)afa3 — 5a0ai’a2 + a‘;’)d+
+ (5agazay + Sagasa; + dagaia; — Sagaaz — Hagaiaxazas + Sapazaz — Haogaa,—
— balasay + batayal + 5ajaiay — Saasas + ay)d® + (—bagasal + bayaza;i—

— bajaqa; + a3 — basazay + Sasazal)d® + (al)d’.
Assim,

falz) = 2° — 2*[5ag) + 2°[5(2a3 — (azaz + ara4)d)] — 2°[5(2a3 + (—3apazaz—
— 3apayay + ara; + atasz)d + (azay + asai)d?)] + x[5(ag + (—3aiasas—
— 3agayay + 2apaia; + 2apaiaz — ajaz)d + (2apazay + 2apaza; + aia;—
— 103 — ayasazay + asa3 — ayaq)d® + (—azal)d®)] — [a) + (—bajazaz—
— bagayay + bajaia; + Sagaiaz — bagaiay + ab)d + (5ajazas + Sajazal+
+ Bagataj — Sagaiai — Sagaiasazay + Sagaszal — Sagazay — Haiazas+
+ 5ajaga3 + 5aiajay — Sajasaz + a5)d® + (—bagazal + Sajazai—

— bajasa; + a3 — basazay + Sasazal)d® + (a)d"],
0 que prova a proposicao. ]

Exemplo 6.3.1. Seja K = Q(0), com 6 = /7 e a = 2+ 3(3/7)® € K. Pela Proposigio
6.3.1, seque que o polinomio caracteristico de o é calculado através da identificacao dos
valores ag =2, a1 =0, ap =0, a3 =3, ay = 0 e d = 7 e substituicao direta. Logo,

fo(z) = 2° — 102" + 4023 — 802 4 1602 — 83381.
Com este resultado, podemos enunciar e demonstrar o teorema que caracterizarda o

anel dos inteiros algébricos Ok. O teorema a seguir, € uma das nossas contribuicoes deste
trabalho e apresenta um resultado novo de nossa autoria, nao conhecido na literatura.
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Teorema 6.3.1. Seja K = Q() um corpo de nimeros, onde § = ~/d com d € Z livre de
quadrados. O anel dos inteiros algébricos Ox de K € dado por

L+ 70 + 76% + 703 + 7.6*, se d # +1,+7(mod 25)
Z+Z€+Z€2+Z93+Z<w) , se d = 1(mod 25)

Ox = { Z+ 20 + 76° + 76° + 7, (L) e = —1(mod 25)
L+ 70 + T0% + 26° + 7, (SRR e d = T(mod 25)
Z+ 70 + Z0* + Z6° + I (SRHCE00) e d = —T(mod 25).

Demonstragcdo. Suponhamos que a € K um inteiro algébrico e vamos explorar quais sao as
formas que o pode assumir. Para isso, lembramos que o = ag + a10 + a20? + as0> + a,60*,
com ag,ay,as, a3, ay € Q. Pela Proposicao 2.6.9, se a é um inteiro algébrico, entao
Sag, bay, das, bas, bay € Z. Vamos supor dHa; = p;, com p; € Z para todo i = 0,1, 2, 3,4.
Assim,

a; = %, para todo 7 =0,1,2,3,4.
Além do mais, p; pode ser escrito da seguinte forma
Pi = 9q; + i,
com q;,r; € Zer; €{0,1,2,3,4}, para i =0, 1,2,3,4. Reescrevendo «, segue que

azao+a19+a292+a393+a404=%+%0+%02+%03+%04:
_ 5(]0;7“0+56]1E)+T10+5QQ;T292+5Q35+7“393+5(14;7‘484:

T T T r T
= o + @0 + @0 + 50 + 0" + 30 + 319 + 3292 + 3393 + 34@4.

Logo,

a=qo+ @b+ @b + ¢:0° + @b + %0 + %0 - %02 + %@3 + %94, (6.2)

Agora, como Ok é um anel (Coroldrio 2.2.2) e ¢ = qo + 10 + 20 + @36° + qu0* € Ok,
Segue que

a:qo+Q19+q292+q393+q494—|—5+ 6+€92 93—0—%946(’)K<:>
To

= — —0 —02 393 —94 Ok.
&S 5 5 —|—5 —|—5 +5 c Uk

Assim, o é um inteiro algébrico se, e somente se, 7 é um inteiro algébrico. Consequente-
mente,

a€ Ok < re Ok (63)

Novamente por esses dois resultados (Proposicao 6.3.1 e Proposigao 2.3.3), segue que
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r € Ok se, e somente se,

[

2
[Ti B (% + T§g4)d] E Z7 2 2 2 2

5[% + (—Srorers _ Sronrs 4 TUE 4 TR 4 (DR 4 D € Z,
L +

125 125, 125
31"81“17“4 + 2r0r1r§ + 27‘07’%7‘3 rfrg)d+ <2r0r§r4+

( . 37"8 rors
625 625 625 625 625 625

2 7’27‘2 T17‘3 > 7‘27‘2 7‘3’!’4 T 7‘3
a4 173 TT2T3T4 2’3 __ T2 2 _rary 3
+ 625 + 625 625 625 + 625 625 )d + ( 625 )d ] = Z e

3 3 2. .2 2.2 3 5
o _5r0r27’3 . 5r0r1r4 5r07"1r2 57”0r1r3 _ 5ror1r2 a1
3125 j_ ( 312% ) 3125 2_'2_ 3125 —L_ 3125 3125 + 231225)d+ 5
drgrary Sroriry SroriTy 5rorirarary Sroryrs SroryTy
+( 33125 + 23125 + 3125 3125 5 3125 + 31253 31252
5r{r3Ty 57‘17"27’3 Srirary 5riryrs T 2 Srorary 57’17’37"4
3125 + 3125 + 3125 3125 + 3125)d + ( 3125 + 3125

=

Srirory r§ Srarsry 57"%7”31"2 3 TZ 4
3125 +3125 3125 + 3125 )d +(3125)d EZ'

Renomeando as expressoes obtidas, segue

27“3 - (7’27’3 + 7"17“4)d
5 .

w1 =

o 2r8 + (—3rorars — 3roriry + 1173 + 13r3)d + (r3ry + rord)d?
2T 25 ‘
4

o re + (—37’(2)7’27"3 — 37“(2)7”17“4 + 21717 + 2rriT3 — TiTe)d + (2T0r§r4)d2
3 =

125
(2rorary + riry — rir§ — rirorsry + rary — riry)d® + (—ryry)d®
125 '

ro + (=5rirars — Sroriry + brérirs + 5rarirs — brorire +17)d
Wy = +
3125
(57’87’%7’4 + 57“(2]7“27’2 + 5rorir? — 57"07“17’§’ — Brorirarsry + 5T0r§r§)d2
3125

(=5roriry — 5ri3rsry + 5r2ror? + 5r2riry — brirsrs + rd)d>?

3125

(—5rorars + 5rir3r? — brirors + 13 — broriry + 5rarsr)d® + (r})d!

3125

Das implicagoes na Expressiao (6.3) e na Expressao (6.4), segue que

a € Ok & wi,ws, w3, wy € Z.

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.8)

(6.9)

De acordo com os parametros 1o, 71,79, 73,74 € {0,1,2,3,4}, segue que este caso se trata
da analise de 3125 possibilidades. Mas, por este resultado se tratar de uma equivaléncia
biunivoca, vamos encontrar somente as possibilidades que sao solugoes da forma s; =
(ro,m1,79,73,74), Para algum j. Agora, vamos mostrar que a base integral é dada por

14+6+4+6%+03+06*

{179?92763794}7 {1797927037 5 }7 {1797927937 5

1+ 30 + 46% + 203 + 64 1+ 20 + 46% + 303 + 6*
{1,0,02,93, Tov 5+ * }ou {1,0,02,03, s 5+ i
para quais valores de r;’s isso é veridico, com i = 0,1, 2, 3, 4.

1+40+92+403+94}

} e também
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1. Valores de r;’s para que a base integral seja {1,6,6?% 62 6*}. Neste caso, considera-
mos « o elemento genérico que escolhemos inicialmente. Pela Equagao (6.2), segue
que

T T T T T
a=qo+Q19+q292+q393+Q494+€°+—19+—292+—303+€494=

:(qo+?)+<q1+5)9+(q2+ )02 <q3+ )9 +<q4+ )94

com q; € Z er; € {0,1,2,3,4} para i = 0,1,2,3,4. Agora, suponhamos que para
20, 21, 22, 23, 24 quaisquer, a pode ser escrito como

a = 2o+ 210 + 290% + 230° + 2,60,

Comparando as maneiras de escrever a obtemos as seguintes relagoes

Zo—Q0+% (1),
21 —914—% (2),
22—924—% (3),
B=gt T (e
Z4IQ4+% (5)-

Logo, o conjunto {1, 6, 6 63 0*} é uma base integral se, e somente se, zq, 21, 22, 23, 24 €
Z. Assim, respeitando a condi¢ao de r; € {0,1,2,3,4}, para i = 0,1,2, 3,4, segue
que o conjunto citado ¢é base integral se tivermos

(a) De (1), entao 1o = 0,

(b) De (2), entao r; =0,

(c) De (3), entao r, =0,

(d) De (4), entdo r3 =0 e
) De (5)

(e

Assim, a solucao possivel é s; = (0,0,0,0,0).

e (5), entao ry = 0.

5

Neste caso, consideramos « que o elemento genérico que escolhemos inicialmente.
Pela Equagao (6.2), segue que

14+64+60%+6 404
2. Valores de r;’s para que a base integral seja {1,9,92,03, OO0 }

04:CJ0+Q19+C]292+C]393+Q494+%0+%9+%92+%93+%94:

T r
A Oy (e Oy L Uhe Y L R [

com ¢ € Z er; € {0,1,2,3,4} para ¢ = 0,1,2,3,4. Suponhamos que para
20, 21, 22, 23, 24 quaisquer, a pode ser escrito como

1+6+62+63+94)

5

z. z. Z Z z.
(o3 (o D)o (D)o (o Do (B

Q:ZO+219+2’292+2393+Z4<
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Comparando as maneiras de escrever a obtemos as seguintes relagoes

zo+€—qo+€(1),
z1+%:q1+%(2),
@+%_%+%@%
at D —at s (e

%:%-l-%@)a

1+60+6%+ 6%+ 6

5
mente se, zo, 21, 22, 23, 24 € Z. Assim, respeitando a condigao de r; € {0,1,2,3,4},
para 1= 0,1,2, 3,4, segue que o conjunto citado é base integral se tivermos

Logo, o conjunto {179, 62,03, é uma base integral se, e so-

(a) De (5), segue que z4 = 5qq + r4. Assim,

174 =0,1,2,3 ou 4.|

s — T4

5

(b) De (4) e (5), segue que z3 = g3 — q4 + . Assim,

I
<
W~

rs = .

To —T

>

(c) De (3) e (5), segue que z5 = go — q4 + 1. Assim,

<
%)
I
<
-

T —T
)

r = Tyg.

(d) De (2) e (5), segue que z; = q; — q4 + 1. Assim,

To — T

(e) De (1) e (5), segue que zp = qop — q4 + 1. Assim,

o =T4.

Assim, as solugbes possiveis sao s; = (0,0,0,0,0), s = (1,1,1,1,1), s3 = (2,2, 2,2,2),
s0=(3,3,3,3,3) e 55 = (4,4,4,4, 4).

1+ 46 + 6% + 403 + 6*
5

Neste caso, consideramos a o elemento genérico que escolhemos inicialmente. Pela
Equagao (6.2), segue que

3. Valores de r;’s para que a base integral seja {1,0,92,«93,

T T T T T
cwwﬁwﬂ+wﬁ+%w+%¢+g+éﬂ+§%+§m+§w:

0 1 T9 9 T3 3 Ty 4
_ o ") EAW 3) g 4 g1,
<q°+5>+<q1+5> +<QQ+5> +(q3+5> +<q4+5>
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com ¢ € Z er; € {0,1,2,3,4} para ¢ = 0,1,2,3,4. Suponhamos que para
20, 21, 22, 23, Z4 quaisquer, a pode ser escrito como

1+ 40 + 0% + 403 + 0*
a:zo+219+2292+z303+z4< Tt + )

5

_ 2 4z Z1\ g2 ( 424>s (%)4
—(Zo+5)+<21+ 5>9+<22+5)6 + 23+ 5 6 + 5 6°.

Comparando as maneiras de escrever a obtemos as seguintes relagoes

20+€:CI0+€(1)7
Z1+ 5 1+%1(2)7
22—1—3—4124—%2(3),
z;;—k?—qg,—l—%g(él)e

T=uty 6),

1+460 + 6% + 46° + 6*
5

mente se, zo, 21, 29, 23, 24 € Z. Assim, respeitando a condigao de r; € {0,1,2,3,4},

para ¢ = 0,1, 2, 3,4, analisamos para quais condi¢des o conjunto citado é uma base

integral.

Logo, o conjunto {1, 6,6% 03, é uma base integral se, e so-

(a) De (5), segue que z4 = 5qq + ry. Assim,

ry =0,1,2,3 ou 4.

(b) De (4) e (5), segue que z3 = g3 — 4q4 + %. Assim,

rg = 4ry(mod 5).

o — T4

5

—4
(d) De (2) e (5), segue que z; = q; — 4q4 + %. Assim,

(c¢) De (3) e (5), segue que 2o = g2 — q1 + . Assim,

r1 = 4ry(mod 5).

To— T4

(e) De (1) e (5), segue que zo = qo — qu +

o =T4.

Assim, as solugoes possiveis sao s; = (0,0,0,0,0), sg = (1,4,1,4,1), sy = (2,3,2,3,2),
ss = (3,2,3,2,3) ¢ 59 = (4,1,4,1,4).

. Assim,
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5

Neste caso, consideramos a o elemento genérico que escolhemos inicialmente. Pela
Equagao (6.2), segue que

1430 + 462 + 20° + 6
4. Valores de r;’s para que a base integral seja {1, 0,02, 63, o0+ 20" + 207 + }

T T
a=Qo+qlé’+q292+q393+q494+§°+—9+—92+ 93+§494=

=(%+?)+(q1+ )9+(q2+ >92 <Q3+ )93 < ?)94-

com ¢ € Z er; € {0,1,2,3,4} para ¢ = 0,1,2,3,4. Suponhamos que para
20, 21, 22, 23, 24 quaisquer, « pode ser escrito como

5

z 324 2z z
~(at 2)+ (220t () 0+ (e 22 )00+ (2) 01

Comparando as maneiras de escrever a obtemos as seguintes relagoes

1 0 + 462 + 263 + 6*
a:z0+z10+z292+2393+z4< +30+ + i )

Z. T
20+ = =g+ = (1),

5 5
zl+3§4 q1+%(2),
zﬁA?=@+?@L
,23+2§4 qg—i—r—;(él)e

%ZQ4+%(5)7

1+ 360 + 46% + 26 + 94

5
somente se, 2, 21, 22, 23, 24 € Z. Assim, respeitando a condigao de r; € {0,1,2,3,4},
para ¢ = 0,1, 2, 3,4, segue que o conjunto citado é base integral se tivermos

Logo, o conjunto {1,0,02,03, ¢ uma base integral se, e

(a) De (5), segue que z4 = 5qq + r4. Assim,

rs=0,1,2,3 ou4.\

rs — 27"4

(b) De (4) e (5), segue que z3 = g3 — 2q4 + o Assim,
r3 = 2ry(mod 5).
— 47“4 .
(c¢) De (3) e (5), segue que zo = g2 — 4q4 + - Assim,
ro = 4r4(mod 5).
-3
(d) De (2) e (5), segue que z; = q1 — 3q4 + 70157“. Assim,

r1 = 3ry(mod 5).
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To — T4

(e) De (1) e (5), segue que zp = qop — q4 + . Assim,

o =T4.

Assim, as solugbes possiveis sao dadas por s; = (0,0,0,0,0), s;0 = (1,3,4,2,1),
s11=(2,1,3,4,2), s10=13,4,2,1,3) e 513 = (4,2,1,3,4).

1420+ 46% + 36% + 64

5
Neste caso, consideramos a o elemento genérico que escolhemos inicialmente. Pela
Equagao (6.2), segue que

5. Valores de r;’s para que a base integral seja < 1,6, 62,63,

T r T T r
0= g0+ 00+ 60 +gs0° + 0" + 2+ S0+ 200+ 200+ L0t =

. To 2 4 E 3 T4\ 4
_(q°+5)+<Q1+5)9+(q2+ )6 ( 5>9+(q“+5>9'

com ¢ € Z er; € {0,1,2,3,4} para ¢ = 0,1,2,3,4. Suponhamos que para
20, 21, 22, 23, 24 quaisquer, a pode ser escrito como

1+ 20 + 460% + 303 + 0*
a:z0+219+2202—1—23€3+z4< T + i )

5

_ <4 22 ) g2 ( 3) 3 (24) 4
<20+5)+<21+ 5>0+(2’2+ 5)9 Zg-'- 5 (9 5 6.

Comparando as maneiras de escrever a obtemos as seguintes relagoes

z. T
20+ = =g+ = (1),

) )
21+2?=q1+7;(2),
Z2+4524 qg+%(3),
23+3524:(J3+7§(4)e

%:CM-F%(@,

1420 + 467 + 36% + 64

5
somente se, 2o, 21, 22, 23, 24 € Z. Assim, respeitando a condigao de r; € {0,1,2,3,4},
para ¢ = 0,1, 2, 3,4, segue que o conjunto citado é base integral se tivermos

Logo, o conjunto {1,9,62,03, ¢ uma base integral se, e

(a) De (5), segue que z4 = 5qq + r4. Assim,
ry=0,1,2,3 ou 4.|

— 3’/“4

(b) De (4) e (5), segue que z3 = g3 — 3q4 + TST Assim,

r3 = 3ry(mod 5).

—4
(c) De (3) e (5), segue que 29 = q2 — 4qq4 + %. Assim,
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(d) De (2) e (5), segue que 23 = q1 — 2q4 + i

‘7‘2 = 4r, mod 5.‘

-2
Y Assim,
5

r1 = 2ry(mod 5).

(e) De (1) e (5), segue que zy = qo — q4 +

To— T4 .
————. Assim,

bt

Assim, as solugoes possiveis sao dadas por s; = (0,0,0,0,0), s;4 = (1,2,4,3,1),
S15 = (274’ 37 172)7 S16 = (37 ]-a 27473) € S17 = (4737 17 2a4>

Nos itens (1), (2), (3), (4) e (5) encontramos 17 solucoes da forma s; = (rg,r1, 72,73, 74),
com j =1,2,...,17. Ao substituir essas solugoes nas Equagoes (6.5), (6.6), (6.7) e (6.8)
encontraremos as equivaléncias de d moédulo 25 de modo que wy,ws, ws,wy € Z. Essa
andlise serd descrita na Tabela (6.1).

Tabela 6.1: K = Q(~+/d), d livre de quadrados - casos para andlise de Ok.

’ s; \ w1 Wo w3 Wy \ d=(7) ‘
S1 0 0 0 0 Vd
2(1—d) 2(1—d)? (1-d)? (1-d)* _
52 5 % 125 3125 d=1
8(1—d) 16(1—d)? 16(1—d)> 32(1—d)? d=
53 5 % 125 3215 =
18(1—d) 54(1—d)? 81(1—d)3 243(1—d)* d=
S4 5 % 125 3125 =
32(1—d) 128(1—d)? 256(1—d)?® 1024(1—d)* d =
S5 5 25 125 3125 =
s 2(1—4d) 2+44d+17d2 14-48d—207d> —4d°> 14+1004d—1119d%+1004d>+d* d= —
6 5 25 125 3125 =
s 4(2—3d) 16—33d+26d> 16—42d+43d>—24d3 32+3d—58d*+3d>+32d* d= —
7 5 25 125 3125 =
s 6(3—2d) 54—82d+39d> 81—192d+173d>—54d°> 243—778d+1083d? —778d>+243d* =1
8 5 25 125 3125
s 8(4—d) 128—79d+68d? 256—252d+303d> —64d3 1024—1279d+1644d? —1279d°+1024d* —
9 5 25 125 3125 =
s 2-11d 2+33d+8d? 1—-9d—23d>—2d° 1—22d+-119d?+22d3+-d* d=
10 5 25 125 3125 =
s 2(4—7d) 16—71d+44d> 16—119d+182d>—32d° 32—329d+-933d° —296d3432d* d="7
11 5 25 125 3125 =
s 2(9—7d) 54—94d+21d? 81—314d+222d%—27d3 243—1346d+2417d? —1154d°+243d* d=7
12 5 25 125 ] 3125 —
s 32—11d 2(64—59d+26d?) | 256—424d+407d%—192d3 | 1024—2528d+3731d%—3097d3+1024d* d="17
13 5 25 125 3125 =
s 2(1—7d) 2+2d+13d? 14-14d+4-32d>—3d° 14-22d4-119d? —22d3+-d* d= —
14 5 25 125 3125 =
s 8—11d 2(8—7d+7d?) 16—116d+47d>—8d> 32—296d+933d% —329d34+32d* = _7
15 5 25 125 3125 =
s 18—11d 54—91d+66d? 81—251d+357d?—108d> 243—1154d+2417d2—1346d3+243d4) d= —
16 5 25 125 5 —
s 2(16—7d) | 128—147d+32d> | 256—531d+352d>—128d° | 1024—3097d+3731d>—2528d°41024d* d= —
17 5 25 125 3125 =

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Tabela (6.1), a célula “Vd” nao inclui as equivaléncias nao livre de quadrados,

uma vez que d é livre de quadrados.

Para estabelecer o anel dos inteiros algébricos,

relacionaremos as informagoes obtidas das possiveis bases integrais nos itens (1), (2), (3),

(4) e (5) com as informagoes da Tabela (6.1). Logo,
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1. Para d # +1,+7(mod 25) exclusivamente, a solugao é s;. Para esta solucao a base
integral ¢ dada por

{1, 0,02 0%, 94} .

2. Para d = 1(mod 25) exclusivamente, as solugdes sdo Ss, s3, sS4 € S5. Para estas
solugoes a base integral é dada por

2 3 4
{17070279371+0+9 +63+0 }

5

3. Para d = —1(mod 25) exclusivamente, as solugdes sdo sg, sy, Sg € Sg. Para estas
solugoes a base integral ¢ dada por

2 3 4
{1,0,92793’1+4e+9 +46° + 0 }

5

4. Para d = 7(mod 25) exclusivamente, as solugoes sao $ig, S11, S12 € Si3. Para estas
solugoes a base integral é dada por

2 3 4
{1’9702793’1+39+49 +20°+0 }

5

5. Para d = —7(mod 25) exclusivamente, as solugoes sao si4, S15, Si6 € S17. Para estas
solugoes a base integral é dada por

2 3 4
{179792793’1+29+495+39 + 0 }

Portanto, o anel dos inteiros algébricos de K é dado por

7+ 70 + 76% + 70° + 7.6*, se d # +1,+7(mod 25)

L+ 70 + Z6% + Z0° + I (L) [ se d = 1(mod 25)
Ok = Z+ 20 + Z6* + 76° + 7, (HAREHCL0) [ se d = —1(mod 25)
7.+ 70 + Z0* + 26° + 7, (LA se d = T(mod 25)
L+ 20 + Z6% + L0° + 7, (B0 e d = ~T(mod 25),

0 que prova o teorema. O

Exemplo 6.3.2. Seja K = Q(0), com § = /7. Como d =7 ¢ 7 = 7(mod 25), pelo
Teorema 6.53.1, seque que o anel dos inteiros algébricos desse caso é dada por

2 3 4
OK:Z+ze+ze2+ze3+z<l+39+49 +20°+6 )

5

6.3.2 Norma, traco e discriminante em Q(v/d)

Nesta secao, apresentamos a norma, o trago e o discriminante em K = Q(\E’/a), com d
um inteiro livre de quadrados.
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Proposicgao 6.3.2. Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d € Z livre
de quadrados e o = ag + a10 + a20? + a30® + a,0* € K, com ag, a1, as,as,as € Q. O traco
de a € calculado por

Tr(a) = 5ap.
Demonstragio. Na Proposicao 6.3.1, calculamos o polinémio caracteristico de « e assim
pela Observacao 2.3.6, segue que

Tr(a) = bag,
0 que prova a proposicao. ]
Proposigao 6.3.3. Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 0 = Vd comd e Z
livre de quadrados e o = ag + a10 + a20? + a30® + as0* € K, com ag,ai,as,as,a, € Q. A
norma de « € calculada por

N(a) = a) + (=5ajasas — bajayas + bajaras + Sajaias — Sagaias + aj)d+

+ (5&3@%@4 + 5a(2)a2aﬁ + 5a0a%ai — 5a0a1a§ — dagayiasasay + 5a0a§a§ — 5a0a§a4—
— batasay + baiaya3 + Sajazay — baayas + ay)d® + (—bagaszal + bajaza;—
— Bayagal + aj — bagaiay + Sazazal)d® + (a3)d*.

Demonstragao. Na proposicao 6.3.1, calculamos o polindmio caracteristico de a e assim

pela Observacao 2.3.6, segue que

N(a) = aj + (=5agazaz — bagayaq + Sajaias + Sagaiaz — dagaias + af)d+

+ (5a3a§a4 + 5a%a2ai + 5a0a%ai — 5a0a1a§ — dapaasasays + 5aoaga§ — 5a0a§a4—
— bajazay + baiaya3 + Sajaza, — baasaz + ay)d® + (—bagasal + bajaza;—
— Bayagal + aj — bagaiay + Sazazal)d® + (ai)d*,
0 que prova a proposicao. [
Exemplo 6.3.3. Seja K= Q(0), com 0 = /7T e a =2+ 3(v/7)% € K.
a) Pela Proposicio 6.3.2, seque que o trago de a € calculado através da identificagao

dos valores ag = 2, a1 = 0, a3 =0, a3 = 3, ay = 0 e d = 7 e substituicio direta.
Logo, Tr(a) = 10.

b) Pela Proposicao 6.3.3, seque que a norma de « € calculado através da identificagao
dos valores ag = 2, a1 = 0, as = 0, a3 = 3, ay = 0 e d = 7 e substituicao direta.
Logo, N'(«) = 83381.

Proposicao 6.3.4. Seja K = Q(6) um corpo de nimeros, onde 0 = Vd com d € 7 livre
de quadrados. O discriminante do anel dos inteiros algébricos Ok de K é dado por
D(K) 3125d*, se d # £1,£7(mod 25)
125d*, se d = +1,£7(mod 25).

Demonstragdo. Pelo Teorema 6.3.1, segue que o anel dos inteiros Ok de K é dado por

7+ 70 + 76% + 70° + 76, se d # £1,+7(mod 25)

L+ 20 + 26% + 26° + 7 (B e d = 1(mod 25)
Ok = Z+Z9+Z@2+Z03+ZE”49+925+493+94) ,se d = —1(mod 25)
Z.+ 70+ 7Z60* + 26° + 7. ( 1+39+492+293+94§ , se d = T(mod 25)

5
L+ 70 + 7% + 20° + 7 (B0 e d = —T(mod 25).

Assim, uma base integral (base de Ok sobre Z) admite as possibilidades.
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1. Se d # &1, 47(mod 25), entdo uma base integral é {1, 0,62 63 6}

1+9+92+93+04}
- .

2. Se d = 1(mod 25), entdo uma base integral ¢ {1, 0,02, 03,

3. Se d = —1(mod 25), entdo uma base integral é {1, 0,02, 63, =

1+49+92+4e3+94}

1+ 30 + 46% + 26% + 94
- .

4. Se d = 7(mod 25), entao uma base integral é {1, 0,02, 63,

1420 + 40% + 303 + 64
5. Sed = —7(mod 25), entao uma base integralé{1,9,92,03, revt + i }

5
Pela Proposicao 2.6.8, segue que

0, sek=1,23,4
Tr(0%) = { 5d*, se k =5s, com s € N, (6.10)
0, se k> 5 ek #0(mod 5).

Logo, Tr(1) = 5, Tr(f) = 0, Tr(6?) = 0, Tr(6®) = 0, Tr(0*) = 0, Tr(d) = 5d,
Tr(@%) =0, Tr(0") = 0 e Tr(6®) = 0. Agora, analisamos o discriminante para cada
possibilidade da base integral.

1. Se d # £1,+7(mod 25), entdo uma base é {1,0,0% 63 60*}. Assim, usando as pro-
priedades de trago e as informacoes obtidas da Equagao (6.10), segue que

Tr(1) Tr@) Tr0* Tr®) Tr6h)

Tr@) Tr(0?) Tr@*) Tr@Y) Tr(d)

D(1,0,0% 603,04 =det | Tr(0%) Tr®) TrY) Tr(d) Tr6°
Tr0®) Tr@) Tr(d) Tr@% Tr)

0 (6°)

TrY) Tr(d) Tr% Tr@") Tr6®
5 0 0 0 0 0 0 0 5d
0O 0 0 0 5d 0 0 5d 0
—det| 0 0 0 5d 0 |=(—1)""5.det
0 5d 0 O
0O 0 5d 0 O 540 0 0
0 5d 0 0 O

0 0 5d
=5.(=1)"**5ddet | 0 5d 0 | =3125d%
5d 0 0

1 2 p3 4 pa
2. Sed =1, (mod 25), entdo uma base ¢ {1,0,6% 6% 3,}, onde 5, = +O+0"+6"+0 .

Assim, usando as propriedades de trago e as informagoes obtidas da Equagao (6.10),
segue que

Tr(l) Tr@)  Tr@*)  Tr@) Trb)
Tr@) Tr@*) Tr@) Tr@Y) Tr6p)
D(1,0,0% 6% 6,) =det | Tr(0?) Tr63)  Tr6*) Tr(d) Tr(0*B)
Tr@®) Tr@Y)  Tr(d) Tr0% Tr036)
Tr(Br) Tr(06) Tr(0*6) Tr(@®/) Tr(57)
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5 0 0 O 50 0 0

0000 0 0 0 bd
=det| 0 0 0 5d = (—1)**°.d. det

00 5d 0 0 b5d O

1 d 1 d d d

0 5d
5d = 125d*.

3. Sed = —1, (mod 25), entao uma base é {1, 60,62 6, 35}, onde 3, =

Assim, usando as propriedades de trago e as informacoes obtidas da Equagao (6.10),
segue que

1+ 460 + 6% + 462 + 6*

Tr(l) Tr@)  Tr@*)  Tr@) Tr(b)

0% Tr@)  Tr@Y) Trp)

D(1,0,0% 0% By) =det | Tr(6?) Tr(03) Tr(0Y Tr(d)  Tr(0?B)
(6%) Tr(d) Tr0% Tr(036)

Tr(B2) Tr(08:) 77(9252) TT(9352) 7-7’(53)

5 0 0 O 1 50 0 0
00 0 O d 00 0 5d
=det| 0 0 0 5d 4d = (=1)*.d. det
0 0 5d 0
0 0 5d O d 1 d 4d d
1 d 4d d 1+16d

0 0 5d
= (=d).(-1)""'5.det | 0 5d 0 | =125d"
d 4d d

14360 + 46% + 26% + 64

4. Sed = 7,(mod 25), entao uma base é {1,6,6% 63, 53}, onde 85 =

Assim, usando as propriedades de trago e as informagoes obtidas da Equagao (6.10),
segue que

Tr(1) Tr(H) Tr(6%) Tr(03)  Tr(Bs)
Tr0) Tr(0*)  Tr(0®) Tr0%)  Tr(0ps)
D(1,0,0% 0% Bs) =det | Tr(6%) Tr(0) Tr(0) Tr(d)  Tr(0?Bs)
Tr@®) Tr@Y)  Tr(d) Tr(0%  Tr(038s)
Tr(Bs) Tr(0Bs) Tr(@?8s) Tr(@?8s) Tr(s)

5 0 0 0 1 50 0 0
00 0 O d 00 0 5d
=det| 0 0 0 5d 2d = (=1)*".d. det
0 0 5d O
0 0 5d O 4d 1 d 2d 4d
1 d 2d 4d 1+ 22d
0 0 5d
— (=d).(—1)"*"'5.det | 0 5d 0 | =125d"
d 2d 4d
5. Se d = —T7(mod 25), entdao uma base é dada por {1,60,6% 63 B,}, onde B, =

1+ 26 + 46% + 363 + 6*
5

. Assim, usando as propriedades de traco e as informacoes
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obtidas da Equagao (6.10), segue que

Tr(1) Tr(6) Tr(0%) Tr(03%)  Tr(Bs)
Tr@) Tr@?) Tr@®  Tr@Y) Tr0s)
D(1,0,0%0% B,) =det | Tr(0?) Tr(0) Tr(0Y Tr(d)  Tr(0*B,)
Tr@®) Tr@Y)  Tr(d) Tr0%  Tr(036)
Tr(Bs) Tr(06s) Tr(0°Bs) Tr(0°8s) Tr(B3)

5 0 0 0 1 50 0 0
00 0 O d 00 0 5d
=det| 0 0 0 5d  3d = (—=1)**5.d. det
0 0 5d 0
0 0 b5d O 4d 1 d 3d 4d
1 d 3d 4d 1+28d

0 0 5d
= (=d).(~=1)"5.det | 0 5d 0 | =125d".
d 3d 4d

Logo, da analise dos itens (1), (2), (3), (4) e (5), segue que

(K) = 3125d*, se d # +1,+7(mod 25)
| 125d%, se d = 41, +7(mod 25),

0 que prova a proposicao. ]

Exemplo 6.3.4. Seja K = Q(0), com 0 = /7. Como d = 7 ¢ 7 = 7(mod 25), pela
Proposigio 6.3.4, seque que o discriminante é dado por D(K) = 125 x 7* = 300125.

Observacgao 6.3.1. Para K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 0 = Vd, com d € Z livre
de quadrados, podemos calcular o discriminante da base potente {1,0,6% 63 0%} através
do polinomio minimal p(z) = x° — d, e assim, utilizando o Coroldrio 2.5./, seque que

524542

D(1,0,0% 6% 6% = (—1) 2 [5°d>'] = 3125d".






7 Extensoes Séxticas

Os corpos séxticos K sdo corpos de nimeros providos de uma extensao séxtica, ou seja,
[K : Q] = 6. Neste capitulo, apresentamos alguns corpos séxticos, pois diferentemente
do Capitulo 3 onde estudamos os corpos quadraticos, nao é tao simples identificar o
elemento primitivo dos corpos séxticos. Dessa forma, a complexidade do caso geral nos
leva a focar em casos particulares. Por isso, exploramos os corpos séxticos nos quais o
elemento primitivo tem como polindmio minimal p(z) = 2% — d, com d um inteiro livre
de quadrados. O nosso objetivo é descobrir o anel dos inteiros algébricos desses corpos
séxticos, neste caso, a proposicao que descreve o polinomio caracteristico e o teorema que
contém a base integral descrito neste capitulo sao de nossa autoria, nao conhecidos na
literaturas. Como aplicagao direta, apresentamos também a norma e traco de um elemento
desses corpos séxticos e o discriminante da base integral. Este capitulo foi inspirado pelas
referéncias [7], [8] e [9].

7.1 Corpos séxticos

Nesta secao, apresentamos as extensoes séxticas e alguns conceitos basicos e proprie-
dades.

Defini¢ao 7.1.1. Seja K um corpo de nimeros, com o grau da extensio [K : Q] = 6.

1. O corpo de numeros K é chamado de corpo séxtico.
2. A extensao de corpos Q C K é chamada de extensdo séxtica.
3. O polinomio p(x) € Qlz|, cujo grau é d(p) = 6, é chamado de sexta.

Consideramos K um corpo séxtico, e assim, o grau da extensao é [K : Q] = 6. Pelo
Teorema do Elemento Primitivo, segue que existe 6 € C tal que K = Q(#), ou seja, 0 é o
elemento primitivo de K. Seja p(y) = y° +asy® + asy* + azy® + axy® + a1y + ap o polindmio
minimal de 0 sobre Q. A ideia é melhorar p(y) reduzindo algum coeficiente, e para isso
faremos a seguinte mudanca de variavel y = x — [. Assim,

plz—1)=(x—D+as(x —1)°+ag(x — D* +as(x — 1) +as(z —D)* +ar(z —1) +ag =
= 25 + (=61 + as)2® + (151* — 5asl + as)z* 4+ (=200 + 10asl* — dayl + a3)z®+
+ (151" — 10a5l® 4 6a41* — 3asl + az)x? + (—61° 4 asl* — 4ayl® + 3asl®—
—2a5l + ay)x + (1I° — asl® + agl* — asl® + asl® — ayl + a).

a

Vamos cancelar o coeficiente —6l + a5, e para isso tomamos [ = 35 € Q. Fazendo
o . . 5a? 5a3

as substituicoes, segue que os coeficientes restantes sao by = SET) + ay, by = o7

117
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2a4a5 S5ai  asa?  azas ai 1,13 aza?  asas
by = — 295 _ B9 by = 5 _ _
+a3’6’ PToMe 6 2 2+a2’ LT3 12 g tace
5% asa asa asa:  asa aias
by = ——2 5 _ 25 _ 25 5 _ bo, by, by, b3, by € Q. Portant
0= 16656 T 1206 1206 216 T 36 6 T com bo, b, ba, s, by € Q. Portanto,

sem perda de generalidade, consideramos p(z) = 2%+ byt + bz + box® + by + by € Q[x].
Um fato interessante é que K = Q(0) = Q(0 — 1), desde que | € Q.

O ambiente desenvolvido expressa o seguinte campo para trabalho: Seja K um corpo
séxtico e 6 € C o seu elemento primitivo, e assim, K = Q(#). Consideramos ¢ um inteiro
algébrico e pelas consideracoes anteriores o seu polindmio minimal pode ser escrito da
forma p(z) = 25 + byt + b3a® + byx® + by + by, com by, by, by, bs, by € Z.

7.2 A sexta p(z) =25 +ax +0

Nesta secao, consideramos K = Q(#) um corpo de nimeros de grau 6, onde a séxtica
p(r) = 2° + axr + b € Z[z], com a e b ndo nulos, é o polindmio minimal do elemento
primitivo #. O objetivo é descobrir o anel dos inteiros desses corpos de ntimeros através
do discriminante.

Pela Teoria de Corpos, segue que o conjunto {1,6,62 63 6% 65} é uma base de K sobre
Q contida em Ok. E mais, pela Proposicao 2.5.6, segue que

6(6—1)

D(1,0,6%,0%6*,6°) = (—1)" = [6°° 1 + (—=1)%T1(6 — 1)°*a®] = 3125a° — 46656b°.

Assim, D(1,0,60%, 03, 0%, 0°) = 3125a° — 46656b°. Pela Proposigao 2.5.5, se o discriminante
D(1,0,62,63, 0%, 05) é livre de quadrados, entdo o anel dos inteiros algébricos é dado por

Ok = Z[0] = {ao + a10 + a20® + a30® + as0" + as6°|ag, a1, az, az, as, a5 € Z}.

Exemplo 7.2.1. Seja K = Q(6) um corpo de mimeros de grau 6 tal que p(x) = 25—x—1

¢ o polinomio minimal do elemento primitivo 6. Como
D(1,0,6%,6%,60* 6°) = 3125(—1)° — 46656(—1)° = 49781 ¢

D(1,0,6%,03, 0%, 05) = 49781 = 67 x 743 ¢ livre de quadrados (67 e 743 sio primos), seque
que O = Z[0].

7.3 A sexta p(z) = 2% — d, com d livre de quadrados

Nessa segdo, sejam K um corpo de ntimeros e p(r) = 2% — d uma sexta, com d € Z
livre de quadrados. O elemento v/d é um inteiro algébrico, pois p(z) é o seu polindbmio
minimal em Z. Pela Teoria de Corpos, segue que [Q(v/d) : Q] = d(p) = 6, e assim,
Q(v/d) é um corpo séxtico. Para este estudo, trabalhamos com os corpos séxticos da
forma K = Q(v/d) cujo elemento primitivo é o préprio v/d. Salvo mencéo contréria,
chamamos 0 = /d o elemento primitivo, com d € Z livre de quadrados e o corpo séxtico
em questao é o K = Q(0).

Retomando as Proposicdes 2.6.4 e 2.6.5, sejam 0, 0 e €2, 0£3, 0&4 e 0£] as raizes do
polinémio p(z), onde & sdo as raizes primitivas das unidade para i = 0,1,2,3,4,5. Como

& = e = cos <67T> + isen <67T> 5
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1+z\/_ —1+iV3 ~1—-iv3

segue que £ = 1, &} = L Y-

& =
1—iv3

5 mem&+£+£+%+£=—

Pelo Teorema 2.3.2, podemos considerar o os Q-monomorfismos de Q(f) em C que
fixam os elementos de Q e tal que 0% (f) = 6er1 com i = 1,2,3,4,5,6. Portanto, os Q-
monomorfismos em 6 sido definidos por o1(0) = 0, 05(0) = 0&, 03(0) = 02, 04(0) = 62,
o5(0) = 0&5 e 06(0) = 0&2. Pela Teoria de corpos, segue que o conjunto {1,6,6% 63 6 6°}
é uma base de K sobre QQ, e assim, podemos escrever qualquer o € K como o = ag +
a10 + as0% + a30® + a,0* + as0°, onde a; € Q para i =0,1,2,3,4,5.

7.3.1 O anel dos inteiros de Q(v/d)

Seguindo as notagoes da sec¢ao, vamos encontrar o anel dos inteiros algébricos Ok de
K = Q(0) (sobre Z). Para isso, inicialmente, faremos uma preparagao através do préximo
resultado, para identificar o anel dos inteiros algébricos de Ok. A proposicdo a seguir,
¢ uma das nossas contribuigoes deste trabalho e apresenta um resultado novo de nossa
autoria, nao conhecido na literatura.

Proposicio 7.3.1. Sejam K = Q(#) um corpo de niimeros, onde 6 = v/d com d € Z livre
de quadrados e oo = ag + a10 + ax0? + as0® + as0* + as0° € K, com ag, a1, as, as, ay, as € Q.
O polinomio caracteristico de o é dado por

fo(x) = 2% — 2°[6ag) + 2*[3(5a2 — (a3 + 2asa4 + 2a,a5)d)] — 2°[2(10a3 + (a3+
+ 6a1asas — 6agas + 3alay — 12apasay — 12apayas)d + (aj + 6azasas+
+ 3a9a2)d?)] + 2*[3(5ag + (—3aa2 + 2apad — 2a3as + 12aga,aza3—
— 6aZa3 + 6agaiay — 12aiasay — 12a2a,a5)d + (a3 + 3a3a3 — 6ajaszai+
+ 2apa) — 6a3azas + 12apaszasas + 3ajaz + 6a0a2a5)d + (—3ajaz—
— 2a3a3)d®)] — z[6(ad + (afag — 3agatal + ajal — 2apatas + 6a0a1a2a3—
- 2a0a3 + 3alalay — 4ajasay — 4adaias)d + (a2a3 — 2a1a0a3 + apaz—
— ayay + 3atajay + 3agazal — 6agaazaj + aja; + 2aiaas — 6a0a2a3a5—
— 2a%aqas + 6adazaqas + 3agaiai + 3aiaqgal)d® + (a3al — agal — 2a3asas+
+ 2a1a3as + 3agaiai — 3agajai — 2ayaza3 — 2apazal)d® + (asaz)d*)])+
+ [ad + (—a$ + 6agatay — 9ajaias + 2ajas — 6agaias + 12ajaiasaz— (7.1)
— 3aga; + 6ajaia, — 6agazay — 6agaias)d + (a$ — 6ayazas + 9aiasaz+
+ 6agasas — 2aia; — 12apa,aqa; + 3agaz + 6ajasa, — 6agazas—
— 12a%azazay + 18apaiazay + 3ajai + 9ajaza; — 18ajarazai + 2aja;—
6a1a2a5 + 12a0a1a2a5 + 6a1a5a5 18a0a2a3a5 — 12a0a1a4a5+
+ 12adazaqas + 9agaiai + 6agaqsal)d® + (—al + 6a2a§a4 — 9a5a3a;—
— 6ayaial + 2a3al + 12a1a0a3a5 + 6agazal — 3atay — 6agazay — 6azasas+
+ 6a1a3a5 + 12a2a3a4a5 — 12a0a3a4a5 — 18a1a2a4a5 + 12a0a1aia5—
— 3aja; — 9aja3ai + 18agasazai + 18ajasasa; — Yagaiai — 2aias—
— 12apa;a5a3 — 6adazal)d® 4 (a§ — 6asajas + 9a3aias + 6azaial — 2a3as—

— 12asaza4as — 6arajal + 3asas + 6ajazas + 6agasas)d + (—ad)d’].
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Demonstrag¢io. Consideramos «; = 0;(a), com i = 1,2,3,4,5,6. Assim,

a1 = ag + a10 + ax0* + ash® + a,0* + as6”®,

g = ag + 108 + 2062 + 3065 + as0*E; + as0°E,
a3 = ag + a1085 + a20°&5 + az0® + aa0'&l + as0°&g,
ay = ag + a10&5 + as® + az0’&; + a0 + as0°&;,

a5 = ag + 1065 4 as0?E2 4 az0® 4+ a,0*¢; + as0°EE e
g = ag + a19§g + a292§§ + a30352 + a494§§ + as0°&.

Pela Proposicao 2.3.4, segue que o polinémio caracteristico de o é dado por

fo(@) = (z — an)(z — a2)(z — as)(z — au)(z — as)(z — ag) =
= LEG — a:5(a1 + o+ a3+ a4+ a5+ CYG> + 374(041042 + 13 + oy + Oy + Q0+
+ azoy + o + aoa + agas + s + gy og + g + aisog + o + oz5a6)—
- IS(OQOZQCY3 + a0y + aagay + aoagay + aQods + Q1 a3as + Qoigs + A ays+
+ Qg COly + Q3040 + Q100 + 1030 + Q30 + 1040 + Qa4 Cg + 063064CY6+
+ a0 + o050 + agasag + agasog) + 22 (aanasay + ajaasas + ajapogas+
+ 130405 + Qo3 s + (L Qa3 g + X1 Aoy Qg + Qr X3 lg + Qa3 g+
+ o 050 + X 3050 + Quigis g + QL s Qg + Qi s Qg + a3a4a5a6)—
— (e300 + 0 et + 0 Qs + 0 Q000 + 0 L0+

+ 0620630640é5066) + (OélOégOégOé40é5056>.

Lembramos que & + & + &2+ &4 + &2 = —1. Com o auxilio do programa Wolfram Mathe-
matica 11.3, para o desenvolvermos os coeficientes, obtemos

— a1+ as + az + ag + as + ag = 6ag.

— Qi + apas + aoag + oy + ooy + azay + apas + asas + asas + agas + apog 4+
+ anag + azag + agag + asag = 3(bai — (a3 + 2azay + 2a1a5)d).

— 003 + N a0ty + i3y + i3y + QL Qa5 + X 305 + Qa3 iy + Qi Qug s +
+ o005 + i3y + i ia g + Qv (i3ig + Qi3 g + rp g + Qo iy g + Qi3 ig g +
+ arasag + asasag + azasag + agasag = 2(10a3 + (a3 + 6ayazaz — 6aga? + 3alay —
— 12apasas — 12apara5)d + (a3 + 6azasas + 3aza?)d?).

— 1030y + X1 a3l + 1] a4 (s ++ X1 304 (s + QLo U3 Q4 (X5 + QL Qg i3 g+ OV Qia Oy Ol
+ 300 + Qo300 + Qa5 g + L i35l + Qa3 Qlg + QL1 L5 Qg + Qla iy is Qg+
+ azagasas = 3(bag + (—3aia3 + 2apal — 2a3az + 12apaya0a3 — 6aia3 + 6agala, —

— 12a3azay — 12a2ajas)d + (a3 + 3a3a3 — 6ayaza? + 2apa — 6a3azas + 12apazaqas +

+ 3a%a? + 6agaga?)d* + (—3aia? — 2azal)d?).

— 041042@3044045+a1a2a3a4a6—|—0¢1042043a5a6+a1a2a4a5a6+a1a3&4a5a6+a2a3a4a5a6 =
= 6(aj + (ajas — 3apa?a3 + akas — 2a0a1a3 + 6ataiazaz — 2a3a3 + 3adala, — 4adazay —
— dadayas)d + (a3a3 — 2aya9a3 + agaj — ayay + 3aiaiay + 3agazal — 6agarazal + adal +
+ 2aya3as — 6agaiazas — 2a3asas + 6atazasas + 3apatai + 3akasa?)d® + (aZal — agal —

— 2a3agas + 2a1a3as + 3axaiai — 3apaia? — 2ayasa} — 2apazad)d® + (agal)d?).
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— masazauasag = af + (—al + 6agatas — 9adaial + 2a0a2 6adalaz + 12a3a azaz —
4 4 222
— 3aga3 + 6ajalay — 6agasay — 6agajas)d + (a§ — 6aiajasz + 9ala3a3 + 6agasai — 2ata3 —

—12apa1a9a3 + 3aaj + 6a1a2a4 — 6apazas — 12a3asazay + 18agaiaiay + 3aja? + 9adasal —

— 18a0a1a3a4 + 2a0a4 6a3 a2a5 + 12a0a1a2a5 + 6a1a3a5 — 18a0a2a3a5 — 12a0a:1”a4a5 +

+ 12a3azasas + 9a2ala? + 6ajasa?)d® + (—al + 6asaias — 9a3aia? — 6aya3a? + 2a3a3 +
+ 12a1a2a3a4 + 6a0a3a4 3a2aj — 6agazal — 6a2a3a5 + 6a1a3a5 +12a3aza4as — 12a0a3a4a5 —
— 18aya3aias + 12aparaias — 3aja? — 9alaia? + 18a0a2a3a5 + 18a%agaqa? — Ya3aia? —

— 2a3a3 — 12aparaza? — 6a2azal)d® + (a§ — 6azatas + 9ala3a2 + 6asaia? — 2a3al —

— 12asa3a4a3 — 6ayaial + 3a3ai + 6ajazas + 6agasas)d* + (—al)d®.

Assim,

fo(z) = 2% — 2°[6a0] + 2*[3(5ag — (a3 + 2asas + 2aya5)d)] — 2*[2(10ad + (a3+
+ 6ayazas — 6agas + 3ajay — 12apasas — 12aparas)d + (aj + 6azasas+
+ 3aga?)d?)] + 2*[3(5ay + (—3aa3 + 2apal — 2a3as + 12apa;aza3—
— 6aga3 + 6agaiay — 12ajasas — 12a3a,as5)d + (a3 + 3a3a; — 6ajazai+
+ 2apa; — 6asasas + 12agazasas + 3ajaz + 6a0a2a5)d + (—3ajaz—
— 2aza3)d®)] — z[6(af + (ajay — 3apaias + ajas — 2apaias + 6a0a1a2a3—
— 2a0a3 + 3agaiay — dajazay — 4agayas)d + (a2a3 — 2aya2a3 + apas—
— a2a4 + 3a1a3a4 + 3a0a2a4 — 6a0a1a3a4 + a0a4 + 2a1a2a5 — 6a0a§a3a5—
+ (a2d

— 2ataqas + 6ajazasas + 3apaiai + 3agagal)d® + (a3ai — aga) — 2a3asas+

+ 2a1ajas + 3axazai — 3agazai — 2aa2a3 — 2a0a3a5)d3 (asaz)d*)]+
+ [a§ + (=af + 6apajay — 9agaias + 2ajas — 6agaias + 12ajarazas—
— 3aga3 + 6agaia, — 6agasas — 6agaras)d + (a5 — 6ajazas + 9aiasas+
+ 6agasal — 2aad — 12apa,a9a3 + 3aka3 + 6a2aday — 6agasa,—
— 12a3asasay + 18aga’aiay + 3aja; + 9ajazal — 18aia azai + 2ajas—
— 6a1a2a5 + 12a0a1a2a5 + 6a1a3a5 — 18a0a2a3a5 — 12a0a1a4a5+
+ 12a3azasas + 9adata? + 6ajasal)d® 4 (—a$ + 6azazay — Yaiaia’—
— 6ajaiai + 2a3as + 12a1aza3a3 + 6agazal — 3ata; — 6agasal — Gasasas+
+ 6a1a3a5 + 12a2a3a4a5 — 12a0a3a4a5 — 18a1a2a4a5 + 12a0a1aia5—
— 3aya? — 9alaia? + 18a0a2a§a§ + 18ajasasa; — 9ajaja: — 2aja;
— 12apayaza3 — 6agazal)d® + (a§ — 6azayas + 9ajaias + 6a2a4a5 2a5a3—

— 12asaza4al — 6arazal + 3asas + 6aiazas + 6agasas)d* + (—ad)d’],
0 que prova a proposicao. ]

Exemplo 7.3.1. Seja K = Q(6), com § = V7 e a = 1+ 2(~/7)° € K. Pela Proposigio
7.8.1, seque que o polindomio caracteristico de o € calculado através da identificagdo dos
valores ag =1, a1 =0, a3 =0, a3 =0, a3y, =0, a5 =2 ed = 7 e substituicao direta. Logo,

fo(z) = 2% — 62° + 152% — 202 + 152 — 62 — 1075647.

Com este resultado, podemos enunciar e demonstrar o teorema que caracteriza o anel
dos inteiros algébricos Okg. O teorema a seguir, ¢ uma das nossas contribui¢oes deste
trabalho e apresenta um resultado novo de nossa autoria, nao conhecido na literatura.
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Teorema 7.3.1. Seja K = Q(6) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d € Z livre de
quadrados. O anel dos inteiros algébricos Ok de K é dado por

7+ 70 + 7.0° + 7.0° + 7.6* + 7.6°, se d # +1, 417,410, —15, —11,—7, 3,5, 13(mod 36)
L+ 720+ 20° + 2 (L2 4 7 (L0LUEL0) | g, (S0 ) e d = 1(mod 36)

L+ 20+ 20% + 26° + 1 (L2H00) 4 7 (H2050°) s d = —10,~1(mod 36)

Z+ 20+ 26° + 7 (S 4 7 (130200400 ) g (30T e = 17(mod 36)
Z+ 20 + 202 + Z6° + T (L0 ) 4 7, (P00 | se d = ~17,10(mod 36)
Z+70+76%+7 (#) +7Z (#) 17z (@ , sed=—15—11,-7,—3,5,13(mod 36).

Demonstragdo. Suponhamos que a € K é um inteiro algébrico e vamos explorar quais
sao as formas que o pode assumir, onde o = ag + a10 + a260% + a30® + a.0* + a56°,
com ag, ay,ds, as, as,as € Q. Pela Proposicao 2.6.9, se  é um inteiro algébrico, entao
6ag, 6ay, 6as, 6as, 6ay, 6as € Z. Vamos supor que 6a; = p;, com p; € Z, para todo 1 =
0,1,2,3,4,5. Assim,

a; = %,para todo:=0,1,2,3,4,5.
Além do mais, p; pode ser escrito da seguinte forma
pi = 6¢; + 14,
com ¢;,7; € Zer; €{0,1,2,3,4,5}, para i = 0,1,2,3,4,5. Reescrevendo «, segue que

a:am+m0+wy+aﬁa+ww+aﬁ&:%ﬁjg&+%W%J§W+%¥#+%W::
6 6 6 6 6 6
_ QO;T0+ Q1g-7’19+ Q2;T202+ %;7’393+ Q4;7"494+ ng-rs)

T r T T T T
= go + @10 + @0% + q36° + 0" + g50° + EO + 619 + 6292 + 5393 + €4Q4 + 6595'

0° =

Logo,

a=qo+ @0+ @0 + @0° + @0 + gs0° + % + %9 - %62 + %03 + %494 + %‘”05. (7.2)

Agora, como Ok é um anel (Coroldrio 2.2.2) e ¢ = qo+ @10+ ¢20° + q36° + 10* + ¢50° € Ok,
segue que

O‘:QO+Q19+Q292+Q393+Q494+Q595+%+%9+%92+%93+%94+%95GOK<:>
To 1 2,9 T3,3 T4,  T4,5

— 0 g gy Bgs Mg Hgs c o

=TT T Tl T K

Assim, o é um inteiro algébrico se, e somente se, 7 é um inteiro algébrico. Consequente-
mente,

a€ Ok <re O. (7.3)

Novamente por esses dois resultados (Proposicdo 7.3.1 e Proposigao 2.3.3), segue que
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)
r € Ok se, e somente se,
To
6] € Z
5rd r3 2T2T4 2T17’5
(3¢ — (G + + )d)] € Z,
107”8 Tg 67“1’/‘27”5 67"07'32, 3T%T4 12rgrory 12rgrirs
2[ 216 + (ﬁ + 56 — 26 T 2 T 216 216 )d+
6r37rars 3T2T5 2
+(216 + 2162 2+ 216 >d ] = Z 5 5 ) )
5r0 _3r1r2 27"07'2 . 2r1r3 12rorirers 6rirs 6roriTs . 12r0r2r4_
3[1299 +( 1296 + 1296 1296 + ) 1296 5 1296 + 1296 1296
127‘07’17"5 3ryry 6rirary 2rory 6r571375 12rgrarars 37"17’5
- 12962 )d+ (12962_'; 1296 1296 + 1296 1296 + 1296 + 1296
6rorary 2 _3r4r5 _ 27"31"5 3
+ 206 15296 >d4 ( 1296 12963)d } € Z ) 3 0 5 5 5
ro riT2 3ror? 7"2 oy 2r0r1r3 67’07"17“21"3 . 27"07"3 3r0r1r4 _ 47"07‘2'!’4
6[7776 + (7776 5 7776 + 7776 7776 4 + 7776 77762 j 7776
47“07‘17"r TS5T3 27“17‘27"3 rory _ ToT4 37"17"37’4 3roryry . 67’07“17‘37"4
27776 )d +3<7776 7776 + 7776 77726 + 7776 + 7776 7776
oy 2riryrs . 6roryTars . 2r1r4r5 6rgrarars 3r0r1r5 3rgrars 2
+7776 + 7776 7776 7776 + 7776 + 7776 + 7776 )d
_{_(rgri o Tery 27"%7“47“5 + 27“17'27”5 + 3r2r31"§ _ 3r07"4r§ _ 27"17"27“g _ 2T0r3r5)d3
7776 7776 7776 7776 7776 7776 7776 7776 (7 4)
7"47"5 4 :
+(7776)d] cLe 2,.3 3 4,2
6 6 4 3,.3 K
ro g 6r0r1r2 . 97“07“17"2 27‘07'2 - 67‘07'11“3 12r0r1r2r3 . 37‘07‘3
46656 +( 46656 + 46656 46656 + 46656 46656 + 46656 46656+
+6r3r%r4 _ 67'3'r2'r’4 _ 6'r8r1r5)d+( 6r17"21'r3 + 9r%r§r§ + 6'rm'§r§ . 27’:1"1"%_
46656 46656 A 46g5g 464656 463656 46656 46656 4 46656
12r0r17’2r3 37"0r3 6r1r2r4 6r0r27“4 . 12r1r2r3r4 18r0r1r37°4 37“17"4
46656 + 46656 + 46656 46656 46656 + 46656 + 46656+
+9r8r%ri . 187"07"11'37“4 + 27“87"4 . 6riryrs + 12r0r1r‘257"5 + 67"‘117"31"5 . 18r(2)r§r3r5_
4665g 466536 466562 ) 466563 ) 46656 646656 4 46656 5 5
12rgriT475 12r0r3r47“5 97‘0r1r5 67‘07’27‘5 2 _ T3 67’27"37‘4 . 97‘27‘37‘4_
46656 + 46656 + 46656 + 46656 )d ( 46656 + 46656 46656
67"17"3r4 + 2r2r4 + 127"1r2r3r4 + 67‘07‘37“4 . 37“17“4 . 6r0r2r4 i 67‘27"§’r5 + 6r1r3r5
46656 46656 46656 46656 46656 46656 46656 46656
+12r2r3r4r5 . 12r0r§r4r5 . 18r1r2r2r5 + 127"07'17’27'5 . 37"217'? . 9r%r§r§ + 18r0r2r§ 2
46656 46656 46656 46656 46656 46656 46656
+18r¥r27‘47"§ N 97"87‘27"% N 27‘?7"? o 127’07"17‘27’§’ _ 67‘07"37’5)d3 ( 7’2 . 67‘37’37"5_'_
46656 46656 46656 46656 46656 46656 46656
+9r3r4r5 + 6raryrs . 2rgry . 12r2r3r47“g' . 6r1r2r5 + 37“%7"5 + 67"1r3r5 + 6r07‘47‘§
46656 46656 46656 46656 46656 46656 46656 46656
5
+( 46656)d € Z.
Renomeando as expressoes obtidas, segue
)
512 — (r2 + 2rgry + 2r175)d 75
w1 = . ( . )
12
1073 + (13 + 6ryrorg — 6rora + 3riry — 12rgrory — 12rgry7s)d
w ) L) 17273 07’3 174 07274 0T1Ts
2 pu—
s B2 108 (7.6)
N (ry 4 6137475 + 3197%)
108
4 2,.2 3 3 2,.2 2
oy — brg + (=3rirs 4+ 2rory — 2rirs + 12rgrirars — 6r5rs + 6rorirs)d
432
2 2
(—12r2rgry — 12r3ry75)d + (15 + 3r3rd — 6ry73r2 + 2rori — 6rirsrs)d (7.7)

432
(12ror3rars + 3r2r2 + 6roror?)d® + (—3rir: — 2ryrd)d?
432
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oy — 7“8 + (7“117’2 37‘07“17“2 + 7‘07“2 27’07“17’3 + 67“07’17“27"5 27"07"3)d
=

1296
(3rdriry — 4rdrory — Ardrirs)d + (r3v2 — 2ryrors + rorg — rary)d?
1296
(3r2rary + 3rorar: — 6rorirars + rérs 4+ 2riryrs — 6rorarsrs)d? (7.8)
1296
(—2r3r4rs + 612r3ryrs + 3rorire + 3rirord)d? + (ri3ri — rorg — 2r§7“47“5)d3+
1296
(2rrirs + 3T2T§T§ 37“07’47‘5 27‘17‘27“5 — 27‘07“3r5)d3 (r4r§)d4
1296 '
1S + (=% + 6rorirg — 9rdr2r2 + 2r3rd — 6r2rirs + 12rdrirors — 3rgr3)d
w =
> 46656
(6r3r2ry — 6rgrory — 6r97r175)d + (r§ — 6117373 + 9ririr: + 6rorirs)d>?
46656
(=2r3r3 — 12rqryrors + 3r2ri + 6ririry — 6rorary — 12r3rorsry)d?
46656
(18ror2riry + 3rir? + 9rarirs — 18r3rirsrd + 2rgrd — 6r3rirs)d?
46656
(12rory73rs + 6rirsrs — 18r2rarsrs — 12rgriryrs + 12r3raryrs)d?
46656
(9r2r3r2 + 6r3ror2)d® + (=15 + 6roriry — 9ririr: — 6ryr3r? + 2rird)d?
+ + (79
46656
(1271791375 + 6rorars — 3riry — 6rororg — 6rarirs + 67’1r§r5)d3+
46656
(12r3r3ryrs — 12rgriryrs — 18rrarirs + 12rgryrirs — 3rard — 9rrir)d?
+
46656
(18rorarar? + 18rirgryrs — Iririr? — 2rrd — 12rgryrerd — 6rarsrd)d®
46656
N (r$ — 6rarirs + 97“32,7“27“% + 67‘27“21’7“52) — 2r§r§’ — 127“27“37“47"5?; — 6r17‘§7‘§’)d4
46656
N (3r%r§ + 67‘1T3r§ + 67‘0T4r§)d4 + (—rg)d5
46656 )
Das implicagoes na Expressao (7.3) e na Expressao (7.4), segue que
a € Ok & wi, Wy, w3, Wy, ws € 7. (7.10)

De acordo com os parametros ro, 71,79, 73, 74,75 € {0,1,2,3,4,5}, segue que este caso
se trata da analise de 46656 possibilidades. Mas, por este resultado se tratar de uma
equivaléncia biunivoca, vamos encontrar somente as possibilidades que sao solugoes da
forma s; = (ro,r1,72,73,74,75), para algum j. Agora, vamos mostrar que a base integral
é dada por

{1,0,0°,0% 0", 0°} .

{1 0 02 (1+03> <4+39+492+94> <3+49+302+63+05>}

2 6 6
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2 4 3 5
{Leﬁ%ei<1+2§_*9>,<€+22_*9>},

{1 0 02 <1+93> <4+39+292+94> <4e+392+293+95>}
) ) Y 2 Y 6 Y 6 Y

2 4 3 5
{170’02’037<1+93+9>’<9+93+9>} o
Lo 1+ 63 0 + 6* 0% + 6°
Y] ) 2 b 2 ) 2 )

e para quais valores de r;’s isso é veridico, com ¢ =0, 1,2, 3,4, 5.

1. Anélise dos valores de 7;’s para que a base integral seja {1,6,60% 63 6'}. Neste caso,
consideramos « um elemento genérico que escolhemos inicialmente. Pela Equacao
(7.2), segue que

cHWMWﬁ+@W+%W+%¢+%¢+%+%ﬁ+%M+%¢+%¢+%m:

:<q0+2})+(ql+2>0+(q2+r2)92+<q3+7n3)03+(q4+:34>94+

6 6
T
+ <q5 + g) 65

com q; € Zer; € {0,1,2,3,4,5} para i = 0,1,2,3,4,5. Suponhamos que para
20, 21, 22, 23, 24, Z5 quaisquer, a pode ser escrito como

a = 29+ 210 + 220% + 230° + 240* + 256°.

Comparando as maneiras de escrever a obtemos as seguintes relagoes

To

20 = qo + 6 (1),
21 ZQ1+% (2),
22—6124'% (3),
23—(]3+% (4),
a=at () e
5=+ (6)

Logo, podemos visualizar que o conjunto {1,6,6% 63 6* 6°} é um a base integral
se, e somente se, zg, 21, 22, 23, 24, 25 € Z. Assim, respeitando a condicao de r; €
{0,1,2,3,4,5}, para i = 0,1,2,3,4,5, segue que o conjunto citado é uma base
integral, para os seguintes casos.

) )
b) De (2), entao r; =0,
(¢) De (3), entao r, =0,
(d) De (4), entao r3 =0,
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(e) De (5), entdo ry, =0 e
(f) De (6), entao r5 = 0.

Assim, a solugao possivel é s; = (0,0,0,0,0,0).

2. Analise dos valores de r;’s para que a base integral seja

{1 0 0 <1+03> <4+3Q+492+94> (3+4e+392+93+05>}
) Y Y 2 Y 6 Y 6 *

Neste caso, consideramos a o elemento genérico que escolhemos inicialmente. Pela
Equagao (7.2), segue que

aZQO+Q19+Q292+Q393+Q494+(I595+%0+69+ 292 4 693+%94+%’95=
—<QO+7§>+<Q1+2)9+(Q2+ )92 (CI3+ )93 (q4+ )04 (q5+ )05

com q; € Zer; € {0,1,2,3,4,5} para ¢ = 0,1,2,3,4,5. Agora, suponhamos que para
20, 21, 22, 23, 24, 25 quaisquer, « pode ser escrito como

1+93> <4+39+492+94>
+ 24 +

a:zo+z19+zz92+zg< ;

<3+4e+392+03+05>
+ z5 6

42’4 32’5 324 425 ) ( 424 325 > 9
= A B i) A i
(zo+2+6+6>+<1+6+6 tlat +

3 34 (24 gt Z5\ 95
(22 e (2o (20

Comparando as maneiras de escrever o obtemos as seguintes relagoes.

w242 30 T,
a4y g ),
22+%+%=q2+%(3),

T2 g2 @),
%=q4+%4 (5) e
%:%Jr%) (6)-
Logo,oconjunto{1,9,62, (1293>7<4+30+6492+94> | <3+49+3%2+93+.95>}é

uma base integral se, e somente se, zq, 21, 22, 23, 24, 25 € Z. Assim, respeitando a condic¢do
de r; € {0,1,2,3,4,5}, para ¢ = 0,1,2,3,4,5, segue que o conjunto citado é uma base
integral, para as seguintes condigoes.

(a) De (6), segue que z5 = 6g5 + r5. Assim,

rs =0,1,2,3,4 ou 5.
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(b) De (5), segue que z4 = 6q4 + r4. Assim,

\r4:0,1,2,3,4 ou 5.\

—T5 .
. Assim,

(c) De (4) e (6), segue que z3 = 2g3 — 2¢5 + s

‘7’3 = r5(mod 3). ‘

T2—4T‘4—3T’5

(d) De (3), (5) e (6), segue que z2 = g2 — 4qs — 3g5 + 5 . Assim,
‘7"2 = 4ry + 3rs(mod 6). ‘
1 — 3ry — 4rs )
(e) De (2), (5) e (6), segue que 21 = q1 — 3q4 — 4qs + ————— . Assim,

6

"rl = 3ry + 4rs(mod 6). ‘

rog — 13 — 4rg — 215

(f) De (1), (4), (5) e (6), segue que 2o = qo — 2q3 — 4q4 — 2q5 + :

Assim,

‘ro = r3 + 4ry + 2r5(mod 6)‘

Deste modo, as possiveis solugoes sao:

81 = (070a0707070)7 82 = (07 17074a374)7 83 = (Ov 173747371)7 S4 = (0727372707 5)7
=(0,4.3,4,0.1), 5 = (0.5,0,2.3,2), 57 = (0.5,3,2,3,5), 35 = (1,0,1,3,4,3),

so = (1,0,4,3,4,0), sio = (1,1,1,1,1,1), s1; = (1,1,4,1,1,4), s1o0 = (1,2,1,5,4,5),
s1i3 = (1,2,4,5,4,2), s14 = (1,3,1,3,1,3), s15 = (1,3,4,3,1,0), s16 = (1,4,1,1,4,1),
si7 = (1,4,4,1,4,4), s;s = (1,5,1,5,1,5), s19 = (1,5,4,5,1,2), s20 = (2,0,5,0,2,3),
so1 = (2,1,2,4,5,4), sop = (2,1,5,4,5,1), 323:(225225), s = (2,3,2,0,5,0),
so5 = (2,3,5,0,5,3), sog = (2,4,5,4,2,1), so7 = (2,5,2,2,5,2), sag = (2,5,5,2,5,5),
s29 = (3,1,0,1,3,4), s30 = (3,1,3,1,3,1), s31 = (3,2,0,5,0,2), s32 = (3,2,3,5,0,5),
ss3 = (3,4,0,1,0,4), s34 = (3,4,3,1,0,1), s35 = (3,5,0,5,3,2), s35 = (3,5,3,5,3,5),
s37 = (4,0,1,0,4,3), s3s = (4,1,1,4,1,1), s39 = (4,1,4,4, 1,4), si0 = (4,2,1,2,4,5),
si = (4,3,1,0,1,3), ss2 = (4,3,4,0,1,0), s43 = (4,4,1,4,4,1), sag = (4,5,1,2,1,5),
si5 = (4,5,4,2,1,2), si5 = (5,0,2,3,2,0), sq7 = (5,0,5,3,2,3), sas = (5,1,2,1,5,4),
849:(5,15,1,5 )7850:(522522), 851:( 2552 ), 5522(53235 ),
S53 = (5,3 5 3 5 3), S54 = (5 4,2,1,2 4), S55 = (5 4 5,1,2 1), S56 — (5 5 2 5 5 2),
8572(5,55555),8582(020202), 859:(040404), 860:(202020),
561:(2,22222), 862:(242424), 863:(404040), 564:(424242),
ses = (4,4,4,4,4,4), sgs = (0,0,3,0,0,3), s¢7 = (0,3,0,0,3,0), ses = (0,3,3,0,3,3),

se9 = (3,0,0,3,0,0), s70 = (3,0,3,3,0,3), s71 = (3,3,0,3,3,0) e s72 = (3,3,3,3,3,3).

3. Analise dos valores de r;’s para que a base integral seja

2 4 3 5
{1’9792’937<1+293 +0 >’<9+203 +0 )}

Neste caso, consideramos « o elemento genérico que escolhemos inicialmente. Pela Equa-
¢ao (7.2), segue que

T r T T T T
OézQO+Q19+Q292+Q393+Q494+Q595+€0+610—1—5292—1—6393—1——494—1—595:

:<qo+:§))+<q1+ )6+(q2+ >02 ( 7;’)93+<q4+ >04 <q5—|—25>05.
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com ¢ € Zer; €{0,1,2,3,4,5}, para ¢ = 0,1,2,3,4,5. Agora, suponhamos que para
20, 21, 22, 23, 24, 25 quaisquer, « pode ser escrito como

1+ 262 + 64 0 + 203 + 65

z Z 2z 2z z Z
(o) (e ) (e e (s ) () (5) 7

Comparando as maneiras de escrever o obtemos as seguintes relagoes

a—zo+zl+9+Z292+2393+z4<

20+%4=qo+%0(1),
2’1+Z§ZQ1+%(2)7
zﬁ%zqﬁ%(s),
23+%=q3+%3(4),
Tu+ g G
2 =g+ (6)

1+ 26% + 01 0 +20% + 6°
Logo,oconjunto{1,9,02,03,( * i >7< ha h

3 3
somente se, 2, 21, 22, 23, 24, 25 € Z. Assim, respeitando a condic¢ao de r; € {0,1,2,3,4,5},
para ¢ = 0,1,2,3,4,5, segue que o conjunto citado é uma base integral, nas seguintes
condigoes.

) } ¢ uma base integral se, e

(a) De (6), segue que z5 = 3g5 + %5 Assim,

\rg,:o,z ou4.\

(b) De (5), segue que z4 = 3q4 + 2—4. Assim,

\7«4:0,2 ou4.\

-2
(c) De (4) e (6), segue que z3 = g3 — 2q5 + % Assim,

‘7"3 = 2r5(mod 6). ‘

(d) De (3) e (5), segue que zo2 = g2 — 2q4 + 7,26%' Assim,

"I“Q = 2r4(mod 6). ‘

r —7Ts

(e) De (2) e (6), segue que 21 = q1 — q5 + . Assim,
T =T5.

T — T4

(f) De (1) e (5), segue que zp = qo — q4 + . Assim,
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Deste modo, as solucbes possiveis sao dadas por

S1 = (05070307070)7 S73 = (0727074a052)7 S74 = (074707270)4)5 S75 = (25054507270))
s6 = (2,2,4,4,2,2), s77 = (2,4,4,2,2,4), s7s = (4,0,2,0,4,0), s79 = (4,2,2,4,4,2) e
550 = (4,4,2,2,4,4).

4. Analise dos valores de r;’s para que a base integral seja

{10eﬁ <1+03> <4+39+292+94> (49+302+293+95>}
) ) ) 2 ) 6 ) 6 *

Neste caso, consideramos « o elemento genérico que escolhemos inicialmente. Pela Equa-
gao (7.2), segue que

a=%+mmww%@ﬁ+%%+%m+%+%ﬂ+%%+%ﬁ+%¢+%m:
To 1 T2 3 T4 5

=g+ )+ la+—=)0+(e+—=)0%+ +m+( +)M+( +)&
<QO 6 ) <Q1 6 ) (Q2 6 ) ((J3 6 ) 44 6 45 6

com gq; € Zer; €{0,1,2,3,4,5}, para i = 0,1,2,3,4,5. Agora, suponhamos que para
20, 21, 22, 23, 24, Z5 quaisquer, a pode ser escrito como

1+63 4+ 36 + 262 + 6*
a:zo+210+2292+23< + >+Z4< 30 - >+

2 6
(49-%3924—203+-05>
+Z5 6
z3  4zy 324 425) ( 224 3,25) 9
= A i e RO ! et el I
(2’0+2+6>+(21+6+6 + 2’2+6+6 +

z3 225\ .3 <Z4) " (25> 5
=4+ 20 =)0 =) 6°.
+ ( 2 + 6 > + 6 + 6

Comparando as maneiras de escrever o obtemos as seguintes relagoes

Zo—i—%%—%:%—%%(l)»
Z1+%+%:q1+%(2),
zQ+%+%:q2+%2(3),
% 225 :q3+%3 (4),
S—u+g O
%:%-F%E)(@

2 6 6

um base integral se, e somente se, zg, 21, 22, 23, 24,25 € Z. Assim, respeitando a con-
dicdo de ; € {0,1,2,3,4,5}, para i = 0,1,2,3,4,5, segue que o conjunto citado é uma
base integral, nas seguintes condigoes.

3 2 4 9 3 5
Logo, o conjunto {1,0,927<1+9 >’<4+39—|—20 + 6 >’<49+39 120340 )} )

(a) De (6), segue que z5 = 6¢5 + 5. Assim,
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]r5:0,1,2,3,4 ou 5.\

(b) De (5), segue que z4 = 6g4 + r4. Assim,
]m =0,1,2,3,4 ou 5.\

-2
(c) De (4) e (6), segue que z3 = 2q3 — 4q5 + % Assim,

"I"g = 2r5(mod 3). ‘

ro — 27“4 — 37“5

(d) De (3), (5) e (6), segue que zo = g2 — 2q4 — 3q5 + 5 . Assim,
‘7’2 = 2r4 + 3r5(mod 6)‘
r — 3?”4 — 47“5 .
(e) De (2), (5) e (6), segue que 21 = q1 — 3q4 — 4q5 + ————— . Assim,

6

‘7“1 = 3r4 + 4r5(mod 6)‘

rog — 13 — 4rg + 2rg

5 . Assim,

(f) De (1), (4) e (5), segue que zp = qop — g3 — g4 +

‘7‘0 = r3 + 4ry — 2r5(mod 6). ‘

Deste modo, as possiveis solugoes sao dadas por

s1 = (0,0,0,0,0,0), sgs = (0,0,3,0,0,3), se7 = (0,3,0,0,3,0), ses = (0,3,3,0,3,3),
seo = (3,0,0,3,0,0), s70 = (3,0,3,3,0,3), s11 = (3,3,0,3,3,0), s12 = (3,3,3,3,3,3),
s73 = (0,2,0,4,0,2), s74 = (0,4,0,2,0,4), s75 = (2,0,4,0,2,0), s7¢ = (2,2,4,4,2,2),
sro= (2,4,4,2,2,4), s = (4,0,2,0,4,0), s79 = (4,2,2,4,4,2), sso = (4,4,2,2,4,4),
ss1 = (0,1,0,2,3,4), sg2 = (0,1,3,2,3,1), ss3 = (0,2,3,4,0,5), ss4 = (0,4,3,2,0,1),
sss = (0,5,0,4,3,2), ss¢ = (0,5,3,4,3,5), ss7 = (1,0,2,3,4,0), sgg = (1,0,5,3,4,3),
sgg = (1,1,2,5,1,4), sg9 = (1,1,5 5,1,1), sg1 = (1,2,2,1,4 2), sg2 = (1,2,5,1,4,5),
so3 = (1,3,2,3,1,0), sgs = (1,3,5, 3,1,3), sgs = (1,4,2,5,4,4), sg6 = (1,4,5,5,4,1),
Sg7 = (1,5,2,1,1,2), sgs = (1,5,5,1,1,5), sg9 = (2,0,1,0,2,3), s100 = (2,1,1,2,5,1),
S101 (2,1 5,4), 5102 = (2,2,1,4 2 5), 5103 — (2 3,1,0 5 3) 5104 = (2,3,4,0,5,0),
S105 = (2,4, 2,1), S106 — (2,5 1 4 5 5), S107 = ( 5 4 4 5 2) S108 = (3,1,0,5,3,4),
S$109 = (3,1 3, 1), 5110 — (3,2 0,1,0 2), S$111 — ( 3,2 3,1,0 5), S112 = (3,4,0,5,0,4),
S113 = (3,4 3 5 0, 1), S114 = (3,5 0,1,3 2), S115 = (3,5 3,1,3 5), S116 = (4,0,5,0,4,3),
S117 = (4,1,2 2 1,4), 5118 — (4,1,5 2 1,1), $119 — ( ,2 5 4 4 5), S$120 = (4,3,2,0,1,0),
s121 = (4,3,5,0,1,3), s120 = (4,4,5,2,4,1), s123 = (4,5,2,4,1,2), s124 = (4,5,5,4,1,5),
S125 = (5 0,1,3 2,3), 5126 — (5 0 4 3 2 0), S127 = (5,1,1 5 5 1), 5128 = (5,1,4,5,5,4),
S129 = (5 2,1,1,2,5), $130 — (5 2 4,1,2 2) S131 (5 3 3,5,3), S132 = (5,3,4,3,5,0),
s133 = (5,4,1,5,2,1), s134 = (5,4,4,5,2,4), s135 = (5,5,1,1,5,5) e s136 = (5,5,4,1,5,2).

5. Valores de r;’s para que a base integral seja

2 4 3 5
{1,9,02793,<1+93+'9 >’<0+03+0 )}

Neste caso, consideramos « o elemento genérico que escolhemos inicialmente. Pela Equa-
¢ao (7.2), segue que

- 0+ 202 + g30° + ub* +qs0° + 0 + Lo 2p2 4 B3 Tape | Tops
a=qo+ q10 +q20" + q30” + q40" + g5 +6+6+6 6 +6 +6

(T n r2) g2 s 4o Y g
—(qO+6>+(Q1+6)9+(QQ+6>0 +(Q3+6)9 +(Q4+6>0

+(Q5+ 6)95
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com ¢ € Zer; €{0,1,2,3,4,5}, para i = 0,1,2,3,4,5. Agora, suponhamos que para
20, 21, 22, 23, 24, 25 quaisquer, o pode ser escrito como

1+92+94>+z <9+93+95>
Lrrr o o i

Q
I

3 3

_ 4 z g2 BN (HA gt () g
—<ZO+3>+<Z1+3>9+<22+3>9 +<23+3>9 +(3)9 +<3)9.

Comparando as maneiras de escrever o obtemos as seguintes relagoes

20 + 210 + 2202 + 230° + 24 (

ZO“‘%—QO“‘% (1),
Z1+%=Q1+% (2),
ZZ‘F%?—QQ‘F% (3),
aty=aty (@)
S=ut g (6)e
2 =g+ (6)
Logo, o conjunto {1,9,92,93, (1 + 9; i 94) , (0 i 9; i 05)} é uma base integral se, e

somente se, 2o, 21, 22, 23, 24, 25 € Z. Assim, respeitando a condicao de r; € {0,1,2,3,4,5},
para ¢ = 0,1,2,3,4,5, segue que o conjunto citado é uma base integral, nas seguintes
condigoes.

(a) De (6), segue que z5 = 3¢5 + %5 Assim,

\rg,:o,z ou4.\

(b) De (5), segue que z4 = 3q4 + 2—4. Assim,

‘7'4 =0,2 ou 4.‘
(c) De (4) e (6), segue que 23 = g3 — q5 + i g o, Assim,
(d) De (3) e (5), segue que 22 = g2 — q4 + 2o Assim,
Ty = Ty4.
(e) De (2) e (6), segue que z1 = q1 — q5 + o g k3 Assim,
(f) De (1) e (5), segue que 2o = qo — q4 + ALY Assim,

<

=}
ICD

<

=

Deste modo, as solugbes possiveis sao dadas por

§1 = (07070707070)7 S58 = (072707270a2)7 S59 = (07470747074)7 S60 = (2a072707270)7
se1 = (2,2,2,2,2,2), se2 = (2,4,2,4,2,4), se3 = (4,0,4,0,4,0), ses = (4,2,4,2,4,2) e
S5 — (4,4,4,4,4,4).
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6. Analise dos valores de r;’s para que a base integral seja

1463 0+ 64 62 + 65
2
{17€’9’< 2 >’< 2 )’( 2 '

Neste caso, consideramos « o elemento genérico que escolhemos inicialmente. Pela Equa-
cao (7.2), segue que

Oé:QO+Q19+Q292+CI393+Q494+Q595+%04—%0+%92+%93+%94+%95:
To | 2 2 3 3 T4\ pa 5 5
= = e 20 36 1o ) e,
(QO+6)+<Q1+6) +<QQ+6> +<Q3+6> +<Q4+6> +<Q5+6>

com q; € Zer; €{0,1,2,3,4,5}, para ¢ = 0,1,2,3,4,5. Agora, suponhamos que para
20, 21, 22, 23, 24, 25 quaisquer, « pode ser escrito como

5 14 6° 6+ 64 6+ 6°
o= zp+ 210 + 200° + 23 5 + 24 5 + z5 5

_ <3 Z4 Y2, (B3 L (Aot (5B o
—<ZU+2>+<21+2>0—|—<22—|—2>(9 +<2)9 —|—<2>0 +(2>9.

Comparando as maneiras de escrever o obtemos as seguintes relagoes

Zo+%=({o+%0 (1),
zl+%—q1+% (2),
22+%—q2+%2 (3),
S =g+ (1),
S —ut T G)e
=g+ (6)
Logo, o conjunto {1,9,«92, (1 203> , (9204> , (92 —; 95)} é uma base integral se, e

somente se, 2o, 21, 22, 23, 24, 25 € Z. Assim, respeitando a condigao de r; € {0,1,2,3,4,5},
para i = 0,1,2,3,4,5, segue que o conjunto citado é uma base integral sob as seguintes
condigoes.

(a) De (6), segue que z5 = 2¢5 + y Assim,

3

(b) De (5), segue que z4 = 2q4 + . Assim,

3

(c) De (4), segue que z3 = 2q3 + ey Assim,

3

T2 —T5 .
. Assim,

(d) De (3) e (6), segue que z2 = g2 — g5 +
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T9 = T5.

(e) De (2) e (5), segue que 21 = q1 — q4 + %. Assim,

KT = T4.

(f) De (1) e (4), segue que zp = qo — q3 + TOG%T?’. Assim,

To = T3.

Deste modo, as possiveis solugoes sao dadas por

S1 = (07070707070)7 566 — (07073701(])3)7 Se7 = (07370>O>370)7 568 — (0a373707373)7
se9 = (3,0,0,3,0,0), s70 = (3,0,3,3,0,3), s71 = (3,3,0,3,3,0) e s72 = (3,3,3,3,3,3).

Nos itens (1), (2), (3), (4), (5) e (6) encontramos 136 solugdes que sdo da forma s; =
(ro,r1,72,73,74,75), com j = 1,2...,136. Ao substituir essas solugoes nas Equagoes
(7.5), (7.6), (7.7), (7.8) e (7.9) encontramos as equivaléncias de d médulo 36 de modo que
w1, We, w3, wy, ws € Z. Essa andlise sera descrita na Tabela (7.1). Devido a quantidade
de solugoes encontradas, faremos uma tabela mais resumida com o auxilio do programa
Wolfram Mathematica 11.3.

Tabela 7.1: K = Q(v/d), d livre de quadrados - casos para andlise de Ok.

Solugoes (s;) \ d = (7)(mod 36) |
S1 Vd

52, 83, S4, S5, S6, ST, S8, 59, S10, S11, S12, S13, S14,

S15, S165 S17, 518, S19, 520, S21, S22, 523, S24, S25,
526, S27, 528, 529, $30, S31, $32, S33, S34, S35, S36,
537, 538, S39, S40, S41, S42, S43, S44, S45, S46, 547,

548, 549, S50, S51, S52, S53, S54, S55, S56 € S57.
873, S74, S75, S76, S77, S78, ST9 € S80- = —10, —1, 17

QL
|
—

581, 582, 583, S84, S85, S86, 587, 588, 589, 590, S91,
592, 593, S94, S95, 596, S97, 598, S99, $100, S101,
5102, 5103, S104, 5105, S106, S107; S108, S109,

5110, S111, S112, S113, S114, S115, S1165 S117, d=17
5118, 5119, S120, S121, S122, 5123, S124, 5125,
5126, S127, S128, 5129, S130, S131, S132, S133,
5134, 5135 € 5136-
558, S59, S60, 561, S62, 563, S64 € S65- =-17,1,10
566, S67, S68, S69, S70, S71 € S72. =—15,-11,-7,-3,1,5,13,17

Fonte: Elaborada pela autora.

Na Tabela (7.1), a célula “Vd” nao inclui as equivaléncias nao livre de quadrados,
uma vez que d é livre de quadrados. Para estabelecer o anel dos inteiros algébricos,
relacionamos as informagoes obtidas das possiveis bases integrais nos itens (1), (2), (3),
(4), (5) e (6) com as informagoes da Tabela (7.1). Logo,
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1. Para d # +1,+17,+10,—15,—11,—7, =3, 5, 13(mod 36) exclusivamente, a solugao

¢ s1. Para esta solugao uma base integral é dada por
{1, 0,02 0% 0%, 95} :

. Para d = 1(mod 36) exclusivamente, as solugoes sao s, S3, S, S5, S¢, S7, Ss, S9, S10,
S11, 812, 513, S14, S15, S16, S17, 518, $19, 520, S21, S22, S23, S24, 525, 526, S27, S28, 529, S30,

831, 832, 533, 534, S35, 536, S37, 538, 539, 540, S41, S42, 543, S44, 545, S46, 547, S48, 549, S50,
S51, S52, S53, Ss4, S55, S56 € Ss7. Para estas solugdes uma base integral é dada por

{1992 <1+93> <4+39+492+64> <3+40+392+63+65>}

2 6 6

. Para d = —10,—1(mod 36) exclusivamente, as solugoes sdo s73, S7a, S75, S76, ST7,
S78, S79 € Sgo. Para estas solugoes uma base integral é dada por

2 4 3 5
{1’9’92’937<1+263 + 6 >7<9+293 + 6 )}

. Para d = 17(mod 36) exclusivamente, as solugoes sao Sgi, Ss2, Ss3, Ssa, Ss5, S86, S87,

588, 589, 590, 591,592, 593, 594, S95, S96, 597, S98, 599, 5100, S101, 5102, S103, 5104, 5105,
5106, S107, S108; S109, S110, S111, S112, S113, S114, S115, S116, S117, S118, S119, $120, S121,

5122, 5123, 5124, 5125, 5126, 5127, 5128, 5129, 5130, S131, S132, S133, S134, S135 € S136. Para
estas solugoes uma base integral é dada por

{1 0 02 <1+93> <4+39+202+e4> (40+392+293+05>}
7 7 Y 2 Y 6 Y 6 *

. Para d = —17,10(mod 36) exclusivamente, as solugoes sao Sss, Sz, Se0, S61, S62, 563
Ses € Sg5. Para estas solugdes uma base integral é dada por

2 4 3 5
{1707927937<1+03+9 >’<8+93+0 )}

. Para d = —15,—11,—-7,-3,5, 13(mod 36) exclusivamente, as solu¢des sao Seg, Se7,
Ses, S69, S70, S71 € S72. Para estas solugdes uma base integral é dada por

Lo (LEON (0607 (0240
Y ? 2 Y 2 ? 2 :

Portanto, o anel dos inteiros algébricos de K é dado por

7.+ 70 + 70% + 76> + 70* + 7.6°, se d # +1,+17,+10, —15, —11, -7, —3,5, 13(mod 36)
Z+ 20 +70% + L (52 + 7 (H30HI0°500) 7 (SH0030040°) g d = 1(mod 36)
Z+ 20 + 0% + Z6° + I (H200) 4 7 (B2640°) se d = 10, ~1(mod 36)

L+ 20+ 20 + 7 () 4 7 (L0200 g (00305020°46°) e 4 = 17(mod 36)
Z+ 20+ 20% + 26° + I (1050 ) 4 7, (90550 | se d = —17,10(mod 36)
Z+70+76° + 7 (B5) + 2 (H2) + 2 (£52) , se d = —15,~11,~7,-3,5, 13(mod 36),

0 que prova o teorema.

Exemplo 7.3.2. Seja K = Q(0), com 0 = /7. Como d = 7 ¢ 7 = 7(mod 36), pelo

Teorema 7.3.1, seque que o anel dos inteiros algébricos desse caso é dado por

Ox =7+ 76 + 70>+ 70° + 7.0* + 7.6°.
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7.3.2 Norma, traco e discriminante em Q(v/d)

Nesta secao, apresentamos a norma, o trago e o discriminante em K = Q(\‘E’/E), com d
um inteiro livre de quadrados.

Proposicao 7.3.2. Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d € 7 livre
de quadrados e o = ag+ a0 + a0 + a30® + a,0* + as0° € K, com ag, ay, as, as, as, as € Q.
O trago de a € calculado por

Tr(a) = 6ay.

Demonstracao. Na Proposicao 7.3.1, calculamos o polindbmio caracteristico de «, e assim,

pela Observacao 2.3.6, segue que
Tr(a) = 6ag,

0 que prova a proposicao. O

Proposicao 7.3.3. Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d € 7 livre
de quadrados e o = ag+ a10 + a20? + a30® + a,0* + as0° € K, com ag, ay, as, as, as, as € Q.
A norma de o € calculada por

N(a) = al + (—ab + 6agatas — Yata2a + 2a3a — 6a2aias + 12a3a,aza5 — 3apas+

+ 6a3a’ay — 6agasay — 6agayas)d + (a$ — 6aiasas + 9aiasa3 + Gagasas — 2a’a;—
— 12apa1aza3 + 3ajaz + 6aiasas — 6agazay — 12aiazazay + 18agaiazay + 3ajai+
+9agazal — 18akayazal + 2alal — 6a’azas + 12apara3as + 6ajazas — 18aa3azas—
— 12apaiasas + 12a5azasas + Yajaias + 6ajazai)d* + (—a$ + 6azazas — 9aza3a;—

— 6ayasa; + 2a3a; + 12a1aza3a; + 6agazal — 3atay — 6agasay — 6asasas + 6ajazas+
+ 12a2a3a4a5 — 12a0a3a4a5 — 18a1a2a4a5 + 12a0a1a4a5 3a2a5 Qa%agag—l—
+ 18a0a2a§a§ + 18atagasai — 9ajajai — 2aia; — 12apayazas — 6ajazal)d*+
+ (a§ — 6azajas + 9azaia: + 6azaiai — 2a3a; — 12azazaqa3 — 6aiaja; + 3asas+
+ 6ayazas + 6agasaz)d* + (—al)d’.

Demonstracao. Na Proposicao 7.3.1, calculamos o polinémio caracteristico de a, e assim,
pela Observacao 2.3.6, segue que

N(a) = al + (—a$ + 6agatas — Yajaias + 2aias — 6ajasas + 12a3a azas — 3agaz+
+ 6agaia, — 6agazay — 6agayas)d + (a — 6aiasas + 9aiaza3 + Gagasa; — 2a3a;—
— 12apa1aa3 + 3alas + 6a2asas — 6a0a2a4 12a3asazay + 18apaiaiay + 3ajai+
+ 9a3agai 18a0a1a3a4 + 2a0a4 6a’ a2a5 + 12a0a1a2a5 + 6a1a3a5 — 18a0a2a3a5—
— 12apaiasas + 12a5azasas + 9ajaiai + 6ajazas)d® + (—a$ + 6azazas — 9azaiai—

— 6ayasa? + 2a3a 4+ 12a1aza3a3 + 6agaia’ — 3ala) — 6agasa — 6asadas + 6ajazas+

3 2 2 2

+ 12a5a3a4a5 — 12a0a3a4a5 18a1a2a4a5 + 12a0a1a4a5 3a2a5 9ajazaz+
2 2 2 2.2 2 3
+ 18agagazaz + 18ajasasa; — Yagaiai — 2ajai — 12aparasas — 6agazas)d®+

+ (a$ — 6asajas + 9azaia? 4 6asaia? — 2a3ad — 12asa3a4a3 — 6a1a3ad + 3aias+
+ 6ayazas + 6agagaz)d* + (—ad)d’,
0 que prova a proposicao. ]

Exemplo 7.3.3. Seja K= Q(0), com 0 = /T e a =1+ 2(vV7)° € K.
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a) Pela Proposicio 7.3.2, seque que o trago de a € calculado através da identificagao
dos valores ag =1, ay =0, a3 =0, a3 =0, ag =0, a5 = 2, e d = 7 e substituicdo
direta. Logo, Tr(a) = 6.

b) Pela Proposicao 7.5.3, seque que a norma de a é calculado através da identifica¢io
dos valores ag =1, a; =0, ap =0, a3 =0, ay =0, a5 = 2, e d = T e substituicao

direta. Logo, N (a) = —1075647.

Proposicao 7.3.4. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d € 7 livre
de quadrados. O discriminante do anel dos inteiros algébricos Ok de K é dado por

466564°, se d # +1,+17,+10, -15, 11, —7, —3, 5, 13(mod 36)
9d°, se d = 1,17(mod 36)

576d°, se d = —17,—10, —1,10(mod 36)

729d°, se d = —15, —11, 7, —3,5, 13(mod 36).

D(K) =

Demonstragao. Pelo Teorema 7.3.1, segue que o anel dos inteiros Ok de K é dado por

7+ 70 + 70% + 703 + 70* + 7.6°, se d # +1,+17,+£10, —15, —11, -7, 3,5, 13(mod 36)

Z+ 20 +70% + Z (52 ) + 7 (30000 | 7 (SH00L00°) | go d = 1(mod 36)

L+ 20+ Z6° + 20° + 7 (H2H0) 4 7, (P2000) se d = 10, ~1(mod 36)

L4720 +70% + 2 (L0 + 7, (430120400 . 7 (4030520°50° ) ge 4 = 17(mod 36)

Z+ 20 + 0% + 26° + I (H0E0) 4 7 (#050%) s d = ~17,10(mod 36)

Z+70+70%+7 (%) +Z (9394) (92+0"’) ,sed=—15,—11,-7,—3,5,13(mod 36).
)

Assim, uma base integral (base de Ok sobre Z) admite as possibilidades.

1. Se d # +1,+17,+£10,—15, —11, -7, -3, 5, 13(mod 36), a base integral é dada por
{1,0,0% 0% 0, 6°}.

2. Se d = 1(mod 36), a base integral é {1, 0,02, 1+293, 4+39+g92+94, 3+49+3962+93+65 }

3. Se d = —10, —1(mod 36), a base integral é {1, 0,62 63, 1+2932+94, 9+2933+95 }

4. Se d = 17(mod 36), a base integral é {1, 9,02, 1+293, 4+36+6292+04, 49+392J6“293+95 }

5. Se d = —17,10(mod 36), a base integral é {1, 0,62 03, 1+9§+947 ‘9++g3+95 }

6. Sed = —15,—11,—7,-3,5,13(mod 36), a base integral é {1 0,02, 1+93, 9294, 924595 }
Pela Proposicao 2.6.8, segue que

0, se k=1,2,3,4,5
Tr(0%) = { 6d°, se k =6s, com s € N, (7.11)
0, se k> 6 e k # 0(mod 6)

Logo, Tr(1) = 6, Tr(0) = 0, Tr(#?*) = 0, Tr(0®) = 0, Tr(0*) = 0, Tr(°) = 0,
Tr(d) = 6d, Tr(07) =0, Tr(6®) =0, Tr(¢°) = 0 e Tr(0'° = 0. Agora, analisamos o
discriminante para cada possibilidade da base integral.
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1. Sed # +1,+17,£10, —15,—11, —7,—3,5, 13(mod 36), entdo a base integral é dada

por {1,0,6% 63 6% 65}. Assim, usando as propriedades de traco e as informacoes
obtidas da Equagao (7.11), segue que

(6%)
0% Tr03) TrOY Tr@) Tr(d)
9 03 pd a5\ Tr0%) Tr@) TrOY) Tr@) Tr(d) Tr")
DOL6O%6L0L0) =det | o g9) To(9%) To(6) Tr(d) Tr(®") Tr(6%)
Tr(04) Tr(@) Tr(d) Tr@") Tr@) Tr%
(6’5) Tr(d) Tr@) Tr@®) Tr6°) Tr69°)
60 0 00 0O 0 0 0 6d
O 0 0 0 O
0O 0 0 0 6d O 0 0 0 62 0
= det 1+16det 0O 0 6d 0 O
0 0 0 6d 0 O
0 6d 0 0 O
0 0 6d 0 0 O 6d 0 0 0 0O
0 6d 0 0 0 O
0 8 0 0 od
o (_1\145 144
= 6.(~1) 6. det | o 0 o — 36d.(—1)"+.6d. det éz i? 8
6d 0 0 O

= 46656d°.

2. Se d = 1(mod 36), entao a base integral é {1 0,62, 1+93, 4+39+§‘92+e4, 3+49+3962+93+95
Assim, usando as propriedades de trago e as informagoes obtidas da Equagao (7.11),
segue que

6 00 3 4 3
000 O 0 d
5 000 O d 0
D(1,9,¢92, 129374+39+6402+9473+49+3%2+93+9 ) — det 3 0 0 s ) srd
2 2
40d 2 34 244
d d
3.d 0 3 244 M
6 00 3 4 600 3
000 O d 3 0 0 33
= (=1)>*Sd.det| 3 0 0 ¥ 2 | =d(-1)*"d 2
2 4 4 0 d 2
40 d 2 M
g o3 3 d 0 34
3.d0 3¢ 2+4d 2
6 0 3
= —d?(-1)*2.d.det | 3 0 2 | =945
4 d 2
= 5 ; 4 024+6* 0+203+0°
. Se d = —10,—1(mod 36), entdao a base integral é {1,9,92,63, L2040 04264 }

Assim, usando as propriedades de trago e as informagoes obtidas da Equagao (7.11),
segue que
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6 0 0 0 2 O
0 0 0 0 0 2
2 g4 3 g5 0 0 0 0 24 O
D(1,9,82,93,1+293+9,9+293+9):det 00 0 6d 0 ad
2 0 2d 0 2 4
020 0 0 % 4d
6 0 0 0 2 6 0 0 0
0 0 0 0 2d 00 0 6d
= (=1)>T%2d.det | 0 0 0 6d 0 | =2d.(—1)>5.2d.det
9 2 0 2d 0
2.0 24 0 4 0 2d 0 4d
0 2d 0 4d <
0 0 6d
= —4d*>.(-1)*26.det [ 0 2d 0 | =576d°.
2d 0 4d
4. Se d = 17(mod 36), entao a base integral é {1, 0,02, 1+293, 4+39+6292+94, 49+392g293+95 .
Assim, usando as propriedades de trago e as informagoes obtidas da Equagao (7.11),
segue que
6 0 0 3 4 0
000 O 0 d
D(1,9,92, 1+293’4+30+6292+94’40+362J5263+65):det g 8 8 ?’Jg”d g 2
40d 2 =¥ 4
0 d 0 d d 2d
6 0 0 3 4 600 3
000 O d 343d
= (—1)*>"S.d.det | 3 0 0 ¥ 2 | =d(-1)*7P.d. det 300 57
40 d 2 =2 1 0d
3 0 d 0 d
0 d 0 d d
6 0 3
= —d*(—1)"2.d.det | 3 0 234 | =94
4 d 2
5. Se d = —17,10(mod 36), entdo a base integral é {1,9,92,93, 1+9§+94, 9**%3”5}.
Assim, usando as propriedades de trago e as informacoes obtidas da Equagao (7.11),
segue que
6 0 0 0 2 0
0O 0 0 0 0 2
1402104 3 g5 0 0 0 0 2d O
D(1,9,92,93, +93+9 ’9++§ +6 ) — det 0 0 0 6d 0 o
2 0 2d 0 M
0 2d 0 2d 0 2d
6 0 0 0 2 6 0 0 0
0 0 0 0 2 00 0 6d
=(-1)**%2d.det | 0 0 0 6d O = 2d.(—1)*">.2d. det
944d 2 0 24 0
2024 0 5% 0 2d 0 2d
0 2d 0 2d O
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0 0 6d
= —4d®.(=1)"*'6.det | 0 2d 0
2d 0 2d

6. Sed=—15,—
{1 0, 02 1+93 0+04 92+95

) = 576d°.

—7,-3,5,13(mod 36), entdo podemos concluir que a base integral

5 } Assim, usando as propriedades de traco e as informa-

¢oes obtidas da Equagao (7.11), segue que

o2 02

D(l 0, 92 1+93 0+6* 92+05) det

o w
U

o O O
w

= (—1)2%6.3d. det

O O W oo
w
SH

OOM‘

+ o

0
0 3
3d

= —9d2.(—1)42.3d. det

w
-~ \&OOOO
]

S W

Logo, da analise dos itens (1), (2), (3), (4)

466564, se d % +1,+17, 10,

9d°, se d = 1,17(mod 36)
576d°, se d = —17, —10
729d°, se d = —15, —11

D(K) =

0 que prova a proposicao.

6 0 0 3 0 0
00 0 0 0 3d
00 0 0 3d 0
3.0 0 ¥ 0 0
00 3 0 0 3d
03 0 0 3d 0
0

3d

0 | =3d.(—1)*5.3d. det
0

3d

)729d5

ow\

~15,—11

,—1,10(mod 36)
,—7,—3,5,13(mod 36),

, (5) e (6), segue que

SO WD

w
SH

o O O

,—7,—3,5,13(mod 36)

w
SRR =)

w
o OM‘jO w
QU

O

Exemplo 7.3.4. Seja K = Q(0), com 6 = /7. Como d = 7 ¢ 7 = 7(mod 36), pela

Proposigao 7.5.4, seque que o discriminante é dado por D(K) = 784147392.

Observacgao 7.3.1. Para K = Q(#) um corpo de nimeros, onde § = v/d, com d € 7Z
livre de quadrados, podemos calcular o discriminante da base potente {1,0,62 63 6% 65}
através do polinémio minimal p(x) = 2% — d, e assim, utilizando o Coroldrio 2.5.4, seque

que

D(1,0,0%,6%,0,6°) = (~1)

6 +6+2

[66(16 1]

46656d°.






8 Reticulados Algébricos

Os reticulados sao subgrupos de pontos do R™ que aparecem em diversas aplicagoes
com destaque na teoria de codigos corretores de erros na criptografia. O estudo dos reti-
culados esta condicionado ao problema geométrico chamado empacotamento esférico que
consiste em cobrir o espago R" com esferas de mesmo raio que apenas se tangenciam. Du-
rante o Congresso Internacional de Matematica em Paris no ano de 1900, David Hilbert
citou a questao dos empacotamentos esféricos como sendo o 18° Problema de uma lista
seleta de desafios que viriam ocupar destaque no desenvolvimento da ciéncia moderna.
Atrelado diretamente aos capitulos anteriores, neste momento, o objetivo é apresentar a
estrutura dos reticulados sobre o R™ e obtermos aplicagoes nas extensoes via corpos de ni-
meros através do homomorfismo de Minkowski (homomorfismo canénico). As referéncias
utilizadas neste capitulo sdo [3] e [5].

8.1 Reticulados no R"

Nesta secao, apresentamos o conceito de reticulados no R™ e alguns de seus parametros
como matriz de Gram, volume, raio de empacotamento e densidade de centro.

Definicao 8.1.1. Sejam V' C R"™ um espago vetorial de dimensao finita n sobre o corpo R
€ Uy, Vg, ..., Uy vetores de V linearmente independentes sobre R, com m < n. O conjunto
dos elementos de V' da forma

AB:{I:ZGivi|QiEZ},

i=1
¢ chamado de reticulado com base B = {vy,vs,...,0,}. Se m = n, o reticulado Ag é

chamado um reticulado completo.

Observacao 8.1.1. Em outras palavras, um reticulado é um Z-modulo livre de posto
finito contido no R™, onde a base € linearmente independente sobre R. Assim,

AB:ZU1+Z02+"'+ZUm.

Observagao 8.1.2. Quando a base do reticulado estiver bem fixada, podemos simples-
mente adotar a notagdo do reticulado como A. Em geral, trabalhamos com um reticulado
completo, ou seja, quando m = n e por convengdo os reticulados completos serao chama-
dos apenas de reticulados.

Exemplo 8.1.1. Sejam o espago R? € o reticulado A = {a(1,0) + b(0,1)|a,b € Z}, cuja
base € a base canonica {(0,1),(1,0)}. Assim, A = Z* e € ilustrado geometricamente na
Figura (8.1).

141
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Figura 8.1: Ilustracao do reticulado A = Z2.

Fonte: [3], p.182.

Um reticulado pode ter mais que uma base, e assim, a préxima proposicdo é uma
condicao necessaria e suficiente para dizer se um conjunto de vetores linearmente inde-
pendentes sobre R é uma base do reticulado em questao.

Proposicao 8.1.1. Sejam A C R"™ um reticulado e B = {vy,va,...,v,} uma base de A.
O conjunto C' = {wy,ws, ..., w,} C A de vetores linearmente independentes sobre R tal
que

n
w; = Z a;jvj, com a;; € 4,
j=1

¢ uma base de A se, e somente se, det(a;;) = £1.

Demonstragdo. Por hipotese os elementos de C' podem ser escritos como combinacao linear
da base B, ou seja,

n
w; = Z a;;vj, com a;; € 7,

Jj=1

Na forma matricial, segue que

w1 apn @2 - Qin U1

W2 Qg1 Q22 -+ d2p V2

—= . s

W, Ap1 Qp2 *°  App Un
e assim, C' = {wy,ws,...,w,} é uma base de A se, e somente se, det(a;;) = £1, ou seja,
a matriz mudanca de base é inversivel. O

Proposicao 8.1.2. O conjunto dos pontos de um reticulado A C R™ € discreto.

Demonstra¢io. Suponhamos B = {vy,vs,...,v,} uma base para o reticulado A. Con-
sideramos o sistema linear homogéneo com n — 1 equagoes e n incognitas dado por
(x,va), (x,v3),...,(x,v,), com x # 0. Esse sistema deve possuir uma solu¢ao = nao nula.
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Se (z,v1) = 0, entdo o vetor = é ortogonal a todos os vetores de B, o que é impossivel uma

x
vez que = # 0. Portanto, (x,v;) # 0. Por outro lado, o vetor s; = ﬁ também ¢é or-
T, U1

togonal a cada vy, vs, ..., v, e satisfaz (s1,v1) = 1. Generalizando, para cada i=1,2,... n,

segue que existe um vetor s; tal que (s;,v;) = 1 e (s;,v;) = 0 se i # j. Consideramos
n

z =Y av; € A, com a; € Z tal que z pertence a uma bola de raio r. Logo, a; = (z, s;),
i=1

e pela inequacao de Cauchy-Schwartz, segue que ||a;|| = [[(z, s)l| < |Iz]ll|sil] < 7|si]]-

Como r||s;|| ndo depende de z, segue que existe um ntmero finito de possibilidades para

a;. Portanto, o conjunto de todos os z € A tal que ||z|| < r é finito. Isso prova que a

intersecao de A com qualquer compacto de R™ é finito. Portanto, os pontos de A nao sdo

pontos de acumulagao. O

Definicao 8.1.2. Sejam A C R"™ um reticulado e B = {vy,vs,...,v,} uma base de A. O
conjunto dado por

i=1

¢ chamado de regidgo fundamental do reticulado A.

Observacao 8.1.3. Quando a base do reticulado estiver bem fizada, podemos simples-
mente adotar a notacao da regidgo fundamental como P.

Exemplo 8.1.2. A regigo fundamental do reticulado A = {a(1,0) + b(0,1) | a,b €
Z} = 7Z* (Ezemplo 8.1.1) é o conjunto P = {x = A (1,0) + X2(0,1)[0 < Ay, Ay < 1}
Na Figura (8.2), a regidgo fundamental é limitada pelos vértices do quadrado hachurado

{(0,0),(0,1), (1,0), (1, 1)}.

Figura 8.2: Ilustracao da regiao fundamental do reticulado A = Z?2.

Fonte: Adaptado de [3], p.183.
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Defini¢ao 8.1.3. Sejam A C R™ um reticulado e B = {vy,vq,...,0,} uma base de A.

Para v; = (vi1, V52, ..., Un), comi=1,2 ... n consideramos a matriz M dada por
V11 V12 0 Uin
M— V21 V22 -+ U2p
Unl VUn2 - Unpp

1. A matriz M é chamada de matriz geradora do reticulado A.
2. O volume do reticulado A é definido por Vol(A) = Vol(P) = | det(M)].
3. A matriz G = M'M ¢é chamada de matriz de Gram do reticulado A.

4. O determinante do reticulado A ¢ definido como o determinante da matriz G,
ou seja, det(A) = det(G). O determinante do reticulado A também é o quadrado do
volume da regido fundamental de A, ou seja, det(A) = (Vol(P))2.

As matrizes geradoras de um reticulado podem ser diferentes de acordo com a base
escolhida. Assim como as matrizes de Gram, elas sao simétricas, mas podem ser diferentes
caso mude a base ou a matriz geradora de um mesmo reticulado. Por isso, as proximas
proposigoes justificam as defini¢des de volume e determinante do reticulado A, pois ambas
independem da escolha das matrizes geradoras e matrizes de Gram.

Proposicao 8.1.3. Seja A C R™ um reticulado. Se M e M' sao matrizes geradoras de
A em relagio as bases B e C, respectivamente, entdo | det(M)| = | det(M’)].

Demonstragdo. Seja E a matriz mudanca de base de B a C. Consideramos M e M’ as
matrizes geradoras de A em relacdo as bases B e C, respectivamente. Logo, M’ = EM e
como |det(FE)| = 1, pelas propriedades de determinante, segue que

| det(M')| = |det(EM)| = |det(E) det(M)| = |det(E)|| det(M)| = | det(M)].
Portanto, | det(M)| = | det(M’)]. O

Proposigao 8.1.4. Seja A C R™ um reticulado. Se G e G' sao as matrizes de Gram de
A em relagdo as bases B e C, respectivamente, entio det(G) = det(G').

Demonstragdo. Seja E a matriz mudanca de base de B a C. Consideramos M e M’ as
matrizes geradoras de A em relacdo as bases B e C, respectivamente. Logo, M' = EM e
como |det(E)| = 1, pelas propriedades de determinante, segue que

det(G") = det((M')'M') = det(M'E'EM) = det(M") det(E") det(E) det(M) =
= det(M")|det(E)|det(M) = det(M") det(M) = det(M*M) = det(G).

Portanto, det(G) = det(G"). O

Um empacotamento esférico é a disposicao de esferas de mesmo raio no espacgo eucli-
diano n-dimensional de tal modo que a intersecao de duas delas tenha no maximo um
ponto (as esferas sao tangentes). Um problema associado ao empacotamento esférico é o
de dispor essas esferas no espago, de modo que elas ocupem a maior fragdo desse espaco,
ou seja, que esta distribuicao tenha alta densidade.
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Em um empacotamento associado a um reticulado A as esferas sao centradas nos
pontos de A e necessitam terem raio maximo. Para a determinacao deste raio, fixamos
um nimero real k& > 0 e o conjunto {z € R" : ||z|| < k} N A. Como o conjunto
{z € R : ||z|| < k} é compacto (fechado e limitado em R™) e A é um discreto, a
interseccao desses conjuntos admite ponto de minimo. Entdo podemos definir o nimero

Apin = min{||A]| : A € A e XA #0}.
Definicao 8.1.4. Sejam A C R™ um reticulado e Ay, = min{||A]| : A € A e A # 0}.
1. O nimero (Amin)? € chamado de norma minima de A.

2. O maior raio para o qual € possivel distribuir as esferas centradas nos pontos de A

. min . , .
e obter um empacotamento é p = — e assim, p é chamado de raio de empa-

cotamento de A.

Definicao 8.1.5. Sejam A C R™ um reticulado e p o raio de empacotamento A. Conside-
ramos B(0, p) a esfera de centro na origem e raio p. A densidade de empacotamento
associada a N € definida por

B Volume da esfera ~ Vol(B(0,p))
~ Volume da regido fundamental — Vol(A)

A(A)

Observacao 8.1.4. Pelas consideracoes feitas na Definicao 8.1.5, observamos que € pos-
stvel mostrar que Vol(B(0, p)) = Vol(B(0,1))p™ utilizando recursos de integracio em R™,
ou seja,

Vol(B(0,1))p™
A(A) =

() Vol(A)

Como Vol(B(0,1)) é um valor fixo em cada dimensio n, seque que o problema do empa-
cotamento associado a A se reduz ao estudo de maximizar o parametro

Definicao 8.1.6. Sejam A C R"™ um reticulado e p o raio de empacotamento A. O
parametro

é chamado de densidade de centro de A.

Observacao 8.1.5. A densidade de empacotamento de A € igual ao produto entre o

volume da esfera com centro na origem e raio 1 e a densidade de centro §(A), ou seja,
A(A) =Vol(B(0,1))d(A).

Através dos estudos sobre os reticulados, foram encontrados a densidade de centro
considerada “alta” para cada dimensao, chamada de densidade de centro 6tima. Os
reticulados de densidade de centro 6tima de empacotamento conhecidos sao apenas nas
dimensoes 1 a 8 e 24. No nosso universo, trabalhamos com reticulados comparando as
densidades de centro 6timas nas dimensoes 2, 3, 4, 5 e 6 expressas na Tabela (8.1) obtidas
pelas literaturas existentes.
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Tabela 8.1: Densidade de centro 6tima de dimensao menor ou igual a 6.

’ Dimensao \ Densidade de centro 6tima \ Valor aproximado ‘

2 L 0, 28868
3 zi 0,17678
4 z 0, 12500
5 ﬁ 0, 08839
6 ﬁ 0,07217

Fonte: Adaptado de [17].

8.2 Reticulados algébricos

Os reticulados algébricos sao estruturas identificadas no R™ via um Z-médulo livre de
posto finito contido em um corpo de nimeros K. Nesta se¢do, apresentamos uma maneira
de obter reticulados através da Teoria Algébrica dos Nuimeros na imersao de um corpo de
nimeros K no R™ de modo que a imagem de ideais (Z-mddulos livres) no anel dos inteiros
algébricos Ok, corresponda a reticulados neste espaco.

Seja K = Q(f) um corpo de ntmeros de grau n, 6 o elemento primitivo de K e
p(z) o polindmio minimal de 6, onde d(p) = n. Pelo Teorema 2.3.2, segue que existem
exatamente n (Q-monomorfismos distintos o : K — C que fixam os elementos de Q e
que o(0) = O, onde 0; sdo as raizes de p(z), para k = 1,2,...,n e por convengao
consideramos 0, = 6.

Definicao 8.2.1. Seja K um corpo de nimeros de graun. Os Q-monomorfismos oy, para
k=1,2,...,n, recebem as sequintes nomenclaturas:

1. Se 0i(K) C R, 0o monomorfismo oy, é chamado real.
2. Se 0 (K) ¢ R, 0 monomorfismo oy, € chamado imagindrio.

Definigao 8.2.2. Seja K um corpo de nimeros de graun. O corpo K recebe as sequintes
nomenclaturas de acordo com os Q-monomorfismos:

1. Se todos os Q-monomorfismos de K sao reais, o corpo K é chamado de corpo
totalmente real.

2. Se todos 0os Q-monomorfismos de K sao imaginarios, o corpo K é chamado de corpo
totalmente imagindrio.

3. Caso contrario, se K possui Q-monomorfismos reais e imagindrios, o corpo K ¢é
chamado de corpo misto.

Consideramos r; o nimero que representa a quantidade de indices k tal que o4 (K) C K,
ou seja, sao reais. Sendo assim, n — r; é um namero par. Portanto, existe um ntmero
natural 79 tal que r| 4+ 2ry = n. Logo, vamos reordenar os (Q-monomorfismos oy,.

e Se 0(K) CR, entao 1 <k <ry.

o Se 0;(K) ¢ R, entao op4ry(K) = 04 (K), para r +1 < k <71y +719.



8.2. Reticulados algébricos 147

Pela construcgao, os primeiros r; + 7, monomorfismos determinam os tultimos r,. Logo,
para cada x € K podemos definir

ok : K — R"

8.1
z = og(2) = (01(2), ..., Orpam () € R™ x C? =~ R™ x R, (8.1)

Definicao 8.2.3. A aplicagio ox definida na Equagio (8.1) é um homomorfismo injetor
de anéis, chamado homomorfismo de Minkowski ou homomorfismo canonico de
K em R™ x R?2. Geralmente identificamos R™ x R?™2 como R™, e este homomorfismo
pode ser visto como

O-K(I) = (0‘1(1‘), s Oy (l‘)a §R(O-T’H-l(l‘))’ g(grﬁ-l(l‘))’ R §R<0-7’1-|—7"2 (l‘)), %(O’T1+r2 (l‘))),

onde R(x) representa a parte real de x e I(x) representa a parte imagindria de x.

Observagao 8.2.1. Pela teoria de Numeros Complexos, a sequinte relacao é vdlida para
x € C,
(R(@))? + ((x))* = a7,

onde T é o conjugado de x.

Exemplo 8.2.1. Seja K = Q(i) o corpo gaussiano, onde i é a unidade imagindria. Para
a=a+bi €K, coma,be Q, seque que os monomorfismos o1(a) = a + bi = id(a) e
oo(a) = a—bi = (o1()). Logo, para este caso, 11 = 0 ey = 1. Portanto, para qualquer c,
o homomorfismo de Minkowski associado a K é dado por ox(a) = (R(o1(a)), S(o1(a))) =

(a,b).

Teorema 8.2.1. Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se M C K é um Z-modulo
livre de posto n com base {ay, s, ..., a,}, entdo ox(M) C R"™ é um reticulado.

Demonstragio. Para cada j fixo, as coordenadas de ox(cy;) com respeito a base canénica
do R™ sdo dadas por

(Ul(aj)7 0 (aj)’ §R(0-7’1-|—1(aj))’ S(0-7“1-1-1(a]'))’ s 7%(0-7"1-&42(04]'))’ C“S(UTH-W (04]))) (82)

Agora, calculamos o determinante D da matriz que tem a j-ésima coluna dada pela
Equagdo (8.2), fazendo uso das seguintes formulas R(z) = =(z + 2), S(2) = —(z — 2)

para z € C e das transformagoes elementares no determinante, a saber, pela adi¢cao da
(r1 + 20)-ésima linha a sua anterior e em seguida pela subtracao da (r; + 21 — 1)-ésima

coluna da sua posterior, para [ = 1,2,--- ,r5. A matriz geradora G do reticulado é dada
por
[ o1(a1) o1 () o1(an) ]
o2(a) o) oa(an)
o (1) or () o ()
D = det | R(oy,41(a1)) R(or,11()) R(or,11(an))
S0 +1(an)) S(or+1(ay)) S(or+1(an))
R(0r, 4y (1)) R0, 40 () R0 4y ()
| S(0ry4rs (1) S0y () (4 () ]
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Assim,
1 T2 1 T2
p=(3) (5) e
onde D é a seguinte matriz
[ o1(a) o1(a;) o1(an)
o2 () o2 () oa(an)
Ory <a1> Ory (aj) Ory (an)

or+1(on) + ora(an)
ori1(on) — oy 41(an)

Ory+rg (al) + Opy4rg (al)
Ori4ry (061) = Orq4ry (a1>

e desse modo,

D

onde D é a seguinte matriz

01(041)
02(061)

Ory <a1>
Opri+1 (051) + JT1+1<a1>
Ory 1) — 0r1+1(@1)

Ori+ry (al) + Ory+ry (al)
Ory+ry (a1> = Opy4rg <a1>

Logo,

ory1() + 041 ()
UT1+1(aj) - UT1+1(aj)

Ory+ry (aj> + Opygry (aj>
Ori4ry (Oéj> = Ori4re (Oéj)

o1(ay)
oo ()

Ory (aj)
0T1+1<aj) =+ 0-7"1+1(Oéj>
Ory1(ay) — ory1(0y)

Ory+ro (O‘/j) + Opypry (O'/j)

Ory+ry (aj> = Ori4re (aj)

Ul(al)
02((11)

Ory (041)
Unﬂ(%)
0r1+1(a1)

Ori+ro (al)
L O (1)

o1(a) or(an) ]

o () oa(an)

Ory (aj) Ory (@n)
UT1+1(aj) 0-7"1+1(Oén)
Ori+1 (aj) Ory 1)
Ori+ry (ij) Or14rg (an>
Oy 4rg (O‘j) Oy g ()

Oryy1(an) + 0r 1 (an)
Oryy1(Qn) — 0ryp1(an)

Orytra () + Oy ()
Ori4ro (Oén) — Ori4ry (Oén) i

N2 1N,
() (z) e

01 (Ckn)
O'Q(Oén>

Un(an)
UT1+1<an) + Ori41 (Oén)
Ory1(0n) — 0y 1 ()

Oyt () + Oy gy ()
Ori+ry (Oén) — Ori+ry (Oén) i
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ou seja,
o) o o) o or(aw) ]
oa(e) ... oe(ay) ... oa(an)
1\ o (1) ... oney) oo op(an) N
2i) Y| o) o onalay) o onlan | T3
oralar) o omealag) o onia(an)
| Ori+2rs (1) oo Oran(@y) oo Orpan(an) i
Portanto, D = (2i)""2det(oj(c)), onde j,i = 1,...,n. Como {ay,--,®,} é uma base

de K sobre Q, pelo Corolario 2.5.3, segue que det(o;(c;)) # 0, e portanto, D # 0. Assim,
os vetores og(c;) do R™ sao linearmente independente e geram ox (M), ou seja, ox (M)
¢ um reticulado do R". H

Corolario 8.2.1. Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se M C K é um Z-maodulo

livre de posto n com base {a1,as,...,a,}, entdo o volume do reticulado ox(M) € dado
por
det(o;(a;
Vol(ow(M)) = ‘(2“))' (8.3)
Demonstrag¢io. Considerando as informagoes obtidas no Teorema 8.2.1, como {a, - -+, v, }

n
¢ uma Z-base de M, segue que m = Z aja;, com a; € Z, e portanto, m € M. Assim,

=1
ox(m) = ajo(ey), com a; € Z, ou seja, ox (M) = {Z ajo(aj);a; € Z} . Logo,
j=1 Jj=1
det(o;(ay;
Vol(oe(M) = |p| = 121,
0 que prova o corolario. O

Definigao 8.2.4. Seja K um corpo de nimeros de graun e M C K um Z-mdédulo livre de
poston. O reticulado ox (M) C R™ (Teorema 8.2.1) é chamado de reticulado algébrico.

Observacao 8.2.2. Se nao houver dividas que K é um corpo de niumeros, entdo podemos
simplesmente dizer que ox (M) é um reticulado.

Proposigao 8.2.1. Seja K um corpo de nimeros de graun. Se M C Ok é um Z-maodulo
livre de posto n, entdo

1. og(M) € um reticulado algébrico.

2. O volume do reticulado algébrico ox(M) é dado por

~IPE)[0x - M
Vol(oxg(M)) = o2 : (8.4)

3. A densidade de centro do reticulado algébrico ox(M) é dada por

27 (plox(M)))"

50'KM = .
(M) I D(K)[[Ox : M]
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Demonstragcao. Vamos provar os itens da proposicao.

1. Por hipétese, como M é um Z-modulo livre de posto n, pelo Teorema 8.2.1, segue
que o (M) é um reticulado algébrico.

2. Pelo Teorema 2.1.3, segue que existe uma base integral {as,aq,...,a,} de K e
inteiros nao nulos a, as, . . ., a, tal que {a1a1, asay, ..., a0, } é uma Z-base de M.
Logo, pelo Corolario 8.2.1, segue que

_ Jdet(i(ap)| _ |det(oi(ap)llaras - au]

Vol(o(M)) o2 ora

Como |det(o;(a;))| = /|P(K)| (pela Proposigdo 2.5.3 e por {ay,as,...,a,} ser
uma base integral) e [Ok : M] = |ajaz - - - a,|, segue que

Vol(o(M)) = VID( )2” )

3. Pela defini¢ao de densidade de centro de um reticulado e pelo item (2) desta propo-
sicao, segue que

plog(M))" _ 27(plox(M)))"

d(ox(M)) = Vol(o(M)) ID(K)|[Ok : M)

Portanto, segue o resultado. O]

Corolario 8.2.2. Seja K um corpo de nimeros de grau n e Og o anel dos inteiros
algébricos de K, entao

1. ox(Ox) é um reticulado algébrico.

2. O volume do reticulado algébrico ox(Ok) € dado por

[D(K)|
3. A densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ok) € dada por
22 (p(ox(Ok)))"
S(ox(©x)) = ZHAZEIL) 1)
DK

Demonstragdo. Pelo Corolario 2.4.3, segue que Ok é um Z-mddulo livre de posto n e
de imediato [Ok : O] = 1. Portanto, pela Proposicao 8.2.1, segue que os itens deste
corolario sao satisfeitos. O

Observagao 8.2.3. Se Z C Ok € um ideal, entdo T é um Z-mdodulo livre de posto n
(Coroldrio 2.4.4) e pela Proposicio 8.2.1, seque que ox(Z) € um reticulado algébrico. O
volume e a densidade de centro de ox(Z) sao dados pela Proposi¢io 8.2.1 com uma pequena
sutiliza ao definir a norma de um ideal como N (I) = [Ox : Z].
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Pela Teoria Algébrica dos Numeros é possivel construir reticulados em uma dimensao
n utilizando K um corpo de niimeros de grau n a partir de Ok o anel dos inteiros algébricos
de K (também é possivel construir reticulados a partir dos ideias de Ok). Para construir
ok (Ok) um reticulado algébrico e obter sua densidade de centro é preciso os seguintes
passos.

1. Conhecer a estrutura de Ok (anel dos inteiros algébricos de K);
2. Conhecer a estrutura de D(K) (discriminante da base integral);

3. Calcular ||og(Ok)||? (norma minima dos elementos de Ok);

[lox (Ox)|

4. Obter p = Y (raio de empacotamento do reticulado);
o2 Hn

5. Calcular 0(ox(Ox)) = |(p)‘ (densidade de centro do reticulado).
D(K

8.3 Aplicacoes nas extensoes quadraticas

Nesta secao, as referéncias citadas fardo mencao ao Capitulo 3 de Extensoes Quadrati-
cas. O objetivo ¢ encontrar ok (Ox) reticulados algébricos via K = Q(#) corpo de nimeros
de grau 2, onde o polindmio minimal do elemento primitivo  de K é p(z) = 2* + ax + b,
com a e b nao nulos, ou p(z) = 2? — d, com d livre de quadrados. Para obter a norma mi-
nima do reticulado algébrico ox(Ok) utilizamos o programa Wolfram Mathematica 11.3,
assim como também o exploramos para obter exemplos.

8.3.1 Reticulados na quadrica p(z) = 2?4+ ax + b

Consideramos p(x) = 22+ ax + b o polindmio minimal do elemento primitivo § de K e
or’s os Q-monomorfismos de K em C que fixam os elementos de Q e tais que o3 (#) = 6y,
e ) é uma raiz de p(x), para k = 1,2. Por convengao, seja ¢; = 6.

Pela Proposigao 2.5.5, se o discriminante D(1,0) é livre de quadrados, entdo o anel
dos inteiros algébricos é dado por

Ox = Z[O] = {ao + ale\ao, a € Z}
Pela Proposicao 2.5.6, segue que
D(1,0) = a® — 4b.

Pela Tabela (8.1), segue que a densidade de centro étima para a dimensao 2 é

0= L~ 0, 28868
=53 ~0 ,
Teorema 8.3.1. Seja K = Q(6) um corpo de niimeros e p(x) = x* + ax + b o polinémio
minimal de 0, com a e b nao nulos. Se D(K) € livre de quadrados, entio densidade de
centro do reticulado algébrico ox(Ok) € dada por

6(ox(Ok)) = N
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Demonstragio. Por hipétese, como D(K) é livre de quadrados, pela Proposicao 2.5.5,
segue que Ok = Z[0]. Seja o € O, entao

a=ag+ af, com agy,a; € Z.

Para este caso os Q-monomorfismos aplicados em 6 sao o1(6) = 0 e 02(0) = 6,. Dividimos
a demonstracao em casos de acordo com o corpo K:

1. Se K é totalmente real de grau n = 2, entdo r1 = 2 e 1o, = 0. Ao calcular a
norma minima de ok (a) através do homomorfismo de Minkowski (usando a norma
euclidiana em R?), obtemos

low(@)]|* = ll(o1(e), o2(e))[]* =
= (01(@))* + (02(a))* =
= (ao + a1¢91)2 + (CLO — a192)2 =
= 2a3 + 2apay (0; + 02) + a3 (05 + 63).

||? assume minimo quando ag = #1 e a; = 0. Desse modo,

loe(@a)I =2 & [loe(Ox)l| = V3 & p = 1G] _ V2

Assim, ||og(a)

Portanto, a densidade de centro de ox(Ox) é dada por

2p" i <ﬁ>2
JP®)] P® ﬁ

2. Se K é totalmente imaginario de grau n = 2, entdo r; = 0 e 7o = 1. Ao calcular a
norma minima de ok («) através do homomorfismo de Minkowski (usando a norma
euclidiana em R?), obtemos

[low()|* = [[(R(1(a)), S(ar(a))]]* =
= R*(01()) + S*(01()) =
ajoy(a) =
= ai(@)oz(a) =
(ao + a16y)(ao + a10s) =
= aj + apay (01 + 02) + aj(6,62).

6(ox(Ok)) =

||? assume minimo quando ag = £1 e a; = 0. Assim,

0 |
loe(O)|PF =1 & [jox(Ox)]| = 1< p = HUK(2K>|V -1

Assim, ||og ()

Portanto, a densidade de centro de ox(Ox) é dada por

1 1 2
S(ox(O)) = 2 _ (2)

OO ﬁ
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Portanto, dos itens (1) e (2), segue o resultado. O

Exemplo 8.3.1. Seja K um corpo de nimeros de grau 2. Sob as condicoes do Teorema
8.3.1, obtemos densidade de centro dtima do reticulado algébrico ox(Ox).

(a) Seja K = Q(0), cujo o polinémio p(x) = x> — bz +7 é o minimal de . Neste caso,

5443 5—iv3

K € totalmente imagindrio, pois 61 = 5 ey = 5 Como D(K) = -3
e € livre de quadrados, seque que
1 1
d(ox(Ok)) = = ~ 0, 28868.

2,/ID(K)| 2V3

(b) Seja K = Q(0), cujo o polinémio p(x) = x> +x+1 é o minimal de 6. Neste caso, K

—1+z\/§e 103

¢ totalmente imagindrio, pois 0 = 5 0y = 5 . Como D(K) = -3
e ¢ livre de quadrados, seque que
1 1
d(ox(Ok)) = = ~ 0, 28868.

2,/IDK)|  2V3

8.3.2 Reticulados na quadrica p(z) = 2> — d

Consideramos p(z) = ? — d o polindmio minimal do elemento primitivo § de K e os
Q-monomorfismos de K em C sdo o7 e 02 que fixam os elementos de Q e 01(0) = 0 e
UQ(Q) = —0.

Pelo Teorema 3.3.1, segue que o anel dos inteiros Ok de K é dado por

O — Z+ 78, se d # 1(mod 4)
- Z—{—Z(%e),sedzl(modél).

Pela Proposicao 3.3.4, segue que o discriminante do anel dos inteiros Ok de K é dado por

D(K) 4d, se d # 1(mod 4)
" 1d, se d = 1(mod 4).

Pela Tabela (8.1), segue a densidade de centro 6tima para a dimensao 2 é

0= L ~ 0, 28868
=35°~0 )
Teorema 8.3.2. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros, onde = /d com d € 77, livre
de quadrados. A densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ox) de K é dada por

1
Wi se d # 1(mod 4)

6(ox(Ok)) =
——, sed = 1(mod 4).
2v/d ( )
Demonstracio. Suponhamos que d é um inteiro positivo e livre de quadrados. Dessa
forma, § = v/d € K. Para este caso, os Q-monomorfismos aplicados em 6 sio o1(0) =0
e 09(f) = —0, e assim, K é um corpo totalmente real de grau n = 2, onde 1 = 2 e
ro = 0. Vamos dividir esta demonstracao em casos de acordo com a base integral obtida
no Teorema 3.3.1:
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1. Seja d # 1(mod 4). Para o € Ok, pelo Teorema 3.3.1, segue que
a = ag + a0, com ag, a; € 7.

Ao calcular a norma minima de og(«) através do homomorfismo de Minkowski
(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

llow(@)[[* = [[(o1(a), o2(a))[|* =
= (01())* + (02())* =
= (ao + CL19)2 + (CLO — a19)2 =
= 2(aj + aid).

||? assume minimo quando ag = +1 e a; = 0. Desse modo,

o @I =2 6 (@)l = V2 5 p = U202

Como d # 1(mod 4), pela Proposicao 3.3.4, segue que |D(K)| = 4d. Portanto, a
densidade de centro de ox(Ok) é dada por

(0w (0x)) = —=t ! <ﬂ>: !

ﬁ Vid Ad

2. Seja d = 1(mod 4). Para a € Ok, pelo Teorema 3.3.1, segue que

Assim, ||og ()

1+06

a = ap+ a; (

5 ),com ag, ay € 2.

Ao calcular a norma minima de og(«) através do homomorfismo de Minkowski
(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

lo(@)[]* = [[(o1(a), o2(e))||* =
= (01())* + (02(a))”
1

on () forn(5))

4a§ + dagay + af + aid
— > .

+

||? assume minimo quando ag = +1 e a; = 0. Desse modo,

o @I = 2 & llow(Ol| = V2 & p = 120 _ V2

Assim, ||ogk ()

Como d = 1(mod 4), pela Proposi¢ao 3.3.4, segue que |D(K)| = d. Portanto, a
densidade de centro de ox(Ok) é dada por

o (V2
ep 2(3)
pE)| VA 2V
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Portanto, dos itens (1) e (2), segue o resultado. O

Exemplo 8.3.2. Seja K um corpo de nimeros de grau 2. Sob as condicoes do Teorema
8.3.2, obtemos a densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ok).

(a) Seja K = Q(\/2). Como d=2 e2# 1(mod 4), seque que

1
6(ox(Ok)) = Vo 0, 17677.

(b) Seja K = Q(+v/5). Comod=75 e 5= 1(mod 4), seque que

1
6(ox(Ok)) = NoR 0, 22360.

Teorema 8.3.3. Seja K = Q(6) um corpo de nimeros, onde 6 = d com \d € Z* livre
de quadrados. A densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ox) de K é dada por

5(0‘K OK 4\/>
T

Demonstragcao. Suponhamos que d é um inteiro negativo e livre de quadrados. Dessa
forma, @ = v/d € C. Para este caso, os Q-monomorfismos aplicados em 6 sio o1(0) =0 e
09(f) = —0, e assim, K é um corpo totalmente imaginario de grau n = 2, onde 1 =0 e
ro = 1. Vamos dividir esta demonstracao em casos de acordo com a base integral obtida
no Teorema 3.3.1:

se d # 1(mod 4)

se d = 1(mod 4).

1. Seja d # 1(mod 4). Para o € Ok, pelo Teorema 3.3.1, segue que
a = ag + a0, com ag, a; € Z.

Ao calcular a norma minima de ox(«) através do homomorfismo de Minkowski
(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

llow(@)|* = [|(R(o1(a)), S(a1()))|* =
= R*(01(a)) + F*(01(a)) =
= oi(a)or(a) =
= o1(a)oz(a) =
= (ag + a10)(

Assim, ||og(a)||? assume minimo quando ag = £1 e a; = 0. Desse modo,

ox (O 1
oI = 1 & flo(Ox)| = 1 & p = 17O _

Como d # 1(mod 4), pela Proposigao 3.3.4, segue que |D(K)| = |4d| = 4|d|. Por-

tanto, a densidade de centro de ox(Ok) é dada por

1 1 2
S(ox(On)) = 28 )

NS T )
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2. Seja d = 1(mod 4). Para a € O, pelo Teorema 3.3.1, segue que
146
a=ag+ ay 5 ,com ag, a; € Z.

Ao calcular a norma minima de ox(«) através do homomorfismo de Minkowski
(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

o (a)]]” = |[(R(o1 (), S(or(a)))]|* =
= R(01(a)) + 3*(01(a)) =

_4ad 4 4apay + af — aid
= 1 .

||? assume minimo quando ag = +1 e a; = 0. Desse modo,

@ 1
oI = 1 & llo(Ox)| = 1 & p = 17O _ 1

Assim, ||ok ()

Como d = 1(mod 4), pela Proposigao 3.3.4, segue que |D(K)| = |d|. Portanto, a
densidade de centro de ox(Ok) é dada por

1 2
2T2pn 21 <2> 1
(SO']K OK = = == .
(7(0%) DK dl 2y/ld]

Portanto, dos itens (1) e (2), segue o resultado. O

Exemplo 8.3.3. Seja K um corpo de numeros de grau 2. Sob as condigcoes do Teorema
8.8.8, obtemos a densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ok).

(a) Seja K =Q(+/—2). Como d= —2 e —2 % 1(mod 4), seque que

1 1
5(0w(Ox)) = - =~ 0,1767T.
I QTR

(b) Seja K =Q(y/—3). Como d=—3 e —3 = 1(mod 4), seque que

1 1
3 (o (Ox)) = = "~ 0,28868.
I W IRETRRPNE

8.4 Aplicacoes nas extensoes ciibicas

Nesta secao, as referéncias citadas farao mengao ao Capitulo 4 de Extensdes Ctbicas.
O objetivo é encontrar ok (Ox) reticulados algébricos via K = Q(6) corpo de ntimeros de
grau 3, onde o polinémio minimal do elemento primitivo 6 de K é p(z) = 23 +ax +b, com
a e b nao nulos, ou p(x) = 2* — d, com d livre de quadrados.
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8.4.1 Reticulados na ciibica p(z) = 23 4+ az + b

Consideramos p(z) = z* + ax + b o polindmio minimal do elemento primitivo 6 de
K, e o;’s os Q-monomorfismos de K em C sdao que fixam os elementos de QQ e tais que
0(0) = Ok, e 0 é uma raiz de p(z), para k = 1,2, 3. Por convencao, seja 6, = 6.

Pela Proposigao 2.5.5, se o discriminante D(1,6,6?) ¢ livre de quadrados, entdo o anel
dos inteiros algébricos é dado por

O = Z[H] = {CLO + a0 + a26’2|a0, ay,as € Z}
Pela Proposicao 2.5.6, segue que
D(1,0,0%) = —(4a® + 27b%).

Pela Tabela (8.1), segue que a densidade de centro étima para a dimensao 3 é dada por

5= 1 017678,

42

Teorema 8.4.1. Seja K = Q(0) um corpo de mimeros e p(x) = 2° + ax + b o polinémio
minimal de 8, com a e b nao nulos. Se D(K) ¢é livre de quadrados, entio a densidade de
centro do reticulado algébrico ox(Ok) € dada por

9

6(ox(Ok)) = ; 3|1D(K)’
V2ID(K)|

Demonstragio. Por hipétese, como D(K) é livre de quadrados, pela Proposicao 2.5.5,
segue que Ok = Zl[#]. Seja a € Ok, entao

, se p(x) tem 3 raizes reais,

se p(x) tem somente 1 raiz real.

a = ag + a10 + a26?, com ag, a1, as € Z.

Para este caso os Q-monomorfismos aplicados em 6 sao oy(6) = 0y, para k = 1,2, 3.
Dividimos esta demonstragao em casos de acordo com o corpo K.

1. Se K é totalmente real de grau n = 3, ou seja, #;, 6, e 03 sao reais, entao r; = 3
e r9 = 0. Ao calcular a norma minima de ox(«) através do homomorfismo de
Minkowski (usando a norma euclidiana em R?), obtemos

o (@)|]* = [[(o1(), 02()), a3(a))||* =
= (01(@))? + (92(a))” + (03())? =
= (ap + a16y + a203)? + (ag + a102 + ax03)* + (ao + a105 + ax63)?
= 3ag + a2(07 + 05 + 03) + 2a1a2 (603 + 05 + 03) + a5(07 + 05 + 03)+
+ 2a0(a1 (01 + 02 + 03) + az (67 + 05 + 63)).

||? assume minimo quando ag = +1 e a; = ay = 0. Desse modo,

low(OR)|2 = 3 < |lox(Ok)|| = V3 & p = WQOKJH _ Vf

Assim, ||ok ()

Portanto, a densidade de centro de o (Ox) é dada por

*(7)
_ o 2) _ 9
VDK /IDEK)] 8y/3D(K)|

(o (Ok))
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2. Se K é misto de grau n = 3, ou seja, 0; é real e 65 e f3 sdo imagindrias, entao
rn =2 ery = 1. Ao calcular a norma minima de ok (a) através do homomorfismo
de Minkowski (usando a norma euclidiana em R?), obtemos

(@) = [1@), Riox(), S(oa(e)* =

( 02(04)) +3%(oa(a)) =

= (01( ) +<72( )03(04) =

= (a0 + a161 + a207)* + (a0 + a105 + a203) (ap + a105 + a203) =
= 2aj + 2a1a20; + a1a20203(02 + 03) + apay (20, + O + 03)+

+ ai(0F + 0203) + apas (205 + 03 + 03) + a3 (0] + 6303).

Assim, ||og(c)||? assume minimo quando ag = £1 e a; = az = 0. Desse modo,

loe(@I =2 & [loe(Ox)l| = V3 & p = 1G] _ V2

Portanto, a densidade de centro de ox(Ok) ¢ dada por

(V2
27" 2 (2) _ 1
DEK) /DK 2D

Portanto, dos itens (1) e (2), segue o resultado. O

0(ox(Ok)) =

Exemplo 8.4.1. Seja K um corpo de niumeros de grau 3. Sob as condigcoes do Teorema
8.4.1, obtemos a densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ok).

(a) Seja K = Q(0), cujo o polinémio p(x) = 3 —x — 1 é o minimal de 0. Neste caso,
p(z) tem somente 1 raiz real. Como D(K) = —23 e € livre de quadrados, seque que
1

1
5(ox(Ok)) = = ~ 0,10425.
ST b)) 2V

(b) Seja K = Q(0), cujo o polinomio p(x) = x*> + x + 1 é o minimal de 6. Neste caso,
p(z) tem somente 1 raiz real. Como D(K) = —31 e € livre de quadrados, seque que
1 1

6(ox(Ok)) = > JD(E)] =5~ 0, 08980.

8.4.2 Reticulados na ciibica p(z) = 23 — d

Consideramos p(z) = 2® — d o polinémio minimal do elemento primitivo 6 de K e o’s
0s Q-monomorfismos de K em C que fixam os elementos de Q e tais que o4 (6) = 6&571,
onde k£ =1,2,3.

Pelo Teorema 4.3.1, segue que o anel dos inteiros Ok de K é dado por

Z+ 70 + 762, se d £ +1(mod 9)
Ox = Z+Z€+Z<w>,sedzl(mod9)
Z+20+ 2 (ZEEE)  se d = —1(mod 9).
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Pela Proposicao 4.3.4, segue que o discriminante do anel dos inteiros Ok de K é dado por

—27d?, se d # +1(mod 9)
—3d?, se d = +1(mod 9).

Pela Tabela (8.1), segue a densidade de centro 6tima para a dimensdo 3 é

5= 1 017678,

42

Teorema 8.4.2. Seja K = Q(6) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d € Z livre de
quadrados. A densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ok) de K é dada por

1
5(ow(Ok)) = { V34d?

V6d2’

Demonstracio. Suponhamos que d é um inteiro positivo e livre de quadrados. Dessa
forma, § = /d € K. Para este caso, os Q-monomorfismos aplicados em 6 séo or(0) =
6¢b~1 com 1 < k < 3 e assim, K é um corpo misto de grau n = 3, onde r; = 1 e
ro = 1. Vamos dividir esta demonstracao em casos de acordo com a base integral obtida
no Teorema 4.3.1:

, se d # £1(mod 9),

se d = +1(mod 9).

1. Seja d # £1(mod 9). Para a € Ok, pelo Teorema 4.3.1, segue que
a = ag + a10 + ax6*, com ag, a1, as € Z.

Ao calcular a norma minima de ox(«) através do homomorfismo de Minkowski
(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

llox(a)[]* = [|(o1(a), (0 (@), S(o2())||* =
= (01(a))” + R*(02(a)) + S*(09(a)) =
= (01(a))® + oz(a)oz(a) =
= (01(a))” + oz(a)os(a) =
= (ap + @10 + a20®)* + (ag + a10&3 + a20°63) (ap + 1065 + ax60°E3) =
= 2a? o+ apa0 + 2020% + apa,0? + ayasd + 2a,d6.

o1\«

Assim, ||og(a)||? assume minimo quando ag = £1 e a; = az = 0. Desse modo,

loe(@)IF =2 & [lox(Ox)l| = V3 & p = 1l _ ¥2

Como d # +1(mod 9), pela Proposicao 4.3.4, segue que |D(K)| = 27d*. Portanto,
a densidade de centro de ox(Ok) é dada por

3
21 @
22 pn 2 ) 1
VTR VRad?

6(ox(Ok)) =
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2. Seja d = 1(mod 9). Para a € Ok, pelo Teorema 4.3.1, segue que
—2 — 20 + 62
3

Ao calcular a norma minima de og(«) através do homomorfismo de Minkowski
(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

low(@)[|* = [/(o1(a), §)‘3(02(04)) S(oa(a)))II” =
= (01())” + R (02()) + S*(0(a)) =
= (01(a))* + oa(a)os(a) =
= (01())” + 02(@)o3(ar) =

—2-20+62\\" —2 — 20&; + 0262
= a0+a19+a2<3+>> —|—<a0—|—a19§3+a2< §3+ 53>>><

o 2 2
X<a0+a19£§+a2< 2 20§3+0§3>>
1

= §(18a(2) — 24agas + 8a§ + 9aga; 0 — 6agasf — 6a1a26 + 4as0 + 180L%92 + 3agazd*—

oz—a0+a19+a2< >,c0ma0,a1,a2€Z.

— 24a,a90* + 6a50* + 3aiasd — 2a5d + 2a3d6).

||2 assume minimo quando ag = +1 e a; = a; = 0. Desse modo,

loe(@a)I =2 & [loe(Ox)l| = V3 & p = 1l _ V2

Como d = 1(mod 9), pela Proposicao 4.3.4, segue que |D(K)| = 3d%. Portanto, a
densidade de centro de ox(Ok) é dada por

2! V2 3
22t (2) !
JD®) V3 Ved

3. Seja d = —1(mod 9). Para o € Ok, pelo Teorema 4.3.1, segue que
—2— 0+ 0*
3

Ao calcular a norma minima de ox(«) através do homomorfismo de Minkowski
(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

lox(@)[]* = [[(o1(a), R(02(a)), S(02(a)))[|* =
= (01())” + R (02()) + I*(02(a)) =
= (01())* + o2(@)on(ar) =

( (@

= (01(a))? + oa(@)o3(ar) =

—2_0+62\\? —2—-40 623
<a0—|—a16+a2<3+>> +<a0—|—a19£3+a2< §;+ §3>>><

N 2 2
<a0+a19§3+a2< 2 9%+053>>

Assim, ||og(a)

d(ox(Ok)) =

a:a0+a10+a2< ),comao,al,agez.

1
=3 18a0 24a9as + 8a§ + 9aga10 — 6ajasf + 2a§0 + 18(1%92 + 3agasf?—
— 12a1a20* + 3a,a2d — a3d + 2a3d0).
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||? assume minimo quando ag = +1 e a; = 0. Desse modo,

o (OR)|2 = 2 & [lox(Ok)|| = V2 & p = WQOKJH _ Vf

Assim, ||og(a)

Como d = —1(mod 9), pela Proposicio 4.3.4, segue que |D(K)| = 3d%. Portanto, a
densidade de centro de ox(Ok) é dada por

\/§>3 1

[
272 2

d(ox(Ok)) = = = :
(ox(Ok)) DI 7 o
Portanto, dos itens (1), (2) e (3), segue o resultado. O

Exemplo 8.4.2. Seja K um corpo de nimeros de grau 3. Sob as condigcoes do Teorema
8.4.2, obtemos a densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ok).

(a) Seja K = Q(3/6). Como d =06 ¢ 6 # 1(mod 9), seque que
_ 1
S VhAx 6 V2
(b) Seja K = Q(v/17). Como d =17 e 17 = —1(mod 9), seque que

1
V6 x 172

6(ox(Ok)) ~ 0, 02268.

8.5 Aplicacoes nas extensoes quarticas

Nesta secdo, as referéncias citadas fardo mencao ao Capitulo 5 de Extensdes Quarticas.
O objetivo é encontrar ok (Ok) reticulados algébricos via K = Q(6) corpo de ntimeros de
grau 4, onde o polindmio minimal do elemento primitivo 8 de K é p(z) = z*+ax +b, com
a e b nao nulos, ou p(z) = 2* — d, com d € Z, livre de quadrados.

8.5.1 Reticulados na quéartica p(z) = 2* 4+ az + b

Consideramos p(z) = z* + ax + b o polindmio minimal do elemento primitivo 6 de
K, e o;’s os Q-monomorfismos de K em C sdao que fixam os elementos de QQ e tais que
0,(0) = Ok, e 0 é uma raiz de p(x), para k = 1,2, 3,4. Por convengao, seja 6; = 0.

Pela Proposicao 2.5.5, se o discriminante D(1, 6, 62, 63) ¢ livre de quadrados, entdo o
anel dos inteiros algébricos é dado por

Ox = Z[@] = {ao + a0 + a292 + a393|a0, a1,02,03 € Z}
Pela Proposicao 2.5.6, segue que
D(1,0,6%,6%) = —27a + 2560°.

Pela Tabela (8.1), segue que a densidade de centro étima para a dimensao 4 é dada por

§ == = 0,12500.

co| =
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Teorema 8.5.1. Seja K = Q(6) um corpo de nimeros e p(z) = x* + ax + b o polinémio
minimal de 8, com a e b nao nulos. Se D(K) ¢é livre de quadrados, entio a densidade de
centro do reticulado algébrico ox(Ox) € dada por

1
, se p(x) tem 4 raizes reais,
|DSK)|
5(ox(Ox)) = { =" s¢ p(x) tem somente 2 raizes reais,
8y/IDK)]
1 . ,
, se p(x) nao tem raiz real.
ID(K)]

Demonstragio. Por hipétese, como D(K) é livre de quadrados, pela Proposicao 2.5.5,
segue que Ok = Z[0]. Seja o € O, entao

a = ag + a0 + as0* + as8?, com ag, a1, a2, a3 € Z.

Para este caso os Q-monomorfismos aplicados em 6 sao oy (0) = 6y, para k = 1,2,3,4.
Dividimos esta demonstragao em casos de acordo com o corpo K.

1. Se K é totalmente real de grau n = 4, ou seja, 61, 05, 03 e 0, sdo reais, entao
rp =4 ery =0. Ao calcular a norma minima de og(«) através do homomorfismo
de Minkowski (usando a norma euclidiana em R?), obtemos

low(a)]]” = [[(01(a), 02(a)), o3(ex), 4(a))||* =
= (01())* + (02(@))* + (03())* + (04(a))* =
= (ag + 161 + a20; + a367) + (ag + a16 + 203 + az63)*+
+ (ag + a16s + a2l + az03)® + (ag + a6y + a20; + az6y)* =
= 4ad + a0} + 2aza307 + a20° + a30; + 2azas0; + a2605 + a363 + 2azas65-+
+ a305 + a0 + 2aza305 + a30$ + a3 (07 + 05 + 03 + 07)+
+ 2ag(ay (0; + Oz + 03 + 04) + ag (07 + 05 + 05 + 07) + az(63 + 03 + 035 + 03))+
+ 2ay (az (03 + 03 + 03 + 03) + az (0] + 05 + 05 + 07)).
2

Assim, ||og(«)||* assume minimo quando ap = £1 e a; = as = a3 = 0. Desse modo,

ox (O
ok (Ox)|* = 4 & |lox(Ox)l| =2 & p = HK(2K)H =1
Portanto, a densidade de centro de ox(QOk) é dada por
22 pn 20(1)* 1
VIDE)  IDE)]  /IDK)]
2. Se K é misto de grau n = 4, ou seja, 01, 05 sdo reais #3 e 0, sao imaginérias

(conjugadas respectivamente), entdo r; = 2 e ro = 1. Ao calcular a norma minima
de ok («) através do homomorfismo de Minkowski (usando a norma euclidiana em
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R?), obtemos

low(@)]|* = [|(o1(a), o2(a), R(o3(cx )),%(og(a)))ll2 =
= (01(@))? + (02(@))* + R*(03(a)) + F*(03(a)) =
= (01(@))* + (02(@))* + a3(@)o3(a) =
= (01(@))* + (02(@))* + a3(@)0u(a) =
= (ag + a160y + a20? + a30?)? + (ag + a10y + asb3 + asbs)*+
+ (ag + a103 + as03 + a303)* x (ag + a104 + ax0; + az03)?* =
= 3ag + a2°0] + 2asa307 + a305 + a3, + 2aza303 + a305 + a30307+
+ a0a30302 + aa30303 + a30303 + at(67 4 03 + 0304)+
+ ayay (207 + 205 + 050,(03 + 04)) + a1a3(207 + 205 + 0304(05 + 63))+
+ ag(ay (201 + 20 + 03 + 0,) + ax(207 + 205 + 05 + 07)+
+ a3 (209 4 205 + 03 + 62)).

H2 assume minimo quando ag = +1 e a; = as = ag = 0. Desse modo,

_llow(©@)l] _ V3
2 2

Assim, ||og ()

o (OR)|I? =3 < |lox(Ok)|| = V3 < p

Portanto, a densidade de centro de ox(QOxk) é dada por

2" ? <\/§>4
0(ox(Ox)) = \h Jip®)] \h

3. Se K ¢ totalmente imaginario de grau n = 4, ou seja, 61, 6o, 63 e 6, sdo imaginérias
(conjugadas respectivamente), entdo r; = 0 e ro = 2. Ao calcular a norma minima
de ok («) através do homomorfismo de Minkowski (usando a norma euclidiana em
R?), obtemos

= ) =
o1(a)os(@) + 02( ) (a)
= (ag + a160y + as0? + as0?) x (ag + a103 + ax03 + as03)+

+ (ag + a16s + asb3 + as03)? x (ag + a104 + ax07 + as63)* =

= 2a; + a30205 + axa3070; + axaz070; + a30705 + a30507 + azaz050;+

+ apa3030% + a3050% + a2 (0105 + 0204) + arax(0705 + 0,05 + 0204(05 + 04))+

+ ayaz (0703 + 0,05 + 020,(03 + 03)) + ag(ay (01 + Oz + 03 + 04)+

+ax (03 + 05 + 03 + 07) + az (07 + 05 + 05 + 03)).

||? assume minimo quando ag = +1 e a; = ay = az = 0. Desse modo,

_llox(O0)ll _ V3
2 2

Assim, ||og ()

lo(Ox)I* = 2 & |lox(Ox)l| = V2 & p
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Portanto, a densidade de centro de ox(Ox) é dada por
22 <\/§>4
2" pn 2
5(ow(Ox)) = ——— = ~ .
DK DK DK

Portanto, dos itens (1), (2) e (3), segue o resultado. O

Exemplo 8.5.1. Seja K um corpo de nimeros de grau 4. Sob as condicoes do Teorema
8.5.1, obtemos a densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ok).

(a) Seja K = Q(0), cujo o polinémio p(x) = z* —x — 1 é o minimal de 0. Neste caso,
p(x) tem somente 2 raizes reais. Como D(K) = —283 e € livre de quadrados, seque
que

9 9
8,/[D(K)|  8v283

~ (,00687.

6(ox(Ok)) =

(b) Seja K = Q(0), cujo o polinomio p(x) = x* +x + 1 é o minimal de . Neste caso,
p(x) nao tem raiz real. Como D(K) = 229 € livre de quadrados, seque que

B 1 B 1
JIDE) V229

8.5.2 Reticulados na quartica p(z) = 2* — d

Consideramos p(z) = z* — d o polinémio minimal do elemento primitivo § de K, com
d € Z, livre de quadrados e 0;’s os Q-monomorfismos de K em C que fixam os elementos
de Q e tais que o (f) = 0£57, onde k = 1,2,3,4.

Pelo Teorema 5.3.1, segue que o anel dos inteiros Ok de K é dado por

Z+70+76%+76° sed%1,5(mod 8)
Ox = Z+ 20+ 7 (51 ) + Z (H472) | se d = 5(mod 8)
L4720+ 7 (552 ) + Z (B se d = 1(mod 8).

Pela Proposicao 5.3.4, segue que o discriminante do anel dos inteiros Ok de K é dado por

—256d3, se d # 1,5(mod 8)
D(K) =< —16d>, se d = 5(mod 8)
—4d3, se d = 1(mod 8).

Pela Tabela (8.1), segue a densidade de centro 6tima para a dimensao 4 é
1
0= - ~0,12500.
8

Teorema 8.5.2. Seja K = Q(6) um corpo de nimeros, onde 6 = v/d com d € Z, livre
de quadrados. A densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ox) de K é dada por

9
——, sed Z 1,5(mod 8),
12 = % 1,5( )

32@ ’
16Vd3’

d(ox(0k)) = se d = 5(mod 8),

se d = 1(mod 8).
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Demonstragcao. Suponhamos que d é um inteiro positivo e livre de quadrados. Dessa
forma, @ = v/d € K. Para este caso, os Q-monomorfismos aplicados em 6 sdo or(0) =
6eb~1 com 1 < k < 4 e assim, K é um corpo misto de grau n = 4, onde r; = 2 e
ro = 1. Vamos dividir esta demonstracao em casos de acordo com a base integral obtida
no Teorema 5.3.1:

1. Seja d # 1,5(mod 8). Para a € O, pelo Teorema 5.3.1, segue que
a = ag+ a0 + ax0* + as#®, com ag, aq, as, as € Z.

Ao calcular a norma minima de ox(«) através do homomorfismo de Minkowski
(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

o ()| = [[(o1(), o5(), R(02()), S(a2(a)))||* =
= (01(a))* + (03(a))? + R*(02(a)) + S*(02(e)) =
= (01())* + (03(a))? + g2()os(a) =
(

= (ag + a10 + az0* + a360°)* + (ag + a106; + ax® + az0°€2)*+

+ (ap + a1064 + a292§i + a393§i’) X (ag + 01962 + 029252 + az03¢,) =
= 3a(2) + 3(@02 + 2apas0* + 3ayd + 2a1a3d + 3a§d92.

I5

Assim, ||og(«)||* assume minimo quando ag = +1 e a; = ay = a3 = 0. Desse modo,

o)l _ V3
2

lox(Ox)I[* = 3 & |lox(Ox)l| = V3 & p= "

Como d # 1,5(mod 8), pela Proposicao 5.3.4, segue que |D(K)| = 256d%. Portanto,
a densidade de centro de ox(Ok) é dada por

2 (V3
2r2 2 9

owlOx)) = JIDE)| V256 128V

2. Seja d = 5(mod 8). Para a € O, pelo Teorema 4.3.1, segue que

6? — 1 1+0+60*+63
a = ay+ a0 + as +as

5 ) ,com ag, a1, ds, a3 € Z.

Ao calcular a norma minima de ox(«) através do homomorfismo de Minkowski
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(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

lox()l]* = [[(01(e), o3(a), R(02(a)), S(o2(a)))]]* =
= (01())* + (03(@))* + R*(02(a)) + *(02(a)) =
= (01())* + (03(e))* + 0a()oa(e) =
= (01())* + (03(a))? + 0a()oa(@) =
1

62 — 1 +O0+602+603\\"
= CL0+CL19+CL2 5 +CL3 9 +

02 — 1 146082+ 6%+ 632\ \?
+<ao+a19£i+az< >+a3< OO 54)) +

2 2

622 — 1 1+ 06, + %€ + 03¢
+<ao+a1954+a2< 542 >+a3< i £4+2£4+ £4>>><
202 3 0202 L 3
X ao+a19§i+a2<9§42 1>+a3<1+8§4+g§4+6&>>

1
Z(lQa% — 12apay + 3a3 + 12agas — 6agas + 3a3 + 12a16* + dagazt*—

— 2&202 + 4@0(1302 + 12(11@382 + 5@%‘92 + 3@292d + 4a1a3d + 6a2a3d+
+ bazd + 3azdb?).

Assim, ||ox(a)]|? assume minimo quando ag = +1 e a; = a3 = az = 0. Desse modo,

low(@)IP =3 & llow(Ox)l| = V3 & p = 17 Vf

Como d = 5(mod 8), pela Proposicio 5.3.4, segue que |D(K)| = 16d°. Portanto, a
densidade de centro de ox(Ok) ¢é dada por

o (V3
B 2m2ph B 2 B 9
- JIDK) VI6® 32V

0(ox(Ok))

3. Seja d = 1(mod 8). Para a € O, pelo Teorema 4.3.1, segue que

) ,com ag, a1, do, a3 € 7.

(92—1> <1+9+92+93
a = ag+ a0 + as as

4

Ao calcular a norma minima de og(«) através do homomorfismo de Minkowski
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(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

lox(@)[I” = [l(o1(a), o3(a), R(02(ar)), S(o2(a)))||* =
= (01())* + (73(@))* + R*(02(a)) + I*(02(@) =
= (01(2))” + (03(@))* + 02(a)02(0r) =
= (01())* + (o3(@))* + o2(a) s (@) =
1+

( <02—1> < 0+02+03>)2

aop + a0 + ap + as 1 +

) <1+0§§+92+93§§>>2
. +

+ <a0~|—a19§z~l—a2<
2042 242 3¢3
+<ao+a1954+a2 <0 54 1) 3<1+0€4+i£4+9§4>> X
202 3 242 3
(st o (P o (L0 0

1
=1 — (48a3 — 48apay + 12a3 + 24apas — 12asa3 + 3a3 + 48a26°+

+ 16agaz0* — 8a30* + 8agash® + 24a,a30* + 5a302 + 12a3d + Sayasd+
+ 12aga3d + 5azd + 3a3d6?).

Assim, ||ox(a)]|? assume minimo quando ag = +1 e a; = a3 = az = 0. Desse modo,

o)l _ V3
2

o (Ox)||* = 3 < [lox(Ox)|| = V3 & p= :

Como d = 1(mod 8), pela Proposi¢ao 5.3.4, segue que |D(K)| = 4d®. Portanto, a
densidade de centro de ox(Ok) é dada por
4
21 ﬁ
9

22 2
5(0K(OK)> = |D(K)| = \/@ = 16\/d_3.

Portanto, dos itens (1) e (2), segue o resultado. O

Exemplo 8.5.2. Seja K um corpo de numeros de grau 4. Sob as condigcoes do Teorema
8.5.2, obtemos a densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ok).

(a) Seja K = Q(+/2). Comod =2 e?2%#1,5(mod 8), seque que

d(ox(Ok)) = ~ 0,02485.

9
128v/23

(b) Seja K = Q(v/5). Como d=75 e 5= 5(mod 8), seque que

d(ox(Ok)) = ~ 0,02515.

9
32v/53
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8.6 Aplicacoes nas extensoes quinticas

Nesta secao, as referéncias citadas fardo mencgao ao Capitulo 6 de Extensoes Quinticas.
O objetivo é encontrar ok (Ok) reticulados algébricos via K = Q(f) corpo de ntimeros de
grau 5, onde o polinémio minimal do elemento primitivo  de K é p(z) = 2° 4+ ax +b, com
a e b nao nulos, ou p(x) = z° — d, com d livre de quadrados.

8.6.1 Reticulados na quinta p(x) = z° + ax + b

Consideramos p(x) = z° 4+ az + b o polindmio minimal do elemento primitivo 6 de
K, e 04’s os Q-monomorfismos de K em C sao que fixam os elementos de Q e tais que
0, (0) = Ok, e 6y é uma raiz de p(x), para k = 1,2,3,4,5. Por convengao, seja ¢, = 0.

Pela Proposicao 2.5.5, se o discriminante D(1, 6, 62,63, 01) é livre de quadrados, entao
o anel dos inteiros algébricos é dado por

Ok = Z[0] = {ag + a10 + az0* + a3’ + a40*|ag, a1, as, as, ay € Z}.
Pela Proposicao 2.5.6, segue que
D(1,0,6% 6°,6%) = 256a° + 3125b*.

Pela Tabela (8.1), segue que a densidade de centro étima para a dimensao 5 é dada por

1
0 = —= ~0,08839.
8v/2
Teorema 8.6.1. Seja K = Q(6) um corpo de nimeros e p(z) = x° 4+ ax + b o polinémio
minimal de 8, com a e b nao nulos. Se D(K) € livre de quadrados, entdo a densidade de
centro do reticulado algébrico ox(Ok) € dada por

25v/5 ) .
—————, se p(x) tem 5 raizes reais,
32,/|D(K)

2 7/ .

(o (Ok)) = m, se p(x) tem somente 3 raizes reais,

9v3
7\/_, se p(x) tem somente 1 raiz real.
8y/|D(K)|

Demonstragio. Por hipétese, como D(K) é livre de quadrados, pela Proposicao 2.5.5,
segue que Ok = Z[0]. Seja a € O, entao

2 4
a = ag+ a10 + ax0* + az0® + a0, com ag, a1, as, as, as € Z.

Para este caso os Q-monomorfismos aplicados em 6 sao o1 (0) = 0, para k = 1,2,3,4, 5.
Dividimos esta demonstracao em dois casos de acordo com o corpo K.

1. Se K é totalmente real de grau n = 5, ou seja, 01, 6y, 05, 0, e 05 sao reais, entao
rp =5ery =0. Ao calcular a norma minima de ok («) através do homomorfismo
de Minkowski (usando a norma euclidiana em R?), obtemos

llox(a)l]” = [[(o1(e), o2(a), o3(), 0u(ar), o5 () ||* =
*+ (o5()? =
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= (ap + a16h + a20? + az6? + a,01)? + (ag + a10s + axbs + aszbh + as63)* +
+ (ao + a103 —f- CLQQ + a39 —|— CL49 ) + (ao —I— (1104 —|— Clgei —I— agé’i’ —f- CL493)2 +
+ (ag + a10s + az0? + az62 + a,05)* =

= 5a2 + 30} + 2aza30; + a208 + 2a2a40% + 2a3a,407 + a20% + a30; +

+ 2asa305 + 305 + 2a2a463 -+ 2a3a465 + a208 + a303 + 2asa303 + a265 +

+ 2a9a405 + 2aza40% + a205 + a30] + 2aza305 + a205 + 2a2a405 + 2a3a40] +
+ a0} + a202 + 2a0a302 + a308 + 2a9a408 + 2a3a40% + a308 + a3 (67 + 03 +

+ 602 + 0% + 02) + 2a0(a303 + a0 + az03 + a,03 + az03 + a,05 + az603 +

+ as0f + 303 + a,02 + a1(01 + O + 03 + 04 + 05) + ag (67 + 03 + 02 + 02 +

+ 02)) + 2a1(as(63 + 03 + 03 + 03 + 03) + as(0f + 05 + 05 + 01 + 03) +

+ as (07 + 05 + 65 + 05 + 62)).

Assim, ||ox()||* assume minimo quando ag = +1 e a; = ay = az = a4 = 0. Desse

modo,

loe(@I =5 = [lox(Ox)l| = V5 & p = 1l _ V5,

Portanto, a densidade de centro de ox(Ok) é dada por

*(7)
22p" 2 ) _ 25v/5
VDK IDEK) 324/|DK)]

0(ox(Ok)) =

. Se K é misto de grau n = 5, de modo que 61, 05, 03 sdo reais e 04 e 05 sdo imaginérias

(conjugadas respectivamente), entdo r; = 2 e 7, = 1. Ao calcular a norma minima
de ok (a) através do homomorfismo de Minkowski (usando a norma euclidiana em
R?), obtemos

lo(a)[* = [|(01(a), o2(), 03(a),
1(@))? + (02())* + (03(c)
1(@))? (02(@;) (03(a)

(o )?
= (0 )*
EU()) + (02(@))* + (03())?
(

R(os(a)), S(ou()))|* =
R (04(c)) + S*(04(a)) =
a4(@)ou(e) =
a4(@)os () =
+
(

ap + CL192 + CLQQ + CL393 + (149 )
Qo —I— a104 —I— a20 + a39 —f- CL40 )

Qo + a101 + GQQ + CL393 + CL40
Qo + 6L103 —f- CLQQ + 6L30 —I— CL40
(ao + G195 + (1292 + &39 + a494)
= 4a? + a30] + 2a2a307 + a20% + 2a5a,0% + 2a3a407 + a360% + a203 +
+ 2asa305 + 305 + 2a2a405 + 2a3a405 + a365 + a303 + 2asa3603 + a3605 +
+ 2a2a405 + 2a3a4035 + a3605 + a3070% + asa303602 + axas0102 + azaz0703 +
+ a20303 + a3a40103 + a2a40303 + a3a,0302 + a20103 + a3(07 + 03 + 603 +
+ 0495) + CLO(2(139? + 2&49% + 2&39% + 2&493 + 2&39% + 2@49§ + agéi’ +

+ aq0] + az03 + a 02 + a1(20; + 205 + 203 + 04 + 05) + a2(207 + 203 +

+ 205 + 07 + 02)) + a1(az(205 + 205 + 203 + 0705 + 0,07) + a3(207 + 205 +
+ 203 + 0305 + 0,02) + a4(205 + 205 + 205 + 0705 + 0,03)).

+
+
+
= )?
+ )?+

Assim, ||og(a)||* assume minimo quando ag = +1 e a; = ay = a3 = a4 = 0. Desse

modo,
|lox (Ok)|

|ox(Ox)|)? =4 < ||ox(Ok)|| =2 p = 5

=1.
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Portanto, a densidade de centro de ox(Ox) é dada por

22t 2 (1)

2
JPE)  /Ip®)|  \/DK)

3. Se K é misto de grau n = 5, de modo que 6; é real e 05, 03, 04 e 65 sdo imaginarias
(conjugadas respectivamente), entdo r; = 1 e 7y = 2. Ao calcular a norma minima
de ok (a) através do homomorfismo de Minkowski (usando a norma euclidiana em
R?), obtemos

6(ox(Ok)) =

(cv ))73(02(
( ?(09(a)) +
= (01(a))? + o2(@)oz(@) + o3(a)os(a) =
= (01(@))* + g2(@)o4(@) + o3(a)os(a) =
= (ag + a101 + a260? + az03 + a,0%)% + (ao + a10s + az03 + az03 + as03) x
X ( ) + (ap + a103 + ax6? + az63 + aq03) x

low(a)[? = [|((o1(a)), R(02
1())? + R (o9()) + S

%Q
3
~— W
+
3
w
£
I

ap + (1194 + CLQ@ + (139 + CL4(9
(CL() —|— a105 =+ (1292 —f- CL30 + CL40 )
= 3a3 + a30] + 2aa30; + a20% + 2a2a40% + 2aza407 + a20% + a30303 +
+ aa3050% + a2a4050% + aa30503 + a20303 + az3a,0503 + asa,030; +
+ aza,0307 + 20305 + a20202 + a2a30302 + a»a40302 + axa30203 + 20303 +
-+ a3a40§9§’ + CL26L49§8§ + a3a49§’9§ + ai@é@é + a%(@% + 0294 + 9395) +
+ (10(20,30% + 26L40411 + a39§’ + a40§ + a39§’ + (14051 + agﬁi’ + CL403 + agég +
+ asf5 + a1 (201 + 0 + 05 + 04 + 05) + a2(207 4 05 + 65 + 07 + 62)) +
+ ap (&2(29:1)’ + 9%94 + 9293 + 9395(93 + 95)) + CL3(2941L + 9%94 + 9292 +
+ 0305(03 + 02)) + a4(203 + 050, + 0201 + 0305(03 + 62))).
12

Assim, ||og(a)|]* assume minimo quando ay = £1 e a; = ay = a3 = a4 = 0. Desse

modo,

loe(@)I = 3 & lloe(Ox)l| = V3 & p = 1l _ V5,

Portanto, a densidade de centro de ox(Ox) ¢ dada por

v #(2) o
P P s

Portanto, dos itens (1), (2) e (3), segue o resultado. O

6(ox(Ok)) =

Exemplo 8.6.1. Seja K um corpo de nimeros de grau 5. Sob as condicoes do Teorema
8.6.1, obtemos a densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ok).

(a) Seja K = Q(0), cujo o polinémio p(x) = 2° —x — 1 é o minimal de 0. Neste caso,
p(x) tem somente 1 raiz real. Como D(K) = 2869 = 19 x 151 e € livre de quadrados,

seque que
5(ow(Og)) = — 23 93003637,

8y/[D(K) ~ 8v/2369
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(b) Seja K = Q(6), cujo o polinomio p(x) = x° + 2x + 1 é o minimal de 6. Neste
caso, p(x) tem somente 1 raiz real. Como D(K) = 11317 = 83 x 137 e € livre de
quadrados, seque que

9v/3 9v3

d(ox(Ok)) = 8\/\D(K)! - 811317

~ 0,01831.

8.6.2 Reticulados na quinta p(z) = 2° — d

Consideramos p(z) = 2° — d o polinémio minimal do elemento primitivo 6 de K e o}’s
os @Q-monomorfismos de K em C que fixam os elementos de Q e tais que oy(0) = gek1,
onde k =1,2,3,4,5.

Pelo Teorema 6.3.1, segue que o anel dos inteiros Ok de K é dado por

Z+ 70 + 76 + 7.0 + 76*, se d # +1,+T7(mod 25)

T+ 70+ Z0* + T0° + 7 (HEEEHH00) se d = 1(mod 25)

Ok = Z+Z9+Z02+Z93+Z<M> , se d = —1(mod 25)
Z.+ 70 + Z0* + 20° + 7 (S0 ge d = T(mod 25)

L+ 70 + 7% + 2P + 7 (B0 e d = —T(mod 25).

Pela Proposicao 6.3.4, segue que o discriminante do anel dos inteiros Ok de K é dado por

DK) = 3125d*, se d # +1,+7(mod 25)
~ |125d%, se d = +1, +7(mod 25).

Pela Tabela (8.1), segue a densidade de centro 6tima para a dimensdo 5 é

0= ! ~ 0, 08839
_8\/§N’ )

Teorema 8.6.2. Seja K = Q(6) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d € 7 livre de
quadrados. A densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ox) de K € dada por

9v3

_ d2\/5’
d(ox(Ok)) = 2%0\/5\/3

40d2\/5’

se d # £1,+7(mod 25),

se d = +1,£7(mod 25).

Demonstragcio. Suponhamos que d é um inteiro positivo e livre de quadrados. Dessa
forma, 6 = v/d € K. Para este caso, os Q-monomorfismos aplicados em 6 séo or(0) =
GE1 com 1 < k < 5 e assim, K é um corpo misto de grau n = 5, onde r; = 1 e
ro = 2. Vamos dividir esta demonstracao em casos de acordo com a base integral obtida
no Teorema 6.3.1:

1. Seja d # £1,+7(mod 25). Para a € Ok, pelo Teorema 6.3.1, segue que

a = ag + a10 + a6 + a30® + a,6*, com ag, a1, as, as, as € Z.
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Ao calcular a norma minima de og(«) através do homomorfismo de Minkowski
(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

llow()[[? = [[(o1(a), R(o2(a)), S(o2(a)), R(os(a)), S(os(a)))[|* =
= (01(a))* + W (02(a)) + *(0a()) + R*(03(a)) + F*(03(a)) =
= (01(@))? + ga(a)az(a) + o3(a)os(a) =
= (01(a))? + oa(a)os(a) + o3(a)ou(a) =
= 3a0 + aga10 + 3a%02 + apasf? + a1a20® + agash® + 3a2¢94 + ayaz0*+
+ agasf* + asasd + ajaqd + 3a§d0 + apaydf + azaudf? + 3a3db?.

Assim, ||og(a)|?

modo,

assume minimo quando ayg = £1 e a; = as = ag3 = a4 = 0. Desse

o (0|2 = 3 & [low(Ow)]| = V3 & p = “"(20”’ _ Vf

Como d # +1,+7(mod 25), pela Proposigao 6.3.4, segue que |D(K)| = 3125d".
Portanto, a densidade de centro de ox(QOk) é dada por

5
2 (L2
2r2pt 2 ) 93

rlOn)) = ] = VAlmd - 2005

2. Seja d = 1(mod 25). Para o € O, pelo Teorema 6.3.1, segue que

1+60+6%+6%+ 6
3

a = ag+ a10 + ax0* + as6® + a4 ( > ,com ag, ay, Gy, as, ay € Z.

Ao calcular a norma minima de ox(«) através do homomorfismo de Minkowski
(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

|lox (@) ), S(o3(a)))[I* =

: (
o1())? + R (02(a)) + $*(02(a)) + R (03()) + $*(03(a)) =
o3(a)

—
Il
S
2
=
Q
(V)
£
/(1,2
q
[NV
2
o]
;)
«
o)
N ~—
w

= %(75@2) + 30agay + 3a2 + 25a9a16 + 5agasl + 5ayasl + a2l + 75430+

+ 25a9a90? 4 H5agasf? + 30aia40? + Hagalb? + 4@?102 + 25a1a960% + 25a9a30°+
+ 5agasf® + 5a1a40® + 5a9a40° + Sazasl? + 2a360° + 75a50* + 25a,a30*+

+ 5agasf* + 5aralft + 30a.a40* + Sasald* + 5&294 + 2basazd + Hayasd+

+ basasd + Sasasd + 2a2d + 75a§d0 + bagasdl + 30azasdf + 4aid9—|—

+ baza,db? + a3df* + 3a3idb?).

Assim, ||og(a)|?

modo,

assume minimo quando ayg = £1 e a; = as = ag3 = a4 = 0. Desse

loe(@)I = 3 & lloe(Ox)l| = V3 & p = 1l _ V5,
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Como d = 1(mod 25), pela Proposicio 6.3.4, segue que |D(K)| = 125d*. Portanto,
a densidade de centro de ox(Ok) é dada por

“()
_oompn 2 ) 93
- JID(K)|  VI25dE 40d%V/5

6(ox(Ok))

3. Seja d = —1(mod 25). Para a € O, pelo Teorema 6.3.1, segue que

1+ 460 + 6% + 463 + 6*
5

a = ag+ a1+ ax0® + as6® + a4 ( ) ,com ag, a1, as, as, Gy € 7.

Ao calcular a norma minima de ox(«) através do homomorfismo de Minkowski
(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

Y
A
o
—
Il
S
S
=
)
=
£
/(1,2
Q

[\V)
L
=
Q
@«
£
/(2
Q
w
L
o
Il

= 215(75a3 + 30agay + 3a3 + 25apa10 + 20agasf + 5aya40 + 4a30 + 75a36°+

+ 25a0a20% + 5agash® + 120a1a46% + 5aza40? + 49a20% + 25a,020° + 25a0a36°+
+ 20a0a40° + Hajasf® + 20a2a46° + Saza,b® + 8ai03 + 75a§04 + 25a a0+

+ 5agasf* + 20a1a40" + 30a2a40* + 20aza46" + 20@394 + 2basaszd + Haiasd+

+ 20aga4d + Sasasd + Said + 75a§d9 + Bagasdf + 120asa4df + 49a2d0-+

+ baza,df® + 4aido* + 3a3df?).

12

Assim, ||og(a)||? assume minimo quando ap = +1 ¢ a; = as = a3 = a4 = 0. Desse

modo,

o (O)[2 = 3 [[ow(Ow)]| = VB < p = Wfﬂ@” _ Vf

Como d = —1(mod 25), pela Proposigao 6.3.4, segue que |D(K)| = 125d*. Portanto,
a densidade de centro de ox(Ok) é dada por

V3

N ¢ Y
ST D)) Vizsdh 40425

4. Seja d = 7(mod 25). Para o € Ok, pelo Teorema 6.3.1, segue que

1+ 36 + 462 + 263 + 6*
5

a = ag+ a0+ ax0* +as0® +ay ( ) ,com ag, ay, s, ag, ay € 7.

Ao calcular a norma minima de ox(«) através do homomorfismo de Minkowski
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(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

(0'1(04))2 + R (02(@)) + S (02()) + 3CE2(0'3(04)) ( 3(@)) =
= (01(a))* + oa(@)o2(a) + o3()o3(a) =
(0'1((%))2 + oz(a)os(a) + oz(a)os(a) =

=5 (75&0 + 30agay + 3a3 + 25a9a10 + 15a0a40 + 5a1a40 + 3030 + T5a260+

+ 25a0a20? + 20agas0? + 90a1a460” + 5aza46” + 31a36” + 25a,a20° + 25aa30°+
+ 10aga40® + 20a;a460® + 15a2a46° + 5asa.0® + 14a?193 + 75(1394 + 25a a0+
+ bagasf* + 10a1a40* + 120asa40* + 15a3a,0* + 55&294 + 2basazd + Haiasd+
+ 10aa4d + 20azasd + 11aid + 75a30° + Sazaudd + 60azasdf + 16a3d6+

+ bazasdd® + 2a3d0* + 3a3df?).

Assim, ||ok(a)][?

modo,

assume minimo quando ayg = £1 e a; = ay = ag3 = a4 = 0. Desse

ox (O V3
o) = 3 & [Jow(Ox)| = V3 & p = 170N _ V8

Como d = 7(mod 25), pela Proposicio 6.3.4, segue que |D(K)| = 125d*. Portanto,

a densidade de centro de ox(Ok) é dada por

*()
S(o(O)) = N2 ) VB
e JIDEK) V1254 40d2+/5

5. Seja d = —7(mod 25). Para a € Ok, pelo Teorema 6.3.1, segue que

1420+ 467 + 36% + 64
5

a = ag+a10+ ax0* + a6 +ay ( ) ,com ag, a1, as, as, s € Z.

Ao calcular a norma minima de og(«) através do homomorfismo de Minkowski
(usando a norma euclidiana em R?), obtemos

lo(@)[[* = [[(o1(a), R(oa(a)), S(02(ar)), R(03 ()
= (01())* + R*(0a(a)) + I*(0a(
= (01(a))* + () oz(a) + o3(a)os(@) =
(01(a>) + oa(@)os(a) + o3(a)

=5z (75@0 + 30agay + 3a3 + 25a9a10 + 10agasd + Saasd + 2a36 + 75a36*+

+ 25a0a20% + 20agas6? + 60a1a40 + Sasasd? + 16a30* + 25a,a20° + 25a0a36°+
+ 15aga40® + 20a1a46° + 10asa46° + Sasas0® + 11a26° + 75a20* + 25a,a30*+
+ 5agasf* + 15a1a40* + 120a3a40* + 10aza40* + 55a30* + 25a9a3d + Sayasd+
+ 15aa4d + 20asayd + 14a2d + T5a3d6 + 5azasdd + 90azasdf + 3ladh+

+ bazasdf? + 3aido* + 3aido?).
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Assim, ||ox(a)||? assume minimo quando ap = +1 e a; = as = a3 = a4 = 0. Desse

modo,

loc(OR)I> = 3 & ||ok(Ox)|| = V3 & p= ““(20@” _ Vf

Como d = —7(mod 25), pela Proposigao 6.3.4, segue que |D(K)| = 125d*. Portanto,
a densidade de centro de ox(Ok) é dada por

5
2 (V3
272 gt 2 9v/3

d(ox(Ok)) = = = :
O = R = Vi 03
Portanto, dos itens (1), (2), (3), (4) e (5), segue o resultado. O

Exemplo 8.6.2. Seja K um corpo de numeros de grau 5. Sob as condicoes do Teorema
8.6.2, obtemos a densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ok).

(a) Seja K =Q(v/—2). Comod= -2 e —2%# +1,4+7(mod 25), seque que

9v/3 9v3

20(O0) = S00E = 200(-2)vE

~ 0,00871.

(b) Seja K = Q(v/7). Comod="7 e7=T(mod 25), seque que

6(ox(Ok)) = W39V ~ 0,00355.

©40d2V5  40(7)2V/5

8.7 Aplicacoes nas extensoes sextas

Nesta secao, as referéncias citadas farao mencgao ao Capitulo 7 de Extensoes Séxticas.
O objetivo é encontrar ok (Ok) reticulados algébricos via K = Q(f) corpo de ntimeros de
grau 6, onde o polindmio minimal do elemento primitivo  de K é p(z) = 25+ ax +b, com
a e b nao nulos, ou p(r) = 2% — d, com d € Z, livre de quadrados.

8.7.1 Reticulados na sexta p(z) = 2% +ax + b

Consideramos p(x) = 2° 4+ az + b o polindmio minimal do elemento primitivo 6 de
K, e o;’s os Q-monomorfismos de K em C sdo que fixam os elementos de QQ e tais que
0,(0) = Ok, e O é uma raiz de p(x), para k = 1,2,3,4,5,6. Por convengdo, seja 6; = 0.

Pela Proposicio 2.5.5, se o discriminante D(1, 6,62, 63,6 65) é livre de quadrados,
entdo o anel dos inteiros algébricos é dado por

Ox = Z[0] = {ao + a10 + a20® + a30® + as6* + as60°|ag, a1, as, as, as, a5 € Z}.
Pela Proposicao 2.5.6, segue que
D(1,0,6%, 0% 6 6°) = 3125a° — 466560°.

Pela Tabela (8.1), segue que a densidade de centro étima para a dimensao 6 é dada por

1
§=—— ~0,07217.
8v/3
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Teorema 8.7.1. Seja K = Q(6) um corpo de nimeros e p(z) = 2%+ ax + b o polinémio
minimal de 8, com a e b nao nulos. Se D(K) ¢é livre de quadrados, entio a densidade de
centro do reticulado algébrico ox(Ox) € dada por

27 . .
, se p(x) tem 6 raizes reais,
8y/|D(K)
125 , .
, se p(x) tem somente 4 raizes reais,
_ )32/ |D(K)
d(ox(Ok)) = 4
, se p(x) tem somente 2 raizes reais,
I D(K)]
27 . .
, se p(x) nao tem raiz real.
8y/|D(K)|

Demonstragio. Por hipétese, como D(K) é livre de quadrados, pela Proposicao 2.5.5,
segue que O = Z[f]. Seja o € Ok, entao

a = ag + a10 + a6 + a30® + a,60* + as6°, com ag, a1, as, as, aq, as € Z.

Para este caso os Q-monomorfismos aplicados em 6 sao o4 (0) = 6y, para k = 1,2,3,4,5,6.
Dividimos esta demonstracao em dois casos de acordo com o corpo K.

1. Se K é totalmente real de grau n = 6, ou seja, 0, 05, 03, 04, 05 e 65 sdo reais, entao
rp =6 ery =0. Ao calcular a norma minima de ok («) através do homomorfismo
de Minkowski (usando a norma euclidiana em R?), obtemos

llox(a)[I” = [l(01(a), 02(cr), o3(), 04(), 05(), 06(a))||* =

= (o1(a))* + (02(a))* + (03(c))* + (04(ax))* + (05 ())? + (06 (ax))* =

= 6a2 + a30] + 2a2a30; + a30% + 2a5a40% + 2a3a407 + 2a5a507 + a36% +

+ 2aza50} + 2a4a507 + 26010 + a305 + 2aza305 + a365 + 2a2a465 + 2a3a403 +

+ 2a9a503 + 3605 + 2aza505 + 2a4a503 + a2050 + a303 + 2aza303 + a305 +

+ 2a0a405 + 2a3a40% + 2asa50% + a205 + 2azas505 + 2a4a503 + a2030 + a30; +

+ 2a9a30; + 305 + 2a2a405 + 2aza40) + 2asa50; + a26s + 2azas0; + 2a4a507 +

+ a2010 + a30: + 2a2a302 + a208 + 2a5a408 + 2a3a40% + 2asa50% + 368 +

+ 2azas05 + 2aq4a502 + a2050 + a308 + 2a2a303 + a208 + 2a5a408 + 2aza407 +

+ 2aza507 + a30§ + 2aza50§ + 2a4a505 + a2050 + ai(07 + 03 + 05 + 03 + 0% + 62) +
+ 2ap(az6? + a 07 + as05 + az03 + a,05 + as05 + az03 + as0; + as63 + az0; +

+ asb} + as03 + a3l + asb3 + as0% + asbf + asbg + as08 + a1 (01 + 02 + 03 +

+ 04+ 05+ 05) + az(07 + 05 + 035 + 65 + 02 + 03)) + 2a;(as6 + as69 + asb; +

+ a505 + 463 + as05 + 03 + as0$ + as02 + as08 + as03 + as08 + as (03 + 03 +

+ 603+ 03+ 02+ 03) + az(0] + 03 + 03 + 01 + 02 + 63)).

I

Assim, ||og(@)|]* assume minimo quando ay = +1 e a1 = as = a3 = ay = a; = 0.

Desse modo,

o (ORI = 6 & ||ox(Og)|| = VB < p = ”“20@” _ Vf

Portanto, a densidade de centro de ox(Ox) é dada por

» (Y6
ot 2)
VDK IDEK) 8y/[D(K)|

(o (Ok))
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. Se K é misto de grau n = 6, de modo que 6, 05, 03, 6, sao reais e 05 e 05 sao

imaginarias (conjugadas respectivamente), entdo r; = 4 e 1, = 1. Ao calcular a
norma minima de ok («) através do homomorfismo de Minkowski (usando a norma
euclidiana em R?), obtemos

lox()|[* = ll(01(a), 02(a), 05(cr), 04(r), R(o5 (), S(o5()))||* =
= (o1(@))? + (02(a))* +

— (01(a)? + (7a(0) 2 1 g5(a)os(a) =

= (01(a))? + (02(a))* + (03(0))* + (04(a))* + 05() 06 () =
= 5a? + a30] + 2a2a30; + a30% + 2a5a40% + 2a3a407 + 2asa507 + a36% +
+ 2azaz0% + 2aq4a507 + a2010 + a305 + 2asa305 + a205 + 2asa405 + 2aza405 +
+ 2@2@59’27 + CLZ@S + 2@3(156§ + 2@4@593 + CL%@%O + a%@?j + 20,2@3(93 + ageg +
+ 2aa405 + 2a3a40% + 2asa50% + a205 + 2aza505 + 2a4a503 + a2030 + a30; +
+ 2a9a30; + 305 + 2a2a405 + 2aza40; + 2asa50; + a6 + 2azas0; + 2a4a507 +
+ agﬁio + a%@%@é + agageg’% + a2a49§9§ + &2&59?6‘(25 + a2a39§9§ + a%@?@% +
+ CL3G49§9§ + a3a59§92 + 0@&49%6% + a3a40§’9§ + ai@é@é + a4a59§9§ + a2a5¢9§62 +
+ azas0308 + asas0305 + a20205 + a2(07 + 03 + 03 + 07 + 0565) + ao(2a36; +
+ 26L40£1’L + 2@50? + 2@383 + 2&49% + 2(1593 + 2@36% + 2(14‘9% + 20158; + 2&302 +
+ 2&493 + 2&592 + agﬁg + 6L49§ + CL59§ + (13(92 + a46’§ + a59g’ + aq (201 + 202 +
+ 205 + 20,4 + 05 + 0g) + a2(20% + 205 + 202 + 207 + 02 + 02)) + a1(2a407 +
+ 2a50% + 2a405 + 2a505 + 2a405 + 2a505 + 2a405 + 2a505 + 40205 + a50206 +
+ ay0503 + as0503 + a2(20% + 2035 + 203 + 203 + 0205 + 0502) + a3(20] + 205 +
+ 205 + 207 + 0305 + 0563)).

Assim, ||og(a)||* assume minimo quando ap = +1 e a; = ay = a3 = a4 = a5 = 0.
Desse modo,

loe(@)IF = 5 & lloe(Ox)l| = V5 & p = 1l _ V5,

Portanto, a densidade de centro de ox(Ox) é dada por

y (V5
2" p” ( ) 125
JPE)  JIp®) 32/ DE)]

6(ox(Ok)) =

. Se K é misto de grau n = 6, de modo que 6; e 0, sdo reais e 03, 04, 05 e 6g sao

imagindrias (conjugadas respectivamente), entdo r; = 2 e 7, = 2. Ao calcular a
norma minima de ok («) através do homomorfismo de Minkowski (usando a norma
euclidiana em R?), obtemos

llox(a)lI” = l((01(a)), (o2()), R(os( ), S (03(c)), R(0a()), S(0a(a)))||* =
01())? + (02(a))? + R*(03(a)) + S*(03()) + R (0u(a)) + S*(0u(@)) =

= (01(@))? + (02())? + o5(a)os(@) + 04(00 a(a) =

= (01(@)) + (02())* + o3() 05 (@) + 0u(@)og(a) =

= 4a3 + a30] + 2aa30% + a260% + 2a9a40% + 2a3a40] + 2aza507 + a36% +

+ 2azas0% + 2a4a507 + a2010 + a30; + 2aza305 + a305 + 2a2a405 + 2a3a405 +

+ 2a2a505 + a305 + 2aza505 + 2a4a503 + a2050 + a30302 + araz0502 + axa,050% +
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+ agas0502 + aya30303 + a20303 + aza,0503 + azas0502 + aza,0303 + aza, 0303 +
+ a20302 + a4a5030% + axas0302 + azas0302 + asas0502 + a205303 + 360302 +
+ 2030302 + a2a40702 + asa5050% + asa3030% + a2030% + aza,0103 + azas050; +
+ aza4020% + aza,030% + a20704 + a,a50505 + a2a50%03 + azas0303 + asas0507 +
+a20203 + a2(02 + 03 + 0305 + 0406) + ag(2a302 + 2a407 + 2a50° + 2a3605 +
+ 2a403 + 2a505 + az03 + 405 + as03 + az0; + a,0; + as05 + az08 + as03 +
+ az02 + az03 + as04 + as03 + a1 (201 + 205 + 03 + 04 + 05 + 0g) + a2(207 +
+ 203 4+ 02 4+ 03 + 02 + 02)) + a1 (24407 + 2a505 + 2a405 + 2a505 + a,0505 +
+ CZ5(9§95 + a4939§ + CL5930§ + a4«9§96 + (159296 + CL494(9§ + a59492 + CLQ(QH? +
+ 203 + 0205 + 0502 + 0305 + 04602) + a3(207 + 205 + 0305 + 0502 + 0305 + 0463)).

Assim, ||og(a)||* assume minimo quando ap = +1 e a; = ay = a3 = a4 = a5 = 0.

Desse modo,

ne, IO

ok (Ox)||* = 4 < ||ox(Ok) 5

Portanto, a densidade de centro de o (Ok) é dada por

2 22(1)° 4

D®) IP®] /DK

4. Se K é totalmente imaginario de grau n = 6, de modo que 6y, 0, 03, 04, 05 e O
sdo imagindrias (conjugadas respectivamente), entdo r; = 0 e 7, = 3. Ao calcular a

norma minima de ok («) através do homomorfismo de Minkowski (usando a norma
euclidiana em R?), obtemos

6(ox(Ok)) =

lox(@)[* = [|(R(o1(a)), S(o1(a)), R(o2()), S(0a(a)), R(os(a)), S(as(@)))[|* =
= R2(0(0) + 93(01()) + R2(02() + S (02(0)) + R2(0(a)) + S (o3(cr)) =
= o1(a)oy (@) + o2(a)oz(a) + o3(a)oz(a) =

= o1(a)oy(@) + oa(@)os(a) + o3(a)og(a) =

= 3@3 + a%@f@i + a2a36?92 + 0@(1491&92 + a2a59?92 + a2a36%9i’ + a%&f&f} + a3a49‘119i’ +
+ azas0203 + 2040207 + az3a40307 + a2010] + a,a5050] + asa50303 + azas0305 +
+ aqa50105 + a20305 + a30302 + asa30302 + a2a40502 + azas0502 + azaz03603 +

+ a2030% + a3a40502 + azas0503 + a2a40303 + aza,0302 + a20303 + asa50503 +

+ aza50302 + azaz0302 + asa50502 + a20502 + a30302 + aza30302 + aza,0360% +

+ a2a59§’9§ + a2a30§9§ + a§0§9§ + a3a46§9g’ + CL30J59§92 + &2&4(9%081 + a3a46§’9§ +
+ a?ﬁg@é + G4CL50§)9§ + CL26L59§(9(53 + CL36L59§92 + CL4CL59§62 + a%@?ﬁg + CL%(9194 +

+ 0295 + 9306) + ao(ag,@:f + CL4841L + a59§ + a39§ + (1493 + a50§’ + a39§ + a49§ +

+ as03 + asbi + asbi + as05 + asb: + as03 + as02 + as0f + a,bg + as63 +

4+ a1(01 + 0 + 05 + 0, + 05 + 0g) + a2 (07 + 05 + 05 + 07 + 02 + 03)) +

+ al(a39i{’94 + Cl4(91194 + a59§’04 + Ggelei + a46193 + a59192 + a39§’95 + a46§95 +
+ a59§’95 + a3926’§’ + OJ4929§ + a5029§ + CL39§96 + (149§¢96 + a50§’96 + agﬁg(‘)g’ +

+ (l4‘938é + CL59302 + a2(0%6’4 + 9103 + 9%95 + 029?) + 93‘96(83 + 49(3)))

Assim, ||ox(a)|]* assume minimo quando ap = +1 e a; = ay = a3 = a4 = a5 = 0.

Desse modo,

(@) = 3 & |lox(Ox)|| = V3 & p = ”“<20>” _ Vf
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Portanto, a densidade de centro de ox(Ox) é dada por

vy *(5)
o) = = =

Portanto, dos itens (1), (2), (3) e (4), segue o resultado. O

Exemplo 8.7.1. Seja K um corpo de nimeros de grau 6. Sob as condigcoes do Teorema
8.7.1, obtemos a densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ok).

(a) Seja K = Q(0), cujo o polinomio p(x) = 2% —x — 1 é o minimal de 0. Neste caso,

p(z) tem somente 2 raizes reais. Como D(K) = 49781 = 67 x 743 e € livre de
quadrados, seque que
4

(o (O ~ 0,01792.

(b) Seja K = Q(0), cujo o polinomio p(x) = z° + x + 1 é o minimal de . Neste caso,
p(x) nao tem raiz real. Como D(K) = 43531 = 101 x 431 e ¢é livre de quadrados,
seque que

27 27
0(ox(Ok)) = - ~0,01617.
8/ID(K)|  8v43531

8.7.2 Reticulados na sexta p(z) = 2° — d

Consideramos p(z) = 2° — d o polindmio minimal do elemento primitivo ¢ de K , com

d € Z, livre de quadrados e o;’s os Q-monomorfismos de K em C que fixam os elementos
de Q e tais que 0y,(0) = 0£F, onde k = 1,2,3,4,5,6.

Pelo Teorema 7.3.1, segue que o anel dos inteiros Ok de K é dado por
7+ 76 + 762 + 76° + Z0* + 76, se d % +1,£17, £10, —15, —11, —7, —3, 5, 13(mod 36)
Z+ 20+ 20° + 7 (150) 4 7 (L0H0) oy g, (A0 ) e d = 1(mod 36)
Z+Z&+Z@2+Ze3+z(% +7Z %) ,se d = —10, —1(mod 36)
Z+20+26° + 7 (S 4 7 (L30E200400) g (13020400 o = 17(mod 36)
Z+ 20 + 0% + Z6° + L (H0E) 4 2 (H050%) s d = —17,10(mod 36)
Z+70+762+7 (15—93) +7Z (#) +7Z (% ,sed=—15,—11,-7,—3,5,13(mod 36).

Pela Proposicao 7.3.4, segue que o discriminante do anel dos inteiros Ok de K é dado
por

4665645, se d £ +1, 417, £10, —15, —11, -7, -3, 5, 13(mod 36)
9d°, se d = 1,17(mod 36)

5764, se d = —17, —10, —1, 10(mod 36)

729d°, se d = —15,—11, -7, —3,5,13(mod 36).

D(K) =

Pela Tabela (8.1), segue a densidade de centro 6tima para a dimensdo 6 é

§ = —= ~0,07217.
8\/_
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Teorema 8.7.2. Seja K = Q(6) um corpo de nimeros, onde 6 = Vd com d € Z. livre
de quadrados. A densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ox) de K é dada por

1

csed# +1,4£17, 410, 15, —11, -7, —3,5, 13(mod 36
5441@ # ( )

——, se d =1,17(mod 36),
(ow(0x)) = { Y

o
27Vd5’

Demonstragcdo. Suponhamos que d é um inteiro positivo e livre de quadrados. Dessa
forma, @ = v/d € K. Para este caso, os Q-monomorfismos aplicados em 6 sdo or(0) =
61 com 1 < k < 6 e assim, K é um corpo misto de grau n = 6, onde r; = 2 e
ro = 2. Vamos dividir esta demonstracao em casos de acordo com a base integral obtida
no Teorema 7.3.1:

sed=—17,—10,—1,10(mod 36),

sed=—15,—11,-7,-3,5,13(mod 36).

1. Seja d # +1,£17,£10, —15, —11, -7, 3,5, 13(mod 36). Para a € Ok, pelo Teo-
rema 7.3.1, segue que

a = ag+ a10 + ax0* + as60® + a,0* + a56°,

com ag, ay,as,0as,aq,as € Z. Ao calcular a norma minima de og(«) através do
homomorfismo de Minkowski (usando a norma euclidiana em R?), obtemos

lox(@)]|* = [l(o1(e), (), R(02(a)), S(oa(a)), R(es (@), S(os(a)))[]* =
3%2

= 01(05

= (01(@))* + (04(@))* + a(@)06(a) + o3(a)os () =
= 2(2@% + 20260 + agash® + 2a30* + arasf* + agasd* + 2a§06 + asayd+

+ arasd + 2a3d0? + azasdf* + 2azd6*).
Is

Assim, ||og(@)|]* assume minimo quando ay = +1 e a1 = ay = a3 = ay = a5 = 0.

Desse modo,

_ [lox(Ox)|
2

low(Ox)|]* = 4 & |lox(Ox)l| =2 < p =1
Como d # +1,+£17,+£10,—15,—11, =7, -3, 5, 13(mod 36), pela Proposigao 7.3.4,
segue que |D(K)| = 46656d°. Portanto, a densidade de centro de ox(Ok) é dada
por
oot 22

JIDK)| V466568 54V

(o (Ok))

2. Seja d = 1(mod 36). Para a € Ok, pelo Teorema 7.3.1, segue que

+ 63 4 + 360 + 46% + 94 3440 +36%2 + 63 + 65
5 +ay 6 +as G ,

1
a = agta104+a20’+as (
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com ag, aj, as, Gz, a4,a;5 € Z. Ao calcular a norma minima de ox(«) através do
homomorfismo de Minkowski (usando a norma euclidiana em R?), obtemos

llor(@)[I” = [[(01(a), 04(a), R(02(a)), S(02(ar)), R(03()), S(os()|[* =
= (01()* + (04(@))* + R*(02(a)) + F*(02()) + R¥(03(a)) + F*(03(r)) =

(

(@)
= (01(2))* + (04(@))* + 02(a)o2(a) + 03(a) 03 (1) =
= (01()* + (04(@))* + 0a(a)o6(0x) + 03(a) o5 (00) =

1
= §(72a3 + T2apa3 + 18a3 + 96agay + 48azay + 32a3 + T2apas + 36azas-+

o4\

+ 48aa5 + 18a2 + 72a760* + 36agaqxl? + 18agaz6” + 24a¢as0® + 72a,a40*+

+ 24aza40% + 12aza40* + 34a30* + 18agasf? + 96a1as50® + 18azas0°+

+ 9asas0? + T2aqa560* + 41a§92 + 72@%94 + 18aya30* + 6agasd* + 96asa,0*+
+ 12a3a40* + 36a20* + 6a1a50* + T2a2a50" + 12a3a50* + 5dasas0* + 22026+
+ 18a§d + 6asasd + 4aid + 6ajasd + 12azasd + 6asasd + 6a§d + 2aid92+

+ 3azazdd® + azdf* + 2a2d6*).

I?

Assim, ||ox()||* assume minimo quando ag = £1 e a1 = as = a3 = a4 = a5 = 0.

Desse modo,

[lox (Ox)|
2

lox(Ox)||> = 4 < [lok(Ok)|| =2 & p = _ 1.

Como d = 1(mod 36), pela Proposigao 7.3.4, segue que |D(K)| = 9d°. Portanto, a
densidade de centro de ox(Ok) ¢é dada por

2T2p C22(1)° 4

JIDEK)| V& eV

3. Seja d = —10, —1(mod 36). Para a € O, pelo Teorema 7.3.1, segue que

6(ox(Ok)) =

1 22 4 23 5
azao+a19+a26’2+a393+a4 <w> + as (MM)’

3 3

com ag, Gy, as,0as,a4,a5 € Z. Ao calcular a norma minima de og(«) através do
homomorfismo de Minkowski (usando a norma euclidiana em R?), obtemos

low(@)[]* = [[(a1(a), 04(er), R(02()), S(02(e)), R(os (@), S(os()))|[* =
)

= ;(18@2) + 12a9a4 + Qai + 18a%«92 + 9agasb? + 6agasf? + 3asalb* + 2a292+
+ 12a1a560% + 2a§92 + 18a§94 + 9aja360* + 3agal0* + 24asa,.0* + 9ai04

+ 6ajaz0* + 3asaz0* + 2a20* 4 18a3d + 3agasd + 2a3d + 3aiasd + 24azasd-+
+ 9a2d + 2a3d6* + 3aszasdf® + 2a2d6? + 2aid*).
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Assim, ||ox(a)||* assume minimo quando ap = +1 e a; = ay = a3 = a4 = a5 = 0.

Desse modo,

[lox (O]

=1
2

ok (O[> =4 < ||ox(Ok)|| =2 < p =

Como d = —10,—1(mod 36), pela Proposi¢io 7.3.4, segue que |D(K)| = 576d°.
Portanto, a densidade de centro de ox(Ox) é dada por

2 22(1)° 1

d(ox(Ok)) = \/|D(K)\ = ool oV

4. Seja d = 17(mod 36). Para a € Ok, pelo Teorema 7.3.1, segue que

) 1+ 63 4+ 360 +26% + 64 460 + 36 + 263 + 6°
a=ag+ai1l+as0”+as +aq 5 +as 5 ,

com ag, Gy, a9, a3, a4, a5 € Z. Ao calcular a norma minima de og(«) através do
homomorfismo de Minkowski (usando a norma euclidiana em R?), obtemos

[low(@)[[* = [l(o1(a), 04(ar), R(02(a)), S(oa(ar)), R(o3 (@), S(o3(a)))|* =
= (01())* + (04(a) ) a)) + ®(os()) + S*(03(a)) =
= (01())* + (o4(a)
( 1(@)* + (04(a)

= g(72a§ + T2apa3 + 18a3 + 96apay + 48azay + 32a; + 72a30% + 36a¢a60+

+ 18asas60* + 12a9a46? + T2a1a460% + 24a5040° + 6asa,6* + 26@292 + 18agasH*+
+ 96a;a50% + 9asas0? + 60agas6* + 32@%92 + 72a20* + 18a1a30* + 6agas0*+

+ 48a9a40* + 12asa40* + 12a30* + 12a,a50* + T2aza50* + 12a3a50* + 30a4a50*+
+ 26a20* + 18a3d + 6agasd + 2a3d + 6a1as5d + 24azasd + 6asasd + 12a2d+

+ 2a3d0? + 3azasd6? + 2a2d6” + 2a2do*).

Assim, ||og(a)||* assume minimo quando ap = +1 € a3 = ag = a3 = a4 = a5 = 0.

Desse modo,

[lox (O]

= 1.
2

ok (Ok)|]? =4 < ||ox(Ox)|| =2 p =

Como d = 17(mod 36), pela Proposicio 7.3.4, segue que |D(K)| = 9d°. Portanto, a
densidade de centro de ox(Ok) é dada por

Coompr 22(1)° 4
5(0K(OK)) = ’D(Kﬂ = \/W = 3@'

5. Seja d = —17,10(mod 36). Para o € Ok, pelo Teorema 7.3.1, segue que

1+02+94> <6+93+95>
3 )\ )

a:a0+a16+a292+a393+a4<
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com ag, ay, as, as, a4, a5 € Z. Ao calcular a norma minima de og(«) através do
homomorfismo de Minkowski (usando a norma euclidiana em R?), obtemos

llox(@)[]* = [[(o1(), 04(a), R(02(a)), S(oa(a)), R(os(e)), S(os()))]|* =
= (01())? + (0u(@))* + R*(02(a)) + *(02(a)) + R*(03(a)) + I*(03(a)) =
= (01())* + (04(a))* + o2(@)o2(@) + 05
= (01(a))? + (04(@))* + 0a(a)as(a) + o3(a)o

~—

a)os(a) =
s(a) =

2
= §(18a§ + 12apa4 + 202 + 18a26? + 9agasb? + 3agasb? + 3asa46” + a26°+

+ 12aya50% + 2a260% + 18a50" + 9ayaz0" + 3agasd* + 12aza40* + 3a30*+

+ 3&1(159 + 3&3@594 + CL§94 + 18(I§d + 3a2a4d + a4d + 3a1a5d + 12a3a5d—|—
+ 3aid + 2a3d0* + 3azasdf? + aZd0® + 2ado*).

I

Assim, ||ox(@)||* assume minimo quando ag = £1 e a1 = as = a3 = a4 = a5 = 0.

Desse modo,

[lox (Ox)|
2

lox(Ox)|I* = 4 < |lox(Ox)| =L

Como d = —17,10(mod 36), pela Proposi¢do 7.3.4, segue que |D(K)| = 576d°.
Portanto, a densidade de centro de ox(Ox) ¢ dada por

oot 22()°
6(ox(Ok)) = \/\D(K)| NG N

6. Seja d = —15,—11,—7,-3,5,13(mod 36). Para a € Ok, pelo Teorema 7.3.1, segue

que
2 1+6° g+ 0 62 + 6°
o= ag+ a0 + ax0” + as 5 + aq 5 + as ,

2

com ag, Gy, as,0as,a4,a5 € Z. Ao calcular a norma minima de og(«) através do
homomorfismo de Minkowski (usando a norma euclidiana em R?), obtemos

(

= ( (a))2 (04())” + R*(02(a)) + S*(02(a)) + R2(03()) + S*(03(0)) =
= (01(@))* + (04(a))? + 02(@)os(a) + o3(a)os(e) =

= (01(a))? + (04(a))? + o3(a)o6() + o3()o5(0x) =

1
= 5(8(1(2) + 8agasz + 2a§ + 8(1%92 + dagasb? + 2a5a30? + 8ajalb* + 2aZ«92+

+
+

+ 2agas0? + asas0? + 8a20* + 2a1a30* + 2agas0* + 2a3a40* + Sazas0*+

+ 2a20" 4 2a5d + 2aa4d + 2aya5d + 2a4a5d + 2a5d0* + azazdf® + 2aid6*).
I?

Assim, ||og(@)||* assume minimo quando ap = £1 e a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = 0.

Desse modo,

[lox (Ox)|
2

lox(Ox)|]> =4 & |lok(Ok)|| =2 < p= _ 1.
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Comod = —15,—11,—7,—-3,5, 13(mod 36), pela Proposi¢ao 7.3.4, segue que |D(K)| =
729d°. Portanto, a densidade de centro de ok (Ox) ¢ dada por

22 it 22 (1)° 4
(76(0x) D)~ VTP 2TV
Portanto, dos itens (1), (2), (3), (4), (5) e (6), segue o resultado. O

Exemplo 8.7.2. Seja K um corpo de nimeros de grau 6. Sob as condicoes do Teorema
8.7.2, obtemos a densidade de centro do reticulado algébrico ox(Ok).

(a) Seja K = Q(v/2). Comod =2ed# +1,£17,£10, —15, —11, -7, —3,5, 13(mod 36),

seque que
1

1
C5AVdP 54425
(b) Seja K = Q(¥/3). Comod =3 ed# +1,+17, 410, 15, —11, -7, —3, 5, 13(mod 36),

seque que

0(ox(Ok))

~ 0,00327.

1 1
54v/d5 5435

6(ox(Ok)) = ~ 0,00118.



9 Conclusao

O segundo capitulo possibilitou a familiaridade com a area Teoria Algébrica dos Nu-
meros e disponibilizou as ferramentas necessarias para consolidar este trabalho. Para a
ultima secao deste capitulo, generalizamos as propriedades dos corpos de niimeros Q( {73),
com d livre de quadrados que forneceu aos demais capitulos as condigoes necessarias para
a construcao dos anéis de inteiros.

A busca pelos anéis de inteiros depende da estrutura do corpo e do seu elemento
primitivo causando a complexidade de alguns casos e exigindo o auxilio computacional.
Neste trabalho foi explorado uma maneira de encontra-los de acordo com as caracteristicas
do polindémio minimal consequentemente usando os (Q-monomorfismos.

Nos capitulos de extensao de corpos de grau 2,3,4,5,6 ficou registrado a procura
dos anéis de inteiros com a obtencao das bases integrais e o estudo do discriminante,
em alguns casos bem particulares podemos determinar a base integral apenas com as
propriedades de discriminante. Além do mais, conhecemos algumas propriedades desses
corpos que os tornam fascinantes tal como a padronizagao dos casos de acordo com graus.
Para os trabalhos futuros instigamos o estudo: para o grau 3, dos polindomios minimais
p(r) = 2®+ax+b € Z[z]; para o grau 4, dos polinémios minimais p(z) = z*+azx+b € Z[x],
p(x) = 2 — d, com d livre de cubos; e para os demais graus as mesmas indagacoes,
buscando via polindémio caracteristico o anel dos inteiros algébricos dessas extensoes.
Também, estimulamos o estudo dos graus como n = p* poténcia de primos, com k¥ € N
ou n = pq produto de primos.

Via homomorfismo de Minkowski, foi possivel a defini¢ao dos reticulados algébricos e
a identifica¢do de ox(Ok) como tal. Assim, coube uma minuciosa exploragao de exemplos
para obter reticulados de densidade 6tima, mas, somente via Ok, nao se permitiu ter
exemplos bons e por este motivo desperta-se a curiosidade para estudar os reticulados
algébricos sobre os Z-médulos contidos no corpo K.

As perspectivas futuras englobam a padronizacao dos graus e generalizagdo dos casos
em conjuntos com o estudo dos reticulados sobre os Z-moédulos contidos no corpo K. Com
isso, imagina-se que objetivamente podemos conseguir reticulados com dimensao 6tima.
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