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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo tedrico sobre equagdes diferenciais ordindrias de
primeira ordem dirigido de forma a dar base para o desenvolvimento de um software di-
dético que auxilie aos alunos e pesquisadores que se deparem com este tema. O algoritmo
foi desenvolvido em linguagem HTML a fim de que o resultado fornecesse uma pagina
de internet, que permite ao publico-alvo acessar o software em qualquer lugar em que
disponha de conex@o a internet.

Palavras-chave:
Equacgdes diferenciais ordindrias de primeira ordem, Algoritmo de resolucao, desenvolvi-
mento em HTML.



Abstract

This work presents a theoretical study of ordinary differential equations of first or-
der directed so as to provide basis for the development of an educational software that
helps students and researchers confronted with this issue. The algorithm was developed
in HTML language in to that the results provide a website that allows the audience to
access the software anywhere which has internet connection.

Keywords:
Ordinary differential equations of first order, Resolution algorithm, HTML development.
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Introducdo

A tarefa de ensinar equagdes diferenciais ndo se resume a apenas passar o conteido
aos alunos, € necessdrio também que o aluno assimile e compreenda o que foi passado, o

que por vezes essa tarefa ndo € tdo simples pela falta de recursos didéticos disponiveis.

Este trabalho trata do assunto equacdes diferenciais ordindrias de primeira ordem num
primeiro momento, realizando uma revisdo bibliografica de uma série de livros que trata
desse tema. Essa revisdo tem como objetivo nos fornecer o mesmo conhecimento que
€ passado aos alunos, para ter uma idéia do tipo de material utilizado pelos professores.
Num segundo momento apresentamos uma ferramenta didética desenvolvida a partir da
revisdo bibliogréfica realizada, que pode auxiliar os alunos no processo de aprendizagem

deste conteuado.

No primeiro capitulo apresentamos a metodologia orientadora deste trabalho, desta-
cando a questdo da revisdo bibliogréfica, tentamos dar uma visdo geral sobre o que é,

como ¢ feita e qual sua importancia para o restante do trabalho.

O segundo capitulo € fruto desta revisdo. Ele traz toda a teoria inicial das equagdes
diferenciais em geral, essa introdu¢do ao assunto se faz necessdrio para dar base a teoria

envolvida na resolu¢do das EDOs de primeira ordem.

No terceiro capitulo tratamos dos diferentes métodos de resolu¢do das EDOs de pri-
meira ordem. Os métodos apresentados sdo 0s mais comuns e os que sao trabalhados na
maioria dos livros diddticos. Com base na andlise feita neste capitulo pudemos desenvol-

ver nosso Guia de Resolucdo de Equacdes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem.

As aplicacdes das EDOs de primeira ordem foram apresentadas no quarto capitulo.
Optamos por colocé-las para mostrar a importancia dessas equacdes nas mais variadas
areas do conhecimento. As aplicacdes trabalhadas aqui vao das mais cldssicas até algumas

ndo tao convéncionais.

No quinto capitulo apresentamos o Guia de Resolucdo de Equacdes Diferenciais Or-
dindrias de Primeira Ordem. Esta ferramenta didética se trata de uma pagina de internet
e foi desenvolvida para auxiliar os alunos e também pesquisadores na resolucdo de tais
equagoes. Este software estd liberado na internet e € de uso livre a todos os interessados

neste assunto.
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Enfim, este trabalho foi realizado com o objeto de ser uma alternativa didatica aos
métodos convéncionais utilizados atualmente para o ensino das equagdes diferenciais.
O guia apresentado neste trabalho, por ser um recurso digital, pode tornar o ensino deste
conteddo mais atrativo aos alunos, com o advento da técnologia os recursos didatico estao

se modernizando e este guia segue essa linha.
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1 Metodologia

1.1 Revisao Bibliogréfica

A metodologia de pesquisa adota para a realizacao deste trabalho foi a revisao bibio-
gréfica, esse tipo de metodologia visa dar embasamento tedrico e sustentacao ao tema que
serd desenvolvido, MORESI (2003, p. 35) define revisdo bibliografica como: "Processo
de levantamento e andlise do que ja foi publicado sobre o tema e o problema de pesquisa
escolhidos". Para que uma revisao bibliografico torne-se expressiva € necessario que o
tema escolhido ndo seja vago, que o pesquisador tenha alguma aptidao ao lidar com ele
e que existam diversos recursos bibliograficos disponiveis que trabalhem com este tema,
caso contrdrio corre-se o risco da revisao bibliogréfica tornar-se de certa forma pobre de
contetddo ou entdo pessoal demais ao ponto de ndo ser de fato uma revisao bibliogréfica.
A seguir serdo apresentadas algumas sugestdes que podem dar a uma revisao bibliografica

um alto grau relevancia.

LAKATOS e MARCONI (1991) sugerem que para que a revisdo bibliogréifica se

torne efetiva deve-se seguir determinados passos, sao eles:

. Escolha do tema: Para este trabalho escolhemos trabalhar com as equagdes diferenciais
ordindrias de primeira ordem, devido a sua grande importancia nas diversas areas

do conhecimento, e sua dificil assimilag¢do por parte dos alunos da graduacao;

. Elaboracao do plano de trabalho: Decidimos estudar a fundo as propriedades das
EDOs de primeira ordem afim de canalizar todo esse conhecimento adquirido para o

desenvolvimento de um guia que auxilie os usudrios na resolucao de tais equagdes;

. Identificacdo do material: O material utilizado nesta revisdo bibliografico é composto

de textos cldssicos que tratam de equagdes diferenciais;

. Fichamento: todo o material consultado foi devidamente analisado levando em conta o
modo como o tema escolhido era trabalhado por cada um dos autores, buscando um

melhor entendimento do contetdo; redagcdo, buscamos articular todo o contetdo de
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maneira clara e objetiva sem perder o carater tedrico necessario num texto como

€Sse.

Apesar da infinidade de recursos disponiveis para consulta, preferimos dar prioridade
aos livros didéticos que tratam das equagdes diferenciais, simplesmente porque toda essa
revisdo servird para dar embasamento tedrico para o desenvolvimento do Guia de Reso-
lucao de Equagdes Diferenciais Ordinérias de Primeira Ordem, apresentado com detalhes
no capitulo 5. Como um dos objetivos principais desse guia € auxiliar os alunos que estu-
dam esse tema nada mais justo que buscar conhecimento no material que tais alunos tem
como referéncia, conseguindo assim aproximar essa revisao daquilo que os alunos estao

acostumados a ver na sala de aula.
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2 Introducdo as Equacodes Diferenciais

Neste capitulo introduziremos os conceitos bésicos das equacdes diferenciais, tais
como classificagdo, ordem, linearidade, etc. Essa teoria elementar € importante para fun-

damentar as bases do que serd trabalhado nos capitulos seguintes.

2.1 Definic¢oes

2.1.1 Equagao Diferencial

Uma equacdo diferencial (ED) pode ser definida como uma equagdo que contém as

derivadas de uma ou mais varidveis dependentes em relacdo a uma ou mais varidveis in-

dependentes .
Exemplos
dy
— =X
dx
d*x _d*x
W —+ 2% — X = lnt
dy dy
ax o Y

0%u >
() —o
dx? dy

2.1.2 Equagdo Diferencial Ordinaria

Se uma equagdo diferencial envolver apenas derivadas ordindrias de uma ou mais va-
ridveis dependentes em relacdo a apenas uma varidvel independente, ela ¢ chamada de

equacao diferencial ordinaria (EDO).
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Exemplos
dy

dx_e

dx dy
i R A |
ar ar Y
d*y dy
E—E‘FCOS)}:O

2.1.3 Equagdo Diferencial Parcial

Se uma equacao diferencial envolver apenas derivadas parciais de uma ou mais va-

ridveis dependentes em relacdo a duas ou mais varidveis independentes, ¢ chamada de

equacio diferencial parcial (EDP)'.

Exemplos

Ju  dv

dx  dy

9%u 82u_

Xz 0y

02u  d%u Ju
o2 = o TR0k

2.1.4 Ordem das Equacdes Diferenciais

A ordem de uma equagdo diferencial, ordindria ou parcial, € definida pela derivada de

maior ordem na ED.

Exemplos

'Exceciio feita a este capitulo, trabalharemos apenas com as EDO. Sendo assim a expressdo equacio

diferencial refere-se somente as EDO.

2.1

2.2)
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As equacdes (2.1) e (2.2) sdo ambas equacdes diferenciais de segunda ordem?, porém

a primeira € uma EDO de segunda ordem e a segunda € uma EDP de segunda ordem.

2.1.5 Linearidade das Equagdes Diferenciais

Se em uma equacdo diferencial, ndo encontrarmos em seus termos:

. fung¢des transcendentais da varidvel ou varidveis dependentes, ou de suas derivadas,

por exemplo, Iny(x), cos (%), sin <g_;yc> , etc.

. produtos entre as varidveis dependentes, entre as varidveis dependentes e suas deri-

dz

vadas, ou entre as derivadas das varidveis dependentes, por exemplo, [z(x)]?, z(x) £,

dz\3 dzdy 9%z 9z
(E) R ﬁﬁ’z(x’y)wa_y’ etc.
entdo a equacdo diferencial ¢ uma equacao diferencial linear. Na ocorréncia de alguns dos

casos citados acima, a equacao ¢ dita ndo linear.

Se uma equagdo diferencial € linear e ordindria de ordem n e possui apenas uma
varidvel dependente, ela pode ser escrita da seguinte forma
dny dnfly

dy
e +a1(x)dx? +... —|—an_1(x)d—x + a,(x)y = g(x)

ao(x)

onde ag(x) ndo é identicamente nulo, x é uma varidvel independente e y(x) é a tnica fun-
cdo de x. A equacdo acima € a forma mais geral para uma equagdo diferencial linear e

ordindria de ordem n com somente uma varidvel dependente.

Exemplo
d’y  dy
22 i —
dx2+ xdx Y
xzd—3y — %@ —3xy = xcosx
dx3  xdx
dy
22 4 6iny=0
dx +siny

As equacdes do exemplo anterior sdo todas lineares, exceto a Ultima que apresenta o

termo siny, que € uma funcao transcendental envolvendo a varidvel dependente y.

2A ordem da ED é dada pela derivada de maior ordem na ED, nio importando o valor da poténcia a qual
a derivada foi elevada.
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2.2 Solucoes de Equacoes Diferenciais

2.2.1 Solucao Explicita de uma Equacao Diferencial

Uma solugdo explicita de uma uma equacéo diferencial é uma fungio do tipo y = f(x),
na qual a varidvel dependente € expressa somente em termos da varidvel independente e

das constantes, que quando substituida na equacao diferencial, a reduz em uma identidade.

Exemplo

dy _

i (2.3)

A equacdo (2.3) tem solucao explicita dada por

X
y(x)=—=+c (2.4)
onde ¢ é uma constante. Se substitirmos y(x) na equagéo (2.4), temos
d (% .
— | =+c)=x
dx \ 2
X=x

que € uma igualdade.

2.2.2  Solucao Implicita de uma Equacao Diferencial

Uma solugdo implicita de uma equagao diferencial é uma funcdo do tipo f(x,y) do
conjunto de varidveis dependentes e independentes, que através de derivagdo implicita

reduz a solugdo a equacdo diferencial inicial.

Exemplo

A funcdo
flx,y) =x*>+siny—2=0
€ uma solucdo implicita da equacao diferencial

d
2x—|—cosyd—y =0.
X
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Para verificar derivamos implicitamente f(x,y) com relagdo a varidvel x, assim

d d

() = 5 (P siny—2) = <0

d
2x+cosyd—y =0
X

que € a nossa equacdo diferencial inicial.

2.2.3 Problemas de Valor Inicial

Quando um determinado problema, além de uma equacao diferencial que o descreve,
tiver ainda que seguir certas condicdes iniciais estabelecidas inicialmente, para um mesmo

valor da varidvel independente, dizemos que temos um problema de valor inicial (PVI).

Temos que resolver

d" / (n—1)
W :f<x7y7y yees Y >

sujeito a

¥(x0) =0, ¥ (x0) =y150y YV (x0) = yu_1

2.2.4 Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucdes de uma EDO

Considere o seguinte problema de valor inicial.

d

a =ty

¥(t0) = Yo
Se f(t,y) e g—§ sdo continuas num retingulo

R=(t,y)eRla<t<B,0<y<y

contendo (7, yp), entdo o PVI dado tem uma tnica solu¢do em um intervalo contendo t .

A demonstracdo desse teorema se encontra no apéndice (A.1).

3Além dos PVI, temos também os chamados problemas de valores de contorno (PVC) que seguem
a mesma definicdo dos problemas de valor inicial, com uma diferenca, em um PVC as condi¢des sdo
especificadas para dois ou mais valores da varidvel independente.
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3 Métodos de Resolugao de Equacoes
Diferenciais Ordinarias de Primeira
Ordem

Neste capitulo trabalharemos com os principais métodos analiticos para a resolucao
das equacgoOes diferenciais ordindrias de primeira ordem. Apresentaremos esses métodos
da maneira mais detalhada possivel, dando &nfase as suas demonstracdes e mostrando
alguns exemplos de equagdes diferenciais resolvidas por eles, pois esses sdo os métodos
aplicados no Guia de Resolu¢do de Equagdes Diferenciais Ordinérias de Primeira Ordem

apresentado no capitulo 5.

3.1 Meétodo de Separacao das Varidveis

A equacdo geral de primeira ordem é dada por :

dy

Se a equacgao geral de primeira ordem nao for linear, entao nao existe um método geral
que possa ser aplicado a todas as equagdes desse tipo. Por este motivo vamos considerar
aqui equagdes de primeira ordem lineares que possam ser escritas na forma

d
M) +N(xy) 7 =0 (32)

Sempre poderemos fazer esse tipo de transformacéo definindo f(x,y) = M(x,y) e

N(x,y) = 1, ou também podemos escrever f(x,y) como o produto de duas funcdes de x e

y, seja,

Jf(x,y) =M(x,y)n(x,y),
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onde,
1
nx,y) =
= N
assim, temos,
_ M(x,y)
f(x7Y) - N(x, )
aplicando essa igualdade a equacao (3.1) temos,
dy _ M(x,y)
dx  N(x,y)

e com algum trabalho algébrico, temos que

dy
—M(x,y)—i—N(x,y)E =0

Vamos supor que M seja uma fun¢do dependente apenas de x e N uma fun¢do depen-

dente apenas de y, entdo temos

dy
—M(x)+N(y)— =0
W) +NG)S
que € dita separdvel ou de varidveis separdveis por poder ser escrita na forma:

—M (x)dx+N(y)dy = 0.

Feitas essas adaptacdes na equagdo diferencial podemos resolvé-la simplesmente agrupando-
as de maneira conveniente em relacao a igualdade e aplicando integracdo direta em ambos

os lados da equag@o, como mostrado abaixo.

[Ny = [ M,

onde ¢ € uma constante de integracdo.
Exemplos
1.Resolva a seguinte equacgao diferencial

(14+x)dx—ydy=0

Resolucdo
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Note que a equagdo esta na forma

M(x)dx—N(y)dy=0

onde

M(x)=1+xe N(y) =y

Portanto, podemos ajustar os termos da equacdo até obter M(x)dx = N(y)dy. Se

fizermos isso na nossa equagao teremos

(14+x)dx = ydy

Seguindo nosso algoritmo, agora vamos aplicar integracdo direta em ambos os lados

/(I—I—x)dx:/ydy

2

x+x—— tc
2 VT

da igualdade

Resolvendo para y temos que nossa solugdo € dada por

x2
y==£ x—i—?—kc

onde ¢ = constante de integragcao

2. Resolva o problema de valor inicial

d
ﬁ = sin(5x)

sujeito a y(0) =3

Resolucdo

Note que a equagdo desta vez se encontra na forma geral de equacdo de primeira

ordem, ou seja,

dy_

E - f(x,y)

Porém em nossa equacdo nosso f(x,y) = sin(5x) que é uma fungdo s6 de x, ou seja,

f(x,y) :f(x)'
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Reescrevendo nossa equagdo na forma M (x)dx = N(y)dy, temos
dy = sin(5x)dx

assim podemos observar que M (x) = sin(5x) e N(y) = 1, feito isso vamos aplicar integra-

¢do direta em ambos os lados da igualdade

/dy = /sin(Sx)dx+c
cos(5x)
B 5
Essa seria nossa soluc¢do geral ja resolvida para y se ndo tivessemos um PVI, porém

como ele existe vamos aplicar a condi¢do inicial indicada em nossa solu¢do para encontrar

c. Como y(0) = 3 temos

5-0
3o _ cos(5-0) e
5
portanto ¢ = 15—6 e nossa solugdo que antes era geral, agora se tornou uma solugdo particular
dada por:
_cos(5x) 16
YT TS

3.2 Equagdes Homogéneas e Método de Substituicdo Algé-
brica

Antes de falarmos diretamente sobre os conceitos de equacao diferencial homogénea
de primeira ordem ou mesmo sobre seu método de resolucio, necessitamos examinar o

que € uma fun¢ao homogénea.

Uma fun¢do F € chamada de homogénea de grau n, com n € N, se ela pode ser escrita
na forma F'(tx,ty) = t"F(x,y), ou seja, fazendo a substituicdo em F(x,y), x =tx ey =ty
e depois fatorando ¢, a expressao resultante deve ser como a indicada na equacio acima,

sendo a fungdo nio é homogénea®

“Estamos interessados em trabalhar apenas com funcdes de duas varidveis, mas a definicdo acima é
valida também para uma funcdo com um numero k de varidveis. Por exemplo, se tivermos uma fun¢do do
tipo F(x1,x2,...,x;), com k € N, a funcdo serd homogénea de ordem n desde que

F(tx1,8x0,...,tx,) = 1"F (x1,X0, ..., Xk)
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Uma equacao diferencial da forma
M(x,y)dx+N(x,y)dy =0

¢ dita homogénea se ambos os seus coeficientes M e N forem fun¢des homogéneas de
mesmo grau, ou seja, M(x,y)dx+ N(x,y)dy = 0 é homogénea se M(tx,ty) =1"M(x,y) e
N(tx,ty) = 1"N(x,y).

De maneira equivalente, a equagdo diferencial de primeira ordem M (x,y)dx+N(x,y)dy =
0 é¢ homogénea se quando a escrevemos na forma

dy

E _f(x7y)

e podemos definir um fung¢do g tal que f(x,y) possa ser escrita na forma f(x,y) = g (X) e

X
d_, ()
dx X

dx

Analogamente, se nossa equagdo diferencial homogénea for escrita na forma &y =

f(x,y) podemos definir uma nova fungé@o A tal que tal que f(x,y) possa ser escrita na

nossa equagao diferencial fica

forma f(x,y) =h (’y—‘) e nossa equacdo diferencial fica
_ (z)
dy y

3.2.1 Método de Substituicdo Algébrica

Uma equacgdo diferencial homogénea do tipo M (x,y)dx+ N(x,y)dy = 0 pode ser re-
solvida por meio de substitui¢do algébrica. A substitui¢ao visa transformar nossa equagdo
diferencial homogénea em uma equacgao diferencial de primeira ordem separdvel para a
partir dai aplicarmos o Método de Separacao das Varidveis. A substitui¢do a ser feita serd

y = vx ou x = uy, onde u e v sdo nossas novas varidveis independentes.

Demonstracao do Método de Substituicio Algébrica

Seja M (x,y)dx+ N(x,y)dy = 0 uma equagdo diferencial homogénea. Fazendo y = vx
ouvy= % transformamos nossa equacgao inicial em uma equagao diferencial separdvel nas

variaveis v € x.
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Como M (x,y)dx+ N(x,y)dy = 0 é homogénea podemos escrevé-la na forma % =
).

Fazendo a substitui¢do y = vx, temos

==

g(

dy d(vx) dv
dx  dx dx

Entao,
mas como y = vx, temos que
logo,

reescrevendo esta equacao temos,

[v—g(v)]dx+xdv=0.

Enfim chegamos a nossa equagao diferencial separavel, que reagrupada pode ser es-

crita como

dv dx
—_|__:()
v—gv) x

Como ja vimos anteriormente esse tipo de equacdo diferencial pode ser resolvida via

/ dv dx
- _|_ - = C,
v—g(v) X

onde ¢ € nossa constante de integracgao.

integracao direta:

A solucdo geral pode ser escrita por

dv
/— +1In x| =c, (3.3)
v—_g(v)
e apos resolver a integral devemos substituir novamente v = ¥, para termos nossa solu¢io
nas varidveis iniciais.
A demonstracao utilizando a substituicao x = uy € andloga, com apenas algumas mu-

dangas na forma de se escrever nossa equagao inicial.
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Exemplos

1. Resolva a seguinte equacdo diferencial’
x3ydx+x2y2dy =0

Resolucdo
Antes da resolucao propriamente dita devemos analisar se nossa equagdo diferencial

€ de fato homogénea. Temos dois métodos para efetuar esta andlise: primeiro vamos

verificar se M (tx,ty) = t"M(x,y) e se N(tx,ty) =t"N(x,y)
M(x,y) =xy e

N(x,y) = x*y*

logo
M(tx,ty) =ty =* Py =1t*M(x,y) e
N(tx,ty) = 2%y = t*x*y* = t*N(x,y)

portanto, M(x,y) e N(x,y) sdo fun¢des homogéneas de grau 4, entdo nossa equacdo dife-

rencial acima é homogénea.
Agora vamos verificar sua homogeneidade pelo segundo método”. Primeiro coloca-

4 — f(x,y), fazendo isso temos,

mos nossa equagio na forma -
dy xy X 1 (y)

o ey Y8\

dx x“y y < X

portanto, nossa equacao é¢ homogénea
Verificada a homogeneidade da nossa funcdo vamos partir agora para o método de

solucdo a partir de uma substituicdo de varidvel. Além disso vamos trabalhar com nossa

equagdo na forma 2 = g (2).

A substitui¢do a ser feita é
(3.4)

y=vx

30 exemplo a seguir destaca uma equacio homogénea e separével, porém vamos resolvé-la via o método
9

de resolugdo de equagdes homogéneas, fica a cargo do leitor resolvé-la por separagdo de varidveis
®Nio é necessdrio utilizar os dois métodos para estudar a homogeneidade de uma equagio diferencial

visto que um método serve apenas de alternativa para o outro
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dy dv
= _ i 3.5
dx Y xdx (3-5)
como g ()y—c) =—}= —’;‘, temos que,
dy  x
dx y

fazendo as substitui¢des indicadas em (3.4) e (3.5) temos,

+ dv X 1
Vdx—=—— = ——
dx Xxv v
dv 1
x—+v+-=0
dx %
dv 1412
= -0
xdx %
d
—x—l— 4 dv =0.
x 1412

Agora aplicando integracao direta temos,

/dx+/ % J
— y=c
X 1+v2

1
1n|x|+§1n|1—|—v2| =c.

Como ¢ é uma constante podemos fazer ¢ = In|c;|, assim temos

1
In |x| +§ln|1 +v?| =In|c|
Multiplicando a equacao por 2 temos

In|x?| +1In|14+v? = In|c}|
In|1+v? =In|c}| —In|x?|
2
In|1+v*|=1In <ﬂ>
X

portanto,

mas como v = %, temos,
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que € a nossa solugdo geral.

2. Resolva

xydx +x2dy =0

Resolucdo

Assim como no exemplo passado vamos verificar a homogeneidade da nossa equacao

diferencial, porém vamos utilizar apenas um dos métodos colocando nossa equac@o na

forma Z—’y‘ = f(x,y)-

dx x? _ Xy (x)
dy — xy vy y
portanto, nossa equagao € homogénea.

Agora sim, vamos ao método de resolu¢@o. Aplicamos a seguinte substituicao:

X =uy
dx L du
— =ut+y—.
dy ydy

du uy
U+y—=——"—=—u
dy y
du
u+y——+u=0
dy
d
dy  du_,,
y 2u

Através de integracdo direta temos,
d du
/ = + [ —=c
y 2u
1
In|y| +zln\u\ =c
como ¢ € uma constante podemos fazer ¢ = In|c |, assim temos

1
ln\y\+§1n\u]:ln]c1\.
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Multiplicando nossa equagdo por 2 temos

In[y?|+1nfu| = In|cj]

Inju| = In|ci| —In|y?|

e\ 2
In|u| =In (—1>
y

mas com u = § temos,

que € a nossa solugdo geral.

3.3 Equagdes Lineares

Definimos a forma geral de uma equacao diferencial linear de primeira ordem como

a1 () +ao()y =802

Dividindo a equagdo acima pelo coeficiente a; (x) de %, obtemos a seguinte forma de

uma equacao diferencial linear

% +P(x)y=F(x), (3.6)
onde
a8
P()C)— al(X) F( ) Cll(X)

Procuramos uma solug@o para (3.6) em um intervalo /, onde as fung¢des P(x) e F(x)

sao continuas.
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3.3.1 Fator Integrante

Supondo que (3.6) possua solucdo, podemos escrevé-la como:

dy+[P(x)y—F(x)]dx=0 (3.7)

As equacdes lineares possuem uma propriedade que nos permite encontrar uma fun-

¢do (x), tal que
p(x)dy + pu(x)[P(x)y — F(x)]dx = 0 (3.8)

¢ uma equacdo diferencial exata. Pelo critério para uma equagdo exata, visto anterior-

mente, o lado esquerdo de (3.8) é uma diferencial exata, se

p,  du(x)[Plx)y —F(x)]
()= 5 (3.9)

ou

u, .
() = u(@PR)

que € uma equagdo separdvel, logo podemos determinar ¢ agrupando os termos de ma-

neira conveniente e integrando diretamente ambos os lados, entdo

d‘u = X)ax
ou
Ap X) = x)dx
/u@¢> [P
In|p(x)| = / P(x)dx (3.10)
1 (x) = el PO)x (3.11)

A fungdo p(x) determinada acima é um fator integrante para a equagdo diferencial
linear, e u(x) # 0 para todo x em /, sendo também uma fungdo continua e diferencidvel

neste intervalo.

Podemos observar também que (3.8) ¢ uma equagdo diferencial exata ainda que

F(x) =0, ou seja, F(x) ndo tem qualquer influéncia na hora de se determinar o fator
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integrante [t (x), pois temos da equacéo (3.9) que

u B
a—y(X)F(X) = O
Logo,

e PO gy 4 oI POAX[P(x)y — F (x)]dx = 0

e PO gy 4 o] POIAXP () ydx = 0

sdo diferenciais exatas.

Agora, reescrevendo (3.8), temos

el POz gy 1 oI POAxp( )y = of PO () gy

Podemos verificar que o lado esquerdo da equagao acima pode ser escrito como:
o PO gy L oI PO ) 1y — di [ efP(x)dxy] '
X

Portanto temos,

d . :
E [ej P(x)dxy] _ ej P(x)dxF(x)dx

agora integrando esta ultima em relagc@o a x temos,
ol P)dx, _ / o/ POIE () dx 4

onde ¢ é uma constante de integracao.

Resolvendo para y,

y=e [P {/efp(x)dxF(x)derc (3.12)

Portanto, se (3.6) tiver uma solugdo, essa solugao serd da forma de (3.12).

3.3.2 Algoritmo do Método de Resolucao de Equagdes Lineares

1. Coloque a equagdo diferencial linear na forma da equagdo (3.6), ou seja, divida sua

equagao original pelo coeficiente de %;
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2. Identifique P(x) e encontre o fator integrante L = el P(x)dx.

3. Multiplique a equacdo encontrada no passo 1. pelo fator integrante encontrado no

passo 2.;

4. Coloque o lado esquerdo da equagdo encontrada no passo 3. na forma da derivada

do produto do fator integrante pela varidvel dependente y;

5. Integre ambos os lados da equacao encontrada no passo anterior isolando a varidvel

y.
Exemplos
1. Resolva
x% — 4y = %"
Resolucdo

Vamos comecar dividindo nossa equagao por x, que € o coeficiente de %. Fazendo

1SS0 temos,
dy 4
_y _ v = x5 &~
dx x
Na equagdo acima podemos identificar P(x) = —%, logo o nosso fator de integracao
u é dado por
‘LL = efiédx
U= o4l _ elnx*‘* _——

Encontrado u, vamos multiplicar nossa equagao por ele:

_ady
4_
o dx

—4x "3y = xe".

Podemos observar que a equacio acima pode ser escrita na forma

i 4.7 _ X
dx[ y}—xe.
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Agora integrando ambos os lados temos

/d [x_4y} = /xexdx

xty=xe—e+c

y=x2¢" —x*e" +ext

onde ¢ = constante de integracao.

2. Resolva o problema de valor inicial

dy

Ix +2xy = x.

Sujeito a y(0) = —3.

Resolucdo

Lembre-se que em um problema de valor inicial devemos encontrar o valor da cons-

tante de integracdo aplicando a condi¢do indicada.

Note que o coeficiente de % € igual a (3.1), logo nossa equacdo j4 estd na forma ideal

para a resolucao.
Temos que P(x) = 2x, logo u é dado por

u :ef2xdx

x2

u=e".
Multiplicando o fator integrante encontrado em nossa equagao temos,

d
Y 26y = e¥x. (3.13)
dx

A equacdo (3.13) pode ser escrita na forma

d
4l



3.4 Equagées Exatas 34

Integrando ambos os lados temos

/ d [exzy} - / ¢ xdx

x2 _lxz

e y—2e +c
1 2

y—§+ce

Porém, ainda temos que encontrar o valor da constante ¢ em funcio da condicao

y(0) = —3, aplicando essa condi¢@o inicial a equagdo acima temos,
1
3= 0
> +ce
7
c=—=.
2

~ 2 42
Portanto, nossa solugdo é dada por y = % — %e .

3.4 Equacgodes Exatas

3.4.1 Critério para uma Diferencial Exata

Sejam M(x,y) e N(x,y) fun¢des continuas com derivadas parciais de primeira ordem
continuas em uma regido retangular R : a < x < b,c <y < d, e suponha também uma
funcdo F de duas varidveis reais, de forma que F tenha derivadas parciais continuas. A

diferencial total dF € definida como

oF oF
dF(x,y) = g(x,y)dxﬂL a—y(x,y)dy-

Entdo a equacao
dF = M (x,y)dx+ N(x,y)dy

¢ chamada de diferencial exata em uma regifio R se existir uma fungdo F(x,y), tal que se

verifique

oF oF
M(xvy):a_x(xuy) e N(xuy):a_y(x7y) (314)

Nota. Se definirmos F(x,y) = ¢, onde ¢ = constante

JdF JdF
dF(x,y) =0= a(x,y)dﬁr a—y(x,y)dy
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M(x,y)dx+N(x,y)dy = 0.

Se M(x,y)dx+ N(x,y)dy é uma diferencial exata, a equacdo M (x,y)dx+N(x,y)dy =

0 é uma equacdo exata se, e somente se,

oM oN
a_y(xay)zg(xay)' (315)

O critério enunciado acima é uma condicdo suficiente e necessdria para que a dife-

rencial exata seja uma equacao exata.

Vamos provar inicialmente que o critério € uma condicao necessdria, ou seja, se existe
uma funcdo F tal que as equagdes (3.14) sdo satisfeitas, entdo a equacao (3.15) é verda-

deira, temos
oM 0 (JF ON 0 (JdF
=5 (G0 ¢ G =3 (5ew)

Pelo Teorema de Clairaut-Schwarz’ temos que a ordem das derivadas mistas nio

2 (%) = 2 (%)

importa, portanto

Assim,

oM JdN
a—y(x,y) = g(x,y) (c.q.d.).

Vamos mostrar agora que o critério ¢ uma condigdo suficiente, ou seja, se M(x,y)
e N(x,y) satisfazem a equacdo (3.15), entdo M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 é uma equacéo
exata. A demonstracido consiste na constru¢do de uma funcio F que satisfaca (3.14).

Essa construcao ilustra um método bésico para a resolugcdo de equacdes exatas.

Inicialmente integramos a primeira das equacdes de (3.14) em relacdo a x mantendo

y constante, entao temos

F(x,y) =H(x,y) +g(y), (3.16)

onde H(x,y) é qualquer funcdo diferencidvel tal que %—[;(x, y) = M(x,y) e g(y) é uma

funcao diferencidvel arbitraria dependente apenas de y, fazendo o papel da constante de

"Demonstrado no apéndice (A.2).
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integracgao.

Necessitamos agora mostrar que sempre podemos escolher g(y) de modo que a se-
gunda das equacdes de (3.14) seja satisfeita, ou seja, que N(x,y) = %—g(x, y). Vamos entao

derivar a equagdo (3.16) em relagdo a y. Fazendo isso temos

OF, OH ,
a_y(xvy) - a_y(xay)+g (y)7

mas como

oF
N(X,y) = a_y(x7y);

podemos escrever

N(x,y) = aa—l;l(x,y) +4'(y)

e isolando g'(y) encontramos,

oH
"v) =N - . 3.17
g(y)=N(x,y) R (x,y) (3.17)

Para conseguirmos encontrar g’(y) na equagdo (3.17), a expressdo a direita do sinal
de igualdade da equacgdo (3.17) tem que ser uma funcio dependente apenas de y. Para

essa verificagcdo, derivando o lado direito da equagdo (3.17) em relagdo a x.

W) -2 () = ey - 2 (D
ox YT ox dy YY) T Y dy \ dx Y
mas,

oH

g(x,y)zM(x,y)
entao,

JdN oM
g(xvy) - a_y(x7y>

que, se observada a igualdade da equacgao (3.15), é zero. Verificado que o lado direito da
equagdo (3.17) ndo depende de x, podemos encontrar g(y) integrando a equag@o (3.17)

em relacdo a y:

g(y)=/ [N(x,y)—%—l;l(x,y)] dy

agora substituindo g(y) em (3.16) temos

Fle) =) + [ [N = G )|
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Por ultimo fazemos

H(x,y) :/M(x,y)dx e

oH oM
a_y(x7y) = a_y(x7y>dx

assim,
Flx,y) = / M(x,y)dx + / {N(x,y)— / [aai;(x,y)dxﬂdy (3.18)

Se inicialmente tivéssemos integrado a segunda das equacdes em (3.14) em relacdo a

y mantendo x constante, encontrariamos

F(x,y) Z/N(x,y)dw/ [M(x,y)—/ B—Z(x,y)dyﬂ dx (3.19)

3.4.2 Algoritmo para a Resolucao de Equacdes Exatas

A seguir descrevemos um algoritmo para resolver as equagdes exatas®, que é basica-

mente o mesmo utilizado para a demonstra¢do acima:

1. Integrar %—I; (x,y) = M(x,y) em relac@o a x incluindo uma fungio g(y) ao invés de uma

constante de integracao;
2. Diferenciar a equacao resultante em relagdo a y, igualando-a a N(x,y);
3. Obter g(y) integrando a equagdo em relagdo a y;

4. Substituir g(y) na equagdo encontrada apés o primeiro passo e encontrar F (x,y).

Exemplo

1. Resolva a seguinte equacao diferecial:

(2x—1)dx+ (3y+7)dy =0

80 algoritmo é andlogo se no primeiro passo integrarmos %—I; (x,y) = N(x,y) em relac@o a y, fazendo as

devidas alteragoes.
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Resolucdo

Devemos primeiro analisar se a equacdo dada € exata. Para isso devemos identificar

M(x,y) e N(x,y) e verificar se %iy/l(x,y) = ‘%(x,y). Temos que,

M(x,y) =2x—1
oM
-7 =0
R (x,y)
€
N(x,y)=3y+7
oN
a_x(x7y> =0
portanto, como
oM oN

Q_y(x’y) =0= g(xaﬁ

nossa equacdo € exata, ou seja, existe um F(x,y) tal que,

JoF

g(x,y) =2x—1 e

oF
a—y(x,y) =3y+7

Para encontrar a solugdo para a nossa equacdo vamos seguir os passos dados pelo

algoritmo.

O primeiro passo nos diz para integrar %—5 = M(x,y) em relagdo a x acrescentando

uma fun¢@o g(y) no lugar da constante de integracdo, ou seja,

F(x,y) = /(2x— 1)dx

F(x,y) =x*—x+g(y) (3.20)
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Depois, o passo 2 nos diz para diferenciar a equagdo encontrada em relagdo a y e

iguald-la a N(x,y)

0
a—y(xz—X+g(y))=3y+7

g(y)=3y+7

Para seguirmos com a resolu¢io devemos encontrar g(y). Para isso vamos integrar

¢'(y) em relagdo a y, que é o que indica o passo 3:

g(y) = / 3y+7dy

3
g(y) = §y2 +7y

Feito isso agora € s6 substituir g(y) na equagéo (3.20), entdo

3
F(x,y) =x>—x+ §y2+7y

logo,
2 3 2
X =x+y"+7y=c

¢ a solucdo geral para a nossa equacdo diferencial, onde ¢ = constante de integracao.

3.4.3 Fator Integrante

Algumas vezes € possivel transformarmos uma equacdo diferencial que ndo € exata
em uma equacao diferencial exata, multiplicando a equagdo por um fator de integracdo

apropriado. Vamos multiplicar a equacao
M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0 (3.21)
por uma fun¢do u e depois tentar escolher ¢ de modo que a equagao resultante
p(x)M(x,y)dx+ p(x)N(x,y)dy = 0 (3.22)

seja exata.

A equagdo acima € exata se, e somente se

B M) = S (N 6.2



3.4 Equagées Exatas 40

Como M e N sao funcdes dadas, a equacdo (3.23) nos diz que o fator integrante

tem que satisfazer a equagdo diferencial de primeira ordem

M) 00 =N G ) + () = Gl | =0 (24

Se pudermos encontrar uma funcio u que satisfaca a equacao (3.24), entdo a equagao
(3.22) serd exata. A solucdo de (3.22) pode ser obtida entao, pelo método de resolucao de
equagoes exatas. A solucdo encontrada desse modo também satisfard a equacao (3.21), ja

que podemos dividir a equagdo (3.22) pelo fator integrante (L.

Uma equacdo diferencial da forma de (3.24) pode ter mais de uma solucdo. Nesse
caso, qualquer uma delas pode ser usada como fator integrante para (3.21). Infelizmente,
a equacdo (3.24) que determina o fator integrante u €, em muitos casos, tao dificil de
resolver quanto a equagdo original (3.21). Portanto, embora a principio o método dos
fatores integrantes seja uma ferramenta ttil para resolver equacdes diferenciais, na pratica
ele s6 pode ser usado em alguns casos especiais. As situacdes mais importantes nas quais
os fatores integrantes simples podem ser encontrados ocorrem quando y € uma funcdo

dependente apenas de uma das varidveis x ou y, em vez de ambas.
Vamos agora determinar condi¢des necessarias sobre M e N para que a equacao (3.21)

tenha um fator que s6 dependa de x. Supondo que u € uma func¢ao s6 de x, temos

u(x)M(x,y) oM
S e e Y

NG _ 13y ) 4 ) P ),

X dx

Assim, se

dy ox
€ necessdrio que
M IN
d_,u(x)_ a—y(x,y)—x(x,y) (x)
dx N(x,y)
se
aaij(xay) - %_])\C[(xvy)
N(x,y)

¢ uma func¢do s6 de x, entdo existe um fator integrante ( que também depende apenas

de x. Além disso, u pode ser encontrado resolvendo-se a equacdo anterior, que € uma
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equacdo diferencial linear e separavel. Um procedimento andlogo pode ser utilizado para
se determinar uma condi¢do sob a qual a equagdo (3.21) tenha um fator integrante que

dependa apenas de y.
Exemplo

2. Resolva a equacgdo diferencial ndo exata
(2y* 4 3x)dx + (2xy)dy = 0

Resolucdo

Como dito no enunciado do exemplo a equacao acima ndo € exata, logo para transforma-

la em exata, devemos encontrar um fator integrante p(x) apropriado.

Como M(x,y) = 2y> +3x e N(x,y) = 2xy, podemos encontrar suas derivadas parciais

em relacdo a y e x, respectivamente, assim,

oM
a—y(%}’) =4y e

ON
g(x,y) =2y

Agora temos que verificar se

2 (x,y) — G (x,)

N(x,y)

¢ uma func¢do que dependa apenas de x. Substituindo temos,

dy—2y 2y 1

2xy  2xy X

que € uma func¢do s6 de x. Agora vamos aplicar o resultado obtido em

IM IN
d_,Ll o) = a—y(X,y)—W(X,y) .
dx( )_ N(x,y) ‘U( )
ou
a_M(xay)_a_N(xay)
__dy dx x
I R Y R
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Substituindo temos

que € uma equacdo linear de varidveis separaveis, entdo integrando ambos os lados em

/ﬁdu:/}cdx

In|u(x)] = Infx

relagcdo a x temos

H(x) = x.

Tendo encontrado nosso fator de integragdo p(x) = x, vamos agora multiplicar nossa

equagao original por ele:
(2y*x 4 3x%)dx + (2x%y)dy = 0

que é uma equacao diferencial exata. Por mero rigor vamos aplicar a equacdo a condi¢ao

para que ela seja exata

oM

a—y(X,Y) =4dyx e
ON
a—x(x,y) = 4yx
logo,
oM ON

—_— prm— 4 —
R (x,y) = dyx = = (x,y)
portanto, nossa equagao de fato, é exata.

Agora para resolvé-la vamos aplicar o algoritmo visto nesta se¢do, porém diferen-
temente do que foi feito no primeiro exemplo, ndo vamos apontar os passos um a um,

vamos aplicd-los de maneira direta.

Para encontrar F(x,y), temos que,

F(x,y) = /M(x,y)dx: /(2y2x+3x2)dx

F(x,y) =y +x° +g(y)



3.5 Equagdo de Bernoulli 43

agora vamos diferenciar a equagdo acima em relacdo a y e iguald-la a N(x,y),

d
- (P 2+ g(y) = 2%
dy
29 +¢'(v) = 2x%y
gy)=0
o que nos diz que g(y) é uma constante qualquer.

Agora substituindo em F(x,y) temos,
Fx,y) =y +x>=c

Portanto y?x” +x> = ¢, é a solucdo geral para a nossa equagio, onde ¢ é uma constante.

3.5 Equacgao de Bernoulli

A equacdo diferencial

dy B "
o +P(x)y = f(x)y (3.25)

onde n € um nimero real qualquer, é chamada de equagao de Bernoulli.
Se n =0, (3.25) é uma equacao linear.
Se n =1, (3.25) é uma equacdo de varidveis separaveis.
Sen+#0,n#1ey+# 0 podemos dividir a equacio (3.25) por y". Fazendo isso temos,

Ly

y PO = f(). (3.26)

Agora se fizermos h(x) = y! ="

dh dy

) = (1—my

Fazendo essa substitui¢cao na equacdo (3.26), temos

T )+ PG = 09 62)

multiplicando a equacéo (3.27) por (1 —n) temos,

)+ (1= mPLIA() = (1 —n)f(x). (3.28)

Como a equagdo (3.28) € linear podemos resolvé-la pelo método estudado na secao
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anterior. Feito isso, devemos substituir y! ™ = h(x) e assim teremos uma solug@o para a

equagdo (3.25).
Exemplo

1. Resolva a equagdo de Bernoulli dada por

Resolucdo

.. . - . d .
Vamos primeiramente dividir nossa equacao pelo coeficiente de d—i, assim,

d -2
dy vy _y?

dx x X

Como n = —2 e y # 0 podemos dividir nossa equacio por y~2

2dy V1
dx x X

Agora aplicando a substitui¢dao

h— y(lfn) _ y3
dh dy
32
dx 2 d
temos
ldh h 1
3dx x «x
dh 3 3
—+-h=-.
dx x X

Note que nossa equagdo € uma equagdo linear e, portanto, pode ser resolvida pelo

método apresentado na se¢do anterior.
Para o cdlculo do fator integrante y precisamos de P(x), que no nosso caso é %, entao

_ ef %dx

u
U

3
_ eln\x |

w=x



3.6 Equagdo de Ricatti 45

multiplicando y na nossa equagao temos

h
xsd— + 3x2h = 3x?
dx

que pode ser escrita na forma

d
e [xsh} = 3x2.

Integrando ambos os lados da equacdo acima temos,

[alen = [ 3¢

Ch=x+c
c
h=1+—
onde ¢ = constante de integracao.
Mas h = y°
3 c
y=1+3
c
_ 3
y=¢/1+ 3
que € a solucdo geral da nossa equacao.
3.6 Equacao de Ricatti
A equacgdo diferencial ndo linear
D _p R(x)y? 3.29
7 = @)+ 0(x)y+R(x)y (3.29)

€ conhecida como equacgdo de Ricatti. Para resolvermos esse tipo de equacdo devemos
considerar que haja um certo y,, que seja solugdo particular da equacdo (3.29), para assim

efetuarmos a seguinte substituicao

y=yp(x) +u(x)
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feitas as devidas substituicoes em (3.29) temos,

d

22 (3) 4+ 2 (3) = P(&) + Q) (3 () + () + RO () + u(2))?

%(x) + Z_Z(x) = P(x) + O(x)yp(x) + Q(x)u(x) +R(x)yp(x)2 + 2y, (x)u(x)R(x) +R(x)u(x)>
%(x) + j—i(x) = P(x) + Q(x)y, (x) + R(x)yp(x)? + [Q(x) + 2y, (x)R(x)] u(x) + R(x)ue(x)>.

Note no lado direito da equacdo acima que

P(x) + 0(x)yp () + Ry = 22 ()

- dx
logo,
%(X) + %(X) = %(x) +[0(x) + 2y, (x)R(x)] u(x) + R(x)u(x)*.
Portanto
L (00)+ 25, (IR u(x) = RCu(? 330

Como (3.30) € uma equacio de Bernoulli com n = 2, podemos transforma-la em uma
equacio linear dividindo a equacdo acima por u(x)?, encontrando

| du
u(x)? dx

(x) = (Q(x) +2y, (0)R(x) Ju(x) "' = R(x)

fazendo a seguinte substituicao

dh 1 du
E(x):—ma(x)

aplicando a substitui¢io acima na equacao (3.30), temos

dh

a(x) +(Q(x) + 2y, (x)R(x))h(x) = —R(x)

O método de resolugdo acima agora €é andlogo ao utilizado para resolver equacdes de

Bernoulli.
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Exemplo

1. Resolva a equacdo de Ricatti sendo y, uma soluc¢@o conhecida

dy 2
A, S
dx y+y

yp=2.

Resolucdo

Primeiro vamos identificar os coeficientes da equagao

P(x)=-2
0(x) = -1
R(x)=1

Agora vamos fazer a seguinte substitu¢ao

y=yptu
y=2+4u
dy du
dx dx

assim, temos,

du
—=-2-(2 2+u)?
T (2+u)+(2+u)
d
L a4 3uti?
dx
du
2 3u=u?
1y Ju=u
que € uma equacao de Bernoulli com n = 2. A partir de agora vamos resolvé-la pelo
método utilizado na secfio anterior, primeiramente dividindo a equagio acima por u?
ldu 3 |
wdx u
agora vamos fazer
h=u"!
dh 1 du
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fazendo essa substitui¢do, nossa equagdo pode ser escrita como

dh
—— —3h=1
dx
dh
— +3h=-1
dx+

que € uma equacao linear, agora precisamos calcular o fator integrante u

u:edex

[.L:€3x

entdo, vamos multiplicar nossa equacdo pelo fator de integracao U,

h
e?)xd_ + 3e3xh — _eSx
dx

que pode ser escrita como

- [e3xh} — _e3x.

Integrando ambos os lados temos,

/a’ [e3xh} = /—e3xdx

3x
3x e
e*h=——+c
3
1
PO
3 eSx
mas, h = u~!, entdo
1
-1 —3x
u  =——=+ce
3 +
1
U —
—% +ce 3%
mas, ainda temos que y = 2+ u, entao
1
R —
Y —% +ce3x

onde ¢ é uma constante de integracao.

Portanto, a equacdo acima € nossa solucdo geral para a equacao dada.
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3.7 Equagdes de Clairaut

A forma geral destas equacdes € dada por

)’:xd—i} +f(d—y) (3.31)

tal que y seja uma funcao diferenciavel.
Essas equagdes deram origem ao estudo das solugdes singulares.

Para resolvermos as equagdes de Clairaut devemos buscar fazer a substituicao p(x) =

%, entdo podemos escrever (3.31) na forma
y=xp(x)+ f(p(x)). (3.32)

Derivando (3.32) em relagdo a x, temos

Y = )+ L0+ £ (p) L

ou seja,
L)+ £ (pl) =0. (3:33)

Assim %2 (x) = 0 ou x+ f'(p(x)) = 0.

Se fl—i’(x) =0, entao p(x) = ¢, onde ¢ € uma constante qualquer. Substituindo a cons-

tante em (3.32), temos

y=cx+ f(c)
que nada mais €é do que uma familia de retas.

Porém, se x+ f'(p(x)) = 0, teremos que x = — f'(p(x)), logo (3.32) fica na forma
y==p)f'(p(x) + f(p(x)).

Substituindo p(x) pelo parAmetro ¢, podemos escrever a solucdo singular da equagéo

de Clairaut na seguinte forma paramétrica
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Exemplo

1. Resolva a equagdo de Clairaut dada, obtendo uma solucao singular

dy

dx

dy
=x—+1-1
y xdx+ n

Resolugdo

Vamos aplicar a seguinte substitui¢ao,

dy

p(x) = dx

assim, temos,

y=xp(x)+1—=In[p(x)]

derivando a equagdo acima em relagc@o a x temos,

o :p<x>+xj—’;<x>—$j—’;<x>

)=o)+ 520 (v )
dp 1 B
a(x) <x— m =0

ou seja, fl—i’(x) =0ou <x— ﬁ) =0.

Se Z—i (x) =0, p(x) = ¢, onde ¢ é uma constante qualquer. Substituindo esse resultado

y temos,
y=cx+1—1n|c|

que é uma familia de retas.

Porém, se x — L= 0, temos que x = L, substituindo em y temos,
p(x) p(x)

y=14+1—1In|p(x)]

1
y=2—1In —’
X

y=2+In|x|
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que € a solucdo singular da nossa equagdo, também podemos apresentar essa solucao na

forma paramétrica, fazendo p(x) = % =1, onde ¢ € um parametro qualquer,

_1
x_t

y=2+In|t|
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4 Aplicagdes das Equacoes
Diferenciais Ordinarias de Primeira
Ordem

Este capitulo traz aplicacdes das equacdes diferenciais ordindrias de primeira ordem,
algumas cléssicas como o Modelo de Dinamica Populacional de Malthus e outras mais
complexas como o Modelo de von Bertalanffy para o crescimento de peixes. O objetivo
desse capitulo € exibir a gama de aplicacdes que essas equagdes podem ter nas mais
variadas dreas do cohecimento, tornando-as muito mais que apenas um objeto de estudo

puramente matematico.

4.1 Lei do Resfriamento/Aquecimento de Newton

Segundo a lei empirica de Newton do resfriamento/aquecimento de um corpo, a taxa
de variacdo da temperatura de um corpo € proporcional a diferenca entre sua temperatura
e a do meio que o cerca, chamada de temperatura ambiente. Se T'(¢) representar a tem-
peratura de um determinado corpo no instante ¢, 7, a temperatura do meio que o cerca
e % a taxa com que a temperatura do corpo varia, a lei do resfriamento/aquecimento de
Newton pode ser escrita matematicamente como:

%:X(T—Tm) 4.1)
onde A é uma constante de proporcionalidade. Em ambos os casos, resfriamento ou

aquecimento, se T, for uma constante A < 0.

Note que o modelo da lei de resfriamento/aquecimento de Newton é uma equacao
diferencial ordindria de primeira ordem linear e separdvel, sendo assim vamos encontrar

a solugdo geral desta equacgdo utilizando o Método das Varidveis Separdveis:

dT
= MT—T,)

dT

Tz,
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integrando ambos os lados da nossa ultima equacao, temos
dT
[~ [ra
(T - Tm)

assim,

ln|T—Tm] = )Lt—f—cl
portanto,

T(t) = T + cre™ (4.2)

que € a solucdo geral da lei de resfriamento/aquecimento de Newton, onde ¢y = ¢! € uma

constante.

Exemplo 1. Resfriamento de um bolo

Quando retiramos um bolo do forno, ele apresenta temperatura de 150 °C. Trés mi-
nutos depois sua temperatura € de 94 °C. Quanto tempo demorard para o bolo atingir a

temperatura ambiente de 20 °C ?

Resolucdo

Podemos observar que o problema acima pode ser modelado utilizando a lei de res-
friamento/aquecimento de Newton. Porém, antes precisamos identificar a temperatura
ambiente (7;,) como sendo 7;, = 20 °C, fazendo isso o que nos resta & resolver o seguinte

problema de valor inicial:

dT
dt

= A(T —20)

7(0) = 150

e encontrar o valor de A de tal forma que 7'(3) = 94.
Utilizando a solucgao geral descrita em (4.2) temos que,

T(t) = Ty + cre™

ou

T(t) =20+ cre
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aplicando o PVI T(0) = 150, podemos encontrar a constante ¢, assim

150 =20+,
c =130

como ¢ = 130, nossa nova equagdo pode ser escrita como,
T(t) = 20+ 130
para encontrar o valor de A utilizaremos o fato de que 7' (3) = 94, portanto

94 =20+ 130e°*

’130
~ —0,1878

assim

T(t) =20+ 130e” "187%
Porém, a equagdo acima ndo nos oferece uma solug@o finita para 7' (1) = 20, ja que

lim 7'(¢) = 20, mas podemos ver claramente no grafico abaixo que o bolo tera tempera-
X—ro0

tura ambiente em aproximadamente 40 minutos.

T

0 0 0 0 W

Figura 4.1: Taxa de decaimento da temperatura do bolo
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4.2 Dinamica Populacional

O economista e demdgrafo inglés Thomas Malthus, foi um dos primeiros a tentar mo-
delar o crescimento populacional utilizando a matematica. O modelo partia do principio
de que a taxa de crescimento de uma populagdo em um determinado instante € proporcio-
nal a populacdo em cada instante, ou seja, quanto mais pessoas existirem em um instante
t, mais pessoas haverdao no futuro. Matemdticamente, se P(t) € a populacdo total num
instante 7, temos a seguinte expressao

le—f(t) =kP(t) (4.3)
onde k é uma constante de proporcionalidade. O modelo malthusiano ¢ bem simples e
nao leva em conta uma série de fatores, tais como imigracao e emigracao, e as populacoes
que crescem com uma taxa descrita pela equacao acima sdao incomuns, porém ele ainda é
utilizado para modelar o crescimento de pequenas populacdes em um intervalo de tempo

razoavelmente curto, como o crescimento de bactérias em uma placa de Petri.

Aos olhos da matematica, podemos observar que a equacao (4.3) € a0 mesmo tempo
uma equagao diferencial separavel e linear. Colocando-a na forma padrdo de uma equagao

diferencial linear de pimeira ordem temos,

dP

E(I) —kP(t) =0

para resolvé-la, vamos primeiro encontrar o seu fator integrante utilizando (3.11), assim

temos,

u(r)=e 14
u(r)=e

agora multipicando (4.3) pelo fator de integracdo encontrado temos

B (1)~ (e)kP() =0
ek[%(t) e Mkp() = 0

reescrevendo a equagdo acima

Gl Pa) =0
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por fim, integrando os dois lados da equagdo acima temos
/ L e Mp@))dr = o1
e MP(t) = ¢
portanto, a solucdo geral para o modelo malthusiano pode ser dada por
P(t) =cied 4.4)

onde c¢; € uma constante de integracao.

Exemplo 2. Crescimento de bactérias

O aumento da populagdo de um certo tipo de bactérias estd sendo estudado em um
laboratério. Inicialmente foram colocadas 3000 bactérias em uma placa de Petri, apds
2 horas a populagdo inicial havia triplicado. Se a taxa de crescimento dessa cultura de
bactérias € proporcional ao nimero de bactérias presentes um dado instante, qual o tempo

necessdrio para que o nimero de bactérias quintuplique ?

Resolucdo

Como a taxa de crescimento populacional dessa cultura de bactérias € proporcional
ao nimero de bactérias num instante dado, concluimos que o problema acima pode ser
modelado pelo modelo de crescimento populacional malthusiano. Assim podemos aplicar

a solucao geral descrita por (4.4).
P(1) = ¢
Para determinar a constante ¢ usaremos o fato de que em 7 = 0, temos P(0) = 3000.

Aplicando esta condi¢do temos

3000 = ¢y
c1 = 3000

aplicando c; = 3000 em (4.4).

P(1) = 3000

Para encontrarmos a constante de proporcionalidade & utilizaremos o PVI P(2) =
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9000, assim

9000 = 3000e2
ek =3
B In3
2
k =~ 0,5493.

k

Agora para encontrar o instante em que a quantidade de bactérias quintuplicou, basta

resolver a equagao

15000 = 300023493
o0,54931 _ 5

. In5
~0,5493
1~ 2,9299.

Logo, temos que a populacdo de bactérias quintuplicard em aproximadamente 2,9299

horas.

4.3 Crescimento de Peixes (Modelo de von Bertalanffy)

Como sabemos, a pesca sempre foi um importante elemento para a sobrevivéncia do
ser humano, porém a pesca predatéria de algumas espécies acabou gerando a extin¢do
dessas espécies. Para combater a pesca predatéria, hoje em dia existem leis internacio-
nais que definem como a pesca deve ser efetuada. Os modelos matematicos podem ser
utilizados para se medir os efeitos dessas leis de controle e estabelecer em que condi¢des
o peixe pode ser capturado. O peso p(t) de cada espécie é dado pela seguinte equagio
empirica de von Bertalanffy”:

)= apt B (4.5)
que estabelece que o aumento do peso de um peixe € proporcional a drea de sua super-
ficie, onde o € uma constante que representa a taxa de sintese de massa por unidade de
superficie do animal (anabolismo), e 8 € a constante que representa a taxa de diminuigio

da massa por unidade de massa (catabolismo).

A equagao de von Bertalanffy é uma equacao de Bernoulli com n = %, ou seja, pode-

20 modelo ao qual nos referimos é para o aumento de peso dos peixes, porém hd outros modelos de von
Bertalanffy que estudam o tamanho dos peixes, ver BASSANEZI e FERREIRA JR (1988).
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mos escrevé-la na forma da equacdo (3.25) com segue:

d 2
) = ap’ 49

Para resolver a equagio acima podemos utilizar a seguinte substitui¢io a(t) = p' ="

Assim,
h(t) = p*
e
dh 1 _2dp
_ = — 3—|(t
=3P (1)
ou

dh 1 _,dp
)= —h 22t
dt<) 3 dt<)

aplicando a substiticdo acima a (4.6) temos

dh
3h25(t) + B = ah?

dh o B
—(t)==—=h
dt (t) 3 3
reescrevendo temos a seguinte equacgao linear.
dh B o
T 3h=3 4.7)

Para resover a equagio linear (4.7), temos primeiro que encontrar o fator integrante ft(z),
dado por (3.11):

(r) =l

u(r) = e
multiplicando por u(¢) em (4.7), temos
h B o
i Ly A, e
w(n) 50+ B Sh= (1)
s,dh o BB, B
e3 dt(t) e3 3h—e3 3

simpificando a equacdo acima, escrevendo o seu lado esquerdo como uma derivada do

produto, obtemos
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agora integrando os dois lados da equagdo acima temos,

B B
e’'h=—e3" +¢
(04 B
/’l(l‘) = — —|—C1€_§t
B
onde c; € a nossa constante de integracao.
Mas como p = k>, temos
3
o _B
p(t) = (3 +eie 3’) (4.8)

quando 7 = 0, o valor de p é desprezével, portanto usando p(0) ~ 0, obtemos

()

entao,
o
—+4+c1 =0 4.9)
B
ou
o
cl=—— (4.10)
B

aplicando (4.10) em (4.8).

3
Quando ¢ cresce, p tende a P, = (%) . Fazendo k =

(SShes)

, temos

p(t) = Po(1—e )3 (4.11)

que € a solugdo geral da a equagdo de von Bertalanffy para o aumento de peso dos pei-

XCSIO.

10N3o serd dado nenhum exemplo pritico da utilizagio do modelo de von Bertalanffy para o cresci-
mento de peixes, ja que para dar tal exemplo € necessdrio um certo conhecimento de andlise estatistica, e
aproximacao linear, assuntos esses que ndo sao alvo deste estudo. Para ver exemplos ver referéncias.
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4.4 Circuitos em Série

Considere um circuito em série contendo apenas um resistor € um indutor como mos-
trado na figura abaixo, da segunda lei de Kirchhoff sabemos que a soma das quedas de
voltagem no indutor (L%) e no resistor (iR) é igual a voltagem aplicada no circuito (E(z))

constante.

Figura 4.2: Circuito em série LR

Assim a equagdo diferencial para a corrente i(¢) é dada por,

di
L— +Ri=E(t 4.12
g TRI=EQ) (4.12)

onde L e R sdo constantes conhecidas como indutincia e resisténcia, respectivamente, a

corrente i(¢) também é conhecida como resposta do sistema.

Para o novo circuito em série mostrado na figura (4.3) , a queda de voltagem em um

capacitor com capacitancia C é dada por %(t), onde ¢ € a carga do capacitor.

Figura 4.3: Circuito em série RC

Assim, para este circuito a segunda lei de Kirchhoff nos diz que
1
Rz—l—Eq:E(t), (4.13)

mas como i = %, podemos reescrever (4.13) como a seguinte equagdo diferencial linear:

dg 1
R—+—g=E(t). 4.14
5 Tl =EW) (4.14)
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Como (4.14) € uma equacao diferencial linear podemos resolvé-la utilizando o algo-

ritmo apresentado anteriormente; assim devemos primeiro dividir (4.14) pelo coeficiente
R
dg 1 E(1)
2 —g=——2 4.15
ar ' CRTT R (+15)

a seguir vamos encontrar o fator integrante da equagdo acima utilizando (3.11).

Multiplicando (4.15) por p(t), temos

dq 1 E(1)
1)— 1)—q=pu(t)—=
ue) -+ 1) mpa
qu | tE(l)
CR — CR — (g — ¢CR —=—
“Ca TENRIT R

reescrevendo o lado esquerdo da equacao acima como uma derivada do produto temos

dt R

integrando os dois lados desta equagao:

onde c; € a nossa constante de integracao.

Portanto, a solucdo geral da equacdo (4.14) é dada por

q(1) =CE(t) + e rey. (4.16)

Para se obter a solucdo geral para (4.12) o procedimento € andlogo, como serd mos-

trado no exemplo pratico a seguir.

Exemplo 3. Circuitos em série

Uma forcga eletromotriz de 30 volts € aplicada a um circuito em série LR no qual a

indutancia € de 0,1 henry e a resisténcia € de 50 ohms. Encontre a corrente i(z) se i(0) = 0.

Resolucdo



4.4 Circuitos em Série 62

O primeiro passo € identificar os elementos dados pelo problema na equacgao diferen-

cial linear (4.12), logo podemos reescrever (4.12) como,

0, 1ﬂ +50i = 30.
dt

Assim , para resolver nossa equagdo, vamos seguir o algoritmo e comegar dividindo

a equacgdo acima pelo coeficiente 0,1:

ﬂ + 500 = 300.
dt

Agora vamos encontrar o fator integrante da equagdo acima, dado por (3.11), que por

verificagio é p(¢) = ¢°”. Multiplicando 1 (¢) na equaciio acima obtemos,

di
5001 d_; 15001500 — 500130

reescrevendo o lado esquerdo da equacdo na forma de uma derivada do produto temos

%(eSOOt l) — 8500t300

integrando ambos os lados da equagdo acima

d
/E@mwm:/éwmwt
00 — 0,65 4 ¢,

i(t) =0,64¢%¢,

onde c; € a nossa constante de integracdo. Para encontrar o valor numérico de cy, utiliza-

remos 0 PVI i(0) = 0, assim

0=0,6+¢"c
Cl = —0,6
como ¢; = —0,6, podemos reescrever nossa fungao i(¢) como sendo,

i(t) =0,6—0,6e0%



63

5 Gua de Resolucao de Equacgoes
Diferenciais Ordinarias de Primeira
Ordem

Neste capitulo apresentaremos o software desenvolvido a partir da revisao biblio-
gréifica dos livros: AYRES (1994), BASSANEZI e FERREIRA JR (1988), BOYCE e
DIPRIMA (2010), BRONSHTEIN e SEMENDYAYEV (1998), EDWARDS e PENNEY
(1995), MACHADO (2000), ZILL (2003) e ZILL e CULLEN (2001) sobre equacdes di-
ferenciais. O Guia de Resolucao de Equagdes Diferenciais Ordindrias de Primeira Ordem
foi desenvolvido a fim de auxiliar os alunos de graduagdo e também os pesquisadores que
se deparem com esse tema, na sala de aula ou em suas pesquisas. Este software foi desen-
volvido em forma de pdgina da internet para possibilitar o acesso dos usudrios a qualquer

momento sem necessidade de se fazer qualquer tipo de download.

5.1 Apresentacdo do Guia

O Guia de Resolucao de Equagdes Diferenciais Ordinérias de Primeira Ordem esta
disponivel na internet para uso das pessoas que se interessam pelo estudo das equacdes di-
ferenciais, e pode ser acessado no seguinte link http://www.feg.unesp.br/ ernesto/guiaedo

/inicio.html.

A seguir serdo apresentadas as principais caracteristicas do nosso guia, incluindo sua
estrutura, método utilizado para identificar uma determinada equagao, forma com que a
solucdo geral € dada, beneficios aos usuarios que sao alunos de graduagdo, entre outras
peculiaridades. Mostraremos também todo o material que acompanha o guia, tais como
manual de instrucdes e material de apoio, recursos estes que diferenciam esse software
dos outros materias disponiveis na internet, além de garantir um carater mais didético para
o ensino de equacgdes diferenciais. Ele traz também uma fonte de contatos, que serve para

estabelecer uma comunicacdo entre os desenvolvedores e os usudrios do guia.
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5.1.1 Inicio

Ao acessar o guia o usudrio serd encaminhado a pagina inicial, com uma série de

links, como mostra a figura (5.1).

m

unesp™®

Campus de Guaratingosts

Abn

LR N-B

Guia de Resolucao de Equacoes
Diferenciais de Primeira Ordem

Inicinr Guia
Lustrucbes
Material de Apoio
Fale Conosco
Creditos
Referénclas |
[ D BN L

Figura 5.1: Pégina Inicial do Guia.

A partir desta pagina o usudrio pode optar por:

. Iniciar o guia e comecar o processo de resolu¢do de sua equagao diferencial;

. Acessar o manual de instru¢des ou o material de apoio para encontrar ajuda, nesses

links sao fornecidas informacdes sobre o funcionamento do guia e sobre o contetido
de ED;

. Utilizar a opc¢ao de falar conosco ou ainda ver as referéncias utilizadas para a ela-

boacao deste guia.

5.1.2 Iniciando o Guia

Ao iniciar o guia o usudrio se depara com a pagina do primeiro teste, mostrada na
figura (5.2).
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.
a Bem vindo ae Guin de Reselucio de Equacdes Diferencials de Primeios Ordem
-
°

S vua sguacho ssth ma formas for oy cligee agul

Se vas equacho esth ne forma 1o, Nirw 0 eligue agul

e qe L v

Figura 5.2: Primeiro Teste do Guia.

Este teste indica ao guia em que forma sua equacdo se encontra, ele é de grande
importancia no processo de resolu¢do de uma equacao diferencial, pois os proximos pas-
sos da resoucdo dependem de como este teste identifica a forma em que a equagdo a ser

trabalhada esta escrita.

Escolhemos trabalhar apenas com as duas formas mais comuns de como as equagdes
diferenciais sao encontradas, a forma geral % = f(x,y) e a forma que utiliza as fungdes
M(x,y) e N(x,y) escrita como M (x,y)dx+ N(x,y)dy = 0. Essas duas formas sdo equiva-
lentes, ou seja, com algum trabalho algébrico é possivel a partir de uma escrever a outra,
porém para utilizar o guia basta que a equacao esteja escrita em uma dessas duas formas.
Apesar de incomum pode-se encontrar equagdes diferenciais em outras formas e se esse

for o caso o usudrio terd de reescrevé-la adaptando-a a uma das formas indicadas no teste.

Como foi dito no inicio desta se¢do, o guia procede de maneira diferente em relacao
a resolugdo da equacdo diferencial dependendo de como ela estd escrita. Por esse motivo
€ importante tomar algum cuidado quando for necessdrio adaptar uma equacao a uma das

formas exibidas pelo guia.

Nesta pagina também foi colocado um link que redireciona o usudrio de volta a pagina
inicial do guia. A opg¢do de colocar este link apenas nesta pagina foi feita porque toda
vez que uma equacdo diferencial é resolvida existe a opcdo de voltar para esta pagina,
entdo colocar um link que retorna a pdgina incial em todas as pédginas deixaria o guia

sobrecarregado de informacdes.

5.1.3 Acessibilidade ao Pesquisador

Este guia também foi elaborado de maneira a atender as necessidades dos pesquisa-

dores que porventura venham a trabalhar com problemas que envolvam equacdes diferen-
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ciais, visto que muitos dos problemas de diversas dreas do conhecimento podem recair
em uma equacgdo diferencial. Seu diferencial em relacdo aos outros softwares € que o
Guia de Resolucao de Equacdes Diferenciais Ordindrias de Primeira Ordem € gratuito e
estd disponivel na internet como uma pagina, ou seja, nao € necessario que o usudrio faca

algum tipo de download.

A abordagem dada pelo guia aos pesquisadores é diferente da dada aos alunos, isso
porque esses dois usudrios, na maioria das vezes, buscam coisas diferentes. O foco do
pesquisador ndo é conhecer toda a teoria das equagdes diferenciais, seu objetivo principal
¢ minimizar o tempo gasto visando um maior desenvolvimento de sua pesquisa, enquanto
que o aluno busca aprender um novo conceito que lhe serd ttil ao longo do tempo, sendo
assim foram desenvolvidos recursos que privilegiam cada usudrio em sua situacao carac-

teristica.

Para melhor atender aos pesquisadores foi criado um recurso que permite ao pesqui-
sador acessar diretamente a solugdo geral da sua equacdo (sem passar pelos testes), desde

que ele conheca a sua classificacdo, como ilustrado pela figura (5.3).

L
a Soluctes Gerals ou Testes 2
°

Vecd conkece o Upo da sua equacio difervacial (Separavel, Homogénea, Exata, Linear, de Bernoulll, de
Nicatt) ou de Clairaut) »

Stm
Nan

Figura 5.3: Recurso que permite o acesso as solucdes gerais sem a utiliza¢ao dos testes.

Esse recurso foi desenvolvido exclusivamente para os pesquisadores que buscam uma
solu¢do analitica rdpida para um determinado problema, este recurso permite ao pesqui-
sador acessar determinada solug@o geral sem passar pelos testes. Porém nada impede que
um estudante que conhece a classificacdo de sua equacgdo diferencial acesse esse recurso.
Entretanto o aluno deve ter em mente que a funcio do guia para ele ndo € simplesmente
resolver equacdes diferenciais, mas sim ajudd-lo a compreender todos os passos que sao

necessarios para esta resolucdo e que os testes sao de extrema importancia nesse processo.
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.
a Soluches Geraks
-
°

Para encentrar & expressio que lhe mostrars o salugbo geral da sua wguachs cligue ne ok correspondents
. ~u tipo dela

tguatao Separmwl
Tguacao Humogenea
Lauache Exata
Equacan Linaar
Fawachde de Beruonmill
Lanacie de Nicatt)

Egwacas de Chatraut

e qe L v

Figura 5.4: Solucdes gerais que podem ser acessadas sem a utilizacdo dos testes.
5.1.4 Testes de Classificacao

Os testes de classificacdo das equagdes diferenciais sdo diferentes dependendo da
forma em que sua equacio se encontra. Por esse motivo o primeiro teste € tao importante,
pois € ele quem faz essa diferenciacdo no tratamento da equagao diferencial. Cada teste
foi elaborado baseado na revisdo bibliografica feita em: BOYCE e DIPRIMA (2010),
EDWARDS e PENNEY (1995), MACHADO (2000) e ZILL e CULLEN (2001), de modo
a identificar as caracteristicas das equagdes e classifica-las. Com essa classificacdo os

testes encaminham o usudrio a solug¢do geral adequada.

Os testes de classificacdo formam a base didatica deste guia para a utilizacdo por parte
dos estudantes. Eles podem ser evitados, mas devido a sua importancia como ferramenta
didatica esse recurso deve ser utilizado apenas no caso do usudrio ser um pesquisador. Os
professores da graduacdo podem utilizar esses testes para desenvolver certas atividades
tais como pedir aos alunos que a partir dos testes encontrem certas caracteristicas de cada
tipo de equacdo, tentar estabelecer alguma relacdo entre os testes e a solucao geral ou
qualquer outra possibilidade que o professor encontrar de explorar o guia. Porém esta é
apenas uma op¢ao, sua utilizacdo como um guia que auxilia os estudantes na resolu¢do
de uma EDO de primeira ordem ainda continua sendo a esséncia desse software, sua
sequéncia légica consiste em classificar as equagdes com os testes e depois indicar a
solu¢do geral, mas sua flexibilidade permite outros tipos de exploracdes por parte dos

usuarios.
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.
a Teste 3: Equacdes Lineares,
°

Sua funche 2z y) pode ser waerita na forma , toom weu F13) sendo diferente de um funghn
transcendental (trigosametricas, -;’.&mu\ logaritanicas, ralzos, otc.) ¥

S
Nan

Figura 5.5: Teste verificando se a equacdo diferencial € linear.

No intuito de se tornar ainda mais diddtico, o guia apenas indica ao usudrio o que
deve ser testado deixando a seu cargo a realizacdo do teste, com isso o aluno passa a
trabalhar com sua equagdo e o guia assume o papel de apenas auxiliar na resolugdo e
nao simplesmente resolver a equacdo. No caso do teste verificar a classificacdo de uma
determinada equacdo o guia levard o usudrio até a expressao que gera a solugdo geral. Se

o teste ndo fizer essa verificacdo o guia indicard o proximo teste.

Ainda pode acontecer de nenhum dos testes identificar a classificacdo da equacao
diferencial. Se isso acontecer, 0o guia mostrard uma pagina intitulada "Erro", mostrada
na figura (5.6), que explica que pode ter acontecido algum erro durante os testes, que
€ o caso mais comum, ou entdo que a equacao trabalhada nao pode ser classificada em
nenhuma das classes apresentadas pelo guia (apesar de incomum, existem certos tipos de
equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem especiais, que normalmente servem

para explicar alguns fendmenos bem especificos).

Como solugdo esta pagina da a op¢do do usudrio fazer uma nova consulta, que pode
identificar algum possivel erro na primeira consulta; acessar o0 manual de instrugdes caso
o usudrio esteja tendo algum tipo de dificuladade em utilizar o guia; ou ainda consultar o

material de apoio para tirar algum tipo de divida acerca de sua equacao.

5.1.5 Solucdes Gerais e Problemas de Valor Inicial

Nesta se¢do trataremos da forma com que o Guia de Resolucdo de Equacdes Diferen-
ciais de Primeira Ordem apresenta as solucdes gerais das equacdes diferenciais e como

ele lida com o fato da equagdo trazer algum tipo de problema de valor inicial (PVI).

Visando a maior interacdo do usudrio com o guia, as solu¢des sdo dadas na forma
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Desdulpe, mas sonse gula nhe ¢ capaz de Meatificar o sen tipo de sguacan Veriligee sua sguacio » tentn
wima nova convulta clicando agul

S proferie consudie o Material de Apoio o0 0 Mannal de Inslrugies deste guia

| S R

Figura 5.6: Equacdo ndo identificada.

genérica, ou seja, as solucdes dadas resolvem qualquer tipo de equacao diferencial com
caracteristicas similares.

Cabe ao usudrio substituir as fungdes de sua equacdo na expressao e resolvé-la. Se o
usudrio em questdo é um aluno, a resolucao da expressdo € o ultimo passo na resolug¢do
de uma equacdo diferencial (se a equacdo diferencial ndo apresentar nenhum PVI), e o

intuito principal do guia é acompanhar e dar suporte ao estudante de graduagao em todos

0s passos dessa resolucao.

: u a uaco renclals a O

v

a Solucae Geral das Equacdes Diferencials Lineares,

b Come sua wquache diferencial ¢ linear, voos 'ud;. ‘.“. L i ne do um fator de
* Integrag poe

® parn wncontrar s seducie geral resolva o seguinte expressio

o]

Sua LDO tom problema de valor inlclal (PVH) *

Mm
Niw

ke v

Figura 5.7: Solucao geral de uma equacdo linear.

Aplicar um determinado problema de valor inicial (PVI) a uma equacio é o ultimo
passo na resolu¢do de uma EDO, e assim como € feito nos passos anteriores o guia apenas
orienta o usudrio a substituir seu PVI na solucao encontrada e trabalha-la até encontrar a

constante de integracdo. Dessa forma o usudrio encontrard a solu¢do particular para a sua
equagdo.

Assim como no caso da solugdo geral, essa metodologia do guia também nao favorece

os pesquisadores que ndo tem a pretensdo de realizar algum trabalho algébrico.
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Nesta pdgina também se encontra um link de retorno, que leva o usuario novamente
até a pagina do primeiro teste. Esse link também estd disponivel na pagina para a qual o

usudrio € direcionado caso sua equacao diferencial ndo apresente nenhum PVI.

EDO com Problema de Yalor Inicial (PYD

s0lEcNiADm

Enconlre ves conslanis de integracho aplicande o comdiche tnicial & sua solucho geral
Obrigado por wiilisar moso guls, pars Tazer wms nova comaulia cligue squl

woeqge ke v

Figura 5.8: EDO com problema de valor inicial.

5.1.6 Manual de Instruc¢oes

Apesar de ter uma utiliza¢do simples, optamos por completar o guia com um manual

de instrucdes. Ele pode ser acessado na péagina inicial do guia no link "Instru¢des"ou na
pagina "Erro".

O objetivo do manual € informar ao usudrio o que acontece em cada pagina, como

mostra a figura (5.9). As informacdes foram disponibilizadas em linguagem formal, vi-

sando melhorar o entendimento das instrucoes.

Guia de Resolugio de Equagdes Diferenciais de Primeira Ordem

O Primeiro Teste

M e AN AOrRarTAGS 100 il O shuditd Beve SRITr em Gue barmie S0th 0ad T auaghes Dlersncal se por 52800 sha nhe satTeer em
R e I e I

O que eu procure, Solacho Geral ou Teste?

F o0 puiggmes fun 0901 Lhun aude pas 8 Lorrimr © s oo lbe o Corasta | Apeds s g (erbas 8o @ Fim B0 S08 ST 0 Getejen apeeae sr et w
# eaprerato gue Bus Srnace ¢ sonche guiel Par cae lade 6 pracgel elyetve Seste grad ¢ saniar o eeludarde Tursrhs Conn que el pareonre
por lodes o8 lesies gue lwverbe o shave & tonhecer bodes o p e e s epacie.

Selugho Geral

Figura 5.9: Vista parcial do manual de instrucoes.

O manual de instru¢des ndo traz nenhum tipo de ajuda conceitual sobre equacdes
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diferenciais, sendo assim optamos por colocar um link no final desta pdgina que redire-
ciona o usudrio até o material de apoio, onde ele encontrard um material sobre a teoria
das equacdes diferenciais ordindrias de primeira ordem. As caracteristicas deste material

serdo explorados na secdo seguinte.

5.1.7 Material de Apoio

O material de apoio citado no guia refere-se aos trés capitulos anteriores deste tra-
balho. Ele pode ser acessado diretamente da pagina inicial do guia no link "Material de
Apoio", na pagina "Instrugcdes"ou na pagina "Erro". Essas duas tltimas pdginas recebe-
ram esse link por serem paginas que o usudrio ao entrar nelas pode estar com alguma tipo

de divida conceitual que pode ser sanada por este material.

O material de apoio foi elaborado baseado na revisao biliografica de livros textos
mais utilizados em sala de aula que tratam das equagdes diferenciais: AYRES (1994),
BASSANEZI e FERREIRA JR (1988), BOYCE e DIPRIMA (2010), BRONSHTEIN
e SEMENDYAYEV (1998), EDWARDS e PENNEY (1995), MACHADO (2000), ZILL
(2003) e ZILL e CULLEN (2001), além de trazer algumas demonstragdes € passagens que
ndo aparecem em nenhum desses trabalhos. O texto deste material abrange toda a parte
de definicdes, classificagdes, métodos de resolucgdo e aplicacdes das equacdes diferenciais
ordindrias de primeira ordem, além de trazer também alguns exemplos que facilitam o en-
tendimento do contetido. Ele pode ser utilizado no auxilio ao usudrio durante a utiliza¢ao
do guia, caso o usudrio tenha alguma divida conceitual sobre como fazer algum dos testes
ou entdo como fazer uma determinada substitui¢do pedida na solucdo geral; ou também
como texto de apoio durante os estudos iniciais das equagdes diferenciais, servindo de

material alternativo ou mesmo complementar ao utilizado pelo professor em sala de aula.

5.1.8 Contatos

Como a maioria dos softwares que sdo disponibilizados na internet para uso geral o
Guia de Resolugdo de Equagdes Diferenciais Ordindrias de Primeira Ordem também traz
uma pagina de contatos. Ela pode ser acessada na pagina inicial do guia no link "Fale

Conosco".

O usudrio pode enviar criticas, sugestdes, comentérios, reportar eventuais erros, etc,
através do endereco eletronico: ricardo.moraesO7 @ gmail.com. Esse tipo de contato é
importante para saber como os usudrios de uma forma geral avaliam o guia, além de

nos ajudar a manter sempre um material atualizado e de qualidade capaz de auxiliar aos
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interessados.

5.2 Usuarios

Durante o processo de elaboracdo desse guia, algumas de suas prioridades foram a
versatilidade com que ele poderia ser utilizado e a diversidade de seus usudrios. Ou seja,
ele deveria atender as necessidades do maior niumero possivel de usudrios, ndo apenas alu-
nos e professores da graduacdo, mas também pesquisadores interessados nesse assunto,
ou que apenas estivessem com algum tipo divida. Por esse motivo, ao invés de fazer um
programa que simplesmente resolve equacdes diferenciais, optamos por este guia, que
pode ser tanto educativo, uma vez que faz com que os alunos tenham que realizar uma
série de testes e assim conhecer as caracteristicas de cada tipo de equacao, quanto pratico

para o usudrio que quer apenas encontrar uma solucio para o seu problema.

5.2.1 Alunos de Graduagao

Ao iniciarmos os estudos sobre equacdes diferenciais percebemos, através de conver-
sas informais com professores e alunos, que a grande maioria dos estudantes da graduacdo
dos diversos cursos de exatas apresenta dificuldade quando estuda equacao diferenciais,
sejam elas, ordindrias ou parciais, de primeira ordem ou nao. Esse guia ndo tem a preten-
s@o de se tornar a solucao final para isso, mas pode vir a ser um atenuante desta dificul-
dade.

Estruturado para que o aluno seja levado, em algum momento, a trabalhar de fato
com sua equagdo, esse guia se baseia numa série de testes que servem para classificar a
equacdo que estd sendo resolvida. Assim € interessante observar que o guia nao realiza
esses testes para o usudrio, ele apenas indica ao aluno o que deve ser testado. Feito o teste
e identificada a classificagdo da equagdo o préximo passo € apresentar a solugdo geral,
porém nds optamos por apresentar a solu¢cdo geral numa forma genérica, ou seja, 0 usudrio
terd de fazer as substitui¢des necessarias e ainda calcular uma integral. Esse € um recurso
interessante para que a aten¢do do aluno ao que esta acontecendo com sua equacio seja
mantida, pois se exibissemos, apds os testes, apenas a solu¢do, o guia perderia um pouco
da sua esséncia como ferramenta diddtica. Com esse trabalho extra o usudrio ao ver sua
solugdo ficard sabendo de qual expressdo ela resultou, tendo assim acompanhado todos
0s passos necessdrios para a resolu¢do de uma equacgdo diferencial ordinéria de primeira

ordem.

Além do guia prépriamente dito, o aluno dispde de um texto de apoio sobre equagdes
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diferenciais de primeira ordem, disponivel através de um link na pagina principal do guia.
Esse material de apoio consiste dos trés capitulos anteriores deste trabalho, que contém
toda a parte introdutdria a teoria das equacgdes diferenciais, os principais métodos de re-
solu¢do (os mesmos utilizados pelo guia), além de uma série de aplicagcdes das equagdes
diferenciais ordindrias de primeira ordem em diferentes situacdes, tudo com o objetivo de

dar um suporte aos alunos, fornecendo uma fonte alternativa para estudos.

5.2.2 Professores de Graduagdo

Assim como ¢ dificil para os alunos da graduacdo aprenderem equagdes diferenci-
ais, para os professores a dificuldade estd em transmitir esses conceitos de maneira clara
e compreensivel, e para isso o professor deve se valer de todos os recursos disponiveis,
visando sempre aprimorar sua metodologia. O nosso guia pode auxiliar o professor no
conteddo conteudo inicial de um primeiro curso de equagdes diferenciais, quando € tra-
tado a parte introdutéria de equagdes diferenciais e as equacdes diferenciais ordindrias de
primeira ordem. O guia, nesta situacdo, serve como uma ferramenta ou facilitador para o
professor, no momento de lecionar esse tema. O professor pode utilizar o guia de modo a
complementar o ensino tradicional, entendido como a resolucdo de exercicios apresenta-
dos nos diversos livros textos, ou entdo, utilizd-lo como um instrumento de aprimoraracdo
aos alunos, quanto as caracteristicas de cada tipo de equacdo diferencial, visto que, atra-
vés de conversas informais percebemos que por vezes a maior dificuldade dos estudantes
ndo estd na hora de resolver a equacdo, mas sim na hora de identificar sua classificacao
(linear, homogénea, etc.). A utilizagdo do material de apoio disponivel no guia também
¢ uma boa opc¢ao como fonte de consulta, ja que se trata de um material desenvolvido a
partir de uma revisao bibliografica dos pricipais livros didaticos que tratam desse assunto.
Levando em consideracio a diversidade de usudrios o guia traz um recurso que permite
ao usudrio, que conhece o tipo de sua equacdo, acessar as solugdes gerais diretamente.
Este recurso pode ser uma armadilha para o professor, um vez que se o aluno souber da
classificacdo da equagdo de antemao, ndo acesse a solucao geral diretamente sem passar
pelos testes, pois como j4 foi dito os testes s@o fundamentais para que o aluno absorva as

caracteristicas de cada classe de equacgdes diferenciais.

5.2.3 Pesquisadores em Geral

Nosso guia ndo € voltado exclusivamente a atender alunos e professores de gradua-
¢ao0, os demais pesquisadores de diversas dreas do conhecimento também podem ter seus

problemas resolvidos por ele. Por vezes o pesquisador se encontra com uma equacao
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diferencial no momento em que tem que descrever algum fendmeno fisico, estimar uma
determinada populac¢do, entre outras inimeras aplicacdes dessas equacdes. No entanto,
diferentemente do que acontece com os alunos de graduacdo, os pesquisadores, em sua
maioria, sabem como resolver esses problemas, contudo essa resolucao demanda um certo
tempo. Existem diversos programas que resolvem equacgdes diferenciais (Maple, Mathe-
matica, Matlab), o que torna a utilizagdo desses softwares invidvel € o seu custo, nosso
guia nao é uma ferramenta tdo poderosa quanto esses softwares, porém por ser gratuito e

estar disponivel na internet ele acaba se tornando uma opg¢éo razoavel.

A utilizag@o guia por parte do pesquisador tem um foco diferente quando comparada
a utilizacdo dos alunos, enquanto o aluno tem que passar por uma série de testes a fim de
classificar sua equacdo, o pesquisador, desde que conheca a classificacdo de sua equagio,
pode acessar diretamente a expressdo que gera a solugcdo geral, poupando o tempo que

seria perdido fazendo cada um dos testes.
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Consideracoes Finais

A revisdo bibliografica foi util para dar embasamento tedrico suficiente para o desen-
volvimento deste trabalho, os textos pesquisados deram suporte necessdrio para a realiza-

¢do de todo esse estudo apresentado aqui.

O desenvolvimento do Guia de Resolugdo de Equagdes Diferenciais Ordindrias de
Primeira Ordem, foi benéfico a toda comunidade interessada neste assunto por ser mais
um recurso disponivel gratuitamente na internet que lida com este tema. Os beneficios
na aprendizagem dos alunos nao pode ser medido neste momento, pois com o pouco
tempo de disponibiliza¢do do software e sua pequena divulgacao ele ainda ndo atende um
nimero signficativo de alunos, esperamos que com o passar do tempo esse recurso torne-
se popular entre os alunos de graduacdo e através do canal "Fale Conosco"esperamos

receber um retorno por parte dos usudrios.
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APENDICE A - Demonstracdes

A.1 Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugdes de uma
EDO

Considere o seguinte problema de valor inicial.

D — f(1,y)

y(to) = o

(A.1)

Se f(t,y) e % sdo continuas num retingulo

Y

R=(ty)eRla<t<B,0<y<y

contendo (7, yp), entdo o PVI dado tem uma tnica solu¢do em um intervalo contendo # .

Demonstracao

A demonstracdo do Teorema de Existéncia e Unicidade de Solu¢des de uma EDO foi
adaptado de SANTOS(2011, p.148-152).

Vamos dividir a demonstracdo em duas partes, primeiramente demonstraremos a exis-

téncia e depois a unicidade da solu¢ao de uma EDO.
Existéncia
Definimos a sequéncia de fun¢des y,(¢) como:

yo(t) = yo

ya(t) =yo+ t f(s,9n-1(s))ds
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paran=1,2,...

Como f(t,y) é continua no retingulo R, existe uma constante b > 0 tal que

fty)|<b (t,y) € R.
Assim,
y1(2) = yo(2)| < bt —10], a<t<p.
Como ‘;—5 ¢ continua em R, existe uma constante a > 0 tal que
|f(t,y)— f(t,2)| < aly—7] oa<t<f e 0 <y,z<Y.
Assim

p2) =1 W1 [ 3106 = Flsvals)lds <a [ () =yolds <ab [ Js—solds

Iy
It —10]°

=ab 5

3(t) = y2(2)] < /lol (s, y2(5)) = f(s,31(5)) | ds < a/tot [y2(s) = y1(s)|ds

ts —tof* t—1o
< a®b uds _ a%@_
P 6
Vamos supor, por indugio, que
¢ =10

|yn71(t)_)’n72(t)|§an_2b (l’l—l)! .

Entao

3n(0)=3n 1) < [ 1 (5)) — F(5,3m2(s)) ds < a / it (5) — ya(s)|ds

¢ o qn—1 _n
ga/ gl =tol o a0l (A2)
0 (n—1)! n!

Estas desigualdades sdo validas para o« < o' <1 < 8’ < 8 onde o’ e B’ sdo tais que
0 < yn(t) < ysempre que o' <1< f'.
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Segue de (A.2) que

o nl
Zlyn —Yn—1(t SZ ﬁ 05)

que € convergente. Como

yalt) = yo+ Y () = 3ot (1),

k=1

logo y,(t) é convergente. Assim, seja

y(t) = lim y,(1).

n—yoo

Como
m akfl( o OC)k
Vm(t) = yu(t)] < Z () =yi—1 (1) <b Y T
k=n+1 k=n+1 ’
entdo aplicando limite quando m tende a infinito temos
a
p0-wi<b Y, Pl (A3

k!

Logo dado & > 0, para n suficientemente grande, |y(r) —y,(r)| < §, para o’ <1 <
B’. Assim segue que y(z) é continua, pois dado € > 0, para s suficientemente préximo

de 7, temos que [y,(r) —ya(s)| < § e para n suficientemente grande |y(r) —y,(1)| < § e

y(s) —yals)| < %, ou seja

(1) =y($)] < |y(t) =u(@)] + [y () = yu(s)] + yals) —y(s)| < €.
Ainda, para o/ < < f’, temos

tim [ f(s,a(5))ds = tolf(s,y(S))ds

n—o0 to

pois, por (A.3), temos

[ fsmods= [ 5(6)ds| <

17053005 = 506D ds
o d (Bt
/|yn $)lds <ab(t—r) ¥, L=

k=n+1
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que tende a zero quando n tende ao infinito. Portanto
. . t
y(t) = lim y,(¢) = yo+ lim [ f(s,y,-1(s))ds
n—oo n—oo to

1t 1t
=yo+ [ f(s,limy, 1(s))ds =yo+ [ f(s,¥(s))ds.
1 fi—reo 1

Derivando esta equag@o em relac@o a t temos que y(¢) é solu¢do do problema de valor

incial.

O que demonstra a existéncia de uma solu¢do, agora mostraremos que tal solugdo é

dnica.
Unicidade

Supondo que y(7) e z(t) sejam solugdes do problema de valor inicial. Seja
t
u(t) = [ Iv(s)==(s)lds.
0

Assim, como

entao
¢ = -0l < [ () —2(5)] ds
= [ 3D = fszt6lds <a [ 13(5) =9l ds
ou seja,

u'(t) <au(t).

Subtraindo au(t) e multiplicando por e~%, temos

d —at
= [e™"u(1)] <0

com u(tg) = 0.

Isso implica que e~ “u(t) = 0, logo u(t) = 0, para todo ¢. Assim y() = z(t), para todo
r.
(c.q.d.)
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A.2 Teorema de Clairaut-Schwarz

Se z = f(x,y) é de classe C2, entdo suas derivadas mistas sdo iguais, ou seja,

9*f  9°f
oxdy  dydx’
Demonstracao

A demonstracdo do Teorema de Clairaut-Schwarz foi adaptado de PINTO e MOR-
GADO(2008, p.125-126).

Vamos tomar um ponto (xp,yo) no dominio de f. Se fixarmos Ay, e definirmos uma

funcao

g(x) = f(x,y0 +Ay) — f(x,50),

temos que

g(xo + Ax) — g(xo) = f(x0 +Ax,yo + Ay) — f(x0,0 +Ay) — f (0,0 +Ay) + f(x0,0)-
(A4)

Aplicando o teorema do valor médio para fun¢des de uma varidvel a funcdo g, temos

que g(xo +Ax) — g(xo) = g'(x*)Ax, para x*, tal que xo < x* < xp+ Ax.

Assim, a equacdo (A.4) pode ser escrita como:

af af
— (x" Ay) — = (x* Ax
|:ax (X Yo+ y) Ox (x 7y0)

= f(xo +Ax,y0 + Ay) — f(x0,y0 + Ay) — f(x0,y0 + Ay) + f(x0,¥0)-

Aplicando o teorema do valor médio a fung@o h(y) = g—‘i (x*,y), temos que

_9f
~ Jydx

Lo+t - F 0] av= 2L () sy

para um y*, tal que yp < y* < yo -+ Ay, assim a equagao (A.4) pode ser reescrita como:

% f
dyodx

(x*,y") AxAy = f(xo + Ax,yo +Ay) — f(x0,y0 +Ay) — f(x0,y0 + Ay) + f(x0,¥0).
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Como % ¢ continua em (xg, o), temos que
82_f(x )= lim ﬁ(x* ")
9ydx "0 T an00) dydx
Logo,
O (o0) = im L [ vy A) — £+ Ax ) — F 0 +A)+ Fs0.30)
X = —— [f(x — f(x — f(x X .
ayax 0,Y0 (AxAY)—>(0,0) A)CAy 0 » YO Y 0 » YO 0,Y0 Y 0,Y0

(AS)

De modo andlogo, mostra-se que o limite que aparece a direita da equagdo (A.5)

T 92
também € igual a Fafx (x0,¥0), 0 que demonstra o teorema.
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